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RESUMO

O método adjunto tem sido extensivamente utilizado como ferramenta de
sintese no projeto de aeronaves por permitir que se obtenham sensibilidades de
distintas medidas de mérito com relagao a pardmetros que controlam a geome-
tria de superficies aerodinamicas. O presente trabalho visa uma ampliacao das
aplicacoes da formulagao continua do método, ao utilizar propriedades fisicas do
escoamento nas fronteiras permeaveis do dominio computacional como parame-
tros de controle de uma particular medida de mérito. Desse modo é possivel, entre
muitas possibilidades, determinar a sensibilidade de integrais como sustentacao
ou arrasto de uma aeronave com relagao as condigoes de cruzeiro, por exemplo.
Mais do que isso, essa informagao pode ser obtida com a mesma solugao adjunta
computada para realizar otimizagao de forma. Vale destacar, ainda, que para que
se consiga obter essa informacao a partir das equagoes adjuntas, é necessario que
se implemente condigoes de contorno baseadas em equacoes diferenciais caracte-
risticas, resolvendo o problema de Riemann completo nas fronteiras do dominio.
A implementagao das usuais condig¢oes de contorno homogéneas, vastamente di-
fundidas na literatura, resultaria em gradientes nulos. Esta nova abordagem do
método é entao aplicada a escoamentos modelados pelas equacoes de Euler 2-D
compressiveis em estado estaciondrio. Ambos os problemas, fisico e adjunto, sao
resolvidos numericamente com um c6digo computacional que utiliza o método dos
volumes finitos com segunda ordem de precisao no espaco e discretizacao centrada
com dissipagao artificial. As solugbes estacionarias sao obtidas ao se postular
um termo tempo—dependente e integra—lo com um esquema Runge-Kutta de 5
passos e 2* ordem de precisao. As simulagoes sao realizadas em malhas nao—
estruturadas formadas por elementos triangulares em 4 geometrias distintas: um
bocal divergente, um perfil diamante, um aerof6lio simétrico (NACA 0012) e o
outro assimétrico (RAE 2822). Os gradientes adjuntos sdo entao validados por
meio da comparacao com os obtidos pelo método de diferencas finitas nos regimes
de escoamento subsonico, supersonico e transonico.

Palavras chave: Método Adjunto, Otimizagao, Aerodindmica, Condicoes de
Contorno.



ABSTRACT

The adjoint method has been extensively used as an aircraft design tool,
since it enables one to obtain sensitivities of many different mesures of merit
with respect to parameters that control the aerodynamic surface geometry. This
works aims to open up the possibilities of the method’s applications by using flow
physical properties at the permeable boundaries of the computational domain as
control parameters of a particular measure of merit. This way it is possible,
among many possibilities, to compute lift or drag sensitivities of an aircraft with
respect to cruise conditions, for instance. Moreover, this information can be
obtained with the same adjoint solution used to perform shape optimization.
It is also worth noting that in order to obtain this information from the adjoint
equations it is necessary to implement characteristics—based boundary conditions,
resolving the complete Riemann problem at the boundaries of the computational
domain. The use of the traditional homogeneous boundary conditions, widely
spread in the literature, would lead the gradient to vanish. This new approach of
the method is, then, applied to flows modeled by the 2-D steady state compress-
ible Euler equations. Both, physical and adjoint problems are numerically solved
with a computational code that makes use of a 2! order finite volume method
and central differences with artifficial dissipation. The steady solutions are ob-
tained by postulating a time-dependent term and integrating it with a 5-stage
224 order Runge-Kutta scheme. The simulations are performed on unstructured
triangular meshes to 4 different geometries: a divergent nozzle, a diamond profile,
a symmetric airfoil (NACA 0012) and a assymmetric airfoil (RAE 2822). The
adjoint gradients are then validated by comparison with those obtained by finite
differences method in subsonic, supersonic and transonic flow regimes.

Key words: Adjoint Method, Optimization, Aerodynamics, Boundary Condi-
tions.
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1 INTRODUCAO

1.1 O Projeto Aerodinamico

Apesar de depender da missao a qual se destina, o projeto de aeronaves visa,
de uma maneira geral, otimizar a forma geométrica de uma configuragao, levando
em conta uma relacao de compromisso entre desempenho aerodinamico, peso es-
trutural e especificagoes de volume interno para armazenamento de combustivel e
carga util (REUTHER; JAMESON, 1994). O procedimento adotado para que se ob-
tenha tal configuracao 6étima, no entanto, evoluiu consideravelmente ao longo dos
anos. Devido & complexidade do escoamento de fluidos, conhecidamente regido
por equagoes diferenciais a derivadas parciais (PDE’s) nao-lineares, a estratégia
utilizada no projeto aerodindmico em tempos mais remotos era baseada em méto-
dos empiricos em que, a partir da analise do desempenho de uma geometria base
através de ensaios realizados em tuneis de vento, eram propostas alteracoes até

que se obtivesse uma forma que estivesse de acordo com os requisitos impostos.

O enorme progresso experimentado pela Dinamica dos Fluidos Computacio-
nal (CFD) nas tltimas décadas, por sua vez, ensejou uma revolu¢ado no modo de
se projetar superficies aerodinamicas. O desenvolvimento de métodos mais ro-
bustos e confiaveis aliado a crescente disponibilidade de recursos computacionais,
tanto no que diz respeito a capacidade de armazenamento quanto a velocidade
de processamento, alcaram o que era inicialmente apenas um instrumento de
estudo para problemas fisicos em nivel de investigacao cientifica & posi¢ao de po-
derosa ferramenta utilizada para se obter solu¢oes dos mais complexos problemas
de engenharia (MALISKA, 2004). Além de, geralmente, permitir a avaliagdo de
diferentes configuragoes a custos relativamente mais baixos do que ensaios em
tuneis de vento, a CFD ainda possibilitou a simulacao do movimento de fluidos
em regimes mais dificeis de se reproduzir experimentalmente como, por exemplo,

escoamentos hipersonicos a grandes altitudes.

Apesar de reduzir custos na industria, a CFD era utilizada apenas como ferra-

menta de analise e o método de tentativa e erro continuava a ser aplicado durante
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a fase de projeto. Entretanto, é improvavel que este processo iterativo resulte em
um produto verdadeiramente 6timo. Além disso, o natural aumento da complexi-
dade dos projetos e o consequente aumento do ntimero de parametros envolvidos
no processo dificultavam as decisoes de seus responséveis. Isso ocorria porque
nao havia como garantir que esse procedimento explorasse adequadamente o es-
paco de solugoes viaveis. Foi entao que, com o desenvolvimento de métodos de
otimizacao e projeto inverso, ocorreu uma segunda revolucao no projeto aerodi-
namico. Combinados com recursos de simulagao de escoamentos, esses métodos
acrescentaram uma nova dimensao a CFD, ao aliarem a ja conhecida capacidade

de analise & possibilidade de investigar de forma eficiente o espaco de projeto.

1.2 Meétodos de Otimizacao e Projeto Inverso

Em geral, o projetista tem uma idéia do tipo de distribuigao de pressao sobre
a superficie aerodinamica que resultaria no desempenho desejado. Assim, seria
interessante se houvesse a possibilidade de determinar a geometria que corres-
ponde a uma dada distribuicao de pressao objetivo sob certas condigoes pres-
critas. Dessa forma conseguir-se—ia, por exemplo, evitar gradientes de pressao
adversos que induziriam a separagao prematura da camada limite em aerofélios.
Conhecido como projeto inverso aerodinamico, esse problema foi estudado pela
primeira vez por Lighthill (1945). Seu trabalho consistia em projetar perfis de
asas bidimensionais em escoamentos representados pelo modelo potencial incom-
pressivel, utilizando a técnica de transformacao conforme de um aerofélio para o
circulo unitario. Esse tipo de mapeamento, no entanto, nao permitia a aplicagao
do método em escoamentos compressiveis, ja que a presencga de ondas de choque
na solugao provocaria uma descontinuidade na funcao de transformacao. McFad-
den (1979) contornou esse problema através da adi¢ao de dissipagao artificial para

suprimir a presenca de choques em escoamentos transonicos.

Apesar das vantagens descritas, essa classe de métodos nao garante que a
distribuicao desejada, que deve ser especificada a priori, seja realizavel', ou que
implique em melhores coeficientes aerodinamicos. Além disso, nao se pode ga-
rantir que a configuracao obtida represente uma solucao étima para as condigoes
prescritas (REUTHER; JAMESON, 1994). Os métodos de otimizagdo, por outro
lado, proporcionam uma abordagem mais abrangente do projeto aerodinamico.

Essencialmente, eles buscam extremos de fungoes de mérito previamente defini-

IEntenda-se por realizavel uma distribuicdo de pressdo que satisfaca as equacdes que gover-
nam o escoamento.
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das, que representam pontos de maximo ou minimo locais no espago de projeto.
De qualquer modo, a existéncia de um extremo, ainda que local, deve corres-
ponder a uma configuracao 6tima. Para diferenciar esses métodos da tradicional
forma de projeto por tentativa e erro, eles procuram avaliar a sensibilidade de
cada medida de mérito com respeito a variacoes dos parametros através de suas
derivadas. Entretanto, esses funcionais geralmente envolvem varidveis fisicas do
escoamento que, por sua vez, também dependem dos parametros de projeto. Infe-
lizmente, essa dependéncia s6 é conhecida de forma fechada em um ntimero muito
pequeno de casos simples, que nao cobrem o universo de aplicacoes de interesse
(VOLPE, 2011). Por outro lado, quando se consegue estimar esses gradientes de
sensibilidade — e hé& meios de o fazer — entao se pode fazer uso de poderosos

métodos de busca baseados neles (VANDERPLAATS, 1984).

Contudo, nem todos os métodos de otimizagao sao baseados em gradiente.
Dentre os que nao fazem uso dessa informacao para realizar o processo de otimiza-
¢ao, destacam—se os chamados algoritmos genéticos (GOLDBERG, 1989), baseados
no processo biologico de selecao natural. Neles, a partir de uma populacao ini-
cial de solugoes base, sao selecionadas aquelas mais bem adaptadas, ou seja, as
que apresentam melhores valores da medida de mérito em questao, para entao
promové-las com maior probabilidade de serem utilizadas em uma recombinacao
para gerar novas solugoes. Assim como ocorre na natureza, por vezes, impoem-—se
a ocorréncia de mutagdes em seus produtos. As novas solugoes obtidas substi-
tuem, entao, algumas ou todas as solucoes da populagao antiga. Esta classe
de métodos é, particularmente, 1til em casos em que a fungao objetivo nao é
continua e, portanto, nao é diferenciavel, quando ha um conjunto de medidas
de mérito independentes a serem consideradas, ou entao, quando se espera que
existam multiplos pontos de 6timo local. Zingg, Nemec e Pulliam (2008) compa-
ram a evolucao dos algoritmos genéticos com um método baseado em gradiente
em aplicagoes de otimizacao aerodinamica e concluem que os primeiros sao mais
apropriados para o projeto preliminar, onde modelos mais simplificados sao tipica-
mente utilizados, enquanto algoritmos baseados em gradiente sao mais adequados
em uma fase posterior, em que o projeto é mais detalhado e, consequentemente,

existe a necessidade de simulagoes mais fiéis a fisica.

A utilizacao de técnicas numéricas para otimizacao de perfis aerodinamicos
em escoamentos transonicos foi iniciada por Hicks, Murman e Vanderplaats (1974)
e, posteriormente, estendida para o projeto de asas por Hicks e Henne (1978).
Os ultimos exploraram a possibilidade de combinar objetivos de projeto deseja-

dos com o processo de otimizagao com restrigoes. Nesse caso, a configuracao é
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especificada por um conjunto de parametros. O método de otimizacao, entao,
seleciona valores desses parametros que maximizam alguma medida de mérito
como a razao da sustentacao pelo arrasto, sujeita a restrigoes como espessura e
volume da asa. Em principio esse método permite ao projetista especificar quais-
quer objetivos de projeto razoédveis. Entretanto, o método se torna extremamente
caro a medida em que o ntiimero de parametros aumenta e, na pratica, o sucesso
das suas aplicagoes depende fortemente da escolha da representacao paramétrica

da configuracao.

Desde entao, diversos métodos de otimizagao aerodinamica foram desenvol-
vidos, dentre eles o método Modified Garabedian—McFadden (MGM) baseado
no modelo potencial linearizado do escoamento (SANTOS, 1993; VOLPE, 2004;
VOLPE, 2005; VOLPE et al., 2007) e o método adjunto (JAMESON, 1988; REUTHER,
1996: SANTOS, 1995; JAMESON; NADARAJAH, 2000; JAMESON; SRIRAM; MARTI-
NELLI, 2003; JAMESON; KIM, 2003a), que ganhou destaque por permitir grande
flexibilidade quanto ao modelo adotado para a fisica do escoamento e para a
medida de mérito. Por isso serve tanto para problemas de otimizacao como de
projeto inverso. Também tem o atrativo de tornar o custo computacional aproxi-
madamente independente do niimero de parametros de controle, como sera visto
mais adiante. Tais caracteristicas fizeram desse método um prolifico tema de

pesquisa.

1.3 O Método Adjunto e Suas Aplicacoes

O método adjunto, baseado na teoria de controle de sistemas governados
por equagoes diferenciais (LIONS, 1971), foi inicialmente proposto por Pironneau
(1983) para otimizagao de forma em problemas elipticos e, mais tarde, estendido
para escoamentos transénicos por Jameson (1988), que utilizou seu conhecimento
sobre teoria de controle 6timo para desenvolver o que ele proprio chama de mé-

todos de projeto 6timo (GILES; PIERCE, 2000b).

A continuidade dos trabalhos de Jameson e seus colaboradores resultou no de-
senvolvimento das formula¢oes adjuntas para escoamentos modelados pela equa-
¢ao potencial (JAMESON, 1988), equagoes de Euler (REUTHER, 1996) e Navier—
Stokes (JAMESON; MARTINELLI; PIERCE, 1997). Além disso, a complexidade das
aplicagoes de seu trabalho também progrediu desde a otimizagao de aerofélios
2-D (JAMESON, 1990) utilizando a técnica de transformagao conforme, passando
por projeto de asas 3-D (JAMESON, 1994), estudos de interferéncia aerodinamica
com interagao asa isolada/asa—fuselagem (REUTHER; JAMESON, 1995) e, final-
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mente, chegando a configuragdes completas de aeronaves (REUTHER et al., 1996).

Posteriormente, Kim (2001) ampliou as investigagoes a respeito do método
com estudos voltados para a otimizacao de aerofélios em configuragoes que utili-
zam mecanismos hipersustentadores como flaps e slats em escoamentos modelados
pelas equagdes de Navier—Stokes com média de Reynolds (RANS). Em seguida,
Alonso e Kroo (2002) fizeram uso de algoritmos de otimizagao para reducao de
ruido em plataformas supersonicas e, pouco depois, Jameson, Sriram e Martinelli
(2003) conseguiram aplicar o método em malhas ndo—estruturadas, fato que cer-
tamente ampliou sua utilidade, na medida em que possibilitou a otimizacao de
geometrias mais complexas. Aplicagoes ainda foram desenvolvidas para escoa-
mentos nao—estacionarios (THOMAS; HALL; DOWELL, 2005; NADARAJAH; JAME-
SON, 2006; NADARAJAH; JAMESON, 2007; MANI; MAVRIPLIS, 2008; ECONOMON;
PALACIOS; ALONSO, 2014), escoamentos hipersonicos (KLINE et al., 2015; KLINE;
ECONOMON; ALONSO, 2016), além de trabalhos propostos nas areas de interfe-
réncia aerodindmica e integra¢ao propulsiva (FUJITA, 2002; MAKINO; IWAMIYA;
LEI, 2003; RODRIGUEZ, 2003; KIM; KOC; NAKAHASHI, 2005).

As aplicagoes do método adjunto, no entanto nao se resumem a aerodinamica
externa. Duta, Giles e Campobasso (2002) aplicaram o método em escoamentos
internos ao otimizar turbo-méquinas. Ja Giles e Pierce (1997) investiam em
estudos mais tedricos do método como condigoes de contorno, comportamento da
solugdo, propriedades das equagoes (GILES; PIERCE, 1998a), e até mesmo solugao
analitica para o caso de escoamentos governados pelas equagoes de Euler quase

unidimensionais (GILES; PIERCE, 2000a; GILES; PIERCE, 2001).

Também se desenvolveram aplicacoes do método adjunto para aumentar a
precisao de funcionais relevantes, como medidas de sustentagao e arrasto (GILES;
PIERCE, 1998b; GILES; PIERCE, 1999a; GILES; PIERCE, 1999b; PIERCE; GILES,
2004). Uma abordagem semelhante a essa deu origem a uma nova classe de apli-
cagoes, que se voltaram a andlise de erros em CFD (GILES; PIERCE; SULI, 2004;
GILES; SULL, 2002). Seguindo essa linha, Venditti e Darmofal (1999) iniciaram
suas pesquisas sobre o método adjunto para estimativa de erros e adaptacao de
malhas. Seus estudos comprendem desde escoamentos quase-1D (VENDITTL; DAR-
MOFAL, 2000), passando por escoamentos 2-D inviscidos (VENDITTI; DARMOFAL,
2002) e adaptagao anisotropica em escoamentos viscosos (VENDITTI; DARMOFAL,
2003). Mais tarde, Nielsen et al. (2004) trabalharam com escoamentos turbulen-
tos em malhas nao—estruturadas e Martins, Alonso e Reuther (2005), por sua vez,
contribuiram para a evolucao do estado da arte na area de otimizacao ao utilizar

o método adjunto para integrar duas areas do projeto de aeronaves: aerodinamica
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e estruturas. Alguns anos depois, Palaniappan et al. (2011) conseguiram utilizar
o método adjunto para controlar um fenémeno fisico associado a estabilidade de

sistemas aeroelasticos conhecido como flutter.

Vale destacar que a solucao do problema adjunto envolve aproximadamente
o mesmo custo computacional que a simulagao do escoamento propriamente dita.
Ainda assim héa trabalhos que procuram reduzir mais esses custos. Nesse sen-
tido, Taasan, Kuruvila e Salas (1992) implementaram o método one shot em
que as equagoOes que governam o escoamento, usualmente impostas como restri-
¢oes do problema variacional, sao requeridas para satisfazer apenas a solucao
final convergida (KURUVILA; TAASAN; SALAS, 1994). Em seu trabalho, os custos
computacionais também foram reduzidos ao aplicar técnicas multigrid as modifi-
cagoes da geometria, bem como a solugao das equagoes do escoamento e adjuntas.
Seu trabalho foi explorado por Beux e Dervieux (1993) ao considerar a influéncia
da forma de parametrizacao da geometria no desempenho do método adjunto
(MARCO; BEUX, 1993). As aplicagoes do método adjunto, entretanto, ndo param
por ai. Sua versatilidade possibilitou aplicagoes nas mais diferentes areas da en-
genharia, envolvendo temas que vao da termo—hidraulica de reatores nucleares as

ciéncias atmosféricas (CACUCI et al., 1980; HALL; CACUCI, 1983).

A eficiéncia deste método, naturalmente, instigou o interesse da industria a
utiliza—lo na fase de concepg¢ao de aeronaves como, por exemplo, no projeto aero-
dindmico do McDonnel Douglas MDXX (JAMESON, 1997), onde, ainda, predomi-
nam métodos de projeto inverso associados a modelos especificos do escoamento
como o potencial compressivel linearizado (NAIK et al., 1995; OLIVEIRA; TRAPP;
MACEDO, 2003; SADRI; LEBLOND; PIPERNI, 2002).

1.4 Formulacao do Problema Adjunto

No contexto da teoria de controle de Lions (1971), uma superficie aerodinami-
ca pode ser entendida como um dispositivo que controla o escoamento. Ao impor
as equagoes da mecanica dos fluidos como restrigoes do problema variacional, as
variagoes da medida de mérito sao projetadas no espaco de solugoes realizaveis,
o que reduz sensivelmente o custo computacional para obtencao de sensibilidades
com relagao ao escoamento de interesse. Matematicamente, o problema consiste
em minimizar uma fungao de mérito sob certas restrigoes, que sao representadas

por um conjunto de PDE’s chamadas de equacgoes de estado.
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1.4.1 Formas de Discretizacao da Equacao Adjunta

A implementac¢ao numérica do método adjunto requer a utilizacao de uma
forma discretizada da equacao adjunta. Existem, basicamente, duas formas pos-
siveis para sua obten¢ao. Primeiro, ela pode ser derivada & partir da forma
discretizada das equagoes que governam o escoamento e, portanto, seria obtida
diretamente em uma forma discretizada. Esta forma, conhecida na literatura
como formulacao discreta do método, fica, no entanto, condicionada & forma
como as equagoes da mecéanica dos fluidos foram discretizadas, tanto no que diz
respeito a complexidade, quanto a precisao dos resultados. Este procedimento
ainda pode levar a expressoes bastante complexas, especialmente quando se usam

aproximacoes de ordem superior para as equagoes governantes.

Alternativamente, a equacao adjunta pode ser derivada a partir da forma
original das equagoes que governam o escoamento para, s6 entao, ser discretizada.
Esta é a formulagao continua do método. A equacao adjunta pode ser, entao,
resolvida de modo independente dos métodos utilizados para obter a solucao das
equacgoes do escoamento. Deve—se ressaltar que a forma discretizada da equacao
adjunta obtida na formulagao continua nao coincide com aquela da formulacao
discreta. Pode—se atribuir esta diferenca ao fato de que, nesta tltima, a restricao
que se esta impondo corresponde a uma particular discretizacao das equacoes da

mecanica dos fluidos, ao invés das equagoes originais.

Em principio, se a discretizacao das equagoes da mecéanica dos fluidos é consis-
tente, de modo que a solugao da equagao modificada (forma discreta) se aproxime
da solucao exata do problema original a medida em que o tamanho do passo
de tempo e dos elementos da malha computacional tendam a zero (At — 0,
Az — 0) de forma independente, entao os resultados da formulagao discreta do
método adjunto também devem se aproximar aqueles da formulacao continua com
o refinamento da malha, uma vez que eles impoe precisamente essa aproximagao

consistente do escoamento.

Jameson e Nadarajah (2000) comparam ambas as formulagdes do método ad-
junto e concluem que, no procedimento utilizado por eles, os gradientes adjuntos
discretos sao mais condizentes com os gradientes obtidos por diferencas finitas
do que os gradientes continuos, mas as diferengas sao geralmente pequenas. En-
tretanto, a convergéncia da funcao de mérito nao é afetada significativamente
quando se utiliza o gradiente discreto ao invés do continuo. Consequentemente,

nao se encontra um beneficio particular em utilizar o método adjunto discreto.
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1.4.2 Abordagem Tradicional — Jameson

Medidas de mérito relevantes as aplicagoes aerodinamicas podem representar
uma medida de erro quadratica de uma dada distribuigdo de pressao (c¢,) com
relagdo a uma distribui¢do objetivo (c¢,) na superficie de um corpo sélido (b,),
a energia cinética do campo de perturbag¢oes no dominio (D) como um todo, ou
ainda a média temporal da forca que o fluido exerce sobre uma superficie solida
(n-o)p,, projetada em uma dada dire¢ao (e), como mostram as expressoes 1.1

abaixo:

T
2 2
I:f<cp 2cpt) ds : K:/% dv : Cf:f/fnpoo;‘[;d‘gdt (11)
D

b 0bey 2

Geralmente, essas medidas de mérito envolvem, portanto, funcionais ou fun-
¢oes que dependem das variaveis do escoamento, Q, e da geometria, G, de suas
fronteiras (JAMESON; KIM, 2003b; REUTHER, 1996). Assim, podem ser represen-

tadas de maneira geral segundo a expressao:

1Q.7) = / FIQX). P(x). xldx (1.2)

onde o vetor Q representa as coordenadas do sistema analisado, no espaco de
estado. O vetor y representa as coordenadas dos pontos no espago de fase —
nas aplicacoes aqui consideradas, x corresponde ao espaco fisico. Finalmente, o
vetor P representa, da forma mais geral, os parametros que controlam o sistema,

a exemplo daqueles que especificam a geometria de um corpo.

Qx) = [Qi(x),-- - Qr(x)] (1.3)
x = (Xu--x0) (1.4)
Px) = [Pi(x),---,Prx)] (1.5)

Afim de facilitar a notacao aqui utilizada, considere, as seguintes defini¢oes

de produto interno no espaco de fase:

e = [0 g0 5 (€, = [10-e0as (10

D oD
no dominio e em suas fronteiras, respectivamente.
Variacoes da geometria podem ser produzidas por alteragoes nos parametros

0P e, naturalmente, elas implicam em variagdes no campo do escoamento 0Q.

Assim, em principio, a sensibilidade da medida de mérito a varia¢bes da geometria
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¢ medida pela primeira variagao de Géateaux (LUSTERNICK; SOBOLEV, 1961) do

funcional I, dada pela expressao:

01 = (F¢,0Q) + (Fp, 6P) (1.7)
—_—— S—\—
(5IQ 6173

onde o primeiro termo da eq. (1.7), dlq, corresponde a parte fisica 6Q(y) da
variacao total 67, enquanto o segundo, dIp, esta relacionado a parte paramétrica
0P (x). Uma vez que a geometria da superficie aerodindmica é descrita por pa-
rametros conhecidos, o termo FJ, pode ser, geralmente, determinado de maneira
analitica e, consequentemente, a variacao dlp é facilmente obtida. O que torna
a avaliagdo da variagao total dificil ¢ parte fisica da sua variagio. Embora JFg
possa ser determinado, o termo 0Q(x) é raramente conhecido, uma vez que, em
geral, nao se conhece explicitamente a dependéncia das variaveis do escoamento
com respeito aos parametros que controlam a geometria devido a complexidade
das equacoes diferenciais nao—lineares que governam os escoamentos. Além disso,
nao é possivel assegurar a realizabilidade das variagoes no campo do escoamento
0Q, que nao foi imposta a eq. (1.7). Neste ponto, vale ressaltar que as variagoes
0Q sao deslocamentos virtuais e, portanto, representam solugoes possiveis. Este
conceito é de fundamental importancia para o entendimento do método adjunto

e seré destacado outras vezes ao longo desta tese.

Nao sendo possivel determinar a sensibilidade de I através da eq. (1.7), a
forma mais direta de se atacar o problema seria avaliar o gradiente 01 /0P, por
diferencas finitas. Em linhas gerais, o procedimento envolveria obter a solucao
convergida para a geometria original G(x,P), que seria a solu¢ao base. Em se-
guida, cada um dos parametros de G seria perturbado individualmente, ou seja,
P, + 0P,, enquanto os demais manteriam seus valores originais. Para cada uma
dessas perturbacgoes, seria obtida a solucao convergida correspondente. Os va-
lores da medida de mérito seriam calculados para as solucoes perturbadas e a
solugao base. De posse desses resultados, seria possivel estimar numericamente,
em primeira ordem, a sensibilidade de I com relacao a cada um dos parametros
que definem a geometria através da seguinte expressao:

oI, I(Pa+0Pa) — 1(Pa)
OPs 0Pa

(1.8)

Entao, o vetor gradiente 01/0P,, que tem sua precisao limitada pela mag-
nitude da variacao de cada um dos parametros 0P,, pode ser utilizado para
determinar a direcao de otimizacao. Para tanto, é possivel utilizar, por exem-

plo, o método steepest descent (PIRONNEAU, 1983) que aplica um passo fixo A
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no sentido negativo do gradiente, obtendo os novos parametros otimizados P, da

seguinte maneira:

7)2—0—1 — Pn Y ol

Este procedimento assegura a realizabilidade das variagoes 0Q a medida que
busca uma solucao convergida do escoamento para cada uma das perturbagcoes.
Entretanto, ele o faz a custa de grande aumento do esforgo computacional. Jus-
tamente porque requer uma solucao convergida para cada perturbagao 0P,. Em
resumo, se G tem N parametros, entao sao necessarias N +1 solucoes independen-
tes das equagdes do movimento, levando—se em conta a solu¢ao base (JAMESON;
NADARAJAH, 2000), para conseguir obter o gradiente da medida de mérito com
relacao aos parametros que descrevem a geometria da superficie aerodindmica
que se quer otimizar. E evidente que o custo computacional desta abordagem se

torna proibitivo & medida que aumenta o nimero de parametros que controlam

G(x,P).

A principio, uma forma de contornar esta dificuldade seria restringir, a priori,
as variagoes das grandezas fisicas 0QQ ao espago das solugoes realizaveis, entao,
talvez, fosse possivel eliminar a necessidade dos caros calculos de solugoes per-
turbadas para estimar o gradiente de sensibilidade. O método adjunto explora
esta possibilidade por meio de conceitos de teoria de controle para alcancar este
objetivo. Basicamente, ele impoe as equagoes que governam o escoamento como
restricoes ao problema variacional e, com isso, impede solucoes nao realizaveis.
Para tanto, considera—se que a solugao dessas equagoes depende das variaveis do
escoamento e da forma de suas fronteiras. Em termos gerais, supondo que as
equagoes que governam o escoamento componham um sistema de K equagoes
diferenciais nao-lineares N, submetidas a um conjunto de condi¢oes de contorno

correspondentes B. Em termos de operadores, teria—se:

N[Q(x), P] =R(x,P) (1.10a)
BIQ(X)s =0 (1.10Db)
onde o subscrito [ |s implica que as condigoes sao impostas em fronteiras apro-

priadas.

Entao, poderia—se em principio, construir um funcional aumentado G que

representa o problema variacional submetido a restri¢oes, geralmente nao—holo-
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noémicas?, na forma:
G(Q,P, @) =1Q,P] - (®,N—-R)—(¥,B), (1.11)

onde os vetores ® e W correspondem aos multiplicadores de Lagrange que impoem
as equagoes que governam o escoamento e suas condi¢oes de contorno, respecti-

vamente, e que podem ser vistos, portanto, como condic¢oes de realizabilidade.

A determinagao dos extremos de G requer o célculo de sua variagao, 0G. Para
isso, consideram—se as equagoes que governam a fisica, (1.10). Suas diferenciais

de Fréchet sao dadas por:

£5Q = S6P (1.12a)
BpdQ =0 (1.12b)

onde se definem os operadores £ = Ng e S = Rp — Np. O primeiro deles, L,
representa a forma linearizada das equagoes originais, enquanto o segundo agrupa

as variacoes dos parametros de controle.

Para se calcular a primeira variagao de (1.11), observa—se que o primeiro com-
ponente de seu lado direito ja tem sua variagao determinada em (1.7). Avaliando

a variacao de Gateaux restante, tem-—se:

5 ((2,N —R)) = (6&,N — R) + (@, £LQ) — (P, SIP) (1.13)

Para o segundo termo do lado direito da eq. (1.13), ao fazer uso do teorema
de Gauss, transferem—se os operadores diferenciais das variaveis de estado Q para

os multiplicadores de Lagrange ®, o que resulta em:
(®,£5Q) = (£D,5Q) — P[®,56Q], (1.14)

onde o operador P[®, 0Q]; representa o concomitante bilinear (CACUCT et al., 1980;
MORSE; FESHBACH, 1953), que recebe este nome porque ¢é linear nas variaveis
adjuntas ® e nas variagoes do escoamento 0Q. Este termo deve ser avaliado nas
fronteiras apropriadas do dominio de interesse, dai o subscrito [ ;. Nesse caso,
ele da origem as condigoes de contorno do problema dual® (HAYASHI, 2009). Ja

termo L* representa o operador adjunto de £. A primeira variagao do funcional

2Em mecanica cléssica, uma restricdo holonémica é aquela que pode ser escrita na forma
f(q1,92,G3, -, gn,t) = 0, onde {q1, 92,43, -..,qn} sdo as coordenadas que descrevem o sistema.
As equagbes que governam o movimento de fluidos também dependem, tipicamente, de termos
g; e sdo, geralmente, nao—holonémicas.
3N de otimizaga bl dj é d inado dual bl
o contexto de otimizacao, o problema adjunto é denominado dual, enquanto o problema
fisico é conhecido por primal.
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aumentado 0G, fica entao definida pela expressao:

§G= — (60, N—R)— (6V,B), — (L*® — F5,0Q) +
+ P[®,0Q], — (¥,B40Q) + (Fp,0P) + (®,S6P)  (1.15)

Uma vez que a solugao do escoamento esteja convergida, os dois primeiros
termos do lado direito da eq. (1.15) sdo naturalmente nulos. O terceiro e o quarto

termos sao anulados ao “escolher” ® de forma a satisfazer a equagao adjunta:
L'® = Fg (1.16)

e suas respectivas condi¢oes de contorno.

Por fim, da eq. (1.12b), o quinto termo do lado direito da eq. (1.15) também

é zero. Logo, a variagao da medida de mérito dG se restringe a expressao:

5G = (Fp,6P) + (&, S5P) (1.17)

Portanto, a resolugao da equagdo adjunta (1.16) permite uma simplificagao
na forma final de 0G, apresentada pela equacao (1.17), que é uma conseqiiéncia
direta da imposigao da realizabilidade de 6Q através da eq. (1.12). Note também,
que a precisao do gradiente obtido pelo método adjunto nao depende mais da
magnitude de qualquer variacao dos parametros 6P, como ocorria no caso de
diferencas finitas. Ao lado disso, a independéncia da variacao G com relacao
a 0Q permite que se calcule a sensibilidade com respeito a qualquer nimero de
parametros P,, sem a necessidade de simulagoes adicionais do escoamento. Essa é
a esséncia do método adjunto proposto por Jameson (JAMESON, 1988; JAMESON,

1994) para escoamentos transonicos.

Note que ambos os termos L* (que define os coeficientes das variaveis adjun-
tas) e Fq (termo nao-homogéneo) da equagdo (1.16) sao independentes do vetor
®, 0 que faz com que a equacio adjunta seja linear. E interessante notar que
ela seja linear apesar de ser derivada a partir das equagoes que governam esco-
amentos que sao, geralmente, ndo—lineares (como no caso das equagdes de Euler
ou Navier-Stokes) e que formulagoes dos problemas primal e dual sao represen-
tacoes equivalentes do mesmo problema linear*, como mostram Giles e Pierce
(1997). Além disso, sua estrutura concentra no lado esquerdo os termos que
dependem apenas das equagoes que governam o escoamento, enquanto o termo

nao—homogéneo, no lado direito, é o inico que envolve a particular medida de

4Observe que as eqs. (1.12) representam uma linearizagio do problema primal (1.10) e que
o problema adjunto (dual) advém dessa linearizagao.
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mérito adotada.

Se, por um lado, a linearidade traz beneficios claros para as aplicagoes; por
outro, a estrutura da equacao adjunta tem profundas consequéncias na formu-
lacao do método. A separacao entre os termos que dependem das equagoes da
mecanica dos fluidos e os que envolvem a medida de mérito implica na existéncia
de um operador adjunto associado apenas ao modelo da fisica do escoamento.
Entao, em principio, ao se obter o operador associado ao modelo em questao,
pode—se otimizar uma ampla gama de medidas de mérito, pois isto envolveria mo-
dificar apenas o termo nao—homogéneo, que por sinal, esta presente somente na
condicao de contorno de parede® e que, consequentemente, consiste em integrais
apenas na superficie aerodinamica que se deseja otimizar. Outra consequéncia
imediata desta separacao é que, em grande medida, o algoritmo para resolver
a equagao (1.16) depende do particular operador adjunto considerado, e nao do

termo forcante. Isso permite enorme flexibilidade na definicao das medidas de

meérito.

Vale acrescentar que, no escopo desta tese, as equacoes adjuntas sao obtidas a
partir de uma solucao estacionaria do escoamento. Assim, as variaveis de estado
Q sao constantes durante o processo de solucao do problema dual e, portanto,
o termo L£* nada mais é que uma matriz quadrada 4 x 4 constante para cada
elemento da malha computacional durante o processo de solu¢ao do problema
adjunto no caso bidimensional, por exemplo. Consequentemente, basta “inverté—

la” para resolver o sistema de equagoes (1.16) e obter a solugao adjunta.

Embora restritas a problemas mais simples, as solugoes analiticas baseadas
na funcao de Green ilustram perfeitamente as propriedades apontadas acima.
Com este enfoque, Giles e Pierce conduziram extensa investigacao das proprieda-
des matematicas das equacoes adjuntas e as funcoes de Green a elas associadas
(GILES; PIERCE, 1997; GILES; PIERCE, 1998a; GILES; PIERCE, 2000b). Obtiveram
solugbes analiticas para problemas selecionados (GILES; PIERCE, 2000a) e identifi-
caram outras aplicagoes importantes do método adjunto. Exemplos da variedade
de tais aplicagbes sdo a estimativa de funcionais de arrasto e sustentagao (GI-
LES; PIERCE, 1999a; GILES; PIERCE, 1999b), além da anélise numérica em CEFD
(GILES; PIERCE, 1997; GILES; PIERCE, 1998b).

5E claro que, nem todas as medidas de mérito relevantes a aplicacdes aerodindmicas se
restringem a condi¢ao de contorno de parede. Entretanto, as func¢oes objetivo tratadas neste
trabalho se limitam a forcas e momentos, que se enquadram nessa condigao.
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1.4.3 Abordagem Alternativa — Cacuci

Esta secao apresenta um resumo da formulacao alternativa do método adjunto
proposta por Cacuci et al. (1980) para se obter sensibilidades gerais de PDE’s nao—
lineares. E justamente esta abordagem que permite que se avaliem sensibilidades
em relacao a parametros de projeto impostos nas fronteiras permeaveis onde
ocorre entrada de escoamento no dominio computacional. Para isso, considera—
se inicialmente uma medida de mérito, ou funcional objetivo, de forma genérica

dada pela mesma eq. (1.2) utilizada na segao 1.4.2.

Supondo que as equagoes que governam o escoamento componham um sis-
tema de K equacoOes diferenciais nao—lineares IN, submetidas a um conjunto de

condigoes de contorno correspondentes B. Em termos de operadores:

N[Q(X),P] = R(X, P) (1.18a)
BIQ(X),P]; =0 (1.18b)

Note que as eqs. (1.10) e (1.18) diferem apenas por suas condigoes de con-
torno (1.10b) e (1.18b). Na dltima, o operador de condigdes de contorno passa a

depender também dos paradmetros que controlam o sistema.

O funcional aumentado GG poderia, entao, ser escrito na forma:
G(Q,P,®,V,a) =1[Q,P] - (2,N-R) — (¥, B), —(a,P-P,)  (1L19)

onde os vetores ®, ¥ e a sao multiplicadores de Lagrange. O primeiro impoe
as equagoes que governam o escoamento, e que podem ser vistas como condic¢oes
de realizabilidade. O vetor ¥ impoe as condigoes de contorno correspondentes, e
o vetor a impoe que os parametros de controle assumam os valores referentes a

uma dada configuracao base P = P,.

Considere, agora, as diferenciais de Fréchet das eqs. (1.18a) e (1.18b):

£5Q = S6P (1.20a)
BodQ = —Bj6P (1.20b)

Vale ressaltar que é justamente neste ponto que reside a principal diferenga
da formulagao proposta por Cacuci et al. (1980) em relagdo a abordagem de
Jameson (1988). Note que ao impor pardmetros de controle P nas condigoes
de contorno B, sua diferencial de Fréchet passa a ter dois termos (B{Q(SQ =

—B»dP) e, consequentemente, a parte fisica dessa variagao passa a ser nao-nula,
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ao contrario da formulagio tradicional (BgdQ = 0) abordada na segao anterior.

Para se calcular a primeira varia¢ao de (1.19), observa—se que os dois primeiros
componentes de seu lado direito ja tem sua variagdo determinada em (1.7) e

(1.13). Avaliando as demais variagoes de Géateaux separadamente, tem-—se:

6 ((U,B)) = (07,B), +(¥,B,0Q) + (V,Bp0P), (1.21)
§((a,P—P,)) = (0a,P —P,) + (a,dP) (1.22)

A primeira variacao do funcional aumentado 0G fica, entao, definida pela

expressao:
§G = —(6®,N—R)— (6V,B), — (6a,P — P,) — (L*® — F(,,0Q) +
— (U, Bo0Q) + P[®,0Q], + (Fp, 0P) + (®,S6P) — (a,6P) +
— (U, BoP), (1.23)

Quando nao se tinham parametros de controle na fronteira, o termo <\I’, By Q>S
era, naturalmente, nulo. Entretanto, com B dependendo dos pardmetros P, isto
nao é mais verdade. Assim, para eliminar esse termo da variacao total, Cacuci
et al. (1980) propoe uma decomposi¢ao do concomitante bilinear P[®,0Q], em
dois termos. Ambos sao produtos internos, que devem ser computados sobre as
fronteiras apropriadas. O primeiro deles envolve um operador P;(®P) e a forma li-
nearizada do operador de condigoes de contorno do escoamento Bb(SQ. Enquanto
o segundo envolve B*(®), que representa o operador das condigbes de contorno
adjuntas, e o termo MJQ. A decomposicao de P nao é tnica, e o mesmo vale
para a definicao de P; e M. Ao contrério, a tnica restricao que efetivamente se
impoe no processo é que o operador M seja linearmente independente de B{Q.
Como resultado, a propria determinagao do operador de condigoes de contorno
adjuntas depende de uma decomposicao que nao é tnica, e faz sentido que seja
assim. Afinal, deve haver alguma flexibilidade no método, para garantir que o

problema adjunto possa ser bem posto. Assim, a eq. (1.23) pode ser escrita na

forma:
6G = —(6®,N—R)— (6¥,B), — (6a,P — P,) + (L*® — F,,6Q) +
— (0,B50Q), — [(Pi(®), BoQ), + (B'(@), MOQ),| + (Fp, oP) +
+(®,S6P) — (a,0P) — (U, BLoP), (1.24)

Extremos do funcional aumentado G sao obtidos desde que (1.24) seja zero
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para variacoes arbitrarias, porém realizaveis, de seus parametros. Isto é:

0G=0V {6Q,0P, 00,6V, da} € {locus de realizabilidade} (1.25)

Tal ocorréncia, por sua vez, implica que as seguintes condi¢oes sejam satisfeitas:

I-

II -

I1I -

IV -

As equagbes que governam o escoamento (1.18a) e as repectivas condi¢oes
de contorno (1.18b) devem ser satisfeitas. Além disso, os parametros de
controle devem corresponder a configuracao base, P = P,. Isso implica que
os trés primeiros termos do lado direito da eq. (1.24) sejam identicamente

nulos.

Quando se impoe que
U=—P(P) , (1.26)

a soma do quinto com o sexto termos do lado direito de (1.24) se anula.

Esta condi¢ao também resolve os multiplicadores ¥ em termos de ®.

O vetor ¢ deve satisfazer a equagao adjunta definida por:
LD—Fq=0, (1.27)

que aparece no quarto termo de (1.24). As condigdes de contorno adjuntas

sao dadas por
B*(®) =0 , (1.28)

que vém do sétimo termo daquela equagao. Estas condigoes devem deter-

minar o vetor ® na fronteira, assim como os valores de W correspondentes.
O vetor a é especificado pela seguinte condigao:
(a,0P) = (Fp,0P) + (2,S6P) — (¥, BpoP), (1.29)

que reune as variagoes restantes no caso em que 6G = 0. De fato, esta é a

parte realizavel do gradiente de sensibilidade 1.

Afim de provar a asser¢ao a respeito da sensibilidade (CACUCI et al., 1980),

¢ suficiente identificar que: se as equagoes governantes (1.18a) e (1.18b) forem

identicamente satisfeitas para uma dada variacao AG de qualquer magnitude,
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entdo, da propria definigdo de G dada pela eq. (1.19), tem-—se:

AG = Al — (a, AP)
AG =G(Qa, P2 ¢a, o, a2) — G(Qu, Pr; b1, 91, a1)

para { Al =1(Qs,Ps) — I(Q1,P1) (1.30)
AP =P, — P,

Em particular, para uma variacao infinitesimal AG — dG, sob as condigoes
acima e onde ¢, 1 e P satisfazem os 4 requisitos acima, deve corresponder a um

valor estacionario de GG. Portanto, pode—se escrever:

6G = 61— (a,6P) =0
51 = (a,oP)

onde as equagoes (1.26), (1.29) e a definigdo de S foram utilizadas. Com a
expressao (1.31) acima, pode-se estimar o gradiente apenas com base na solucao

adjunta ¢ e variagoes de parametros oP.

Vale notar que toda variacao fisica 6Q foi removida com sucesso da expressao
do gradiente. Mais do que isso, o primeiro termo do lado direito da eq. (1.31) é
precisamente 0 [p, enquanto o segundo mede os efeitos diretos de 0P nas equagoes

governantes e o terceiro faz o mesmo com respeito as suas condig¢oes de contorno.

1.5 Histérico de Pesquisas

O Niucleo de Dindmica e Fluidos (NDF-EPUSP) iniciou investigagao nessa
area com a participagao no Projeto FAPESP 2000/13768-4 (VOLPE, 2004; VOLPE,
2005). Trabalhando juntamente com pesquisadores da EMBRAER e da ESSS,
desenvolveu-se uma rotina de projeto inverso aerodinamico baseada no método
MGM (VOLPE et al., 2007), que se aplica ao regime de escoamento transonico e
tem como finalidade obter uma geometria que aproxime a distribui¢ao de pressoes

desejada, especificada a priori.

A continuidade das pesquisas nessa area passa, claramente, por métodos que
utilizem um modelo mais realista das equacoes que governam o escoamento. As
caracteristicas descritas nas segoes anteriores tornaram o método adjunto uma
escolha natural. Volpe e Santos (2009) iniciaram as pesquisas sobre o tema ao
desenvolver um procedimento de obtencao de condi¢oes de contorno adjuntas

baseadas em caracteristicas que tornam o problema adjunto matematicamente
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tao bem posto quanto o problema primal. Este procedimento ainda possibilita
dar um significado fisico as varidveis adjuntas, que podem ser entendidas como
forcas de vinculo generalizadas que mantém as solugoes dentro de um espaco
realizdvel. Utilizando o modelo Euler compressivel para escoamentos em bocais
quase 1-D, este mesmo trabalho apresenta condi¢oes internas, mostrando que o
comportamento da solucao adjunta ao atravessar ondas de choque depende da

natureza da particular medida de mérito adotada.

Essa investigacao foi ampliada com os trabalhos de Ceze (2008), Hayashi
(2009) e Chieregatti (2008) com o desenvolvimento de rotinas de projeto in-
verso de aerof6lios utilizando o método adjunto baseado nas equagoes de Euler
compressiveis. O trabalho de Hayashi (2009), em particular, estendeu o proce-
dimento de obtencao de condigoes de contorno adjuntas proposto por Volpe e
Santos (2009) em escoamentos quase unidimensionais para problemas multidi-
mensionais. Assim, o problema de contorno adjunto foi construido & imagem e
semelhanca das equacgoes de Euler 2-D, com ambos os problemas de contorno ba-
seados em relagoes diferenciais caracteristicas e varidveis de Riemann, garantindo

a compatibilidade entre os problemas primal e dual.

As superficies aerodindmicas desses trabalhos foram parametrizadas utili-
zando o método CST proposto por Kulfan e Bussoletti (2006). As solugoes fisicas
e adjuntas sao sempre obtidas pelas mesmas malhas nao estruturadas com elemen-
tos triangulares. Além disso, ambos os c6digos numéricos fazem uso do método
de volumes finitos, utilizando a discretizagao centrada de Jameson, Schmidt e
Turkel (1981) com dissipagao artificial e integrados no tempo pelo esquema de

Runge—Kutta de 5 passos e 2* ordem de precisao.

A titulo de ilustracao, o texto que segue apresenta alguns resultados obtidos
nesses trabalhos. Como ja dito, em problemas inversos existe a possibilidade de
que a distribuicao de pressao desejada nao seja realizavel. Esta dificuldade pode
ser contornada tratando o problema como um caso particular de um problema de
otimizacao, com uma fun¢ao de mérito que mede o erro na solugao do problema
inverso. Desta forma, o processo deve levar até a solugao realizdvel mais proxima
do desejado, no sentido dos minimos quadrados. Assim, converte—se um problema
possivelmente mal-posto em um problema bem—posto (JAMESON, 2003). Por
exemplo, se p; é a pressao de superficie desejada, pode—se tomar a funcao de
mérito / como sendo a integral:

I= %/(p — pa)’ds (1.32)

buw
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Este funcional, em particular, pode ser muito tutil na validacao do codigo
computacional implementado. Como as varidveis adjuntas nao tem um signi-
ficado fisico direto, é impossivel visualizar o campo de solu¢ao adjunta e dizer
se estd correto. Uma maneira de validagao do método é utilizar uma medida
de mérito como a apresentada pela eq. (1.32) em que a distribuigao de pressao
objetivo corresponde a uma geometria conhecida. Assim, o c6digo pode ser con-
siderado validado se recuperar a essa geometria. A figura 1.1 apresenta um caso
de validagao que utiliza essa idéia. Neste caso, a distribuicao de pressao desejada
corresponde ao escoamento Euler incidindo em um perfil RAE 2822 com niimero
de Mach do escoamento livre M, = 0.75 e angulo de ataque 1°. Partindo de uma
geometria inicial NACA 0012 obteve—se, apos 50 ciclos de projeto, o aerofélio
delimitado pela linha verde na figura 1.1(b). Apesar de nao ser um caso pratico
de aplicacao, ja que um projetista jamais gostaria de ter um resultado com uma
onda de choque mais forte do que sua forma inicial, este caso destaca uma das
qualidades do método adjunto quando aplicado a escoamentos compressiveis: a

capacidade de posicionar ondas de choque corretamente.

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
~o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

z/e z/e

(a) Evolugéo de C,,. (b) Evolugao da geometria.

Figura 1.1: Teste de validagdao de projeto inverso aerodindmico (M., = 0.75,
6 = 1°) — Vermelho, NACA 0012 (configuragao inicial); azul, RAE 2822 (obje-
tivo); verde, resultado final.

Jé a figura 1.2 representa um caso de aplicagao um pouco mais realista, em que
o perfil inicial ¢ o RAE 2822 e as condig¢oes de escoamento livre sdo as mesmas do
caso anterior. A distribuicao desejada, agora, nao corresponde a uma geometria
pré—definida, ela foi editada visando a eliminac¢ao da onda de choque. Aqui, vale
notar que a edi¢ao da distribuicao objetivo nao garante que esta seja realizavel.
Entretanto, ao formular o problema de maneira apropriada, ou seja, como um
caso especial de otimizagao, o funcional é minimizado e, apesar de nao conseguir
eliminar a onda de choque, minimizou-se a diferenga entre a distribuicao de

pressao inicial e a desejada. Além disso, caracteristicas como o chamado roof top
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foram alcancadas com sucesso.

L L L L L L L I L . L L L L L L L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

x/c z/e
(a) Evolugéao de C,,. (b) Evolugao da geometria.
Figura 1.2: Exemplo de aplicagdo de projeto inverso aerodinamico (M, = 0.75,

0 = 1°) — Vermelho, RAE 2822 (configuragao inicial); azul, objetivo; verde,
resultado final.

1.6 Objetivos, Contribuicao e Estrutura da Tese

Este trabalho tem por objetivo estender a capacidade de avaliar sensibilidades
do método adjunto, ao desenvolver a formulagao continua do método aplicada as
equacgoes de Fuler compressiveis, utilizando a abordagem originalmente proposta
por Cacuci et al. (1980) para obtengao de sensibilidades gerais de sistemas de
PDE'‘s nao-lineares, que foi apresentada, em linhas gerais, na se¢ao 1.4.3. Além
disso, também visa mostrar que as condigoes de contorno adjuntas propostas
por Hayashi (2009) sdo compativeis com a decomposi¢do do concomitante bili-
near sugerida por Cacuci et al. (1980) e que permitem, portanto, a obtencao de
gradientes de medidas de mérito com relacao a variaveis fisicas do escoamento
em fronteiras permeéveis do dominio computacional como a de entrada de esco-
amento. Desta forma, é possivel, por exemplo, estimar sensibilidades de forcas
como sustentagao e arrasto com relacao a parametros como velocidade, pressao
estatica e massa especifica na condi¢ao de escoamento nao perturbado. Mais do
que isso, esta informagao pode ser computada a partir da mesma solugao adjunta
utilizada para otimizacao de forma. Esse conceito deve, em principio, permitir
que se utilize o método adjunto para a obtencao de derivadas de estabilidade de

aeronaves a partir de uma solucao estacionaria do escoamento.

E claro que o escopo deste trabalho se limita a apresentar uma prova de con-
ceito, dadas as limitagoes de tempo inerentes a uma tese de doutorado. Nesse
contexto, é natural a escolha de um modelo matemético simplificado para repre-

sentar o movimento de fluidos. Apesar de representarem um modelo idealizado
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do escoamento, as equacoes de Euler, apresentadas no Capitulo 2, retratam uma
parte importante da fisica em aplicagoes tipicas de engenharia aeronautica, o
que justifica a sua escolha. O Capitulo 3 expoe, detalhadamente, a derivagao do
método adjunto aplicado as equacoes de Euler e seu problema de contorno. O
Capitulo 4 expoe os resultados de validacao, que comparam os gradientes obtidos
através do método adjunto e por diferencas finitas em casos—teste que incluem
escoamentos internos e externos tanto nos regimes subsonico, como supersénico
com diferentes medidas de mérito. Por fim, o Capitulo 5 apresenta as conclusoes

e sugestoes para trabalhos futuros.
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2  MODELO MATEMATICO DO
ESCOAMENTO

Este capitulo tem por objetivo apresentar o modelo matemaético escolhido
para representar as equacoes que governam o escoamento. FEm particular, dois
conceitos importantes sao expostos no que segue: sua formulagao caracteristica,
que é fundamental para o problema de contorno, e uma transformagao do sis-
tema de coordenadas cartesiano para o generalizado, que sera primordial para a

derivacao das equagoes adjuntas no capitulo 3.

2.1 As Equacgoes de Navier—Stokes

Sabe—se que o movimento dos fluidos compressiveis é completamente descrito
pelas leis de conservacao de massa, quantidade de movimento e energia (HIRSCH,
1988a). Dentre os modelos matematicos utilizados para representar essas leis,
aquele que as descreve com o maior nivel de aproximacao da fisica do escoamento
¢ representado pelo sistema de equagoes (2.1) abaixo em sua forma integral.

massa % pdV + %pﬁ A8 =0 (2.1a)
v S

quant. mov. %/p\_fdvjtj{(p\?’-dg) (2.1b)

<\
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o
V5

v S S
energia %/edV+j§pH\7-d?S:%ﬁ-VdS—i—]{qﬁ-dﬁ (2.1¢c)
v S S S

Onde p é a massa especifica de um fluido com velocidade V, sob pressao p,
sujeito a forcas externas f;, fluxo de calor ¢, com entalpia total H e energia

especifica e em um dominio de volume V e area de superficie S.

Observa—se que, no caso tridimensional, por exemplo, este sistema possui 15
incognitas (massa especifica p, 3 componentes do vetor velocidade vV, pressao esta-

tica p, 6 componentes do tensor de tensoes viscosas 7, energia e e 3 componentes
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de fluxo de calor) e apenas 5 equagoes (conservacao de massa, 3 componentes da
conservagao de quantidade de movimento e conservagao de energia). Portanto,
este sistema de equagoes é “aberto”, uma vez que existem mais incognitas do
que equagoes. Assim, é necessario complementd—las com um conjunto de rela-
¢oes constitutivas que permitam “fechd—lo”. Este sistema de equagoes completo,
incluindo as relagoes constitutivas, é freqiientemente referenciado na engenharia
aeronautica como “equagoes de Navier—Stokes”, embora este termo tenha sido
empregado, originalmente, apenas a equagao de conservacao da quantidade de
movimento, em homenagem a Claude-Louis Navier e George Gabriel Stokes, pri-

meiros a deduzi-la.

2.2 As Equacgoes de Euler

As equagoes de Euler, deduzidas diretamente das leis de Newton, estao re-
produzidas no sistema de equagoes (2.2) também em sua forma integral. Elas
correspondem a uma simplificacdo das equagoes de (2.1) e representam um nivel
de aproximacao da fisica do escoamento em que as forcas viscosas e os efeitos de
transferéncia de calor sao desprezados. Formalmente, elas sao obtidas tomando—
se o “limite matematico” das equacoes de Navier—Stokes quando o nimero de
Reynolds tende a infinito (AZEVEDO, 2006), ou seja, quando as forgas viscosas
sao despreziveis se comparadas as forgas inerciais. Apesar de representarem um
escoamento idealizado, elas sao muito importantes na engenharia aeronautica, ja
que grande parte dos escoamentos de interesse na area sao de alta velocidade,
nos quais as forcas viscosas ficam concentradas numa regiao limitada do dominio
conhecida como camada limite. Além disso, sao capazes de capturar efeitos de
compressibilidade nao-lineares como as ondas de choque, fato de extrema relevan-
cia quando se fala em projeto aerodinamico para escoamentos em regime transo-
nico. Desta forma, acredita—se que elas sao suficientes para primeira aplicagao
da formulacao adjunta utilizada para a obtencao do gradiente de sensibilidades

nao—geométricos proposto por este trabalho.

%/pdv+fpv.d?9:o (2.2a)
% S
%/mv+7§(p6.d?9)6+7§pd§:o (2.2b)
S

% S
%/edv+7{pHv-d?s = (2.2¢)
% S
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Observe que as equacoes de Euler tridimensionais também formam um sis-
tema de equacoes “aberto”. Entretanto, apenas uma relacao constitutiva é ne-

P « 2 ) : . 2 . ‘
cessaria para “fecha—10”, uma vez que existem 6 incognitas (massa especifica p, 3
componentes do vetor velocidade Vv, pressao estatica p, e energia e) e as mesmas
5 equacgoes. Esta relacao constitutiva é uma equacao de estado termodinamico,

no caso, a equacao de gas perfeito.

Essa forma das equagoes (2.2) é particularmente importante quando se deseja
resolvé—las numericamente. O método dos volumes finitos, um dos mais utilizados
em codigos de CFD, faz uso dessa forma das equacgoes, e a caracteristica essencial
dessa formulacao reside na presenca da integral de superficie e o fato que a varia-
¢ao no tempo das variaveis conservadas dentro do volume s6 depende dos valores
dos fluxos na superficie. Assim, para uma subdivisao arbitraria do volume V),
pode—se escrever as leis de conservagao para cada subvolume e recuperar as leis
de conservacao globais ao somar as leis de conservacao dos subvolumes. Ao somar
as integrais de superficie as contribui¢oes das linhas internas sempre aparecerao
2 vezes, mas com sinais opostos, e serao canceladas na soma. Essa propriedade
essencial tem que ser satisfeita pela discretizagao numérica das contribuicoes de
fluxo de modo que o esquema seja conservativo. Quando isso nao ocorre, ou seja,
quando apoés a soma das equacgoes discretizadas em um certo niimero de elementos
adjacentes, a equacao resultante ainda contém contribuicoes de fluxo, a discre-
tizagao é dita nao—conservativa, e as contribui¢oes de fluxo internas aparecem

como fontes numéricas nos volumes internos (HIRSCH, 1988a).

As equacoes de Euler podem, ainda, ser representadas de outras maneiras.
A literatura, frequentemente as apresenta em sua forma divergente apresentada
no sistema (2.3), que pode ser obtida ao aplicar o teorema de Gauss as integrais

de superficie do sistema de equagoes (2.2), transformando—as em integrais no

volume.

0

8—/pdV+/V pv)dV =0 (2.3a)
y

g/ /V-(p\_f'\_f’)dV—F/deV:O (2.3b)
2

0

8_/ dV—i—/ (pHV)dY =0 (2.3¢)
y

onde o operador divergente V, que nomeia esta forma de representacao das equa-
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¢oes, é dado pela seguinte expressao:

.0 0 .0
V:z% +]a—y+/€& (2.4)

em que 2, J € kK sao os versores nas direcoes coordenadas x, y e z, respectivamente.

Observe, no entanto, que a utilizacao do teorema de Gauss requer que nao
haja descontinuidades no volume de controle V (PRAGER, 1961). Assim, o sis-
tema de equagbes (2.3), a rigor, ndo é aplicavel em ondas de choque. Nestas
regioes, vale apenas a solugao fraca, que é obtida somente a partir das equacoes
(2.2) ao considerar a onda de choque isolada em um volume de controle e, en-
tao, estabelecer a continuidade dos fluxos de massa, quantidade de movimento e
energia na superficie desse volume. Este procedimento equivale & imposi¢ao das

relagoes de Rankine-Hugoniot (LEVEQUE, 2002).

Uma vez que as equagoes (2.3) s@o escritas para um volume arbitrario V,
elas devem ser validas localmente para qualquer ponto do dominio. Isto leva
a forma diferencial das leis de conservagao (HIRSCH, 2007), apresentada abaixo
pela equagao (2.5) para escoamentos bidimensionais. Aqui vale esclarecer que as
derivagoes presentes neste trabalho estao restritas ao caso 2-D por uma limitacao
de tempo e escopo naturais a uma tese de doutoramento. O objetivo principal
da pesquisa, no entanto, é propor e validar uma abordagem. Embora restrita
a aplicacoes 2-D neste trabalho, ela pode perfeitamente ser extendida aos casos
3-D, na sua continuagao em trabalhos futuros.

0Q OE  OF

E+%+a_y_0 (2.5)

onde o vetor de estados Q e os vetores de fluxo E e F sao dados por:

( ) ( ) ( )

P pu pv
U u? + Uv
Q=¢ ™% EB={ "ML woy (2.6)
pu puUv p02+p
L ¢ | (e+pu | | (e+pv |

De modo a obter a relagao constitutiva para completar o sistema de equagoes

é comum, neste tipo de aplicagao, utilizar a hipdtese de gas termicamente perfeito:

p=pRT = (y = 1)pe; (2.7)

onde T' ¢ a temperatura absoluta do fluido, v é a razao de calores especificos, R
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é a constante do gés e a energia interna especifica e; é dada por:

Como tultima hipotese, admite—se que o gas seja também caloricamente per-

feito, ou seja, os calores especificos e a relagao abaixo sao constantes:

v = =2 = constante (2.9)
Cy
Por fim, a energia especifica total, definida pela soma da energia interna com

a energia cinética, é dada pela seguinte expressao:

e=p [ei + % (u? + ?}2)} (2.10)

Associando as equagoes (2.7) e (2.10), obtém-se a equagao de estado (2.11)
abaixo que seré utilizada para “fechar” o sistema:

p=|e=g (o +p?)] -1 @211)

2.2.1 Forma Caracteristica das Equagoes de Euler

Observa-se que todos os autovalores das matrizes jacobianas associadas aos
vetores de fluxo nas equacoes de Euler sao reais. Portanto, elas sao caracterizadas
como um sistema de equagoes hiperbdlicas no dominio espago—tempo (HIRSCH,
1988a). Além disso, a propagacao de informagao ocorre por meio das caracteris-

ticas. Estas propriedades sao descritas detalhadamente no que segue.

Considere as equagoes de Euler bidimensionais em sua forma diferencial dada
pela expressao (2.5). Note que os vetores de fluxo E e F podem ser escritos em
funcao das variaveis conservadas do vetor de estado Q. Entao, pela regra da

cadeia:

OE  0E 0Q OF  OF 0Q (2.12)

or  0Q Jz ’ dy  0Q dy ‘
Assim, ao substituir as derivadas dos vetores de fluxo, apresentadas acima

pelas expressoes (2.12), na equagao (2.5), obtém—se a forma quase-linear das

equacgoes de Euler:

0Q 0B oQ OF 0Q
o 0Q dxr  0Q Oy
~ ¥

(2.13)
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onde as matrizes Jacobianas de fluxo A e B sao dadas por:

- . 1 0 0 ]
( _1) u2+v2
—Uuv v U 0
e e (v—1)(3u?+v?
|- Dute ) —qug vz - D e qu
- 0 0 ) 0 -
- (v=1) (w2402
¥—02 (1=7)u (3—mv (v —1)
€ e (v—1)(u2+3v2
-W—1W@3+W%~W;(1—ﬂuv7;—1—ér—l o

Aqui, vale ressaltar que E e F sao homogéneos! de ordem 1 em relacao a Q.

Desta forma, pode—se mostrar que:

OE

0Q

OF

@IB

A=E=AQ e = F =BQ (2.14)

Observa—se que A e B sao complicadas. No entanto, as mesmas equagoes
podem ser escritas em fun¢ao de um vetor de variaveis primitivas V (que podem
ser medidas diretamente), com matrizes Jacobianas mais simples, como mostra a

equagao abaixo (HIRSCH, 1988a):

ov. -9V -0V
— +A—+B—=0 2.15
ot TR TPy (2.15)
onde:
(5 ] (v » 0 0 | (v 0 0 o0 |
- 0 0 1 - 0 0 0
V= A= B - (2.16)
v 0 0 u O 00 v 1/p
(P _O vp 0 u | _0 0 vp v |

A relagao entre as matrizes Jacobianas das variaveis conservadas e primitivas

¢ dada pela seguinte transformacao de similaridade:

A M AM
B M 'BM

onde M, matriz Jacobiana da transformacao das varidveis conservadas para as

Lomax, Pulliam e Zingg (2001) apresentam a propriedade homogénea das equagoes de Euler
de uma forma mais detalhada.
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variaveis primitivas, e a sua inversa M~! sao definidas como:

g 0o 0 0 |
M = 0Q u p 0 0
ov v 0 p O
_%(u2—i—v2) pu - pu ﬁ_
[ 1 0 0 0 |
u 1
M—l o a_V_ _; ; 0 0
0Q v 0 1 0
p p
s -D@+?) —(v=Du —(y=1v y—1 |

Naturalmente, existem outras formas de representar as equagoes de Euler.
Pode—se escrevé-las através de qualquer combinacao linear destas equacoes ou,
em outras palavras, multiplicando—as por qualquer matriz inversivel de mesma
dimensao das matrizes Jacobianas. Observe que este procedimento altera as

equagoes, mas nao as variaveis dependentes, que ainda sao conservadas (LANEY,
1998).

Uma vez que as equacoes de Euler sao hiperbdlicas, sempre é possivel defi-
nir uma matriz Ag associada & um vetor k que possui autovalores reais e um
conjunto completo de autovetores para qualquer direcao deste vetor. Em outras
palavras, o carater hiperbodlico das equagoes de Euler implica que a matriz Ag

seja diagonalizavel.
Agx=Fk-A=k,-A+k, B (2.17)

onde k, e k, sao, respectivamente, as componentes z e y do vetor k no sistema

cartesiano bidimensional. Assim, a matriz A pode ser escrita da seguinte forma:

_ 0 k,
. ky % —u?| — kyuv vky — (7 — 3)uk,
ey [OERA) 02| vk, — (v — 1)uk,
(uky + vky) [('y — 1) (u? +0?) — vﬂ veky — (v — 1) [uvky + W]
k, 0 |
uky, — (v — 1)vk, (v — 1Dk,
uky — (v — 3)vky (v — Dk,

Voky — (v —1) [uvkx + M] y(uky + vky) |

Observa—se que, apesar de Ag nao ser simétrica, ela tem um conjunto com-
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pleto de autovetores, isto é, possui 4 autovalores reais e 4 autovetores linearmente

independentes.

A condicao de hiperbolicidade das equacoes de Euler é expressa pela existén-
cia de solugdes na forma de onda (HIRSCH, 1988b). Portanto, sua solu¢do pode
ser interpretada como uma série de ondas que se propagam no espacgo carregando
informacdo do escoamento. A cada autovalor a(l;) da matriz Ax pode—se associar
uma superficie caracteristica, normal ao vetor E, que indica a direcao de propaga-
¢ao de uma frente de onda, representando um aspecto de escoamentos inviscidos
chamado propagacao de perturbagoes. O estado fisico de um dado ponto pode
ser interpretado como resultado das quantidades transportadas ao longo das ca-
racteristicas. Isto implica que o sistema de equagoes pode ser reformulado como
relagoes diferenciais escritas ao longo da frente de onda ou superficies caracteristi-
cas apenas, conhecidas na literatura como formulagao caracteristica das equacoes
de Euler. Nesse contexto, os autovalores de Ak representam a velocidade de

propagacao da onda (HIRSCH, 1988b).

Utilizando a transformacao apresentada anteriormente para tornar o sistema

de equagoes funcao das variaveis primitivas, tem—se:
Agx =M AxM (2.18)
E possivel, entdo, diagonalizar este sistema de equacdes ao utilizar a seguinte
relagao:

A = L'AgL
= L 'M'AgML (2.19)

onde A é uma matriz diagonal e L é tal que:

1 0 —1/c 1 0 p/2¢c p/2c
0 k, —k, 0 0 ky, ki/2 —k./2
L= Y , L= v / / (2.20)
0 ks ky 1/pc 0 —ky, k,/2 —k,/2
0 —k, —k, 1/pc 0 0 pc/2 pc/2

Assim, definindo as matrizes:

P=ML e P'!=L'M"! (2.21)
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Que podem ser escritas de modo completo através das expressoes:
[ 1 0 p/2c p/2c |
cke+u u—ckg
b u pk, p( i ) p( - )
B p(cky+v) pv—cky)
v _pkx 2yc 2c .
2 2
-(u—20—v) p(uky—vk‘w) g(v%_i_‘—/» ﬁ+u22_|;v2> g(%_{;ﬁ_’_%>_
(2.22)
[ L a=beie?) (y=Du (=lv 1=y |
2c2 c? c? c?
vky —uky ky kg 0
-1 P P P
P = (v=1) (u2+v2)—2c(uky+vky) cke—(y—1)u cky—(y—1)v  ~—1 (223)
2pc pc pc pc
(y=1)(u?+v2)+2c(ukzpt+vky) —cka—(y—1u —cky—(y—1v ~—1
L 2pc pc pc pc |

Entao, a matriz Ax pode ser diagonalizada diretamente da seguinte maneira:

A=

P AP

(2.24)

Resultando na matriz diagonal A, que pode ser escrita explicitamente como:

[ kyu + kyv
0
0
0

0

kyu + kyv
0
0

0

0
kyu + kyv +c

0

0

0

0
kyu + kyv —c

(2.25)

Os dois primeiros autovalores sao iguais & componente normal do vetor ve-

locidade, v,. Os dois autovalores restantes estao associados & ondas acusticas

e sao iguais a v, + ¢. Entao o sinal destes autovalores sera determinado pela

componente normal da velocidade na superficie de contorno.

Assim, de maneira a obter as equagoes de Euler decorrentes da diagonalizacao

da matriz Jacobiana numa diregao k, pode—se pré—multiplicar a equagao (2.15)

por L1
L—laa—\t[ + L_IA%_Z +L7'E %—Z =0 (2.26)
Mas, como LL™' = I, pode-se introduzi-lo ao sistema de equacoes sem
altera—lo:
L*%—Y - L‘lALL‘I%—: + L‘1]§LL‘1%—Z =0 (2.27)

As relagbes (2.27) remetem a introdu¢do de um novo conjunto de variaveis

caracteristicas W (HIRSCH, 1988b), também conhecidas como variaveis de Rie-
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mann, definidas pela relagao de variagoes 9:

owq op— 0%5]9
) k,ou — k.0
sW=Ltev={ "\ _ yot = BaCl (2.28)
dws i(Sp — (kzéu + kyov)
| dwy | \ p%5p+ (kyou + kydv) )

Apesar de L também ser uma matriz Jacobiana, esta nao apresenta a propri-
edade homogénea, descrita no inicio desta secao, entao:

oV

L= _——
oW

mas V#LW (2.29)

Assim, as variaveis caracteristicas s sao definidas na forma diferencial (2.28).

Ao utilizd-las para escrever o sistema de equagoes caracteristicas, obtém—se:

oW ~_ OW - OW
— +L'AL— + L 'BL— =0 2.30
o © or oy (2.30)
Que também pode ser apresentado com os termos expandidos, em fungao das

variaveis primitivas, da seguinte forma:

’ Bodk = -E-EBe-(B-2%) =R
ky%? - kx% = % (kwg_z - y%) - (ky% - kx%) u+
. (kyg—; — k:xg—y) v ~ R,
% +pc (ke %+ k%) = —(u+ kye) % — (v + kyc) g_§+
—pc [(kou+c) 2% + kull] +
—pc [(kyv +o)§e+ kxvg—Z] = Ry
P — pe (k% + k%) = —(u—koe) 2 — (v— k) g—ZvL
+pc [(kou —¢) & + kul] +
\ +pc [(k;yv —0) 5+ kxvg—;] = R,

(2.31)

A formulagao caracteristica das equacoes de Euler é completamente equiva-
lente & equagdo (2.5) apresentada anteriormente. A tnica diferenca entre elas é
o fato da formulagao caracteristica ter cada uma das equagoes relacionada a um
autovalor (associado a uma diregao de propagagao IZ) Assim, esta formulagao é
obtida de tal modo que as caracteristicas sejam desacopladas. Em outras pala-

vras, cada equagao do sistema (2.31) corresponde, agora, & uma caracteristica.
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2.2.2 Equagoes de Euler em Coordenadas Generalizadas

Considere as equagoes de Euler bidimensionais em sua forma diferencial es-

critas em coordenadas cartesianas (2.5). Assumindo uma transformagao de co-

ordenadas que transforma o espago cartesiano em um espaco transformado onde

a fronteira do corpo é mapeada em um plano de coordenada constante.

exemplo, um aerofélio, como indicado na figura 2.1:

I

Por

n

=

H

Entao, utilizando a regra da cadeia, pode-se escrever:

Parede Solida

Figura 2.1: Transformacao de coordenadas

1
0Q _ 9Q97r 0Qoc 0Qon _0Q 0Q 0Q
ot ar ot~ oc ot an ot or  tae Moy

0
o8 _ OBO7 OEOC OBy _ OB OB
o or dr o oxr  onoxr  Coe | Moy
0
oF _ oFoy oFoc oFop . oF OF
By ardy L ocoy  onoy Yo Map
Substituindo (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.5), obtém-se:
0Q 0Q _OE OE _OF OF

Multiplicando (2.35) pelo Jacobiano da transformacao J, tem-se:

0Q
or
——

I I1

J== th%

5Q OE OF OF OF
Iy 4 JE o+ Ty + JEy  + Iy — =
—_—— = Y= =
117 v 1% VI VII

QLA 7% VA A

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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onde,
o(t.z.y) Lo oy,
7'7;7
J = ‘8 () 5)%) ’ =10 @ Y | = TeYy — Tnle (2.37)
0 x, yy
Mas, pela regra da cadeia:
o, 0 0Q
I — E(JQ)—QaT (J)—l—JE (2.38)
0 o) 0Q
Ir — 8_§ (J&Q) = Q8§ (J&) + J&—7 ¢ (2.39)
0 0 0
HI > 5 (nQ) = Qg () + I} (2.40)
0 0 OE
1V — 8_5 (JEE) = E(’)_{ (J&) + J&— o€ (2.41)
0 8 OE
V - on (Jn.E) = 37} (Jnz) + Ine— an (2.42)
0 8 OF
VI — 8_5 (JEF) = 5 (J&) + Jgy—= o€ (2.43)
0 0 OF

Substituindo (2.38)—(2.44) em (2.36), chega-se a seguinte expressao:

0 0 0 0 0
Q) - Qa— () + 3¢ (6Q) = Qe (J6) + 5 (@) +
0 (9 0 (9 0
5’ 0 8 0
+3_§ (ngF) - F3_§ (ng) 3 (JnyF) Fa_n (Jny) 20(2'45)

Rearranjando os termos de forma conveniente, obtém-se:

0 0 )
g (JQ) + B¢ [J(&Q+ &E+&F)] + an [J (mQ + n.E + n,F)] +

Q|5+ g+ 5 m|+B | e + o om)| +

0 0
+F | 2 06) + 5 ()] =020
As derivadas dos termos em coordenadas cartesianas podem ser expressas

em funcao das derivadas dos termos em coordenadas generalizadas da seguinte



2.2 As Equacoes de FEuler 34
maneira:
1
o/ 9 9
% /5{()& a a% L& n
(| Z o g (2D = 0 & e [ {D) (247)
d 0 )
By }gz’ o on | \ o 0 & my
y dy Oy 4 S~
[De] ~ 7 Dy
(4]
ou, de forma inversa:
1
o o oy
% Ego dr or % Iz y,
%= % R T =Dt =10 @ ye | {D} (248
0 0 d
o gz’ or 0y oy 0z Yy
=P on on 4
(B]
Substituindo (2.48) em (2.47), obtém-se a relagao:
{Dc} =[A][B]{D.} = [A][B] = [{] (2.49)
onde [I] é a matriz identidade.
Assim, pode—se afirmar que:
[A]=[B]" (2.50)
Calculando-se, agora, [X] = [B] ™", tem-se:
[X][B] =[] (2.51)
ou, ainda:
X1 Xip X3 Lz yr 100
Xo1 Xoo Xog 0 2z¢ y¢ |=]10 10 (2.52)
X31 X32 X33 0 Ty UYny 0 01
Resolvendo o sistema, chega-se & seguinte matriz [X]
1 ‘]_1 (xnyﬂ' - x'ryn) J_l (x‘ry£ - x{y"r>
Xl=10 J Yy, —J Ly (2.53)
0 —J71$n J711‘5
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Comparando as matrizes [X| e [A], chega-se as seguintes relagoes:

gt = _xﬂ'gx_nyy

& = Ty,

& = —J 'y

M = =Tz — Yrlly

e = —J e

n, = J 'z (2.54)

Substituindo as relagdes obtidas no termo entre chaves ({---}) da equagao

(2.46), obtém-se o seguinte resultado:

Q|5 () + 5 (60 + 5 ()| + B [ 060+ 5 ()| +
V| U6)+ 5 m)| = 0 259

Portanto, a equacao (2.46) fica simplificada:

0 0 0
5, (JQ) + BTG [ (&Q + &E +§F)] + an [J (mQ + n.E +n,F)] =0 (2.56)
e ainda pode ser excrita como:
8Q OE OF
=0 2.57
+ o : 5 (2.57)
onde o novo vetor de estados transformado Q pode ser representado da seguinte
forma: ) .
P
Q=J/Q=Q=1J P (2.58)
pU
e

\ 7

E os vetores de fluxo transformados E e F:

&p + & (pu) + &, (pv)
& (pu) + & (pu® + p) + &, (puv)
EQ+EE+GF) = 2.59
7 ) & (pv) + & (puv) + &, (pv* + p) )

| Gettalletp)u +6 (e +p)] |
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nep + e (pu) + 1y (pv)
ne (pu) + 15 (pu® + p) + 1y (puv)

F=J0Q+nE+nF)=J ) (2.60)
1 (pv) + e (puv) + 1y (p0* + p)
| e+ l(e+p)ul +mylle+p)o]
Definindo as componentes contravariantes de velocidade como:
0
U= ;f{‘ + &u+ &
0
V = pf'+ nau + nyu
Pode-se escrever os vetores E e F da seguinte maneira:
( ) ( )
pU pV
_ U+ pt, _ V + pn,
g MUt . F=gl T (2.61)
pvU + p&, pvV + pn,
(e+p)U | | (e+p)V
ou, de outro modo:
Q = JQ
— o0& o0&
E = E|J= F|J=
(75:) = (75)
F =

on an
e(75)* (/5)

Assim, pode—se definir as matrizes Jacobianas C; e Cy do sistema transfor-

mado de forma anéloga as matrizes A e B do sistema cartesiano:

OB _om (o) | oF (0
C = 907 9q (J6x>+6cz (Jay)

_OF 0B (on) | oF (,n
@ = 5q~ g (J8x> " oq (Jay) 262)

Com isso, tem—se uma representacao das equagoes de Euler que é valida em
qualquer sistema de coordenadas. Esta forma sera vital no que se segue, para
separar as variagoes fisicas das variagoes geométricas na derivacao das equacoes

adjuntas.
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2.2.3 Representagao Utilizando Notacao Indicial

Como seré visto no capitulo seguinte, a derivagao do problema adjunto resulta
em expressoes bastante extensas. De maneira a apresentd—la de uma forma mais
clara, é interessante utilizar a notacao indicial durante esse processo. Considere,

entao, as equagoes de Euler j& apresentadas no espaco fisico em notacao indicial:

0Q,  OfF
ot +8xk'

AT . N . . .
onde indices com apostrofes (z*') implicam coordenadas cartesianas e os subscri-

=0 (2.63)

tos gregos variam de 1 a 4 (no espago 2-D), indicando coordenadas no espago de
estado: 1 se refere & eq. da continuidade, 2 e 3 as eqs. de quantidade de movi-

mento e 4 & eq. da energia. O estado @, e os vetores de fluxos f* sdo definidos

por:
p put’
Qo= | pu’ c s | g+ gt (2.64)
e (e + p)u¥

em particular para as equagoes de conservagao de quantidade de movimento,
existe uma relacdao entre o superescrito ¢’ e o subscrito a: ¢ = o — 1 para 2 <
a < 3. O simbolo e representa a energia total, e = p(e; +u - u/2), e; corresponde
a energia interna especifica e gi'j/ ao tensor métrico, que se resume a matriz

identidade em coordenadas cartesianas.

No espaco transformado (indices sem apostrofe £¥), as equagoes de Euler em

notagao indicial sdo dadas por (REUTHER, 1996):

8QQ+J kafa :0

0(JQs) OFf
ot " gk = T "o

J =0 (2.65)

onde 3% ¢ o operador de transformagao de coordenadas entre os espagos fisico e

transformado. Juntamente com sua inversa, sao definidos como:

/

oek

ock _ py
8in ) ﬁ ! = /Bk =

B= B = (2.66)
O Jacobiano da transformacao é dado por J = det (ﬁﬁ), que é assumido
independente do tempo. Também se assume que J nao se anule nem mude de

sinal em nenhum ponto do dominio D.

Além disso, a seguinte identidade tensorial foi utilizada para se obter a tltima

forma:
0 (J15%)

o = 0 = Fr=Jpkf’ (2.67)
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As matrizes generalizadas de fluxo Jacobiano sao entao definidas com base

na eq. (2.67), resultando:

of y
cky = ags e — yghar, (2.68)

0Qg

e elas levam a seguinte forma das equagoes de Euler generalizadas:

0Q.  Cas 0Qs
o "7 oek Y (269)
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3 TEORIA DE CONTROLE
APLICADA AS EQUACOES DO
MOVIMENTO

Este capitulo apresenta a aplicacao da abordagem alternativa da formulacao
continua do problema adjunto proposta por Cacuci et al. (1980), descrita em
linhas gerais na se¢ao 1.4.3, para determinar sensibilidades de uma funcao ob-
jetivo com relacao a parametros de controle impostos nas fronteiras de entrada
de escoamentos modelados pelas equagoes de Euler 2-D compressiveis em estado
estacionario. Nas segoes que seguem, encontram—se a derivagao das equacoes
adjuntas, suas condi¢oes de contorno e das expressoes utilizadas para o calculo
do gradiente da medida de mérito para escoamentos nos regimes subsonico e

supersonico.

Vale destacar que a independéncia da formulacao continua com respeito ao
método numérico adotado para a simulagao do escoamento traz vantagens impor-
tantes: permite uma abordagem conceitual mais genérica das equagoes adjuntas e
das suas condicoes de contorno. Uma rotina assim construida pode, em principio,

ser associada a diferentes codigos de simulagao do escoamento.

3.1 O Problema Variacional

O principal objetivo de métodos de otimizagao consiste em minimizar a fungao
que representa uma determinada medida de mérito. Considere, para efeito de
derivagao das equagbes adjuntas, aquela apresentada pela eq. (1.2) na secdo

1.4.2.

As aplicacoes de interesse aqui tratam principalmente de forcas aerodinamicas
em escoamentos estacionarios. Assim, o foco recai em fungoes objetivo que sao
integradas sobre a superficie aerodinamica, ao contrario de integrais de dominio
— & desnecessario dizer que as primeiras podem ser recuperadas a partir das

ultimas por meio de distribui¢oes (SCHWARTZ, 1966). Nesse contexto, a forma
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estacionaria da eq. (2.65) é imposta em (1.2) e, de acordo com (1.19), resulta:

ds’ OF*
G=/ F(Q ) |45 ds+<¢a,a—§,‘j>+ (,B),+ (a,P — P,) (3.1)
— T 3 I, . I I
I c1 co c3

no espaco transformado. Aqui, I representa a medida de mérito original, enquanto
I, I., and I, indicam os funcionais restritivos. Os vetores ¢,, ¥ and a sao os

ja mencionados multiplicadores de Lagrange.

Aqui vale acrescentar um comentario a respeito da utilizacao da forma gene-
ralizada das equacoes Euler estacionarias impostas como restricao ao problema
variacional na eq. (3.1). Apesar de ndo ser essencial para o prosseguimento da
derivacao, ao mapear uma superficie aerodinamica em um plano de coordenada
constante, essa forma das equagoes governantes permite que se separe variacoes
fisicas e geométricas naturalmente. Em linhas gerais, a idéia é a seguinte: a
representacao geométrica da superficie solida é fixa no espago transformado, ou
seja, ela nao muda com variagoes dos parametros de controle escolhidos, embora
a forma fisica seja alterada. A tunica entidade que, na realidade, muda com as
variagoes dos parametros 6P sao os operadores transformacao de coordenadas (3,
assim como a métrica do espaco transformado. Dessa forma, variacoes fisicas e
geométricas podem ser separadas. Isso também simplifica consideravelmente o
problema variacional, ja que o dominio de integracao permanece fixo no espaco

transformado.

Agora, da eq. (1.7), a primeira variagdo de I é explicitamente escrita como:

OF ds’
ol = <3Qa ,5Qa>bw + <f,<5 ’E >bw (3.2)

que identifica a razao de elementos de area entre os espacos fisico e transformado,

ds’

dsS

|dS’/dS|, como tnico parametro de controle que aparece em I.

Assim, para os funcionais restritivos, cada um deles sera considerado separa-

damente, abaixo. Primeiro, I.,, que envolve a variacao das equagoes governantes,

OFk O (6FF
o1 = (80u, G ) + <¢a, %> (33)

Mas, pela regra da cadeia:

¢ dado por:

9 (51%)
ek

9 (Joa)

k—
R

0
o (JoaOFY) = J¢a
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Portanto, substituindo (3.4) em (3.3), tem—se:

OFF 10 (Jpa0FF 1 0(Joq
51, = <5¢a,a—€g> +/3% dy <5FC’:,7 (8;,1 )> (3.5)
D

Aplicando o teorema de Gauss no segundo termo da expressao (3.5), obtém-se

a variacao de I.,:

or
ek

51, = <5¢a, > + (bor OFFmy) — <5ng ! 8(‘]¢°“)> (3.6)

" J o Ock

onde a integral de superficie define o concomitante bilinear, P[¢,dQ]s, e ny é
o versor normal apontando para dentro do dominio D. O subscrito s se refere
a toda fronteira, 0D, que inclui a superficie do corpo (b,), o farfield (bs) € 0s
planos de corte (b.,). As variacoes de I, e I, seguem diretamente das dife-
renciais de Fréchet, como na eq. (1.24). Agora, o objetivo deste trabalho é,
particularmente, controlar as condi¢oes de contorno em fronteiras de entrada de

escoamento. Portanto,
1oy 461, = (50, B), + (¥, Bb5Q>Si+(@Z),B;>5P>Si+<5a, P —P,)+(a,6P) (3.7)

onde a notagao ( ), naturalmente se refere a fronteira de entrada, que é a por¢ao

de by, onde u-n > 0.

A variagdo do funcional aumentado (3.1) ¢ entdo determinada ao subtrair as
eqs. (3.6) e (3.7) daeq. (3.2). Separando as integrais de superficie que constroem

o concomitante bilinear de acordo com cada fronteira, tem—se:

5G = <6¢a, g—§> (50, B), + (5a, P — Py) - <5F§, %8(§§ﬁ“)> +
<§Ci i—g ,6Qa>bw + (1, BooQ), + { (Gar OF oK), +
+ {da,6FEmL), + [(%, 5Fj;nk>bcp}zz + (b 6F§nk>80} +
+ <J—", 5 '% >bw T (a,50) + (. BpoP), (3.8)

onde a notacdo ( ),, se refere a fronteira de saida, i.e., a parte de by, em que
u-n <0, e (), serefere aos planos de corte. Os colchetes implicam que o termo
dentro deles seja integrado sobre cada lado do plano de corte, com vetores normais
opostos. Daqui, simplesmente impondo condi¢oes de contorno periédicas em ¢,
dadas pela eq. (3.9), as integrais sdo automaticamente canceladas (HAYASHI;

CEZE; VOLPE, 2013).
¢a|b2}) = ¢a

(3.9)

bep
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Note, no entanto, que a imposicao desse tipo de condi¢ao de contorno requer
que as variaveis adjuntas ¢, e todas as suas derivadas sejam continuas através do

plano de corte bep.

Outra condicao de realizabilidade fisica implica que a velocidade normal em
uma superficie solida (b, ) seja zero, u-n = 0. Esse requisito restringe o vetor de

fluxo normal & (by,):
( \

0

2
o S (3.10)

£2=0 3

\ J
e, naturalmente, sua primeira variagdo (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013; REUTHER,

1996; JAMESON; KIM, 2003b), como mostra a eq. (3.11) abaixo:

( 3 ( )

0 0
SpE? §(JE2
SFF =J p% +p ( %) (3.11)
£2=0 0pE, 0 (ng)
0 0
\ Vs \ /

Ou seja, os componentes de massa e energia desaparecem identicamente. As-
sumindo que a parede seja mapeada por um plano coordenado &2, b, = &2 = 0,
e usando a relagdo a =i’ + 1, a equagao de conservagao da quantidade de movi-

mento (2.64), se reduz a:

Do FFny| = 90 F ny

buw

= 0p [d+1) I Bima] +p [dws1y0 (JB7) na]  (3.12)
€20

Por fim, a variacao dos vetores de fluxo para o restante do dominio compu-

tacional é obtida ao combinar as eqs. (2.67) e (2.68):
k k kY gi
OFY = Cks0Qs+6 (JBY) fL (3.13)
onde o primeiro termo representa a parte fisica, enquanto o segundo, a parte
paramétrica da variacao total.

Ao substituir as eqs. (3.12) e (3.13) para os termos correspondentes na eq.
(3.8), impor a periodicidade em ¢, nos planos de corte, e rearranjar termos de

maneira apropriada, obtém—se a seguinte expressao para 0G:
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k k
= <5¢a7 aa%> + <5w78>51 + <(Sa,7) — 730> — <%8(J¢a)’5Qﬂ> +

DEF
@ 0
a@QB a~ap’v2, B s a“~ap’t2; Bls, s ; o .
© (d) 5
il Op 1 0(J6a)
(o 15| * e Jﬁ’"ﬂf%’(s@“>bw_ (s a5 75 +
) >
ds’
+ <F,5‘ > +(p, [bw+1)0 (JB7) ma]), + (a,0P) + (¥, BpoP), (3.14)

-~ ~~

(h) (i)
onde as variagoes paramétricas dos fluxos nas se¢oes de entrada e saida das fron-
teiras de farfield foram agrupadas no tltimo termo da segunda linha, na forma
s; Us, = by. Também foi assumido que o que essa fronteira é mapeada em um
plano de coordenada constante, by, = £ = 1. Uma separacao entre as variacoes
fisica e paramétrica é aparente na equacao acima. Os termos a, b, ¢, d e f perten-
cem ao primeiro grupo, que da origem ao problema adjunto. Os termos restantes
e, g, h e 1 sao parte do gradiente de sensibilidade. Os termos e, g e h ainda podem

ser simplificados como mostra o apéndice B (JAMESON; KIM, 2003b).

3.2 As Equacgoes Adjuntas

A equagdo adjunta é obtida a partir do termo b, na eq. (3.14), e segue
o mesmo procedimento ja amplamente discutido na literatura (HAYASHI, CEZE;
VOLPE, 2013; REUTHER, 1996; JAMESON; KIM, 2003b). Basta encontrar um vetor
¢ nao—trivial que leve o produto interno a zero para qualquer variacao arbitraria,
porém realizavel, 0Q. O procedimento da origem a forma estacionaria da equacao

adjunta.

Entretanto, a solugao adjunta estacionaria é usualmente computada de forma
andloga ao que se faz com o escoamento, ou seja, postulando um termo tempo-—
dependente para entao realizar uma marcha no tempo até que se atinja uma

solugdo estacionaria (REUTHER, 1996). Dessa forma, tem-se:

0¢a  Cha0(Jos)
o T oe =0 (3.15)
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Ao comparar as equagdo de Euler original (2.69) com a eq. (3.15) acima,
pode—se notar que a matriz de fluxo Jacobiano é transposta e tem seu sinal
trocado com relacao a primeira. Assim, o carater hiperboélico das equagoes de
Euler é mantido no problema dual. Por simplicidade, a variavel adjunta pode
ser redefinida de maneira que leve em consideracao a transformacao Jacobiana,
Yo = JOu, que leva a expressao:

0pq

dpp
T Chomr =0 (3.16)

o0&k

Apesar deste trabalho ter foco apenas em solugoes de estado estacionério,
a inclusao do termo tempo—dependente para a resolucao das equacoes adjuntas
é crucial no que tange a formulagao das condigoes de contorno propostas por
Hayashi, Ceze e Volpe (2013), que fazem uso do carater hiperbolico de ambos os

problemas primal e dual, com problemas de Riemann complementares.

3.3 Condicoes de Contorno Adjuntas

Claramente, o problema de contorno adjunto é formulado com base nos termos
¢, de fdaeq. (3.14), jA que sdo os termos que envolvem integrais nas fronteiras
do dominio que incluem variacoes fisicas dQ. Esses produtos internos devem ser
levados a zero, de uma forma que sejam consistentes com as condi¢oes de contorno
do problema fisico e que facam da equacao adjunta bem—posta. Esse assunto foi
largamente discutido por Hayashi, Ceze e Volpe (2013), de tal forma que apenas

os resultados aqui relevantes serao relatados.

De forma a coloca—los numa ordem crescente de complexidade, os planos de
corte sao, certamente, as condi¢oes de contorno mais simples. Tudo que ela requer
é que haja periodicidade das variaveis adjuntas ao cruzar esses planos, em uma

conexao com a eq. (3.8).

Para paredes solidas (b, ), a restri¢ao de realizabilidade é dada pela eq. (3.12).
Sua introdugdo na expressao para 0G (3.14) da origem ao termo f, que também
envolve o funcional objetivo através da derivada 0F /0Q 3. A necessidade de con-
duzir esse termo a zero para uma variacao 0Q arbitraria leva a simples condigao
de contorno de parede, que pode ser escrita na forma:

ds’
ds

OF 0Q;
i J 2’ == i ! - -
1) Bimna = puynn . 90, op ‘

=% |35 (3.17)

_OF 'dS’

Esta condigao é acoplada com o esquema de Reuther (1996) ao extrapolar as
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variaveis adjuntas em paredes solidas.

As condig¢oes de contorno de farfield sao obtidas a partir dos termos c e d,

que podem ser postos na forma:

Ao+ Ay + Ay = <5a%, 5Qﬁ> - (padisni 6Qs) + (palligne.0Qs)

N J/ N J/
R g

(c) (d)

(3.18)
onde foi feito uso da eq. (2.68) e ¢ foi dividido em 2 termos, de forma a associa—los
com suas contrapartes na eq. (1.24). O primeiro termo no lado direito da equagao,
aqui, corresponde ao quinto em (1.24). Enquanto o segundo e terceiro termos sao
ambos concomitantes bilineares, um para a se¢do de entrada (s;) e outro para a
segao de saida (s,) das fronteiras permeéveis. Por conveniéncia futura, eles sao
nomeados A.,, A, e Ay, respectivamente. Os concomitantes bilineares A., e Ay

devem ser decompostos de acordo com a eq. (1.24).

Antes de dar prosseguimento, deve—se notar que a equagao adjunta (3.16) é
generalizada. Ela vale para qualquer sistema de coordenadas e, particularmente,
para o cartesiano. O mesmo se aplica as condi¢oes de contorno que sao impostas
nos planos de corte, paredes solidas e farfield. No primeiro caso, os requisitos de
periodicidade permanecem imutéaveis, enquanto para os outros dois, eqs. (3.17) e
(3.18) apresentam suas formas cartesianas. Assim, prosseguir-se—4 com o mesmo
que foi discutido por Hayashi, Ceze e Volpe (2013), e resolver o problema adjunto

diretamente no espaco fisico, que é representado pelas coordenadas cartesianas.

3.3.1 O Problema 2-D

Para escoamentos bidimensionais, os subscritos Gregos variam de 1 a 4, onde
1 se refere a continuidade, 2 e 3 para quantidade de movimento e 4 para a energia.

Indices latinos se referem as duas dimensoes no espago fisico — por simplicidade,

’ / . . ~ .
x! =z, 2% = y. As matrizes de fluxo Jacobiano correspondentes sao desginadas

’ ’ . . N . ~
por: Al = A e A? = B, respectivamente. Sob estas circunstancias, a equacao

adjunta pode ser escrita na forma:

0pq L

©8 Y5 _
ot e

~ Boag, =0 (3.19)

O operador fluxo Jacobiano ¢ simbolizado por A%, = A= (AT BT), por

simplicidade (HIRSCH, 1988b). Sua projecao na diregao normal a uma dada fron-
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teira, k = (k,, k,)”, ¢ definida da seguinte forma:
AT = A" k= kA" — k,B” (3.20)

onde o sinal negativo e a transposicao, da eq. (3.19), foi mantida por conveniéncia.

A matriz de transformagao de similaridade que diagonaliza a matriz resultante

fornece:
—A = —PT.AL. (P
—u-n 0 0 0
0 —u-n 0 0
= (3.21)
0 0 —(u-n+c) 0
0 0 0 —(u-n—c¢)

que sao, obviamente, os mesmos autovalores das equacoes de Euler, mas com
sinais opostos. Também associados com a direcao k, os operadores de transfor-

magao de similaridade sdo dados por (HIRSCH, 1988b):

1 u v o
0  pk —pk p (uky, — vk,)
T Y r
P = p plckatu)  p(cky+v) p u u (322)
2c 2c 2c 2 \y— 1
(v—ckq) (v—cky) c .
ﬁ 8 2c p20y g 7_1—1,1'114—%
1— (y=1)(uu) vkg—uky, (y—1)(uu)—2c(un) (y—1)(u-u)+2c(un)
2c2 p 2pc 2pc
(v—1u ky cky—(y—1)u —cky—(y—1)u
(P—I)T _ c? p pc pc
(y=Dv _ ke cky—(y—1v —cky—(y=1)v
(02 : P pc pc
_ (=1 =1 y=1
c? 0 pc pc

(3.23)

A forma caracteristica da equag@o adjunta é obtida ao pré-multiplicar (3.19)
por P que leva a expressao:
pr2® _praT (p1y pr2® _prpr (p)Tpr2e (3.24)
ot ox dy
Pode ser acresecentado que o produto (PTd¢p) define os diferenciais adjuntos
de Riemann. Consequentemente, ao computar os produtos de matrizes na eq.

(3.24), pode—se obter um sistema de equagdes de Riemann, ou caracteristicas, na

forma:
. 0p 84,0 Op
E 5 ftﬁ E 5 E Kgﬁ 35 (3.25)

onde N = 4 ¢ os coeficientes K op Kag € KY op €stao listados na tabela A.1 apresen-
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tada no apéndice A. O conjunto acima mantém a linearidade da equacgao original
(3.19). A tnica diferenga reside no que cada equagao « de (3.25) esta associada
com uma particular velocidade caracteristica, ou seja, o autovalor correspondente

da eq. (3.21).

Ao tomar o vetor k normal as fronteiras do dominio, esses autovalores de-
terminam qual das caracteristicas adjuntas entram ou deixam o dominio. Como
discutido por Hayashi, Ceze e Volpe (2013), as caracteristicas que entram no do-
minio sao substituidas por condi¢oes de contorno, que sao obtidas ao encontrar
uma relacao de compatibilidade entre as variaveis adjuntas ¢, que anule o conco-
mitante bilinear da fronteira em questao para qualquer variagao arbitraria, porém
realizével, de 0Q),. J& as caracteristicas que saem do dominio fornecem para a
fronteira a informacao vinda do escoamento, completando assim o problema de
Riemann. As equacOes que representam as tltimas sao tomadas a partir da eq.

(3.25) para cada caso.

3.3.1.1 Parede Sélida

Em uma transformacao 2-D do tipo (z,y) = (£, 1), o contorno do corpo pode
ser especificado tanto como uma curva de nivel, como n(z,y) = 0, ou em forma
paramétrica por (&, 0) and y(&,0). Em qualquer das duas, a razdo dos elementos

de area pode ser escrita como:

@@ e

onde gq; é um elemento do tensor métrico g;; (FLUGGE, 1972). Assim, a condigao

ds’
dsS

de contorno de parede solida da eq. (3.17) se torna:

oOF
kv + kyps = a—p\/gn (3.27)

Em um esquema numérico onde o valor das variaveis adjuntas nas faces de
um elemento é aproximada pela média aritmética de ¢, dos elementos adjacentes
a ela (HAYASHI, 2009), a condigdo de contorno adjunta discretizada em paredes

solidas é dada por:

03 +93) OF
+k:y( E 3) i (3.28)

(7 +¢3)
2

ko

onde ¢, representam os valores das variaveis adjuntas nos volumes fantasmas
(ghost cells), enquanto ;" correspondem aos valores nos elementos internos cor-

respondentes.
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O fato desta condicao possuir duas variaveis adjuntas a serem determinadas
nos volumes fantasmas e apenas uma equagao restritiva, naturalmente implica
em infinitas combinagoes de ¢, e @3 que satisfazem a eq. (3.28). Nesta Tese,
optou—se pelo ja mencionado esquema de Reuther (1996), que se adequa bem ao

escopo deste trabalho.

7

pr =]
Py = 90; + k22—]~€-7<:2 8@_;—\/ g1 — kx@; - kygogr
— + IQI‘ny OF + + (329)
vs =3 T g gy VI — keps — kyes
[ ¥1 =i

Esse esquema tem sido amplamente verificado na literatura. Foi mostrado que
ele leva a estimativas do gradiente de sensibilidade que estao de acordo com aque-
les obtidos por outros métodos, dentro de niveis de precisao razoaveis (REUTHER,

1996). Assim, ele deve ser consistente com as aplicagbes propostas.

3.3.1.2 Saida

Como ja referido, a imposi¢ao de condigoes de contorno em uma determinada
fronteira do dominio computacional estd diretamente relacionada com o sentido
de propagacao de caracteristicas. A figura 3.1 apresenta o sentido de propagacao

de cada uma delas em fronteiras permeaveis onde ocorre a saida de escoamento.

Fronteira

~(v-h +c)——
n<~——

-v'n (multiplicidade 2}
_({/,*n _C)<—

Ay

Dominio

(a) Caso subsonico

Fronteira

~(V-h +c)=—r
n<~——

-v'n (multiplicidade 2}
_('{/,*n _C)<—

Dominio

(b) Caso supersonico

Figura 3.1: Propagacao de caracteristicas adjuntas em fronteiras de saida

As expressoes para essa condi¢ao de contorno sao obtidas a partir do termo d
nas equagoes (3.14) e (3.18). Como esse tipo de fronteira em particular nao esté
sujeito a qualquer controle paramétrico, a condi¢cao de contorno a ser imposta
resulta diretamente da anulagdo do concomitante bilinear A,, reapresentado na

eq. (3.30), para variagoes arbitrarias, porém realizaveis das propriedades do es-
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coamento.
Ag = <<,0aA’;lgni/,5Q5>s & (¢ A -0Q), =0 (3.30)

A derivagao segue o mesmo procedimento proposto por Hayashi, Ceze e Volpe
(2013), de modo que permanega consistente com o fato de que as equagoes go-

vernantes e adjuntas sejam bem postas.

O problema de contorno é um tanto trivial para saidas supersonicas. Uma vez
que elas nao requerem qualquer condicao de contorno fisica e, portanto, qualquer
variagao 0Q é possivel, a tinica maneira de garantir que Ay seja nulo é aplicar

condigoes de contorno adjuntas homogéneas goa‘ =0

So
Por outro lado, absolutamente diferentes, se¢coes de saida em regime de esco-
amento subsonico implicam a presenga de trés caracteristicas adjuntas entrando
no dominio. Elas representam o primeiro, segundo e quarto autovalores em (3.21)
e suas linhas correspondentes em (3.25) devem ser substituidas por condigoes de
contorno. Assim, apenas a terceira caracteristica adjunta, que é associada ao

autovalor —(u - n + ¢), precisa ser resolvida, na realidade.

Portanto, as fronteiras de saida subsonica requerem trés condigoes de contorno
adjuntas. Elas vem da tnica restricao de realizabilidade que é imposta em Q)
nessa fronteira. Nas aplicacoes de interesse deste trabalho, a pressao estatica é a
tnica quantidade que é fixada. Ao escrevé—la em funcao das variaveis conservadas
Q e impor que sua variagdo 0p seja nula, obtém-se a seguinte relagdo (HAYASHI;
CEZE; VOLPE, 2013):
0Qs = udQe + v0Q3 — Mé@l (3.31)

A equacao acima representa o locus de variacoes realizaveis nas fronteiras
de saida subsonica, i.e., aquelas que correspondem & imposi¢ao da condicao de
contorno: pressao estatica constante. Ela preserva trés graus de liberdade fisicos,
uma vez que fornece um 0@, realizavel em termos de 01, 0Q)5 e 6Q)3, que podem
ser arbitrarios. Em esséncia, os graus de liberdade fisicos preservados correspon-
dem a caracteristicas do escoamento que saem do dominio e, entao, representam

uma solucao do escoamento e suas variagoes.

Substituindo (3.31) para a variagao correspondente no concomitante bilinear

dado pela eq. (3.30), e forgando—o a zero, obtém—se trés condigoes de contorno
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adjuntas correspondentes (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013):

pr=45Rey— (=1 W+ =Cipy
| —2ervke (v —2)kgu? -2k uvt-ykyv? o
P2 = [ . 72(kw+kyv) e ] pa = Capa (3.32)
—2e - v2—2kzuv u?
¥3 = [ : tvky+(w2(il%+ky3)k -tk } 04 = C304

A tabela 3.1 apresenta um resumo das condig¢oes de contorno de saida em

ambos os regimes de escoamento subsonico e supersonico.

Tabela 3.1: Resumo das condicoes de contorno adjuntas de saida

Regime Variacao 6Q Condigao adjunta ¢
. 0Q4(0Q1,6Q2,6Q3)  ¢1(pa), p2(a), 3(pa)
subsonico eq. (3.31) eq. (3.32)
supersonico 0Q, livres Yo =0

Em termos de operadores, as eqs. (3.31) e (3.32) correspondem a B, -5Q = 0
e B* - ¢ = 0, respectivamente. A primeira vem da eq. (1.20b) e leva em conta o

fato de que B = 0 na saida. As expressoes para By, e B* sio dadas por:

0 00 0 100 —C

0 00 0 010 —C
B, = LB = ? (3.33)
5 0 00 0 . 00 1 —Cy

—uug gy o] 000 0

w|

As trés primeiras linhas de By, se referem aos graus de liberdade livres (0Q1,
0Q2, 0Q3), que, por sua vez, correspondem as trés caracteristicas que deixam o
dominio no problema fisico. Enquanto a tltima linha de B* implica que ¢4 seja
obtido ao resolver a tnica caracteristica adjunta que sai do dominio, ou seja, a

terceira.

Sob essas condigoes, a decomposi¢ao proposta do concomitante bilinear na
eq. (3.30) ¢ dada por:
Pi(¢) = —¢" Ak

B*(¢) = o' B

(3.34)

Entao, levando em conta o fato de que A, é, na realidade, um escalar e

ao substituir (3.34) por sua contraparte na expressao entre colchetes de (1.24),
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tem—se:

<(10T : AK ’ (5Q>50 = <Pl<(10)a Bb6Q>SO + <B*<90)7M6Q>so
= —(¢' Ak -By-0Q) +(¢"-BT-M-6Q), (3.35)

Portanto,
(" Ak - (I+Bg)-6Q), = (¢"-BT-M-6Q) (3.36)

onde I representa a matriz identidade e a matriz M é dada por:

0 ky k, 0
—u(u-n) ku+u-n k,u 0
M| = ( ) v (3.37)
S0 —v(u-n) kv u-n+kyopy 0
0 0 0 0

que claramente resulta em um operador que ¢é linearmente independente de Bb
na eq. (3.33). Portanto, prova—se que a mesma condi¢ao de contorno adjunta
nas fronteiras de saida, que mostraram—se consistentes com o fato do problema
ser bem posto (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013), também satisfazem os requisitos
propostos por Cacuci et al. (1980).

Para finalizar a construgao do problema de Riemann completo nas fronteiras
de saida, trés condigoes de contorno da eq. (3.32) devem ser combinadas com a
terceira equagao caracteristca adjunta de (3.25) em um tnico sistema. Isso pode
ser feito tanto usando as equagoes como sao ou, alternativamente, diferenciando
(3.32) com respeito ao tempo. Em principio, a segunda opgao parece permitir

uma implementacao mais simples e, por isso ¢ escolhida.

Ao diferenciar a eq. (3.32) com respeito ao tempo, tem-se: ¢, = 'a904+Cagb4,
onde 1 < a < 3 e o ponto () representa J( )/0t. Entretanto, neste contexto,
os coeficientes sao baseados em uma solucao estacionaria do escoamento, entao
C, =0. Assim, o sistema completo para o problema de Riemann em fronteiras
de saida pode ser escrito na forma:

.

01 —Cros= 0
P —Copy= 0
3 —Cs 1= 0 (3.38)

3
(Z K?fﬁcﬁ + K§4> Y4 = R3
B=1

\

onde as derivadas espaciais no lado direito da terceira caracteristica na eq. (3.25)
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foram agrupadas no termo R3. O sistema resultante é sujeito a integracao numé-

rica explicitamente.

3.3.1.3 Entrada

Assim como foi feito com as fronteiras de saida, considere a figura 3.2 e o
sentido de propagacao de caracteristicas nas fronteiras permeaveis onde ocorre
entrada de escoamento no dominio em ambos os regimes subsonico e supersonico.

Novamente, isto sera vital no que diz respeito as condi¢oes de contorno adjuntas.

Fronteira Fronteira

~—— —(V'n +c)
<—— —v-n (multiplicidade 2

~—— —(V'h +c)
<~ —v'n (multiplicidade 2

n n
— -1 —c) ~— —(Vh )

Dominio Dominio

(a) Caso subsonico (b) Caso supersodnico

Figura 3.2: Propagacao de caracteristicas adjuntas em fronteiras de entrada

Ja que estao sujeitas a controle paramétrico, as condi¢oes de contorno de
entrada sao as mais complexas consideradas neste trabalho. Os dois termos res-

ponséveis por essa fronteira na eq. (3.18) sao:

oB, "
A A, = — A oy
c1 + co < aaQﬁ ) 5Qﬁ>8i + < a aﬁnz ’5Qﬁ>si

= (¥ By-6Q) + (¢ Ax-5Q), (3.39)

e eles correspondem ao produto interno ¢ na eq. (3.14). Em particular, o segundo
termo A., é um concomitante bilinear e, entao, pode ser decomposto de acordo

com Cacuci et al. (1980).

Em regime supersonico, as variaveis primitivas V. = (p,u,v,p)? sdo todas
especificadas nesse tipo de fronteira e elas fixam Q, o que implica que P =V
e B|Q,V] = 0. Reciprocamente, as variaveis adjuntas ndo sdo impostas em
qualquer condigao de contorno e ¢ vem da solucao adjunta propriamente dita.
Como resultado, o operador de contorno do escoamento é a matriz identidade

By = T e, na falta de qualquer condigao de contorno adjunta, tem-se B* = 0.
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Portanto, a eq. (1.20b) toma a forma:

1 0 00 01 1 0 0 0 op
0100 ) 0 0 )
Qo _f v ! (3.40)
0010 5Qs w0 p 0 5v
0001 0Qq S pu pu (,Yil) op

onde a matriz quadrada do lado direito da eq. (3.40) claramente representa o
operador —B3), = —Bj,. Além disso, deve-se adicionar que, embora as variaveis Q
e V sejam fixadas para cada solucao particular do escoamento, tomadas indivi-
dualmente, isso nao implica que suas variagoes virtuais ao redor daquela solugao
sejam necessariamente zero. De fato, a sensibilidade do escoamento para tais

variacoes virtuais é precisamente o principal objetivo desta investigagao.

Sob tais circunstancias, a decomposicao do concomitante bilinear proposta

para fronteiras de entrada supersonica se resume a:

Pp)=¢"Ax e B(p)=0 (3.41)

que resulta:

(p" Ak -0Q), = (Pie),By0Q), + (B (), MQ),,
= (" Ak, 15Q) (3.42)

Uma vez que B* é zero, o operador M, aqui, poderia ser qualquer. Dado
que ¢é linearmente independente da matriz identidade Bj,. Entao, da eq. (1.26),

pode—se resolver para 1, que resulta:

¥ =—Pi(p) = —¢" Ag (3.43)

e, da eq. (3.39), obtém-se para A, + A,:

(¥ By 0Q) + (" - Ax-0Q), == (p' -Ax-1-6Q) + (" - Ak -0Q) =0
(3.44)
Portanto, ela satisfaz os requisitos que foram propostos por Cacuci et al.

(1980), a respeito da decomposi¢do do concomitante bilinear e o cancelamento

dos termos A, + A., = 0.

Isso é absolutamente diferente das fronteiras de entrada em regime subsonico,
em que apenas uma caracteristica adjunta entra no dominio. Para uma normal

apontando para dentro do dominio, ela é associada com o autovalor —(u-n — ¢)
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na eq. (3.21). Assim, a quarta PDE do sistema (3.25) deve ser substituida
por uma condicao de contorno adjunta. O escoamento, por sua vez, envolve
trés caracteristicas que entram no dominio, desta forma requer trés condigoes de

contorno fisicas.

Nas aplicagoes de interesse, a dire¢ao do escoamento €, juntamente com pres-
sao de estagnacao p, e temperatura de estagnacgao T, sao prescritas. Em termos

de variaveis de estado, tem—se:

( (v=1)[2Q1Q1— (Q3+Q3 Q2+Q2 G=D
Po =B1(Qs) = = 2Q1( = {1 + 7[2@1(6242 §)+Q§)] }
T, =DB2(Qp) = ZVRQz 27Q1Q4 — (v — 1) (Q3 + Q3)]
tan() = Bs (Qp) = &

\

(3.45)

De modo a tornar a algebra um pouco mais simples, pode—se referir a partir
daqui o uso da notagao ¥ = tan(f). Entao, poderia—se escrever o sistema acima

na forma da eq. (1.18b) assim:

Bi(Qp) —po =0
BIQPI=0 = < By(Qp) — TO =0 (3.46)
Bs (QB) v =0

onde os parametros de controle sao precisamente formados pelo conjunto P =
T
(po, T5,0)" .

O teorema da fungao implicita (KAPLAN, 1971) pode ser utilizado par obter a
forma linearizada da eq. (3.46). De modo a permanecer consistente com as deri-
vagoes de Hayashi, Ceze e Volpe (2013), 6Q; é tomado como o grau de liberdade
livre, ou seja, a variacao que ¢é relatada para a tnica caracteristica que deixa o

dominio. Enquanto §Qs, 0Q3 e dQ)4 sao considerados as variagoes dependentes.

Assim:
SoL6Q0 + 58-0Q3 + 58-0Qs = dp, — 55-0Q
332 25Qs + 225Qs + 225Qs = o7, — 226, (3.47)
863 L0Qs + 55L0Qs + 5540Qs = 863 L0Q1

Sob essas condicoes, pode-se obter o determinante do Jacobiano principal:

9B, 9B1 9By

8 2 8 3 6 4
Az OBLBuBY) | o o om | =DM g
0 (Q?a Q37 Q4) 0@z Qs 0Qa (RPSU2>

OBy  0Bs 0Bs
0Q2 0Q3 0Qq



3.8 Condigoes de Contorno Adjuntas

95

que é claramente nao—nulo, logo o sistema de equagoes (3.47) é possivel e deter-

minado. Aplicando a regra de Cramer para resolvé-lo, tem—se:

0Q2 =

0Qs =

0Qs =

Ou ainda:

0Q2 =

D> =

| =
-_- o © © © ~

9B,

oBs

B> =

0B3

By

oB2

D> =

B3

By

9B2

B> =

B3

0Q2

Q2
0B3

B> =

Q>
Q>
Q2

Q2
Q2
Q2

Q2
Q2

0Q2
oB1

0B>

Q2

1 O
— | 6T, —
A
OBy
0Q2
l 0B2
A | 9Q2
OBs3
0Q2
0By
0Q2
l 0B2
A | 9Q2
0B3
0Q2
0B 0B
0Q3  0Qq
0Bs 0B2
0Q3  0Q4
OBs OBs
Q3  0Qq
oB1 oB1
0Q3  0Qq
B2 B2
0Q3  0Qq
0B3 0B3
0Q3  0Qq
oB1
1 0Q4
0Bs
0 0Q4
0B3
0 0Q4
0B
0 0Q4
0Bs
0 0Q4
OBs
1 0Q4
0B
9Qs3 1
B2
Q3 0
OBs3
0Qs 0
oB1
0Qs3 0
0Bs
0Qs 0
0B3
9Qs 1

oB oB oB
anl 0 TQ; TQZ
86 oB oB
50-0Q1 505 oo
8[)’ oB oB
N 5Q1 i e
5po - %5621 g%
88 oB
0T, — 2 5 1 ﬁ
333 oBs
5Q1 0Q4
oB oB
TQ; 5 Po 3@11 5@1
oB oB
TQ? 0T, — 672215@1
oB 83
90, — 50.0Q1
o8By
1 O BQS
dpo + NE 3%;
oBs
0 0Qs3
oB, 9By
1 8Ql 8Q3
oY — — | 9B2 9By
A | 9Q1 0Qs
0B 9Bz
0Q1 0Q3
9By
1 8Q2 O
dpo + x ng; 1
oBs
0Q2 0
oB, 0By
1 8@2 an
09 — — | 9Bz 9By
A | 9Q2 0@
oBs 0Bz
0Q2 01
oB, 0B
1 8Q2 8Q3
— | 9B oB
(5]90 + A TQz ﬁ
oBs  0B3
0Q2 0Q3
0B, 9By
1 0Q2 0Q3
59 — — | 9B2 0By
A | 9Q2 0Qs
oBs 0Bz
0Q2 0Qs3

0By

0Q4

oB

TQi 0T, +
0Bs

0Q4

0B

0Q4

oB

90, 0@
B3

0Q4

0B

90s
o5 | 5T, +

9Qa
0B3

Qa4

oB1

0Q4

0B 5
Q. Ql
0Bs

0Q4

0
1|01, +
0

OB,
01
0B (5
0B3
01

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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Alternativamente, as diferenciais totais para as variacoes dependentes sao

computadas na forma:

| -B(B ,B2,83) 0(B1,B2,B3) 0(B1,B2,B3) 0(B1,B2,B83)
0@ = 3 _8(p01762§,62i)5p" + 8(T01,Q§,Qi)6T + w000V — Qll,Qz Q34 5Q1
_ 1 -8(8 ,B2,8B3) (B1,B2,B3) o(B1,B2,B83) (B1,B2,B83)
0Qs = X |F@epeanOPot Saseog0To + Sanrag 00 — Hororen® Ql
_ 1 [08(B1,B2,83) 0(B1,82,83) 0(B1,B2.,B3) g9 _ O(B1,82,83)
0Qs = 3 _6(Q2,Q3,po>5p° T 9(Q2.@s 1) 5T T 0(Q2.0s,0 )‘W 9(Q2,Q3,Q1) 5Q1
(3.55)

Os resultados sao entao rearranjados como na eq. (1.20b), By, - 0Q = —Bj -

0P :
0 0 0 0 0 0 0 0 5
Po
0Q2 s F92 23,
. —1 0 0 002 __| o o1, a0 ST (3.56)
i o0 1 o |ls 9Qs  0Qs  9Qs ° '
e @3 opo 0L, 00 50
20 Qs 9Q4 0Q
L DAY o L, 00

onde as derivadas parciais vem do determinante Jacobiano correspondente nos

diferenciais totais, eq. (3.55), i.e

d(B1,82,B3) d(B1,B2,83) 9(B1,B2,B3)
Qs _ 9(Q1,Qs5,Q4) | Q3 _ 0(@2,Q1,Q4) | Q4 _ 9(Q2,Q3,Q1)
8 o 8(81,82,63) ’ a - (9(61,62,63) 8 - 3(81,82,83)
@ soraagy 0@ sororay 0 9(Q2,@5:@1)
d(B1,B2,B3) d(B1,B2,B3) d(B1,B2,B3)
0Q2  9pe@sQ) . Q3 Qs . OQ4  8(QsQsp0)
—  3(B1,B2,B3) ' ~  9(Bi1,B2.B3) ~  9(Bi1,B2.B3)
Ipo foracay 0P foracay 0P NQ2.Q5.Q1)
O(B1,B5,B3) O(B1,B5,B3) O(B1,B2,83)
0Q2  aT.QsQ0 . I3 Q1@ 004  3(Q2,Qs.T.)
aTo - 8(81,82,33) ’ aTO - 8(81,32,33) aTO - 8(81,32,33)
0(Q2,Q3,Q4) 0(Q2,Q3,Q4) 0(Q2,Q3,Q4)
9(B1,B2,83) 9(B1,B2,B3) 9(B1,B2,83)
0Q:  36.0s.00  0Qs 9@  0Qi  3(Q2Qsh) (3.57)
819 - 8(81,82,83) ’ 819 - 8(81,32,83) 8/19 - 8(81,32,33) :
0(Q2,Q3,Q4) 0(Q2,Q3,Q4) 0(Q2,Q3,Q4)
Os operadores acima sao dados explicitamente por:
0 0 0
u — ——pY -1 0 O
’_ p(u?+v?)
BQ = o (3.58)
v — W —]_ 0
—pu2+7(—2(=2+7)p+pu? ) +(—1+7) pv? 0 —1
2(=147)p
0 0 0
pu u ( . 2_p) Q2u2U
;| R, o, \P T e ~MZp
BP — oV v 2,0 p2u3 (359)
MZP, T, (p - W) VMZp
(y=Dp p [ 1T } 0
P, T |G- T,
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onde a primeira linha de ambos os operadores significa simplesmente que 6Q); é
livre, de uma forma que essa variacao representa os efeitos de variacoes arbitrarias

do dominio do escoamento na fronteira.

Agora, o ponto mais importante desta pesquisa esta no fato de que o operador
Bf, acima ¢é exatamente equivalente a eq. (43) de Hayashi, Ceze e Volpe (2013),

que ¢é reproduzida abaixo para efeito de comparagao:

( 6Q2:§[2—7+72— UQW)] 3Q

0Q3 = 3 [2 -7+ - u2+33)”] 0@ (3.60)

0Qs = 3 [=2e(y = 2)v + (v = 1)*(u® +v?)] 0

Com pequeno esforco algébrico, percebe—se que a tnica diferenca entre elas
¢ o fato de que os coeficientes de d@Q); e seus correspondentes elementos em B
estao escritos em termos da pressao estatica p na eq. (3.58), enquanto na eq.

(3.60) sao dados em termos da energia e.

O fato de que ambas as formas (3.58) e (3.60) sdo inteiramente equivalentes
tem uma consequencia fundamental: ele implica que as mesmas condigoes de
contorno implementadas naquele trabalho, podem ser utilizadas aqui na forma
de um operador B*(¢) = 0. A forma original dessa condigao dada pelas eqs. (45)

e (46) daquele trabalho (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013) é dada por:
Crpr + Copz + Cs03 + Capg = 0 (3.61)

onde os coeficientes sao:

(01 _ [2 — + ")/2 . 276(7—1)] (kzu;rkyv)

u24v?2

(2—'y+72)kxu2+2(1—7+72)kyuv (y—1)vkzv? B 276(7—1)[Qkyuv+kx(u2—v2)]

Gy = 2 - 2 2(u2+02)
Cy = —y(y=1D)kyut42kyu?v? n 2(1—'\/4_72) ks (u3v+uv3)+(2—7+'y2) kyvt+2ve(y—1) [ky <u2—v2) —kauv]
3= 2(u2+v?) 2(u+v?)

C — — (kzu—i—k’yv)[(7—1)(u2+v2)—2'ye][(2—’y+’y2)(u2+v2)—2'ye(’y—1)]
\~4 — 4(u?+v?)

(3.62)

A forma da eq. (3.61) em termos do operador B* é bem simples e é dada por:

_& G _ G
C1 C1 C1

1

0 0 0 0
si 0 O 0 0

0 0 0 0

(3.63)
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que é consistente com o fato de que existe apenas uma caracteristica adjunta
entrando no dominio em fronteiras de entrada subsonica. As tltimas trés linhas,

na realidade, representam as caracteristicas que apontam para fora do dominio.

Entao, ao aplicar a condicao de entrada a mesma decomposicao apresentada
na eq. (3.34),
Pi(p) = —¢' Ag

B (p) = "B

(3.64)

A &lgebra resultante ¢ inteiramente analoga aquela da eq. (3.36), como espe-
rado. A tnica diferenca é que os produtos internos agora se referem a condigao
de entrada (s;), ao invés daquela de saida (s,). Além dessa mudanca, o operador

M é entao obtido:

My; 0 00
0 0 0 9 et (y=1)y(kgutkyv)
M| = von 00 o | M =0 m ) (ke +ky) - SEED,
000
(3.65)

que também ¢é linearmente independente do B’Q correspondente, como pode ser
claramente visto ao comparar o resultado acima com a eq. (3.58). A partir da

primeira equagdo em (3.64) e da (1.26), obtém-se :
P =—-Pi(p)=+¢ - Ax (3.66)

Finalmente, levando em conta o fato de que B*(¢) = @?B*T = 0, e subs-
tituindo as eqs. (3.64) e (3.66) para os termos correspondentes na eq. (3.39),

obtém-se para A, + A.,:

(- By 0Q) + (¢ Ak -0Q), = (- By-0Q) + (Pi(p), By - 0Q)
= (" - Ak By 0Q) — (¢" - Ak By 0Q)
=0 (3.67)

que resulta identicamente nula, como certamente deveria.

Acima de tudo, o que esses resultados mostram, olhando o tratamento das
fronteiras de farfield no problema de contorno de Hayashi, Ceze e Volpe (2013),
é que, nao apenas ele é totalmente consistente com os requisitos de Cacuci et al.
(1980), como também permite estender o escopo das derivadas de sensibilidade.
Isso parece indicar que o trabalho de Hayashi, Ceze e Volpe (2013) gira ao redor

de casos mais simples, onde ambas as eqgs. (3.40) e (3.56) tem dP = 0 na secao
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de entrada.

O problema de Riemann completo é obtido ao unir as as trés primeiras PDE’s
caracteristicas adjuntas da eq. (3.25) com a tnica condi¢ao de contorno adjunta
das egs. (3.61) e (3.62).

Ao diferenciar (3.61) com respeito ao tempo, tem-se: C’agoa +Copq = 0, onde
1 < a < 4. Novamente os coeficientes da eq. (3.62) sao baseados na solugao de
estado estacionario do escoamento, entdao C, = 0. Entdo, ao incluir a equagcao
resultante no sistema de PDE’s caracteristicas a que saem do dominio, obtém—se

o sistema completo de equagoes:

( t Op1 t Op2 t Ops t Opa __
Ky Ty + K%y + Kz + Ky = I

t dp1 t Do t Op3 t Ops _
K21 ot +K22 ot +K23 It +K24 It _R2

l’( 1 l’( - 2 l( 3 lf(é 4 R

91 92 9¢s 9pa
G +0mp +G7p +C7 =0

\

onde as derivadas espaciais do lado direito da eq. (3.25) tiveram seus termos
coletados em R,. O sistema resultante é sujeito entao a integragao numeérica com

marcha explicita no tempo.

A tabela 3.2 apresenta um resumo das condi¢oes de contorno adjuntas nas

fronteiras de entrada que correspondem a cada regime de escoamento.

Tabela 3.2: Resumo das condi¢oes de contorno adjuntas de entrada

Regime Variagao 0Q Condigao adjunta ¢
A 0Q2(0Q1), 0Q3(0Q1), 6Q4(6Q1) ©1(p2, P3, Pa)
subsonico eq. (3.60) eq. (3.61)
supersonico 0Q, =0 Vo livres

3.4 Gradiente Adjunto

A forma original do gradiente de sensibilidades vem da eq. (3.14), e corres-

ponde aos termos e, g, h e 7, que sao reproduzidos abaixo:

) (T
(a,da) = _<%,5(J53‘,) f;n2>b n <5(J5;s) f7a (;éi )>
(7| ]) o lewnd G nal), - 0.5, (.00
bw
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Entre eles, os quatro primeiros termos do lado direito da equagao representam
variagoes geométricas e podem ser simplificados ainda mais, como mostra Jame-
son e Kim (2003b) no apéndice . O tultimo termo da equac@o acima ¢é o tnico
que, na realidade trata de sensibilidades nas secoes de entrada. Na auséncia de

variagoes de geometria, ele se torna o tnico termo no gradiente,

(a,0P) = — (¢, BpdP),, (3.70)

Para escoamentos supersonicos, o operador B vem da eq. (3.40), enquanto
1 é dado pela eq. (3.43). Assim, obtém-se:

(

1
5 = / (—Unsol — uUppz — 0Upp3 — §C2UnM2<P4) ds

I = [ [=kuppr — p (ko + Uy) @3 — pokaps + (—keo — puly,) ¢4] dS
(3.71)
% :/ [—kypp1 — pukyps — p (kyv + Uy) 03 + (—=kyo — pvU,) 4] dS

Si

YU,
\g—,{ z/& (—kx% — s — - 1904) ds

2 _ M2
% foi definida de modo a apresentar uma forma mais “limpa”

das equagoes e U, = kyu + kyv, corresponde a velocidade do fluido normal a

onde o =

fronteira.

Similarmente, no caso de entrada subsonica, By ¢ dado pela eq. (3.59),

enquanto ¥ vem da eq. (3.66). Desta forma:

(o1 pUn, [(1 =) kupM? + 2pul,
oo / (<poM2) o PoM? e
—)kypM2+2p0U,, 2+(y—1)M?2|ypU,
O P TAL%
o1 :/ (M? —2) pU, | - ok M? + (MP = 2) puln]
oT, . 2T0M2 ] 1 TOMZ P2
Py M2+ (M2 —2) Uy, (3M2—2)ypU,
+ { T, M2 3 { 21Tz | P4 ds
k,u — kyv) pu? k, (u? —v?) — 2k,uv] pu?
a_:/(r ) ]w{m )~ 2kl }W
si us+wv us+v
ky(u?2—v? +2kyuv u?
\ + { ol u2)+v2 b } p3 + {(kyu = ko) pu? [% + W] } @4) ds

(3.72)

A respeito das equagoes dadas acima, vale acrescentar que nenhuma das ex-
pressoes depende explicitamente da medida de mérito, ou seja, na realidade, toda

influéncia do funcional aparece apenas por meio da solucao adjunta.
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4 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados e discussoes das simulagoes numéricas
realizadas com o objetivo de validar o cdédigo computacional implementado que
resolve as equagoes adjuntas, bem como as expressoes para o calculo de sensi-
bilidades nao—geométricas desenvolvidas no capitulo 3. Os testes sao realizados
nos regimes de escoamento subsonico, supersonico e transénico em 4 geometrias:
um bocal divergente, um perfil diamante, um perfil NACA 0012 e um perfil RAE
2822.

4.1 Meétodo de Validacao da Solugao Adjunta

A auséncia de significado fisico das variaveis adjuntas dificulta a validacao de
um coédigo computacional que resolva estas equacoes visualizando apenas o seu
campo de solugao. Isso ocorre porque nao ha como determina-las empirica e/ou
analiticamente em qualquer situacao. Uma das formas comumente utilizadas para
contornar esse problema é comparar diretamente os gradientes determinados a
partir da solucao adjunta com resultados computados por outro método numérico.
Apesar de custoso, o método de diferencas finitas, brevemente citado na secao
1.4.2 e também referenciado na literatura como método de forga bruta, é adequado

para essa finalidade devido a simplicidade de sua implementacao.

Formalmente, derivadas de uma fun¢ao f(x) em um ponto z, podem ser

1

estimadas por diferencas finitas com segunda ordem de precisao’ ao considerar

as seguintes expansoes em série de Taylor em torno de z,:

Af(e,) | (A0 df(z,)

flz, +Az) = f(x,) + Az . 5 P (4.1)
i Az)? d2f(z,
fleo—Az) = f(z,) — Aa:dfd(f ) 4 Qx!) d (J;f ) 4. (4.2)

Subtraindo a eq. (4.2) de (4.1) e rearranjando os termos de maneira conve-

IMatematicamente, um método numeérico é dito de k—ésima ordem se o erro da solucao e
for proporcional & dimensao da malha h elevado a k—ésima poténcia, isto &, e oc h”.
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niente, obtém—se a seguinte expressao para a sensibilidade de f com relacao a x
em r = I,:

df(@)|  flz, + Ax) — f(z, — Az)
dz N 2Ax

Zo

+ O(Ax?) (4.3)

Assim, a avaliacao da sensibilidade de uma determinada medida de mérito,
I, com relagao a cada parametro necessita de duas simulagoes convergidas do

escoamento, uma para avaliar I(z, + Ax) e outra para I(z, — Az).

Como ja comentado, o regime de velocidade de escoamentos compressiveis
modelados pelas equagoes de Euler define o ntimero de propriedades que podem
ser impostas como condi¢oes de contorno no dominio computacional. Em esco-
amentos bidimensionais, em particular, trés propriedades sao impostas nas fron-
teiras de entrada quando o escoamento é subsénico nesta regiao, enquanto quatro
propriedades sao impostas no caso supersonico. Assim, a escolha dos parametros
de controle deste trabalho naturalmente recai sobre essas propriedades fixadas no
problema fisico. Portanto, para a avaliacdo dos gradientes 01/0p, 01 /0u, 01 /0v
e 0I/0p com a ordem de precisao desejada no caso supersonico, sao necessarias
oito simulagoes do escoamento. Enquanto isso, o caso subsonico requer seis solu-
goes convergidas para a obtencao de 901 /dp,, 01/0T, e OI/JY. Novamente, vale
destacar que em ambos os regimes de escoamento descritos, a mesma informacao

pode ser obtida apenas com uma solugao fisica e uma adjunta.

4.2 Medidas de Mérito Adotadas

As simulacoes apresentadas neste capitulo comparam gradientes de trés medi-
das de mérito distintas. Todas elas sao integrais de superficie nas paredes soélidas
do dominio computacional como mostra a eq. (4.4). Nos casos de escoamento
externo elas correspondem as forgas de sustentagao (L), arrasto de onda® (D) e

momento de arfagem em torno do bordo de ataque (M).

L = %(—pny cosf + pn, sinf) dS (4.4a)
buw

D = %(—pnm cosf — pn, sinf) dS (4.4Db)
b?L’

M = % [P e (Y = Yrep) d = Py (& — @pep)] dS (4.4c)
bw

2Vale lembrar que o modelo adotado para representar as equacoes que governam o €sCOa-
mento no Ambito deste trabalho é inviscido e, portanto, s6 é possivel computar arrasto de onda
nas solugoes do problema primal.
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onde 7 = nyi+n,j é o versor normal a parede apontando para dentro do dominio,
0 ponto (Zyef, Yres) corresponde as coordenadas de referéncia para o calculo do
momento e # corresponde ao angulo de incidéncia do escoamento nao perturbado

nas fronteiras de entrada.

As secoOes subsequentes retratam testes de validagao do método proposto para
calcular sensibilidades nao—geométricas. A sec¢ao 4.3 apresenta os casos de esco-
amento interno em um bocal divergente. Nos testes com tal geometria, apenas
sensibilidades com relagao & medida de mérito dada pela eq. (4.4a) sao compu-
tadas. Ja nos casos de escoamento externo descritos na secao 4.4, sao avaliados
os gradientes das forgas de sustentagao e arrasto de onda quando o regime de
escoamento é supersonico e da forga de sustentacao e momento de arfagem nos
testes em regime de escoamento subsonico/transonico. Para tanto, utiliza—se de
codigos computacionais que resolvem os sistemas de PDE’s de ambos os proble-
mas primal e dual por meio do método de volumes finitos com discretizagao das
equagoes do movimento em um esquema centrado nas células (cell centered) com
dissipacao artificial. A solucao de estado estacionario é obtida por meio de marcha
no tempo da solucao transiente via Runge-Kutta de 5 passos com 2% ordem de
precisdo (JAMESON; SCHMIDT; TURKEL, 1981), em malhas ndo-estruturadas for-
madas por elementos triangulares (JAMESON; SRIRAM; MARTINELLI, 2003), com
condigoes de contorno baseadas em equacgoes diferenciais caracteristicas e relagoes
de compatibilidade (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013). A forma adimensional das
propriedades do escoamento sao obtidas com base em um estado de referéncia
(HAYASHI, 2009), que é o mesmo para todos os testes realizados neste capitulo.
Os valores de referéncia sdo: massa especifica, p..; = 1.486 kg/m?; velocidade,
Ures = 320.44 m/s; e temperatura, 7,y = 357.77 K. Além disso, a razao de calo-
res especificos ¥ = 1.4 e constante do gas R = 287 J/kg - K também s@o comuns

a todas as simulagoes aqui presentes.

4.3 Escoamento Interno

Como primeiro teste de validacao, optou—se por estudar o escoamento em
um bocal divergente. A escolha por essa geometria se deu devido a possibilidade
de analisar escoamentos em qualquer regime, subsonico ou supersoénico sem a
presenca de ondas de choque. A parede é descrita pela parabola y = 0.322 + 0.3,

com x variando de 0 a 1. A linha de simetria, por sua vez é dada por y = 0.
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4.3.1 Caso SupersoOnico

As simulagoes nesse regime do escoamento partiram de condi¢oes de en-
trada e saida de escoamento idénticas, que foram definidas com pressao estatica
p = 108.9877 kPa, temperatura estatica 7' = 255.5 K e nimero de Mach variando
de 1.5 até 2.5. A figura 4.1 apresenta a malha do bocal divergente com 9002
elementos triangulares que foi utilizada nas simulagoes dos problemas fisicos e
adjunto, juntamente com contornos de nimero de Mach no caso em que M = 2

na secao de entrada.

(a) Malha (b) Contornos de namero de Mach

Figura 4.1: Escoamento supersonico interno em bocal divergente com niimero
de Mach, M = 2, na secao de entrada.

A titulo de ilustracao, a solucao adjunta referente ao mesmo escoamento é
exibida, em suas quatro variaveis, na fig. 4.2. Ela é, particularmente, interessante
para ratificar o argumento relatado no inicio deste capitulo, de que, na auséncia
de solucao analitica, é dificil validar o cédigo que resolve o problema dual apenas
com base no seu campo de solugao ¢,. Para entender isso, basta observar que,
diferentemente de pressao ou velocidade, os multiplicadores de Lagrange sao en-
tidades matematicas abstratas e que nao ha meios de medi-los diretamente na

natureza.

Os gradientes adjuntos da medida de mérito dada pela eq. (4.4a) com relagao
as variaveis primitivas sao finalmente computados e, para fins de validagao, com-
parados com os determinados por diferengas finitas na fig. 4.3. Nota—se que em
todos eles ha uma excelente concordancia entre os resultados de ambos os méto-
dos. As diferencas sao apresentadas na fig. 4.4 e permanecem sempre abaixo de

4.6 x 10~* para todos os componentes do gradiente.

Aqui vale lembrar que a solugao adjunta tem aproximadamente o mesmo custo
computacional das equagoes que governam o escoamento. Assim, o tempo total

gasto para que se possa computar o gradiente utilizando o método adjunto foi
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Figura 4.2: Solugao adjunta em bocal divergente supersénico com medida de
mérito I = L e nimero de Mach, M = 2, na secao de entrada.

| ——or/op DF
=0~ OL/dp Adj
—— OL/0u DF
== L/ Adj
—t— 0L/dv DF

-0 OL/dv Adj
—4— 0L/0p DF

=0~ dL/op Adj ||

Gradiente

Figura 4.3: Sensibilidade em bocal supersénico. Linhas sélidas com marcador
'+’ diferengas finitas; trago—ponto com marcador 'o’, adjunto. Vermelho, 0L /0p;
azul, OL/0u; verde, OL/0v; magenta, OL/0p.

de aproximadamente duas simulagoes, enquanto através do método de diferencas
finitas com segunda ordem de precisao, foram necessarias oito simulagoes para
conseguir a mesma informagao. Isso destaca a importancia do método para esti-
mar gradientes de sensibilidades ja que o seu custo é praticamente indpendente
do nimero de paradmetros de controle. Nesse sentido, a figura 4.5 compara os
historicos de convergéncia da solugoes de ambos os problemas no caso em que

M = 2 na secéo de entrada. E facil perceber que ambos os problemas convergem
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Figura 4.4: Diferencas entre os gradientes de sensibilidade em bocal supersénico
obtidos pelo método adjunto e diferengas finitas. Vermelho, 0L/0p; azul, OL/0u;
verde, 0L /0v; magenta, OL/0Op.

seguindo o mesmo padrao.

— Massa
X i ——Quant. Mov. x| N
10 P Quant. Mov. y 10 e

—— Energia :

Residuo

10° 10°

10° 10° 10" 10° 10° 10"
Ntumero de iteragoes Nimero de iteragoes

(a) Problema fisico. Vermelho, massa; azul, (b) Problema adjunto. Vermelho, ¢1; azul,
quant. mov. x; verde, quant. mov. y; ma- @s; verde, (3; magenta, @g4.
genta, energia.

Figura 4.5: Comparagao dos histoéricos de convergéncia dos problemas fisico e
adjunto em bocal divergente sob regime de escoamento supersonico (M = 2).

4.3.2 Caso SubsoOnico

Antes de definir as condigoes iniciais aplicadas nas simula¢oes no regime de
escoamento subsonico, vale salientar que o sistema de equagoes governantes se
torna mal condicionado a medida em que se aproxima do limite incompressivel
(algo em torno de M = 0.3). Isto ocorre porque a equagao de conservagao da
energia passa a ser redundante quando os efeitos de compressibilidade desapare-
cem. Dessa forma, em todos os resultados apresentados nesta tese, as solucoes
iniciais do problema fisico tem ntimero de Mach M > 0.5. Observe, no entanto,

que entre as propriedades escolhidas como condi¢oes de contorno do problema
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fisico nas secoes de entrada, nao esta incluso o nimero de Mach neste trabalho.
Isso quer dizer que este ¢ um grau de liberdade livre nessa conjuntura. Logo,
mesmo que a solugao inicial tenha, por exemplo, M = 0.5 nesta fronteira, nao

implica que a solugao estacionaria o tera.

A tabela 4.1 apresenta, justamente, as condi¢oes de contorno fisicas impostas
nas fronteiras de entrada e saida. As propriedades ja estdo com seus valores
adimensionalizados pelo estado de referéncia ja citado.

Tabela 4.1: Condig¢oes de contorno impostas em bocal divergente subsénico
(propriedades adimensionais)

Entrada Saida
Caso Do T, 0 P
1 0.847295 0.75 0° | 0.818591
0.911074 0.765714 0° | 0.871403
0.990787 0.784286 0° | 0.939453
1.088814 0.805714 0° | 1.025695
1.208074 0.83 0° | 1.133591

Ol = W N

A comparagao entre gradientes para os casos listados na tabela 4.1 sao mos-
trados na fig. 4.6. Os casos 1 a 5 correspondem, respectivamente, aos seguintes
valores de Mach na secao de entrada da solugao convergida: 0.47, 0.55, 0.64, 0.715
e 0.75. Estes equivalem a abscissa da figura 4.6, que compara as sensibilidades

obtidas por diferencas finitas e pelo método adjunto.

0 W A v A4
05 i
—4— 0L/dp, DF
b : : O~ 9L/dp, Adj i
= —— OL/0T, DF
5]
2 =0~ OL/IT, Adj
=-15 i
] OL/00 DF
=
© OL/0 Adj
-2 i
251 i
-3k i
P
-35 L L 1 L 1
0.45 05 055 06 065 07 0.75
Mach

Figura 4.6: Sensibilidade em bocal subsonico. Linhas sélidas com marcador "4,
diferengas finitas; trago—ponto com marcador 'o’, adjunto. Vermelho, 0L/0p,;
azul, OL/0T,; verde, OL/06.

E importante ressaltar que a geometria escolhida é conveniente também para
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o caso subsonico, pois o escoamento se mantém sempre no mesmo regime, i.e.,
nao existem quaisquer regioes do dominio onde o escoamento ultrapassa Mach 1.
As diferencas entre os gradientes se mantém todas menores do que 3.0 x 1073 em

todos os seus componentes, como indica a fig. 4.7.
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Figura 4.7: Diferencas entre as sensibilidade em bocal subsonico obtidos pelo
método adjunto e diferencas finitas. Vermelho, L/dp,; azul, 0L/0T,; verde,
OL/06.

Os historicos de convergéncia das solugoes fisica e adjunta do caso 4 da tabela
4.1 sao mostrados na figura 4.8. Note que, a velocidade de com que a solugao
converge neste caso ¢ bem menor do que no caso supersonico apresentado na

figura 4.5 mesmo com ambas serem simuladas na mesma malha computacional.

Residuo

—— Massa

——Quant. Mov. x g

—— Quant. Mov. y

— Energia o — e

1074 L i i i i 10 i i i i i

10° 10" 10° 10° 10
Ntumero de iteragoes

10° 10°

N aincro duc itcra&)es
(a) Problema fisico. Vermelho, massa; azul, (b) Problema adjunto. Vermelho, ¢;; azul,

quant. mov. x; verde, quant. mov. y; ma- p; verde, @s; magenta, @q.
genta, energia.

Figura 4.8: Comparacao dos histoéricos de convergéncia dos problemas fisico e
adjunto em bocal divergente em regime de escoamento subsonico (caso 4).
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4.4 Escoamento Externo

Tipicamente, escoamentos em torno de superficies aerodinamicas em escoa-
mentos externos sao simuladas em malhas “O” ou “C”, como as apresentadas na
fig. 4.9. Aqui, no entanto, ha um problema em utilizar esses tipos de malha, par-
ticularmente, em escoamentos no regime supersonico. Note, que nessas malhas,
ocorreriam regioes em que a velocidade normal a esse tipo de fronteira permeével
seriam menores do que a velocidade do som. Nesse caso, nao seria possivel, por
exemplo, computar as variagoes por diferencas finitas, ja que a fisica presente
seria diferente ao longo dessa fronteira, ou seja, haveriam regidoes em que trés

propriedades seriam fixadas, enquanto em outras teriam quatro.

(a) Malha “C” (b) Malha “O”

Figura 4.9: Malhas tipicamente utilizadas para simular escoamentos externos
em torno de aerofélios.

Por esses motivos, optou—se por um tipo de malha com formato quadrado e
condigoes periddicas nas fronteiras superior e inferior, como indica a fig 4.10. Nas
malhas utilizadas em todos os casos de escoamento externo, o lado do quadrado
foi definido como sendo 100 vezes a corda dos aerofélios, assim sendo as fronteiras

esquerda e direita foram implementadas com condi¢oes de contorno de farfield.

4.4.1 Perfil Diamante

As simulagbes em escoamentos internos da segao 4.3 se mostraram suficientes
para provar o conceito apresentado neste trabalho em escoamentos compressi-
veis nos regimes subsonico e supersdnico sem a presenca de ondas de choque.
Seguindo uma sequencia crescente de complexidade dos problmas analisados, é
natural investigar casos em que ocorram choques. Como uma primeira geome-
tria para estudar o comportamento da solugao adjunta nessas condi¢oes, optou—se

por um perfil diamante com vértices nos pontos coordenados (0.0;0.0), (0.5;0.05),
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Figura 4.10: Malha com condig¢oes de contorno periédicas nas fronteiras superior
e inferior.

(0.5; —0.05) e (1.0;0.0). A figura 4.11 mostra a malha em que foram processados
os resultados nessa geometria, juntamente com contornos de niimero de Mach, no

caso em que se tem nimero de Mach de escoamento livre, M., = 1.8, e angulo de

ataque de 2°.
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(a) Malha (b) Contorno de Mach

Figura 4.11: Escoamento supersonico externo em perfil diamante com niimero
de Mach de escoamento livre, M., = 1.8, e angulo de ataque, 6 = 2°.

Todos os casos de validacao desta secao foram simulados com a malha da fi-
gura 4.11(a), formada por 19926 elementos, sendo 400 deles definindo a geometria
do perfil. A figura 4.11(b) ainda revela uma caracteristica desejada para iniciar
as investigacoes em escoamentos onde aparecem ondas de choque: a garantia de
que nao haveréa choque destacado. Ao observar a figura C.1 no apéndice C, é pos-
sivel encontrar o angulo de deflexao maximo para cada condigao de escoamento
aqui simulada. Veja que para 1.5 < M < 2.5, tem—se 12° < 0,,,. < 30°. Logo,
com angulo de deflexdo da geometria escolhida (aproximadamente 5.7°) é sempre

menor do que 6,,,, e, portanto, todas as ondas de choque que surgirem nesses
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escoamentos estarao coladas a ponta do perfil, como explica Anderson (2011).

A figura 4.12, por sua vez, apresenta a solu¢ao adjunta do escoamento mos-
trado na figura 4.11 quando a medida de mérito adotada é a forca de sustentagao
(L). E interessante notar a presenca de um “choque adjunto” com inclinacio con-
traria se comparada com o choque fisico. Esse fato surge da complementaridade
entre os problemas primal e dual amplamente discutido por Hayashi (2009) e que
esta diretamente relacionado com a direcao de propagacao de suas caracteristicas,

em sentidos opostos.

- P E

Figura 4.12: Solugao adjunta de um esoamento supersonico externo em perfil
diamante com nimero de Mach de escoamento livre, M., = 1.8, e angulo de
ataque, 0 = 2°.

As figuras 4.13 — 4.17, apresentadas a seguir, exibem a comparacao das sen-
sibilidades da forca de sustentagao obtidas pelos métodos adjunto e de diferencas
finitas, com relagao as variaveis primitivas na fronteira de entrada escoamento no

dominio no perfil diamante descrito com angulos de ataque que variam de 0° &
4°,

Claramente, ambos os gradientes, adjunto e for¢a bruta, convergem para va-
lores fixos (para cada angulo de ataque) em todas as condigbes supersonicas
testadas a medida em que se avanca com o numero de Mach. Mesmo com uma

malha relativamente “grossa” o método parece lidar bem com ondas de choque.
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Figura 4.13: Sensibilidade da sustentacao em perfil diamante com 6 = 0°.

Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L/0p; azul, OL/0u; verde, OL/0v; magenta, 0L /Op.
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Figura 4.14: Sensibilidade da sustentacao em perfil diamante com 6 = 1°.
Linhas sélidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L/0p; azul, OL/0u; verde, OL/Jv; magenta, 0L /Op.
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Figura 4.15: Sensibilidade da sustentacao em perfil diamante com 6 = 2°.
Linhas solidas com marcador '+, diferengas finitas; traco-ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L/0p; azul, OL/0u; verde, OL/Jv; magenta, 0L /Op.
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Figura 4.16: Sensibilidade da sustentacao em perfil diamante com 6 = 3°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L/0p; azul, OL/0u; verde, OL/0v; magenta, 0L /Op.
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Figura 4.17: Sensibilidade da sustentacao em perfil diamante com 6 = 4°.
Linhas solidas com marcador '+, diferengas finitas; traco-ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L/0p; azul, OL/0u; verde, OL/Jv; magenta, 0L /Op.

A figura 4.18 mostra os historicos de convergéncia dos problemas fisico e
adjunto para o caso em que o nimero de Mach de escoamento livre é M, = 1.8

e o angulo de ataque é 6 = 1°.

De posse das solucoes encontradas para essas situacoes, é possivel uni-las,
gerando superficies para cada uma das derivadas computadas. As figuras 4.19,
4.20, 4.21 e 4.22 representam exatamente essa construgao para cada um dos quatro
componentes do gradiente adjunto para angulos de ataque variando de 0° & 4° e

numeros de Mach na faixa de 1.5 & 2.5.

Observa—se que o gradiente L /0v é o tinico nao—nulo no caso particular em
que o angulo de ataque # = 0°, o que é, naturalmente, esperado devido a simetria
da geometria em questao. Além disso, a magnitude das demais derivadas 0L/0p,

OL/Ou e OL/Op cresce a medida em que o angulo de ataque sobe. E interessante
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lassa
— Quant. Mov. 3
—— Quant. Mov. y]
— Energia

Residuo

10' 10°

10° 10° 10° 10’
Nimero de iteragoes Numero de iteracoes

(a) Problema fisico. Vermelho, massa; azul, (b) Problema adjunto. Vermelho, ¢1; azul,
quant. mov. x; verde, quant. mov. y; ma- @s; verde, 3; magenta, @g4.
genta, energia.

Figura 4.18: Comparagao dos historicos de convergéncia dos problemas fisico
e adjunto em perfil diamante em regime de escoamento supersonico com numero
de Mach de escoamento livre, M., = 1.8, e o angulo de ataque, 0 = 1°.

0 Mach

Figura 4.19: Perfil diamante — 0L/0p
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0 Mach

Figura 4.20: Perfil diamante — 0L/0u

notar também o comportamento assintotico de todas elas & medida que o niimero
de Mach é aumentado. O gradiente OL/Ju, em particular, chama a atengao para

o fato de tender a zero com o incremento de M, independentemente do angulo de
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24
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Figura 4.21: Perfil diamante — 0L/0v

OL
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2

0 Mach

Figura 4.22: Perfil diamante — 0L/0p

ataque. Em outras palavras, variagoes da componente horizontal da velocidade
se tornam irrelevantes para a sustentagao em altas velocidades com esse tipo de

geometria.

Como ja destacado, um dos grandes trunfos do método adjunto é a sua flexi-
bilidade com relacao a escolha da medida de mérito adotada. Com uma simples
alteracao na condicao de contorno de parede é possivel, por exemplo, computar a
sensibilidade do arrasto de onda com relagao as mesmas variaveis, como mostram

as figuras 4.23 — 4.27.

E claro que, assim como nos casos em que o funcional objetivo era a forca de
sustentacao, também é possivel unir os resultados da sensibilidade do arrasto de
onda, gerando superficies que descrevem as derivadas em questao sob as condic¢oes
de escoamento livre computadas. As figuras 4.28 — 4.31 mostram, justamente,
esses resultados para a faixa de nimeros de Mach de 1.5 a 2.5 e angulos de ataque
de 0° & 4°.
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Figura 4.23: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com 6 = 0°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0D /0p; azul, 0D /0u; verde, 0D /0v; magenta, 0D /0p.
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Figura 4.24: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com 6 = 1°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0D /0p; azul, 0D /0u; verde, 0D /0v; magenta, 0D /0p.
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Figura 4.25: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com 6 = 2°.
Linhas solidas com marcador '+, diferengas finitas; traco-ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0D /0p; azul, 0D /0u; verde, 0D /0v; magenta, 0D /0p.
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Figura 4.26: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com 6 = 3°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0D /0p; azul, 0D /0u; verde, 0D /0v; magenta, 0D /0p.

.
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Figura 4.27: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com 6 = 4°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0D /0p; azul, 0D /0u; verde, 0D /0v; magenta, 0D /0p.

0 Mach

Figura 4.28: Perfil diamante — 0D /dp

Os resultados até aqui apresentados demonstram que a abordagem do pro-

blema adjunto proposta neste trabalho é capaz de lidar com escoamentos nos
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0 Mach

Figura 4.29: Perfil diamante — 0D /0u

0 Mach

Figura 4.30: Perfil diamante — 0D /0v

0 . Mach

Figura 4.31: Perfil diamante — 0D /0p

regimes de escoamento subsodnico e supersdnico com e sem a presenca de ondas
de choque, fornecendo gradientes bastante condizentes com os obtidos por di-
ferengas finitas, porém com custo computacional bem menor. Entretanto, estes
testes nao esgotam as possibilidades que a fisica proporciona. A literatura mostra

que, tipicamente, escoamentos em regime transénico sao os que causam as maio-
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res dificuldades nas simulacoes de CFD. Prosseguindo com a ordem cresecente de
complexidade de aplicacoes, as proximas duas segoes tratam, exatamente, desse

regime de escoamento.

4.4.2 Perfil RAE 2822

Nesta e na proxima secao, serao finalmente apresentados os casos de maior
interesse para a industria aeroespacial: os escoamentos transénicos. Todas as
simulagoes incluidas até o fim deste capitulo correspondem a um dos casos listados

na tabela 4.2 como condigoes de contorno impostas em fronteiras permeaveis.

Tabela 4.2: Condi¢oes de contorno impostas em escoamentos subsoni-
cos/transdnicos externos (propriedades adimensionais)

Entrada Saida
Caso Do T, 0 P
1 0.847295 0.75 0° a 4° | 0.714286
0.911074 0.765714 0° a 4° | 0.714286
0.990787 0.784286 0° a 4° | 0.714286
1.088814 0.805714 0° a 4° | 0.714286
1.208074 0.83 0° a 4° | 0.714286

QU > W N

Esta secao, em particular, trata das simulagoes feitas em torno do aerofélio
RAE 2822. Os casos 1 a 5 descritos na tabela 4.2 correspondem as solugoes
estacionarias do escoamento em que o namero de Mach é: 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 e 0.9,

respectivamente, nas fronteiras de entrada.

Seguindo a mesma sequencia dos testes anteriores, considere, também, a
malha computacional utilizada e uma solucao deste aerofélio na situacao com
M = 0.9 e § = 0°, apresentada na fig. 4.32 afim de elucidar o tipo de escoamento

agora analisado.

A fig. 4.33, por sua vez, apresenta os contornos das 4 variaveis adjuntas

obtidas a partir da solucao da fig. 4.32.

A comparacao da sensibilidade da forca de sustentacao exercida sobre o ae-
rofélio RAE 2822 determinada pelos métodos adjunto e diferencas finitas é final-
mente exibida nas figuras 4.34 — 4.38 para escoamentos com angulo de ataque
entre 0° e 4°. Assim como nos demais casos subsoénicos apresentados neste tra-
balho, OL/dp,, OL/IT,, e OL/00 sao as sensibilidades avaliadas.

Nitidamente, ha uma piora na qualidade dos resultados presentes nesta se¢ao
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(a) Malha (b) Contorno de Mach

Figura 4.32: Solucao do perfil RAE 2822 com ntimero de Mach de escoamento
livre, My, = 0.9, e angulo de ataque, 6 = 0°.

(a) @1 (b) #2
(c) 3 (d) ¢4

Figura 4.33: Solugao adjunta de um esoamento subsonico externo em perfil
RAE 2822 com numero de Mach de escoamento livre, M, = 0.9, e angulo de
ataque, 0 = 0°.

ao compara—los com os casos anteriores. Os piores resultados ocorrem, particu-
larmente, no regime de escoamento transéonico, como o caso em que M = 0.8
e § = 3° exibido na fig. 4.37 que, mesmo com algum refinamento de malha
nao teve o seu nivel de precisao como nas geometrias anteriormente testadas.
Ainda assim, os demais testes parecem exibir gradientes bastante condizentes.
E interessante notar que ha situacoes transonicas com presenca de choque com
boas aproximagoes e enquanto outras nao. A principio, uma boa alternativa para
tentar melhorar esses resultados seria através da sistematizacao de um estudo

de malhas, propondo uma sequencia progressivamente mais refinada, analisando
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Figura 4.34: Sensibilidade da sustentagao em perfil RAE 2822 com 6 = 0°.
Linhas sélidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, L /0p,; azul, OL/OT,; verde, OL/D0.
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Figura 4.35: Sensibilidade da sustentagao em perfil RAE 2822 com 6 = 1°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, L /0p,; azul, OL/OT,; verde, OL/D0.
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Figura 4.36: Sensibilidade da sustentagao em perfil RAE 2822 com 6 = 2°.
Linhas solidas com marcador '+, diferengas finitas; traco-ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L /0p,; azul, 0L/0T,; verde, OL/D6.



4.4 Escoamento FExterno 82

VL

2| —— AL/3p, DF
-0~ 0L/dp, Adj
-3 | —4—aL/aT, DF
- =O- OL/IT, Adj
4 OL/o9 DF

OL/o9 Adj

L L L L L L L
05 055 06 0.65 07 075 08 085 09
Mach

Figura 4.37: Sensibilidade da sustentagao em perfil RAE 2822 com 6 = 3°.
Linhas sélidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, L /0p,; azul, OL/OT,; verde, OL/D0.
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Figura 4.38: Sensibilidade da sustentagao em perfil RAE 2822 com 6 = 4°.
Linhas solidas com marcador '+, diferengas finitas; traco-ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L /0p,; azul, 0L/0T,; verde, OL/D0.

entao o comportamento dos gradientes. Os atributos de cada uma das malhas

geradas com essa finalidade sao apresentados na tabela 4.3.

E claro que esta sequencia de malhas nio esgota tal estudo de refinamento.
Para isso seriam necessarias malhas ainda mais refinadas. De qualquer forma,
uma anélise, ainda que preliminar, pode indicar as razoes de resultados nao tao
bons quanto os apresentados até aqui. A figura 4.39 revela a todas as malhas da

tabela 4.3 nas proximidades do aerofélio.

A situagao que apresentou os piores resultados nas analises no RAE 2822 foi,
certamente, na condicao M, = 0.8 e § = 3°, exposta na fig. 4.41. De modo
a tentar tirar maiores conclusoes a respeito do ocorrido, considere os gradientes
OL/0p, obtidos para angulos de ataque de §# = 3° em todas as 4 malhas dessa
geometria exibidas na fig. 4.40.
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Tabela 4.3: Malhas RAE 2822

Malha N° de elementos N° de elementos no aerofélio

1 11376 300
19538 400
31602 800
43558 1200
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Figura 4.40: Comparagao do gradiente de sensibilidade 0L/dp, em diferentes
malhas do perfil RAE 2822 com 6 = 3°. Linhas sélidas com marcador '+,
diferencas finitas; traco—ponto com marcador ’o’, adjunto. Vermelho, malha 1;
azul, malha 2; verde, malha 3; preto, malha 4.
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Com excecao da malha mais “grossa”, representada pela cor vermelha na fig.
4.40 que apresenta resultados, efetivamente, mais distantes dos demais. Observa—
se que todos os gradientes estao em concordancia com as sensibilidades de dife-
rengas finitas e, convergindo para um mesmo valor a menos da condicao M = 0.8.
Analisando, entao, as solucoes fisicas desse caso expostas na fig. 4.41, é possivel
perceber que o posicionamento do choque no extradorso do aerofélio é ligeira-
mente diferente em cada uma das malhas (a régua inserida na figura ajuda a

perceber o exato posicionamento do choque em cada caso).

(a) Malha 1 (b) Malha 2

I —- B ——
A 00

[ \‘ ‘
Il
‘..|||||||IIIIIH I ! I I

(¢) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.41: Contornos de nimero de Mach do perfil RAE 2822 com ntmero
de Mach de escoamento livre, M., = 0.8 e angulo de ataque, 6 = 3°.

O leitor poderia entao se perguntar se estas solu¢oes realmente representam
estados estacionarios. A resposta para essa pergunta pode ser encontrada na fig.
4.42, que apresenta o histérico de convergéncia das solucoes da fig. 4.41. A queda
do residuo até niveis préoximos de “zero maquina”’ indicam que cada uma delas

atingiu seu estado estacionario sob as condig¢oes prescritas.

Embora ainda nao haja uma demonstracao matemaética que prove a existéncia
de uma solucdo estacionaria das equacoes de Euler no regime transonico®, ha um

fator numérico que pode influenciar no posicionamento da onda de choque em

3Existem até mesmo relatos na literatura de pesquisadores como Jameson (1991), que afirma
ter encontrado solugoes miltiplas em escoamentos dessa natureza, justamente em situagoes com
ntimero de Mach entre 0.75 e 0.8.
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10| Quant. Mov. x 4 1L | —— Quant. Mov. x |
il | Quant. Mov. y | el —— Quant. Mov. y |
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Ntumero de iteragoes Numero de iteracoes
(a) Malha 1 (b) Malha 2
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mJDa |
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10| Quant. Mov. x 9 10| Quant. Mov. x 1
L | Quant. Mov. y | oL |~ Quant. Mov. y 1
— Energia — Energia
Nimero de iteragoes Numero de iteragoes
(c) Malha 3 (d) Malha 4
Figura 4.42: Historico de convergéncia do perfil RAE 2822 com niimero de

Mach de escoamento livre, M., = 0.8, e angulo de ataque, § = 3°.

cada uma das malhas. Para compreendé-lo, considere a variagao de entropia no

dominio, dada pela eq. (4.5).

p p

__EOO

As=5— 55 = (4.5)

IO'Y
onde o subscrito oo se refere as condi¢oes de escoamento ao longe.

Uma vez que a pressao de estagnacao, p,, nao permanece constante ao atra-
vessar a onda de choque, as relacoes inviscidas nesta interface implicam em uma
varia¢do descontinua de entropia através dele (HIRSCH, 2007). Assim, uma onda
de choque, naturalmente, provocaria geragao de entropia. Observe, agora, a fi-
gura 4.43, que avalia as quantidades As dadas pela eq. (4.5) das solugoes da
figura 4.41.

rof6lio, também, existe uma camada de elementos onde ha geracao de entropia

Note que, na regiao imediatamente adjacente a superficie do ae-

(apesar de dificil vizualizacao devido a qualidade da impressao, é relativamente
facil percebé-la na fig. 4.43(a) que representa a malha mais “grossa”’ dentre as
utilizadas para essa geometria). E claro que isso nao deveria ocorrer na auséncia
de choque em escoamentos modelados pelas equacoes de Euler. Esse fato, no
entanto, pode ser justificado pela dissipagao artificial adicionada pelo método nu-

mérico. Uma vez que a adigao de dissipagao artificial se d4 em maior quantidade
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nas regioes de maior gradiente de pressao, malhas mais “grossas” tem, natural-
mente, mais dissipacdo artificial do que as malhas mais “finas”. E importante
notar que as solu¢oes numéricas em todas as malhas utilizadas apresentam o que
parece uma “camada limite” em diferentes graus. E é possivelmente essa diferenca
na quantidade de dissipacao artificial que cada malha impoe a solugao que esteja

causando o posicionamento distinto das ondas de choque estacionérias.

) Malha 1 ) Malha 2
) Malha 3 ) Malha 4

Figura 4.43: Variacao de entropia, As, em torno do perfil RAE 2822 em escoa-
mento com nimero de Mach de escoamento livre, M., = 0.8, e angulo de ataque,
0= 3°.

Naturalmente, esse fato ja é suficiente para explicar a diferenca entre os gra-
dientes calculados pelo método adjunto. Uma vez que eles foram obtidos a partir
de solugoes diferentes do escoamento, devem conduzir a diferentes sensibilida-
des. A ocorréncia ainda leva a outras questoes como, por exemplo, a precisao do
gradiente computado por diferencas finitas em casos transonicos, ja que as solu-
¢oes perturbadas podem, igualmente, produzir solugoes com choques distintos.
Nesta situagao a sensibilidade determinada pelo forga bruta estaria “em xeque” e

poderia nao ser adequada para validar a soluc¢ao adjunta por comparacao.

O leitor pode entao se perguntar se solugbes com onda de choque como na
situacao M = 0.9 nao resultariam no mesmo problema. Ao analisar as solugoes
para esse caso, apresentadas na fig. 4.44 para contornos de Mach, verifica—se que

em todas elas o choque mais forte esta posicionado no mesmo lugar, no bordo de
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fuga do aerofélio, independentemente da malha utilizada.

(a) Malha 1 (b) Malha 2

o ————--— | ...

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.44: Contornos de ntiimero de Mach do perfil RAE 2822 com ntimero
de Mach de escoamento livre, M., = 0.9, e angulo de ataque, 6 = 3°.

E claro, que no presente trabalho ndo se ousa afirmar a nido-unicidade da
solucao. Até mesmo porque, devido a limitacao de tempo aqui encontrada, nao foi
possivel realizar simulacoes em malhas mais finas, fato descrito na literatura como
primordial para obter solugoes estacionérias no regime de escoamento transoénico.
A questao, no entato, justifica de alguma forma, as discrepancias reveladas em

uma parte dos resultados.

As figuras 4.45 & 4.49 apresentam as sensibilidades do momento de arfagem
em relacao ao bordo de ataque do perfil RAE 2822 com relacao aos mesmos

parametros de controle.

Observa—se que as sensibilidades do momento de arfagem medidas pelo mé-
todo adjunto sao condizentes com diferencas finitas nas mesmas condigoes de
escoamento livre que as sensibilidades da for¢a de sustentacao calculadas pelo
método adjunto sao coerentes com diferencas finitas. Essa constatacao pode ser
uma consequencia direta da dificuldade de posicionar choques em alguns casos

devido ao possivel excesso de dissipacao artificial.
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—4— 0M/dp, DF
-0~ M /dp, Adj
—4— 0M /0T, DF
3f | == OM/IT, Adj
—4— OM/06 DF
-0~ OM/09 Adj

VM

065 o
Mach

0.45 05 0.55 0.6 7 0.75 08 0.85 0.9

Figura 4.45: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
@ = 0°. Linhas s6lidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM /0p,; azul, OM /OT,; verde, OM/00.

—4— M /dp, DF
3p | =0 OM/dp, Adj
—4— M /0T, DF
=0~ OM /0T, Adj
217 | —— OM/6 DF
=0~ OM/30 Adj

07
Mach

Figura 4.46: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
f# = 1°. Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM /0p,; azul, OM /IT,; verde, OM/OMSE.

—4— M /dp, DF
sk | -0~ ont/op, Agj
—— OM/JT, DF
=0~ OM/IT, Adj
2 | —— M/ DF : g
O OM/00 Adj

07
Mach

Figura 4.47: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
@ = 2°. Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco-ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM/0p,; azul, OM/OT,; verde, OM /00.
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35 T

—4— 0M/dp, DF

-0~ OM/0p, Adj
251 | —4— aM/oT, DF
== OM/OT, Adj
2r M /00 DF

OM/o0 Adj

VM

Figura 4.48: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
f# = 3°. Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM /0p,; azul, OM /OT,; verde, OM/00.

—4— 0M/dp, DF
-O- OM/dp, Adj
—4— OM/0T, DF
== OM/IT, Adj
15F OM/d0 DF

AOM 09 Adj

VM

05 0.55 0.6 0.65 0.7
Mach

Figura 4.49: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
@ = 4°. Linhas so6lidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM/0p,; azul, OM/OT,; verde, OM /00.

4.4.3 Perfil NACA 0012

Por fim, a dltima geometria a ser considerada neste trabalho ¢ o perfil simé-
trico NACA 0012. A figura 4.50 mostra a malha utilizada para as simulacoes com
esta geometria, juntamente com os contornos de ntimero de Mach para um caso
em que My, = 0.8 e o angulo de ataque é 6 = 2°. A solu¢ao adjunta para medida

de mérito, L, desse mesmo caso ¢é ilustrada na fig. 4.51.

Por, fim, as figuras 4.52 — 4.56 trazem os gradientes de sensibilidade para
essa geometria em 5 diferentes angulos de ataque. Note que ainda existem alguns
problemas na comparacao dos gradientes adjunto e for¢a bruta no regime de
escoamento transonico. Assim como na se¢ao anterior, acredita—se que eles sejam

oriundos de oscilagoes na posicao do choque em uma solucao que, a principio,
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(b) Contornos de ntimero de Mach

Figura 4.50: Solucao do perfil NACA 0012 com ntamero de Mach de escoamento
livre, M., = 0.8, e angulo de ataque, a = 2°.

(c) 3 (d) ¢4

Figura 4.51: Solucao adjunta do perfil NACA 0012 com M = 0.8 e @ = 2°.

deveria ser estacionéria.

Note ainda que, assim como ocorreu com o RAE 2822, os piores resultados
no NACA 0012 sucedem quando Mach estd em torno de 0.8 nas fronteiras de
entrada no dominio. De fato, esta é uma condi¢ao de escoamento critica no que

diz respeito a unicidade de solugdes (JAMESON, 1991).

Também ¢é importante dizer que a presenga de uma onda de choque no pro-
blema fisico nao deve ser um problema para o método. Basta observar os bons

resultados em escoamentos supersonicos incidindo no perfil diamante na secao
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4| =—4—0IL/3p, DF ’ N 4
-0~ 0L/0p, Adj .
—4— 0L /T, DF
- =O- OL/IT, Adj

—4— 0L/d0 DF

250 | -0~ OL/% Adj

VL
T

of o ® o ® - _/ﬂ
-05 L L L L L L L L

0.45 05 055 06 065 07 075 08 085 09
Mach

Figura 4.52: Sensibilidade da sustentagao em perfil NACA 0012 com 6 = 0°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L /0p,; azul, OL/OT,; verde, OL/D0.

—4—0L/dp, DF

51| o= oL/op, Adj o 1
——aL/oT, DF

4| o= arom, Adi i
—4— JL/d0 DF

-0~ 0L/0h Adj

VL

07
Mach

Figura 4.53: Sensibilidade da sustentagao em perfil NACA 0012 com 6 = 1°.
Linhas sélidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L /0p,; azul, OL/0T,; verde, OL/D0.

—4— 9L /dp, DF ’ .

4l | =0 0L/0p, Ad 4
—4—0L/0T, DF . L
- =O- - OLJIT, Adj .

3| —+—0L/oh DF q

-0 9L/00 Adj

07
Mach

Figura 4.54: Sensibilidade da sustentagao em perfil NACA 0012 com 6 = 2°.
Linhas solidas com marcador '+, diferengas finitas; traco-ponto com marcador
'0’, adjunto. Vermelho, 0L/0p,; azul, OL/OT,; verde, OL/D6.
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4| —4—0L/dp, DF R
-0~ 9L/dp, Adj
—4—0L/0T, DF
=0~ OLJIT, Adj
OL/20 DF

251 OL/08 Adj

Figura 4.55: Sensibilidade da sustentagao em perfil NACA 0012 com 6 = 3°.
Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com marcador
'0o’, adjunto. Vermelho, 0L /0p,; azul, OL/OT,; verde, OL/D0.

—4— 0L/p, DF

O~ OL/dp, Adj
—4—0L/T, DF
oL | 0= arjor, Adj i
OL/o0 DF

OL/0F Adj

05 0.55 06 0.65

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
Mach

Figura 4.56: Sensibilidade da sustentagao em perfil NACA 0012 com 6 = 4°.
Linhas solidas com marcador '+, diferengas finitas; traco-ponto com marcador

'0o’, adjunto. Vermelho, 0L/0p,; azul, OL/OT,; verde, OL/D6.

4.4.1, em que haviam ondas de choque em todas as solu¢oes. O que, aparen-
temente piora o célculo dos gradientes sao solu¢oes multiplas associadas a uma

mesma condic¢ao.

Seria interessante analisar a solugao problematica em diferentes malhas, assim
como se fez com o perfil RAE 2822. Para isso, a tabela 4.4 enumera uma sequencia
de 4 malhas progressivamente mais refinadas que foram geradas para estudar as

solucoes que envolvem esta geometria.

A regiao da malha proxima ao aerofdlio é destacada na figura 4.57 para cada

uma das discretizagoes espaciais descritas na tabela 4.4.

Seguindo o procedimento realizado anteriormente para o RAE 2822 propoe—
se analisar agora o gradiente de sensibilidade 0L/06 nas diferentes malhas geradas

para o NACA 0012 em simulagoes com angulo de ataque 6§ = 2°. A fig. 4.58
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Tabela 4.4: Malhas NACA0012

Malha

Ne° de elementos

N° de elementos no aerofélio
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Figura 4.57: Malhas NACA0012

apresenta, justamente, uma compilacao desses resultados.
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Observe, agora as solugoes fisicas do caso que tem ntumero de Mach de escoa-

mento livre, M., = 0.8, e angulo de ataque, § = 2°, expostas na fig. (4.59). Note

que, aqui a oscilacao da posicao do choque nas solugoes estacionarias é ainda

mais evidente do que no caso anterior. Talvez por isso as diferencas tenham sido

também maiores.

A figura 4.60 apresenta os histéricos de convergéncia das equagoes do movi-

mento para cada uma das malhas do caso com ntmero de Mach de escoamento

livre, M., = 0.8, e angulo de ataque, § = 2°. Assim como na se¢ao anterior,

todas as solucoes parecem ter chegado ao estado estacionéario.

E, novamente, a justificativa para os choques em posigoes diferentes pode ser

explicada pela dissipacgao artificial, evidenciada pela geracao de entropia ao redor
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—+— DF - Malha 1
=0 Adj - Malha 1
—+— DF - Malha 2
=0~ Adj - Malha 2
351 —+— DF - Malha 3
O Adj- Malha 3
3r —— DF - Malha 4
=0~ Adj - Malha 4

Figura 4.58: Comparacao da sensibilidade 0L /06 em diferentes malhas do perfil
NACA 0012 com 6 = 2°. Linhas solidas com marcador ’+’, diferencas finitas;
trago—ponto com marcador ’o’, adjunto. Vermelho, malha 1; azul, malha 2; verde,
malha 3; preto, malha 4.

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.59: Contornos de niimero de Mach do perfil NACA 0012 com ntimero
de Mach de escoamento livre, M., = 0.8, e angulo de ataque, 6 = 2°.

dos aerofdlios destacada na figura 4.61.

Similarmente ao que ocorreu com o RAE 2822, a condicao de escoamento
com M, = 0.9 também resultou em solugoes estacionérias com choque fixo,
indepenedentemente da malha como mostra a fig. 4.62, o que justifica os melhores

resultados obtidos nesta condicao.

Por fim, as figuras 4.63 — 4.67 apresentam a comparacao entre os gradientes
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Figura 4.60: Historico de convergéncia das solugoes fisicas do perfil NACA 0012
com nimero de Mach de escoamento livre, M., = 0.8, e angulo de ataque, 6 = 2°.

) Malha 1 ) Malha 2
) Malha 3 ) Malha 4

Figura 4.61: Contornos de niimero de Mach do perfil NACA 0012 com ntimero
de Mach de escoamento livre, M., = 0.8, e angulo de ataque, 6 = 2°.
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(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.62: Contornos de niimero de Mach do perfil NACA 0012 com ntimero
de Mach de escoamento livre, M., = 0.9, e angulo de ataque, 6 = 2°.

obtidos pelo método adjunto e diferencas finitas do momento de arfagem. Nova-
mente, os gradientes adjuntos sao muito condizentes com os obtidos pelo método
de forca bruta nos casos inteiramente subsbénicos, porém, nao se pode dizer o
mesmo dos casos transonicos. Particularmente, aqueles em que foram encontra-
das solugoes diferentes para cada malha, com as mesmas condigoes de escoamento

nao perturbado.

—4— 0M/dp, DF
O OMJ0p, Adj
—4— 0M /0T, DF
== OM/IT, Adj
—4— M/20 DF
~O- OM/09 Adj

- L L L I I
0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 08 0.85 0.9

Figura 4.63: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
6 = 0°. Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco-ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM/0p,; azul, OM/IT,; verde, OM/00.
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Figura 4.64: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
f# = 1°. Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com

marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM /0p,; azul, OM /OT,; verde, OM/00.
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Figura 4.65: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
@ = 2°. Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco—ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM /0p,; azul, OM /OT,; verde, OM /00.
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Figura 4.66: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
@ = 3°. Linhas solidas com marcador '+, diferencas finitas; traco-ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM/0p,; azul, OM/OT,; verde, OM /00.
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Figura 4.67: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
6 = 4°. Linhas solidas com marcador ’+’, diferencas finitas; trago—ponto com
marcador 'o’, adjunto. Vermelho, OM /0p,; azul, OM/OT,; verde, OM/00.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

5.1 Conclusoes

Este trabalho propoe uma nova abordagem da formulacao continua do mé-
todo adjunto, que permite estender a sua, ja conhecida, capacidade de estimar
sensibilidades de medidas de mérito para aplicacoes aerodindmicas. Ao utilizar
propriedades fisicas do escoamento como parametros de controle do problema de
otimizacao em fronteiras permeaveis do dominio computacional, o procedimento,
originalmente apresentado por Cacuci et al. (1980) para avaliar sensibilidades ge-
rais de sistemas de equagoes nao—lineares, permite calcular as chamadas derivadas
de estabilidade de uma aeronave, por exemplo. O procedimento, no entanto, re-
quer que o problema de contorno adjunto seja construido de modo consistente
com a decomposigao do concomitante bilinear proposta por Cacuci et al. (1980).
Verificou—se, entao, que as condi¢oes de contorno desenvolvidas por Hayashi, Ceze
e Volpe (2013) sao compativeis com este procedimento. Consequentemente, gra-
dientes nao—geométricos, poderiam ser estimados com a mesma solugao adjunta
calculada para realizar otimizacao de forma. Vale ressaltar que a implementacao
das usuais condigoes de contorno homogéneas adjuntas utilizadas em problemas
de aerodinamica externa resultariam em gradientes nulos com relagao a qualquer
parametro em fronteiras de farfield, como se pode observar nas equagoes (3.72) e
(3.71), que se referem a essa informacgao nos regimes de escoamento subsonico e

supersonico, respectivamente.

As aplicagoes apresentadas nesta tese se limitam a escoamentos modelados
pelas equagoes de Euler bidimensionais em estado estacionario. Essa escolha se
deve, naturalmente, as restricoes de tempo e adequagao ao escopo do trabalho
associado a uma tese de doutoramento. E importante dizer, no entanto, que do
ponto de vista teérico, o mesmo procedimento pode ser aplicado a escoamentos
tridimensionais. Gradientes adjuntos de diferentes medidas de mérito foram vali-

dados por comparacao com os obtidos pelo método diferencas finitas em casos de
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escoamento interno e externo nos regimes subsonico, supersonico e transénico. O
método se mostrou muito eficaz nos casos de escoamento subsonico e supersonico
sem a presenca de choques. Os testes supersdnicos com ondas de choque coladas
ao perfil diamante também demonstraram uma forte concordancia entre os gradi-
entes obtidos por diferengas finitas e o método adjunto. Ja nos casos transonicos,
nem todos os resultados apresentaram o mesmo grau de concordancia entre os
gradientes. Para tentar contornar esse problema foi feito um estudo de refina-
mento de malha. Aparentemente, como foi discutido no capitulo 4, verificou—se
a existéncia de miltiplas solucoes para uma mesma geometria. Isto ocorrreu em
alguns casos em que o numero de Mach do escoamento nao perturbado estava em
torno de 0.8. Mostrou—se, ainda, que existem diferencas na geracao de entropia
nos campos de solugao fora do choque, o que indica a presenca de dissipacao
artificial. Assim, é esperado que as solu¢oes de malhas diferentes resultem em
ondas de choque em posi¢oes também diferentes e, uma vez que a solucao base
nao corresponde ao mesmo problema fisico, nao deveria ser possivel comparar os
gradientes. Aqui, vale ressaltar que nao existe prova matemética de que haja
unicidade na solucao das equagoes de Euler em regime transonico. Esta ainda
é uma questao aberta. Jameson (1991) relata, inclusive, ter encontrado multi-
plas solugoes em aerofdlios para escoamentos modelados pelas equacoes de Euler
numa faixa de ntiimero de Mach entre 0.75 e 0.8, nimeros muito préximos aos dos
casos problematicos do capitulo 4. E possivel que este problema seja resolvido ao
utilizar malhas ainda mais refinadas, mas que por limitagoes de tempo nao foram
incluidas aqui. De qualquer forma, isso justifica, em algum grau, a discordancia

entre os gradientes adjunto e de diferengas finitas nesses casos.

Vale destacar ainda que a utilizacao da formulagao continua do método traz
como grande trunfo a possibilidade de acopla—lo a qualquer cédigo que resolva o
escoamento de fluidos modelados pelas equagoes de Euler compressiveis. Note que
as variagoes fisicas realizéveis descritas para anular o concomitante bilinear no
problema variacional nao requerem um c6digo que resolva as equagoes governantes
com a mesma imposicao. Assim, poderia—se determinar o gradiente, inclusive, a
partir de solucoes fisicas que tenham sido obtidas com invariantes de Riemann

como condicao de contorno nas fronteiras de farfield.

5.2 Trabalhos Futuros

A evidéncia de que as imprecisoes enfrentadas durante a validacao do método

adjunto por comparagao com gradientes obtidos pelo método de diferencas finitas
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se deve ao excesso de dissipacao artificial que pode, em principio, levar a ondas
de choque posicionadas em regioes distintas, encaminham as pesquisas para uma
direcao de estudo de refinamento de malha. Vale destacar que o malhas mais
refinadas implicam em menos dissipacao artificial na solu¢ao numérica que, por
hipotese, deve estar provocando o deslocamento das ondas de choque no extra-
dorso dos perfis de asa. Isso inclui entre outras coisas a idéia de utilizar malhas
adaptativas. Outra possibilidade, seguindo a mesma linha de pensamento, se-
ria implementar algum método menos dissipativo para resolver as equagoes que

governal o escoamento.

Pode—se considerar, ainda, de substituir o método de diferencas finitas pelo
método de passo complexo (complex step), para comparacao com o gradiente ad-
junto. Segundo Martins e Hwang (2013), ele substitui, com vantagens, o método

de diferencas finitas para avaliagao de derivadas parciais.
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APENDICE A — COEFICIENTES DAS
EQUACOES CARACTERISTICAS ADJUNTAS

A tabela A.1 apresentada a seguir mostra os valores atribuidos aos coeficientes
Klg, Kig e K} das equagdes caracteristicas adjuntas bidimensionais (3.25). Os
indices dos coeficientes sao definidos da seguinte maneira: « indica a equagao do
sistema caracteristico; 3, refere—se a variavel adjunta a que estda multiplicando;
enquanto o superescrito ¢, x ou y indica ao tipo de derivada que esta associada

(temporal, espacial na dire¢do coordenada x ou y, respectivamente).

Aqui, vale ressaltar que todos os coeficientes sao constantes no tempo durante
a solucao da equagao adjunta em cada elemento da malha. Isto ocorre porque,
nas aplicagoes de interesse desta Tese, a solugao adjunta é obtida para uma so-
lucao estacionaria do escoamento. Mais do que isso, como eles nao dependem
das varidveis adjuntas ou suas derivadas, caracterizam as PDE’s adjuntas como

lineares.
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Tabela A.1: Coeficientes das equagoes caracteristicas adjuntas (3.25)

Coef. Valor Coef. Valor
K1, L K3 p(u+ kge)
K, u K%, [pc2k2 + p (u + kyc)?]
Kig v K§y —lpcthaky — p(ut ko) (04 kyo)]

w2402

Ki, ( 5 ) K3, - [pCQky (krv — ky“) +
—£ (u+ kye) (u +0*) +

—pc (u + k) (keu+ ko) +

_ pcP(utkqc)
v—1

K 0 Kp p (u— kyc)
KSZ pky K, [p62/€§ + p( - /%C)Z]
K3 —pks Ky —[pc’kaky — p(u— kyc) (v —kyc)]
K34 p (kyu — k) Kiy [pC%y (kzv — kyu) +

+8 (u — kye) (u? +0v?) +
—pc (u — kye) (kyu+ kyv) +
+pc 2 (u— kmc)}

v—1
K Kty v
K! p(u+k c) K7 uw
32 12
Kl p(v+kye) Ky v?
v(uZ+v?
Ki, [ (kyu+ kyo)+ K7, ( 5 )
+£ (u? + v?)]
Kj p K3 —pks
K p(u—kyc) K —p (kou — kyv)
Kl p(v—kye) Kj —2pk,v
c2 ko (u2 4302 =
Ky |25 (kyu + ko) + K3, lpkym} _ pa( - ) _ p%kl
+8 (u? + v?)]
Kty u K3 p(v+ kyc)
Ky w o K3 —[pc?koky — p(u+tkee) (vt k C)]
K%, w K [chkQ +p v+ kye)]
u u2 'U2
KYy ( 2Jr ) K3 — [pCka (kyu — kyv) — & (U+ky0)+
—pc (v + kyc) (kg u+/~c v)+
— 2 (v + kyc) (u® + v?)]
K3 pky  Kj p(v—kyc)
K%, 2pkyu Ky —[pPkeky +p(u—Fk c) (v —kyc)]
K3, —p (kyu = kyv) Kl [peI2 — p (0 — hye)]
K3, — |pkyuv — M+ K, - [pczk‘x (kyu — kyv) — %+
—pVCQTkly +pc (v — kye) (kyu + ko) +

— £ (v —kyc) (U + v?)]
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APENDICE B — REDUCAO DO GRADIENTE
GEOMETRICO

Os termos e, g e h do gradiente de sensibilidade dado pela eq. (3.14), que ape-
nas tratam de variacoes geométricas podem ser ainda mais simplificados. Como
cada variacao de parametro é tomada como independente das demais, qualquer
variagao puramente geomeétrica é considerada na auséncia de qualquer outra mu-
danca de parametros. Portanto, esses termos podem estar sujeitos as mesmas
simplificagoes que foram propostas por Jameson e Kim (2003b). Sob essas con-

digbes, a eq. (3.14) pode ser reduzida a:

G = <5¢a,%> (69, B), + (da,a — ozo>—< 6 O a) 6Q5>

J ok

g

(@) ) (b)
0B, — _
+ <¢a@ + 0aC24na, 5Q5> + (¢aCl g2, 5Q5>SO +

OF
0Qq
)

{d)a [5 (J83) fi + 0255%] ng + F6 ’

,

~ &
N (@

0
+ [Qb(z 141) Jﬂ /ng] 85 5Qa> +\<a, 50é> + < 7B;6a>53+
= @)

ds’
ds

—~

ds’
ds

+ powand (J52) n} as

_l’_
(EF“\

)
(B.1)

O procedimento substitui os trés termos e, g e h por uma tnica integral sobre
b,, que agora é chamada j. Além disso, duas novas variacoes sao trazidas a
tona na eq. (B.1). Sao elas: 0Q5 e 5@5 = 0Q)s — 0Q%5. A primeira, representa
variagoes nas variaveis de estado que sao devidas apenas ao movimento da malha
a uma configuragdo de contorno fixa (JAMESON; KIM, 2003b). Apesar da sua
causa particular, §¢¥, elas sdo da mesma natureza das variagdes originais 6Qs, de

tal modo que devem satisfazer uma equagao que é totalmente analoga a de Euler.
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APENDICE C - DIAGRAMA 60—-3-M

Usando a equagao da continuidade e o fato de que a componente tangencial
da velocidade nao muda ao atravessar o choque, algumas relacoes trigonométricas
levam a uma equacao que concatena o angulo de deflexao 6 da gemetria, o angulo

do choque 8 e o nimero de Mach M; a montante do choque (ANDERSON, 2011):

MEsen?3 — 1

tgh = QcotgﬂM% [y +cos (23)] + 2

(C.1)

Esta fungao chamada relagao 6—3—M especifica # como fungao exclusivamente
de Mj e 8. A figura C.1 mostra justamente os resultados dessa equagcao plotados
em um grafico. Ela é, particularmente, utilizada nesta Tese para verificar se as
solugoes em regime de escoamento supersonico ao redor de um perfil diamante
(segao 4.4.1) apresentam ondas de choque destacadas ou néo. Para fazer essa
analise, basta considerar a curva de nivel de um dado ntimero de Mach M,
representado pelas linhas azuis na figura C.1 e verificar o ponto de cruzamento
com a linha vermelha, que representa #,,,, para que exista uma onda de choque
obliqua colada na superficie sélida. Caso a geometria seja tal que seu angulo de
deflexao 6 > 0,,,, a natureza estabelecera um choque curvo destacado da parede

(ANDERSON, 2011).
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Figura C.1: Diagrama 6-0-M



