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Resumo

O método adjunto tem sido extensivamente utilizado como ferramenta de
síntese no projeto de aeronaves por permitir que se obtenham sensibilidades de
distintas medidas de mérito com relação a parâmetros que controlam a geome-
tria de superfícies aerodinâmicas. O presente trabalho visa uma ampliação das
aplicações da formulação contínua do método, ao utilizar propriedades físicas do
escoamento nas fronteiras permeáveis do domínio computacional como parâme-
tros de controle de uma particular medida de mérito. Desse modo é possível, entre
muitas possibilidades, determinar a sensibilidade de integrais como sustentação
ou arrasto de uma aeronave com relação às condições de cruzeiro, por exemplo.
Mais do que isso, essa informação pode ser obtida com a mesma solução adjunta
computada para realizar otimização de forma. Vale destacar, ainda, que para que
se consiga obter essa informação a partir das equações adjuntas, é necessário que
se implemente condições de contorno baseadas em equações diferenciais caracte-
rísticas, resolvendo o problema de Riemann completo nas fronteiras do domínio.
A implementação das usuais condições de contorno homogêneas, vastamente di-
fundidas na literatura, resultaria em gradientes nulos. Esta nova abordagem do
método é então aplicada a escoamentos modelados pelas equações de Euler 2–D
compressíveis em estado estacionário. Ambos os problemas, físico e adjunto, são
resolvidos numericamente com um código computacional que utiliza o método dos
volumes finitos com segunda ordem de precisão no espaço e discretização centrada
com dissipação artificial. As soluções estacionárias são obtidas ao se postular
um termo tempo–dependente e integrá–lo com um esquema Runge–Kutta de 5
passos e 2a ordem de precisão. As simulações são realizadas em malhas não–
estruturadas formadas por elementos triangulares em 4 geometrias distintas: um
bocal divergente, um perfil diamante, um aerofólio simétrico (NACA 0012) e o
outro assimétrico (RAE 2822). Os gradientes adjuntos são então validados por
meio da comparação com os obtidos pelo método de diferenças finitas nos regimes
de escoamento subsônico, supersônico e transônico.

Palavras chave: Método Adjunto, Otimização, Aerodinâmica, Condições de
Contorno.



Abstract

The adjoint method has been extensively used as an aircraft design tool,
since it enables one to obtain sensitivities of many different mesures of merit
with respect to parameters that control the aerodynamic surface geometry. This
works aims to open up the possibilities of the method’s applications by using flow
physical properties at the permeable boundaries of the computational domain as
control parameters of a particular measure of merit. This way it is possible,
among many possibilities, to compute lift or drag sensitivities of an aircraft with
respect to cruise conditions, for instance. Moreover, this information can be
obtained with the same adjoint solution used to perform shape optimization.
It is also worth noting that in order to obtain this information from the adjoint
equations it is necessary to implement characteristics–based boundary conditions,
resolving the complete Riemann problem at the boundaries of the computational
domain. The use of the traditional homogeneous boundary conditions, widely
spread in the literature, would lead the gradient to vanish. This new approach of
the method is, then, applied to flows modeled by the 2–D steady state compress-
ible Euler equations. Both, physical and adjoint problems are numerically solved
with a computational code that makes use of a 2nd order finite volume method
and central differences with artifficial dissipation. The steady solutions are ob-
tained by postulating a time–dependent term and integrating it with a 5–stage
2nd order Runge–Kutta scheme. The simulations are performed on unstructured
triangular meshes to 4 different geometries: a divergent nozzle, a diamond profile,
a symmetric airfoil (NACA 0012) and a assymmetric airfoil (RAE 2822). The
adjoint gradients are then validated by comparison with those obtained by finite
differences method in subsonic, supersonic and transonic flow regimes.

Key words: Adjoint Method, Optimization, Aerodynamics, Boundary Condi-
tions.
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∇ Operador divergente

Φ Vetor de variáveis adjuntas φα no domínio

Ψ Vetor de variáveis adjuntas ψα nas fronteiras do domínio

ρ Massa específica

σ(~k) Autovalor da matriz AK

τ Coordenada generalizada temporal

ξ Coordenada generalizada tangencial
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1 Introdução

1.1 O Projeto Aerodinâmico

Apesar de depender da missão a qual se destina, o projeto de aeronaves visa,

de uma maneira geral, otimizar a forma geométrica de uma configuração, levando

em conta uma relação de compromisso entre desempenho aerodinâmico, peso es-

trutural e especificações de volume interno para armazenamento de combustível e

carga útil (REUTHER; JAMESON, 1994). O procedimento adotado para que se ob-

tenha tal configuração ótima, no entanto, evoluiu consideravelmente ao longo dos

anos. Devido à complexidade do escoamento de fluidos, conhecidamente regido

por equações diferenciais a derivadas parciais (PDE’s) não–lineares, a estratégia

utilizada no projeto aerodinâmico em tempos mais remotos era baseada em méto-

dos empíricos em que, a partir da análise do desempenho de uma geometria base

através de ensaios realizados em túneis de vento, eram propostas alterações até

que se obtivesse uma forma que estivesse de acordo com os requisitos impostos.

O enorme progresso experimentado pela Dinâmica dos Fluidos Computacio-

nal (CFD) nas últimas décadas, por sua vez, ensejou uma revolução no modo de

se projetar superfícies aerodinâmicas. O desenvolvimento de métodos mais ro-

bustos e confiáveis aliado a crescente disponibilidade de recursos computacionais,

tanto no que diz respeito à capacidade de armazenamento quanto à velocidade

de processamento, alçaram o que era inicialmente apenas um instrumento de

estudo para problemas físicos em nível de investigação científica à posição de po-

derosa ferramenta utilizada para se obter soluções dos mais complexos problemas

de engenharia (MALISKA, 2004). Além de, geralmente, permitir a avaliação de

diferentes configurações a custos relativamente mais baixos do que ensaios em

túneis de vento, a CFD ainda possibilitou a simulação do movimento de fluidos

em regimes mais difíceis de se reproduzir experimentalmente como, por exemplo,

escoamentos hipersônicos a grandes altitudes.

Apesar de reduzir custos na indústria, a CFD era utilizada apenas como ferra-

menta de análise e o método de tentativa e erro continuava a ser aplicado durante



1.2 Métodos de Otimização e Projeto Inverso 2

a fase de projeto. Entretanto, é improvável que este processo iterativo resulte em

um produto verdadeiramente ótimo. Além disso, o natural aumento da complexi-

dade dos projetos e o consequente aumento do número de parâmetros envolvidos

no processo dificultavam as decisões de seus responsáveis. Isso ocorria porque

não havia como garantir que esse procedimento explorasse adequadamente o es-

paço de soluções viáveis. Foi então que, com o desenvolvimento de métodos de

otimização e projeto inverso, ocorreu uma segunda revolução no projeto aerodi-

nâmico. Combinados com recursos de simulação de escoamentos, esses métodos

acrescentaram uma nova dimensão à CFD, ao aliarem a já conhecida capacidade

de análise à possibilidade de investigar de forma eficiente o espaço de projeto.

1.2 Métodos de Otimização e Projeto Inverso

Em geral, o projetista tem uma idéia do tipo de distribuição de pressão sobre

a superfície aerodinâmica que resultaria no desempenho desejado. Assim, seria

interessante se houvesse a possibilidade de determinar a geometria que corres-

ponde a uma dada distribuição de pressão objetivo sob certas condições pres-

critas. Dessa forma conseguir–se–ia, por exemplo, evitar gradientes de pressão

adversos que induziriam à separação prematura da camada limite em aerofólios.

Conhecido como projeto inverso aerodinâmico, esse problema foi estudado pela

primeira vez por Lighthill (1945). Seu trabalho consistia em projetar perfis de

asas bidimensionais em escoamentos representados pelo modelo potencial incom-

pressível, utilizando a técnica de transformação conforme de um aerofólio para o

círculo unitário. Esse tipo de mapeamento, no entanto, não permitia a aplicação

do método em escoamentos compressíveis, já que a presença de ondas de choque

na solução provocaria uma descontinuidade na função de transformação. McFad-

den (1979) contornou esse problema através da adição de dissipação artificial para

suprimir a presença de choques em escoamentos transônicos.

Apesar das vantagens descritas, essa classe de métodos não garante que a

distribuição desejada, que deve ser especificada a priori, seja realizável1, ou que

implique em melhores coeficientes aerodinâmicos. Além disso, não se pode ga-

rantir que a configuração obtida represente uma solução ótima para as condições

prescritas (REUTHER; JAMESON, 1994). Os métodos de otimização, por outro

lado, proporcionam uma abordagem mais abrangente do projeto aerodinâmico.

Essencialmente, eles buscam extremos de funções de mérito previamente defini-

1Entenda–se por realizável uma distribuição de pressão que satisfaça as equações que gover-
nam o escoamento.
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das, que representam pontos de máximo ou mínimo locais no espaço de projeto.

De qualquer modo, a existência de um extremo, ainda que local, deve corres-

ponder a uma configuração ótima. Para diferenciar esses métodos da tradicional

forma de projeto por tentativa e erro, eles procuram avaliar a sensibilidade de

cada medida de mérito com respeito a variações dos parâmetros através de suas

derivadas. Entretanto, esses funcionais geralmente envolvem variáveis físicas do

escoamento que, por sua vez, também dependem dos parâmetros de projeto. Infe-

lizmente, essa dependência só é conhecida de forma fechada em um número muito

pequeno de casos simples, que não cobrem o universo de aplicações de interesse

(VOLPE, 2011). Por outro lado, quando se consegue estimar esses gradientes de

sensibilidade — e há meios de o fazer — então se pode fazer uso de poderosos

métodos de busca baseados neles (VANDERPLAATS, 1984).

Contudo, nem todos os métodos de otimização são baseados em gradiente.

Dentre os que não fazem uso dessa informação para realizar o processo de otimiza-

ção, destacam–se os chamados algoritmos genéticos (GOLDBERG, 1989), baseados

no processo biológico de seleção natural. Neles, a partir de uma população ini-

cial de soluções base, são selecionadas aquelas mais bem adaptadas, ou seja, as

que apresentam melhores valores da medida de mérito em questão, para então

promovê–las com maior probabilidade de serem utilizadas em uma recombinação

para gerar novas soluções. Assim como ocorre na natureza, por vezes, impõem–se

a ocorrência de mutações em seus produtos. As novas soluções obtidas substi-

tuem, então, algumas ou todas as soluções da população antiga. Esta classe

de métodos é, particularmente, útil em casos em que a função objetivo não é

contínua e, portanto, não é diferenciável, quando há um conjunto de medidas

de mérito independentes a serem consideradas, ou então, quando se espera que

existam múltiplos pontos de ótimo local. Zingg, Nemec e Pulliam (2008) compa-

ram a evolução dos algoritmos genéticos com um método baseado em gradiente

em aplicações de otimização aerodinâmica e concluem que os primeiros são mais

apropriados para o projeto preliminar, onde modelos mais simplificados são tipica-

mente utilizados, enquanto algoritmos baseados em gradiente são mais adequados

em uma fase posterior, em que o projeto é mais detalhado e, consequentemente,

existe a necessidade de simulações mais fiéis a física.

A utilização de técnicas numéricas para otimização de perfis aerodinâmicos

em escoamentos transônicos foi iniciada por Hicks, Murman e Vanderplaats (1974)

e, posteriormente, estendida para o projeto de asas por Hicks e Henne (1978).

Os últimos exploraram a possibilidade de combinar objetivos de projeto deseja-

dos com o processo de otimização com restrições. Nesse caso, a configuração é
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especificada por um conjunto de parâmetros. O método de otimização, então,

seleciona valores desses parâmetros que maximizam alguma medida de mérito

como a razão da sustentação pelo arrasto, sujeita a restrições como espessura e

volume da asa. Em princípio esse método permite ao projetista especificar quais-

quer objetivos de projeto razoáveis. Entretanto, o método se torna extremamente

caro a medida em que o número de parâmetros aumenta e, na prática, o sucesso

das suas aplicações depende fortemente da escolha da representação paramétrica

da configuração.

Desde então, diversos métodos de otimização aerodinâmica foram desenvol-

vidos, dentre eles o método Modified Garabedian–McFadden (MGM) baseado

no modelo potencial linearizado do escoamento (SANTOS, 1993; VOLPE, 2004;

VOLPE, 2005; VOLPE et al., 2007) e o método adjunto (JAMESON, 1988; REUTHER,

1996; SANTOS, 1995; JAMESON; NADARAJAH, 2000; JAMESON; SRIRAM; MARTI-

NELLI, 2003; JAMESON; KIM, 2003a), que ganhou destaque por permitir grande

flexibilidade quanto ao modelo adotado para a física do escoamento e para a

medida de mérito. Por isso serve tanto para problemas de otimização como de

projeto inverso. Também tem o atrativo de tornar o custo computacional aproxi-

madamente independente do número de parâmetros de controle, como será visto

mais adiante. Tais características fizeram desse método um prolífico tema de

pesquisa.

1.3 O Método Adjunto e Suas Aplicações

O método adjunto, baseado na teoria de controle de sistemas governados

por equações diferenciais (LIONS, 1971), foi inicialmente proposto por Pironneau

(1983) para otimização de forma em problemas elípticos e, mais tarde, estendido

para escoamentos transônicos por Jameson (1988), que utilizou seu conhecimento

sobre teoria de controle ótimo para desenvolver o que ele próprio chama de mé-

todos de projeto ótimo (GILES; PIERCE, 2000b).

A continuidade dos trabalhos de Jameson e seus colaboradores resultou no de-

senvolvimento das formulações adjuntas para escoamentos modelados pela equa-

ção potencial (JAMESON, 1988), equações de Euler (REUTHER, 1996) e Navier–

Stokes (JAMESON; MARTINELLI; PIERCE, 1997). Além disso, a complexidade das

aplicações de seu trabalho também progrediu desde a otimização de aerofólios

2–D (JAMESON, 1990) utilizando a técnica de transformação conforme, passando

por projeto de asas 3–D (JAMESON, 1994), estudos de interferência aerodinâmica

com interação asa isolada/asa–fuselagem (REUTHER; JAMESON, 1995) e, final-
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mente, chegando a configurações completas de aeronaves (REUTHER et al., 1996).

Posteriormente, Kim (2001) ampliou as investigações a respeito do método

com estudos voltados para a otimização de aerofólios em configurações que utili-

zam mecanismos hipersustentadores como flaps e slats em escoamentos modelados

pelas equações de Navier–Stokes com média de Reynolds (RANS). Em seguida,

Alonso e Kroo (2002) fizeram uso de algoritmos de otimização para redução de

ruído em plataformas supersônicas e, pouco depois, Jameson, Sriram e Martinelli

(2003) conseguiram aplicar o método em malhas não–estruturadas, fato que cer-

tamente ampliou sua utilidade, na medida em que possibilitou a otimização de

geometrias mais complexas. Aplicações ainda foram desenvolvidas para escoa-

mentos não–estacionários (THOMAS; HALL; DOWELL, 2005; NADARAJAH; JAME-

SON, 2006; NADARAJAH; JAMESON, 2007; MANI; MAVRIPLIS, 2008; ECONOMON;

PALACIOS; ALONSO, 2014), escoamentos hipersônicos (KLINE et al., 2015; KLINE;

ECONOMON; ALONSO, 2016), além de trabalhos propostos nas áreas de interfe-

rência aerodinâmica e integração propulsiva (FUJITA, 2002; MAKINO; IWAMIYA;

LEI, 2003; RODRIGUEZ, 2003; KIM; KOC; NAKAHASHI, 2005).

As aplicações do método adjunto, no entanto não se resumem à aerodinâmica

externa. Duta, Giles e Campobasso (2002) aplicaram o método em escoamentos

internos ao otimizar turbo–máquinas. Já Giles e Pierce (1997) investiam em

estudos mais teóricos do método como condições de contorno, comportamento da

solução, propriedades das equações (GILES; PIERCE, 1998a), e até mesmo solução

analítica para o caso de escoamentos governados pelas equações de Euler quase

unidimensionais (GILES; PIERCE, 2000a; GILES; PIERCE, 2001).

Também se desenvolveram aplicações do método adjunto para aumentar a

precisão de funcionais relevantes, como medidas de sustentação e arrasto (GILES;

PIERCE, 1998b; GILES; PIERCE, 1999a; GILES; PIERCE, 1999b; PIERCE; GILES,

2004). Uma abordagem semelhante a essa deu origem a uma nova classe de apli-

cações, que se voltaram à análise de erros em CFD (GILES; PIERCE; SÜLI, 2004;

GILES; SÜLI, 2002). Seguindo essa linha, Venditti e Darmofal (1999) iniciaram

suas pesquisas sobre o método adjunto para estimativa de erros e adaptação de

malhas. Seus estudos comprendem desde escoamentos quase–1D (VENDITTI; DAR-

MOFAL, 2000), passando por escoamentos 2–D invíscidos (VENDITTI; DARMOFAL,

2002) e adaptação anisotrópica em escoamentos viscosos (VENDITTI; DARMOFAL,

2003). Mais tarde, Nielsen et al. (2004) trabalharam com escoamentos turbulen-

tos em malhas não–estruturadas e Martins, Alonso e Reuther (2005), por sua vez,

contribuiram para a evolução do estado da arte na área de otimização ao utilizar

o método adjunto para integrar duas áreas do projeto de aeronaves: aerodinâmica
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e estruturas. Alguns anos depois, Palaniappan et al. (2011) conseguiram utilizar

o método adjunto para controlar um fenômeno físico associado a estabilidade de

sistemas aeroelásticos conhecido como flutter.

Vale destacar que a solução do problema adjunto envolve aproximadamente

o mesmo custo computacional que a simulação do escoamento propriamente dita.

Ainda assim há trabalhos que procuram reduzir mais esses custos. Nesse sen-

tido, Taasan, Kuruvila e Salas (1992) implementaram o método one shot em

que as equações que governam o escoamento, usualmente impostas como restri-

ções do problema variacional, são requeridas para satisfazer apenas a solução

final convergida (KURUVILA; TAASAN; SALAS, 1994). Em seu trabalho, os custos

computacionais também foram reduzidos ao aplicar técnicas multigrid às modifi-

cações da geometria, bem como à solução das equações do escoamento e adjuntas.

Seu trabalho foi explorado por Beux e Dervieux (1993) ao considerar a influência

da forma de parametrização da geometria no desempenho do método adjunto

(MARCO; BEUX, 1993). As aplicações do método adjunto, entretanto, não param

por aí. Sua versatilidade possibilitou aplicações nas mais diferentes áreas da en-

genharia, envolvendo temas que vão da termo–hidráulica de reatores nucleares às

ciências atmosféricas (CACUCI et al., 1980; HALL; CACUCI, 1983).

A eficiência deste método, naturalmente, instigou o interesse da indústria a

utilizá–lo na fase de concepção de aeronaves como, por exemplo, no projeto aero-

dinâmico do McDonnel Douglas MDXX (JAMESON, 1997), onde, ainda, predomi-

nam métodos de projeto inverso associados a modelos específicos do escoamento

como o potencial compressível linearizado (NAIK et al., 1995; OLIVEIRA; TRAPP;

MACEDO, 2003; SADRI; LEBLOND; PIPERNI, 2002).

1.4 Formulação do Problema Adjunto

No contexto da teoria de controle de Lions (1971), uma superfície aerodinâmi-

ca pode ser entendida como um dispositivo que controla o escoamento. Ao impor

as equações da mecânica dos fluidos como restrições do problema variacional, as

variações da medida de mérito são projetadas no espaço de soluções realizáveis,

o que reduz sensivelmente o custo computacional para obtenção de sensibilidades

com relação ao escoamento de interesse. Matematicamente, o problema consiste

em minimizar uma função de mérito sob certas restrições, que são representadas

por um conjunto de PDE’s chamadas de equações de estado.
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1.4.1 Formas de Discretização da Equação Adjunta

A implementação numérica do método adjunto requer a utilização de uma

forma discretizada da equação adjunta. Existem, basicamente, duas formas pos-

síveis para sua obtenção. Primeiro, ela pode ser derivada à partir da forma

discretizada das equações que governam o escoamento e, portanto, seria obtida

diretamente em uma forma discretizada. Esta forma, conhecida na literatura

como formulação discreta do método, fica, no entanto, condicionada à forma

como as equações da mecânica dos fluidos foram discretizadas, tanto no que diz

respeito à complexidade, quanto à precisão dos resultados. Este procedimento

ainda pode levar a expressões bastante complexas, especialmente quando se usam

aproximações de ordem superior para as equações governantes.

Alternativamente, a equação adjunta pode ser derivada a partir da forma

original das equações que governam o escoamento para, só então, ser discretizada.

Esta é a formulação contínua do método. A equação adjunta pode ser, então,

resolvida de modo independente dos métodos utilizados para obter a solução das

equações do escoamento. Deve–se ressaltar que a forma discretizada da equação

adjunta obtida na formulação contínua não coincide com aquela da formulação

discreta. Pode–se atribuir esta diferença ao fato de que, nesta última, a restrição

que se está impondo corresponde a uma particular discretização das equações da

mecânica dos fluidos, ao invés das equações originais.

Em princípio, se a discretização das equações da mecânica dos fluidos é consis-

tente, de modo que a solução da equação modificada (forma discreta) se aproxime

da solução exata do problema original à medida em que o tamanho do passo

de tempo e dos elementos da malha computacional tendam a zero (∆t → 0,

∆x → 0) de forma independente, então os resultados da formulação discreta do

método adjunto também devem se aproximar àqueles da formulação contínua com

o refinamento da malha, uma vez que eles impõe precisamente essa aproximação

consistente do escoamento.

Jameson e Nadarajah (2000) comparam ambas as formulações do método ad-

junto e concluem que, no procedimento utilizado por eles, os gradientes adjuntos

discretos são mais condizentes com os gradientes obtidos por diferenças finitas

do que os gradientes contínuos, mas as diferenças são geralmente pequenas. En-

tretanto, a convergência da função de mérito não é afetada significativamente

quando se utiliza o gradiente discreto ao invés do contínuo. Consequentemente,

não se encontra um benefício particular em utilizar o método adjunto discreto.
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1.4.2 Abordagem Tradicional — Jameson

Medidas de mérito relevantes às aplicações aerodinâmicas podem representar

uma medida de erro quadrática de uma dada distribuição de pressão (cp) com

relação a uma distribuição objetivo (cpt) na superfície de um corpo sólido (bw),

a energia cinética do campo de perturbações no domínio (D) como um todo, ou

ainda a média temporal da força que o fluido exerce sobre uma superfície sólida

(n · σ)bw , projetada em uma dada direção (e), como mostram as expressões 1.1

abaixo:

I =

∮

bw

(cp − cpt)
2

2
dS ; K =

∫

D

ρu2

2
dV ; Cf =

1

T

T∫

0

∮

bw

n · σ · e
ρ∞U2

∞

2

dSdt (1.1)

Geralmente, essas medidas de mérito envolvem, portanto, funcionais ou fun-

ções que dependem das variáveis do escoamento, Q, e da geometria, G, de suas

fronteiras (JAMESON; KIM, 2003b; REUTHER, 1996). Assim, podem ser represen-

tadas de maneira geral segundo a expressão:

I[Q,P ] =

∫

χ

F [Q(χ),P(χ), χ]dχ (1.2)

onde o vetor Q representa as coordenadas do sistema analisado, no espaço de

estado. O vetor χ representa as coordenadas dos pontos no espaço de fase —

nas aplicações aqui consideradas, χ corresponde ao espaço físico. Finalmente, o

vetor P representa, da forma mais geral, os parâmetros que controlam o sistema,

a exemplo daqueles que especificam a geometria de um corpo.

Q(χ) = [Q1(χ), . . . QK(χ)] (1.3)

χ = (χ1, . . . , χJ) (1.4)

P(χ) = [P1(χ), . . . ,PL(χ)] (1.5)

Afim de facilitar a notação aqui utilizada, considere, as seguintes definições

de produto interno no espaço de fase:

〈f ,g〉 ≡
∫

D

f(χ) · g(χ) dV ; 〈f ,g〉s ≡
∫

∂D

f(χ) · g(χ) dS (1.6)

no domínio e em suas fronteiras, respectivamente.

Variações da geometria podem ser produzidas por alterações nos parâmetros

δP e, naturalmente, elas implicam em variações no campo do escoamento δQ.

Assim, em princípio, a sensibilidade da medida de mérito a variações da geometria
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é medida pela primeira variação de Gâteaux (LUSTERNICK; SOBOLEV, 1961) do

funcional I, dada pela expressão:

δI =
〈
F ′

Q, δQ
〉

︸ ︷︷ ︸

δIQ

+ 〈F ′

P , δP〉
︸ ︷︷ ︸

δIP

(1.7)

onde o primeiro termo da eq. (1.7), δIQ, corresponde a parte física δQ(χ) da

variação total δI, enquanto o segundo, δIP , está relacionado a parte paramétrica

δP(χ). Uma vez que a geometria da superfície aerodinâmica é descrita por pa-

râmetros conhecidos, o termo F ′
P

pode ser, geralmente, determinado de maneira

analítica e, consequentemente, a variação δIP é facilmente obtida. O que torna

a avaliação da variação total difícil é parte física da sua variação. Embora F ′
Q

possa ser determinado, o termo δQ(χ) é raramente conhecido, uma vez que, em

geral, não se conhece explicitamente a dependência das variáveis do escoamento

com respeito aos parâmetros que controlam a geometria devido à complexidade

das equações diferenciais não–lineares que governam os escoamentos. Além disso,

não é possível assegurar a realizabilidade das variações no campo do escoamento

δQ, que não foi imposta à eq. (1.7). Neste ponto, vale ressaltar que as variações

δQ são deslocamentos virtuais e, portanto, representam soluções possíveis. Este

conceito é de fundamental importância para o entendimento do método adjunto

e será destacado outras vezes ao longo desta tese.

Não sendo possível determinar a sensibilidade de I através da eq. (1.7), a

forma mais direta de se atacar o problema seria avaliar o gradiente ∂I/∂Pα por

diferenças finitas. Em linhas gerais, o procedimento envolveria obter a solução

convergida para a geometria original G(χ,P), que seria a solução base. Em se-

guida, cada um dos parâmetros de G seria perturbado individualmente, ou seja,

Pα + δPα, enquanto os demais manteriam seus valores originais. Para cada uma

dessas perturbações, seria obtida a solução convergida correspondente. Os va-

lores da medida de mérito seriam calculados para as soluções perturbadas e a

solução base. De posse desses resultados, seria possível estimar numericamente,

em primeira ordem, a sensibilidade de I com relação a cada um dos parâmetros

que definem a geometria através da seguinte expressão:

∂I

∂Pα

∼= I(Pα + δPα)− I(Pα)

δPα

(1.8)

Então, o vetor gradiente ∂I/∂Pα, que tem sua precisão limitada pela mag-

nitude da variação de cada um dos parâmetros δPα, pode ser utilizado para

determinar a direção de otimização. Para tanto, é possível utilizar, por exem-

plo, o método steepest descent (PIRONNEAU, 1983) que aplica um passo fixo λ
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no sentido negativo do gradiente, obtendo os novos parâmetros otimizados Pα da

seguinte maneira:

Pn+1
α = Pn

α − λ
∂I

∂Pα

(1.9)

Este procedimento assegura a realizabilidade das variações δQ à medida que

busca uma solução convergida do escoamento para cada uma das perturbações.

Entretanto, ele o faz a custa de grande aumento do esforço computacional. Jus-

tamente porque requer uma solução convergida para cada perturbação δPα. Em

resumo, se G tem N parâmetros, então são necessárias N+1 soluções independen-

tes das equações do movimento, levando–se em conta a solução base (JAMESON;

NADARAJAH, 2000), para conseguir obter o gradiente da medida de mérito com

relação aos parâmetros que descrevem a geometria da superfície aerodinâmica

que se quer otimizar. É evidente que o custo computacional desta abordagem se

torna proibitivo à medida que aumenta o número de parâmetros que controlam

G(χ,P).

À princípio, uma forma de contornar esta dificuldade seria restringir, a priori,

as variações das grandezas físicas δQ ao espaço das soluções realizáveis, então,

talvez, fosse possível eliminar a necessidade dos caros cálculos de soluções per-

turbadas para estimar o gradiente de sensibilidade. O método adjunto explora

esta possibilidade por meio de conceitos de teoria de controle para alcançar este

objetivo. Basicamente, ele impõe as equações que governam o escoamento como

restrições ao problema variacional e, com isso, impede soluções não realizáveis.

Para tanto, considera–se que a solução dessas equações depende das variáveis do

escoamento e da forma de suas fronteiras. Em termos gerais, supondo que as

equações que governam o escoamento componham um sistema de K equações

diferenciais não–lineares N, submetidas a um conjunto de condições de contorno

correspondentes B. Em termos de operadores, teria–se:

N[Q(χ),P ] = R(χ,P) (1.10a)

B[Q(χ)]s = 0 (1.10b)

onde o subscrito [ ]s implica que as condições são impostas em fronteiras apro-

priadas.

Então, poderia–se em princípio, construir um funcional aumentado G que

representa o problema variacional submetido a restrições, geralmente não–holo-
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nômicas2, na forma:

G(Q,P ,Φ) = I[Q,P ]− 〈Φ,N−R〉 − 〈Ψ,B〉s (1.11)

onde os vetores Φ e Ψ correspondem aos multiplicadores de Lagrange que impõem

as equações que governam o escoamento e suas condições de contorno, respecti-

vamente, e que podem ser vistos, portanto, como condições de realizabilidade.

A determinação dos extremos de G requer o cálculo de sua variação, δG. Para

isso, consideram–se as equações que governam a física, (1.10). Suas diferenciais

de Fréchet são dadas por:

LδQ = SδP (1.12a)

B′

QδQ = 0 (1.12b)

onde se definem os operadores L ≡ N′
Q e S ≡ R′

P
− N′

P
. O primeiro deles, L,

representa a forma linearizada das equações originais, enquanto o segundo agrupa

as variações dos parâmetros de controle.

Para se calcular a primeira variação de (1.11), observa–se que o primeiro com-

ponente de seu lado direito já tem sua variação determinada em (1.7). Avaliando

a variação de Gâteaux restante, tem–se:

δ (〈Φ,N−R〉) = 〈δΦ,N−R〉+ 〈Φ,LδQ〉 − 〈Φ,SδP〉 (1.13)

Para o segundo termo do lado direito da eq. (1.13), ao fazer uso do teorema

de Gauss, transferem–se os operadores diferenciais das variáveis de estado Q para

os multiplicadores de Lagrange Φ, o que resulta em:

〈Φ,LδQ〉 = 〈L∗Φ, δQ〉 − P [Φ, δQ]s (1.14)

onde o operador P [Φ, δQ]s representa o concomitante bilinear (CACUCI et al., 1980;

MORSE; FESHBACH, 1953), que recebe este nome porque é linear nas variáveis

adjuntas Φ e nas variações do escoamento δQ. Este termo deve ser avaliado nas

fronteiras apropriadas do domínio de interesse, daí o subscrito [ ]s. Nesse caso,

ele dá origem às condições de contorno do problema dual3 (HAYASHI, 2009). Já

termo L∗ representa o operador adjunto de L. A primeira variação do funcional

2Em mecânica clássica, uma restrição holonômica é aquela que pode ser escrita na forma
f(q1, q2, q3, ..., qn, t) = 0, onde {q1, q2, q3, ..., qn} são as coordenadas que descrevem o sistema.
As equações que governam o movimento de fluidos também dependem, tipicamente, de termos
q̇j e são, geralmente, não–holonômicas.

3No contexto de otimização, o problema adjunto é denominado dual, enquanto o problema
físico é conhecido por primal.
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aumentado δG, fica então definida pela expressão:

δG = − 〈δΦ,N−R〉 − 〈δΨ,B〉s −
〈
L∗Φ−F ′

Q, δQ
〉
+

+ P [Φ, δQ]s −
〈
Ψ,B′

QδQ
〉

s
+ 〈F ′

P , δP〉+ 〈Φ,SδP〉 (1.15)

Uma vez que a solução do escoamento esteja convergida, os dois primeiros

termos do lado direito da eq. (1.15) são naturalmente nulos. O terceiro e o quarto

termos são anulados ao “escolher” Φ de forma a satisfazer a equação adjunta:

L∗Φ = F ′

Q (1.16)

e suas respectivas condições de contorno.

Por fim, da eq. (1.12b), o quinto termo do lado direito da eq. (1.15) também

é zero. Logo, a variação da medida de mérito δG se restringe à expressão:

δG = 〈F ′

P , δP〉+ 〈Φ,SδP〉 (1.17)

Portanto, a resolução da equação adjunta (1.16) permite uma simplificação

na forma final de δG, apresentada pela equação (1.17), que é uma conseqüência

direta da imposição da realizabilidade de δQ através da eq. (1.12). Note também,

que a precisão do gradiente obtido pelo método adjunto não depende mais da

magnitude de qualquer variação dos parâmetros δPα como ocorria no caso de

diferenças finitas. Ao lado disso, a independência da variação δG com relação

a δQ permite que se calcule a sensibilidade com respeito a qualquer número de

parâmetros Pα, sem a necessidade de simulações adicionais do escoamento. Essa é

a essência do método adjunto proposto por Jameson (JAMESON, 1988; JAMESON,

1994) para escoamentos transônicos.

Note que ambos os termos L∗ (que define os coeficientes das variáveis adjun-

tas) e F ′
Q (termo não–homogêneo) da equação (1.16) são independentes do vetor

Φ, o que faz com que a equação adjunta seja linear. É interessante notar que

ela seja linear apesar de ser derivada a partir das equações que governam esco-

amentos que são, geralmente, não–lineares (como no caso das equações de Euler

ou Navier–Stokes) e que formulações dos problemas primal e dual são represen-

tações equivalentes do mesmo problema linear4, como mostram Giles e Pierce

(1997). Além disso, sua estrutura concentra no lado esquerdo os termos que

dependem apenas das equações que governam o escoamento, enquanto o termo

não–homogêneo, no lado direito, é o único que envolve a particular medida de

4Observe que as eqs. (1.12) representam uma linearização do problema primal (1.10) e que
o problema adjunto (dual) advém dessa linearização.
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mérito adotada.

Se, por um lado, a linearidade traz benefícios claros para as aplicações; por

outro, a estrutura da equação adjunta tem profundas consequências na formu-

lação do método. A separação entre os termos que dependem das equações da

mecânica dos fluidos e os que envolvem a medida de mérito implica na existência

de um operador adjunto associado apenas ao modelo da física do escoamento.

Então, em princípio, ao se obter o operador associado ao modelo em questão,

pode–se otimizar uma ampla gama de medidas de mérito, pois isto envolveria mo-

dificar apenas o termo não–homogêneo, que por sinal, está presente somente na

condição de contorno de parede5 e que, consequentemente, consiste em integrais

apenas na superfície aerodinâmica que se deseja otimizar. Outra consequência

imediata desta separação é que, em grande medida, o algoritmo para resolver

a equação (1.16) depende do particular operador adjunto considerado, e não do

termo forçante. Isso permite enorme flexibilidade na definição das medidas de

mérito.

Vale acrescentar que, no escopo desta tese, as equações adjuntas são obtidas a

partir de uma solução estacionária do escoamento. Assim, as variáveis de estado

Q são constantes durante o processo de solução do problema dual e, portanto,

o termo L∗ nada mais é que uma matriz quadrada 4 × 4 constante para cada

elemento da malha computacional durante o processo de solução do problema

adjunto no caso bidimensional, por exemplo. Consequentemente, basta “invertê–

la” para resolver o sistema de equações (1.16) e obter a solução adjunta.

Embora restritas a problemas mais simples, as soluções analíticas baseadas

na função de Green ilustram perfeitamente as propriedades apontadas acima.

Com este enfoque, Giles e Pierce conduziram extensa investigação das proprieda-

des matemáticas das equações adjuntas e as funções de Green a elas associadas

(GILES; PIERCE, 1997; GILES; PIERCE, 1998a; GILES; PIERCE, 2000b). Obtiveram

soluções analíticas para problemas selecionados (GILES; PIERCE, 2000a) e identifi-

caram outras aplicações importantes do método adjunto. Exemplos da variedade

de tais aplicações são a estimativa de funcionais de arrasto e sustentação (GI-

LES; PIERCE, 1999a; GILES; PIERCE, 1999b), além da análise numérica em CFD

(GILES; PIERCE, 1997; GILES; PIERCE, 1998b).

5É claro que, nem todas as medidas de mérito relevantes a aplicações aerodinâmicas se
restringem a condição de contorno de parede. Entretanto, as funções objetivo tratadas neste
trabalho se limitam a forças e momentos, que se enquadram nessa condição.
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1.4.3 Abordagem Alternativa — Cacuci

Esta seção apresenta um resumo da formulação alternativa do método adjunto

proposta por Cacuci et al. (1980) para se obter sensibilidades gerais de PDE’s não–

lineares. É justamente esta abordagem que permite que se avaliem sensibilidades

em relação a parâmetros de projeto impostos nas fronteiras permeáveis onde

ocorre entrada de escoamento no domínio computacional. Para isso, considera–

se inicialmente uma medida de mérito, ou funcional objetivo, de forma genérica

dada pela mesma eq. (1.2) utilizada na seção 1.4.2.

Supondo que as equações que governam o escoamento componham um sis-

tema de K equações diferenciais não–lineares N, submetidas a um conjunto de

condições de contorno correspondentes B. Em termos de operadores:

N[Q(X ),P ] = R(X ,P) (1.18a)

B[Q(X ),P ]s = 0 (1.18b)

Note que as eqs. (1.10) e (1.18) diferem apenas por suas condições de con-

torno (1.10b) e (1.18b). Na última, o operador de condições de contorno passa a

depender também dos parâmetros que controlam o sistema.

O funcional aumentado G poderia, então, ser escrito na forma:

G(Q,P ,Φ,Ψ, a) = I[Q,P ]− 〈Φ,N−R〉 − 〈Ψ,B〉s − 〈a,P − Po〉 (1.19)

onde os vetores Φ, Ψ e a são multiplicadores de Lagrange. O primeiro impõe

as equações que governam o escoamento, e que podem ser vistas como condições

de realizabilidade. O vetor Ψ impõe as condições de contorno correspondentes, e

o vetor a impõe que os parâmetros de controle assumam os valores referentes a

uma dada configuração base P = Po.

Considere, agora, as diferenciais de Fréchet das eqs. (1.18a) e (1.18b):

LδQ = SδP (1.20a)

B′

QδQ = −B′

PδP (1.20b)

Vale ressaltar que é justamente neste ponto que reside a principal diferença

da formulação proposta por Cacuci et al. (1980) em relação a abordagem de

Jameson (1988). Note que ao impor parâmetros de controle P nas condições

de contorno B, sua diferencial de Fréchet passa a ter dois termos (B′
QδQ =

−B′
P
δP) e, consequentemente, a parte física dessa variação passa a ser não–nula,
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ao contrário da formulação tradicional (B′
QδQ = 0) abordada na seção anterior.

Para se calcular a primeira variação de (1.19), observa–se que os dois primeiros

componentes de seu lado direito já tem sua variação determinada em (1.7) e

(1.13). Avaliando as demais variações de Gâteaux separadamente, tem–se:

δ (〈Ψ,B〉) = 〈δΨ,B〉s +
〈
Ψ,B′

QδQ
〉

s
+ 〈Ψ,B′

PδP〉s (1.21)

δ (〈a,P − Po〉) = 〈δa,P − Po〉+ 〈a, δP〉 (1.22)

A primeira variação do funcional aumentado δG fica, então, definida pela

expressão:

δG = −〈δΦ,N−R〉 − 〈δΨ,B〉s − 〈δa,P − Po〉 −
〈
L∗Φ−F ′

Q, δQ
〉
+

−
〈
Ψ,B′

QδQ
〉

s
+ P [Φ, δQ]s + 〈F ′

P , δP〉+ 〈Φ,SδP〉 − 〈a, δP〉+

−〈Ψ,B′

PδP〉s (1.23)

Quando não se tinham parâmetros de controle na fronteira, o termo
〈
Ψ,B′

QδQ
〉

s

era, naturalmente, nulo. Entretanto, com B dependendo dos parâmetros P , isto

não é mais verdade. Assim, para eliminar esse termo da variação total, Cacuci

et al. (1980) propõe uma decomposição do concomitante bilinear P [Φ, δQ]s em

dois termos. Ambos são produtos internos, que devem ser computados sobre as

fronteiras apropriadas. O primeiro deles envolve um operador P1(Φ) e a forma li-

nearizada do operador de condições de contorno do escoamento B′
QδQ. Enquanto

o segundo envolve B∗(Φ), que representa o operador das condições de contorno

adjuntas, e o termo MδQ. A decomposição de P não é única, e o mesmo vale

para a definição de P1 e M. Ao contrário, a única restrição que efetivamente se

impõe no processo é que o operador M seja linearmente independente de B′
Q.

Como resultado, a própria determinação do operador de condições de contorno

adjuntas depende de uma decomposição que não é única, e faz sentido que seja

assim. Afinal, deve haver alguma flexibilidade no método, para garantir que o

problema adjunto possa ser bem posto. Assim, a eq. (1.23) pode ser escrita na

forma:

δG = −〈δΦ,N−R〉 − 〈δΨ,B〉s − 〈δa,P − Po〉+
〈
L∗Φ−F ′

Q, δQ
〉
+

−
〈
Ψ,B′

QδQ
〉

s
−
[〈
P1(Φ),B′

QδQ
〉

s
+ 〈B∗(Φ),MδQ〉s

]

+ 〈F ′

P , δP〉+

+ 〈Φ,SδP〉 − 〈a, δP〉 − 〈Ψ,B′

PδP〉s (1.24)

Extremos do funcional aumentado G são obtidos desde que (1.24) seja zero
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para variações arbitrárias, porém realizáveis, de seus parâmetros. Isto é:

δG = 0 ∀ {δQ, δP , δΦ, δΨ, δa} ∈ {locus de realizabilidade} (1.25)

Tal ocorrência, por sua vez, implica que as seguintes condições sejam satisfeitas:

I - As equações que governam o escoamento (1.18a) e as repectivas condições

de contorno (1.18b) devem ser satisfeitas. Além disso, os parâmetros de

controle devem corresponder à configuração base, P = Po. Isso implica que

os três primeiros termos do lado direito da eq. (1.24) sejam identicamente

nulos.

II - Quando se impõe que

Ψ = −P1(Φ) , (1.26)

a soma do quinto com o sexto termos do lado direito de (1.24) se anula.

Esta condição também resolve os multiplicadores Ψ em termos de Φ.

III - O vetor Φ deve satisfazer a equação adjunta definida por:

L∗Φ−F ′

Q = 0 , (1.27)

que aparece no quarto termo de (1.24). As condições de contorno adjuntas

são dadas por

B∗(Φ) = 0 , (1.28)

que vêm do sétimo termo daquela equação. Estas condições devem deter-

minar o vetor Φ na fronteira, assim como os valores de Ψ correspondentes.

IV - O vetor a é especificado pela seguinte condição:

〈a, δP〉 = 〈F ′

P , δP〉+ 〈Φ,SδP〉 − 〈Ψ,B′

PδP〉s (1.29)

que reune as variações restantes no caso em que δG = 0. De fato, esta é a

parte realizável do gradiente de sensibilidade δI.

Afim de provar a asserção a respeito da sensibilidade (CACUCI et al., 1980),

é suficiente identificar que: se as equações governantes (1.18a) e (1.18b) forem

identicamente satisfeitas para uma dada variação ∆G de qualquer magnitude,
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então, da própria definição de G dada pela eq. (1.19), tem–se:

∆G = ∆I − 〈a,∆P〉

para







∆G=G(Q2,P2;φ2, ψ2, a2)−G(Q1,P1;φ1, ψ1, a1)

∆I = I(Q2,P2)− I(Q1,P1)

∆P =P2 − P1

(1.30)

Em particular, para uma variação infinitesimal ∆G → δG, sob as condições

acima e onde φ, ψ e P satisfazem os 4 requisitos acima, deve corresponder a um

valor estacionário de G. Portanto, pode–se escrever:

δG = δI − 〈a, δP〉 = 0

δI = 〈a, δP〉

δI = 〈F ′

P , δP〉+ 〈φ, (R′

P −N′

P) δP〉+ 〈P1(φ),B
′

PδP〉s (1.31)

onde as equações (1.26), (1.29) e a definição de S foram utilizadas. Com a

expressão (1.31) acima, pode–se estimar o gradiente apenas com base na solução

adjunta φ e variações de parâmetros δP .

Vale notar que toda variação física δQ foi removida com sucesso da expressão

do gradiente. Mais do que isso, o primeiro termo do lado direito da eq. (1.31) é

precisamente δIP , enquanto o segundo mede os efeitos diretos de δP nas equações

governantes e o terceiro faz o mesmo com respeito às suas condições de contorno.

1.5 Histórico de Pesquisas

O Núcleo de Dinâmica e Fluidos (NDF–EPUSP) iniciou investigação nessa

área com a participação no Projeto FAPESP 2000/13768–4 (VOLPE, 2004; VOLPE,

2005). Trabalhando juntamente com pesquisadores da EMBRAER e da ESSS,

desenvolveu–se uma rotina de projeto inverso aerodinâmico baseada no método

MGM (VOLPE et al., 2007), que se aplica ao regime de escoamento transônico e

tem como finalidade obter uma geometria que aproxime a distribuição de pressões

desejada, especificada a priori.

A continuidade das pesquisas nessa área passa, claramente, por métodos que

utilizem um modelo mais realista das equações que governam o escoamento. As

características descritas nas seções anteriores tornaram o método adjunto uma

escolha natural. Volpe e Santos (2009) iniciaram as pesquisas sobre o tema ao

desenvolver um procedimento de obtenção de condições de contorno adjuntas

baseadas em características que tornam o problema adjunto matematicamente
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tão bem posto quanto o problema primal. Este procedimento ainda possibilita

dar um significado físico às variáveis adjuntas, que podem ser entendidas como

forças de vínculo generalizadas que mantêm as soluções dentro de um espaço

realizável. Utilizando o modelo Euler compressível para escoamentos em bocais

quase 1–D, este mesmo trabalho apresenta condições internas, mostrando que o

comportamento da solução adjunta ao atravessar ondas de choque depende da

natureza da particular medida de mérito adotada.

Essa investigação foi ampliada com os trabalhos de Ceze (2008), Hayashi

(2009) e Chieregatti (2008) com o desenvolvimento de rotinas de projeto in-

verso de aerofólios utilizando o método adjunto baseado nas equações de Euler

compressíveis. O trabalho de Hayashi (2009), em particular, estendeu o proce-

dimento de obtenção de condições de contorno adjuntas proposto por Volpe e

Santos (2009) em escoamentos quase unidimensionais para problemas multidi-

mensionais. Assim, o problema de contorno adjunto foi construído à imagem e

semelhança das equações de Euler 2–D, com ambos os problemas de contorno ba-

seados em relações diferenciais características e variáveis de Riemann, garantindo

a compatibilidade entre os problemas primal e dual.

As superfícies aerodinâmicas desses trabalhos foram parametrizadas utili-

zando o método CST proposto por Kulfan e Bussoletti (2006). As soluções físicas

e adjuntas são sempre obtidas pelas mesmas malhas não estruturadas com elemen-

tos triangulares. Além disso, ambos os códigos numéricos fazem uso do método

de volumes finitos, utilizando a discretização centrada de Jameson, Schmidt e

Turkel (1981) com dissipação artificial e integrados no tempo pelo esquema de

Runge–Kutta de 5 passos e 2a ordem de precisão.

A título de ilustração, o texto que segue apresenta alguns resultados obtidos

nesses trabalhos. Como já dito, em problemas inversos existe a possibilidade de

que a distribuição de pressão desejada não seja realizável. Esta dificuldade pode

ser contornada tratando o problema como um caso particular de um problema de

otimização, com uma função de mérito que mede o erro na solução do problema

inverso. Desta forma, o processo deve levar até a solução realizável mais próxima

do desejado, no sentido dos mínimos quadrados. Assim, converte–se um problema

possivelmente mal–posto em um problema bem–posto (JAMESON, 2003). Por

exemplo, se pd é a pressão de superfície desejada, pode–se tomar a função de

mérito I como sendo a integral:

I =
1

2

∫

bw

(p− pd)
2 ds (1.32)
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Este funcional, em particular, pode ser muito útil na validação do código

computacional implementado. Como as variáveis adjuntas não tem um signi-

ficado físico direto, é impossível visualizar o campo de solução adjunta e dizer

se está correto. Uma maneira de validação do método é utilizar uma medida

de mérito como a apresentada pela eq. (1.32) em que a distribuição de pressão

objetivo corresponde a uma geometria conhecida. Assim, o código pode ser con-

siderado validado se recuperar a essa geometria. A figura 1.1 apresenta um caso

de validação que utiliza essa idéia. Neste caso, a distribuição de pressão desejada

corresponde ao escoamento Euler incidindo em um perfil RAE 2822 com número

de Mach do escoamento livre M∞ = 0.75 e ângulo de ataque 1°. Partindo de uma

geometria inicial NACA 0012 obteve–se, após 50 ciclos de projeto, o aerofólio

delimitado pela linha verde na figura 1.1(b). Apesar de não ser um caso prático

de aplicação, já que um projetista jamais gostaria de ter um resultado com uma

onda de choque mais forte do que sua forma inicial, este caso destaca uma das

qualidades do método adjunto quando aplicado a escoamentos compressíveis: a

capacidade de posicionar ondas de choque corretamente.
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Figura 1.1: Teste de validação de projeto inverso aerodinâmico (M∞ = 0.75,
θ = 1◦) — Vermelho, NACA 0012 (configuração inicial); azul, RAE 2822 (obje-
tivo); verde, resultado final.

Já a figura 1.2 representa um caso de aplicação um pouco mais realista, em que

o perfil inicial é o RAE 2822 e as condições de escoamento livre são as mesmas do

caso anterior. A distribuição desejada, agora, não corresponde a uma geometria

pré–definida, ela foi editada visando a eliminação da onda de choque. Aqui, vale

notar que a edição da distribuição objetivo não garante que esta seja realizável.

Entretanto, ao formular o problema de maneira apropriada, ou seja, como um

caso especial de otimização, o funcional é minimizado e, apesar de não conseguir

eliminar a onda de choque, minimizou–se a diferença entre a distribuição de

pressão inicial e a desejada. Além disso, características como o chamado roof top
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foram alcançadas com sucesso.
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Figura 1.2: Exemplo de aplicação de projeto inverso aerodinâmico (M∞ = 0.75,
θ = 1◦) — Vermelho, RAE 2822 (configuração inicial); azul, objetivo; verde,
resultado final.

1.6 Objetivos, Contribuição e Estrutura da Tese

Este trabalho tem por objetivo estender a capacidade de avaliar sensibilidades

do método adjunto, ao desenvolver a formulação contínua do método aplicada às

equações de Euler compressíveis, utilizando a abordagem originalmente proposta

por Cacuci et al. (1980) para obtenção de sensibilidades gerais de sistemas de

PDE‘s não–lineares, que foi apresentada, em linhas gerais, na seção 1.4.3. Além

disso, também visa mostrar que as condições de contorno adjuntas propostas

por Hayashi (2009) são compatíveis com a decomposição do concomitante bili-

near sugerida por Cacuci et al. (1980) e que permitem, portanto, a obtenção de

gradientes de medidas de mérito com relação a variáveis físicas do escoamento

em fronteiras permeáveis do domínio computacional como a de entrada de esco-

amento. Desta forma, é possível, por exemplo, estimar sensibilidades de forças

como sustentação e arrasto com relação a parâmetros como velocidade, pressão

estática e massa específica na condição de escoamento não perturbado. Mais do

que isso, esta informação pode ser computada a partir da mesma solução adjunta

utilizada para otimização de forma. Esse conceito deve, em princípio, permitir

que se utilize o método adjunto para a obtenção de derivadas de estabilidade de

aeronaves a partir de uma solução estacionária do escoamento.

É claro que o escopo deste trabalho se limita a apresentar uma prova de con-

ceito, dadas as limitações de tempo inerentes a uma tese de doutorado. Nesse

contexto, é natural a escolha de um modelo matemático simplificado para repre-

sentar o movimento de fluidos. Apesar de representarem um modelo idealizado
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do escoamento, as equações de Euler, apresentadas no Capítulo 2, retratam uma

parte importante da física em aplicações típicas de engenharia aeronáutica, o

que justifica a sua escolha. O Capítulo 3 expõe, detalhadamente, a derivação do

método adjunto aplicado às equações de Euler e seu problema de contorno. O

Capítulo 4 expõe os resultados de validação, que comparam os gradientes obtidos

através do método adjunto e por diferenças finitas em casos–teste que incluem

escoamentos internos e externos tanto nos regimes subsônico, como supersônico

com diferentes medidas de mérito. Por fim, o Capítulo 5 apresenta as conclusões

e sugestões para trabalhos futuros.
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2 Modelo Matemático do

Escoamento

Este capítulo tem por objetivo apresentar o modelo matemático escolhido

para representar as equações que governam o escoamento. Em particular, dois

conceitos importantes são expostos no que segue: sua formulação característica,

que é fundamental para o problema de contorno, e uma transformação do sis-

tema de coordenadas cartesiano para o generalizado, que será primordial para a

derivação das equações adjuntas no capítulo 3.

2.1 As Equações de Navier–Stokes

Sabe–se que o movimento dos fluidos compressíveis é completamente descrito

pelas leis de conservação de massa, quantidade de movimento e energia (HIRSCH,

1988a). Dentre os modelos matemáticos utilizados para representar essas leis,

aquele que as descreve com o maior nível de aproximação da física do escoamento

é representado pelo sistema de equações (2.1) abaixo em sua forma integral.

massa
∂

∂t

∫

V

ρ dV +

∮

S

ρ~v · ~dS = 0 (2.1a)

quant. mov.
∂

∂t

∫

V

ρ~v dV +

∮

S

(ρ~v · ~dS)~v +

∮

S

p d ~S =

∮

S

~fe dS (2.1b)

energia
∂

∂t

∫

V

e dV +

∮

S

ρH~v · ~dS =

∮

S

~fe · ~v dS +

∮

S

~q · ~dS (2.1c)

Onde ρ é a massa específica de um fluido com velocidade ~v, sob pressão p,

sujeito à forças externas ~fe, fluxo de calor ~q, com entalpia total H e energia

específica e em um domínio de volume V e área de superfície S.

Observa–se que, no caso tridimensional, por exemplo, este sistema possui 15

incógnitas (massa específica ρ, 3 componentes do vetor velocidade ~v, pressão está-

tica p, 6 componentes do tensor de tensões viscosas τ , energia e e 3 componentes
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de fluxo de calor) e apenas 5 equações (conservação de massa, 3 componentes da

conservação de quantidade de movimento e conservação de energia). Portanto,

este sistema de equações é “aberto”, uma vez que existem mais incógnitas do

que equações. Assim, é necessário complementá–las com um conjunto de rela-

ções constitutivas que permitam “fechá–lo”. Este sistema de equações completo,

incluindo as relações constitutivas, é freqüentemente referenciado na engenharia

aeronáutica como “equações de Navier–Stokes”, embora este termo tenha sido

empregado, originalmente, apenas à equação de conservação da quantidade de

movimento, em homenagem à Claude–Louis Navier e George Gabriel Stokes, pri-

meiros a deduzi–la.

2.2 As Equações de Euler

As equações de Euler, deduzidas diretamente das leis de Newton, estão re-

produzidas no sistema de equações (2.2) também em sua forma integral. Elas

correspondem a uma simplificação das equações de (2.1) e representam um nível

de aproximação da física do escoamento em que as forças viscosas e os efeitos de

transferência de calor são desprezados. Formalmente, elas são obtidas tomando–

se o “limite matemático” das equações de Navier–Stokes quando o número de

Reynolds tende a infinito (AZEVEDO, 2006), ou seja, quando as forças viscosas

são desprezíveis se comparadas às forças inerciais. Apesar de representarem um

escoamento idealizado, elas são muito importantes na engenharia aeronáutica, já

que grande parte dos escoamentos de interesse na área são de alta velocidade,

nos quais as forças viscosas ficam concentradas numa região limitada do domínio

conhecida como camada limite. Além disso, são capazes de capturar efeitos de

compressibilidade não–lineares como as ondas de choque, fato de extrema relevân-

cia quando se fala em projeto aerodinâmico para escoamentos em regime transô-

nico. Desta forma, acredita–se que elas são suficientes para primeira aplicação

da formulação adjunta utilizada para a obtenção do gradiente de sensibilidades

não–geométricos proposto por este trabalho.

∂

∂t

∫

V

ρ dV +

∮

S

ρ~v · ~dS = 0 (2.2a)

∂

∂t

∫

V

ρ~v dV +

∮

S

(ρ~v · ~dS)~v +

∮

S

p d ~S = 0 (2.2b)

∂

∂t

∫

V

e dV +

∮

S

ρH~v · ~dS = 0 (2.2c)
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Observe que as equações de Euler tridimensionais também formam um sis-

tema de equações “aberto”. Entretanto, apenas uma relação constitutiva é ne-

cessária para “fechá–lo”, uma vez que existem 6 incógnitas (massa específica ρ, 3

componentes do vetor velocidade ~v, pressão estática p, e energia e) e as mesmas

5 equações. Esta relação constitutiva é uma equação de estado termodinâmico,

no caso, a equação de gás perfeito.

Essa forma das equações (2.2) é particularmente importante quando se deseja

resolvê–las numericamente. O método dos volumes finitos, um dos mais utilizados

em códigos de CFD, faz uso dessa forma das equações, e a característica essencial

dessa formulação reside na presença da integral de superfície e o fato que a varia-

ção no tempo das variáveis conservadas dentro do volume só depende dos valores

dos fluxos na superfície. Assim, para uma subdivisão arbitrária do volume V ,

pode–se escrever as leis de conservação para cada subvolume e recuperar as leis

de conservação globais ao somar as leis de conservação dos subvolumes. Ao somar

as integrais de superfície as contribuições das linhas internas sempre aparecerão

2 vezes, mas com sinais opostos, e serão canceladas na soma. Essa propriedade

essencial tem que ser satisfeita pela discretização numérica das contribuições de

fluxo de modo que o esquema seja conservativo. Quando isso não ocorre, ou seja,

quando após a soma das equações discretizadas em um certo número de elementos

adjacentes, a equação resultante ainda contém contribuições de fluxo, a discre-

tização é dita não–conservativa, e as contribuições de fluxo internas aparecem

como fontes numéricas nos volumes internos (HIRSCH, 1988a).

As equações de Euler podem, ainda, ser representadas de outras maneiras.

A literatura, frequentemente as apresenta em sua forma divergente apresentada

no sistema (2.3), que pode ser obtida ao aplicar o teorema de Gauss às integrais

de superfície do sistema de equações (2.2), transformando–as em integrais no

volume.

∂

∂t

∫

V

ρ dV +

∫

V

∇ · (ρ~v) dV = 0 (2.3a)

∂

∂t

∫

V

ρ~v dV +

∫

V

∇ · (ρ~v~v) dV +

∫

V

∇ · p dV = 0 (2.3b)

∂

∂t

∫

V

e dV +

∫

V

∇ · (ρH~v) dV = 0 (2.3c)

onde o operador divergente ∇, que nomeia esta forma de representação das equa-
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ções, é dado pela seguinte expressão:

∇ ≡ ı̂
∂

∂x
+ ̂

∂

∂y
+ κ̂

∂

∂z
(2.4)

em que ı̂, ̂ e κ̂ são os versores nas direções coordenadas x, y e z, respectivamente.

Observe, no entanto, que a utilização do teorema de Gauss requer que não

haja descontinuidades no volume de controle V (PRAGER, 1961). Assim, o sis-

tema de equações (2.3), a rigor, não é aplicável em ondas de choque. Nestas

regiões, vale apenas a solução fraca, que é obtida somente a partir das equações

(2.2) ao considerar a onda de choque isolada em um volume de controle e, en-

tão, estabelecer a continuidade dos fluxos de massa, quantidade de movimento e

energia na superfície desse volume. Este procedimento equivale à imposição das

relações de Rankine–Hugoniot (LEVEQUE, 2002).

Uma vez que as equações (2.3) são escritas para um volume arbitrário V ,

elas devem ser válidas localmente para qualquer ponto do domínio. Isto leva

a forma diferencial das leis de conservação (HIRSCH, 2007), apresentada abaixo

pela equação (2.5) para escoamentos bidimensionais. Aqui vale esclarecer que as

derivações presentes neste trabalho estão restritas ao caso 2–D por uma limitação

de tempo e escopo naturais a uma tese de doutoramento. O objetivo principal

da pesquisa, no entanto, é propor e validar uma abordagem. Embora restrita

a aplicações 2–D neste trabalho, ela pode perfeitamente ser extendida aos casos

3–D, na sua continuação em trabalhos futuros.

∂Q

∂t
+
∂E

∂x
+
∂F

∂y
= 0 (2.5)

onde o vetor de estados Q e os vetores de fluxo E e F são dados por:

Q =







ρ

ρu

ρv

e







, E =







ρu

ρu2 + p

ρuv

(e+ p)u







, F =







ρv

ρuv

ρv2 + p

(e+ p)v







(2.6)

De modo a obter a relação constitutiva para completar o sistema de equações

é comum, neste tipo de aplicação, utilizar a hipótese de gás termicamente perfeito:

p = ρRT = (γ − 1)ρei (2.7)

onde T é a temperatura absoluta do fluido, γ é a razão de calores específicos, R
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é a constante do gás e a energia interna específica ei é dada por:

ei = CvT (2.8)

Como última hipótese, admite–se que o gás seja também caloricamente per-

feito, ou seja, os calores específicos e a relação abaixo são constantes:

γ ≡ Cp

Cv

= constante (2.9)

Por fim, a energia específica total, definida pela soma da energia interna com

a energia cinética, é dada pela seguinte expressão:

e ≡ ρ

[

ei +
1

2

(
u2 + v2

)
]

(2.10)

Associando as equações (2.7) e (2.10), obtém–se a equação de estado (2.11)

abaixo que será utilizada para “fechar” o sistema:

p =

[

e− 1

2

(
ρu2 + ρv2

)
]

(γ − 1) (2.11)

2.2.1 Forma Característica das Equações de Euler

Observa–se que todos os autovalores das matrizes jacobianas associadas aos

vetores de fluxo nas equações de Euler são reais. Portanto, elas são caracterizadas

como um sistema de equações hiperbólicas no domínio espaço–tempo (HIRSCH,

1988a). Além disso, a propagação de informação ocorre por meio das caracterís-

ticas. Estas propriedades são descritas detalhadamente no que segue.

Considere as equações de Euler bidimensionais em sua forma diferencial dada

pela expressão (2.5). Note que os vetores de fluxo E e F podem ser escritos em

função das variáveis conservadas do vetor de estado Q. Então, pela regra da

cadeia:
∂E

∂x
=
∂E

∂Q

∂Q

∂x
,

∂F

∂y
=
∂F

∂Q

∂Q

∂y
(2.12)

Assim, ao substituir as derivadas dos vetores de fluxo, apresentadas acima

pelas expressões (2.12), na equação (2.5), obtém–se a forma quase–linear das

equações de Euler:
∂Q

∂t
+
∂E

∂Q
︸︷︷︸

A

∂Q

∂x
+
∂F

∂Q
︸︷︷︸

B

∂Q

∂y
= 0 (2.13)



2.2 As Equações de Euler 27

onde as matrizes Jacobianas de fluxo A e B são dadas por:

A =










0 1 0 0
(γ−1)(u2+v2)

2
− u2 (3− γ) u (1− γ) v (γ − 1)

−uv v u 0

(γ − 1) u (u2 + v2)− γu e
ρ

γ e
ρ
− (γ−1)(3u2+v2)

2
(1− γ) uv γu










B =










0 0 1 0

−uv v u 0
(γ−1)(u2+v2)

2
− v2 (1− γ) u (3− γ) v (γ − 1)

(γ − 1) v (u2 + v2)− γu e
ρ

(1− γ) uv γ e
ρ
− (γ−1)(u2+3v2)

2
γv










Aqui, vale ressaltar que E e F são homogêneos1 de ordem 1 em relação a Q.

Desta forma, pode–se mostrar que:

∂E

∂Q
= A ⇒ E = AQ e

∂F

∂Q
= B ⇒ F = BQ (2.14)

Observa–se que A e B são complicadas. No entanto, as mesmas equações

podem ser escritas em função de um vetor de variáveis primitivas V (que podem

ser medidas diretamente), com matrizes Jacobianas mais simples, como mostra a

equação abaixo (HIRSCH, 1988a):

∂V

∂t
+ Ã

∂V

∂x
+ B̃

∂V

∂y
= 0 (2.15)

onde:

V =







ρ

u

v

p







, Ã =










u ρ 0 0

0 u 0 1/ρ

0 0 u 0

0 γp 0 u










, B̃ =










v 0 0 0

0 v 0 0

0 0 v 1/ρ

0 0 γp v










(2.16)

A relação entre as matrizes Jacobianas das variáveis conservadas e primitivas

é dada pela seguinte transformação de similaridade:

Ã = M−1AM

B̃ = M−1BM

onde M, matriz Jacobiana da transformação das variáveis conservadas para as

1Lomax, Pulliam e Zingg (2001) apresentam a propriedade homogênea das equações de Euler
de uma forma mais detalhada.
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variáveis primitivas, e a sua inversa M−1 são definidas como:

M =
∂Q

∂V
=










1 0 0 0

u ρ 0 0

v 0 ρ 0
1
2
(u2 + v2) ρu ρv 1

γ−1










M−1 =
∂V

∂Q
=










1 0 0 0

−u
ρ

1
ρ

0 0

−v
ρ

0 1
ρ

0
1
2
(γ − 1) (u2 + v2) − (γ − 1) u − (γ − 1) v γ − 1










Naturalmente, existem outras formas de representar as equações de Euler.

Pode–se escrevê–las através de qualquer combinação linear destas equações ou,

em outras palavras, multiplicando–as por qualquer matriz inversível de mesma

dimensão das matrizes Jacobianas. Observe que este procedimento altera as

equações, mas não as variáveis dependentes, que ainda são conservadas (LANEY,

1998).

Uma vez que as equações de Euler são hiperbólicas, sempre é possível defi-

nir uma matriz AK associada à um vetor ~k que possui autovalores reais e um

conjunto completo de autovetores para qualquer direção deste vetor. Em outras

palavras, o caráter hiperbólico das equações de Euler implica que a matriz AK

seja diagonalizável.

AK = ~k · ~A = kx ·A+ ky ·B (2.17)

onde kx e ky são, respectivamente, as componentes x e y do vetor ~k no sistema

cartesiano bidimensional. Assim, a matriz AK pode ser escrita da seguinte forma:

AK =











0 kx

kx

[
(γ−1)(u2+v2)

2
− u2

]

− kyuv vky − (γ − 3)ukx

ky

[
(γ−1)(u2+v2)

2
− v2

]

− kxuv vkx − (γ − 1)uky

(ukx + vky)
[

(γ − 1)(u2 + v2)− γ e
ρ

]

γ e
ρ
kx − (γ − 1)

[

uvky +
(3u2+v2)kx

2

]

ky 0

uky − (γ − 1)vkx (γ − 1)kx

ukx − (γ − 3)vky (γ − 1)ky

γ e
ρ
ky − (γ − 1)

[

uvkx +
(u2+3v2)ky

2

]

γ(ukx + vky)










Observa–se que, apesar de AK não ser simétrica, ela tem um conjunto com-
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pleto de autovetores, isto é, possui 4 autovalores reais e 4 autovetores linearmente

independentes.

A condição de hiperbolicidade das equações de Euler é expressa pela existên-

cia de soluções na forma de onda (HIRSCH, 1988b). Portanto, sua solução pode

ser interpretada como uma série de ondas que se propagam no espaço carregando

informação do escoamento. À cada autovalor σ(~k) da matriz AK pode–se associar

uma superfície característica, normal ao vetor ~k, que indica a direção de propaga-

ção de uma frente de onda, representando um aspecto de escoamentos invíscidos

chamado propagação de perturbações. O estado físico de um dado ponto pode

ser interpretado como resultado das quantidades transportadas ao longo das ca-

racterísticas. Isto implica que o sistema de equações pode ser reformulado como

relações diferenciais escritas ao longo da frente de onda ou superfícies característi-

cas apenas, conhecidas na literatura como formulação característica das equações

de Euler. Nesse contexto, os autovalores de AK representam a velocidade de

propagação da onda (HIRSCH, 1988b).

Utilizando a transformação apresentada anteriormente para tornar o sistema

de equações função das variáveis primitivas, tem–se:

ÃK = M−1
AKM (2.18)

É possível, então, diagonalizar este sistema de equações ao utilizar a seguinte

relação:

Λ = L−1
ÃKL

= L−1M−1
AKML (2.19)

onde Λ é uma matriz diagonal e L é tal que:

L−1 =










1 0 0 −1/c2

0 ky −kx 0

0 kx ky 1/ρc

0 −kx −ky 1/ρc










, L =










1 0 ρ/2c ρ/2c

0 ky kx/2 −kx/2
0 −kx ky/2 −ky/2
0 0 ρc/2 ρc/2










(2.20)

Assim, definindo as matrizes:

P = ML e P−1 = L−1M−1 (2.21)
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Que podem ser escritas de modo completo através das expressões:

P =










1 0 ρ/2c ρ/2c

u ρky
ρ(ckx+u)

2c
ρ(u−ckx)

2c

v −ρkx ρ(cky+v)

2c

ρ(v−cky)

2c
(u2+v2)

2
ρ(uky − vkx)

ρ

2

(
c

γ−1
+ ~v · ~n+ u2+v2

2c

)
ρ

2

(
c

γ−1
− ~v · ~n+ u2+v2

2c

)










(2.22)

P−1 =










1− (γ−1)(u2+v2)
2c2

(γ−1)u
c2

(γ−1)v
c2

1−γ

c2

vkx−uky
ρ

ky
ρ

−kx
ρ

0
(γ−1)(u2+v2)−2c(ukx+vky)

2ρc
ckx−(γ−1)u

ρc

cky−(γ−1)v

ρc

γ−1
ρc

(γ−1)(u2+v2)+2c(ukx+vky)

2ρc
−ckx−(γ−1)u

ρc

−cky−(γ−1)v

ρc

γ−1
ρc










(2.23)

Então, a matriz AK pode ser diagonalizada diretamente da seguinte maneira:

Λ = P−1
AKP (2.24)

Resultando na matriz diagonal Λ, que pode ser escrita explicitamente como:

Λ =










kxu+ kyv 0 0 0

0 kxu+ kyv 0 0

0 0 kxu+ kyv + c 0

0 0 0 kxu+ kyv − c










(2.25)

Os dois primeiros autovalores são iguais à componente normal do vetor ve-

locidade, vn. Os dois autovalores restantes estão associados à ondas acústicas

e são iguais à vn ± c. Então o sinal destes autovalores será determinado pela

componente normal da velocidade na superfície de contorno.

Assim, de maneira a obter as equações de Euler decorrentes da diagonalização

da matriz Jacobiana numa direção ~k, pode–se pré–multiplicar a equação (2.15)

por L−1:

L−1∂V

∂t
+ L−1Ã

∂V

∂x
+ L−1B̃

∂V

∂y
= 0 (2.26)

Mas, como LL−1 = I, pode–se introduzi–lo ao sistema de equações sem

alterá–lo:

L−1∂V

∂t
+ L−1ÃLL−1∂V

∂x
+ L−1B̃LL−1∂V

∂y
= 0 (2.27)

As relações (2.27) remetem à introdução de um novo conjunto de variáveis

características W (HIRSCH, 1988b), também conhecidas como variáveis de Rie-
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mann, definidas pela relação de variações δ:

δW = L−1δV =







δw1

δw2

δw3

δw4







=







δρ− 1
c2
δp

kyδu− kxδv
1
ρc
δp− (kxδu+ kyδv)

1
ρc
δp+ (kxδu+ kyδv)







(2.28)

Apesar de L também ser uma matriz Jacobiana, esta não apresenta a propri-

edade homogênea, descrita no início desta seção, então:

L ≡ ∂V

∂W
mas V 6= LW (2.29)

Assim, as variáveis características só são definidas na forma diferencial (2.28).

Ao utilizá–las para escrever o sistema de equações características, obtém–se:

∂W

∂t
+ L−1ÃL

∂W

∂x
+ L−1B̃L

∂W

∂y
= 0 (2.30)

Que também pode ser apresentado com os termos expandidos, em função das

variáveis primitivas, da seguinte forma:






∂ρ

∂t
− 1

c2
∂p

∂t
= −

(
∂ρ

∂x
− 1

c2
∂p

∂x

)
u−

(
∂ρ

∂y
− 1

c2
∂p

∂y

)

v = R1

ky
∂u
∂t

− kx
∂v
∂t

= 1
ρ

(

kx
∂p

∂y
− ky

∂p

∂x

)

−
(
ky

∂u
∂x

− kx
∂v
∂x

)
u+

−
(

ky
∂u
∂y

− kx
∂v
∂y

)

v = R2

∂p

∂t
+ ρc

(
kx

∂u
∂t

+ ky
∂v
∂t

)
= − (u+ kxc)

∂p

∂x
− (v + kyc)

∂p

∂y
+

−ρc
[
(kxu+ c) ∂u

∂x
+ kyu

∂v
∂x

]
+

−ρc
[

(kyv + c) ∂v
∂y

+ kxv
∂u
∂y

]

= R3

∂p

∂t
− ρc

(
kx

∂u
∂t

+ ky
∂v
∂t

)
= − (u− kxc)

∂p

∂x
− (v − kyc)

∂p

∂y
+

+ρc
[
(kxu− c) ∂u

∂x
+ kyu

∂v
∂x

]
+

+ρc
[

(kyv − c) ∂v
∂y

+ kxv
∂u
∂y

]

= R4

(2.31)

A formulação característica das equações de Euler é completamente equiva-

lente à equação (2.5) apresentada anteriormente. A única diferença entre elas é

o fato da formulação característica ter cada uma das equações relacionada a um

autovalor (associado a uma direção de propagação ~k). Assim, esta formulação é

obtida de tal modo que as características sejam desacopladas. Em outras pala-

vras, cada equação do sistema (2.31) corresponde, agora, à uma característica.
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2.2.2 Equações de Euler em Coordenadas Generalizadas

Considere as equações de Euler bidimensionais em sua forma diferencial es-

critas em coordenadas cartesianas (2.5). Assumindo uma transformação de co-

ordenadas que transforma o espaço cartesiano em um espaço transformado onde

a fronteira do corpo é mapeada em um plano de coordenada constante. Por

exemplo, um aerofólio, como indicado na figura 2.1:






τ = t

ξ = ξ (x, y, t)

η = η (x, y, t)

η

ξ

��������������������������������������������

n

n

n n

Parede Solida
x

y 0 1

1

Figura 2.1: Transformação de coordenadas

Então, utilizando a regra da cadeia, pode-se escrever:

∂Q

∂t
=

∂Q

∂τ ✁
✁
✁✁✕
1

∂τ

∂t
+
∂Q

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂Q

∂η

∂η

∂t
=
∂Q

∂τ
+ ξt

∂Q

∂ξ
+ ηt

∂Q

∂η
(2.32)

∂E

∂x
=

∂E

∂τ ✁
✁
✁✁✕
0

∂τ

∂x
+
∂E

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂E

∂η

∂η

∂x
= ξx

∂E

∂ξ
+ ηx

∂E

∂η
(2.33)

∂F

∂y
=

∂F

∂τ ✁
✁
✁✁✕
0

∂τ

∂y
+
∂F

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂F

∂η

∂η

∂y
= ξy

∂F

∂ξ
+ ηy

∂F

∂η
(2.34)

Substituindo (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.5), obtém-se:

∂Q

∂τ
+ ξt

∂Q

∂ξ
+ ηt

∂Q

∂η
+ ξx

∂E

∂ξ
+ ηx

∂E

∂η
+ ξy

∂F

∂ξ
+ ηy

∂F

∂η
= 0 (2.35)

Multiplicando (2.35) pelo Jacobiano da transformação J , tem-se:

J
∂Q

∂τ
︸ ︷︷ ︸

I

+ Jξt
∂Q

∂ξ
︸ ︷︷ ︸

II

+ Jηt
∂Q

∂η
︸ ︷︷ ︸

III

+ Jξx
∂E

∂ξ
︸ ︷︷ ︸

IV

+ Jηx
∂E

∂η
︸ ︷︷ ︸

V

+ Jξy
∂F

∂ξ
︸ ︷︷ ︸

V I

+ Jηy
∂F

∂η
︸ ︷︷ ︸

V II

= 0 (2.36)



2.2 As Equações de Euler 33

onde,

J =

∣
∣
∣
∣

∂ (t, x, y)

∂ (τ, ξ, η)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 xτ yτ

0 xξ yξ

0 xη yη

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= xξyη − xηyξ (2.37)

Mas, pela regra da cadeia:

I → ∂

∂τ
(JQ) = Q

∂

∂τ
(J) + J

∂Q

∂τ
(2.38)

II → ∂

∂ξ
(JξtQ) = Q

∂

∂ξ
(Jξt) + Jξt

∂Q

∂ξ
(2.39)

III → ∂

∂η
(JηtQ) = Q

∂

∂η
(Jηt) + Jηt

∂Q

∂η
(2.40)

IV → ∂

∂ξ
(JξxE) = E

∂

∂ξ
(Jξx) + Jξx

∂E

∂ξ
(2.41)

V → ∂

∂η
(JηxE) = E

∂

∂η
(Jηx) + Jηx

∂E

∂η
(2.42)

V I → ∂

∂ξ
(JξyF) = F

∂

∂ξ
(Jξy) + Jξy

∂F

∂ξ
(2.43)

V II → ∂

∂η
(JηyF) = F

∂

∂η
(Jηy) + Jηy

∂F

∂η
(2.44)

Substituindo (2.38)–(2.44) em (2.36), chega-se a seguinte expressão:

∂

∂τ
(JQ)−Q

∂

∂τ
(J) +

∂

∂ξ
(JξtQ)−Q

∂

∂ξ
(Jξt) +

∂

∂η
(JηtQ)+

−Q
∂

∂η
(Jηt) +

∂

∂ξ
(JξxE)− E

∂

∂ξ
(Jξx) +

∂

∂η
(JηxE)− E

∂

∂η
(Jηx)+

+
∂

∂ξ
(JξyF)− F

∂

∂ξ
(Jξy) +

∂

∂η
(JηyF)− F

∂

∂η
(Jηy)=0(2.45)

Rearranjando os termos de forma conveniente, obtém-se:

∂

∂τ
(JQ) +

∂

∂ξ
[J (ξtQ+ ξxE+ ξyF)] +

∂

∂η
[J (ηtQ+ ηxE+ ηyF)]+

−
{

Q

[
∂

∂τ
(J) +

∂

∂ξ
(Jξt) +

∂

∂η
(Jηt)

]

+E

[
∂

∂ξ
(Jξx) +

∂

∂η
(Jηx)

]

+

+ F

[
∂

∂ξ
(Jξy) +

∂

∂η
(Jηy)

]}

=0(2.46)

As derivadas dos termos em coordenadas cartesianas podem ser expressas

em função das derivadas dos termos em coordenadas generalizadas da seguinte
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maneira:







∂
∂t

∂
∂x

∂
∂y







︸ ︷︷ ︸

[Dc]

=









✓
✓✓✼
1

∂τ
∂t

∂ξ

∂t

∂η

∂t

✓
✓✓✼
0

∂τ
∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂x

✓
✓✓✼

0
∂τ
∂y

∂ξ

∂y

∂η

∂y









︸ ︷︷ ︸

[A]







∂
∂τ

∂
∂ξ

∂
∂η







︸ ︷︷ ︸

Dg

⇒ {Dc} =







1 ξt ηt

0 ξx ηx

0 ξy ηy






{Dg} (2.47)

ou, de forma inversa:







∂
∂τ

∂
∂ξ

∂
∂η







=









✓
✓✓✼
1

∂t
∂τ

∂x
∂τ

∂y

∂τ

✓
✓✓✼

0
∂t
∂ξ

∂x
∂ξ

∂y

∂ξ

✓
✓✓✼

0
∂t
∂η

∂x
∂η

∂y

∂η









︸ ︷︷ ︸

[B]







∂
∂t

∂
∂x

∂
∂y







⇒ {Dg} =







1 xτ yτ

0 xξ yξ

0 xη yη






{Dc} (2.48)

Substituindo (2.48) em (2.47), obtém-se a relação:

{Dc} = [A] [B] {Dc} ⇒ [A] [B] = [I] (2.49)

onde [I] é a matriz identidade.

Assim, pode–se afirmar que:

[A] = [B]−1 (2.50)

Calculando-se, agora, [X] = [B]−1, tem-se:

[X] [B] = [I] (2.51)

ou, ainda:






X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33













1 xτ yτ

0 xξ yξ

0 xη yη






=







1 0 0

0 1 0

0 0 1







(2.52)

Resolvendo o sistema, chega-se à seguinte matriz [X]

[X] =







1 J−1 (xηyτ − xτyη) J−1 (xτyξ − xξyτ )

0 J−1yη −J−1yξ

0 −J−1xη J−1xξ







(2.53)
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Comparando as matrizes [X] e [A], chega-se as seguintes relações:

ξt = −xτξx − yτξy

ξx = J−1yη

ξy = −J−1xη

ηt = −xτηx − yτηy

ηx = −J−1yξ

ηy = J−1xξ (2.54)

Substituindo as relações obtidas no termo entre chaves ({· · · }) da equação

(2.46), obtém-se o seguinte resultado:

Q

[
∂

∂τ
(J) +

∂

∂ξ
(Jξt) +

∂

∂η
(Jηt)

]

+ E

[
∂

∂ξ
(Jξx) +

∂

∂η
(Jηx)

]

+

+F

[
∂

∂ξ
(Jξy) +

∂

∂η
(Jηy)

]

= 0 (2.55)

Portanto, a equação (2.46) fica simplificada:

∂

∂τ
(JQ) +

∂

∂ξ
[J (ξtQ+ ξxE+ ξyF)] +

∂

∂η
[J (ηtQ+ ηxE+ ηyF)] = 0 (2.56)

e ainda pode ser excrita como:

∂Q

∂τ
+
∂E

∂ξ
+
∂F

∂η
= 0 (2.57)

onde o novo vetor de estados transformado Q pode ser representado da seguinte

forma:

Q = JQ ⇒ Q = J







ρ

ρu

ρv

e







(2.58)

E os vetores de fluxo transformados E e F:

E = J (ξtQ+ ξxE+ ξyF) = J







ξtρ+ ξx (ρu) + ξy (ρv)

ξt (ρu) + ξx (ρu
2 + p) + ξy (ρuv)

ξt (ρv) + ξx (ρuv) + ξy (ρv
2 + p)

ξte+ ξx [(e+ p) u] + ξy [(e+ p) v]







(2.59)
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F = J (ηtQ+ ηxE+ ηyF) = J







ηtρ+ ηx (ρu) + ηy (ρv)

ηt (ρu) + ηx (ρu
2 + p) + ηy (ρuv)

ηt (ρv) + ηx (ρuv) + ηy (ρv
2 + p)

ηte+ ηx [(e+ p) u] + ηy [(e+ p) v]







(2.60)

Definindo as componentes contravariantes de velocidade como:

U =✓
✓✼
0

ξt + ξxu+ ξyv

V = ��✒
0

ηt + ηxu+ ηyv

Pode-se escrever os vetores E e F da seguinte maneira:

E = J







ρU

ρuU + pξx

ρvU + pξy

(e+ p)U







, F = J







ρV

ρuV + pηx

ρvV + pηy

(e+ p)V







(2.61)

ou, de outro modo:

Q ≡ JQ

E ≡ E

(

J
∂ξ

∂x

)

+ F

(

J
∂ξ

∂y

)

F ≡ E

(

J
∂η

∂x

)

+ F

(

J
∂η

∂y

)

Assim, pode–se definir as matrizes Jacobianas C1 e C2 do sistema transfor-

mado de forma análoga às matrizes A e B do sistema cartesiano:

C1 =
∂E

∂Q
=
∂E

∂Q

(

J
∂ξ

∂x

)

+
∂F

∂Q

(

J
∂ξ

∂y

)

C2 =
∂F

∂Q
=
∂E

∂Q

(

J
∂η

∂x

)

+
∂F

∂Q

(

J
∂η

∂y

)

(2.62)

Com isso, tem–se uma representação das equações de Euler que é válida em

qualquer sistema de coordenadas. Esta forma será vital no que se segue, para

separar as variações físicas das variações geométricas na derivação das equações

adjuntas.
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2.2.3 Representação Utilizando Notação Indicial

Como será visto no capítulo seguinte, a derivação do problema adjunto resulta

em expressões bastante extensas. De maneira a apresentá–la de uma forma mais

clara, é interessante utilizar a notação indicial durante esse processo. Considere,

então, as equações de Euler já apresentadas no espaço físico em notação indicial:

∂Qα

∂t
+
∂fk′

α

∂xk′
= 0 (2.63)

onde índices com apóstrofes (xk
′

) implicam coordenadas cartesianas e os subscri-

tos gregos variam de 1 a 4 (no espaço 2–D), indicando coordenadas no espaço de

estado: 1 se refere à eq. da continuidade, 2 e 3 às eqs. de quantidade de movi-

mento e 4 à eq. da energia. O estado Qα e os vetores de fluxos fk′

α são definidos

por:

Qα ⇒







ρ

ρui
′

e







; fk′

α ⇒







ρuk
′

ρui
′

uk
′

+ pgi
′k′

(e+ p)uk
′







(2.64)

em particular para as equações de conservação de quantidade de movimento,

existe uma relação entre o superescrito i′ e o subscrito α: i′ = α − 1 para 2 ≤
α ≤ 3. O símbolo e representa a energia total, e = ρ(ei+u · u/2), ei corresponde

à energia interna específica e gi
′j′ ao tensor métrico, que se resume a matriz

identidade em coordenadas cartesianas.

No espaço transformado (índices sem apóstrofe ξk), as equações de Euler em

notação indicial são dadas por (REUTHER, 1996):

J
∂Qα

∂t
+ Jβk

i′
∂f i′

α

∂ξk
= 0 ⇒ ∂ (JQα)

∂t
+
∂F k

α

∂ξk
= 0 (2.65)

onde βk
i′ é o operador de transformação de coordenadas entre os espaços físico e

transformado. Juntamente com sua inversa, são definidos como:

β ⇒ βk
i′ =

∂ξk

∂xi′
; β−1 ⇒ βi′

k =
∂xi

′

∂ξk
; (2.66)

O Jacobiano da transformação é dado por J = det
(
βk
i′

)
, que é assumido

independente do tempo. Também se assume que J não se anule nem mude de

sinal em nenhum ponto do domínio D.

Além disso, a seguinte identidade tensorial foi utilizada para se obter a última

forma:
∂
(
Jβk

i′

)

∂ξk
= 0 ⇒ F k

α = Jβk
i′f

i′

α (2.67)
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As matrizes generalizadas de fluxo Jacobiano são então definidas com base

na eq. (2.67), resultando:

Ck
αβ = Jβk

i′
∂f i′

α

∂Qβ

= Jβk
i′A

i′

αβ (2.68)

e elas levam a seguinte forma das equações de Euler generalizadas:

∂Qα

∂t
+
Ck

αβ

J

∂Qβ

∂ξk
= 0 (2.69)
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3 Teoria de Controle

Aplicada às Equações do

Movimento

Este capítulo apresenta a aplicação da abordagem alternativa da formulação

contínua do problema adjunto proposta por Cacuci et al. (1980), descrita em

linhas gerais na seção 1.4.3, para determinar sensibilidades de uma função ob-

jetivo com relação a parâmetros de controle impostos nas fronteiras de entrada

de escoamentos modelados pelas equações de Euler 2–D compressíveis em estado

estacionário. Nas seções que seguem, encontram–se a derivação das equações

adjuntas, suas condições de contorno e das expressões utilizadas para o cálculo

do gradiente da medida de mérito para escoamentos nos regimes subsônico e

supersônico.

Vale destacar que a independência da formulação contínua com respeito ao

método numérico adotado para a simulação do escoamento traz vantagens impor-

tantes: permite uma abordagem conceitual mais genérica das equações adjuntas e

das suas condições de contorno. Uma rotina assim construída pode, em princípio,

ser associada a diferentes códigos de simulação do escoamento.

3.1 O Problema Variacional

O principal objetivo de métodos de otimização consiste em minimizar a função

que representa uma determinada medida de mérito. Considere, para efeito de

derivação das equações adjuntas, aquela apresentada pela eq. (1.2) na seção

1.4.2.

As aplicações de interesse aqui tratam principalmente de forças aerodinâmicas

em escoamentos estacionários. Assim, o foco recai em funções objetivo que são

integradas sobre a superfície aerodinâmica, ao contrário de integrais de domínio

— é desnecessário dizer que as primeiras podem ser recuperadas a partir das

últimas por meio de distribuições (SCHWARTZ, 1966). Nesse contexto, a forma
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estacionária da eq. (2.65) é imposta em (1.2) e, de acordo com (1.19), resulta:

G =

∫

bw

F(Q, α)

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
dS

︸ ︷︷ ︸

I

+

〈

φα,
∂F k

α

∂ξk

〉

︸ ︷︷ ︸

Ic1

+ 〈ψ,B〉s
︸ ︷︷ ︸

Ic2

+ 〈a,P − Po〉
︸ ︷︷ ︸

Ic3

(3.1)

no espaço transformado. Aqui, I representa a medida de mérito original, enquanto

Ic1 , Ic2 and Ic3 indicam os funcionais restritivos. Os vetores φα, ψ and a são os

já mencionados multiplicadores de Lagrange.

Aqui vale acrescentar um comentário a respeito da utilização da forma gene-

ralizada das equações Euler estacionárias impostas como restrição ao problema

variacional na eq. (3.1). Apesar de não ser essencial para o prosseguimento da

derivação, ao mapear uma superfície aerodinâmica em um plano de coordenada

constante, essa forma das equações governantes permite que se separe variações

físicas e geométricas naturalmente. Em linhas gerais, a idéia é a seguinte: a

representação geométrica da superfície sólida é fixa no espaço transformado, ou

seja, ela não muda com variações dos parâmetros de controle escolhidos, embora

a forma física seja alterada. A única entidade que, na realidade, muda com as

variações dos parâmetros δP são os operadores transformação de coordenadas β,

assim como a métrica do espaço transformado. Dessa forma, variações físicas e

geométricas podem ser separadas. Isso também simplifica consideravelmente o

problema variacional, já que o domínio de integração permanece fixo no espaço

transformado.

Agora, da eq. (1.7), a primeira variação de I é explícitamente escrita como:

δI =

〈
∂F
∂Qα

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
, δQα

〉

bw

+

〈

F , δ
∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣

〉

bw

(3.2)

que identifica a razão de elementos de área entre os espaços físico e transformado,

|dS ′/dS|, como único parâmetro de controle que aparece em I.

Assim, para os funcionais restritivos, cada um deles será considerado separa-

damente, abaixo. Primeiro, Ic1 , que envolve a variação das equações governantes,

é dado por:

δIc1 =

〈

δφα,
∂F k

α

∂ξk

〉

+

〈

φα,
∂
(
δF k

α

)

∂ξk

〉

(3.3)

Mas, pela regra da cadeia:

∂

∂ξk
(
JφαδF

k
α

)
= Jφα

∂
(
δF k

α

)

∂ξk
+ δF k

α

∂ (Jφα)

∂ξk
(3.4)
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Portanto, substituindo (3.4) em (3.3), tem–se:

δIc1 =

〈

δφα,
∂F k

α

∂ξk

〉

+

∫

D

1

J

∂
(
JφαδF

k
α

)

∂ξk
dV −

〈

δF k
α ,

1

J

∂(Jφα)

∂ξk

〉

(3.5)

Aplicando o teorema de Gauss no segundo termo da expressão (3.5), obtém–se

a variação de Ic1 :

δIc1 =

〈

δφα,
∂F k

α

∂ξk

〉

+
〈
φα, δF

k
αnk

〉

s
−
〈

δF k
α ,

1

J

∂(Jφα)

∂ξk

〉

(3.6)

onde a integral de superfície define o concomitante bilinear, P [φ, δQ]s, e nk é

o versor normal apontando para dentro do domínio D. O subscrito s se refere

a toda fronteira, ∂D, que inclui a superfície do corpo (bw), o farfield (b∞) e os

planos de corte (bcp). As variações de Ic2 e Ic3 seguem diretamente das dife-

renciais de Fréchet, como na eq. (1.24). Agora, o objetivo deste trabalho é,

particularmente, controlar as condições de contorno em fronteiras de entrada de

escoamento. Portanto,

δIc2+δIc3 = 〈δψ,B〉si+
〈
ψ,B′

QδQ
〉

si
+〈ψ,B′

PδP〉si+〈δa,P − Po〉+〈a, δP〉 (3.7)

onde a notação 〈 〉si naturalmente se refere à fronteira de entrada, que é a porção

de b∞ onde u · n > 0.

A variação do funcional aumentado (3.1) é então determinada ao subtrair as

eqs. (3.6) e (3.7) da eq. (3.2). Separando as integrais de superfície que constroem

o concomitante bilinear de acordo com cada fronteira, tem–se:

δG =

〈

δφα,
∂F k

α

∂ξk

〉

+ 〈δψ,B〉si + 〈δa,P − Po〉 −
〈

δF k
α ,

1

J

∂(Jφα)

∂ξk

〉

+

+

〈
∂F
∂Qα

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
, δQα

〉

bw

+
〈
ψ,B′

QδQ
〉

si
+

{
〈
φα, δF

k
αnk

〉

bw
+

+
〈
φα, δF

k
αnk

〉

si
+
[〈
φα, δF

k
αnk

〉

bcp

]b−cp

b+cp

+
〈
φα, δF

k
αnk

〉

so

}

+

+

〈

F , δ
∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣

〉

bw

+ 〈a, δα〉+ 〈ψ,B′

PδP〉si (3.8)

onde a notação 〈 〉so se refere a fronteira de saída, i.e., a parte de b∞ em que

u ·n ≤ 0, e 〈 〉bcp se refere aos planos de corte. Os colchetes implicam que o termo

dentro deles seja integrado sobre cada lado do plano de corte, com vetores normais

opostos. Daqui, simplesmente impondo condições de contorno periódicas em φα

dadas pela eq. (3.9), as integrais são automaticamente canceladas (HAYASHI;

CEZE; VOLPE, 2013).

φα

∣
∣
b+cp

= φα

∣
∣
b−cp

(3.9)



3.1 O Problema Variacional 42

Note, no entanto, que a imposição desse tipo de condição de contorno requer

que as variáveis adjuntas φα e todas as suas derivadas sejam contínuas através do

plano de corte bcp.

Outra condição de realizabilidade física implica que a velocidade normal em

uma superfície sólida (bw) seja zero, u ·n = 0. Esse requisito restringe o vetor de

fluxo normal à (bw):

F k
α

∣
∣
∣
∣
ξ2=0

= J−1







0

pξ2x

pξ2y

0







(3.10)

e, naturalmente, sua primeira variação (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013; REUTHER,

1996; JAMESON; KIM, 2003b), como mostra a eq. (3.11) abaixo:

δF k
α

∣
∣
∣
∣
ξ2=0

= J







0

δpξ2x

δpξ2y

0







+ p







0

δ (Jξ2x)

δ
(
Jξ2y
)

0







(3.11)

Ou seja, os componentes de massa e energia desaparecem identicamente. As-

sumindo que a parede seja mapeada por um plano coordenado ξ2, bw ⇒ ξ2 = 0,

e usando a relação α = i′ + 1, a equação de conservação da quantidade de movi-

mento (2.64), se reduz à:

φαδF
k
αnk

∣
∣
∣
∣
bw

= φαδF
k
αnk

∣
∣
∣
∣
ξ2=0

= δp
[
φ(i′+1)Jβ

2
i′n2

]
+ p

[
φ(i′+1)δ

(
Jβ2

i′

)
n2

]
(3.12)

Por fim, a variação dos vetores de fluxo para o restante do domínio compu-

tacional é obtida ao combinar as eqs. (2.67) e (2.68):

δF k
α = Ck

αβδQβ + δ
(
Jβk

i′

)
f i′

α (3.13)

onde o primeiro termo representa a parte física, enquanto o segundo, a parte

paramétrica da variação total.

Ao substituir as eqs. (3.12) e (3.13) para os termos correspondentes na eq.

(3.8), impor a periodicidade em φα nos planos de corte, e rearranjar termos de

maneira apropriada, obtém–se a seguinte expressão para δG:



3.2 As Equações Adjuntas 43

δG =

〈

δφα,
∂F k

α

∂ξk

〉

+ 〈δψ,B〉si + 〈δa,P − Po〉
︸ ︷︷ ︸

(a)

−
〈

Ck
αβ

J

∂(Jφα)

∂ξk
, δQβ

〉

︸ ︷︷ ︸

(b)

+

+

〈

ψα

∂Bα

∂Qβ

+ φαC
2
αβn2, δQβ

〉

si
︸ ︷︷ ︸

(c)

+
〈
φαC

2
αβn2, δQβ

〉

so

︸ ︷︷ ︸

(d)

+
〈

φα, δ
(
Jβ2

i′

)
f i′

αn2

〉

b∞
︸ ︷︷ ︸

(e)

+

+

〈
∂F
∂Qα

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
+
[
φ(i′+1)Jβ

2
i′n2

] ∂p

∂Qα

, δQα

〉

bw
︸ ︷︷ ︸

(f)

−
〈

δ
(
Jβk

i′

)
,
f i′

α

J

∂(Jφα)

∂ξk

〉

︸ ︷︷ ︸

(g)

+

+

〈

F , δ
∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣

〉

bw

+
〈
p,
[
φ(i′+1)δ

(
Jβ2

i′

)
n2

]〉

bw

︸ ︷︷ ︸

(h)

+ 〈a, δP〉+ 〈ψ,B′

PδP〉si
︸ ︷︷ ︸

(i)

(3.14)

onde as variações paramétricas dos fluxos nas seções de entrada e saída das fron-

teiras de farfield foram agrupadas no último termo da segunda linha, na forma

si ∪ so ⇒ b∞. Também foi assumido que o que essa fronteira é mapeada em um

plano de coordenada constante, b∞ ⇒ ξ2 = 1. Uma separação entre as variações

física e paramétrica é aparente na equação acima. Os termos a, b, c, d e f perten-

cem ao primeiro grupo, que dá origem ao problema adjunto. Os termos restantes

e, g, h e i são parte do gradiente de sensibilidade. Os termos e, g e h ainda podem

ser simplificados como mostra o apêndice B (JAMESON; KIM, 2003b).

3.2 As Equações Adjuntas

A equação adjunta é obtida a partir do termo b, na eq. (3.14), e segue

o mesmo procedimento já amplamente discutido na literatura (HAYASHI; CEZE;

VOLPE, 2013; REUTHER, 1996; JAMESON; KIM, 2003b). Basta encontrar um vetor

φα não–trivial que leve o produto interno a zero para qualquer variação arbitrária,

porém realizável, δQ. O procedimento dá origem a forma estacionária da equação

adjunta.

Entretanto, a solução adjunta estacionária é usualmente computada de forma

análoga ao que se faz com o escoamento, ou seja, postulando um termo tempo–

dependente para então realizar uma marcha no tempo até que se atinja uma

solução estacionária (REUTHER, 1996). Dessa forma, tem–se:

∂φα

∂t
−
Ck

βα

J

∂ (Jφβ)

∂ξk
= 0 (3.15)
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Ao comparar as equação de Euler original (2.69) com a eq. (3.15) acima,

pode–se notar que a matriz de fluxo Jacobiano é transposta e tem seu sinal

trocado com relação à primeira. Assim, o caráter hiperbólico das equações de

Euler é mantido no problema dual. Por simplicidade, a variável adjunta pode

ser redefinida de maneira que leve em consideração a transformação Jacobiana,

ϕα ≡ Jφα, que leva a expressão:

∂ϕα

∂t
− Ck

βα

∂ϕβ

∂ξk
= 0 (3.16)

Apesar deste trabalho ter foco apenas em soluções de estado estacionário,

a inclusão do termo tempo–dependente para a resolução das equações adjuntas

é crucial no que tange a formulação das condições de contorno propostas por

Hayashi, Ceze e Volpe (2013), que fazem uso do caráter hiperbólico de ambos os

problemas primal e dual, com problemas de Riemann complementares.

3.3 Condições de Contorno Adjuntas

Claramente, o problema de contorno adjunto é formulado com base nos termos

c, d e f da eq. (3.14), já que são os termos que envolvem integrais nas fronteiras

do domínio que incluem variações físicas δQ. Esses produtos internos devem ser

levados a zero, de uma forma que sejam consistentes com as condições de contorno

do problema físico e que façam da equação adjunta bem–posta. Esse assunto foi

largamente discutido por Hayashi, Ceze e Volpe (2013), de tal forma que apenas

os resultados aqui relevantes serão relatados.

De forma a colocá–los numa ordem crescente de complexidade, os planos de

corte são, certamente, as condições de contorno mais simples. Tudo que ela requer

é que haja periodicidade das variáveis adjuntas ao cruzar esses planos, em uma

conexão com a eq. (3.8).

Para paredes sólidas (bw), a restrição de realizabilidade é dada pela eq. (3.12).

Sua introdução na expressão para δG (3.14) dá origem ao termo f , que também

envolve o funcional objetivo através da derivada ∂F/∂Qβ. A necessidade de con-

duzir esse termo a zero para uma variação δQ arbitrária leva a simples condição

de contorno de parede, que pode ser escrita na forma:

ϕ(i′+1)Jβ
2
i′n2 = ϕ(i′+1)ni′

∣
∣
∣
∣
bw

= − ∂F
∂Qβ

∂Qβ

∂p

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
= −∂F

∂p

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣

(3.17)

Esta condição é acoplada com o esquema de Reuther (1996) ao extrapolar as
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variáveis adjuntas em paredes sólidas.

As condições de contorno de farfield são obtidas a partir dos termos c e d,

que podem ser postos na forma:

∆c1 +∆c2 +∆d =

〈

βα
∂Bα

∂Qβ

, δQβ

〉

si

+
〈

ϕαA
i′

αβni′ , δQβ

〉

si
︸ ︷︷ ︸

(c)

+
〈

ϕαA
i′

αβni′ , δQβ

〉

so
︸ ︷︷ ︸

(d)

(3.18)

onde foi feito uso da eq. (2.68) e c foi dividido em 2 termos, de forma a associá–los

com suas contrapartes na eq. (1.24). O primeiro termo no lado direito da equação,

aqui, corresponde ao quinto em (1.24). Enquanto o segundo e terceiro termos são

ambos concomitantes bilineares, um para a seção de entrada (si) e outro para a

seção de saída (so) das fronteiras permeáveis. Por conveniência futura, eles são

nomeados ∆c1 , ∆c2 e ∆d, respectivamente. Os concomitantes bilineares ∆c2 e ∆d

devem ser decompostos de acordo com a eq. (1.24).

Antes de dar prosseguimento, deve–se notar que a equação adjunta (3.16) é

generalizada. Ela vale para qualquer sistema de coordenadas e, particularmente,

para o cartesiano. O mesmo se aplica às condições de contorno que são impostas

nos planos de corte, paredes sólidas e farfield. No primeiro caso, os requisitos de

periodicidade permanecem imutáveis, enquanto para os outros dois, eqs. (3.17) e

(3.18) apresentam suas formas cartesianas. Assim, prosseguir–se–á com o mesmo

que foi discutido por Hayashi, Ceze e Volpe (2013), e resolver o problema adjunto

diretamente no espaço físico, que é representado pelas coordenadas cartesianas.

3.3.1 O Problema 2–D

Para escoamentos bidimensionais, os subscritos Gregos variam de 1 a 4, onde

1 se refere a continuidade, 2 e 3 para quantidade de movimento e 4 para a energia.

Índices latinos se referem às duas dimensões no espaço físico — por simplicidade,

x1
′

= x , x2
′

= y. As matrizes de fluxo Jacobiano correspondentes são desginadas

por: A1′ = A e A2′ = B, respectivamente. Sob estas circunstâncias, a equação

adjunta pode ser escrita na forma:

∂ϕα

∂t
− Aβα

ϕβ

∂x
− Bβα

ϕβ

∂y
= 0 (3.19)

O operador fluxo Jacobiano é simbolizado por Ai′

βα ⇒ A
T
= (AT ,BT ), por

simplicidade (HIRSCH, 1988b). Sua projeção na direção normal a uma dada fron-
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teira, k = (kx, ky)
T , é definida da seguinte forma:

−A
T
K ≡ −A

T · k = −kxAT − kyB
T (3.20)

onde o sinal negativo e a transposição, da eq. (3.19), foi mantida por conveniência.

A matriz de transformação de similaridade que diagonaliza a matriz resultante

fornece:

−Λ = −PT · AT
K ·
(
P−1

)T

=










−u · n 0 0 0

0 −u · n 0 0

0 0 −(u · n+ c) 0

0 0 0 −(u · n− c)










(3.21)

que são, obviamente, os mesmos autovalores das equações de Euler, mas com

sinais opostos. Também associados com a direção k, os operadores de transfor-

mação de similaridade são dados por (HIRSCH, 1988b):

PT =










1 u v u·u
2

0 ρky −ρkx ρ (uky − vkx)
ρ

2c
ρ(ckx+u)

2c

ρ(cky+v)

2c
ρ

2

(
c

γ−1
+ u · n+ u·u

2c

)

ρ

2c
ρ(v−ckx)

2c

ρ(v−cky)

2c
ρ

2

(
c

γ−1
− u · n+ u·u

2c

)










(3.22)

(
P−1

)T
=










1− (γ−1)(u·u)
2c2

vkx−uky
ρ

(γ−1)(u·u)−2c(u·n)
2ρc

(γ−1)(u·u)+2c(u·n)
2ρc

(γ−1)u
c2

ky
ρ

ckx−(γ−1)u
ρc

−ckx−(γ−1)u
ρc

(γ−1)v
c2

−kx
ρ

cky−(γ−1)v

ρc

−cky−(γ−1)v

ρc

− (γ−1)
c2

0 γ−1
ρc

γ−1
ρc










(3.23)

A forma característica da equação adjunta é obtida ao pré–multiplicar (3.19)

por PT , que leva a expressão:

PT ∂ϕ

∂t
−PTAT

(
P−1

)T
PT ∂ϕ

∂x
−PTBT

(
P−1

)T
PT ∂ϕ

∂y
= 0 (3.24)

Pode ser acresecentado que o produto (PT δϕ) define os diferenciais adjuntos

de Riemann. Consequentemente, ao computar os produtos de matrizes na eq.

(3.24), pode–se obter um sistema de equações de Riemann, ou características, na

forma:
N∑

β=1

Kt
αβ

∂ϕβ

∂t
=

N∑

β=1

Kx
αβ

∂ϕβ

∂x
+

N∑

β=1

Ky
αβ

∂ϕβ

∂y
(3.25)

onde N = 4 e os coeficientes Kt
αβ, K

x
αβ e Ky

αβ estão listados na tabela A.1 apresen-
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tada no apêndice A. O conjunto acima mantém a linearidade da equação original

(3.19). A única diferença reside no que cada equação α de (3.25) está associada

com uma particular velocidade característica, ou seja, o autovalor correspondente

da eq. (3.21).

Ao tomar o vetor k normal às fronteiras do domínio, esses autovalores de-

terminam qual das características adjuntas entram ou deixam o domínio. Como

discutido por Hayashi, Ceze e Volpe (2013), as características que entram no do-

mínio são substituídas por condições de contorno, que são obtidas ao encontrar

uma relação de compatibilidade entre as variáveis adjuntas ϕα que anule o conco-

mitante bilinear da fronteira em questão para qualquer variação arbitrária, porém

realizável, de δQα. Já as características que saem do domínio fornecem para a

fronteira a informação vinda do escoamento, completando assim o problema de

Riemann. As equações que representam as últimas são tomadas a partir da eq.

(3.25) para cada caso.

3.3.1.1 Parede Sólida

Em uma transformação 2–D do tipo (x, y) ⇋ (ξ, η), o contorno do corpo pode

ser especificado tanto como uma curva de nível, como η(x, y) = 0, ou em forma

paramétrica por x(ξ, 0) and y(ξ, 0). Em qualquer das duas, a razão dos elementos

de área pode ser escrita como:

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
=

√
(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2

=
√
g11 (3.26)

onde g11 é um elemento do tensor métrico gij (FLÜGGE, 1972). Assim, a condição

de contorno de parede sólida da eq. (3.17) se torna:

kxϕ2 + kyϕ3 =
∂F
∂p

√
g11 (3.27)

Em um esquema numérico onde o valor das variáveis adjuntas nas faces de

um elemento é aproximada pela média aritmética de ϕα dos elementos adjacentes

a ela (HAYASHI, 2009), a condição de contorno adjunta discretizada em paredes

sólidas é dada por:

kx

(
ϕ−

2 + ϕ+
2

)

2
+ ky

(
ϕ−

3 + ϕ+
3

)

2
=
∂F
∂p

√
g11 (3.28)

onde ϕ−

k representam os valores das variáveis adjuntas nos volumes fantasmas

(ghost cells), enquanto ϕ+
k correspondem aos valores nos elementos internos cor-

respondentes.



3.3 Condições de Contorno Adjuntas 48

O fato desta condição possuir duas variáveis adjuntas a serem determinadas

nos volumes fantasmas e apenas uma equação restritiva, naturalmente implica

em infinitas combinações de ϕ−

2 e ϕ−

3 que satisfazem a eq. (3.28). Nesta Tese,

optou–se pelo já mencionado esquema de Reuther (1996), que se adequa bem ao

escopo deste trabalho.







ϕ−

1 = ϕ+
1

ϕ−

2 = ϕ+
2 + 2kx

k2x+k2y

(
∂F
∂p

√
g11 − kxϕ

+
2 − kyϕ

+
3

)

ϕ−

3 = ϕ+
3 + 2ky

k2x+k2y

(
∂F
∂p

√
g11 − kxϕ

+
2 − kyϕ

+
3

)

ϕ−

4 = ϕ+
4

(3.29)

Esse esquema tem sido amplamente verificado na literatura. Foi mostrado que

ele leva a estimativas do gradiente de sensibilidade que estão de acordo com aque-

les obtidos por outros métodos, dentro de níveis de precisão razoáveis (REUTHER,

1996). Assim, ele deve ser consistente com as aplicações propostas.

3.3.1.2 Saída

Como já referido, a imposição de condições de contorno em uma determinada

fronteira do domínio computacional está diretamente relacionada com o sentido

de propagação de características. A figura 3.1 apresenta o sentido de propagação

de cada uma delas em fronteiras permeáveis onde ocorre a saída de escoamento.
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Figura 3.1: Propagação de características adjuntas em fronteiras de saída

As expressões para essa condição de contorno são obtidas a partir do termo d

nas equações (3.14) e (3.18). Como esse tipo de fronteira em particular não está

sujeito a qualquer controle paramétrico, a condição de contorno a ser imposta

resulta diretamente da anulação do concomitante bilinear ∆d, reapresentado na

eq. (3.30), para variações arbitrárias, porém realizáveis das propriedades do es-
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coamento.

∆d =
〈

ϕαA
i′

αβni′ , δQβ

〉

so
⇔
〈
ϕT · AK · δQ

〉

so
= 0 (3.30)

A derivação segue o mesmo procedimento proposto por Hayashi, Ceze e Volpe

(2013), de modo que permaneça consistente com o fato de que as equações go-

vernantes e adjuntas sejam bem postas.

O problema de contorno é um tanto trivial para saídas supersônicas. Uma vez

que elas não requerem qualquer condição de contorno física e, portanto, qualquer

variação δQ é possível, a única maneira de garantir que ∆d seja nulo é aplicar

condições de contorno adjuntas homogêneas ϕα

∣
∣
so
= 0:

Por outro lado, absolutamente diferentes, seções de saída em regime de esco-

amento subsônico implicam a presença de três características adjuntas entrando

no domínio. Elas representam o primeiro, segundo e quarto autovalores em (3.21)

e suas linhas correspondentes em (3.25) devem ser substituídas por condições de

contorno. Assim, apenas a terceira característica adjunta, que é associada ao

autovalor −(u · n+ c), precisa ser resolvida, na realidade.

Portanto, as fronteiras de saída subsônica requerem três condições de contorno

adjuntas. Elas vem da única restrição de realizabilidade que é imposta em δQα

nessa fronteira. Nas aplicações de interesse deste trabalho, a pressão estática é a

única quantidade que é fixada. Ao escrevê–la em função das variáveis conservadas

Q e impor que sua variação δp seja nula, obtém–se a seguinte relação (HAYASHI;

CEZE; VOLPE, 2013):

δQ4 = uδQ2 + vδQ3 −
(u2 + v2)

2
δQ1 (3.31)

A equação acima representa o locus de variações realizáveis nas fronteiras

de saída subsônica, i.e., aquelas que correspondem à imposição da condição de

contorno: pressão estática constante. Ela preserva três graus de liberdade físicos,

uma vez que fornece um δQ4 realizável em termos de δQ1, δQ2 e δQ3, que podem

ser arbitrários. Em essência, os graus de liberdade físicos preservados correspon-

dem a características do escoamento que saem do domínio e, então, representam

uma solução do escoamento e suas variações.

Substituindo (3.31) para a variação correspondente no concomitante bilinear

dado pela eq. (3.30), e forçando–o a zero, obtém–se três condições de contorno
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adjuntas correspondentes (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013):







ϕ1 =
1
2
[2etγ − (γ − 1) (u2 + v2)]ϕ4 = C1ϕ4

ϕ2 =
[
−2etγkx+(γ−2)kxu2−2kyuv+γkxv

2

2(kxu+kyv)

]

ϕ4 = C2ϕ4

ϕ3 =
[
−2etγky+(γ−2)kyv2−2kxuv+γkyu

2

2(kxu+kyv)

]

ϕ4 = C3ϕ4

(3.32)

A tabela 3.1 apresenta um resumo das condições de contorno de saída em

ambos os regimes de escoamento subsônico e supersônico.

Tabela 3.1: Resumo das condições de contorno adjuntas de saída

Regime Variação δQ Condição adjunta ϕ

subsônico
δQ4(δQ1, δQ2, δQ3) ϕ1(ϕ4), ϕ2(ϕ4), ϕ3(ϕ4)

eq. (3.31) eq. (3.32)

supersônico δQα livres ϕα = 0

Em termos de operadores, as eqs. (3.31) e (3.32) correspondem a B′
Q · δQ = 0

e B∗ · ϕ = 0, respectivamente. A primeira vem da eq. (1.20b) e leva em conta o

fato de que B′
P
= 0 na saída. As expressões para B′

Q e B∗ são dadas por:

B′

Q

∣
∣
∣
∣
so

=










0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−u·u
2

u v −1










; B∗

∣
∣
∣
∣
so

=










1 0 0 −C1

0 1 0 −C2

0 0 1 −C3

0 0 0 0










(3.33)

As três primeiras linhas de B′
Q se referem aos graus de liberdade livres (δQ1,

δQ2, δQ3), que, por sua vez, correspondem às três características que deixam o

domínio no problema físico. Enquanto a última linha de B∗ implica que ϕ4 seja

obtido ao resolver a única característica adjunta que sai do domínio, ou seja, a

terceira.

Sob essas condições, a decomposição proposta do concomitante bilinear na

eq. (3.30) é dada por:






P1(ϕ) = −ϕT
AK

B∗(ϕ) = ϕTB∗T
(3.34)

Então, levando em conta o fato de que ∆d é, na realidade, um escalar e

ao substituir (3.34) por sua contraparte na expressão entre colchetes de (1.24),
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tem–se:

〈
ϕT · AK · δQ

〉

so
=
〈
P1(ϕ),B′

QδQ
〉

so
+ 〈B∗(ϕ),MδQ〉so

= −
〈
ϕT · AK · B′

Q · δQ
〉

so
+
〈
ϕT · B∗T · M · δQ

〉

so
(3.35)

Portanto,

〈
ϕT · AK ·

(
I+ B′

Q

)
· δQ

〉

so
=
〈
ϕT · B∗T · M · δQ

〉

so
(3.36)

onde I representa a matriz identidade e a matriz M é dada por:

M
∣
∣
∣
∣
so

=
√
g11










0 kx ky 0

−u (u · n) kxu+ u · n kyu 0

−v (u · n) kxv u · n+ kyv 0

0 0 0 0










(3.37)

que claramente resulta em um operador que é linearmente independente de B′
Q

na eq. (3.33). Portanto, prova–se que a mesma condição de contorno adjunta

nas fronteiras de saída, que mostraram–se consistentes com o fato do problema

ser bem posto (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013), também satisfazem os requisitos

propostos por Cacuci et al. (1980).

Para finalizar a construção do problema de Riemann completo nas fronteiras

de saída, três condições de contorno da eq. (3.32) devem ser combinadas com a

terceira equação característca adjunta de (3.25) em um único sistema. Isso pode

ser feito tanto usando as equações como são ou, alternativamente, diferenciando

(3.32) com respeito ao tempo. Em princípio, a segunda opção parece permitir

uma implementação mais simples e, por isso é escolhida.

Ao diferenciar a eq. (3.32) com respeito ao tempo, tem–se: ϕ̇α = Ċαϕ4+Cαϕ̇4,

onde 1 ≤ α ≤ 3 e o ponto (˙) representa ∂( )/∂t. Entretanto, neste contexto,

os coeficientes são baseados em uma solução estacionária do escoamento, então

Ċα = 0. Assim, o sistema completo para o problema de Riemann em fronteiras

de saída pode ser escrito na forma:






ϕ̇1 − C1 ϕ̇4 = 0

ϕ̇2 − C2 ϕ̇4 = 0

ϕ̇3 − C3 ϕ̇4 = 0
(

3∑

β=1

Kt
3βCβ +Kt

34

)

ϕ̇4 = R3

(3.38)

onde as derivadas espaciais no lado direito da terceira característica na eq. (3.25)
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foram agrupadas no termo R3. O sistema resultante é sujeito a integração numé-

rica explicitamente.

3.3.1.3 Entrada

Assim como foi feito com as fronteiras de saída, considere a figura 3.2 e o

sentido de propagação de características nas fronteiras permeáveis onde ocorre

entrada de escoamento no domínio em ambos os regimes subsônico e supersônico.

Novamente, isto será vital no que diz respeito às condições de contorno adjuntas.
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Figura 3.2: Propagação de características adjuntas em fronteiras de entrada

Já que estão sujeitas a controle paramétrico, as condições de contorno de

entrada são as mais complexas consideradas neste trabalho. Os dois termos res-

ponsáveis por essa fronteira na eq. (3.18) são:

∆c1 +∆c2 =

〈

ψα

∂Bα

∂Qβ

, δQβ

〉

si

+
〈

ϕαA
i′

αβni′ , δQβ

〉

si

=
〈
ψ · B′

Q · δQ
〉

si
+
〈
ϕT · AK · δQ

〉

si
(3.39)

e eles correspondem ao produto interno c na eq. (3.14). Em particular, o segundo

termo ∆c2 é um concomitante bilinear e, então, pode ser decomposto de acordo

com Cacuci et al. (1980).

Em regime supersônico, as variáveis primitivas V ≡ (ρ, u, v, p)T são todas

especificadas nesse tipo de fronteira e elas fixam Q, o que implica que P ≡ V

e B[Q,V] = 0. Reciprocamente, as variáveis adjuntas não são impostas em

qualquer condição de contorno e ϕ vem da solução adjunta propriamente dita.

Como resultado, o operador de contorno do escoamento é a matriz identidade

B′
Q = I e, na falta de qualquer condição de contorno adjunta, tem–se B∗ = 0.
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Portanto, a eq. (1.20b) toma a forma:









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



















δQ1

δQ2

δQ3

δQ4










=










1 0 0 0

u ρ 0 0

v 0 ρ 0
u·u
2

ρu ρv 1
(γ−1)



















δρ

δu

δv

δp










(3.40)

onde a matriz quadrada do lado direito da eq. (3.40) claramente representa o

operador −B′
α ≡ −B′

V . Além disso, deve–se adicionar que, embora as variáveis Q

e V sejam fixadas para cada solução particular do escoamento, tomadas indivi-

dualmente, isso não implica que suas variações virtuais ao redor daquela solução

sejam necessariamente zero. De fato, a sensibilidade do escoamento para tais

variações virtuais é precisamente o principal objetivo desta investigação.

Sob tais circunstâncias, a decomposição do concomitante bilinear proposta

para fronteiras de entrada supersônica se resume a:

P1(ϕ) = ϕ
T
AK e B∗(ϕ) = 0 (3.41)

que resulta:

〈
ϕT · AK · δQ

〉

si
=

〈
P1(ϕ),B′

QδQ
〉

si
+ 〈B∗(ϕ),MδQ〉si

=
〈
P1(ϕ),B′

QδQ
〉

si

=
〈
ϕT

AK , IδQ
〉

si
(3.42)

Uma vez que B∗ é zero, o operador M, aqui, poderia ser qualquer. Dado

que é linearmente independente da matriz identidade B′
Q. Então, da eq. (1.26),

pode–se resolver para ψ, que resulta:

ψ = −P1(ϕ) = −ϕT · AK (3.43)

e, da eq. (3.39), obtém–se para ∆c1 +∆c2 :

〈
ψ · B′

Q · δQ
〉

si
+
〈
ϕT · AK · δQ

〉

si
= −

〈
ϕT · AK · I · δQ

〉

si
+
〈
ϕT · AK · δQ

〉

si
= 0

(3.44)

Portanto, ela satisfaz os requisitos que foram propostos por Cacuci et al.

(1980), a respeito da decomposição do concomitante bilinear e o cancelamento

dos termos ∆c1 +∆c2 = 0.

Isso é absolutamente diferente das fronteiras de entrada em regime subsônico,

em que apenas uma característica adjunta entra no domínio. Para uma normal

apontando para dentro do domínio, ela é associada com o autovalor −(u · n− c)
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na eq. (3.21). Assim, a quarta PDE do sistema (3.25) deve ser substituída

por uma condição de contorno adjunta. O escoamento, por sua vez, envolve

três características que entram no domínio, desta forma requer três condições de

contorno físicas.

Nas aplicações de interesse, a direção do escoamento θ, juntamente com pres-

são de estagnação po e temperatura de estagnação To, são prescritas. Em termos

de variáveis de estado, tem–se:







po = B1 (Qβ) =
(γ−1)[2Q1Q4−(Q2

2+Q2
3)]

2Q1

{

1 +
(Q2

2+Q2
3)

γ[2Q1Q4−(Q2
2+Q2

3)]

} γ

(γ−1)

To = B2 (Qβ) =
(γ−1)

2γRQ2
1
[2γQ1Q4 − (γ − 1) (Q2

2 +Q2
3)]

tan(θ) = B3 (Qβ) =
Q3

Q2

(3.45)

De modo a tornar a álgebra um pouco mais simples, pode–se referir a partir

daqui o uso da notação ϑ ≡ tan(θ). Então, poderia–se escrever o sistema acima

na forma da eq. (1.18b) assim:

B [Q,P ] = 0 ⇒







B1 (Qβ)− po = 0

B2 (Qβ)− To = 0

B3 (Qβ)− ϑ = 0

(3.46)

onde os parâmetros de controle são precisamente formados pelo conjunto P ≡
(po, To, ϑ)

T .

O teorema da função implícita (KAPLAN, 1971) pode ser utilizado par obter a

forma linearizada da eq. (3.46). De modo a permanecer consistente com as deri-

vações de Hayashi, Ceze e Volpe (2013), δQ1 é tomado como o grau de liberdade

livre, ou seja, a variação que é relatada para a única característica que deixa o

domínio. Enquanto δQ2, δQ3 e δQ4 são considerados as variações dependentes.

Assim: 





∂B1

∂Q2
δQ2 +

∂B1

∂Q3
δQ3 +

∂B1

∂Q4
δQ4 = δpo − ∂B1

∂Q1
δQ1

∂B2

∂Q2
δQ2 +

∂B2

∂Q3
δQ3 +

∂B2

∂Q4
δQ4 = δTo − ∂B2

∂Q1
δQ1

∂B3

∂Q2
δQ2 +

∂B3

∂Q3
δQ3 +

∂B3

∂Q4
δQ4 = δϑ− ∂B3

∂Q1
δQ1

(3.47)

Sob essas condições, pode–se obter o determinante do Jacobiano principal:

∆ ≡ ∂ (B1,B2,B3)

∂ (Q2, Q3, Q4)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2

∂B1

∂Q3

∂B1

∂Q4

∂B2

∂Q2

∂B2

∂Q3

∂B2

∂Q4

∂B3

∂Q2

∂B3

∂Q3

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −(γ − 1)M2po
(Rρ3u2)

6= 0 (3.48)
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que é claramente não–nulo, logo o sistema de equações (3.47) é possível e deter-

minado. Aplicando a regra de Cramer para resolvê–lo, tem–se:

δQ2 =
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δpo − ∂B1

∂Q1
δQ1

∂B1

∂Q3

∂B1

∂Q4

δTo − ∂B2

∂Q1
δQ1

∂B2

∂Q3

∂B2

∂Q4

δϑ− ∂B3

∂Q1
δQ1

∂B3

∂Q3

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(3.49)

δQ3 =
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2
δpo − ∂B1

∂Q1
δQ1

∂B1

∂Q4

∂B2

∂Q2
δTo − ∂B2

∂Q1
δQ1

∂B2

∂Q4

∂B3

∂Q2
δϑ− ∂B3

∂Q1
δQ1

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(3.50)

δQ4 =
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2

∂B1

∂Q3
δpo − ∂B1

∂Q1
δQ1

∂B2

∂Q2

∂B2

∂Q3
δTo − ∂B2

∂Q1
δQ1

∂B3

∂Q2

∂B3

∂Q3
δϑ− ∂B3

∂Q1
δQ1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(3.51)

Ou ainda:

δQ2 =
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 ∂B1

∂Q3

∂B1

∂Q4

0 ∂B2

∂Q3

∂B2

∂Q4

0 ∂B3

∂Q3

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δpo +
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 ∂B1

∂Q3

∂B1

∂Q4

1 ∂B2

∂Q3

∂B2

∂Q4

0 ∂B3

∂Q3

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δTo +

+
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 ∂B1

∂Q3

∂B1

∂Q4

0 ∂B2

∂Q3

∂B2

∂Q4

1 ∂B3

∂Q3

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δϑ− 1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q1

∂B1

∂Q3

∂B1

∂Q4

∂B2

∂Q1

∂B2

∂Q3

∂B2

∂Q4

∂B3

∂Q1

∂B3

∂Q3

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δQ1 (3.52)

δQ3 =
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2
1 ∂B1

∂Q4

∂B2

∂Q2
0 ∂B2

∂Q4

∂B3

∂Q2
0 ∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δpo +
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2
0 ∂B1

∂Q4

∂B2

∂Q2
1 ∂B2

∂Q4

∂B3

∂Q2
0 ∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δTo +

+
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2
0 ∂B1

∂Q4

∂B2

∂Q2
0 ∂B2

∂Q4

∂B3

∂Q2
1 ∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δϑ− 1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2

∂B1

∂Q1

∂B1

∂Q4

∂B2

∂Q2

∂B2

∂Q1

∂B2

∂Q4

∂B3

∂Q2

∂B3

∂Q1

∂B3

∂Q4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δQ1 (3.53)

δQ4 =
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2

∂B1

∂Q3
1

∂B2

∂Q2

∂B2

∂Q3
0

∂B3

∂Q2

∂B3

∂Q3
0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δpo +
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2

∂B1

∂Q3
0

∂B2

∂Q2

∂B2

∂Q3
1

∂B3

∂Q2

∂B3

∂Q3
0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δTo +

+
1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2

∂B1

∂Q3
0

∂B2

∂Q2

∂B2

∂Q3
0

∂B3

∂Q2

∂B3

∂Q3
1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δϑ− 1

∆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂B1

∂Q2

∂B1

∂Q3

∂B1

∂Q1

∂B2

∂Q2

∂B2

∂Q3

∂B2

∂Q1

∂B3

∂Q2

∂B3

∂Q3

∂B3

∂Q1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

δQ1 (3.54)
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Alternativamente, as diferenciais totais para as variações dependentes são

computadas na forma:

δQ2 = 1
∆

[
∂(B1,B2,B3)
∂(po,Q3,Q4)

δpo +
∂(B1,B2,B3)
∂(To,Q3,Q4)

δTo +
∂(B1,B2,B3)
∂(ϑ,Q3,Q4)

δϑ− ∂(B1,B2,B3)
∂(Q1,Q3,Q4)

δQ1

]

δQ3 = 1
∆

[
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,po,Q4)

δpo +
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,To,Q4)

δTo +
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,ϑ,Q4)

δϑ− ∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q1,Q4)

δQ1

]

δQ4 = 1
∆

[
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,po)

δpo +
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,To)

δTo +
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,ϑ)

δϑ− ∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q1)

δQ1

]

(3.55)

Os resultados são então rearranjados como na eq. (1.20b), B′
Q · δQ = −B′

P
·

δP :









0 0 0 0
∂Q2

∂Q1
−1 0 0

∂Q3

∂Q1
0 −1 0

∂Q4

∂Q1
0 0 −1



















δQ1

δQ2

δQ3

δQ4










= −










0 0 0
∂Q2

∂po

∂Q2

∂To

∂Q2

∂ϑ

∂Q3

∂po

∂Q3

∂To

∂Q3

∂ϑ

∂Q4

∂po

∂Q4

∂To

∂Q4

∂ϑ
















δpo

δTo

δϑ







(3.56)

onde as derivadas parciais vem do determinante Jacobiano correspondente nos

diferenciais totais, eq. (3.55), i.e.:

∂Q2

∂Q1

= −
∂(B1,B2,B3)
∂(Q1,Q3,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q3

∂Q1

= −
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q1,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q4

∂Q1

= −
∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q1)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

∂Q2

∂po
=

∂(B1,B2,B3)
∂(po,Q3,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q3

∂po
=

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,po,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q4

∂po
=

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,po)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

∂Q2

∂To
=

∂(B1,B2,B3)
∂(To,Q3,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q3

∂To
=

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,To,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q4

∂To
=

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,To)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

∂Q2

∂ϑ
=

∂(B1,B2,B3)
∂(θ,Q3,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q3

∂ϑ
=

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,θ,Q4)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

;
∂Q4

∂ϑ
=

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,θ)

∂(B1,B2,B3)
∂(Q2,Q3,Q4)

(3.57)

Os operadores acima são dados explicitamente por:

B′

Q =










0 0 0 0

u− γpu

ρ(u2+v2)
−1 0 0

v − γpv

ρ(u2+v2)
0 −1 0

−ρu2+γ(−2(−2+γ)p+ρu2)+(−1+γ)ρv2

2(−1+γ)ρ
0 0 −1










(3.58)

B′

P =










0 0 0
ρu

M2Po

u
2To

(
ρ− 2ρ

M2

)
− ρ2u2v

γM2p

ρv

M2Po

v
2To

(
ρ− 2ρ

M2

)
ρ2u3

γM2p

(γ−1)p
Po

γp

T

[
1

(γ−1)
− T

To

]

0










(3.59)
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onde a primeira linha de ambos os operadores significa simplesmente que δQ1 é

livre, de uma forma que essa variação representa os efeitos de variações arbitrárias

do domínio do escoamento na fronteira.

Agora, o ponto mais importante desta pesquisa está no fato de que o operador

B′
Q acima é exatamente equivalente a eq. (43) de Hayashi, Ceze e Volpe (2013),

que é reproduzida abaixo para efeito de comparação:






δQ2 =
u
2

[

2− γ + γ2 − 2e(γ−1)γ
(u2+v2)

]

δQ1

δQ3 =
v
2

[

2− γ + γ2 − 2e(γ−1)γ
(u2+v2)

]

δQ1

δQ4 =
1
2
[−2e(γ − 2)γ + (γ − 1)2(u2 + v2)] δQ1

(3.60)

Com pequeno esforço algébrico, percebe–se que a única diferença entre elas

é o fato de que os coeficientes de δQ1 e seus correspondentes elementos em B′
Q

estão escritos em termos da pressão estática p na eq. (3.58), enquanto na eq.

(3.60) são dados em termos da energia e.

O fato de que ambas as formas (3.58) e (3.60) são inteiramente equivalentes

tem uma consequencia fundamental: ele implica que as mesmas condições de

contorno implementadas naquele trabalho, podem ser utilizadas aqui na forma

de um operador B∗(ϕ) = 0. A forma original dessa condição dada pelas eqs. (45)

e (46) daquele trabalho (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013) é dada por:

C1ϕ1 + C2ϕ2 + C3ϕ3 + C4ϕ4 = 0 (3.61)

onde os coeficientes são:






C1 =
[

2− γ + γ2 − 2γe(γ−1)
u2+v2

]
(kxu+kyv)

2

C2 =
(2−γ+γ2)kxu2+2(1−γ+γ2)kyuv

2
− (γ−1)γkxv2

2
− 2γe(γ−1)[2kyuv+kx(u2−v2)]

2(u2+v2)

C3 =
−γ(γ−1)kyu4+2kyu2v2

2(u2+v2)
+

2(1−γ+γ2)kx(u3v+uv3)+(2−γ+γ2)kyv4+2γe(γ−1)[ky(u2−v2)−2kxuv]
2(u2+v2)

C4 = − (kxu+kyv)[(γ−1)(u2+v2)−2γe][(2−γ+γ2)(u2+v2)−2γe(γ−1)]
4(u2+v2)

(3.62)

A forma da eq. (3.61) em termos do operador B∗ é bem simples e é dada por:

B∗

∣
∣
∣
∣
si

=










1 −C2

C1
−C3

C1
−C4

C1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0










(3.63)
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que é consistente com o fato de que existe apenas uma característica adjunta

entrando no domínio em fronteiras de entrada subsônica. As últimas três linhas,

na realidade, representam as características que apontam para fora do domínio.

Então, ao aplicar à condição de entrada a mesma decomposição apresentada

na eq. (3.34),






P1(ϕ) = −ϕT
AK

B∗(ϕ) = ϕTB∗T
(3.64)

A álgebra resultante é inteiramente análoga aquela da eq. (3.36), como espe-

rado. A única diferença é que os produtos internos agora se referem à condição

de entrada (si), ao invés daquela de saída (so). Além dessa mudança, o operador

M é então obtido:

M
∣
∣
∣
∣
si

=
√
g11










M11 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0










; M11 = (γ2 − γ + 2) (kx + ky)− et(γ−1)γ(kxu+kyv)

(u2+v2)

(3.65)

que também é linearmente independente do B′
Q correspondente, como pode ser

claramente visto ao comparar o resultado acima com a eq. (3.58). A partir da

primeira equação em (3.64) e da (1.26), obtém–se ψ:

ψ = −P1(ϕ) = +ϕT · AK (3.66)

Finalmente, levando em conta o fato de que B∗(ϕ) = ϕTB∗T = 0, e subs-

tituindo as eqs. (3.64) e (3.66) para os termos correspondentes na eq. (3.39),

obtém–se para ∆c1 +∆c2 :

〈
ψ · B′

Q · δQ
〉

si
+
〈
ϕT · AK · δQ

〉

si
=
〈
ψ · B′

Q · δQ
〉

si
+
〈
P1(ϕ),B′

Q · δQ
〉

si

=
〈
ϕT · AK · B′

Q · δQ
〉

si
−
〈
ϕT · AK · B′

Q · δQ
〉

si

= 0 (3.67)

que resulta identicamente nula, como certamente deveria.

Acima de tudo, o que esses resultados mostram, olhando o tratamento das

fronteiras de farfield no problema de contorno de Hayashi, Ceze e Volpe (2013),

é que, não apenas ele é totalmente consistente com os requisitos de Cacuci et al.

(1980), como também permite estender o escopo das derivadas de sensibilidade.

Isso parece indicar que o trabalho de Hayashi, Ceze e Volpe (2013) gira ao redor

de casos mais simples, onde ambas as eqs. (3.40) e (3.56) tem δP = 0 na seção
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de entrada.

O problema de Riemann completo é obtido ao unir as as três primeiras PDE’s

características adjuntas da eq. (3.25) com a única condição de contorno adjunta

das eqs. (3.61) e (3.62).

Ao diferenciar (3.61) com respeito ao tempo, tem–se: Ċαϕα+Cαϕ̇α = 0, onde

1 ≤ α ≤ 4. Novamente os coeficientes da eq. (3.62) são baseados na solução de

estado estacionário do escoamento, então Ċα = 0. Então, ao incluir a equação

resultante no sistema de PDE’s características a que saem do domínio, obtém–se

o sistema completo de equações:







Kt
11

∂ϕ1

∂t
+Kt

12
∂ϕ2

∂t
+Kt

13
∂ϕ3

∂t
+Kt

14
∂ϕ4

∂t
= R1

Kt
21

∂ϕ1

∂t
+Kt

22
∂ϕ2

∂t
+Kt

23
∂ϕ3

∂t
+Kt

24
∂ϕ4

∂t
= R2

Kt
31

∂ϕ1

∂t
+Kt

32
∂ϕ2

∂t
+Kt

33
∂ϕ3

∂t
+Kt

34
∂ϕ4

∂t
= R3

C1
∂ϕ1

∂t
+C2

∂ϕ2

∂t
+C3

∂ϕ3

∂t
+C4

∂ϕ4

∂t
= 0

(3.68)

onde as derivadas espaciais do lado direito da eq. (3.25) tiveram seus termos

coletados em Rα. O sistema resultante é sujeito então a integração numérica com

marcha explícita no tempo.

A tabela 3.2 apresenta um resumo das condições de contorno adjuntas nas

fronteiras de entrada que correspondem a cada regime de escoamento.

Tabela 3.2: Resumo das condições de contorno adjuntas de entrada

Regime Variação δQ Condição adjunta ϕ

subsônico
δQ2(δQ1), δQ3(δQ1), δQ4(δQ1) ϕ1(ϕ2, ϕ3, ϕ4)

eq. (3.60) eq. (3.61)

supersônico δQα = 0 ϕα livres

3.4 Gradiente Adjunto

A forma original do gradiente de sensibilidades vem da eq. (3.14), e corres-

ponde aos termos e, g, h e i, que são reproduzidos abaixo:

〈a, δα〉 = −
〈

ϕα, δ
(
Jβ2

i′

)
f i′

αn2

〉

b∞
+

〈

δ
(
Jβk

i′

)
,
f i′

α

J

∂(Jϕα)

∂ξk

〉

+

−
〈

F , δ
∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣

〉

bw

−
〈
p,
[
ϕ(i′+1)δ

(
Jβ2

i′

)
n2

]〉

bw
− 〈ψ,B′

PδP〉si (3.69)
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Entre eles, os quatro primeiros termos do lado direito da equação representam

variações geométricas e podem ser simplificados ainda mais, como mostra Jame-

son e Kim (2003b) no apêndice . O último termo da equação acima é o único

que, na realidade trata de sensibilidades nas seções de entrada. Na ausência de

variações de geometria, ele se torna o único termo no gradiente,

〈a, δP〉 = −〈ψ,B′

PδP〉si (3.70)

Para escoamentos supersônicos, o operador B′
P

vem da eq. (3.40), enquanto

ψ é dado pela eq. (3.43). Assim, obtém–se:






∂I
∂ρ

=

∫

si

(

−Unϕ1 − uUnϕ2 − vUnϕ3 −
1

2
c2UnM

2ϕ4

)

dS

∂I
∂u

=

∫

si

[−kxρϕ1 − ρ (kxu+ Un)ϕ2 − ρvkxϕ3 + (−kxσ − ρuUn)ϕ4] dS

∂I
∂v

=

∫

si

[−kyρϕ1 − ρukyϕ2 − ρ (kyv + Un)ϕ3 + (−kyσ − ρvUn)ϕ4] dS

∂I
∂p

=

∫

si

(

−kxϕ2 − kyϕ3 −
γUn

γ − 1
ϕ4

)

dS

(3.71)

onde σ ≡ c2[2+(γ−1)M2]ρ
2(γ−1)

foi definida de modo a apresentar uma forma mais “limpa”

das equações e Un = kxu + kyv, corresponde a velocidade do fluido normal a

fronteira.

Similarmente, no caso de entrada subsônica, B′
P

é dado pela eq. (3.59),

enquanto ψ vem da eq. (3.66). Desta forma:







∂I
∂po

=

∫

si

((
ρUn

poM2

)

ϕ1 +

[
(1− γ) kxpM

2 + 2ρuUn

poM2

]

ϕ2+

+
[
(1−γ)kypM2+2ρvUn

poM2

]

ϕ3 +

{

[2+(γ−1)M2]γpUn

2(γ−1)poM2

}

ϕ4

)

dS

∂I
∂To

=

∫

si

{[
(M2 − 2) ρUn

2ToM2

]

ϕ1 +

[
γpkxM

2 + (M2 − 2) ρuUn

ToM2

]

ϕ2 +

+

[
γpkyM

2+(M2−2)ρvUn

ToM2

]

ϕ3 +

[

(3M2−2)γpUn

2(γ−1)TM2

]

ϕ4

}

dS

∂I
∂ϑ

=

∫

si

([
(kyu− kxv) ρu

2

u2 + v2

]

ϕ1 +

{
[ky (u

2 − v2)− 2kxuv] ρu
2

u2 + v2

}

ϕ2+

+

{

[kx(u2−v2)+2kyuv]ρu2

u2+v2

}

ϕ3 +
{

(kyu− kxv) ρu
2
[
1
2
+ 1

(γ−1)M2

]}

ϕ4

)

dS

(3.72)

A respeito das equações dadas acima, vale acrescentar que nenhuma das ex-

pressões depende explicitamente da medida de mérito, ou seja, na realidade, toda

influência do funcional aparece apenas por meio da solução adjunta.
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4 Resultados

Este capítulo apresenta os resultados e discussões das simulações numéricas

realizadas com o objetivo de validar o código computacional implementado que

resolve as equações adjuntas, bem como as expressões para o cálculo de sensi-

bilidades não–geométricas desenvolvidas no capítulo 3. Os testes são realizados

nos regimes de escoamento subsônico, supersônico e transônico em 4 geometrias:

um bocal divergente, um perfil diamante, um perfil NACA 0012 e um perfil RAE

2822.

4.1 Método de Validação da Solução Adjunta

A ausência de significado físico das variáveis adjuntas dificulta a validação de

um código computacional que resolva estas equações visualizando apenas o seu

campo de solução. Isso ocorre porque não há como determiná–las empirica e/ou

analiticamente em qualquer situação. Uma das formas comumente utilizadas para

contornar esse problema é comparar diretamente os gradientes determinados a

partir da solução adjunta com resultados computados por outro método numérico.

Apesar de custoso, o método de diferenças finitas, brevemente citado na seção

1.4.2 e também referenciado na literatura como método de força bruta, é adequado

para essa finalidade devido a simplicidade de sua implementação.

Formalmente, derivadas de uma função f(x) em um ponto xo podem ser

estimadas por diferenças finitas com segunda ordem de precisão1 ao considerar

as seguintes expansões em série de Taylor em torno de xo:

f(xo +∆x) = f(xo) + ∆x
df(xo)

dx
+

(∆x)2

2!

d2f(xo)

dx2
+ · · · (4.1)

f(xo −∆x) = f(xo)−∆x
df(xo)

dx
+

(∆x)2

2!

d2f(xo)

dx2
+ · · · (4.2)

Subtraindo a eq. (4.2) de (4.1) e rearranjando os termos de maneira conve-

1Matematicamente, um método numérico é dito de k−ésima ordem se o erro da solução e

for proporcional à dimensão da malha h elevado a k−ésima potência, isto é, e ∝ hk.
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niente, obtém–se a seguinte expressão para a sensibilidade de f com relação à x

em x = xo:

df(x)
dx

∣
∣
∣
∣
xo

=
f(xo +∆x)− f(xo −∆x)

2∆x
+O(∆x2) (4.3)

Assim, a avaliação da sensibilidade de uma determinada medida de mérito,

I, com relação a cada parâmetro necessita de duas simulações convergidas do

escoamento, uma para avaliar I(xo +∆x) e outra para I(xo −∆x).

Como já comentado, o regime de velocidade de escoamentos compressíveis

modelados pelas equações de Euler define o número de propriedades que podem

ser impostas como condições de contorno no domínio computacional. Em esco-

amentos bidimensionais, em particular, três propriedades são impostas nas fron-

teiras de entrada quando o escoamento é subsônico nesta região, enquanto quatro

propriedades são impostas no caso supersônico. Assim, a escolha dos parâmetros

de controle deste trabalho naturalmente recai sobre essas propriedades fixadas no

problema físico. Portanto, para a avaliação dos gradientes ∂I/∂ρ, ∂I/∂u, ∂I/∂v

e ∂I/∂p com a ordem de precisão desejada no caso supersônico, são necessárias

oito simulações do escoamento. Enquanto isso, o caso subsônico requer seis solu-

ções convergidas para a obtenção de ∂I/∂po, ∂I/∂To e ∂I/∂ϑ. Novamente, vale

destacar que em ambos os regimes de escoamento descritos, a mesma informação

pode ser obtida apenas com uma solução física e uma adjunta.

4.2 Medidas de Mérito Adotadas

As simulações apresentadas neste capítulo comparam gradientes de três medi-

das de mérito distintas. Todas elas são integrais de superfície nas paredes sólidas

do domínio computacional como mostra a eq. (4.4). Nos casos de escoamento

externo elas correspondem às forças de sustentação (L), arrasto de onda2 (D) e

momento de arfagem em torno do bordo de ataque (M).

L =

∮

bw

(−p ny cos θ + p nx sin θ) dS (4.4a)

D =

∮

bw

(−p nx cos θ − p ny sin θ) dS (4.4b)

M =

∮

bw

[−p nx (y − yref ) d − p ny (x− xref )] dS (4.4c)

2Vale lembrar que o modelo adotado para representar as equações que governam o escoa-
mento no âmbito deste trabalho é invíscido e, portanto, só é possível computar arrasto de onda
nas soluções do problema primal.



4.3 Escoamento Interno 63

onde ~n = nxı̂+ny ̂ é o versor normal à parede apontando para dentro do domínio,

o ponto (xref , yref ) corresponde às coordenadas de referência para o cálculo do

momento e θ corresponde ao ângulo de incidência do escoamento não perturbado

nas fronteiras de entrada.

As seções subsequentes retratam testes de validação do método proposto para

calcular sensibilidades não–geométricas. A seção 4.3 apresenta os casos de esco-

amento interno em um bocal divergente. Nos testes com tal geometria, apenas

sensibilidades com relação à medida de mérito dada pela eq. (4.4a) são compu-

tadas. Já nos casos de escoamento externo descritos na seção 4.4, são avaliados

os gradientes das forças de sustentação e arrasto de onda quando o regime de

escoamento é supersônico e da força de sustentação e momento de arfagem nos

testes em regime de escoamento subsônico/transônico. Para tanto, utiliza–se de

códigos computacionais que resolvem os sistemas de PDE’s de ambos os proble-

mas primal e dual por meio do método de volumes finitos com discretização das

equações do movimento em um esquema centrado nas células (cell centered) com

dissipação artificial. A solução de estado estacionário é obtida por meio de marcha

no tempo da solução transiente via Runge–Kutta de 5 passos com 2a ordem de

precisão (JAMESON; SCHMIDT; TURKEL, 1981), em malhas não–estruturadas for-

madas por elementos triangulares (JAMESON; SRIRAM; MARTINELLI, 2003), com

condições de contorno baseadas em equações diferenciais características e relações

de compatibilidade (HAYASHI; CEZE; VOLPE, 2013). A forma adimensional das

propriedades do escoamento são obtidas com base em um estado de referência

(HAYASHI, 2009), que é o mesmo para todos os testes realizados neste capítulo.

Os valores de referência são: massa específica, ρref = 1.486 kg/m3; velocidade,

vref = 320.44 m/s; e temperatura, Tref = 357.77 K. Além disso, a razão de calo-

res específicos γ = 1.4 e constante do gás R = 287 J/kg · K também são comuns

a todas as simulações aqui presentes.

4.3 Escoamento Interno

Como primeiro teste de validação, optou–se por estudar o escoamento em

um bocal divergente. A escolha por essa geometria se deu devido a possibilidade

de analisar escoamentos em qualquer regime, subsônico ou supersônico sem a

presença de ondas de choque. A parede é descrita pela parábola y = 0.3x2 + 0.3,

com x variando de 0 a 1. A linha de simetria, por sua vez é dada por y = 0.
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4.3.1 Caso Supersônico

As simulações nesse regime do escoamento partiram de condições de en-

trada e saída de escoamento idênticas, que foram definidas com pressão estática

p = 108.9877 kPa, temperatura estática T = 255.5K e número de Mach variando

de 1.5 até 2.5. A figura 4.1 apresenta a malha do bocal divergente com 9002

elementos triangulares que foi utilizada nas simulações dos problemas físicos e

adjunto, juntamente com contornos de número de Mach no caso em que M = 2

na seção de entrada.

(a) Malha (b) Contornos de número de Mach

Figura 4.1: Escoamento supersônico interno em bocal divergente com número
de Mach, M = 2, na seção de entrada.

A título de ilustração, a solução adjunta referente ao mesmo escoamento é

exibida, em suas quatro variáveis, na fig. 4.2. Ela é, particularmente, interessante

para ratificar o argumento relatado no início deste capítulo, de que, na ausência

de solução analítica, é difícil validar o código que resolve o problema dual apenas

com base no seu campo de solução ϕα. Para entender isso, basta observar que,

diferentemente de pressão ou velocidade, os multiplicadores de Lagrange são en-

tidades matemáticas abstratas e que não há meios de medi–los diretamente na

natureza.

Os gradientes adjuntos da medida de mérito dada pela eq. (4.4a) com relação

às variáveis primitivas são finalmente computados e, para fins de validação, com-

parados com os determinados por diferenças finitas na fig. 4.3. Nota–se que em

todos eles há uma excelente concordância entre os resultados de ambos os méto-

dos. As diferenças são apresentadas na fig. 4.4 e permanecem sempre abaixo de

4.6× 10−4 para todos os componentes do gradiente.

Aqui vale lembrar que a solução adjunta tem aproximadamente o mesmo custo

computacional das equações que governam o escoamento. Assim, o tempo total

gasto para que se possa computar o gradiente utilizando o método adjunto foi
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(a) ϕ1 (b) ϕ2

(c) ϕ3 (d) ϕ4

Figura 4.2: Solução adjunta em bocal divergente supersônico com medida de
mérito I = L e número de Mach, M = 2, na seção de entrada.
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Figura 4.3: Sensibilidade em bocal supersônico. Linhas sólidas com marcador
’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂ρ;
azul, ∂L/∂u; verde, ∂L/∂v; magenta, ∂L/∂p.

de aproximadamente duas simulações, enquanto através do método de diferenças

finitas com segunda ordem de precisão, foram necessárias oito simulações para

conseguir a mesma informação. Isso destaca a importância do método para esti-

mar gradientes de sensibilidades já que o seu custo é praticamente indpendente

do número de parâmetros de controle. Nesse sentido, a figura 4.5 compara os

históricos de convergência da soluções de ambos os problemas no caso em que

M = 2 na seção de entrada. É fácil perceber que ambos os problemas convergem
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Figura 4.4: Diferenças entre os gradientes de sensibilidade em bocal supersônico
obtidos pelo método adjunto e diferenças finitas. Vermelho, ∂L/∂ρ; azul, ∂L/∂u;
verde, ∂L/∂v; magenta, ∂L/∂p.

seguindo o mesmo padrão.
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(b) Problema adjunto. Vermelho, ϕ1; azul,
ϕ2; verde, ϕ3; magenta, ϕ4.

Figura 4.5: Comparação dos históricos de convergência dos problemas físico e
adjunto em bocal divergente sob regime de escoamento supersônico (M = 2).

4.3.2 Caso Subsônico

Antes de definir as condições iniciais aplicadas nas simulações no regime de

escoamento subsônico, vale salientar que o sistema de equações governantes se

torna mal condicionado à medida em que se aproxima do limite incompressível

(algo em torno de M = 0.3). Isto ocorre porque a equação de conservação da

energia passa a ser redundante quando os efeitos de compressibilidade desapare-

cem. Dessa forma, em todos os resultados apresentados nesta tese, as soluções

iniciais do problema físico tem número de Mach M ≥ 0.5. Observe, no entanto,

que entre as propriedades escolhidas como condições de contorno do problema
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físico nas seções de entrada, não está incluso o número de Mach neste trabalho.

Isso quer dizer que este é um grau de liberdade livre nessa conjuntura. Logo,

mesmo que a solução inicial tenha, por exemplo, M = 0.5 nesta fronteira, não

implica que a solução estacionária o terá.

A tabela 4.1 apresenta, justamente, as condições de contorno físicas impostas

nas fronteiras de entrada e saída. As propriedades já estão com seus valores

adimensionalizados pelo estado de referência já citado.

Tabela 4.1: Condições de contorno impostas em bocal divergente subsônico
(propriedades adimensionais)

Entrada Saída
Caso po To θ p
1 0.847295 0.75 0◦ 0.818591
2 0.911074 0.765714 0◦ 0.871403
3 0.990787 0.784286 0◦ 0.939453
4 1.088814 0.805714 0◦ 1.025695
5 1.208074 0.83 0◦ 1.133591

A comparação entre gradientes para os casos listados na tabela 4.1 são mos-

trados na fig. 4.6. Os casos 1 a 5 correspondem, respectivamente, aos seguintes

valores de Mach na seção de entrada da solução convergida: 0.47, 0.55, 0.64, 0.715

e 0.75. Estes equivalem a abscissa da figura 4.6, que compara as sensibilidades

obtidas por diferenças finitas e pelo método adjunto.
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Figura 4.6: Sensibilidade em bocal subsônico. Linhas sólidas com marcador ’+’,
diferenças finitas; traço–ponto com marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po;
azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.

É importante ressaltar que a geometria escolhida é conveniente também para
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o caso subsônico, pois o escoamento se mantém sempre no mesmo regime, i.e.,

não existem quaisquer regiões do domínio onde o escoamento ultrapassa Mach 1.

As diferenças entre os gradientes se mantém todas menores do que 3.0× 10−3 em

todos os seus componentes, como indica a fig. 4.7.

0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
−3

−2

−1

0

1

2

3
x 10

−3

Mach

D
if
er

en
ça

(a
d
ju

n
to

x
d
if
er

en
ça

s
fi
n
it

a
s)

 

 

Dif. ∂L/∂po

Dif. ∂L/∂To

Dif. ∂L/∂θ

Figura 4.7: Diferenças entre as sensibilidade em bocal subsônico obtidos pelo
método adjunto e diferenças finitas. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde,
∂L/∂θ.

Os históricos de convergência das soluções física e adjunta do caso 4 da tabela

4.1 são mostrados na figura 4.8. Note que, a velocidade de com que a solução

converge neste caso é bem menor do que no caso supersônico apresentado na

figura 4.5 mesmo com ambas serem simuladas na mesma malha computacional.
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eś

ıd
u
o

 

 

ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4

(b) Problema adjunto. Vermelho, ϕ1; azul,
ϕ2; verde, ϕ3; magenta, ϕ4.

Figura 4.8: Comparação dos históricos de convergência dos problemas físico e
adjunto em bocal divergente em regime de escoamento subsônico (caso 4).
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4.4 Escoamento Externo

Tipicamente, escoamentos em torno de superfícies aerodinâmicas em escoa-

mentos externos são simuladas em malhas “O” ou “C”, como as apresentadas na

fig. 4.9. Aqui, no entanto, há um problema em utilizar esses tipos de malha, par-

ticularmente, em escoamentos no regime supersônico. Note, que nessas malhas,

ocorreriam regiões em que a velocidade normal à esse tipo de fronteira permeável

seriam menores do que a velocidade do som. Nesse caso, não seria possível, por

exemplo, computar as variações por diferenças finitas, já que a física presente

seria diferente ao longo dessa fronteira, ou seja, haveriam regiões em que três

propriedades seriam fixadas, enquanto em outras teriam quatro.

(a) Malha “C” (b) Malha “O”

Figura 4.9: Malhas tipicamente utilizadas para simular escoamentos externos
em torno de aerofólios.

Por esses motivos, optou–se por um tipo de malha com formato quadrado e

condições periódicas nas fronteiras superior e inferior, como indica a fig 4.10. Nas

malhas utilizadas em todos os casos de escoamento externo, o lado do quadrado

foi definido como sendo 100 vezes a corda dos aerofólios, assim sendo as fronteiras

esquerda e direita foram implementadas com condições de contorno de farfield.

4.4.1 Perfil Diamante

As simulações em escoamentos internos da seção 4.3 se mostraram suficientes

para provar o conceito apresentado neste trabalho em escoamentos compressí-

veis nos regimes subsônico e supersônico sem a presença de ondas de choque.

Seguindo uma sequencia crescente de complexidade dos problmas analisados, é

natural investigar casos em que ocorram choques. Como uma primeira geome-

tria para estudar o comportamento da solução adjunta nessas condições, optou–se

por um perfil diamante com vértices nos pontos coordenados (0.0; 0.0), (0.5; 0.05),
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Figura 4.10: Malha com condições de contorno periódicas nas fronteiras superior
e inferior.

(0.5;−0.05) e (1.0; 0.0). A figura 4.11 mostra a malha em que foram processados

os resultados nessa geometria, juntamente com contornos de número de Mach, no

caso em que se tem número de Mach de escoamento livre, M∞ = 1.8, e ângulo de

ataque de 2◦.

(a) Malha (b) Contorno de Mach

Figura 4.11: Escoamento supersônico externo em perfil diamante com número
de Mach de escoamento livre, M∞ = 1.8, e ângulo de ataque, θ = 2◦.

Todos os casos de validação desta seção foram simulados com a malha da fi-

gura 4.11(a), formada por 19926 elementos, sendo 400 deles definindo a geometria

do perfil. A figura 4.11(b) ainda revela uma característica desejada para iniciar

as investigações em escoamentos onde aparecem ondas de choque: a garantia de

que não haverá choque destacado. Ao observar a figura C.1 no apêndice C, é pos-

sível encontrar o ângulo de deflexão máximo para cada condição de escoamento

aqui simulada. Veja que para 1.5 ≤ M ≤ 2.5, tem–se 12◦ ≤ θmax ≤ 30◦. Logo,

com ângulo de deflexão da geometria escolhida (aproximadamente 5.7◦) é sempre

menor do que θmax e, portanto, todas as ondas de choque que surgirem nesses



4.4 Escoamento Externo 71

escoamentos estarão coladas à ponta do perfil, como explica Anderson (2011).

A figura 4.12, por sua vez, apresenta a solução adjunta do escoamento mos-

trado na figura 4.11 quando a medida de mérito adotada é a força de sustentação

(L). É interessante notar a presença de um “choque adjunto” com inclinação con-

trária se comparada com o choque físico. Esse fato surge da complementaridade

entre os problemas primal e dual amplamente discutido por Hayashi (2009) e que

está diretamente relacionado com a direção de propagação de suas características,

em sentidos opostos.

(a) ϕ1 (b) ϕ2

(c) ϕ3 (d) ϕ4

Figura 4.12: Solução adjunta de um esoamento supersônico externo em perfil
diamante com número de Mach de escoamento livre, M∞ = 1.8, e ângulo de
ataque, θ = 2◦.

As figuras 4.13 – 4.17, apresentadas a seguir, exibem a comparação das sen-

sibilidades da força de sustentação obtidas pelos métodos adjunto e de diferenças

finitas, com relação às variáveis primitivas na fronteira de entrada escoamento no

domínio no perfil diamante descrito com ângulos de ataque que variam de 0◦ à

4◦.

Claramente, ambos os gradientes, adjunto e força bruta, convergem para va-

lores fixos (para cada ângulo de ataque) em todas as condições supersônicas

testadas a medida em que se avança com o número de Mach. Mesmo com uma

malha relativamente “grossa” o método parece lidar bem com ondas de choque.
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Figura 4.13: Sensibilidade da sustentação em perfil diamante com θ = 0◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂ρ; azul, ∂L/∂u; verde, ∂L/∂v; magenta, ∂L/∂p.
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Figura 4.14: Sensibilidade da sustentação em perfil diamante com θ = 1◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂ρ; azul, ∂L/∂u; verde, ∂L/∂v; magenta, ∂L/∂p.
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Figura 4.15: Sensibilidade da sustentação em perfil diamante com θ = 2◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂ρ; azul, ∂L/∂u; verde, ∂L/∂v; magenta, ∂L/∂p.
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Figura 4.16: Sensibilidade da sustentação em perfil diamante com θ = 3◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂ρ; azul, ∂L/∂u; verde, ∂L/∂v; magenta, ∂L/∂p.
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Figura 4.17: Sensibilidade da sustentação em perfil diamante com θ = 4◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂ρ; azul, ∂L/∂u; verde, ∂L/∂v; magenta, ∂L/∂p.

A figura 4.18 mostra os históricos de convergência dos problemas físico e

adjunto para o caso em que o número de Mach de escoamento livre é M∞ = 1.8

e o ângulo de ataque é θ = 1◦.

De posse das soluções encontradas para essas situações, é possível uni–las,

gerando superfícies para cada uma das derivadas computadas. As figuras 4.19,

4.20, 4.21 e 4.22 representam exatamente essa construção para cada um dos quatro

componentes do gradiente adjunto para ângulos de ataque variando de 0◦ à 4◦ e

números de Mach na faixa de 1.5 à 2.5.

Observa–se que o gradiente ∂L/∂v é o único não–nulo no caso particular em

que o ângulo de ataque θ = 0◦, o que é, naturalmente, esperado devido a simetria

da geometria em questão. Além disso, a magnitude das demais derivadas ∂L/∂ρ,

∂L/∂u e ∂L/∂p cresce a medida em que o ângulo de ataque sobe. É interessante
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Figura 4.18: Comparação dos históricos de convergência dos problemas físico
e adjunto em perfil diamante em regime de escoamento supersônico com número
de Mach de escoamento livre, M∞ = 1.8, e o ângulo de ataque, θ = 1◦.
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Figura 4.19: Perfil diamante — ∂L/∂ρ
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Figura 4.20: Perfil diamante — ∂L/∂u

notar também o comportamento assintótico de todas elas à medida que o número

de Mach é aumentado. O gradiente ∂L/∂u, em particular, chama a atenção para

o fato de tender a zero com o incremento de M , independentemente do ângulo de
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Figura 4.21: Perfil diamante — ∂L/∂v
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Figura 4.22: Perfil diamante — ∂L/∂p

ataque. Em outras palavras, variações da componente horizontal da velocidade

se tornam irrelevantes para a sustentação em altas velocidades com esse tipo de

geometria.

Como já destacado, um dos grandes trunfos do método adjunto é a sua flexi-

bilidade com relação a escolha da medida de mérito adotada. Com uma simples

alteração na condição de contorno de parede é possível, por exemplo, computar a

sensibilidade do arrasto de onda com relação às mesmas variáveis, como mostram

as figuras 4.23 – 4.27.

É claro que, assim como nos casos em que o funcional objetivo era a força de

sustentação, também é possível unir os resultados da sensibilidade do arrasto de

onda, gerando superfícies que descrevem as derivadas em questão sob as condições

de escoamento livre computadas. As figuras 4.28 – 4.31 mostram, justamente,

esses resultados para a faixa de números de Mach de 1.5 à 2.5 e ângulos de ataque

de 0◦ à 4◦.
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Figura 4.23: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com θ = 0◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂D/∂ρ; azul, ∂D/∂u; verde, ∂D/∂v; magenta, ∂D/∂p.
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Figura 4.24: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com θ = 1◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂D/∂ρ; azul, ∂D/∂u; verde, ∂D/∂v; magenta, ∂D/∂p.

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5
−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Mach

∇
D

 

 

∂D/∂ρ DF

∂D/∂ρ Adj

∂D/∂u DF

∂D/∂u Adj

∂D/∂v DF

∂D/∂v Adj

∂D/∂p DF

∂D/∂p Adj

Figura 4.25: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com θ = 2◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂D/∂ρ; azul, ∂D/∂u; verde, ∂D/∂v; magenta, ∂D/∂p.
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Figura 4.26: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com θ = 3◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂D/∂ρ; azul, ∂D/∂u; verde, ∂D/∂v; magenta, ∂D/∂p.
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Figura 4.27: Sensibilidade do arrasto de onda em perfil diamante com θ = 4◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂D/∂ρ; azul, ∂D/∂u; verde, ∂D/∂v; magenta, ∂D/∂p.
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Figura 4.28: Perfil diamante — ∂D/∂ρ

Os resultados até aqui apresentados demonstram que a abordagem do pro-

blema adjunto proposta neste trabalho é capaz de lidar com escoamentos nos
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Figura 4.29: Perfil diamante — ∂D/∂u
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Figura 4.30: Perfil diamante — ∂D/∂v
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Figura 4.31: Perfil diamante — ∂D/∂p

regimes de escoamento subsônico e supersônico com e sem a presença de ondas

de choque, fornecendo gradientes bastante condizentes com os obtidos por di-

ferenças finitas, porém com custo computacional bem menor. Entretanto, estes

testes não esgotam as possibilidades que a física proporciona. A literatura mostra

que, tipicamente, escoamentos em regime transônico são os que causam as maio-
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res dificuldades nas simulações de CFD. Prosseguindo com a ordem cresecente de

complexidade de aplicações, as próximas duas seções tratam, exatamente, desse

regime de escoamento.

4.4.2 Perfil RAE 2822

Nesta e na próxima seção, serão finalmente apresentados os casos de maior

interesse para a indústria aeroespacial: os escoamentos transônicos. Todas as

simulações incluídas até o fim deste capítulo correspondem a um dos casos listados

na tabela 4.2 como condições de contorno impostas em fronteiras permeáveis.

Tabela 4.2: Condições de contorno impostas em escoamentos subsôni-
cos/transônicos externos (propriedades adimensionais)

Entrada Saída
Caso po To θ p
1 0.847295 0.75 0◦ a 4◦ 0.714286
2 0.911074 0.765714 0◦ a 4◦ 0.714286
3 0.990787 0.784286 0◦ a 4◦ 0.714286
4 1.088814 0.805714 0◦ a 4◦ 0.714286
5 1.208074 0.83 0◦ a 4◦ 0.714286

Esta seção, em particular, trata das simulações feitas em torno do aerofólio

RAE 2822. Os casos 1 a 5 descritos na tabela 4.2 correspondem às soluções

estacionárias do escoamento em que o número de Mach é: 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 e 0.9,

respectivamente, nas fronteiras de entrada.

Seguindo a mesma sequencia dos testes anteriores, considere, também, a

malha computacional utilizada e uma solução deste aerofólio na situação com

M = 0.9 e θ = 0◦, apresentada na fig. 4.32 afim de elucidar o tipo de escoamento

agora analisado.

A fig. 4.33, por sua vez, apresenta os contornos das 4 variáveis adjuntas

obtidas a partir da solução da fig. 4.32.

A comparação da sensibilidade da força de sustentação exercida sobre o ae-

rofólio RAE 2822 determinada pelos métodos adjunto e diferenças finitas é final-

mente exibida nas figuras 4.34 – 4.38 para escoamentos com ângulo de ataque

entre 0◦ e 4◦. Assim como nos demais casos subsônicos apresentados neste tra-

balho, ∂L/∂po, ∂L/∂To, e ∂L/∂θ são as sensibilidades avaliadas.

Nitidamente, há uma piora na qualidade dos resultados presentes nesta seção
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(a) Malha (b) Contorno de Mach

Figura 4.32: Solução do perfil RAE 2822 com número de Mach de escoamento
livre, M∞ = 0.9, e ângulo de ataque, θ = 0◦.

(a) ϕ1 (b) ϕ2

(c) ϕ3 (d) ϕ4

Figura 4.33: Solução adjunta de um esoamento subsônico externo em perfil
RAE 2822 com número de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.9, e ângulo de
ataque, θ = 0◦.

ao compará–los com os casos anteriores. Os piores resultados ocorrem, particu-

larmente, no regime de escoamento transônico, como o caso em que M = 0.8

e θ = 3◦ exibido na fig. 4.37 que, mesmo com algum refinamento de malha

não teve o seu nível de precisão como nas geometrias anteriormente testadas.

Ainda assim, os demais testes parecem exibir gradientes bastante condizentes.

É interessante notar que há situações transônicas com presença de choque com

boas aproximações e enquanto outras não. A princípio, uma boa alternativa para

tentar melhorar esses resultados seria através da sistematização de um estudo

de malhas, propondo uma sequencia progressivamente mais refinada, analisando
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Figura 4.34: Sensibilidade da sustentação em perfil RAE 2822 com θ = 0◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.35: Sensibilidade da sustentação em perfil RAE 2822 com θ = 1◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.36: Sensibilidade da sustentação em perfil RAE 2822 com θ = 2◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.37: Sensibilidade da sustentação em perfil RAE 2822 com θ = 3◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.38: Sensibilidade da sustentação em perfil RAE 2822 com θ = 4◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.

então o comportamento dos gradientes. Os atributos de cada uma das malhas

geradas com essa finalidade são apresentados na tabela 4.3.

É claro que esta sequencia de malhas não esgota tal estudo de refinamento.

Para isso seriam necessárias malhas ainda mais refinadas. De qualquer forma,

uma análise, ainda que preliminar, pode indicar as razões de resultados não tão

bons quanto os apresentados até aqui. A figura 4.39 revela a todas as malhas da

tabela 4.3 nas proximidades do aerofólio.

A situação que apresentou os piores resultados nas análises no RAE 2822 foi,

certamente, na condição M∞ = 0.8 e θ = 3◦, exposta na fig. 4.41. De modo

a tentar tirar maiores conclusões a respeito do ocorrido, considere os gradientes

∂L/∂po obtidos para ângulos de ataque de θ = 3◦ em todas as 4 malhas dessa

geometria exibidas na fig. 4.40.
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Tabela 4.3: Malhas RAE 2822

Malha No de elementos No de elementos no aerofólio

1 11376 300
2 19538 400
3 31602 800
4 43558 1200

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.39: Malhas RAE 2822
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Figura 4.40: Comparação do gradiente de sensibilidade ∂L/∂po em diferentes
malhas do perfil RAE 2822 com θ = 3◦. Linhas sólidas com marcador ’+’,
diferenças finitas; traço–ponto com marcador ’o’, adjunto. Vermelho, malha 1;
azul, malha 2; verde, malha 3; preto, malha 4.
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Com exceção da malha mais “grossa”, representada pela cor vermelha na fig.

4.40 que apresenta resultados, efetivamente, mais distantes dos demais. Observa–

se que todos os gradientes estão em concordância com as sensibilidades de dife-

renças finitas e, convergindo para um mesmo valor a menos da condição M = 0.8.

Analisando, então, as soluções físicas desse caso expostas na fig. 4.41, é possível

perceber que o posicionamento do choque no extradorso do aerofólio é ligeira-

mente diferente em cada uma das malhas (a régua inserida na figura ajuda a

perceber o exato posicionamento do choque em cada caso).

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.41: Contornos de número de Mach do perfil RAE 2822 com número
de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.8 e ângulo de ataque, θ = 3◦.

O leitor poderia então se perguntar se estas soluções realmente representam

estados estacionários. A resposta para essa pergunta pode ser encontrada na fig.

4.42, que apresenta o histórico de convergência das soluções da fig. 4.41. A queda

do resíduo até níveis próximos de “zero máquina” indicam que cada uma delas

atingiu seu estado estacionário sob as condições prescritas.

Embora ainda não haja uma demonstração matemática que prove a existência

de uma solução estacionária das equações de Euler no regime transônico3, há um

fator numérico que pode influenciar no posicionamento da onda de choque em

3Existem até mesmo relatos na literatura de pesquisadores como Jameson (1991), que afirma
ter encontrado soluções múltiplas em escoamentos dessa natureza, justamente em situações com
número de Mach entre 0.75 e 0.8.
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Figura 4.42: Histórico de convergência do perfil RAE 2822 com número de
Mach de escoamento livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque, θ = 3◦.

cada uma das malhas. Para compreendê–lo, considere a variação de entropia no

domínio, dada pela eq. (4.5).

∆s = s− s∞ =
p

ργ
−
(
p

ργ

)

∞

(4.5)

onde o subscrito ∞ se refere às condições de escoamento ao longe.

Uma vez que a pressão de estagnação, po, não permanece constante ao atra-

vessar a onda de choque, as relações invíscidas nesta interface implicam em uma

variação descontínua de entropia através dele (HIRSCH, 2007). Assim, uma onda

de choque, naturalmente, provocaria geração de entropia. Observe, agora, a fi-

gura 4.43, que avalia as quantidades ∆s dadas pela eq. (4.5) das soluções da

figura 4.41. Note que, na região imediatamente adjacente a superfície do ae-

rofólio, também, existe uma camada de elementos onde há geração de entropia

(apesar de difícil vizualização devido à qualidade da impressão, é relativamente

fácil percebê–la na fig. 4.43(a) que representa a malha mais “grossa” dentre as

utilizadas para essa geometria). É claro que isso não deveria ocorrer na ausência

de choque em escoamentos modelados pelas equações de Euler. Esse fato, no

entanto, pode ser justificado pela dissipação artificial adicionada pelo método nu-

mérico. Uma vez que a adição de dissipação artificial se dá em maior quantidade
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nas regiões de maior gradiente de pressão, malhas mais “grossas” tem, natural-

mente, mais dissipação artificial do que as malhas mais “finas”. É importante

notar que as soluções numéricas em todas as malhas utilizadas apresentam o que

parece uma “camada limite” em diferentes graus. E é possívelmente essa diferença

na quantidade de dissipação artificial que cada malha impõe a solução que esteja

causando o posicionamento distinto das ondas de choque estacionárias.

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.43: Variação de entropia, ∆s, em torno do perfil RAE 2822 em escoa-
mento com número de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque,
θ = 3◦.

Naturalmente, esse fato já é suficiente para explicar a diferença entre os gra-

dientes calculados pelo método adjunto. Uma vez que eles foram obtidos a partir

de soluções diferentes do escoamento, devem conduzir a diferentes sensibilida-

des. A ocorrência ainda leva a outras questões como, por exemplo, a precisão do

gradiente computado por diferenças finitas em casos transônicos, já que as solu-

ções perturbadas podem, igualmente, produzir soluções com choques distintos.

Nesta situação a sensibilidade determinada pelo força bruta estaria “em xeque” e

poderia não ser adequada para validar a solução adjunta por comparação.

O leitor pode então se perguntar se soluções com onda de choque como na

situação M = 0.9 não resultariam no mesmo problema. Ao analisar as soluções

para esse caso, apresentadas na fig. 4.44 para contornos de Mach, verifica–se que

em todas elas o choque mais forte está posicionado no mesmo lugar, no bordo de
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fuga do aerofólio, independentemente da malha utilizada.

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.44: Contornos de número de Mach do perfil RAE 2822 com número
de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.9, e ângulo de ataque, θ = 3◦.

É claro, que no presente trabalho não se ousa afirmar a não–unicidade da

solução. Até mesmo porque, devido a limitação de tempo aqui encontrada, não foi

possível realizar simulações em malhas mais finas, fato descrito na literatura como

primordial para obter soluções estacionárias no regime de escoamento transônico.

A questão, no entato, justifica de alguma forma, as discrepâncias reveladas em

uma parte dos resultados.

As figuras 4.45 à 4.49 apresentam as sensibilidades do momento de arfagem

em relação ao bordo de ataque do perfil RAE 2822 com relação aos mesmos

parâmetros de controle.

Observa–se que as sensibilidades do momento de arfagem medidas pelo mé-

todo adjunto são condizentes com diferenças finitas nas mesmas condições de

escoamento livre que as sensibilidades da força de sustentação calculadas pelo

método adjunto são coerentes com diferenças finitas. Essa constatação pode ser

uma consequencia direta da dificuldade de posicionar choques em alguns casos

devido ao possível excesso de dissipação artificial.
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Figura 4.45: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
θ = 0◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.
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Figura 4.46: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
θ = 1◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂Mθ.
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Figura 4.47: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
θ = 2◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.



4.4 Escoamento Externo 89

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Mach

∇
M

 

 

∂M/∂po DF

∂M/∂po Adj

∂M/∂To DF

∂M/∂To Adj

∂M/∂θ DF

∂M/∂θ Adj

Figura 4.48: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
θ = 3◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.
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Figura 4.49: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil RAE 2822 com
θ = 4◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.

4.4.3 Perfil NACA 0012

Por fim, a última geometria a ser considerada neste trabalho é o perfil simé-

trico NACA 0012. A figura 4.50 mostra a malha utilizada para as simulações com

esta geometria, juntamente com os contornos de número de Mach para um caso

em que M∞ = 0.8 e o ângulo de ataque é θ = 2o. A solução adjunta para medida

de mérito, L, desse mesmo caso é ilustrada na fig. 4.51.

Por, fim, as figuras 4.52 – 4.56 trazem os gradientes de sensibilidade para

essa geometria em 5 diferentes ângulos de ataque. Note que ainda existem alguns

problemas na comparação dos gradientes adjunto e força bruta no regime de

escoamento transônico. Assim como na seção anterior, acredita–se que eles sejam

oriundos de oscilações na posição do choque em uma solução que, a princípio,
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(a) Malha (b) Contornos de número de Mach

Figura 4.50: Solução do perfil NACA 0012 com número de Mach de escoamento
livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque, α = 2o.

(a) ϕ1 (b) ϕ2

(c) ϕ3 (d) ϕ4

Figura 4.51: Solução adjunta do perfil NACA 0012 com M = 0.8 e α = 2o.

deveria ser estacionária.

Note ainda que, assim como ocorreu com o RAE 2822, os piores resultados

no NACA 0012 sucedem quando Mach está em torno de 0.8 nas fronteiras de

entrada no domínio. De fato, esta é uma condição de escoamento crítica no que

diz respeito a unicidade de soluções (JAMESON, 1991).

Também é importante dizer que a presença de uma onda de choque no pro-

blema físico não deve ser um problema para o método. Basta observar os bons

resultados em escoamentos supersônicos incidindo no perfil diamante na seção
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Figura 4.52: Sensibilidade da sustentação em perfil NACA 0012 com θ = 0◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.53: Sensibilidade da sustentação em perfil NACA 0012 com θ = 1◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.54: Sensibilidade da sustentação em perfil NACA 0012 com θ = 2◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.55: Sensibilidade da sustentação em perfil NACA 0012 com θ = 3◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.
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Figura 4.56: Sensibilidade da sustentação em perfil NACA 0012 com θ = 4◦.
Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com marcador
’o’, adjunto. Vermelho, ∂L/∂po; azul, ∂L/∂To; verde, ∂L/∂θ.

4.4.1, em que haviam ondas de choque em todas as soluções. O que, aparen-

temente piora o cálculo dos gradientes são soluções múltiplas associadas a uma

mesma condição.

Seria interessante analisar a solução problemática em diferentes malhas, assim

como se fez com o perfil RAE 2822. Para isso, a tabela 4.4 enumera uma sequencia

de 4 malhas progressivamente mais refinadas que foram geradas para estudar as

soluções que envolvem esta geometria.

A região da malha próxima ao aerofólio é destacada na figura 4.57 para cada

uma das discretizações espaciais descritas na tabela 4.4.

Seguindo o procedimento realizado anteriormente para o RAE 2822, propõe–

se analisar agora o gradiente de sensibilidade ∂L/∂θ nas diferentes malhas geradas

para o NACA 0012 em simulações com ângulo de ataque θ = 2◦. A fig. 4.58
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Tabela 4.4: Malhas NACA0012

Malha No de elementos No de elementos no aerofólio

1 11238 300
2 19308 400
3 30474 800
4 41220 1200

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.57: Malhas NACA0012

apresenta, justamente, uma compilação desses resultados.

Observe, agora as soluções físicas do caso que tem número de Mach de escoa-

mento livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque, θ = 2◦, expostas na fig. (4.59). Note

que, aqui a oscilação da posição do choque nas soluções estacionárias é ainda

mais evidente do que no caso anterior. Talvez por isso as diferenças tenham sido

também maiores.

A figura 4.60 apresenta os históricos de convergência das equações do movi-

mento para cada uma das malhas do caso com número de Mach de escoamento

livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque, θ = 2◦. Assim como na seção anterior,

todas as soluções parecem ter chegado ao estado estacionário.

E, novamente, a justificativa para os choques em posições diferentes pode ser

explicada pela dissipação artificial, evidenciada pela geração de entropia ao redor
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Figura 4.58: Comparação da sensibilidade ∂L/∂θ em diferentes malhas do perfil
NACA 0012 com θ = 2◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas;
traço–ponto com marcador ’o’, adjunto. Vermelho, malha 1; azul, malha 2; verde,
malha 3; preto, malha 4.

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.59: Contornos de número de Mach do perfil NACA 0012 com número
de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque, θ = 2◦.

dos aerofólios destacada na figura 4.61.

Similarmente ao que ocorreu com o RAE 2822, a condição de escoamento

com M∞ = 0.9 também resultou em soluções estacionárias com choque fixo,

indepenedentemente da malha como mostra a fig. 4.62, o que justifica os melhores

resultados obtidos nesta condição.

Por fim, as figuras 4.63 – 4.67 apresentam a comparação entre os gradientes
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eś

ıd
u
o

 

 

Massa

Quant. Mov. x

Quant. Mov. y

Energia

(b) Malha 2
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Figura 4.60: Histórico de convergência das soluções físicas do perfil NACA 0012
com número de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque, θ = 2◦.

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.61: Contornos de número de Mach do perfil NACA 0012 com número
de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.8, e ângulo de ataque, θ = 2◦.
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(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3 (d) Malha 4

Figura 4.62: Contornos de número de Mach do perfil NACA 0012 com número
de Mach de escoamento livre, M∞ = 0.9, e ângulo de ataque, θ = 2◦.

obtidos pelo método adjunto e diferenças finitas do momento de arfagem. Nova-

mente, os gradientes adjuntos são muito condizentes com os obtidos pelo método

de força bruta nos casos inteiramente subsônicos, porém, não se pode dizer o

mesmo dos casos transônicos. Particularmente, aqueles em que foram encontra-

das soluções diferentes para cada malha, com as mesmas condições de escoamento

não perturbado.
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Figura 4.63: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
θ = 0◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.



4.4 Escoamento Externo 97

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

Mach

∇
M

 

 

∂M/∂po DF

∂M/∂po Adj

∂M/∂To DF

∂M/∂To Adj

∂M/∂θ DF

∂M/∂θ Adj

Figura 4.64: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
θ = 1◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.
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Figura 4.65: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
θ = 2◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.
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Figura 4.66: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
θ = 3◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.
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Figura 4.67: Sensibilidade do momento de arfagem em perfil NACA 0012 com
θ = 4◦. Linhas sólidas com marcador ’+’, diferenças finitas; traço–ponto com
marcador ’o’, adjunto. Vermelho, ∂M/∂po; azul, ∂M/∂To; verde, ∂M/∂θ.
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5 Conclusões e Trabalhos

Futuros

5.1 Conclusões

Este trabalho propõe uma nova abordagem da formulação contínua do mé-

todo adjunto, que permite estender a sua, já conhecida, capacidade de estimar

sensibilidades de medidas de mérito para aplicações aerodinâmicas. Ao utilizar

propriedades físicas do escoamento como parâmetros de controle do problema de

otimização em fronteiras permeáveis do domínio computacional, o procedimento,

originalmente apresentado por Cacuci et al. (1980) para avaliar sensibilidades ge-

rais de sistemas de equações não–lineares, permite calcular as chamadas derivadas

de estabilidade de uma aeronave, por exemplo. O procedimento, no entanto, re-

quer que o problema de contorno adjunto seja construído de modo consistente

com a decomposição do concomitante bilinear proposta por Cacuci et al. (1980).

Verificou–se, então, que as condições de contorno desenvolvidas por Hayashi, Ceze

e Volpe (2013) são compatíveis com este procedimento. Consequentemente, gra-

dientes não–geométricos, poderiam ser estimados com a mesma solução adjunta

calculada para realizar otimização de forma. Vale ressaltar que a implementação

das usuais condições de contorno homogêneas adjuntas utilizadas em problemas

de aerodinâmica externa resultariam em gradientes nulos com relação a qualquer

parâmetro em fronteiras de farfield, como se pode observar nas equações (3.72) e

(3.71), que se referem a essa informação nos regimes de escoamento subsônico e

supersônico, respectivamente.

As aplicações apresentadas nesta tese se limitam a escoamentos modelados

pelas equações de Euler bidimensionais em estado estacionário. Essa escolha se

deve, naturalmente, às restrições de tempo e adequação ao escopo do trabalho

associado a uma tese de doutoramento. É importante dizer, no entanto, que do

ponto de vista teórico, o mesmo procedimento pode ser aplicado a escoamentos

tridimensionais. Gradientes adjuntos de diferentes medidas de mérito foram vali-

dados por comparação com os obtidos pelo método diferenças finitas em casos de
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escoamento interno e externo nos regimes subsônico, supersônico e transônico. O

método se mostrou muito eficaz nos casos de escoamento subsônico e supersônico

sem a presença de choques. Os testes supersônicos com ondas de choque coladas

ao perfil diamante também demonstraram uma forte concordância entre os gradi-

entes obtidos por diferenças finitas e o método adjunto. Já nos casos transônicos,

nem todos os resultados apresentaram o mesmo grau de concordância entre os

gradientes. Para tentar contornar esse problema foi feito um estudo de refina-

mento de malha. Aparentemente, como foi discutido no capítulo 4, verificou–se

a existência de múltiplas soluções para uma mesma geometria. Isto ocorrreu em

alguns casos em que o número de Mach do escoamento não perturbado estava em

torno de 0.8. Mostrou–se, ainda, que existem diferenças na geração de entropia

nos campos de solução fora do choque, o que indica a presença de dissipação

artificial. Assim, é esperado que as soluções de malhas diferentes resultem em

ondas de choque em posições também diferentes e, uma vez que a solução base

não corresponde ao mesmo problema físico, não deveria ser possível comparar os

gradientes. Aqui, vale ressaltar que não existe prova matemática de que haja

unicidade na solução das equações de Euler em regime transônico. Esta ainda

é uma questão aberta. Jameson (1991) relata, inclusive, ter encontrado múlti-

plas soluções em aerofólios para escoamentos modelados pelas equações de Euler

numa faixa de número de Mach entre 0.75 e 0.8, números muito próximos aos dos

casos problemáticos do capítulo 4. É possível que este problema seja resolvido ao

utilizar malhas ainda mais refinadas, mas que por limitações de tempo não foram

incluídas aqui. De qualquer forma, isso justifica, em algum grau, a discordância

entre os gradientes adjunto e de diferenças finitas nesses casos.

Vale destacar ainda que a utilização da formulação contínua do método traz

como grande trunfo a possibilidade de acoplá–lo a qualquer código que resolva o

escoamento de fluidos modelados pelas equações de Euler compressíveis. Note que

as variações físicas realizáveis descritas para anular o concomitante bilinear no

problema variacional não requerem um código que resolva as equações governantes

com a mesma imposição. Assim, poderia–se determinar o gradiente, inclusive, a

partir de soluções físicas que tenham sido obtidas com invariantes de Riemann

como condição de contorno nas fronteiras de farfield.

5.2 Trabalhos Futuros

A evidência de que as imprecisões enfrentadas durante a validação do método

adjunto por comparação com gradientes obtidos pelo método de diferenças finitas
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se deve ao excesso de dissipação artificial que pode, em princípio, levar a ondas

de choque posicionadas em regiões distintas, encaminham as pesquisas para uma

direção de estudo de refinamento de malha. Vale destacar que o malhas mais

refinadas implicam em menos dissipação artificial na solução numérica que, por

hipótese, deve estar provocando o deslocamento das ondas de choque no extra-

dorso dos perfis de asa. Isso inclui entre outras coisas a idéia de utilizar malhas

adaptativas. Outra possibilidade, seguindo a mesma linha de pensamento, se-

ria implementar algum método menos dissipativo para resolver as equações que

governam o escoamento.

Pode–se considerar, ainda, de substituir o método de diferenças finitas pelo

método de passo complexo (complex step), para comparação com o gradiente ad-

junto. Segundo Martins e Hwang (2013), ele substitui, com vantagens, o método

de diferenças finitas para avaliação de derivadas parciais.
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Apêndice A -- Coeficientes das

Equações Características Adjuntas

A tabela A.1 apresentada a seguir mostra os valores atribuídos aos coeficientes

Kt
αβ, K

x
αβ e Ky

αβ das equações características adjuntas bidimensionais (3.25). Os

índices dos coeficientes são definidos da seguinte maneira: α indica a equação do

sistema característico; β, refere–se à variável adjunta a que está multiplicando;

enquanto o superescrito t, x ou y indica ao tipo de derivada que está associada

(temporal, espacial na direção coordenada x ou y, respectivamente).

Aqui, vale ressaltar que todos os coeficientes são constantes no tempo durante

a solução da equação adjunta em cada elemento da malha. Isto ocorre porque,

nas aplicações de interesse desta Tese, a solução adjunta é obtida para uma so-

lução estacionária do escoamento. Mais do que isso, como eles não dependem

das variáveis adjuntas ou suas derivadas, caracterizam as PDE’s adjuntas como

lineares.
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Tabela A.1: Coeficientes das equações características adjuntas (3.25)

Coef. Valor Coef. Valor

Kt
11 1 Kx

31 ρ (u+ kxc)

Kt
12 u Kx

32

[
ρc2k2y + ρ (u+ kxc)

2]

Kt
13 v Kx

33 − [ρc2kxky − ρ (u+ kxc) (v + kyc)]

Kt
14

(u2+v2)
2

Kx
34 − [ρc2ky (kxv − kyu)+

−ρ

2
(u+ kxc) (u

2 + v2)+
−ρc (u+ kxc) (kxu+ kyv)+

−ρc2(u+kxc)
γ−1

]

Kt
21 0 Kx

41 ρ (u− kxc)

Kt
22 ρky Kx

42

[
ρc2k2y + ρ (u− kxc)

2]

Kt
23 −ρkx Kx

43 − [ρc2kxky − ρ (u− kxc) (v − kyc)]
Kt

24 ρ (kyu− kxv) Kx
44 [ρc2ky (kxv − kyu)+

+ρ

2
(u− kxc) (u

2 + v2)+
−ρc (u− kxc) (kxu+ kyv)+

+ρc2(u−kxc)
γ−1

]

Kt
31 ρ Ky

11 v
Kt

32 ρ (u+ kxc) Ky
12 uv

Kt
33 ρ (v + kyc) Ky

13 v2

Kt
34

[
ρc2

γ−1
+ ρc (kxu+ kyv)+ Ky

14

v(u2+v2)
2

+ρ

2
(u2 + v2)

]

Kt
41 ρ Ky

21 −ρkx
Kt

42 ρ (u− kxc) Ky
22 −ρ (kxu− kyv)

Kt
43 ρ (v − kyc) Ky

23 −2ρkxv

Kt
44

[
ρc2

γ−1
− ρc (kxu+ kyv)+ Ky

24

[

ρkyuv −
ρkx(u2+3v2)

2
− ρc2kx

γ−1

]

+ρ

2
(u2 + v2)

]

Kx
11 u Ky

31 ρ (v + kyc)
Kx

12 u2 Ky
32 − [ρc2kxky − ρ (u+ kxc) (v + kyc)]

Kx
13 uv Ky

33

[
ρc2k2x + ρ (v + kyc)

2]

Kx
14

u(u2+v2)
2

Ky
34 −

[

ρc2kx (kyu− kxv)− ρc2(v+kyc)

γ−1
+

−ρc (v + kyc) (kxu+ kyv)+
− ρ

2
(v + kyc) (u

2 + v2)
]

Kx
21 ρky Ky

41 ρ (v − kyc)
Kx

22 2ρkyu Ky
42 − [ρc2kxky + ρ (u− kxc) (v − kyc)]

Kx
23 −ρ (kxu− kyv) Ky

43

[
ρc2k2x − ρ (v − kyc)

2]

Kx
24 −

[

ρkxuv −
ρky(3u2+v2)

2
+ Ky

44 −
[

ρc2kx (kyu− kxv)− ρc2(v−kyc)

γ−1
+

−ρc2ky
γ−1

]

+ρc (v − kyc) (kxu+ kyv)+

− ρ

2
(v − kyc) (u

2 + v2)
]
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Apêndice B -- Redução do Gradiente

Geométrico

Os termos e, g e h do gradiente de sensibilidade dado pela eq. (3.14), que ape-

nas tratam de variações geométricas podem ser ainda mais simplificados. Como

cada variação de parâmetro é tomada como independente das demais, qualquer

variação puramente geométrica é considerada na ausência de qualquer outra mu-

dança de parâmetros. Portanto, esses termos podem estar sujeitos às mesmas

simplificações que foram propostas por Jameson e Kim (2003b). Sob essas con-

dições, a eq. (3.14) pode ser reduzida a:

δG =

〈

δφα,
∂F k

α

∂ξk

〉

+ 〈δψ,B〉si + 〈δa, α− αo〉
︸ ︷︷ ︸

(a)

−
〈

Ck
αβ

J

∂(Jφα)

∂ξk
, δQβ

〉

︸ ︷︷ ︸

(b)

+

+

〈

ψα

∂Bα

∂Qβ

+ φαC
2
αβn2, δQβ

〉

si
︸ ︷︷ ︸

(c)

+
〈
φαC

2
αβn2, δQβ

〉

so
︸ ︷︷ ︸

(d)

+

+

〈
∂F
∂Qα

∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
+
[
φ(i′+1)Jβ

2
i′n2

] ∂p

∂Qα

, δQα

〉

bw
︸ ︷︷ ︸

(f)

+ 〈a, δα〉+ 〈ψ,B′

αδα〉si
︸ ︷︷ ︸

(i)

+

+

∫

bw

{

φα

[

δ
(
Jβ2

i′

)
f i′

α + C2
αβδQ

∗

β

]

n2 + Fδ
∣
∣
∣
∣

dS ′

dS

∣
∣
∣
∣
+ pφ(i′+1)δ

(
Jβ2

i′

)
n2

}

dS

︸ ︷︷ ︸

(j)

(B.1)

O procedimento substitui os três termos e, g e h por uma única integral sobre

bw, que agora é chamada j. Além disso, duas novas variações são trazidas à

tona na eq. (B.1). São elas: δQ∗
β e δQβ = δQβ − δQ∗

β. A primeira, representa

variações nas variáveis de estado que são devidas apenas ao movimento da malha

a uma configuração de contorno fixa (JAMESON; KIM, 2003b). Apesar da sua

causa particular, δξk, elas são da mesma natureza das variações originais δQβ, de

tal modo que devem satisfazer uma equação que é totalmente análoga à de Euler.
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Apêndice C -- Diagrama θ–β–M

Usando a equação da continuidade e o fato de que a componente tangencial

da velocidade não muda ao atravessar o choque, algumas relações trigonométricas

levam a uma equação que concatena o ângulo de deflexão θ da gemetria, o ângulo

do choque β e o número de Mach M1 a montante do choque (ANDERSON, 2011):

tg θ = 2 cotg β
M2

1 sen2β − 1

M2
1 [γ + cos (2β)] + 2

(C.1)

Esta função chamada relação θ–β–M especifica θ como função exclusivamente

de M1 e β. A figura C.1 mostra justamente os resultados dessa equação plotados

em um gráfico. Ela é, particularmente, utilizada nesta Tese para verificar se as

soluções em regime de escoamento supersônico ao redor de um perfil diamante

(seção 4.4.1) apresentam ondas de choque destacadas ou não. Para fazer essa

análise, basta considerar a curva de nível de um dado número de Mach M1,

representado pelas linhas azuis na figura C.1 e verificar o ponto de cruzamento

com a linha vermelha, que representa θmax para que exista uma onda de choque

oblíqua colada na superfície sólida. Caso a geometria seja tal que seu ângulo de

deflexão θ > θmax a natureza estabelecerá um choque curvo destacado da parede

(ANDERSON, 2011).
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Figura C.1: Diagrama θ–β–M


