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RESUMO

Este trabalho aborda o escoamento incompressivel ao redor de um cilindro circular. A tese que
se quer defender, com base em experimentos numéricos, é: A equacdo de Landau pode ser
obtida a partir das equacoes de Navier-Stokes por uma analise de estabilidade nao-linear
global. A teoria produz um procedimento bem-definido para determina¢do dos coeficientes da
equacgdo de Landau, permitindo assim a sua interpretacio como um modelo simplificado (equa-
¢oes reduzidas de Navier-Stokes) para a predi¢do das forcas aplicadas pelo fluido ao cilindro,
que podem ser comparados com resultados experimentais. O modelo ndo-linear se baseia em
uma teoria assintética que, como se sabe, tem sua faixa de validade no espaco de parametros
determinada a posteriori, por meio da prépria comparacdo com dados de laboratorio. Resulta-
dos na faixa 46 < Re < 80 sdo apresentados. Descobriu-se, que a faixa de aplicabilidade da
teoria como aqui exposta € restrita, ndo excedendo em muito o valor critico do nimero de Rey-
nolds. Argumentos s@o expostos para justificar esta afirmacao e possiveis maneiras de modificar

a teoria para estender esta faixa sao apresentadas.

Sao reportados, ainda, teoria e resultados sobre um novo tipo de condi¢ao de contorno,
denominado impeddncia fluida, que permite reduzir o tamanho do dominio de célculo necessa-
rio para simulacdo de escoamentos externos, comparativamente a comumente utilizada condi-

cdo de “outflow”. Neste caso, abordou-se a faixa 20 < Re < 600.

Palavras-chave: Escoamento ao redor de um cilindro, Andlise de estabilidade global

ndo-linear, Equacdo de Landau



ABSTRACT

This work adresses the incompressible flow around a circular cylinder. What we want to prove,
based on numerical experiments, reads: The Landau equation can be derived from the
Navier-Stokes equations by means of a global nonlinear stability analysis. The theory leads
to a procedure for calculating numerically the coefficients of these equation, thus permitting
their interpretation as a simplified model - reduced Navier-Stokes equation - for the prediction
of the forces applied by the fluid on the cylindrical structure, which can be compared against
experimental data. The nonlinear model is based on an asymptotic theory which, as is known,
has its validity range in the parameter space determined a posteriori. The focus lies in the range
46 < Re < 80. It was found that the theory’s applicability range as presented here is restricted
to a small neighborhood of Re.. This affirmation in justified and possible means of modifying

the theory in order to enlarge this range are proposed.

Theory and results concerning a new type of boundary condition called fluid impedance
are also reported, permitting the reduction of the domain size necessary for simulating external
flows, comparatively to the commonly used outflow condition. In this case, the range 20 <

Re < 600 was considered.

Keywords: Flow around a circular cylinder, Global nonlinear stability analysis, Lan-

dau equation
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1 INTRODUGCAO

Muito j4 se pesquisou a respeito do escoamento ao redor de um cilindro circular, ndo s6 pela
infinidade de aplicacdes de engenharia que envolvem estruturas cilindricas sujeitas a escoamen-
tos externos, mas também por ser esta geometria um protétipo de corpo rombudo. Apesar dos
esforgos, e também em decorréncia deles, existe ainda uma grande quantidade de problemas em
aberto - fundamentais e de ordem pratica. O presente trabalho aborda uma questdo que abarca
ambos os aspectos: aplicabilidade de modelos fenomenoldgicos e suas justificativas racionais a

partir de principios fundamentais.

A caracteristica marcante deste escoamento € a formacao de uma carreira oscilante de
vortices a jusante do cilindro, denominada na literatura de “esteira de vortices de Von Kdrmdn”,

como mostra a figura 1.1.

Figura 1.1: Esteira de vortices de von Karmén na esteira de um cilindro circular. Escoamento
da esquerda para a direita, e = 105 (VAN DYKE, 1982)

E evidente o apelo estético da imagem. Indo além, ela ilustra a razdo pela qual este es-
coamento € tdo importante em engenharia: vortices sao desprendidos alternadamente, de forma
que o campo de pressao seja oscilatério. Assim, o fluido forga o cilindro lateralmente ora para
um lado, ora para o outro, o que pode induzir uma oscila¢do na estrutura cilindrica ao redor

da qual o fluido escoa. A este movimento dd-se o nome de VIV - Vibracdo Induzida por Vér-



tices (em inglés: “Vortex-Induced Vibrations”). Caso a estrutura seja forcada em uma de suas
frequéncias naturais, poderd entrar em ressonancia, com movimento de amplitude crescente até
um eventual colapso. Por esta razdo, é de extrema importancia que se leve em consideragdo a

possibilidade de ocorréncia de VIV no projeto de estruturas sujeitas a escoamentos externos.

Exemplos de estruturas em que ocorre VIV sdo indmeros: virtualmente qualquer corpo
nao-afilado que se desloque a velocidades moderadas pelo ar ou pela dgua ficard sujeito a esta
excitacdo vibratoria. Edificios altos oscilam de maneira perceptivel sob a acdo do vento. Pontes
e viadutos t€m seus pilares e cabos de sustentacdo sujeitos a vibragdo, também causada pelo
vento. Talvez o exemplo mais dramdtico seja o colapso da ponte pénsil de Tacoma Narrows,
nos EUA, em 1940. “Varetas” contendo pastilhas de uranio ficam sujeitas a VIV em virtude do
escoamento de dgua ao seu redor em reatores nucleares. As tubulagdes que conduzem petréleo
de reservatodrios sob o leito dos oceanos até a superficie, chamados de “risers”, bem como os
cabos e linhas de ancoragem que conectam as plataformas flutuantes ao fundo do mar, por serem
extremamente longas e esbeltas, sdo especialmente afetadas por este fendmeno, e é com esta

aplicag@o em especial que se relaciona a pesquisa mais geral em que este trabalho esta inserido.

Na udltima década, o Brasil atingiu a auto-suficiéncia em petrdleo. Isso gera para o pais
dividendos financeiros, comerciais e geopoliticos inegdveis. Os avancos recentes foram mar-
cantes, e a postura da Petrobras de incentivar a pesquisa em universidades nacionais certamente
contribuiu para isso. Em especial, sublinha-se a capacidade nacional de exploracdo em dguas
profundas e ultraprofundas (mais de 2000m de ldmina d’agua). A recente descoberta de grandes
reservatorios ultraprofundos na bacia de Santos vem corroborar a importancia e o retorno do in-
vestimento em pesquisa € lanca novos desafios para a empresa e os centros de pesquisa que
com ela colaboram. Este trabalho pretende contribuir para o enfrentamento de alguns desses
desafios no futuro, fornecendo bases para o desenvolvimento de uma ferramenta de predi¢ao do

comportamento dindmico de risers sujeitos a VIV.

E dificil exagerar quando se pensa nas propor¢des econdmicas e ambientais do even-
tual colapso de um riser. Apesar de as tensdes causadas pelo movimento oscilatério nao serem
capazes de promover seu rompimento, € certo que a falha por fadiga pode vir a ocorrer no
decorrer da longa vida util para a qual estas estruturas sdo projetadas. Evita-se isso por meio
de mecanismos supressores de vibracdao, sendo comum o uso de fitas metdlicas denominadas
“strakes”, dispostas de forma helicoidal ao redor do riser, com o objetivo de fazer com que as
forgas que as correntes maritimas aplicam a estrutura variem continuamente de dire¢do ao longo
de seu comprimento e 0 movimento oscilatério seja atenuado. Apesar de bastante eficiente, o

processo de instalagdo € caro: os risers sdo transportados em bobinas e, por isso, a eventual



solda de strakes ndo pode ser feita previamente em terra; ela ocorre in loco, imediatamente

antes de seu lancamento ao mar para instalagio na plataforma.

A supressdo de vibracdo por strakes € uma op¢do conservadora, mas necessaria. A
questao € que a interacado fluido-estrutura que ocorre neste caso ainda apresenta diversas questoes
em aberto, sendo por isso objeto de pesquisa em diversos laboratorios de fisica e engenharia
mundo afora. Experimentos e suas interpretacdes sao dificultados, entre outros, pela elevada
razao de aspecto dos risers (razdo comprimento/didmetro bem maior que 1000) e pela impos-
sibilidade de se reproduzir em dimensdes de laboratdrio os perfis de correntes maritimas exis-
tentes onde eles operam. Simulagdes numéricas falham na predi¢do das amplitudes de oscilagao
da estrutura, em larga medida porque, apesar do elevado poder computacional de que se dispde
hoje em dia, resolver adequadamente as escalas do escoamento em um dominio tdo grande
quanto o comprimento do riser ainda € infactivel; além disso, ndo € tarefa simples acoplar os

modelos de estrutura e de escoamento para este problema de interagdo hidroelastica.

Neste contexto, a abordagem mais bem-sucedida € a utilizacao de modelos simplifica-
dos que sejam capazes, com custo computacional moderado, de descrever com alguma exatiddao
os fendmenos que se observa. Merecem destaque os modelos que condensam toda a influéncia
do fluido sobre a estrutura considerando-o como um oscilador acoplado a ela, forcando-a. A
dindmica da esteira proxima € descrita simplesmente como uma unica “varidvel fluida” que
modela o comportamento flutuante da esteira de von Karmén. Supde-se, de forma heuristica,
que esta varidvel satisfaz uma equacao diferencial ndo-linear cuja solu¢do tem comportamento
dindmico semelhante a série de forca aplicada pelo fluido sobre o cilindro observada experi-
mentalmente. Exemplos de tais equagdes sio a de van der Pol e a de Rayleigh. Este “oscilador
fluido” é entdo acoplado a um oscilador estrutural de também um grau de liberdade. Tais mo-
delos sdo ditos fenomenoldgicos porque ndo sdo derivados a partir de principios fisicos mais
fundamentais (no caso, as leis da mecanica cléssica); sdo equacdes diferenciais cujas solucdes
apresentam comportamento similiar aos fendmenos observados. Destacam-se ai os modelos de
Hartlen e Currie (1970), Iwan e Blevins (1975) e Facchinetti, Langre e Biolley (2004). Uma
boa compilacdo destes modelos, renormalizados e reescritos de forma a facilitar a comparagao

entre eles, foi feita na dissertacdo de mestrado de Cunha (2005).

Os modelos supracitados ndo faziam qualquer mencao a estrutura mais detalhada da es-
teira do escoamento. Na década de 1980, ideias vindas da teoria de estabilidade hidrodindmica
proporcionaram um novo olhar sobre o velho problema: reconheceu-se, na esteira de vortices
de von Kdrméan para Re ~ Re. mas ndo apenas nesta faixa, a estrutura de uma bifurcagdo

de Hopf supercritica, em que um campo de escoamento estaciondrio perde a sua estabilidade



e evolui para uma oscilagdo global da esteira, sustentada e limitada pelo proprio escoamento:
um ciclo-limite, na linguagem dos sistemas dindmicos (MATHIS; PROVANSAL; BOYER, 1984),
(PROVANSAL; MATHIS; BOYER, 1987), (JACKSON, 1987). Tal abordagem difere e extrapola os
modelos citados no pardgrafo anterior porque ndo mais se almeja a mera modelagem dos efei-
tos dindmicos do escoamento sobre a estrutura; agora se quer descrever a oscilagdo do campo de
escoamento como um todo com uma amplitude descrita por uma equacgao diferencial simples. A
equacao de Landau, a ser discutida tecnicamente no cap. 3, descreve de forma genérica sistemas
que apresentam este comportamento. A extensdo destas ideias para sistemas distribuidos, como
os risers, em que as ocilagdes no plano da secdo transversal ocorrem de maneira distribuida ao
longo de seu comprimento, foi primeiramente exposta por Albaréde, Provansal e Boyer (1990),
que apresentaram a equac¢ao de Ginzburg-Landau como modelo fenomenoldgico. Esta equacao,

por sua vez, surgiu no estudo do fendmeno da supercondutividade (GINZBURG; LANDAU, 1950).

Apesar da simplicidade aparentemente exagerada, predi¢des confidveis de VIV sdo
obtidas por modelos fenomenolégicos, com coeficientes ajustados experimentalmente. Além do
poder preditivo em situagdes praticas, a modelagem fenomenoldgica possui o grande mérito de
fornecer um ambiente mais simples, sujeito a andlises matematicas mais diretas, para se apreciar
o fenomeno real evitando a complexidade das equacdes governantes. De fato, as equacdes de
Landau e Ginzburg-Landau sdo bem mais simples que as de Navier-Stokes. Poder estudar

fendmenos regidos por estas no ambito daquelas é, por esta razdo, interessante.

Por outro lado, a formulacdo heuristica destes modelos faz com que eles possam ser
utilizados, no méximo, para interpolar valores dentro dos intervalos de parametros nos quais os
experimentos foram realizados, mas jamais extrapold-los. Assim sendo, tais modelos, enquanto
fenomenoldgicos, seriam de utilidade limitada para a predi¢do do comportamendo dos risers
justamente nas regides do espaco de parametros mais dificeis de se reproduzir em experimentos
fisicos ou numéricos. Somente estabelecendo a relagdo entre as equacdes governantes € 0s
modelos fenomenoldgicos, bem como um procedimento de cédlculo dos seus coeficientes, €
que seria possivel estudar quantitativamente a dindmica complexa do escoamento no ambito de

equagdes diferenciais mais simples.
Neste contexto, sdo dois os obetivos maiores da pesquisa de que este trabalho faz parte:
e do ponto de vista académico e tedrico, € interessante conseguir demonstrar a relagao

existente entre os modelos de Landau e Ginzburg-Landau e as equacdes de Navier-Stokes;

e quanto as aplicagdes praticas, a intencdo €, no longo prazo, desenvolver uma ferramenta

de projeto de risers capaz de realizar previsdes precisas do seu comportamenteo dindmico



sob a acdo de VIV, baseada em uma equacdo de Ginzburg-Landau estendida para conter

a interagdo hidroldstica.

Os dois objetivos sdo interdependentes, uma vez que a consecugao do segundo depende de que
seja alcancado o primeiro, e € a intencdo de se atingir o segundo que sustenta o investimento

em pesquisa no primeiro.

O ponto de partida da derivacdo das equagdes de Landau e Ginzburg-Landau € a deter-
mina¢do do ponto de equilibrio das equacdes de Navier-Stokes: um escoamento estaciondrio.
Este campo de escoamento, doravante denominado campo-base, € o cerne da teoria assintdtica
e se mostrou muito suscetivel ao tamanho do dominio computacional utilizado para calculé-lo.
Tentou-se contornar este problema com um novo tipo de condi¢do de contorno, denominado

impedancia fluida, com bons resultados.

N3ao se conhece, na literatura, trabalhos em que a equacdo de Ginzburg-Landau tenha
sido derivada das equacdes de Navier-Stokes, excetuando-se, claro, o artigo de Aranha (2004),
do qual algumas predicdes se tenta corroborar nesta tese. O ineditismo, aliado ao interesse no
assunto delineado nesta introducao e aprofundado na revisao bibliografica, justificam a realiza-

cdo da pesquisa.

Além dos trabalhos reportados nesse texto, outras atividades foram realizadas. Tentou-
se desenvolver uma impedancia baseada na solu¢do do escoamento potencial a montante e la-
teralmente ao cilindro. Individualmente, foram obtidos bons resultados, mas a utiliza¢do das
trés impedancias (viscosa na esteira e potencial a montante e lateralmente) esbarrou em dificul-
dades numéricas cuja investigacdo desviaria o foco do objetivo principal. Além disso, esforcos
foram dedicados a determinacdo dos coeficientes de Landau e Ginzburg-Landau em uma faixa
mais larga (Re < 300) com um campo-base que era o ponto de equilibrio de uma equacio de
Navier-Stokes ligeiramente modificada (ARANHA et al., 2009), infelizmente com pouco sucesso.
Foi entdo que se decidiu abordar o problema mais elementar, mas por enquanto nio menos im-
portante, de determinar os coeficientes da equacao de Landau para Re ~ R.,. Pela valorizacao

de uma apresentacdo mais concisa, estas outras atividades nao serdo reportadas no texto.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: primeiramente, apresenta-se no cap.
2 uma revisao bibliogréfica para contextualizar o trabalho dentro do que ja foi feito sobre o
assunto. No cap. 3, a formulacio tedrica € apresentada em conjunto com os métodos utilizados
para a obten¢do de predi¢des quantitativas, apresentadas e disctuidas no cap. 4. No cap. 5,
conclusdes sdo deduzidas e tracam-se algumas direcdes em que pode seguir a pesquisa apds a

defesa da tese.



2 CONTEXTUALIZAGCAO DO PROBLEMA

Este capitulo localiza o presente trabalho no desenvolvimento da compreensdo que se tem a
respeito do tema: modelagem do escoamento ao redor de um cilindro circular por equagoes
de amplitude. Primeiramente faz-se um breve apanhado do desenvolvimento histérico da teoria
de estabilidade hidrodinamica, com especial atencao a aplicac¢do de ideias advindas da teoria de

sistemas dinamicos herdadas pelo presente trabalho.

Na sequéncia, sdo discutidos artigos versando sobre a fenomenologia do escoamento
bidimensional ao redor de um cilindro fixo. E apresentada a controvérsia que existiu a respeito
da curva St — Re e sua relagdo com efeitos tridimensionais deste escoamento para Re < 180
desde as primeiras medi¢cdes de Roshko (1954) até a explicacdo fornecida por Williamson

(1989), que de certa forma encerrou a questdo. Este ponto € importante por dois motivos:

e para se saber contra quais resultados experimentais as predi¢des da teoria devem ser com-

paradas: apenas contra aqueles em que se garantiu a bidimensionalidade do escoamento;

e aextensdo da teoria aqui apresentada para considerar efeitos tridimensionais, derivando a
equagdo de Ginzburg-Landau (ARANHA, 2004), terd suas predi¢des futuramente compa-
radas com resultados experimentais de Leweke e Provansal (1994), Albaréde e Provansal
(1995), Monkewitz, Williamson e Miller (1996), versando sobre a dinamica das referidas
tridimensionalidades em sua regido estdvel do espago e parametros ¢; — c3 Shraiman et
al. (1992).

Em seguida, sdo abordados trabalhos acerca da interseccao dos campos: a estabilidade
do escoamento ao redor de um cilindro. Trata-se de sua modelagem fenomenoldgica por equa-
codes de amplitude, utilizando modelos de Landau e Ginzburg-Landau por meio de experimentos
em laboratdrio ou de simulacdes numéricas. Embora alguns trabalhos ja tenham desenvolvido
metodologias para obter os coeficientes de Landau numericamente (DUSEK; LE GAL; FRAUNIE,
1994), (SIPP; LEBEDEV, 2007), o procedimento aqui apresentado € novo e, mais importante,

pode ser estendido para incluir efeitos tri-dimensionais com vistas a obter de forma racional a



equacdo de Ginzburg-Landau (ARANHA, 2004). Este é o objetivo maior da pesquisa em que
se insere a presente contribui¢do e que ainda ndo foi alcangado. Por essa razdo, a revisao bi-
bliografica contemplara artigos que tratam do escoamento bidimensional para e < 180, faixa
em que o mesmo € estdvel a perturbagdes tri-dimensionais (WILLIAMSON, 1989), (BARKLEY;
HENDERSON, 1996).

2.1 Estabilidade Hidrodinamica

Os problemas fundamentais em estabilidade hidrodinamica foram reconhecidos no final de sé-
culo XIX. Os primeiros estudos teéricos em dindmica de fluidos que se pode caracterizar como
de estabilidade foram realizados por Helmholtz (1868) e Kelvin (1871) abordando o surgimento
de ondas na interface entre dois fluidos em escoamento paralelo, sendo o principal exemplo a
acdo do vento sobre lagos ou mares. Kevin determinou condi¢des necessdrias e suficientes para
o surgimento de instabilidades neste escoamento. Ele se restringiu apenas a teoria inviscida,
considerando apenas perturbagdes irrotacionais, mas mais tarde foi mostrado que perturbagdes
rotacionais ndo sao mais instaveis que as irrotacionais, por isso seu resultado é geral. Em (RAY-
LEIGH, 1879) e (RAYLEIGH, 1880), foi aplicado o método de Kelvin para estudar a instabilidade

de jatos, com o interesse de explicar fendmenos acusticos em chamas e em jatos de fumaca.

A esta época, o estudo da estabilidade de estruturas e sistemas mecanicos ja estava bas-
tante desenvolvida: a ideia consiste em linearizar as equacdes de movimento (de Lagrange ou
Newton) e estudar a evolucao no tempo de uma perturbacao, determinando seus modos normais
de vibracdo, bem como cada autovalor associado A = o + iw. w € a frequéncia de vibracdo da
estrutura quando excitada no respectivo modo, e o fornece a taxa de crescimento deste modo
de vibrar: ¢ < 0 significa que o modo de vibrar € estavel: a amplitude de vibragdo vai a zero
assintoticamente com o tempo; ja o > ( indica instabilidade: a amplitude de vibracdo daquele
modo tende a aumentar. Nos trabalhos acima citados os autores aplicaram o método de modos
normais a dindmica de fluidos inviscidos, perturbando solucdes de equilibrio de escoamentos
potenciais. O fato de as equacdes que regem tais escoamentos envolverem derivadas parciais,
diferentemente das equagdes de movimento da dinamica de sistemas de particulas, traz grandes
dificuldades técnicas para a andlise matematica de problemas em estabilidade hidrodinamica

(DRAZIN; REID, 1981).

J4 na seara experimental, Reynolds (1883) detectou a transi¢do do escoamento em um
duto de um estado ordenado, laminar, para outro cadtico, turbulento, ao aumentar a vazao. Mais

importante, também determinou qual € o parametro importante, mais tarde denominado nimero



de Reynolds, que ao ultrapassar certo valor fazia com que se observasse a ruptura do regime la-
minar e o inicio da transicdo para o regime turbulento. Este nimero, como se sabe, representa
uma relagdo entre as ordens de grandeza de forcas inerciais e viscosas. No contexto do presente
trabalho, a maior importancia desta contribuicao de Reynolds foi a percepcdo de que a insta-
bilidade deste e de outros escoamentos surge quando o efeito estabilizador da viscosidade nao
mais € capaz de contrabalancear o efeito desestabilizador das forgas inerciais. Esta afirmacao
deve, porém, ser percebida de forma cuidadosa, uma vez que, por causar difusdo de quantidade
de movimento, a viscosidade pode também tornar instdvel um escoamento cuja contrapartida

inviscida seja estavel, em especial escoamentos cisalhantes paralelos (“parallel shear flows”).

Pouco progresso foi feito até Orr (1907) e Sommerfeld (1908) derivarem a famosa
equacgdo que hoje carrega seus nomes. A ideia é simplificar as equacdes de Navier-Stokes sob

as hipoteses de escoamento bidimensional quase-paralelo:

o u=u(z,y)i+v(z,y)j+ 0k;

o v(z,y) K ulx,y);

o@<<1
Ox ’

Uma vasta gama de casos de escoamento de importancia pratica satisfaz, a0 menos
aproximadamente, as hipdoteses acima, entre eles camadas-limite, jatos e camadas cisalhantes
(“shear layers™). Tais hip6teses conduzem a uma lineariza¢io das equacdes de Navier-Stokes,
que se transformam assim em um problema de valor caracteristico em que as autofungdes exis-
tem apenas se for satisfeita uma relagdo de dispersdo a partir da qual se pode determinar a
estabilidade ou nio de perturbacdes infinitesimais com dados nimero de onda e frequéncia. A
época da derivacdo da equacdo de Orr-Sommerfeld, as teorias assintdticas nio estavam sufi-
cientemente desenvolvidas para lidar com ela, por isso muito do trabalho subsequente em esta-
bilidade hidrodinamica consistiu em desenvolver métodos heuristicos de aproximagdo para so-
lucdes desta equacdo (HEISENBERG, 1924), (TOLLMIEN, 1929), (TOLLMIEN, 1947), (LIN, 1945),
(LIN, 1955). Mais tarde, o avango da capacidade computacional passou a permitir a solucao
numérica da equacao de Orr-Sommerfeld, o que passou a se chamar na literatura de andlise de
estabilidade numérica local e foi realizada no contexto do escoamento ao redor do cilindro por,
entre outros, Yang e Zebib (1989). Hoje em dia, j4 hé recursos computacionais para estudar a
estabilidade global deste escoamento, e € nesta técnica (na verdade, uma extensao nao-linear
dela) que se baseia o presente trabalho. Uma breve revisao a seu respeito estd apresentada na
secdo 2.3. Antes disso, discute-se a fenomenologia do escoamento bidimensional ao redor do

cilindro.



2.2 Fenomenologia do escoamento para Re < 180

A esteira de vortices de von Karmén ou instabilidade de Bénard-von Kiarmén herda esse nome
dos cientistas pioneiros em seu estudo e andlise no inicio do século passado (BENARD, 1908),
(VON KARMAN, 1911). A descri¢ao aqui apresentada para o escoamento ao redor de um cilindro
a baixos nimeros de Reynolds se baseia, em larga medida, no artigo revisional de Williamson

(1996) e em diversos trabahos 14 referenciados.

Para Re < 5, observa-se um escoamento estacionario com linhas de corrente acom-

panhando a curvatura do cilindro (“creeping flow”), como mostra a figura 2.1a.

(a) Re = 0.16 (b) Re = 26

Figura 2.1: Visualizacdo do escoamento para Re < 1 e Re = 26 (Fonte: van Dyke (1982)).

A partir daf até Re = Re. ~ 47, as linhas de corrente se separam do cilindro, formando
uma bolha recirculante composta de dois vortices estaciondrios, simetricamente em relacdo a
direcdo do escoamento incidente (fig. 2.1b). O comprimento e a largura desta bolha aumentam
com Re. O valor exato de RRe. depende de fatores como nivel de ruido externo e razio de as-
pecto do cilindro e foi motivo de muita controvérsia (MATHIS; PROVANSAL; BOYER, 1984). O
valor hoje aceito é de aproximadamente 47 para cilindros de elevada razdo de aspecto (MON-
KEWITZ, 1996). Quando o numero de Reynolds atinge o valor critico, surge uma instabilidade
que incialmente se localiza no final da bolha e que cresce temporal e espacialmente, com a es-
teira de von Kdrmén cobrindo uma extensa regido a jusante (fig. 1.1). Trata-se, logo, de uma

instabilidade absoluta (HUERRE; MONKEWITZ, 1990).

As primeiras medicdes extensivas da frequéncia de Strouhal neste escoamento foram
feitas por Roshko (1954). Desde entdo, vérios autores repetiram as medi¢des, em aparatos
experimentais distintos, observando descontinuidades na curva St — Re e publicando resultados
que diferiam por até 20% entre si. A medicdo de frequéncias na esteira é um procedimento
simples, mas que se mostrou extremamente sensivel a mudancgas no arranjo experimental. Estas
disparidades e as razdes das descontinuidades nao explicadas na curva de Strouhal foram fonte

de extensos debates.



10

Tritton (1959) observou uma descontinuidade na curva St — Re em Re = 100, por
ele atribuida a transicdo de uma instabilidade surgida na esteira para uma outra, advinda da
vizinhang¢a imediata do cilindro, ao se aumentar o nimero de Re. Gaster (1969) estudou o es-
coamento ao redor de cones esbeltos e observou a existéncia de células de diferentes frequéncias
ao longo de suas envergaduras, e com base nisso sugeriu que a descontinuidade observada por
Tritton era devida a ndo-uniformidades no escoamento incidente. O imbréglio prosseguiu, com
Tritton (1971) refazendo seus experimentos em um outro tinel de vento e observando nova-
mente uma descontinuidade na curva, agora para Re = 110, e Gaster (1971) tentando defender
sua tese com escoamentos intencionalmente ndo-uniformes ao redor de um cilindro, observando
novamente células de diferentes frequéncias que se moviam ao longo da envergadura ao se au-
mentar o nimero de Reynolds, o que se notava como uma descontinuidade na relacdo St — Re
mantendo-se fixo o ponto de medi¢dao. Gaster também experimentou utilizar placas (inclinadas
ou ndo em relacdo a direcao do escoamento incidente) nas extremidades do cilindro (na litera-
tura em lingua inglesa: “end-plates™), distantes 70 didmetros uma da outra, e observou que a
descontinuidade desaparecia, sugerindo que tais placas limitavam o movimento das células de
diferentes frequéncias que surgiam em decorréncia da ndo-uniformidade do escoamento inci-
dente. Isso reforcava sua tese de que era a ndo-uniformidade do escoamento incidente a razao

das descontinuidades observadas na curva St — Re sem o uso das placas.

Ja Berger e Wille (1972) sugeriram, seguindo Tritton, que hd dois modos de emissao
de vortices, mas que a selecao de frequéncia tem como critério o nivel de turbuléncia no es-
coamento ao longe. Sreenivasan (1985) interpretou as descontinuidades como os primeiros
passos na ‘“rota para o caos’ na esteira do cilindro, que, sabia-se, se tornava turbulenta para
Re mais elevados; medindo espectros de velocidade para diferentes nimeros de Reynolds no
regime laminar, ele observou estreitas faixas de Re em que um regime cadtico era observado,
encapsuladas em regides maiores de regime ordenado (laminar). Esta intermiténcia faria parte

do cendrio de transi¢do a turbuléncia proposto inicialmente por Ruelle e Takens (1971).

O artigo revisional de Bearman (1984) ilustra, com base em uma série de outros tra-
balhos experimentais, como pode ocorrer sincronizagdo (“lock-in”) da frequéncia de emissao
de vértices com uma ou mais frequéncias naturais do cilindro, podendo assim existir “saltos”
no nimero de Strouhal quando outro modo de vibrar do cilindro passasse a ser excitado em de-
corréncia de um aumento da velocidade do escoamento, ou seja, do nimero de Reynolds. Atta
e Gharib (1988) mostraram que algumas destas descontinuidades podiam desaparecer quando
se variava o amortecimento nos suportes do cilindro. Eles sugeriram que, caso as vibracdes do
cilindro pudessem ser totalmente eliminadas do aparato exprimental, entdo uma curva St — Re

totalmente continua apareceria. Este foi o primeiro trabalho que sugeriu a possibilidade de exis-
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téncia, de fato, de uma relagdo continua entre a frequéncia de Strouhal e o nimero de Reynolds

na faixa aqui considerada (Re. < Re < 180).

Simula¢des numéricas bidimensionais realizadas por Karniadakis e Triantafyllou (1989)
resultaram em estados assintéticos (com ¢ — 00) periddicos e uma curva continua de Strouhal
na faixa Re < 250, sem evidéncia dos comportamentos cadticos citados por Sreenivasan. Isto
sugeriu que a curva fosse continua desde que o escoamento fosse, de fato, bidimensional:
as descontinuidades estariam associadas a presenca de tridimensionalidades, e estas seriam a
verdadeira causa das discrepancias entre resultados experimentais e da propria descontinuidade

na curva St — Re. Foi isso o que percebeu Williamson (1989).

Em resumo, descontinuidades na curva St — Re existem, de fato, como consequéncia
de nao-uniformidades no escoamento incidente e também em virtude de pequenas vibracdes do
cilindro; entretanto, elas ndo desaparecem mesmo quando se garante a uniformidade do escoa-
mento e as vibragdes do cilindro sdo eliminadas. Existe uma causa, mais fundamental, para
as referidas descontinuidades, percebida por Williamson: efeitos tridimensionais causados pela
condicdo de contorno nas extremidades do cilindro ndo ficam restritos a elas e se propagam ao
longo de toda a envergadura. Surgem células de diferentes frequéncias, mesmo que se garanta
uniformidade do escoamento incidente. Gerich e Eckelmann (1982) haviam percebido que a fre-
quéncia de emissao de vortices em células proximas as extermidades dos cilindros era diferente
daquela medida no centro da envergadura, onde supuseram que o escoamento ndo seria afetado
pela condi¢c@o de contorno na extremidade, o que ndo € verdadeiro, como atestou Williamson.
Ele percebeu que existe uma relagdo direta entre as discrepancias nas frequéncias de Strouhal
em diferentes experimentos e a emissao de vortices obliqua, em que as linhas de vortices fazem
angulos 6 de até 15° com o eixo do cilindro. Usando “end-plates” e manipulando sua inclinacao
com relacdo ao escoamento incidente, ele pdde controlar o valor de #, conseguindo inclusive
emissdo paralela (¢ = 0). Ambos os modos de emissdo de vortices estdo mostrados na fig. 2.2.
Foi percebido, em um experimento em que o cilindro € rebocado ao longo de fluido quiescente,
que a emissdo de vortices € inicialmente paralela (2.2a), mas que, caso a angulacdo dos “end-
plates” nao fosse controlada para induzir emisdo paralela, as linhas de vortice progressivamente
se inclinavam, com frentes de onda se afastando das extremidades, até que toda a envergadura
estava tomada por linhas de vortice obliquas (fig. 2.2b). Isto o permitiu concluir, decisivamente,

que a emissao obliqua era consequéncia direta da condicao de contorno na extremidade.
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(a) Emissdo paralela (b) Emissao obliqua

Figura 2.2: Modos paralelo e obliquo de emissao de vortices. Escoamento de baixo para cima,
Re = 95.

Até entdo, pouca atencdo havia sido dada a questdo de os vortices serem emitidos de
forma paralela ou obliqua. Entretanto, é trivial verificar que, se voértices sdo emitidos com
angulo 0 em relagdo ao eixo do cilindro, a frequéncia de Strouhal medida sob emissdo obliqua

Sty serd, com relagdo a frequéncia de emissdo paralela St:

Sty = St - cost 2.1)

Williamson entdo comparou os dados de frequéncia medidos sob emissdo paralela e
obliqua e observou concordancia muito boa com a previsdo (2.1), o que permitiu concluir que
as discrepancias encontradas pelos diversos autores ndo se devia a ndo-uniformidades no escoa-
mento incidente nem a vibracdes no cilindro, mas sim a utilizacdo de condi¢des de contorno
ndo controladas nas extremidades do cilindro, sob a hipétese - equivocada, como ele mostrou
- de que os efeitos de borda nao se propagariam para a regido central da envergadura. Eles se
propagam, sim, preenchendo todo o dominio com linhas de vértices obliquas que, como se viu,

resultam em medicdes de Strouhal que precisariam ser corrigidas de acordo com a eq. (2.1).

A questdo das descontinuidades também foi resolvida, no contexto de emissao obliqua:
ocorre mudanca de um padrao de emissdao obliqua quase-periddico com células de diferentes
frequéncias longe das extremidades ([2e < 64) para um padrdo periddico com apenas uma fre-
quéncia nesta regido (e > 64). Os ntimeros de Reynolds em que ocorre esta transi¢do podem
ter sido diferentes para diferentes autores, dependendo de detalhes de cada aparato experimen-
tal. Mais importante é que, quando as condicoes experimentais na extremidade do cilindro
sao tais que a emissao é paralela, a curva St — Re aparece perfeitamente continua até
Re =~ 180, quando entdo comega a ocorrer, de fato, transi¢do para um modo tri-dimensional

de emissdo de vértices, que ndo serd abordado aqui (WILLIAMSON, 1989), (BARKLEY; HENDER-
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SON, 1996).

Toda essa discuss@o € importante pois a modelagem aqui apresentada se baseia na pre-
missa de que o escoamento ¢ bidimensional para Re < 180, e € a dindmica deste escoamento
que se tentard representar por meio de uma solucdo assintética. Além disso, e ainda mais impor-
tante, € a percep¢do de que existem, sim, efeitos tridimensionais nesta faixa de Re, que foram
modelados fenomenologicamente pela equacdo de Ginzburg-Landau (LEWEKE; PROVANSAL;
BOYER, 1993), (LEWEKE; PROVANSAL, 1994), (ALBAREDE; PROVANSAL, 1995), (MONKEWITZ;
WILLIAMSON; MILLER, 1996). A teoria aqui apresentada tem uma extensdo para a equagao de
Ginzburg-Landau (ARANHA, 2004), e suas predicdes deverdo ser confrontadas, futuramente,
com aquelas apresentadas nos referidos trabalhos. Ja os artigos que tratam da modelagem feno-

menoldgica dos efeitos bidimensionais serdo apresentados brevemente na préxima secao.

2.3 Modelagem fenomenoldgica por equacoes de am-
plitude

Segundo Provansal, Mathis e Boyer (1987), houve em meados da década de 1980 um aumento
repentino do interesse pelo problema de estabilidade hidrodindmica representado pela esteira de
vortices atrds do cilindro, pelas seguintes razdes: surgimento de capacidade computacional para
simular as eqs. de Navier-Stokes em problemas geometrias ndo-triviais; utilizacdo de técnicas
experimentais ndo intrusivas como anemometria Laser-Doppler, que permitiu medi¢des locais e
instantaneas até entdo impossiveis ndo-intrusivamente; e, principalmente, o renovado interesse
na teoria de sistema dindmicos aplicados a uma série de problemas nao-lineares como transicoes

de fase e instabilidades.

Até entdo, boa parte destes estudos havia se concentrado em escoamentos internos,
notadamente os escoamentos de Taylor-Couette e Poiseuille e a convecgdo de Rayleigh-Bénard
(MANNEVILLE, 2004), mas ainda ndo em escoamentos externos. O primeiro trabalho expe-
rimental a tratar um escoamento externo a um corpo limitado como um sistemas dindmico
que rege a amplitude de um modo global foi a modelagem da esteira de von Karmén reali-
zada por Mathis, Provansal e Boyer (1984), em que foi observado, por meio de anemometria
Laser-Doppler, que a transi¢ao para a esteira oscilatdria era caracterizada por uma bifurcagdo de
Hopf. A simples ideia de uma estrutura global oscilando em fase permite que, conhecendo-se
ou arbitrando-se a forma do modo, a amplitude em uma extensa regido da esteira seja inferida
a partir de sua medi¢do em apenas um ponto. Associada a instabilidade do regime permanente

observa-se uma quebra de simetria que seria a primeira de uma série nas conjecturas de rotas
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para o caos de Landau (LANDAU; LIFSHITZ, 1971) e Ruelle-Takens (RUELLE; TAKENS, 1971);
(ECKMANN, 1981). O parametro de ordem em Mathis, Provansal e Boyer (1984) é a compo-
nente transversal de velocidade v, medida no ponto (5D, 0, 0) (ver defini¢do das coordenadas na
secdo 3.1), que obedece a equacdo de Landau (com coeficientes ajustados experimentalmente)
na faixa 40 < Re < 300 e é, no limite em que Re — Re, proporcional a (Re — Re.)"?. A
época deste estudo, ainda ndo estava bem estabelecido o valor para o nimero de Reynolds cri-
tico em que surge a instabilidade bidimensional. Os autores perceberam a influéncia da razdo de
aspecto do cilindro e deduziram que, para um cilindro infinitamente longo, o valor assint6tico
seria de Re, = 47.

Os mesmos autores prosseguiram a investigacao (PROVANSAL; MATHIS; BOYER, 1987),
argumentando que, numa bifurcacdo de Hopf, o parametro de bifurcacdo é a prépria taxa de
crescimento o, que vale zero em Re. (por defini¢do) e, nas suas vizinhancgas, pode ser aproxi-

mada por uma funcao linear de Re:

o(Re) = o(Re,) + %(Re — Re.) + O(Re — Re,)?, (2.2)

Experimentos em regime transiente em que a série temporal de v era medida apds uma mudancga

brusca de Re forneceram a relagdo:
1%
o=k-—(Re— Re,.), (2.3)

com k = (.20 (PROVANSAL; MATHIS; BOYER, 1987) ou k£ = 0.20 para (??). E interessante notar
que os resultados foram os mesmos aumentando-se ou diminuindo-se o nimero de Reynolds,
o que foi interpretado como a bifurcacdo de Hopf sendo supercritica: ndo ocorre histerese.
Curiosamente, os experimentos neste trabalho ndo reportam uma alteracdo de frequéncia de-
vido a interacdes ndo-lineares (Aw = ocs - ver se¢do 3.4), o que seria equivalente a ¢35 = 0.
Contudo, Dusek, Le Gal e Fraunié (1994), Monkewitz (1996), Thompson e Le Gal (2004) e
Sipp e Lebedev (2007) apresentam valores ndo-nulos para este coeficiente, em consonancia
com os resultados aqui obtidos. Estes experimentos foram repetidos, com algumas varia¢des
e aprofundamentos, nos trabalhos de Sreenivasan, Strykowski e Olinger (1986), Strykowski e

Sreenivasan (1990) e Schumm, Berger e Monkewitz (1994).

Monkewitz (1996) demonstrou que o modelo de Landau era bem sucedido para o caso
de transientes na esteira gerados por sucgdo (“base suction”) ou injecdo (“base bleed”) de
massa por uma fenda na base do cilindro (ponto de estagnacdo a jusante). A suc¢do faz com
que o escoamento estaciondrio se torne instdvel em nimeros de Reynolds mais baixos; por ou-

tro lado, a injecdo estabiliza a esteira. Além destes novos resultados, neste trabalho o autor



15

apresenta uma revisao concisa e didética da literatura anterior e dos conceitos bdsicos de esta-
bilidade local e global, além de tratar também de aspectos tri-dimensionais e sua modelagem

fenomenoldgica pela equacio de Ginzburg-Landau.

Jackson (1987), apoiado nas ideias lancadas pelos trabalhos experimentais de Mathis,
Provansal e Boyer (1984) e Provansal, Mathis e Boyer (1987) realizou o primeiro estudo numé-
rico de estabilidade global em escoamentos externos, determinando via método de elementos
finitos o escoamento estaciondrio e resolvendo o problema de estabilidade que forneceria o
modo instdvel e o autovalor a ele associado para corpos de diversos formatos, entre eles um
cilindro circular. O nimero de Reynolds critico obtido foi Re. = 45,4, e a frequéncia de
Strouhal associada St = 0,136 (w = 0,854), em razoavel concordancia com os valores hoje
aceitos (Re. ~ 47 e w =~ 0, 73), levando-se em conta a escassa capacidade computacional a sua

disposi¢do a época.

Dusek, Le Gal e Fraunié (1994) realizaram um estudo numérico para determinar os
coeficientes do modelo de Landau para o escoamento bidimensional ao redor de um cilindro
a Re = 48. Neste trabalho, nenhum problema de valor caracteristico € resolvido: a taxa de
crescimento do modo instdvel o e a frequéncia de oscilacdes de amplitude infinitesimal w s@o
obtidos diretamente da simulacdo do escoamento em regime transitério. O modelo de Landau é
obtido por meio de uma separacdo de escalas temporais: a escala rapida do periodo de oscilagcdo

(27”) e a lenta do aumento da amplitude (%).

Na primeira década do século XXI, o aumento do poder computacional fez com que ja
se tornasse rotineira a solucao dos problemas de valor caracteristico de larga escala que surgem
na andlise de estabilidade global do escoamento ao redor de um cilindro, em que se trabalha
com as equagdes de Navier-Stokes completas, e ndo mais com a de Orr-Sommerfeld. Barkley
(2006) resolve-o linearizando as ENS nao sé ao redor do escoamento estacionario mas também
ao redor do campo médio (integral do campo de velocidades em um periodo de oscilacdo da es-
teira, dividia por este periodo) obtido de uma simulagdo temporal em toda a faixa bidimensional
Re. < Re < 180. Ele observa que a frequéncia w associada ao modo instdvel do campo-base
sO corresponde a frequéncia de Strouhal muito perto do ponto de bifurcagdo (Re ~ Re.). Por
outro lado, o campo médio, apesar de ndo ser ponto de equilibrio das ENS, tem sua frequéncia
fundamental muito préxima da frequéncia de Strouhal; além disso, o campo médio € aproxima-

damente marginalmente estdvel (o ~ 0).

Sipp e Lebedev (2007) apresentam uma técnica de multiplas escalas com a intengdo de
fornecer uma prova para os resultados de Barkley (2006) nas vizinhancgas do ponto de bifurca-

cdo. Uma maneira engenhosa mas algebricamente mais trabalhosa que a so presente trabalho
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para determinar os coeficientes de Landau é apresentada, em que se resolve apenas um pro-
blema de valor caracteristico, para Re ~ Re.. As partes real o e imaginéria w do autovalor
associado ao modo instavel para niimeros de Reynolds maiores sdo determinados em primeira
ordem na série assintdtica, e ndo diretamente a partir do campo estaciondrio para cada nimero
de Reynolds, como aqui. Os coeficientes de Landau também sdo obtidos por meio da alternativa
de Fredholm para os termos de terceira ordem da série. A intenc¢ao dos autores é determinar um
critério para o campo-médio ser neutramente estdvel e sua estabilidade recuperar a frequéncia
de Strouhal e mostrar que este critério ndo € geral, por ndo valer em um outro caso (escoamento
sobre uma cavidade aberta). Nao se vislumbra qualquer inten¢do de generalizar o procedimento

para efeitos tri-dimensionais.

2.4 Recapitulacao

Encerra-se este capitulo reposicionando o trabalho no contexto da modelagem do escoamento
ao redor de um cilindro por equagdes de amplitude, apds terem sido apresentadas as principais

ideias e contribui¢des que serviram de alicerce para o que serd construido aqui.

O escoamento ao redor de um cilindro oferece uma mid de fendmenos interessantes e
complicados, inclusive na faixa e < 180, que envolvem instabilidades bi e tridimensionais,
modos diversos de emissdo de vortices, células de frequéncias diferentes e alta sensibilidade a
condicdes de contorno. Por um lado, tal diversidade € caracteristica e até esperada em virtude
da complexidade as equacdes de Navier-Stokes e da dificuldade de se estabelecer corretamente
condicdes de contorno matematicas que correspondam a diversas montagens e aparatos expe-
rimentais. Por outro, causa um certo deslumbramento notar que boa parte, sendo a totalidade
destes fenomenos, pode ser descrita por um modelo consideravelmente mais simples, a equa-
cdo de Ginzburg-Landau; além disso, um controle adequado das condi¢des de contorno expe-
rimentais, ao causar a bidimensionalidade do escoamento, permite que um modelo ainda mais
simples, o de Landau, seja capaz de reconstruir, com coeficientes ajustados experimentalmente,

a dindmica observada em laboratorio.

Estes fatos sugerem fortemente, portanto, relacdes entre as equacdes de Navier-Stokes
e os modelos de Landau e Ginzburg-Landau que trascendam a fenomenologia. Em termos
bem simples, seria muita coincidéncia. O grupo de pesquisa do qual este autor faz parte tenta
buscar estas relagdes, por meio de solucdes assintdticas das equacdes de Navier-Stokes. O
primeiro passo, referente a equacido de Landau, é o tema desta tese, e sua formulagdo tedrica

serd apresentada no préximo capitulo.
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3 TEORIA E METODOS

Este capitulo comeca por definir matematicamente o problema do escoamento ao redor de um
cilindro circular (se¢do 3.1), seguido de sua formulacdo discreta (se¢do 3.2). Para seguir a
ordem cronoldgica de desenvolvimento dos trabalhos, € apresentada a teoria da condi¢do de
contorno de impedancia fluida na se¢do 3.3 e, na sequéncia, toda a teoria da equacio de Landau:
comega-se apresentando-a de forma genérica e sdo derivadas suas principais consequéncias (se-
¢do 3.4); na se¢do 3.5, a solucdo assintética das equacgdes de Navier-Stokes, conduzindo a equa-
cdo de Landau, € construida. Entdo trata-se da solu¢@o temporal das equacdes de Navier-Stokes
e de sua decomposicao em harmonicos de Fourier, que irdo servir de parametro de comparagao

e mensuracdo da eficicia da solugdo assintética (se¢do 3.6).

3.1 Definicao do problema continuo

O escoamento bidimensional incompressivel ao redor de um cilindro circular é regido pelas
equacgdes de Navier-Stokes, apresentadas abaixo em sua forma adimensional, juntamente com

a equacdo da conservacao da massa e as condi¢des de contorno aplicdveis ao problema:

Ju 1,

EﬂL(U-V)u—ﬁVu—i—Vp—O (3.1a)
V-ou=0; (3.1b)
u(|[x|| =1/2;t) = 0; (3.1¢)
| 1|i|m u(x;t) = 1i; (3.1d)
| 1|i|m p(x;t) = 0; (3.1e)

O eixo x estd alinhado com a direcao do escoamento incidente e o eixo y € perpen-
dicular a ele. i e j sdo vetores normais nestas dire¢des, respectivamente. Pontos no espago

(x = zi + yj) sdo representados em um sistema de cordenadas com origem no centro da se¢ao
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transversal do cilindro. u = i+ vj representa o campo de velocidades. Coordenadas espaciais
sdo adimensionalizadas pelo diametro D do cilindro, velocidades por aquela do escoamento ao

longe U, e a pressdo por pUZ2, em que p é a densidade do fluido, suposta constante. Resulta

U D
v 9

um Unico parametro adimensional, o nimero de Reynolds Re = em que v € a viscosidade

cinematica do fluido.

Para a solu¢@o numérica do problema, é necessario restringir o dominio a uma regiao

finita (2, cuja metade superior 2 é mostrada na figura 3.1:

—,/

0

U 0o —_

In 00
/ 39\6\
EN

ls lo

Figura 3.1: Representa¢io esquemadtica do dominio computacional Q%; I;, [}, e [, sdo as distin-
cias do centro do cilindro as fronteiras a montante, acima e a jusante.

O contorno 052 € subdividido nas por¢oes (02 = 0€2; U 9€2. U €2, U 051,), tais que:

e 0(); comporta as fronteiras vertical a montante (z = —[;; 0 < y < [,) e lateral ao cilindro

(—l; <z <l,;y =l3), em que estd aplicada a condi¢do de contorno de “inlet” (3.1d);

e 0f). corresponde a superficie do cilindro em si (\/zx2 +y?%) = 1/2;y > 0), com condigio

de ndo-deslizamento (3.1c¢);

e (), é alinha de simetria do dominio (y = 0), cujas condi¢des de contorno sdo de simetria
(g—;‘ = 0,v = 0) para alguns dos campos da solugdo assintética e de anti-simetria (v =

0, g—; = () para outros;

e 0}, é a fronteira vertical a jusante (xr = [,;0 < y < [;,), em que estdo aplicadas condi-
¢oes de contorno de “outflow” ou de impeddncia fluida, uma nova forma de condi¢@o de
contorno, a ser apresentada mais a frente, juntamente com um significado mais preciso

da propria condicao de “outflow”.
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3.2 Formulacao do problema discreto

E conveniente trabalhar com a formulacdo discreta das ENS, obtidas, por exemplo, por um
método de elementos finitos. A conveniéncia reside em transformarem-se operadores lineares
em espacos de funcdes em operadores lineares em espagos de n-uplas de nimeros. Em outras

palavras, migra-se do campo da andlise funcional para a 4lgebra linear.

(2 € a regido do espago contendo o cilindro e Jf2 a sua fronteira, tal que 02 = 0€), U
00, sendo 0L, e 0L, as regides da fronteira onde estdo aplicadas condi¢des essenciais e

naturais de contorno, respectivamente. Seja n o versor normal a 0¢2, apontando para fora de ).

O procedimento padrdo em elementos finitos € trabalhar com a forma fraca das equa-
coes, que corresponde a aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais da mecanica analitica.
A tnica diferenca estd em se ter velocidades virtuais ao invés de deslocamentos virtuais, em
virtude da formulagdo euleriana, que descreve o escoamento por meio de seus campos de velo-
cidade e pressdo. O rebaixamento do grau de continuidade exigido das fun¢des de interpolagao
justifica o nome formulagdo fraca: como se verd, a segunda derivada associada ao termo vis-
coso ¢ substituida, via integragdo por partes, por um termo em primeira derivada. Assim, as
fungdes de interpolac@o ndo mais precisam ter segunda derivada quadrado-integravel; basta que
a primeira derivada o seja. A forma fraca das eqs. de Navier-Stokes € obtida multiplicando a
equacdo dinamica por um campo de velocidades virtuais du, a equagdo de continuidade por um

campo de pressao virtual dp e integrando por partes em €). Resulta:

a—u~6udQ+/(u-V)u-5udQ+L/(Vu-VcSu—l—Vv-Vév)dQ—/p(V~6u)dQ—
Q@ff Q Re Q Q

:/ {—pn—l—i((Vu‘n)i—l—(Vv-n)j)} - ou dof?
99 Re
(3.2a)

/ dp(V-u)dQ2 =0, (3.2b)
Q
em que foram utilizadas as seguintes identidades vetoriais:

V2u-du= V- (0uVu + 0vVv) — (Vu - Véu + Vv - Vv);
Vp-éu=V-(péu) —p(V-ou),

e o teorema da divergéncia de Gauss.

O teorema de Gauss transfere para o contorno 0 termos que aparecem como a integral
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de uma divergéncia em ). A interpretacdo fisica da integral de superficie (para o problema
bidimensional, trata-se de uma integral de linha) no lado direito da eq. (3.2a) é a poténcia
virtual realizada pelas forcas externas (localmente descritas pela pressdo e tensdes viscosas) em
um deslocamento virtual da fronteira do dominio. Por esta razdo, esta integral serd denominada

integral da impedéancia:

5Ut'I—/ {—pn—i—é((Vu-n)i—k(Vv-n)j) - ou dos. (3.3)
20

Colocar condig¢des de contorno de “outflow” (ou de forca zero ou, em inglés, “traction
free”) significa que o integrando em (3.3) é identicamente nulo em §2,, (em 2, esta integral
fornece as forcas de vinculo). A rigor, esta condi¢do s6 € vélida bastante longe do cilindro,
mas € pritica comum colocéd-la a jusante e, as vezes, lateralmente ao cilindro. A condi¢do
de contorno de impedancia fluida, elaborada na secdo 3.3, consiste em uma aproximacao de

primeira ordem para esta integral.

Discretizando (3.2) pelo método dos elementos finitos, definem-se as seguintes ma-

trizes:
) ou . .
Matriz de massa M : T ou)dQ=0U"-M-U; (3.4a)
Q
Matriz de convecgdo N(U) : / (u-V)u-éu)d =06U" - N(U) - U; (3.4b)
Q

Matriz de difusdo D : / (Vu - Véu+ Vv -Viv)dQ =6U"-D - U; (3.4c)
Q

Matriz gradiente R : / p(V-6u)dQ =6U""R-P; (3.4d)
0

Matriz divergéncia R : / op(V-u)dQ =6P"-R'-U. (3.4e)
0

Note que a matriz divergéncia (3.4e) € a transposta da matriz gradiente (3.4d), o que
¢ uma consequéncia direta da simetria (u «—— du;p «— Jdp) nas integrais que definem tais
matrizes. A substituicdo das definicOes acima na forma fraca das ENS conduz as seguintes

equacoes discretas de Navier-Stokes:
: 1
sut. M-U+ED-U+N(U)-U—R-P =F, + Fy; (3.5a)
SP"-R'-U =0, (3.5b)

sendo F',, as forcas de vinculo necessdrias para garantir a fixacdo das condi¢gdes essenciais de

contorno em OS2, e F',, as forcas externas aplicadas em 0¢2,,, que valem zero no caso de condi¢ao
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de contorno de “outflow”. A solucdo assintética serd desenvolvida levando-se em conta esta
condicdo de contorno; isso ndo diminui a generalidade do procedimento pois, como se vera na
proxima se¢do, a condicao de impedancia faz com que F,, seja incorporada as matrizes do MEF.
Para utilizar a impedéncia basta substituir adequadamente os operadores matriciais, conforme

mostrado na préxima secao.

3.3 Condicao de contorno de impedancia fluida

A fun¢do da impedancia € trazer para dentro do dominio discretizado a influéncia do fluido
externo a ele. Neste trabalho, serd apresentada apenas a formulagdo da impedancia para o pro-
blema simétrico em relacdo ao eixo x. A integral da impedancia em (3.3) é a expressdo das
poténcias virtuais das forcas externas em fun¢do dos valores nodais de velocidade e pressao
na fronteira. E importante ressaltar aqui que isso niio significa a prescricio de condiciio de
contorno para a pressao na fronteira; em escoamentos externos, s se especifica a pressao no
infinito. Tais valores nodais sao incégnitas do problema mas € possivel, linearizando as equagao
de Navier-Stokes fora do dominio discretizado, obter sua solug¢do analitica como func¢do das ve-
locidades nodais na fronteira. Esta linearizag¢ao (equacdo de Oseen) consiste em considerar, no
termo convectivo, apenas a parcela primdria, supondo-se que a perturbagdo € “pequena” longe
do cilindro. Conhecendo-se a solucao como funcao das (desconhecidas) velocidades e pressoes
na fronteira, as forcas aplicadas sobre o fluido dentro da regido discretizada sdo calculadas,
ainda como fung¢do destas velociades e pressdes. Numericamente, trata-se de operadores ma-
triciais (matrizes de impedancia) que, se multiplicados pelas velocidades nodais no contorno,
fornecem as forcas aplicadas externamente em cada um dos ndés desta fronteira. Mas todas
as forcas em elementos finitos sdo expressas assim: como operadores matriciais multiplicando
velocidades nodais. Resulta da soma de todas estas matrizes um sistema algébrico cuja solu-
cdo sdo as velocidades nodais em todos os nés da malha, inclusive os da fronteira em que estd
aplicada a impedancia. Importante é o fato de, em primeira ordem, as forcas serem funcoes
lineares das velocidades nodais, pois assim se pode expressa-las por meio de operadores ma-
triciais. Assim, a formula¢do da impedancia consiste em construir estas matrizes e soma-las as
demais matrizes para considerar, além das for¢as internas ao dominio, também as externas (de

impedancia), em primeira ordem de aproximacao.

A fig. 3.2 mostra, a esquerda, uma regido discretizada semi-circular, grande o sufi-
ciente para que as condicdes de contorno do infinito possam ser aplicadas a sua fronteira externa.
A direita, tem-se a mesma regido, porém cortada verticalmente a uma distancia z. = 100D a

jusante do cilindro.
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Figura 3.2: Regido €2 semi-circular e corte na esteira

A ideia € resolver, de forma aproximada, a equacdo de Oseen estaciondria em uma
faixa semi-infinita, de largura IV, a jusante do corte. O problema fica mais simples se se traba-
lhar com condi¢des de contorno nulas no infinito. Para tanto, vamos considerar uma mudanca
do sistema de referéncia de tal forma que o cilindro seja arrastado com velocidade —U,, em
relacdo ao fluido quiescente. Sem perda de generalidade, vamos reposicionar a origem do eixo

x no corte vertical. As equagdes de Navier-Stokes para este problema sdo:

ou ou 1 _,
E+u~Vu+Uoo%—§Vu+Vp—0, (3.6a)
V-u=0, (3.6b)
satisfazendo as seguintes condi¢cdes de contorno:
| 1|i|rn u = 0; (3.60)
| 1|i|rn p = 0; (3.6d)
OU (01 ) = 0: 0 0: 1) = 0 (3.6¢)
ay I, ) - ,U Ia I - Y .
Np
u(Oy5t) = > (Ui(6)i+ Vi(t)j) ha(y), (3.6f)

=1
em que h;(y) é a restricdo das fun¢des de interpolagdo do MEF a fronteira vertical, Np é

o nimero de nds na discretizacdo desta linha e {U;(t); Vi(t)} s@o as velocidades nodais na

discretizacdo desta fronteira. Para simplificar a discussdo, pode-se supor que a excitacdo em
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(3.6f) € harmodnica no tempo, ou seja:

U(t) = Uge ™", (3.7a)
Vi(t) = Vie ™t (3.7b)

Mais a frente serd mostrado que tal restricdo nao € necessdria, podendo ser removida,
mas por enquanto serd mantida para simplificar o raciocinio. Sugere-se entdo procurar solugdes
de (3.6) na forma:

u(x;t) = a(x)e ™" (3.8a)
p(x;t) = p(x)e” ™", (3.8b)

Tomando-se a regido {2 grande o suficiente para que ||usq|| seja pequeno, diga-se, de
ordem ¢, pode-se construir uma série assintotica em poténcias crescentes de € na regido fora de
Q:

(x) =) u(x), comlu (x;t) || ~ O(e"); (3.92)
p(x) = (%), com|p, (x) || ~ O(e"). (3.9b)

Substituindo-se (3.9) nas ENS resulta uma sequéncia de problemas lineares de valor de contorno,

um para cada ordem de €:

o r=1:
8u1 aul 1 2 o
ot + Uoo O — EV uq + Vp1 = O, (3103)
V-u =05, (3.10b)

com as mesmas condicdes de contorno do problema (3.6).

o r >
ou, ou, 1 _,
0 a r r = fr, 311
En + I Rev u, + Vp (3.11a)
V.u, =0, (3.11b)
satisfazendo condi¢des de contorno homogéneas, ou seja, u (0;y;t) = 0 no lugar de
(3.6f), e com:
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O problema em primeira ordem (3.10) é homogéneo, for¢cado apenas pela condi¢cdo
de contorno (3.6f), que requer a continuidade dos campos de velocidade na fronteira. Ja os
problemas (3.11), para cada r, sdo ndo-homogéneos, for¢ados por cada f, calculado com base
na solugdo dos problemas de ordem inferior (note que a somatdria em k na defini¢do de f, vai

até r — 1).

Como serd mostrado no préoximo capitulo, a consideragdo de apenas o primeiro termo
da série (impedancia linear) ja produz excelentes resultados para o cédlculo do escoamento esta-
ciiondrio. Por isso, a abordagem se restringe ao caso 7 = 1. O problema (3.10) € linear em uma
faixa retangular, se estendendo até o infinito na direcdo positiva do eixo x. Sua solu¢do geral se
da naturalmente por séries de Fourier cujos coeficientes sao determinados de forma tnica para
satisfazer as condicdes de contorno, em especial o perfil de velocidades expresso em (3.6f). A
simetria do problema implica que u e p sejam funcdes pares de y e v, impar. Escrevendo entao

as séries de Fourier que devem representar a solu¢do {(x); p(x)} na esteira, tem-se:

U (x) ~ Z Un(x)cos (%y) ; (3.12a)
n=1
Np

0 (x) ~ Z Va(x)sen (%y) ; (3.12b)
n=1
Np

p(x) =S Pu(a)cos (%y) (3.12¢)
n=1

Note que o modo zero ndo aparece por serem as condi¢des de contorno homogéneas
no infinito. Ny é o nimero maximo de modos que serd computado na solu¢cdo numérica. Dai
ndo se ter utilizado a igualdade nas equacdes acima: ela sé seria vdlida se fossem computados
infinitos modos. Os coeficientes U, e V,, sdo tais que as condi¢cdes de contorno sejam satisfeitas.

Expressando (3.6f) em série de Fourier, vem:

N

u(0,y) ~ i Uy, cos <%y) ; (3.13a)
1]1\[:;

v(0,y) ~ Z Vi, sen (%y) ) (3.13b)
n=1

em que Uy, e V}, (0 sub-indice f € mnemonico para “fronteira”) sdo os coeficientes de Fourier
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desta representacdo calculados, por defini¢do, como:

2 w
Uy, = W/o u(0,y)cos (%y) dy; (3.13¢)
2 w
Vi, = W/o v(0,y)sen (%y) dy. (3.13d)
Ressalte-se aqui que se exige apenas continuidade do campo de velocidades em (3.6f);

portanto, ndo € necessdrio desenvolver o perfil de pressdo no contorno em série de Fourier.

Assim, u(0,y) e v(0,y) sdo dados por (3.6f), de forma que:

Np
Uy, = > HiUs (3.14a)

Np
Vi, =Y H,Vi, (3.14b)

=1

em que se definiu:
2 w

H); = W, hi(y)cos (7;‘7; > dy; (3.14c)
Hy = / sen ) dy. (3.14d)

As velocidades virtuais na fronteira sdo expandidas em série de Fourier de forma anéloga:
AL nm
u(0,y) ~ ;5Ufncos (Wy> ;
L nm
ov(0,y) ~ ;ansen (Wy) :

com os coeficientes 0Uy, e 0V, expressos em fungdo das velocidades virtuais nodais de maneira
andloga a (3.14). A substituicdo das expansoes (3.12) nas equagdes dinamicas (3.10a, 3.10b),
impondo as condi¢des de contorno (3.6¢c - 3.6f) conduz, para cada n, ao seguinte sistema de

equagdes diferenciais lineares ordindrias nas varidves U,, V,, e P,,:

1 nm\ 2

o / P/ _ " J— R — N .1

R [Un (W) )Un} 0; (3.16a)

1 nm 2

o / N " —0-

iwV, + V! + (W) P [v (—W> Vn] 0; (3.16b)
v, = (—”) U, (3.16¢)

nim

em que (') significa derivagao em relagdo a x. A solugdo geral (homogénea + particular) deste
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sistemas de equagdes é, para cada n:

Up(x) = Ape” W® + Be*?,
Vo(z) = — AW — (K> B\, e

nm

nm

P,(x)=— <K2w + 1) Apew?®

nm

em que \, € a raiz negativa (para satisfazer a condi¢do de contorno (3.6c) de evanescéncia no
infinito) da equacdo caracteristica:

1 2
)\Z—Re)\n—kRe(iw—kﬁ (%) > =0,

que surge no processo de obtencdo da solu¢cdo homogénea de (3.16) e A,, e B,, sdo constantes
de integracdo, determinadas de modo a serem satisfeitas as condi¢des de contorno (3.6f), ou
seja: tais que U,(z = 0) = Uy, e V,(x = 0) = V}, (ver 3.12 e 3.13). Resulta entdo que os
coeficientes de Fourier da solugdo (3.12) sdo expressos como fung¢do dos coeficientes de Fourier

do perfil de velocidades na fronteira (3.13) como:

— Uy, nx Vi, — Uy,

Un(z) = | Uy, K e w4 e e, (3.18a)
1—AN— Ap— — 1
nm nm

Ve = U nr WV, =U
Vi) = = | Up, + I | e W = — | =i | et (3.18b)

1—A\— A -1

nm nm
1 nm 1

P,(x)=— (%zw + 1) Vi, + E% (Vy, = Uy, ) e w® comerro ~ O (§> . (3.18¢)

Lembrando que Uy, e V}, sdo dados por (3.14) e substituindo os coeficientes (3.18) nas séries
de Fourier 3.12, esta determinada a solu¢do das ENS linearizadas fora do dominio discre-

tizado como funcao linear das velocidades nodais na fronteira.

A integral da impedancia na esteira é (3.3), com 0f2 restrita a fronteira vertical a jusante

do cilindro, em que n = i:

W 1 Ju 1 Ov
t. wk p— —_— — — — —
(0U)" - I¥" = /0 {( P+ Tre ) ou + Tre (5UL ) dy, (3.19)
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que se torna, apds substitui¢do das séries de Fourier para u, v, p, du e dv:

N, Np Np

RIS

n=1 i=1 j=1

w2 s w s
— HIHY — U (nHH U, — —0U,(HtH_.\V; + —6V,(nH - H ")V
|:n7'[' 5U( )U + 2R€5Ul(n ni n])U] 2 5UZ( nu n])‘/; + 2R65‘/Z(n ni n])v}
(3.20)
Definem-se as matrizes:
(dwkz) ) a2 H+H+
i = =5 n i ; w w
0= e 2 it | [l@]) (e
k Wk o (T T o) [a
(Cw ) = T Ty Z(anHn]) 2Npx2Np
2 Np 1 m®**] [0
(mk); = 2 5 S HAH, }:>M}”’“: ("] 10]
T p=17 0] [0]
2NB><2NB
Assim, a impedancia linear na esteira é dada, finalmente, por:
(SUY - I = (§U)! - (ka.UJerk.U). (3.21)

As matrizes M“*F e K“* sdo obtidas alocando as entradas de M;ﬁ’k e K;ﬁ’k (f € mnemonico
para “fronteira”) de acordo com a numeracao global dos graus de liberdade e s6 tem entradas

nao-nulas nas linhas e colunas correspondentes aos nds do corte vertical da malha.

Foi suposto, para a determinagdo das matrizes de impedancia, que o perfil de escoa-
mento na fronteira entre a regido discretizada e a esteira fosse harmodnico no tempo, ver (3.6f).
Assim sendo, como o escoamento € excitado pela condicao de contorno, a solucao teria que ser
também harmonica. Entretanto, as matrizes M*“* ¢ K“* niio dependem explicitamente da fre-
qiiéncia de excitagdo w. Agora, a esséncia das transformadas de Fourier € que qualquer fungdo
“bem-comportada” pode ser expressa como a superposicdo de harmonicos. Introduz-se entdo o

par de transformadas:

U(t) U e Wl du < U / U(t ™t dt
\/ 21 / \/ 2

Iwk Iwk —iwt dw o Iwk Iwk uut dt,

=l m/

tanto para as velocidades U(t) como para a impedancia I¥*(¢). Utilizando-se o principio da

superposicao, verifica-se que:

iwk(w) Wt (_inwk + Kwk) . ﬂ(w) et o Iwk@) _ (ka . U + KvE . U) ’
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ou seja, a expressao (3.21) é geral, podendo ser estendida diretamente para um problema em
regime transitério, nao necessariamente harmonico no tempo. Isso, ressalta-se, apenas porque

as matrizes de impedancia ndo dependem explicitamente da freqiiéncia w.

Note que, de acordo com (3.18), nesta formulacdo linear a pressao é funcao de primeira
ordem da velocidade. Pode-se acrescentar uma corre¢do quadratica a pressdo pelo termo de
Bernoulli:

1
P2 =5 (u? +07),

cuja poténcia virtual na fronteira com a esteira é dada por:
1 v
(U - T¥R = 5/ (v +v*) dudy
0
Definindo a matriz:

1

N, = =5 | B dy = N U) -

& k k & k k

[0] [0]

2NpXx2Np

tem-se entdo que a corre¢do de Bernoulli para a impedancia na esteira é dada por:
(sU)' - Ivk2 = (5U)" - NY*(U) - U,

com a relagdo entre N'*(U) e N*“*(U) a mesma que para K**.

Utilizar as condi¢des de contorno de impedancia se faz simplesmente somando K**
e N“*(U) aos operadores de elementos finitos correspondentes ao interior do dominio, ver
(3.4), em um caso de escoamento estaciondrio, e também M®* no caso de escoamentos em
regime transitério. E importante ressaltar, ainda, que a derivacio exposta acima levou em conta
condi¢des de contorno de simetria em ();. Entretanto, em regime transitério, o escoamento
ao redor do cilindro ndo € nem simétrico nem antissimétrico. Uma formulag@o inteiramente
andloga pode ser realizada com condicdes de antissimetria e ambas as parcelas somadas para
tratar entdo o caso de um escoamento qualquer em regime transitorio. Desta forma, tem-se uma
maneira computacionalmente simples e rdpida para trazer de forma consistente as condi¢des de

contorno do infinito para a fronteira de um dominio finito.

3.4 Equacao de Landau

Esta secdo apresenta a equacdo de Landau como modelo fenomenolédgico e duas predigdes im-

portantes dela derivadas: a amplitude do ciclo-limite A;c e o “shift” de frequéncia Aw =
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wg; — w: diferenca entre a frequéncia de oscilagdo da esteira na saturacao nao-linear e a fre-
quéncia linear de oscilagdes infinitesimais. No que se segue, A(t) é uma fungdo complexa de
argumento real, preferencialmente escrita na forma polar: A(t) = |A(t)|e’*®"). A(t) representa
a amplitude de alguma varidvel do escoamento. Na maioria dos trabalhos experimentais, trata-
se da componente transversal de velocidade v em algum ponto de medi¢dao do escoamento. No
presente trabalho, é a amplitude do modo instavel E, conforme exposto na préxima secao. Em
primeira ordem, ter-se-d {u(x, t); p(x,t)} = A(t) - e(x, t) - €, sendo e(x, t) 0 modo instdvel

e A(t) obedecendo a equacdo de Landau:

dA
T oA+ pu|APPA =0, (3.22)

em que u = p, + iu; € uma constante complexa independente da posi¢do, doravante deno-
minada coeficiente de Landau e o € a parte real do autovalor associado ao modo instavel, que
representa a taxa de crescimento linear de oscilagdes infinitesimais, ou seja, ainda ndo pertur-
bada pela acdo dos termos ndo-lineares. Separando as partes real e imagindria de (3.22) tem-se,

respectivamente:

1 dlA

W% =0 — MT‘A’27 (3233)
d
d_f — Al (3.23b)

Da parte real, conclui-se que a amplitude na saturacdo do ciclo limite (% = 0) vale:

A= .12 (3.24)
fhr

Observe que, para o > 0 (modo instdvel), a expressdo acima requer i, > 0.

O campo u(x, t) oscilard com frequéncia w + fl—‘f, com fz_(f dado por (3.23b). Na satura-

cdo, tem-se wyc = w + Aw, com Aw sendo calculado a seguinte forma:

Aw = —p; A2 = —ot2, (3.25)

T

Note que Aw representa a variacdo na frequéncia de oscilagdo causada pelas nao-linearidades

e €, neste modelo, proporcional ao quadrado da amplitude de oscilagdo. Pode-se isolar y,. e
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definir c3 de forma que se tenha:

N (3.262)
Hr
dA
i oA — (1 —ic3)|AlPA (3.26b)
Aw = ocs. (3.26¢)

A eq. de Landau escrita desta forma € conveniente para a extensao de Ginzburg-Landau

e o estudo de sua estabilidade (SHRAIMAN et al., 1992).

3.5 Solucao assintética do escoamento bidimensional

Nesta se¢do, serd construida uma solug@o em série assintdtica das equacdes de Navier-Stokes.
Na linguagem da literatura de estabilidade hidrodinamica, trata-se de uma anélise global ndo-
linear. E global porque se estuda a estabilidade do escoamento em todo o dominio de célculo,
procurando-se modos globais; esta técnica se diferencia da andlise local em que a estabilidade
de perfis transversais de velocidade em cortes unidimensionais do dominio € estudada sob a
hipétese de variagdo lenta na direcdo do escoamento (eq. de Orr-Sommerfeld). O artigo revi-
sional de Huerre e Monkewitz (1990) explicita e diferencia bem ambos os conceitos. Trata-se
de uma andlise ndo-linear porque o desenvolvimento vai além do problema linearizado, levando
em conta, nas ordens superiores, as interagcdes nao-lineares do modo instdvel consigo mesmo
e com o campo-base. A equacdo de Landau € obtida como condi¢do de existéncia da solugdo
assintética em terceira ordem. Desta condicdo resulta naturalmente o método de calculo do

coeficiente de Landau i, a ser delineado nesta secao.

O parametro de ordem €, como sugrido pela modelagem fenomenoldgica (MATHIS;
PROVANSAL; BOYER, 1984), (PROVANSAL; MATHIS; BOYER, 1987), a raiz quadrada da taxa de
crescimento do modo instavel (al/ 2). Esta é uma escolha interessante, uma vez que, por defini-
¢do, tem-se 0 = ( para Re = Re,, e nota-se também que w(Re,,.) # 0, caracterizando-se assim
uma bifurcacao de Hopf. Como ser4 visto, poder-se-4 reconhecer no problema de terceira ordem
da série assintdtica a estrutura da equacdo de Landau. Os termos {us; ps} ~ O(1) representam

0 escoamento em regime estaciondrio, ponto de equilibrio das equacdes de Navier-Stokes.

Sejam as séries assintdticas a seguir, em que V - u, = 0, para todo n > 0, com
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{un(x); pa(x)} ~ O(™?):

u(x,t) =ug(x) +uy(x,t) +ug(x,t) +us(x,t) + O(c?) (3.27a)
p(x, 1) =ps(x) + pr(x, 1) + pa(x, 1) + ps(x,t) + O(0?), (3.27b)

e a versdo discretizada no espago pelo MEF, com R! - U,, = 0, para todo n > 0:

U(t) =Ug + Uy (t) + Us(t) + Us(t) + O(0?) (3.28a)
P(t) =P, + Py (t) + Pa(t) + P(t) + O(c?), (3.28b)

em que {Uy; Po} ~ O(0"?). O software FreeFEM++ (HECHT, 2009) serd utilizado para a
discretizac@o espacial com elementos de Taylor-Hood (P2-P1): func¢des de forma quadraticas
para a velocidade e lineares para a pressdo. Pra simplificar a nota¢do, vamos definir a varidvel

discreta Q = {U; P} e os seguintes operadores lineares:

[ M 0] U )
M-Q= : (3.29a)
0 0| P
. ) -
L£(Qs) Q= DTN —R (U ) (3.29b)
R! 0 | P
N(U,) 0 | U
NQn)-Q= [ (Un) - ) (3.29¢)
0 0 P

em que N(Us) é a matriz correspondente 2 linearizacio do termo convectivo ao redor do
campo-base Usg:
N(Uy) - X = N(Uy) - X + N(X) - U (3.30)

para um campo de velocidades X qualquer. A substitui¢do das séries (3.28) nas ENS resulta,

nas diversas ordens de o, em:

O(0) : L£(Qs) Qs =F, (3.31a)
O(c"?) -M% + E(QS)- Q1=0 (3.31b)
o (M @] a= wiay-a (310)
O(0”) _M% £ Q)| Qs = —N(Q1) - Qs — M(Q2) - Qu (3.31d)

Tem-se, em ordem zero, um problema nao-linear estaciondrio, resolvido pelo método

de Newton-Raphson. Observa-se que o campo estaciondrio € simétrico (fig. 2.1b) com relagc@o
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ao eixo x. Por isso, Qg é calculado com condicdes de simetria em 0€2;. Em 0f); tem-se condi¢ao

essencial de contorno U = 1,V =0eem 0., U =V = 0.

Nas ordens superiores, tem-se uma sequéncia de problemas lineares. O primeiro deles,
por ser homogéneo, é um problema de valor caracteristico; para sua solugdo, utiliza-se a bi-
blioteca ARPACK (LEHOUCQ; SORENSEN; YANG, 1997), em que esta implementado um método
de Arnoldi implicitamente reiniciado (LEHOUCQ; SORENSEN, 1996), ja incorporado ao pacote
FreeFem++. O modo instdvel € anti-simétrico com relacdo ao eixo x; por isso, a solucdo de
(3.31b) é procurada com condi¢do de contorno de anti-simetria em 02, e condi¢des homogeé-

neas em 0€2; U OS2,

Os demais problemas sao for¢cados pela combinacdo ndo-linear das solugdes ja obtidas
em ordens inferiores. A condi¢do de contorno nao-homogénea (3.1d) € cumprida pelo campo-
base no problema de ordem zero e os demais problemas satisfazem condi¢des de contorno
homogéneas em 0€2; UJS2.. O problema em segunda ordem (3.31c) tem for¢ante simétrica, uma
vez que QQ; € anti-simétrico, portanto Q- deve satisfazer condi¢des de contorno de simetria em

0€). Ja em terceira ordem (3.31d), a forcante é anti-simétrica, logo Q3 também deve sé-lo.

Todos os sistemas lineares sao resolvidos por um método de fatoracao LU ndo-simétrico
multi-frontal, implementado na biblioteca UMFPACK (DAVIS; DUFF, 1997), também incorpo-

rada ao pacote FreeFem++.

A equagdo homogénea (3.31b) rege a evolucao temporal de uma perturbagado infinitesi-
mal do campo-base. Sua solucdo dird se perturbacdes do campo-base crescerdo ou decairdo com

o tempo e serd procurada na forma Q; (t) = E ¢*'. Resulta o problema de valor caracteristico:
[AM + L(Qs)] - Q1 =0, (3.32)

de forma que a solucao geral da equagdo (3.31b) € escrita como:

Qi(t) =) ¢;EjeM' + (x) (3.33)

J
em que \; = 0; + iw; sdo os auto-valores das ENS linearizadas (3.32) e E; = (Uge); P;e))
os modos, ou auto-funcgdes, associados a eles; assim, Uge) s@0 modos associados ao campo de
velocidades U, e Pﬁe) sd0 os campos de pressdo que garantem que cada Uge) seja solenoidal;
(x) indica o complexo conjugado do termo a esquerda e {c;} sdo constantes de integragdo

determindveis a partir das condicdes iniciais, ou seja, da forma da perturbacgao infinitesimal que

se impuser ao campo-base. Cada um dos modos € determinado a menos de uma normalizacao
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arbitraria, que serd escolhida como:

|E;|| = ,/Ef -M-E; =1, (3.34)

em que o sobrescrito *, de hermiteano, significa o transposto do complexo conjugado: Ef =
t
(E7)".

Note que o operador M € singular, pois nas ENS ndo aparece derivada temporal da
pressdo. Na verdade, a press@o nas ENS faz o papel de multiplicador de Lagrange, sendo o
gradiente de pressdo a forca de vinculo responsdvel pela satisfagdo da restri¢cdo de conservagdo
da massa (3.1b). Para a solucdo do problema de valor caracteristico, é utilizado um método
de penalidades, em que a conservacdo de massa € assintoticamente relaxada. Ao invés de se
impor que o campo de velocidades seja estritamente solenoidal ((3.1b), ou na versao discreta a

segunda linha de (3.29b)), impde-se:
V-u=—¢g,p, (3.35)
ou, na versao discreta,
Rt -U = —E&g Mll . P, (336)

em que a M7; € a matriz de massa no espago das pressoes:

/p5p25PM11P7
Q

que, no presente trabalho, € discretizado com fun¢des de forma lineares. 5 € um nimero real,
positivo e pequeno. O sub-indice s € mnemoOnico para “solenoidal”. Quanto menor for o valor
de £,, mais o escoamento se aproxima da condi¢do de incompressibilidade. E este o cariter
assintdtico do método das penalidades. Caso se diminua o valor de €5 e o campo de escoamento
ndo mais varie, entdo a condi¢do de incompressibilidade esta satisfeita. No presente trabalho,
utilizou-se £, = 10710, valor que se mostrou suficientemente pequeno. Isto posto, o problema

de valor caraceristico efetivamente resolvido, é:

AM' + L(Qs)] - Q1 =0,

com a matriz de massa modificada de forma a ndo ser mais singular:

M 0
0 €M11

M =

Neste ponto, a abordagem fenomenoldgica auxilia o desenvolvimento da teoria: para
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Re < Re., o escoamento em regime estaciondrio € assintoticamente estdvel, pois pequenas
perturbacdes decaem com o tempo. Isso significa que o < 0 para todos os modos. E conveniente
numerar os auto-valores de forma decrescente quanto a parte real: 0y > 09 > ... > 0, > .... O
surgimento da esteira oscilante com frequéncia bem-definida, associado fenomenologicamente
a uma bifurcagdo de Hopf, significa que o modo instdvel é complexo. Logo, M e L(Uy)
reais implica {\9; Eo} = {A}; E1"}. Para Re ligeiramente maior que Re,, tem-se 0 < o =
oy << leoj <0,paraj > 2. Além disso, w; = —ws # 0 e, portanto, a solucdo (3.33) do
problema linear se aproxima mais e mais do subespago gerado pelo modo instavel {E; Ej},
oscilando com amplitude crescente, enquanto os demais modos decaem exponencialmente com
o tempo. Suas amplitudes tendem assintoticamente a zero. Diz-se que o primeiro modo domina
a dindmica do problema e, por isso, apenas a sua amplitude serd considerada para a elaboragdo
da solucdo assintética que, repita-se, espera-se que recupere a solugdo periddica representada
pela esteira de von Karmén. Ao final, restard apenas uma equac¢do (de Landau) regendo esta
amplitude. A solugdo serd tanto mais valida quanto mais préximo estiver Re de Re. ou, mais

precisamente, quanto menor for o valor de o'/2

, dado que € este o parametro de ordem na
teoria que aqui se apresenta. Como em toda teoria assintdtica, a expectativa € que se tenha
uma boa aproximacio da solucio exata para valores nio tdo pequenos de o'/2. Qudo grande
pode ser este valor € uma resposta que s6 pode ser dada a posteriori, comparando-se a solug¢ao
assintética com observagdes experimentais ou, como também serd o caso neste trabalho, com
a prépria solugdo (numérica) das equacdes de Navier-Stokes. E interessante neste ponto, para
clarificar e organizar as ideias, listar as hipéteses sobre as quais o0 modelo aqui construido se

apoia:
1. Existe apenas um modo instdvel, caracterizado pelo par autovalor/autovetor {\; E}:
o1 > 0 é raiz simples do polindmio caracteristico det [AM + L(Qg)] - Q1 = 0;

2. O modo instdvel é complexo, ou seja, w; = wy # 0 (caso contrario, ndo se teria uma

solucdo oscilatoria);

3. 0 < 0 K 1, quao grande pode ser o € determindvel a posteriori.

[13%4]

Para simplificar a notag@o, vamos eliminar o sub-indice “j” de E e tomar como solugdo

do problema linear (3.32):
Q: = cEeM + (%),

uma vez que os demais modos, no problema linear, decaem com o tempo. Pode-se reescrever a
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expressao acima como:
Q1 = A(t) Ee™ + (%), (3.37)

em que se definiu a amplitude complexa como A(t) = ce’. Com a solugdo expressa desta
forma, pode-se reescrever o problema em primeira ordem (3.31b) como:

K% + z'wA) M+ A E(Qs)} -Ee™' =0,

Agora, L(Qs)-E = —AM - E = —(0 + iw)M - E. Substituindo na equagio acima, vem:

(% — O’A) M- -Ee“ =0. (3.38)
dt

Enquanto a anédlise linear € suficiente para determinar se o campo-base € estavel ou ndo,
¢ evidente que ela ndo determina corretamente a sua dindmica: a amplitude do modo instdvel
ndo cresce indefinidamente com o tempo. A medida que cresce, os termos nio-lineares passam
a ser importantes e limitam seu crescimento. As equagdes em O(c) e O(c”?) determinam esta
influéncia. O argumento cldssico de Landau € simples: um termo nao-linear s6 poderd limitar
o crescimento do modo instdvel se pulsar com a mesma frequéncia w. O primeiro com esta
caracteristica na expansao assintdtica, como se verd, surge em terceira ordem. Assim, para a

saturagdo tem-se 0 A ~ A3, que é de onde vem o ordenamento assintético com A ~ O(a'/?).

Substituindo a solug@o do problema linear (3.37) em (3.31c), tem-se:

lM% + £<QS)1 + Q2 = —Nap — [Nap ™' + ()] , (3.39)

em que se definiu:
e Ny = [N(E) - E* + N(E*) - E]: interagdo ndo-linear do modo instdvel com seu com-
plexo conjugado, gerando um termo forcante que ndo oscila com o tempo.

e Ny, = [N(E) - E]: interac@o ndo-linear do modo instdvel consigo mesmo: uma for¢ante

que oscila com frequéncia 2w.

Ao se resolver uma equacgao diferencial assintoticamente, a solu¢do homogénea é determinada
J4 em primeira ordem. Nas ordens superiores, buscam-se apenas solugdes particulares. A solu-

cao de (3.39) € construida, naturalmente, com termos que acompanham as forcantes:

Q2 = [A(t)]” Qao + [A(t)*Qaz ¥ + ()] , (3.40)
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cujos termos ! sdo solucdes de:

L£(Qs) - Qa0 = —Ngzo (3.41a)
2iwM + L(Qs)] - Q22 = —Nao (3.41b)

O campo Qoo € estaciondrio. Assim, pode ser interpretado como uma corre¢do do campo-
base Qg: a solugdo assinttica oscila ao redor de Qg = Qg + |A(1)|* Q0. J& A(1)?Qao deve
representar o segundo harmdnico de Fourier da esteira de von Karman. E importante notar que
como, por hipdtese, 01 = o > 0e o; < 0 paraj > 2, entdo 0 + 2iw e 0 + 3iw ndo sdo
autovalores de £(Qs) e, portanto, o operador em (3.41b) é ndo-singular. Logo, a solugdo Q22

existe € Unica, assim como Qg3, apresentada a seguir.

Determinada a solugio do problema anterior, o problema de ordem O(c*?) (3.31c¢) se
torna:
[BiwM + L(Qs)] - Qs = — [Naz €' + Nag ™™ + (x)], (3.42)

em que:
e N3; = [NM(Qa20) - E+N(E)- Q2 +N(Q22) - E* + N(E*) - Qq2] : interagdes ndo-

lineares gerando o termo que oscila com frequéncia iw e, portanto, se soma ao modo

instavel na construcao do primeiro harmonico;

e N33 = [N(E) - Q22 + N(Q22) - E]: interagdo ndo-linear do modo instdvel com o se-
gundo harmoénico, dando origem a uma oscilagdo de frequéncia 3w, que deve correspon-

der ao terceiro harmonico da esteira.

A solugdo de (3.42) € escrita como:
Qg = |A(t)|2A(t) Q31 ei”t + A(t)g Q33 e3iwt 4+ (*), (343)
sendo Q37 € Q33 solugdes de:

[AM + L(Qs)] - Q31 = —Na (3.44a)
[BiwM + L(Qs)] - Qss = —Nas, (3.44b)

em que o termo | A|2AM - Qg ~ O(c”?), foi adicionado a (3.44a), sem alterar o erro O(o?)

da série assintotica.

Note que o operador em (3.44a) € singular, pois A € auto-valor de £(Qs). Apesar disso,

a solucdo Qs; do problema existe, desde que seja satisfeita uma condi¢cdo de compatibilidade

'Note que Qzg é real e Qg2 é complexo
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que guarda estreita relacdo com o problema adjunto. No presente trabalho, ndo temos interesse
em determinar todos os termos da solucdo assintdtica; bastam aqueles necessarios para a deter-
minacao do coeficiente de Landau pi. Assim, por simplicidade de leitura, o procedimento para o
calculo de QQ3; serd omitido, mas ndo a condicao de compatibilidade (alternativa de Fredholm)

que determina a equacgdo de Landau, como elaborado mais a frente.

Finalmente, pode-se escrever a solu¢do assintética do problema:

Q(t) = Qs + [AMW Ee™ + ()] + [[A(1)]” Qo + (A(t)* Qa2 e + (x))] +

. , (3.45)
+ |:|A(t>|2A(t) Q31 €ZWt -+ A(t)g Q33 eSzwt + (*)} -+ 0(0'2)

Substituindo nas ENS, utilizando os problemas em ordens inferiores e desconsiderando
termos de ordem o2, resulta:

{(% — O'A) M-E + ’A|2A( [}\M + ‘C(Qs)} . Q31 + N31) eiwt _ 07

pois os termos que oscilam com 2iw e 3iw se cancelam com as respectivas forcantes. Sendo
esta equacdo valida para todo ¢, tem-se:

(% - “‘4> M -E+[APA([AM + L(Qs)] - Qa1 + Na1) =0, (3.46)

Ap6s uma breve digessao sobre o problema adjunto, retomaremos a derivagdo da equagdo de

Landau.

O modo adjunto E, associado ao modo instdvel EE desempenha um papel fundamental
na teoria. Dado um operador linear cuja matriz quadrada é K, a matriz K, do operador adjunto

€ tal que, para todos vetores X, Y de mesma dimensao que /C, se tenha:
X (K-Y)=Y" (K, X), (3.47)

de onde se conclui que a matriz adjunta é a complexa conjugada da matriz transposta: K, = K**.
Lembre que M é simétrica por defini¢do e tanto M quanto £(Uy) s@o reais; portanto, o modo

adjunto € obtido resolvendo o problema de valor caracteristico:
[AM + L£Y(Qq)] - Eq =0, (3.48)

E interessante normalizar E, com rela¢io ao modo normal E, de forma que E.-M-E=1.
Esta normalizacio € possivel se A for uma raiz simples do polindmio caracteristico associado
ao problema de estabilidade (3.32), o que € satisfeito por hipétese. Em todo caso, A ser raiz

simples € confirmado pelos experimentos numéricos.
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Para obter a eq. de Landau, multiplica-se a eq. (3.46) pelo modo adjunto transposto,

lembrando da normalizacdo do modo adjunto e notando que o segundo termo na eq. (3.46) é o

transposto de (3.48):

dt 4

A
(d— - UA) E. - M -E+|APA E.' - OM + £(Q.)) Qa1+ |APAE, - N3y = 0. (3.49)
N e’ N -

=1 =0t
Obtem-se assim a eq. de Landau (3.22), por clareza aqui repetida:

dA

com o coeficiente de Landau p dado por:

n = Eat . N31. (350)

Assim sendo, foi estabelecido um método para o célculo numérico do coeficiente de
Landau ;.. Com o intuito de organizar a exposi¢do e facilitar a compreensao e repetibilidade do

trabalho, resume-se aqui o procedimento:

1. Cdlculo do escoamento estaciondrio Qs, €q.(3.31b);
2. Cdlculo do modo instavel E, eq. (3.5);

3. Calculo dos campos Q2o € Q22 pela solucdo dos problemas lineares (3.41a) e (3.41b),

respectivamente;
4. Determinacdo da forcante N3, €q.(3.42);
5. Renormalizag¢do do modo adjunto de forma que E - M - E = 1;

6. Calculo do coeficiente de Landau: 4 = E.'- Nj;.

Além dos passos acima enumerados, serd calculado também o campo Qs3, eq. (3.44b), para
completar a comparacdo dos harmodnicos da solugdo assintética com os harmdnicos de Fourier

da simulagdo temporal das equacdes de Navier-Stokes, conforme exposto na préxima secao.

3.6 Simulacao Temporal do Escoamento Bi-Dimensional

Conforme mencionado na introducao, o grande mérito de modelos reduzidos € a capacidade
de reproduzir dindmicas complexas com equagdes diferenciais simples. Na presente etapa, de

desenvolvimento e validagdo do modelo, € proveitoso comparar suas predi¢des com a propria
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solucdo das equacdes de Navier-Stokes. Neste trabalho, esta solucdo serd obtida numericamente
por um método de elementos finitos de primeira ordem tanto para a pressao quanto para a
velocidade (P1-P1), com discretizacdo de segunda ordem para o tempo. A solucio temporal,
apds o estabelecimento do escoamento periddico, serd decomposta em série de Fourier com
frequéncia fundamental igual a de Strouhal. Isso permite a comparacdo dos harmonicos da

solugdo assintética com os harmoénicos de Fourier.

3.6.1 Método de Marcha no Tempo

O procedimento de marcha no tempo utilizado para a simulacio das equacdes de Navier-Stokes
se baseia no método “stiffly stable” proposto por Karniadakis, Israeli e Orszag (1991). Ha
algumas diferencas, entretanto, principalmente no que diz respeito ao termo de pressao e suas

condicdes de contorno, um tema de certa forma controverso, como exposto no proprio artigo.

O acoplamento pressao-velocidade € resolvido, aqui, pelo método das penalidades, de
uma forma ligeiramente diferente da apresentada para o problema de valor caracteristico na

secdo anterior. A condi¢do de incompressibilidade € relaxada da mesma forma:
V-u=—¢gp. (3.51)
Pode-se escrever, assim, o campo de pressao como:

1
P2V .u, (3.52)
Es

e, na forma fraca, tem-se:

/ dp (V -u)dQ = —¢ / pop dS, (3.53)
Q Q

que, na forma discreta, se traduz como:
6PRtU: —€SM11 -P. (354)

Para eliminar a pressdo, € conveniente introduzir a matriz de massa concentrada m ( “lumped
mass matrix”). Como aqui a velocidade € discretizada com func¢des de forma lineares, esta
matriz € obtida a partir da prépria matriz de massa consistente M, alocando na diagonal prin-

cipal a soma dos termos da linha correspondente. Por resultar uma matriz diagonal, pode-se
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escrevé-la como:

m=m"?. rnl/2; (3.55a)
[ml/z]ij [m],;. (3.55b)
Definindo agora:
-1
[m—1/2]ij — ( [m]ij) ; (3.56a)
Rm =R -m Y2 (3.56b)
P,=m'/?.P (3.56¢)

1/2

e lembrando que m~"/“ é diagonal, portanto igual a sua transposta, temos que o termo de

gradiente de pressdao nas ENS fica dado por:
1
~R-P=-R, -Pn,=—"Ru-Ry, U

Assim, elimina-se a pressdao do problema, e as ENS discretas (3.5) tornam-se uma

unica equacao na variavel U:

. 1 1
sU' - [M-U+ (§D+N(U)+€—Rm-Rmt> -U} = §U' - [Fy+Fa.  (3.57)

As incégnitas do problema sdo entdo U™*! nos nés ndo-vinculados e F, naqueles em
que condicdes essenciais de contorno se aplicam: v = 1,v = 0 nos nds localizados sobre 0f2;
eu = v = (0 em 0f).. Vale lembrar que o dominio {2 € obtido da reflexdo, para a por¢do y < 0,

da regido Q1 na fig. 3.1, eliminando-se assim a fronteira de simetria Q.

Como serd visto no capitulo de resultados, a condi¢do de contorno de impedancia é
bastante eficiente para o escoamento estaciondrio, mas traz beneficios marginais no caso do
problema em regime transitério. Quer-se, em udltima andlise, comparar as predi¢cdes da teoria
assintStica com a simulacdo temporal das equacdes de Navier-Stokes. E claro que isso deve
ser feito com o mesmo conjunto de condi¢cdes de contorno. Por isso, a impedancia ndo serd

utilizada na solugdo assintética, mas sim “outflow” em 0¢),, de forma que F,, = 0.

O método proposto por Karniadakis, Israeli e Orszag (1991) € classificado como “split-
ting” implicito-explicito porque calcula o termo difusivo de forma implicita e o convectivo ex-

plicitamente. O método consiste em, dados u,, € u,_1, calcular os campos intermedidrios u e
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1 e o campo de velocidades u™** tais que:

a=apu” + o u™t + AL (Gp(u” - V)u" + fi(u - V)ur ) (3.58a)

0=+ At (V') (3.58b)

yourtt = At (év%nﬂ) , (3.58¢)
emque o = 2, q = —1/2, By = 2, 1 = —1 e vy = 3/2 para segunda ordem no tempo. P, 1

é o campo escalar que garante que o campo de velocidades u™*?! seja incompressivel, calculado
via equacdo de Poisson:
1

Vit = =V
Poma "

Em outras palavras, impds-se que V - u = 0, ver (3.58b). Para detalhes acerca da
condicdo de contorno aplicada a pressdo para mitigar erros de “splitting”, ver Karniadakis,
Israeli e Orszag (1991). Como aqui (apenas nos calculos transientes, nao nos de estabilidade
que conduzem a solugdo assintética) a pressao foi eliminada via método das penalidades e ndo
mais € incognita direta do problema, ver (3.57), a condicdo de contorno para ela deixa de ser

importante.

Pode-se entdo somar as equagdes de forma a eliminar o célculo dos campos interme-
didrios 11 e u e entdo isolar u™*! de forma que se tenha, ap6s formulacio fraca e discretizagdo

por elementos finitos, o seguinte procedimento de marcha no tempo:

1 1 1
[% —Mi1+ —Rn - R + — D] LU =
At €

Re
1 1
= [ﬁo N(Un) + Oy EM11:| . Un+ [ﬁl N(Un_l) + aq EMII : Un_l.

Cada passo no tempo ¢ realizado resolvendo-se o sistema acima via UMFPACK. A
rigor, dois campos (U° e U?) seriam necessérios para se inicializar o método, e o ideal seria
que se utilizasse um método explicito de segunda ordem de passo Uinico para construir, a partir
da condigdo inicial U°, a aproximagdo U'. No entanto, ndo existe interesse em prever com
extrema precisdo o comportamente transiente inicial, mas sim o regime periddico apds a satu-
racdo, de forma que os campo iniciais utilizados sdo tais que U? vale 1 na direcdo z e 0 em y,
e para U tem-se 1,01 em z € 0, 01 em y, a menos das condi¢des essenciais nos nés vinculados
em ambos os casos. Na proxima subse¢do, apresenta-se a decomposi¢do da solucdo periddica

em séries de Fourier para comparag¢do com a solucao assintética.
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3.6.2 Decomposicao em série de Fourier

A decomposi¢do da série temporal de escoamento na forma complexa da série de Fourier €

escrita da seguinte forma:
U(t) =Hy+ Y H,e™ + (), (3.59)
n=1

em que wg; = 27 St € a frequéncia de Strouhal. O campo médio e cada um dos harmdnicos sdo

calculados como:
1 t+T
H,=— u(t)dt
0= /t (t"at',
1
H, =- )
2
2 t+T
H,.= ?/ U(t')cos(nwgt")dt’,
t

(H,.—H, ), sendo:

2 t+T
H,, = ?/ U(t')sen(nwgt')dt'.
¢

As integrais acima sdo calculadas numericamente a partir dos campos discretos de
velocidade a cada instante por meio de uma regra do trapézio. Define-se a norma do campo

médio e dos harmdnicos da seguinte forma:

|H,| = vHE - M- H,. (3.60)

Note que o campo médio € real, portanto igual a seu complexo conjugado.

E nitida a semelhanca entre a solugdo assintética (3.45) e a série de Fourier da solucio
numérica (3.59). A capacidade do modelo de Landau de representar a solu¢do temporal das
equacdes completas de Navier-Stokes serd mensurada via comparagdo das amplitudes e estru-
turas dos harmonicos de cada uma das solucdes. Assim sendo, serdo exploradas as seguintes

comparacdes no capitulo de resultados:

Ho «— Uy = U, + 47 ;Usy; (3.61a)
H, «—— U; = A;E + O(c%?); (3.61b)
Hy «— Uy = A7 Usyy; (3.61¢)
Hz «— Uz = A} Ugs. (3.61d)

Serdo comparadas as estruturas dos harmonicos de forma qualitativa e suas normas de

maneira quantitativa. Como ||E|| = 1, entdo a amplitude do ciclo limite do modelo de Landau
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serd comparada com a norma do primeiro harmdnico da simulacio temporal:

Apc «— ||Hq|| (3.62)

As partes real e imagindria do coeficiente de Landau serdo entdo inferidos a partir dos
resultados de simulagdo numérica das equacdes de Navier-Stokes da seguinte forma, ver (3.24)
e (3.26):

(NS) Wwsy — W

o : (3.63a)
o
o
P S —— (3.63b)
|| H 2
e (3.63¢c)

No préximo capitulo, sdo apresentados os resultados.
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Neste capitulo sdo apresentados resultados separados em duas frentes: primeiramente, é de-

monstrada a eficiéncia da condi¢do de contorno de impedancia fluida. Em seguida, detalha-se

a solugdo assintdtica que culmina no modelo de Landau, medindo-se a sua eficicia mediante

comparacao com dados experimentais e com resultados de simulag¢do temporal as equacdes de

Navier-Stokes.

4.1 Condicao de contorno de impedancia fluida

4.1.1 Escoamento estacionario

O calculo do escoamento estacionario € extremamente sensivel ao tamanho do dominio discre-

tizado para a solucdo numérica, conforme mostra a figura abaixo (BARBEIRO, 2006):

40D
4 60D
100D =
200D e
300D

400D

500D e

i 600D &

\ 700D |

2 %h 800D —~—
900D |
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e
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Re

(b) Comprimento da bolha

Figura 4.1: Escoamento estaciondrio: coeficiente de arrasto e comprimento da bolha para varias

dimensodes de dominio.

Neste experimento numérico, foram utilizadas malhas semicirculares como a mostrada

na fig. 3.2 com raios entre 40D e 1000D. Prescreveu-se condi¢do de contorno de escoamento

uniforme na metade esquerda da fronteira superior e “outflow” na por¢ao direita. Observou-se



45

que para Re > 300 os resultados sdo extremamente dependentes do tamanho do dominio, ou
seja, aplicar mesmo a distancias grandes como 200D as condic¢des de contorno vdlidas no in-
finito causa variagdes considerdveis na solucdo. Os resultados sdo comparados com o trabalho
de Fornberg (1985), que aparentemente também padece dos efeitos de um dominio insuficiente-
mente grande para Re mais elevados. A largura da bolha também foi calculada, e os resultados

s@o similares aos do comprimento.

Esta sensibilidade faz com que este problema seja ideal para o teste da condicdo de
contorno de impedancia fluida. Para tanto, faz-se um corte vertical na malha de raio 600D,
a uma distancia x = 100D a jusante do cilindro, como também mostrado na fig. 3.2. Trés
condic¢des de contorno sdo utilizadas: “outflow”, impedancia linear com 50 modos de Fourier
(N, = 50, ver eq. 3.21) e impedancia com adi¢do da parcela de Bernoulli. Resultados sdao

apresentados na faixa de maior dependéncia do tamanho do dominio: 400 < Re < 600.

0.65 T 50 T T

outFlow outFlow
Linear - 50 modes X Linear - 50 modes x
Linear - 50 modes + Bernoulli © Linear - 50 modes + Bernoulli o
Full Full
0.6
45

0.55 '\K

\\ w0
1T ] -

0.35 25
400 450 500 550 600 400 450 500 550 600

Re Re

L/D

(a) Coeficiente de arrasto (b) Comprimento da bolha

Figura 4.2: Escoamento estaciondrio: influéncia da impedancia sobre o coeficiente de arrasto e
comprimento da bolha.

¢

Os resultados indicam a limitagdo da condi¢do de contorno de “outflow” quando o
dominio ndo € suficientemente grande. A impedancia linear recupera quase exatamente a solu-
cao de referéncia na malha de raio 600D (legenda “Full”). A adi¢do da correcdo de Bernoulli,
ainda que pequena, melhora ainda mais a precisdo. A tabela 4.1 ilustra quantitativamente estes

resultados para Re = 600, o caso mais critico.
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Tabela 4.1: Erros nos célculos de Cy e L/D para as trés condi¢des de contorno utilizadas na
fronteira a jusante.

Condicao de contorno Erro Cy | Erro L/D

“QOutflow” 11,4% 16,7%
Impedéancia Linear 0,60% 0,95%
Impedancia com Bernoulli | 0,18% 0,26%

4.1.2 Escoamento transitorio

Diferentemente do escoamento estaciondrio, o escoamento em regime transitorio ndo necessita
de dominios muito grandes para ser calculado com precisao (ver, por exemplo, Barkley (2006)).
Portanto, ja se pode suspeitar que o resultado niao deve ser tdo fortemente influenciado pelo
tamanho do dominio como o € para o escoamento estaciondrio. Para testar a impedancia em um
escoamento transitdrio, utilizou-se um dominio 2 com [, = [; = 10D e l, = 6D, menor que 0s
demais para colocar, de fato, a limitacio na influéncia da esteira. Neste problema, as condi¢oes
de contorno utilizadas foram u = 1i na por¢ao de 0f); a montante (“inler”) e “outflow” na
por¢do de 0f2; lateral ao cilindro e em 0f),. A tabela abaixo apresenta os resultados para
Re = 100:

Tabela 4.2: Influéncia da condi¢@o de contorno em 0f,. Erros entre parénteses.

Referéncia | Impedancia Linear | “Outflow”
St 0,167 0,164 (1,8%) 0,161 (3,4%)
Cy 1,36 1,34 (1,5%) 1,31 (3,7%)
ClLomas 0,323 0,346 (6,6%) 0,349 (8,0%))

Os parametros de referéncia para o nimero de Strouhal e o valor médio de do coefi-
ciente de arrasto C; em um ciclo so retirados do trabalho numérico de Henderson (1997) e o
valor de pico do coeficiente de sustentagdo C7,, . vem de Norberg (2003). Nota-se uma melhora
dos resultados quando a condi¢@o de contorno de impedancia € utilizada, mas ndo tdo expres-
siva como no caso do escoamento estaciondrio. Por esta razdo, a impedancia ndo foi utilizada
nos cdlculos da solugao assintética nem da solugdo temporal das equagdes de Navier-Stokes; a

condig¢do em 052, foi sempre de “outflow”.
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4.2 Solucao assintética: modelo de Landau

Os resultados que serdo agora apresentados mostram que a solucdo assintdtica fornece bons
resultados para nimeros de Reynolds ligeiramente acima do critico, o que equivale a valores de
o bastante pequenos. E dificil, e desnecessério, estabelecer exatamente até que valor de Re a
teoria pode ser considerada vélida. Mais interessante e importante € observar de que maneira
a solucdo assintdtica diverge, com o aumento do nimero de Reynolds, da simulaciao temporal
das equacdes de Navier-Stokes. Assim, pode-se tentar compreender as causas desta divergéncia
e propor aperfeicoamentos no modelo. A razdo principal pela qual a solug@o assinética falha
a nimeros de Reynolds mais e mais elevados parece ser: o escoamento estacionario, que
¢ o ponto de equilibrio das equacoes de Navier-Stokes, estd muito distante da solucao
temporal. Desta forma, torna-se impossivel uma solugdo assintética baseada em apenas um
grau de liberdade recuperar corrtamente, a partir deste ponto de equilibrio, toda a complexa

dindmica nao-linear que conduz ao ciclo limite representado pela esteira de von Karmén.

De qualquer forma, a corroboracio da teoria nesta restrita faixa de validade € impor-
tante, por formar uma base sélida em que refinamentos e desdobramentos da teoria possam se
apoiar. Tem-se aqui uma espécie de principio de correspondéncia: qualquer teoria que tenha
por objetivo construir uma solucdo assintética para este problema deve coalescer com a solu-
¢do aqui apresentada no limite 0 — (. De qualquer forma, os resultados sdo consistentes e
permitem obter conclusdes importantes, apresentadas nas proximas subse¢des, que detalham a

solugdo assintética do problema.

4.2.1 Dominio e malha computacional

A solucdo assintédtica foi calculada em um dominio computacional de dimensdes [; = [, =
100D e [, = 120D, ver fig. 3.1, um dominio suficientemente grande para a faixa de Re consi-
derada, ver fig. 4.1. Uma técnica de refinamento adaptativo foi utilizada para se obter uma
sequéncia de malhas cada vez mais refinadas. O Apéndice B mostra a andlise de convergéncia
quanto ao refinamento da malha. Os resultados aqui apresentados foram obtidos com a malha
M?24 (ver apéndice B), cuja discretizagcdo apresenta 48020 graus de liberdade (g.d.l.) para a
pressdo e 190627 para cada uma das velocidades u e v, totalizando assim 429274 g.d.l. (na
verdade, um niimero ligeiramente menor, pois uma pequena parcela destes g.d.l. estd vinculada
por condi¢des essenciais de contorno). Detalhes do refinamento desta malha estdo apresentados

na figura abaixo.
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Figura 4.3: Refinamento da malha nas proximidades do cilindro.

No que segue, grandezas calculadas tanto para a solug¢do assintGtica em Q2 quanto
para a solucdo temporal em ) serdo apresentadas. Os resultados da solucdo assintética foram
pos-processados para adquirirem o valor que teriam caso a solugdo fosse calculada no dominio

completo €2, de acordo com a regra apresentada no apéndice A, para permitir a comparagdo com

a simulacdo temporal.

4.2.2 Campo-base

A figura 4.4 mostra o campo de escoamento estaciondrio para Re = 60. O cédigo de cores
corresponde a componente horizontal do vetor velocidade em cada ponto, u¢(x). Cabe lembrar
que apenas a metade superior do dominio foi utilizada nos cdlculos; por isso, 0o escoamento

continua existindo mesmo para Re > Re.. A metade inferior corresponde a simples reflexao

da imagem em torno do eixo de simetria.
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Figura 4.4: Componente horizontal de velocidade u4(x) e linhas de corrente do escoamento
estaciondrio para Re = 60.

As linhas de corrente mostram que o escoamento se descola da superficie do cilindro;
elas se juntam mais a frente, em um ponto de estagnacdo na linha de simetria, formando assim
uma bolha recirculante, como na fig. 2.1b, evidenciada pelas velocidades horizontais negativas
na regido entre o cilindro e este ponto. O tamanho da bolha cresce com Re, como ilustrado na
fig. 4.1.

A figura a seguir mostra as linhas de corrente que delimitam a bolha recirculante para,
na metade superior, o escoamento estaciondrio Ug (bolha maior) e o campo médio da solucao
assintotica Uy = Ug + A%CUZO (bolha menor); j4 na metade inferior, € retratado o campo

médio da simulacdo temporal Hy. Os ndmeros de Reynolds sdo 48 e 80.

o o —

(a) Re =48 (b) Re = 80

Figura 4.5: Linhas de corrente para os campos estaciondrio € médio

Para Re = 48, a diferenca entre as bolhas de Ug e Uy € quase imperceptivel; s6 se nota
que ambas sdo ligeiramente maiores que a bolha de Hy. De qualquer forma, para este nimero

de Reynolds, as trés apresentam quase o mesmo tamanho. Isso era de se esperar, pois ainda se
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estd, no espaco de parametros, proximo a Re.. ~ 46,8. A fig. 4.5b mostra as mesmas bolhas
para Re = 80. Na metade superior, a maior das bolhas é a do escoamento estaciondrio U, que
aumentou bastante com relacdo a Re = 48, enquanto a do campo médio Hy, na metade inferior,
diminuiu. O campo médio da solugdo assintética Uy apresenta uma bolha menor que a de Uy,
contudo ainda sensivelmente maior que a de Hy. Ou seja, a corre¢do A% Uy € insuficiente
para recuperar a resposta da solu¢do temporal. Este fato adquire ainda mais importancia ao
se considerar, como sera apresentado mais a frente, que a amplitude do ciclo-limite Ay~ da
solucdo assintdtica € bastante maior do que se esperava que fosse, principalmente no limite
superior da faixa de Re considerada (ver fig. 4.8). Ainda assim, a diminui¢io causada pelo
termo A? .Uz ndo € grande o suficiente para recuperar o tamanho da bolha do campo médio.
A medida que se aumenta o nimero de Reynolds, a diferenca entre os tamanhos das bolhas se
torna cada vez maior: o escoamento estacionario se torna cada vez mais distante do campo
médio de escoamento, que €, como explicitado pela série de Fourier, o campo ao redor do qual
a solucgdo oscila com a frequéncia de Strouhal. Esta é a razao fundamental pela qual a solu¢do
assintética ndo funciona bem para nimeros de Reynolds mais elevados, e este ponto serd mais

elaborado no decorrer da andlise dos termos em ordens superiores da solugdo assintética.

4.2.3 Estabilidade do campo-base

As partes real o e imagindria w do autovalor A associado ao modo instavel E estdao apresentadas

na figura 4.6.
0.1 : 1 .
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. 005 . $ 0
0.03 g I
: 0 /f‘ 0.7 B e e
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(a) o vs. Re (b) w e wg; vs. Re

Figura 4.6: Partes real (o) e imagindria (w) associados ao modo instavel E

O valor aqui obtido para Re. foi de 46, 8, em boa concordancia com os 46,6 Sipp e
Lebedev (2007) e 46, 7 de Monkewitz (1996).
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As legendas SLO7 e M96a referem-se aos trabalhos Sipp e Lebedev (2007) e Monke-
witz (1996), respectivamente. O primeiro resolve apenas um problema de estabilidade, para
Re = Re., e obtém o campo estaciondrio para nimeros de Reynolds mais elevados em pri-
meira ordem no pardmetro ¢ = Re_' — Re~! em sua andlise de mltiplas escalas. Em outras
palavras, o presente trabalho calcula o escoamento estaciondrio para cada Re de forma exata
(ainda que numericamente), enquanto Sipp & Lebedev calculam uma aproximacao para este
campo a cada Re como uma corre¢do de primeira ordem do escoamento estaciondrio calculado
para Re = Re.. O segundo é um trabalho experimental, em que ¢ e w sdo medidos a partir de
extrapolacdes a amplitude zero de transientes obtidos operando-se suc¢@o e injecao de massa

na base do cilindro.

A figura 4.6a mostra que a taxa de crescimento do modo instavel o € muito bem predita
pela andlise de estabilidade linear, concordando dentro do limite da resolugdo grafica da figura
até Re ~ 65. Nota-se, ainda, que os resultados obtidos para o no presente trabalho apresentam
uma aderéncia melhor aos resultados experimentais de Monkewitz (1996) que os obtidos por
Sipp e Lebedev (2007). Isso se deve, possivelmente, 2 maneira aproximada com que o campo-

base € calculado no referido trabalho.

A figura 4.6b ilustra como a frequéncia linear w varia com Re. A curva “wg; — W98”
refere-se a expressdo para o nimero de Strouhal, multiplicada por 27, do seguinte ajuste expe-
rimental (WILLIAMSON; BROWN, 1998):

1,0175
Re ’

St = 10,2665 — 4.1)

Para Re = Re,, a frequéncia de Strouhal segundo Williamson e Brown (1998) € muito proxima
da frequéncia linear obtida por Monkewitz (1996), e também daquela calculada nas anédlises
de estabilidade do presente trabalho e de Sipp e Lebedev (2007). A andlise de estabilidade
do campo-base estaciondrio é capaz de prever corretamente a frequéncia de oscilagdo para
Re = Re.; para Re maiores, w ndo acompanha o crescimento da frequéncia wg,; de oscila-
cdo na saturacdo. Este fato havia sido observado por Barkley (2006) (ver sua fig. (2a)). No
presente trabalho, w cresce ligeiramente até Re ~ 67, quando entdo comeca a cair, também
lentamente. Este comportamento ndo € observado na andlise apresentada por Sipp e Lebedev
(2007), justamente em virtude de os problemas de estabilidades para Re > Re. serem simples-
mente correcdes lineares do problema para Re = Re,; por isso, € claro que as respostas de seu

modelo terdo comportamento monotdnico com Re.

Os resultados experimentais de Monkewitz (1996) mostram uma frequéncia linear de-

caindo lenta e monotonicamente com Re. Deve-se discutir este fato sob dois prismas:
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e no que diz respeito a validade dos resultados numéricos da andlise de estabilidade linear,
ha que se dizer que a frequéncia linear medida por Monkewitz (1996) ndo tem exata-
mente o mesmo significado que o w calculado no presente trabalho. A rigor, w significa
a frequéncia com a qual o sistema oscilaria instantes apds ser levemente perturbado de
seu estado estaciondrio. J4 Monkewitz, além das dificuldades experimentais inerentes a
medi¢do de grandezas pequenas proximo a Re., mantem o sistema “artificialmente esta-
bilizado” para Re > Re. por meio de injecdo de massa na base do cilindro. Ela € subi-
tamente desligada, desestabilizando o sistema, e entdo se mede a frequéncia de pequenas
oscilagdes a partir deste estado que, diga-se, ndo € o ponto de equilibrio das equagdes de
Navier-Stokes. Trata-se, em verdade, de um problema diferente, com condi¢des iniciais
diferentes. Logo, ndo se pode dizer que os resultados da andlise de estabilidade linear ndo
recuperam a frequéncia linear experimental. Verdadeiramente, ndo se sabe experimental-

mente quanto ela vale para Re > Re,.

e jd no que tange a capacidade de uma andlise de estabilidade ndo-linear recuperar a fre-
quéncia de Strouhal, espera-se, em qualquer teoria assintética, que a aproximagao de pri-
meira ordem (linear) ja esteja relativamente proxima a solucdo exata, € que os termos de
ordens superiores (ndo-lineares) fornecam corre¢des pequenas. No presente problema,
como se observa tanto numérica quanto experimentalmente, a frequéncia linear w nao
segue nem qualitativamente a ndo-linear wg; para Re > 60. Assim sendo, € de fato muito

improvavel que a teoria assintotica aqui proposta forneca bons resultados para e > 60.

Por outro lado, Barkley (2006) mostra que uma andlise de estabilidade em que se utiliza como
campo-base o campo médio da simulagdo temporal (Hg) fornece uma frequéncia linear exata-
mente igual a de Strouhal (w = wg;) € 0 =~ 0 em toda a faixa Re. < Re < 180. Isto significa
que o campo médio estd, de certa forma, “impregnado” com a informacdo de que o sistema
oscila ao redor dele com a frequéncia de Strouhal. Conforme visto na se¢@o anterior, o campo
médio se afasta cada vez mais do campo estaciondrio a medida que se aumenta o nimero de
Reynolds (lembre que ambos sdo idénticos para Re < Re.). Ou seja, a solugdo real do problema
fica cada vez mais longe do campo estacionario a medida que se avanca em Re, razdo pela qual
vai se tornando cada vez mais dificil uma teoria assintética recuperar toda a dindmica ndo-linear
que leva a solu¢@o do campo estaciondrio para a correta oscilagcdo saturada. De qualquer forma,
€ interessante observar de que forma as solugdes assintética e completa se diferenciam, e isto

serd abordado na préxima secao.
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4.2.4 Modo instavel e demais campos da solucao assintética

A figura a seguir mostra contornos da parte real da velocidade horizontal associada ao primeiro
harmonico de ambas as solugdes: Landau (metade superior das figuras) e Navier-Stokes (me-
tade inferior). Os valores numéricos das velocidades foram omitidos porque a intencdo desta
figura € explorar as estruturas dos harmonicos, e ndo suas amplitudes. Estas serdo discutidas
na sequéncia. Para representar tais estruturas, escolheu-se os valores Re = 48, préximo a Re,,
e Re = 80, onde a solucdo assintdtica ja diverge consideravelmente da solucdo completa de

Navier-Stokes. As fases sdo arbitrarias.

(a) Re =48 (b) Re = 80

Figura 4.7: Metade superior: U; (Landau); Metade inferior H; (Navier-Stokes) - parte real da
velocidade horizontal

Para ambos os nimeros de Reynolds, observa-se que o modo instdvel, de fato, “mime-
tiza” a esteira de vortices de von Karman, e tem uma estrutura bastante parecida com a do pri-
meiro harmoénico de Fourier. O decaimento na direcao do escoamento e a difusdo lateralmente
a ela sd@o mais intensos para o harmoénico que para o modo: o primeiro harmonico da solugdo
assintotica (metade superior das figuras) persiste por uma distdncia maior a jusante. Note tam-
bém que o ponto de maxima amplitude ocorre mais a montante para o harmdnico que para o
modo, e este efeito € tdo mais pronunciado quanto maior é o nimero de Reynolds. Acredita-se
que isso se deva ao efeito de termos ndo-lineares pulsando com frequéncia wg;, que influen-
ciam o harmoénico mas ndo o modo, pois ndo foi calculado o campo A% . Us;, que se somaria
a Ay cE para formar o primeiro harmonico da solucdo assintética. O papel do termo ndo-linear
¢ a redistribuicdo da energia do campo-base para o modo instdvel, e dai para as ordens super-
lores. Surgem escalas cada vez menores € que pulsam com maior frequéncia, sendo por essa
razdo mais rapidamente difundidas e dissipadas. Para Re mais elevados, tem-se maiores am-
plitudes e, por isso, deixar de considerar tais interagdes ndo-lineares aqui permite que o modo
instdvel se “espraie” muito mais a jusante na solugdo assintdtica que na solu¢do completa de

Navier-Stokes.

A figura 4.8 compara a amplitude do ciclo-limite prevista pelo modelo de Landau
com a norma do primeiro harmonico da simulagdo temporal das equacdes de Navier-Stokes.

Apesar de ja se estar trabalhando com grandezas adimensionais, € interessante renormalizar as
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amplitudes dos harmdnicos pela norma do campo médio, que é de ordem 1.
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Figura 4.8: Amplitudes do modo instdvel (Landau) e do primeiro harmonico (Navier-Stokes),
ambas normalizadas pela norma do campo médio ||Hy||.

Observa-se excelente concordancia entre a previsao do modelo assintético e o primeiro
harménico para Re = 47. A medida que se aumenta o nimero de Reynolds, a amplitude da
solugdo assintdtica cresce mais que a do harmdnico. Conforme mencionado acima, ao primeiro
harmonico da solugdo assintética A(t) E somar-se-ia o termo |A(t)|2A(t) Qa1, de ordem ¢%/2,
que ndo foi explicitamente calculado neste trabalho. Esperaria-se que este termo, resultante
da interacdo nao-linear entre o primeiro e o segundo harmonico, exercesse o papel de causar
alguma dissipag@o no modo instdvel e limitar seu crescimento, ainda que moderadamente, por
um fator ~ O(0*/2). Assim, a amplitude do primeiro harménico da solugdo assintética seria
ligeiramente menor do que €. Ainda assim, ressalta-se que a amplitude de equilibrio da equagdo

de Landau A nio seria alterada pelo cédlculo de Qs;.

O campo Uz, também € semelhante ao segundo harmoénico de Fourier, conforme ilus-

trado pela figura abaixo:

(a) Re = 48 (b) Re =80

Figura 4.9: Metade superior: U, (Landau); Metade inferior Hy (Navier-Stokes) - parte real da
velocidade vetical

Em ambos os campos, observam-se estruturas com metade do comprimento de onda
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daquele do modo instavel. Isso é consequéncia direta de sua frequéncia de oscilacdo ser 2wg;.
Assim como no caso do primeiro harmonico, a difusao e a dissipacdo do harmdnico de Fourier
H, sdo mais pronunciadas e o ponto de mdxima amplitude ocorre mais a montante que em Us.
Além disso, o aumento do nimero de Reynolds faz com que a diferenga entre ambos se torne

ainda maior.

As amplitudes do segundo harmoénico estdo mostrados na figura abaixo, novamente

normalizadas pela norma do campo médio.
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Figura 4.10: Amplitude do segundo harmdnico no modelo de Landau e na simulagdo temporal
das equacdes de Navier-Stokes.

A concordancia entre os resultados € boa apenas para Re ~ Re.. Rapidamente, a
amplitude do segundo harmdnico de Landau se torna sensivelmente maior que o de Fourier,
que, assim como o primeiro harmdnico, parece tender a uma saturacio, fato que ndo ocorre

com o de Landau.

Comportamento semelhante aos dois primeiros tem também o terceiro harmonico:

(a) Re = 48 (b) Re =80

Figura 4.11: Metade superior: Uz (Landau); Metade inferior H3 (Navier-Stokes) - parte real
da velocidade horizontal
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As duas principais caracteristicas observadas no primeiro e segundo harmoénicos tam-
bém sdo vistas no terceiro: difusdo e dissipa¢do mais rapida em Navier-Stokes que em Landau
e ponto de mdximo da estrutura mais a montante para o harmoénico de Fourier que para o de
Landau. Também neste caso nota-se a amplificagdo de ambos os efeitos com o aumento do

nimero de Reynolds.
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Figura 4.12: Amplitude do terceiro harmdnico no modelo de Landau e na simulagdo temporal
das equacgdes de Navier-Stokes.

Mais uma vez, a solugdo assintética representa bem o terceiro harmdnico apenas para
Re ~ Re.. Aumentando ligeiramente o nimero de Reynolds, a amplitude deste harmdnico na
solucdo assintética j4 se torna enormemente elevada. Como visto na fig. 4.8, para Re > 50 a
amplitude A, ja € excessivamente grande. Conclui-se que este comportamento, assim como
para o segundo harmdnico, se deve aos fatores A3, (repectivamente, A%.) presentes nestes

termos.

4.2.5 Modo adjunto

A figura 4.13 mostra contornos de velocidade u e v da parte imagindria do modo adjunto E,:
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Figura 4.13: Modo adjunto, e = 50

O modo adjunto estd concentrado na regido a montante do cilindro. A razio para isso
€ que a matriz £(Ujp) ndo € simétrica, em virtude de sua por¢do convectiva N(Uy), ver eq.
(3.30). Uma matriz qualquer A pode ser escrita como a soma de suas parcelas simétrica A, e

antissimétrica A_, com:
]‘ t ]‘ t
A, = §(A+A);A_ = §(A—A).

Agora, (A,)" = A e (A_)" = —A_. Portanto, no problema adjunto, a parcela anti-simétrica
de N(Uyq) aparece com sinal negativo, e isso é pe