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RESUMO

Esta tese trata o escoamento ao redor de um cilindro logo apds a sua primeira insta-
bilidade, dentro do seu regime bidimensional periddico. A abordagem é principalmente
tedrica, passa por experimentos e culmina em uma importante parte numérica que com-

plementa a teoria com evidéncias e ilustragoes.

As principais contribui¢oes sao a anélise sobre a composicao modal da solucao
dentro do regime peridédico e o método desenvolvido para identificar autovetores de uma
linearizacao da equacao de Navier-Stokes presentes em uma dada solucao. As bases com-
postas pelos autovetores identificados servem para a projecao da equagao de Navier-Stokes

e dao a esséncia dos modelos reduzidos deste estudo.

A aplicagao numérica apresentada para Re = 60 traz duas iteragdes do processo,
com duas bases de autovetores de dimensoes 12 e 24. Os modelos reduzidos sao nume-
ricamente estéveis e a sua integragao apresenta custo varias ordens mais baixo que o da
simulagao numérica completa. As séries temporais das coordenadas e as bases de auto-
vetores possibilitam a recomposicao do escoamento e a sua comparagao com a simulagao
numérica de referéncia. A analise de aderéncia foi baseada nas médias temporais, nos

valores de Strouhal e na estrutura dos harmoénicos.

Ambos modelos reduzidos tém correspondéncia préxima com o comportamento
assintotico do escoamento e a tendéncia convergente das iteracoes é clara. As simetrias
espaciais e temporais dos harmonicos sao facilmente identificadas na estrutura dos mode-
los, de forma que as bases construidas podem ser entendidas como conjuntos de estruturas

coerentes do fenomeno.

Palavras-chave: escoamento ao redor do cilindro, estruturas coerentes,

dindmica linearizada, dindmica nao linear e modelos reduzidos.
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ABSTRACT

This thesis concerns the flow past a cylinder just after its first bifurcation, within its
two-dimensional periodic regime. The approach is mainly theoretical, goes through expe-
riments and is concluded by an important numerical part which complements the theory

with evidences and illustrations.

The main contributions are the analysis concerning the modal composition of
the solution within the periodic regime and a method to identify eigenvectors of some
linearizaton of the Navier-Stokes equation participating on a given solution. The bases
spanned by the identified eigenvectors are employed in the projection of the Navier-Stokes

equation and are central to the reduced models of this study.

The numerical results for Re = 60 present two iterations of the process, with
two bases of dimensions 12 e 24. The reduced models are numerically stable and their
integration is many orders less costly than that of the full simulation. The time series of
the modal coordinates and the eigenvectors bases allow the recomposition of the flow and
its comparison with the full simulation results. The convergence analysis was based on

the time averages, the Strouhal number values and the harmonic structure.

Both reduced models have close correspondence with the asymptotic behavior of
the flow and the convergent trend of the iterations is clear. The space and time symmetries
of the harmonics have a simple representation within the structure of the models, therefore

the identified bases can be understood as sets of coherent structures of the phenomenon.

Keywords: flow past a cylinder, coherent structures, linearized dyna-

mics, nonlinear dynamics and reduced models.
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1 INTRODUCAO

Esta tese desenvolve um estudo fundamental sobre o escoamento ao redor de um cilindro
logo ap6s a sua primeira instabilidade, no inicio do regime bidimensional peridédico. A
abordagem é principalmente tedrica, passa por experimentos e culmina em uma impor-

tante parte numérica que complementa a teoria com evidéncias e ilustragoes.

O escoamento ao redor do cilindro ¢ um importante protétipo dos escoamentos ao
redor de corpos rombudos e a sua compreensao ainda desafia varias areas da engenharia
e das ciéncias fundamentais. Na engenharia uma grande preocupacao vem do seu carater
oscilatorio que deve ser levado em conta na concepgao de estruturas que sao projetadas
para resistir & acao de correntes de ar ou dgua. Na fisica e na matematica ainda existem
muitas questoes cercando a sequéncia de regimes que levam este escoamento do seu estado

estacionério aos turbulentos.

Na engenharia nacional, os maiores interesses vém da industria petrolifera, cuja
produgao ¢é principalmente oriunda de pogos submarinos. O problema esta nas tubulagoes
que conectam os pocos as plataformas flutuantes: elas podem passar dos 2.000 metros
de comprimento e devem resistir constantemente as fortes correntes da nossa costa sob a
acao do fenémeno de vibragoes induzidas por vortices. Esse fenomeno esté relacionado
ao carater oscilatorio dos escoamentos ao redor de corpos rombudos que, nesse caso, é
capaz de forgar vibragoes com amplitudes da ordem do didmetro dos tubos, preocupando
os projetistas no que diz respeito a resisténcia das estruturas a fadiga. Nesse sentido, é
esperado que a melhor compreensao dos fendémenos envolvidos gere ferramentas de célculo

mais sofisticadas que aumentem a seguranca e a economia dos projetos.



Na vista da fisica e da matematica, os interesses focam na natureza dos compor-
tamentos dinamicos observados com o aumento do seu parametro, o ntimero de Reynolddl}
Tais comportamentos ja foram, em grande parte, caracterizados experimentalmente e tam-
bém reproduzidos numericamente, mas ainda carecem de bases tedricas consistentes para
o estudo dos mecanismos envolvidos. Matematicamente, as mudangas de comportamento
surgem de bifurcagoes que sao responsaveis pelo aumento da complexidade dindmica dos

escoamentos, no que ¢ chamado por [Ruelle| (1989) de rota para a turbuléncia.

Uma abordagem comum para o estudo dessas bifurcagoes parte de modelos redu-
zidos construidos através da projecao da equacao de Navier-Stokes sobre pequenas bases
de fungoes ou modos. Um exemplo classico de modelo reduzido é o de Lorenz (1963),
que trata numericamente a questao da sensibilidade de sistemas meteorologicos com rela-
¢ao as suas condicoes iniciais. O modelo de Lorenz é uma simplificagao de um problema
convectivo que leva em conta apenas os trés modos mais relevantes de uma discretizagao
em modos ortogonais e que, apesar de bastante simplificado, é capaz de reproduzir os

comportamentos cadticos observados em problemas meteorologicos reais.

Os modos também sao chamados de estruturas coerentes e determinam a esséncia
dos modelos reduzidos. A sua defini¢ao matematica nao é fixa e pode vir de varias fontes.
Os modos desta tese sao autovetores de uma linearizacao da equacao de Navier-Stokes e o
diferencial técnico aqui estd no método de identificacao dos autovetores mais relevantes,
que foi desenvolvido durante este projeto e mostrou bons resultados na representagao da

primeira bifurcagao e do regime periédico do escoamento.

O capitulo 2] deste texto comeca com uma descricao do escoamento através de
observagoes experimentais, onde sao identificados os seus principais regimes dindmicos
e simetrias, e segue com o inicio da abordagem matematica do problema. Ainda nesse
capitulo é introduzido o conceito estruturas coerentes que compoem o escoamento e a
primeira anélise do problema vem com a decomposi¢ao de séries temporais do regime

periodico em harmonicos de Fourier.

!Definido no préximo capitulo.



No capitulo [3, é descrita a aplicagdo do método dos elementos finitos na discre-
tizagao espacial do problema. Sao também apresentados o método de calculo da solugao
estacionaria e o esquema de marcha temporal empregados. Essa ¢ a estrutura que possi-

bilita a reproducao numérica do fendémeno e que déa subsidios para a sua anélise dinamica.

O tratamento do problema dindmico é feito no capitulo 4 e comega pela anélise
da equacao de evolucao linearizada na solugao estacionaria, onde é discutida a estrutura
gerada pelo seu espectro e sua base de autovetores. A nao linearidade é entao agregada
a essa estrutura e possibilita o acoplamento dos autovetores, aumentando a complexi-
dade das solucoes possiveis e viabilizando a estabilidade do ciclo-limite observado nos

experimentos e nas simulacoes numéricas.

O capitulo blaborda a composi¢ao modal da solugao periddica e traz o método de-
senvolvido para identificaar os autovetores mais relevantes da solucao periddica estudada.
O método é apresentado com o apoio da teoria dos subespacos de Krylov e é baseado
na equagao de evolugao linearizada associada a uma amostra tirada de uma simulagao
numérica do escoamento. A simetria demonstrada para os autovetores da linearizagao é
incluida no método e, nesse ponto, sao obtidos dois problemas caracteristicos reduzidos:

um relacionado aos autovetores simétricos e outro aos antissimétricos.

Os resultados numéricos apresentados no capitulo [6] tém Re = 60 e incluem as
bases de autovetores identificados juntamente com os espectros reduzidos e a analise dos
respectivos modelos obtidos através da projecao da equagao de evolugao nas bases. A
comparagao entre os modelos reduzidos e a simulacao de referéncia é feita com base no
comportamento assintotico das solugoes e mostrou boa aderéncia no que confere & média

temporal e a frequéncia dominante do escoamento.



2 0O ESCOAMENTO E A ABORDAGEM

2.1 Observacoes experimentais

O escoamento ao redor de um cilindro é um sistema dindmico auténomo cujo parametro é
o seu namero de Reynoldﬂ, adimensional amplamente utilizado em mecanica de fluidos na
caracterizagao de escoamentos viscosos internos e externos. A sua complexidade dinamica
cresce com o niamero de Reynolds, seguindo uma sequéncia de bifurcagoes que o levam
do seu estado estacionario estavel aos regimes turbulentos. Nesta secao sao apresentadas

algumas tradicionais evidéncias experimentais que ilustram essa sequéncia.

Os experimentos de Coutanceau e Bouard, (1977a)) e Coutanceau e Bouard, (1977b)
indicam que o escoamento estacionario é observado até Re ~ 40. No inicio, o escoamento
é super viscoso e mantém aderidas ao cilindro as suas linhas de corrente. Este padrao
segue até Re ~ 5, quando acontece a separacao da camada limite. Dessa separagao tem
origem o par de bolhas recirculantes que ficam coladas a jusante do cilindro e caracterizam
o restante da faixa de regime estacionéario. Durante todo o regime estacionario, a simetria
do dominio e das condi¢oes de contorno também se mostra no escoamento, que é espelhado

pelo plano contendo a direcao da velocidade ao longe e o eixo do cilindro, como se vé na

figura [2.1]

Esta também mostra o desenvolvimento das bolhas recirculantes, cujo compri-
mento cresce linearmente com o nimero de Reynolds até o surgimento da bifurcagao para

o regime transiente, em Re ~ 40. Nesse ponto surge uma perturbacao oscilatéria cres-

LCalculado a partir da velocidade incidente do escoamento Us, do diametro do cilindro D e da
viscosidade cinemética do fluido v: Re = Y=L,
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(a) Re=13.1

Figura 2.1: Extraido de |Van Dyke| (]1982[): desenvolvimento das bolhas estacionarias.

cente, que domina o escoamento e se desenvolve até uma amplitude de saturacao, como
em um ciclo-limite. Diminuindo o nivel de perturbacoes e aumentando a precisao do
experimento, é possivel retardar a bifurcacao, mas nao indefinidamente. Esse processo se
torna inviavel depois de apenas algumas unidades de nimero de Reynolds e o escoamento

entra definitivamente no regime transiente.

A bifurcagdo muda completamente a figura do escoamento e entra em cena o
fenomeno de formacgao e desprendimento alternado de vortices. O resultado é a conhecida
esteira de von Kdrmdn, que segue até os mais altos regimes. As duas fotografias da figura
trazem dois pontos de vista da esteira oscilatoria para Re = 250. Na figura , a
camera esta fixa ao referencial do cilindro e captura o escoamento incidente perturbado
pela sua presenga. J& na figura a camera tem a mesma velocidade do escoamento
incidente, eliminando-o e deixando em evidéncia a perturbagao composta pelos turbilhoes

de von Kdrmdn.

Nas fotografias das figuras[2.1]e[2.2] os escoamentos carregam particulas refletoras
capazes de reproduzir no negativo as trajetorias realizadas na janela de tempo da exposi-
¢ao fotogréafica. Nos escoamentos estacionarios a exposi¢ao pode ser longa e os tracos de
trajetoria correspondem a segmentos das linhas de corrente do escoamento. Ja nos tran-
sitérios, quanto menor for o tempo de exposicao melhor sera a aproximacao das linhas de

corrente instantaneas. A orientacao e o comprimento dos tragos dao uma aproximacao do



Figura 2.2: Extraido de (1934): esteira de von Kdrmdn com Re = 250: (a) camera
fixa ao referencial do cilindro, (b) cAmera com a velocidade do escoamento incidente.

campo de velocidades local, bastando levar em conta o tempo de exposigao da fotografia,

lembrando que aqui também o erro cresce com esse tempo.

Uma caracteristica marcante desse escoamento é a sua frequéncia dominante f,,
sentida nas oscilagoes da forga de sustentacao e observada nos campos de velocidade. O
seu tratamento é feito com base no ntimero de Strouhal, um adimensional muito utilizado
na analise de escoamentos oscilatorios que é obtido com o auxilio de uma dimensao espacial

e uma velocidade caracteristicas do escoamento:

= fSD

St
Us’

(2.1)

onde D é o diametro do cilindro e Uy, é o médulo da velocidade do escoamento incidente.

No estudo experimental de sao identificados trés diferentes regimes
dentro da faixa transiente do escoamento, marcando o aumento da sua complexidade
dindmica com o nimero de Reynolds. Junto com a primeira bifurcagao instala-se um
regime oscilatorio regular, identificado principalmente pela sua esteira bidimensional e
pelas frequéncias bem definidas que a compoem, sempre miltiplas naturais da frequéncia
de Strouhal. Este é o regime bidimensional periddico, também chamado simplesmente
de regime estavel, o qual segue com mudancas continuas de frequéncia e comprimento

de onda adimensionais até Re =~ 150. Nessa vizinhanca sao observadas as primeiras



flutuagoes turbulentas. Elas trazem as primeiras tridimensionalidades do escoamento
e também agem sobre a sua dindmica fundamental. A partir desse ponto, a frequéncia
dominante deixa de ser regular e passa a ser identificada em espectros mais largos, através
dos seus picos. Este é o regime de transi¢cao que segue até Re ~ 300, quando as flutuacgoes
turbulentas se instalam de vez na esteira, dando inicio ao regime irreqular, observado nesse

estudo até Re ~ 10.000.

O estudo de |[Roshko (1953)) também foi pioneiro na identificacdo de duas estru-
turas predominantes na parcela oscilatéria do campo de velocidade. Através da analise
das séries temporais de velocidade, medidas em varios pontos da esteira com o auxilio
de anemometros, foram observadas duas estruturas: uma pulsando com a frequéncia de
Strouhal, e outra, de menor intensidade, pulsando duas vezes mais. A comparacao entre
medicoes feitas em pontos espelhados pelo plano médio do escoamento permitiram uma
importante constatacao sobre a distribuicao espacial da intensidade das duas estruturas:
a primeira ¢ anti-simétrica em relacao ao plano médio do escoamento, enquanto a segunda
¢ simétrica.

Esse padrao de simetria relaciona as duas estruturas identificadas, que represen-
tam os dois primeiros harmoénicos da série de Fourier do campo de velocidade, com as
duas componentes da forga aplicada pelo fluido sobre o cilindro: a integral de um campo
de tensoes anti-simétrico sobre a superficie do cilindro s6 pode ter resultante na direcao
normal ao plano de simetria, ou seja, na direcao da for¢a de sustentacao, enquanto a inte-
gral de um campo de tensoes simétrico s6 pode ter resultante na direcao contida no plano
de simetria e ortogonal ao cilindro, ou seja, na direcao da forca de arrasto. Por fim, essa
relacao é confirmada pelo fato da forga de sustentacao do cilindro oscilar principalmente
com a frequéncia do primeiro harmonico e a forca de arrasto com a frequéncia do segundo

harmoénico.

Esta secao nao exaure as observacgoes experimentais desse escoamento, princi-

palmente no que diz respeito a suas tridimensionalidades, mas foca nas indicagoes mais



simples e importantes que caracterizam os diferentes regimes dinamicos identificados. En-
tre estas se destaca a frequéncia dominante do escoamento, cuja regularidade pode ser
aferida dos espectros das medi¢oes temporais e é determinante na identificagao dos regi-

mes. Uma referéncia bastante completa sobre esse escoamento ¢ [Zdravkovich| (1997).

2.2 Equacoes do movimento fluido

O comportamento de um fluido viscoso é descrito matematicamente pelas equacoes de
Navier-Stokes, que sao a aplicacao ao movimento fluido das trés equagoes de balanco da
mecanica: de massa, quantidade de movimento e energia. Considerando o escoamento in-
compressivel e a massa especifica do fluido uniforme, é possivel simplificar as trés equagoes
e ainda desacoplar a equacao de energia das outras duas. Esta pode ser entao eliminada

tomando o escoamento como isotérmico.

Os parametros principais do escoamento ao redor de um cilindro circular sao o
seu didmetro D, a velocidade do escoamento ao longe U, e a viscosidade cinematica do
fluido v. Utilizando esses parametros, é possivel adimensionalizar as equacoes deixando

em evidéncia o adimensional que caracteriza esse escoamento, o niimero de Reynolds

U D
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Re = (2.2)

O presente estudo toma as equagoes de Navier-Stokes em sua forma cartesiana e
bidimensional, sendo o dominio fluido contido no plano da sec¢ao transversal do cilindro. O
eixo x esta sempre alinhado com o escoamento ao longe, nao perturbado, enquanto o eixo
y se encontra na direcao transversal ao escoamento, ortogonal ao eixo do cilindro e ao eixo

x. Seguindo as simplificagoes, estas sao as equagdes do movimento fluido consideradas:

1
—V*u—-Vp

ou=—(u.V)u
Yt R (2.3)

Vau=0,



onde u = ui+vj é o campo de velocidade bidimensional e p é o campo escalar de pressao.

A primeira equacao é o balango de quantidade de movimento, proveniente da
aplicacao da segunda lei de Newton, e a segunda é o balanco de massa ou equacao de
continuidade. O lado esquerdo da primeira equacgao representa a variagao temporal do
campo de velocidade, enquanto o lado direito tem o termo convectivo e os dois termos de

esforgos internos, viscosos e de pressao, respectivamente.

O termo convectivo vem da adogao do referencial Euleriano e representa a acele-
racao que a particula fluida deve sofrer para continuar seguindo a sua linha de corrente.
Quando a soma dos esfor¢os viscosos e de pressao nao é capaz de anular o termo convec-

tivo, existe um desbalanco e o escoamento é transiente (dyu # 0).

Uma abordagem teérica geral é tratar o cilindro imerso em um dominio fluido
infinito com velocidade ao longe uniforme e unitaria, eliminando completamente a influén-
cia das fronteiras externas. E possivel levar esse tratamento também para a abordagem
numérica, considerando uma ou mais dimensdes do dominio infinitas, como em [Lavinas,
Barbeiro e Aranha (2007)). Este trabalho optou pela utilizagdo de dominios finitos, por-
tanto, com todas fronteiras exteriores posicionadas a distancias finitas do cilindro. No
entanto, ¢ mantida a intengao de minimizar a influéncia das fronteiras externas e os do-

minios finalmente utilizados sao efetivamente extensos.

A primeira preocupacao na definicado de um dominio fluido finito é que ele conte-
nha as regioes de interesse do estudo, as quais, nesse caso, sao as vizinhancas do cilindro
e a sua esteira. No que concerne a viabilidade do dominio para o célculo, é necessario
que se tenha informacoes suficientes sobre a solugao do problema nos seus contornos.
Isso porque, além de uma condigao inicial, a equagao de Navier-Stokes pede condigoes de

contorno.

O dominio considerado é bidimensional, plano e delimitado por dois contornos
fechados. O primeiro é interior ao dominio e define o contato entre o fluido e o cilindro.

J& o segundo é exterior ao dominio e o separa do escoamento ao longe, também chamado
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de nao perturbado. No contorno que define o contato do fluido com o cilindro é aplicada
a condicao de aderéncia dos escoamentos viscosos, ao passo que no contorno exterior é

imposto o valor de velocidade ao longe, nao perturbada, uniforme e unitaria.

A aplicacao da condicao de aderéncia é simples e no caso do cilindro fixo recai em
impor velocidade nula ao longo de todo o contorno. A complicacao da segunda condi¢ao
esta no posicionamento do contorno exterior, que influencia o resultado nas proximidaes do
cilindro. Estudos experimentais de Coutanceau e Bouard, (1977al) e numeéricos de |Lavinas,
Barbeiro e Aranha (2007) mostram que dominios reduzidos limitam o crescimento das
bolhas recirculantes das solugoes estacionarias, além de contribuir para o aumento da forca
de arrasto sobre o cilindro. Tais estudos também mostram que aumentando o dominio
é possivel chegar em uma dimensao finita a partir da qual os resultados variam muito
pouco e podem ser considerados semelhantes aos resultados obtidos com dominios muito
maiores. Esse efeito é conhecido como blocagem e ambos os estudos também observam
que a dimensao desejavel para o dominio, no caso estacionario, cresce com o numero de

Reynolds.

2.3 Modos e estruturas coerentes

O conceito de estrutura coerente é bastante comum na abordagem de fenémenos envol-
vendo meios continuos. A sua nocao intuitiva vem da observacao desses fendomenos nos
quais padroes espaciais sao identificados e associados a determinados comportamentos
temporais. Em esséncia, a constatacao de evidéncias dessa natureza leva & intuicao de
que existe algum mecanismo simplificado para o fendmeno que facilite a sua abordagem

e compreensao.

O tratamento matemaético desses problemas é usualmente feito através de equa-
¢oes a derivadas parciais, onde o conceito de estrutura coerente refere-se precisamente
a separacao das variaveis espaciais e temporais. Nesse contexto, as estruturas coerentes

materializam-se na forma de funcgoes espaciais chamadas de modos que servem para a



11

construcao de solucoes para as equagoes. Os modos nao tém defini¢ao matemética pres-
crita nem forma tnica, de maneira que conjuntos distintos de modos podem apresentar

performances semelhantes na aproximacao de uma dada solucao.

A construcao de uma solucao é feita compondo-se modos de um dado conjunto
ponderados por coordenadas modais que, nos problemas transientes, sao fungoes tempo-
rais. E conveniente que, dado um conjunto de modos, haja apenas uma composicao de
coordenadas equivalente a uma dada solucao e para que isso seja sempre possivel basta
que o conjunto de modos tenha a mesma dimensao do espaco gerado por eles, ou seja,
que ele seja uma base desse espago. No caso dessa condi¢ao nao ser evidente, é conveni-
ente e simples ortogonalizar o conjunto de modos chegando-se a sua dimensao e a uma
base modal associada. Por fim, é a projecao da dada equacao a derivadas parciais nessa
base que da origem ao respectivo modelo reduzido, que tem as coordenadas modais como

variaveis. Assim, uma solugao aproximada com o auxilio de uma dada base modal toma

a seguinte forma:
w(x,t) =Y qi(t)h,(x), (2.4)
i=1
onde u'(x,t) ¢ a solu¢do aproximada, ¢;(t) sdo as coordenadas, ,(x) sdo os modos e n ¢

a dimensao da base modal.

A abordagem mais tradicional para escoamentos oscilatorios considera modos
vindos da base de autovetores do operador de Navier-Stokes linearizado em torno de
uma solucgao estacionaria ou periddica. Este é um caminho conservador, onde os modos
tém sentido matematico e fisico bem estabelecidos, mas vem com uma contrapartida
importante: muitas vezes a grande dimensao dos problemas caracteristicos envolvidos
inviabiliza o cédlculo da base completa de autovetores, obrigando a reducao do foco dos

estudos para pequenas regioes do espectro.

No caso da primeira bifurcacao do escoamento ao redor de um cilindro, é comum
os estudos se limitarem a regiao instavel do espectro, calculando o par de valores e vetores

caracteristicos que a protagonizam, como em Jackson| (1987). Com os elementos da anélise
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linear é possivel determinar o tipo de bifurcacao e também prever o comportamento a
curto prazo das solugoes transientes que partem do estado estacionario. Mas a influéncia
do termo quadratico logo tira a solu¢ao do plano definido por esse par de autovetores,
levando-a para um estado periddico assintético que é, de fato, muito distante da previsao
linear, dado que estavel e com uma frequéncia muito distante da componente imaginaria

do par de autovalores instéveis, como mostra Barkley]| (2006]).

Uma alternativa para a nao linearidade é a expansao da solucao do problema
em séries assintOticas, considerando as primeiras interagoes nao lineares dos autoveto-
res instaveis. O modelo de [Landau e Lifshitz| (1959), bastante conhecido na literatura,
quando expandido até terceira ordem, reproduz o ciclo-limite do fendmeno e apresenta
uma correcao para a frequéncia prevista pela componente imaginaria do par de autovalo-
res instaveis. No entanto, mesmo apds a primeira correcao assintotica, a sua frequéncia

ainda é distante das observagoes experimentais, como é visto em [Sipp e Lebedev| (2007)).

Duas técnicas vém sendo bastante aplicadas na busca por estruturas coerentes
em escoamentos: a decomposicao de Karhunen-Loéve, também conhecida como POD, de
Proper Orthogonal Decomposition, e a decomposicao em modos de Koopman. Ambas se
baseiam em observagoes do fenémeno, que podem vir tanto de medigoes experimentais
como de simulacoes numéricas e, por este motivo, sao chamadas de empiricas, ja que nao

tém relacao implicita com o operador de Navier-Stokes.

A decomposicao de Karhunen-Loéve é baseada em uma matriz de covariancia, a
qual, nos estudos envolvendo escoamentos, conforme [Holmes, Lumley e Berkooz| (1988),
¢ gerada a partir de um conjunto de amostras de campos de velocidade. Em principio
nao ha necessidade de organizacao temporal das amostras, mas ¢ comum que sejam séries
temporais. Os modos da decomposicao sao os autovetores da matriz de covariancia, sendo
que a relevancia energética de cada um é dada pelo respectivo autovalor. Essa relevancia
é utilizada como critério na construcao de bases reduzidas, onde os autovetores menos

energéticos sao descartados, como em Ma e Karniadakis| (2002).
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A teoria de Koopman fornece um operador linear capaz de reproduzir uma dada
série temporal, mesmo que esta seja fruto de um fenémeno nao linear, como mostram
Mezic| (2005) e Rowley et al| (2009). A nao linearidade é compensada pela dimensao
arbitraria do operador de Koopman, cujos autovetores, que no caso geral sao complexos,
sao os modos procurados. Os autovalores complexos associados aos modos de Koopman
fornecem a taxa de crescimento e a frequéncia com que eles participam da série temporal
em questao. O produto final é um problema linear capaz de emular a evolugao do pro-
blema nao linear, pelo menos no trecho da sua histoéria representado pela série temporal
analisada. No caso de fendémenos periddicos, os modos de Koopman sao equivalentes aos
harmonicos de Fourier da série temporal, enquanto os autovalores sao puramente imagi-

narios e trazem as respectivas frequéncias dos harmonicos.

2.4 Decomposicao em harmonicos

Partindo dos resultados de [Roshko (1953) e do conceito das estruturas coerentes foi deci-
dido que a decomposic¢ao do escoamento em seus harmonicos de Fourier traria elementos
importantes para a analise do regime periédico. E desse passo que surgem os primeiros
indicios sobre as fungoes espaciais que compoem a solucao observada nos experimentos
e nas simulagoes numéricas. Os resultados que seguem também aparecem em Barbeiro,

Aranha e Meneghini| (2007) e [Korkischko et al.| (2010).

As séries temporais dos campos de velocidade utilizadas nas decomposi¢oes apre-
sentadas aqui tém duas origens: simulagoes numéricas e experimentos em agua. As simu-
lacoes numéricas foram computadas pelo coédigo de elementos finitos construido no ambito
deste projeto e descrito no préoximo capitulo, enquanto as medigoes experimentais foram
realizadas no canal de agua recirculante do Nucleo de Dindmica e Fluidos (NDF), em
parceria com o entao doutorando Ivan Korkischko e utilizando a técnica de PIV (Particle
Image Velocimetry, ver |Adrian| (1991))). O namero de Reynolds para a comparagao dos

resultados foi fixado em 100, que é préoximo do limite inferior imposto pelas instalagoes
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experimentais. Em ambos os casos foram calculados desde o harménico zero até o terceiro.

Nas simulagoes numéricas os harmonicos foram calculados em paralelo com a inte-
gragao temporal. Contando com aproximadamente mil passos de tempo para cada periodo
de oscilacao da esteira, as integrais dos harmonicos foram calculadas com grande precisao
utilizando o método dos trapézios sobre um intervalo de tempo equivalente a dez ciclos
de oscilacao da esteira. Ja o calculo dos harmoénicos experimentais foi feito a posterior,
a partir das medigoes acumuladas pelo aparato de PIV. A capacidade do equipamento
possibilitou a medigao de 345 campos de velocidade equispacadamente distribuidos em
nove ciclos de oscilagao da esteira. Nesse caso, os harmoénicos foram calculados com o
emprego do método dos minimos quadrados e, apesar de bem menos detalhadas, as séries

experimentais geraram resultados comparéaveis aos numeéricos.

As constatacoes mais notéaveis dessa série de resultados vém das relagoes de si-
metria espacial observadas nos harmonicos. Essas relagoes estao ligadas & geometria do
dominio, que é simétrico em relagao a linha média do escoamento definida pelo eixo x e,
por isso, tem todos os seus pontos (z, y) associados a respectivos (x, —y). Essa propriedade
do dominio permite que qualquer fungao escalar f(z,y) nele definida seja decomposta em

uma parcela simétrica f*(x,y) e outra antissimétrica f(z,y)

(f($7y> + f(CL’, _y))
(f(z,y) = flz,~y)),

fxy) =
[ (x,y) =

(2.5)

DO = DN =

que sao complementares, dado que a sua soma leva de volta a funcao inicial. No caso de
funcoes vetoriais, tais como campos de velocidade, a relacao de simetria faz a mimica de
um espelho posicionado na linha média do escoamento, associando os vetores f(z, y)EI ao0s
seus reflexos f(x, —y). No caso em questdao, de um plano bipartido por uma linha média,
a simetria entre vetores posicionados em pontos opostos é constatada pela igualdade das

componentes paralelas a linha média e pela simples oposi¢cao no sinal das componentes

2 f(x,y) = fo(z,y)i+ fy(z,v)i
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ortogonais a linha. Isso quer dizer que, em um campo vetorial simétricdﬂ, a componente
paralela & linha é um campo escalar simétrico enquanto a componente ortogonal é um

campo escalar antissimétrico

£2(z,y) = fi(z,9)i+ fy(z,y)j

£z, y) = fi(z,9)i+ f;(z,9)],

(2.6)

onde as parcelas simétricas e antissimétricas de f,(z,y) e fy(x,y) vém de 2.5

Dados os campos escalares f(z,y) e g(z,y) com o produto escalar e a norma

usuais

(f(z,9),9(x,y)) :/Qf(:v,@/)g(ﬂv,y)dQ o

1 (@)l =V {f(x,y), f(z,y))

onde €2 é o dominio em questao, é possivel quantificar as parcelas simétrica e antissimétrica

de f(x,y) através da seguintes razoes

R 1ol g, - L (2.9
lembrando que
Ry+ R, =1, (2.9)
pois
(f*(z.y), [*(z,9)) =0 (2.10)

para qualquer f(z,y), por simetria. No que segue, utilizando essas razdes, os campos sao

chamados de simétricos quando R; > 0.95 e antissimétricos quando R, > 0.95.

3Em um campo vetorial antissimétrico, o quadro se inverte, de modo que a componente paralela 4 linha
de simetria é um campo escalar antissimétrico e a ortogonal é um campo escalar simétrico, garantindo
que as parcelas simétrica e antissimétrica sejam complementares na reconstrugao de f(x,y).
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A seguir sao apresentados campos escalares das componentes de velocidade z e
y dos harmonicos de Fourier, nas figuras e Com excecao do termo zero,
que é real puro, todos os outros sio complexod] e, por isso, sdo apresentados em suas
partes reais e imaginarias r e 7. Os contornos sao apresentados em escalas de cinza e
os extremos da escala sdo dados logo abaixo de cada figura entre colchetes (o sentido da
escala é usual, do branco para o preto). Os diferentes harmonicos sdo apresentados em
figuras separadas, contendo duas fileiras horizontais de imagens cada um, com a primeira
referente aos experimentos (PIV) e a segunda referente as simulagoes numéricas (SIM). O
enquadramento é o mesmo em todos os graficos, com o cilindro posicionado & montante

para enfatizar a regiao da esteira proxima, onde se localizam os méximos dos harmonicos.

) PIV - ug , .[-0.09;1.27] (b) PIV - ug , ,[-0.19;0.33]

) SIM - 6g,r,5[-0.17;1.26] (d) SIM - ug 4 [-0.64;0.64]

Figura 2.3: Harmonico zero (média temporal): PIV & SIM.

A figura traz o harmonico zero, que é simplesmente a média temporal do es-
coamento. A sua componente z deixa em evidéncia a esteira média paralela, que comeca
logo atras da regiao de recirculagao e segue até grandes distancias a jusante. Esse para-
lelismo é confirmado pelos contornos da componente y, que decaem logo apds a regiao
de recirculacao. Assim como a solucao estacionaria, a média temporal é um campo de

velocidade simétrico, com a sua componente escalar x simétrica e a y antissimétrica.

40s harménicos complexos sdo entidades oscilatorias definidas a menos de uma fase arbitraria 6,

de modo que um harmonico uf) (z,y) = uf . (z,y) + iuf ;(z,y) é sempre equivalente as suas rotagoes

complexas u/(z,y) = e?ul(z,y), para qualquer angulo @ real. Os harmoénicos das séries numéricas
e experimentais foram rotacionados até chegarem em fases proximas com o objetivo de facilitar a sua

comparagao visual.
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O primeiro harménico, visto na figura 2.4 é o protagonista da dinamica do pro-
blema, oscilando com a frequéncia de Strouhal e contendo a instabilidade geradora do
regime periddico. Como jé havia sido notado por , a principal componente
da esteira de von Kdrmdn é antissimétrica e lidera a hierarquia dos harmonicos com a
maior amplitude. O seu comprimento de onda locaﬂ mostra o espacamento entre os tur-
bilhoes, que nao é uniforme, mas crescente & medida que os turbilhoes sao convectados.
Esse comportamento é consequéncia da relacao de dispersao fixada pela frequéncia de
oscilacao e a velocidade local da média temporal, que dita a velocidade de convec¢ao dos
turbilhdes. A antissimetria implica em resultantes de forca sobre o cilindro que tém dire-
¢ao ortogonal & linha de simetria, esclarecendo o comportamento da forca de sustentagao

medida, que oscila predominantemente com frequéncia de Strouhal.

) PIV - uq ;. ,[-0.28,0.27] (b) PIV - uy ; ,[-0.34;,0.33] (c) PIV - ul,,y[049055] ) PIV - U1,4,y[-0.56;0.51]

) SIM - wy . 5[-0.41;0.41] (f) SIM - wy ;,5[-0.41;0.41] (g) SIM - uy y4[-0.60;0.63] (h) SIM - uy ; ,[-0.560.64]

Figura 2.4: Primeiro harmonico: PIV & SIM.

A primeira parcela oscilatoria simétrica vem com o segundo harménico, visto na
figura[2.5] Os seus valores méaximos situam-se mais a jusante e a sua distribuigao espacial
respeita a mesma relacao de dispersao descrita para o caso do primeiro harmoénico, sendo
que agora o comprimento de onda local deve ser a metade do primeiro, ja que a sua
frequéncia é o dobro e a velocidade média local é a mesma. E do segundo harménico que
vem a principal parcela oscilatoria da forca de arrasto medida no cilindro, pelo oposto da

relacao de simetria da forca resultante explicada no paragrafo anterior.

®Medido em um corte feito na linha média (y = 0) da componente y do primeiro harménico.
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) PIV - ugy . ,[-0.07;0.07] (b) PIV - ug; ,[-0.08;0.07] (c) PIV - uwy[oogom] ) PIV - U2 ; y[-0.10;0.10]

) SIM - ug ;. 5[-0.11;0.11] (f) SIM - g ; 5[-0.12;0.12] (g) SIM - ug y4[-0.13;0.13] (h) SIM - ug; ,[-0.13;0.13]

Figura 2.5: Segundo harmoénico: PIV & SIM.

A antissimetria dos termos impares e a relacao de dispersao também sao consta-
tadas no terceiro harmonico, apresentado na figura com o seu comprimento de onda
de um tergo do fundamental. Os contornos ruidosos sao decorrentes de uma regiao de
sombra, isso porque o feixe de laser do equipamento de PIV, que incide ortogonalmente
a fronteira inferior (y = Ymin), € obstruido pela presenga do cilindro, o que prejudica a

qualidade da medicao na regiao 0 < y < Ymaer € —0.5D < 2 < 0.5D.

) PIV - ug ;. ,[-0.03;0.05] (b) PIV - ug; ;[-0.03;0.03] (c) PIV - U,37~y[005005] ) PIV - U3, i,y[-0.05;0.05]

) SIM - w3 ;. 5[-0.05;,0.05] (f) SIM - u3; 5[-0.05;0.05] (g) SIM - u3 ;. 4[-0.10;0.10] (h) SIM - u3; ,[-0.10;0.10]

Figura 2.6: Terceiro harménico: PIV & SIM.

As constatagoes das simetrias temporais e espaciais sao bastante fortes e ilustram
a estrutura da composigao modal da solugdo, que sera retomada no capitulo 5] Por fim, a
notavel aderéncia dos resultados numéricos aos experimentais ¢ um importante argumento

para a validacao do modelo discreto que servira de base para o resto da analise.
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3 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

3.1 Discretizacao espacial

A discretizacao espacial das equacoes de Navier-Stokes é feita através do Método de
Elementos Finitos, possibilitando o tratamento numérico do problema. O dominio é
dividido em elementos triangulares que sao agrupados em malhas nao estruturadas e a
formulagao adotada é padrao. Utilizam-se polindémios de segundo grau para as velocidades
e de primeiro grau para as das pressoes, sempre garantindo a continuidade das fungoes
entre os elementos. Essa configuragao também é conhecida como elemento de Taylor-Hood
e satisfaz a condigao div-stability, como mostram Taylor e Hood| (1973, |Gunzburger| (1989)

e Brenner| (2008]).

Seguindo as referéncias do paragrafo anterior, as equagoes de quantidade de mo-
vimento e de continuidade passam pelos passos usuais da formulacao fraca e tomam a

forma integral, também semelhante & apresentada por [Foias O. Manley e Temam (2004):

/Q ((2_1;‘511) 2 = — /Q ((w.V)u) .0u) d

+i/ (Vu.Véu + Vo.Vév) dQ—/(p(V-5u>>dQ

Re Q (3.1)
1
7o . ((Vu.n) ou) doS2 + /8(2 (p (n.6u)) doQ2

/ ((V.u) 6p) dQ = 0,
Q

onde a velocidade du = dui + dvj e a pressao dp sao as respectivas variaveis virtuais do
método das poténcias virtuais, 2 é o dominio fluido bidimensional, 9€) é a fronteira do

dominio e n é a normal exterior & fronteira. A integracao por partes diminui a ordem do
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termo de dissipacao viscosa e também faz com que aparecam as integrais das tensoes na

fronteira, tanto viscosas quanto de pressao.

O passo seguinte ¢ a substituicao das varidveis continuas de velocidade e pres-
sao, fisicas e virtuais, pelas andlogas discretas, dadas pelas fun¢oes de forma ponderadas
pelos valores nodais. Sendo um esquema de Galerkin, as varidveis fisicas e virtuais sao

representadas pelo mesmo tipo de fungao de forma.

O valor de cada componente de velocidade é aproximado no interior de cada
elemento de malha triangular pela soma de seis fungoes de forma quadraticas, ponderadas
por seis valores nodais. Nesse tipo de elemento, os valores nodais coincidem com os valores
da fun¢ao aproximada nos noés, localizadas nos vértices dos triangulos e nos pontos médios
de suas arestas. Para garantir a continuidade do campo de velocidade, elementos vizinhos
compartilham tanto nos de vértices como de arestas, de forma que o ntmero total de nos
de cada componente de velocidade para uma dada malha é dado pela soma do seu ntmero
de vértices com o seu nimero de arestas. Sendo assim, o ntmero de nés utilizados na
representacao de um campo de velocidade bidimensional é simplesmente o dobro desse

valor:

ny = 2(nvt’srtices + naresta8)7 (32)

onde Nyartices € 0 NUmMero de vértices da malha € ngpestas € 0 Seu nimero de arestas.

A pressao é aproximada no interior de cada elemento de malha triangular pela
soma de trés fungoes de forma lineares, ponderadas por trés valores nodais. Aqui também
os valores nodais coincidem com os valores da funcao aproximada nos noés, localizadas
apenas nos vértices dos triangulos. Os campos de pressao também devem ser continuos e
assim o niimero total de nés para uma dada malha coincide com o seu ntimero de vértices,
ou seja:

Np = Nyertices- (3 . 3)
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Comecando o tratamento discreto do problema, seguem os vetores de valores

nodais de velocidade

U=[U,...,Upy] (3.4)

5U = [8U,, ..., 06U, ],

onde os indices impares carregam os valores nodais da componente x e os pares da com-
ponente y, na mesma ordem de nés. Logo abaixo sao apresentados os vetores dos valores

nodais de pressao

P=I[P,... P,

ydnp

(3.5)
§P =[0P,,...,0P,,).

) np

Apo6s a introducao das varidveis discretas, a equacao algébrica final da forma
fraca fica composta predominantemente de termos bilineares nos valores nodais, fisicos e
virtuais, com coeficientes na forma de produtos das funcoes de forma e de suas derivadas
integrados nos elementos da malha. As excec¢Oes sao o termo convectivo, quadratico
na velocidade fisica e linear na virtual, e as forcas de vinculo que aqui incorporam a

dependéncia na velocidade fisica

5Ut.M.U—/ (a—“.au) d
o \ Ot

JUN(U).U = — /Q (w.V) u) .6u) dQ

SU.D.U :/ (Vu.Viu + Vou.Vév) dQ
0

SU'R.P = —/ (p(V.6u))dQ (3.6)
" - 1
SUF, = — e oo ((Vu.n) du) doS2

U F, :/89 (p (n.du)) doQ2

5Pt.Rt.U:/Q((v.u) 5p) dQ,

onde os vetores U, Fy e Fj, tétm o mesmo formato do vetor U e carregam, respectivamente,
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os valores nodais de dgu, as forcas de vinculo viscosas e as de pressao

U: [Ul,...,UnU]
F, =[Fo1,...,Fon,] (3.7)

Fo=1[Fo1, s Fpnol-

) pnu

Concatenando o par de vetores das variaveis fisicas U e P e o par de vetores das

variaveis virtuais 0U e 0P, é possivel remontar a equagao [3.1] na seguinte forma matricial:

t t t

sU| M 0| |U JU| |£D+N(U) R| |U sU| |F, +F, 5.
= —|— s .
SP| [0 of |P 5P R 0| [P 5P 0

e, por fim, eliminando as variaveis virtuais 0U e d P e substituindo

K(Re, U) = %D + N(U), (3.9)

chega-se a:

M 0| |U K(Re,U) R| |U F, +F,
= + . (3.10)
0 0| |P Rt 0| | P 0
Nessa forma, o problema numérico ainda apresenta trés complexidades importan-

tes: a aplicacao das condigoes de contorno, a derivada temporal de U e a nio linearidade

do termo convectivo N(U). Todas s@o tratadas ainda neste capitulo, nas proximas segoes.

3.2 Condicoes de contorno

A abordagem das condi¢oes de contorno é padrao, sendo que cada grau de liberdade
posicionado na fronteira deve receber alguma informacao externa prévia, na forma de uma

condicao do tipo natural ou do tipo essencial. O esquema de imposi¢ao das condigoes é
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o mesmo, tanto no calculo das solugoes transientes quanto no das estacionarias, diferindo

apenas em relacgao ao tipo da condicao.

As integrais das tensoes no contorno definem as forgas de vinculo e sdo armaze-
nadas nos vetores Fy e Fy,, sendo que os valores F,; e F),; (referentes a um dado grau de
liberdade 7) s6 participam efetivamente das equagdes dindmicas dos graus de liberdade de

contorno, pois valem zero nas equacoes dos graus de liberdade internos.

As condic¢oes do tipo natural s@o as que trazem informacoes para o calculo das
integrais de tensoes referentes a certos graus de liberdade de contorno, possibilitando o
célculo dos valores F),; e F},;, que completam as equagoes desses graus de liberdade. A sua
implementagao é direta, bastando calcular as integrais referentes aos graus de liberdade

envolvidos e preencher as respectivas posi¢oes do vetor forcante do sistema.

J& as condicoes do tipo essencial sao as que impoem valores a certos graus de
liberdade de contorno. Nesse caso, nao existe preocupacao com o célculo das integrais
de contorno, uma vez que as equagoes dinamicas dos graus de liberdade que recebem
condigoes essenciais sao descartadas, dando espacgo as equagoes de vinculo. A implemen-
tagao desse tipo de condicao se resume a zerar as linhas da matriz referentes aos graus
de liberdade em questao, colocando 1 apenas nas posi¢oes que coincidem com a diagonal

principal e substituindo os valores da forcante pelos valores a serem impostos.

Uma vez resolvido o sistema, as forgas de vinculo dos graus de liberdade que
receberam condigoes essenciais podem ser calculadas através das respectivas equacgoes

dindmicas que haviam sido descartadas.

3.3 Discretizacao temporal

Nessa fase do processo, logo ap6s a discretizacao espacial das equagoes, é feita a discreti-
zagao em relagao ao tempo. Um esquema para o calculo da derivada temporal do campo

de velocidades é proposto e o termo U sai da equacao, dando lugar para uma expressao
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contendo campos de velocidades de tempos vizinhos. A varidvel continua de tempo t é

substituida pela discreta t" ou simplesmente n, seguindo:

t" = nAt
U™ = U(t") = U(nAt) (3.11)

P" = P(t") = P(nAt),
onde At é o passo de tempo.

Aqui foi empregada uma variacao do método de Euler, ver|Deuflhard e Bornemann

(2002)), que aproxima a derivada temporal da velocidade em primeira ordem

Un+1 —Uur

Un+1 s
At

(3.12)

Introduzindo o esquema na equacao [3.10| e substituindo o termo convectivo por
uma aproximacao também de primeira ordem, chega-se ao seguinte esquema de marcha,

que é semi-implicito

FD+N(U) - &M R| U™ INUNU' - MU Py —Fp)
RY 0| | P! 0

onde:

N(U"U™! = N(U"H U™ + N(U" U™,
3.4 Solucio estacionaria

A estratégia escolhida para o céalculo da solucao estacionaria foi a imposicao de U=0
seguida da resolucao do problema nao linear decorrente via método de ponto fixo. A
informagao de simetria observada nos experimentos ¢ utilizada e o problema é resolvido
em apenas metade do dominio, com a condi¢ao de simetria aplicada na fronteira que

corresponde & linha média do escoamento, como em [Fornberg| (1984)).

Por fim, o esquema iterativo decorrente do método de ponto fixo exige a recons-
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trucao e a resolucao do seguinte sistema linear a cada passo k:

AD+N(U*) R| |U! N(U*)U* — FX — Fk
= : (3.14)
R* 0| [P 0

onde:

N’(Uk)Uk-‘rl _ N(Uk)Uk+1 + N(Uk—i-l)Uk
3.5 Malha computacional

O codigo de elementos finitos desenvolvido utiliza elementos triangulares organizados em
malhas nao estruturadas bidimensionais. As vantagens desse tipo de discretizacao sao
a flexibilidade em geometrias complexas e a facilidade na construgao de gradientes de

refinamento elevados, bastante valorizada em problemas envolvendo camadas limite.

As malhas deste estudo sao construidas utilizando o cédigo computacional
BAMG, de Bidimensional Anisotropic Mesh Generator, que é um gerador de malhas bi-
dimensional, anisotrépico e adaptativo. O codigo é parte de um projeto desenvolvido por
um grupo de pesquisa do INRIA, na Franca, e sua disponibilidade para fins de pesquisa é
livre. Informagoes mais detalhadas sobre o método empregado no cédigo sao encontradas
em |Alauzet e Frey (2003a)), |Alauzet e Frey| (2003b), Borouchaki e Fray| (1998), |Castro-Diaz

F'. Hecht e Pironneau (1997).

Para que a simetria do problema continuo seja mantida, a malha também deve
ser simétrica, nao apenas em seu contorno mas em toda a sua extensao, elemento a
elemento. Para garantir essa simetria, apenas uma metade da malha é construida pelo
gerador e passada para o cddigo de elementos finitos. A segunda metade é adicionada na
fase de pré-processamento e a relagao de nos e elementos simétricos é guardada para as
analises posteriores. Essa relacao é de grande importancia para o método a ser apresentado

e possibilita a decomposicao de qualquer campo, escalar ou vetorial, em componentes
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simétricas e antissimétricas (sempre em relagdo ao plano médio do escoamento).

3.6 Cddigo computacional

O codigo computacional que calcula as matrizes elementares de e monta o problema
¢ baseado nas bibliotecas Getfem++ e Gmm++, de |Pommier e Renard (2011)), de-
senvolvidas em linguagem C-+ + e distribuidas livremente para fins de pesquisa. Enquanto
Getfem++ é um biblioteca de elementos finitos flexivel e eficiente que possibilita o calculo
das integrais elementares da formulagao fraca|3.6/e o gerenciamento de dados geométricos
e de graus de liberdade do problema; Gmm-++ é uma biblioteca de matrizes esparsas que
auxilia na criagao das matrizes e no seu gerenciamento, incluindo fungoes eficientes para

as operacgoes bésicas.

A cada passo os sistemas e sao montados com a ajuda das bibliotecas
Getfem++ e Gmm++ e resolvidos com a utilizagao das rotinas do UMFPACK, que sao
de grande eficiéncia e também distribuidas livremente para fins de pesquisa, ver Davis

(2002)) e Davis e Duff] (1999).

Por fim, os problemas caracteristicos reduzidos descritos no capitulo [5 sao resol-

vidos pelas fungdes da biblioteca computacional LAPACK, de |Anderson et al. (1999).
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4 DINAMICA DO ESCOAMENTO

4.1 Dindmica linearizada

A apresentacao dos elementos para a analise da solugao peridédica comega na situacao que
antecede o seu aparecimento, a vizinhanca do ntiimero de Reynolds logo anterior ao ponto
de bifurcagao. Nessa regiao, os experimentos levados a tempos suficientemente longos
ainda chegam ao regime estacionario, mas, como mostram Coutanceau e Bouard| (1977a),
quanto maior a proximidade da bifurcacao mais longos sao os transientes que trazem o
escoamento de uma situagao perturbada de volta ao seu ponto fixo. A nao linearidade do
termo convectivo da equacao de Navier-Stokes complica a sua analise, no entanto, conside-
rando apenas os experimentos dentro dessa faixa e iniciados por estados moderadamente
perturbados, é possivel reescrever a equa¢ao em termos de uma perturbagao u’(x,t) da
sua solugao estacionéria u.(x) e lineariza-la sem importantes perdas de generalidade:

1
_v2u/ _ vp/

o' = —(u..V)u' — (u'.V)u, +
Re (4.1)

vVau' =0,

lembrando que o campo de velocidade total é obtido pela recomposicao da solucao estaci-
onaria com a perturbagdo u(x,t) = u.(x) + u'(x,t) e que todas as condi¢oes de contorno
do tipo essencial passam a ser homogéneas para a perturbagao. Essa simplificagao é valida
quando o termo quadratico —(u’.V)u’ descartado da equagao de evolugao é consideravel-
mente inferior ao linear e também decrescente com o tempo. Para tal, é suficiente que o
modulo da perturbacao seja bastante inferior & unidade e que a solugao tenha tendéncia

a voltar ao seu ponto fixo. Satisfeitas essas condi¢oes é possivel afirmar que a evolugao
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nao linear se comporta de forma muito semelhante & linearizada.

A vantagem matematica da linearizagao é a possibilidade de separar as variaveis
temporais e espaciais e estudar a perturbacao como uma sobreposicao de solugoes parti-

Ait associadas a respectivos modos espaciais ¢;(x).

culares com dependéncias temporais e
As solucgoes particulares sao independentes e quando inseridas na equacao [4.1] dao origem

a equagao caracteristica

1
_v2¢i — Vp;

iy = = (1Y) — (¢ V)ue + o (4.2)

v¢z - 07

que € resolvida pelos pares de autovalores \; e autovetores ¢,. O numero de solugoes da
equagao caracteristica é dado pela dimensao do problema que, no caso continuo, antes da
discretizacao espacial, é infinita. Os autovalores podem ser reais, mas, no caso geral, sao

complexos

e sempre acompanhados de seus conjugados J);, de forma que o espectro apresentado
no plano complexo é simétrico em relacao ao eixo real. E evidente que os autovetores

associados a autovalores complexos também o sao

i(x) = ¢} (x) + ¢} (x) (4.4)

e que aparecem nas solugoes reais acompanhados de seus conjugados ¢,(x), sempre pon-

derados por respectivas coordenadas também complexas conjugadas:

u'(x,t) = Z% <cie)‘itqb(x) + @eXité(x)>

‘ (4.5)
- Z 7! [(cf @l — clg)) cos(wit) — (cl ) + cip] ) sin(wyt)].

A solugao geral define a evolugao do problema linearizado a menos das coor-
denadas ¢; e ¢;, que sao calculadas a partir da perturbagao inicial imposta ao problema.
Como pode ser visto, a parte real do autovalor o; determina a taxa de crescimento do

respectivo autovetor, enquanto a imaginaria determina a sua frequéncia natural de pul-



29

sacao. A taxa de crescimento de um autovetor é diretamente relacionada ao seu balanco
energético, enquanto a sua frequéncia relaciona localmente o seu comprimento de onda a

velocidade da solugao estacionaria.

Nos mais baixos numeros de Reynolds, dentro do regime estacionario e distante
da primeira bifurcacao, o termo viscoso é bastante importante e a dissipacao logo leva
estados perturbados de volta as solucoes estacionarias. Isso indica que o espectro da line-
arizagao esta completamente contido no semiplano o; < 0 e que todos os seus autovetores
sao estaveis por dissiparem mais energia do que recebem. A ruptura desse comporta-
mento ocorre em Re =~ 40 e é marcada pelo aparecimento de uma perturbacao oscilatoria
crescente com o tempo que domina o escoamento. No contexto da dinamica linearizada,
essa ruptura ¢ causada por um par de autovetores cujos autovalores, nao nulos, cruzam
0 eixo imaginario para o semiplano instavel. Essa passagem é classificada na linguagem
dos sistemas dindmicos como uma bifurcagao de Hopf e determina o inicio do regime

oscilatorio.

O trabalho de |Jackson| (1987) se baseia em uma discretiza¢ao por elementos fi-
nitos e é pioneiro na abordagem numérica dessa bifurcacao, onde foram calculados para
o cilindro, bem como para alguns outros corpos rombudos, os pares de autovalores que
cruzam o eixo imaginério e os respectivos pares de autovetores. Ja em |Noack e Eckelmann
(1994), o modelo discreto do escoamento ao redor do cilindro ¢ obtido com a projegao
de Galerkin da equagao de Navier-Stokes em uma reduzida base de fungoes derivadas do
operador de Stokes. Utilizando apenas 58 func¢oes de base, foram calculados o escoamento
estacionario e o espectro completo do operador linearizado. Nesse estudo, além da ca-
racterizacao da bifurcagao pelo par de autovalores instaveis, é possivel ter uma ideia da
disposicao dos autovalores na parte estavel do espectro, seguindo o que se parece com

uma parabola de eixo horizontal e cavidade voltada para o sentido negativo do eixo real.
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imaginary(eigenvalue)

real(eigenvalue)

Figura 4.1: Espectro do operador discreto linearizado na solucao estacionaria do escoa-
mento na bifurcacdo, em Re = 46.05, extraido de |Lopez, Meneghini e Saltaral (2008)).

O estudo de [Lopez, Meneghini e Saltaral (2008) também é baseado em uma dis-

cretizagao por elementos finitos e tem o seu foco no ponto de bifurcagao do escoamento
ao redor de um cilindro circular que, para o seu modelo discreto, foi encontrado em
Re = 46.05. Dentre seus resultados, estd uma aproximacao numérica do espectro da

linearizacao no ponto de bifurcagao, que apresenta a mesma topologia vista em Noack e

Eckelmann| (1994) em mais detalhes. A figura traz uma reproducao desse espectro

onde fica em evidéncia o par de autovalores que se destaca da nuvem e segue em diregao

ao semiplano instavel.

Logo ap6s a bifurcacao, quando o par de autovalores adentra o plano instavel, a
evolucao linearizada deixa de ser limitada e cresce indefinidamente com o seu expoente
real positivo. No entanto, mesmo nao tendo a mesma solugao assintética da evolugao nao
linear, que ¢ limitada e periddica, a evolucao linearizada segue proxima a essa, pelo menos
por um curto intervalo de tempo, desde que a perturbacao inicial seja moderada. Esse é

o limite da aderéncia entre a dinamica linearizada e a nao linear.
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4.2 Dinamica nao linear

A anélise da dinadmica nao linear do escoamento é baseada em elementos obtidos com a
linearizacao, como as informagoes do seu espectro e a sua base de autovetores. A solugao
pesquisada ainda ¢ uma composi¢ao dos autovetores da linearizacao, mas a reabilitacao
do termo convectivo quadratico modifica consideravelmente a dindmica do problema, de
forma que o comportamento temporal das coordenadas modais nao é mais simplesmente
definido pelas exponenciais dos autovalores, mas por novas coordenadas ¢;(t) e g;(t), que

nao sao conhecidas a priori:

Wi t) = 3 3 (a(0)Bx) + 0)px). (4.6)

)

Apesar de nao terem mais o mesmo papel suficiente na definicao da evolucao
das coordenadas modais, os autovalores ainda tém utilidade na anélise individual dos
autovetores. Isso porque ainda sao as suas partes reais o; que determinam as suas trocas
energéticas com o meio externo, enquanto o termo convectivo quadrético reabilitado é res-
ponsavel apenas pelas trocas de energia entre os autovetores, como apontado por |Landau

e Lifshitz (1959).

Essa troca de energia interna rompe a independéncia dos autovetores prevista
pela teoria linear e possibilita o balanco energético da solugao periddica. As evolugoes
iniciadas por moderadas perturbacoes na direcao dos autovetores instéveis devem crescer
exponencialmente até que o termo convectivo quadratico torne-se importante e comece
a interagir com os outros autovetores da base, todos estaveis, transferindo-lhes parte da
energia dos autovetores instéveis. Essa transferéncia cresce com o aumento da amplitude
do autovetor instavel, diminuindo sua taxa de crescimento e proporcionando energia sufi-
ciente para que alguns autovetores estaveis também cresgcam. Esse processo deve evoluir
até o ponto de saturacao assintético observado nos experimentos, onde a amplitude das
cordenadas dos autovetores envolvidos convergem fixando as taxas de transferéncia de

energia.
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Em sintese, a solugao periddica protagonizada pelo par de autovetores instaveis
também tem necessidade de autovetores estaveis na sua composicao, para que estes dis-
sipem a energia excedente recebida pelos primeiros e garantam o seu balango energético.
Comprovada a participacao de autovetores estaveis na solugao assintotica, vem a questao
da identificacado desses coadjuvantes dentro do seu subconjunto. As bases de autovetores
tratadas aqui tém as dimensoes determinadas pela discretizacao via elementos finitos e
sao suficientemente grandes para a inviabilizar o seu célculo completo, de maneira que
¢ imprescindivel o desenvolvimento de um método capaz de identificar os autovetores de
interesse mesmo sem ter acesso & base completa. A dindmica do problema pode entao
ser recuperada de forma mais simples e organizada através da projecao da equacgao de
Navier-Stokes nas bases formadas por esses autovetores de interesse, que devem ser os

predominantes na solucao periddica.
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5 RECONSTRUCAO MODAL

A principal hipotese deste estudo é que seja possivel reconstruir a solugao peridédica do es-
coamento utilizando bases compostas por ntimeros reduzidos de autovetores. Da projecao
da equacao de Navier-Stokes nessas bases sao obtidos os modelos reduzidos para o escoa-
mento, que sao sistemas de equacgoes diferenciais ordinarias nao lineares nas coordenadas
temporais dos autovetores. Por fim, a integragao numérica desses modelos permite a emu-
lacao do problema completo, com as vantagens de ter um custo muito mais baixo e de
apresentar a sua evolucao nas coordenadas modais, possibilitando a analise da interacao

entre os autovetores e o papel da nao linearidade na evolucao da solucao.

5.1 Simetria dos autovetores

A relacao de simetria observada na geometria do dominio fluido, que ja serviu na iden-
tificagao das simetrias na solugao estacionéaria e nos harmonicos de Fourier da solugao
periddica, agora é empregada na anélise dos autovetores da linearizacao. O objetivo é
mostrar que a base dos autovetores pode ser dividida em duas sub-bases complementa-
res, compostas de autovetores puramente simétricos e antissimétricos. Essa informacao
¢ importante por permitir simplificagoes consideraveis no procedimento de identificagao

dos autovetores que predominam na solugao.

O desenvolvimento comega pela consideragao de um autovetor ¢,(x) sem ne-

nhuma simetria pré-definida, portanto, composto de uma parcela simétrica e outra antis-
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simétrica

¢,(x) = ¢i(x) + & (x). (5.1)

A existéncia de tal autovetor, com ambas as parcelas nao nulas, nao é conhecida
a priort e a proposta que segue é demonstrar que o caso positivo implica a dupla multi-
plicidade do autovalor \; associado e a possibilidade de separar a equagao caracteristica
em duas outras independentes, uma com a parcela simétrica do autovetor e outra com
a antissimétrica, corroborando assim a hipotese de que seja possivel dividir a base de

autovetores nas sub-bases mencionadas.

A dupla multiplicidade do autovalor \; é demonstrada se for possivel utilizar as
relacoes de simetria para separar a equagao caracteristica do autovetor em duas outras
independentes, escritas nas suas parcelas simétrica e antissimétrica. O primeiro passo
nessa separacao é a classificacao de todos os termos quanto & simetria em questao, através
da analise das derivadas parciais espaciais. A derivada parcial de um campo escalar ¢ (x)
na dire¢ao da linha média (0,) tem a mesma relagdo de simetria desse campo, enquanto

a derivada parcial na direcao ortogonal (0,) tem a relagao de simetria invertida

0x¢" (x) = ¥ (x)
8y¢+(x) - ¢_(X),

(5.2)

e para os termos quadraticos é necessario notar que os produtos sao simétricos quando

ambas funcoes tém a mesma relagao de simetria e antissimétricos nos casos mistos puros

o (x)¢7 (x) = ¢°(x)
¢ (x)¢5 (%) = ¥ (x).

(5.3)

onde +/+ refere-se a simétrico/simétrico ou antissimétrico/antissimétrico e +/— a simé-
trico/antissimétrico ou antissimétrico/simétrico. Assim, inserindo as parcelas do autove-

tor[5.1] na equacao caracteristica [4.2] utilizando [5.2] e[5.3] e lembrando das defini¢oes sobre



35

a simetria de campos vetoriais introduzidas na secao [2.4], chega-se a:

Slm.s a-81m(; P Slllzl. ? sslm. - 1 2 'S Sll'Il:S
N + N = —(u.. V)] — (. V)u, "‘ﬁ Vog; — Vpj;
1
— (1. V)¢ — (¢*.V)u, +— V2 — Vp*
N (uY )d)z (¢ZY)UJ+R6 glbz ].)z (54)

V.¢5 + V.¢¢ =0.
\Y/

sim. a—sim.

{

Um ponto chave na equagao|5.4]¢ a simetria da solugao estacionaria u.(x), fazendo
com que todos os termos do operador linearizado conservem a simetria dos vetores aos

quais eles sao aplicados, possibilitando a separacao da equagao conforme desejadoE]

At =~ (0.9)% — (1.9, + - V26— Vi

g (5.5)
V.6; =0,
Nt = (0. 9)9 — (8. 9)u, + V¢ — Vit

e (5.6)

V.$" =0.

Portanto, fica demonstrado que a existéncia de um autovetor com parcelas si-
métrica e antissimétrica implica na dupla multiplicidade do seu autovalor associado e,
consequentemente, na possibilidade de separar a base de autovetores em duas sub-bases
complementares, a dos autovetores simétricos e a dos antissimétricos. Vale lembrar que
a possibilidade de um autovetor com ambas parcelas nao nulas é desconhecida a priori
e que a nao existéncia de tal autovetor ja implicaria automaticamente a possibilidade de

separacao da base.

Isso ndo seria verdade para os termos convectivos se u.(x) tivesse uma parcela antissimétrica.
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5.2 Analise dos harmoénicos

Esta se¢ao leva em conta as observagoes feitas na se¢ao[2.4] sobre as simetrias dos harmoni-
cos, juntamente com a constatacgao da secao sobre a separacao da base dos autovetores
pela simetria, para estruturar uma previsao sobre os autovetores que devem compor a so-
lugao periddica. Esse passo deve dar subsidios para a compreensao e avaliagao das bases

reduzidas identificadas e dos respectivos modelos reduzidos para o fenémeno.

A ortogonalidade temporal dos harmonicos indica que eles devem ser compos-
tos por conjuntos independentes de autovetores ponderados por coordenadas tempo-
rais proprias. Essa informagao possibilita estimar o ntimero minimo de autovetores re-
ais/complexos e simétricos /antissimétricos necesséarios na reconstrugao da série de Fourier
para que ao menos as relagoes de simetria dos seus harmoénicos sejam respeitadas. No que

segue, serao considerados apenas os harmoénicos do zero ao terceiro.

Outras constatagoes importantes vém do estudo de Noack et al.| (2003), que tam-
bém foi realizado dentro do regime bidimensional periédico e faz referéncia as diferencas
entre a solucao estacionaria do escoamento e sua média temporal e também entre as par-
celas real e imaginéria do autovetor instavel e os dois primeiros modos da decomposigao de
Karhunen-Loéve que, nesse caso, correspondem as parcelas real e imaginaria do primeiro

harmonico de Fourieil

A média temporal do escoamento é um campo simétrico e a diferenca em com-
paracgao a solucao estacionaria implica a simetria da parcela nao nula da média temporal
da perturbacdo u’(x). E possivel que essa parcela seja composta por autovetores simétri-
cos complexos cujas coordenadas oscilem ao redor de médias nao nulas, mas seria mais
simples se ela fosse composta por autovetores simétricos reais, nao oscilatorios, com com-
portamento assintético constante. Aqui fica contabilizada a necessidade de pelo menos

um autovetor simétrico real ou um par de simétricos complexos conjugados.

2E visivel, da integracao temporal do modelo reduzido apresentada por Noack et al. (2003), que as
coordenadas dos dois dois primeiros modos sdo as tnicas a oscilar com a frequéncia de Strouhal, fazendo
assim a mimica das parcelas real e imaginéaria do primeiro harménico de Fourier da solugao.
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Na composi¢ao da parcela da perturbacao com média nula, sao esperados conjun-
tos de autovetores complexos conjugados oscilatérios, que devem aparecer sincronizados
em harmonicos, respeitando as respectivas simetrias. O autovetor instavel, protagonista
do regime oscilatorio, deve estar contido no primeiro harmoénico e a diferencga entre eles,
constatada por Noack et al.| (2003), deve ser constituida de pelo menos um par de auto-
vetores antissimétricos complexos conjugados. Por fim, o segundo harménico pede pelo
menos um par de autovetores complexos conjugados simétricos, enquanto o terceiro pede

pelo menos um outro par de autovetores complexos conjugados antissimétricos.

Levando em conta as consideracoes feitas acima e supondo que a média temporal
nao contenha autovetores complexos, é possivel concluir que a solucao periédica é com-
posta pela solucao estacionaria sobreposta por pelo menos um autovetor real simétrico,
trés pares de complexos conjugados antissimétricos e mais um par de complexos conjuga-
dos simétricos, ou seja, nove autovetores. Vale lembrar que estas sao apenas as condicoes
minimas para que sejam respeitadas as simetrias da média temporal e dos trés primeiros
harmonicos oscilatorios, de forma que a dimensao final da base reduzida deve ser obtida

iterativamente, através da analise de convergéncia dos modelos reduzidos.

5.3 Identificacao dos autovetores

O método para identificar os autovetores que predominam na solugao peridédica é baseado
na teoria de sistemas lineares (Arnold (1992) e Chicone| (2006))) e tira as informagdes
sobre o comportamento nao linear do problema de uma tinica observacao do escoamento,
reproduzido por uma simulagao numérica. Para concluir que uma amostra extraida em
um instante qualquer dentro do regime periédico contém todas as informagoes necessarias
para a sua reconstrucao é suficiente considerar a hipétese de que o carater oscilatorio
da solucao periddica seja representado simplesmente pelo argumento das coordenadas
complexas conjugadas e que todos os seus modulos se mantenham constantes. Dessa

forma, medicoes feitas em instantes distintos diferem apenas pela fase das coordenadas
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complexas e, por isso, sao equivalentes no que diz respeito a ponderagao dos autovetores

na composicao da solucao completa, que é dada pelo médulo das suas coordenadas.

A exposicao do método é baseada na teoria dos subespacos de Krylov, que trata
a construcao de subespacos isomorfos a certos subespacos de autovetores de um dado
operador linear. Essa teoria é bastante comum em métodos de resolucao de problemas
caracteristicos e de sistemas lineares de alta ordem e, nesta tese, ¢ empregada na cons-
trucao de subespacos aproximadamente isomorfos aos subespacos gerados pelos principais
autovetores presentes em uma dada amostra da solucao periédica. A projecao da lineari-
zagao de Navier-Stokes nesses subespagos aproximadamente isomorfos reduz a dimensao
dos problemas e conserva no seu espectro apenas autovalores associados a autovetores
presentes na amostra. Essa reducao de ordem viabiliza o calculo de todos os autovetores

das projecoes, que sao entao convertidos em aproximacgoes dos autovetores de interesse.

Dados um operador linear A : R — R™ e um vetor B € R", que pode ser escrito

como combinagao linear dos autovetores V; de A

=1

onde alguns ¢; podem ser nulos, a teoria de Krylov diz que o subespago gerado pelos
autovetores associados aos m < n coeficientes ¢; nao nulos de [5.7]é isomorfo ao subespago

de Krylov de ordem m

Kn(A,B)={B,A'B,A’B,..., A" 'B}, (5.8)
ou seja, conforme [Saad| (2003)

Kn(A,B)iso {V], V3, ..., V5 ...,V } (5.9)

onde V7 sao os autovetores que compoem B com ¢; # 0 apds reordenagao. A dimensao
m nao é conhecida a priori, de forma que, em geral, os métodos que empregam a teoria
seguem aumentando a dimensao r dos subespagos K, (A, B) até que os seus vetores percam

a independencia linear, quando r > m, ou até que outra condicao seja satisfeita.
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O centro do método ¢é a linearizagao [4.1] apresentada aqui na forma matricial,

obtida apos a discretizacao pelo método dos elementos finitos

MU = Lz v, U + RP
(5.10)

R!'U =0,

onde U(t) e U(t) sdo vetores com os valores nodais de aceleracio e velocidade, MU

¢ a inércia, L(g.u,)U incorpora a dissipacao viscosa proporcional a ﬁ e a convecgao
linearizado em U,, RP ¢é o gradiente de pressao e R'U ¢é a divergéncia. Enfim, partindo

de [5.10] chega-se a forma matricial da equagao caracteristica

AM®; = L(geu,)®: + RPsg,
(5.11)

Rt@i == 0,

com os autovalores \; e autovetores ®; acompanhados pelas respectivas pressoes Pg,.

Antes de prosseguir com o método, é conveniente fazer a integracao temporal de
5.10| por um intervalo At, partindo de uma condigao inicial qualquer U,, = U(¢,). Dessa
forma, a evolugao do problema passa ser discreta, marcada pelo passo temporal At e

definida pela seguinte equagao de diferengas
U1 = L v, Un (5.12)

onde U,y = U(t, + At). O operador da equagao de diferengas pode prescindir do termo
de pressao, englobando a sua acao juntamente com a da equacao de continuidade, isso
porque a pressao em um dado instante é univocamente definida pelo campo de velocida-
des através da resolugao do problema linear , trocando-se U por U na equagao da
continuidade. A equagao caracteristica associada & evolucao discreta é analoga aquela

com tempo continuo, como mostra |Guckenheimer e Holmes (1983))

1 ®; = L, v, P (5.13)

com os mesmo autovetores ®; e autovalores p; = At
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Na sequéncia, a equivaléncia dos autovetores das equagoes caracteristicas [5.11]
e [5.13] e a relagdo biunivoca entre os seus autovalores sdo suficientes para confirmar o
isomorfismo entre os subespagos de Krylov de mesma ordem gerados pelos seus opera-
dores a partir de um dado vetor Uy, de maneira que fica livre a escolha pelo operador

numericamente mais conveniente.

Nessa aplicacao, o vetor Uj, que carrega os valores nodais de uma amostra da
perturbagao U’(t*) tirada de uma simulagao numéricaﬁ, serve de base para a geracao dos

vetores do subespago de Krylov
K = (L&) Ui, i=12...r (5.14)
que é equivalente a equagao de diferencas [5.12
K, =Uy, Kiyy =L, v ) Ki, 1 =2,3,...,7 (5.15)

ou ainda, a uma série de amostras da evolugao linear |5.10, com condigao inicial U’(t*) e

tiradas em intervalos At

K, = U(0) = U}, K; = U((i — 1)At). (5.16)

A opcao [5.16] é a que melhor se adequa aos c6digos computacionais ja implemen-
tados. Nesse ponto, a amostra do regime periédico carregada pelo vetor U; é utilizada
como condigao inicial do problema [5.10] que é integrado numericamente utilizando os
mesmos parametros da simulacao completa, conforme a descricao da se¢ao Assim,
chega-se ao referido subespago de Krylov de dimensao r que é aproximadamentdﬂ isomorfo

ao subespaco dos autovetores presentes na solugao periddica

(K1, Ko, K, ..., K,} = {U, U, UQAY, ..., U((r — DAt}  (5.17)

E nesse momento que entra em cena a simetria dos autovetores discutida na se¢ao

30 tempo t* deve ser grande o suficiente para que a simulagio numeérica ja esteja em regime periodico.
40 isomorfismo é dito aproximado por nio se saber a priori a dimensao r dos subespacos.
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.1} Os vetores da base de Krylov sao decompostos nas suas parcelas simétricas e

antissimétricas e a base é dividida em duas sub-bases

B = {K; K K5, ... K},
(5.18)
B = {K¢ K¢ K2 ... K,

que também podem ser apresentadas matricialmente, com os vetores K; e K¢ dispostos

em colunas

K =K, K} K;,... K|,
(5.19)
K, =[K{, K} K5, ..., K.

Com as bases em maos, sao realizadas as projecoes do problema caracteristico

que dao origem aos seguintes problemas caracteristicos de ordem reduzida r

ACKIMK,®7° = KILK,®'°
(5.20)
APK MK, ®0 = KL LK, ®7

sendo que os autovalores \;”* e \"* sdo aproximagoes diretas dos autovalores de e 0s
autovetores ®;° e ®7" ainda precisam passar por conversoes para fornecer as respectivas

aproximacoes dos autovetores simétricos e antissimétricos de [5.11

*,8 8
3 = K, B!,

)

(5.21)
" = K, D"

7

Por fim, os problemas caracteristicos de ordem reduzida [5.20] sao resolvidos nu-

mericamente por completo, fornecendo o espectro reduzido
DTS NS A AT AR ARa) (5.22)

e, apos a conversao [5.21] a referida base reduzida com r autovetores simétricos e r antis-
simétricos

(®1°,®5° .. &5 5 B D). (5.23)

A divisao do problema pela simetria facilita o célculo computacional, dado que
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dois problemas caracteristicos de ordem 7 sao, em geral, mais simples de serem tratados
do que um de ordem 2r. Outra vantagem é a imposicao de que os autovetores sejam
sempre obtidos nas suas formas simétrica pura ou antissimétrica pura, facilitando a sua

associacao com os harmonicos de Fourier.

5.4 Projecao nao linear

A projecao nao linear segue Galerkin e parte da equagao de Navier-Stokes completa escrita
na sua forma matricial compacta, obtida apos a discretizagao pelo método dos elementos

finitos
MU = Lz.u,)U + N(U)U + RP,

(5.24)
R'U = 0.

E conveniente apresentar a base reduzida na forma matricial, com os seus

autovetores dispostos em colunas
B=[®" &% ... & &7 DY P, (5.25)

de maneira que os vetores de valores nodais U e U possam ser reescritos como

U(t) = Bq(t),

U(t) = B4(t),

(5.26)

onde q(t) e q(t) sdo os vetores com as coordenadas dos autovetores e as suas respectivas

derivadas temporais

a(t) = [¢1(t), (1), ..., @ (1), ¢ (1), g5 (1), - - -, i (D)),

a(t) = [g7(), g(t), - -, 47(6), 41 (1), 45 (t), - - - 47 (1))

(5.27)

Os termos lineares de sdo projetados de forma direta, como em[5.20] enquanto
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o quadratico pede a seguinte decomposi¢ao
N(U)U =} (¢N(@;")U + ¢/N(2]")U), (5.28)
i=1
antes da projecao final

B'MBq = B'L{},, u, Ba+ > _ (¢ ()B'N(®}*) + ¢/ (t)B'N(®})) Bq, (5.29)

i=1

que também pode ser escrita de forma mais compacta

M*q =Ly, uya+ Y (@N" 4+ ¢!N") q, (5.30)
=1

lembrando que o fato dos autovetores terem divergéncia nula faz com que o termo de
pressao da equagao de quantidade de movimento e a equagao de continuidade sejam ambos
identicamente nulos. O sistema de equacoes ordinarias nao lineares tem ordem 2r e
pode ser integrado no tempo utilizando o mesmo esquema apresentado na secao para

o problema completo, gerando as séries temporais das coordenadas ¢; e g'.
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6 APLICACAO NUMERICA

Neste capitulo, sao apresentados os resultados numéricos da teoria para Re = 60, onde o
escoamento ja esta no regime periddico e ainda é bidimensional. O ntimero de autovetores
simétricos e anti-simétricos do operador linear que participam da solugao periédica nao
é conhecido a priori e deve ser aproximado pelo refinamento sucessivo da anélise. Foram
feitas duas iteragoes, a primeira com a identificagao de 12 autovetores e a segunda com 24,
sendo geradas duas bases de autovetores. O comportamento linear das bases é analisado
através dos respectivos espectros reduzidos e o nao linear através da projecao completa das

equagoes de Navier-Stokes nas bases, que da origem aos modelos reduzidos do escoamento.

6.1 Modelo discreto

A aplicacao numérica da teoria apresentada comeca pela criacdo de um modelo discreto
do escoamento, através do método de elementos finitos, para servir como base da analise

e paradigma para os modelos reduzidos.

O dominio fluido considerado cobre um disco com 400D de diametro centrado no
cilindro, evitando qualquer efeito de blocagem. O gerador de malhas BAMG foi empre-
gado para construir a triangulagao sobre metade do dominio, sendo que a outra metade
foi refletida na fase de pré-processamento do cédigo principal. Com o processo adaptativo
foi possivel chegar a uma discretizagao com um tota]E] de 2718 elementos triangulares,
4104 arestas e 1386 vértices, que correspondem espacos de fungoes de elementos finitos

com as dimensoes descritas na tabela

ITotal se refere ao dominio completo, com as suas duas metades conectadas pela linha de simétria.
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Figura 6.1: Malha computacional com 1386 vértices, 4104 arestas e 2718 elementos.

Tabela 6.1: Dimensoes dos espagos de elementos finitos.

variavel tipo de elemento dimensao
ny  Velocidade (2D) P2 10.980
np Pressao (escalar) P1 1.386

A solugao estacionaria foi calculada utilizando o processo iterativo descrito na se-
¢ao que foi iniciado com um campo nulo homogéneo e convergiu em 10 iteragoes com
residuo préoximo do zero da méquina. A figura [6.2] apresenta uma vista detalhada do re-
sultado, com as bolhas recirculantes caracteristicas da solugao estacionaria representadas

por linhas de corrente sobrepostas ao grafico de contornos de magnitude de velocidade.

Figura 6.2: Solugao estacionaria para Re = 60: contornos de magnitude de velocidade e
linhas de corrente definindo as bolhas recirculantes.
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A integra¢ao numeérica do problema nao linear seguiu o esquema da segao [3.3]
utilizando um passo de tempo adimensional de um centésimo e apresentando boa estabi-

lidade numérica. O nimero de Strouhal da simula¢ao numérica foi de 0.138, bem proximo

da observacao experimental de Williamson! (1988) que apontou St = 0.136 para Re = 60.

Tomando a solugao estacionaria como condi¢ao inicial, o problema transiente foi integrado
até atingir o ciclo-limite e completar um pouco mais de 20 periodos do fenomeno, até o
tempo t*, onde foi tirada a amostra da perturbagao U’(t*), que pode ser vista na figura

somada & solugao estacionéria.

Figura 6.3: U(t*)=U,+U’(t*): contornos de magnitude de velocidade.

6.2 Bases e espectros

As bases dos subespagos de Krylov sao construidas a partir de amostras tiradas da in-
tegracao temporal do operador linearizado. A condicao inicial é dada pela amostra da
perturbacao U’(t*) e o método de integracao ¢ o mesmo empregado no problema nao

linear, assim como o passo de tempo, que também foi de um centésimo.

A primeira iteracao considerou as seis primeiras amostras dessa evolucao linear,
extraidas em intervalos de tempo unitérios desde a condicao inicial. Com as parcelas
simétricas e antssimétricas de cada amostra foram gerados dois subespacos de Krylov de
ordem seis, sobre os quais foi projetado o problema caracteristico associado ao operador

linearizado. Os problemas caracteristicos reduzidos pela projecao foram resolvidos nume-

ricamente com o auxilio da biblioteca computacional LAPACK (Anderson et al.| (1999))
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e os seus espectros sao apresentados sobrepostos na figura [6.4]

Espectro reduzido Re =60
@ 7 e simetricos
: O anti-sim.
= °
*
- - *
o) o o
§ :
-6) O — . ...... . .............................................
©
E o o
[ [}
[
o o
® _|
|

I I | I I
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

real

Figura 6.4: Espectro reduzido para Re = 60 com 12 autovalores, sendo 6 associados a
autovetores simétricos () e mais 6 associados a autovetores anti-simétricos (o).

O espectro da figura confirma as trés categorias de autovetores previstas na
se¢ao [2.4] com um par de simétricos reais, dois pares de simétricos oscilatorios e mais
trés pares de antissimétricos oscilatérios. O par de autovalores instaveis é facilmente

identificado e também é confirmada sua associacao a autovetores antissimétricos.

Na sequéncia foram consideradas duas vezes mais amostras, aumentando a di-
mensao de cada um dos problemas caracteristicos reduzidos para 12. O espectro reduzido
resultante, visto na figura [6.5 com 24 autovalores, apresenta a mesma topologia do pri-
meiro, ainda com um par de autovalores instaveis oscilatorios associados a autovetores
antissimétricos e um par de estaveis reais associados a autovetores simétricos. O que au-
mentou foi o nimero de autovalores estaveis e oscilatorios, tanto associados a autovetores

simétricos quanto a antissimétricos.



48

Espectro reduzido — Re = 60
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Figura 6.5: Espectro reduzido para Re = 60 com 24 autovalores, sendo 12 associados a
autovetores simétricos (o) e mais 12 associados a autovetores anti-simétricos (o).

6.3 Modelos reduzidos

As bases de autovetores calculadas na se¢ao anterior sao a esséncia dos modelos reduzidos,
pois sao elas que delimitam o espago de solugoes possiveis para o problema e servem de guia
para a sua evolucao. Nesta secao sao apresentados os resultados da integracao numérica
dos modelos reduzidos obtidos com a projecao da equagao de Navier-Stokes nas duas bases

construidas.

A integracao numérica foi realizada com o emprego dos mesmos método e passo de
tempo da simulacao temporal completa. Ambos os modelos reduzidos partiram da solugao
estacionaria moderadamente perturbada na dire¢ao do autovetor instavel e seguiram o seu
crecimento até a saturacao do ciclo-limite. No que segue, a analise sobre a aderéncia entre
os modelos reduzidos e a simulacao de referéncia é baseada no comportamento assintotico
das solugoes, onde sao de grande importancia a média temporal do escoamento e sua

frequéncia de Strouhal.



49

A distancia entre a solucao estacionéria e a média temporal da periodica estéa
relacionada a importancia da perturbacao diante do escoamento completo e é uma medida
da nao linearidade do fenémeno. Na faixa estudada, apesar de bastante distintas, ambas
apresentam a mesma topologia, com um par de bolhas recirculantes coladas a jusante
do cilindro. A figura traz a solucao estacionéria, em laranja, e a média temporal
da simulagao de referéncia, em branco, onde ficam evidente a semelhancga topologia e a
diferenca nas dimensoes das bolhas. A diferenca é atribuida a parcela da perturbagao
com média temporal nao nula que se sobrepoe a solugao estacionaria na composicao da

média temporal.

Figura 6.6: Linhas de corrente com as bolhas recirculantes da solucao estacionéria, em
laranja, e da média temporal da simulagao de referéncia, em branco.

A aderéncia das médias temporais dos dois modelos reduzidas é analisada na
figura [6.7], onde as linhas de corrente médias dos dois modelos reduzidos sdo comparadas
as da simulacao de referéncia. As linhas amarelas constituem as bolhas recirculantes da
média temporal do primeiro modelo reduzido, de 12 graus de liberdade, e j& estao bastante
proximas da referéncia dada pelas linhas brancas. Por fim, as linhas vermelhas, do modelo
de 24 graus de liberdade, aproximam-se mais ainda da referéncia e quase as sobrepoem

por completo.
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Figura 6.7: Médias temporais das linhas de corrente com as bolhas recirculantes da simu-
lagao de referéncia, em branco, do primeiro modelo reduzido (n = 12), em amarelo, e do
segundo modelo reduzido, em vermelho (n = 24).

As frequéncias dominante dos dois modelos reduzidos também sao muito proximas

a observada na simulagao de referéncia e no estudo experimental de Williamson| (1988). A

tabela [6.2] lista o namero de Strouhal dos dois modelos reduzidos juntamente com os dois
resultados de referéncia e deixa em evidéncia o padrao convergente das aproximagcoes, com
o nimero de Strouhal do segundo modelo coincidindo com o da simulagao de referéncia

até a terceira casa decimal.

Tabela 6.2: Strouhal para Re = 60.

St fonte
0.136 Experimentos de |Williamson| (]1988[)
0.135 Modelo reduzido com 12 autovetores
0.138 Modelo reduzido com 24 autovetores
0.138 Simulagao numérica deste estudo.

A relacao entre os autovetores e os harménicos da solucao periodica é analisada
através das séries temporais das coordenadas dos autovetores, pela comparagao das suas
frequéncias predominantes com a frequéncia fundamental do problema, que é observada
nas coordenadas do par de autovetores instaveis. As razoes entre as frequéncias sao pes-
quisadas com o emprego de graficos paramétricos que comparam a frequéncia das coor-

denadas dos autovetores instaveis com as demais coordenadas oscilatorias. Esse processo
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¢ ilustrado para a base de dimensao 12 na figura onde, excluindo os dois autoveto-
res reais, restam quatro pares de autovetores complexos conjugados, o que possibilita a
construgao de quatro graficos paramétricos da componente real da coordenada do modo
instavel ¢f (t) com as demais. As figuras de Lissajous observadas confirmam que as razoes
entre as frequéncias sao inteiras e possibilitam a associagao direta de cada autovetor com

um dado harmonico.
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Figura 6.8: Identificacao dos harmonicos a que pertencem os autovetores.
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A figura[6.9)traz o mesmo espectro da figura[6.4], acrescido, todavia, de uma infor-
macgao extra: um numero do lado de cada autovalor identificando a qual dos harmoénicos
pertence cada um. Essa informacao mostra que os harmdnicos pares sao compostos de
autovetores simétricos e os impares de anti-simétricos, confirmando a relagao obeservada

nos harmoénicos obtidos das simulagoes e das medi¢oes experimentais.
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Figura 6.9: Espectro reduzido para Re = 60, o mesmo da figura , agora identificando
a qual dos harmoénicos pertence cada modo.

Os modelos reduzidos se mostraram bons representantes do fenémeno, tendo sido
comprovada a sua aderéncia assintética com a simulacao de referéncia, do seu compor-
tamento médio & sua frequéncia. Por fim, a sua estrutura espectral, que aparece de
forma clara e organizada, comprova que as bases de autovetores obtidas representam com

fidelidade o conceito de estrutura coerente apresentado na segao [2.3
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este estudo abordou as trés principais frentes de pesquisa em mecéanica de fluidos, tendo
se dedicado ao desenvolvimento de modelos teéricos, a construcao de aplica¢coes numéricas

e a realizagao experimentos.

As principais contribuicoes desta tese sao a andlise sobre a composi¢ao modal da
solucao dentro do regime periédico e o método desenvolvido para identificar os autove-
tores de uma linearizacao da equacao de Navier-Stokes presentes em uma dada solugao.
Os modelos reduzidos construidos representam bem o comportamento assintético do es-
coamento e também reproduzem de forma simples a estrutura de simetrias temporais
e espaciais observadas nos harmonicos das séries temporais, numéricas e experimentais.
Dessa maneira, é possivel afirmar que as bases de autovetores identificados pelo método
desenvolvido neste projeto cumprem a meta esperada e se encaixam dentro do conceito

de estruturas coerentes para o fendémeno.

Uma caracteristica importante desse escoamento é a evidéncia da esteira de von
Kdrmdn mesmo em seus regimes turbulentos. Conforme |[Roshko| (1953)), a sua frequéncia
dominante deixa de ser perfeitamente regular, mas ainda varia dentro de uma determinada
faixa do espectro e é marcada por um pico bem definido. Os novos comportamentos
observados com o aumento do ntmero de Reynolds sao normalmente relacionados ao
aparecimento de novas bifurcacoes que trazem novos autovetores instéveis ao problema e

aumentam a sua complexidade dinamica.
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A proposta de continuacao deste trabalho inclui a aplicacao do método desenvol-
vido nos regimes mais altos e visa a caracterizacao dos atratores mais complexos que o
periddico. A analise deve seguir com o aumento do nimero de Reynolds e a busca por
novas bifurcagoes que caracterizem as mudancas dinamicas observadas nos experimentos
e nas simulagoes numéricas. O objetivo é acompanhar as mudangas no espectro reduzido,
que podem ser continuas ou abruptas, e relaciona-las as mudancas de comportamento das
séries temporais, como sugerido por Ruelle (1989). A analise dos modelos reduzidos deve
complementar a informagao dos respectivos espectros e possibilitar importantes medigoes
acerca da interacao entre os autovetores. No caso periddico, essa interacao é relativamente
simples e explica, por exemplo, o balango energético e a relagao entre harmonicos e auto-
vetores. Ja nos modelos contendo mais de um par de autovetores instaveis, sao esperados
comportamentos mais complexos relacionados a interacao entre esses autovetores. Um
passo importante deve ser a identificagao de comportamentos cadticos nos modelos redu-
zidos com numero de Reynolds superiores a 300, conforme se observa nos experimentos e

nas simulacoes numéricas.

Durante o desenvolvimento deste projeto, o bolsista participou de nove publica-
¢Oes em congressos internacionais, sendo primeiro autor em seis delas, e também partici-
pou, como co-autor, de duas publicagoes em revistas internacionais, sendo a lista dessas

publicacgoes encontradas no apéndice A, apresentado apos as referéncias.
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