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RESUMO

Sabe-se que na Engenharia h4 uma larga utilizacdo de uma gama de
materiais (concreto, aco, compadsitos, solos etc.), os quais, de forma pratica sao
analisados macroscopicamente naquilo que diz respeito a diversos fatores que influem
no seu comportamento, como por exemplo, resisténcia, médulo de elasticidade,
rigidez, dentre outras caracteristicas. No entanto, estes materiais, em sua maioria
heterogéneos, possuem tais comportamentos intrinsicamente relacionados a sua
estrutura microscopica, a qual nos mostra que um material € o resultado de uma
grande combinacao de elementos dentro de sua composicéo, 0s quais irdo reger tais
propriedades. Os materiais podem ser estudados em diversas escalas, a qual
dependera do nivel de detalhamento a ser atingido, de tal modo que a mesma pode
variar desde o0 meio particulado até seu meio atdbmico. Uma das principais vantagens
dos modelos multi-escala é a visualizagcao, por parte do analista, das interacdes entre
0s constituintes do compésito, o que permite um melhor entendimento do
comportamento do material e dos fenbmenos de deterioragdo que ocorrem nas
escalas menores e que determinam o comportamento da estrutura na escala maior.
O objetivo do presente trabalho é fornecer uma revisao da aplicacao de tais modelos,
bem como estudar tais elementos diferenciais do material, em sua individualidade
(como um meio continuo), para entdo, através de um volume representativo,
determinar as propriedades do material heterogéneo através de um modelo,
representando assim o comportamento do conjunto de tais elementos, de tal modo a
se tornar possivel a avaliagdo dos impactos de eventuais mudancas em cada
elemento no comportamento do material.

Palavras-chave : Multi-Escala. Mecéanica do Continuo. Modelagem
Computacional. Método dos Elementos Finitos. Comportamento Constitutivo.



ABSTRACT

It is known that in Engineering there is a wide use of a range of materials
(concrete, steel, composites, soils, etc.), which are practically analyzed
macroscopically with respect to several factors that influence their behavior, such as
for example, strength, modulus of elasticity, rigidity, among other characteristics.
However, these materials, mostly heterogeneous, possess such behaviors intrinsically
related to their microscopic structure, which shows us that a material is the result of a
great combination of elements within its composition, which will govern such
properties. The materials can be studied at various scales, which will depend on the
level of detail being reached, such that it can vary from the particulate medium to its
atomic medium. One of the main advantages of multi-scale models is the analyst's
visualization of the interactions between the constituents of the composite, which
allows a better understanding of the behavior of the material and of the deterioration
phenomena occurring in the smaller scales that determine the behavior on the larger
scale. The objective of the present work is to provide a review of the application of
such models, as well as to study such differential elements of the material, in their
individuality (as a continuous medium), to then, through a representative volume,
determine the properties of the heterogeneous material through of a model, thus
representing the behavior of the set of such elements, so as to make possible the
evaluation of the impacts of eventual changes in each element in the behavior of the
material.

Key-words: Multi-Scale. Mechanical Continuous. Computational modeling.
Finite Element Method. Constitutive Behavior.
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1 INTRODUCAO

Os parametros de projeto utilizados em engenharia estdo ligados ao
conhecimento dos materiais com 0s quais se esta trabalhando, de tal modo que
se torna de suma importancia a correta determinagdo dos mesmos para um
projeto eficaz, com seguranca e economia (algumas das principais premissas da
engenharia). Ainda, o conhecimento refinado do comportamento de um material,
permite até mesmo a determinacédo de tipos de solucdo de engenharia para
determinadas problematicas, vide exemplos em geotecnia como solu¢cdes em
contengoes, fundagdes, tratamento de solos e dentre outros mais.

Assim, modelos tém sido formulados com base na teoria da elasticidade,
na teoria da plasticidade e, mais recentemente, na Mecanica do Dano, cada qual
fornecendo respostas coerentes desde que a situacao estudada proporcione um
comportamento do material adequado com a teoria proposta. As simplificacdes
relativas a natureza da analise e ao comportamento fisico dos materiais podem
nao reproduzir fidedignamente a realidade, uma vez que o comportamento de
uma estrutura pode mudar em decorréncia dos efeitos dinamicos e da
degradacéo de suas fases constituintes.

Dentro deste contexto, podem-se apresentar 0s modelos de
homogeneizagcdo, os quais fazem parte de um campo relativamente novo na
engenharia, estando novamente em pauta de pesquisas na ultima década.

Os mesmos se propdem a realizar a discretizacao de materiais (0s quais
sdo heterogéneos), estudando-os em suas diferentes fases e de forma
separada, tratando-os como meios continuos e levando em consideracdo as
diferentes propriedades mecéanicas de cada fase.

A premissa para o estudo das diferentes fases em separado se baseia na
homogeneizacdo do meio continuo atraves de equacdes governantes de fases
individuais, levando em conta sua geometria e equacgdes constitutivas. Sob esta
premissa, segundo Fish (2014), a homogeneizacdo fornece uma estrutura
matematica, através da qual as equacdes de escala macroscopica podem ser
deduzidas a partir das equagbes numa escala precisa (microscopica) bem
definida. Um dos principais beneficios da homogeneizacdo € de que o
comportamento de um material heterogéneo pode ser determinado, pelo menos

em teoria, sem recorrer a testes potencialmente caros, promovendo economia e
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refinados resultados de comportamento, bem como rapidas respostas, o que &
premissa basica para as tomadas de decisdes na engenharia.

Portanto, através da homogeneizacao
de um meio continuo podemos prever as propriedades multiaxiais completas e
respostas de materiais heterogéneos, que sdo muitas vezes anisotropicas,
sendo que tais propriedades sdo muitas vezes dificeis de medir
experimentalmente. Segundo Babuska (1976), equacdes de escala
macroscopica podem ser aprimoradas a partir de equacbes numa escala
microscopica, entdo, para a realizacdo da descricdo do material, definem-se
duas diferentes escalas, a escala macroscépica (escala grosseira) e a escala
microscoépica (escala refinada), sendo esta ultima, obtida através da definicdo de
um volume representativo do elemento (EVR) ou um elemento de volume
estatisticamente homogéneo, a precursora do estudo do comportamento do

material como um todo.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem por objetivo conceituar o modelo multiescala,
bem como apresentar exemplos de sua aplicagdo em diferentes problemas,
tomando como base os trabalhos desenvolvidos por Souza (2005) e Schroder
(2014).

1.1.2 Objetivos Especificos

O presente trabalho tem como objetivos especificos:

a) Compreender a discretiza¢do do meio continuo de modo sistematico,
considerando os efeitos da degradacao do material,

b) Comparar os resultados das simula¢gdes com resultados numeéricos e
experimentais, conforme o trabalho de Souza (2005);

c) Elucidar a teoria de homogeneizacdo do meio continuo através da

multi-escala;
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d) Conceitualizar o Método dos Elementos Finitos (MEF) para aplicar na

solugéo do problema.

1.2 JUSTIFICATIVA

Nas ultimas décadas os projetos desenvolvidos pela engenharia tém sua
complexidade cada vez maior bem como exigem cada vez mais estudos
refinados e solugdes rapidas e que garantam qualidade em sua concepcéo,
sendo isto possibilitado principalmente devido as técnicas executivas, 0S
materiais aplicados na construcdo e a evolugdo das ferramentas
computacionais, permitindo que engenheiros disponham de uma gama de
alternativas no que concerne as analises de comportamento de materiais, por
exemplo.

Tendo em vista a interface entre o grande niumero de elementos de
diferentes caracteristicas utilizados na engenharia, torna-se de suma
importancia a avaliagdo fisico mecénica de tais componentes, a fim de
determinar o comportamento destes materiais e a sua compatibilidade com a
utilizacao ou solucao de engenharia adotada.

Tal panorama, por sua vez, compreende também o estudo dos solos que
pode ser abordado com a tematica explicitada no presente estudo, sendo este o
material mais largamente utilizado e com maior interferéncia na estabilidade de
estruturas concebidas pela engenharia civil, tendo em vista este ser, em geral, a
base destas.

Consequentemente, o emprego de modelos mais realistas, que
proporcionem uma melhor representacdo do comportamento mecanico dos
materiais, se fazem necessarios para analises rapidas, de baixo custo e que

proporcionem solu¢des mais conscientes.

1.3 LIMITACOES DO TRABALHO

O presente trabalho foi desenvolvido pressupondo algumas
simplificacOes teoricas e limitagcbes como:

a) Utiliza-se apenas elemento finito bidimensional;
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b) A microestrutura € caracterizada por parametros estaticos proprios e,
em seguida, substituida por uma célula unitéria;

c) Os elementos multi-escala possuem comportamento constitutivo
viscoelastico linear e anisotropico;

d) Este estudo se trata de uma revisdo da fundamentacdo teorica

envolvida nos assuntos abordados.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

A dissertacao foi estruturada em cinco capitulos, de forma a sintetizar e
descrever as atividades desenvolvidas para cumprir com 0s objetivos propostos.
Uma descricdo sumaria de cada um destes capitulos é realizada a seguir:

No Capitulo 1 é realizada uma introducédo geral do trabalho, procurando
contextualizar e justificar o assunto abordado, assim como os objetivos gerais e
especificos e a organizacao do trabalho.

No Capitulo 2 apresenta-se a sintese bibliografica de trabalhos que
abordam temas relevantes para a analise em questdo e que serviram de base
para as consideracdes adotadas nesta dissertacao.

No Capitulo 3 apresentam-se 0s conceitos basicos de Método dos
Elementos Finitos (MEF) e também de homogeneiza¢do, bem como algumas
abordagens tedricas deste ultimo, embasando o capitulo posterior.

O Capitulo 4 trata de exemplos numéricos do modelo abordado.

No capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes obtidas nesta pesquisa,
assim como sugestdes para trabalhos futuros.

2 REVISAO DA LITERATURA

Mesmo sendo uma abordagem relativamente recente, o embasamento
da modelagem multi-escala vem sendo estudado a algumas décadas, de tal
modo que a fundamentacao se encontra estabelecida na literatura. Um exemplo
claro, pode ser visto no trabalho de Molina (2007), uma vez que a
homogeneizagdo consiste na transicdo entre propriedades microscopicas e as

suas correspondentes a macroescala. Utilizada para um simples célculo do
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modulo de elasticidade em materiais compositos, onde se encontra implicita a
regra das misturas, como sdo exemplos os trabalhos de Hill (1963) e Hashin
(1983).

Em meados da década de 90, tivemos a introducdo dos métodos de
multi-escala. Sendo que em Guedes e Kikuchi (1990) é apresentado um método
de homogeneizacao para um material com uma microestrutura periddica, e em
Nemat-Nasser (1999) utiliza-se a homogeneizagcdo em um elemento de volume
representativo (EVR).

Em Hou e Wu (1996), € mostrado um estudo sobre um modelo multi-
escala utilizado conjuntamente com Método dos Elementos Finitos (MEF), onde
objetiva-se a resolugdo de problemas de materiais compadsitos bem como o
escoamento em meios porosos, 0 que € altamente complexo devido as
heterogeneidades dos materiais, que proporciona inimeros graus de liberdade
para resolucéo. Propondo a construcdo de uma base de fun¢gbes com elementos
finitos para capturar as informacdes de microescala de cada elemento,
conseguindo desta forma avaliar o efeito para a macroescala.

Mais recentemente, Miehe e Koch (2002) propdem-se algoritmos e
representacfes matriciais para o célculo das tensfes homogeneizadas e do
modulo tangente global, em pequenas deformacdes, e dando continuidade,
Miehe (2003) expandiu a andlise as grandes deformacgfes. Uma estratégia de
segunda ordem é proposta por Kuznetsova et. al. (2004). Em Souza Neto e
Feijoo (2006), apresentam uma formulacdo geral de primeira ordem para
modelos multi-escala, para pequenas e grandes deformacdes, e a respectiva
formulacéo para elementos finitos.

Em Pellegrino et. al. (1999), utiliza-se uma técnica de homogeneizacéo
para compositos periddicos na obtencdo de superficies de cedéncia, onde o
dano, evolugéo do volume de vazios frente a uma solicitagéo, é avaliada através
de um EVR. Em Giusti et al. (2009) é utilizada a analise multi-escala para obter
superficies de cedéncia, simulando a presenca de dano, que sdo comparadas
com as dadas pelo modelo constitutivo de dano de Gurson.

Em Lopes (2013), sdo feitas analises da representatividade do
comportamento real de materiais, na ocorréncia de dano, com uma abordagem
de multi-escala onde fatores do comportamento microscopico séo levados em

consideracdo na resposta global da escala macroscoépica. Sabendo-se que ha
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modelos constitutivos que levam em consideracéo as variaveis de dano, como &
0 caso do modelo de Gurson (1977), o trabalho buscou realizar uma abordagem
multi-escala a fim de avaliar os defeitos na microestrutura do material e propor
melhorias no modelo em questao na resposta macroscopica.

Em Reis e Pires (2013) € feito um estudo de estratégias que permitam
aumentar a robustez e eficiéncia da aplicacdo do método de Newton-Raphson
na resolucdo de problemas multi-escala.

Andrade (2018 ) avalia 0 emprego da homogeneizacdo na modelagem
de compdésitos de matriz metalica (CMM), verificando a potencialidade de utilizar
tal metodologia para aprimoramento de compdsitos que possam ser utilizados
na engenharia, para tanto, é feita a analise da microestrutura destes materiais,
onde o processo dissipativo de plastificacdo da matriz (representado pelo
modelo de plasticidade de Von Misses) e o deslocamento da interface da matriz
e inclusdo (representado por modelo constitutivo baseado na Mecéanica da
Fratura) sdo modelados através de uma andlise do processo de
homogeneizacdo na microestrutura. Utilizam-se o conceito de elemento de
volume representativo (EVR), para descrever a microestrutura, juntamente com
0o Método dos Elementos Finitos, s&o avaliados o comportamento

macromecanico do material.

3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secdo serdo apresentados fundamentos tedricos acerca do
Método dos Elementos Finitos (MEF) e multi-escala com a finalidade de elucidar
o0 modelo aqui apresentado. Posteriormente, analisa-se 0 comportamento

mecanico de um material genérico englobando tais assuntos abordados.
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3.1 MULTIESCALA

O aprofundamento das linhas de pesquisa cientifica, bem como o
desenvolvimento de novas tecnologias possibilitaram analises de fenbmenos
anteriormente desconhecidos e necessarios ao entendimento da realidade em
varios problemas de engenharia.

Evidentemente, a maioria dos problemas reais analisados pela
engenharia, fisica, quimica, entre outras, faz uso de alguma simplificacéo,
mesmo em analises mais complexas desenvolvidas em pesquisas cientificas.
Porém, as simplificacdes feitas devem ser capazes de representar bem as
respostas reais dos problemas.

Alguns parametros caracteristicos, utilizados nos projetos de
engenharia, sdo intrinsecos aos materiais empregados. No entanto, ha uma
grande dificuldade em formular uma lei constitutiva que descreva de forma geral
o comportamento de um material para qualquer tipo de solicitacdo. Um material
passara por diferentes estados para determinados limites de solicitacdes, sendo
este regido por diferentes teorias para tais limites, como as teorias da
elasticidade para certo limite e a teoria da plasticidade, cada uma coerente ao
comportamento estudado, porém nunca sao suficientemente gerais.

Materiais heterogéneos como, por exemplo, compdsitos, concreto,
espumas solidas, solos e poli cristais, compde-se de distintos constituintes ou
fases, que apresentam diferentes caracteristicas mecéanicas e propriedades de
transporte. A premissa de homogeneizacdo do continuo € que as equacdes
governantes das fases individuais, incluindo geometrias e equacodes
constitutivas, sdo melhor compreendidas em uma escala refinada ou mais
adequadas do que em uma fase com escala mais ampla. O beneficio da
homogeneizacdo tem como consequéncia 0 comportamento de materiais
heterogéneos definidos, em geral, sem a necessidade de recorrer a ensaios
potencialmente caros.

Com a homogeneizacdo do continuo pode-se prever as propriedades
multiaxiais e o0 comportamento mecanico para materiais heterogéneos, os quais
sao frequentemente anisotrépicos. Tais propriedades, geralmente, possui um

alto grau de complexidade para serem verificadas experimentalmente e até
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mesmo modeladas computacionalmente. Deste modo, tal conjectura torna-se
notavel para a descri¢cdo de danos ou falha de materiais.

Ao longo das ultimas duas décadas, o comportamento de materiais
heterogéneos vem sendo tratado sob diversas concepc¢des numéricas que visam
aprimorar a teoria de homogeneizacéo classica. Tal aperfeicoamento do modelo
pode ser encontrado em (TERADA e KIKUCHI, 1995) e (MATSUI et. al.,2004).
Estes procedimentos sao designados como métodos de upscaling.

Considere-se um sélido do qual é retirado um elemento de volume
representativo, EVR. Entende-se por “representativo” um elemento com
dimensdes suficientemente grandes para considerar a distribuicdo de
compositos e suficientemente pequeno para ser considerado como um ponto
material do continuo. Ou seja, espera-se que 0 elemento seja estatisticamente

representativo do meio. A FIGURA 1 ilustra este cenario.

FIGURA 1 — ELEMENTO DE VOLUME/BEPRESENTATIVO, EVR
L=

FONTE: O autor (2018).

Para a analise microscopia de materiais heterogéneos, a transicao entre
a macroescala e a microescala € ilustrada conforme a FIGURA 2. A
homogeneizagdo da microescala para a macroescala, a partir da discretizacao
por elementos finitos, permite a avaliagao dos problemas de valor de contorno

macroscopicos admitindo o EVR.
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FIGURA 2 — ELEMENTO DE VOLUME REPRESENTATIVO (EVR)

real heterogeneous structure
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FONTE: Schréder (2014).

em que P representa o primeiro tensor de macroscopico de Piola-Kirchhoff, F o
gradiente de deformacdo, enquanto as grandezas microscopicas sao P e F,
respectivamente (SCHRODER et. al., 2010).

A fim de homogeneizar em duas dimensdes os problemas mecanicos,

tém-se como hipoteses fundamentais:

* Balizamento de um EVR e a determinagdo das condi¢bes de
contorno apropriadas. Para o problema de valor do contorno tais
condicbes nao sao definidas, geralmente. Assim, utiliza-se
derivacOes da condicao de Hill-Mendel, as quais equiparam o
trabalho virtual macroscépico com o trabalho virtual médio
realizado dentro do EVR;

» Discretizacdo do problema de valor do contorno microscoépico;

* Discretizacao do problema de valor do contorno macroscopico.

A principal vantagem de um delineamento bidimensional de
homogeneizacéo direta € o fato de ndo haver a necessidade de definir uma lei

constitutiva fenomenoldgica macroscopica, ou seja, € feita a substituicdo por
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meédias adequadas sobre o EVR. No entanto, atribui-se modelos constitutivos
para as fases individuais na escala refinada. Se as distribuicdes locais de
deformacgéo e tensdo no EVR forem computadas, pode-se determinar suas
contrapartes macroscopicas por integrais de superficie ou de volume para um
EVR. Desta forma, o procedimento numérico descrito baseia-se nas etapas

subsequentes:

a) Localizacdo — Problema de valor do contorno na microescala:
calculo da distribuicao local da tensdo e da deformacéao no EVR,
resolvendo a forma fraca do equilibrio do momento linear.

b) Homogeneizacédo: célculo das grandezas macroscopicas. Como
a determinacao do primeiro tensor de tensédo de Piola-Kirchhoff,
por exemplo.

c) Problema de valor do contorno na macroescala: resolver a forma

fraca de equilibrio do momento linear na escala grosseira.

Estas etapas devem ser repetidas até que a convergéncia em ambas as

escalas seja obtida.

3.1.1 Definicdo de um Elemento de Volume Representativo (EVR)

Um Elemento de Volume Representativo (EVR) € utilizado para
descrever a microestrutura do material, estando associado a um ponto no
problema macroscopico, e sendo assim uma forma prética de lidar com as
propriedades do material ao nivel microscopico, que tém influéncia no seu
comportamento global.

A informacéo relativa a microestrutura armazenada nos EVR depende
da escolha da sua dimenséo. Se forem utilizados EVR de dimenséao tal que
apenas uma parte das heterogeneidades presentes seja captada, a
microestrutura ndo € corretamente caracterizada. Um EVR deve ser
estatisticamente representativo, isto é, deve ter uma dimensdo que inclua o

maior numero possivel de heterogeneidades que representa em termos médios
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a microestrutura do material. Na FIGURA 3 € apresentada a microestrutura de

um ago e um possivel EVR caracterizando a matriz, a segunda fase e inclusoes.

FIGURA 3 — MICROESTRUTURA DE UM ACO COM UM POSSIVEL MODELO PARA O EVR
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FONTE: Lopes (2013).

Comparativamente com o comprimento caracteristico do dominio do
problema global, o tamanho do EVR deve ser muito menor. Assim, pode-se dizer
gue o tamanho do EVR deve ser muito superior ao comprimento caracteristico
das heterogeneidades presentes na microestrutura, mas muito inferior ao
comprimento caracteristico do dominio macroscopico:

Este € o principio de separacdo de escalas, introduzido em Hashin
(1983). Para que se garanta a condi¢cao de continuidade, o tamanho do EVR
deve também ser muito superior a escala das estruturas atébmicas.

Em Zeman (2003), varias propriedades para a definicdo de um EVR, feita

a partir da literatura, encontram-se resumidas:

« Hill (1963): “Esta frase (0 EVR ) sera utilizada quando se refere a uma
amostra que (a) é estruturalmente inteiramente tipico de toda a estrutura
em média, e (b) contém o numero suficiente de inclusées para os médulos
globais aparentes para ser efetivamente independente do valor de tracao
de superficie e de deslocamento, desde que esses valores sejam

‘Macroscopicamente uniformes’.”.

* Drugan e Willis (1996): “O EVR € o menor volume de material do elemento
do compdsito para 0s quais 0s habituais ‘médulos globais’ espacialmente
constantes de representagcdo macroscopica constitutiva sejam um modelo

suficientemente preciso para representar a resposta média constitutiva.”.
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3.1.2 Problema de Valor de Contorno da Macroescala

Admitindo a configuracdo de referéncia para o corpo de interesse na
escala macroscopica B, c R? parametrizado em X, a relacéo da deformac&o nédo
linear macroscépica € denotada como @,(X). Desta forma, permite-se mapear
particulas com relacdo a coordenada original X para a descricdo espacial x
correntemente ocupada pela particula material em meio continuo B, conforme
evidenciado na FIGURA 4.

FIGURA 4 - MAPEAMENTO DE ELEMENTOS VETORIAIS LINEARES E VOI:UMETRICOS
INFINITESIMAIS A PARTIR DA REFERENCIA A CONFIGURACAO ATUAL NA
MACROESCALA.

T=@(X.t)

FONTE: Schréder (2014).

A grandeza da deformacdo fundamental é o gradiente de deformacéao

microscopica definido por

_ _ _ dx®
F(X) = Gradzp.(X) com F& = 3 Q)

em que mapeia elementos macroscépicos lineares infinitesimais dX da descricdo

material para a descricdo espacial, ou seja

dx = FdX ()
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Sejam dA = NdA e da = nda elementos vetoriais de area infinitesimal
cuja correspondéncia a configuracdo de referéncia e a atual, respectivamente, a

transformacao entre as grandezas fica
da = [CofF]dA com CofF =JFT (3)

Empregando a férmula de Nanson (SCHRODER et. al., 2010) e a
abreviatura | = detF para seus determinantes jacobianos, a associacdo entre os
elementos macroscépicos de volume infinitesimal dV e dv, respectivamente,

Lagrangeano e Eulereano, é dada
dv = JdV 4)

Para uma dimensédo de deformac&o compativel, introduz-se o tensor de

deformac&@o macroscopico direito de Cauchy-Green
C=FTF (5)
Assimilando o primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff,

consequentemente, as tensbes de Kirchhoff, Cauchy e o segundo tensor de
tenséo de Piola-Kirchhoff podem ser escritos como

__ 1 _ _
T =PFT, G = 7_PFT E S=Fp (6)

O equilibrio de momentum linear na escala macroscopica,

negligenciando os termos de aceleragao, torna-se
DivgP +f =0 (7)

Conjuntamente, admitindo o equilibrio macroscopico momentum linear,

evidenciamos que



31

PFT = FPT (8)

Assim, presume-se satisfeito a priori os requisitos de simetria, do método

macroscopico, do tensor de tenséo de Kirchhoff.

3.1.3 Problema de Valor de Contorno da Microescala

Analogamente, contrapondo com a elucidagdo das grandezas
mecanicas na macroescala, parametriza-se a posicao de referéncia do RVE na
microescala B, c R? através de X. A deformacdo n&o linear na microescala €
conformada por ¢.(X), o qual descreve a localiza¢do da particula, em relagédo a
coordenada original X, sobre pontos x da localizag&o atual B;. A FIGURA 5 ilustra

0 modelo fisico descrito.

FIGURA 5 - MAPEAMENTO DE ELEMENTOS GEOMETRICOS INFINITESIMAIS A PARTIR
DA COORDENADA ORIGINAL PARA A CONFIGURAGCAO ATUALIZADA.
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FONTE: Schréder (2014).

Desta forma, o gradiente de deformacdo microscopica pode ser escrito

como

F(X) = Gradyp(X) com Fg = e (9)
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em que mapeia elementos microscopicos lineares infinitesimais dX da descrigdo

material para a descricdo espacial, ou seja
dx = FdX (10)
A transformacdo dos elementos vetoriais de area infinitesimal, na
configuracéo de referéncia, representada por dA = NdA, e para os elementos de
area descrito com relagdo a posicdo no espago, da = nda, sdo dados por

da = [CofF]dA com CofF = JFT (11)

em que ] = detF. A associacdo entre os elementos microscopicos de volume

infinitesimal dV e dv, respectivamente, € dado por
dv = JdV (12)
Com medidas adicionais de deformacdo, introduz-se o tensor de
deformac&o microscopico direito de Cauchy-Green e o tensor microscopico de
Finger
C=F'F e b = FFT (13)
A partir do primeiro tensor de tenséo de Piola-Kirchhoff P, calcula-se as

tensdes microscopicas de Kirchhoff, Cauchy e o segundo tensor de tensao de
Piola-Kirchhoff

T = PFT, o=-1 e S=F'P (14)

O equilibrio de momentum Ilinear na escala macroscopica,

negligenciando os termos de aceleracgéo, torna-se

DivyP =0 ou div,o = 0 (15)
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em que Divy e div, S&o, respectivamente, referentes a descricdo Lagrangeana
e Eulereana. A partir das Egs. (15), definindo P = aCofF e aplicando a

identidade de Piola
Divy[CofF] =0 (16)

Conjuntamente, admitindo o equilibrio momentum linear, evidenciamos

que
PF” = FPT (17)

Assim, presume-se satisfeito a priori os requisitos de simetria do tensor

de tensao de Kirchhoff.

3.1.4 Macro Variaveis e Contrapartes Microscopicas

O determinante /| do gradiente de deformagdo macroscépica esta
relacionado a sua contraparte microscopica através das médias de volume
(HILL, 1972)

(%
0 4 Bt 4 (18)

em que VV e v denotam, respectivamente, os volumes de referéncia e o atualizado
para o EVR. Supondo que em EVR, em sua localizacédo de referéncia, tem-se
um furo £, com o contorno d£,. Desta forma, o volume médio de deformacéo do

gradiente de deformacédo pode ser expresso como

IJ' IJ' 1
— | FdV =— x@NdA +—J- x@NdA 19
V /g, V Jag, Vs, (19)

Além disso, a média do volume para o primeiro tensor de tensédo de

Piola-Kirchhoff é representado pelas seguintes integrais de superficie
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7).
VB

com t, = PN e um versor N. Para obter-se uma correlacdo das grandezas

1 1
PdV = — f to®XdA + — f t,®XdA (20)
4 0By 4 a

0 Lo

macroscopicas, em termos de integrais sobre o EVR com configuracdes
experimentais, estabelece o gradiente de deformacg&o macroscoépica e o primeiro
tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff em integrais de superficie sobre o contorno
do EVR.

1
-1 i
F = [ x®NdA, P= fa B0t0®XdA 1)

Analogamente, baseando-se nas correlagdes supracitadas, obtém-se

F=2_/[,, 1®Nd4, p= % L BOiO®XdA (22)

Desta forma, negligenciando os buracos £, as integrais de superficie

Eq. (21) e Eqg. (22) sao idénticas as duas médias de volume. Assim sendo, as

premissas semelhantes devem ser aplicadas quando s&o consideradas
superficies singulares (SCHRODER, 2000).

Para as manipulacdes algébricas subsequentes, introduz-se uma

decomposicao aditiva do gradiente de deformacdo microscopica com uma

parcela constante e outra de flutuacéo, ou seja,

=
I
k|
+
e

(23)

Portanto, a integracdo da Eq. (23) sobre o elemento de volume

representativo produz

F=y
-+

1~ _ 1
Fde—J- (F+F)dV=F+—f Fav (24)

0 0
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A consequéncia da Eq. (24) dispde a anulacao da parcela flutuante das

médias de volume, ou seja,
— j Fdv =0 (25)
B

Admitindo que a fracdo flutuante do gradiente de deformacéao
microscopica pode ser calculada como F = Gradyw, onde i representa a
parcela de flutuacdo do campo de deformacdo na microescala. Portanto, a

seguinte condicéo é valida

1
—| W®NdA=0 (26)
4B,

Correspondentemente em relacdo a decomposicao do gradiente de
deformac&o microscopico, estabelece-se uma decomposicao aditiva do primeiro

tensor de tensdo microscopica de Piola-Kirchhoff com uma parcela constante e

outra de flutuacdo, assim

P=P+P (27)

Portanto, a integracdo da Eq. (27) sobre o elemento de volume

representativo gera

P=y|
-

acarretando em

1 = = _ 1
PdV=—| (P+P)dVv =P +—f Pav (28)

0 0

1 &

0
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Baseando-se na descricdo do vetor de tracdo, t, = PN = (T’+f’)N,
institui-se como t, = t, + £,. Substituindo essas determinacbes na Eg. (21),

obtém-se

— 1 _ -
P=—| (f+£,)®XdA (30)
V Jag,

A partir da Eqg. (30), deriva-se uma parcela da integral de superficie da

qual a relacéo

1 _ 1 — 1
— f [, ®XdA=—| (PN)®XdA=P— f N®XdA (31)
V Jag, V Jag, V Jag,
cuja a identidade %faso N®XdA = 1 resulta em
1 _ —
—f to®XdA =P (32)
V Jag,

Consequentemente, a partir da Eg. (30), conclui-se que para uma

condicao de equilibrio
1 -
V Jag,

se mantém. Na maior parte dos casos, grandezas macroscopicas distintas séo
definidas de transformacbes padrdo a partir dos tensores de tenséo
macroscopicas e tensores de deformacéo.

Desta forma, as tens6es macroscopicas de Kirchhoff T sdo determinados

como

T
F dV) (34)
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Analogamente, estabelece-se as tensfes macroscopicas de Cauchy

através da transformacéo
T
FdV) (35)

Além disso, a definicAo do tensor macroscopico de Cauchy-Green
consiste no produto entre o gradiente de deformagcdo macroscopico e 0 seu

transposto. Isto é

1 "1
C=F'F= (V fB 0FdV> (V fB 0FdV> (36)

Tendo em vista um simples volume médio do tensor de Cauchy-Green

! f CdV = ! f F'Fdv (37)
V Jg, Vg

0

implica, com a decomposicdo F = F + F, a expressao

1[0 T o
—| (F+F) (F+F)av

(38)
—— 1 e 1 e
=F'F+— f F'Fav +— f (F'F + F'F)av
v B 4 B
0 0
Assim, a integral ao lado direito da Eq. (38) fica
(FF+FTF)av =F | Flav +F" | Fav (39)
BO BO BO
Desta forma, o restante da Eq. (37) resulta em
1 R B S
= j CdV =F'F +— j F'Fav (40)
vV B, vV B,
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Correspondendo com as Eqgs. (34) e (35), e as médias de volume de Tt e
o, em relagdo ao EVR com coordenadas de referéncia e atualizada,

respectivamente, obtém-se

1 1
T=—| TdV Ez—f odV

t

em que se mantém apenas para as condicdes geométricas caracteristicas
quanto as condi¢des de contorno. Se tais condi¢cdes forem atendidas, obtém-se
para as tensdes de Kirchhoff e, analogamente, para as tensdes de Cauchy

considerando a Eq. (15)

1 1 _ 1 1
VL TdV = vL to®xdA , va odV = vL t®xda (42)

0 Bo t Bt

com t = on e a unidade normal de externa n em 0dB;.

3.1.5 Condicdo de Macro Homogeneidade

Uma das relagdes significantes nos regimes de transi¢cao da microescala
para a macroescala de macro homogeneidade (HILL, 1965; MANDEL, 1972).

Para a configuracao de deformacao finita, temos

_ - 1
V Jag,
0 qual dispde
1 . 1 . 1 :
—f toxdA = = (PN)xdA = —f P:xQNdA (44)
V Jog, V Jag, V Jag,

Aplicando o teorema quadratura de Gauss, obtemos
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f P: x®@NdA = f Divy[xP]dV = f P:(Grady + xDivyP)dA  (45)
6B0 BO BO

Sabendo a condicéo de equilibrio para a média de volume, a partir da

Eqg. (15), dispomos
_ - 1 .
P:F = —f P:FdA (46)
B

com ?=Gradxx. Percebe-se que a condicdo de macro homogeneidade € descrita
como o volume médio do produto entre o primeiro tensor de tensédo de Piola-
Kirchhoff e o gradiente de deformacdo com o EVR parametrizado com

coordenadas materiais.
3.1.6 Condigéo de contorno na microescala

Segundo Hill (1984), dispde-se a seguinte identidade

fBP:FdV—P:Trszo((P—TJ):(F—?))dV (47)

0

Admitindo que o lado direito da Eqg. (47) desaparece, 0 teorema do
volume médio do produto, Eq. (46), € satisfeito. Desta forma, duas elucidacbes

sao obtidas para os ajustes
P=P VX € B ou F=FVvX € B, (48)

em que a primeira suposicado das tensfes constantes ao longo do EVR esta
associada com a estimativa de Reuss. Enquanto a segunda hipotese, estabelece
o gradiente de deformacéo constante para a avaliacdo de Voigh. Continuamente,

retrata-se as implicacfes em (48) com as condi¢cdes de contorno restritas.
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Pressupondo, para o lado direito da Eq. (47), a definicdo do gradiente de

deformacé&o microscopica, EqQ. (9), e a relacdo GradyX = 1 faz-se

(P - P) : (Gradyx — FGradyX )av (49)
Bo

Empregando a condicdo de equilibrio, Divy (P — P) = 0, e o0 teorema de

Cauchy, t, = PN, obtém-se a seguinte expressao equivalente a Eq.(49)

f (to — PN)(x — FX)dA = 0 (50)
B

0

As correlacdes descritas acima estdo condicionadas para F=Gradyx. No

entanto podem ser aplicadas, também, para 6F e F. Desta forma, pode-se

substituir F por SF e F, respectivamente. As condicdes de Dirichlet sdo definidas

pela configuracdo do segundo termo da Eq. (48) igual a zero, conforme descrito
x=FX VX € 0B, (51)

Analogamente, impondo o primeiro termo da igualdade da Eq. (48) igual

a zero, acarreta nas condic6es de contorno de Neumann

Para as derivadas das condi¢cdes de contorno periddicas, decompdem-

se o limite da microestrutura dB, em duas partes associadas
0B, = 0By U 0B (53)

Para cada ponto X* € dB{, assume-se que h4 uma posicdo associada
aX~ € 0B; com unidades normais externas N* e N—,
respectivamente. Contanto que F, bem como X, presume-se serem variaveis

conhecidas. Desta forma, definimos o campo de flutuagédo como
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®=x—FX (54)

Assim, a condicdo de macro homogeneidade, descrita na Eq. (48), fica
como

(to — PN) @dA
(55)

= (tt —PNY)@*dA + (t; — PN )@ dA
dB¢ 9By

A TABELA 1 apresenta as condi¢des de contorno, bem como as restricbes

para os modelos constitutivos.

TABELA 1 — CONDICOES DE CONTORNO E RESTRICAO

Modelo

Constitutivo Contorno Condicao
Reuss P=P VX € B,
Voigt F=F VX € B,

Dirichlet bcs x=FX VX € 0B,

Neumann ty = PN VX € 0B,
W=x—FX vXt EaBO+
Periodic bcs wt =W e
tot =—to" X~ € 0B,”

FONTE: Schréder (2014).

O modelo de Reuss é representado através da associacao em seérie de

uma mola e um elemento de inércia. A FIGURA 6 ilustra o modelo descrito.

FIGURA 6 — MODELO DE REUSS

»Ss
E R

oo

FONTE: O autor (2019).
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O modelo de Voigt, constitui-se da associacdo em paralelo de uma mola

e um amortecedor. A FIGURA 7 representa o0 modelo em questéo.

FIGURA 7 — MODELO DE VOIGT

O’

Ss

FONTE: O autor (2019).

7

Um campo de flutuacdo periédica é caracterizado por &* = @~ com

pontos associados e com premissa essencial Nt = N~, assim temos

{(ts —PN*) @* + (t; —PN*) @*}dA = f (ty —tp) @ dA  (56)
By

aB¢
em que a expressdo sera nula se tf = —t;.

Pode-se constatar que se os deslocamentos lineares produzem um limite
superior e a uniformizacdo de tensdes um limite inferior do sistema
homogeneizado, a escolha das condi¢bes de contorno influencia na resposta
mecanica para muitos casos. Segundo Xia et. al. (2003) as condi¢cdes de

contorno homogéneas podem violar as condi¢cdes de contorno de periodicidade.

Para uma média periddica, um curso natural da acdo sdo condi¢bes de
contorno periddicas. Eles podem ser realizados num formato forte, isto €, uma
parte do limite discretizado do EVR (o limite de imagem, por exemplo, dB;) deve
ser completamente espelhado para os nos da parte associada do limite (a

imagem limite dB¢).
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3.2 TRATAMENTO ALGORITMICO

Nesta secao serdo apresentadas o tratamento tedrico e numérico com
intuito de homogeneizar o dominio bidimensional discretizado, através do MEF
ou mediante a caracterizagdo da transicao entre a micro e a macroescala. A
solugcdo numérica acoplada, para problemas de valor de contorno, tem um alto
impacto em ambas as escalas. Especialmente na linearizacdo da resposta
macroscopica, 0 qual constata-se como parte crucial neste esquema numeérico.
A seguir, as aproximacdes das grandezas de campo serdo indicadas pelo

sobrescrito h, enquanto o dominio discretizado por x é indicado por x".
3.2.1 Problemas de Valores de Contorno da Macro e Microescala

O equilibrio do momentum linear na macroescala, Eq. (7), pode ser escrito

em sua forma fraca como

G=- f 5% (DivgP + f)dV (57)

Bo
Admitindo G = 0 no estado de equilibrio, a aplicagdo da relagéo
8% DivgP = Divg[6XP] — Gradgzdx: P (58)

e a quadratura Gaussiana, tem-se a seguinte expressao modificada

_ —f SF:PdV { 5x fdv + SfEOdA}
G = By — By 9By (59)
= Gint = Gext

comt, = PN. Para a discretizacdo do problema do valor de contorno
macroscopico, aplicam-se as seguintes discretizagfes para as deformacdes real,

virtual e incremental dentro de um elemento tipico finito
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" = X" + Néd, 5x" = Né&d e Ax" = NeAd (60)

A matriz N contém as classicas funcbes de Ansatz e os vetores
{d,&8d,Ad}, nas quais representam os deslocamentos nodais real, virtual e
incremental. Assumindo que para as matrizes B® estdo incorporadas as
derivadas parciais das funcbes de Ansatz com coordenadas materiais, desta
forma, definem-se as aproximacdes dos tensores de deformacéo real, virtual e

incremental, respectivamente
F' = 1" + Bed, SF" = Besd e AF" = BéAd (61)
Assim, incorporando as aproximacdes dos campos virtuais,

caracterizadas através das Eqs. (60) e (61), na Eq. (62), obtém-se a aproximacéo

G"(x", 6xM), ou seja
G_h — Z ée (fh’ th) — Z Ge,int (fh, 63?’1) _ Z ée,ext (fh, 63?’1) (62)
e e e

Na condicao de a forma fraca, Eq. (59), associada a um elemento finito

tipico, obtém-se as expressdes para o dominio e contorno

o _ f BeT P v
G (x", 6x") = 5dT/Be (63)
=:fe,int
e
_ _ f NeTfth+f Negh dv
Gt (xh, 6x") = 5dT/Bg B¢ (64)

= fe,ext

Consequentemente, o vetor residual #¢ é calculado como #¢ = 7&nt —

7ee*t A fim de apurar a forma fraca n&o linear G"(x", §x"), aplica-se o0 método
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iterativo de Newton-Raphson. Por conseguinte, a linearizagdo de G"(x", §x") em

" = x"" é calculada como
LinG"(x", 6x", Ax") = G"(x", 6x") + AG" (2", 6", Ax™) (65)

O incremento linear é definido como a derivada direcional de G" em x" na

direcdo da deformacéo incremental Ax", isto é
AGH(x", 5%, Axh) = 4 GM(x" +€ Axh, 5x" )| (66)
) ) d E ) e=0

Para sistemas descarregados a variagdo linear da configuracao

discretizada de G, formal, é dada por
AG_h — Z AG_e,int (67)
e

e o incremento linear de um elemento tipico é calculado como

o o ) f BeTAMBE dVAd
AG®™ = | SF" AMAFMdV = 6d7JBg (68)

RrEé
Bo = ke

Com o intuito de determinar a matriz de rigidez k¢ para um elemento
macroscopico, faz-se necessario o modulo algoritmico macroscépico compativel

(geral) A, o que é formalmente definido pela derivada parcial

_ 1
A=—— com P=—j P(F)av 69
oF 14 By (69)

Este tensor de quarta ordem nao pode ser apurado diretamente, pois nédo
ha formulacéo explicita do primeiro tensor de tensfes macroscopicas de Piola-
Kirchhoff P em funcdo do gradiente de deformacdo macroscépica F. Desta

forma, o processo de linearizacao fornece
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numeje

> {sd" (kead + 7)) (70)

onde num,,, indica o numero de elementos finitos macroscopicos. A aplicacéo

do processo de concepcao fornece o seguinte sistema de equagdes
nume|e NuMeje
KAD = —R com K= /\ ke e R = /\ 7e (71)
e=1 e=1

em que A representa o operador padrdo de montagem. A solu¢do do ultimo
sistema de equacdes fornece um incremento da deformacéo de campo real. Tal
procedimento devera ser repetido até que um estado de equilibrio do problema
do valor de contorno macroscopico seja alcancado, ou seja G"(x", 6x") =~ 0.

A forma fraca do equilibrio do momentum linear na microescala, Eq. (71),

é dada por

G = —f 0xDivyPdV (72)
B

0

com G = 0. Neste ponto, omite-se as parcelas de aceleracdo do volume e da
inércia. Considerando a separacao adicional da deformacé&o em um mapa linear
FX e uma parcela flutuante W, obtém-se a seguinte representagdo do tensor de

deformacg&o microscoépica F = Gradyx

™
Il
~
+
=

com F = Gradyw (73)

Assim, tem-se a seguinte expressao modificada

G=| 6F:PdV (74)
By
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Percebe-se que a parte F do gradiente de deformag&o microscépica F é
constante e conhecida ao longo do RVE.

A fim de discretizar o problema do valor de contorno microscopico,
subdivide-se o contorno de dimensdes finitas para a flutuagdo real, virtual e

incremental dentro de um elemento finito
wh = Ned Swh = Nesd AWM = Nead (75)

A matriz N contém as classicas funcbes de Ansatz e os vetores
{d,&6d,Ad}, os quais representam os deslocamentos nodais real, virtual e
incremental. Assumindo que para as matrizes B® estdo incorporadas as
derivadas parciais das funcbes de Ansatz com coordenadas materiais, desta
forma, definem-se as aproximacdes dos tensores de deformacéo real, virtual e

incremental, respectivamente
F = B°d SF = B°48d AF = B°Ad (76)
Assim, incorporando as aproximagbes dos campos virtuais,

caracterizadas através das Eqgs. (75) e (76), na Eq. (74), conduz-se para o

homélogo discreto G" de G

CI DR WATCIRD (77)
e
com
f Be" P dv
Ge(x", 6x") = 6dT/Be (78)
=:r¢

A fim de apurar a forma fraca n&o linear discretizada G"(x", §x™), aplica-
se 0 meétodo iterativo de Newton-Raphson e a linearizacdo analoga ao
procedimento na macroescala. Consequentemente, obtém-se o incremento

linear para o elemento finito microscopico
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T 3 f BeTAMBe dVAd
AG® = f SF"V A"AF" dV = §dT Jge (79)
B

e
0 —: ke

A aplicacéo do operador de montagem, conforme a Eq. (71), nas matrizes
de rigidez microscopicas e nos vetores residuais, resulta no seguinte sistema de

equacoes
KAD+R=0 (80)

Desta forma, obtém-se uma atualizacdo do campo discreto de flutuacfes
e avalia-se a forma fraca discreta, conforme a Eg. (78). Seja a norma euclidiana
de R maior do que uma tolerancia estipulada, aplica-se mais iteracdes, no

meétodo de Newton-Raphson, até atingir a convergéncia.

3.2.2 Determinagdo do Médulo Algoritmico Consistente Geral

Na secdo anterior, assumiu-se que o mddulo geral macroscépico A era
conhecido durante o processo de solugdo na macroescala. Contudo,
contrapondo com o tensor de tensdes macroscopicas P, o qual pode ser
calculado diretamente como o volume médio dos homdlogos microscopicos, o
modulo macroscopico ndo pode ser calculado unicamente, de forma consistente,
por meédia volumétrica. A partir da relacdo constitutiva incremental na

— . . .

Deste modo, define-se 0 médulo nominal global

A_lj aP(F)dV_1 oP(F) OF
-V JgoF "~ VJ)s OF 'OF

(82)
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Considerando a decomposicdo adicional do F para uma parcela

constante e outra flutuante, F = F + F, e substituindo na Eg. (82), tém-se

1(0P(F) o(F+F) v

A= = 83
V)]s OF oF (83)
Logo, com a abreviacao A = dzP(F), obtém-se
A—IJ-AdV+1J-A'aFdV (84)
Vg V)]s "OF

Para a equac&o descrita acima, o calculo da precisdo de F em relacdo a
F é a parte critica. Baseando-se na forma fraca do equilibrio do momentum linear
na microescala, Eq. (74), até uma condigcdo de equilibrio, ou seja, G =0, a

linearizacéo resulta em
f SF:A: AFdV = 0 (85)
B
Substituindo a decomposicédo de aditivos, F = F + F em Eq. (85), tem-se

j SF: A: AFdV
B

+ | 6F:A:AFdV =0 (86)
f5F:AdV:AF' B
B

A contraparte discretizada, especificada na ultima equacgédo, € exposta
apos a insercdo das aproximacdes da parcela flutuante do gradiente de

deformacéo, Eq. (76), como

Nnumeje - fIBeTAthAFh fBeTAhIBgedVAa
6d" {Jp + /B =0 57

e=1 le ke
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em que num,;, representa o numero de elementos finitos microscopicos, k¢ a
matriz de rigidez elementar e [® a matriz que considera a sensibilidade do

modulo dos elementos finitos individuais.

Desta forma, matricialmente, dispomos

NuMele
> (6@ (1eaF" + kead)} = 0 (88)

e=1

Assim, aplicando-se o processo padréo de montagem, analogo a Eq. (71),

prové
SDT(KAD + LAF) = 0 (89)

A matriz global de rigidez K e o lado generalizado L, a direita da Eq.

(89), séao definidos como

numeje nuMeje

K= /\ ke L= /\ e (90)
e=1 e=1

Diretamente, a solucédo da Eq. (89) € obtida por
AD = —K 'LAF" (91)

cuja a equacgado descrita, representa o campo de flutuacdo incremental em
consequéncia do gradiente de deformagcdo macroscopico incremental. Deste
modo, inserindo Ad j& conhecido, da Eq. (91) em (76) e, em decorréncia disto,

substituindo na Eq. (84), fica

NUuMeje Nnumeje

1 1 d(B°Ad)
Al =— Z fA\th = z f A ———2qv
4 Be i Be dF" (92)

e=1 e=1
AVoigt
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Onde A"°9¢ caracteriza o limite superior de Voigt. O segundo termo da

integral na Eq. (92). pode ser reformulado como

numele

Z j a(IBSeAd) Z J‘ Ah]B%edVaAd
v L o Jt o Ty e (93)

e=1

no qual I¢* = I°T, sob condicdo de satisfazer as simetrias principais em A, ou
seja, A;jx; = Ay Apds montar a forma discreta, com a Eq. (91) e o incremento

linear, obtém-se
AF" = F' — F! (94)
em que
F'=F'(t,+1) e F' = F'(t,) (95)
Assim, a expressao algébrica fica

1 . 0AD 1 dAF 1
—LT—=——LTK'L—=—-=-LTK L 96
V" oFh 4 aF™" v (%6)

Desta maneira, a solucdo para o médulo algoritmico consistente geral €
(MIEHE et. al., 1999)

A — AVOigt 1 LTK—lL com AVOigt = lZf Ath (97)
B v V£ Jge

Em geral, enormes custos computacionais em métodos diretos tipicos de
homogeneizacdo néo linear sdo dispendidos usando a iteragcdo de Newton-
Raphson sobre ambas as escalas em cada ponto de quadratura. Para o calculo

da acuracia no segundo termo da Eq. (97), identifica-se

LKL = LTX (98)
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onde X é a solugcdo do sistema de equacgbes. O lado direito da equacdo,

determinada acima, € organizada na seguinte matriz L

KX=1L (99)

Para a solucéo da Eg. (99), bem como para a solugcéo da forma fraca, a

estrutura dispersa de todas as matrizes € levado em consideracgéo.

3.2.3 Problemas de Estabilidade em Diferentes Escalas

Um desafio nas técnicas de homogeneizacdo bidimensional € a
consideracao dos problemas de instabilidade em diferentes escalas (MIEHE et.
al.,2002). No que se segue, faz-se restricdo a materiais hiperelasticos e

distingue-se entre instabilidades estruturais e instabilidades materiais. Sendo

M(x) = T (F) + 1%t (%) (100)

Seja a energia potencial total do corpo de interesse na macroescala, com

N (F) = | Y(F)dv (101)
Bo
e
mext (%) = — cfdV — Xt,dA
® fB ki fa L (102)

Um estado de equilibrio, indicado por x¢?, é caracterizado atraves da
energia potencial total infinitesimal no espaco de funcdes admissiveis. O estado

de deformacéo é estavel se a desigualdade

_ _ Y cineticamente
(k) > TI(x°9) . xke (103)
admissivel
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A igualdade ¢ valida apenas se x** = x4, conforme Ogden (1984). No
entanto a desigualdade, definida conforme a Eq. (103), é uma condicéo
suficiente para a estabilidade do equilibrio de x¢9.

Para um critério mais adequado, especialmente do ponto de vista
computacional, restringe-se a analise para fungBes cinematicamente
admissiveis na vizinhanca de x°?. Isto significa que a Eg. (103) se torna um
critério de estabilidade infinitesimal, segundo Truesdell e Noll (1965) . O desvio

da energia potencial total entre um estado de equilibrio em x¢9 e ¥k é
ATT := TI(x*®) — TI(x¢9) (104)

Para as consideracdes subsequentes, utilizaremos a derivada direcional

de primeira ordem, II, na dire¢do de &x

d _ _
—oT(EeI+e 50)| = G(xd, 5%°0) (105)

€=0

A derivada direcional de segunda ordem de II, ou equivalentemente a

derivada direcional de G, é denotado como

d . _
oG85, € AT)| 1= AG(x*, 6%, A7) (106)

€=0

Com relacdo a All, Eqg. (104), formula-se em termos de uma série de

Taylor classica, assim
_ B _ B 1 B o 1
AG(x°9,6%) = G(x°9,6%) + EAG(xeqﬁx, AX) + 3 (107)

Para um estado de equilibrio, G €, por defini¢do, igual a zero. Desta forma,

o equilibrio é estavel se

AG(x°9,5%, Ax) = f SF:A:AF >0 (108)
Bo
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As Condi¢cbes Generalizadas de Convexidade desempenham um papel
importante para provar a necessidade de minimizar as deformacdes,
provenientes da energia elastica, em problemas de valor de contorno sob
condicOes especificas deste.

Uma condigdo suficiente para a existéncia de minimizadores é a semi-
continuidade sequencial fraca inferior (SWLS, sigla em inglés) e a coercitividade
do funcional energético. Morrey (1952) introduziu o conceito de semi
convexidade, o qual € formulado como uma desigualdade da integral sobre um
dominio arbitrario submetido a condi¢cdes de contorno de Dirichlet:

Semi convexidade: Uma energia elastica armazenada € semi convexa
sempre que B c R3, todos os gradientes de deformacéo constantes, F € R3*3, e
todos campos de flutuagéo sobrepostos, w € C;°(B), isto €, w = 0 em dB. Assim,

temos
fW(f' + Gradw)dV > f W (F)dV = W (F) xVol(B) (109)
B B

A condicdo de semi-continuidade sequencial inferior € assegurada se a
energia elastica armazenada é semi convexa, conforme enunciado acima, e uma
condicao de crescimento adicional ser cumprida.

Outro conceito importante é a poli convexidade, introduzido por Ball
(1977):

Poli convexidade: F — W (F), é poli convexa se, e somente se, existe uma

funcdo P: R3*3xR3*3xR +— R, de tal modo que
W (F) = P(F, CofF, detF) (110)

e afuncao (F,CofF,detF) € R+— P(F,CofF,detF) € R seja convexa para todos
os pontos X € R3.
Funcdes poli convexas sdo sempre SWLS. Assim, faz-se necessario

abordar sobre a primeiro grau de convexidade e elipticidade:
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Primeira classificacdo de convexidade: A energia elastica armazenada

possui primeiro grau de convexidade se
WF+mQN,) <AWF+ImQN,y + (1 —-A)W(F) (1112)

onde aplica-se para todos 1 € [0,1], F € R3 e para todos m € R3, N, € R com
det(F+Am @ N,) > 0.

Elipticidade: A energia armazenada W (F) = y(C) conduz a um sistema
de equilibrio uniformemente eliptico sempre que condi¢cdo uniforme Legendre-
Hadamard

3¢t > 0,VF e R33,vm,N, € R3\{0}: iIn @ Ny): A: (m ® N,)
+ 2 2 (112)
= c*|lm||I*|IN,|]

Admitindo que W origina-se a um sistema eliptico, desta forma, a condi¢éao

Legendre-Hadamard € vélida se
VFeR3,vm,N, € R3\{0}: (m®Q Ny):A:(m Q N,) = 0(> 0) (113)
Constata-se que, para funcdes de energia armazenadas W, o primeiro
grau convexidade implica, somente, a condicdo de Legendre-Hadamard. A
interpretacdo fisica das condigbes supracitadas aplica-se no estudo do
comportamento da propagacdo da onda.

Uma energia livre é materialmente estavel se for eliptica. Desta forma, a

reestruturacao da condicdo Legendre-Hadamard fica
M@ Ny:A:(mQ Ny =mQ(Ny)m >0 (114)
onde o tensor acustico Q é denotado indicialmente como

Q* = A*PPNy N, (115)



56

Ou seja, 0 tensor acustico, que leva em consideracdo o estudo da
propagacdo da onda no material, o qual, obedecendo a condi¢cdo Legendre-
Hadamard, é definido como positivo para garantir a estabilidade do material, ou
seja, a elipticidade da energia livre.

Uma caracteristica intrinseca a deformacéo finitesimal da mecéanica do
continuo é a ndo singularidade das respostas. Tais problemas podem ocorrer em
ambas as escalas, micro e macroescala.

Assim, concentra-se em instabilidades estruturais microscopicas, ou seja,
estados de equilibrio ndo estaveis, no ambito da transicdo entre a micro e a
macroescala. Estes fenbmenos estdo associados as propriedades de
convexidade dos problemas de valor de contorno em ambas escalas e suas
interacdes. Segundo Schroeder e Huck (2014), resume-se que

(1) no caso de funcionais convexos, calcula-se as energias

macroscopicas por
_ inf 1 —
Y(F) = Uif—f Y(F + Vw)dV (116)
w VO B,

com o campo flutuacdo w em uma unidade de célula B,.

(i) Problemas de instabilidade estrutural na microescala estao
associados a homogeneizacdo de um problema do de contorno néo
convexo na microescala. No entanto, para funcbes ndo convexas
deve-se encontrar o tamanho critico do elemento de volume

representativo no caso de funcionais convexos. Calcula-se as

crit

energias macroscopicas por B,“" , ou seja
== inf (inf 1 f = | e
F) = . — F +Vvw)dV
l/)( ) Bocrlt{ W VO Eolp( + W) (117)

com o campo flutuacdo W no elemento de volume representativo B,“"*

do tamanho critico. Deve-se notar que para microestruturas
heterogéneas, por exemplo, para materiais de matriz reforcada com

fibras, o conceito de semi convexidade pode ndo se manter.
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3.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Nesta sessdo € apresentada a fundamentacéo tedrica do método dos
elementos finitos (MEF).

O método dos elementos finitos surgiu em 1955 como evolugdo da
anélise matricial de modelos reticulados, concebida no inicio da década de 1930
na industria aeronautica britanica, com o advento de computadores digitais e
devido a necessidade de projetar estruturas de modelos continuos. Os primeiros
elementos foram concebidos por engenheiros aeronauticos para a andlise de
distribuicdo de tensdes em chapas de asa de avido. Sua formulagédo foi tratada
pioneiramente por Argyris e Kelsey em 1955, republicada em 1960, e por Turner,
Clough, Martin e Topp em 1956 (SORIANO, 2003).

Gallagher e Padlog (1963) foram os primeiros a estabelecer campos de
deslocamentos e cargas criticas em vigas e placas, com elementos finitos,
admitindo o efeito da néo linearidade geométrica. Archer (1963) empregou
campos de deslocamentos em elemento finito com o intuito de estabelecer a
matriz de massa consistente. Desta forma, em 1963, existiam aplicacdes de
elementos finitos em problemas estéticos, de nao linearidade e dindmicos. Tal
formulacdo do elemento foi desenvolvida através do principio dos
deslocamentos virtuais, porém nao havia critérios que certificassem a
convergéncia para a solucéo exata.

Melosh (1963) expbs uma formulacdo do método dos elementos finitos
fundamentando-se na minimizacdo do funcional de energia potencial total.
Veubeke (1965) atestou a definicdo do método dos elementos finitos a partir de
outros funcionais da mecénica dos soélidos deformaveis. Entretanto, verificou-se
que os fundamentos do método ja haviam sido instituidos por Lord Rayleigh em
1870, por Walther Ritz em 1909 e por Richard Courant (1943).
Consequentemente, mostrou-se que o metodo dos elementos finitos € um caso
particular do método de Rayleigh-Ritz. Desta forma, estabeleceram-se critérios
de convergéncia e verificou-se que o método poderia ser empregado em
qualquer problema de meio continuo regido por funcional. Essa é a denominada
formulacéo variacional (SORIANO, 2003).

A consisténcia matematica da formulacdo variacional proporcionou a

extensdo do método dos elementos finitos a solugédo de diversos problemas do
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meio continuo, como problemas de meios porosos, transferéncia de calor e
eletrostaticos, retratados primeiramente nos trabalhos de Zienkiewicz e Cheung
(1965), Zienkiewicz et al. (1966) e Wilson e Nickell (1966).

Além da determinacéo desses problemas, Cheung e Zienkiewicz (1965)
foram os primeiros a empregar o método em interacao solo-estrutura. Cheung e
Zienkiewicz (1967) publicaram o primeiro livro exclusivamente aplicado ao
meétodo dos elementos finitos, e Zienkiewicz et al. (1968) utilizaram procedimento
iterativo nesse método em analise de fissuras em meios elasticos.

Subsequentemente a concepcao da formulacdo variacional, Szabo e
Lee (1966) constataram que o método poderia ser formulado diretamente a partir
das equacgOes diferenciais e suas respectivas condigcdes de contorno para
problemas em meios continuos, como método dos residuos ponderados de
Galerkin.

Herrmann (1972) corroborou equivaléncia entre o elemento finito
formulado através do funcional de energia potencial total e o método dos
minimos quadrados de residuos de tensdes. Lynn e Arya (1973) formularam o
meétodo dos elementos finitos baseado no método dos minimos quadrados, que
também é um caso de método de residuos ponderados. Assim, a aplicagdo do
método dos elementos finitos englobou problemas néo regidos por funcionais.

Semelhante a formulacdo variacional, na formulacdo de residuos do
meétodo dos elementos finitos, arbitram-se campos de variaveis no elemento em
funcd@o dos correspondentes valores nodais. A partir das equacdes algébricas
(obtidas através das formulag@es direta, variacional ou de residuos), que regem
o comportamento aproximado de cada um dos subdominios (denominados
elementos finitos), monta-se o sistema de equacfes da malha de elementos
como um todo, denominado sistema global, que, juntamente com as condi¢cdes
de contorno ainda ndo atendidas ao se arbitrar o(s) campo(s) de variavel(eis)
nos subdominios, permite a determinacdo dos valores nodais de definicdo
desse(s) campo(s). Pode-se, entdo, retornar a analise de cada elemento
isoladamente para determinacao de incégnitas em qualquer um de seus pontos
(SORIANO, 2003).

Através dessa conceituacdo do método dos elementos finitos, objetiva-
se transmitir ao leitor a concepc¢do do meétodo e sua relevancia, bem como o seu

desenvolvimento progressivo, proporcionando solucdo a problemas que, ha
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algumas décadas, ndo compreendiam, bem como apresentar a formulacdo que

sera de relevancia para a realizacao do presente trabalho.

3.3.1 Elementos Finitos baseado na Teoria de Kirchhoff

No Método dos Elementos Finitos, um polinbmio aproximador para o
deslocamento vertical do plano médio (w(x,y)) é definido para o estudo do
comportamento de modelos bidimensionais (SILABA, 2007). Em funcédo do
namero de graus de liberdade existentes em cada n6 e da quantidade de nos
presente no elemento tem-se o numero de termos do referido polinémio

aproximador.
w(x, V) = a; + azx + asy + ayx? + asxy + agy’+. .. (118)
As constantes «a; da Eq. (118) séo obtidas a partir de condi¢des impostas

aos nés. A montagem da equacao de w(x,y) geralmente é realizada a partir da

extracdo de termos do triangulo de Pascal, mostrado a seguir

1
x y
x? xy y?
x3 xzy xyz y3
Xt x3y x2y? xy3 ¥

Pode-se dizer que a escolha destes termos € um dos maiores problemas
na formulagcdo de um elemento finito baseado na teoria de Kirchhoff, uma vez
gue existe um numero de alternativas consideravel quando os polinbmios néo
sdo completos.

O elemento e suas propriedades sao definidos a partir desta escolha,
demandando um estudo minucioso pois, “(...) existem muitos elementos que
simplesmente n&o funcionam na pratica” (ONATE, 1995, p. 331).

Conhecendo-se os deslocamentos verticais de todos os pontos do plano

meédio do modelo bidimensional (w(x, y)), € possivel obter as demais grandezas
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envolvidas no problema. Logo, escrevendo a Eq. (118) na forma matricial, tem-

se

(91

wi,y)=[1xy x? xy y2..1{ a4 (119)

Ou, simbolicamente,
wiy) = oo (120)
Onde(pz[l xyxz xy yz.”] egz[al az ag a4 as a6“']T-

Derivando-se a Eq. (120) em relagédo as variaveis x e y, obtém-se as
rotacdes respectivas a cada eixo

aw aﬂ

o ox o 121
w9 (121)
oy oy ©

A partir das condicbes impostas aos graus de liberdade e das
coordenadas de cada no, podem-se escrever a seguinte equacao:

Ga=d (122)

onde, as linhas de G sé&o obtidas pela substituicdo das coordenadas dos nds nas

. op 0d¢
matrizes ¢, ﬁ , ;.

Multiplicando a Eq. (122) por G ~* obtém-se o valor de a, que substituido

na Eq. (120), fornece
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w(x,y) = 9G™'d (123)
simplificando um pouco mais, tem-se
w(x,y)=Nd (124)

onde N = ¢G~'d é a matriz das funcdes de forma do elemento e d é o vetor de

deslocamentos nodais do elemento.

A partir da Eq. (124) podem-se obter os valores aproximados de w(x, y)
para qualquer ponto. Porém, para obter os valores das demais grandezas, como
deformacdo, tensdo e momentos, € necessario conhecer o vetor das

deformacbes generalizadas de flexdo ou simplesmente vetor de curvaturas y .

Assim, derivando-se a equacéo dos deslocamentos verticais Eq. (124) de acordo

com o vetor de curvaturas, encontra-se

( 0%w )
0x?
aZW W,Xx Mxx
)_(:< ﬁ >:{VV.JW}: N,yy g (125)
ayzw £ Wy 2 Ny
\ 0x0y/
ou, simbolicamente
x=Bd (126)
Mxx
onde B =4 Ny,  é a matriz que contém as derivadas das funcées de forma.
2 Ny

Seguindo esta linha de raciocinio, para obter o vetor de curvaturas (X)

dado pela Eqg. (126), torna-se necessario conhecer o vetor de deslocamentos
nodais d. Para isto, pode-se aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV),

visando obter a equacao matricial de equilibrio.
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Considerando-se um elemento finito submetido a um carregamento
distribuido q(x,y). e a cargas pontuais P atuando na direcao z, tem-se a

seguinte expresséao para o PTV

NCC
f seTadV = f swTq(x, y)dA + z swl P, (127)
174 A i

onde NCC é o numero total de cargas concentradas.
Substituindo os deslocamentos virtuais (éw), as deformacfes virtuais

(8¢) e as tensBes reais aproximadas (o), representadas respectivamente por
bw=Néd, de¢=-zBéd e o=-zDBd

na Eq. (127), encontra-se

NCC
| (#B78a") (=2 D Bd)av = [ (N7 6d") aGuyyda+ ) (W7 od") P,
14 A i

Considerando que as cargas concentradas atuam somente nos nés do

elemento, e que estdo armazenadas no vetor p, obtém-se

[ [sdl" 5D B d z*avav = | [sd]" N7 qCoydda + [od]'p
|4 A

t/,
fETQQI z%dzdA |d
A —t/,

t3
—f BTD BdA d=jNTq(x,y)dA+p
12),—== J7 L~ -

= [sd]" [ f N"q(x,y)dA+p| (128)
A

Logo, é possivel representar a Eq. (128) simbolicamente, na forma

(129)

| &=
I
I
Ny
~
+
I3
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3
onde k = %IA B"D BdA € amatriz de rigidez do elemento; f,, = [, N" q(x,y)dA
€ o vetor de cargas nodais devido a carga distribuida e p € o vetor de cargas

nodais aplicadas.

Para finalizar o raciocinio, apds encontrar o vetor de deslocamentos
nodais (d), determina-se o vetor de curvaturas ()() Assim, como dito

anteriormente, conhecendo o vetor de curvaturas é possivel obter todas as

demais grandezas envolvidas nos problemas de placas.

3.3.1.1 Elemento Triangular de 3 N6s Nao-Conforme (CKZ)

O problema nos elementos triangulares é a obtencdo de um polindbmio
completo que atenda aos critérios de convergéncia e forneca um elemento

conforme.

FIGURA 8 — ELEMENTO DE PLACA TRIANGULAR CKZ

&

//

(\’\-’.ex 8)‘):

e

\\\E,.

FONTE: Saliba (2007).
O elemento CKZ, representado pela FIGURA 8, assim chamado devido

aos seus criadores Cheung et. al. (1968), possui trés nds e trés variaveis de
deslocamento por né. Logo, o polinbmio de aproximagdo do deslocamento
vertical do plano m"médio possui nove termos de um polinémio de terceiro grau

incompleto em coordenadas de area, como segue
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=161+ a8 +asés +ay (51 &+ 5152263) (52 £ + 515253)
+ ag¢ (52253 515253) ( 515253) (130)
+ ag (53251 515253) < 515253)
onde
— Ay __ 42 _ 43 _
51_7152 7’53 _Z'A_ A+ A, + Az (131)

Os elementos triangulares podem ser considerados elementos versateis
devido a sua geometria, que permite aplica-los nas mais variadas formas de
placas. Conforme dito em Onfate (1995), apesar de ser um elemento né&o-
conforme, por n&o garantir a continuidade do giro normal ao longo de seus lados,
o elemento CKZ apresenta uma convergéncia monotonica, e sua simplicidade
tem |lhe garantido uma boa popularidade.

Neste elemento, por possuir um nimero de nos inferior aos elementos
apresentados nas secdes anteriores, é necessario alterar a matriz das fungdes

de forma (N). Logo, tém-se

a4
N=[N N, N;] e d=1dy (132)
ds
sendo que as submatrizes N; e d; s&o
Wi
M= A e d ={gm} 139
yi

em que N;, N; e N, representam as fungdes de forma em coordenadas de éarea.
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4 APRESENTACAO DE EXEMPLOS DE ESTUDOS REALIZADOS

Neste capitulo s&@o descritos o0s resultados das simulacdes

computacionais apresentadas nos trabalhos de Souza (2005) e Schréder (2014).

4.1 TESTE DE CISALHAMENTO: ESTUDO COMPARATIVO DE
DIFERENTES RVE'S

Nos exemplos seguintes, conforme descrito em Schréder (2014),
considera-se um teste macroscopico (homogéneo) de cisalhamento puro e se
analisa a relacdo tensdo-deformagcdo na macroescala para diferentes
combinacdes de equacdes constitutivas de matriz e fase de inclusdo para um
EVR artificial. Na macroescala, a situacdo homogénea de cisalhamento puro &

descrita pelo seguinte gradiente de deformag&o macroscopica

~ 1 F, 0 ~ ~
F=1F, 1 0] com Fip = Fp (134)
0 0 1

Durante a simulagéo, o coeficiente F;, oscila gradualmente entre —0,1
e 0,1 a fim de simular um processo de carregamento ciclico. Isso comega com
F;, = 0,0 com um aumento da componente até 0,1, sendo este o primeiro ponto
de inflexdo. Em seguida a carga é mudada e o coeficiente é gradualmente
reduzido para —0,1.

Entdo, o segundo ponto de inflexdo é atingido. Novamente, F;, é
aumentada para 0,1 , o préximo ponto de inflexao é atingido, e o procedimento é
repetido. Todo o processo é controlado por uma modificacdo linear do coeficiente
F;, entre as coordenadas

F;,:0,0-+01--0,1-+0,1 - -0,1 - 40,1 (135)

Na microescala, uma microestrutura artificial € considerada, onde a

geometria da inclusdo é um smiley incorporado em uma fase de matriz.



66

FIGURA 9 — MICROESTRUTURA ARTIFICIAL COM DIFERENTES DISCRETIZAGCOES DE
ELEMENTOS FINITOS: a) 140 b) 292 c) 558 e D) 970 ELEMENTOS TRIANGULARES COM
FUNCOES QUADRATICAS ANSATZ

a) b)

FONTE: Schréder (2014).

Para estudar a convergéncia da simulacdo, no que diz respeito ao
tamanho do elemento, quatro diferentes niveis de discretizacdo na microescala
séo utilizadas: 140, 292, 558 e 970 elementos triangulares com fungbes Ansatz
guadraticas, conforme a FIGURA 9.

Matriz Elastica e Inclusdo Elastica: Numa primeira configuracgéo,
consideram-se ambas as fases, da matriz e da incluséo, a serem descritas por
um material de comportamento puramente elastico. Deste modo, o0 médulo de
elasticidade instantanea da inclusdo é assumido como sendo 1000 vezes mais
elevado do que a do material de matriz; os parametros de elasticidade para o

material de matriz sdo definidos como

1 =118,85MPa e u= 79,230 MPa (136)

A fim de estudar a influéncia da densidade de malhas de elementos
finitos, considera-se os quatro niveis diferentes de discretizacdo na microescala
representada na FIGURA 9. Para o estudo da distribuicdo de tensdes
microscopicas, baseando-se nos quatro diferentes niveis de discretizacdo, sado

mostrados na FIGURA 10 os coeficientes das tensées microscopicas de Cauchy.
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FIGURA 10 — DISTRIBUICAO DAS TENSOES o,, EM F,, = 0,1 PARA DIFERENTES
DISCRETIZACOES: a) 140 b) 292 c) 558 e D) 970 ELEMENTOS.

a) wigi2: 0 1123344657 6980 b) sigl2: 0 1123344557 6980

c) sigi2; 0 11233445657 6080 d) siglz; 0 1123344657 63 6D

FONTE: Schréder (2014).

Observa-se na regidao da matriz nenhuma diferenca significativa das
distribuicbes de tensdo. No entanto, nas regifes proximas a inclusao, assim
como no interior da incluséo, a distribuicdo das tensdes difere.

A FIGURA 11a mostra a tensao o;, de Cauchy versus a deformacéo de

cisalhamento F;, para a matriz e a fase de incluséo.

FIGURA 11 — TENSAO DE CAUCHY VERSUS DEFORMACAO DE CISALHAMENTO: a) o,
VERSUS F,, PARA AS FASES INDIVIDUAIS E b) ,, VERSUS F,, PARA AS QUATRO
DENSIDADES DE MALHA
- 30

200

" matrix o5 | 140 elem ——— '
150 & inclusion 20 L. g% e}em »
H8 e S
100 15 [ 970 clam wonws //
__— 1 - o
I | e e L =
o, A 0 pd g
=3 : = e -
& 50 | ! ! _— & 23— 1
: : 10 i
-100 -15
150 20
-25
-200 30 1 i
-0.05 -0.025 0 0.025 0.05 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Fia AT

FONTE: Schréder (2014).
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As curvas de tensdo deformacdo macroscopicas sao praticamente nao
influenciadas pelas diferentes densidades de malha, conforme a Figura 11b.
Embora possam ser observados desvios na microescala entre as simulagdes
deste exemplo.

Assim sendo, nos exemplos seguintes, consideram-se as relacdes
tensdo-deformacdo macroscopicas para todos os quatro niveis de discretizacao,
e a distribuicdo da tenséo local na microescala so é representada para a melhor

densidade da malha.

O desvio relativo, definido como e, = (6;, — ;,°70¢™) /&, 97 0¢tem],

para a,,°7%™ % 0, as tensdes macroscopicas de Cauchy, discretizada com
970 elementos sao representados na FIGURA 12. Tal como esperado, o desvio
das tensd@es é reduzido ao longo de um aumento do nimero de elementos finitos;

no entanto, o erro relativo é inferior a 0,2%.

FIGURA 12 — ERRO RELATIVO ez , PARA DIFERENTES DISCRETIZACOES NA

MICROESCALA EM RELACAO AO MELHOR NIVEL DE DISCRETIZACAO
(970 ELEMENTOS)

0.005 — , ; , ,
140 elem
202 elem ——
0.004 + 558 clem U SN || |
0.003 _ L .......... i S

éx., [MPa]

o

0.001 L i i i *'
0.1 20.05 0 0.05 0.1

F12

FONTE: Schréder (2014).

Matriz Elasto-Plastica e Inclusdo Elastica: No seguinte exemplo,
considera-se, novamente, um teste de cisalhamento puro na macroescala e um
comportamento elastico de inclusdo. Em contraste com o exemplo anterior, 0
comportamento da matriz agora é considerado elasto-plastico. No dominio
elastico, 0 mesmo moédulo de elasticidade instantdneo € considerado para

ambas as fases e, para o comportamento elasto-plastico da fase da matriz,
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define-se 0 modelo finito J,-plasticidade. Os parametros dos materiais para a
matriz de fase sdo dados na TABELA 2. As relacdes tensédo-deformacao para a
matriz e o material de inclusdo para o ensaio de cisalhamento puro estédo

representados na FIGURA 12x.

TABELA 2 — PARAMETROS DOS MATERIAIS DA MATRIZ DE FASE

Fase AMPa)  p(MPa) yo(MPa) y,(MPa) n(=) h(-)

Matriz 118846,2 79230,77 300,0 300,0 0,0 500,0

FONTE: Schréder (2014).

As simulacbes sdo realizadas novamente para 0s quatro niveis de
discretizac&o sob a condi¢ao de cisalhamento puro descrito pelas Egs. (134) e
(135). Como mencionado no exemplo anterior de fases puras elasticas,
representa-se a distribuicdo dos campos locais s6 para o melhor discretizacao
do EVR com 970 elementos.

Desde que o comportamento da fase da matriz seja elasto-plastico,
estuda-se a evolugéo das deformacdes plasticas equivalentes dentro desta fase
microscopica. Na Figura 13a-e, estas quantidades sdo mostradas nos pontos de
inflexdo do carregamento. As deformacdes pléasticas na fase da matriz
aumentam durante todo o processo de carga, e no estado final, praticamente a
regido completa em torno do smiley, exibe deformacgéo plastica. Porém, no
interior dos olhos e boca, as deformacdes plasticas equivalentes permanecem
em um nivel comparativamente baixo. Este comportamento se torna 6bvio, uma
vez que a forma da inclusdo permanece praticamente ndo deformada devido a

sua maior rigidez.
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FIGURA 13 — DISTRIBUICAO DAS DEFORMACOES PLASTICAS EQUIVALENTES a NA
MICROESCALA (970 ELEMENTOS) COM COEFICIENTE DO GRADIENTE DE
DEFORMAGCAO MACROSCOPICA: a) F;, = 0,1 NO 1° CICLO DE CARGA (CC)

b) F;, = —0,1NO 1° CC¢) F;, = 0,1 NO 2° CCd)F,, = —0,1 NO 2° CC e) F,, = 0,1 NO 3° CC.
A INCLUSAO DA FASE E APAGADA DEVIDO AO SEU COMPORTAMENTO PURAMENTE
ELASTICO. f) TENSAO DE CAUCHY ¢;, VERSUS F,, PARA AS FASES
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FONTE: Schréder (2014).

Na FIGURA 14a., a distribuicao do coeficiente de tensdo microscopica
de Cauchy a;, € mostrada para diferentes estados de carga, as quais sao obtidas
pela condicdo macroscépica de cisalhamento puro devido ao tensor de
deformacdo macroscopica dado pela Eg. (134). A resposta de tensao
macroscopica € quase a mesma para todos os diferentes niveis de discretiza¢éo
microscopica, conforme a FIGURA 14+. Nos pontos de inflexdo do carregamento
as componentes de tensdo microscopicas a;,, dentro a maioria das partes da
fase de inclusdo, é maior em comparacao com a fase de matriz. Apenas a regiao
perto das bochechas do smiley mostra os niveis mais baixos de tensao.
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FIGURA 14 — A DISTRIBUICAO DA TENSAO DE CAUCHY ¢;, NA MICROESCALA (970
ELEMENTOS) COM COEFICIENTE DO GRADIENTE DE DEFORMACAO MACROSCOPICA
a) F;, = 0,1 NO 1° CICLO DE CARGA (CC) b) F;, = —0,1 NO 1° CC ¢) F;, = 0,1 NO 2° CC
d) F,, = —0,1 NO 2° CC e) F;, = 0,1 NO 3° CC f) TENSAO MACROSCOPICA DE CAUCHY oy,
VERSUS F;, OBTIDO COM TODOS OS NiVEIS MICROSCOPICOS DE DISCRETIZACAO
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FONTE: Schréder (2014).

Matriz Elasto-Plastica e Inclusdo Elasto-Plastica: Considerando a
mesma situacao de cisalhamento puro com um carregamento ciclico, estuda-se
agora a resposta mecéanica macroscopica e microscopica da microestrutura
smiley quando ambas as fases, a matriz e a inclusdo, tem um comportamento
elasto-plastico. Os parametros dos materiais sdo indicados na TABELA 3. A
resposta individual do material de fases, na situacdo de cisalhamento puro, é
mostrada na FIGURA 15¢. Nota-se que os parametros séo escolhidos para a fase
de insercdo de tal modo que quase nenhum endurecimento € obtido durante o

processo de carregamento.
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TABELA 3 — PARAMETROS DOS MATERIAIS DA MATRIZ DE FASE

Fase A(MPa)  p(MPa) yo(MPa) y, (MPa) n(-) h (=)
Matriz 118846,2  79230,77 300,0 300,0 0,0 500,0
Incluséo 118846,2  79230,77 600,0 1000,0 0,0 10,0

FONTE: Schréder (2014).

Utilizando as quatro malhas mostradas na FIGURA 9 para a
discretizacdo do smiley na microescala, sao realizados os quatro processos de
carregamento ciclicos. Na FIGURA 15a.¢, a evolucdo das deformacgdes plasticas
equivalentes a na microescala é mostrada nos pontos de inflexdo e no estado
final do processo de carga. No segundo e terceiro pontos de inflexdo, as
deformac@es plasticas sdo mais baixas quase que em toda a fase de inser¢ao
em relacdo a fase de matriz, e no préximo ponto este aspecto é mudado. A razéo
para esta observacdo, fica clara ao se realizar um olhar mais atento ao
comportamento das fases individuais na FIGURA 15:. Até o terceiro ponto de
inflexdo, as tensdes produzidas no interior da fase de matriz s&o mais baixas do
qgue as da fase de inclusao, isto deve-se a baixa taxa de endurecimento da fase
de insercdo. ApoOs este ponto, a relacdo inverte e as deformacdes plasticas
aumentam na fase de inclusdo. Assim, no estado final (média local) as
deformacgdes plasticas equivalentes sdo mais elevadas na fase de inclusdo em

relacédo a fase de matriz.
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FIGURA 15 — DISTRIBUICAO DAS DEFORMACOES PLASTICAS EQUIVALENTES a NA
MICROESCALA (970 ELEMENTOS) COM COEFICIENTE DO GRADIENTE DE
DEFORMACAO MACROSCOPICA: a) F,, = 0,1 NO 1° CICLO DE CARGA (CC)

b)F,, = —0,1NO 1° CC ¢) F,, = 0,1 NO 2° CC d) F;, = —0,1 NO 2° CC e) F;, = 0,1 NO 3° CC
f) TENSAO DE CAUCHY ¢,, VERSUS F,, PARA AS FASES INDIVIDUAIS
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FONTE: Schréder (2014).

A resposta mecanica macroscOpica da microestrutura obtida por
calculos utilizando os diferentes niveis de discretizacdo esta representada na
FIGURA 16:. A distribuicdo dos componentes da tensdo microscopica o,
também é mostrada na FIGURA 16a-e para todos os pontos de inflexdo, em que
utilizam-se os resultados do nivel mais fino de discretizacdo. Mais uma vez, as
diferentes densidades de malha resultam em uma resposta macroscépica quase
igual. A distribuicdo de tensdes microscoOpicas correlaciona, inversamente, as
deformacdes plasticas equivalentes na microescala. Até o terceiro ponto de
inflexdo, o componente de tenséo na inclusédo é mais elevado em relagéo a fase
de matriz. Porém, em seguida isso inverte, e a distribuicdo de tensdes na matriz
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apresenta valores maiores. Este efeito é também causado pelas diferentes

propriedades de endurecimento das fases individuais.

FIGURA 16 — A DISTRIBUICAO DA TENSAO DE CAUCHY o¢;, NA MICROESCALA (970
ELEMENTOS) COM COEFICIENTE DO GRADIENTE DE DEFORMACAO MACROSCOPICA:
a) F;, = 0,1 NO 1° CICLO DE CARGA (CC) b) F,, = —0,1 NO 1° CC c) F;, = 0,1 NO 2° CC
d) F;, = —0,1 NO 2° CC e) F;, = 0,1 NO 3° CC f) TENSAO DE CAUCHY ¢, VERSUS F,,
OBTIDO COM TODOS OS NIVEIS MICROSCOPICOS DE DISCRETIZACAO
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FONTE: Schréder (2014).
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4.2 ANALISE DO COMPORTAMENTO MECANICO DE MISTURAS
ASFALTICAS

Nesta sessao, apresentam-se 0s resultados experimentais e numéricos
obtidos no trabalho de Souza (2005).

Desenvolve-se um modelo computacional em duas escalas para a
previsdo do comportamento mecanico de misturas asfalticas do tipo Areia Asfalto
Usinada a Quente (AAUQ), na qual o comportamento da macroescala
homogénea é determinada a partir dos efeitos da microescala heterogénea.

Determinam-se em laboratério as propriedades viscoelasticas do
mastique, ligante, correspondente a mistura Areia Asfalto Usinada a Quente
(AAUQ) estudada.

4.2.1 Determinacao do EVR

No presente estudo, o EVR foi fundamentado em dois critérios: o médulo
de relaxacéo dos elementos de volume e o coeficiente de variagdo do tamanho,
pertinente a area geométrica, dos agregados. As malhas de elementos finitos
utilizadas sao apresentadas na FIGURA 17, as quais possuem 129, 477 e 1313

elementos T3, respectivamente.

(c) EV-03 (0.01m x 0.01m)

FONTE: Souza (2005).
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O mddulo de relaxacéo dos elementos de volume foi definido a partir do
trabalho de Allen e Yoon (1998). A FIGURA 18 ilustra a resposta numérica para

trés elementos de volume.

FIGURA 18 — MODULO DE RELAXAGAO PARA OS ELEMENTOS DE VOLUME
SELECIONADOS
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] ——EVR 01
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:é., ]
= 1,0E+05 -
S
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1.0E+02 TTITEN LELALLL | T FITINg T TTTAN LELILL.| | LILILLLL Ll BRI e Ee) L] T T Y irie T TN

1.0E-07 1,0E-05 10E-03 10E-01 10E+01 10E+03 1,0E+05 1,0E+07

Tempo (s)

FONTE: Souza (2005).

Os coeficientes de variacdo do tamanho dos agregados para os trés
elementos de volume, usado como critério geométrico e determinado pela razéo
entre o desvio padrdo e a média da area geométrica dos agregados, foram de

0,59; 0,51 e 0,50 para os elementos de volume EV — 01, EV — 02 e EV — 03,

respectivamente.

4.2.2 Propriedades Viscoelasticas

No intuito de melhor entender o comportamento mecéanico da mistura
asfaltica, desenvolve-se um estudo das mudancas na forma e no fluxo do

material , englobando todas as variantes.
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4.2.2.1 Funcéo Fluéncia do Mastique

A funcéo fluéncia é definida experimentalmente através do ensaio creep
e sera empregada na determinacdo do modulo de relaxacédo do mastique, o qual
constitui dado de entrada do problema micromecanico nas simulacdes
numericas.

Na presente andlise a fungéo fluéncia e o coeficiente de Poisson foram
obtidos experimentalmente, sendo o médulo de relaxacdo determinado a partir
da representacéo na forma de série de Prony da funcao fluéncia (SOUZA, 2005).

O coeficiente de Poisson obtido foi de 0,4 e a FIGURA 19 mostra a
funcéo fluéncia do mastique obtida para as temperaturas de 5°C, 25°C e 40°C e
a curva mestra para a temperatura de referéncia, Tg, de 25°C, obtida a partir da

translacéo das curvas a5°C e 40°C.

FIGURA 19 — FUNCAO FLUENCIA DO MASTIQUE E A CURVA MESTRA
1,0E-02
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5 C (deslocado)
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40C
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FONTE: Souza (2005).

4.2.2.2 Modulo de Relaxacao do Mastique

Seguindo-se 0 mesmo procedimento o0 mesmo procedimento usado por
Park e Schapery (1999), desenvolve-se formulacbes matematicas necessarias
para de se determinar o médulo de relaxacéo, E(t), a partir da funcao fluéncia,
D(t). A FIGURA 20 mostra o médulo de relaxacdo do mastique, juntamente com

a funcao fluéncia a partir da qual o médulo de relaxacao foi determinado.
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FIGURA 20 — FUNGCAO FLUENCIA DO MASTIQUE E A CURVA MESTRA
1.0E+07 3 E 1.0E-02

1,0E+06 4 + 10E-03
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FONTE: Souza (2005).

Os resultados obtidos foram verificados e o erro maximo calculado foi de
1,0%.

4.2.2.3 Modulo de Relaxacao do Areia Asfalto Usinada a Quente (AAUQ)

O médulo de relaxagdo da mistura em AAUQ foi determinado atraves da
homogeneizacédo da solugdo numérica de um problema micromecénico, onde se
considera a heterogeneidade do material e a dissipacdo de energia devido ao
comportamento viscoelastico do mastique. No entanto, ndo foi considerado a
evolucéo do dano na forma de trincas (SOUZA, 2005).

As propriedades elasticas dos agregados estdo fundamentadas no
trabalho de Mehta e Monteiro (1993), sendo o mdédulo de elasticidade igual a
40,5 GPa e o coeficiente de Poisson igual a 0,15.

Assim sendo, de posse dos resultados numeéricos, determinou-se um

coeficiente de Poisson de 0,4 e o modulo de relaxacdo mostrado na FIGURA 21.
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FIGURA 21 — MODULO DE RELAXACAO DA AAUQ
1.0E+08

a  E(t) da AAUQ (solugdo murerica)
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FONTE: Souza (2005).

A FIGURA 21 retrata uma comparacao entre os médulos de relaxacéao da
AAUQ e do mastique. Observa-se desta figura que a adicdo de agregados ao
mastique aumenta a rigidez do material de forma ndo homogénea ao longo da
escala de tempo. Isto se deve principalmente as interagdes entre 0 mastique e

os agregados desenvolvidas durante o processo de relaxacdo do mastique.

4.2.2.4 Calibracao dos Parametros de Dano

Dentre muitas vertentes, ha trés principais campos para tratar 0s
fendbmenos fisicos em AAUQ: mecanica do continuo, Mecanica da Fratura e
Mecanica do Dano. Embora possua grande complexidade, a Mecéanica do
Continuo é vélida enquanto o meio for, de fato, continuo, com propriedades
constantes do material. Quando inicia-se um processo de ndo linearidade
geomeétrica ou fisica, como o processo de fissuragdo do pavimento e
descontinuidades, a mecanica do continuo ndo é mais capaz de tratar destes
fenbmenos, sendo necessério utilizar-se ou da mecéanica da fratura ou da
Mecanica do Dano.

O entendimento da diferenca entre essas duas ciéncias é fundamental
para o enfoque do fendmeno fisico que se deseja analisar. Segundo Lemaitre e
Chaboche (1985), enquanto a mecanica da fratura lida com as condi¢cbes de
propagacéao de uma fissura macroscoépica, especifica, imersa num meio continuo

integro, a Mecéanica do Dano se ocupa do efeito, sobre a resposta do material,
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de um processo de microfissuracéo distribuida que se desenvolve numa etapa
preliminar & formacéo da fissura discreta.

A teoria permite descrever localmente, observando-se um ‘volume
representativo’ do material em torno do ponto considerado, a evolucdo dos
fendmenos que se desenvolvem entre um estado inicial, relativo a uma situacao
de material integro, e um estado final, caracterizado pela formag¢do de uma
fissura macroscopica que equivale a ruptura do elemento de volume
(PROENCGCA, 2000a).

Segundo Janson e Hult (1977), a diferenca entre a Mecanica do Dano e a
Mecanica da Fratura é, em sintese, que:

* na Mecéanica do Dano a resisténcia de uma estrutura carregada é
determinada em funcéo da evolucdo de um campo de defeitos (microfissuras ou
poros) considerado continuamente distribuido; e

* na Mecanica da Fratura a resisténcia de uma estrutura carregada é
determinada em funcdo da evolugdo de um unico defeito, como uma fissura
pontiaguda pré-definida, num meio mecanicamente intacto.

A FIGURA 22 apresenta o processo de transicao entre o dano e a fratura.

FIGURA 22 — PROCESSO DE TRANSICAO ENTRE DANO E FRATURA

Fratura discreta
resultante da
localizacido de
microdefeitos

. zonade
~ A" localizacdo

FONTE: Driemeier (1995).

Assim, os parametros de dano foram calibrados a partir da simulagéo
numerica do ensaio de tracao direta para o EVR e da comparacéao dos resultados
numéricos com os obtidos experimentalmente (SOUZA, 2005).

Devido a correlacdo da evolugéo do dano com a taxa de deformacao, os

parametros do modelo constitutivo de dano foram ajustados para indices de
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0,0005/s e 0,001/s respectivamente. Desta forma, os valores calibrados podem
ser usados para taxas de deformacdo distintas. Consequentemente, 0s
parametros de dano foram considerados adequados uma vez que a curva tensao
X deformacao, obtida numericamente, mostrou-se adequadamente proxima a
curva definida experimentalmente.

Nas simulacbes numéricas do ensaio de tracdo direta, utilizou-se um
incremento de tempo de 0,5s. O parametro empirico de comprimento do
material, §*, foi de 2,5 10~° para ambas as dire¢cdes normal e tangencial. Admitiu-
se nulo o grau de tens&o inicial para a evolu¢édo do dano na zona coesiva, ¢/,
para ambas as dire¢cbes normal e tangencial. E os valores dos parametros de
dano, modelo de zona coesiva micromecanico viscoelastico, A e m, que
produziram melhores resultados foram de 1,0 10° e 4,0, respectivamente. O
modulo de relaxacéo linear das zonas coesivas foi assumido igual ao modulo de
relaxacdo do mastique. A FIGURA 23 ilustra as curvas tensdo X deformacao

experimentais, a média de trés corpos de prova, para os critérios citados.

FIGURA 23— CURVAS TENSAO X DEFORMACAO NUMERICAS E EXPERIMENTAIS
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—4—(0,001/s (numérico)
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FONTE: Souza (2005).

Observa-se que, a partir das partes iniciais das curvas ilustradas na
FIGURA 23, pode-se concluir que as propriedades lineares viscoelasticas do
mastiqgue e elasticas dos agregados usadas foram adequadas dada a

proximidade entre as curvas numericas e experimentais.
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As FIGURAS 24 e 25 representam a configuracdo do EVR para o pico de
tensdo e a taxa de deformacéo de 0,02 mm/mm para as taxas de deformacao

de 0,0005/s e 0,001/s, respectivamente.

FIGURA 24 — CONFIGURAGAO DO EVR PARA A TAXA DE 0,0005/s

aupy N
. ‘vii?
0 ¥
0 0,002 0,004
(a) Pico de tensdo: 1 =11s (b) £=0.02: t=40s

FONTE: Souza (2005).

FIGURA 25 — CONFIGURAGAO DO EVR PARA A TAXA DE 0,001/s

e

(a) Pico de tensdo: 1 =7.5s (b) e=0.02:f=20s

FONTE: Souza (2005).

Ao analisar as FIGURAS 24 e 25, observa-se que disposicao e orientacao
das macrotrincas bastante semelhantes para ambas as taxas de deformagao.
Vale ressaltar que, embora n&do se tenha observado o aparecimento de
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macrotrincas para os picos de tensédo, pode-se observar varias microtrincas,
embora isto ndo esteja perceptivel nas figuras acima.

E importante salientar que a inclusdo de elementos de interface no interior
dos agregados pode tornar as analises ainda mais realistas, permitindo, assim,

a formacé&o e propagacao de trincas no interior dos mesmos.

4.2.3 Verificacdo e Validacao do Modelo Multi-Escala

Esta secéo apresenta os resultados das simula¢cdes numéricas do ensaio
de compressao diametral obtidos através do modelo multi-escala e os compara
aos resultados obtidos experimentalmente, com o objetivo de verificar e validar

o modelo multi-escala aqui desenvolvido para misturas asfalticas.

4.2.3.1 Simulagdo do Ensaio de Compresséo Diametral

A FIGURA 26 mostra o0 modelo geométrico usado na simulacao do ensaio
de compressao diametral, destacando os elementos globais multi-escala e as
condi¢cbes de contorno. Portanto, considerou-se apenas um quarto da geometria
de modo a reduzir o esforgco computacional. Como a espessura dos corpos de
prova cilindricos é pequena, considerou-se o estado plano de tensdo nas
simulacdes deste ensaio (SHRP, 1993; ZHANG et al., 1997).

FIGURA 26— MALHA USADA NA SIMULAGAO DO ENSAIO DE COMPRESSAO DIAMETRAL
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FONTE: Souza (2005).
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As propriedades constitutivas do mastique, dos agregados e da AAUQ
usadas foram dadas anteriormente. Com relacao ao friso de carga em ago, usou-
se um modulo de elasticidade de 200GPa e um coeficiente de Poisson de 0,3
(BEER e JOHNSTON, 1995). As taxas de deslocamento diametral usadas foram
de 0,1mm/s e 0,4mm/s. Os incrementos de tempo usados nas simulagdes
numeéricas foram de 0,5s e 0,1s para as taxas de 0,1lmm/s e 0,4mm/s,
respectivamente. De modo a normalizar os resultados experimentais, a forca
atuante no friso foi dividida pela espessura dos corpos de prova. As FIGURAS
27 e 28 mostram a evolucédo da forca normalizada atuante no friso de carga com

o tempo para as taxas de 0,1mm/s e 0,4mm/s, respectivamente.

FIGURA 27— RESPOSTAS NUMERICAS E EXPERIMENTAIS PARA A TAXA DE 0,1 mm/s
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FONTE: Souza (2005).

FIGURA 28 — RESPOSTAS NUMERICAS E EXPERIMENTAIS PARA A TAXA DE 0,4 mm/s
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FONTE: Souza (2005).

Observa-se que, nas FIGURAS 27 e 28, os resultados obtidos pelo

modelo multi-escala estdo coerentes com o0s resultados experimentais. As



85

diferencas observadas entre o0 modelo multi-escala e o0s resultados
experimentais podem ter sido provocadas por diversos fatores, dentre os quais
se destacam: o uso de elementos finitos e de interface simples; gradiente de
deformacdes da escala global ndo é transmitido a escala local e o fato de que os
parametros modelo constitutivo de dano do foram calibrados e ndo determinados
experimentalmente.

A distribuicdo das tensdes horizontais, verticais e de cisalhamento, no
pico da forca de reacdo vertical e ao final da simulacdo, € mostrada nas
FIGURAS 29, 30 e 31, respectivamente, para a taxa de deslocamento de
0,1mm/s.

FIGURA 29 — DISTRIBUIGOES DAS TENSOES HORIZONTAIS, ayx, NO PICO DA FORCA
DE REACAO VERTICAL - (a) E PARA A TAXA DE 0,1 mm/s - (b)
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FONTE: Souza (2005).

FIGURA 30 — DISTRIBUIGOES DAS TENSOES HORIZONTAIS, a,,,, NO PICO DA FORGA DE
REACAO VERTICAL - (A) E PARA A TAXA DE 0,1 mm/s - (B)
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FONTE: Souza (2005).
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FIGURA 31 — DISTRIBUICOES DAS TENSOES CISALHANTES, 1,,,, NO PICO DA FORGA DE
REAGAO VERTICAL - (A) E PARA A TAXA DE 0,1 mm/s - (B)
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FONTE: Souza (2005).

Souza (2005) observa que, a partir das FIGURAS 29, 30 e 31, a regiao
proxima ao friso de carga € a regido mais solicitada em termos de magnitude das
tensdes. E também, constatou-se que tensdes de compressédo, verticais e
horizontais, e as tensfes de cisalhamento maximas sdo maiores em magnitude
do que a tenséo horizontal de tragcdo maxima, no centro do corpo de prova.

Com o intuito de definir, qualitativamente, a propagacdao do dano
ocasionado pela dissipacéo na escala local, simulou-se o ensaio de compressao
diametral a uma taxa de 0,1mm/s, considerando-se apenas a escala global. Em
seguida, calculou-se a diferenca entre as tensdes nos elementos, para 0s casos
com e sem elementos de multi-escala, no tempo t =25s. A FIGURA 32

representa a distribuicdo da diferenca de tensdes, Aa}} , NO corpo de prova.
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FIGURA 32 - DISTRIBUICOES DAS TENSOES PARA A TAXA DE 0,1 mm/s : (A)
HORIZONAIS DE TRACAO; (B) HOTIZONTAIS DE COMPRESSAOQ; (C)
VERTICAIS E (D) CISALHANTES
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FONTE: Souza (2005).

A FIGURA 32 mostra que as maiores diferencas de tensdes, em

magnitude, estdo localizadas nas proximidades do friso de carga, o que era
esperado, visto que tal regido é a mais solicitada. Além disso, a reducédo de
tensdes compressivas € maior que a reducdo de tensdes de tracao.
Desta forma, como o histoérico de deformacgdes para o caso ndo-linear, com dano,
difere do historico de deformagbes para o caso linear, sem dano, a diferenca
entre as tensdes dos dois casos nao corresponde ao valor exato da perda de
tensdes provocada pela propagacéo de trincas na escala local. No entanto, esta
diferenca pode expressar, de forma qualitativa, as regides mais danificadas
(SOUZA, 2005).

Na escala local, escolheu-se trés elementos em regides de solicitacbes
distintas do corpo de prova com o intuito de verificar a evolugdo do dano, como
mostra a FIGURA 33.
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FIGURA 33 — ELEMENTO ESCOLHIDO EM TRES REGIOES DE SOLICITAGOES DISTINTAS

FONTE: Souza (2005).

As estruturas locais, para a taxa de 0,1mm/s, nos elementos A, B, e C da
FIGURA 33 sdo aumentadas nas FIGURAS 34, 35 e 36, respectivamente, para
determinados tempos.

FIGURA 34 - ESTRUTURA LOCAL DO ELEMENTO APARA(A)t=7s;(B)t=85s E(C)
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FONTE: Souza (2005).
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FIGURA 35 - ESTRUTURA LOCAL DO ELEMENTO B PARA(A)t=7s;(B)t =855 E(C)
t=10s
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FONTE: Souza (2005).

FIGURA 36 - ESTRUTURA LOCAL DO ELEMENTO CPARA (A)t=7s;(B)t=8,5s E(C)
t=10s
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FONTE: Souza (2005).
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Segundo Souza (2005), as FIGURAS 34, 35 e 36 mostram que a regiao
proxima ao friso de carga € a regido que primeiro apresentou trincas visiveis na
escala local provocadas principalmente pela combinagdo de tensdes
compressivas e de cisalhamento. Conforme a simulacdo, com a redistribuicdo
das tensdes ao longo do corpo de prova provocada pela faléncia estrutural da
regido proxima ao friso de carga, evidenciada na FIGURA 34, o dano passa a se
propagar mais intensamente nas regides centrais do corpo de prova, onde atuam
principalmente tensdes verticais de compressao e horizontais de tracéo, visiveis
nas FIGURAS 35 e 36.

Vale ressaltar que os resultados numéricos apresentados por Souza
(2005) podem ser ainda melhorados caso todos os elementos globais sejam
considerados multi-escala e caso os parametros de dano sejam determinados

experimentalmente (WILLIAMS, 2001), em vez de calibrados.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Inidmeras conclusées encontram-se distribuidas ao longo dos capitulos
anteriores. Neste capitulo, resumem-se apenas as observacdes mais
importantes e as sugestdes relativas ao tema desenvolvido, de modo a permitir

a implementacao de trabalhos futuros.
5.1 RESUMO E CONCLUSOES

O presente trabalho analisou o comportamento de modelos mecénicos,
fundamentados nos trabalhos de Souza (2005) e Schroder (2014), atraves da
multi-escala e o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Introduziu-se, no capitulo 1, a contextualizagdo do problema,
apresentaram-se 0s objetivos, gerais e especificos, a justificativa, bem como as
limitacGes e a estrutura do trabalho.

No capitulo 2, tratou-se da revisao bibliografica de trabalhos em métodos
de multi-escala e a respectiva formulacdo para elementos finitos.

Houve preocupacgdo em abordar a fundamentacédo teérica dos campos
envolvidos no problema no capitulo 3. Destacou-se a teoria da multi-escala, com

isso, foi possivel descrever um elemento de volume representativo, os conceitos
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de tensado efetiva, deformacéo efetiva e principios gerais de equivaléncias de
respostas constitutivas em termos de energia, deformagcdo e tenséo.
Apresentaram-se 0 modelo matematico Kirchhoff, que & aplicavel as placas
finas, e 0 modelo de elementos finitos utilizados nos estudos de placas com base
nas formulacdes vistas no capitulo anterior.

No capitulo 4, apresentou-se, como exemplo, um teste macroscopico
(homogéneo) de cisalhamento puro onde analisa-se a relagcdo tenséao-
deformacdo na macroescala para diferentes combinacdes de equacodes
constitutivas de matriz e fase de inclusdo para um EVR artificial. Ainda, foi
apresentada a aplicagdo de um modelo computacional multi-escala para anélise
estrutural de compadsitos viscoelasticos, o qual foi aplicado a modelagem de
misturas asfalticas do tipo Areia Asfalto usinada a Quente (AAUQ).

As modelagens em multi-escala se baseiam no Método dos Elementos
Finitos, o que o torna bastante versatil e de facil aplicacdo na solucdo de
problemas com diversas geometrias. Basicamente, o programa realiza a analise
em duas escalas distintas (global e local). Inicialmente, o procedimento resolve
o problema global e determina as deformacdes de cada elemento global. Em
seguida, para cada ponto de integracdo dos elementos multi-escala, um
problema local é resolvido, onde as deformagfes globais sdo aplicadas ao
Elemento de Volume Representativo. Finalmente, as tensfes dos elementos
multi-escala sdo atualizadas com as tensées homogeneizadas no Elemento de
Volume Representativo.

Uma das principais vantagens dos modelos multi-escala € a
visualizacdo, por parte do analista, das interacdes entre os constituintes do
composito, o que permite um melhor entendimento do comportamento do
material e dos fen6menos de deterioragdo que ocorrem nas escalas menores e
gue determinam o comportamento da estrutura na escala maior. A partir deste
entendimento mais esclarecido, pode-se, entdo, projetar materiais mais
adequados para cada tipo de aplicacdo estrutural de modo a possibilitar maior
seguranca, confiabilidade e economia aos projetos estruturais e permitir um

melhor aproveitamento dos materiais.
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5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho abordou apenas alguns aspectos relacionados ao estudo
dos modelos de homogeneizacdo do meio continuo, colaborando com novos
dados, esclarecendo alguns aspectos e suscitando novas davidas. Ha diversas
sugestdes para trabalhos futuros propostas abaixo.

Implementar os modelos matematicos propostos por Souza (2005) e
Schréder (2014), e consequentemente, elementos finitos e de interface mais
robustos.

Estudar a influéncia das malhas de elementos finitos local e global nos
resultados do modelo multi-escala.

Formular e implementar modelos multi-escala com base em outros
métodos numéricos, especialmente o Método dos Elementos de Contorno.

Desenvolver e implementar uma metodologia de auxilio ao processo de
desenvolvimento de novos materiais compositos baseada em esquemas multi-
escala.

Tendo em conta as conclusdes da secdo 5.1, € de todo o interesse
estudar a resposta de materiais frente a ocorréncia de dano em sua estrutura,
avaliando o comportamento do material de forma valida para todos os tipos de

solicitacdo, para que seja possivel aprofundar a investigacéo nesta area.
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