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Resumo

Este trabalho pode ser dividido em trés etapas principais. Inicialmente é proposta uma
formulacédo estabilizada do método dos elementos finitos (MEF) para solucdo de problemas
de escoamento incompressivel governado pela equacdo de Navier-Stokes. Esta formulacdo foi
implementada em um cddigo computacional e testada atraves de diversos exemplos
numericos. Alguns elementos finitos com diferentes pares de funcdo de interpolacdo da
velocidade e pressdo, consagrados na literatura, e também elementos finitos menos populares,
foram investigados e seus resultados e performance comparados. A segunda etapa consiste na
formulacdo do problema estrutural. Buscou-se por uma formulacdo dindmica, ndo linear,
capaz de simular movimentos complexos de estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e
grandes deformacOes durante longos intervalos de tempo. A etapa final deste trabalho é a
proposicdo de um método para solucdo de problemas de Interacdo Fluido Estrutura (IFE) que
utiliza o conceito de fronteiras imersas como alternativa a abordagens ALE (Arbitrary
Lagrangian Eulerian) cléssicas. Elementos Finitos Generalizados, juntamente com
Multiplicadores de Lagrange, sdo utilizados para prover descontinuidade nos campos de
velocidade e presséo do fluido ao longo da interface com a estrutura. O acoplamento dos dois
problemas € realizado utilizando um método implicito e alternado (staggered scheme), que
possui a vantagem de permitir, facilmente, a implementacdo de cddigos computacionais

desenvolvidos para resolver isoladamente o problema fluido e/ou estrutural.



Abstract

This work is divided in three parts. Initially, it is presented a stabilized Finite Element Method
formulation to solve fluid flow problems governed by the incompressible Navier-Stokes
Equations. This formulation was implemented in a computer code and validated throughout
several numeric simulations. Some well-known finite elements with different pairs of
velocity/pressure aproximations, as well as some other less popular elements, were
investigated and their performance compared. The second part describes the Structural
Problem formulation. This formulation is able to simulate nonlinear dynamic problems
involving large displacements and finite strains during long period of time. In the final part of
this work, it is proposed a Fluid-Structure Interaction method based on an immersed interface
approach in opposition to classical ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) approaches.
Generalized Finite Elements, together with Lagrange Multipliers, are used to provide velocity
and pressure discontinuities on the fluid domain across the immersed interface. To couple
both fluid and structural problems, an implicit staggered scheme is adopted, which allows the

easy implementation of already developed black box computer codes.



Objetivo

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de um cddigo computacional eficiente e
robusto de solucdo de problemas da Mecanica dos Fluidos e Interacdo Fluido-Estrutura.
Optou-se por uma formulagéo de Fronteiras Imersas para permitir simulagdes de problemas
que envolvem movimentos e transformacdes complexas da estrutura. Em problemas com
essas caracteristicas, abordagens ALE classicas costumam perder robustez em razdo da
necessidade de reconstrucdo da malha de fluidos para evitar distorcdo excessiva dos
elementos. Num contexto mais geral, este trabalho também objetiva a inclusdo do grupo de
pesquisa do Laboratorio de Mecéanica Computacional (LMC) da Escola Politécnica da USP
nas areas de Mecénica dos Fluidos Computacional e IFE, como uma etapa inicial de uma
proposta mais ambiciosa, ja em curso, de estender o espectro dos problemas aos quais se
aplicam as teorias e formulagfes desenvolvidas neste laboratorio. Citam-se aqui como
exemplos de aplicacdes futuras, problemas de biomecénica, aeroelasticidade de obras civis e
estruturas aeroespaciais e multifisica. Para este fim, usufruir-se-4 de trabalhos desenvolvidos
por este grupo de pesquisa, no campo da mecéanica das estruturas computacional, que ja se

encontram num estagio de maturidade bastante avangado.



1. Introducao

Problemas de Interacdo Fluido-Estrutura (IFE) sdo de grande importéncia para a Engenharia e
estdo presentes tanto na natureza quanto em obras e maquinas construidas pelo Homem.
Trata-se de um problema que envolve a Mecénica dos Fluidos e das Estruturas e no qual a
solucdo de um dominio depende da solucdo do outro, caracterizando assim um sistema
acoplado. Se resolver um problema de mecénica dos fluidos com condi¢bes de contorno
diversas ja € uma tarefa dificil, um problema de IFE acrescenta como desafio a solugédo
simultanea do sistema acoplado no qual as condi¢des de contorno na interface entre o fluido e
a estrutura sdo desconhecidas a priori, pois dependem da solucdo do problema. Além disso,
pelo fato de grande parte dos problemas de interesse para a engenharia envolver grandes
deslocamentos da estrutura e conveccdo do fluido, a IFE é por natureza um problema

fortemente nao linear.

Da descricdo acima, o leitor j& podera perceber que o apelo por métodos numéricos para se
resolver problemas de IFE ¢é inevitavel. O advento de computadores mais velozes a precos
cada vez mais acessiveis e 0 uso de computagdo paralela sdo também fortes propulsores para
0 avanco de simulagdes computacionais de problemas complexos com fidelidade crescente a

realidade.

A natureza dos problemas de IFE pode ser muito variada. A Figura 1, por exemplo, ilustra
algumas situacdes bastante distintas nas quais se observa este tipo de fendmeno acoplado.
Estruturas offshore como plataformas de exploracdo de petréleo, de interesse para Engenharia
Civil e de Petroleo, sdo exemplos tipicos que envolvem IFE (Figura 1 (a)). Nestes casos, €
necessaria uma formulacdo do problema capaz de representar a superficie livre do fluido e,
em algumas situacgdes, é interessante também conseguir simular o contato entre as estruturas
flutuantes. Essa linha de estudo atrai hoje diversos grupos de pesquisa no mundo
[1,2,3,4,5,6,7,8] e em especial no Brasil [9,10,11] em virtude da oportunidade de exploracéo

de petréleo em aguas profundas.



(a) Plataformas offshore de exploracéo (b) Simulagdo computacional de um (c) Ponte de Tacoma momentos antes
de petréleo. paraquedas [12]. do colapso [13].

(d) TensBes na artéria aorta de um (e) Resultados da simulagdo computacional do escoamento através de uma
paciente com aneurisma [14]. turbina edlica [15].

Figura 1. Exemplos de problemas de Interag¢do Fluido-Estrutura.

No contexto da multidisciplinaridade, a bioengenharia ou, mais especificamente, a
biomecénica tem ganhado muito destaque na comunidade cientifica internacional. A
ilustracdo da Figura 1 (d), por exemplo, mostra 0 mapa de tensdes tipico de uma simulagdo
computacional da artéria aorta abdominal de um paciente com aneurisma [14] e cujo
carregamento provém do bombeamento de sangue através da mesma. Nesta simulacéo de IFE,
0 sangue corresponde ao dominio fluido do problema enquanto que o dominio estrutural é
constituido pelo tecido da artéria. O aneurisma é uma patologia cardiovascular causada pela
dilatacdo da artéria e cuja ruptura leva ao 6bito do paciente na maioria dos casos. Quantificar
0 risco de ruptura de um aneurisma, entretanto, € uma tarefa muito dificil e ao mesmo tempo
de extrema importancia, pois a intervencdo cirdrgica em muitos casos também envolve um
alto risco. Neste contexto, a geometria do aneurisma, que varia bastante caso a caso,
desempenha um papel crucial no tratamento desta enfermidade e a simulagdo numérica do
problema pode revelar informagbes mais quantitativas e individualizadas e, portanto,
substanciar melhor a escolha do tratamento médico mais adequado para cada paciente. Do

ponto de vista numérico, quando se tem fluido e estrutura com densidades semelhantes, como



¢ 0 caso do sangue e artérias do corpo humano, o problema de IFE requer cuidados especiais
para controlar possiveis instabilidades na resolu¢do do sistema acoplado [16,17]. Outras
dificuldades inerentes a este tipo de simulacdo sdo a aquisicdo das imagens do paciente para
gerar 0 modelo geométrico, estabelecer a condigdo inicial do problema de IFE, definir o perfil
de velocidades na fronteira de entrada do escoamento, dentre outras. Para mais referéncias de
trabalhos de biomecéanica, o leitor ira encontrar em [14,18,19,20,21,22,23,24] trabalhos
também sobre aneurisma cerebral, influéncia da presséao arterial e da geometria do aneurisma
no risco de ruptura do mesmo, simulacdo de vélvulas cardiacas e bombeamento artificial de

sangue em pacientes com deficiéncia cardiaca.

Outro fendmeno no qual a IFE esta presente é o flutter ou drapejamento. Este fenbmeno é um
problema de instabilidade aeroelastica e de grande interesse da Engenharia Aeronautica,
porém, também € algo que pode causar problemas em obras da Engenharia Civil.
Carregamentos ndo conservativos, como forgas devidas ao vento, podem despertar a
instabilidade de uma estrutura uma vez que, em geral, realizam trabalho ndo nulo num ciclo
fechado e podem aumentar a energia do sistema sucessivamente. Em [25], Argyris promove
uma extensa discussdo sobre instabilidade dindmica e estatica de uma estrutura simples
submetida a carregamentos ndo conservativos. O caso mais famoso de instabilidade
aeroelastica na Engenharia Civil € provavelmente o da Ponte de Tacoma (Tacoma Narrows
Bridge [13]) sobre o Estreito de Tacoma no estado de Washington, Estados Unidos. Esta
ponte suspensa colapsou pouco mais de quatro meses ap0s sua inauguracdo no ano de 1940 e
a foto mostrada na Figura 1 (c) ilustra a impressionante magnitude dos deslocamentos com
que a ponte oscilava instantes antes do colapso. Fenémenos de instabilidade aeroelastica
também podem ocorrer em superficies aerodinamicas de aviGes, como asas, empenagens,
antenas e etc. Uma dificuldade em simular computacionalmente problemas desta natureza esta
na alta velocidade do escoamento do fluido, que normalmente requer modelos complexos de
turbuléncia [26,27]. Existe também o fato de que o tempo de simulacdo, em geral, precisa ser
grande, para despertar o fenémeno fisico, e a incrementos de tempo pequenos, exigéncia de
qualquer simulacdo numérica de escoamento de fluidos. Esta combinacdo, naturalmente,
demanda computagédo de alto desempenho que, muitas vezes, favorece a utilizacdo de
métodos para reducdo da ordem do problema [28]. A simulacdo do escoamento do ar em
turbinas eodlicas ou através de um para-quedas sdo também exemplos de problemas de

aeroelasticidade. Na Figura 1 (e), sdo mostrados resultados da simula¢do computacional de



uma turbina eolica com detalhes, a direita, do mapa de tensdes aerodindmicas (acima) e da
deformada de uma das péas (abaixo). Na Figura 1 (b), € mostrado o campo de velocidades do
escoamento através de um paraquedas. O leitor interessado em problemas de aeroelasticidade
e sua solucdo pelo Método dos Elementos Finitos pode consultar as referéncias [29,30]. Em
[31] e [32] s@o apresentados problemas interessantes de aeroelasticidade aplicada a

otimizacdo de estruturas aeronauticas e a controlabilidade de aeronaves, respectivamente.

Em razdo da natureza variada dos problemas de IFE, é dificil imaginar que uma determinada
abordagem ou método seja superior em todas as classes de problemas. Na realidade, muitos
programas computacionais, comerciais ou académicos, perdem robustez em certos problemas
que envolvem transformacbGes complexas da estrutura, com grandes deslocamentos ou
rotacdes, ou problemas cuja interface entre o fluido e a estrutura seja complicada, s6 para citar

alguns exemplos.

De uma maneira geral, os métodos numeéricos existentes hoje para resolucédo de problemas de
IFE podem ser classificados em dois grandes grupos dependendo da forma com que tratam a
interface entre o fluido e a estrutura: métodos de fronteira coincidente e métodos de fronteira
imersa. A Figura 2 ilustra a diferenca entre as duas abordagens mostrando uma disposicéo

tipica da malha do fluido e do dominio da estrutura £2° em cada caso.

................

(a) fronteira coincidente. (b) fronteira imersa

Figura 2. Classificagcdo dos métodos numéricos de solucdo de problemas de IFE quanto a descrigdo da interface: (a)
fronteira coincidente; (b) fronteira imersa.

Os métodos de fronteira coincidente utilizam em sua formulacéo a abordagem ALE (sigla em
inglés para Arbitrary Lagrangian Eulerian), na qual o problema fluido é formulado e
resolvido a partir de uma malha que se deforma para acompanhar o movimento da estrutura.

Isso se deve ao fato da malha do fluido ser construida limitando-se ao dominio fisico do



fluido, conforme ilustra a Figura 2 (a). Dessa forma, a malha do fluido se deforma
acompanhando a deformacdo da estrutura na interface e esta deformagdo se propaga numa
regido predefinida do fluido. Como a malha do fluido esta conectada a superficie molhada da
estrutura, ndo é possivel preservé-la quando a estrutura for submetida a transformacGes
complexas e, portanto, a geragdo de uma nova malha é inevitavel. Alternativamente, métodos
que se valem do conceito de fronteiras imersas tratam o fluido e a estrutura a partir de dois
dominios superpostos. As malhas sdo construidas de forma independente e, portanto, o fluido
pode convenientemente ser resolvido utilizando uma malha fixa e indeformavel numa
abordagem Euleriana classica, como ilustrado na Figura 2 (b). A estrutura, por sua vez, €
resolvida de forma Lagrangiana como usual. Como as malhas do fluido e da estrutura séo
construidas de forma independente, torna-se necessaria alguma técnica especial para impor o
efeito do movimento da superficie molhada da estrutura no fluido, pois 0 movimento desta
interface atua como uma condi¢do de contorno essencial ao fluido. Entretanto, em geral, ndo
existem nds da malha do fluido ao longo da interface para que esta condig¢do de contorno seja

imposta diretamente, pratica usual do método dos elementos finitos.

E possivel também se pensar em um método que trata o fluido e a estrutura a partir de uma
abordagem Lagrangiana unificada. Este método, desenvolvido por Ofiate e Idelson
[33,34,35,36,37] e chamado de meétodo das particulas, mostra-se muito interessante em
aplicacdes que envolvem escoamento de fluidos com superficie livre e desprendimento de
parte do dominio fluido em subdominios, fendbmeno comum em situacdes de impacto de
ondas em estruturas offshore ou quebra mares. A grande vantagem desta abordagem esta na
eliminacdo do termo convectivo da equacdo que descreve o movimento do fluido, porém se

paga o preco de gerar uma nova malha para cada incremento de tempo da simulagé&o.



2. Reviséo Bibliografica

Conforme ja mencionado no Resumo deste texto, uma etapa necessaria a este trabalho foi o
desenvolvimento de um programa computacional para solucdo de problemas de escoamento
incompressivel de fluidos utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF). A literatura
sobre o0 assunto é bastante vasta, sendo que os primeiros trabalhos remontam ao final da
década de 1960 e inicio da década de 1970. Oden, Taylor e Cheng sdo alguns dos expoentes
precursores e suas valiosas contribuicdes podem ser observadas em [38,39,40]. Inicialmente
se achou que 0 mesmo sucesso que o Método dos Elementos Finitos obteve em problemas da
mecanica dos solidos também pudesse se repetir em problemas da mecanica dos fluidos.
Entretanto, a existéncia de um funcional quadratico cuja minimizacéo equivale a satisfazer a
equacéo diferencial que rege o problema, caracteristica intrinseca dos problemas de mecénica
das estruturas, que sdo regidos por equacles elipticas auto-adjuntas, ndo se verifica em
problemas de fluidos. A natureza hiperbdlica da equacdo de Navier-Stokes, acentuada em
problemas nos quais a conveccao é dominante em relacdo aos efeitos viscosos, faz com que a
solugdo numérica por elementos finitos usando projecdes de Galerkin usuais ndo seja 6tima,
além de susceptivel a problemas de instabilidade numérica. Este fato contribuiu para
descentralizar o esfor¢co da comunidade cientifica na década de 1970 na busca por métodos
numericos alternativos ao MEF para solugdo de problemas da mecénica dos fluidos. O
Método das Diferencas Finitas e, principalmente, o Método dos Volumes Finitos [41,42]
atrairam a atencdo de muitos pesquisadores e profissionais da area e, como consequéncia, este

ultimo ainda hoje € utilizado de forma predominante por programas comerciais.

Em 1982, Brooks e Hughes [43] deram uma grande contribuicdo ao desenvolverem uma
formulacdo estabilizada de elementos finitos usando o conceito de SUPG (do inglés,
Streamline Upwind/Petrov-Galerkin) para solucdo de problemas de escoamento com
convecgdo dominante. Este artigo foi durante muito tempo uma das referéncias mais citadas
no assunto e parece ter dado novo animo aos pesquisadores adeptos do MEF. Diversos
trabalhos foram publicados logo em seguida como, por exemplo, Argyris etal. [44]. A
literatura sobre métodos de estabilizagdo da conveccao € bastante ampla e o topico continua
sendo objeto de pesquisa até os dias de hoje, como se pode observar em [45] e [46] recentes
trabalhos sobre estabilizacdo em malhas distorcidas e com incrementos de tempo muito

pequenos, respectivamente. Obviamente ndo se tem aqui a pretensdo de explorar todas as



referéncias no assunto, inclusive porque este ndo € o foco principal do trabalho. Entretanto
alguns trabalhos ndo podem deixar de ser citados, pois foram, de uma forma ou de outra,
importantes para o desenvolvimento do programa computacional proposto aqui como um dos
objetivos. Dentre eles, citam-se [47,48,49] e em especial o trabalho de Tezduyar e Osawa [50]
que foi usado como base para formulacdo estabilizada do problema de Navier-Stokes a ser

apresentado no Capitulo 3.

Outra dificuldade numérica inerente a formulacdo pelo MEF do problema de Navier-Stokes
para escoamentos incompressiveis é a satisfacdo da condicdo de incompressibilidade. Esta
restricdo ao campo de velocidades conduz normalmente a uma formulagéo mista de elementos
finitos que exige um cuidado especial na escolha dos subespacos de aproximacdo da
velocidade e da pressdo. Pensando localmente nos graus de liberdade do elemento finito,
alguns pares de velocidade e pressdo podem gerar modos esplrios de pressdo caso ndo
satisfacam a condicdo de compatibilidade conhecida como inf-sup ou LBB [51], em
referéncia a Ladyzhenskaya, Babuska e Brezzi por sua descoberta. Inicialmente, achou-se que
a escolha de pares de velocidade e presséo deveria necessariamente satisfazer a condigédo
LBB, porém sucessivos esfor¢os no sentido de contornar esta restricdo levaram a formulacdes
de elementos finitos estaveis para qualquer escolha de subespacos de aproximacdo. Ver, por
exemplo, [52,50,53].

Apesar de ter recebido muita importancia nos dltimos anos, o assunto Interacdo Fluido-
Estrutura (IFE) ja& atrai pesquisadores hd muito mais tempo. No dominio da mecénica
computacional, trabalhos de Peskin [54,55] da década de 70 ja mostravam ser possivel a
simulacdo de modelos de valvulas cardiacas. Os modelos usados por Peskin nesta época eram
bastante simplificados e as referéncias citadas ndo utilizavam ainda em sua formulacdo o
Método dos Elementos Finitos. Os primeiros trabalhos a utilizarem o MEF para resolver
problemas de IFE o fizeram a partir da abordagem ALE [56,57]. Esta abordagem é utilizada
até os dias de hoje [58,59,60,61,62,63] e teve sua origem ainda no Método das Diferengas
Finitas [64]. Entretanto, em situacdes nas quais a estrutura estd sujeita a transformacdes
complexas, ou a propria interface entre o fluido e a estrutura seja geometricamente
complicada, é desejavel se dispor de métodos alternativos que ndo utilizem a abordagem
ALE. Estes métodos sdo apresentados com diferentes nomes na literatura: fronteira imersa
(immersed boundary), interface imersa (immersed interface), dominio imerso (embedded

domain) ou dominio ficticio (fictitious domain). Este Gltimo também é chamado de métodos



dos volumes ficticios. E interessante notar que as referéncia [54,55], citadas como pioneiras
em IFE, sdo também os primeiros trabalhos a utilizarem o conceito de volumes ficticios e a
empregar a nomenclatura immersed boundary. Neste texto, sera utilizada a nomenclatura de

fronteira imersa para se referir a esses métodos.

Se por um lado a utilizagdo do conceito de fronteira imersa possui como grande vantagem a
utilizacdo de malhas simples e regulares para resolver o problema fluido, a imposicdo da
condigéo de contorno na interface entre fluido e estrutura passa a ser néo trivial. No problema
fluido essa condicdo se traduz em velocidades impostas, ou seja, trata-se de uma condicao de
contorno do tipo Dirichlet e diversas técnicas podem ser utilizadas para imp6-la. Nesta tese de
doutoramento, propde-se uma formulacdo utilizando o Método dos Elementos Finitos
Generalizados (GFEM) em conjunto com Multiplicadores de Lagrange para impor a condi¢ao
de contorno na interface do problema de IFE. Embora 0 GFEM tenha sido originalmente
concebido para aplicacdo em problemas de mecanica da fratura ( [65] e [66]), bons resultados
também tém sido obtidos em IFE. Essa formulagéo foi utilizada também em [67,68] e [69],
porém, nestas referéncias, a interface foi discretizada definindo-se nds nas interse¢Ges desta
com os lados dos elementos da malha do fluido. O subespaco de aproximacdo dos
Multiplicadores de Lagrange assim gerado desperta problemas de instabilidade numérica por
ndo satisfazer a condicdo LBB, conforme ja havia sido mostrado por Mdes et al. [70], que
classificam esta técnica de discretizacdo da interface de “desavisada”. Mdes et al. [70]
propdem um algoritmo de discretizacdo da interface que reduz o subespaco de aproximacao
dos Multiplicadores de Lagrange através de uma selecdo dos nos “vencedores” dentre aqueles
gerados de forma “desavisada”, garantindo assim estabilidade ao método e taxa de
convergéncia Otima, porém pagando-se o preco da perda de simplicidade do método. A
formulacdo proposta no Capitulo 5 deste trabalho difere das referéncias citadas ha pouco por
construir a malha dos Multiplicadores de Lagrange na interface do problema de IFE de forma
independente da malha do fluido, podendo, na maioria das vezes, ser utilizada a propria malha
da estrutura para este fim. Alem disso, propde-se também que as fun¢des de interpolacdo dos
Multiplicadores de Lagrange sejam constantes dentro dos elementos e descontinuas entre
estes, de modo a melhorar ainda mais a estabilidade numeérica do método e simplificar o
calculo das integrais ao longo da interface. Uma ideia muito semelhante foi apresentada em

[71], praticamente simultanea a [72] e [73].



Diversas outras tecnicas vém sendo pesquisadas com o mesmo objetivo de impor condicdes
de contorno do tipo Dirichlet juntamente com métodos de fronteiras imersas. Destacam-se
aqui o método dos Multiplicadores de Lagrange Distribuidos [74,75], no qual os
Multiplicadores de Lagrange sdo definidos nos nds dos elementos de fluido cortados pela
interface, variagdes do método de Nitsche [76,77], métodos hibrido mistos nos quais 0s
elementos de fluido intersectados pela interface séo enriquecidos com um campo de tensdes
adicional para garantir a imposicdo da condicéo de Dirichlet na interface [78,79,80] e métodos

de Galerkin descontinuos [81].
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3. O Problema de Fluidos

Neste Capitulo, serd apresentado o problema da Mecénica dos Fluidos descrito pelas
Equacdes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis e sua solucao pelo Método dos
Elementos Finitos. Apesar dos exemplos numéricos estarem limitados a duas dimensfes do

espaco, toda a formulacédo sera apresentada para o caso geral em trés dimensoes.

3.1. Equacdes de Navier-Stokes

A conservacdo de momento linear do fluido é dada por
du .
pE =divT + pb, (3.1)

onde p ¢é a densidade do fluido e b o vetor das forgas de volume por unidade de massa. O
vetor das velocidades é representado por » e du / dt € a derivada material da velocidade
com relagdo ao tempo e T é o tensor das tensdes de Cauchy. A equacdo de conservagdo da
massa, que no caso de escoamentos incompressiveis se reduz a equacdo de

incompressibilidade, pode ser escrita como
divu = 0. (3.2)

Adotando um sistema de referéncia Euleriano, a derivada material da velocidade na equagéo
de conservacdo do momento linear resultard em duas parcelas: derivada parcial com relagédo
ao tempo, ou aceleracdo local, e aceleracdo convectiva. Portanto, a eq. (3.1) pode ser reescrita

como

p(i+(Vu)u)=divT + pb, (3.3)

onde = representa a derivada parcial da velocidade com relagcdo ao tempo e o gradiente da

velocidade é definido por

Vu=u, ®e,. (3.4)
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Ao longo deste texto, utilizar-se-a a convencao a, para denotar a derivada do vetor a com
relagdo a coordenada i de um sistema cartesiano definido pelas bases e,. Também sera
adotada a convencdo de somatoria de indices repetidos, ou mudos, de modo que o vetor
posicdo seja escrito como x = z,e,. Para fluidos Newtonianos, o tensor das tensdes de

Cauchy é dado por
T = —pI + 2ue(u), (3.5)

onde s € a viscosidade do fluido, p € a pressdo e e(u) € o tensor taxa de deformacdo da

velocidade dado por
1 T
e(u) = 5(Vu +(Vu)"). (3.6)

O divergente do tensor das tensdes pode ser calculado a partir de (3.5), resultando em
divT = —Vp + uV?u + pV(dive) (3.7)

onde a ultima parcela é nula devido a condicdo de incompressibilidade (3.2). Substituindo

entdo a equacéo anterior em (3.3), chega-se finalmente a

@+ (Vu)u —vVu+Vp=>b em
(3.8)
divu = 0 em {2,

na qual a condicdo de incompressibilidade foi repetida aqui apenas por motivo de clareza da
exposicdo e 2 € o dominio do problema. Note que todos os termos da equa¢do do momento
foram divididos por p, originando a viscosidade e pressdo cinematicas definidas por
v=u/pe€p=T7p/p,respectivamente. A fim de que o sistema de equagdes diferenciais
parciais governado por (3.8) seja bem posto, é necessario impor condi¢Bes de contorno e

iniciais ao problema. Dessa forma, definem-se
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u=u em I,
Wu—pIin =t em I, (3.9
U= u, em (2 e t =0,

onde I', € a parte do contorno na qual séo impostas as condi¢des de contorno essenciais ou de
Dirichlet e I', as condi¢es de contorno naturais ou de Neumann, tais que I'= 1, U, e
r,nI',=a. u, ¢ a condicdo inicial do problema e precisa satisfazer a condicdo de
incompressibilidade, isto é, divu, = 0. A barra sobre as variaveis indica que seus valores

S80 prescritos.

O sistema de equacdes (3.8) constitui as EquacGes de Navier-Stokes para escoamento
incompressivel e sua deducdo remonta ao século XIX. O leitor interessado em conhecer um
pouco do histdrico da mecanica dos fluidos e seus principais personagens, desde Arquimedes
até Stokes, passando por grandiosas contribuicdes de Bernoulli, Euler e o curioso paradoxo de

d’Alambert, é encorajado a ler o capitulo introdutério de [82] e notas histdricas de [83].

3.2.Forma fraca

Sejam & e )V subespacos de Hilbert das fungdes de aproximacdo e peso do campo de
velocidades, respectivamente, e cujas condi¢cfes de contorno de Dirichlet séo satisfeitas pelas
funcdes de aproximacdo® enquanto que as funcdes peso sdo nulas em I, . Esses subespagos

podem ser escritos como

S={ueH)|u=uemT,} (3.10)

V=#"" ={we# (Qw=0emnr,} (3.12)

1 A rigor, esta defini¢do sé seria correta caso as condi¢des de contorno de Dirichlet fossem homogéneas, pois sé neste caso a soma de duas
funcgBes seria ainda uma fungdo do mesmo subespago. Poder-se-ia definir a funcdo de aproximacdo como a soma de duas funcoes

U= U + Uy, a primeira satisfazendo as condi¢des de contorno reais do problema e a segunda as condic6es de contorno homogéneas. O

subespaco & seria entdo formado pelas fungdes u,, e o rigor matematico seria atendido, porém pagando-se o preco de uma notagdo menos

0
concisa. Neste texto, o autor optou por cometer este abuso de linguagem uma vez que a imposi¢do das condi¢Bes de contorno essenciais em
elementos finitos é direta e trivial, tornando esta discussdo um assunto de menor importancia.
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Adicionalmente, seja = L,(f2) o espaco das fungbes quadrado integraveis que contém as
funcbes de aproximagéo e peso da pressédo. O sistema de equagbes (3.8) pode entdo ser
reescrito em sua forma integral valendo-se de fungBes teste arbitrarias (w,q) € YV x @ da

seguinte forma

fn w-ud2 + fg w- (Vu)ud — fg w - vV2udf? +
fn w- Vpd2 = fQ w - by, (3.12)

f q - divuds? = 0.
(9
Integrando por partes os termos viscoso e da presséo, obtém-se

f w - vVudf? = —f Vw : vVudf2 + f w- (vVu)ndl',
0 0 r (3.13)

fg w - Vpd = —fﬂ (divaw)pd2 + fr w - pndl.

Substituindo (3.13) em (3.12) e valendo-se da notacdo compacta definida logo a seguir, pode-
se reescrever o problema definido por (3.8) e (3.9) de forma equivalente conforme se segue.
Encontrar u(x,t) € & X ]O,T] e plxt) € 9x ]O,T], tal que, para qualquer par
(w,q) €V x 2

(wfd)n T C(u;w’u>9 + a(“’?“)ﬁ o (diV'w,p)n + (q’divu>g - (w,f) - (w’b>n’(3'14)

I

que é a forma fraca da equacdo de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis. Note que
o0 termo no contorno I' é nulo, pois w = 0 nesta regido. Os termos convectivo e viscoso

u

sdo definidos através das formas trilinear e bilinear a seguir:

c<u;'w,u) = fg w- (Vu)ud? e a(u,'w) = fQ Vw : vVudS?. (3.15)
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3.3. Tensdes e pseudotensdes no contorno

E importante ressaltar que o vetor ¢ aplicado no contorno I', e apresentado na forma fraca
(3.14) e dado por

t = (vVu — pl)n, (3.16)

estando em perfeita concordancia com (3.13) e (3.9). Ou seja, (3.16) € de fato a condicédo de
contorno natural do sistema (3.8). Entretanto, por defini¢do, o vetor tensdo aplicado a uma

superficie definida pelo vetor normal unitéario n vale
t =Tn = [2ve(u) - pIln = [V(V + V7 u - pIn, (3.17)

que é diferente de (3.16). Devido a esta inconsisténcia, a tensdo (3.16) é muitas vezes
chamada de pseudotensdo na literatura internacional [84]. Embora em grande parte dos
problemas, nos quais a atencao esteja voltada para os resultados de velocidade e pressdo do
escoamento, essa distingdo entre tensdo e pseudotensdo ndo seja relevante, nas aplicagdes em
que as tensdes no contorno do fluido sdo de suma importancia, a formulacdo precisa estar
consistente com as tensdes verdadeiras dadas por (3.17). Problemas de IFE sdo um exemplo
de quando utilizar (3.17) e ndo (3.16).

Uma formulacdo do problema de escoamento incompressivel cuja condi¢cdo de contorno
natural é dada por (3.17) pode ser facilmente obtida combinando-se as equacdes (3.3) e (3.5)

para escrever a equacdo de conservacdo do momento linear da seguinte forma

w+ (Vu)u — 2vdiv(Viu) + Vp = b, (3.18)

onde novamente toda a equacao foi dividida por p. O termo V°u é o gradiente simétrico das
velocidades que, por definicdo, é idéntico ao tensor taxa de deformacéo das velocidades dado
por (3.6). Focando agora na integracdo por partes dos termos viscoso e de presséo, ja na forma

fraca, de modo semelhante ao que foi feito em (3.13), obtém-se
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[ w-[F2vdiv(V w2 = — [ 20V w : Voud? — [ 20w [Viu(n)dr, 010

fQ w- VpdQ = —fQ (divaw)pds2 + ff w - pndl.

A forma fraca do problema seré entdo dada pela mesma expressao de (3.14), ou seja,

(w,u)g + c(u;w,u)g + a(w,u)Q — (din,p)Q + (q,diVu)Q — (w,f)F = (w,b)ﬂ,

t

Y (w,q) € V x @, porém, com a seguinte defini¢do da forma bilinear do termo viscoso
a(u,w> = fg 2vViw : ViudS? (3.20)

e a condicéo de contorno natural, ou de Neumann, dada por (3.17) em I’,.

3.4. Integracdo no tempo

Hé& varios métodos numéricos que podem ser utilizados para discretizar no tempo a equagdo
(3.14). Ver, por exemplo, trabalho de Dettmer e Peric [85] no qual os autores promovem
extensa discussdo e comparacdo de diversos algoritmos de integracdo no tempo. Neste
trabalho, o método de Newmark [86] sera apresentado e sua performance avaliada em funcgéo
do pardmetro ~ através de varios exemplos numéricos a serem resolvidos mais adiante no

texto.

Meétodo de Newmark

Na discretizacdo temporal, 0 tempo é discretizado em intervalos A¢ de modo que
tn+1 — —I—At

onde ¢"*! é o instante de tempo subsequente a ¢". No Método de Newmark [86], a
aceleracdo do fluido no instante de tempo ¢"*! pode ser escrita como

n+l _ . n _

v A gl
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onde ~ é o pardmetro de integracdo de Newmark. E interessante notar que, fazendo v = 1,

obtém-se

n+l _ . n
gt =% —Yv (3.22)
At

que é o Método de Euler Implicito. Este método, apesar de ser de primeira ordem, tem
algumas vantagens como sua simplicidade, facilidade de implementagédo e conveniéncia
quando utilizado em problemas de IFE com fronteiras imersas. Por outro lado, ao fazer
v=1/2,chega-sea

il 2<un+1 - un)

gl =2 T® ) g 3.23
° & U (3.23)

que, apesar de exigir o armazenamento da acelerac¢do no instante anterior, ¢, tem a vantagem
de possuir convergéncia de segunda ordem. Utilizando, portanto, o Método de Newmark de
discretizacdo do tempo, podemos reescrever as equacOes de Navier-Stokes (3.8) e suas

condigdes de contorno e iniciais (3.9) de modo a obter

n+1 n 1—
U + (vun-i-l)un-i-l — N2t + vpn-i-l _ u + ( 7) u" + bt em N
QPAY; QPAYs y
divu"t =0 em 2
u'tt =17 em I, (3.24)
(Vvun+l _ pn+1I)n — {nJrl em Ft
u" 0 U, em 2,

que é o sistema de equagdes semidiscreto do problema de escoamento viscoso incompressivel.
A forma fraca do problema descrito por (3.24) é obtida de forma analoga a (3.14) e serad dada

por

{('w,'u,)Q + 7At[c<u;w,u)9 + a('w,u)g — (divw,p)Q +(q,diVu)

~(wb), ~(w7),

n

}nH = (w,u" )Q +(1- ’Y)At<'w, u" )Q,(3.25)
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YV (w,q) € VxQ.

3.5. Discretizagao do espaco por elementos finitos

Da forma como as equacdes de Navier-Stokes foram apresentadas e, posteriormente, a forma
fraca foi deduzida, a discretizagdo espacial da eq. (3.25) acarretara numa formulacéo mista de
elementos finitos na qual a velocidade e a pressdo sdo as variaveis primitivas do problema.
Adicionalmente, o campo de pressdes pode ser interpretado como Multiplicadores de
Lagrange da condicéo de incompressibilidade. Dessa forma, é de se esperar que a escolha do
elemento finito misto para formulagdo do problema discreto ndo possa ser feita de forma
aleatdria em relacdo aos pares de velocidade/pressdo. Insistindo na interpretacdo da pressédo
como um Multiplicador de Lagrange, a escolha de um elemento finito com muitos graus de
liberdade de pressdo e poucos de velocidade fatalmente causara travamento ou instabilidade
numerica devido ao excesso de restricdes ao campo de velocidades. A condicdo a qual o par
de presséo/velocidade deve satisfazer a fim de evitar problemas de instabilidade numerica é
conhecida na literatura por LBB ou inf-sup. Elementos finitos 2D com pares de
velocidade/pressdo populares na literatura sdo mostrados na Figura 3, onde os circulos
menores e cheios representam 0s n6s com graus de liberdade de velocidade, enquanto 0s
circulos maiores e sem enchimento simbolizam nos de pressdo. Para outros elementos e

discussbes mais aprofundadas da condi¢do LBB, o leitor pode consultar [51], [87] e [84].

(a) Q2Q1 (Taylor-Hood) (b) P2P1 (Taylor-Hood) (c) Q2Q2 (d) P2P2

Figura 3. Exemplos de elementos finitos com diferentes pares de velocidade/presséo.

Neste trabalho, o autor propde um novo elemento finito triangular que tem mostrado
resultados interessantes em diversas simulagdes numéricas [88,89,90]. Este elemento possui
seis ndés com graus de liberdade de velocidade enquanto que a pressao é calculada apenas nos

nos dos pontos médios dos lados, conforme ilustra a Figura 4. Portanto, as velocidades séo
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interpoladas por func¢des de forma quadraticas compativeis e a pressdo por funcdes lineares e

incompativeis, por isso 0 nome P2P1i atribuido a este elemento.

u

u,p

u,p

Figura 4. Elemento finito triangular P2P1i

A discretizacdo no espago da eq. (3.25) é feita ao substituir as fungdes de aproximacao e peso
definidas na Secdo 3.2 por suas respectivas aproximacdes. Por se tratar de uma aproximacgao
por elementos finitos, as funcGes escolhidas possuem dimensdo finita e suporte compacto.

Essas funcdes podem ser escritas como

Nel Nel
u'(x) = [N, p"(x)=JN,p.,
e=1 e=1

(3.26)
Nel Nel

’wh(m) = U Nuwe’ qh(m) - U Npqe’
e=1 e=l1

onde Nel € 0 numero de elementos finitos da discretizacdo. O indice h indica a aproximacgao
da funcdo em questdo e N, e N, sdo as matrizes que contém as funcbes de forma ou de

interpolacdo local do elemento finito e sdo dadas por

N, =|NMT NI - N'I|eN, =

NYONp oL N,

onde n, e n, sdo 0s numeros de nés de velocidade e de pressdao por elemento,
respectivamente. Os vetores com indice ‘¢’ referem-se aos valores nodais da variavel no
dominio local do elemento finito. Os vetores de velocidade e pressdo nodais, por exemplo, sdo

dados por

u, =4 v w U2 U2 ’LU2 U v w
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com u, v; € w, sendo as componentes da velocidade do no ‘7’ nas trés dire¢fes ortonormais do
sistema de referéncia. Os subespacos que contém as fungdes de aproximacdo e peso agora
terdo dimensao finita e a notacdo ", Ve O"sera adotada. O problema (3.25) pode entdo
ser enunciado, agora na sua forma discretizada, como: dados b, t, w e conhecida a solucdo
do problema no instante de tempo “»°, encontrar u(z) € S" e p'(x) € O" no instante

t"* =" + At tal que, para qualquer par (w",¢") € V" x ©", tenha-se

), + el o) +afw' )~ (diva, 5! M}M )

7At{<wh,b)g + (wh,{)r }n“ + (wh,uh )9 + (1= 7)At{wh, it )Q (3.27)

= 0.

(qh, diva” );H

Substituindo as expressfes de (3.26) na equacdo anterior e apds algumas manipulacdes
algébricas, obtém-se
M (1

M un+1 + {C(un-H) + K}un-H + Gpn—H — fn-i-l ' L - 7) Mu"”
~vAL ~vAL vy (3.28)

GTun+1 — 0,

onde u e p séo os vetores de velocidade e pressao nodais globais, que se relacionam com seus

respectivos vetores locais por

u =Auep, =Ap (3.29)

M, C, K, G e G correspondem, respectivamente, & matriz de massa, matriz convectiva,
matriz viscosa, operador gradiente e operador divergente. O vetor f contém as forgcas de
volume e tensdes aplicadas. Esses vetores e matrizes globais séo dados pelo espalhamento das

contribuices locais de cada elemento. Esta operacdo de espalhamento é dada por

Nel Nel
M=> ATMA, ef=> Alf,
e=1 e=1

(3.30)
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no caso da matriz de massa e do vetor de forcas aplicadas, respectivamente. As demais
matrizes sdo obtidas de forma anédloga. Obviamente, as matrizes de espalhamento A, néo
precisam ser definidas no codigo computacional, sua funcdo aqui é apenas didatica na
exposicdo. As matrizes locais sdo definidas por
_ T _ T
M, = fQ N’N,df2, K, = fg BTvB df2,,
C = | NN . N df2 ,
e fQ@ u[( u,zue)®ez] U e
(3.31)
T
G, = —fQE(V-Nu) N df2, e

f = f[ NIbdQ, + fF NTtdr,,

com

leﬁI N§1I N;LL 1I
B, = N{fQI N;QI N;:MQI,
Ny, I Nj.,I - N:; 3I

u?

N,,=|N'I NyI - N"1I|e

u?

(V'Nu):[Nm NLQ N1,3 N2,1 N2,2 N2,3 N i N, 2 N 3

Quando se utilizar a equacdo do momento linear na forma (3.18) e, consequentemente, a
forma fraca do termo viscoso for dada por (3.20), pode-se calcular a matriz viscosa K,
definindo antes o vetor taxa de deformacéo

T
g(u) = (u}l Vy Wy Uy +U; VyFw, w;+ u73) (3.32)

)

e a matriz constitutiva dada por
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2 00000
020000
C 002000 -
»“"loo o 10 0f (3.33)
000010
00 00 O01
de modo que
. T .
= C as. 34
a(u,w> fQ é(w)’ C é(u) (3.34)
A matriz viscosa local, neste caso, sera dada por
K, — f B’C B df (3.35)
com
N0 0 Ny O 0o - N;‘l 0 0
0o N, O 0 Ny, 0O - 0 N, 0
o 0 N4y 0 0 Ny - 0 0 N,
B = ’ ’ nu’ .
“ Ny, N4y O Ny, Njy O - N N 0
0 N3 Ny 0 Nyy Njp - 0 NZ“B N;Lw?
Nis 0 Ny Ny 00 Ny Npgo 00 Np

A obtencdo das matrizes em (3.31) e (3.35) a partir da substituicdo das funcBes peso e
aproximac&o na forma fraca (3.27) é detalhada no Apéndice deste texto. Apresentaremos aqui

apenas a obtencdo da matriz de massa

:fwh-uth:Zf’wh-uth
0 ¢ 0

-3/ (N A W) (NAuR =w'S.

e N e

e

AT [NIN,d2A, }u (3.36)

e

=w'> (AMA, ju = w'Mu

e
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Note que ao substituir o resultado da expressdo anterior em (3.27), o vetor w' sera
cancelado uma vez que este aparece em todas as parcelas e por ser arbitrario. O sistema de
equac0es algébricas (3.28) pode ser escrito tambem como

M (o) +K) @ l] ot g M 020)

Mu
QVAY; il [ = QVAY; ol . (3.37)

GT o|lP 0

Note que o sistema de equacOes algébricas acima € ndo linear devido a presenca da matriz
convectiva. Nesta formulagdo, € utilizado o método de Newton-Raphson para solugdo de

problemas néo lineares e a matriz de rigidez tangente do problema sera obtida na Secédo 3.8.

3.6. Estabilizacdo da condicédo LBB

Um caso particular de escoamento de fluidos ocorre quando se tem velocidades muito baixas.
Nesta situacéo € possivel desprezar a convecgdo e a aceleracao local do fluido, pois os efeitos
viscosos sdo predominantes no escoamento. Escoamentos com essa caracteristica séo

conhecidos na literatura por escoamento de Stokes e podem ser descritos de forma

-4

O escoamento de Stokes é portanto um problema estacionario descrito por um sistema linear

simplificada por

K G
G' 0

de equacdes algébricas. Consequentemente, 0s possiveis problemas de instabilidade numérica
estdo restritos a condicdo LBB. A demonstracdo matematica de que o elemento P2Pli satisfaz
ou ndo a condicdo LBB € bastante complexa e foge ao escopo deste trabalho. Optou-se aqui

por fazer testes e observar possiveis modos espurios de pressao.

Problema 3.1: Escoamento de Stokes com solugdo analitica
Este problema consta na referéncia [84] e consiste em se determinar o campo de velocidades e
pressdo num dominio quadrado de lado unitario 2 = [0,1] x [0,1] com condi¢Oes de contorno

do tipo Dirichlet homogéneas em toda a fronteira. As forcas de volume séo dadas por
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b = (12— 24z, )3 + (—24 + 483, ) o} + 48z, + 7223 — 4825 +12)af +
+(—2+ 24, — 7223 + 4823 )3, +1— 4z, + 1227 — 823

(3.39)
by = (8 — 48z, + 4823 )2} + (—12 + T2z, — 7202 )a} +
+(4 — 24z, + 4827 — 4823 + 24a] )y — 1223 + 2425 — 1243,

onde o vetor posi¢do é dado por = = z,e; e a forca de volume b = b,e, conforme orientacéo

do sistema de coordenadas mostrado na Figura 5.

u =20
v=p=1
u=20 u=0
€
Lel 2 =1[0,1]x[0,1]
u=20

Figura 5. Escoamento de Stokes com solugéo analitica. Dados do Problema 3.1.

Este problema possui solucdo analitica dada por

T

U = xf(l—xl)2(2x2 —6:53 —|—4x§) —:13%(1—%)2(2:1:1 —61’12 +4x13’)

(3.40)

p:xl(l—xl>.

Note que neste problema o campo de pressGes s pode ser determinado a menos de uma
constante, pois a unica condi¢do de contorno é do tipo Dirichlet aplicada a velocidade. De
modo a evitar que o sistema (3.38) seja singular, a pressdo é imposta igual a zero no né do
canto superior esquerdo do dominio. Procedendo desta forma, os resultados obtidos com o0s
elementos Taylor-Hood Q2Q1 e P2P1 sdo mostrados na Figura 6. Na Figura 7, os resultados
de presséo e velocidade vertical ao longo da linha média horizontal (2,=0,5) sdo comparados
com a solucdo analitica, onde pode ser observada excelente concordancia dos mesmos. O

software Gid [91] foi utilizado para pré e pos-processamento dos dados do problema.
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Prassune

023
t2zzn
19443
- 016664

0.13888
LRI
0.083285
0085400

0027714
721805

0.25005

[¥rril )

0.19431

L0156

0.13658

0.11071

i 0082841

,s.(d... e = 0.084973
— =k — - V. = 0.027T106
-0.00076152

Figura 6. Malha, campo de velocidades e pressdo do escoamento de Stokes. Resultados obtidos usando os elementos

Q2Q1 e P2P1.
—eo—exato ceexee Q2Q1 - -©--P2P1 —e—exato ccexee Q2Q1 - -©--P2P1
0,015 0,30 | l | |
0,010 - 0,25 -
0,005 - 0,20 -
0,000 0,15 -
v p
-0,005 - 0,10 -
-0,010 -+ 0,05 -
-0,015 - 0,00
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
T T

Figura 7. Comparagéo dos resultados obtidos com os elementos Q2Q1 e P2P1 e a solugdo analitica (exata) do
Problema 3.1. Velocidade vertical (esquerda) e pressao (direita) ao longo da linha média horizontal.

A boa concordancia dos resultados da Figura 7 ja era esperada uma vez que os elementos de
Taylor-Hood satisfazem a condicdo LBB (ver [84] e [51]). Os elementos finitos com fungdes
de interpolacéo de mesma ordem na Figura 3, Q2Q2 e P2P2, ndo satisfazem a condi¢do LBB
e a distribuicdo de pressbes obtida neste exemplo possui modos espurios. O elemento P2P1i,
por sua vez, apresenta modos espurios de pressdo em alguns tipos de malha. As figuras a

seguir mostram alguns resultados deste mesmo exemplo em funcgéo da disposicdo da malha de
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elementos finitos. Note que no primeiro caso (Figura 8 e Figura 9), malha estruturada e
cruzada, o campo de pressdes ndo possui nenhum sinal de modos espdrios ou instabilidade
numérica e pode-se observar excelente concordancia com a solucdo analitica. No segundo
caso (Figura 10 e Figura 11), tem-se uma malha ndo estruturada e uma concordancia também
muito boa com a solucdo analitica. Finalmente, no terceiro caso (Figura 12 e Figura 13), a
malha € estruturada, porém ndo cruzada. Nesta disposicdo de malha, o resultado da
distribuicdo de pressdo obtido ndo possui significado fisico e, portanto, ndo tem qualquer
utilidade. Fica evidenciado assim que o elemento P2P1i ndo satisfaz a condicdo LBB e
alguma técnica de estabilizacdo se faz necessaria para que 0 mesmo possa ser empregado em

outras aplicacdes. Neste trabalho, optou-se por estabilizar os elementos P2P1i, Q2Q2 e P2P2

usando o método Galerkin/Least-squares [52] que sera apresentado na préxima Secao.

Frossun
025118

Figura 8. Malha, campo de velocidades e pressdo do Problema 3.1. Resultados obtidos usando o elemento P2P1i com
malha estruturada e cruzada.

—e¢—exato  ceexee P2P1i —e¢—exato ceexee P2P1i
0,015 - 0,30 -
0,010 - 0,25 -
0,005 - 0,20 -
0,000 0,15 -
v p
-0,005 - 0,10 -
-0,010 - 0,05 -
-0,015 - 0,00 —_— %
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 o102 03 04 0506 07 08 09 1
X T

Figura 9. Comparagéo dos resultados obtidos com o elemento P2P1i e a solugédo analitica (exata) do Problema 3.1 para
o caso de malha estruturada e cruzada. Velocidade vertical (esquerda) e pressao (direita) ao longo da linha média
horizontal.
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Pressure
0.25146
0.22006
0.18865
0.15725
0.12584
0.094435
0.063029
0.031624
0.00021793
-0.031188

Figura 10. Malha, campo de velocidades e pressdo do Problema 3.1. Resultados obtidos usando o elemento P2P1i com
malha néo estruturada.

—e¢—exato  ceexee P2P1i —e¢—exato cecexee P2P1i
0,015 ‘ | ‘ 0,30
0,010 0,25
0,005 0,20
0,000 r r 0,15
v p
-0,005 - 0,10
-0,010 - 0,05
-0,015 - 0,00 =
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0102 03 04 05 06 07 08 09 1
X X

Figura 11. Comparag&o dos resultados obtidos com o elemento P2P1i e a solucéo analitica (exata) do Problema 3.1
para o caso de malha ndo estruturada. Velocidade vertical (esquerda) e presséo (direita) ao longo da linha média
horizontal.

Frossure
1.7881
14614
11346

- 0.BoTET
LR Rk)
015435
017236
0451
-0 B2564
11526

Figura 12. Malha, campo de velocidades e presséo do Problema 3.1. Resultados obtidos usando o elemento P2P1i com
malha estruturada néo cruzada.
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—e¢—exato  ceexee P2P1i —e¢—exato  cecexee P2P1i
0,015 - 0,60 -
_ ¥ X %
0,010 - 0,50 ¥ o o | %
0,40 - x— — %
0,005 - 030 X 2= s D
0,000 0,20 - et WIS
v L 3 W
p 0,10 - oo - - oo w3
-0,005 - R IR S R o BN S
0,00 ¢~ ;.( . . ;
-0,010 - 010 | ~ -
-0,015 - 020 4 X X
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8
T T

Figura 13. Comparacao dos resultados obtidos com o elemento P2P1i e a solucdo analitica (exata) do Problema 3.1
para o caso de malha estruturada ndo cruzada. Velocidade vertical (esquerda) e pressdo (direita) ao longo da linha
média horizontal.

Estabilizag¢do da condig¢do LBB usando Galerkin/Least-Squares

Esta técnica de estabilizacdo da condicdo LBB permite a utilizacdo de elementos finitos com
qualquer par de velocidade/pressdo e foi desenvolvida originalmente por Hughes e Franca
[52]. A referéncia [84] também aborda esta técnica num contexto mais recente. A ideia central
estd na minimizacdo do residuo quadrado da equacdo de conserva¢do do momento em (3.8)

dado por

Ry(u,p) = (—vV?u + Vp — b,—V?u + Vp — b), (3.41)

onde os termos transiente e convectivo foram desprezados. A minimizacgdo deste funcional

pode ser feita exigindo que a derivada de Gateaux em u e p, com « real, seja nula:

dRQ('u, + aw, p + aq)
do

=0 V (wq) €eVxg. (3.42)

De (3.42) e (3.41), pode-se definir uma funcdo real (o) dada por

p(a) = Ry(u + aw, p + ag),
(3.43)
o(a) = (—vV*u — avV*w + Vp + aVq — b,—V*u — avV?w + Vp + aVq — b).
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Como
dR,(u + aw,p +
da
a=0
e
¢'(a = 0) = 2(—vV*u + Vp — b,—V?w + V), (3.45)

aeg. (3.42) equivale a

(—V?u +Vp —b,—vV*w+Vg) =0 V (wgq) €V x. (3.46)

Finalmente, a equacdo anterior deve ser adicionada a forma fraca do problema. Procedendo
dessa forma, o problema de Stokes estabilizado e discretizado por elementos finitos pode ser

escrito como

a(w",u"), — (divw", p"), + (" diva" ) = (w",b), + (w'.t), +
Nel | (3.47)
ZT@(—I/V%J/Z + Vp' — b, -V + th)Q ,
e=1 l

v (w",¢") € V" x 9", A fim de evitar maiores exigéncias de continuidade das fungdes peso
e de aproximacdo da velocidade, em razdo da derivada de segunda ordem, o termo de
estabilizacdo € admitido atuar apenas no interior dos elementos [84]. O parametro 7,
chamado de parametro de estabilizacdo, € dado por [52]
2
— ahe

=S (3.48)

onde A, € uma medida local do tamanho do elemento e » a viscosidade cinematica do fluido,
ja definida anteriormente. A escolha do coeficiente « depende das fungdes de forma da
velocidade e pressdo. o = 2,5 e h, definido como sendo a razéo entre a area e o perimetro do
elemento tém fornecido bons resultados para o elemento P2P1i , como serd mostrado mais

adiante.
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E importante salientar aqui que, segundo Hughes e Franca [52], a eq. (3.47) é valida apenas
para elementos finitos com fungdes de aproximacgdo da pressao continuas entre os elementos.
A utilizacdo de elementos com pressdo descontinua, caso do P2P1i, requereria a inclusdo de
um termo adicional nesta equagdo que necessita ser integrado ao longo das interfaces dos

elementos. Este termo adicional é dado por

onde ﬂ p" H e [[qh ]] s80 o0s saltos da pressdo e da fungéo peso nas interfaces entre os elementos
adjacentes, respectivamente, e I, a interface dos elementos. No caso particular do P2P1i,
apesar destes saltos serem ndo nulos ao longo de I',, a contribuicéo deste termo parece néo
ser significativa. Todos os resultados que serdo apresentados nas préximas Secdes foram

obtidos sem o termo adicional apresentado acima.

Outro aspecto interessante com relagdo a estabilizacdo do elemento P2P1i dada pela eq. (3.47)
é que, a excecdo das forcas de volume, que dependem do problema a ser resolvido, os demais
termos da estabilizacdo sdo todos constantes, pois envolvem a segunda derivada da
velocidade, que é quadratica, e a primeira derivada da pressdo, que € linear. Dessa forma, 0

custo computacional ao se estabilizar o P2P1i é muito baixo.

Utilizando agora a formulacéo estabilizada (3.47), o problema de Stokes descrito na Secéo
anterior pode ser simulado novamente a fim de eliminar os modos espurios de pressdo

observados no terceiro caso da Figura 13. Os resultados obtidos sdo mostrados na Figura 14 e

B

Figura 14. Malha, campo de velocidades e pressao do escoamento de Stokes. Resultados obtidos utilizando o elemento
P2P1i e formulacéo estabilizada com a=2,5.

Figura 15.

Prassura

0.25366
0.22531
015667

0.16862
0.14028
0193
0.083585

e 0,085239
= ‘_.—\‘: ‘_>\"/ 0026854
== = ~ M .0 0014513
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—e—exato  ceexee P2P1i

0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

Figura 15. Presséo ao longo da linha média horizontal obtida utilizando o elemento P2P1i e formulacéo estabilizada

com a=2,5.

A mesma formulacdo também foi utilizada para estabilizar os elementos Q2Q2 e P2P2. Os

resultados obtidos para esses elementos sdo mostrados da Figura 16 a Figura 19.

’ Pressure
025
ID 22222
0.19443
£ 0.16665
1 0.13887
0.11108
0.083208
0055514
002773
-5.3524e-05

Figura 16. Malha, campo de velocidades e pressdo do escoamento de Stokes. Resultados obtidos utilizando o elemento

0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

Q2Q2 e formulacgéo estabilizada com a=1.

—e¢—exato  ceex-e Q2Q2

Figura 17. Pressdo ao longo da linha média horizontal obtida utilizando o elemento Q2Q2 e formulagéo estabilizada

com a=1.
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HE—-

Figura 18. Malha, campo de velocidades e pressdo do escoamento de Stokes. Resultados obtidos utilizando o elemento
P2P2 e formulacéo estabilizada com a=7.5.

—o—exato  ceexee P2P2

0,30 |
0,25
0,20
0,15
0,10

0,05

0,00

Figura 19. Presséo ao longo da linha média horizontal obtida utilizando o elemento P2P2 e formulagéo estabilizada
com e=7,5.

A Figura 20 mostra a comparacdo entre as taxas de convergéncia da pressao entre 0s
elementos finitos do tipo Taylor-Hood (Figura 3) e o elemento P2P1i (Figura 4) em funcéo do

numero de divisdes do dominio do problema. O erro foi calculado através de

h
fg (pexato -Dp )2

2
f n p exato

erro =
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Ne divisdes

1,00E-07

1,00E-06
o
AT
§ 1,00E-05 == P2P1i
& Q2Q1
©
g 1,00E-04 -# = P2 P1
=
w

1,00E-03 -

1,00E-02 -E

1 10 100

Figura 20. Comparacao entre as taxas de convergéncia da pressdo entre os elementos de Taylor-Hood e o P2P1i.
Valores calculados para 4, 8, 16 e 32 divisdes do dominio.

Os elementos com fungbes quadraticas de aproximacdo da pressdo possuem taxa de
convergéncia maior que os demais e foi omitido. Note que o elemento P2P1i converge mais
rapidamente que os elementos de Taylor-Hood, justificando seu uso apesar da necessidade de

estabilizacédo da condicdo LBB.

3.7. Estabilizacdo da convecgéo

Conforme mencionado na introducéo deste texto, a solucéo do problema de Navier-Stokes por
elementos finitos utilizando projecBes usuais de Galerkin, eq. (3.37), é susceptivel a
instabilidades numéricas em problemas com convecc¢do dominante. Neste trabalho, utiliza-se
0 conceito de SUPG para estabilizacdo da convecgdo com base nos trabalhos de Brooks e
Hughes [43] e Tezduyar e Osawa [50]. A formulacdo estabilizada do problema, discretizado

apenas no espaco para simplificar a exposicéo, é dada por

('wh,'dh )Q + a(wh,uh )Q + c(uh;wh,uh )Q — (diV'wh,ph )Q — (wh,b)g — ('wh,f)F
Nel ’

+> Tsurc <(V“’h)uh’7e(uh)> =0, (3.49)

0}
e=1 ¢

(4" diva ) =0,
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Y (wh ¢") e VP x O". R(u") é o residuo da equacio de conservagio do momento linear
dado por

Ru") = it + (Vul " — vV?u" + Vp' — " (3.50)

De modo analogo a eq. (3.47), o termo de estabilizagdo da eq. (3.49) é admitido atuar apenas

no interior dos elementos. O coeficiente 7¢ 55 € calculado por (ver [50])

-1/r
TsupG 1 +%+ 1 (3:51)
st Ts2  Tg3
onde
C, At |C,
Tg = ||||C7' y Tgy = 7t|||1|\/17 , Tgy = Tglle (3.52)
e
Cr, = ((Vw")u",(Vulyu" ) -, Mr, = (Vo' ") e
9 (3.53)
o1 e
v ||C7'6

Re € 0 numero de Reynolds definido localmente no elemento. Neste trabalho, foi utilizado

r = 2 em (3.51) e as normas |- foram calculadas fazendo |-| = \/tr[()()T |-

Note que a introducgdo do termo de estabiliza¢do na eq. (3.49) acrescentar4 um novo termo ao

sistema de equacdes algébricas. Este termo € detalhado a seguir

TsupG ((th)uh’ﬁ(uh))g = fTSUPG [(Nu,iwe ® ei)uh}'ﬁ(uh)d@
)

e

= [ Toure [(e - wIN, i, ]T R(u")df2, (3.54)
(P

e

= W;rfTSUPG(ei ‘ uh)NZ,iﬁ(uh)dQe-
0

e



34

O sistema de equacOes (3.28) pode ser reescrito de modo a incluir o termo de estabilizacao

anterior como

M a"t! + {C(un+1) + K}un+1 + Gpn+1 + r(un+1) — o+l 4 M '+ (1 - 7) Mi”

~At At g (3.55)
GTun+1 — 01
onde
Nel
r = ZAIr@ e 1, = | Tgup(e; -uh)N;iﬁ(uh’)dﬂe. (3.56)
e=1

QC

3.8. O problema tangente

O sistema de equacges (3.55) € ndo linear devido ao termo convectivo e de estabilizagdo. O
método de Newton-Raphson sera utilizado para resolvé-lo de forma iterativa e, portanto, se
faz necessaria a determinagdo dos operadores tangentes. Reescrevendo o problema (3.55) na

forma
F(d) = 0, (3.57)

onde d é o vetor de deslocamentos generalizados dado por

un+1
d=1 .t (3.58)
A solucdo do problema (3.57) pode ser obtida de forma iterativa por

A(d,)8 = —F(d) (3.59)
d, , =d, +3, '

onde k € o numero da iteracéo e
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A(d,) = ZF(d) (3.60)

é a matriz de rigidez tangente do problema. Observe no sistema (3.55) que apenas 0s termos
convectivo e de estabilizacdo s@o ndo lineares. Os operadores tangentes desses termos podem
ser obtidos derivando-os em relagdo a u e p e, posteriormente, espalhando-os de modo

analogo a (3.30) para obter A(d). Dessa forma, tem-se para o termo convectivo

8a_u<,wh 1(vuh)uh )Q — % w ((Vu ) )d.Q
0 h h
:a%ﬁ“’ (Vulyu )ds2
Z [N AW {[(N, Aw)@e|NAu}d2 (3.61)
¢ 0,

u,, e

_szAw N, AD®e|u" +(Vu")NA T},

— WTZ

ATf[NT e, u")N,, + NT(Vu")N,

e

Observe que o termo de estabilizacdo em (3.49) é definido localmente no dominio do

elemento. Portanto, calcularemos suas matrizes tangentes locais

o)
T%(TSUPG(thWhJe(“h))@ =
(3.62)
fTSUPG{ (V' yu" |- R(u) +{(th)uh} iﬁ(uh) }dﬁe,
?, U 8116
e
0 h hy\,,h 9 h
= (Toue (V! (")) = [rsue [(Ve ' |- | Rl 9, (369
pe 3 ) 8p€
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onde as derivadas presentes no integrando das equagdes anteriores sdo calculadas a seguir:

0

l—(V'wh)uh R(uM) = {|(N,,w,) @ e [N} R(u")
Ou e ’
e (3.64)
= WINI,iﬁ(uh)ez‘TNu’
0 0 0 0
h h h _ h h - h h h 2. h
{(V'w Ju } a—ueﬂ’(u )= {(V'w Ju }-{aueu + o, (Vu")u" |+ a—ue(—vv u”) }
={|(N AR "N Vu")N N 3.65
_{[( u,iwe)®e7ﬁ]{u’ } ’}/At (GJ’LL ) u,j+( u ) 71,_1/ u,7J ( : )
_ TNT h Nu h N \V4 h N N
= WelNule - w) SPAY; (e; - u")N, ; + (Vu')N, —vN,
e
By, b 0 Y| B\a b 0 h
[(Vw')u! |- 8—pe7e(u )| = (V'] 8—peVp
—{[(N N e @N 3.66
—{[( u,iwe)®ei]u } (ej® pvj) (366)

— w@TNL(ei . uh)(ej ®N, ).
Substituindo as expressdes (3.66) em (3.63) e (3.65) e (3.64) em (3.62) e, em seguida,
substituindo (3.62) e (3.61), apos espalhamento, em (3.60), pode-se escrever a matriz tangente
do problema (3.55) da seguinte forma

M —

—+C;(w"H+K G
A(d) = |yAt ) , (3.67)

GT 0

onde C; e G sdo dadas pelo espalhamento de suas respectivas matrizes locais
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U

Cp = [{NI(e; w!)N,; + NI(Vu" )N, + 7g6 { NI R(u)eN
‘Q:

(3.68)

e

+NT (e; - uh)

Uyl

N
A; + (e, - uh)Nu, i+ (Vu")N, — vN, mdﬁ

G, = G, + Toyps [ NLi(e,-u)(e; ® N, )2, (3.69)
N

e

3.9. Exemplos Numeéricos

Nesta secdo serdo apresentados alguns exemplos numéricos com a finalidade de verificar a

formulacédo apresentada até o0 momento.

Problema 3.2: Escoamento numa cavidade
Este € um problema cléssico da literatura e consiste em se determinar 0 escoamento em
regime estacionario em um dominio quadrado de lado unitario 2 = [0,1] x[0,1] e com
condi¢des de contorno do tipo Dirichlet na velocidade em todo o contorno do problema,
conforme ilustra a Figura 21. O nimero de Reynolds é dado por

w,l

Re = —,

v

onde [ ¢ o lado do quadrado. A velocidade horizontal u, imposta no contorno superior do
dominio corresponde, portanto, ao préprio nimero de Reynolds do problema. A viscosidade e
densidade do fluido sdo também mostradas na Figura 21. O dominio do problema foi

discretizado com 2339 elementos finitos triangulares P2P1i conforme Figura 22.
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U = ue
v=p=1
u=20 u=20
€
Tﬁel 2 =101]x[0,1]
u =20

Figura 21. Dados do Problema 3.2: escoamento numa cavidade.
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Figura 22. Malha de elementos triangulares P2P1i utilizada no problema de escoamento numa cavidade. 1104
elementos e 2339 nos.

As figuras seguintes mostram alguns resultados obtidos com este elemento para nimero de
Reynolds 1, 100, 400 e 1000. O campo de pressdes para este problema vale zero em quase

todo o dominio, possuindo duas singularidades nos cantos superiores. Por esta razdo a malha é
bastante refinada nestes cantos.

Figura 23. Vetores de velocidade, linhas de corrente e campo de pressdes para Re=1.
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Figura 24. Linhas de corrente superpostas ao campo de velocidades. Re=100, 400 e 1000.
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Note que, a medida que o nimero de Reynolds aumenta de 1 até 100, a posi¢do do vortice

principal se desloca para a direita e surge um vortice secundario no canto inferior direito.

Aumentando o Reynolds até 400 e 1000, o vortice principal tende a retornar a linha média

vertical, porém numa posicéo mais abaixo comparada com Re=1. H4 também o aparecimento

de um terceiro vértice no canto inferior esquerdo quando se atinge Re=1000. As posicdes dos

vortices principais para Re=100, 400 e 1000 sdo mostradas na Tabela 1 e comparadas com

resultados da literatura. Na Figura 25 sdao mostrados os graficos da velocidade horizontal (u),

normalizada pelo nimero de Reynolds, ao longo da linha vertical média (z=0,5) para 0s

diferentes regimes de escoamento.

T, Ty
Presente estudo 0,614 0,736
Re=100 Donea e Huerta (2003) 0,620 0,740
Tuann e Olson (1978) 0,610 0,722
Presente estudo 0,558 0,605
Re=400 Donea e Huerta (2003) 0,568 0,606
Tuann e Olson (1978) 0,506 0,583
Presente estudo 0,533 0,565
Re=1000 | Donea e Huerta (2003) 0,540 0,573
Ozawa (1975) 0,533 0,569

Tabela 1. Posi¢édo do vortice principal para Re=100, 400 e 1000.
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Figura 25. Velocidades horizontais ao longo da linha vertical média. A esquerda, resultados obtidos com o elemento
P2P1i; a direita, resultados de Donea e Huerta (2003) [84].

A convergéncia do método de Newton-Raphson também foi investigada com o objetivo de

validar a formulacdo do problema tangente descrito na secdo 3.8. Os graficos do erro da

velocidade e da pressdo em funcédo da iteragdo s&o mostrados na Figura 26 para Re=100. Os

dados utilizados nos graficos da Figura 26 sdo listados na Tabela 2.

Erro na velocidade

0,00
0,05
0,10
0,15
0,20

0,25

,/0 <> <> 0,00

o
=
o

’

o
w
o

Erro na pressao
o
N
o

o
>
o

Iter?égéo

1

Vi

2 Iter%géo 4

Figura 26. Convergéncia do método de Newton-Raphson para Re=100.

Iteragao Erroem u Erroem p
1 2.227E-01 4.601E-01
2 2.420E-02 4.630E-02
3 2.616E-04 1.200E-03
4 5.783E-08 1.697E-07
5 2.751E-15 5.213E-15

Tabela 2. Convergéncia do método de Newton-Raphson para Re=100.

1
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Problema 3.3: Escoamento em torno de um cilindro

Este € um exemplo classico da literatura e pode ser encontrado em diversas referéncias
bibliograficas. Ver [50,43,92,93], por exemplo. Entretanto, para fins de verificacdo da
formulacdo apresentada até o momento, os pardmetros da referéncia [93] serdo utilizados,
uma vez que esta referéncia retne varios resultados de simula¢des do problema realizadas por
diversos grupos de pesquisa em atividade. O escoamento se da através de um canal estreito,
ver Figura 27, de comprimento L = 2,2 m ealtura H = 0,41 m, com origem do sistema de
referéncia no canto inferior esquerdo. Proximo a entrada do canal, ha um obstaculo de secdo

circular com raio 7 = 0,05 m e centro posicionado nas coordenadas C' = (0,20;0,20).

.| €

(0,0)

L

Figura 27. Escoamento em torno de um cilindro. Desenho esquematico do Problema 3.3.

A velocidade na entrada do canal tem perfil parabélico dado por
T
u(0,z,) = [4U, z,(H — z,) | H* 0],

onde o vetor posicdo é dado por = = z,e, e U, ¢ a velocidade maxima na entrada do canal.

O numero de Reynolds e de Strouhal sdo definidos neste exemplo, respectivamente, como

B

Re =

@eSt:
1%

77
com a velocidade média U na entrada do canal definida por

2u(0,H / 2)
3

U=

Y

com D sendo o diametro do cilindro e f a frequéncia de desprendimento dos vértices em s™.

v € a viscosidade cinematica do fluido, ja definida anteriormente. A velocidade no topo e na
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base do canal vale zero. A saida do canal € assumida como uma fronteira aberta, ou seja, com
tensdo nula aplicada. A densidade e a viscosidade cinematica do fluido valem p = 1,0 kg/m®
e v = 10" m?/s, respectivamente. A simulagio é feita para duas situaces de escoamento:
estacionério e transiente. Os pardmetros do problema para essas condi¢Bes sao mostrados na
Tabela 3.

Estacionario  Transiente
p [kg/m?] 1 1
v[107m?/s] 1 1
U,, [m/s] 03 1,5
Re 20 100

Tabela 3. Parametros do fluido para escoamento estacionario e transiente do Problema 3.3.

Dois tipos de elementos foram utilizados para obtencdo dos resultados que serdo mostrados
mais adiante: P2P1 e P2P1li. A malha utilizada, ver Figura 28, foi a mesma em todas as

simulacdes.
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Figura 28. Malha do fluido utilizada na simulacio de escoamento em torno de um cilindro do Problema 3.3. 3848
elementos triangulares e 7952 nés.

O método de Newton-Raphson foi forcado a executar pelo menos duas iteracfes para solucao
do sistema. Da Figura 29 a Figura 31, sdo mostrados alguns resultados do escoamento
estacionario (Re=20) para uma avaliacdo qualitativa dos resultados. Visualmente, ndo ha

diferenca entre os resultados obtidos com o elemento P2P1 e o0 P2P1i.

0.40698

Io.aewe
0.31654
-0.27132
- 0.2261

| 0.18088
- 0.13566
0.09044
0.04522

0

Figura 29. Campo de velocidades para Re=20. Resultados obtidos com o elemento P2P1.
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0.13249
0.11638
0.10026
-0.08414

0.068022
0.051904
0.035786
0.019669

0.0035507
-0.012567

Figura 30. Campo de pressdo para Re=20. Resultados obtidos com o elemento P2P1.

0.13661
— 0.12143
— 0.10625
— 0.091072

0.075893
— 0.060714
. 0.045536
— 0.030357
— 0.015179
—0

Figura 31. Vetores de velocidade préximos ao cilindro (esquerda) e tensdes na superficie do cilindro (direita). Re=20.
Resultados obtidos com o elemento P2P1.

Para uma avaliagdo mais quantitativa, foram calculados os coeficientes de sustentagéo c, e de

arrasto c;, definidos por

J— v

2F 2F,
Cp = —= e ¢p=—=-
pUD pUD

(3.70)

onde F, e F, séo, respectivamente, a resultante vertical e horizontal da forga que atua no
cilindro. Foram calculados também a diferenca de pressdo entre o ponto de estagnacdo a
montante do cilindro = = (0,15 0,20)" e o bordo de fuga do mesmo emz = (0,25 0,20)"
e 0 comprimento da regi&o de recirculagéo ou de formagéo dos vortices L, . Esses resultados

estdo listados na Tabela 4.

¢ p AP L,
Presente trabalho (P2P1) 0,0102 5,5921 0,1178 0,0845
Presente trabalho (P2P1i) 0,0110 5,6336 0,1183 0,0851
[R. Rannacher, S. Turek] 0,0106 5,5755 0,1173 0,0780

Tabela 4. Comparagéo dos resultados obtidos com os elementos P2P1 e P2P1i e resultados de [93] para o caso de
escoamento estacionario do Problema 3.3.
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Percebe-se, dos resultados apresentados na Tabela 4, muito boa concordancia com o0s
resultados da literatura, a excecdo dos valores de L, calculados com os elementos P2P1 e
P2P1i. O autor desconhece uma definicdo precisa do comprimento de recirculacéo, tendo o
mesmo sido estimado graficamente e, portanto, ndo se esperava boa concordancia deste
resultado com o resultado da literatura. No caso do escoamento transiente, o tempo foi
discretizado em diversos intervalos diferentes a fim de se analisar o desempenho do método
de integracdo apresentado em 3.4. O método de Newton-Raphson novamente foi forcado a
executar pelo menos duas itera¢cBes por incremento de tempo. Da Figura 32 a Figura 34, sdo
mostrados alguns resultados de velocidade, pressdo e tensdo na superficie do cilindro,
novamente para fins de andlise qualitativa. Os resultados mostram o escoamento apds o
desprendimento alternado de vortices se estabilizar e assumir um comportamento periddico.
Mais uma vez, ndo ha distin¢do visual entre os resultados obtidos com os elementos P2P1 e
P2P1i.

2.2166
1.9704
1.7241
1.4778
1.2315
0.98518
0.73888
0.49259
0.24629

Figura 32. Campo de velocidades para Re=100. Resultados obtidos com o elemento P2P1i.

2.0079
1.6386
1.2693

-0.9
0.53072
0.16143
-0.20785
-0.57713
-0.94642
-1.3157

Figura 33. Contornos de pressdo para Re=100. Resultados obtidos com o elemento P2P1i.
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2.0121
— 1.7885
— 1.5649
13414

1.1178
- 0.89425
~ 0.67069
— 0.44713
— 0.22356
—0

Figura 34. Vetores de velocidade préximos ao cilindro (esquerda) e tensdes na superficie do cilindro (direita) para

Re=100. Resultados obtidos com o elemento P2P1i.

Os coeficientes de arrasto e de sustentacdo também foram computados ao longo do tempo e

seus graficos sdo mostrados na Figura 35. A Tabela 5, na sequéncia, compara os coeficientes

de arrasto e sustentacdo maximos e o numero de Strouhal ap6s estabilizar o regime periodico

de desprendimento de vortices com resultados da literatura.
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3,00 -

2,95 T T T T T
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1,00

0,50 +

&' 0,00
0,50 -

-1,00

-1,50 -

7

~anaAsAAAGOG il
-

Tempo (s)

Figura 35. Coeficientes de arrasto (Cp) e sustentagdo (C,) em fun¢éo do tempo para o caso de escoamento transiente
do Problema 3.3 (Re=100).

CDmax CLmax St
Presente estudo (P2P1) 3,2450 1,0369 0,3008
Presente estudo (P2P1i) 3,3038 1,0746 0,3008
[R. Rannacher, S. Turek] 3,2300 1,0000 0,3000

Tabela 5. Comparacao dos resultados obtidos com os elementos P2P1 e P2P1i e resultados de [93] para o caso de
escoamento transiente do Problema 3.3.
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A convergéncia dos resultados da Tabela 5, a medida que o incremento de tempo decresce, €

mostrada nos graficos das figuras a seguir.

3,35
3,30
3,25
3,20
Cp 315
3,10
3,05
3,00
2,95

—e—P2P1iy=1

—=—P2P1i y=1/2
P2P1y=1

—»—P2P1y=1/2

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

AT

Figura 36. Convergéncia do coeficiente de arrasto (Cp) em funcéo do incremento de tempo At e do pardmetro vy de
integracdo do Método de Newmark para o caso de escoamento transiente do Problema 3.3.

1,20
& 3
1,00 %
0,80 .
—o—P2P1iy=1
0,60 .

g —=—P2P1i y=1/2
0,40 P2P1y=1
0.20 ——P2P1y=1/2
0,00 T T T |

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
AT

Figura 37. Convergéncia do coeficiente de sustentagédo (C) em fungédo do incremento de tempo At e do parédmetro y de
integracdo do Método de Newmark para o caso de escoamento transiente do Problema 3.3.
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P2P1y=1
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Figura 38. Convergéncia do numero de Strouhal (S;) em funcéo do incremento de tempo At e do parametro y de
integracdo do Método de Newmark para o caso de escoamento transiente do Problema 3.3.
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3.10. Conclusao Parcial

Neste Capitulo, a formulagdo do problema de escoamento incompressivel de fluidos
Newtonianos descrito pelas Equacdes de Navier-Stokes e sua implementacdo computacional
usando o Método dos Elementos Finitos foram apresentadas. Questdes essenciais como a
estabilizacdo da condicdo LBB, estabilizacdo da conveccdo e integracdo no tempo foram
discutidas e diversos exemplos numéricos foram resolvidos com o objetivo de verificar o
conteddo exposto. Os resultados obtidos nas simulagcbes numéricas mostraram muito boa

concordancia com resultados da literatura e algumas conclus6es podem ser destacadas:

v' A etapa inicial deste trabalho — obtencdo de um programa para simulacéo
computacional de problemas da Mecanica dos Fluidos — foi concluida com sucesso;

v' Em problemas de IFE, deve-se utilizar o termo viscoso definido por (3.20) para
garantir consisténcia no calculo das tensbes provenientes do problema fluido na
interface com a estrutura;

v" O elemento triangular P2P1i, proposto neste trabalho, fornece resultados comparaveis
aos elementos Taylor-Hood P2P1 e Q2Q1, porém a um custo de se estabilizar a
condicdo LBB. Este custo, entretanto, € muito baixo devido ao grau dos polinémios de
interpolagéo deste elemento;

v" Ao discretizar o tempo, deve-se optar por métodos de segunda ordem. Os resultados
de convergéncia no tempo do Problema 3.3 mostram que a utilizagcdo de um método de
primeira ordem exige intervalos de tempo muito pequenos para se atingir precisdo
satisfatoria. Note que a convergéncia dos coeficientes da Figura 36 a Figura 38 esta
diretamente relacionada com a convergéncia das tensdes e da frequéncia de oscilacéo

das mesmas, resultados estes de extrema importancia em problemas de IFE.



48

4.0 Problema Estrutural

A formulacdo do problema estrutural descrita aqui utiliza uma abordagem Lagrangiana usual.
A cinematica é apresentada de forma exata e, portanto, 0 modelo é capaz de simular estruturas
sujeitas a grandes deslocamentos e deformagdes. O modelo constitutivo adotado é ndo linear

elastico e utiliza o material Neo-Hookiano de Ciarlet-Simo.

4.1. Problema estatico

Considere um sélido deformavel que ocupa uma regido 2" do espaco fisico na configuragéo
de referéncia. Na configuracdo atual ou deformada, este mesmo solido ocupa a regido {2 do

espaco, conforme ilustra a Figura 39.

Figura 39. Transformagc&o de um sélido da configuragéo de referéncia {2” para a configuracéo deformada {2 .

O contorno do solido, nestas configuragdes, € definido por I'" e I, respectivamente. O

gradiente da transformacéo ¢ definido por

F=Vg="2%, (4.1)
ox"
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onde x e x" sdo os vetores posi¢cdo de um mesmo ponto material nas configuracGes atual e de

referéncia, respectivamente. O tensor F' pode também ser escrito em funcdo dos seus vetores-

coluna:
F=foe=fi £ £
Os deslocamentos u sdo dados por?
u=x—x,

e o gradiente dos deslocamentos por

Da mesma forma que em (4.2), o gradiente dos deslocamentos pode ser escrito como

L=~®e=|7 7 7|

O problema estatico da teoria ndo linear da elasticidade pode entéo ser formulado por

divP +b" =0 em (2",

u=u em [I”

u H

Pn =1 em I7,

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

onde P ¢é o Primeiro Tensor das Tensdes de Piola-Kirchhoff, que associa o vetor tensdo

relativo a configuracdo de referéncia ¢ com o vetor unitario normal n” a uma superficie

nesta configuracdo através de

t" = Pn'.

(4.7)

2 Note que u também foi definido como sendo a velocidade do fluido. Quando necessario, serdo utilizados

indices e v/ e v’ para identificar grandezas relativas ao fluido e & estrutura, respectivamente.
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O vetor b" representa as forcas de volume por unidade de volume da configuragdo de
referéncia. Analogamente ao problema de fluidos, a barra sobre as variaveis indica que seus
valores sdo prescritos no contorno do problema. O Primeiro Tensor das Tensdes de Piola-
Kirchhoff é dado por

P = FS, (4.8)

onde S € o0 Segundo Tensor das Tensdes de Piola-Kirchhoff.

4.2. Modelo constitutivo Neo-Hookiano de Ciarlet-Simo

Este modelo constitutivo possui o Potencial de Energia de Deformagdo Especifica dado por
[94,95]

Y T) = S\ 5(J2 —1) —In(J)

. [1 4 %uu — 3 921n())) (.9)

onde J = det(F), I = f - f. e A e p sdo os coeficientes generalizados de Lamé dados por

Ev _FE
)\:(1—21/)(1—4—1/) ° et (4.10)

em funcdo do moddulo de elasticidade E e do coeficiente de Poisson ». Escrevendo o

Primeiro Tensor de Piola-Kirchhoff como

Pt ae, (4.11)
temos que
F 9% _ 0 (4.12)
oy, Of

Usando a regra da cadeia na expressao anterior, obtém-se
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y = 200J ol (4.13)
' 0Jof oI of
onde
3¢ 1 2 —1 aw 1
—— =N —pu|JY =y, 4.14
Y, [2 ( ) u] 57— ¥ (4.14)
0J 0J 0J
= =hxFf =g =fxf =g =fxfe (415
afl 1 2 3 8132 2 3 1 afg 3 1 2
ol
Z —9f. 4.16
oF f; (4.16)
Substituindo as expressdes (4.14) a (4.16) em (4.13), tem-se que
T, = [%/\(J2 —-1)— ,u]Jlgi + uf. (4.17)

Os vetores g, podem ser escritos de maneira mais compacta com ajuda do simbolo de

permutacéo ciclica Eilk da seguinte forma
1
g, = Eaijkfj X fi» (4.18)
ou
1
g, = _§€iJkafJ” com F, = Skew(f,). (4.19)

Para obtencdo dos termos da matriz de rigidez tangente do problema nédo linear, que seréo

apresentados mais adiante no texto, faz-se necessario calcular

_ o _ 97 _
ooy Of
(4.20)

1

— —_— 1 - -
— 5)\(1+J )+ 2}g¢®gj+[5>\((] P I 4 g T e By + pb

ik
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que séo os tensores dos modulos elasticos de rigidez tangente para o par [F, P].

4.3. Forma fraca

De forma semelhante a Secdo 3.2, a equacdo de conservagdo do momento em (4.6) pode ser

reescrita em sua forma integral como

f (divP +b")- ud2” =0, ducV. (4.21)
).

S e V sdo, novamente, os subespacos das funcdes de aproximagdo e das funcdes peso,
respectivamente. Aplicando o teorema do divergente ao termo de tensdo na equacao anterior,

tem-se

[(divP)-6ud” = [(Pn)- 6udl™ ~ [P : Véuds'. (4.22)
o I @

Valendo-se da relacdo (4.7) e substituindo (4.22) em (4.21), pode-se enunciar o problema
descrito por (4.6) de forma equivale como se segue. Encontrar u(z) € & tal que para todo

du € )V tenha-se

f P : Véud' = f ¢ Sudl" + f b - Sud’, Y éucl. (4.23)
o " (0

A equacdo (4.23) é a forma fraca do problema estatico da teoria da elasticidade ndo linear.
Note que o lado esquerdo da equacgdo (4.23) € comumente identificado, no contexto da
Mecanica das Estruturas, como o trabalho virtual dos esforcos internos e pode também ser

escrito como

SW,, = f P Véud = f P §Fd" = f T, - 6y,d2", (4.24)

onde 0F = Véu é o gradiente dos deslocamentos virtuais. O lado direito de (4.23), por sua

vez, é o trabalho virtual dos esforgos externos:
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Weq = [ - Sudl” + [ - buds2”. (4.25)
r o
Substituindo (4.24) e (4.25) em (4.23), podemos escrever que

oW = 6W;

int

— oW,

ext

=0, Véuel. (4.26)

Ou seja, o trabalho virtual dos esforgos internos é igual ao trabalho virtual dos esforgcos
externos para qualquer campo de deslocamento virtual éu de um sdlido que satisfaz a

equacdo de equilibrio
divP +b" =0 em ("
e as condigOes de contorno
Pn" =t" em I
na fronteira natural. Pode-se mostrar facilmente que esta implicacdo matematica é também

uma equivaléncia e este resultado constitui o0 Teorema dos Trabalhos Virtuais.

4.4. Discretizacao do espaco por elementos finitos

As funcgdes de aproximacao do deslocamento séo dadas por

Nel
u(x) = U Nu,, (4.27)
e=1

onde N ¢ a matriz das funcGes de forma ou de interpolacéo local do elemento finito e u, 0
vetor dos deslocamentos nodais local dados por
N=|NI N,I - NJI|e

u, :[ul UV Wy Uy Uy Wy U v w, )
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onde n € 0 numero de nds do elemento e u, v e w as componentes do deslocamento nas trés
dire¢es ortonormais do sistema de referéncia. A funcdo peso, identificada como o0s

deslocamentos virtuais em (4.24), é aproximada usando as mesmas funcdes de (4.27), ou seja,
Nel

dul(x) = U Néu,, (4.28)
e=1

de modo que tenhamos uma formulacdo de elementos finitos com projecGes de Galerkin

usuais. O gradiente dos deslocamentos virtuais de um elemento pode entéo ser escrito como

Véu, = Bu,,
com
N11I N2.1I anI
B = NLQI NQQI NnQI.
N1 3I Nz 3I Nn/.?)I

Note que também podemos escrever as colunas do gradiente dos deslocamentos virtuais como

by, = N,iéue‘ (4.29)

com

N, =N, I Ny I --- N, T

Os vetores-coluna do gradiente da transformacdo de um elemento também sdo facilmente

escritos como

f=Nx, (4.30)

i e

onde x, é 0 vetor posi¢cdo nodal do elemento na configuracdo deformada.
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4.5. Equilibrio

O trabalho virtual dos esforcos internos calculado no dominio de um elemento finito sera

dado por

Wy, = [ 7, 6v,d2 = su] [NTr,de2;, (4.31)

int

e e

onde a integral na ultima expressdo pode ser definida como o vetor de esforcos nodais local

do elemento dado por

R, = [Nlrde. (4.32)
o

O trabalho virtual dos esfor¢os externos em um elemento, por sua vez, serd dado por

Wee = [b-6u'd2 + [T-6u'dl! = sul | [NTbds2) + [NTEdI7 |, (4.33)
onde
Ryq = | [NTba2 + [NTaary (4.34)
o Ir

é o vetor dos esforcos nodais externos do elemento. Os vetores globais dos esfor¢os nodais
internos e externos podem ser obtidos a partir do espalhamento de seus respectivos vetores

locais, ou seja,

Nel Nel
R, = ZACTRfm e R, = ZAJRgxt. (4.35)
e=1 e=1

Os trabalhos virtuais interno e externo da estrutura podem ser escritos agora como

W, =¢ér'R

=¢ér'R,, e oW,

ext

(4.36)

ext’
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onde ér € o vetor dos deslocamentos virtuais nodais global da estrutura dado por

Nel
st =Y Aléu,.

e=1
Aplicando agora o Teorema dos Trabalhos Virtuais, tem-se que

oW = oW,

int

— oW,

o =O0r'(R, —R_,)=0, Vér (4.37)

int
e portanto

R=R,_ -R, =0 (4.38)

ext

onde R é definido como vetor das forgas resultantes nodais.

4.6. O problema tangente

O sistema de equagOes que resulta de (4.38) é ndo linear e precisa ser resolvido por algum
método numerico. Neste trabalho serd adotado o Método de Newton-Raphson para solugéo de
sistemas ndo lineares, sendo para isso necessario o calculo da matriz de rigidez tangente do

problema. A solucéo do problema (4.38) € obtida de forma iterativa por

A(r,)d = —R(r) (4.39)
Loy =5, +9,
onde k£ é o numero da iteragdo e
0
A(r,) = —R(r) (4.40)
Or .

¢ a matriz de rigidez tangente do problema obtida como se segue. A derivada de (4.38) em

relagdo ao vetor dos deslocamentos nodais é dada por

8 Nel 8Re Nel 8Re
_R — —R A mt — A — " int A 441
Or me Z c 0 8r Z c 0 (4.4

e=1 11 e=1 11
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A derivada parcial na ultima expressdo € a matriz de rigidez tangente de um elemento e pode

ser calculada por

or. O, .
K, = [ Nfia—%dﬂr = [NTZEN ag, (4.42)

Com ajuda de (4.20),

K, = [NIC,N do. (4.43)

Finalmente, a matriz de rigidez tangente do problema é obtida espalhando-se a matriz de

rigidez do elemento

Nel
Ar) =) AKpA,. (4.44)
e=1

4.7.Problema dindmico

Reescrevendo o problema estatico definido em (4.6) e acrescentando a este as forcas de
inércia e condigdes iniciais, obtemos o problema dindmico da teoria ndo linear da elasticidade

em sua forma forte dado por

divP +b" = p"u em (2",

(4.45)
Pn" =1t" em I7,
u = u, em 2" et =0,

onde p" é a massa especifica do sélido na configuracdo de referéncia.
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4.8. Forma fraca

Escrevendo a equagéo de conservagdo do momento em (4.45) na sua forma integral, tem-se

f (divP Ny - p"fu,) SSud2” =0, VY éucV. (4.46)
.

Valendo-se da relacdo (4.7) e substituindo (4.22) em (4.46), pode-se enunciar o problema
descrito por (4.45) de forma equivale como: encontrar u(x,t) € & X ]O,T] tal que para todo
ou € V tenha-se

f P : Véud' + f il - Sud = f ¢ Sudl™ + f b Sud?, Y bu € V.(4.47)
o 2" I o

A expressao (4.47) é a forma fraca do problema dindmico da teoria da elasticidade ndo linear.
Note que, em relacdo a forma fraca do problema estatico, surge um termo adicional do lado
esquerdo da equacdo (4.47) que é definido, dentro do contexto do Teorema dos Trabalhos

Virtuais, como a variacgdo virtual da energia cinética, dada por

5T = f il - Sudf). (4.48)
J

Usando as defini¢des de trabalhos virtuais dos esforgos internos e externos em (4.24) e (4.25),

respectivamente, podemos escrever que

oW,

ext

= oW,

int

+6T, Véuel. (4.49)

Ou seja, 0 trabalho virtual dos esforcos externos é igual ao trabalho virtual dos esforcos
internos mais a variacdo virtual da energia cinética para qualquer campo de deslocamento

virtual éu de um solido que satisfaz a equagéo local do movimento
divP +b" = p"u em 2"
e as condigOes de contorno

Pn" =t" em I
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na fronteira natural.

4.9. Discretizagao por elementos finitos

O discretizacdo espacial por elementos finitos do problema dinamico é idéntica ao exposto na
Secdo 4.4 com acréscimo do termo de inércia definido em (4.48). As fungdes de aproximacao

da aceleracdo e da funcao peso sdo dadas por
Nel Nel

i (x) = U Nii, ou"(z)= U Néu,, (4.50)
e=1 e=1

onde Né a matriz das func¢Ges de forma do elemento finito ja definida anteriormente e i, 0
vetor das aceleracGes nodais do elemento. A variacdo virtual da energia cinética de um

elemento finito pode ser escrita entdo como

5T = [ N Nou,a) = su,” [N'oNa2i, (4.51)
r 2

onde a ultima integral da equacéo (4.51) é a matriz de massa local do elemento definida por

M, = [N"p'Nas!. (4.52)
o

Substituindo (4.52) em (4.51), tem-se

6T = 6u,"M_ii,, (4.53)
que pode ser espalhado para se obter a variagdo virtual da energia cinética de toda a estrutura,
ou seja,

Nel

6T = 6> AM A i = 61" M¥. (4.54)
e=1

Na equacdo (4.54) acima, M é a matriz de massa global da estrutura, ér é o vetor dos

deslocamentos virtuais nodais global da estrutura e ¥ é o vetor das aceleracdes nodais global.
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Aplicando agora o Teorema dos Trabalhos Virtuais para o problema dindmico, equacéo (4.49)

, Obtém-se

ér'R,,, = 6t'R,, + 6r'MF, V ér. (4.55)

int
Devido a arbitrariedade de ér, a equacgdo (4.55) € equivalente a

R, = R, + M, (4.56)

int
que é a equacdo do movimento da estrutura. Observe que este problema esta na forma semi-
discreta, uma vez que apenas o espaco foi discretizado. A discretizacdo do tempo sera feita na

secdo seguinte.

4.10. Integracdo no tempo

O algoritmo utilizado para discretizar no tempo a equacao (4.47) foi o Método de Newmark
[86], no qual o vetor dos deslocamentos nodais, r, e 0 vetor das velocidades nodais, r, sdo
dados pelas expressoes

1 ,
"t — pn T+ At _,_'[5_ B]r" + Bf”ﬂkl At27

(4.57)

Pl — g +{(1_7)rn+7rn+l At,

onde At é o incremento de tempo entre dois instantes ‘n’ e ‘n + 1’ consecutivos e 3 e ~
os parametros do Método de Newmark. Reescrevendo a equacdo do movimento (4.56) para o

instante de tempo ‘n + 17, tem-se

Ryt = Ro + M, (4.58)

ext int
Ou, de forma mais compacta,

R + Mgt =0, (4.59)
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onde R""! é o vetor das forcas resultantes nodais no instante ‘n +1’. Os parametros do

Método de Newmark utilizados neste trabalho foram g =1/4 ey =1/2.

4.11. O problema tangente

Novamente o sistema de equagdes que resulta de (4.59) é ndo linear e sera resolvido pelo

Método de Newton-Raphson. Reescrevendo o problema (4.59) na forma

F(d) =0 (4.60)

e considerando o vetor aceleragéo no instante *n 4 1’ como incdgnita do problema, ou seja,

d= {r+1} (4.61)
tem-se
wn+1 _ wn+1
A(r//,ﬂ )0 —/ R(¥"™) (4.62)
i;kfljll - .I;knﬂ + 9,
onde
A = 2 ) (4.63)
od .

é a matriz de rigidez tangente do problema dinamico. A derivada de (4.59), desta vez com
relagdo ao vetor das acelera¢fes nodais, seré dada por
0 0

I _ n+1 sn+1 )
@ = —(%M(R + M) =

n+1
a n+1 81‘

8rn+1 int a'I;n-i-l

+ M. (4.64)

Da primeira expressdo de (4.57), podemos escrever que

8rn+1

i BAL. (4.65)
=
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Substituindo agora (4.41), aplicado ao instante “n + 17, e (4.65) em (4.64), obtém-se

P Nel IR ntl Nel
F(R”“ +ME" ) = BARY ATt | A +STATMA,. (4.66)
P e=1 e e=1

A matriz de rigidez tangente de um elemento, para o problema dindmico, pode ser extraida de

(4.66) e escrita como

BAK,, + M,. (4.67)

Finalmente, a matriz de rigidez tangente do problema é obtida espalhando-se a matriz de

rigidez do elemento

Nel
A = Y AT (BACK,, + M, )A,. (4.68)

e=1

Muitas vezes, por problemas de instabilidade numérica, é desejavel usar o vetor dos
deslocamentos nodais r"*! como incégnita do problema (4.59). O desenvolvimento é analogo

e obtém-se, ao final, a seguinte matriz tangente local:

1

o (4.69)

KTe +

e*

4.12. O problema plano

A formulacdo do problema estrutural apresentada até o momento sera particularizada para
duas dimensdes, nesta Secdo, em virtude dos exemplos que serdo apresentados mais adiante

no texto. Esta particularizacdo se faz impondo a hipotese cinemaética

¥y =0 (4.70)

ao gradiente dos deslocamentos (4.5), que corresponde ao estado plano de deformacéo de um

solido. Dessa forma, temos



L=\~ ~v 0

F=[f f el
Os vetores g;, por Sua vez, podem Ser escritos como

9, = —SkeW(e3)f2,
g, = Skew(e,)f, €

95 = [ X ks
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(4.71)

(4.72)

(4.73)

Observe que, uma vez que f; e f, estdo no plano definido por e, e e,, 0 vetor g, tem

componente ndo nula apenas na direcdo de e,. O calculo dos tensores C,, ver equacéo

(4.20), para os indices i e j variando de 1 a 2 resulta em

(@
Cy = [5<J)]92 ® gytul €
[2(J)] 9, ® g, — B(J)Skew(e,).

(4.74)

(4.75)
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5.0 Problema de Interacdo Fluido-
Estrutura

Neste capitulo, serd descrita a formulacdo usada para resolver o problema acoplado de
Interacdo Fluido-Estrutura (IFE). Esta formulacdo utiliza o conceito de fronteiras imersas

como alternativa as formulacdes ALE classicas.

5.1. Introducéo

A ideia béasica esta em se utilizar GFEM em conjunto com Multiplicadores de Lagrange para
impor as condi¢des de contorno na interface entre o fluido e a estrutura e foi originalmente
proposta em [69] e [67]. Essa técnica permite que o problema fluido seja resolvido a partir de
uma malha Euleriana fixa na qual os elementos intersectados pela fronteira da estrutura sdo
enriquecidos de modo a prover as descontinuidades exigidas na velocidade e pressdo. Além
disso, em geral, a fronteira da estrutura ndo coincide com os nds da malha do fluido e,
portanto, a velocidade do fluido nesta interface necessita ser imposta na forma fraca do
problema. A fim de se formular o problema acoplado de IFE, algumas defini¢bes se fazem
necessarias. Seja entdo {2 o dominio computacional que contém o dominio estrutural £2° e 0
dominio fluido 2/, sendo que este se estende parcial ou totalmente sobre o dominio 2° de

modo que
2N =0

A Figura 40 ilustra os dominios do fluido e da estrutura que acabaram de ser definidos bem

COMO Seus respectivos vetores normais unitarios »/ e »* na interface 1.
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N

Figura 40. Definicdo dos dominios no problema acoplado.

A interface I'*, denominada aqui também de “superficie molhada”, por sua vez, divide o
dominio fluido em dois novos subconjuntos que serdo chamados de 21 e 2, o segundo
sem significado fisico algum e chamado de dominio ficticio. A decomposicdo de 2/ em Q27

e 2~ se da através de uma biparticdo por disjuncdo, ou seja,

2 =0tunN e NTNN =0

A Figura 41 ilustra estes novos dominios.

Q-i—

(-
It

F =tuN e TN =0

Figura 41. Decomposic&o do dominio fluido em 27 e 2

Vale lembrar que durante a computagdo numérica do problema, os elementos finitos de fluido
pertencentes a 2~ serdo desativados, evitando assim um aumento desnecessario do custo

computacional de processamento e memaria necessaria para resolver o problema.
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5.2. Imposicao das condic¢des na interface
As condigdes que precisam ser satisfeitas na interface podem ser escritas como

w =4V zel (5.1)

Tin/ = -T*n* ¥V z € I'. (5.2)

A eq. (5.1) estabelece uma condicdo cinemaética de aderéncia que consiste em velocidades do
fluido e da estrutura iguais ao longo da interface enquanto que a eq. (5.2) € uma condigéo
dindmica, que impde o equilibrio de forcas sobre 1. Este equilibrio de forcas se resume a
uma igualdade de tensdes uma vez que a area da superficie na qual atuam estas forcas é a
mesma. O sinal contrario deve-se a orientagdo invertida dos vetores normais, de acordo com a
Figura 40. Conforme ja mencionado no Capitulo 4, os indices ‘s’ e * f” serdo utilizados para
distinguir as grandezas da estrutura e do fluido, respectivamente, e serdo omitidos quando néo

houver necessidade.

5.3. 0 problema fluido com interfaces moveis

Se admitirmos que a transformacdo, ou movimento, da estrutura € conhecida a priori, 0
problema acoplado de IFE se reduz a um problema fluido com interfaces mdveis. Dessa

forma, podemos reescrever as condi¢des (5.1) e (5.2) como

w=u' VvV eel" (5.3)

t/ =0V xzerl, (5.4)

onde o sinal positivo ou negativo de I refere-se por onde aproximamos da interface, se por

2% ou 27, respectivamente. #’ é a velocidade da interface mével. Note que com essas

defini¢cdes, tem-se condicBes de contorno de Dirichlet na interface de 2+ e condicdes de
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contorno do tipo Neumann no contorno do dominio ficticio 2~ . Impondo ainda as seguintes

condigdes iniciais ao dominio ficticio do fluido

ulz,t =0)=0V x €2,
(5.5)
plx,t=0)=0V x e,

e admitindo que ndo atuem forcas de volume neste dominio, garante-se que nao havera
escoamento em (2~ durante toda a simulacdo do problema. Satisfazer as condicdes de (5.3) a
(5.5), entretanto, requer campos de velocidade e pressdo descontinuos. Este campo
descontinuo ser& provido durante a discretizacdo do problema no espa¢o. A imposi¢do da
condicdo (5.3) é feita via Multiplicadores de Lagrange (ver [69,70,96,67]). Pode-se entdo

definir um funcional dado por

T = f)\ (u—w)dl, (5.6)
F+

onde X representa os Multiplicadores de Lagrange da condi¢do (5.3) e, portanto, constitui
uma incognita adicional ao problema. Por uma andlise dimensional, conclui-se que A é uma
tensdo aplicada ao longo de I"*, possibilitando, por sua vez, atribuir uma intepretacao fisica
de uma tensdo exercida pela interface imersa de modo que o escoamento do fluido satisfaca
(5.3). A variacgéo de (5.6) fornece

o = [ox-(w—a)drt + [ X-oudl*, (5.7)
It r+
Introduzindo, finalmente, os termos obtidos no contorno I'* da equacdo (5.7) em (3.25),
tem-se

{(w,u)gf —|—7At[c(u;'w,u)m +a(w,u)m —(din,p)m —|—(q,diVu)m —(w,b)

I = (wor),, + 0 ar(war),

foll
_ _ (5.8)
~(wt), —(wA), - (xu—a')

onde a variagdo das velocidades éu foi substituida pela funcdo peso w apenas por fim de

uniformidade da notacdo.
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Discretizagdo do espago por elementos finitos
Conforme mencionado anteriormente, a discretizagdo do espago precisa prover uma
descontinuidade nos campos de velocidade e pressao dos elementos cortados pela interface

I'*. Isso pode ser feito enriquecendo as fungdes de forma dos elementos da seguinte maneira

Nel Nel

Wat) = ol N,  phat) = | Jé@HN p.
e=1 e=1

(5.9)

Nel Nel

w(x,t) = U oz, )N w,,  ¢"(z,t) = U ¢(z,t)N q,,
e=1 e=1
onde ¢(x,t) € uma funcéo degrau definida por
oz 1) 1sexzeN (5.10)
x,t) = .
0sexzef2.

Note que para os elementos do dominio real do fluido, £2*, ndo intersectados pela interface,
as funcdes em (5.9) se reduzem as funcdes de aproximacao e peso usuais definidas em (3.26).
Vale ressaltar ainda que, como a interface estara em movimento durante um problema de IFE,
a funcéo degrau € funcao também do tempo. A Figura 42 mostra um exemplo de como seriam
as funcdes de forma enriquecidas de um elemento quadrilateral biquadratico intersectado pela

interface em dois lados opostos.

AR
KSR
0‘&,“\\\\:}(“

St
’g: t:“‘““‘
!

AN
(AOASNEAAN
LSS
RS
IORAXXSS \Y
A

//////,I,Illl,;c

Figura 42. Fungdes de forma enriquecidas de um elemento quadrilateral biquadratico.
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Discretizagdo da interface

Os Multiplicadores de Lagrange A e sua funcéo teste 6A precisam ser discretizados ao longo
da interface I"*. Uma maneira intuitiva de se fazer isso é definindo nés nas intersecoes entre a
interface e os lados dos elementos da malha do fluido, conforme sugerido em [67]. A Figura
43 ilustra de forma esquematica como a interface é discretizada nesta abordagem. Os
Multiplicadores de Lagrange sdo portanto aproximados por funcGes de forma que utilizam os

nos simbolizados por triangulos na Figura 43 para interpolacéo.

Dessa forma, as funcgdes de aproximacao e teste dos Multiplicadores de Lagrange podem ser

definidas por

Nel Nel
A =[N, e A" = [ N6 (5.11)
e=1 e=1

%

QJr

ri

0

Figura 43. Discretizacdo da interface definindo nés na intersecéo entre I e elementos de fluido.

A discretizacao da interface mostrada na Figura 43 possui alguns inconvenientes com relagédo
a implementacdo e instabilidade numérica, especialmente quando séo utilizados elementos
finitos com funcgbes de interpolacdo de baixa ordem na formulacdo do problema fluido. Este
fato j& foi alertado em [67] e [70], uma vez que a combinacdo do subespaco de aproximagéo
de XA com os subespacos da velocidade e pressdo pode ser incompativel (LBB) e, por isso,
gerar instabilidades numéricas. A alternativa sugerida neste trabalho é a constru¢do de uma

malha para interface independente da malha do fluido (técnica indicada em [96]) em conjunto
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com funcdes de aproximacao descontinuas para interpolacdo dos Multiplicadores de Lagrange
a fim de tornar flexivel a escolha da dimenséo do subespago de aproximacao destes e facilitar

o célculo dos termos a serem integrados ao longo da interface.

Q-l—

)\71+1 Q—

Figura 44. Discretizacdo da interface usando func¢des descontinuas e constantes no interior dos elementos. A malha da
interface é construida independente da malha do fluido.

Problema matricial
Substituindo (5.9) e (5.11) na forma fraca apresentada em (5.8) e apds algumas manipulactes

algébricas, chega-se ao seguinte sistema de equacfes

M ( —
— + (C(u"“) + K) G —M;I\— 4t FrHl M u" + L—7) Mu”
GT 0 0 |{p""l=7 0 L (5.12)
_M/\ 0 0 }‘n+1 —M/\ﬁi
onde o operador M, ¢ definido por

M, = > AT [NINdI7A. (5.13)
ele_menﬁgs T+
enriquecidos e

Alternativamente, no célculo da contribuicdo dos elementos enriquecidos as matrizes do
sistema (5.12), pode-se subdividir a regido pertencente a 2 destes elementos em células de

integracdo, evitando assim o uso das funcdes de enriquecimento definidas em (5.9) e (5.10).
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5.4.0 problema acoplado

Eliminando a hipétese da secdo anterior de que a transformacdo da estrutura é conhecida a
priori, algum algoritmo se faz necessario a fim de resolver o problema acoplado. Optou-se
aqui por um método implicito e alternado (staggered scheme) que, apesar de possuir taxa de
convergéncia em geral mais lenta quando comparado com métodos chamados monoliticos,
tem sua vantagem na possibilidade de se utilizar programas computacionais prontos do
problema estrutural sem necessidade de modificacdo alguma. O algoritmo utilizado é descrito

a sequir:

Algoritmo do problema acoplado

A cada novo instante de tempo n +1:

1) Estimar a nova posicéo da interface I e seus deslocamentos u%“ em t=n+1;

2) Problema fluido: calcular as condi¢cdes de contorno de Dirichlet na interface e
resolver o problema fluido, obtendo, dentre outros, as tensdes na interface ¢/

3) Problema estrutural: usar as tensdes calculadas no passo anterior e resolver o
problema estrutural. Obter os deslocamentos da interface na nova posicao 11‘}7? L

4) Relaxagéo dos deslocamentos da interface: usar o pardmetro de relaxacdo Aitken para
estimar 0s deslocamentos da interface para a proxima iteracdo
wp = W@ (- w)a

5) Checar convergéncia. Se ndo satisfeita, voltar ao passo 2).

5.5. Simula¢6es numéricas

Nesta Secdo, serdo apresentados alguns resultados de simulagdes numéricas conduzidas com
0 objetivo de verificar as formulacGes apresentadas. Novamente, o software de pré e pos

processamento Gid [91] foi utilizado.
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Problema 5.1: escoamento estaciondrio em torno de um cilindro (Re=20)

Aqui o problema de escoamento em torno de um cilindro é revisitado. Os dados do problema
sd0 novamente 0os mesmos da referéncia [93] e o leitor pode consulta-los no Problema 3.3 da
Secdo 3.9, onde os mesmos foram apresentados de forma detalhada. A Figura 45 foi repetida

apenas por razdes didaticas de exposicao.

.| €

(0,0)

L

Figura 45. Escoamento estacionario em torno de um cilindro. Desenho esquematico do Problema 5.1.

Desta vez, entretanto, todo o dominio do problema foi discretizado com elementos finitos de
fluido e, portanto, a fronteira entre o fluido e a estrutura, no caso o cilindro, estd imersa. Este
fato pode ser observado na Figura 46 para o elemento de Taylor-Hood Q2Q1 e na Figura 47

para os elementos Taylor-Hood P2P1 e P2P1i.

F’L

Figura 46. Malha do fluido utilizada na simulacéo do Problema 5.1. 23049 elementos Taylor Hood Q2Q1 e 92825 nos.
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Figura 47. Malha do fluido utilizada na simula¢do do Problema 5.1. 7914 elementos Taylor Hood P2P1 (ou P2P1i) e
16090 nos.
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No caso do elemento Taylor-Hood Q2Q1, a interface foi discretizada criando-se nds nas
intersecdes desta com os lados dos elementos de fluido, conforme apresentado na Figura 43 e
utilizando fungdes de interpolacao lineares. O cilindro foi considerado como um corpo rigido
e por isso ndo precisou ser discretizado. A interface, por sua vez, foi definida de forma
analitica internamente no codigo computacional em razédo de sua simplicidade geométrica. Os
resultados de velocidade e presséo obtidos com o elemento Q2Q1 podem ser observados na

Figura 48 e na Figura 49, respectivamente.

0.40712
Io.as1sa
0.31665
0.27141
0.22618
[ 0.18004
0.13571
0.090471
0.045236

0

Figura 48. Campo de velocidades obtido com o elemento finito Taylor-Hood Q2Q1.

0.13081

Io,mm
0.098941
0.083255
0.067568

| 0.051881
0.036195
0.020508
0.0048213

-0.010865

Figura 49. Campo de pressdo obtido com o elemento finito Taylor-Hood Q2Q1.

Na Figura 50, é mostrada em detalhe a distribuicdo de pressdao em torno do cilindro. O leitor
pode notar que a pressao ndo foi interpolada corretamente pelo pos processador Gid, causando
uma falsa impressdo de que a distribuicdo de pressdo ndo € suave ao longo do contorno do
cilindro. Isso se deve ao fato de que o Gid ndo possui implementadas as funcbes de

enriquecimento definidas pelas egs. (5.9).
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Figura 50. Detalhe da distribuic&o de pressdo ao longo do contorno do cilindro obtido com o elemento finito Taylor-
Hood Q2Q1.

Entretanto, € possivel calcular a pressdao no contorno do cilindro internamente no codigo
computacional, utilizando as fungdes de forma enriquecidas. Este resultado é mostrado na

Figura 51 juntamente com os Multiplicadores de Lagrange.
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(b) Q2Q1; 96 Multiplicadores de Lagrange definidos
pela intersecdo entre a interface e os elementos de
fluido.

(a) Presséo ao longo do contorno do cilindro.

Figura 51. (a) Pressdo no contorno do cilindro e (b) Multiplicadores de Lagrange obtidos com o elemento Taylor-
Hood Q2Q1.
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Percebe-se claramente a partir da Figura 51(a) que a distribuigcdo de pressédo € suave em torno
do cilindro e estd em concordancia muito boa com resultados da literatura (ver comparagao
dos resultados mais adiante na Tabela 6. Na Figura 51(b), percebe-se também que ndo ha
evidéncias de instabilidade numérica por incompatibilidade dos subespacos utilizados neste

problema.

0.26 T T T T T T 0.26

0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
(a) P2P1; 361 Multiplicadores de Lagrange definidos pela (b) P2P1; 170 Multiplicadores de Lagrange definidos de
intersecdo entre a interface e os elementos de fluido. forma independente da malha do fluido.
0.26 T T T T T 0.26

0.241

0.22f

0.2f

0.18[

0.16

0.16 0.18 02 0.22 0.24 0.26 0.12 0.14 0.16 0.18 02 0.22 0.24 0.26

(c) P2P1i; 361 Multiplicadores de Lagrange definidos pela (d) P2P1i; 150 multiplicadores de Lagrange definidos de
intersecdo entre a interface e os elementos de fluido. forma independente da malha do fluido.

Figura 52. Multiplicadores de Lagrange obtidos com os elementos P2P1 e P2P1i. Comparacéo entre as técnicas de
discretizagdo da interface apresentadas em 5.3.

Ao tentar resolver este mesmo problema usando outros elementos finitos de fluido com
funcbes de interpolacdo de grau menor, em especial os elementos P2P1 e P2P1i, foram

evidenciados fendbmenos de instabilidade numérica. Tais instabilidades, entretanto, foram
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eliminadas ao discretizar a interface de forma independente da malha do fluido e com funcGes
de forma descontinuas e constantes no interior do elemento, conforme descrito na se¢do 5.3 e
ilustrado na Figura 44. Os resultados obtidos para os Multiplicadores de Lagrange séo
mostrados de forma comparativa na Figura 52. Os coeficientes de sustentacdo c; e de arrasto
¢;, definidos por (3.70), foram também calculados e os resultados sdo mostrados na Tabela
6.

c; ch AP

Q2Q1 com 96 Multiplicadores de Lagrange na interface 0,0106 55759  0,1172
P2P1 com 361 Multiplicadores de Lagrange na interface 0,0096 55812  0,1174
P2P1 com 170 Multiplicadores de Lagrange na interface 0,0107 55867 0,1173
P2P1i com 361 Multiplicadores de Lagrange na interface | 0,0083 55899  0,1185

P2P1i com 150 Multiplicadores de Lagrange na interface | 0,0104 55903 0,1174

[R. Rannacher, S. Turek] 0,0106 55755  0,1173

Tabela 6. Comparagéo dos resultados obtidos com os elementos Q2Q1, P2P1 e P2P1i e resultados de [93] para o caso
de escoamento estacionario.

Problema 5.2: escoamento em torno de um cilindro em movimento (Re=100)

Este exemplo foi conduzido em duas etapas. Inicialmente, o cilindro foi mantido fixo até que
0 escoamento atingisse regime periédico com desprendimento alternado de vortices. Na
segunda etapa, € imposto um movimento vertical ao cilindro com baixa velocidade, da ordem
de 10%, comparada a velocidade do escoamento. Os dados do problema sdo 0s mesmos
utilizados por Brooks e Hughes em [43] e os resultados sdo mostrados para fins qualitativos
apenas. A malha do fluido é menos refinada que nos exemplos anteriores: 1200 elementos
Taylor-Hood Q2Q1 e 4941 nés foram utilizados (ver Figura 53).

Figura 53. Malha utilizada no Problema 5.2: 1200 elementos Taylor-Hood Q2Q1 e 4941 nés.
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O tempo foi discretizado usando 0 método de primeira ordem Euler Implicito e em intervalos
de 0,05 segundos. Pelo menos duas iteragdes foram computadas por incremento de tempo.
Aos 26 segundos de simulacdo, ainda se observa uma solucdo simétrica com dois vartices

paralelos e auto equilibrados na esteira do cilindro, conforme ilustra a Figura 54 (a) e (b).

F

ﬂé i

2%
H

(c) Campo de velocidades. Solugéo para t=94 s. (d) Campo de press&o. Solugéo para t=94 s.

Figura 54. Contornos de velocidade e pressdo obtidos para o problema de escoamento transiente em torno de um
cilindro com Re=100. (a) e (b) sdo solu¢des simétricas para t=26seg; (c) e (d) sao solucdes apos estabilizagao do
desprendimento de vrtices para t=94seg.

A Figura 54 (c) e (d) mostra o escoamento ja estabilizado decorridos 94 segundos de
simulacdo. A partir deste instante, € imposto um movimento vertical ao cilindro para cima até
que seu centro atinja uma distancia de 1,5D (onde D é o didmetro do cilindro) da sua posi¢do
inicial e, na sequéncia, ¢ imposto um movimento para baixo até que o centro atinja a posi¢do
de 1,5D abaixo da posicéo inicial. Finalmente, o cilindro é conduzido até sua posicao inicial.
A Figura 55 ilustra o campo de velocidades em varios instantes de tempo para que o leitor
consiga perceber o movimento global do cilindro. Nas legendas, a posi¢do do cilindro é
identificada pela distancia (offset) em relacdo a posicdo inicial. Os resultados da Figura 55 sdo
apenas para fins qualitativos em virtude da malha relativamente grosseira e do At¢ grande que

foram usados.
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(a) Offset +0,75D. T=102,5 s. (b) Offset +1,5D. T=111+s.

(c) Offset +0,75D. T=119,5s. (d) Offset 0. T=127 s.
(e) Offset -0,75D. T=134,5 s. (f) Offset +1,5D. T=142s.

Figura 55. Campo de velocidade para diversos instantes de tempo do cilindro em movimento.

Problema 5.3: escoamento estaciondrio em um canal com obstdculo eldstico

Este é um exemplo muito simples e consiste em um escoamento estacionario em um canal
com uma barra elastica como obstaculo a passagem do fluido, conforme ilustra o desenho
esquematico da Figura 56. As fronteiras no topo e no fundo do canal tém velocidades
prescritas iguais a zero. Na saida, condicdo de contorno livre (tensdo zero) é assumida. A
velocidade vertical na entrada do canal € zero enquanto que a velocidade horizontal tem perfil
parabdlico valendo zero nas extremidades e 1,0 m/s na altura média. A densidade e
viscosidade cinematica valem p = 1,0 kg/m?® e v = 1,0 m?/s, respectivamente, e 0 dominio
fluido foi novamente discretizado com elementos Taylor-Hood Q2Q1. O dominio estrutural
foi discretizado com 20 elementos quadrilaterais de 9 n6s em estado plano de deformagdo. O
material & Neo-Hookiano de Ciarlet-Simo com médulo de elasticidade £ = 5200 N/m? e

coeficiente de Poisson » = 0,48 . A Figura 57 mostra os resultados de velocidade e pressédo
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apo6s convergéncia da posicdo da interface no problema acoplado de Interacdo Fluido-

Estrutura. Novamente estes resultados séo apenas para fins qualitativos.

H=05m |
L=30m
h=0,81m h

l=0,05m (0,0)

L

Figura 56. Desenho esquematico do Problema 5.3
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Figura 57. Campos de velocidade e pressdo do Problema 5.3.

Problema 5.4: escoamento em torno de um cilindro com barra flexivel atrds

Este exemplo é classico e bastante usado como teste de novas formulacbes e cddigos
computacionais para solugdo de problemas de IFE. Em [97], o leitor pode verificar uma
extensa comparacao entre alguns dos principais métodos usados por diferentes grupos de
pesquisa em atividade pelo mundo. A ideia do problema é avaliar a interacdo entre a esteira de
vortices formada atras do cilindro e uma barra muito flexivel presa a este para duas situacdes
de escoamento: estaciondrio e transiente. O escoamento se d& através de um canal estreito de
largura H = 0,41 m e comprimento L = 2,5m_conforme ilustra a Figura 58. O cilindro tem
raio » = 0,05 m e seu centro esta posicionado nas coordenadas C' = (0,2;0,2). A origem do
sistema de referéncia estd no canto inferior esquerdo do dominio do problema. A barra
flexivel esta presa a jusante do cilindro e tem dimensbes [ = 0,35 m e A = 0,02 m. O ponto
A, na extremidade direita da barra, tem coordenadas (0,6;0,2) no instante inicial e seu

movimento é gravado durante a simulagdo para comparacao dos resultados.
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Figura 58. Desenho esquematico do Problema 5.4.

As condicbes de contorno essenciais do fluido sdo do tipo homogénea nas paredes superior e
inferior do canal e na superficie do cilindro, ou seja, velocidades zero nestas fronteiras. Na
interface com a estrutura, as condi¢cdes de aderéncia e equilibrio de forcas, descritas em 5.2

sdo exigidas. A velocidade na entrada do canal é prescrita com um perfil parabdlico dado por

_r.(H -z

u =1, 5Uu : (5.14)
(H /2y

onde U é a velocidade média na entrada do canal de modo que a velocidade méxima nesta

fronteira é de 1, 50 . Na saida do canal, impd&e-se condicdo de contorno natural de tensdo nula.

Os parametros do fluido e da estrutura, para escoamento estacionario e transiente, sdo

definidos na Tabela 7 a seguir.

Estacionario  Transiente
p* [10°kg/m3] 1 1
A* [10°kg/ms?] 2,0 8,0
1° [106kg/ms?] 0,5 2,0
p’! [103kg/m?] 1 1
v/ [1073m?/s] 1 1
U [mis] 0,2 2,0
Re 20 200

Tabela 7. Parametros do fluido e da estrutura do Problema 5.4.

O numero de Reynolds, na Gltima linha da Tabela 7, foi definido como
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Re = ——. (5.15)

O dominio do fluido foi discretizado com 54.852 elementos P2P1 e sua malha pode ser
observada na Figura 59. O dominio estrutural foi discretizado com 126 elementos
quadrilaterais de 9 nos em estado plano de deformacdo. Na simulacdo do escoamento

transiente, o tempo foi discretizado em intervalos de At = 0,005 s.

Figura 59. Malha do fluido do Problema 5.4: 54852 elementos P2P1 e 110026 nos.

A Figura 61 mostra os resultados de velocidade e pressdo para 0 escoamento estacionario.
Resultados do escoamento transiente, em dois instantes de tempo distintos, sdo mostrados na

Figura 61.
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Figura 60. Campos de velocidade e pressdo. Escoamento estacionario do Problema 5.4
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Figura 61. Campos de velocidade e pressdo em dois instantes de tempo. Escoamento transiente do Problema 5.4.

Os deslocamentos horizontal e vertical do ponto A, para o caso de escoamento estacionario,
sdo mostrados na Tabela 8 juntamente com resultados de [97] para comparacdo, onde pode ser

observada muito boa concordancia.

# incognitas (% Us,
Presente trabalho 181.390 2,1513e-5 8,2912e-4
[Krafczyk/Rank] 14.155.776 2,2160e-5 8,2010e-4
[Wall] 164.262 2,2680e-5 8,2310e-4
[Bletzinger] 217.500 2,2640e-5 8,2800e-4

Tabela 8. Comparagdo entre os resultados de deslocamentos horizontal ( ;) e vertical (U, ) do ponto A obtidos
neste trabalho e resultados de [97] para o caso de escoamento estacionario do Problema 5.4.
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No caso de escoamento transiente, os resultados sdo apresentados na Tabela 9. Observe que,
neste caso, 0 movimento do ponto A sera do tipo oscilatério, o que justifica o formato dos
resultados de u, e u, nesta tabela. Na pendltima e ultima colunas, sdo apresentados os

resultados de frequéncia, em s—!, dos movimentos horizontal e vertical, respectivamente, do

ponto A.

# incognitas At u[x1073]  uy[x107%] 5 5
Presente trabalho 181.390 5,0e-3 -2,04+2,53  2,68+30,22 10,25 5,13
[Krafczyk/Rank] 2.480.814 5,1e-5 -2,88+2,71  1,48%35,10 11,00 5,50
[Wall] 27.147 5,0e-4 -2,00£1,89  1,45+29,00 10,60 5,30
[Bletzinger] 271.740 5,0e-4 -3,04+2,87  1,55+36,63 10,99 5,51

Tabela 9. Comparagdo do movimento descrito pelo ponto A obtido neste trabalho e em [97] para o caso de
escoamento transiente do Problema 5.4.

Mais uma vez pode ser evidenciada uma concordancia muito boa dos resultados obtidos neste
trabalho com resultados da literatura. Uma leve discordancia pode ser observada no valor
médio de u, com relagdo as referéncias citadas, entretanto, esta discordancia reflete-se em
uma diferenca menor do que 5% nos valores das amplitudes méximas e minimas do

deslocamento vertical do ponto A.
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6. Discussao e Conclusoes

Apbs todo o conteldo apresentado nos capitulos anteriores, pode-se concluir que o desafio
proposto como objetivo desta tese de doutoramento foi alcangado com sucesso. Os exemplos
numericos resolvidos comprovaram que a formulacdo e implementacdo em elementos finitos

desenvolvidas neste trabalho séo capazes de

v" Resolver problemas de escoamento 2D de fluidos descrito pela Equacdo de Navier-
Stokes para escoamentos incompressiveis, inclusive em regimes com convecgao
dominante;

v" Utilizacdo de elementos finitos com pares de velocidade/pressao que nédo satisfazem a
condicédo LBB;

v Simulacdo de problemas de fluidos com interfaces mdveis usando o conceito de
fronteiras imersas em duas dimensoes;

v" Simulacgéo de problemas de IFE dindmicos e estacionérios também usando o conceito
de fronteiras imersas em duas dimensdes, incluindo grandes deslocamentos e grandes

deformagdes da estrutura.

Apesar de os exemplos numéricos mostrados estarem limitados a duas dimensdes do espaco, a
formulacdo foi desenvolvida e apresentada para o caso geral em trés dimensfes. O autor
acredita, portanto, que a extensdo das aplicacGes para problemas em 3D seja simples, apesar
de exigir uma maior eficiéncia computacional comparada com a eficiéncia que possui hoje o
cddigo computacional desenvolvido aqui em MATLAB e com algumas sub-rotinas em C++.
Algum paralelismo também ja pode ser observado neste cédigo, porém num estagio ainda

prematuro.

A utilizagéo de funcdes descontinuas para interpolar os Multiplicadores de Lagrange ao longo
da interface, associada a uma discretizacdo da interface independente da malha do fluido,
forneceu resultados livres de possiveis instabilidades numéricas, dispensando assim
estabilizacOes adicionais a formulagdo e é talvez o ponto forte deste trabalho. A construgdo de
uma malha de Multiplicadores de Lagrange independente da malha do fluido, além de
flexibilizar a dimensdo do subespago de aproximacdo desta varidvel, minimiza o efeito
deletério que se obtém ao cortar um elemento fluido muito proximo a um de seus Vértices.

Outra vantagem em se utilizar interpolagdo descontinua entre os Multiplicadores de Lagrange
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é a simplificacdo do cddigo computacional, pois facilita a computacdo dos termos integrados

ao longo da interface.

Como possivel melhoria a ser incorporada a este trabalho em projetos futuros pode-se
destacar o aprimoramento do método de acoplamento descrito no Secdo 5.4 que, conforme ja
mencionado, possui taxa de convergéncia lenta. Em geral, 0 nimero de iteragcGes necessarias
para cada passo de tempo tem variado de cinco a quinze iteragcdes nos problemas analisados.
Outra melhoria que se pode pensar é com relagdo ao algoritmo geométrico de identificacdo
dos elementos intersectados pela interface e calculo de suas contribui¢Bes ao sistema (5.12).
Ocasionalmente, singularidades na malha s&o identificadas, especialmente em simulagdes
longas como as do Problema 5.2 e do Problema 5.4, e a solucdo adotada para contornar esta

dificuldade foi a modificagdo do incremento de tempo.

Finalmente, o autor acredita ter contribuido, com este trabalho, para a insercéo deste grupo de
pesquisa na area de simulacdo computacional de problemas acoplados de Interacdo Fluido-
Estrutura e também sugere, no proximo Capitulo, possiveis estudos a serem realizados com o

objetivo de dar continuidade a esta pesquisa.
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7.Propostas de Trabalhos Futuros

Como propostas para trabalhos futuros, o autor sugere os seguintes desafios listados a seguir

v Extensao deste trabalho para simulagdo de problemas em trés dimens@es. Neste topico,
poder-se-a usufruir de trabalhos desenvolvidos por este grupo de pesquisa na area da
Mecénica das Estruturas [98,99];

v" Implementacdo da formulacdo em uma linguagem de programacdo mais eficiente e
fazendo uso de computacao paralela;

v" Aplicacdo a problemas de biomecanica;

v" Incorporacado da superficie livre do fluido e contato entre solidos, permitindo ampliar

enormemente a classe de problemas aos quais se aplica este trabalho.
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9. Apéndice

Neste apéndice, sdo deduzidas as matrizes oriundas da discretizagcdo do problema fluido por

elementos finitos (Secdo 3.5).

9.1. Matriz convectiva:
(wh,(Vuh)uh )Q = f'wh -[(Vuh)uh}dﬁ = wah -[(Vuh)uh }dﬁe
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9.2. Matriz viscosa:
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9.3. Operador gradiente:
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9.4. Vetor das forcas de volume e tenséo aplicada:
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9.5. Matriz viscosa (3.35)
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