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RESUMO

O Método dos Elementos Finitos ¢ a forma mais difundida de analise estrutural numérica,
com aplicagdes nas mais diversas teorias estruturais. Contudo, no estudo das cascas e alguns
outros usos, suas deficiéncias impulsionaram a pesquisa em outros métodos de resolugdo de
Equacdes Diferenciais Parciais. O presente trabalho utiliza uma dessas alternativas, o Método
de Galerkin Livre de Elementos (Element-Free Galerkin) para estudar as cascas. Inicia com a
observagdo da aproximacdo usada no método, os Moving Least Squares e os Multiple-Fixed
Least Squares. A seguir, estabelece uma formulagdo que combina a teoria de placas
moderadamente espessas de Reissner-Mindlin a teoria da Elasticidade Plana e se utiliza da
aproximacdo estudada para analisar placas e chapas deste tipo. Depois, expde uma teoria
geometricamente exata de cascas inicialmente curvas onde as curvaturas iniciais sao impostas
como deformacdes livres de tensdo a partir de uma configuragao de referéncia plana. Tal
teoria exclui a necessidade de coordenadas curvilineas e consequentemente da utilizagdo de
objetos como os simbolos de Cristoffel, ja que todas as integracdes e imposic¢des sdo feitas na
configuragdo plana de referéncia, em um sistema ortonormal de coordenadas. A imposi¢ao
das condigdes essenciais de contorno ¢ feita por forma fraca, resultando em um funcional
hibrido de deslocamentos que permite a maleabilidade necessaria ao uso dos Moving Least
Squares. Esse trabalho se propde a particularizar tal teoria para o caso de pequenos
deslocamentos e deformacdes (linearidade geométrica), mantendo a consisténcia das
defini¢cdes de tensdes e deformacgdes generalizadas enquanto permite uma imposi¢ao da forma
fraca resultante, depois de discretizada, por um sistema linear de equagdes. Por fim, exemplos

numéricos sao usados para discutir sua eficicia e exatiddo.

Palavras-chave: Cascas. Método sem Malha. Método de Galerkin.



ABSTRACT

The Finite Element Method is the most spread numerical analysis tool, applied to a wide
range of structural theories. However, for the study of shells and other problems, some of its
deficiencies have stimulated research in other methods for solving the derived Partial
Differential Equations. The present work uses one of those alternatives, the Element Free
Galerkin Method, for the study of shells. It begins with the observation of the approximation
used in the method, Moving Least Squares and Multiple-Fixed Least Squares. Then, it
establishes a formulation that combines the Reissner-Mindlin moderately thick plate theory
with plane elasticity, and uses the proponed approximation to analyze such plates and stabs.
Afterwards, it demonstrates a geometrically exact shell theory that accounts for initial
curvatures as a stress-free deformation from a flat reference configuration. Such theory
precludes the use of curvilinear coordinates and, subsequently, the use of objects such as
Cristoffel symbols, as all integrations and impositions are done in the flat reference
configuration, in an orthogonal frame. The essential boundary conditions are imposed in a
weak statement, rendering a hybrid displacement functional that provides the necessary
conditions for the use of Moving Least Squares. This work’s main objective is the
particularization of this theory for the small displacement and strains assumption (geometrical
linearity), keeping the consistent definition of generalized stresses and strains, while allowing
the imposition of the discretized weak form through a system of linear equations. Lastly,

numerical simulations are carried out to assess the method’s efficiency and accuracy.

Key-words: Shells. Meshless Methods. Galerkin Methods.
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1 INTRODUCAO

1.1 Apresentacao

Ha cerca de meio século o Método dos Elementos Finitos vem sendo desenvolvido e
aprimorado, tornando-se o processo de aproximagao usado na maior parte das simulagdes
numéricas, tanto para estruturas quanto em outros campos de aplicacdo. Esse extenso
desenvolvimento permite que exista hoje uma vasta gama de aplicagdes para o mesmo e que

seus problemas e dificuldades sejam bem conhecidos e, na medida do possivel, contornados.

Contudo, algumas adversidades persistem, como deterioracdo da precisdo quando de grandes
distor¢cdes de malha, necessidade de uma malha bastante refinada para analise de problemas
com grandes gradientes, distorcdo da homogeneidade e da isotropia causada pela orientagdao

da malha e principalmente, dificuldade de se obter continuidades nas aproximagdes.

Segundo Li e Liu [3] (com traducdo nossa),

Na maior parte das aplicagdes, os campos de interpolacio do MEF sdo
primordialmente fungdes C°(Q). Campos de interpolagdo de ordem superior sdo
dificeis de construir para dominios de geometria arbitraria em multiplas dimensdes.
Isto restringe severamente a capacidade da computacdo baseada em Elementos
Finitos de ser utilizada em problemas praticos com derivadas de altas ordens, como
simulac¢des de placas e cascas, elasticidade e plasticidade de grandes gradientes.

Essa deficiéncia provocou a busca de métodos de aproximacdo que propiciassem uma maior
continuidade dos resultados obtidos, que levaram aos métodos sem malha. “[os métodos de
particulas sem malhas] podem facilmente prover um campo de interpolacao de maior grau de
continuidade em qualquer dimensdo, o que torna facil a implementacdo de formulagdes de

unica variavel ou mistas pelo método de Galerkin”. (Li e Liu [3]).

O presente trabalho busca utilizar algumas dessas vantagens para analise de cascas. Para tal,
se utilizarad da teoria de cascas inicialmente curvas desenvolvida por Pimenta e Campello em

[1], empregando aproximagdes por Minimos Quadrados Moveis (Moving Least Squares) para
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os campos de aproximagao e teste, como feito por Tiago [2]. O presente trabalho serd, entdo,
uma particularizagdo do Gltimo ao apresentar uma linearizacdo da teoria ali contida, mediante

a consideragdo de pequenos deslocamentos generalizados.

A referida teoria parte de uma configuracdo plana de referéncia para a casca, a partir da qual a
mesma ¢ mapeada para a sua configuragdo inicial curva. A partir desta ¢ que as deformagdes
efetivas ocorrem. Essa estratégia torna desnecessario o uso de métricas de geometria
diferencial e usa apenas sistemas de coordenadas ortogonais, excluindo-se de recursos como
os simbolos de Christoffel. Também ¢ totalmente baseado em imposi¢des cinematicas, € nao

em solidos degenerados.

Assim, possui as caracteristicas de

(i) esforcos e deformagdes generalizadas sdo definidas de uma forma totalmente
consistente, gerando uma teoria completa em resultantes de tensdo e
(i1) deformagdes de cisalhamento de primeira ordem encontram-se incluidas no
modelo, ja que uma cinematica do tipo Reissner-Mindlin € considerada, baseada em
um diretor inextensivel (sem variagdo de espessura). (Pimenta e Campello [1],
tradug@o nossa).

As deformacdes efetivas generalizadas sdo entdo tomadas em sua primeira ordem nos

deslocamentos e rotagdes efetivas da casca e o material € particularizado para o caso linear.

A forma fraca obtida no processo se assemelha aquela presente em Belytschko et al. [15],
mesmo partindo-se de formulagdes diferentes. Como descrito nesse trabalho, a combinagao
dessa forma fraca com o uso dos Moving Least Squares para os campos de aproximagdo e
teste, aqui utilizada constitui um Método de Galerkin Livre de Elementos (Element-Free
Galerkin Method).

1.2 Objetivos

O presente trabalho busca desenvolver o uso de Métodos Numéricos Sem Malha na andlise

linear de cascas, incluindo as inicialmente curvas. Para tal, utilizara a teoria geometricamente
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exata apresentada em Pimenta e Campello em [1] e Tiago [2], impondo as restrigdes da teoria

linear de Reissner-Mindlin.

O resultado serd uma teoria de primeira ordem nos deslocamentos e rotagcdes que mantem as

definicdes consistentes das deformagdes generalizadas, bem como dos esforcos generalizados.

Também pretende utilizar o Método de Galerkin Livre de Elementos (Element-Free Galerkin
Method), elaborado a partir da aproximagdo por Minimos Quadrados Moéveis (Moving Least
Squares) para a aproximacgao dos deslocamentos e rotacdes da casca e uma interpolagdo das
reacoes da fronteira cinematica por polindmios lineares de Lagrange. Tal procedimento
transformard o funcional hibrido resultante da teoria linearizada em um sistema de equagdes

linear nos deslocamentos, nas rotagdes e nas reagdes generalizadas da fronteira cinematica.

Por fim, apresentard exemplos numéricos que provam as habilidades do método, comparando-

os com resultados obtidos previamente por outros pesquisadores e outros métodos.

1.3 Organizacao do Texto

Além deste capitulo introdutorio, este texto possui outros cinco. No capitulo 2 ¢ feita uma
pequena explanacdo sobre a aproximagdo por minimos quadrados moveis. No capitulo 3,
apresenta-se uma unificacdo das teorias de placa e chapa para superficies planas, com o
objetivo de se obter uma base a ser utilizada para descrever as cascas. Exemplos numéricos
obtidos com a aproximag¢do dos deslocamentos e rotagdes com Moving Least Squares sdo

expostos.

No capitulo 4, a mencionada teoria de cascas inicialmente curvas ¢ apresentada em sua forma
geometricamente exata. No capitulo seguinte, ¢ particularizada para o caso de pequenas
deformacdes na transformacao efetiva, descreve-se o processo de discretizagdo da casca com
Moving Least Squares e sao apresentados exemplos numéricos que ilustram o desempenho do

modelo apresentado.

O capitulo 6 retine as conclusdes pertinentes ao trabalho.
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1.4 Notacéo

Ao decorrer do texto, letras minusculas italicas, gregas ou latinas (a,b,...,a,(,...)
representam escalares, letras minusculas italicas e negritas, gregas ou latinas
(a,b,...,a,3,...) representam vetores e letras maiusculas italicas e negritas, gregas ou
latinas (A, B,...) representam tensores de segunda ordem no espago vetorial Euclidiano. A
convencao da somatodria para indices repetidos ¢ adotada, com indices gregos variando de 1 a

2 e indices latinos de 1 a 3.
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2 APROXIMACAO POR MINIMOS QUADRADOS

Seja o problema aproximar uma funcao < :t:) em um dominio {2 . Essa necessidade pode vir
das mais diversas areas, sendo, na opinido do autor, as que mais contribuiram para o
desenvolvimento cientifico, a extensdo de valores conhecidos em determinados pontos para
posi¢des onde ndo se conhece a fungdo (scattered data fitting) ¢ a resolu¢do de problemas

elipticos de valor de contorno.

Virias solucdes foram propostas para esse tipo de problema ao longo do tempo. Esse texto se
preocupa com duas das mais usadas na resolucdo de problemas estruturais: primeiro apresenta
a interpolacdo por Elementos Finitos, que servira de base para melhor entendimento da
técnica seguinte, que dispensa o uso de uma malha e se utiliza apenas de pontos, ou particulas,

para fazer a aproximacao.

Dentre as solugdes livres de malhas, pode-se destacar (em seus nomes originais em inglés, a
fim de evitar tradugdes faltosas e dificuldade para futuras consultas) as Radial Basis
Functions, os Kernel Particle Methods, entre eles o Reproducing Kernel Particle Method,
derivado da Smoothed Particle Hydrodynamics, as Extrinsically Nodal Enricheted
Approximations, onde se incluem as hp-clouds, os Natural Neighbor Interpolants e os
esquemas de Least Squares (Minimos Quadrados). Os tltimos englobam os Moving Least

Squares, escolhidos para serem usados nos capitulos seguintes.

Este método foi inicialmente estudado para a solugdo de problemas de Elasticidade Plana por
Nayroles et al. [20], onde recebia o nome de Diffuse Approximation. Contudo, segundo
Belytschko et al. [15], ja havia sido estudado para aproximagdo de dados dispersos por
Lancaster ¢ Salkauskas, McLain, Gordon e Wixom, Barnhill entre outros e recebia a
denominagdo de Moving Least Squares. Em Tiago [2], sdo inicialmente chamados de

Distance-Weighted Least Squares e logo identificados como Minimos Quadrados Moveis.

Tanto a aproximacdo por Elementos Finitos quanto os Moving Least Squares se utilizam de

um conjunto de pontos & , chamados de nds ou particulas, que “acomodardo” valores para a
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aproximacao, de forma que em qualquer ponto do dominio sera obtida a partir destes valores.
Pode-se referir a eles como valores ou pardmetros nodais u , sendo u; esse valor em cada
ponto ;.

Também em ambos os casos, o valor da aproximagio "

serd dado por uma combinacao
linear de fun¢des definidas no dominio, chamadas de fun¢des de forma @ . Os coeficientes

desta combinagdo linear serao os parametros nodais « , de forma que
n
h —
u'(z) =) du, = ®(z)u. 2.1)
i=1

2.1 Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos usa uma aproximacao baseada em elementos para descrever a
geometria e as grandezas incognitas do problema (na sua formulacdo classica, os
deslocamentos). Tome-se, por exemplo, a Figura 1, onde o dominio foi dividido em trés

elementos (el,e2,ed), os dois primeiros contendo dois nos cada, e o terceiro contendo 3 nds.

I
v

ot

L R L

+ - -x
5

S|

e

-+ - -x

4 L3 Lo 5 Ly e’
. ‘ 1
el e2 e3

Figura 1 — Divisdo do dominio em elementos

]

A aproximacao tem, entdo, a forma
ue(m):p(m)-ae, (2.2)

onde u° (:1:) ¢ o valor da aproximagdo no ponto x dentro do elemento e ; p(m) ¢ um vetor

de fungoes, normalmente polindomios, definidas no elemento e, chamado base; e a® é o
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conjunto de parametros para esse elemento. Dado o conjunto  de pontos onde os valores
dessa aproximacao sdo definidos (u ), podemos escrever
@ =P(z)a (2.3)

2

onde cada linha de P ( T ) ¢ a base da aproximag¢do p avaliada no ponto ;.

Se o nimero de componentes da base p ¢ igual ao nimero de pontos £ onde w ¢ definido,
P ¢ quadrada e normalmente pode ser invertida. Essa ¢ a situagdo mais comum entre 0s
elementos finitos, quando o niimero de nods ¢ igual ao numero de mondmios da base de

aproximacao, e leva a

a® = P 'u
, (2.4)
u'(z) = p(z)- P~'u = &(x)u

sendo 45(:1:) = p"P~! o conjunto das fun¢des de forma atreladas aos coeficientes u . E
interessante notar que, nas formulagdes mais comuns de elementos finitos, a fungdo de forma
&, obedece a propriedade de delta de Kronecker, ou seja,

qﬁi(@‘) =0

i (2.5)
a funcdo de forma assume valor unitario no n6 ao qual esta associada e zero em todos os
outros nos, o que da ao parametro nodal um significado fisico: naquele ponto, a funcio a ser
aproximada tem aquele valor
u (Z,) =7 (2.6)
i) = W :

Esse processo também pode ser descrito como a minimiza¢do da norma do erro entre a

aproximacgao e o parametro nodal (J¢) nos nos.
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(_'i_“e(wfi))? :Z(Ui_p(mi)'aef (2.7)

onde PZ.]. =D, (@ ) A minimizagao de J° (ae ) com relagdo a a leva a (2.4). Mantendo-se a
igualdade de nos por elemento com a dimensao da base polinomial, esse erro € zero nos nos e

(2.6) € obedecida.

. ~ , €
el e2 e3
Figura 2 — Aproximagao com Elementos Finitos

A Figura 2 mostra esquematicamente a aproximacgao obtida no caso anterior.
2.2 Minimos Quadrados

O esquema de Minimos Quadrados parte da minimizagdo do erro da aproximac¢ao nos pontos
onde o valor da funcao ¢ definido. A ideia de se aproximar u ( :t:) através de uma combinagao
linear das fungdes de forma se mantem, mas a aproximag¢ao agora nao depende da divisdo do
dominio em elementos. Cria-se uma distribui¢do de pontos  (no dominio ou préximo a ele,
seguindo condigdes descritas por Tiago [2]) aos quais estardo associados os parametros de

aproximagao u .
Possui um aspecto geral na forma
uh(zc):p(a:>~a, (2.8)

em que a definigdo dos coeficientes a varia conforme a modalidade de Least Squares a ser

adotada.
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Sua forma cldssica ¢ descrita com a constante em todo o dominio. Exemplos de

aproximacodes de diferentes ordens podem ser vistos na Figura 3.

U, U, ul

A

« _
' U4
T — ' i x aproximagdo constante
Uy \'\;ER? aproximacao linear
X : : : ' ~ aproximagdo quadratica
T T, z, T z, ,

Figura 3 — Aproximagdes com Least Squares

A norma do erro da aproximacao nas particulas sera

I
=
|
=
Bl
S
e

(2.9)

Agora, pouco pode se afirmar sobre as dimensdes de P . Normalmente, tém-se mais

particulas no dominio que membros na base de aproximagdo, o que torna P retangular. A

minimizag¢do de (2.9) em relagdo aos parametros a leva a

ou

doJ(a
L = P'Pa—-Plu=0 (2.10)
oa
Aa = Bu,
A= PTP, (2.11)
B =Pt

que pode ser resolvido para a ,

a=A"'Bu (2.12)
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e as fungoes de forma serao

’ (2.13)

onde B, ¢a 1-¢sima colunade B .

A forma classica dos minimos quadrados carrega consigo algumas deficiéncias drasticas que
dificultam sua aplicabilidade. A aproximagdo tem um carater global, ou seja, todas as
particulas contribuem de forma igual para a aproximac¢ao em todos os pontos. Pode-se
recorrer a uma ponderagdo do erro a fim de concentrar a aproximacdo em uma determinada
regido, mas a mesma continuaria distante dos pardmetros nodais em pontos longe do centro de

ponderacao.

Também, um aumento no numero de funcdes da base, normalmente um acréscimo de
mondmios de ordem superior, causa um mau condicionamento do sistema de equagdes devido

as diferentes ordens de grandeza dos membros de p ( az) quando avaliados longe da origem.
2.3 Distance-Weighted Least Squares ou Moving Least Squares

Ha algumas maneiras de se contornar as dificuldades dos Minimos Quadrados. O pardmetro
a pode ser tomado variavel no dominio. Assim, para cada ponto x o valor aproximagao nos
pontos T sera diferente. A ponderacdo do erro permite, entdo, que a aproximagdo nas
particulas mais proximas tenda a w , enquanto progressivamente despreza o erro nas mais

distantes.

A imposic¢ao desse peso ao erro prové um carater local a aproximagao e a escolha da funcao
peso ¢ de grande importancia para a eficiéncia do método. Discussdes sobre as caracteristicas
recomendaveis as mesmas podem ser encontradas na bibliografia (recomenda-se [2] e [16]).

Esse texto limita-se a citar algumas:
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e isotropia: deve assumir uma forma isotropica, sem favorecer uma direcao sobre
a outra, o que pode ser facilmente obtido tomando fung¢des cujo argumento seja
a distancia entre pontos;

e positividade: a fungdo deve ser positiva em todo seu dominio;

e suporte compacto: a funcdo deve assumir o valor zero a partir de certa
distancia;

e normalidade: a integral da fungao em seu suporte deve ser 1;

e monotonamente decrescente: a funcdo deve decair conforme aumenta a
distancia para o seu centro;

e comportamento de delta de Dirac: deve tender ao delta de Dirac enquanto seu

dominio é reduzido.

Algumas fungdes peso devem ser citadas por serem usadas ou referenciadas nesse texto, o que
ndo diminui a qualidade de outras opgdes. Seja r a distancia entre o centro da funcdo peso e o

ponto onde se deve avalid-la,

constante: W(r) =c (2.14)
tante no interval W Gser=l 2.15
constante no intervalo: (r)— 0 ser>1 (2.15)
2 2 3
5—47" +4r°, ser < =
. iy 4 9 4 4 1
spline cubico: W(r) = «§—4r+4r —gr , S€ 2 <r<l1 (2.16)
0,ser >1

): (1—r2)5,ser§1

spline ajustavel: W(r
0,ser>1

(2.17)

onde ¢ ¢ uma constante real e s € um numero inteiro positivo.
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A fungdo spline ajustavel com parametro s igual a 3 foi a utilizada na maior parte dos

exemplos numéricos, € encontra-se esquematizada em uma e duas dimensdes na Figura 4.

w(z,y)

Figura 4 — Spline ajustavel de grau 3 (uma ¢ duas dimensdes)

Definida a fun¢ao peso, a aproximagdo em uma regido em torno de um ponto & sera dada por

(2.18)

E interessante notar que a aproximag¢ao nao depende apenas da posi¢ao do ponto de interesse,

mas também do ponto de referéncia x . Para as particulas &, esta aproximacao sera

) a(2) (2.19)

onde, mais uma vez, P . = pj(:ii). Simplificando a notacdo com a(i)za‘i e

w (Haz — :i:”) = w® (az), a norma do erro ponderado sera

= En:wf(?)(ﬁi ~p(z,)-a(2)), (2.20)

onde W, = w” (57 ) A minimizagio de (2.20) em a® levaa

A%a® = B'u. (2.21)
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O processo se torna moével a partir da imposi¢ado que £ — x, ou seja, que o centro da

aproximacao, especificamente da fungdo peso, € o proprio ponto de interesse. Dessa forma,

sendo

AT = U}”E(@)Az
A, :p(_% p<52 '
B’ = wj(_l)p(_l) wj<52)p(52> wj(_ﬂ

onde B, ¢a 1-ésima coluna de B .
As derivadas da fun¢do de forma sao
52

As derivadas da inversa da matriz A podem ser obtidas por

Ji

(A7 =-47'4,47

b (m) = pviA’lB + p[A’l] B+ pA’lBJ..

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

A Figura 5 esquematiza aproximacgdes constantes, lineares e quadraticas em torno do ponto &

em uma dimensao.
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— uQ
Uy, Uy U * . 77
v oy ' . Uy
— . : x
Uy i ' U '
< . . .
: - : | =
,’Ifl .773 TZ €T ’L}) Tl el,,
?

Figura 5 — Aproximagdes com Moving Least Squares

Alguns procedimentos sdo utilizados para melhorar a desempenho dessa aproximagdo. Uma
observacao ¢ feita por Krysl e Belytschko em [18], que salienta a importancia de se substituir
nessas aproximagdes as coordenadas de © por  — I para evitar-se perda de precisdo e mau
condicionamento por conta de que os valores absolutos de « siao demasiado grandes. Isso
significa usar um sistema local de coordenadas, centrado no ponto de interesse, para a base da

aproximacao.
2.4 Multiple Fixed Least Squares

Os Minimos Quadrados Moveis possuem uma defini¢do clara e objetiva, mas sua
implementagdo numérica ¢ um tanto dificultosa. Particularmente, a defini¢do de uma regra de
variagao da fungdo peso sobre o dominio, necessdria para o computo de w® (w) , € sujeita a

um grande nimero de condigdes.

Assim, na maioria das implementagdes, a funcdo peso esta realmente definida nas particulas,
ao que se chama de Minimos Quadrados Fixos Multiplos (Multiple Fixed Least Squares).
Pode-se citar o caso de Dolbow e Belytschko [16], onde o texto define a aproximacdo por

MLS enquanto o codigo fornecido no anexo usa os MFLS.

Nos Multiple Fixed Least Squares, a fungdo peso ¢ centrada nas particulas. Uma facil
interpretacao da diferenca ¢ na defini¢cao das nuvens. Enquanto que nos Minimos Quadrados
Moveis vdo-se buscar particulas que estejam no suporte de w?®, nos Minimos Quadrados
Fixos Multiplos vao-se buscar as particulas em cujo dominio x se encontre. A fun¢do peso ¢
definida para cada particula, e ndo para cada ponto do dominio e naquelas que estdo seus

centros.



23

Neste trabalho, toda a implementagdo computacional ¢ feita em Multiple Fixed Least Squares,
mesmo quando se fala em Moving Least Squares. De fato, a fung@o peso é definida como
igual para todo o dominio, sendo que os pardmetros que definem seu suporte sdo guardados
para cada particula. S3o determinados percorrendo-se os pontos de interesse do problema
(pontos de amostragem na regra de integragdo, pontos de aplicagdo de forcas, de restrigdes
cinemdticas e de interesse no tracado de resultados) e inspecionando se o numero de
particulas cujo suporte inclui tal ponto € suficiente para que a base seja bem determinada ali

(se A ¢ invertivel). Entdo, sdo majorados por um coeficiente d, .
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3 PLACAS SOB LINEARIDADE GEOMETRICA

Pretende-se, neste capitulo, descrever as teorias de placas espessas e de elasticidade plana de
forma unificada. Assim, serd demonstrada uma cinematica em que os deslocamentos
provenientes das duas condi¢des sdo superpostos, dentro de uma abordagem geometricamente

linear.

Dessa forma, definem-se as deformagdes de membrana e de flexdo consistentemente, bem
como suas respectivas tensdes generalizadas. Servird, assim, de base comparativa para a teoria

linear de cascas apresentada a posteriori.

Em seguida, a forma fraca resultante é discretizada em Moving Least Squares e sdo mostrados

os resultados obtidos em exemplos numéricos.
3.1 Cinemética

Seja uma placa plana colocada no plano de {ef ,e } . A posicao dos pontos da placa pode ser
descrita como £ = ¢ +a", onde ¢ = { e/ localiza o ponto na superficie de referéncia e

a’ = &;e; ¢ o diretor, perpendicular & mesma.

A

r

e:i

Figura 6 — Pac;plana

Os deslocamentos na Teoria de Reissner-Mindlin sdo dados por
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d=u+0xa, (3.1

onde u = u(E a) ¢ o vetor deslocamento da superficie médiae 0 = 0<£a ) é o vetor rotacio,
definido no plano da superficie média, ou seja,
0==0e,. (3.2)

Vale ressaltar que « possui 3 componentes, ja que pretende-se descrever simultaneamente os

movimentos de chapa (u, ) € de placa (u; € 0 ).

O gradiente dos deslocamentos ¢ dado por

L:@:ﬁ@)d%—ﬁ@e;’

& 0¢, " 04

:(uj(x+07a><a7")®e£+<0><a7"73>®e§

=(u, —0xe, +0,xa" |oe, +(0xe,|ael +(0xe;)oe;. (33
=(u, +e,x0+0, xa e +(0xe |@el
:(na+naxa’”>®e£+@

=v,®e, +6

com a defini¢ao das deformacdes generalizadas de membrana e de flexdo, respectivamente

N, =u,+e, x0 e Iﬂ',aza,a, (3.4)
e o tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ 6
© = Skew(6), (3.5)

sendo as deformagdes generalizadas em um ponto dadas por

Y, =mn, +kK,Xxa". (3.6)
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Nota-se que
e -1, :eg-(uva+eg><0):e§-u7a+e§-<eg><0)
e -1, :eg-uﬂ—i-(egxez)-e
(e;xeg).OZeg.(uya—n@) 57
—aaﬁef -0 =e; - (ua — na) ’
0= el (u, m,)
e, 0 =c.qe;5- (“,ﬁ — ;)
onde
€.y = €3 €, Xe€;. (3.8)

Se o desejo fosse de uma teoria de placas finas, poder-se-ia expressar o vinculo de Kirchhoff
pela auséncia do cisalhamento, a terceira componente dos vetores de deformacdo

generalizada, usando (3.7):

e;-n. =0
s M =8 (3.9)
e -0 = €363 " U g
ou, em sua forma classica, por
0
1 U (3.10)
9 = TUg,
3.2 Estatica
O tensor de Cauchy pode ser representado por seus vetores-coluna ¢, como em
T=t®xe . (3.11)

Sua simetria pode ser expressa por
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efxtl. =0
' ) (3.12)
e, xt +e;xt, =0

de forma que

ty 6, =ty (0xey)
:(e3><t3>-0
:—(eaxta)-e'
= a-(eaxe)

(3.13)

Assim, pode se desenvolver o produto

t.-5.:ta-57a—|—t3~573

7 ,0

: (3.14)

Ya) 'e(ﬁ) =Y "€a) (3.15)

onde os parénteses nos indices indicam que nao hé somatoria.

A condic¢do de estado plano de tensdes ¢ dada pela auséncia de tensdes nas faces cuja normal

.
seja e

t,-e, =0 (3.16)
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3.2.1 Esforgos Generalizados
Podemos definir os esfor¢os generalizados como

n, :thadH e m :fHa xt dH (3.17)

a

onde n, reune as resultantes de normal e cisalhamento e m, 0s momentos.

Da segunda expressao de (3.17), conclui-se que

m, -e; = fH(a’" xta>dH-e§
= [ (e xt,)&dt -e5 (3.18)

H
= fH§3dH(eg xta>-e§ =0

o que indica que as tensdes generalizadas de momento sé terdo componentes na dire¢do do

plano de referéncia devido a imposi¢ao do estado plano de tensdes.
Os esfor¢os m, podem ser decompostos da seguinte forma

n, =n" +n’, (3.19)

onde
n =<na-eg)eg:Nﬁeﬂ e n :(na-eg)e3:Vae§ (3.20)

sdo as parcelas de membrana e de placa, respectivamente. Com a ajuda de (3.15) e da primeira

expressao de (3.17) chega-se a
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H «
= f t, egdH
H (3.21)
= [ t,-edl
H
=mng,-e
ou Naﬁ = Nﬁa . Com (3.15), tem-se
[t = [ (t,-el et
= (IH<ta e; )dH)e(’;
= ([ (t.)aH -ef Je; (3.22)
=|n, e )eg
= Ve
Podem-se definir os seguintes tensores
N=n,®e e M=m Qe (3.23)
Logo N nio ¢é simétrico, mas
N™ =nj @e, = N,e, @ ej (3.24)
¢ simétrico. Com o auxilio de (3.15), conclui-se também que
m,-e, = -—m e, (3.25)

note-se, no entanto, que M nao ¢ simétrico.

3.2.2 Poténcia Interna

A poténcia dos esforcos internos por unidade de volume da placa pode ser dada por
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T:E:T:% (7a®eg+@)+(7a®e(§+@)T

:T:%fya®eg+é)+(eg®7a+@T)

(3.26)
:T:%ﬁ/a@eg%—e:y@’?a}
:T:%ﬁ'a®eg]+T:%[eg®’7a
=t e, ®e]
=t -4,

que, integrada na espessura, nos fornece a poténcia por unidade de area:

fH(T : E)dH = fH(ta 4, )dH

[t il +t, (R, xa”)|dH

[ty -0, Jal + [ [(a7xt, )&, a0 . (3.27)
()i |a, | [ (a7t )an |- g,

. .
-na—i—ma-&a

I
S

|

L

Il
S
QQ

Podem-se ainda definir os vetores que retinem as tensoes, as deformacdes e os deslocamentos

generalizados
n, n, u
o,=| ", e, = e d= (3.28)
m, : K, 0
tal que
Sa = At (3.29)
e, =Ad

onde
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I % E’
A, =| % P = Skew (e}, | . (3.30)
O I—
¢,
Assim, (3.27) pode ser expressa por
T:E)dH =n' -7 LK
fH( ) o Mo+ MM Ko, (3.31)
o, €,
3.2.3 Poténcia Externa
Definindo-se os vetores
r
r n
u , 3.32
q T (3.32)
que reune as reacdes na fronteira cinematica,
— =T
—0 _|"™ _r n
q _ e g' = ) (3.33)
9] ml

que reunem, respectivamente, os esfor¢os generalizados impostos no dominio e na fronteira, a
poténcia dos esforgos externos serd dada por

N

P = [(g% d)ie+ [(g"-d)dr, +f(qfu -d)dr, . (3.34)
T, r

u

E interessante notar a presenca das reagdes de apoio na definicdo da poténcia dos esforcos

externos. Isso se faz necessario uma vez que o tipo de aproximacdo escolhida para o

desenvolvimento deste trabalho ndo impde a priori as condi¢des essenciais de contorno.
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3.3 Forma Fraca
A variagdo do vetor das deformagdes generalizadas dado por (3.6) pode ser feita na forma
oy, = om, + 6Kk, xa", (3.35)
com

o, = bw, +e, x 60

P— , (3.36)
ou seja, a variacdo das deformagdes generalizadas ¢ anédloga a (3.29),
be, = A od. (3.37)
Entdo, os trabalhos virtuais podem ser escritos como
W, = [ (o, e, )d0 (3.38)
Ie;
e
W, = [(a%-od)d2 + [(g"-od)ar, + [(q" -od)dr, . (3.39)
n r I

t u

Onde mais uma vez aparece a contribui¢do das reagdes de apoio, conforme ja descrito na

se¢do anterior.

Pelo mesmo motivo, a imposicdo das condi¢des essenciais de contorno sera feita pela
imposi¢do fraca da compatibilidade, expressa pelo trabalho virtual complementar das reagdes

de apoio:
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- f 5q" =0, Véq" (3.40)

A combinacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais com essa imposi¢do nos da a forma fraca

final, que sera o funcional hibrido

W = [(,-be,)d2 - f g”-6d)d0 ~ [(g" -ed)dr,
2

~[(a" 6d)dFu—f(6 (d - Ert))dr o wsdog T D
I r,

u

3.4 Recuperacgao das equac6es de equilibrio

As equacgdes locais de equilibrio podem ser obtidas da forma fraca derivada anteriormente.

Tomando o primeiro termo de (3.41) e integrando por partesem u , ¢ 6,
f (na ’ 57’(1 + ma ’ 6K’a >d“Q

= f(na ~(6u,a +e) X59)—|—ma '60,a)d9

:j‘<"a'6“,a +na-(eg ><50)+m -60 )dQ

(na-éu’a)dﬂ—l—f m, - 86, d!2+f n, xel ) 80)d2 . (3.42)

n, (m, - 6u)dr" —|—fna(n& Su)dI™ —f(nw bu )02
I N
n, (my, -60)dr" + [, (m,-50)dr — [(m,, -50)ds
u 0

_|_

(m, <er)-56)a2

«

+

b%j%

de forma que (3.41) pode ser escrita como
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SW = f (n,m,)- dudl™ + f non, ) oudl™ — [(n, ) 6uds?
?
nm)éBdFt+fnm -60dr — [(m,, ) 80402

e’ xn)é@d!) f(—f? Sudf? — f(Q . 50d82

nF) Sudl™ — f mf s0dI — f nf  Sudl™

"l 5041 — f(csq (d E))dr =0, Véd,6q"
:—j( +n9) (51jd!2 f(m +e. xn, +m )-69d!2
r

Q Ie;
+f<nana —-n f)-éudFt +f(nama -m ) 50dI™"
rt r
+f(nana —nl ) oudl™ + f(nama ) o0d1™
F?L
r -
~[(6¢" - (d-d))ar, = o, vod,sq” (3.43)
FU
de onde pode-se retirar as equagdes governativas do problema:
n,,+n%=0 9
) T, ou Ao, +q° =0 em{?, (3.44)
m,, +e,xn, +m’ =0 '
com
Ia(9 o
Ar =| T 5 | (3.45)
E' I
Oz,
1y — ﬁFz =0 r —I"
_r ou o0 =0 eml), (3.46)
n,m, —m:'®=70

obtido definindo-se
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_— (3.47)

nn —nlv=0
n,m, —ml =0 em r, (3.48)
d—d=0

3.5 Material Isétropo Linear

A descricao do material sera feita com maior rigor no capitulo destinado ao estudo das cascas.
Aqui, satisfaz a imposicdo de uma relacdo linear entre os esforcos generalizados e as

deformacodes generalizadas, na forma
o = De (3.49)

em que a matriz D ¢ definida por

D— D,, D,
D, D,
0 0
Bo It (3.50)
D - on, Ok
of om, Om,
ong; Ok,

3.6 Aproximacao por Multiple Fixed Least Squares

Assume-se para a aproximagao das reagdes de apoio uma interpolacdo através de polindmios
de Lagrange. Assim, tomando um ponto €, € I , cada rea¢do de apoio nesse ponto serd

. r - o . ~
aproximada por q¢ * = ol ; (a:u ) T, onde 7 sdo os pardmetros nodais que definem as reagoes

de apoio generalizadas na fronteira cinematica.
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Os deslocamentos sdo aproximados por Moving Least Squares como descrito anteriormente,
ou seja, d = @Qu, onde @Qij = @Qi (:Bj ) ex,; ¢ cada um dos pontos (ou particulas) usados

para descrever a aproximagao.

Faz-se a ressalva que o u aqui se refere aos parametros nodais de deslocamento e rotagdo e

ndo mais aos deslocamentos da superficie média.
Assim, a forma fraca discretizada e em forma matricial fica:

SW = f [5uT (48?) DAG |0 - [ (5u"2°7g” a2

- f ((5'u,T€l5T g’ )dr - f 6uT¢Q¥€PF Jar, (3.51)
- f (6r" T @0 )dr, T f 6r’®'d)dl, =0, You,br

e o sistema discretizado de equacdes ¢

K G

GT o||r

fl
(3.52)
q

I
——Hr—

com

f Aqsﬂ " DAS2I0

= ffdimdifdfu
Fu
f = f(dif?T(jff)dQ+ f,_pmq det. (3.53)
Q T
— _I(PFTEdFU

I

u
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3.7 Exemplos Numeéricos

Para ilustrar a formulacdo apresentada, esta foi codificada em MATLAB de forma a permitir

efetuar-se simulagdes numéricas.

3.7.1 Viga engastada com carregamento na extremidade

P

Figura 7 — Viga em balango com carga na extremidade

A viga com carregamento na extremidade ilustrada na Figura 7 pode ser tratada nessa
formulagdo de duas formas: um placa no plano e; x e, com o carregamento na diregdo e;,
conforme a Figura 8 ou como um chapa (elasticidade bidimensional, com estado plano de

tensdes) no plano e; x ej com carregamento na dire¢do e, , como na Figura 9.

Para uma mais facil comparagdo das duas possibilidades apresentadas, tomamos uma viga
com sec¢do quadrada e de comprimento bem maior que as outras dimensoes, de forma a
podermos comparar os resultados com a resposta provida pela teoria de barras de

Timoshenko. Assim, as dimensdes adotadas foram

a=20,b=2e P=1, (3.54)

e as propriedades do material adotado

E=10° ¢ v=0,3 (3.55)
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em um sistema de unidades consistente. A resposta analitica para o deslocamento do ponto de

aplicacdo da carga, dada por Timoshenko [6] ¢

P Pa W

+ , I = , 3.56
3EI  GA 12 (3-56)

b e h sendo as dimensdes da secdo transversal e A’ a 4rea equivalente de cisalhamento,

aqui tomada como %/ b?.

P
; g
€

<

.
e; .
€3

Figura 8 — Viga em balango modelada como placa

e; A P

T
e’ “
3

Figura 9 — Viga em balan¢o modelada como chapa

Em ambas as simulagdes, foi usada uma fungéo peso do tipo spline ajustavel
3
(1 — ) (3.57)

em que 7 ¢ a distancia normalizada do ponto de interesse a particula. O suporte das particulas

foi maximizado por d___ = 1,5, a integragdo foi feita com 250 células de integracdo, cada

max
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uma contendo trés pontos de integragdo, pela regra de Gauss, em cada diregdo e/ , conforme a

Figura 10.

Células de Integragdo

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Figura 10 — Células de integragdo para viga em balango

Foram usadas quatro distribui¢des de particulas para cada simulagdo, com 63, 124, 205 ¢ 306

particulas, conforme a Figura 11.

Distribuicéo de Particulas - 63 Particulas
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Figura 11 — Distribuicdo de Particulas para Viga (chapa e placa)

Para a confec¢do da distribuicdo de particulas, foi adicionada a distribuicdo uniforme uma

perturbagdo pseudorrandomica da posi¢do das particulas de forma que ndo ficassem
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alinhadas. O alinhamento das particulas gera dependéncias lineares nas fungdes de forma, de
maneira que ¢ necessario um dominio maior das nuvens para produzir uma resposta

satisfatoria.

O resultado do deslocamento do ponto de aplicagdo da carga (vertical ou horizontal de acordo
com forma de simulagdo), normalizado pela resposta analitica, para as vérias discretizagdes

esta apresentado na Figura 12.
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0.995

0.99

0.985

Deslocamento Normalizado
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50 100 150 200 250 300 350
Numero de Particulas

Figura 12 — Viga em balanco com carga na extremidade — Resultados

Os resultados obtidos foram satisfatoriamente proximos a resposta dada pela teoria de barra
de Timoshenko. Vale a pena ressaltar que se tratam de trés diferentes teorias estruturais, trés

diferentes modelos sendo resolvidos, dai a diferenga presente entre as solugdes.

3.7.2 Placa Carregada Uniformemente

O exemplo anterior gera bons resultados para malhas relativamente grosseiras. A fim de se ter
uma melhor perspectiva do comportamento da resposta com o refinar da distribui¢ao de
particulas, propde-se o estudo de uma placa quadrada com carregamento uniforme

perpendicular, como ilustrado na Figura 13. A placa encontra-se simplesmente apoiada em
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seus bordos. O apoio é tomado como do tipo hard, ou seja, sdo restritos os deslocamentos
verticais e as rotacdes perpendiculares a borda. Ha ainda restricdes de deslocamento normal a

duas bordas ndo opostas, a fim de se evitar movimentos de corpo rigido.

r

€3

J,LL \J,

S
o x

Figura 13 — Placa carregada uniformemente

As dimensodes da placa superficie de referéncia da placa sdo tomadas como constante (2 x 2)
e a analise é feita para diversas espessuras. A carga ¢ tomada como 6,25 x 10* x espessura,
de forma a adimensionalizar o problema. O material tem moédulo de -elasticidade

E = 2,1x10 e coeficiente de Poisson v = 0, 3.

Os resultados sdo comparados com a solucdo analitica dada em Wang, Reddy e Lee [10],

constituida de uma série de somatorios, usando os 101 primeiros termos.

Mais uma vez foi adotada a funcdo peso exponencial e o dominio foi majorado pelo fator
d,. .. =175. A base polinomial adotada foi um polindmio completo de ordem 4 em e| e

e; . Simulagdes com polindmios de ordem inferior demonstraram travamento por cortante.

Uma malha de fundo, estruturada, foi gerada em cada simulagdo para a integracdo, feita com
cinco pontos de Gauss em cada direcdo. As particulas foram tomadas como os nods dessa

malha. A Figura 14 ilustra uma delas.
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Distribui¢@o de Particulas - 36 Particulas Células de Integragao
2 A 4 L 4 A 4 @ 2
L ] ° ® ° ® ®
1.5r 1.5F
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& &

Figura 14 — Distribuicao de Particulas e Células de Integragao

Assim, o refinamento da malha melhora tanto a aproximacdo, pelo nimero de particulas,

quanto a integracdo, pelo numero de células de integragdo. Os resultados obtidos com

diferentes discretizacdes para diferentes espessuras de placas sdo mostrados na Figura 15.
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Figura 15 — Deslocamento normalizado da placa x Numero de Particulas

Mais uma vez os resultados sdo satisfatorios, até para placas bastante finas, com relacio

espessura / borda da ordem de 10~*. Nessa mesma placa, faz-se interessante a observagao do

ponto onde a resposta foi pior em relagdo a distribuicao anterior. Isso pode ser explicado no
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campo dos métodos sem malha pela considerag¢do de que o espago de aproximagao gerado por
uma distribuicdo com mais particulas ndo necessariamente contém o espago gerado por outra

distribuicdo com menos pontos.

Para a malha apresentada (36 particulas), o resultado obtido para os deslocamentos se
apresentam na Figura 16, onde os deslocamentos foram exagerados para poderem ser mais

bem observados.

x10

-6
x10

x €

€ 1

Figura 16 — Configuracdo deformada da placa (eixo e; fora de escala)
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As deformacgdes generalizadas obtidas na mesma simulagdo estdo na Figura 17, onde fica

claro o grau de continuidade obtido com o MLS.
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Figura 17 — Deformagdes da Placa



4 TEORIA DE CASCAS GEOMETRICAMENTE EXATA

O presente capitulo busca descrever a teoria de cascas desenvolvida por Pimenta e Campello

em [1] e implementada em métodos sem malha por Tiago em [2]. Sua formulagdo combina as

ideias de Pimenta [8] e de Campello, Pimenta e Wriggers [11] para cascas inicialmente planas

com as presentes em Pimenta [9] para barras curvas, e impde sobre a casca sua configuracao

inicial na forma de uma deformacdo livre de tensdes, a partir da qual se dard o movimento

real da mesma.

Primeiramente, a teoria ¢ descrita sem consideracdo alguma com relagdo a magnitude dos

deslocamentos, rotagdes ¢ deformagdes da casca. Somente no proximo capitulo tais hipoteses

serdo consideradas.

Seja a casca como mostrada na figura abaixo.

configuragio
inicial

VN configuragio
A deformada

< configuragio de
y - y, ; referéncia

Figura 18 — Configuragdes de referéncia, inicial e final da casca
(Retirada de Campello [12])

A casca ¢ descrita em sua configuragdo plana de referéncia. Nessa configuragdo, define-se a

base e, tal que os versores e/ estdo no plano da superficie de referéncia da casca e e; no

sentido de sua espessura. A posicao de um ponto da casca nessa configuragdo ¢ dada por
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E=C+a, (4.1)

onde ¢ = { e, define a proje¢do do ponto material na superficie de referéncia 2" e o vetor
a" = §e;, chamado diretor, o posiciona ao longo da espessura. Assim, & € [—hb,ht} ¢a
coordenada na espessura da casca. A espessura total na configuracdo de referéncia ¢

h = h" +h'. A triade {51, &8s } forma um sistema cartesiano de trés dimensdes.
4.1 Transformacao Inicial

A configuragdo inicial da casca ¢ descrita por uma deformacao livre de tensdes. A superficie

de referéncia serd mapeada a partir de sua configuracao plana por
z'=2"(¢,). 4.2)

O diretor sera rotacionado sem sofrer alteragdo no seu comprimento. Esta rotacdo pode ser

descrita pelo tensor Q°. O diretor inicial sera, entdo
a’ = Q%" . (4.3)

Essa deformacdo ¢ admitida do tipo Kirchhoff-Love, de forma que o diretor rotacionado
permanece perpendicular a superficie meédia. A base e segue o diretor, tornando-se
e! = Qe . Para definir esta rotagdo, toma-se e;’ tal que acompanhe a curvatura da superficie

média em relagdo a &,

e =, (4.4)

e; segue o diretor, ou seja, € tomado perpendicular a ambas as curvaturas da casca:

) z“i X z‘é
83 oy ‘ - 2 5 (4.5)

0 0
Z] X 24




47
¢ ej compora a base ortonormal sendo simultaneamente perpendicular a e} ¢ ej:
e; =e; Xe). (4.6)
Com seus vetores componentes, a rotagdo inicial pode ser expressa por

Q=€ ®@e. (4.7)

Pode-se ter um melhor entendimento do posicionamento dos vetores e/ quando das

defini¢cdes da transformacao inicial na subsec¢ao 4.1.1.

Serdo uteis as derivagdes de e/, . Prova-se que

0, 0 o . .0 0 0
0 0 o 1 <Z71 Zala + z7104 zl) z,l ) Z’la
29| =427 2] 2 = (4.8)
El o El ’ a 0 . 0 zo
Z1° %] ‘ 1
Logo,
0 ] 0 0 0 0]
0 Z1 % la 1 .0 la %1 %la _,
[ = = — VA — VA =
La 20 P 2 1 NeY P 3 1
1 1 2 1 2
a 1 1
s 4.9)
o 0
1 z, ¥z 1
S o _ 5 ) 0 S _ 0 0] [
=T o1l %la 5 “lo | T T (I e ®e )z,la
Z1 ‘ z Z1




0 0]
AR
0 0]
‘zl X 25
0] 0 0 0
Z1, X Z + z X Z9,
[ 0
‘zl X 25
Z(i XZO2 [ 0 0 0 0] 0
T (z,1 X za)-(z’m Xz, + z; X z’QQ)
[0 [0
‘zJ X 24
= 1 2% x2z% 4+ 2% x2°
- 0 0 la 2 1 2«
Z0 X 25
(z‘ixz%)@(zﬁxz%)
) ) ) 3 0 0 [0} [
- 5 (z,m Xzy+ 2z X z72a)
0 0]
‘zJ X 2%
—; I —-el®elllz?x2? —2%x%x2°
- o 0 3 3 1 20 2 Jla
z2 X 2

(o]

_ 0 o _ 0 0 0
—(€3X€1)a _63,a><el +e3><el,a'

O gradiente da transformagao inicial pode ser escrito na forma

FO

ox’

[
[
[
[

_ oz’ e 4+ oz’
§ 0, 7 04
o+ QZQOTCLO ) ®e +a” ®e;

W+ QuRa|wel + Qe e

L Qe +QuQa el +Q e we, tejwe)
n, + Koa')®e) +Q°

®

r
® e}

0
z
z
z

onde foram introduzidos os vetores de deformacdes de membrana

0o _ .o o,T
na_z,a_Qea

€ 0s tensores antissimétricos relacionados com as curvaturas iniciais da casca
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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KZ — Qf;QOT
= (et @el)(e; @)

(et oer (e @et) = (e, o )(ef <) o
e @
que tém seus vetores axiais k. dados por
K) = axial(Kg) = (egva . e§>ef + (e;a -ef)eé’ + (eia -eg)ef . (4.15)

As deformagdes iniciais em qualquer ponto da casca podem ser recolhidas, entdo, nos vetores
o o o o
Yo =M. + K. Xa’, (4.16)
tal que o gradiente da transformacao inicial possa ser escrito como

FO=(772+n§1><a0)®e(’;+Q0:73®63+Q0. (4.17)

Para a elaboragdo de uma teoria objetiva, bem como uma mais facil definicdo das equacdes
constitutivas, € necessario trabalhar-se com grandezas objetivas. Os vetores 7 sdo afetados
por movimentos de corpo rigido. Sua utilizagdo como deformagdes generalizadas ndo ¢é
pertinente as definigdes do material, em contraste com os vetores retro-rotacionados ~°"

dados por

727" — QOT,Y((i — QDT(,’,IZ 4 I‘Lg % ao)
= QTnl +(Q7k: ) x(QTa) (4.18)

— TIZT _"_ &37‘ X aT’

E interessante notar que de (4.9)-(4.11) e (4.18),
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or r r

_ or or T\, T 0 T or T
7(1.83_(77(1 +K’a Xa’)e?)_na 63_{_’4’& xa 63

o ol o _ ,r\. pr or 1 T __ 0 | L0
_(Q 2 ea) e; + K, -a xe; =2 -€e (4.19)
0 o
o 21X %
120 x 29
’]‘ 72

ou seja, as deformagodes generalizadas ndo tém componentes fora do plano da placa, o que ¢

uma caracteristica tipica de uma transformagao do tipo Kirchhoftf-Love.

As deformagdes de membrana e as curvaturas retro-rotacionadas que aparecem em (4.18) sdo

dados por

,r’((ir — QOT”?((; — QoTz:zl . eg

K = QT = (e, ool (e e+ (e, et)y

«Q

O gradiente da transformagdo pode entdo ser expresso como uma fungdo das deformagdes

generalizadas retro-rotacionadas

e+ Q= (@) e e + @ 421
=@ (I+(QT)0e)=Q I+ ®e )= QF” |
O tensor F°" ¢ chamado de gradiente da transformacao inicial retro-rotacionado e pode-se

obter seus vetores-coluna fi‘” fazendo-se

Fr=I+~"®e =e ®@e +v) Qe
= (e, +7 )e +ej0e, =f@e + e , (4.22)
=f"ee

tal que

or — eT’ + 0’71
J' =t (4.23)
‘f?’o'r — eg
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Sera util, também, o calculo da inversa da transformacao inicial F°. De (4.21), temos

Fol — (QoFor )‘1 — poriQel = For-iQeT

1 or T T o 1 T or o (4.24)
:_(gi ®ei)QT:_(ei®gi )QT
J° J°
onde
J = detF° = e} - f x f"
9" = B xe (4.25)
9207’ — eg X 107"

gOT _ fOT X or

3 — 2

4.1.1 Definicdo da Transformag&o Inicial

A configuracdo inicial da casca pode ser descrita por meio de uma descrigdo analitica ou
aproximada dos pontos da superficie de referéncia. Um exemplo de descricdo aproximada
seria descrever a posicdo desses pontos através de fungdes Moving Least Squares, de
Elementos Finitos ou qualquer outro tipo de discretizacdo que permita-nos obter a posi¢ao

inicial z° dos pontos e suas tangentes 2° .

A forma analitica de fazé-lo se aplica a cascas cuja configuragdo inicial pode ser expressa

facilmente por fungdes derivaveis:
Placa Plana

Para o mapeamento de placa plana, que leva a teoria apresentada no Capitulo 3, consideremos

um dominio quadrado

(4.26)
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O mapeamento pode deformar uniformemente essas dimensdes com parametros a, € a, de

forma que a configuracdo inicial serd

1)
2" =70, 1. (4.27)
0

Essa transformacao inicial gera uma casca como a ilustrada na Figura 19.

\ 4

b
P

o =

Figura 19 — Mapeamento inicial para placa plana
Casca Cilindrica

Para o mapeamento cilindrico, seja & a coordenada ao longo do eixo do cilindro ¢ §, a

coordenada ao longo do comprimento do arco de circunferéncia.

0= <l . (4.28)
0<E <2ar

i = uracao inici A
Definindo & 527, , a configuracdo inicial sera

&
2’ = rcos(k) ) (4.29)
rsin(k:)
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A Figura 20 ilustra esse mapeamento. Deve-se observar que e; tem diregdo radial e sentido

para o centro do cilindro.

3

r
el —

Figura 20 — Mapeamento inicial para casca cilindrica

Casca Hemisférica

Para o mapeamento de casca hemisférica ilustrado na Figura 21, & e §, serdo comprimentos

de arco. Para a consideracdo de um oitavo de esfera, teremos um dominio quadrado

0<§1§7T_7"
2 (4.30)
™r

0<¢ <

<& < 5

que sera mapeado para uma esfera com a ajuda de 0, = 5% . A configuragdo inicial sera

rsin(@Q)cos(Hl)

z° = {rsin(6,)sin(6, ) (4.31)
rcos(QQ)
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<

Figura 21 — Mapeamento inicial para casca esférica
4.2 Transformacao Efetiva

A partir da configuragdo inicial é que se dard o movimento real (com tensodes). A este, da-se o

nome de transformacao efetiva. A posicao final de um ponto da casca pode ser definida por

r=z+a , (4.32)

onde z ¢ a posicao da superficie de referéncia e a ¢ o diretor. A superficie de referéncia tera

se deslocado u de sua posicao na configuracgdo inicial, ou seja,
z=2'4+u (4.33)

e o diretor terd sido rotacionado, mais uma vez sem alterar sua magnitude. Expressando essa

rotagdo efetiva por Q°, temos
a=Q%° =Qa. (4.34)

Por sua vez, @ ¢é a rotagdo total, da configuragdo de referéncia a atual, que, por composi¢ao,

¢
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Q=Q (4.35)
Ao contrario da rota¢do inicial, Q° ¢é aproximada independentemente do campo de

deslocamentos u, sendo parametrizada pelo vetor rotagdo @, que recolhe os ditos parametros

de Euler, representantes da rotagao através de
Q' =1+h(0)0+n(0)6" (4.36)

conhecida como férmula de Euler-Rodrigues, onde

0 -0, 0,
© =Skew(8)=|6, 0 -6,
-0, 6, 0
0= o], .
sin(@) '

As componentes de u ¢ @ em um sistema cartesiano global definem os seis graus de

liberdade do modelo.

O gradiente da transformagao total sera:

:8.’3 8:1:@ +8_®e
o 0K, og,
=(z+a), we +(z+a) ®e]
(z" +u, +Q, Q'a >®e’"+eg®e§ , (4.38)
(z +u,—e, —|—Q Q'a ) e +e e
= (m, +Kaa)®ea+Q

onde, similarmente a (4.20),
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n, =z + u,—e, =2z,— Qe (4.39)

e

e os tensores K, podem ser expressos como

K,=Q,Q" =(QQ) (@) =(@.Q +QQ,)Q"e"

—QQQTQT + QQUQTQT = QT + QKIQT . (440)
- K + QK'Q""

expressao na qual

K, = Q.Q"

K — @ Q7 (4.41)

podem ser identificados respectivamente com as deformagdes iniciais e efetivas. Os vetores

axiais de K sdo dados por

K, = axial (K. + QK.QT ) = k. + QK (4.42)

onde k! ¢ dado por (4.15),

kS, = axial (K¢ ) = I9,, (4.43)

I'=1+h(0)O+h(0)O

1— 0 . (4.44)
h3<0) - ;21( )

Similarmente ao desenvolvido para as deformagdes iniciais, € com o mesmo objetivo de

obterem-se definigdes objetivas, deve se retro-rotacionar as deformacgdes generalizadas



mo= Q' = Q7 (s + Q) = KT+ QQQ R
_ er T,.0 _ ,er r
— HZZ + QO ’q’gé — ’4/;, + H((il

2

que também podem ser expressos como

K =Q'k, = Q" (r +Qk)) = Q" (10, + Q)
=Q"(QT"0, + Q') =Q'Q(I"0, + x|
=Q°T (FTQ& + Rg)
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(4.45)

(4.46)

(4.47)

Com essas defini¢des, o gradiente da transformacgao total dado por (4.38) pode ser expresso

por

(m, + Ka)@e, +Q=Q(Q" (n, + K,a)®e, +1)
Q(I+(n +Q" (k, xa))oe] ) ,
QI+ (m, +(r,xa))oel)=Q(I+~, @e,)

onde surgiram os vetores das deformacgdes totais generalizadas retro-rotacionadas

ro_ T T T
'ya—na+f<;a><a

De (4.48) também pode se retirar outra representacdo para F'

F =QF"

com

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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Fr=I+4+~ Qe =€ Qe +7 e

, (4.51)
= (el +n)@e tesoe =f @e
o gradiente da transformacao total retro-rotacionado separado em seus vetores-coluna
ro__ _r ro__ T er or r
=€ = @ [ s

i =e

O gradiente da velocidade F' pode ser obtido por diferenciagio de (4.50):

F = QF" + QF" :Q(I+7;®eg)+Q(I+vi®eg)
=2Q(I+~,0e )+Q(I++, 0, +v, 06 ) | (4.53)
=QF +Q(v, ®e )

sendo 2 = QQ” o tensor de spin associado a rotagdo do diretor e 4! obtido de (4.49)
A =nl + K. xa (4.54)
com

0 =Q" (4, +2,10) e K, =Q" (I 6+I9, ), (4.55)

onde foram usadas as defini¢oes de

Z,, = Skew(z,) (4.56)

r,=hn(0)0, +n(0)(66, +6.0)+

: +h,(0)(0-6,)0 + 1y (0)(6-06,)6 (4.57)
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0)—2h,(0 0)—3h, (6
Através da composicao de transformacdes F= F°F°, pode-se definir também o gradiente da

transformacdo efetiva F¢ = FF°~ ', sendo F°! obtido por (4.24).

F¢ — FFo-1 — Q(fr ®e7’){]ofl(e; ®g;r)QoT
= QU g7 )0, = QU (F 2 g )@
~ar (sl o e
=QI 7 (froel ) g el )QT . (4.59)
1 )QoT

ICES)

~q(r g (97 ) o g
—Q(f”@e,’“)QOT:Q(ﬁ
=Q(f @)

Levando-se em consideragdo que, a partir de (4.25), g;" - e/ = 0, pode-se chegar a

= e gy )8

o _p o (4.60)
Por analogia, definem-se as deformacdes efetivas retro-rotacionadas como
= fr el =" e gy ) (e + ) ) e - (4.61)
4.3 Estatica
O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff efetivo ¢
pe = JeTFe T | (4.62)

onde J¢ = det F°é o Jacobiano da transformacdo efetiva e T' ¢ o tensor das tensoes de

Cauchy. Os vetores colunas de P sdao os vetores reais de tensdo atuando em um ponto da



60

casca na configuragao atual, por unidade de area da configuracao inicial. Seu correspondente

“total” pode ser definido por

P=JTF T = JoyTFsTFoT = JoP°FoT (4.63)

Separando (4.62) e (4.63) em termo de seus vetores-coluna, obtemos

1

P=71 2e =Q7 Qe

P =7®Re’ =0T R e°
! @ ! b (4.64)

Aplicando (4.24) em (4.63), pode se chegar a

P = JOPeFo—T — JoPe(Jo—1<e77:" ® gior)QoT )T
= P'Q (g @e )= (riwel |Q (g @) . (4.65)
=(@rr e )@ (g o €)= Qi @€ )(g @)
= (Qrr el )(g) e )=Q(g) el )T el = QT €]

or T
i €

também dadas por

onde 7] = ( g )‘rfr sdo as tensoes retro-rotacionadas para a configuracao de referéncia,

ro_ o7
To = <ga eﬂ
r
3

4.66
= (g7 e )y = | 0

or or or er __ To.er’
R ><3)7'3—‘]7'3
A poténcia interna por volume unitario na configuragao de referéncia pode ser expressa por
P:F =J°P°:F° (4.67)

de forma que a integracdo dessa poténcia pode ser feita na configuracao de referéncia (plana).

Explorando a simetria de PF? ¢ a ortogonalidade de Q ,



61

P:F=P:(QF +Q(¥,®€,))|=P:QF + P:Q(4, @ ¢

=PF" .0+ (Qr]0e): Qv e |=Q(r/ @€ ): Q4. ®el)
= (@€ ): (v @el ) =704, =T (0, + & xa’ ) (4.68)
=7 -hg—k‘rg-(f%gxa'"

r
«
T
= T

«

i+ (0" x 7)) R

Deve-se notar que 73 ndo executa trabalho, como se deve esperar de uma teoria em que ndo

se considera deformacao do diretor.

Considerando que 77, e k| sdo deformagdes generalizadas, que ndo variam na espessura, a

integracao de (4.68) na mesma gera

J(PeF)dH = [ (-, + (a7 %7 ) JaH
- fH(TQ)dH'ﬁQ T fH(a X TQ)dH-f%Q : (4.69)

T
«

r

. . roo
=N -na+ma-na

onde foram definidos os vetores

n, = [ (ri)dH e m = [ (a"xr])dH, (4.70)

que podem ser tomados como resultantes generalizadas dos esforcos na seg¢do transversal,
sendo m as resultantes de forgas retro-rotacionadas e m/, resultantes de momento, ambas
por unidade de comprimento da configuracdo de referéncia. Essas grandezas ndo sdo afetadas

por movimentos de corpo rigido.

Reunindo as resultantes da sec¢ao transversal em
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nT
o, =]
e =", 4.71)
RO&
d U
|6
a poténcia por unidade de area, dada por (4.69), pode ser expressa por
fH(P:F)dH:ag.ég . (4.72)

Ainda mais, as derivadas temporais das deformacdes generalizadas dadas por (4.55) podem

ser compactamente escritas como

e =W Ad (4.73)
com o auxilio de
2 o
¢,
Q" o|lI o z )
U = o A =0 TI—|. (4.74)
o o Q'||o T F,a o o,
(0] I

A poténcia dos esfor¢os internos em uma regido delimitada da configuragdo de referéncia (2"
sera a integral de (4.67) no volume dessa regido, ou de (4.69) na area da superficie de

referéncia

P = [ (P:F)av = [ (o7 & )a2 . (4.75)

ao passo que a poténcia dos esfor¢os externos sera dada por
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oo = [ JE" 8+ 30+ [ b0 a0
+f . [ ¥ -gdneary + [ [ ro-gdHcdr;

P, f‘[ft-a’:t+fb-:i3b+erl“7-:i3dH}d!2”

+f [ Fgamrary + [ [ er-dHdr

0
t

, (4.76)

T

Q

onde t° = J°t' sdo respectivamente os esforgos externos impostos no topo da casca por
unidade de 4rea na configuragdo inicial e de referéncia, sendo J°° o Jacobiano da
transformagdo inicial avaliado no topo da casca. Similarmente, no fundo da casca,
t° = J°%" ena lateral t° = J°t'. Também, b° = J°b, que ¢ a forca de volume atuante
na casca nas configuracgdes iniciais e de referéncia, respectivamente. A integracdo se mantém
ja que os intervalos infinitesimais nas duas configuragdes se relacionam de forma similar as

tensoes, por exemplo, df2° = J°df2" .

Deve-se notar também a presenca das reacdes de apoio como forcas externas. Isso €
necessario em Método de Galerkin Livre de Elementos, pois ndo se pode impor, a priori, as
condigdes de contorno essenciais. Desta forma, o espago de teste (trial space) ndo satisfaz

6d = 0 em I"], como ¢ usual no método dos elementos finitos.

Usando:b:u+(F9)xa:u+wxa,

ext

P = [ (a7 a+m? w)io + [ (ﬁf?-u+mff-w drr
o rr

T T b (477)
+ FT("F“ 4 ml -w)dfg
onde
,ﬁ()r — Etr _}_{br +f ” ETdHT
H (4.78)

m :a”xf”’—i—abxfbr—f—f axb'dH"
H7

sdo respectivamente as resultantes de forcas e os momentos generalizados impostos no

dominio,
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ﬁF;' _ . {lr dHT"
_ ) (4.79)
m' = f axtrdH"
H
as resultantes de for¢a e momento impostos nas laterais da casca nessa ordem, e
n' = f rdH"
- i (4.80)
mou = f axrdH"
HT
as resultantes de reacdes na fronteira essencial.
Reunindo grandezas nos vetores
_Qr _FT [w
: n nt nu
_07 _FT FT
q = —r q = I q v = rr > (4'81)
I I [
onde
i’ = r’'m?
plt = r'mti (4.82)

Mprl — FTm U

sdo os pseudo-momentos energeticamente conjugados com 6, pode-se escrever a equagdo

(4.77) de forma mais compacta:
Po=[ (a7 )d9+f a" )drwf ( djar; . @83

4.4 Forma fraca

Similarmente a (4.75), pode-se obter o trabalho virtual das for¢as internas no dominio da

casca por
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= fg (o7, - ber Jds2 (4.84)

onde, analogamente a (4.73), 6e, =W A 6d ¢ uma variagdo das deformagdes

generalizadas.

Da mesma forma, o trabalho virtual das for¢as externas, incluindo as reagdes de apoio, serad

Wy = [ (@ -sa)ie+ [ (a7 -ea)ary + [ (a"-sd)ar; . @55

O equilibrio da casca pode, entdo, ser imposto de forma fraca pelo Principio dos Trabalho
Virtuais

4

int

— oW,

ext

=0, véd | (4.86)

onde 6d ¢ um campo de deslocamentos virtuais infinitesimais.

Tomando que as rotagdes impostas na fronteira da casca possam ser expressas pelos
parametros de Euler @ (caso contrario, devera ser extraido do tensor prescrito por uma
inversdo da relagdo (4.36) como descrito em Tiago[2]), podemos reuni-las com os

deslocamentos no vetor

&
|

(4.87)

| Kl

Como o Moving Least Squares ndo é um processo interpolatorio, as condigdes de fronteira
cinematica ndo podem ser atendidas a priori. Assim, serdo impostas, também, de forma fraca

por

-/ 5¢'v - (d—d)dIt =0, Véq't . (4.88)

u
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Esta imposicdo corresponde ao trabalho virtual complementar das reagdes na fronteira
cinemadtica e equivale ao uso de multiplicadores de Lagrange feito por Dolbow e Belytschko
em [16] para as chapas lineares, sendo que agora puderam ser identificados como as reagdes

generalizadas na fronteira.

A combinag¢do do Principio dos Trabalhos Virtuais expresso em (4.86) com a imposicao fraca
(4.88) traduz-se no funcional hibrido de deslocamentos:

(0]

W = QT<O'T ,5s£)d[27“ _fQT(—Q’ 5d)d[2 ff ( —17 -6d)dFt"
_f ( 5d)dpr fr;5q Cd-d)dr — 0 Vedéq" (4.89)

4.5 Recuperacdo das Equaces de Equilibrio

Como na se¢do 3.4, podemos recuperar as equacdes de equilibrio da casca a partir da forma
fraca derivada. Tomando o primeiro termo de (4.89) e integrando por partes em u _ € em
(1), |
Non-ser)der = [ (ng-on +m] - 6w a2

(n Q" (6w, + Z,I's0)+m] - Q" (T 66 + I's6 ))dm
- fg (QTn Q" (su, +2,160)+Q"m, - Q" (T60) )dm
(n b, +n, - Z,T60 +m, - (T60) )de'

[0

:fﬁ na dQH—f n, Z 1“59 d9r+f ( (FéB)A)dQT (4.90)
o oo, i o, o0

][; 1“'(59) dft + f m, .<p59)>dpu _er(ma,a 'F60>d(2’“
o,

n, - Z ,T60)ds"

que, voltando a (4.89), gera



r

+ Fg‘(n“n”‘ —all ) ~oudl’y + fp}(namcY —ml ) . (Fé@)df[

I, (Poo + 7 ) w2 — [ (m,, +2Z,n, +m” ) .(1s6)de"

+ Fu(nana —nq)-éudf“’ + fpu(nama —ml ) . (I‘é@)df"’

—f éq" (d-d)dr; =0 vedsq"
Pelo Lema Fundamental do Calculo variacional, (4.91) s6 sera verdadeira se

—Q
n +n’ =0
a,a ,em Qr,

T
nn —nt =
aa " ,em I,
—mt =
n,m, =
FT‘
nnm —nuv=
@ . ,em I ¢
n,m, —m =0
u—u=20 :
o_g—o0 "
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(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

que sdo as equacdes do equilibrio no dominio, nas fronteiras estitica e cinematica, além da

compatibilidade na fronteira cinematica. Essas sdo as mesmas equagdes obtidas por equilibrio

de uma porcao infinitesimal na configuragao atual da casca.
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5 CASCAS SOB LINEARIDADE GEOMETRICA

O capitulo anterior apresentou de forma sucinta a teoria de cascas apresentada em Pimenta e
Campello [1]. Neste, sera “linearizada”, gerando uma forma fraca semelhante aquela obtida

no capitulo 3.
5.1 Linearidade Geométrica

A cinematica e as definicdes de deformacdes generalizadas apresentadas podem acomodar
deslocamentos de qualquer magnitude (ressalvas sdo feitas quanto a singularidades na
parametrizacdo de Euler que podem ser contornadas com processo incrementais de

composi¢ao das rotagdes).

O presente trabalho se propde a particularizar a transformacgdo efetiva para o caso de
pequenos deslocamentos e pequenas rotagdes. E importante salientar que apenas a
transformacg@o entre a configuragdo inicial {2° e a atual {2 serad imposta como pequena. O
mapeamento inicial continua a comportar grandes deslocamentos, rotagdes (ainda acopladas

aos deslocamentos) e deformacdes.

Consiste, entdo, em tornar o funcional apresentado em (4.89) linear nos deslocamentos v e
rotagdes 6. Para tanto, a rotagdo do diretor na transformacao efetiva, descrita por (4.36), é

tomada com seus termos de primeira ordem em 6,
Q° =1 + Skew(0) (5.1)
e o deslocamento de um ponto da casca, nessa mesma transformacao, sera
0 =u-+0xa’. (5.2)

As deformagdes generalizadas € também precisam ser expressas como fungdes lineares de

ueo:
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T

o M| QTzﬂ —e’ B QrQet (zfa +u, > —e.
a o 0 o or T1.e
k, k)" + k7 k) +Q k,

Q"T (I — @)(zf; +u, ) — e
k7 +QTQTe
Q" (zfa +u, - @zg —Ou, ) —e
k' +Q7(I-0)re,
QT + Q7 (u, +2, x0)—e]
k' + Q" (re, -ere,)
ne + Q7 (u, + 2, x0)

l ( desprezando Ou , )

(5.3)

tomando I' = I

[desprezando ero

- T
K +Q70,
U
QOT 0 I 0 Z() ,Q
— ng + . N .
‘ 0 Q|0 I 0 ’
0
T
onde € = [7727 K,gf] retinem as deformacdes iniciais e Zﬁl = Skew(zz )

Resultado idéntico pode ser encontrado expandindo-se €/ em séries de Taylor em torno do

ponto d = 0 e desprezando os termos de ordem maior que 1 emd .

n Oe!,
d=0  0d 4

=0
e+, |  Ad (5.4)
e + WA d

r
a

12

15

Q3

descrevendo ¥ = ¥ i_p- AAs deformagdes efetivas retro-rotacionadas € serdo
r o __ _or er
€a T Ea + €a (5 5)
er __ o
e, =WAd

As deformacgdes virtuais sdo obtidas de forma semelhante, j& que uma variacdo nas

deformacdes so pode ser feita na deformacao efetiva
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S" = WA bd . (5.6)

Aplicando as linearizagdes feitas em (5.3) a definicdo das deformacdes efetivas retro-

rotacionadas (4.61),

v =00 e gy )(eh + ) - e
= J“’l(eg -gg)<eg + 15 + K; ><a,r>—e(r1v
ZJo_l(e(Z'gff)-
el +nY +Q0T(uﬁ + 29, xe) +KY +Q70, xa’“)—e;
:JO—l(eg.gg").
(y;;we;; +Q°T(uﬂ +z"ig><0)+Q°T0ﬁ><ar)—eg (5.7)
= J"*l(eg -gg)Q"T(uﬂ + z;j x 0 +0ﬂ xar)
—|—J0_1(e£ 'g?f)f[?r —e’
-ggr)QOT(uﬁ—i—zf ><0—|—07ﬁ><af>
QOT(ng +n2><a”)
(nf;” +ngar)

—

|
<

o

L
®

<

(=)

L
NN

0
O3 03 ©3

a7 )
. .g:;r)

|
<
(=)
L
—
)

onde foram introduzidas as deformagdes efetivas retro-rotacionadas

. = QOT’ng = QOT(u@ + 20, % 0)

_ T _ T
Ky = QT = Q0,

; (5.8)

lineares nos deslocamentos, nas rotacdes e em suas derivadas.

5.2 Material Elastico Is6tropo

Por sua vez, as tensdes generalizadas o devem ser expressas como uma fung¢do linear das

deformacdes efetivas generalizadas €
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o’ = Daﬂeg’
on] On]
D - do’ _ 67)2’“ Bmg ) (5.9)
op 0e? om. Om’
6ng 8&?

Nesse trabalho, adota-se o material neo-Hookeano de Simo-Ciarlet descrito em [14] ¢
particularizado em Pimenta e Campello [1] para imposicao do estado plano de tensdes na

configuracdo atual. Conforme estes, eq. (73,74,70),

et = o7 )eua & ) anld

T = [/H—go(j"‘)
gp(je) =—u )\Q—QM , (5.10)
)\(je) +2uJ¢

To=(1+e, 77 +e5 - x5 )

onde \ e p sdo as constantes de Lamé:

E
2<1 + 1/)
Ev
(1 — 2y>(1 + 1/)

M g
(5.11)

J¢ ¢ uma fungdo ndo linear das deformacdes ~:". Tomando apenas seus termos lineares,
Te ~ _ .
J* =1+ x,onde x = e -~ . Assim, (5.10)b torna-se

A+ 2u
A1+ x) +2u(1+x)

o(x) = —u (5.12)

2

que ainda ndo ¢ linear em relagdo a ~¢ . Uma aproximacdo de primeira ordem, por expansio

em série de Taylor e truncamento nos termos de ordem superior, ¢ dada por



o) = (0] + oe(0)n

(204 3A(x + 1) (A + 20)

o' (x)=n 5
()\(X+1>3+2M(X+1>)

©'(0) = u(?g\:;g)

w(x)zu% —1]

oo )= g o) -
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(5.13)

A substituicao de (5.13) em (5.10)a faz-se ainda com a ressalva que na segunda parcela desta,

go(j e) ja multiplica ~¢", devendo ser substituido por sua aproximagdo de ordem zero

o(T°) = —n
T — E e’ _767’ e’ + c (er X’yer)—l— E 7@
O 2(1=v) T 2(14y) T (1)
(5.14)
= e ®e, vy _;_Lg E'~ + E ~°r
2(1—v) @ " 7| 2(14w) Y (14 w)
Os moédulos de elasticidade serdo, entao
ore
co = —= (5.15)
B 57?
de forma que
T, = Clvy - (5.16)

Explicitamente, temos



CT_anT E <1+V> T s
O = o T2 ) (1_y)[el®el}“
2
- B (l—y) o
_2(1+1/> ]

CE‘T anT — E (1+V)l:er®eT:|+ET
Yooy 2(t4v)[(1-v)t T 5
2v
5 [0

S 2(1+4v)

Cer_aTgr_ E (1+V>{er®er}_Er
ooy 2(14v)|(1-w)t? T s
: 1

- E 2v
214 v)|(1-v)
er 87—;7 E (1 + I/> r T
=5 = i ol )
1 . .
E 2

Fazendo uso de (4.66), as submatrizes de Daﬁ em (5.9) serdao dadas por

73

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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8Zg = W H(Ta )df?): fH 8’:]-%7 ]d£3 - fH %87]%& d£3
o [ollgy e )Ti)o(s (e g )(nd 4+ RT xaT))
-/, o e d;

o v (Ol plomh 0]
= nl T8 = Jy\ |6 = | 5

_ [l ei)ri)olren o o 4 xe')))

S o Ok P

dé;

= [, ) (e (e gy )4 g
g

om0 r o \ae _ - 97,
_—[e; H(a XT@)d€3 fH[a X@n%”]dgg

= f |4 T
H a,yfin (9"’]%’

dé,

= A"
4 o onfy

oo e o

T
on”

a

er
oK 3

= oy [ (17 (o e )95 e )& g, =

o((g e ) )07 (e - g2 ) (m + 5 x a"))Jdg
-
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(5.21)

(5.22)

(5.23)
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om! ) . .ot
a:;’" aﬁ-,gfﬂ(a ”a)dg?)fﬂ[a xang %
, oTh od
a f 4 v 8:@%” %
ol et )olo (e (g v o))
= f A 87‘”’ o e, . (5.24)

g‘or )A7 )d€3

=—[ (747 (g7 e )Cir (e -
P)ler 97 )6 ) agy

:—Efcg;ETf (JO gy e

5.3 Integracao na Espessura

Pode-se ver que D s6 ¢ obtido apds a integragdo na espessura. Como o objetivo deste
trabalho ¢ a obtencdo de um sistema linear o mais proximo possivel daquele derivado no

capitulo 3, tenta-se evitar uma integracdo numérica na espessura.

Para os mapeamentos iniciais apresentados na se¢do 4.1.1, D pode ser obtido analiticamente

depois da suposicdo de que a superficie de referéncia ¢ a superficie média da casca

(& €[=%: ],
5.3.1 PlacaPlana

Para a placa plana, os vetores que definem a inversa da transformacdo inicial € o seu

Jacobiano serdo
or __ T or __ T o __
g/ = a.e/, g, = e, J? = aa,, (5.25)

todos constantes na espessura. Com isso, as componentes de D) podem ser obtidas

analiticamente como

/Cer o
o | cy C ’ o0
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on’  Om’
T~ _ g e (5.27)
81{5 8776

om’  —h? .
T - 2B prevE (5.28)
oK 12a,

5.3.2 Casca Cilindrica

Para a casca cilindrica descrita na secao 4.1.1, a transformagao inicial fica caracterizada com

os vetores € 0 determinante
g/ :<1—§%)e{, gy = e, J? :(1—%) (5.29)

com os quais, podemos determinar as componentes de D). As componentes que relacionam

tensoes e deformagdes de membrana serao

émf _ fH(l_ &/ )Cf;d£3 = hCY]

ony’
anr er er
P P T , (5.30)
n2 er er nl
= 021d§3 = hC21 = [ ]
8,”(127’ f H an;r

on} —h— ,
M _ fH—1 Cinde, :rln[ hh 22:]02@ B Xo5!

i’ In(i=57]

onde, para simplificar a obten¢do de C3;, pode-se assumir que o raio de curvatura da casca ¢

bem maior que sua espessura.

As componentes cruzadas, que relacionam as tensdes de membrana com as curvaturas € as

resultantes de momento com as deformagdes de membrana, sdo



on’

[0% or T T or er T 5
o= ol o )i S

= —(g7 i )(e! -ggr)cg;E’“[rQ 1n[—M] - hr]

h —2r
r>>h 0
‘ T
om/] B on
ony oKy
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(5.31)

mais uma vez a expressdo pode ser simplificada com a consideracdo feita sobre a relacao

curvatura — raio da casca, que também se aplica a relagdo entre momentos e curvaturas:

o pep [ 6 (1= )is - o poE

1

r 13 r r
8m7' T er T
6}@; — —E'C4E f ( )

3
—ETCSZET[T ln[ // ] ]g%E’“C;gET

5.3.3 Cascas Esféricas

Nas cascas esféricas, os vetores g e o Jacobiano J° sdo

o = (1= ) ot = n( /(1 )i = sin[ )

De forma que as componentes de D serdo

(5.32)

— &/ )2 (5.33)
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8n{ B 1 .
ony" sin(%/ )hCﬂ
T
on| or on,
omg "Gz = a,,,fr-] (5.34)
2:;2227 = 81n(§/)h05;
on/ e 5— )
3/{{1’” = -C[E fH sin(z%)dé?’ 0
o~ O 6 =0 ¢ (535)
2
2:; = —CSQE’"fog sin(@/)dg3 —0
amr——rﬂ“r i :—h—3re7~r
8f§§“ =—-FE CllE stin(%)dg?’ 123111(%)E CllE
: 1
) —h3sin (%
2:; = —ETCSQET sin(%)fH 532d§3 - #ETCSQET

5.3.4 Cascas Abatidas

O mesmo resultado (depois da consideracdo sobre o raio da casca cilindrica) pode ser obtido
se considerarmos os valores de g°" e J° constantes na espessura da casca. Essa ¢ a hipotese
de casca abatida (shallow shell theory), que permite que as deformagdes iniciais necessarias
as integracdes de (5.21)-(5.24) possam ser aproximadas por sua avaliagdo na superficie média
da casca. Corresponde também a usar uma integragdo numérica na espessura, com apenas um

ponto na quadratura.

As componentes de D, ; computadas para r >> h sdo
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= hI g7 e )95 e )Cr,

s [ ey, (1 (g7 e ) gy e JOp B ) = 0

T

om, |9 | _y . (5.37)

anCT a’{;f

o= [ g e (o e ByOR B )i
B

3
=57 (o e (g e ) ESCLE

Essa hipdtese também pode ser aplicada a mapeamentos iniciais aproximados, desde que o
raio de curvatura seja grande o bastante quando comparado com a espessura da casca. Outra

possibilidade ¢ o uso de uma integragdo numérica simples na espessura.
5.4 Implementacdo em Método de Galerkin Livre de Elementos

Até esse momento, nada se falou sobre a forma de aproximagao dos deslocamentos e rotagdes
efetivas do problema. Tal separacdo ¢ feita intencionalmente de forma a permitir o uso de
qualquer método para descrevé-los. Neste trabalho, a op¢do recai sobre os Minimos
Quadrados Moveis para as aproximagdes no dominio (u ¢ 0) e para polinémios lineares na

fronteira (qF“ ).

O dominio ¢ coberto com particulas distribuidas de forma estruturada (alinhadas) ou
pseudoaleatérias a depender do problema e a cada uma delas estardo atrelados seis
parametros. Sendo u o vetor que retne os pardmetros nodais de todas as particulas, teremos,
d(a:) = d” ( :B) u, onde P, ¢ a fungdo de forma atrelada a particula j associada ao grau de

liberdade 7.
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Ugq
Upo
U3
Q Q u
u, b P, 04
u
U @19 @29 . 05
u
Uy . . qslf? . . . . . @29 . . e
[ — . , Ty 1(5.38)

) . ) -9 ) ) ) . . D ) .
0 0 0 Upg
2 @1 QSQ u
09
93 @19 @29 u
10
Uy
U

Assume-se para a aproximagao das reagdes de apoio uma interpolacao através de polindmios
de Lagrange. Assim, tomando um ponto &, € I, cada reagdo de apoio nesse ponto serd
aproximada por gl = o’ ; (a:u)q onde 7; sdo os multiplicadores de Lagrange, parametros
nodas para a descricdo das reagdes na fronteira. Assim, a equacgdo (4.89) discretizada se

tornara
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oW = [ (o -oer)a — [ (3% 6d)d(2 fpi(_Ftr-(Sd)dF’"
—f(F 6d)dF f 6q" - (d—d)dIT =0 Véd,sq"

SW = f (62,76}, a2’ f (dT Q) frt((saqu )dF
—f (5dTF)dF f 6q" - (d—d)dI" =0

ow= [ [ (¥3A,5d) D, (¥5A d)]d!? — [ (647" |ac
G
—f 6qFT(d—d>dFu =0

SW = f [ (w2, (I)Qf)u D, ,¥’A,0"u ]dm . fg (auTmﬂTq”')dQ
- f (fmTchqu Jary - f (5uT<1>9T<1>F Jar;
- f or@ To%dr + [ St ddrT = 0

§W = du f [(‘I’ A @9) Dﬁ‘I’ﬁABQQJdQu du fg (cpmq”’)d(z
_5u fpt(rbmqf )dr — u f (@@ )drr (5.39)

_r f @' ®%I "y + 6r” f mFTddr — 0

Como a equacao ¢ valida para Véu,dr,

Ju

(\P;;Aacpﬂ) D, YA, @7 |d’ ] [— fFT(QQTd)F)dF;"]r

— [ fm(m”TqQ )dQ + fﬂ(qﬂ”qfﬁ )dF[] (5.40)

[_frr (I)FTq)dF;]u = [—fp‘ (DFTadF;]

ou
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G=[ —(o”®")ir;
f— fQ,u(‘I)QTﬁm ) 40 + f[‘( T ) arr

_ —dl'Tq r
q—[ r 0] ddFu]

O sistema resultante de equagdes € bastante similar aquele derivado no capitulo 3, com
modificagdes na matriz constitutiva D e a inclusdo das matrizes ¥ . Tal semelhanca, um dos
objetivos deste trabalho, permite a modificagdo do codigo numérico implementado na
plataforma MATLAB para a resolu¢do dos problemas de placa plana a fim de que pudesse

analisar as cascas lineares.
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5.5 Simulagbes Numéricas

5.5.1 Casca cilindrica engastada.

Figura 22 — Casca cilindrica engastada (retirada de Campello [12])

A casca cilindrica representada na Figura 22 encontra-se engastada em um bordo € com um
momento aplicado no bordo oposto. Considerando um material com coeficiente de Poisson

zero, tal situagdo apresentara um estado de flexao pura na casca.

A mesma foi modelada com diferentes numeros de particulas e de células de integracdo (cada
uma usando cinco pontos de Gauss em cada dire¢do ¢ ), também sendo variada sua
espessura. Um exemplo de distribuicdo de particulas e de células de integracdo (com os

respectivos pontos de Gauss) se encontram na Figura 23.
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Distribuig¢do de Particulas Células de Integragao
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Figura 23 — Exemplo de distribui¢do de particulas e células de integragdo para casca
cilindrica com momento no bordo

Os resultados foram comparados com a solucdo analitica para a rotagdo no bordo carregado

na direcdo axial do cilindro, dada por

_ 12mRa
ER?

0 , (5.42)

sendo que foram adotados os valores de R =2, a=30°, L=10, m=240 e
E = 2,1x10°. Os resultados para diferentes distribui¢des de particulas sdo apresentados na

Figura 23.

Para cascas com espessura a partir de 107 vezes o raio, uma base quadratica completa se
mostrou suficiente para a obtencdo de resultados proximos ao analitico com distribuigdes
relativamente esparsas (proximo do minimo necessdrio para que a funcdo bi quadratica seja
simplesmente definida). Contudo, para cascas mais finas, pode-se perceber a presenca do
travamento de membrana, bastante amenizado com a simples ampliacdo da base polinomial

para o grau 3.
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Rotagdes Normalizadas
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Figura 24 — Resultados da casca cilindrica com momento no bordo

As configuragdes inicial e deformada (com os deslocamentos amplificados para uma melhor
visualizacdo) sdo representadas na Figura 25, sendo aquela a superficie monocromatica azul e

esta a superficie em cores, que representam o modulo dos deslocamentos.

)

w 18\

r
1 2

e e

Figura 25 — Configuragao inicial e deformada da casca cilindrica com momento no bordo
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As deformacdes generalizadas sdo apresentadas na Figura 26 para a distribuicdo de particulas

e de células de integracdo representadas na Figura 23 e espessura da casca tal que % =102,

LT 91 K1 1
3 0.18
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2
, 0 0.5 1 FH0.14
4 4 4 4
e el el
Mo T K12 ) 012
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0.08
2
0 0.5 1 FH0.06
4 4 4 4
1 1 1 1
13 K 0.04
3 0.02
' 0
2
] 0 0.5 1 0 0.5 1
er 4 er ef

1 1 1
Figura 26 — Deformacdes generalizadas da casca cilindrica com momento no bordo

Como esperado, essa casca s6 possui uma deforma¢do nio nula, a variagdo de 6, ao longo da

direcdo tangencial do cilindro. E patente também a suavidade do resultado.
5.5.2 Casca cilindrica amassada

O exemplo a seguir foi retirado de Simo, Fox e Rifai [19] e est4 representado na Figura 27.
Foi analisado também para o caso linear por Campello [12]. Consiste em um cilindro com
diafragmas em suas extremidades que restringem os deslocamentos em e; ¢ e;. Por simetria,
apenas % do cilindro é mostrado no esquema e modelado. A carga P ¢é 1 no modelo inteiro,

logo % quando adotadas as condi¢des de simetria.

As caracteristicas do material e da geometria adotada sao:
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h=3 E=3x10% v =03 R=300, L=0600 (5.43)

Figura 27 — Cilindro amassado

A aproximagdo ¢ baseada em distribui¢des uniformes de particulas e a integracdo um ntimero

variavel de células, de forma similar ao exemplo 3.7.2, sendo que o dominio (2" agora sera

retangular:

o
IN
Loy
IA

(5.44)

-
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e 5 pontos de integracdo sdo utilizados em cada célula em cada dire¢ao.

A aproximacao foi feita com uma base completa do quarto grau e o pardmetro de ampliagao
do suporte das particulas foi tomado 1,75. O resultado para diferentes numeros de particulas
foi normalizado em relagdo a resposta analitica presente em Simo, Fox e Rifai [19]

W, = —1.82488 x 10" e encontra-se na Figura 28.
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Deslocamentos Normalizados

Deslocamentos Normalizados no ponto de carga
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Figura 28 — Deslocamentos Normalizados para Cilindro Amassado

Os resultados sdo satisfatdrios, haja vista que no texto de que foi retirado ¢ considerado o
mais exigente para um modelo de casca. No mesmo, a malha mais refinada aparenta ter cerca
de 300 nés de Elementos Finitos e obtém resultado em torno de 0,95, algo similar ao
alcancado nessa simulagdo com niimero similar de particulas. A distribuicdo mais fina prové

um resultado diferente apenas 0,90% do tomado como referéncia.

As configuragdes inicial e deformada sdo representadas na Figura 29 sendo aquela a
superficie monocromatica azul e esta a superficie em cores, que representam o modulo dos
deslocamentos. Ao lado, a reconstituicio do modelo original com a consideragdo das

simetrias.

Figura 29 — Deformada do cilindro amassado (deslocamentos ampliados em 5 x 10°%)
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5.5.3 Hemisfério com orificio
A casca esférica da Figura 30 também foi retirada de Simo, Fox e Rifai [19], onde recebe o

nome de Hemispherical shell with 18° hole. A carga P sera igual a 1 no quarto de

hemisfério.

Figura 30 — Casca hemisférica com orificio

As demais propriedades geométricas sao:

h = 0,04 E =6,85x10" v =0,3
R =10 e o =18°

(5.45)

A analise foi feita com 6 diferentes distribuicdes de particulas e nimero de células de
integracdo. Para cada andlise, era gerada uma malha retangular estruturada que serviu para a
integracdo (feita com 9 pontos por célula). As posi¢des dos nés, foi adicionada uma pequena
perturbacdo de forma que as particulas ndo mais ficassem alinhadas. Dois exemplos de

distribuicdo de particulas e células de integracdo sdo mostrados na Figura 31.

O fator de amplificagdo do dominio das particulas foi d_, = 1,5 € um polindmio bi-quintico

foi utilizado para composi¢do da base de aproximagao.
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Figura 31 — Distribui¢des de particulas para cilindro com orificio

O deslocamento foi normalizado com relagdo a resposta de referéncia presente em [19],
0,093 e os resultados podem ser vistos na Figura 32. A Figura 33 apresenta a configuragdo

deformada da estrutura, com os deslocamentos ampliados para uma mais facil visualizagdo.
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Figura 32 — Resultados para cilindro com orificio

Figura 33 — Deformada do cilindro com orificio
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5.5.4 Hemisfério Completo

O trabalho de onde foi tirado o exemplo anterior, também propde seu estudo sem o orificio,

como na Figura 34.

Figura 34 — Hemisfério Completo
As propriedades geométricas e de carga se repetem:

h = 0,04 F =6,85x10" v =0,3
R =10 e P =1

(5.46)

O mesmo método de confeccdo da distribuicdo de particulas ¢ empregado, e continua-se

usando um polindmio completo de grau cinco como base, com d . = 1,5.
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Figura 35 — Hemisfério Completo — distribui¢cdes de particulas
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Os deslocamentos dos pontos de aplicagdo da carga, normalizados a resposta provida em [19]

de 0,0924 , para as diferentes distribui¢des de particulas, sdo:

Deslocamentos Normalizados
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Figura 36 — Hemisfério Completo — distribuigdes de particulas

Figura 37 — Hemisfério Completo — configuragdes deformadas (deslocamentos
amplificados em 10° vezes)

A resposta mais uma vez ¢ satisfatoria. Um problema poderia surgir quando da analise do
topo dessa casca. Aquele ponto corresponde, na configuracdo de referéncia, a uma reta
(& = 0). As restrigdes feitas a qualquer ponto dessa reta se traduzirdo a uma restri¢do no

topo do hemisfério e ndo geram problemas no modelo.
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6 CONCLUSOES

Os Moving Least Squares formam uma ferramenta bastante ttil na mecanica computacional.
A suavidade das respostas obtidas, mesmo para grandes gradientes, se prova de grande valor
para o estudo das cascas, que perdem o carater facetado imposto pelas aproximagdes baseadas

em elementos.

Talvez seja esse o grande campo de aplicagdo para essa aproximagao, onde tal caracteristica
justifica o maior custo computacional na avaliacdo das fungdes de forma e na resolugdo dos
sistemas lineares, que perdem parte de sua esparsidade. A andlise do contato também aparece

na bibliografia como um campo onde a suavidade teria um papel importante.

A maleabilidade do método também foi explorada. Com ele, o enriquecimento das funcdes de
forma ¢ bastante direto, ja que mais termos dos polindmios podem ser facilmente inseridos na
base de aproximacao. Uma analise da melhora da resposta do método quando se introduz uma
leve distor¢do na distribuicdo de particulas, que deixam de estar alinhadas, poderia ter sido
mais explorada, mas em quase todos os exemplos foi preterida por uma maior facilidade em

gerar distribuicdes mais densas.

Por sua vez, a teoria de cascas apresentada, especialmente em sua versdo nao linear, possui
um campo de aplicacdo bastante extenso. Seu forte apelo geométrico nas definigdes, a
simplicidade da notagdo e facil adaptacdo a qualquer sistema de aproximacao ja foi explorada
em Método dos Elementos Finitos e Método de Galerkin Livre de Elementos (EFG), estando

pronta a ser estendida a outros tipos de fun¢do de forma.

A derivacdo de uma teoria linear consistente também foi alcancada. A aproximacdo de
primeira ordem foi imposta em deformagdes generalizadas consistentemente definidas,
mantendo-as como tal e de forma a destacar em que pontos desprezaram-se contribui¢des de
ordem superior. O mesmo rigor foi aplicado a lineariza¢do da relagdo constitutiva, que como

esperado levou a Lei de Hooke generalizada.
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O objetivo de se chegar a uma forma fraca similar as placas sob linearidade geométrica foi
atendido, o que foi revelado na simples adaptacdo do sistema computacional direcionado as
placas para resolver as cascas. E interesse do autor verificar se 0 mesmo resultado é obtido
com a consideracao de pequenos deslocamentos e rotacdes efetivos ja na cinematica, sem o

uso da teoria geometricamente exata.

As respostas numéricas foram bastante satisfatorias. Mesmo distribuigdes grosseiras se
aproximaram dos resultados de referéncia e, salvo em um caso, distribuicdes densas o

melhoravam.

O funcional hibrido de deslocamentos derivado exigiu uma aproximacdo das reacdes
generalizadas da fronteira cinematica. Por um lado, a obten¢do dessas reacdes ja na resolugao
do sistema linear ¢ interessante. Por outro, o problema perde o sentido de minimizagdo de

energia, o que dificulta a estimativa do erro cometido.

A teoria também poderia ser explorada para outros mapeamentos iniciais. Uma aplicacao
interessante pode ser feita com um mapeamento inicial aproximado a partir de pontos
coletados em uma superficie existente, ou descrita por funcdes utilizadas por software de

Computer Aided Design (CAD).
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