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RESUMO 

 

Uma implementação computacional baseada nos conceitos da mecânica do contato e no 

Método dos Elementos de Contorno é desenvolvida para simular a interação entre discos de 

corte e maciço rochosos. 

Simula-se o contato considerando-se inicialmente uma superfície potencial de contato que é 

atualizada durante um processo de carregamento incremental, podendo conter elementos 

separados, em contato sem deslizamento ou com deslizamento parcial. A cada passo do 

carregamento incremental estima-se a configuração do modelo e os dados obtidos neste passo 

serão utilizados como parâmetros no passo seguinte até que todo o carregamento esteja 

aplicado. 

O modelo em estudo consiste em dois discos de corte paralelos atuando sobre uma base sólida 

com característica elástica linear. São feitas duas simulações com os discos de corte. Na 

primeira delas, compara-se a penetração dos discos utilizando-se como parâmetro os valores 

calculados em uma análise por elementos finitos. No segundo caso, estuda-se a distribuição de 

tensões no maciço quando se altera o espaçamento entre os discos para um mesmo 

carregamento. 

Além desta análise, duas outras comparações são feitas utilizando como parâmetros soluções 

analíticas e numéricas de modelos clássicos da mecânica do contato. São estes: cilindro e pilar 

em base elástica. 

 

Palavras-chave: Máquinas Tuneladoras (TBMs); Método dos Elementos de Contorno; 

Mecânica do Contato, Discos de corte. 

 

  



 

 

ABSTRACT 

 

A computational implementation based on contact mechanics and on the Boundary Element 

Method is developed in order to simulate the interaction between disc cutters and rock mass. 

The contact simulation considers initially a potential contact area which is updated during an 

incremental load process, in such way the surface can include elements in separation, stick or 

partial slip. At each incremental load step the configuration of the model shall be evaluated 

and the values computed at such step are used as parameter to the next load step until the end 

of the loading process. 

The investigated model consists in two parallel cutter discs on a flat elastic foundation. In the 

first simulation the penetration of the discs are studied and the results are compared against a 

finite element simulation. In the second simulation, the stress distribution in the rock mass is 

evaluated considering different spacing between the disc cutters by keeping the same load. 

In addition, two benchmark problems of contact mechanics, such as the cylinder and the flat 

punch on a elastic foundation, were modeled in order to validate the proposed algorithm. The 

obtained results were compared against analytical and numerical solutions. 

 

Keywords: Tunnel Boring Machines; Boundary Element Methods; Contact Mechanics, Disc cutters. 
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Introdução 

Capítulo 
1 Introdução 

 

 

Diversos problemas físicos do mundo real envolvem algum tipo de contato mecânico. 

Na engenharia, os mecanismos de contato são comuns em diversos casos, como por exemplo, 

na fabricação de peças estruturais ou na transferência de carregamento entre estruturas ou 

sólidos em geral. 

Em alguns casos, a mecânica do contato é aplicada quando se deseja estudar 

previamente os efeitos causados em situações acidentais ou indesejadas que envolvem dois ou 

mais corpos, como em testes de colisão de veículos ou em estudos de balística. Há também 

situações em que os efeitos causados por alguma ação de contato sejam desejáveis por serem 

fundamentais para o funcionamento do processo, como por exemplo, em sistemas de freios 

para carros, na fabricação de peças metálicas por conformação mecânica ou em escavações de 

túneis. 

Em escavações de túneis com máquinas tuneladoras, o processo de perfuração 

acontece por meio da aplicação de carregamentos oriundos da máquina contra o maciço 

rochoso. Este mecanismo de transferência de carga envolve conceitos da mecânica do contato 

e será detalhado ao longo do trabalho. 

Os problemas da mecânica do contato podem ser estudados experimentalmente, 

numericamente ou a partir de modelos teóricos, em conjunto ou de forma isolada. Em geral, 

os ensaios experimentais exigem um custo operacional elevado ou apresentam dificuldades 

práticas para serem executados, principalmente pelo tempo necessário para montagem do 

experimento e para que sejam efetuados todos os ensaios.  

Uma das vantagens da simulação numérica é a possibilidade de se obter uma série de 

parâmetros a um baixo custo operacional. Ainda assim, este tipo de análise não descarta os 
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investigações experimentais, porém pode reduzir o número de ensaios a serem realizados e os 

dados obtidos nestes ensaios podem ser utilizados para aferição e validação dos modelos e 

procedimentos de análise numérica. 

Antigamente, devido à natureza não-linear da mecânica do contato, muitos problemas 

eram aproximados por simplificações consideradas na concepção do projeto. Devido ao 

grande aumento na capacidade dos computadores, hoje podemos aplicar ferramentas da 

mecânica computacional para simular numericamente aplicações que incluem mecanismos de 

contato. Isto pode ser feito com uma precisão suficiente para fins de projeto (WRIGGERS, 

2006). 

Em busca de modelos matemáticos que possam representar os meios físicos de forma 

apropriada e satisfatória, muitos problemas da engenharia são caracterizados por equações 

diferenciais ou integrais. Por este motivo, apenas um número restrito de casos pode ser 

resolvido analiticamente. Desta maneira, o uso de ferramentas numéricas e computacionais 

torna-se indispensável para resolução de problemas mais complexos. 

Dentre os métodos numéricos mais utilizados, destacam-se o Método dos Elementos 

Finitos (MEF), o Método das Diferenças Finitas (MDF) e o Método dos Elementos de 

Contorno (MEC). 

Do ponto de vista numérico, pode-se dizer que para problemas de contato é preferível 

um método de contorno a um método de domínio, visto que o contato ocorre na superfície. 

Desta maneira, o MEC se adapta de forma mais simples para problemas deste tipo. Além 

disso, em uma análise por elementos de contorno, tanto os deslocamentos quanto as forças de 

superfície são obtidas como parte da solução e com o mesmo grau de precisão (MAN, 1994). 

Devido ao crescente avanço no desenvolvimento de tecnologias e pesquisas com o 

MEC e suas aplicações em propósitos práticos, tem surgido também uma grande necessidade 

de se ter programas bem mais didáticos e com alto nível de usabilidade e extensibilidade 

(PEREIRA, 2004). 

 O autor desenvolveu ao longo deste trabalho duas produções científicas como autor 

principal e uma como co-autor (SAMPAIO; OLIVEIRA; NORONHA, 2008; SAMPAIO; 

NORONHA, 2009; OLIVEIRA;SAMPAIO; NORONHA, 2008). 
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1.1 Objetivos 

 

 

O objetivo geral deste trabalho é o estudo de problemas de contato com o MEC 

aplicados na análise dos discos de corte de máquinas tuneladoras. 

Os principais objetivos deste trabalho são: 

• Implementar computacionalmente um algoritmo para problemas bidimensionais de 

contato com o MEC utilizando Programação Orientada a Objetos (POO); 

• Aplicar o algoritmo em simulações computacionais da interação entre máquinas 

tuneladoras (TBMs – Tunnel Boring Machines) e maciços rochosos; 

• Realizar comparações com resultados experimentais e numéricos disponíveis na 

literatura e com outros métodos numéricos; 

• Integrar com os outros trabalhos de pesquisa coordenados pelo Prof. Marcos Noronha 

e que estão diretamente envolvidos com este trabalho; 

• Divulgar os resultados obtidos através de publicações de artigos e apresentação da 

pesquisa em congressos nacionais e internacionais. 

 

 

1.2 Justificativas 

 

 

O domínio da tecnologia de construção de túneis é um aspecto de importância 

estratégica para o desenvolvimento da infra-estrutura básica de cidades e estados. Além dos 

grandes benefícios do encurtamento de distâncias e do uso racional do espaço subterrâneo, 

obras de túneis geram o menor impacto ambiental possível. Trata-se assim de uma tecnologia 

fundamental, ambientalmente limpa e com uma baixa relação custo/benefício. 
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A escavação de túneis em rocha com máquinas tuneladoras (TBMs) envolve efeitos 

estudados pela mecânica do contato. O entendimento dos problemas de contato associados ao 

suporte e avanço destas máquinas é essencial para as etapas de dimensionamento e verificação 

de projetos de túneis.  

Atualmente, os métodos numéricos disponíveis representam uma das melhores 

ferramentas disponíveis para realizar análise de problemas de contato em túneis. Porém, uma 

das maiores dificuldades encontradas por tais métodos numéricos é a geração dos modelos e 

suas discretizações. Problemas deste tipo ocorrem, por exemplo, com o MEF, pois por ser um 

método de domínio todo o domínio do modelo precisa ser discretizado. Em virtude disso, o 

MEC torna-se mais vantajoso, pois os modelos discretizados são bem mais simples que os 

utilizados por outros métodos. Porém, há ainda deficiências na utilização do MEC nos 

processos de visualização e análises não-lineares. Em contrapartida, o desenvolvimento 

proposto é baseado numa nova abordagem do MEC que elimina as células de domínio. 

Esta técnica que não utiliza células de domínio foi utilizada pelo grupo de pesquisa do 

Prof. Marcos Noronha na EPUSP para diversas aplicações do MEC e incorporados a um 

programa computacional que vem sendo desenvolvido desde 2004 (OLIVEIRA; SAMPAIO; 

NORONHA, 2008). Contudo, este é o primeiro trabalho envolvendo a mecânica do contato 

aplicando esta nova abordagem. Desta forma, o presente desenvolvimento está relacionado 

com os seguintes trabalhos realizados sob a orientação do Prof. Noronha: 

• Um novo algoritmo para análises não-lineares utilizando o Método dos 

Elementos de Contorno; Mestrado, André Sarkis Muller (MULLER, 2004); 

• Desenvolvimento de um novo algoritmo para análise viscoplástica com o 

Método dos Elementos de Contorno; Mestrado, Nicolas Carbone (CARBONE, 

2007); 

• Avanços na visualização, análise não-linear e programação com o método dos 

elementos de contorno; Mestrado, André M. B. Pereira (PEREIRA, 2004); 

• Análise de alta precisão em modelos tridimensionais de elementos de contorno 

utilizando técnicas avançadas de integração numérica; Mestrado, Calebe P. G. 

de Souza (SOUZA, 2007), 
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e alguns trabalhos que ainda estão em desenvolvimento, como 

• Modelagem do Suporte de Túneis com Comportamento Viscoelástico Usando 

Método dos Elementos de Contorno; Mestrado, Társis R. S. T. Oliveira; 

• Desenvolvimento de um novo algoritmo para modelagem de mecânica da 

fratura em problemas geotécnicos usando o método dos elementos de 

contorno; Mestrado, Marina R. P. Portela Nunes. 

 

A implementação do algoritmo proposto, para a mecânica do contato utilizando o 

MEC, na plataforma computacional que vem sendo desenvolvida irá favorecer o 

desenvolvimento de novas pesquisas e avanços no estudo da interação da TBM com o maciço 

rochoso. 

 

 

1.2 Revisão bibliográfica 

 

 

Estima-se que um dos primeiros túneis foi escavado no ano de 500a.c, na ilha de 

Samos, pertencente à Grécia. Kolymbas (2005) faz uma descrição sucinta dos mais antigos e 

dos mais importantes túneis já escavados. O seu trabalho apresenta os principais conceitos 

relacionados com a escavação de túneis, incluindo estudos estatísticos, instalações, suporte, 

métodos construtivos, etc. Barton (2000) e Kolymbas (2005) apresentam em seus trabalhos 

detalhes sobre a escavação e as diferentes classificações das TBMs, sendo o método 

construtivo que utiliza estes equipamentos um dos principais aplicados em obras de escavação 

de túneis nos dias de hoje. 

Zhao (2006) mostra que a partir dos anos 50 iniciou-se o avanço no desenvolvimento 

das TBMs modernas. O estudo da tecnologia e de seus materiais permitiu que estas máquinas 

pudessem ser utilizadas para escavar túneis nas mais variadas condições de terreno. Como 

conseqüência, verificou-se ao longo dos anos uma grande demanda por métodos consistentes 
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para o projeto e construção de obras de túneis. No final do século XIX e início do século XX, 

realizaram-se vários esforços para estabelecer os fundamentos da Mecânica dos Túneis, 

através da investigação da distribuição de tensões e dos deslocamentos ocasionados por estas 

obras. Também foram propostos vários critérios de projeto e de dimensionamento de 

estruturas de suporte. 

Segundo Celestino (2006), no Brasil o uso destes equipamentos de escavação iniciou-

se no ano de 1968 com a construção da rede metroviária das cidades de São Paulo e Rio de 

Janeiro.  

Embora as simulações de escavação e das estruturas de suporte de túneis sejam tópicos 

bem discutidos, alguns pesquisadores, como Zhao (2006) e Bowerman (1993), citam em seus 

trabalhos que os estudos numéricos sobre maquinas tuneladoras (TBMs) ainda encontram-se 

em fase inicial. Há, portanto, uma grande área para realização de pesquisas e 

desenvolvimentos para aprimorar o processo de perfuração das TBMs. É justamente na 

modelagem da escavação em rocha com máquinas tuneladoras o foco principal deste trabalho. 

De acordo com Beer, Duenser e Noronha (2003a; 2003b; 2003c), a revolução da 

informática gerou um forte impacto na engenharia de túneis, oferecendo métodos numéricos 

avançados para o cálculo e projeto dessas obras. Com isso, as ferramentas numéricas 

passaram a ser mais utilizadas em análises de escavações de túneis. 

O mecanismo de indentação, penetração dos discos na rocha, é de fundamental 

importância para o processo de escavação com TBMs. Dentre os trabalhos envolvendo análise 

numérica de indentadores pode-se citar Chiaia (2000), que estudou o mecanismo de 

fraturamento de materiais frágeis causado pela penetração de indentadores; e Liu, Kou, 

Lindqvist e Tang (2002), que apresentaram simulações numéricas baseadas no MEF para o 

estudo do processo de fragmentação causado pela penetração de indentadores. 

Segundo Venturini, na década de 80, apesar da larga utilização do MEF, o MEC já 

vinha ganhando destaque entre a comunidade da engenharia geotécnica, pois se apresenta 

como uma alternativa importante contra os gargalos da geração e necessidade de truncamento 

da malha para o MEF. A modelagem com o MEC é mais simples, quando comparada com a 

do MEF, já que apenas o contorno do modelo precisa ser discretizado. Esta característica é 

especialmente vantajosa no caso de modelos tridimensionais com domínio infinito. Além 

disto, o MEC apresenta resultados com excelente precisão para simulações dinâmicas, 
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problemas com altos gradientes de tensão e potencial e para simulações de mecânica da 

fratura. 

Diversos trabalhos referentes ao MEC vêm sendo desenvolvidos ao longo das últimas 

duas décadas. Em Brebbia, Telles e Wrobel (1984) e Becker (1992), pode-se encontrar uma 

revisão histórica bastante detalhada dos desenvolvimentos obtidos com MEC, além de uma 

descrição completa das suas vantagens e dos mais variados tipos de problemas em que este 

método pode ser aplicado. 

Um trabalho recente sobre técnicas de visualização com o MEC foi apresentado por 

Pereira (2003) e Pereira e Noronha (2009). Os autores apresentam propostas para 

representação dos resultados no domínio superando os obstáculos apresentados na 

visualização com o MEC, com preservação da propriedade básica do MEC, que é a 

discretização somente do contorno do modelo. 

Muller (2004) utilizou a técnica de visualização proposta por Pereira (2003) em um 

novo algoritmo para análises elastoplásticas com o MEC. Ainda fazendo o uso da referida 

técnica de visualização, Carbone (2007) estendeu o uso desta técnica para análises 

viscoplásticas com o MEC. 

Formulações para análise de problemas de contato usando o MEC para problemas 

bidimensionais podem ser encontradas em Man (1994) e Becker (1992). Tais formulações 

baseiam-se no uso da técnica aplicada nó-a-nó com a inserção explícita das equações de 

contato. Além disso, MAN apresentou técnicas otimizadas para a resolução das matrizes 

acopladas do sistema. 

O trabalho de Dandekar e Conant (1992) contribuiu para a compreensão da 

conformidade de malhas em problemas de contato com o MEC. A discretização não-conforme 

foi estudada por Blazquez et al. (1992), Huesman e Kuhn (1995) e Olukoko e Becker (1993). 

Apesar de ter sido introduzida há mais de 40 anos, uma abordagem recente no campo 

do desenvolvimento de códigos computacionais é a Programação Orientada a Objetos (POO). 

Na engenharia e no campo científico em geral, este novo paradigma tem sido amplamente 

aplicado devido ao benefício do mesmo em reaproveitamento de códigos. O uso da POO em 

aplicações com o MEC ainda é um tema incipiente. Mackerle (2000, 2004) publicou dois 

artigos interessantes cujo objetivo foi apresentar as principais publicações entre os anos de 

1990 e 2003 relacionadas com uso da POO em programas destinados ao MEC e MEF. 
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Jones et al. (2001) sugeriu uma técnica de implementação eficiente com o uso de POO 

para um programa aplicado ao MEC. Lage (1998) apresentou o projeto de uma biblioteca de 

classes aplicável no desenvolvimento de sistemas computacionais para elementos de 

contorno. Lee e Tan (1990, 1993) escreveram sobre a programação adaptativa: teoria, 

implementação e aplicações. Noronha (1998) apresentou um desenvolvimento de uma 

primeira versão de um algoitmo baseado em POO para o MEC. Posteriormente, o grupo de 

pesquisas do Prof. Noronha realizou avanços nesse código através da incorporação de técnicas 

avançadas e mais modernas, como os Padrões de Projeto (Noronha, Muller e Pereira, 2005). 
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2 
 

Conceitos Básicos da Escavação 
com TBMs 

Capítulo 
2 Conceitos básicos da escavação com TBM 

 

 

Neste capítulo descreve-se sucintamente o processo de escavação de túneis por 

máquinas tuneladoras (Tunnel Boring Machines - TBMs) com ênfase no mecanismo de 

quebra da rocha devido à ação dos discos de corte dessas máquinas. 

 

 

2.1 TBMs (Máquinas tuneladoras) 

 

 

O termo TBM origina-se da expressão em inglês “Tunnel Boring Machine”, que em 

português significa “Máquina de Perfuração de Túneis”, que também se refere a máquinas 

tuneladoras.  

A TBM é um equipamento utilizado para escavar túneis sem o uso de explosivos ou 

ações de impacto, podendo escavar em diversos tipos de material, desde rochas duras até 

terrenos arenosos. 

Na extremidade de uma TBM existe um grande disco giratório (cabeça de corte) que 

contém pequenos discos de corte que servem para aplicar o carregamento contra o maciço, de 

forma que as arestas dos discos entrem em contato com a rocha. A Figura 2.1 ilustra os discos 

e a cabeça de corte de uma TBM. 



Em geral, a sustentação longitudinal de uma TBM é feita p

(Figura 2.1). Elas impedem o movimento naquela direção servindo de suporte para que a 

máquina aplique o carregamento necessário para uma boa condição de escavação.

 

Figura 2.1 – Esquematização da TBM: discos de corte, cabeça de 
  

 

 

2.2 Escavação com TBMs

 

 

A escavação é realizada à medida que a máquina pressiona o maciço ao mesmo tempo 

em que a sua cabeça de corte gira. O contato acontece entre os discos de corte (que são 

responsáveis pela quebra da ro

A perfuração de um túnel envolve um processo contínuo de fissuração e fragmentação 

da rocha. Este processo pode ser dividido em duas partes: entalhamento

despedaçamento (ZHAO, 2006). No entalhamento ocorre a

resultando no esmagamento da rocha e criando uma zona de tensão onde as fissuras se 

propagam em todas as direções. O despedaçamento acontece à medida que estas fissuras 

Em geral, a sustentação longitudinal de uma TBM é feita por sapatas de fixação 

(Figura 2.1). Elas impedem o movimento naquela direção servindo de suporte para que a 

máquina aplique o carregamento necessário para uma boa condição de escavação.

Esquematização da TBM: discos de corte, cabeça de corte e sapata de fixação.

2.2 Escavação com TBMs 

A escavação é realizada à medida que a máquina pressiona o maciço ao mesmo tempo 

em que a sua cabeça de corte gira. O contato acontece entre os discos de corte (que são 

responsáveis pela quebra da rocha) e a frente de escavação.  

A perfuração de um túnel envolve um processo contínuo de fissuração e fragmentação 

da rocha. Este processo pode ser dividido em duas partes: entalhamento

despedaçamento (ZHAO, 2006). No entalhamento ocorre a penetração dos discos de corte, 

resultando no esmagamento da rocha e criando uma zona de tensão onde as fissuras se 

propagam em todas as direções. O despedaçamento acontece à medida que estas fissuras 
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or sapatas de fixação 

(Figura 2.1). Elas impedem o movimento naquela direção servindo de suporte para que a 

máquina aplique o carregamento necessário para uma boa condição de escavação. 

 
corte e sapata de fixação. 

A escavação é realizada à medida que a máquina pressiona o maciço ao mesmo tempo 

em que a sua cabeça de corte gira. O contato acontece entre os discos de corte (que são 

A perfuração de um túnel envolve um processo contínuo de fissuração e fragmentação 

da rocha. Este processo pode ser dividido em duas partes: entalhamento (ou indentação) e 

penetração dos discos de corte, 

resultando no esmagamento da rocha e criando uma zona de tensão onde as fissuras se 

propagam em todas as direções. O despedaçamento acontece à medida que estas fissuras 



atingem a superfície livre ou encontram outras rachadu

formando os fragmentos e, conseqüentemente, prossegue

Figura 2.2 – Representação da fragmentação causada pelos discos de corte.

 

A função das sapatas de fixação é 

suporte para que a cabeça de corte aplique a força necessária para 

de corte. Assim, a tensão aplicada pelas sapatas de fixação depende da força a ser 

desenvolvida na cabeça de corte junto ao maciço. 

túnel.  

Numa escavação com TBMs, podem ocorrer

ação das sapatas de fixação

tendem a ser instáveis. A F

túnel (BARTON, 2000). 

Figura 2.3 – 

 

atingem a superfície livre ou encontram outras rachaduras causadas por cortadores vizinhos, 

formando os fragmentos e, conseqüentemente, prossegue-se a escavação (Figura 2.2).

 

Representação da fragmentação causada pelos discos de corte.

A função das sapatas de fixação é imobilizar o corpo central da TBM, servindo como 

suporte para que a cabeça de corte aplique a força necessária para a fissuração

. Assim, a tensão aplicada pelas sapatas de fixação depende da força a ser 

desenvolvida na cabeça de corte junto ao maciço. Esta força não deve gerar instabilidades no 

com TBMs, podem ocorrer distúrbios nas paredes do túnel 

ação das sapatas de fixação, principalmente por fissurações excessivas ou em zonas que 

Figura 2.3 ilustra a ação das sapatas de fixação contra as paredes do 

 

 Concentração de tensões causadas pelas sapatas de fixação.
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ras causadas por cortadores vizinhos, 

se a escavação (Figura 2.2). 

 

Representação da fragmentação causada pelos discos de corte. 

a TBM, servindo como 

fissuração com os discos 

. Assim, a tensão aplicada pelas sapatas de fixação depende da força a ser 

Esta força não deve gerar instabilidades no 

distúrbios nas paredes do túnel devido à 

, principalmente por fissurações excessivas ou em zonas que 

ilustra a ação das sapatas de fixação contra as paredes do 

pelas sapatas de fixação. 
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A eficiência da escavação depende de fatores como: o espaçamento entre os discos de 

corte, a velocidade de giro da cabeça de corte, o ângulo de ataque, a geometria e a pressão 

exercida pelos cortadores e as características da rocha (CIGLA; YAGIZ; OZDEMIR, 2001; 

ZHAO, 2006). 

A escavação em materiais rochosos é influenciada pelas características do maciço. O 

comportamento da rocha submetida aos cortadores depende das propriedades da rocha e das 

condições naturais que ela se encontra. Em rochas foliadas, por exemplo, quando a máquina 

avança paralelamente aos planos de foliação, a quebra da rocha é dificultada devido ao efeito 

que as foliações causam na propagação das fissuras e, conseqüentemente, na formação dos 

fragmentos. Em outra situação, quando a foliação é perpendicular ao eixo do túnel, tem-se 

geralmente a melhor condição para a formação dos fragmentos e, portanto, uma boa taxa de 

penetração (CIGLA; YAGIZ; OZDEMIR, 2001). Assim, os parâmetros do maciço a serem 

estudados para uma escavação com TBM devem ser baseados nas características de 

resistência e fragilidade da rocha e no espaçamento e orientação das juntas (ZHAO, 2006). 

Conforme foi mencionado, a maior parte da transferência de energia de uma TBM 

para o maciço é feita através dos discos de corte. Portanto, estudar a geometria e as 

características do material dessas peças é de grande importância para que a transmissão de 

esforços possa ser entendida e otimizada. 

Há duas décadas, o perfil dos cortadores das TBMs eram em forma de “V” (Figura 

2.4a). Estes discos de corte são bastante eficientes enquanto novos. Porém, com o desgaste 

natural durante a escavação, a área de contato se torna cada vez maior e, com isso, o avanço 

da máquina diminui rapidamente (KOLYMBAS, 2005). Para melhorar o desempenho dos 

cortadores, estes discos foram substituídos por outros discos denominados discos de seção 

constante (Figura 2.4b), nos quais o desgaste natural não afeta tão rapidamente a eficiência da 

escavação (CIGLA; YAGIZ; OZDEMIR, 2001). 

 



(a) 
Figura 2.4 – Formatos de discos de corte.

 

O diâmetro também influencia no desempenho dos cortadores. Para um mesmo 

carregamento, discos maiores resultam em profundidades de penetração menores, pois a área 

de contato aumenta com o aumento de diâmetro

se torna menor, melhorando a capacidade de produção da máquina. Além disso, discos 

maiores giram numa velocidade menor, reduzindo o efeito causado pelo aquecimento. 

Todos os fatores supra

dos cortadores e reduzir os custos de escavação.

Além das características geométricas, a disposição dos cortadores na cabeça de corte 

também exerce grande influência no processo de fragmentação. Conforme já foi mencionado, 

a formação dos fragmentos depende da propagação das fiss

de cortadores. A interação entre os discos de corte é observada à medida que fissuras 

originadas por discos de corte vizinhos propagam

A transmissão dos efeitos de carregamento para o maciço,

fixação quanto dos discos de corte, envolvem conceitos da Mecânica do Contato e isto reforça 

a importância do assunto neste tipo de aplicação.

 

 

(b)
Formatos de discos de corte. (a) disco em forma de “V”. (b) disco de seção constante.

também influencia no desempenho dos cortadores. Para um mesmo 

carregamento, discos maiores resultam em profundidades de penetração menores, pois a área 

com o aumento de diâmetro. Porém, pelo mesmo motivo, o seu desgaste 

melhorando a capacidade de produção da máquina. Além disso, discos 

maiores giram numa velocidade menor, reduzindo o efeito causado pelo aquecimento. 

supracitados devem ser combinados de forma a aumentar a vida útil 

r os custos de escavação. 

Além das características geométricas, a disposição dos cortadores na cabeça de corte 

também exerce grande influência no processo de fragmentação. Conforme já foi mencionado, 

a formação dos fragmentos depende da propagação das fissuras causadas por todo o conjunto 

de cortadores. A interação entre os discos de corte é observada à medida que fissuras 

originadas por discos de corte vizinhos propagam-se em direção umas das outras.

A transmissão dos efeitos de carregamento para o maciço, tanto oriundos das sapatas de 

fixação quanto dos discos de corte, envolvem conceitos da Mecânica do Contato e isto reforça 

a importância do assunto neste tipo de aplicação. 
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(b) 
(a) disco em forma de “V”. (b) disco de seção constante. 

também influencia no desempenho dos cortadores. Para um mesmo 

carregamento, discos maiores resultam em profundidades de penetração menores, pois a área 

. Porém, pelo mesmo motivo, o seu desgaste 

melhorando a capacidade de produção da máquina. Além disso, discos 

maiores giram numa velocidade menor, reduzindo o efeito causado pelo aquecimento.  

citados devem ser combinados de forma a aumentar a vida útil 

Além das características geométricas, a disposição dos cortadores na cabeça de corte 

também exerce grande influência no processo de fragmentação. Conforme já foi mencionado, 

uras causadas por todo o conjunto 

de cortadores. A interação entre os discos de corte é observada à medida que fissuras 

se em direção umas das outras. 

tanto oriundos das sapatas de 

fixação quanto dos discos de corte, envolvem conceitos da Mecânica do Contato e isto reforça 
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Conceitos fundamentais 

Capítulo 
3 Conceitos fundamentais 

O objetivo deste capítulo é apresentar alguns conceitos básicos sobre a teoria da 

elasticidade linear. Estes assuntos são de fundamental importância para as formulações 

descritas nos próximos capítulos. 

 

 

3.1 Teoria da Elasticidade  

 

 

O comportamento elástico de um material é caracterizado pela ausência de 

deformações residuais após o material ser submetido a carregamentos e descarregamentos. Ou 

seja, em um ciclo de carga deste tipo, as curvas de tensão vs. deformação são coincidentes. 

Uma vez cessado o carregamento, as tensões e deformações retornam ao patamar inicial. 

 A teoria da elasticidade é a parte da mecânica dos sólidos que estuda os campos de 

tensão, deformação e deslocamento produzidos em sólidos elásticos submetidos a algum 

carregamento. A relação entre estes efeitos é dada por três conjuntos de equações: as equações 

de equilíbrio; as equações constitutivas; e as equações de compatibilidade.   

 

 

 

 

 



3.1.1 Equações de equilíbrio

 

 

 Considere-se um sólido de material elástico submetido a um carregamento externo e 

em equilíbrio, conforme ilustrado na Figura 3.1, onde 

deslocamentos na superfície e 

Figura 3.1 – Sólido em equilíbrio submetido a deslocamentos e forças prescritas.

 

Em um elemento infinitesimal cúbico que represente um ponto 

sólido, tem-se que as tensões atuantes em suas faces são representadas por um conjunto de 

componentes de tensão conforme ilustrado na Figura 3.2

Figura 3.2 – Tensões atuantes nas faces de um elemento cúbico infinitesimal.

 

Com os componentes de tensão da figura 3.2, monta

Cauchy  

3.1.1 Equações de equilíbrio 

se um sólido de material elástico submetido a um carregamento externo e 

em equilíbrio, conforme ilustrado na Figura 3.1, onde 
vS  são as forças de superfície, 

deslocamentos na superfície e b as forças de volume. 

 

Sólido em equilíbrio submetido a deslocamentos e forças prescritas.

Em um elemento infinitesimal cúbico que represente um ponto 

se que as tensões atuantes em suas faces são representadas por um conjunto de 

componentes de tensão conforme ilustrado na Figura 3.2. 

 

Tensões atuantes nas faces de um elemento cúbico infinitesimal.

Com os componentes de tensão da figura 3.2, monta-se o tensor das tensões de 

30 
 

 

se um sólido de material elástico submetido a um carregamento externo e 

são as forças de superfície, 
uS  os 

Sólido em equilíbrio submetido a deslocamentos e forças prescritas. 

Em um elemento infinitesimal cúbico que represente um ponto P  qualquer deste 

se que as tensões atuantes em suas faces são representadas por um conjunto de 

Tensões atuantes nas faces de um elemento cúbico infinitesimal. 

tensor das tensões de 
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(3.1) 

onde [ ]T  é simétrico, ou seja, 2112 σσ = , 3113 σσ =  e 3223 σσ = . 

A partir do tensor [ ]T , pode-se calcular as tensões atuantes em um ponto P  segundo 

qualquer plano.  

 Em um sólido sob carregamento externo, o equilíbrio em um ponto qualquer é 

satisfeito quando 

0, =+ ijij bσ
.
 (3.2) 

A Eq. 3.2 é nomeada de equação de equilíbrio. 

A força atuante em um ponto da superfície pode ser calculada a partir das tensões dada 

pela Eq. (3.1) desde que seja conhecido o vetor normal deste ponto. Ou seja, considere-se o 

tetraedro infinitesimal da Figura 3.3 cujas componentes de força atuantes na superfície 

inclinada são dadas por 

�� = ����� , (3.3) 

onde �� é o cosseno diretor, �� = �	
��, ���; e � = ����. 

 

Figura 3.3 – Forças em uma superfície infinitesimal com orientação arbitrária. 
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3.1.2 Equação de compatibilidade 

  

 

As equações de compatibilidade relacionam deformações e deslocamentos e, por este 

motivo, muitas vezes são chamadas de relações deformação-deslocamento. Uma alteração na 

posição relativa entre quaisquer pontos devido a um deslocamento configura uma 

deformação. 

 O deslocamento u de um ponto P  do domínio Ω  é representado por 

� = ���� . (3.4) 

Por sua vez, as relações de compatibilidade entre os deslocamentos e as deformações εεεε 

são definidas, considerando a hipótese de pequenos deslocamentos, rotações e deformações, 

por 

��� = �
� ���,���,��

 .
 (3.5) 

O tensor ��� é simétrico e definido como o tensor das deformações. As equações 

independentes dadas pela Eq.(3.5) são denominadas de equações de compatibilidade. 

 

 

3.1.3 Equação Constitutiva 

  

 

As equações constitutivas estão relacionadas ao comportamento do material do sólido 

e também são chamadas de relações tensão-deformação por relacionar tais grandezas. 

 Para materiais homogêneos, lineares e isotrópicos tem-se a seguinte relação 

constitutiva 
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ijkkijij µεελδσ 2+=
 ,

 (3.6) 

onde λ  e µ  são os coeficientes de Lamé, dados por 

( )( )υυ

υ
λ

211 −+
=

E
 e 

υ
µ

+
=

1

E

 ,
 

onde o coeficiente E é o módulo de elasticidade longitudinal, υ é o coeficiente de Poisson, e 

ijδ  é o delta de Kronecker, definido por 





≠→

=→
=

jise

jise
ij 0

1
δ

.
 

A Eq.(3.6) é chamada de lei de Hooke generalizada. 

 

 

3.1.4 Equação de Navier  

  

 

As equações apresentadas anteriormente (Eqs.(3.2), (3.5) e (3.6)) relacionam-se entre 

si pelos parâmetros de tensão e deformação. Desta forma, efetuando-se relações algébricas, 

podemos reduzi-las em uma única expressão denominada de equação de Navier, expressa por 

0
1

21

1
,, =++









−
ljjljlj buu

µυ .
 (3.7) 

A equação de Navier corresponde às equações de equilíbrio escritas em termos de 

deslocamentos. 
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Capítulo 
4 Método dos Elementos de Contorno 

 

 

Neste capítulo será apresentada uma formulação do MEC para problemas da 

elasticidade linear. Ao final do capítulo, será feita uma breve descrição do MEC para 

problemas envolvendo múltiplos domínios. 

A idéia básica do MEC é representar o comportamento de um corpo através de sua 

superfície, reduzindo a dimensionalidade do problema em uma dimensão. Esta propriedade 

tem como vantagem a redução dos sistemas a serem resolvidos numericamente, além de 

facilitar a criação das malhas discretizadas do modelo (HUNTER, 2001). 

Em geral, a formulação do MEC para problemas da elasticidade pode ser feita de três 

formas diferentes: o método direto, o indireto e o semi-indireto. O método direto utiliza 

parâmetros com significado físico, como deslocamentos e forças; nos demais as formulações 

são feitas a partir de funções de densidade fictícias ou funções de tensões (BECKER, 1992). 

Por se tratar de um estudo de aplicação em engenharia, o método direto é o mais adequado 

para os propósitos deste trabalho. 
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4.1 Formulação direta do MEC 

 

 

Pela formulação direta são consideradas incógnitas as forças e os deslocamentos no 

contorno. O ponto de partida é a solução da equação diferencial de equilíbrio utilizando uma 

função de ponderação especial, que adiante será chamada de solução fundamental. 

Inicialmente, considera-se um corpo sólido de material homogêneo representado por 

um domínio Ω  que é delimitado por um contorno Γ. Em cada ponto do contorno é conhecido 

o deslocamento ou a força de superfície, que formam as condições de contorno. Estas 

condições de contorno estão divididas em 

�� = ��� em Γ1     e 
(4.1) 

�� = ����� = ��� em Γ2 , 

de forma que 21 Γ+Γ=Γ . As condições de contorno em deslocamento são chamadas de 

essenciais, enquanto a condição de contorno em força é chamada de natural. 

Seja um sólido que satisfaz a equação diferencial de equilíbrio da teoria da 

elasticidade, satisfazendo a Eq.(3.2). Aplicando-se a solução fundamental  *u  como uma 

função de ponderação deve-se ter 

( ) 0*
, =Ω+∫

Ω

dub kkjkjσ
 .

 
(4.2) 

Esta integral no domínio pode ser levada para o contorno ao serem efetuadas duas 

integrações por partes e aplicando o teorema do divergente onde for necessário. Além disso, 

aplicam-se os conceitos da teoria da elasticidade apresentados no capítulo 3 e considera-se 

que a solução fundamental é o resultado em deslocamento para um carregamento dado por 

uma função do tipo delta de Dirac. Como resultado, obtém-se a seguinte equação integral 

∫∫∫
ΩΓΓ

Ω+Γ−Γ= dubdpudupu lkklkklkk

i

l

***

  .
 

(4.3) 
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A Eq.(4.3) é chamada de Identidade de Somigliana e fornece as componentes de 

deslocamento em qualquer ponto interno do domínio. As componentes *
lku  e *

lkp  (soluções 

fundamentais) representam o deslocamento e a força de superfície, respectivamente, na 

direção �, gerados por uma força unitária aplicada em � na direção �. Estas duas grandezas são 

expressas por 

( )
( ) 








+








−

−
= kllk

*

lk ,r,r
r

lnu δν
νπµ

1
43

18

1
 (4.4) 

e 

( )
( )[ ] ( )( )









−−++−
∂

∂

−
−= lkklkllk

*

lk ,rn,rn,r,r
n

r

r
p νδν

νπ
21221

14

1

  ,
 (4.5) 

onde r  é a distância entre o ponto em que *
lku  e *

lkp  são observados e o ponto em que a força 

unitária é aplicada; e n é o vetor normal no ponto onde a força de superfície *
lkp  é medida. 

 Embora as forças de volume,  !, na Eq.(4.3) estejam definidas em uma integral de 

domínio, a equação é classificada como uma equação integral de contorno visto que estas 

forças são conhecidas e não adicionam nenhuma incógnita ao sistema de equações 

(HUNTER, 2001). Além disso, há técnicas simples de solução para este tipo de situação 

(BANERJEE; PAPE, 1987), que consideram a influência das forças de volume sem o uso de 

integrais de domínio. Por este motivo, a partir de agora, as integrais que contém as forças de 

volume não aparecerão mais nas equações. 

 Através da Identidade de Somigliana e com os valores de �! e �! conhecidos em todo 

o contorno, podemos calcular o deslocamento em qualquer ponto do domínio. Entretanto, um 

problema de singularidade acontece quando precisamos calcular estes valores no contorno, 

isto ocorre porque r  tende a zero nestes pontos. Este problema é solucionado aproximando-se 

o contorno naquele ponto por uma semi-esfera de raio � → 0 (BREBBIA; 

DOMINGUES,1989). Assim, tal condição singular é eliminada e a Eq.(4.3) resulta em 

* *i i

lk k k lk k lkc u p u d u p d
Γ Γ

= Γ − Γ∫ ∫
 ,

 
(4.6) 

onde o coeficiente ic  depende da geometria do contorno na vizinhança do nó i . 



37 
 

 

 A equação (4.6) é o ponto de partida para o MEC propriamente dito. Ela é usada para 

montar o sistema de equações que irá determinar os valores de contorno desconhecidos. 

 O MEC basicamente aproxima a superfície do sólido por uma série de elementos em 

seu contorno, chamados de elementos de contorno. Os deslocamentos e forças de superfície 

são representados em termos de valores nodais e estendidos para o restante do contorno 

utilizando-se funções de interpolação definidas para cada elemento. Assim, em cada elemento 

os deslocamentos e forças de superfície ficam determinados por 

� = $%&%   e   p= $%'%   , (4.7) 

onde $% são as funções de interpolação; e &% e '% são os valores dos deslocamentos e das 

forças de superfície nos nós dos elementos, respectivamente. 

 Considerando-se a aproximação dada pela Eq.(4.7), a Eq.(4.6) pode ser escrita da 

seguinte forma 

1 1
j j

NE NE

j j

d d
= =Γ Γ

      
+ Γ = Γ   

      
∑ ∑∫ ∫

i i * j * jc u p Φ u u Φ p

  ,

 (4.8) 

sendo NE  o número de elementos de contorno. 

 Aplicando-se a Eq.(4.8) em cada um dos nós do contorno obtém-se o seguinte sistema 

de equações 

(& = )' (4.9) 

onde H e G são matrizes densas e não-simétricas, e os vetores u e p representam os 

deslocamentos e forças de superfície, respectivamente. 

 O sistema da Eq.(4.9) pode ser simplificado passando-se as variáveis desconhecidas e 

as respectivas colunas das matrizes H e G para o lado esquerdo da igualdade, e as variáveis 

conhecidas para o lado direito. Estas últimas são formadas pelas condições de contorno do 

problema. Desta forma, outro sistema mais simplificado é obtido 

Ax = F  , (4.10) 
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onde o vetor x  contém os coeficientes desconhecidos de u e p, e F é o vetor formado pela 

multiplicação dos valores de deslocamento e força conhecidos com as respectivas colunas das 

matrizes H e G. 

Uma vez que o sistema da Eq.(4.10) esteja resolvido o deslocamento em qualquer 

ponto do domínio pode ser calculado utilizando-se a Identidade de Somigliana, Eq.(4.3). O 

tensor das tensões é calculado de forma similar aplicando-se as relações discutidas no capítulo 

3, resultando em 

∫∫
ΓΓ

Γ−Γ= duSdpD kkijkkijijσ
 ,

 
(4.11) 

onde 

( )
( )( ){ }

kjikijikjjkikij ,r,r,r,r,r,r
r

D 221
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1
+−+−

−
= δδδν

νπ   

e 
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( ) ( )[ ]+





−++−
∂

∂

−
= kjiijkjikkijkij ,r,r,r,r,r,r

n

r

r
S 4212

12 2
δδνδν

νπ

µ

          

( ) ( )( ) ( ) }
ijkjkiikjjikkijkji nnn,r,rn,r,rn,r,rn δνδδνν 412212 −−++−+++

 
 

 

4.2 Múltiplos domínios 

 

 

Neste item, será mostrada uma técnica do MEC para situações onde existem múltiplos 

domínios. Os conceitos apresentados aqui estão baseados nos trabalhos dos autores Becker 

(1992), Brebbia e Domingues (1989) e Gaul (2003). 

Nos itens anteriores, as propriedades do material foram consideradas constantes em 

todo o domínio. Porém, em alguns casos torna-se necessário dividir o domínio de modo que 

as propriedades de cada subdomínio sejam independentes umas das outras, e que tais 



propriedades não variem dentro destas sub

meio de técnicas de subdomínios (Figura 4.2).

Em geral, a resolução de problemas deste tipo é dada a partir de manipulações e 

considerações adicionais no sistema da Eq.(4.9). Desta maneira, não é necessário mudar ou 

acrescentar novos conceitos ao método. 

 

 (a) 

Figura 4.1 – Subdomínios (a) sólido; (b) divisão do sólido em subdomínios (c) subdomínios discretizados.
 

 Inicialmente, as matrizes do sistema da Eq.(4.9) são calculadas separadamente para 

cada um dos subdomínios. Pela técnica utilizada aqui, as matrizes são acopladas formando um 

único sistema cuja solução é a resposta do problema. 

Seja um sólido Ω  dividido em dois subdomínios (como o da Figura 4.2). A partir da 

Eq.(4.9), separando-se os termos referentes à interface daqueles que se referem ao restante do 

sólido, tem-se 

�(
 

onde o sub-índice A  se refere aos elementos do contorno externo e o sub

região da interface. 

 A compatibilidade e o equilíbrio devem ser satisfeitos nos elementos da interface, 

portanto 

e 

sendo os índices 1 e 2 referentes aos respectivos subdomínios.

propriedades não variem dentro destas sub-regiões. Nestes casos, o problema é resolvido por 

de subdomínios (Figura 4.2). 

Em geral, a resolução de problemas deste tipo é dada a partir de manipulações e 

considerações adicionais no sistema da Eq.(4.9). Desta maneira, não é necessário mudar ou 

acrescentar novos conceitos ao método.  

(b) (c) 

(a) sólido; (b) divisão do sólido em subdomínios (c) subdomínios discretizados.

Inicialmente, as matrizes do sistema da Eq.(4.9) são calculadas separadamente para 

cada um dos subdomínios. Pela técnica utilizada aqui, as matrizes são acopladas formando um 

único sistema cuja solução é a resposta do problema.  

dividido em dois subdomínios (como o da Figura 4.2). A partir da 

se os termos referentes à interface daqueles que se referem ao restante do 

�(* (!� +&*&�, = �)* )�� +'*'!,    , 

se refere aos elementos do contorno externo e o sub

A compatibilidade e o equilíbrio devem ser satisfeitos nos elementos da interface, 

1 2
K K K= =u u u  

'!� = -'!� = '! 

referentes aos respectivos subdomínios. 
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regiões. Nestes casos, o problema é resolvido por 

Em geral, a resolução de problemas deste tipo é dada a partir de manipulações e 

considerações adicionais no sistema da Eq.(4.9). Desta maneira, não é necessário mudar ou 

 

 

(a) sólido; (b) divisão do sólido em subdomínios (c) subdomínios discretizados. 

Inicialmente, as matrizes do sistema da Eq.(4.9) são calculadas separadamente para 

cada um dos subdomínios. Pela técnica utilizada aqui, as matrizes são acopladas formando um 

dividido em dois subdomínios (como o da Figura 4.2). A partir da 

se os termos referentes à interface daqueles que se referem ao restante do 

(4.15) 

se refere aos elementos do contorno externo e o sub-índice K  indica a 

A compatibilidade e o equilíbrio devem ser satisfeitos nos elementos da interface, 

(4.16) 

(4.17) 
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Substituindo as equações Eq.(4.16) e Eq.(4.17) na Eq.(4.15) e reordenando a 

Eq.(4.15), trazendo para o lado esquerdo os termos de )., )/ e (/, e levando (. para o lado 

direito, obtém-se 

�)* )� -(!� 0'*'!&�
1 = �(*��&*� (4.18) 

O acoplamento é feito aplicando-se as condições de equilíbrio e compatibilidade na 

Eq.(4.18). O sistema final é dado por 

2)*1 )31 -(314 -)32 -(32     4)*26
78
89
'*1'k&k'*2;<

<= = 2(*1 >> (*26 2&*1&*26 (4.19) 

 A solução da Eq.(4.19) contém os valores das incógnitas de força e deslocamento na 

superfície e na interface. 
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Mecânica do contato com o MEC 

Capítulo 
5 Mecânica do contato com o MEC 

 

 

O objetivo deste capítulo é descrever uma formulação do MEC para solução de 

problemas da mecânica do contato. Tal solução é baseada nas formulações apresentadas por 

(BECKER, 1992; MAN, 1994). 

Nos desenvolvimentos a seguir, consideram-se as equações integrais clássicas do 

MEC descritas no Capítulo 4. Na parte inicial são feitas algumas colocações inerentes ao 

estudo do contato. 

Os problemas de contato envolvem uma série de fatores que, isoladamente ou não, 

influenciam na resposta do problema, podendo torná-lo extremamente complexo. Fatores 

como a rugosidade, a variação de temperatura do meio ou resultante de alguma ação 

mecânica, os parâmetros individuais do material (ex.: fragilidade, plasticidade etc.), e a 

mudança de sua geometria no decorrer do processo são alguns exemplos que ilustram a 

diversidade de efeitos que podem ser considerados nos problemas da mecânica do contato. 

O objetivo deste trabalho, entretanto, é desenvolver um algoritmo adaptado para 

problemas da elasticidade linear, desconsiderando os fatores não-relacionados com esta teoria. 

Uma vez que a superfície de contato não seja conhecida a priori, o estudo de 

problemas de contato envolve, em seus modelos matemáticos, hipóteses que definirão o 

comportamento da superfície de contato ao longo do carregamento (FISCHER-CRIPS, 2006). 

O número de considerações depende do tipo de problema a ser analisado, visando uma 

representação mais realista do problema. 

 

 



5.1 Classificação do contato

 

 

5.1.1 Contato sem atrito

 

 

 Em um contato sem atrito, os sólidos podem deslizar uns sobre os outros sem que haja 

resistência na direção tangencial à superfície de contato. Portanto, o efeito do carregamento 

externo na interface de contato será somente de compressão nor

tangencial será sempre igual à zero (Fig. 5.1b).

(a)  

Figura 5.1 – Contato sem atrito. (a) contato com lubrificante. (b) forças na superfície de contato.

 

 A aplicação prática deste tipo de contato é relativamente 

de consideração é feito nos problemas envolvendo superfícies lisas e bem lubrificadas (Fig. 

5.1a) (MAN, 1994). 

 

 

 

5.1 Classificação do contato 

sem atrito 

Em um contato sem atrito, os sólidos podem deslizar uns sobre os outros sem que haja 

resistência na direção tangencial à superfície de contato. Portanto, o efeito do carregamento 

externo na interface de contato será somente de compressão normal. Sem atrito, a força 

tangencial será sempre igual à zero (Fig. 5.1b). 

 

(b) 

Contato sem atrito. (a) contato com lubrificante. (b) forças na superfície de contato.

A aplicação prática deste tipo de contato é relativamente limitada. Em geral, este tipo 

de consideração é feito nos problemas envolvendo superfícies lisas e bem lubrificadas (Fig. 
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Em um contato sem atrito, os sólidos podem deslizar uns sobre os outros sem que haja 

resistência na direção tangencial à superfície de contato. Portanto, o efeito do carregamento 

mal. Sem atrito, a força 

 
(b)  

Contato sem atrito. (a) contato com lubrificante. (b) forças na superfície de contato. 

limitada. Em geral, este tipo 

de consideração é feito nos problemas envolvendo superfícies lisas e bem lubrificadas (Fig. 



5.1.2 Contato com atrito

 

 

Ao ser considerado o efeito de atrito, duas situações podem ocorrer: contato sem 

deslizamento tangencial (stick

Na primeira situação, 

desenvolvida na superfície. A força de atrito é a componente de resistência tangencial nos 

pontos de contato da superfície. Em outras palavras, quando houver 

tangencial que atua entre os sólidos é menor que o limite de atrito. No segundo caso, 

limite da força de atrito é atingido e, assim, a componente tangencial da força na s

cada sólido será igual ao valor deste limite. Não pode haver força tangencial maior que o 

limite de atrito. A Figura 5.2 ilustra as forças atuantes nas superfícies de cada sólido.

Em ambos os casos, a força tangencial a ser desenvolvida 

normal atuando no mesmo ponto e das características de cada sólido (como a rugosidade, a 

topologia, etc.).  

(a)  

Figura 5.2 – Contato com atrito. (a) forças em

 

O comportamento de fricção pode ser caracterizado por meio da 

Fricção, ou Lei de Fricção de Coulomb

sólidos em contato irá acontecer quando a força tangencial em algum ponto da superfície 

exceder o produto da componente normal e uma constante de atrito (WRIGGERS, 2006). Ou 

seja 

5.1.2 Contato com atrito 

Ao ser considerado o efeito de atrito, duas situações podem ocorrer: contato sem 

tick); e, contato com deslizamento tangencial (s

Na primeira situação, stick, o deslizamento é impedido pela força de atrito 

desenvolvida na superfície. A força de atrito é a componente de resistência tangencial nos 

contato da superfície. Em outras palavras, quando houver 

tangencial que atua entre os sólidos é menor que o limite de atrito. No segundo caso, 

limite da força de atrito é atingido e, assim, a componente tangencial da força na s

cada sólido será igual ao valor deste limite. Não pode haver força tangencial maior que o 

5.2 ilustra as forças atuantes nas superfícies de cada sólido.

Em ambos os casos, a força tangencial a ser desenvolvida depende da componente 

normal atuando no mesmo ponto e das características de cada sólido (como a rugosidade, a 

 

(b) 

Contato com atrito. (a) forças em situação tipo stick. (b) forças em situação tipo 

O comportamento de fricção pode ser caracterizado por meio da 

Lei de Fricção de Coulomb. Por esta lei, o deslizamento relativo entre dois 

sólidos em contato irá acontecer quando a força tangencial em algum ponto da superfície 

ceder o produto da componente normal e uma constante de atrito (WRIGGERS, 2006). Ou 
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Ao ser considerado o efeito de atrito, duas situações podem ocorrer: contato sem 

); e, contato com deslizamento tangencial (slip). 

, o deslizamento é impedido pela força de atrito 

desenvolvida na superfície. A força de atrito é a componente de resistência tangencial nos 

contato da superfície. Em outras palavras, quando houver stick, a componente 

tangencial que atua entre os sólidos é menor que o limite de atrito. No segundo caso, slip, o 

limite da força de atrito é atingido e, assim, a componente tangencial da força na superfície de 

cada sólido será igual ao valor deste limite. Não pode haver força tangencial maior que o 

5.2 ilustra as forças atuantes nas superfícies de cada sólido. 

depende da componente 

normal atuando no mesmo ponto e das características de cada sólido (como a rugosidade, a 

 

(b) forças em situação tipo slip. 

O comportamento de fricção pode ser caracterizado por meio da Lei Clássica da 

. Por esta lei, o deslizamento relativo entre dois 

sólidos em contato irá acontecer quando a força tangencial em algum ponto da superfície 

ceder o produto da componente normal e uma constante de atrito (WRIGGERS, 2006). Ou 
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�? = ±A�B  , (5.1) 

onde a constante A é chamada de coeficiente de atrito e caracteriza o material e a superfície. 

A simplicidade desta formulação faz com que a teoria de Coulomb seja amplamente 

aplicada em modelos de contato (MAN, 1994). 

 

 

5.1.3 Contato conforme 

 

 

Um contato é dito conforme quando a superfície potencial de contato entre dois 

sólidos estiver exatamente ajustada num estado sem carregamento. Uma das principais 

características de um contato conforme é que o tamanho da área de contato independe do 

carregamento, ou seja, ao final do carregamento a superfície de contato será a mesma daquela 

na configuração inicial (Fig. 5.3a). Por esta razão, o histórico do carregamento não tem 

grande importância em problemas desta categoria. 

 

 

5.1.4 Contato não-conforme 

 

 

Quando o contato acontece em um ponto (semelhante ao contato entre duas esferas) ou 

ao longo de uma linha (entre um cilindro e uma superfície plana, por exemplo), diz-se que 

ocorreu um contato não-conforme. Então, pode-se dizer que a área de contato irá mudar com a 

aplicação do carregamento, sendo neste caso importante o histórico do carregamento. 

 



(a) 
Figura 5.3 – Tipos de contato: 

 
 

5.2 Algoritmo proposto de contato com o MEC

 

De maneira semelhante ao que foi realizado no capítulo 4, agora, para os problemas de 

contato, o contorno de cada sólido será aproximado por uma malha de elementos 

como ilustrado na Figura 5.4b.

A Figura 5.4a apresenta dois sólidos isotrópicos 

ΓC e ΓD, respectivamente. Em uma situação de contato, cada contorno pode ser dividido em 

duas regiões: região de contato 

Na interface de contato, os nós não possuem deslocamentos ou tens

diferentemente dos demais nós do contorno 

compatibilidade devem ser satisfeitas. Desta forma, em cada par de nós em contato existem 

oito incógnitas, quatro em força e quatro em deslocamento.

compatibilizadas e equilibradas segundo as características de contato apresentadas 

anteriormente, seção 5.1 (BECKER, 1992). 

 

(a) 

Figura 5.4 – Representação

 
(b) 

Tipos de contato: (a) Contato conforme. (b) Contato não-conforme.

5.2 Algoritmo proposto de contato com o MEC 

De maneira semelhante ao que foi realizado no capítulo 4, agora, para os problemas de 

contato, o contorno de cada sólido será aproximado por uma malha de elementos 

5.4b. 

5.4a apresenta dois sólidos isotrópicos A  e B  delimitados pelos contornos 

, respectivamente. Em uma situação de contato, cada contorno pode ser dividido em 

duas regiões: região de contato ΓE; e região de não-contato ΓFE (Fig. 5.4c). De forma que

Γ = ΓE G ΓFE  . 

Na interface de contato, os nós não possuem deslocamentos ou tens

diferentemente dos demais nós do contorno ΓFE. Por outro lado, as condições de equilíbrio e 

compatibilidade devem ser satisfeitas. Desta forma, em cada par de nós em contato existem 

oito incógnitas, quatro em força e quatro em deslocamento. Estas incógnitas devem ser 

compatibilizadas e equilibradas segundo as características de contato apresentadas 

5.1 (BECKER, 1992).  

  

(b) 

Representação de dois sólidos em um problema de contato. (a)Sólidos A e B. (b) 
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conforme. 

De maneira semelhante ao que foi realizado no capítulo 4, agora, para os problemas de 

contato, o contorno de cada sólido será aproximado por uma malha de elementos de contorno, 

delimitados pelos contornos 

, respectivamente. Em uma situação de contato, cada contorno pode ser dividido em 

(Fig. 5.4c). De forma que 

(5.2) 

Na interface de contato, os nós não possuem deslocamentos ou tensões prescritas, 

. Por outro lado, as condições de equilíbrio e 

compatibilidade devem ser satisfeitas. Desta forma, em cada par de nós em contato existem 

Estas incógnitas devem ser 

compatibilizadas e equilibradas segundo as características de contato apresentadas 

 

(c) 

(a)Sólidos A e B. (b) 
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Discretização pelo MEC. (c) Sólidos A e B em contato. 

Neste trabalho, serão consideradas três situações possíveis para descrever o contato no 

decorrer do processo. Chama-se de “modo de contato” o estado que caracteriza um dado par 

de nós da superfície potencial. Cada modo deve satisfazer as condições de contato 

apresentadas em 5.1.   

 

 

5.2.1 Modo de contato 1 (separação) 

 

 

 O modo 1 é caracterizado pela ausência de contato, ou seja, quando o par de nós 

encontra-se separado. 

 Neste caso, as seguintes condições de contato devem ser aplicadas: 

�H(.) = 0 , (5.3) 

�K(.) = 0 , (5.4) 

�H(L) = 0  e (5.5) 

�K(L) = 0 . (5.6) 

 Os índices x e y representam as direções principais do sistema global de coordenadas. 
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5.2.2 Modo de contato 2 (sem deslizamento) 

 

 

 O modo 2 é aplicado quando existe contato sem que haja deslizamento. Em um par de 

nós inicialmente separados que são levados ao contato sem violar o critério de Coulomb 

aplica-se o modo 2. Assim, as seguintes equações devem ser adicionadas: 

�B(.) G �B(L) = MN�.L , (5.7) 

�?(.) G �?(L) = 0 , (5.8) 

�B(.) - �B(L) = 0  e (5.9) 

�?(.) - �?(L) = 0 . (5.10) 

onde MN�.L é a distância inicial entre os nós; n e t referem-se às direções normal e tangencial 

na superfície daquele ponto de contato. Nas equações Eq. 5.7 à Eq. 5.10 considera-se o 

sistema de coordenadas local. 

 Este modo também é usado quando um par de nós encontra-se inicialmente em contato 

e não desenvolve deslizamento ao longo do processo. Neste caso, considera-se MN�.L = 0. 
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5.2.3 Modo de contato 3 (com deslizamento) 

 

 

 O modo 3 ocorre quando há deslizamento. Neste modo, o critério de Coulomb foi 

violado e a força tangencial deve ser dada de acordo com o limite de atrito para o material. As 

seguintes equações caracterizam este modo: 

�B(.) G �B(L) = MN�.L (5.11) 

�?(.) ± A�?(L) = 0 (5.12) 

�B(.) - �B(L) = 0 (5.13) 

�?(.) - �?(L) = 0 (5.14) 

 De forma semelhante ao modo 2, quando um par de nós encontra-se inicialmente em 

contato e desenvolve deslizamento ao longo do processo, deve-se considerar MN�.L = 0.  

Nota-se que neste caso a compatibilidade dos deslocamentos é feita apenas na direção 

normal ao contato.  

 

 

5.2.4 Estratégia de modelagem 

 

 

Visto que os problemas de contato possuem um caráter não-linear, devido às 

mudanças desconhecidas na área de contato, deve-se empregar alguma técnica que trate este 

problema de forma iterativa linear. A técnica que será adotada neste trabalho fundamenta-se 



em aplicar o carregamento de forma incremental, ou seja, dividindo

aplicando-o gradativamente. 

serão pequenas o suficiente para que possam ser tratadas linearmente.

Inicialmente deve-se definir uma superfície potencial de contato. Esta é a superfície 

estimada para o contato e, portanto, dev

carregamento, não haja contato em alguma outra parte do sólido que não esta que foi 

especificada.  

Deve-se também identificar na superfície potencial os pares de nós e os pares de 

elementos. Um par é defini

análises de contato ao longo do processo para que os modos de contato possam ser aplicados. 

A Figura 5.5 ilustra as superfícies potenciais de contato para cada sólido (linhas verde e 

amarelo), e os pares de nós com o seu respectivo modo de contato em um certo momento do 

carregamento. 

Figura 5.5 – Representação da superfície de contato, dos pares de nós e modos de contato.
 

As matrizes H e G 

para cada sólido do problema. Uma vez que os sistemas de equações do MEC estejam 

definidos para cada região, a compatibilidade e o equilíbrio na superfície de contato devem 

ser estabelecidos para que o acoplamento se

simultânea para ambas as regiões.

Em um par de nós existem oito incógnitas:

com a formulação do MEC descrita anteriormente, cada nó adiciona duas equações no sistema 

da Eq.(4.9). Assim, para cada par de nós devem ser adicionadas mais quatro equações. Estas 

quatro equações são definidas para cada modo de contato.

em aplicar o carregamento de forma incremental, ou seja, dividindo

o gradativamente. Desta maneira, as deformações em cada passo de carregamento 

serão pequenas o suficiente para que possam ser tratadas linearmente. 

se definir uma superfície potencial de contato. Esta é a superfície 

estimada para o contato e, portanto, deverá ser grande o suficiente para que, ao final do 

carregamento, não haja contato em alguma outra parte do sólido que não esta que foi 

se também identificar na superfície potencial os pares de nós e os pares de 

elementos. Um par é definido com um nó, ou elemento, de cada sólido. Neles serão feitas as 

análises de contato ao longo do processo para que os modos de contato possam ser aplicados. 

igura 5.5 ilustra as superfícies potenciais de contato para cada sólido (linhas verde e 

os pares de nós com o seu respectivo modo de contato em um certo momento do 

Representação da superfície de contato, dos pares de nós e modos de contato.

 do sistema da Eq. (4.9) devem ser calculadas independentemente 

para cada sólido do problema. Uma vez que os sistemas de equações do MEC estejam 

definidos para cada região, a compatibilidade e o equilíbrio na superfície de contato devem 

ser estabelecidos para que o acoplamento seja feito e o sistema possa ser resolvido de forma 

simultânea para ambas as regiões. 

Em um par de nós existem oito incógnitas: �H., �K., �HL, �KL, �H., 

com a formulação do MEC descrita anteriormente, cada nó adiciona duas equações no sistema 

Assim, para cada par de nós devem ser adicionadas mais quatro equações. Estas 

quatro equações são definidas para cada modo de contato. 
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-o em partes iguais e 

Desta maneira, as deformações em cada passo de carregamento 

se definir uma superfície potencial de contato. Esta é a superfície 

erá ser grande o suficiente para que, ao final do 

carregamento, não haja contato em alguma outra parte do sólido que não esta que foi 

se também identificar na superfície potencial os pares de nós e os pares de 

do com um nó, ou elemento, de cada sólido. Neles serão feitas as 

análises de contato ao longo do processo para que os modos de contato possam ser aplicados. 

igura 5.5 ilustra as superfícies potenciais de contato para cada sólido (linhas verde e 

os pares de nós com o seu respectivo modo de contato em um certo momento do 

 
Representação da superfície de contato, dos pares de nós e modos de contato. 

devem ser calculadas independentemente 

para cada sólido do problema. Uma vez que os sistemas de equações do MEC estejam 

definidos para cada região, a compatibilidade e o equilíbrio na superfície de contato devem 

ja feito e o sistema possa ser resolvido de forma 

, �K., �HL, �KL. De acordo 

com a formulação do MEC descrita anteriormente, cada nó adiciona duas equações no sistema 

Assim, para cada par de nós devem ser adicionadas mais quatro equações. Estas 



Os modos de contato devem ser inseridos de forma explícita, ou seja, cada equação 

dada em 5.2.1, 5.2.2 ou 5.2.3 será colocada como uma nova linha no sistema acoplado (do 

tipo dado pela Eq.(4.10)). Esta forma de inserção aumenta o custo computacional por tornar 

ainda maior o sistema a ser resolvido

implementados de forma simples, podendo tornar o sistema mais adaptável (MAN, 1994). No 

novo sistema, a matriz A da 

sólidos, equações de contato

O problema é resolvido de forma incremental e a solução final do problema será 

aquela encontrada quando todo o carregamento tiver sido aplicado. Em cada increme

modos de contato serão definidos para cada par de nós de acordo com o seu comportamento 

atual (BECKER, 1992). 

Durante a aplicação do carregamento, os pares de nós devem ser analisados a fim de 

que um dos modos de contato seja definido. A decisão do 

deve ser feita ao final de cada incremento e seguindo as seguintes considerações:

1. Verificar se existe abertura entre os nós. Havendo algum espaçamento, deve

o modo 1. 

2. Verificar se as forças tangenciais à superfície atingiram o limite de atrito. O 

deve ser aplicado quando este limite não for atingido e, caso contrário, aplica

modo 3. Em ambos os casos, o valor do 

nós. 

  A Figura 5.6

os de contato devem ser inseridos de forma explícita, ou seja, cada equação 

dada em 5.2.1, 5.2.2 ou 5.2.3 será colocada como uma nova linha no sistema acoplado (do 

. Esta forma de inserção aumenta o custo computacional por tornar 

inda maior o sistema a ser resolvido. Porém, ela permite que novos modos de contato sejam 

implementados de forma simples, podendo tornar o sistema mais adaptável (MAN, 1994). No 

da Eq. (4.10) contém elementos das matrizes 

sólidos, equações de contato e valores nulos. O sistema acoplado é igual a 

 

 

O problema é resolvido de forma incremental e a solução final do problema será 

aquela encontrada quando todo o carregamento tiver sido aplicado. Em cada increme

modos de contato serão definidos para cada par de nós de acordo com o seu comportamento 

Durante a aplicação do carregamento, os pares de nós devem ser analisados a fim de 

que um dos modos de contato seja definido. A decisão do modo de contato a ser aplicado 

deve ser feita ao final de cada incremento e seguindo as seguintes considerações:

Verificar se existe abertura entre os nós. Havendo algum espaçamento, deve

Verificar se as forças tangenciais à superfície atingiram o limite de atrito. O 

deve ser aplicado quando este limite não for atingido e, caso contrário, aplica

Em ambos os casos, o valor do MN�.L será igual à distância inicial entr

6 descreve o algoritmo para uma análise deste tipo.
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os de contato devem ser inseridos de forma explícita, ou seja, cada equação 

dada em 5.2.1, 5.2.2 ou 5.2.3 será colocada como uma nova linha no sistema acoplado (do 

. Esta forma de inserção aumenta o custo computacional por tornar 

permite que novos modos de contato sejam 

implementados de forma simples, podendo tornar o sistema mais adaptável (MAN, 1994). No 

contém elementos das matrizes H e G de ambos os 

e valores nulos. O sistema acoplado é igual a  

(5.15) 

O problema é resolvido de forma incremental e a solução final do problema será 

aquela encontrada quando todo o carregamento tiver sido aplicado. Em cada incremento os 

modos de contato serão definidos para cada par de nós de acordo com o seu comportamento 

Durante a aplicação do carregamento, os pares de nós devem ser analisados a fim de 

modo de contato a ser aplicado 

deve ser feita ao final de cada incremento e seguindo as seguintes considerações: 

Verificar se existe abertura entre os nós. Havendo algum espaçamento, deve-se aplicar 

Verificar se as forças tangenciais à superfície atingiram o limite de atrito. O modo 2 

deve ser aplicado quando este limite não for atingido e, caso contrário, aplica-se o 

será igual à distância inicial entre os 

descreve o algoritmo para uma análise deste tipo. 



 

 

Figura 5.6 – Algoritmo de contato. 
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Exemplos Numéricos  

Capítulo 
6 Exemplos Numéricos 

 

 

Neste capítulo apresentam-se os exemplos numéricos com o objetivo de validar o 

algoritmo de contato para modelagem numérica bidimensional com o MEC, cujo 

desenvolvimento encontra-se no capítulo 5. A validação é feita comparando os resultados 

obtidos pelo referido algoritmo com resultados analíticos encontrados na literatura. Além 

disso, utiliza-se o programa ADINA para realizar análises pelo MEF e compará-las com os 

modelos propostos. 

Vale ressaltar que este algoritmo de contato foi incorporado a uma plataforma 

computacional que vem sendo desenvolvida sob a coordenação do Prof. Dr. Marcos Noronha 

para modelagem numérica utilizando o MEC. 

Escolheu-se dois exemplos clássicos da mecânica do contato para a validação do 

algoritmo proposto. Enquanto o primeiro exemplo tem como objetivo analisar um caso de 

contato não-conforme, o segundo exemplo apresenta a modelagem de contato do tipo 

conforme. 
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6.1 Cilindro em fundação elástica 

 

 

 Este é um exemplo clássico disponível na literatura cuja solução analítica foi proposta 

por Hertz1. Trata-se de um cilindro de raio R carregado com uma força de compressão normal 

OB aplicada em seu topo e apoiado sob uma superfície plana elástica (Fig. 6.1). O objetivo 

deste exemplo é analisar a distribuição de tensões ao longo da superfície de contato entre os 

dois sólidos. Para tanto, faz-se a comparação entre a solução analítica proposta por Hertz e a 

solução dada pelo algoritmo de contato desenvolvido neste trabalho. 

 É importante ressaltar que neste tipo de problema o contato inicial acontece em um 

único ponto, contato não-conforme, e, portanto a área de contato final deve ser determinada 

de forma gradativa utilizando-se o processo de carregamento incremental. 

  

Figura 6.1 – Indentação de um cilindro em uma superfície elástica. 
 

 

As relações de indentação para deste modelo estão detalhadas em (Barber, 2004; 

Johnson, 1985; Robert, 2006) sendo dadas por: N ~ QOBR  , *S ~ QOB�R  , T ~ N� U⁄ , onde a e *S 

são o raio e a área de contato, respectivamente, do domínio circular de contato, R o raio da 

esfera, w a penetração a partir da configuração indeformada e OB a força normal aplicada no 

topo do cilindro. A partir destas proposições pode-se relacionar a penetração do cilindro em 

termos da força aplicada, ou seja, OB ~ TW/�. Em termos da distância horizontal r ao eixo de 

simetria vertical, a pressão pode ser dada segundo a função 
                                                      
1 Heinrich Rudolf Hertz publicou em 1882 o artigo “On the Contact of Elastic Solids”, dando início ao estudo da 
mecânica do contato (Johnson, 1985). 



 

Para este exemplo, a malha de elementos de contorno é composta tanto por elementos 

quadráticos quanto por elementos lineares. Para a superfície de contato escolheu

elementos lineares por se tratar de um 

de contato aumenta com a aplicação do carregamento incremental (MAN, 1994). Neste caso, 

a vantagem dos elementos lineares sobre os quadráticos deve

entra em contato por vez, portanto todo o elemento linear estará em contato sempre que um 

novo nó for adicionado à superfície de contato. Em contrapartida, uma vez que a distribuição 

de forças de superfície depende da função de forma do elemento, em um elemento quadrático, 

quando dois de seus nós estão em contato ao mesmo tempo em que o terceiro encontra

superfície livre, a representação das forças de superfície não será distribuída de forma 

coerente visto que as forças na superfície devem ser iguais a zero.

 

 

A Figura 6.2 representa o modelo estudado. Os parâmetros utilizados neste exemplo 

são dados na tabela 6.1 a seguir

.  

 

�(Y) = - Z[\√^_`a_
b^_   . 

Para este exemplo, a malha de elementos de contorno é composta tanto por elementos 

quadráticos quanto por elementos lineares. Para a superfície de contato escolheu

elementos lineares por se tratar de um problema com área de contato progressiva 

de contato aumenta com a aplicação do carregamento incremental (MAN, 1994). Neste caso, 

a vantagem dos elementos lineares sobre os quadráticos deve-se ao fato de que um único nó 

portanto todo o elemento linear estará em contato sempre que um 

novo nó for adicionado à superfície de contato. Em contrapartida, uma vez que a distribuição 

de forças de superfície depende da função de forma do elemento, em um elemento quadrático, 

dois de seus nós estão em contato ao mesmo tempo em que o terceiro encontra

superfície livre, a representação das forças de superfície não será distribuída de forma 

coerente visto que as forças na superfície devem ser iguais a zero. 

 

Figura 6.2 – Cilindro em fundação elástica. 

A Figura 6.2 representa o modelo estudado. Os parâmetros utilizados neste exemplo 

6.1 a seguir, sendo G o módulo de elasticidade transversal do material
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(6.1) 

Para este exemplo, a malha de elementos de contorno é composta tanto por elementos 

quadráticos quanto por elementos lineares. Para a superfície de contato escolheu-se utilizar 

problema com área de contato progressiva – cuja área 

de contato aumenta com a aplicação do carregamento incremental (MAN, 1994). Neste caso, 

se ao fato de que um único nó 

portanto todo o elemento linear estará em contato sempre que um 

novo nó for adicionado à superfície de contato. Em contrapartida, uma vez que a distribuição 

de forças de superfície depende da função de forma do elemento, em um elemento quadrático, 

dois de seus nós estão em contato ao mesmo tempo em que o terceiro encontra-se na 

superfície livre, a representação das forças de superfície não será distribuída de forma 

A Figura 6.2 representa o modelo estudado. Os parâmetros utilizados neste exemplo 

, sendo G o módulo de elasticidade transversal do material 
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Tabela 6.1 – Parâmetros dos materiais do cilindro e base. 

Parte Parâmetros 

Cilindro 

- R = 0,05m 

- OB = 0,24N 

- G = 540N/m2 

- c = 0,35 

- 30 elementos lineares distribuídos uniformemente na superfície 
potencial de contato 

- 33 elementos quadráticos distribuídos uniformemente na superfície 
livre 

Fundação 

- L = 0,19m 

- G = 540N/m2 

- c = 0,35 

- 30 elementos lineares distribuídos uniformemente na superfície 
potencial de contato 

- 33 elementos quadráticos distribuídos uniformemente na superfície 
livre 

 
  

 

Por se tratar de um problema de contato não-conforme a sua solução depende do 

histórico do carregamento, portanto este deve ser aplicado de forma incremental. 

 Para avaliar os resultados obtidos numericamente pelo algoritmo de contato proposto, 

compararam-se os valores das tensões na superfície de contato tomando como base a solução 

analítica de Hertz, Eq. 6.1. 

 Na Figura 6.3 está representada a distribuição da tensão normal ao longo da superfície 

de contato do cilindro. De acordo com resultado exato, as tensões são máximas exatamente 

abaixo do eixo de simetria e tendem a zero na borda da superfície de contato. A comparação 
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entre os resultados mostra que as tensões calculadas pelo MEC apresentam-se bastante 

precisas para este modelo. 

 

 

Figura 6.3 – Distribuição da tensão normal na superfície de contato. 
 

 

6.2 Exemplo 2 - Pilar em uma fundação elástica 

 

 

 O segundo teste de validação consiste em analisar a penetração de um pilar em uma 

fundação elástica (Fig. 6.4). Para isso, os resultados encontrados por meio do algoritmo 

descrito neste trabalho serão confrontados com um modelo semelhante do MEF utilizando o 

programa ADINA. A visualização dos resultados pelo MEC será feita utilizando a técnica de 

visualização desenvolvida por Pereira (2004)2. 

                                                      
2 O algoritmo proposto por Pereira consiste em traçar as isocurvas de tensão dentro do domínio de forma 
automática, diferentemente dos demais métodos utilizados para este fim que utilizam pontos internos auxiliares. 
Este algoritmo de visualização está incorporado à plataforma computacional que vem sendo desenvolvida sob 
orientação do professor Dr. Marcos Noronha. 
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Figura 6.4 
 

 

 Para a modelagem pelo MEC utilizou

constituída por 44 nós e 36 elementos, sendo 8 elementos quadráticos e 27 elementos lineares. 

O modelo do pilar constitui

vez, optou-se por utilizar elementos lineares na superfície de contato.

 Para a análise pelo MEF foram criados dois modelos diferentes, diferenciados pelo 

grau de refinamento da malha discretizada. O prime

refinada na qual são utilizados 65 elementos e 297 nós.

malha com alto grau de refinamento. Nos pontos onde há concentração de tensão deve

uma malha com discretização mais rigorosa.

modelo não há esta necessidade e todo o modelo recebeu 

maneira, foram utilizados 6

elementos quadráticos de 9 

 

 

Figura 6.4 – Pilar apoiado em uma fundação elástica. 

Para a modelagem pelo MEC utilizou-se 78 nós e 70 elementos. A base elástica é 

constituída por 44 nós e 36 elementos, sendo 8 elementos quadráticos e 27 elementos lineares. 

O modelo do pilar constitui-se de 34 nós e 34 elementos, sendo todos estes lineares.

se por utilizar elementos lineares na superfície de contato. 

Para a análise pelo MEF foram criados dois modelos diferentes, diferenciados pelo 

grau de refinamento da malha discretizada. O primeiro caso representa uma malha pouco 

utilizados 65 elementos e 297 nós. O segundo modelo representa uma 

malha com alto grau de refinamento. Nos pontos onde há concentração de tensão deve

uma malha com discretização mais rigorosa. Entretanto, desconsiderou

modelo não há esta necessidade e todo o modelo recebeu o mesmo grau de refinamento

oram utilizados 6.000 elementos e 24.341 nós. Em ambos os casos, optou

de 9 nós. A Figura 6.5 ilustra os modelos do MEF e MEC utilizados.
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se 78 nós e 70 elementos. A base elástica é 

constituída por 44 nós e 36 elementos, sendo 8 elementos quadráticos e 27 elementos lineares. 

34 elementos, sendo todos estes lineares. Mais uma 

Para a análise pelo MEF foram criados dois modelos diferentes, diferenciados pelo 

iro caso representa uma malha pouco 

O segundo modelo representa uma 

malha com alto grau de refinamento. Nos pontos onde há concentração de tensão deve-se ter 

Entretanto, desconsiderou-se que no restante do 

o mesmo grau de refinamento. Desta 

341 nós. Em ambos os casos, optou-se pelos 

do MEF e MEC utilizados.  



(a) 

Figura 6.5 – Discretizações com o MEC e MEF. (a)MEC 
297 nós. (c) MEF 

 Utilizou-se como parâmetro de comparação a penetração da peça na base elástica. Os 

valores absolutos estão expostos na tabela 6.2. Observa

centro do pilar convergem tanto numa comparação entre o MEC e o modelo 2 do MEF,

malha é mais refinada, quanto com o outro modelo. 

 

Tabela 6.2 – Comparação dos valores de penetração do pilar em uma fundação elástica.

Método 

MEC 
70 elementos (61 lineares e 8 quadráticos) 

MEF 

MEF 

 

 

A Figura Fig. 6.6 representa

Figura 6.6(a) apresenta-se a penetração de um pilar com rigidez elevada em uma base 

flexível. Por outro lado, para o resultado apresentado na Figura 6.6(b), igualou

elasticidade de ambas as par

utilizou-se o algoritmo de contato para o MEC.

 

  

(b) 

Discretizações com o MEC e MEF. (a)MEC – 78 elementos e 70 nós. (b) MEF 
297 nós. (c) MEF – 6.000 elementos e 24.341 nós. 

se como parâmetro de comparação a penetração da peça na base elástica. Os 

valores absolutos estão expostos na tabela 6.2. Observa-se que os deslocamentos verticais no 

centro do pilar convergem tanto numa comparação entre o MEC e o modelo 2 do MEF,

malha é mais refinada, quanto com o outro modelo.  

Comparação dos valores de penetração do pilar em uma fundação elástica.

Discretização 

70 elementos (61 lineares e 8 quadráticos) - 78 
nós 

65 elemenos – 297 nós 

6.000 elementos – 24.341 nós 

6.6 representa a configuração deformada em duas situações distintas. Na 

se a penetração de um pilar com rigidez elevada em uma base 

flexível. Por outro lado, para o resultado apresentado na Figura 6.6(b), igualou

elasticidade de ambas as partes e manteve-se o mesmo carregamento. Nestas duas condições 

se o algoritmo de contato para o MEC. 
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(c) 

78 elementos e 70 nós. (b) MEF – 65 elementos e 

se como parâmetro de comparação a penetração da peça na base elástica. Os 

se que os deslocamentos verticais no 

centro do pilar convergem tanto numa comparação entre o MEC e o modelo 2 do MEF, cuja  

Comparação dos valores de penetração do pilar em uma fundação elástica. 

Penetração (m) 

0.08505 

0,08427 

0,08496 

a configuração deformada em duas situações distintas. Na 

se a penetração de um pilar com rigidez elevada em uma base 

flexível. Por outro lado, para o resultado apresentado na Figura 6.6(b), igualou-se a 

se o mesmo carregamento. Nestas duas condições 



(a) 

Figura 6.6 – Configuração deformada de um pilar sobre base flexível. (a) Pilar rígido. (b) Pilar e base flexíveis.
 

 

 O A figura Fig. 6.7 ilustra as zonas de tensão calculadas para cada modelo, tanto pelo 

MEC quanto pelo MEF. 

(a) 

Figura 6.7 – Zonas de tensão. (a) MEC. (b) MEF 
 

 Observa-se na Figura 6.7 que há

tensão calculadas pelo MEF utilizando uma malha pouco refinada, Figura 6.7(b), em 

comparação com o mesmo modelo com o refinamento mais rigoroso. Comparando

modelos gerados pelo MEC e MEF refinado, 

isocurvas de tensão para ambos os casos.

 

 

 

(b)

Configuração deformada de um pilar sobre base flexível. (a) Pilar rígido. (b) Pilar e base flexíveis.

Fig. 6.7 ilustra as zonas de tensão calculadas para cada modelo, tanto pelo 

  

(b) 

Zonas de tensão. (a) MEC. (b) MEF – 65 elem. e 297 nós. (c) MEF – 6.000 elem. e 24.431 nós.

se na Figura 6.7 que há pontos de imprecisão quando se analisam as zonas de 

tensão calculadas pelo MEF utilizando uma malha pouco refinada, Figura 6.7(b), em 

comparação com o mesmo modelo com o refinamento mais rigoroso. Comparando

modelos gerados pelo MEC e MEF refinado, nota-se que ouve uma boa aproximação entre as 

isocurvas de tensão para ambos os casos. 
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(b) 

Configuração deformada de um pilar sobre base flexível. (a) Pilar rígido. (b) Pilar e base flexíveis.  

Fig. 6.7 ilustra as zonas de tensão calculadas para cada modelo, tanto pelo 

 

(c) 

6.000 elem. e 24.431 nós. 

pontos de imprecisão quando se analisam as zonas de 

tensão calculadas pelo MEF utilizando uma malha pouco refinada, Figura 6.7(b), em 

comparação com o mesmo modelo com o refinamento mais rigoroso. Comparando-se os 

se que ouve uma boa aproximação entre as 
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6.3 Exemplo 3 – Discos de corte em rocha elástica 

 

 

Os exemplos apresentados nas seções anteriores caracterizam situações distintas de 

contato e foram importantes para a validação do algoritmo apresentado. Desta forma, pode-se 

iniciar o estudo do problema proposto neste trabalho.  

 Dada a importância da penetração do disco de corte na rocha para o processo de 

fraturamento e conseqüente funcionamento da escavação com TBMs, analisa-se neste 

exemplo a penetração do disco e a distribuição de tensões ao longo do maciço. Comparou-se 

os valores obtidos através do algoritmo proposto com aqueles obtidos por meio do programa 

ADINA. Em uma segunda análise estuda-se o campo de tensões entre dois discos de corte 

quando se altera o espaçamento entre os mesmos. Conforme mencionado no capítulo 2, este 

tipo de verificação é fundamental para o estudo do processo de formação dos fragmentos de 

rocha durante uma escavação. 

 O modelo consiste em dois discos de corte paralelos atuando sobre uma base sólida, 

(Fig. 6.8). Nas análises aqui descritas considera-se que todos os materiais possuem 

comportamento do tipo elástico linear3, conforme descrito no capítulo 3. O perfil do disco 

baseia-se no modelo de seção constante usual disponível na literatura, como pode ser visto em 

(Kolymbas, 2005). Foram feitas duas simulações com os discos de corte. Na primeira delas, 

considerou-se que a superfície do disco possui cantos arredondados. Nesta análise compara-se 

a penetração dos discos de corte utilizando-se como parâmetro os valores calculados pelo 

programa ADINA. No segundo caso, supõe-se que as bordas dos discos são arestas com 

cantos retos. Para este modelo, compara-se a distribuição de tensões no maciço quando 

alterado o espaçamento entre os discos para um mesmo carregamento. 

                                                      
3
 Certamente, o modelo elástico-linear não é o mais adequado para descrever o comportamento das rochas. 

Entretanto, vale ressaltar que o objetivo deste trabalho é desenvolver uma proposta de análise da interação entre 
discos de corte e rocha utilizando-se os conceitos da mecânica do contato com o MEC. 
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Figura 6.8 – Discos de corte paralelos. 

 

A discretização do contorno pelo MEC contém 132 elementos e 168 nós distribuídos 

de acordo com a Tabela 6.3 indicado. Para o modelo de comparação do MEF utilizou-se 

1.136 e 18.907 elementos e 4.697 e 19.269 nós para os modelos 1 e 2, respectivamente. 

 
Tabela 6.3 – Discretizações pelo MEC e MEF. 

Parte/Modelo Nós Elementos 

Disco 1 – MEC 52 
38 

 (24 lineares e 14 quadráticos) 

Disco 2 – MEC 52 
38  

(24 lineares e 14 quadráticos) 

Base – MEC 64 
56 

(48 lineares e 16 quadráticos) 

MEF 1 4.697 1.136 
MEF 2 19.269 18.907 

 

 Na primeira análise, na qual compara-se a penetração para os modelos do MEC e 

MEF, verificou-se mais uma vez que há convergência entre os valores calculados pelos dois 

métodos numéricos. De acordo com a Tabela 6.4 nota-se que a resposta dada para o modelo 

de contato do MEC está no intervalo entre os resultados dos modelos com maior e menor 

refinamento utilizados no programa ADINA. 

 

 



Tabela 6.4 – Comparação dos valores de penetração do pilar em uma fundação elástica.

Método 

MEC 

MEF 

MEF 

 

 

No segundo modelo de contato, cujos discos possuem 

espaçamento entre os discos com o intuito de analisar a zona de tensão entre os mesmos. A 

Figura 6.9 ilustra os campos de tensão para os diferentes espaçamentos. Dentre os casos 

analisados, a figura superior representa os discos n

sendo a última imagem aquela que representa a situação de maior proximidade entre os 

cortadores. Nota-se que há uma evolução na tensão entre os cortadores à medida que estes se 

aproximam um do outro. 

 

Figura 6.9 – Evolução das tensões entre dois discos de corte com a diminuição do espaçamento.
 

Comparação dos valores de penetração do pilar em uma fundação elástica.

Modelo 

Modelo padrão 

MEF 1 

MEF 2 

No segundo modelo de contato, cujos discos possuem cantos retos, altera

espaçamento entre os discos com o intuito de analisar a zona de tensão entre os mesmos. A 

Figura 6.9 ilustra os campos de tensão para os diferentes espaçamentos. Dentre os casos 

analisados, a figura superior representa os discos na configuração de maior espaçamento, 

sendo a última imagem aquela que representa a situação de maior proximidade entre os 

se que há uma evolução na tensão entre os cortadores à medida que estes se 

 
Evolução das tensões entre dois discos de corte com a diminuição do espaçamento.
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Comparação dos valores de penetração do pilar em uma fundação elástica. 

Penetração (m) 

0,117359 

0,117660 

0,115568 

cantos retos, altera-se o 

espaçamento entre os discos com o intuito de analisar a zona de tensão entre os mesmos. A 

Figura 6.9 ilustra os campos de tensão para os diferentes espaçamentos. Dentre os casos 

a configuração de maior espaçamento, 

sendo a última imagem aquela que representa a situação de maior proximidade entre os 

se que há uma evolução na tensão entre os cortadores à medida que estes se 

 
Evolução das tensões entre dois discos de corte com a diminuição do espaçamento. 
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 A figura 6.10 ilustra a evolução do espaçamento entre os cortadores para a análise 
demonstrada na figura 6.9. 

 

 

 
Figura 6.10 – Discos de corte em espaçamentos diferentes. 
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7 
 

Considerações Finais  

Capítulo 
7 Considerações Finais 

 

Esta seção traz as considerações finais do trabalho realizado, discutindo as conclusões 

e apresentando as sugestões para trabalhos futuros. Foram analisados os aspectos relativos ao 

uso do MEC com a mecânica do contato como uma ferramenta de análise para simulações de 

escavação com máquinas tuneladoras. 

 

7.1 Conclusões 

Conclui-se com os testes realizados que o algoritmo de contato proposto, comparado 

com outras técnicas numéricas baseadas no MEF, apresentou resultados bastante satisfatórios, 

mostrando que é possível trabalhar com uma discretização simples com poucos elementos de 

contorno para a representação dos problemas de contato entre TBMs e maciços rochosos. 

Desta forma, simulações mais complexas incluindo os diferentes efeitos necessários para a 

simulação da ação dos cortadores podem ser realizadas já que não há problemas em trabalhar 

com MEC em problemas de contato. A simplicidade da malha é uma vantagem do MEC em 

relação a outros métodos numéricos utilizados para este fim, sendo esta uma das motivações 

que levaram à escolha desta ferramenta de análise para o presente trabalho.   

O MEC, quando comparado com outros métodos tem sido pouco utilizado para este 

tipo de análise. Isto pode ser em decorrência de algumas limitações que existiam das quais 

muitas delas já foram aprimoradas, como o problema com a visualização dos resultados, o 

qual uma proposta de solução foi apresentada por Pereira (2004) e Pereira e Noronha (2009), 

e o problema com integrais singulares que foi tratado por Noronha (1998). 

 Nos últimos anos, houve um crescimento significante no uso de TBMs, porém, em 

diversas bibliografias consultadas, constatou-se que há deficiência em estudos numéricos para 

este tipo de equipamento. Em todos os trabalhos consultados, este tipo de análise é feita com 

base em dados empíricos ou considerando que a transmissão de efeitos da máquina contra o 
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maciço é dada por um conjunto de forças, o que pode tornar a análise menos eficiente. 

Portanto, acredita-se que a técnica apresentada neste trabalho representará uma ferramenta 

auxiliar com precisão para modelagem de escavações.   

 É importante mencionar que apesar de o algoritmo funcionar perfeitamente para os 

propósitos deste trabalho, notou-se que há certa dificuldade para modelagem de problemas 

onde há grande desconformidade da malha. Este problema afeta, por exemplo, os casos em 

que há grandes deformações e os nós de um par tendem a se afastar muito um do outro, ou 

quando é necessário definir uma superfície potencial de contato com grandes afastamentos 

iniciais.  

Em um estudo à parte envolvendo contato não-conforme, o qual um pino com ponta 

circular era forçado a penetrar em um solo com base plana e elástica, notou-se que, à medida 

que o pino penetra e consequentemente novos nós são levados ao contato, um dado nó do 

pino que esteja localizado no mesmo eixo vertical e acima do nó da base, tal que estes estejam 

referenciados como um par, não terá o ponto de encontro no eixo normal que liga estes dois 

pontos na configuração indeformada. Isto causa uma desconformidade no momento do 

contato e, como conseqüência, a posição final destes nós poderá ser em um ponto levemente 

fora da superfície. 

Em análises de contato com o MEC deve-se atentar para o fato de que as superfícies 

dos sólidos são aproximadas por funções de interpolação que consideram como parâmetro 

valores pontuais, os nós. Desta maneira, quando a borda da superfície de contato estiver 

localizada entre dois nós, um nó em contato e outro na superfície livre, a função de 

interpolação naquele elemento poderá não ser adequada para representar a força de superfície 

que se desenvolve em tal região. Isto implica que deve-se escolher uma discretização razoável 

em zonas que podem estar sujeitas a situações deste tipo. 

Neste trabalho, optou-se por utilizar a técnica de carregamento incremental que 

considera o passo de carregamento igual em todo o processo. Este tipo de consideração pode 

levar ao problema que foi citado no parágrafo anterior. Durante as análises, observou-se que 

pode haver concentração de tensão nos nós próximos à borda do contato quando tal situação é 

verificada. Para explicar este fato deve-se recordar alguns detalhes considerados na 

implementação, são estes: um elemento é dito em contato quando dois ou mais de seus nós 

estão em contato; um elemento que não está em contato possui força de superfície conhecida e 

igual a zero (ou algum valor referente à pressão externa); um nó é dito em contato quando a 
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diferença de deslocamento entre este nó e o seu par for igual à abertura inicial entre eles. 

Desta maneira, quando a borda do contato estiver entre dois nós, o que seria resistido pela 

parcela que está em contato do elemento em “semi-contato” será distribuído para o restante da 

superfície e a maior parcela será resistida pelo nó mais próximo à borda. Assim, é 

desenvolvida a concentração de tensão. A situação ideal acontece quando o a borda do contato 

está exatamente em um nó. Uma forma de reduzir este efeito é utilizar alguma técnica de 

estimativa do incremento de força. Uma técnica destinada a este fim foi aplicada em outros 

trabalhos, como por exemplo MAN (1994), e baseia-se em calcular o incremento com base 

em uma extrapolação linear que irá definir qual a força necessária para levar o próximo par de 

nós ao contato. Isto requer uma análise que relacione o histórico do carregamento e a 

respectiva deformação. 

 É importante ressaltar que o algoritmo proposto pode ser facilmente estendido para 

outras aplicações, como por exemplo, para análise não-linear com o MEC. Além disso, o uso 

da POO permite que novos modos de contato possam ser adicionados ao modelo sem maiores 

problemas, como por exemplo, um modo de auto-contato. 

 

7.2 Sugestões para trabalhos futuros 

- Adequação do algoritmo de pré-processamento da plataforma para problemas de contato; 

- Extensão deste algoritmo de contato para problemas de auto-contato, aprimorando-o para 

situações envolvendo grandes deformações, e tornar o algoritmo mais genérico. Além disso, 

novos estudos devem ser feitos a fim de aplicar a técnica de malha não-conforme no 

algoritmo proposto; 

- Implementar e realizar testes com elementos descontínuos, pois espera-se que com este tipo 

de elemento pode-se reduzir ou até eliminar o problema de concentração de tensão que foi 

descrito;  

- Analisar o comportamento do modelo de interação rocha-discos de corte, considerando 

como efeito inicial a penetração do disco ao invés da força que é aplicada nos cortadores; 

- Estudo da técnica de contato com MEC para problemas que envolvem efeitos dinâmicos, 

como o efeito do movimento dos discos de corte; 
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- Implementação da metodologia para análise de problemas de visco- e elasto-plasticidade 

considerando, dentre os mais usuais, os critérios de resistência específicos para rochas, como 

o critério de Hoek-Brown. 
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