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RESUMO

Este trabalho aborda os conceitos basicos da teoria de sequnda ordem
das placas elasticas delgadas, utilizando o Metodo dos Elementos
Finitos (introduzido atraves do Método dos Residuos Ponderados, na

variante de Galerkin).

Sio deduzidas as matrizes de rigidez geometrica, de rigidez secante e
de rigidez tangente, relativas ao problema em consideracao. E proposta
ainda uma conduta notavelmente simplificada, que facilita sobremaneira
a construgao da matriz de rigidez tangente.

ABSTRACT

This paper deals with the basic concepts of the second order theory of
thin elastic plates, through the use of the Finite Element Method
(introduced through the Weighted Residual Method, in Galerkin's
approach).

The matrices of geometric stiffness, secant stiffness, and tangent
stiffness for the problem under consideration are deduced. It is also
proposed an outstandingly simplified conduct, which will greatly easen
the construction of the tangent stiffness matrix.



NOTACAO  (CHAPAS E PLACAS)

Letras Romanas Maiusculas

A, B, C matrizes que dependem do vetor §

A%, B%, €* matrizes A, B, C para o elemento e

A%, B®, T° matrizes A®, B®, C® simplificadas

Ap, Bp, Cp coeficientes de Lp

Ar, B, C, coeficientes de L_

A, B, C  coeficientes de L

C contorno da chapa (placa)

C4 contorno essencial da chapa (placa)

CG contorno natural da chapa (placa)

Cz porcao de Cy pertencente ao elemento e
Cs porgao de C, pertencente ao elemento e
D rigidez da placa

E modulo de elasticidade

Ff, FY, F;  forcas nodais equivalentes

G matriz componente de AK,

G matriz G simplificada

H matriz componente de AK,q

H matriz H simplificada

K matriz de rigidez secante

K matriz K simplificada

ET matriz de rigidez tangente

i_ matriz K, simplificada

kP matriz de rigidez de primeira ordem da chapa
53 matriz de rigidez de primeira ordem da placa
AKo matriz de corregao de coordenadas

AR, matriz AK, simplificada
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matriz de rigidez geometrica
matriz K simplificada
. ]
matriz componente de K
-—g
matriz K2 simplificada
—g

coordenadas naturais do triangulo

momentos fletor e de torcao aplicados em C_

momentos M_ e M__ aplicados em C% -
n° n o

t

momentos fletores e de torgao solicitantes

momentos nodais equivalentes

forcas de membrana

forcas de membrana no elemento e
e e e .

forcas N_, N_, N__ feitas constantes
Xy xy

ponto do contorno da chapa (placa)

pontos nodais

forgas cortantes

forgca vertical aplicada em P

forca vertical aplicada em T

ponto do contorno da chapa (placa)
carga vertical aplicada em C0

carga vertical aplicada em Cs
forgas de volume

forcas de volume no elemento e
forcas de superficie aplicadas em C

o
forcas de superficie aplicadas em Cg



Letras Romanas Mintsculas

a vetor de parametros nodais
aP vetor de parametros nodais de chapa
a® " vetor de parametros nodais de placa

a., b., c. coeficientes de solucdo aproximada no Metodo dos Residuos
3 33 ponderados

f vetor de esforgos nodais equivalentes
f? vetor de esforcgos nodais equivalentes da chapa
£P vetor de esforgos nodais equivalentes da placa

h espessura da chapa (placa)

> 2 . . .

i, J versores dos eixos x e y, respectivamente
o ->

£, M, n cossenos diretores de n

-

n normal externa a C

p carga transversal

p® carga transversal no elemento e

s abscissa ao longo de C

_>

t versor tangente a C

U, vV, W deslocamentos dos pontos do plano medio da chapa (placa)

U, v, W deslocamentos u, v, w impostos em Cy4

U., v., w. deslocamentos u, v, w do no Pi

Letras Gregas Maiusculas

r funcao de ponto continua e derivavel

>

area do triangulo
area do elementc e
fun¢és de ponto continua e derivavel

dominio da chapa (placa)

DD = >

dominio do elemento e



Letras Gregas Minusculas

a, B rotagoes
.» B. otacgoes o P.
@, BJ rotacoes oo e B do n PJ
Yj» Y,  angulos
Vay distorcao (deformacao angular)
Y distorcao (deformagao angular)
) angulo de n com 1
€ alongamento ou encurtamento (deformagao linear)
€, ey alongamentos ou encurtamentos
n; fungao de forma correspondente a Bj
6 rotacdo forcada de apoio
A fator de carga
> . o~
U vetor posicao
v coeficiente de deformacao transversal (Poisson)
g vetor |
£° vetor £ definido no elemento e
1o,
'l/py 5 curvaturas
1/pxy
0., C tensoes normais
v
= tensao tangencial
Tl trabalho virtual dos esforgos externos
Tint trabalho virtual dos esforgos internos
¢ fungao de ponderagao
. funcd@o coordenada (MRP) ou fungao de forma correspondente
J a W, (MEF)

X fungao de ponderagao



X- funcdo coordenada (MRP) ou fungdo de forma correspendente
J au;gav, (MEF)

x? fungdo de forma x; definida no elemento e
wj | fungcao de forma correspondente a uj

w, w* angulos

W1y W2s +aus

coeficientes polinomiais



NOTACRO  (BARRAS)

Letras Romanas Maiusculas

A area da segao transversal

E  mBdulo de elasticidade

1 momento de inercia da secao transversal
L comprimento da barra

M momento fletor

N forga normal

Q; a Q¢ elementos do vetor Q

Q vetor dos esforgos de extremidade
Q,eQ parcelas do vetor Q

R parcela da matriz Ak

S parcela da matriz Ak

v forca cortante

Letras Romanas Minusculas

k matriz de rigidez secante

Eg matriz de rigidez geometrica

k parte intrinseca de k

—£ : -8

Ko matriz de rigidez da teoria de primeira ordem
k2 e kf parcelas de ko

Ak corregao de Ko

ke matriz de rigidez tangente

m matriz coluna

carga transversal

P
q vetor dos parametros nodais



q:1 @ Qs elementos de q

uev deslocamentos dos pontos do eixo da barra

Letras Gregas Minusculas

€ deformagao dos pontos do eixo da barra
¢ funcdo de ponderacdo
[ matriz coluna

$2s $35 o5, elementos de ¢
de
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1.  INTRODUGAO

0 presente trabalho consiste no estudo numérico das placas elasticas
de]gadas, atraveés do Metodo dos ResTduos Ponderados (na variante de
Galerkin), e, tambem, por intermedio do Metodo dos Elementos Finitos,
cuja formulagdo e analoga a do Metodo dos Residuos Ponderados. A unica
diferencga reside na escolha das fungdes de ponderacao, que no Metodo dos
Elementos Finitos passam a ser as fungoes de forma, ou de interpolagao.

0 estudo foi dividido em quatro compartimentos:

a) Inicialmente, o estado plano de tensdo (estudo das chapas) e
abordado, dentro das hipoteses da teoria de primeira ordem,
Como se sabe, o comportamento estrutural das chapas & comandado
pelas equacoes de Navier.

b) Em seguida, a teoria de primeira ordem das placas & desenvol-
vida. Corresponde isso ao problema classico das placas,
governado pela equagao de Lagrange.

c¢) Logo apos, uma teoria simplificada de segunda ordem das placas
entrara em cena, quando se mostrara a interacac que existe entre
os efeitos de membrana e os de flexdo. Serdo deduzidas as
matrizes de rigidez geometrica, de rigidez secante e de rigidez
tangente. A natureza do estudo a ser feito permitira o esclare-
cimento da questao da flambagem de chapas. O problema da membrana
flexivel (rede) vai ser examinado como um caso particular dentro
da teoria de segunda ordem das placas, com importantes simplifi-
cagoes. Finalmente, sera proposta uma conduta notavelmente
simplificada, que facilitara sobremaneira a construgao da matriz
de rigidez tangente.

d) Por ultimo, abordar-se-a a construgao das matrizes de rigidez
geometrica, de rigidez secante e de rigidez tangente de uma
barra de portico plano, em relacdc ao sistema local. A razdo



para isso & a de enfatizar a analogia existente entre as
formulacoes correspondentes as teorias de segunda ordem das
placas e das estruturas reticuladas, conforme estabelecida esta
Ultima em (22).

Em todo o trabalho adotar-se-a, sistematicamente, o Processo dos
Deslocamentos, e o esquema basico de apresentagao sera sempre o mesmo,
a saber: numa primeira fase, sera estabelecido o equacionamento
diferencial do problema; a seguir, a resolugdo numéerica das equacoes
diferenciais obtidas, atraves de uma formulacao integral, quando se
introduz o Metodo dos Residuos Ponderados. Para finalizar, serao
esclarecidas as caracteristicas essenciais do Metodo dos Elementos

Finitos.

Adotar o Metodo dos Residuos Ponderados como base para a introdugao do
Metodo dos Elementos Finitos tem a vantagem de permitir o ataque direto
das equacoes diferenciais regentes do fenomeno, querexistam ou nao
principios variacionais ligados ao problema. Trata-se, portanto, de um
procedimento de largo espectro, e os conceitos a serem elucidados tem
aplicacao praticamente ilimitada, seja o problema linear ou nao-linear.

Serdao cuidados, no desenrolar do programa, os aspectos conceituais e
didaticos,de modo a torna-lo francamente acessivel.

A proposito da importancia do conceito, menciona-se Manuel Garcia
Morente ("Ligoes Preliminares de Filosofia"):

"Pana Socrates, o Ainteresse fundamental da Filosofia era a Moral:
chegar a ten das virntudes e da conduta do Homem conceltos tao puhros
e tao perfeltos que a Moral pudesse sern aprendida e ensdinada como
se aprende e ensina a Matematica."



2.. ESTADO PLANO DE TENSAO

2.1. Equagoes Diferenciais de Navier

2.1.1. Hipoteses

Em primeiro lugar, para que se preserve a validade da Lei de Hooke, as
deformagoes (lineares £, e angulares y) do material que constitui a
chapa n3o devem ser superiores a poucos milesimos. Assim, a ordem de
grandeza das deformagoes sera de 1073,

Por outro lado, em se tratando de teoria de primeira ordem, sabe-se

que as rotagoes, ou deslocamentos angulares, devem ser da mesma ordem

de grandeza de € ou y. Para uma rotacao o que tenha a ordem de grandeza
de 107% sera sempre possivel escrever:

cos o = 1 (1)
sena =tga=a (com o em radianos) (2)

2.7.2. EquagOes Constitutivas

Para uma chapa construida de material homogéneo e isdtropo, as equagoes
constitutivas se escrevem como (Fig. 1):

1
=—— (N -vN 3
€, hE(x v ) (3)
€ = (N -vN) - (4)
y h E y X
v = 2(1 + v) N (5)
xy h E Xy



4.

Figura 1

As equagoes anteriores expressam a Lei de Hooke para o material
considerado. Ao se escreverem as forgas de membrana em fungao das
deformacoes, obtém-se:

h E

N, = A (ex + v ey) (6)
_ htE :
Ny.— T (sy +ve) (7)
h E
B = memeiy (8)
¥o20+v) ¥

2.1.3. Equagoes de Compatibilidade

As relagoes deformagao-deslocamento, a seguir escritas, representam
as equagoes de compatibilidade (Fig. 2):



g D

€x T 3 @
_ v

e, =% (10)
_ou 9v

Yay 73y *3X o

& X
U+ g%_dx

u

Figura 2

_ﬂ.,‘_g.-.r ................... ] "
: A" vy P v+ 2 dx
: A%
B' |
L=
Y2
r—c é AB = dx
A'B' = (1 + ex)dx
n ]
¢ C[ AC = dy
1 A'C' = (1 +€y) dy
au
u+ 5;-dy Yy = Y1 T Y2
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Observe-se que, na deducdo das equagoes de compatibilidade, estdo
embutidas as hipoteses introduzidas no item 2.1.1.

Com efeito, v, e Yy, representam rotagoes para as quais pode-se escrever,
segundo (1):

COS y; = €OS vz = 1

logo
Al Bll = Al BI

(1 + ex) dx
A' C" =A'"C' = (1 + ey) dy

de onde se tiram:

A*'B'-AB _A'B"~-AB _2du

g: 5 o e
x A B A B dX
e JAC -AC_AC' -AC_3v
y AC AC 3y

Por outro lado, de acordo com (2):

] n 3
leth:l:_B___B_.:_!
' A' B" 9x
] " 9
Y2=th2=g~=_'E'
A' C" By
de onde
_ _ 9oV , du
ny‘Y1+Y2—'g“>z+'87

2.1.4, Equagoes Diferenciais de Equilibrio

Sao as seguintes (Fig. 3):

aN_ 3ny
5% * 5y +hX=20 (12)



Bny BNy
ax +—3—y—'+hY=o (]3)
— X
N}’xz Xy
Ny dx
h X dx dy

N.__ dy

E 1 N dx
vx
xy \ |
Ny + —X dx) d
’ N
| (N, + —2 dx) dy

h Y dx dy"’f’ -

]
l (Nyy + YX dy) dx

BNy
(Ny + 3y dy) dx

Figura 3
As equagoes (12) e (13) representam o equilibrio do elemento de chapa

nas direcoes x e y, respectivamente. Elas foram escritas na geometria
indeformada do- elemento, por se tratar de teoria de primeira ordem.

2.1.5. Equagoes de Navier

Injetando-se as equagoes de compatibilidade (9), (10) e (11) nas
expressoes (6), (7) e (8], obtem-se as forcas de membrana em funcao
dos deslocamentos:



N el (W DY (14)
¥ 1 -v? 3x Ay
N o=t By (15)

Y 1 -v2 3y ax
hE ,u, v

Ny = =t (52 + ) (16)
2(1 +v) 2y 93X

Introduzindo-se estas Ul1timas nas equagdes de equilibrio (12) e (13),
chega-se as equagoes diferenciais de Navier:

" 2 2 2., n2y
E (87u +y %V ) + — E :  8 u o, 94V )+ X =0 (17)
1 -v2 3x? ax 9y  2(1 +v) 3y 3x 3y
2 2 2 2
1-v2 ay? dx Ay 2(1 + v) ax%* 93x oy

2.1.6. Condigoes de Contorno das Equagoes de Navier

Considere-se o contorno da chapa dividido em duas partes, Cd e Cc’
segundo a Fig. 4:



e X
C
Ca
h X
-* -r -
= n=214+m}j
h'yY
N (normal externa)
y
cos & = dy/ds = &
sen § = - dx/ds = m

Figura 4

a) C, e a regiao de apoio dachapa. Em C, os deslocamentos sao
conhecidos:
= u(x, y) (19)

=
|

v(X, ¥) (20)

<
]

Estas sdo as condigoes de contorno essenciais (ou geometricas).
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b) Em C, as forgas de membrana sao conhecidas e equilibram o
carregamento externo aplicado. Do equilibrio do prisma
elementar da Fig. 4, vem:

il
-
><

AN +mN (21)
X xy

|
-
<}

mN_ + &N (22)
y xy
Estas sao as condicOes de contorno naturais (ou estaticas).

Observagao: E possivel colocarem-se as condigoes de contorno naturais
em fun¢dao dos deslocamentos, atraves do uso das expressoes (14), (15)
e (16).

2.2. Metodo dos Residuos Ponderados

2.2.1. Introducao

Trata-se de resolver numericamente o sistema de equacoes diferenciais
(17) e (18) nas incognitas u(x, y) e v(x, y), com as condicoes de
contorno essenciais (19) e (20) e naturais (21) e (22).

Para isso sera usado o Metodo dos Residuos Ponderados, conforme a
sugestdo de Galerkin, e no proximo capitulo mostrar-se-a que o Metodo

dos Elementos Finitos nasce da mesma formulagao.

2.2.2. Formulagao Integral

Inicialmente, considere-se, das equagoes de equilibrio, apenas a (12),
abaixo reescrita:

BN, 3
X4+ rhX=0
X ay

Trata-se de uma equagao diferencial, referida a um elemento infinitesimal



1.

de area. FE necessario transforma-la numa equacgao integral que, alem
de incorporar a condicao de contorno natural (21) traduza o mesmo
fenomeno representado pela equagao diferencial, mas referido agora a
toda a chapa, e nao apenas a um elemento de area.

Para isso admita-se a existéncia de uma fungdo arbitraria y(x, y),
continua e derivavel em Q, e que satisfaga em C4; a condigao de contorno
essencial (19), ‘tornada homogenea:

x =0 em C

Multipliquem-se ambos os membros de (12) pela fungao x. Em seguida,
por integracao na chapa, obtém-se:

BNx aN

JJX(—‘* X+ hX) dx dy = 0 (23)
89X oy

E 1icito afirmar-se que, se a equagao integral (23) se cumpre para

qualquer ¥, entao a equagao diferencial (12) sera cumprida em qualquer

ponto de Q (a reciproca e imediata). Demonstra-se este fato ao se

admitir que seja

aN_  oN
PSR > AI '
oX ay

em algum ponto de 2. Como a funcao acima & continua, existira uma
porcao finita da chapa em torno deste ponto onde a fungao sera
diferente de zero. Assim sendo, existira certamente alguma fungao x
que facga N N

x(—=+— 4+ hX) dx dy £ 0
X oy

Q

Logo, deve-se ter

oN oN
Xy Xy X =0
ax oy

em todos os pontos da chapa.
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2.2.3. Significado da Express3o "Residuos Ponderados"

Antes de dar prosseguimento, suponha-se que seja introduzida na equagao
(12) uma solugao aproximada
u=u(x, y)

v = V(x, y)

(ndo se perca de vista o fato de que as incognitas basicas sdo os
campos de deslocamentos u e v). Ter-se-ao:

= N

N
X
N
Xy Xy

=Z) N

(recorde-se que as expressGes (14), (15) e (16) fornecem as forgas de
membrana em funcdo dos deslocamentos). Evidentemente, resultara:

N N
X+ X ainto
9X oy

e representa o erro, ou residuo, obtido ao se fazer a substituicdo da
solugdo aproximada. Portanto a equagao (23), com N, = NX e Nyy = ny R
sera a integral de tais residuos (ponderados pela fungao x), forcada a
ser igual a zero. Esta & a origem do nome "Metodo dos Residuos

Ponderados”.

2.2.4. Introducao das Condicbes de Contorna Estaticas

0 proximo passo consiste na introducao da -condigao de contorno estatica
(ou natural) (21) na equagao (23).

Integrando-se por partes o primeiro membro de (23), vem (ver Anexo A,
formulas A-4):

oN
X - - &
J Jx -5 dx dy = J I my Ny dx dy + J x N, &ds
Y

€o
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oN
Xy - - X
J j X 5y dx dy = J J 3y ny dx dy + J X ny m ds
Q Q Cy

A rigor, as integrais acima, de contorno, deveriam ser desenvolvidas ao
longo de toda a fronteira da chapa, mas como x = 0 em Cqs elas serao

calculadas apenas em Co'

Substituindo os resultados acima em (23), e considerando (21), chega-se
a:

d d ' 7
JJ(%NX+F§NX}7)dxdy=hJJdexdy+hJXXd5 (24)
Q. C

(o]

Conseéuiu-se, assim, introduzir naturalmente, na formulagao do problema,
a condigao de contorno (21) (e que por causa disso se chama natural).

A expressao (24) e conhecida como a "forma fraca" de (23), por ser
mais permissiva, isto e, ela admite uma menor ordem de continuidade na
determinacao das funcoes NX e ny, embora exija, por outro lado, uma
maior ordem de continuidade ao se definirem as fungoes ¥.

2.2.5. Equacoes Integrais de Equilibrio

Procedendo-se de maneira an3aloga com a equacgao (13) de equi]beio, e a
condigao de contorno natural (22), a seguinte equagao e deduzida:

A N 43X - - y
I I (ay Ny ol ny) dx dy = h J J.XY dx dy + h J x Y ds (25)

2

o

As equacoes (24) e (25) sao conhecidas como “"equagoes integrais de
equilibrio", pois traduzem este ultimo, tanto no interior do dominio @,
como no seu contorno CG, desde que sejam verificadas para qualquer
funcao x, satisfazendo a condicao imposta no inicio do item 2.2.2
(x=0emcd).
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2.2.6. 0 Teorema dos Trabalhos Virtuais

Uma observacdo a parte merece ser feita. Inicialmente facam-se, nas
equagoes (24) e (25), respectivamente :

=
X**

X:

Em seqguida, somando-se membro a membro essas mesmas equacgoes, e
considerando-se que N, =ho , N =ho_ eN__=ht_, tem-se:
X Xy y Xy Xy

S R Vol Yo i
h [ J [ 5 Ox YT Lt (By s o ) 5 dx dy =
§2
= h I J (x* X+ x** Y) dx dy + h J (x* X + x** ¥) ds (26)

o
A formula (26) expressa o Teorema dos Trabalhos Virtuais, desde que se
considerem x* e y** como deslocamentos virtuais nas direcoes x e y,
respectivamente. Assim, (3x*/dx) e (3x**/dy) serao deformagoes lineares
virtuais nas direcoes x e y, respectivamente. Por outro lado,
(3y*/ay) + (ax**/ax) sera a deformacao angular virtual segundo os eixos

Xey.

Observe-se que y* e y** satisfazem o0s requisitos de um campo de
deslocamentos virtuais, isto e: no trecho Cd, onde se verificam as
condicgoes de contorno geometricas (19) e (20), tem-se:

Sendo assim, o primeiro membro de (26) representa o trabalho virtual dos
esforgos internos, enquanto que o segundo membro, o trabalho virtual dos
esforcos externos.

0 Teorema dos Trabalhos Virtuajs afirma que, havendo equilibrio, isto e,
estando satisfeitas as correspondentes equacoes diferenciais (de Navier)
e as condicOes estaticas de contorno, verifica-se & igualdade:
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para quaisquer campos de deslocamentos virtuais x* e x**. E o que
exprime ‘a equacao (26). Note-se tambem que tal expressao e valida,
independentemente das propriedades reologicas do material constituinte
da chapa.

2.2.7. Introducdo das Equacoes Constitutivas e de Compatibilidade

Prosseguindo, introduzam-se as expressoes (14), (15) e (16) nas equagoes
integrais (24) e (25). Obtem-se o seguinte sistema:

h E [ J J @AX U T = v A AUy 4y gy 4 J J (v X BV,

1 - V2 dx 9x 2 2y 3y g  9x dy
+],2 %%)dxdy]=hJJdexdy+th)—(ds (27)
Q C
o
h E2 [ J j (v _X_Bu 1 -vax Bu) dx dy + j J (Qx_§y<+
1 =V Q oy 90X 2 3x 3y a 3y 3y
123 g gyl [ favacay +h [ T as (28)
23X 9X C
o

As equagoes integrais acima trazem dentro de si:

- informacoes completas sobre o equilibrio (como ja foi visto);

- informagBes parciais sobre a compatibilidade (as deformagoes
sao obtidas derivando-se os deslocamentos);

- informacbes completas sobre as propriedades reologicas do
material (atraves das equagoes constitutivas).

Falta apenas incluir, na compatibilidade, as condicoes de contorno
geometricas.
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2.2.8. Introducdo das Condigdes de Contorno Geometricas

Admita-se a seguinte solucao aproximada (neste ponto introduz-se a
aproximacao do metodo):
n

u=x + [ a X;

=1 (29)

onde as fungoes y e Xy sao fungoes que satisfazem, em Cqo 85 condigoes

de contorno essenciais, ou seja:

u(x, y)

>
n

em C
X, = V(X ¥)

que sao chamadas de essenciais pelo fato de que devem Ser necessariamente
levadas em conta,na escolha da funcao de ponderagao x, sob a forma:

¥x =0 em Cd

As demais fungﬁes.xj sao fungoes que se anulam em Cqo @ sao conhecidas
como fungoes coordenadas.

Tanto X; quanto x e x, devem ser continuas e derivaveis em Q.

2.2.9. Hipotese de Galerkin

Galerkin propos que as funcoes de ponderacgao y(x, y) fossem as mesmas
que as usadas para as fungoes coordenadas xj(x, y).

Sendo assim, introduza-se a solugao aproximada (29) nas equagoes
integrais (27) e (28) e faga-se, nestas ultimas, sucessivamente, yx igual
a cada uma das n fungoes Xj; o resultado sera um sistema de 2n equagoes
algebricas lineares que possibilitara a determinacdo das 2n incognitas
do problema, due sao 0s parametros aj e bj.
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Em outras palavras: das infinitas incognitas do problema original, ou
seja, as duas componentes u e v do deslocamento de cada ponto da chapa,
passa-se agora para um numero finito de incognitas, quais sejam 0s

parametros a; e bi'

De fato, conhecidos estes parametros, o campo de deslocamentos dos pontos
da chapa ficara determinado, embora aproximadamente (pois trata-se de

um metodo numerico), pelas expressoes (29).

A adogao da solucao aproximada (29) corresponde, portanto, a uma discre-

tizagao do problema original.

2.3. Metodo dos Elementos Finitos

2.3.1. Dificuldades na Aplicacdo do Metodo dos Residuos Ponderados

0 Metodo dos Elementos Finitos segue exatamente a mesma formulacao do
Metodo dos Residuos Ponderados. A unica diferenca reside na escolha

das fungoes Xg> Xy € X

Com efeito, a aplicacdo pratica do Metodo dos ResTduos Ponderados esbarra

nas sequintes dificuldades:

a) As funcoes coordenadas X; sao definidas em todo o dominio da
chapa. Portanto, no sistema de equacoes obtido, a matriz dos
coeficientes nao tera a forma de banda, ou seja, sera uma matriz
repleta de elementos ndo-nulos. Este fato dificulta a resolugao
do sistema, e sera mais bem compreendido mais adiante, quando
for enfocada a formulagdao matricial do metodo.

b) Tambem pelo fato de as fungoes X3 serem definidas globalmente,
a utilizacdo pratica do metodo fica restrita a chapas com
formas geometricamente simples.

c) Mesmo nas chapas de formato simples, as fungoes Xy € Xy podem
ficar dificeis de ser construidas, se as condigoes de contorno

essenciais sao complicadas.
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d) Os parametros a; e bj da solugao aproximada (29) nao tem nenhuma
interpretacao fisica. Embora esta nao seja uma dificuldade
matematica, merece ser levada em conta.

Pois bem, no Metodo dos Elementos Finitos as funcoes Xy» Xy © X; serao
escolhidas de modo a sobrepujar as quatro dificuldades enumeradas acima.

2.3.2. Caracteristicas do Metodo dos Elementos Finitos

Inicialmente subdivide-se a chapa em pequenas regioes poligonais
(elementos finitos), separadas entre si pelos seus lados. Os vertices
dos elementos finitos serao os pontos nodais Pj, numerados de 1 a n
(os pontos nodais pertencentes a C, nao sao numerados, pois neles os
deslocamentos ja sdao conhecidos. Mais adiante sera esclarecido este
detalhe).

A funcao X; sera unitaria em Pj e nula nos demais pontos nodais. Alem
disso, X5 sera nula em toda a chapa, exceto nos elementos finitos que

rodeiam Pj.

Para exemplificar, considere-se o caso particular de elementos trian-
gulares. Aqui a funcao Xj pode ser visualizada como na Figura abaixo.

ONNNNNNNNYNY
ININININININININININ
INAINNNNNNNN
/\/\/\\/yé,v\/\/vv - Ly,
AVATAVAY {ANAVATAVAY /s
AVAYAVAYAVSYAVAVAVAYS
ININNINININANNNN
JAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVS
VAL

Figura 5
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Esta Figura evidencia o carater essencialmente localizado das funcCes X

no Metodo dos Elementos Finitos.

As funcoes X, € Xy s3o diferentes de zero apenas nos elementos finitos
contiguos a fronteira Cd. Dentro destes elementos, Xy © Xy variam
linearmente com as coordenadas (no caso do elemento triangular a ser
visto), de modo a satisfazer, nos vertices pertencentes a Cd, as condicoes
de contorno essenciais (19) e (20). Nestes mesmos elementos, nos vertices
internos, nao pertencentes a Cd, cumprir-se-a forgosamente %, B e E 0.

Observacdo: Quando as condicoes de contorno essenciais forem homogeneas,

serao, evidentemente, x =X, = 0 em todos os elementos.

0 fato de as fungoes Xj serem localizadas faz com que a matriz dos coefi-
cientes do sistema de equacdes seja uma matriz de banda, isto e, com
elementos nao-nulos apenas nas proximidades da diagonal principal, como
sera visto mais tarde. Isto viabiliza a resolucao automatica do

sistema, mesmo com milhares de incdgnitas, com drastica redugao no tempo
de processamento e enorme economia de memoria. De fato, na resolucgao

do sistema de equacdes e usado o algoritmo de Gauss da triangularizacao
com retro-substituicao em seguida, e como a matriz de banda ja esta
parcialmente triangularizada, o esforco computacional sera muito menor.

A limitacdo a formas geometricas relativamente simples fica restrita
agora ao elemento finito em si, e nao mais a chapa em estudo. Assim,
com elementos finitos muito simples, & possivel obterem-se as configu-
racoes de chapas as mais complicadas e realistas, mediante uma montagem
adequada.

Agora, como se pode depreender facilmente, as fungoes X [€ i ficaram
muito faceis de ser construidas, sejam quais forem as condigoes de
contorno essenciais, pois estas ultimas serao respeitadas, em Cy, apenas
nos pontos nodais.

Por Ul1timo, sendo e =1 em Pj e Xj = 0 nos outros pontos nodais, os

parametros incognitos aj e bj assumem agora uma interpretacao fisica a

mais simples e interessante possivel: eles passam a ser 0S proprios
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desfocamentos dos pontosd nodais, ou seja, a solugao aproximada (29) fica:

n
us=yx + ) U.X
U asgJ
n
vVEyx o+ ) V. X
Vo213
ou, em notacao indicial:
U= Xy P U

(30)

E por esta razdao que os pontos nodais pertencentes a Cd nao sao numerados.
E que neles, como ja se sabe, os deslocamentos sao conhecidos.

A interpretagao fisica dos parametros incognitos como deslocamentos
nodais permite que se trate, com a maior facilidade, um eventual trecho
da fronteira onde reinem condicoes de contorno de natureza mista, ou
seja, uma condicdo essencial e outra natural. 0 assunto ndo sera
tratado aqui, pois no Capitulo seguinte, ao se estudarem as placas, ele
voltara a cena.

Sem duvida, deve-se @ escolha mencionada das fungoes X5 a grande ver-
satilidade e popularidade do Metodo dos Elementos Finitos.

2.3.3. Elemento Triangular de Chapa

No Metodo dos Elementos Finitos, as fungoes X; sao conhecidas ¢omo
funcoes de interpolagao, ou fungoes de forma (na lingua inglesa,
"shape functions").

Em elasticidade plana, o elemento finito mais simples que se conhece
e o triangulo:
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e X
P
S
p
r
A numeracao dos nos Pp, P e
PS deve ser feita no sentido
horario.
PP
v
y
Figura 6

Tome-se, por exemplo, a fungao de forma Xp(x, y). Para ela, no elemento
P P P
P r s

X, = 1 em Pp

emP ebP
Y S

1}
o

Xp

Por outro lado, Xp deve variar Tinearmente com as coordenadas, no interior
do elemento. Isto acontece porque sdo tres as condicOes fixadas para Xp
(nos vertices do elemento) e tres sao os termos de um polinomio de
primeiro grau em x e y.

Assim, percebe-se claramente que, no caso do triangulo com deslocamentos
lineares, as fungoes de forma Xpe Xy e X confundem-se com as coordenadas

naturais Lp, Lr e Ls, respectivamente, apresentadas no Anexo B.

Assim, tem-se:

XP - LP
'S B (31)
XS = LS

No Anexo B, encontram-se deduzidas as expressoes que fornecem Lp, Lr e
L, em fungao de x e y.
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0 elemento apresentado e conhecido pela sigla CST, que na lingua inglesa
significa "constant strain triangle”, ou seja, triangulo de deformacgdo

constante.

2.3.4. Formulacao Matricial

Para as aplicacoes praticas do Metodo dos ‘Elementos Finitos, tendo em
vista o calculo automatico, € de todo conveniente e mesmo necessario que

se de ao mesmo uma formulacao matricial.

Introduza-se a solucao aproximada (30) nas equagoes (27) e (28) e faca-se
nestas Ultimas, sucessivamente, ¥ = X3 (i=1,2, ..., n); sera obtido
assim.um sistema de 2n equacbes simultaneas e 2n incognitas, que sdo os
deslocamentos u; e v, dos n pontos nodais.

Em sequida, escrever-se-a diretamente o sistema obtido, ja na forma

matricial:
KP aP = P (32)

-0 = =

onde a matriz EE e dada por (a Tletra p vem da palavra inglesa “plane"):

o (KD)11 mmmins (K)in )
K= (33)
-V
<'—E)n1 """" ('Iig)nn J
sendo .
(k) (K52
1] 1]
P .
(Ko)ss = ’ (34)
(kD)2 (k%22
i i]

com:



Vv

Y.

a><

1

1) dx dy

X3X ]-_
J (Bx 5x 2

Bx Bx 1

Q

-V

dy oy

Bxi

-
()5 = J R i PR
J

; ¢ SX ax 9. Bx
o e 1 -v i
K5 = )] Vgt 2 kG 5y dx dy
Q
. ax Bx Bx. 9%,
P 22 _ ] -V 1 |
(K))i5 = J Cov oy * 7w o) X

Q
Constata-se facilmente que

~
[7=
o3
g
’—l-
Ii

(KP)..

—0/3ji

Para isso, basta comprovar, nas expressoes (35),

pyab _
(KU):L_] -

Em outras palavras, a matriz KE e simetrica.

(KP)LS

.23.

(35)

Este fato e conseqtlencia de

as equacoes diferenciais de Navier serem auto-adjuntas, e tambem da
adocao da hipotese de Galerkin, e contribui para diminuir enormemente

o esforgo computacional.

A matriz Kb & conhecida como matriz de nigidez da chapa, da teoria de

primeira ordem.

0 vetor aP & dado por:

N

(36)
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P = {uj } (37)
2 ,

J

com

e consiste no vetor de pardmetros nodals do estado plano de tensao.

0 vetor f? e o vetcr das foncas nodais equivalentes, e e dado por:

P
L
= f (38)
| fP
com -
ks
? o= (39)
Y

sendo

C, x Y
+]§Va;;-aax;)dxdy+J[ (v?j?}j’“zv?j?f)dxdy)
£ 9x. 9X
FZ = h J Xi Y ds + h JI x; Y dx dy - : ﬁ iﬁ [ JJ ( 3;_ 3;1
?O v 0%; 98X Mg Xy 1 -y % X

- L u v
M e ¥ ay)d"dy*H(ay T T ax)dXdy]
0

0 vetor fﬁ consiste de duas forgas concentradas, aplicadas em Pi’ nas
direcoes x e y, e que sao equivalentes as cargas externas e aos
deslocamentos forcados de apoio.

Em resumo, ha n equagbes matriciais, das quais a i-esima pode ser
escrita, sob forma indicial, como:



Cada uma destas n equacoes matriciais se desdobra em duas equacdes

comuns.

A esta altura, percebe-se claramente que a matriz de rigidez 5E e de
banda.

Para isso, basta que se observe que a determinagao de uma submatriz
generica (5£)ijdefﬁ implica no calculo de integrais do tipo

3. 9X. '
1 J
” ax oy X

Quando i = j, a integral acima sera diferente de zero apenas nos
elementos que tiverem em comum o ponto nodai Pi'

Quando i # j, a integral sera nao-nula apenas nos elementos que conti-
verem simultaneamente os pontos nodais P. e Pj.

Tal fato pode ser visualizado com muita clareza na Figura abaixo,
feita para o caso de elementos triangulares, e onde foram hachurados
os elementos nos quais a integral em questdao e diferente de zero.
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VA AV

N
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y
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Figura 7
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Portanto aparece um grande numero de submatrizes (EE) nulas fora da

ij
diagonal principal de (EE).

As submatrizes (Kg)ij diferentes de zero estarao tanto mais afastadas da
diagonal quanto maior for a diferenca j - i entre a numeragao de dois

nos de um mesmo elemento.

Assim sendo, & importante na numeragdo dos nos que se restrinja o valor
desta diferenca. Alguns programas fazem isto automaticamente, atraves

de uma renumeragao dos nos.

E interessante tambem que se registre que os elementos da diagonal
principal de (EE) sao sempre positivos (basta que se observem as

formulas apresentadas para (KE). (Kﬁ)ij, fazendo nelas i = j).

11
1]
E mais: eles sao, de um modo geral, os maiores elementos da matriz de
rigidez (EE), pois alem do fato de seu calculo envolver apenas parceias
positivas, o numero de elementos finitos nos quais a integragao deve

ser feita & maior quando i = j, como ja foi explicado (Fig. 7).

Esta e mais uma caracteristica do Metodo dos Elementos Finitos que
influi na reducao do esforgo computacional.

De fato, o algoritmo de Gauss de triangularizacao exige (para diminuir

os erros de arredondamento) que se permutem as linhas de (KE) de

modo a se colocarem na diagonal principal os maiores valores dos
coeficientes de rigidez. Pelo que foi visto, dispensam-se estas operagoes.

2.3.5. Criterios de Convergencia

Obviamente, a precisao da solucdao aproximada depende de quao proximo o
campo de deslocamentos obtido esta do campo verdadeiro.

Ha certas condicoes que se impOem as fungoes de forma X;» Que, uma vez
atendidas, asseguram a convergencia, ou seja, a tendencia a solugao
exata com a diminuicao de tamanho dos elementos finitos.
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Em Elasticidade os requisitos para a convergéncia sdo tdo simples que se
torna dificil conseguir um elemento nao-convergente.

Em primeiro lugar, as expressoes aproximadas dos deslocamentos,
representadas por (30), devem ser polinomios completos até o primeiro
grau, isto e, devem conter pelo menos todos os termos de grau zero e
grau um. Por exemplo, para o deslocamento na diregio x:

= + . . = A+B +C + L
u =X, Us X; : X y j

minimo de termos necessarios

Esta exigencia corresponde ao critério da completeza,

Por outro lado, o campo de deslocamentos obtido ao longo da chapa
discretizada nao deve apresentar descontinuidades no interior dos
elementos, e nem ao Tongo dos seus lados, satifazendo assim o critario

da conformidade.

Os criterios mencionados acima serdo obedecidos automaticamente se as
funcoes Xi> X, € X, escolhidas forem continuas (tanto no interior dos
elementos como nos seus limites), e se as suas expressoes (em cada
elemento onde elas forem diferentes de zero) contiverem pelo menos todos
0s termos de grau zero e grau um. O elemento triangular ja visto
satisfaz, evidentemente, os dois criterios, e portanto e convergente.

A demonstracdo rigorosa destas afirmacdes se faz atraves do Cilculo
Variacional, e fcge ao escopo deste trabalho.

2.3.6. Interpretacdo Fisica dos Critérios de Convergencia

E possivel, no caso da Elasticidade, interpretarem-se fisicamente os
criterios de convergencia.

De fato, o criterio da completeza & conhecido tambem como criterio da

defommacao constante, cujo enunciado e:
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"Se os deslocamentos nodais sao compativeis com um estado de
deformagao constante, entdo tal estado deve de fato ser obtido
no interior doelemento".

Ora, a Unica maneira de se conseguirem estados de deformagao constante
dentro do elemento & preservando os termos de primeiro grau da funcao

de forma.

Quando os deslocamentos nodais sdo proprios de um movimento de corpo
rigido, n3o devem aparecer ceformagoes no elemento. Este & um caso
particular do critério de deformacdo constante, com deformagao nula.
0 termo de grau zero na funcao de forma assegura a possibilidade de
movimentos de translacao sem que aparecam deformagoes.

Por Ultimo, o criterio da conformidade de certo modo garante a conti-
nuidade fisica do corpo apos a deformagao, evitando que aparegam

irregularidades do tipo:

7~ descontinuidade nos deslocamentos

i)

Figura 8

I de se observar também que, se os deslocamentos sdo descontinuos,
aparecem deformacdes infinitas, violando desta maneira a condigao de
integrabilidade das equacoes (27) e (28).



3. TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM DAS PLACAS

3.1. Equacao Diferencial de Lagrange

3.1.1. Hipoteses

Valem aqUi as hipoteses gerais das teoriasde primeira ordem, ou seja,
que as deformacdes e rotacoes teém ordem de grandeza de 107°. Portanto
continuam validas as expressoes (1) e (2).

Alem disso, as seguintes outras hipoteses tambem serao adotadas:
a) Espessura da placa constante e pequena face as outras dimensoes.
b) Material homogeneo ‘e isotropo.

c) Linearidade fisica. Isto significa que as deformagoes serao
imediatas, reversiveis, e que as relagOes entre tensoes e
deformacdes (equacbes constitutivas) serao expressas por
equagoes lineares (Lei de Hooke).

d) Linearidade geometrica. Isto e consegllencia dea ordem de
grandeza das rotacoes ter sido limitada em 107°, e significa,
em outras palavras, que as equacoes de equilibrio serdo
escritas na geometria indeformada da placa, que as relagoes
deformagao-deslocamento serao lineares, e ainda que as curva-
turas considerar-se-ao linearizadas.

e) 0 plano medio da placa ndo se deforma, permanecendo neutro
durante a flexdao. Esta hipotese e inteiramente satisfeita
apenas no caso em que o plano medio da placa, apos a flexao,
assume a forma de uma superficie desenvolvivel. No caso geral,
porém, a flexdc da placa da origem a uma superficie elastica
nao-desenvolvivel e, portanto, deformada. Porem as tensoes cue
correspondem a essas deformagoes podem ser desprezadas quando
as rotagoes sao muito pequenas, ou seja, da ordem de grandeza

-3
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f) Os pontos da placa situados inicialmente numa reta normal ao
plano medio estarao, apdos o equilibrio, numa reta normal a
superficie média da placa deformada. Equivale esta hipotese
a desprezar o efeito das forgas cortantes na deformagao da
placa, e corresponde a hipotese de Navier na Teoria das Vigas.

g) A'tensgo iormal (produzida pela carga transversal p) de
direcdo perpendicular ao plano medio da placa sera desprezada

face as demais.

h) Nido ha cargas externas paralelas ao plano medio da placa

atuando no mesmo.

3.1.2. Deslocamentos

De acordo com as hipoteses feitas, pode-se escrever, com muito boa

apreximacao, para os pontos da placa:

0 X

Figura 9

w, = w(x, ¥)

Aleém disso, para os pontos da superficie media deformada, tem-se:

u=2~0

v=20

.30.

(41)
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Supoe-se que o plano medio da placa seja o plano Oxy. Fazendo-se um
corte vertical, paralelo ao eixo QOy:

4 0
< :
z~—*IB
W A = ponto do plano
: medio
superficie ———__ @
elastica X P B = gont? qualquer
: a placa
i g !
5y z i\
i A
Poow "
: ay

Figura 10
Observe-se que identificaram-se a rotacao e a sua tangente (expressao (2)).

Tem-se, portanto:
-V =7 V= o=z (42)

Analogamente, fazendo-se um corte vertical paralelo ao eixo 0x,

obtem-se:
us=-2z33M (43)

Portanto os deslocamentos u e v dos pontos da placa ficam perfeitamente
caracterizados por (41).
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3.1.3. Equacgoes de Compatibilidade

Introduzindo-se as relacoes deformacao-deslocamento (9), (10) e (11),
vem: |

2
E:x = g.l:l_ = = Z ?__\ﬂ (44)
9X ox?
2
[ =] ..a—v = - Z .a_—v—\(- (45)
du , dv _ 32w
e §§'+ T 2z 5% 3y (46)
ou seja: B ,
xoo8w 1 (47)
z oax2  p
X

onde 1/p_ & a curvatura da superficie media num plano paralelo ao plano
0xz:

2
vy w1 (48)

sendo 1/py a curvatura da superficie media num plano paralelo ao plano
Oyz;

ny_; w1 (49)

-2z  9x 9y pxy

onde l/pXy & 0 giro da superficie media em relacao aos eixos Ox e Qy,
ou "curvatura mista".

As curvaturas acima definidas dependem apenas de w(x, y).

3.1.4. Equacoes Constitutivas

Aplicando-se agora a Lei de Hooke, vem:

O’ :—.—E__
X ]_\)2

(e, + v ey) = - Z + Vv azw) (50)
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2, 2
5 = —E (e. +ve)=-z2 E (3 Wyl w) (51)
y 1 -v2 y X 1 -v2 8_y2 9x 2
g 2
o220+ v) 9 T+v 9xdy

As formulas anteriores mostram que as deformacoes e as tensoes tambem
ficam completamente caracterizadas pelo conhecimento da fungao w = w(x, y).

Mostram tambem que essas grandezas, a exemplo dos deslocamentos u e v,
variam linearmente com z, anulando-se para z = 0.

3.1.5. Momentos Fletores e de Torcao

Na Fig. 11 encontram-se as tensoes ao longo de uma normal generica a
placa, supondo-se que as grandezas 32w/d8x2, d2w/dy> e 3°w/9x dy
sejam negativas para z > 0.

X
L

normal generica

Myyx dx

Figura 11

Por integracao das tensoes, obtem-se os momentos (fletores e de torcgao)
por unidade de comprimento:
h/2

M = J z(o_ <1 » dz)

x
- h/2

X
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h/2
My = J z(cry 1+ dz)
- h/2
h/2
Mxy = - z('rxy 1 dz)
-h/2

0 sinal (-) na formula de Mxy indica que ao sentido indicado para as
tensoes Ty corresponde MXy < 0 (os sinais dos momentos sdo positivos,
conforme indicado na Fig. 11).

Substituindo-se nas expressoes acima as formulas (50), (51) e (52), e
chamando-se de 1igidez da placa ao parametro:

. Eh’

D = — (53)
12(1 - v?)
virao: N ;
M, == DEY 4 2H (54)
% ax? ay?
2 2
M, = = DEY « y 3V (55)
y ay? sz
B 92w
Mxy =D(1 -v) X 0y (56)
Por ultimo, sendo h/2
My = z(t, + 1+ dz)
-h/2
e sabendo-se que t__ = 1__, resulta:
yX xy
M, =-M (57)

Verifica-se que tambem os momentos ficam definidos quando se conhece
w = w(x, y).
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3.1.6. Equacbes Diferenciais de Equilibrio

Prosseguindo, introduzir-se-ao as equagoes diferenciais de equilibrio
para um elemento de placa dx dy:

¥ x

Figura 12 - Momentos Fletores (por unidade de comprimento)

¥ x

Figura 13 - Momentos de Torgao (por unidade de comprimento)
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Figura 14 - Forcas Cortantes (por unidade de comprimento)

Para facilitar, convem representar vetorialmente os momentos em planta,
conforme a Fig. 15.

X

Mx QX dxdy aM
‘ -
N Mxy 4 ~5§l-dx
g T
g f
. oM
xy
Qy dx dy M_ + j;f dx
oM W

Figura 15
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0 equilibrio de forgas na vertical (Fig. 14) fornece:

3Q Q
X y
—Tx-dXdy'l'—.a-:y—d_de'l'dedy:O
de onde: 30 2Q
a):{ + ayy = - p(x, ¥) (58)

0 equilibrio de momentos em torno do eixo Ox se escreve como:

aMy aMXy
- 7;V-dy dx + Y dx dy + Qy dx dy = 0

Portanto: M M

_ Yy _ Xy
Qy Ty X (59)

0 exame da expressao acima sugere considerar a grandeza BMXy/ax como
forca cortante. Mais adiante sera esclarecido este detalhe.

Finalmente, escrevendo-se o equilibrio de momentos em torno do eixo

Oy, vem:
BMX aMyx
-Qx TY * ay
Sendo M _ = - M__, a expressao acima fica:
yx Xy
BMX aMxy
Qx T oy (60)

3.1.7. Equagao de Lagrange

Para eliminarem-se Q_ e Qy das equacoes de equilibrio, basta derivar (60)
com relagao a x, (59) com relacao a y, e substituir os resultados em (58).
Obtem-se:
%M 3%M_ 9%M
-2 L+ —JL=-p (61)
ax2 ax 3y  oy?
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Considerando-se (54), (55) e (56), aexpressao anterior fica:

y Yy L)
N T i SN (62)

axli 'aXZ ayZ ayb: D

Esta equacdo foi obtida por Lagrange em 1811, e tambem pode ser escrita

Como:
4 __p 2 2 - P
V' w = -5 ou Ve (VE w) b

onde V2 = 3%/6x2 + 32/0y*? @€ o operador laplaciano.

A equacgao de Lagrange, sendo de ordem 2m = 4, exige que, em cada ponto
do contorno, sejam satisfeitas m = 2 condigoes, expressas por equagoes
diferenciais, cada uma de ordem no maximo igual a 2m - 1 = 3,

A condicao sera chamada de essencial (ou geometrica) quando a ordem de
sua equacdo for menor ou igual am - 1 = 1. Caso contrario, sera

denominada natural (ou estatica).

3.1.8. Condicoes de Contorno para Placas Retangulares

a engastamento
LIS LG LLLLLL LG LLLLL LY, -

apoio simples

borda livre

Figura 16

a) Engastamento

Para y = 0, tem-se:

1
o

(essencial)

l

(essencial)
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Apoio Simples

Para x = 0, tem-se:

as condicoes para apoio simples (x = 0) serdo:

[ w=0 (essencial)
2
3W .0  (natural)
ax?

Trata-se de condigao mista, evidentemente (uma essencial e outra
natural).

Bordo Livre

Em x.= a, em principio, tem-se:

M =0
X
M =0
xy
Q. =0

Tais condigoes foram expressas por Poisson sob esta forma. Mas
tres condicoes sdo demais para a ordem da equacdo de Lagrange.
Sendo assim, Kirchhoff substituiu as duas ultimas condigOes por
uma Unica, resultando, para x = a:

M

x

"
L)

n
e
I
&
1
o

vx X oy

sendo Vx a carga vertical de borda.



Lord Kelvin e P. G. Tait deram aexplicagao fisica do fato.
justificativa foi colocada em termos de equivalencia estatica.

aMXy
—t - d
M Xy ay Y
oM Y
Xy
MXy + 5y dy
/
l dy
dy
l
dy
Figura 17

0 estado de flexao da placa nao se altera se as tensoes Tey?
atuando num elemento dy, as quais originam o momento MXy dy,
sao substituidas por duas forgas verticais de grandeza MXy
separadas pela distancia dy, dando origem ao binario MXy dy.
Pelo Principio de Saint-Venant, as mudancas no campo de
tensoes serao apenas locais.

No trecho dy ha um saldo de forca igual a - (aMxy/ay) dy ou,
por unidade de comprimento: - (aMxy/ay).

Conclui-se, portanto, que a distribuigao de momentos de torgao Mxy
e estaticamente equivalente a uma distribuicao de forgas cortantes
de intensidade - (aMxy/ay) para x = a, e a duas forgas concentradas,
aplicadas nas extremidades da borda livre, de intensidade igual a

M, (Fig. 18).
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T

T My) .
(

e

xyx=al,y=b
Figura 18
" Analogamente, considerando a borda livre y = b, a distribuicao
de Myx sera equivalente a uma certa distribuigcao de forgas

cortantes, e havera ainda duas forgas concentradas, como indicado
na Fig. 19.

M
/ i/X)XMb

y
/L (1)

Em resumo, para borda livre (x = a) as condicoes de contorno sao:

x=0,y=>b
Figura 19

M

X

0

aM
Vo= Qy- 2 =0

X N
Considerando-se (54), (56) e (60), estas condigoes podem ser
colocadas em funcao de w e suas derivadas. Respectivamente,
ter-se-ao,em x = a:
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32w N 92w

-— — =0 (natural)
ax?2 dy? :
3 3
Ejﬂ-f(z - v) - IW__p (natural)
ax® ax dy?

3

3.1.9. Condicoes de Contorno para Placas de Formato Qualquer

Considere-se o contorno C da placa, dividido em duas partes, de acordo
com a Fig. 20:

> > >
n=cos §i+send

> > -+
| B 5= SCn At + 0SS g (normal externa)

(versor tangente)
. Figura 20

Antes de se prosseguir, tres observacoes devem ser feitas:

Primeira Observacgao

A condi¢do de apoio simples, por ser uma condicao mista de contorno, sera
por enquanto esquecida. No momento oportuno sera indicada a maneira como
trata-la.

Segunda Observacao

Serdo deduzidas agora algumas expressoes que se revelardo uteis mais
tarde. Para isto isole-se um trecho infinitesimal ds do contorno, conforme
a Fig. 21 a sequir,
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X
£
M
yX
cos § = dy/ds
sen § = - dx/ds

Figura 21

0 equilibrio de forcas navertical fornece:

Qn ds = QX dy - Qy dx
ou
Qn = QX cos 6 + Qy sen §

0 equilibrio de momentos em torno de Ox indica que:

M dscos 8§ -M dssen =M ds cos § -M ds sen §
nt n Xy y
ou

M cos §-M sen § =M cos §~-M sené
nt n Xy y
Analogamente, o equilibrio de momentos em tornoc de Oy fornece:

M dscos §+M dssend=M ds cos § +M_ds sen §
n nt X yXx

Sendo M =-M , vem:
yX Xy

M cos §+M send&=M cos §-M sené
n nt X Xy

(63)

(64)
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Terceira Observagao

Na imposigdo das condigdes de contorno, quando este tem uma forma qualquer,

e necessario que se cologuem M, M, eQ enfuncao de w e suas derivadas.

nt

Inicialmente, estabelega-se, no prisma elementar da Fig. 21, o equilibrio
de momentos nas diregoes de M e M__:
n nt
n

M =M cos? §+M_ sen®> § - 2M__ sen & cos & (66)
X y Xy

nt

M _ = (M -M)sen 6§ cos & +M_(cos?S - sen? §) (67)
x 'y xy

Considerando as expressoes (54), (55) e (56), e tambem as seguintes

outras:
g% = grad w x n = §¥ cos 6 + %%-sen §
%g-= grad w X % = - %g-sen § + %%-cos §
2 2 2 2
CEU grad (ﬁﬂ) Xn = §~E-cos2 S + Ei"-senz S+ 2 ol sen § cos §
an? on ax? dy? dX dy
2 2 2 2
Rl grad (Qﬂ) xT=2Ysen2 6 +2¥ cos2 5 -2 2% son 5 cos s
952 3s ax? dy? oX dy
2 2 2 2
InCE grad (gﬂ) X n = (§—ﬂ - g—ﬂj sen & cos § + oV (cos? § +
an 3s 3s dy?  oax? dX oy
- sen? §)
As expressoes (66) e (67) ficam, respectivamente:
2 2
N an? 352
M= D(1 - v) 2N (69)
nt on 9s
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Em seguida, considere-se a expressao (63), na qual se injetaram (59)
e (60), obtendo-se:

. 3M aMxy aMy aMXy
Qn = (_52.— _sy—) cos § + (—EYA- ™ ) sen § (70)

De (66) e (67) pode-se escrever:

BMn N
T grad Mn Xn =

oM oM oM

= (7§§ cos? § + 75% sen? § - 2 aiy sen § cos §)cos § +
oM oM oM
+ (Tﬁ§ cos? § +-TE¥ sen® § - 2 a;y sen § cos &)sen 6

oM

a?t =grad M _x T =
o, M, B eos® § = et

= { (7;? - 3_X_) sen § cos & + 5% (cos® & - sen® & )) (- sen §) +
oM_ aMy oM_ ) i

+ [ (7;9-- -Eyq sen § cos § + —551 (cos® § - sen® & )) cos §

Subtraindo-se a Ultima expressdo da penliltima e levando em conta (70),

vem, finalmente:

BMn aMnt
Qn = 3n T~ T5s (71)

Prosseguindo-se na introdugao das condigoes de contorno:

a) Condicoes de Contorno Geometricas (ou Fssenciais)

Cd e a regiao de apoio da placa. Em Cd sao conhecidos:

- recalque de apoio:
W= W(s) (72)



b)

.46,

- rotagao forgada de apoio:

M= B(s) (73)

Evidentemente, quando o apoio for um engastamento perfeito, as
condigbes acima enunciadas serdo homogeneas.

Condicoes de Contorno Estéticas (ourNaturais)

Cq & a borda 1ivre da placa, que pode estar carregada ou nao.
Em C sao conhecidos:

- momento fletor externo aplicado:

M= M_(s) (74)

- carga vertical externa aplicada:

Vo=V (s) (75)
sendo M
V=0 -5 (76)

.1 n

u

Ha ainda duas forcas concentradas, aplicadas nos pontos Pe T
(Fig. 22).

Rp = (Mye)p ¢ Rp = (M g
aM 4
nt R
3s 1 F
]:]'[J
[’j’f”
RT 5
F

Figura 22
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Evidentemente, no caso de borda descarregada, as condigoes (74) e (75)
serao homogeneas.

Para finalizar, observe-se que a aplicagao das expressoes (68), (69) e
(71) coloca as condigoes de contorno (74) e (75) em funcao das derivadas
de w normal e tangente ao contorno. Ter-se-ao, respectivamente:

an? 3s n
3 3 =
o R N e RO
an on 3s?
3.2. Metodo dos Residuos Ponderados

3.2.1. Introducao

Trata-se de resolver numericamente a equacao (62) de Lagrange, na
incognita w = w(x, y), com as condigoes de contorno essenciais (72) e
(73) e naturais (74) e (75).

Os conceitos gerais do Metodo dos Residuos Ponderados sao os mesmos que
ja foram elucidados no Capitulo anterior, quando se apresentou o estado

plano de tensdo. Por causa disso, a exposicao agora sera mais rapida.

3.2.2. Transformacao da Equagdo de Equilibrio numa Equagao Integral

Considere-se a equagao (61) diferencial de equilibrio
%M 3%M %M
L JNE. AN AR (61)
ax? x 3y  ay?

Seja uma fungao arbitraria ¢ = ¢(x, y), continua e duas vezes derivavel
em 2, e que satisfaca em Cd as condicoes de contorno essenciais (72) e
(73), tornadas homogeneas, isto e:

=0 e 9% ._
¢ ™ 0 em Cd
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Observe-se (Fig. 20) que, sendo ¢ = 0 em C,, vem:

[oB4 e >
wle—

0

<

= grad ¢ x % -sen é %%—+ cos & 39-= 0

Mas, por outro lado:

3¢ _ 54 3¢ 3¢ _
5 = grad $ x n = cos ¢ x T sen $ 3y " 0

Considerando-se que as duas equagOes acima devem valer para qualquer &,

chega-se a
o¢p _ 9¢ _
oX Jy ) em Cd

Em sequida, multipliquem-se ambos os membros de (61) pela fungao ¢.

Logo apds, por integragdo na placa, obtem-se:

9%M %M 32M
j:J ¢ ( + Y .2 XY 4+ p) dx dy =0 (77)
ax? dy? 3x 9y

Se a equacdo integral se cumpre para qualquer ¢, entao a equagao
diferencial (61) sera respeitada em todo e qualquer ponto de @ (a
reciproca & imediata). A demonstracdo & analoga aquela vista no item
2.2.2.

3.2.3. A Expressao "Residuos Ponderados"

Seja uma solugao aproximada MX, ﬁy, Mxy, calculada com w = ﬁ(x, y).

Introduzindo-se essa solugdo em (61), vira:
a2 32M 52M
X+ Y -2 X +p#0
ax? dy? 3x Ay

-

e representa um residuo. Assim, a equagao (77), com M= ﬁx, My =M

= y
e Mxy = Mxy, sera simplesmente a integral desses residuos, ponderados
pela fungao ¢, forgada a ser igual a zero.



.49.

Isto foi apenas um parénteses na exposicao, para que se recordasse o
significado da expressdo "residuos ponderados™.

3.2.4. Introducdo das Condigoes de Contorno Naturais

0 proximo passo consiste na introdugao das condigoes de contorno
naturais (74) e (75) na equagao (77).

Integrando-se duas vezes por partes o primeiro membro de (77), obtem-se
os seguintes resultados (ver o Anexo A, formulas A-4):

32MX aM_ 30 M
J J ) dx dy = J ¢ —— cos 6 ds - JJ ~— —=dx dy =

& ax2 3 x g 9x  8x
[0}
oM 2
= | ¢ —= cos & ds - QQ-M cos § ds + JJ 9—9-M dx dy
" 3x o (9% x 5 x? N
o o

32M oM 56 oM
J J [0 Y dx dy = [ ) — Y sen 6 ds - JJ 2 Y dgx dy =

2
o c, dy o oy dy

oM 5
o j ¢ — sen § ds - J EQ-My sen 6 ds + JJ g—%—My dx dy
ck ay G 3y g Y

32M M e M,
J J ¢ s dx dy = J ¢ —=X cos § ds - JJ 9 XY gy dy =

3X oy BN, 3X 9y
Q C Q
g
= ET§X cos §ds - | 22 M  sen § ds + 52¢ M dxd
= ¢ oy X  xy X 3y xy x 4y
C0 C0 Q

92M aM 5o M
I J ¢ 5?"§§ dx dy = I ¢ —sgz-sen § ds - JJ —%-——%Z-dx dy =
Q

Q C0

aMX 30
= J ) —5x Sen § ds - J §§'Mxy cos & ds + J

s s

DN
Q2
[S
=
=
]
o
x
o
<
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Observe-se que as integrais de contorno acima deveriam ser desenvolvidas
ao longo de toda a fronteira da placa, mas como

em C,, elas serao calculadas apenas em Cor

As duas ultimas expressoes, somadas, dao:

32M L™ BMXy BMXy
JJ ¢ 575V 5y dx dy = J ¢ 5y cos § + 5y Sen §) ds +
C
0 2
- 99 399 37 ¢
J MXy (aX sen § + 3y COS §) ds + 2 JJ 5X 8y MXy dx dy
» C

(]

Substituindo-se os resultados acima em (77), fica:

H oy oy ., 2% M) dx dy +

ax2 *  ay2 Y X ay
oM aMy aMXy aMxy
+ J ¢ (———-cos § +-757 sen § - 5y oS & - — = sen §) ds +
C

%%—(MX cos & - MXy sen §) ds +
3¢ - . - -
5y (My sen & MXy cos 8) ds ji ¢ p dx dy

Substituindo-se, na equagac acima, as expressoes (64), (65) e (70),
obtem-se:

JJ (§29-M + 3% M -2 —-5L-M ) dx dy + J ) Qn ds +

o ox* X ay? ax Ay .
o
- E9—(M cos § + M sen §) ds +
X ‘'n nt
s
- Eg-(M sen § - M _cos &§) ds = - ¢ p dx dy
oy ‘' n nt
¢ 9

Q
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Reorganizando-se os termos da equacao acima, vira:

2 2
H(”M + 2w o228 ) dx dy +
by ox? ay? 7 ox 3y

+ j ) Qn ds - j Mn (gg—cos S + %%-sen §) ds +

C c
o]

o
L) 99 =
+ j Mnt ~y Sen S + 3y cos 8) ds = jJ ¢ p dx dy
C0 Q

|

virao as seguintes expressoes:

Sendo:

> -+
cos § 1 + sen 8 )

L =
]

-+ T
-sen § 1+ cos § ]

9 _ - 99 ¢
Y = grad ¢ X n = 5% COS § + 3y sen §
99 _ _9¢ a¢
7 = grad ¢ x t = 5;—( sen §) §y-cos $

que, substituidas na equagdo integral anterior, preduzem:

J J oy 4 % M, - 2 2% My dx dy +

Loax> ¥ ay? ox ay ¥

5 3
¥ J ¢ Q_ds - j 5§-Mn ds + J W ds = - jj o p dx dy
('.'0 C0 CG Q

Integrando-se por partes, na regiao Cy do contorno, a ultima das
integrais do primeiro membro da equagao acima, vem (Anexo A, formula A-5):

aM_,
3¢ : T 2t
I se M ds = oM 1 -9 t ds

s o

T .
Mas |¢ MntlP =0, pois ¢ = 0 emPeT.
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Portanto:

2 2 2 '
JJ(’a—ng#a—d)M -2 20w ) axdy
ax2 % ayr 7 dx Ay

a¢ aMnt
- J an Mn ds + J ) (Qn - -sg—o ds = - JJ ¢ p dx dy
C Q
(o} o

Considerando-se (76), vem:

92¢ 92¢ 92¢ .
JJ(——M +—-—-—My-2————MXy) dx dy =

ax?z ¥ ay? aX oy
_ | 99 N - :
= J §ﬁ'Mn ds J ) Vn ds JJ ¢ p dx dy
c c Q
o o

Finalmente, injetando-se (74) e (75) na equagao acima, consegue-se
introduzir naturalmente, na formulacdo do problema, as condigOes
de contorno naturais, ficando-se com:

39%¢ 3%¢ 2% _
I { (———-MX +—LM -2 -—-—-Mxy) dx dy =

ax? oy ¥ dx Ay
(78)
= J R ds - J o V ds - JJ ¢ p dx dy
n o n n
Co Co

A expressdo (78) & a "forma fraca" de (77), por ser mais permissiva,
jsto &, admitir uma menor ordem de continuidade na determinacao das
funcoes M My e Mxy. Em compensacao ela & mais exigente ao se

-—

definirem as funcbes ¢, no que diz respeito a ordem de continuidade.

3.2.5. Equacdo Integral de Equilibrio

A equacao (78) pode ser interpretada como sendo uma equagao integral
de equilibrio, pois traduz este Ultimo, tanto no interior do dominio Q
como no seu contorno Co’ desde que seja verificada para qualquer
funcdo ¢, satisfazendo as condigoes impostas no inicio deste capitulo
(vide item 3.2.2).
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3.2.6.- 0 Teorema dos Trabalhos Virtuais

Neste ponto, torna-se adequada uma observacao que € a seguinte: a
equacao (78) expressa o Teorema dos Trabalhos Virtuais, desde que se
considere ¢ como deslocamentos virtuais, - (3¢/9n) como rotacoes

virtuais e:
' _ % A3 3%

L

* 2 *
o X Py 3y

como curvaturas virtuais.

Observe-se que ¢ satisfaz as exigencias de um campo de deslocamentos
virtuais, isto e: no trecho Cd, onde se verificam as condigoes de
contorno geometricas (72) e (73), tem-se:

- 3¢ _
¢—0 e 'a—r—]'—o

Assim, o primeiro membro de (78) representa o trabalho virtual dos
esforgos internos:
,, _ 1 1 2
Tint = J,J (-—*- MX + '—;My + TMX}') dx dy
X Py Py
Por outro lado, o segundo membro de (78) e nada menos que o trabalho

virtual dos esforgos externos p, Mn e Vn.

0 Teorema dos Trabalhos Virtuais afirma que, havendo equilibrio, isto
e, estando satisfeitas a equacdo diferencial (61) e as condigdes
estaticas de contorno (74) e (75), verifica-se a igualdade entre os
trabalhos virtuais dos esforgos internos e externos. E o que exprime
a (78).

Convem notar, finalmente, que tal expressdo e valida, independentemente
das propriedades reologicas do material que constitui a placa.

3.2.7. Introdugao das Equacoes Constitutivas e de Compatibilidade

Em prosseguimento, injetem-se na equagdo (78) as expressoes (54), (55) e
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e (56), que dao os momentos em funcao das curvaturas. Obtem-se:

2 2 2 2 a2 2 2 2
b JJ %9 3% . 3% 3% . 320 3% 3% 3w, |

B ax? ax?  oy? ay? ox? ay?  dy? ax?
9%2¢  3%w _
+ 2(1 - v) 3X 3y OK ay) dx dy =
- |28 ds 4 o V_ ds + ¢ p dx d (79)
an n n p Y
C C 2
o o

A equagao integral (79) carrega no seu bojo informagoes completas sobre o
equilibrio e a reologia, e informagoes parciais sobre a compatibilidade
(as curvaturas sao obtidas derivando-se duas vezes os deslocamentos).

Falta so considerar, na compatibilidade, as condigOes de contorno
geometricas, o que sera feito em seguida.

Note-se que ate aqui nao foi feita nenhuma aproximagao.

3.2.8. Introdugdo das Condicdes de Contorno Geomeétricas

Admita-se a seguinte solucao aproximada (neste ponto introduz-se a
aproximacao do metodo):

W=¢d¢o+ ) C.o. (80)

onde ¢o(x, y) € uma fungao que satisfaz as condigoes de contorno essen-
ciais, ou seja:

b0 = W(s) e 229 - §(s) em C

an d

que sao chamadas de essenciais porque devem ser levadas em conta na
construgao das fungoes de ponderagao ¢, sob a forma:

= .a_.gz
d=0 e % -0 enc,
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Para facilitar a construcgao de ¢o, observe-se que, sendo:

o = w(s)
vira:
d . 9 3 dw
7%? = grad ¢o x T = - sen S 7§£-+ cos § 7§§-= o (81)
Mas, por outro lado:
Ao _ o 0 = 9o 3o _ 5
_gh-— grad ¢o x N = cos § S + sen § 5y - 0 (82)

A resolucao do sistema acima fornece as derivadas de ¢, em relagao a X

e y, no trecho Cd.

As demais funcoes ¢j(x, y) que figuram na solugdo aproximada (80) sao
funcoes arbitrarias, tais que:

3.

= J _
¢j—0e —ah——O emCd

e chamam-se fungoes coordenadas.

As funcoes ¢, e ¢j devem ser continuas e derivaveis ate a segunda ordem,
no dominio da placa.

3.2.9. Hipotese de Galerkin

Galerkin sugeriu que as fungOes de ponderacao ¢(x, y) fossem as mesmas
que as usadas para as funcoes coordenadas ¢j(x, y).

Entdo, injete-se a solucao aproximada (80) na equacao integral (79) e
faca-se nesta Ultima, sucessivamente, ¢ igual a cada uma das n fungoes ¢j'

0 resultado sera um sistema de n equacoes algebricas lineares que
possibilitard a determinagdao dos n parametros C5s que sdo as incognitas
do problema discretizado.
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3.3. Metodo dos Elementos Finitos

3.3.1. Introducao

Em relacdo as dificuldades de aplicagao pratica do Metodo dos Residuos
Ponderados, valem aqui as mesmas observacoes que foram feitas no Capitulo
anterior, quando se resolveu o problema das chapas (ver Item 2.3.1).

Quanto as vantagens do Metodo dos Elementos Finitos, tambem continua
valendo o que 1a foi exposto (ver Item 2.3.2).

Entretanto, a aplicacdo do Metodo dos Elementos Finitos ao problema das
placas se reveste de algumas dificuldades adicionais, que no caso das
chapas nao existiam, e a seguir serao expostas.

Inicialmente, de acordo com o que foi visto no Item 2.3.2, a solugao
aproximada (80) poderia, em principio, ser agora escrita como:

n

W=do+ ] W, 0. (83)

onde wj seriam os deslocamentos dos pontos nodais Pj, e poder-se-ia,
aparentemente, utilizar no caso das placas o mesmo elemento triangular
(de deformagao constante) apresentado no Item 2.3.3 (neste caso,

¢J a XJ)

Tal procedimento, porem, apresenta tres impedimentos que o tornam
infranqueavel.

Em primeiro lugar, ao se observar a expressao (79), nota-se imediatamente
que a injegao de (83) naquela expressao anula o seu primeiro membro.

Isto acontece porque, no triangulo de deformagao constante, as fungoes

de forma sdao de primeiro grau.

Alem disso, a superficie elastica que seria obtida com este procedimento,
caso fosse possivel obte-la, seria poliedrica (de faces triangulares),
violando claramente as condigoes de continuidade fisica da placa apos
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a deformacdo (a formacao de dobras e inadmissivel).

Fina]ménte, com tal elemento seria possivel que se respeitasse a condigao
de contorno essencial (72), mas jamais a (73).

Assim, no problema das placas, nao basta que as funcoes de forma
contenham apenas termos de grau zero e grau um. Sao necessarios termos
de ordem mais elevada. Além disso, a superficie elastica, obtida ao
longo da placa discretizada, deve apresentar continuidade nao apenas nos
deslocamentos w, . mas também nas rotagoes a = (3w/dx) e B = (3w/3y),
para que nao haja a formagao de dobras.

A primeira exigencia e facil de ser cumprida, mas a segunda fica muito
dificil de ser satisfeita, e este fato tem motivado enormes esforgos no
desenvolvimento dos estudos (a continuidade nas rotagoes se constitui

no gargalo das pesquisas).
No item seguinte, sera apresentado o elemento triangular de placa
mais simples que se conhece. Ele ndo e totalmente continuo nas rotagoes,

mas provou ser extremamente Util na pratica, devido a sua simplicidade.

3.3.2. Elemento Triangular de Placa

Ini¢ialmente deve-se dizer, adiantando o que sera visto mais tarde (ao

se apresentarem os criterios de convergencia) que, no caso das placas, as
fungoes de forma devem ser polinomios completos ate o segundo grau,

pelo menos.

Assim, ccnsidere-se o triangulo de Pascal, desenvolvido ate os termos

cubicos:

x2 Xy y? (84)
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E, portanto, indispensavel na expressao polinomial da funcao de forma
o comparecimento dos seis termos, 1, x, y, x%, xy e y*, que constituem
0 desenvolvimento completo do segundo grau. Isto satisfaz a primeira
exigencia do item anterior.

Por outro lado, para que se consiga a continuidade nos deslocamentos e
rotagoes (que e tambem uma condigao de convergencia, conforme sera
visto depois), a primeira ideia que surge e a de imporem-se, como
parametros nodais de Pj, alem do deslocamento wj, as rotacgoes

ow

= —_— = a_w
OLj = (BX)j e BJ (ay)j (85)
Com isso, a solucao aproximada (83) fica:
n
W = ¢0 + Jz 1 (WJ ¢j+ aj wJ + BJ TIJ) (86)

onde as fungoes de forma ¢j’ wj e nj devem ser de natureza tal que a
expressao (86) tenha sentido.

Vale a pena esclarecer o que significa isso.
Para tanto, considere-se o elemento finito triangular, de nos Pp, Pr e

PS, da Fig. 6. Nesse elemento, deve-se ter, por exemplo, para as fungoes
de forma correspondentes ao no BP,comegando com ¢p:

g = 'l
¢p em Pp
6, =0 emP_eP, (87)
a¢ o¢
LS S
| oty 0 emPL P oeP
Analogamente, para wp;
’ aw
il
5t 1 em PP
BwH
-L=0 em P_e P (88)
§ oy
o P _
p 0e 5y ° 0 em Pp, Pr e PS
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Por ultimo, para a fungdo n :
P

f Bnp
—37: 1 em PP
Bnp
—§§-= 0 em P_e P_ (89)
on
Ny = 0 e —53-= 0 emP,FP eP
\ X P I S

Para as funcoes de forma ¢_» ¥, en , correspondentes ao no P_, assim
como ¢, ¥, e n, relativas a P, as condi¢oes a serem impostas sdo

analogas aquelas acima.

A obediencia as condigoes expressas por (87), (88) e (89) garante a
interpretacao fisica dos parametros Wj’ o, e Bj da solucao aproximada
(86).

Essa mesma interpretacao fisica vai facilitar enormemente o tratamento
da condigao de contorno mista (apoio simples), conforme sera visto

mais adiante.

Quanto a funcao ¢,, que tambem comparece em (86), sabe-se que ela @
diferente de zero apenas nos elementos finitos contiguos a fronteira Cd.
Dentro desses elementos, ¢, varia com as coordenadas x e y, de modo a
satisfazer, nos vertices da fronteira mencionada, as condicdes de contorno
essenciais (72) e (73). Nesses mesmos elementos, nos nos internos, nao

pertencentes a Cd, tem-se:

- 9o _ 3%0 _
¢° e oxX 3y 8

Evidentemente, quando as condigoes de contorno essenciais forem homogeneas
(engastamento perfeito), sera:
$o = 0

em todos os elementos.
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Na construcdo de ¢o sao Uteis as expressoes (81) e (82), e essa
construgdo segue marcha analoga aquela que sera apresentada a seguir,
para a determinacao das funcoes de forma ¢j’ wj en,.

Quanto ao elemento finito que se quer apresentar, note-se que, sendo
nove os parametros nodais (tres em cada no: um deslocamento e duas
rotacoes), sera necessario um desenvolvimento polinomial de nove termos
para expressar univocamente o campo de deslocamentos w em fungao dos
parametros nodais.

Aparece assim a grande dificuldade. Observando-se o triangulo de
Pascal, nota-se que um desenvolvimento completo ate o terceiro grau

tem dez termos, ou seja, um a mais do que O necessario para o que se
tem em mente. E o que e pior: o desprezo de qualquer termo do terceiro
grau gera uma assimetria na expressao da fungao de forma (recorde-se

que os termos de grau zero, primeiro e segundo graus nao podem ser
deixados de lado).

Levando em conta que, para o triangulo, as coordenadas naturais (ver
o Anexo B), como o proprio nome diz, sao muito mais apropriadas, surgiu
um elemento para o.qual se propos:

W Loy Lot Lo wu (L Lr 0,50 L L)+

+ ws(LPL +05L L L) +uwe(l>L +0,5L L L)+
s r P r s P S P r s

+

wr(L> L +0,5L L L) +we(L>L +0,5L L L)+
P T P r s r s p r s
2
+ wg(LS Lp + O,5Lp Lr LS) (90)

Atraves da regra da cadeia:

o aLp ? . al_ 3 . 3L, 9

5%~ Bx 3L 5% 30" T 3x 3L (91)
P T S

e, levando em conta as expressoes (B-5), (B-6) e (B-7) do Anexo B,
obtem-se:
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W p 2
[(»1+ wu(Lr + 0,5Lr LS) + ws(O,SLr Ls) +

+we(2l Ly + 0,50, L) + wr(2l, L4050, L) +

+ w3(0,5 Lr LS) + MQ(L: + 0,5Lr LS) ] +

B

+ ?—-f wpt wn(2l, Lo+ 0,5 L) + ws(L2 + 0,50 L)

+ we(0,5L L) + wr(L2 + 0,50 L) + wa(2L Lo+0,50 L) +

B
w9(0,5Lp LS) ) + =

+
> @

[(Ds+ wu(O,SLP Lr) +

+ws(2L  Lo+0,6L L) + we(L2 + 0,51 L) +

+

w7(0,5L L) + wa(LZ + 0,50 L) + ws(2L L +0,5L L) J
(92)

Analogamente, sendo:

5 oL 3 oL_ 2 dL J
=5y 3t 3y 3t 3y B0 (93)
y ~ %y er) oy 8L T ey 3L

obtem-se:

Na expressdo acima, o contelido dos colchetes & identico ao dos da
expressao (92), na mesma ordem.

Pode-se agora, de posse das expressoes de w, dw/dx e dw/dy, que sao,
respectivamente, a (90), a (92) e a (94), determinar as funcoes de forma
do elemento P P P s assim como a funcao ¢,, naqueles elementos onde ¢,
e diferente de zero Em cada caso se recai num sistema de nove equagoes
a nove incognitas (w; a we).
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Para a determinacao de ¢p; basta imporem-se, nas equagoes (90), (92) e
(94), as nove condigoes expressas por (87), notando que em Pp: Lp 1
L. =L_=0; em P.: L_=1, Lp = L= 0, e emP_: LS =1e Lp =L_=

r S r

Para wp, as condicoes sao as (88) e para n,s 2s (89).

Para a determinagao de o, ed. V. eP, en eng, as condigoes a serem
impostas sao analogas as (87), (88) e (89), respectivamente.

Na construgdo de ¢,, obriga-se que (90) obedeca a condigao de contorno
essencial (72), e que (92) e (94) obedecam as condi¢oes resultantes da
resolucao do sistema (81) e (82). Essas imposicoes se fazem, na

fronteira Cd, apenas nos pontos nodais.

Continuando, note-~se que a equacao (79) indica a necessidade de se
determinarem as derivadas segundas das funcoes de forma e da fungao ¢,.

Para isso, podem-se utilizar os operadores (91) e (93), aplicados as
expressoes (92) e (94), particularizadas estas Ultimas para as fungoes
de forma e para a funcao ¢, (atraves dos correspondentes coeficientes

w; A we, ja determinados).

A determinacdo das .integrais que comparecem em (79) pode ser feita, com
muito mais facilidade, se se usarem as formulas B-11 e B-12, do Anexo B.
Uma alternativa muito pratica para isso & o uso de integragdo numerica.

Finalmente, quanto a satisfacao ou ndo dos criterios de convergencia,
pelo elemento apresentado, isto sera discutido mais adiante. Antes sera

apresentada a formulagao matricial do metodo.

3.3.3. Formulagao Matricial

Inicialmente, recordar-se-3o as premissas basicas de aplicacao do Metodo
dos Elementos Finitos, particularizadas para o elemento triangular
esbocado no item anterior.



Assim, subdivide-se a placa em pequenas regioes triangulares, separadas
entre si pelos seus lados. Os vertices dos triangulos serao os pontos
nodais Pj, numerados de 1 a n (os nos pertencentes ao trecho Cq do
contorno nao sao numerados, pois neles os deslocamentos, assim como as
suas derivadas primeiras, ja sao conhecidos).

Os parametros nodais de Pj sao, como ja foi visto, o deslocamento wj
e as rotacgoes o, = (awlax)j e Bj = (aw/ay)j. A Fig. 23 ilustra o que
se disse:

X

Figura 23

A Fig. 24 mostra, em hachurado, os elementos finitos nos quais as fungoes
de forma ¢j’ wj en; sao diferentes de zero. Nota-se nessa figura o
carater localizado das fungoes de forma.

Na Fig. 24, em cada um dos seis elementos hachurados, as funcoes ¢j,
wj en, sao constr uidas conforme conduta esclarecida no item anterior.
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Figura 24
A solucao aproximada (86) tambem pode ser escrita como:
W= ¢o + g? EP (95)
(a letra b vem da palavra inglesa "bending").
0 vetor gﬁ
a’ =< é? > (96)
b
n )

e 0 vetor dos parametnos nodais.

0 subvetor genérico g? e escrito:

<J W.
J
al = a. }> (97)
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_ oW _ /9w
como, = (x); e By = (Ey)j :

0 vetor £ e dado por:

0 subvetor generico éj consiste em:

1
g, = . (99)

=] | J
T]j j

Para se chegar a formulacao matricial do metodo, inicialmente introduz-se
na equacao (79) a solugao aproximada (95). Em seguida, iguala-se ¢, na
expressao (79), a cada uma das 3n fungoes de forma :contidas no vetor £ ,
sucessivamente (ou seja, basta fazer ¢ = £). Obtem-se, dessa maneira,

um sistema de .3n equacoes algebricas lineares que, uma vez resolvido,
levanta as incognitas do problema, que sao 0s 3n parametros nodais
contidos no vetor EP- A luz do conhecimento desses parametros nodais,

a equacao (95) se constitui na solugao (aproximada) do problema.

0 sistema obtido, em formato matricial, e o seguinte:

K 2 = (100)
onde: 2 T =T T T
" 92g 8%g"  9%p 3% 9% 3% %5 3%t
Ko =D + + v + +
& ax2 ax? 9y? oay? ax% ay? oy? ax?
22 a2 g
+2(1 - v) ] dx dy (101)

9X 9y 90X dy



.66.

A matriz Ko € a matriz de nAQAdez da placa, da teoria de primeira ordem.
Una sua submatriz generica (K ); ; e dada por:

’ T ) T T T
. - 328, d2%&. . .3%E. 2% 9%, 9%, 3%k, 9%,
(Kg)i, =D JJ [ o N SRYY A e AP e L Y
-4 ax*  3ax?  ay? oy? xZ  3y®  ay?  ax?
2%¢, azgf
+2(1-9) 555y 9% 5y ] dx dy (102)

Constata-se facilmente que:

b _ b
(l<0)lJ - (__0)

Em outras palavras, a matriz EE e simetrica. Este fato & conseqilencia da
adogao da hipotese de Galerkin e do fato de a equacao diferencial de

Lagrange ser auto-adjunta.

0 vetor:

9§ _ -
P = - J §:?M ds + J §_Vn ds + jj £ p dx dy +

C0 ) Co Q
9% 9%¢o  9%L 3%¢g 32 3%bo  3%E 3%y
-D J‘ { + + v(———- + — ) +
o 3x*  3x®  ay? ay? dx2  9y? ay? ox?
%8 3%,
+2(1 - V) s 5 a—my‘] dx dy (103)

e o veton dos esforcos nodais equivalentes.

0 subvetor generico f? e dado por:
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et :
b 55 o . ,
L = - J T Mn ds + J §iVn ds + JJ g P dx dy +
_CG . CO- . f
8%g. %o 3%E, %o 90%t. . 8%y  9%E, 3%
- D [ = . + v(—= + =
0 ax?  ax? dy? oy? ax? ay? oy?  ox?
F?
N T L ;
+ 2(1 - v) 5x 3y X3y ] dx dy = M2 (104)
MX

1

0s esforcos nodais equivalentes se constituem de uma forga vertical e dois

momentos, aplicados no ponto nodal Pi’ conforme esbogcado na Fig. 25, e
equivalem ao carregamento externo que atua na placa, assim como aos
deslocamentos e rotagoes impostos em Cd.

x

z
i

N
/7

Figura 25

Y

Para finalizar este item, diga-se que valem aqui todas as observagoes
feijtas no final do Item 2.3.4 sobre o fato de a matriz de rigidez ser
bandeada.
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3.3.4. Condicao de Contorno Mista (Apoio Simples)

Num trecho da fronteira onde existe uma condicao mista de contorno

(apoio simples), sao conhecidos:
- recalque de apoio (condicao essencial):

| W= W(s) | (72)
- momento fletor externo aplicado (condigado natural):

M = Mn(s) (74)

Tendo em vista a formulagdo matricial do Metodo dos Elementos Finitos,
aljada 3 interpretacdo fisica das incognitas (parametros nodais), o
tratamento da condicdo de contorno mista e muito simples.

Em primeiro lugar, ainda na formulacdo do Metodo dos Residuos
Ponderados, a funcao ¢ de ponderacdo deve obedecer, alem de as condigoes
¢ = (3¢/9n) = 0 em Cd, a restricao adicional ¢ = 0 no trecho do contorno
simplesmente apoiado. Portanto desaparece neste trecho a segunda das
integrais que figuram no segundo membro de (79).

Alem disso, com relacdo a solucdo aproximada (80), a fungao ¢, deve
obedecer agora, alem de as condigoes ja impostas em Cys

do =W(s) e S -3(s)
3 restricao adicional ¢, = w(s) na borda simplesmente apoiada.

Quanto as funcgoOes coordenadas ¢j, que tambem figuram em (80), elas
devem respeitar, alem das exigencias

¢ =0 e 3?1
J 5n -0 emCys

a seguinte outra imposicao:

na borda simplesmente apoiada.
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Na aplicagdo do Metodo dos Elementos Finitos, os pontos nodais pertencentes
3 borda simplesmente apoiada devem ser numerados, como se se tratasse de
uma fronteira do tipo C; (borda Tivre).

Entretanto nao se definirao, nos pontos nodais P. pertencentes a borda
simplesmente apoiada, as funcoes de forma ¢ correspondentes aos
desltocamentos wJ. Naqueles pontos havera somente dois parametros nodais,
que sao as rotacoes aJ e 6 , cujas funcoes de forma associadas sao,
reSpect1vamente w e nJ NOtP se que a simetria da matriz de rigidez

Ko ficou 1na1terada

Para terminar, ressalte-se que a fungao ¢p, que comparece na solugao
aproximada (95), deve obedecer agora, alem de as restricoes impostas em

C,:
¢ - 90 _ 3
¢o = w(s) e T 6(s)
as condicoes adicionais
. 9o _
$o = W(S) e T 0

nos elementos finitos contiguos a borda simplesmente apoiada.

3.3.5. Criterios de Convergencia

Recorde-se que convergencia, no Metodo dos Elementos Finitos, significa
"tendencia a solucdo exata com a diminuicao de tamanho dos elementos
finitos".

No caso das placas, as condigBes para haver convergencia sao dadas a

seguir.

Em primeiro lugar, a expressao aproximada do campo de deslocamentos
obtido ao longo da placa discretizada deve conter pelo menos todos os
termos de grau zero, primeiro e segundo graus:

=LA + Bx + Cy + Dx? + Ey? + ny}+ e

minimo de termos necessarios



Esta exigéncia corresponde ao caiterio da completeza e e muito facil de
ser obedecida. Basta que as funcdes de forma escolhidas con _tenham,
na sua expressao, todos os termos de grau zero, primeiro e segundo graus.

0 elemento finito triangular, apresentado no Item 3.3.2, satisfaz este
criterio, pois as funcoes de forma adotadas (¢j, wj e nj), que sao
definidas por expressoes analogas a (90), contem todos os termos de

grau zero, primeiro e segundo graus em x e y.

Para se perceber este fato, simplesmente substituam-se, na equacao (90),
as expressoes de Lp, L el que sao dadas, respectivamente, por (B-5),
(B-6) .e (B-7), do Anexo B.

Fazendo-se isso, fica claro que, nas fungoes de forma ¢j’ wj en; > estao
presentes nao apenas um polinomio completo de segundo grau (0 que e
condicdo necessaria para a convergéncia) mas tambem todos os dez termos
de um polinomio completo do terceiro grau (o que torna mais rapida a

convergencia).

Por outro lado, os campos obtidos de w, 3w/3x e dw/dy devem ser continuos,
ao longo de toda a placa discretizada. Este e 0 citenio da conformidade,

dificil de ser satisfeito.

Evidentemente, tal criterio ficara obedecido quando as funcoes de forma
adotadas forem continuas e tiverem as suas derivadas primeiras continuas.
Neste caso, os elementos correspondentes serao chamados de elementos

conformes ou compativedls.

0 elemento triangular jia estudado e do tipo nao-conforme. Para a
compreensao deste fato, reconhega-se, inicialmente, que, no interior
dos elementos, ha com certeza continuidade das funcoes de forma e de
suas derivadas primeiras. Nos pontos nodais, tal continuidade tambem
existe, pois foi imposta. Resta verificar o que acontece ao longo
dos lados.
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Considerem-se, na Fig. 26, dois elementos que tem um lado comum i-j:

X
foe

\

Figura 26

Os deslocamentos w descrevem uma curva do terceiro grau ao longo do lado

comum:
w=A+ Bt + Ct? + Dt? (105)

pois w & expresso, como ja foi visto, por um polinomio completo do
terceiro grau em x e y. Assim, atraves de uma mudanca de coordenadas

do sistema xy para o sistema nt, indicado na Fig. 26, w Ssera expresso

por um polinomio completo do terceiro grau em n e t. Para n = 0, obtem-se
a (105).

Os parametros nodais W, wj, (awlat)i e (aw/at)j, que sao comuns a ambos
os elementos, fornecem quatro condicoes de contorno para w. Portanto os
deslocamentos w ao longo do lado i-j sao identicos para ambos os ele-
mentos, ja que uma curva do terceiro grau fica univocamente definida por
quatro condicoes. Conseqllentemente, a derivada:

QL

Y- B+ 2Ct + 3Dt2 (106)

=

tambem sera igual para ambos os ciementos.
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Agora note-se que a derivada 3w/dn, normal ao lado, que € expressa por
um polinomio completo do segundo grau em n e t (pois, como ja foi visto,
w se exprime por um polinomio completo do terceiro grau em n e t), fica,
para n = 0, descrita por uma curva do segundo grau em t.

Portanto  a derivada dw/en, ao longo do lado, estd indefinida, pois uma
curva do sequndo grau necessita de tres condigoes para bem defini-la, e
neste caso ha apenas duas, que sao:

oW oW
Assim, ao longo do lado, a derivada normal & descontinua, exceto (e claro)
nos nos, onde a continuidade foi forcada. Logo, o elemento triangular

apresentado e nao-conforme.

Convem fazer ainda uma observacgao final, relativa ao calculo dos momentos
fletores e de torgcao. Uma vez determinado o vetor g?, a solugao
aproximada fica definida pela expressao (95), abaixo reescrita:

W=do t £ a

As rotacoOes aproximadas sao:

T
o0&
oW _ 9¢p = b
% © 3x +—3X a (107)
T
of
BW - Bd)o :_ b
ﬁy'" 757-+ 57 a (108)

Analogamente, para os campos aproximados de curvaturas, se tem:

2
Q% 2% &b (109)
P, ox2 ox2  8x? T~

2, T
Q8w 9% % b (110)
o dy? oy?  ay* =
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T
1t 2%,k a’ (111)
Pry x 9y 3x 9y 9x ay
Em virtude da nao-conformidade do elemento triangular apresentado,:as
curvaturas sao calculadas no centro de gravidade dos elementos, onde
os resultados sdo confiaveis. Nota-se uma gradativa deterioracao dos
resultados conforme se afasta da regiao central dos elementos.

Uma vez calculadas as curvaturas, atraves de (109), (110) e (111), os
momentos, fletores e de torgao, ficam conhecidos por intermedio das
expressoes (54), (55) e (56).

0 elemento triangular descrito, apesar de ser nao-conforme, e usado na
pratica, com muito bons resultados. Ele foi proposto por Zienkiewicz.
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4, TEORIA DE SEGUNDA ORDEM DAS PLACAS

4.1. Equacionamento Diferencial

4.1.1. Premissas Basicas

Sera abordada, a seguir, uma teoria de segunda ordem, ou seja, geometri-
camente nao-linear, de carater simplificado, e aplicavel ao estudo das
placas elasticas delgadas.

Admitir-se-a que as deformacoes lineares €, assim como aquelas angulares v,
continuem sendo muito pequenas (da ordem do milesimo). Assim, a Lei
de Hooke seque valida, isto &, fica preservada a linearidade fisica.

Por outro lado, sabe-se que a ordem de grandeza das rotagoes e que
define o major oumenor grau de precisdo exigido na construcao de uma
teoria de segunda ordem.

Classificam-se as rotacgoes, de acordo com a sua ordem de grandeza, em
tres tipos:

a) Rotagoes muito pequenas (ordem de grandeza de 0,001): sao
aquelas da teoria de primeira ordem. Para elas valem sempre
as aproximacoes (1) e (2).

b) Rotagoes pequenas (ordem de grandeza de v 0,001 = 0,03): sao
aquelas rotagdbes que, apesar de nao serem grandes, tem intensidade
suficiente para provocar efeitos de segunda ordem. O presente
estudo e feito para rotagoes dessa ordem de grandeza.

Para uma rotacao dessa intensidade (a = 0,03), podem-se confundir
0 seno, a tangente e o arco (em radianos), de acordo com a
aproximacao (2).

Quanto ao cosseno, sera feito unitario quando aparecer como
fator multiplicativo. Entretanto, sempre que uma deformagao
e a diferenca (1 - cos a) figurarem como parcelas de uma mesma
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express3o, a aproximagao (1) ficara impossivel de ser aceita,
pois (1 - cos o) sera da mesma ordem de grandeza da deformagao.

Neste caso, adotar-se-a a aproximagao:
a?_
cos o =1-% (112)

que corresponde a se tomarem os dois primeiros termos do
desenvolvimento da funcdo cosseno em serie de Mclaurin. O
terceiro termo desse desenvolvimento, que envolve a quarta
poténcia da rotagao, evidentemente fica desprezivel quando
comparado com a segunda potencia, para o = 0,03.

Mencdo sera feita, no desenrolar da exposicao, sempre que tais
simplificacoes forem usadas.

c) Rotagoes ghandes (ordem de grandeza maior do que 0,03): para
essas nao valem mais as aproximacoes introduzidas.

0s problemas que envolvem grandes rotagoes sao de equacionamento
complicado, mas felizmente tem pouquissimo interesse pratico.

Para eles deixa de valer, em geral, a Lei de Hooke.

Assim sendo (ver observagdo (e) do Item 3.1.1), as deformagoes do plano
medio da placa (encurtamento ou alongamento) nao podem mais ser esquecidas,
porque alem das forgas de membrana dai decorrentes serem agora de

grandeza apreciavel, o fato de as rotagoes nao serem mais muito pequenas
faz com que aquelas forgas interfiram no equilibrio transversal do
elemento da placa.

Logo, o problema perde a linearidade geometrica, pois doravante o equili-
brio sera escrito na estrutura deformada, e as relagoes deformagao-deslo-

camento serao nao-lineares.

A natureza do estudo a ser feito permitira que se considere, no comporta-
mento a flexao da estrutura, o efeito de cargas externas atuantes no plano
medio da placa (a ele paralelas).
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Para facilitar a formulagao, todas as condicoes de contorno essenciais

serdo supostas iguais a zero.

4.1.2. ‘Equilibrio no Plano

Continuam valendo aqui as equacoes de equilibrio no plano (12) e (13),
que foram deduzidas com base na Fig. 3.

Quanto as condigoes de contorno, tem-se, em Cd:
u=20 ~ (113)
condicoes essenciais
(114)

<
il
o

Em C_, permanecem validas as condicOes naturais (21) e (22).

Nas equacbes (12), (13), (21) e (22), todas de equilibrio, esta
embutida a aproximacao de se fazerem unitarios os cossenos das rotagoes:

a = sena = tga-= %g- (115)
e
BR=sen B =1tg B = %g (116)

que se verificam em planos perpendiculares aos eixos y e X, respectiva-
mente (observe-se que nas expressoes (115) e (116) fizeram-se iguais o
arco, o seno e a tangente, de acordo com (2)).

Em outras palavras, as equagoes (12), (13) (21) e (22) valem, estrita-
mente falando, para N_ cos a, N_ cos B, N__cos B e N__ cos a (ver

X y Xy yX
Fig. 3).

Entretanto, por serem o e B da ordem de 0,03, como ja se disse, e pelo
fato de cos a e cos B aparecerem como coeficientes multiplicativos,
fizeram-se, naquelas equagoes:

cos o = cos B =1
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4.1.3. Equilibrio Transversal

Seja feito, na Fig. 3, um corte no elemento dx dy, atraves de um plano
perpendicular ao eixo y:

dx X
=y
N_dy
o
at %%—dx
aN
(N, + = dx)dy

Figura 27

A projecao das forgas N_ na direcao z produz:

L
. 9
- N_dy sen o + (N_ +'TS§ dx) dy sen (a + 5%dx)

Considerando (115), a expressao acima fica:

oN

, dw X aw |, 92w
= N dy 53+ (N + 5% dX) dy (5% + 5—)Ei-dx)

Desprezando-se o infinitesimo de segunda ordem, vem:

2 aN
N_ 3W dx dy + —= LN dy (a)

dx? X 3x



.78.

Analogamente, a projecao das forgas Ny na vertical reduz-se a:

2 oN
N2 gy dy + —L W gy gy (b)
| Y ay? dy 9dy

Por outro lado, a projecao das forgas ny na direcao z se escreve como:

aN
; X 3B
ny dy sen B + (ny th =2 dx) dy sen (B + % dx)

Levando (116) em conta, vem:

aN aZw

= aw xy CLISC)
Ny & gy + (N + =55 dx) dy (55 + 535y 4x)

ou, esquecendo-se do infinitesimo de segunda ordem:

92w
Xy 9X dY

5
Yy 2w dx dy

N aX 9y

dx dy +

Uma expressao analoga pode ser obtida para a projecdao das forcas

N =N__ na vertical. A soma das projecoes das forcas N. e N __ e
yX Xy Xy VX
dada por:

(2N, SW % W, x Qﬂ) dx dy (c)

Xy 0X oy oX dy dy  ox

As expressoes (a), (b) e (c) devem ser adicionadas a carga transversal
p dx dy que atua no elemento.

Fazendo-se isso, a equagao de equilibrio que era, na teoria de primeira
ordem, dada pela (61), agora se expressa como:

92M 92M 32M

2 2
X g X, Yo (p+N LM,y 2W,
ax? 3x 9y  dy? *ax2z Y ay?
92w aw oW
+ 2ny 39X By -hX ‘5'5(— -hyY *5-)7) (]]7)
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(observe-se que, quando se somaram as expressoes (a), (b) e (c), as
equacoes de equilibrio no plano (12) e (13) foram invocadas).

Finalmente, considerando-se as relacgoes momento-curvatura (54), (55) e
(56), a expressao (117) assume a sua forma final:

2 2 2
DV w=p+N M4y W, oy W oy iy W (g
X y xy
ox?2 oy? 3x dy dx dy

Quanto as condigoes de contorno de (118):

a) Em C, reinam as condigoes essenciais (72) e (73), agora tornadas

homogeneas:
w=20 (119)

oW _
l 5 0 (120)
Isso corresponde a um apoio do tipo engastamento perfeito.

b) Em Cozpermanece a condigao natural (74). Entretanto a condigao
(75), tambem natural, deve ser modificada. Para isso considere-se,
na Fig. 4, o equilibrio transversal do prisma infinitesimal 1a

esbogado.

As cargas externas h Xeht, por serem conservativas, ndao tem
projecao vertical. Sendo assim, a expressao (75) agora fica:

V ds

n

i oW aw
V ds - (NX ds cos §) % (Ny ds sen ¢) 5§'+

ow aw
(ny ds cos §) 3y " (ny ds sen §) '

ou ainda

v w _
Vn =V (NX cos & + ny sen §) 5% (Ny sen § +

ow
+ ny cos §) 3y
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Considerando-se (21) e (22), tem-se, finalmente:

V =V -h¥ —~-hVa (121)

4.1.4. Acoplamento dos Efeitos de Membrana e de Flexao

As equacoes diferenciais de equilibrio (12), (13) e (118), com as suas
condigoes de contorno, governam o comportamento da estrutura. As
incognitas sio os deslocamentos u, v e w dos pontos do plano medio da
placa. [ necessario, pois, escreverem-se as forgas de membrana em
fungdo daqueles deslocamentos. E o que se fara em seguida.

As deformagoes € ey e ny dos pontos do plano medio da placa sao
escritas, na sua forma mais geral, como (as expressoes seguintes sao
validas, como se sabe, quando as deformagoes sdao muito pequenas):

_3u , 1 ,3u 1 ,9vi2, 1 ,ow,?
e =ax 7 )tz )tz G

v, 1 ,0u 2 1 0v 21 0w
e, =gyt (3y) * 7 (53) 7 (5y)

Yoy "3y Yax Tox 3y tox 3y T ax By

Devido @ grande rigidez da placa no seu proprio plano, e ao fato de as
rotacoes 3w/3x e dw/dy serem pequenas, as grandezas

au ou oV oV

— —_— ——— e —

ay

sao muito pequenas, da mesma ordem de grandeza das deformagoes. Assim,
as expressoes anteriores ficam:

_3u 1 ,3w,?
x =5 7 5y (122)



81.

Cav L 1 w2 '
fy =3y * 2 (5y) (123)
©_du , 9V , oW IW
Yxy = By T 5% * ax oy (124)

As expressoes acima constituem as relacoes deformacao-deslocamento para
a interacao entre os efeitos de membrana e os de flexao. Elas constam
de uma parte linear (que ja foi discutida no Item 2.1.3) e de outra
parte, n3o-linear, que pode e deve ser interpretada a luz das aproxima-
¢oes introduzidas no Item 4.1.1.

Por exemplo, para a parte nao-linear e; do alongamento €

X

dx

a
oW
5§-dx

dx(1 + e;)
z
v
Figura 28

De acordo com a Fig. 28, pode-se escrever:

dx(1 + €.) cos a = dx

Portanto, apos algumas operacoes algebricas:
€' *cosa=1-=-cos a
X

No primeiro membro da expressao acima, cos a aparece como fator multi-
plicativo e pode, portanto, ser feito igual a unidade. Fica:
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€ = 1 cos o

.82.

Agora, € e (1 - cos o) figuram como parcelas de uma mesma expressao.

Utilizando a aproximagao (112), vem:

Finalmente, em virtude de (115), resulta:

- 1.(§EA2
€ 7 7 \5x

como se queria demonstrar.

Para a parte nao linear e; de €ys @ demonstracgao e analoga.

Em relacao a parte nao-linear y;y da distorcao Faeg® considere-se a

Fig. 29:

/2 - Yy
z
A dx
c A a s
L |
. 8¥k S
Y
B D B
Figura 29

Dela pode-se escrever:

T —

AC = AB cos (—%_,T—-—-y' ) = AD sen B =AB sen o sen B
Xy
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sen Y;y = sen o sen B

ou, 0 que e equivalente:

sen Y;y = cos o tg a cos B tg B
ou ainda:
sen Y;y = C0S « %% cos B %g
Mas cos a = cos B = 1, por figurarem como coeficientes multiplicativos.

Por outro lado, sendo y;y uma distorcao muito pequena, o resultado final

-

e:

como se queria demonstrar.

Continuando, injetem-se as equacoes de compatibilidade (122), (123) e
(124) nas equagoes constitutivas (6), (7) e (8). Obter-se-ao as forgas
de membrana em funcao dos deslocamentos:

2 ( 2
N o= hE g, 1w, fov, 1 aw ]} (125)
1-v2 9x 2 3x ~ 9y 2 9y
2 f 2
No=ohE gy 1wt au, 1wy ]} (126)
Y1 -2 3y 2 dy \3X 2 93X
N =—DE 1=v du, 3v, 3w 3w, (127)

oo -2 2 dy 3x dx 9y

A introducao das expressoes acima nas equagoes de equilibrio (12), (13)
e (118).gera um sistema de tres equagoes nas incognitas u, v e w.
Trata-se de equagoes diferenciais nao-lineares, acoplando os efeitos de
membrana com os de flexdao. A solugdo analitica desse sistema e
desconhecida para o caso geral,
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4.1.5. Um Problema Particular: o da Flambagem

Supondo-se que p = 0 em , Mn = =0 em Ca’ e que o carregamento plano
h X, hY (emQ), hX, hY (emC
mente a um parametro A (fator de carga), a partir de um certo valor de A
(que sera denominado critico), a chapa pode passar a ter, alem da
configuracao trivial de equilibrio (w = 0), uma outra configuracdo
(estavel) de equilibrio, enquanto que a trivial se torna instavel. Em

outras palavras, pode ocorrer um ponto de bifurcacao do equilibrio

vn
5) cresce, a partir de zero, proporcional-

(flambagem).

0 fenomeno da flambagem, se acontecer, sera governado pela equagao
diferencial (118), quando nela se fizer p = 0:

2 2 2
DV wa=n (N¥ Wy w20y oyx  BTW oy BW s BW,
*oax2 7 oay? *Y ax ay X dy
(128)

Observe-se que as forgas de membrana N;, N; e N;y , devidas ao carre-
gamento de referéencia h X*, h Y*, h X* e h Y*, sao determinadas com o
uso exclusivo das equagoes (12) e (13) de equilibrio no plano, junto

com suas condigoes.de contorno (113), (114), (21) e (22).

A explicagao desse fato e muito simples. Quando A aumenta e atinge o
seu valor critico, a chapa flamba, mesmo para rotacbes 3w/dx e dow/dy
muito pequenas. Ora, se as rotagoes sao muito pequenas, as forcas AN; R
A N; e A N;y passam a ser fungoes so de u e v, e portanto determinaveis
apenas e tao somente com a utilizagao das condicOes de equilibrio no
plano.

Isto significa que a flexao nao influencia o estado plano, embora a
reciproca evidentemente ndo se verifique. E como se houvesse um
desacoplamento parcial das equagoes governantes.

Assim, a equagao (128) rege o fenomeno da flambagem quando este ainda
e incipiente. Neste ponto, uma importante advertencia deve ser feita:
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a expressao (128) serve apenas para determinar a carga de flambagem;
se houver a necessidade de se estudar o comportamento pos-critico da
chapa flambada, deve-se recorrer a teoria nao linear.

A equagao diferencial homogenea (128) caracteriza um problema Tinear
de autovalores. A solucdo trivial e imediata (w = 0). Por outro lado,
so havera solugoes diferentes da trivial para certos valores (em
numero infinito) de A, que sao os autovalores. As correspondentes
autofuncoes w sao os "modos" de flambagem.

0 menor dos autovalores(\ . = A __) define, para todos os efeitos
nin cY

praticos, o carregamento critico.

A pesquisa analitica de solucoes da equagao (128) foge ao escopo deste
trabalho, estando esse problema, inclusive, ainda nao resolvido para

0 caso geral.
Em relacdao as condigoes de contorno de (128), sao elas:
a) em Cys valem as expressoes (119) e (120).
b) em CU:

M =f =0 (129)

Portanto, de (121):

=y (- h ¥* ¥ _p oy W
Vo= (- h Rx - h TR (130)

4,1.6. A Membrana Infinitamente Flexivel (Rede)

Ate agora, supos-se sempre que a espessura h da placa fosse pequena
("thin plate").

Quando a espessura for muito pequena ("very thin plate") a rigidez da
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placa:

3
D= ER
12(1 - v?)

praticamente se anulara, e o equilibrio transversal do elemento infinite-
simal dx dy so sera possivel gracas ao aparecimento das componentes
verticais das forgas de membrana.

0 equacionamento diferencial feito, de segunda ordem, se aplica a este
caso, com muita propriedade e importantes simplificacoes.

Permanecem validas as equagbes (12) e (13) de equilibrio no plano.
Entretanto a equacao de equilibrio transversal, que era a (118), passa
a ser escrita, com D = 0, da seguinte forma:

2 2 2
OMW N QMW oy AWM ¥y, (131)

N
ax2 ¥ ay? X 9x dy X oy

X

Observe-se que a (118), que era de quarta ordem, passa a ser de segunda
ordem.

Quanto as condicoes de contorno do problema, continuam valendo as
expressoes (21) e (22), assim como as (19) e (20), estas ultimas feitas
homogeneas. Entretanto, para a equacao diferencial (131), desaparece

a fronteira natural C,s permanecendo apenas as condicoes de contorno
essenciais, sob a forma Unica:

w=20 (132)
Assim, os carregamentos Mn e Vn nao sao fisicamente possiveis de ser
aplicados a membrana.

0 problema da flambagem perde o sentido, pois, supondo-se p = 0, a
configuracao trivial de equilibrio (w=0) seria instavel, por menores
que fossemhX, hY, h X e h V.



87.

Em outras palavras: a membrana ndo tendo rigidez a flexao, fica incapaz
de gerar os momentos fletores e de torgao que seriam necessarios para
equilibrar a configuragdo alternativa de equilibrio. A mesma conclusao

0. A unica possibi-
0.

se pode chegar examinando a equagao (128), com D
lidade de solucdo, alem da trivial, e dada por A

4.2. Metodo dos Elementos Finitos

4.2.1. Introducao

Agora sera mostrado como pode o Metodo dos Elementos Finitos ser utili-
zado na resolucao do sistema ndo-linear constituido pelas equagoes de
equilibrio diferenciais (12), (13) e (118).

A introducdo do metodo sera feita, como sempre, via residuos ponderados
(Galerkin). Os conceitos basicos de ambos os metodos (residuos
ponderados e elementos finitos) sd@o os mesmos que ja foram elucidados
nos dois capitulos anteriores, e por causa disso nao serao repetidos.

4.2.2. 0 Efeito de Membrana
Neste item serdo tratadas as equacoes de equilibrio no plano.

Esta apresentacdo difere daguela que se fez no Capitulo 2, por levar em
conta, nas expressBes'deNx, Ny e ny, os efeitos de segunda ordem.

Pode-se partir das equagoes integrais de equilibrio (24) e (25), nas
quais se injetam as expressoes (125), (126) e (127). Produzir-se-ao
as duas sequintes equacoes:
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§ (
hhﬁ_g__ljlj 9% (32.+ " A ) dx dy + L JJ K23 (au + ) dx dy ]
1=-v a X 0x dy 2 Qay dy  9x

2 2
#—DE [ IJ EX,(EE) dx dy + v JJ QX-(EE) dx dy +
- 2(1 - v?) dx X ax 3y

s 1o Jj_gx_gg Moy + 12 JJ AW Ay gy ] i}
2 QByax 3y 2 Q'c)yay X

h JJ x X dx dy + h J x X ds (133)

C
ag

(0 [” A @AY 4y Y dx dy + - —\)”ﬂ(@i+y—) dxdyJ+
1-v a dy oy 90X 2 a

+ EE;D:E;;Y [ IJ 2; (2:) dx dy + v JJ A A% 4y dy +

£

2 a 3ax 9x oy 2

= h JJ x Y dx dy + h J ¥ ds (134)

c
o]

0 proximo passo consiste em discretizar a placa atraves de uma malha de
elementos finitos (triangulares). Os pontos nodais Pj sao numerados de
1 an. Relembre-se gue os nos pertencentes a Cyq nao sao numerados, pois
neles os deslocamentos e rotagoes ja sdao conhecidos (valem zero neste
capitulo).

Para interpolar os deslocamentos u e v, considerem-se as aproximacgoes
(30), com Xg = X = 0s escritas a seguir:
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u=u. X. (135)
RS (136)
A interpolagao dos deslocamentos w e dada pela (95), com ¢, = O:
w=g'a" =" g (137)

Em seguida, introduzam-se as interpolagoes (135), (136) e (137) .nas
equacoes integrais (133) e (134).

Depois faga-se, nessas equagoes, x = x1 (de acordo com a sugestdo de
Galerkin). Obter-se-ao as duas primeiras equacoes do sistema. E assim
por diante, ate que para x = 2 serao produzidas as duas ultimas equacoes,
num total de 2n equagoes.

Escrevem-se abaixo os resultados obtidos para y = X ¢

dX. OX. 9X. 9Y.
h E i 1T =v M A
1 - 2 [ JJ U ( 5x ax T 2 oy ay) 09 9 &
1
X, OY. 9. 9Y
i 4 1 -v A 74
+ JJ v (v 5% T T x%) dx dy ] +
f
T T
3x g 3 ax 0E 3¢
4 hE JJ [ o ()T = ‘:i‘EP . 75%_(§P)T 5::‘5;'§P N
2(1 = v?) a y 9y
T T
1-v%% oy 283 B3 i
o gy (@) (ﬁ—ay‘*gya—x)inXdY—
= h JJ x; X dx dy + h J X; X ds (138)
f2 C

Q
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1 -2 dy 9x 2 9x 9y
3x. o d

( X; 05 1 oy OXg 9%;
+ 1Y (ay 5y T T % 55) dx dy +

Q

y 9E 3T 9y 9E 9EL
2(1 - v?) a dy oy oy oy X 99X
T i
of 9% 9 9§

1-v i ,.byT ,°= %= et b _
I @ a0 2 G-
= h JI X; Y dx dy + h { Xx: Y ds (139)

0 sistema de equacoes resultante, em formato matricial, e o seguinte:

Ko aP+G a°

i (140)

Pe

A matriz EE e dada pelas expressoes (33), (34) e (35). O vetor a
dado por (36) e (37). Por outro lado, o vetor f? e fornecido pelas (38),
(39) e (40), com X, = X, = 0. Alem disso, o vetor EP esta definido pelas

expressoes (96) e (97).

A matriz G se escreve como:

G = (141)

A i-esima submatriz de G e dada por:



G. =

—1

hE

2(1 -vz)

][

o)

oy (%

8xi
X

1 =V
(A+VB) —5
(B+vVvA)+ '_TTji

onde as matrizes A, B e C sao definidas por:

Observe-se a simetria de A, B e

As matrizes A, B e C sao de

A:

|
]

E:

ordem 3n x 3n.

9f 9%

5% SO

3¢ 3T

3y Ay

35 3L 9E OF

3 3y T 3y 8%
c.

ordem 3 x 3, sao as seguintes:

2]

Assim, fica claro que a

sera de ordem (2n x 3n).

nodais contidos em a".

Em suma, ha n equacbes matriciais, das quais a i-esima,

b

T
ax  9X

T
3y dy
o az of BET
T I S
aX oy 9y  9X

matriz G, & de ordem

[«¥]
gz

| o

o

] dx dy

i C ] dx dy

As suas submatrizes, de

1.

(142)

(143)

(144)

{145)

(146)

(147)

(148)

(2 x 3n), enquanto que G

A matriz G e funcdao linear dos parametros

em notagao
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indicial, se escreve:

P

P b _ P
(Eo)ij Ej t6;a = fi

Cada uma dessas equagoes matriciais se desdobra em duas equagdes comuns.

0 sistema (140) nao pode ainda ser resolvido, pois ha nele 5n incognitas

e apenas 2n equagoes.
No item seguinte serao determinadas as 3n equacgoOes restantes.

4.2.3. Flexao. Matriz de Rigidez Geometrica

Neste item sera tratada a equacao (118), de equilibrio transversal.

Considere-se a funcao de ponderacao ¢ = ¢(x, y), definida no Item 3.2.2,
Multipliquem-se ambos os membros de (117) por ¢, e integre-se o resultado
no dominio da placa:

32MX 32M 32M
H¢( -2 Xy y)dxdy+”¢pdxdy=
ax2 ax oy  oy? &

2 2 2
=-H¢(NX?_.”!+N W o, My dx dy +
4 ax? Y ay? XY ax 9y

+” ¢(hxg_‘;+hv%§’7) dx dy (149)
9]

A integracao por partes da primeira integral que figura no primeiro membro
da equagao acima leva, como se viu no Capitulo 3, ao seguinte resultado:
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o A, M 3%M
JJ (= -2 2T 4 Yy dx dy + JJ ¢ pdx dy =
ax? ax 3y  ay? 0

' ' 2 .
. JJ Ry 2y oo 2%y ) axdy +
R

ax2 ay?2 ¥ ax oy
-] 3¢
I T Mn ds + J ) Vn ds + JJ ¢ p dx dy (150)
c Q
[e] (e}

Considerando-se as relagoes momento-curvatura (54), (55) e (56), e tambem
as condigoes de contorno naturais (74) e (121), a expressdo (150) fica:

32M 3%M 32M
JJ o (—= -2 o4 ) dx dy + JJ ¢ p dx dy =

ax2 ax 3y  oy? a

2 2 2 2 2 2 2 2
.- JJ [ 3% 3w . a/¢ %w , 3% 3w 3% % .
& ax? ax? x%? ay? oy? oy? dy? ax?

) 32¢ 92w 3¢ & o
+ 2(1 - v) 5X 3y 3X Dy ] dx dy - J ==~M ds + | ¢ V, ds +
c C

o 0]

h J 6 (KoY + 7 g§) ds + JJ 6 p dx dy (151)
= 2

Trata-se, agora, de integrar por partes a primeira das integrais que

comparecem no segundo membro de (149). De acordo com o Anexo A,

obtem-se:

3N
- JJ (0 N,) 5> () dx dy = jj (6 5= + o2 N ) 3 ax dy +
)

ow
= J o Nx 3y €0S § ds
C

g
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- aN .
3 dw _ y . 3¢ o
ow
- I o) Ny sy-sen § ds
C
(0]
] o N ) 2 (@Y dx dy = (¢3NXY+3—¢N ) ¥ g4x dy +
xy! 3x By y 5% T 93X 'xy’ 3y Y
Q Q
ow
- J ¢ N y Sy-cos § ds
CO'
1 e N )2 (@Y dx dy = (¢8NXY+?91N ) W x dy +
xy’ By “ax Y 5y T 3y 'xy’ 3% y
Q Q
oW
- J 0 ny Ay Sen § ds
CO'

Portanto, considerando-se os resultados acima, e ainda as equacoes de
equilibrio (12) e (13), assim como as ‘condicoes de contorno naturais
(21) e (22), o segundo membro de (149) fica, apos algumas passagens
algebricas:

99 ow aw | _ g oW g ow

+ 5y(Ny §§'+ ny 520 } dx dy - h J ¢ (X ax T Y sy) ds (152)
C
o

Assim, introduzindo-se (151) e (152) em (149), resulta finalmente:
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2 2 2 2 2 2 2 2
DH[.M % 2% R%w 3% 2w 8% 3w
g L ax? ax? ax® ay? ay* .dy? ay? ox?
3%¢ 93w
X dy 09X dy

¥2(1 - v) 5 ] dx dy +

3¢ ow ow -a_¢ M _a_W )
+.JJ [ 5}'(Nx‘§§'+ ny 3y + 3y (Ny T ny ) ] dx dy =
£

= JJ ¢ p dx dy - J %%-Mn ds + J d Vn ds (153)
Q Cy Cq

Introduza-se a interpolagao (137) na equacao acima. Em seguida,
fazendo-se, nessa mesma equagao, a funcao de ponderacao ¢ igual a cada
uma das fungdes de forma contidas em £ , que e dado por (98) e (99), ou
seja, fazendo-se simplesmente ¢ = £ , obter-se-a um sistema de 3n equagdes
que, em formato matricial, e o seguinte:

K + K) a° = £ | (154)
A matriz BE e fornecida pelas expressoes (101) e (102). O vetor EP e
dado por (96) e (97). O vetor fP e expresso por (103) e (104), onde se
fez ¢o = 0.

Por outro lado, a matriz Ez e uma das componentes da matriz de rigidez
geometnica da placa (conforme mais tarde sera visto), e vem expressa por:

b _
Eg = JI (N, A+ Ny.ﬁ + ny_g) dx dy (155)

onde A, B e C sao dadas, respectivamente, por (143), (144) e (145).

e de ordem (3n x 3n), e uma sua submatriz generica ( b)..,

A matriz
—g'1]

Y. o
x

de ordem ( 3), se exprime como:
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b _ :
(Kg)is = ” (Ny Agy + Ny Bys + Ny Cy5) dxdy (156)
Y
onde Aij; §ij e gij sao dadas, reSpectivamente, por (146), (147) e (148).

E imediato que EZ e simetrica, pois as matrizes A, B e C tambem o sdo.

4.2.4. Acoplamento dos Efeitos de Membrana e de Flexao

Os dois sistemas de equagoes (acoplados), representados pelas expressoes
(140) e (154), resolvem o problema. E possivel escreve-los na seguinte

forma concisa:

onde K & a matrniz de nigidez da estrutura, da teoria de segunda ordem,
e e dada por:
K &
K = (158)
0 K> + kP
- —8

—0

Evidentemente, K nao apresenta simetria.

0 vetor a se expressa como:

|

n
R S
- %

(159)
§ <
e o vetor f se exprime por:
fP
f = (160)
fb

0 acoplamento dos sistemas (140) e (154) e devido a existencia da matriz G,

e tambem ao fato de que Ez, sendo fungao de Nx, Ny e ny, depende, conse-

qlentemente, ndo apenas de a°, mas também de aP.
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0 sistema (157) ndo pode ser resolvido diretamente, pois K @ funcao de a,

como ja foi visto.

Um dos processos possiveis de resolugao de (157) & o processo da iteracdo
dirneta.

Se inicialmente se admite um valor de a = 2° = 0, a primeira aproximagao

se obtem da sequinte forma:

|
-
|
———
|=
o
p -
1
L
—h

onde
KO = 1(_(3_0)

Observe-se que nesta primeira iteragao, pelo fato de ser a’ = 0, virao:
G=0e EZ = 0, isto e, os dois sistemas (140) e (154) ficam totalmente

desacoplados.

Repetindo-se o procedimento, pode-se escrever que:

EIl - (Kn'—l) _f

com

n—1 - _li (_a_n—l)

~

. ~ ~ " =1
Interrompem-se as iteracgoes quando duas solugoes consecutivas 3?
e a" resultam suficientemente proximas.

0 processo de iteracao direta pode ser ilustrado, para um unico grau de
liberdade, pela Fig. 30:
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Figura 30

Ha duas desvantagens no processo de iteracao direta que fazem com que
ele n3o seja utilizado na pratica.

Em primeiro lugar, em cada iteracao (exceto na primeira) e necessario
inverter-se uma matriz que n3do e simetrica (na primeira iteracao a matriz
e simetrica).

Alem disso, o processo costuma, com fregllencia, ser divergente, e mesmo
quando converge o faz com excessiva morosidade.

Por isso usam-se na pratica o processo iterativo de Newton-Raphson e tambem
0 processo incremental. Ambos se utilizam do conceito de matriz de rigidez

tangente, e serao explanados no Item 4.2.6.

Mas antes sera revisto o problema da flambagem sob o prisma do Metodo
dos Elementos Finitos.

4.2.5. Flambagem

Como foi visto no Item 4.2.3, a equagao diferencial (118), junto com as
suas condigoes de contorno naturais (74) e (121), conduziram ao sistema
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algebrico de equacoes (154).

Por um processo inteiramente analogo, a equagao (128), que rege o
fenomeno da flambagem, e mais as condigoes de contorno naturais (129)

e (130), conduzem a:

b b b
Ko + A (K)* | a =0 161
(K2 @) ]2 0 (161)
onde (EZ)* esta associada ao carregamento de referencia:

Pyx = * * * C) dx d 162
()% = [| v a+nesene o) ox gy (162)

As forgas N, N; e N§y sao calculadas, como ja foi visto, atraves das
expressoes (14), (15) e (16), para os deslocamentos u e v obtidos
numericamente da resolucao do sistema (140), com G = 0, para o carrega-
mento de referéncia h X*, h Y*, h X* e h V*.

A solucgao trivial g? = imediata em (161). Para que haja solucoes

0
e

e
diferentes da trivial, e preciso que:

det [513 + A (_lgz)* ] =0 (163)

A expressao (163) representa uma equacao polinomial, de grau 3n, em A.
A menor das suas raizes fornece o valor critico de A.

Observe-se que a equacao diferencial original (128) admitia infinitos
autovalores, porque o problema tinha infinitos graus de liberdade. Apos
a discretizagao, porem, ha apenas 3n valores possiveis de A, que sao as
raizes de (163). Esses 3n valores de A correspondem aos autovalores

mais baixos, e isto acontece porque o numero de graus de liberdade da
placa discretizada (que e igual a 3n, porque ha 3n parametros nodais)

nao e grande o suficiente para modelar modos de flambagem correspondentes
a autovalores elevados.

Ha inumeros processos de se determinarem os valores de A que satisfazem
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(163), e alguns deles sao extremamente eficientes, se em conta for levado
o fato de que interessa apenas o valor mais baixo de A. 0 assunto, porem,

foge ao ambito do presente estudo.

Para finalizar este item, observe-se que, uma vez determinado um qualquer
autovalor A, e injetado de volta na (161), ndo constitui condigao
suficiente para a definicao da correspondente autofuncao, pois EP fica

indeterminado.

Entretanto pode-se determinar EP em funcao de um qualquer de seus elementos
(que & feito, por exemplo, igual a unidade), simplesmente resolvendo-se

a (161), que deixa de ser homogenea, e cujo determinante, que teve a sua
ordem baixada de uma unidade (pois despreza-se a equagao correspondente

ao grau de liberdade fixado, a qual passa a ser combinacao linear das
demais; note-se que a simetria do determinante niao se perde), nao e

mais nulo,

Assim, as autofuncoes (ou modos de flambagem) (QP)T £ sao determinadas

a menos de uma constante, e dao uma ideéia apenas qualitativa da
configuragao alternativa de equilibrio da placa submetida ao carregamento
critico. Isso e uma caracteristica da teoria linearizada.

4,2.6. Matriz de Rigidez Tangente

A aplicagdo do Metodo dos Elementos Finitos, via Residuos Ponderados
(Galerkin), ao problema de segunda ordem das placas, levou ao sistema
(157).de equacgoes nao-lineares, abaixo reescrito:

kKas=f*F

Foi comentado que um dos caminhos possiveis para a resolucao de tal
sistema era o da J{teracac dineta. Agora serao apresentadas outras
maneiras de se chegar a solugdo de (157).

Antes, observe-se que a matriz K pode ser considerada como uma matriz de
nigidez secante.
Bibliotaca d= [:cola Pclitécnice
vé"-' i ‘ub

FT. 224
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Para esclarecer esse fato, raciocine-se inicialmente como se o problema
fosse de apenas um grau de liberdade, e a carga externa f aumentasse, a
partir de zero, ate atingir o seu valor prescrito (ver Fig. 31). Para

cada valor dessa carga, ter-se-ia:

K=K@) =~ =tg o (164)
A
f=f
] ()
w
' o
a
Figura 31

Na expressao (164), K representa o coeficiente angular da reta secante
ao grafico da fungao f = f(a), coeficiente angular este variavel com o
nivel f de solicitagdo da estrutura.

A ideia acima pode ser generalizada para varios graus de liberdade, se
as cargas externas, representadas pelo vetor f, crescerem de modo
proporcional, a partir de zero. Neste caso, na expressao (157), a
matriz K pode ser entendida como sendo uma matriz de rigidez secante.

Do ponto de vista tedorico, o problema considera-se resolvido (equacionado)
a partir da montagem do sistema (157). No entanto, como ja foi explicado,
a resolucao de (157) atraves do metodo de iteragao direta consiste em
procedimento tortuoso.

Buscando-se outros caminhos mais amenos de se obter a resposta do problema,
chega-se, em contraposicdao a ideia de matriz de rigidez secante, ao
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importantissimo conceito ‘de matniz de rigidez tangente.

Considere-se novamente o problema de um uUnico grau de liberdade para um
carregamento crescente a partir de zero:

Figura 32
Define-se nigidez tangente, para o nivel f de carga, a expressio:

K =

df _
T —E = tg w* (]65)

Assim, a rigidez tangente representa o coeficiente angular da reta
tangente a curva f = f(a), e & variavel com o nivel do carregamento.

Essa ideia pode ser estendida a um problema com varios graus de 1iber-
dade, na hipotese de o carregamento aumentar proporcionalmente a partir
de zero. Tem-se, entao, o conceito de matrniz de nigidez tangente:

K. da = df (166)

Portanto a matriz de rigidez tangente relaciona os incrementos de carga
com os acrescimos de deslocamentos.

Em seguida, serao introduzidos dois novos processos de se resolver o
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problema: o processo incremental e o metodo iterativo de Newton-Raphson.
Ambos chegam a solugdo, nao atraves do sistema de equagoes original (157),
mas sim utilizando a sua forma incremental (166). Mas antes e preciso
determinar a matriz de rigidez tangente.

0 ponto central da questdao &: como obter a Ko conhecida a K? As proximas
paginas dedicar-se-ao a esse mister.

Diferenciando-se (157), vem:

Kda+dKa = df (167)

A comparacao de (166) e (167) deixa claro que:
Kyda=Kda+dka (168)

Centralize-se a atengao na segunda parcela dK a do ségundo membro de (168).
Tendo em vista (158), pode-se escrever:

0 da
dk = (169)

0 dK

- -8

. b -
pois KE e K, sao constantes.

Considerando-se (159), vem:

dK a = <{ . (170)

Demonstra-se que:
dG a° = G da® (171)
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Para isso, basta demonstrar que:
dG;, a = G. da (172)

Mas a expressdo acima @ imediata, da simples observacao de (142).

Por outro lado, pode-se demonstrar tambem que & 1icito escrever-se:
dkP a® = 26T daP + H da® (173)
—g —— -— —_ — -

onde a matriz H @& dada por:

p -y E_g?(ab)T Q_} dx dy (174)

Como se percebe facilmente, H & simetrica. Alem disso, H & fungdo quadra-

tica dos e]ementoédq-g?.

Para demonstrar a expressdo (173), inicialmente introduzam-se as (125),
(126) e (127) na expressao de Ez, ou seja, na (155). Obtem-se:

b _heE du
& =3 2” [ Gx * Vv ay)A+( vge) B
-V
Q
1 -v ,3u , 3V h E oW oW

+ (——+—)C}dxdy+———-——-—H[( +
2 \3y T ax 21 - v7) aX BX
W oW W W W oW

Fvay oy A Gy sy v ) B

W oW , 3w BW
—7 Gx 3y * By 'a"x)E) dx dy
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Injefando—se na expressEd acima as interpolagoes (135), (136) e (137),
abaixo reescritas:

ga’=@") e

=
"

e levando em conta as definicoes de A, B e C, dadas respectivamente por
(143), (144) e (145), fica-se com:

X _ 9X.
K= NE U.JJ[-—I(A+\)§)+1 "——ig]dxdy+
I EERVC ax 2 ay
rax. - Bx
§ _InE v” —1(§+vA)+L——“ —ig_)dxdy+
1 - v2 1Q~3y - 2 X

s RE [ [ @Taabaey @ Ba" A+
9}

r

+ @) BBy (@) At p Y (s")TEQ"E) dx dy

Diferenciando-se a expressiao acima, obter-se-a:

¢ OX. . X
dk® = R du.” —}-(A+v§)+] "-—lg]dxdy+
& 1 -y2 7 o\ 2 3y

+v[(gb)T5dabB+(ab)TBdbA]+L'_"(ab)TCdabc}dxdy
a’) Bda” A , (e} Larl
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Multiplicando-se a expressao anter1or, a d1re1ta membro a membro, pelo
vetor aP, obtem-se:

b b ‘b b b b
a2 = (k) 20 (), 2 (175)

A primeira parcela do segundo membro de (175) e dada por:

X _ BX
(dk®) aP- NE duiU[—i(5+v§)+1 v E)dxdygb+
g1 1 - v2 o b 3x 2 By

9X. _ x4
L dvi{J [ —X (B+vA)+ U ———-Q_] dx dy EP (176)
1-v )Q dy 2 3X

6" = [gf ...... [ ] (177)

sendo que a i-esima submatriz de g? se exprime, por causa de (142),

atraves de: | )
r aXi | [
[(warvoe (ff(Fen
T 2(1 - v?) 3 | N
1 -v i ] b 1~-v i ] b
+ dxdy a + - C [dxdy a
T Ty = IR Tl R WS PFY
I
0 produto ZgT qip e dado pela seguinte soma, em notacao indicial:
: du.
26" daP = 2G] daP = 26; <{ (179)
dv

Injetando-se (178) em (179), e comparando-se o resultado com (176), veri-
fica-se que:

(@K 2 = 2" @ (180)

A segunda parcela do segundo membro de (175), por sua vez, & escrita,
apos algumas passagens algebricas, por:
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(dk?) b = _hE ” taa” @) a+Ba® @) B+
—8'2 = 1 - v a -
Pvaa @ ara @ e
#1252 ca® (@) ¢} dx dy da®
de onde:
(dk2)2 2° = H da” (181)

A injecao das expressoes (180) e (181) em (175) demonstra, finalmente,
a relagao (173).

Continuando a dedugao, observe-se que as expressoes (171) e (173) levam
(170) a seguinte forma:
G da”

dK a =

26" daP + H da®

que também pode ser expressa por:

o
|o

G da® 0

26T

da

—

=
|

Finalmente, levando-se a expressao acima em (168) e considerando-se que
0 resultado deve ser valido quaisquer que sejam os acrescimos de
desTocamentos da, obtem-se:

=]

&
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ou ainda, relembrando (158):

P
& o=
X, - (182)
26" K>+ KD + H |
-_— —-— ——g —

Esta determinada a matriz de rigidez tangente. Observe-se a sua simetria.

Costuma-se desmembrar K. em tres parcelas, todas elas simetricas:

Kk 0 0 26 o 0
K, = + + (183)
(O 26" M o K
| J L ) | -—4)
Ko AKy _K_g

A interpretacdo fisica das tres parcelas da matriz de rigidez tangente
e dada a seguir.

Imagine-se que, para um determinado carregamento, definido pelo vetor f,
tenha sido determinada a correspondente configuracao de equilibrio
(vetor a), atraves da resolugao de:

(x@)a-x

Em seguida, suponha-se que seja dado, a partir de f, um incremento df no
carregamento. O correspondente acrescimo de deslocamentos da e obtido
atraves da resolugdao do seguinte sistema:

(X (@ ) da -t
ou, considerando que K, = Ko + &Ko + Eg:

Ko da + AK, da + Eg da = df
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Assim, o incremento de carga df e equilibrado por tres parcelas:

a) A primeira, que vale Ko da, tem sua origem na rigidez
da placa, rigidez esta determinada na geometria indeformada da

estrutura.

b) Quanto a segunda parcela, cuja expressdo & dada por 4K, da,
consiste numa corregao da primeira parcela, correcdo esta
necessaria por causa da variacdo sensivel de geometria da placa.
Relembre-se que a variacao de geometria da placa era provocada
pelos deslocamentos transversais w, pois os deslocamentos u e v
dos pontos do plano medio eram irrelevantes, devido 3 grande
rigidez da placa no seu plano. E por esta razdo que AK, &
fungao apenas de EP’ e nao de g? (a componente G e fungao
linear de EP’ enquanto que H & fungdo quadratica de EP)-

c) A terceira e Ultima parce]a_ﬁg da, consiste numa outra correcao
de Ko da, desta feita motivada pela presenca das forcas de
membrana. A denominacao dada a Eg, de matniz de rigidez
geometrica, provem do fato de ela ser funcao (uma vez conhecidas
as forgas de membrana, calculadas para os deslocamentos a),
apenas da geometria da placa discretizada.

Assim, Eg ndo depende (como Ko e AK,) das constantes elasticas do material
de que e formada a placa. Sua expressdao seria a mesma num caso mais
geral de anisotropia.

Advirta-se, para finalizar, que o efeito da rigidez geométrica pode ser
favoravel ou nao, dependendo evidentemente da natureza das forgas de
membrana. Forgas de tragdo tornam a placa mais rigida, enquanto que
forgas de natureza compressiva a deixam mais flexivel.

Uma vez determinada a ET, algo sera dito a respeito do processo incremental
de resolugao do problema, assim como do metodo iterativo de Newton-Raphson.
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0 processo {incremental consiste em se aplicar o carregamento proporcio-
nalmente, em varias etapas, a partir de zero, e determinarem-se os
acrescimos de deslocamentos para cada etapa, atraves de

que e uma aproximacdo da (166).

Em cada incremento Af, a matriz K, permanece constante, mas ela vai-se
alterando de incremento para incremento, em fungao dos acréscimos de
desTocamentos Aa ja obtidos, acumulados no inicio de cada novo incremento.

0 processo pode ser visualizado, para o n-esimo incremento de carga Af,
num problema de um Unico grau de liberdade, pela figura abaixo:

4
f
Af
LU*
L
Af
o =
a®al %! g a
Aa' Aa“"k

Figura 33

Na Fig. 33, tem-se, para o n-esimo incremento Af (os incrementos
costumam-se fazer iguais entre si):
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K3™! 2an™! = Af

sendo
K%“ = KT (a®7!) = tg w*
de onde:_
Kan™t = (KR71)THAf
e

an = an—l + Aan_l

A convergencia do processo pode ser garantida, desde que se escolham
incrementos Af do carregamento suficientemente pequenos.

Na 1ingua inglesa, o processo incremental toma o nome de "step by step".
Matematicamente, ele corresponde a uma integracgaoc numerica (ao longo do
carregamento) da equagao diferencial (166), pelo metodo das diferencas
finitas de Euler.

0 metodo Lterativo de Newton-Raphson consiste em se fazerem iteracoes
analogas aquelas ja vistas no metodo da iteracdo direta, s0 que agora
com o uso da matriz de rigidez tangente, que, alem de r simetrica,
permite uma convergencia bem mais rapida. Mesmo assim o processo as
vezes diverge.

Para um unico grau de liberdade, o metodo de Newton-Raphson pode ser
visualizado através da figura seguinte.
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[
f = f(a)
f
AF?
i Af?
Y AFO =
¥
f2
£l
v
. - ea
a? at a? a
L&a° [ hal L
1 ) 1

Figura 34

Na primeira iteracao:
pa® = (K37 af
com:
KS = Kp(a®) = Ky(0) = K(0)
AfO-= f

Na segunda iteragao:

Aal . (K;.‘)-i Afl

com
T 1 . 1 _ L0 4 0 _ 0
[ Ky = K(a') sendo a! = a® + Aa® = Aa

AfY = f - f! com f! = K(a!) a?
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Na n-esima iteracdo:

Aan—l = (Kn—l)—l Afn—l
T
com

K=l = K (am"1) sendo a®! = a2 + AanT2
T i
Af1 = £ - f0-1 com f°7l = K(a®7?!) aP?

Na Fig. 35 ilustra-se a n-esima iteragao.

4
f = f(a)
: /
Afn—l
@*
¥ - = =
fnl_K(anl) n—1
A
w
e
n—-1. n
a a a
na™ tguw = K(@™ 1)

Figura 35

Verifica-se que, no metodo iterativo de Newton-Raphson, entram em cena-as -
duas rigidezes, a tangente para fazer a iteragao e a secante na determinacao
das quantidades f.

As ideias apresentadas para os processos incremental e de Newton-Raphson
relativas a um unico grau de liberdade podem ser facilmente generalizadas
para varios graus de liberdade.
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Convem assinalar que, em cada incremento, ou em cada iteragao, usam-se,
na construgao de K,» as seguintes expressoes:

9X. 9

N, = —DE [u.-—J—+vv.—-:l+l(gb)TA£b+2(§_b)T§ab)(185)
1 = v? I ax by 2 2 -

X 3X -
n = tE (s Ty L@ g ab 4 2 (@27 20 166)
Yoo -2 U hy Joax 2 2

9X. X

hy = otE fg L e 2@ e ) (87)
Y o20+v) U 3 gy  Jdoax 2

as quais foram obtidas pela injegao das solugoes aproximadas (135), (136)
e (137) nas expressoes (125), (126) e (127), elevando em conta as
definigoes de A, B e C, dadas,. respectivamente, por (143), (144) e (145).

A vantagem do processo de Newton-Raphson, quando ele nao diverge, € a
rapidez da convergencia.

A vantagem do processo incremental, alem da certeza da convergencia, &

a descrigao do comportamento estrutural em face da variacao (sempre
proporcional) do carregamento. Trata-se, entretanto, de um processo caro,
mas indispensavel quando se quer investigar a eventual existencia de uma
instabilidade do tipo ponto-£imite (passagem, na trajetoria do equilibrio,
para uma situacao instavel com ausencia de ponto de bifurcacao), a qual

se caracteriza por KT = 0 (perda da rigidez para acrescimo de carregamento).
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KT = 0 (ponto limite)

.. instavel

estavel

[27]

Figura 36
Quando ha varios graus de liberdade, a caracteristica essencial de um

ponto-limite e:
det (K;) =0

4.2.7. 0 Problema da Membrana (Rede)

Alem das simplificacoes ja indicadas em 4.1.6, relativas a formulagao
diferencial do problema da membrana flexivel, serdo vistas agora
caracteristicas tambem de carater simplificativo, inerentes a aplicacao
do Metodo dos Elementos Finitos ao mesmo problema.

Em primeiro lugar, como D = 0, vem:

b _
l(.o_g
Em segundo lugar, verifica-se que em todas as matrizes res_tantes que
envolvem derivadas das fungoes de forma ¢j’ wj e nj, ou seja, as matrizes
Ez, G e H, a ordem das derivadas dessas fungoes de forma, que aparecem sob

o sinal de integragao, e igual a um.

Por causa disso, pode-se agora utilizar, para a interpolacao de w, ao
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inves da expressao (137), a seguinte outra, em notacao indicial:

W= W X3 (188)

sendo x. as mesmas funcoes de forma que foram usadas para interpolar os
deslocamentos u e v. Pode-se, inclusive, usar aqui o mesmo elemento
triangular de deformagao constante, apresentado em 2.3.3.

Portanto basta agora que os deslocamentos w sejam continuos. N3o mais
€ necessario que a superficie elastica nao contenha "dobras".

Assim, o problema se simplifica consideravelmente, pois alem de:as funcGes
de forma X serem muito mais simples, o numero de incognitas, que era de
5n, passa a ser de 3n, ou seja, os deslocamentos uJ, vJ e wJ dos n pontos
nodais Pj'

4.2.8. Uma Observacao de Ordem Pratica

No Metodo dos Elementos Finitos, as funcoes de forma X s ¢ s w en.
tem uma expressdo diferente para cada elemento que se cons1dere

h]

E conveniente, por-causa desse fato, que se faca uma ligeira reinterpre-
tacao das expressoes que conduzem as matrizes do metodo de modo a torna-las

mais claras.
0 que se quer dizer e que as integragoes podem ser feitas separadamente
para cada elemento, designado aqui genericamente pela letra "e", e

podem-se somar os resultados logo em seguida.

Por exemplo, a primeira das expressoes (35) ficaria:

Bxe axe axe Bxe
(Kf,')f{ - U e e B Bl 1y dx dy (189)
dX  9X 2 dy oy

1] Qe

onde a somatoria se estende a todos os elementos e.



J17.

A primeira das relacoes (40), com X, = X, = 0, assumiria a seguinte
forma:

Fy =7 h j x; X% ds + [ h IJ x; X% dx dy (190)
ce Q¢
(0]

A matriz EB, que & expressa por (101), agora se escreve:

b
Ko

+ +
ax2 ax? dy? dy?

]
o
1
S

J 226% 22(g%)" 2% 2%(g%)
’ { . =
e

T

e, T

+

2(1 - v) } dx dy (191)

dX 3y ox 3y

e o vetor fk, dado por (103), fica, com ¢o = O:

3¢¢

b 2 - -
£=-ZJWM§"S+Zjie"ﬁd”zﬂéeped”y e
e , e =
Cy Cq &

Por outro lado, com relacao a matriz G, a expressao (142) se transforma
na seguinte:

(BT a5 1 X5 )
(a°) ') j [ 7%% (A° + v B®) + -%~3 'Tﬁ}-gé ] dx dy
e

e
i

X e aJ'. e
[—y(B +vA)+——-2—-—a—)T_C_]dxdy
e

(193)
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n | .
sendo: . aée 3 (Ee) '
A =5x o (194)
. 3.5,3 3(Ee)’l'
B =5y —y (195)
. Bﬁe 3(_5‘;2)'1' BEE Q(EE)T
L =% syt oy TOX (136)
A matriz 5;, por seu turno, que era expressa por (155), agora se exprime
por:
b _ e pe e pe e e
Eg—XJII(NxA +Ny§ +nyg)dxdy (197)

QE

sendo que, atraves de (185), (186) e (187), podem-se escrever:

Bx? A%
Ne - _NE {uj——-"+uv.-——-3+l(ab)TAeab+2(ab)TBeab]
a) A , 2

R L X J oy 2 - -
(198)
h E | 9% 3 1, bToae b . v, bT e b
v PE fy Savu Sl @+ 2@ A%
- XS aXs
NE =—-—t'-g—-[u.——i+v.—l+l(_a_b)Tge_a_b] (200)
¥o20+v) U3 ey 3 oax 2

Finalmente, no que concerne a expressao (174), que fornece a matriz H,
agora se tem:

+ -L—%—X c® a°(@a”)? c® } dx dy (201)
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Nas expressbes anteriores, todas as grandezas que contem um indice e
em cima e a direita, se referem, evidentemente, ao elemento de ordem e.
Alem disso, nunca e demais repetir, as somatorias naquelas expressoes

se estendem a todos os elementos.

4.2.9. Uma Notivel Simplificacao

Suponha-se que doravante se utilize, na interpolacao dos deslocamentos u
e v, as fungoes de forma Xj que correspondem ao triangulo de deformagao
constante descrito em 2.3.3.

0 exame das expressoes (198), (199) e (200) mostra que as forgas de
membrana no elemento sao variaveis de ponto para ponto, pois apesar de
3X§/3X e axi/ay serem constantes, as matrizes A%, B® e C° ndo o sdo.

Essa variabilidade de A®, B® e C® torna ocalculo das matrizes K, e &Ko,
em cada incremento (ou iteracao) extremamente laborioso. Seria muito
conveniente que se pudesse contornar essa dificuldade. Propoe-se, a
seguir, uma maneira de se chegar a esse objetivo.

Se se definirem (A% & a area do elemento):

Fe-l ” A® dx dy (202)
A o

B - ” B® dx dy (203)
A o

[y U c® dx dy (204)
A o

e se considerarem, para as forcas de membrana, ao inves das expressoes
(198), (199) e (200), as seguintes outras:
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BX5 Xs

N = hE2 “J‘_J+"VJ_J'+

1 - Px dy

+_;_ ") 5 ab +% @) B° a° J (205)
- XS 8)(?
e nt I v, —3 + vu, —3 4
LA IR dy ax

F 1 @TE R+ Y (TR A (206)
_ 8% 8%’ _
fe -_hE [u. J+v.——J+l(gb)T_C_e_z1bJ (207)
o210 +v) L ey dax 2 !

as forcas de membrana se tornam constantes dentro de cada elemento, porque
as matrizes A®, B® e C° sdo constantes.

Como fica a matriz K, ? De (197) vem, com Ni, N; e Niyno lugar de Ni,
N; e Niy’ respectivamente, e levando-se em conta as definigoes (202), (203)
e (204):
RP = J 24° (R® A® + R B® + N °) (208)
=" x — y— xy =
Ve-se que o calculo de R® em cada incremento (ou iteracao) agora €
muito mais simples.

Com relacdo a matriz G, de (193) se pode escrever, considerando-se as
definigoes (202), (203) e (204):
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/
e

e
byT |9X; - 1% s LT
a) 1 e e v 19]
o . he Tne (2 [W(ﬂ”i)*—r 7y &
51“2(]_v2) 3y )

(ab)T[Xl T1-v X]

(209)
=e e 1 =e
oy CRLRR Y 2 oX Q-] J

“

Finalmente, com relagao a matriz H, imagine-se que se faga novamente a
sua dedugao, que foi mostrada em 4.2.6, so que agora usando-se, para a
matriz 52, a sua expressao simplificada (208). Obter-se-a (as passagens
algebricas foram omitidas):

(210)

Portanto verifica-se que, nos sucessivos incrementos (ou iteragoes), o
calculo das matrizes G e H tambem fica extraordinariamente simplificado.

Resumindo, o resultado @ uma matriz de rigidez tangente simplificada:

Koo o 2 o 0
ET S + + (211)
o K &' R o K
| ) L ) , (S )
Ko AEO Eg

Essa matriz ET de rigidez tangente e agora muito mais facil de se
calcular, em cada incremento (ou iteracao) do que a sua expressao
original K., dada pela formula (183). Convem observar, todavia, que a
primeira parcela de ET correspondente @ matriz de rigidez da teoria de
primeira ordem, nao mudou. Mas isso ndo tem importancia, porque, como
se sabe, tal parcela e constante ao Tongo das iteracoes (ou incrementos).
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5. ANALISE MATRICIAL DE SEGUNDA ORDEM (ESTRUTURAS DE BARRAS)

5.1. Introducao

Neste capitulo, serdo deduzidas as matrizes de rigidez geométrica e de
rigidez tangente para uma barra de portico plano, seguindo-se identicos
principios gerais que foram o alicerce da construgao dessas mesmas
matrizes no caso das placas.

Assim, sera adotado o Metodo dos Residuos Ponderados.
As dedugOes serdao feitas no sistema local, como & de praxe na Analise
Matricial. A passagem para o sistema global e o subseqlente espalhamento

seguem a mesma marcha do calculo de primeira ordem, por demais

conhecida:.

5.2. Equilibrio Transversal

Na Fig. 37 mostra-se um elemento de viga submetido a flexo-tracao
(desprezam-se as deformagOes por forga cortante):

ya

<

conforme referéencia
M+ dM (25), pag. 3.

N ;1'T A |“\\ =jl -~ dv
- l/m_..

o |

Figura 37
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Equilibrio de forgas na vertical:

dV+pdx =0 x-"P (212)
Equilibrio de momentos em torno de A:
dM-Ndv -Vdx =0 .. V=3r-NGY (213)
Combinando (212) com (213):
2 2
..d_M-Nd_lz-p
dx? dx?
Mas p = 0, por hipotese. Logo:
2 2
Gt BT A (214)

A equagao diferencial (214) governa o comportamento das barras esbeltas
a flexdo composta. Em seguida, sera essa equacdo tratada pelo Metodo
dos ResTduos Ponderados.

Seja ¢ = ¢(x) uma fungdo qualquer, continua e duas vezes derivavel ao
longo da barra. Pode-se escrever (supoe-se N constante ao Tongo da barra):

L 2 T 2
J¢ Q—de-Nj’q: 9V ix =0 (215)
dx? dx?
0 0
Integrando-se por partes:
L L L
d M, . _ _ (d¢ dM dm \"
J‘f’a;(a;)dx- Jaz a;d“[d’a";}o"
0 L 0 L %
2
= J 4%y gx - [ d¢ y ) + [ o M ] (216)
dx? dx 0 ‘ dx 7
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L . . v
. y K : \ L :
d ,dv _E d¢ dv dV
o g Gooc- [8 o [, @)
0 ' 0 ” .
Levando (216) e (217) em (215), vem: -
L . L <3 L
J-d_.‘*lmctijd—‘*’ ﬂ‘idx=[9‘i’-m) -[q;(iiﬂ—ni‘iJ
A dx? o dx dx dx /9 dx dx J°®
Lembrando que: :
M= ErSY
dx?
e, considerando (213), vem, finalmente:
5 2 2 - L L
EIJ d—“’d—"dijd—‘b gidx={d—¢M] -[¢ v] (218)
dx? dx? dx dx dx /° ’

0

Considere-se agora a barra na sua posicao deformada, referida esta uUltima
ao sistema local:

Yy i Qs
[}
Q
q o |\
Q2 — -
[ Qe =
[ q3
A Q1 =-N i
o\
q2
Ae —g— e
q L B Qu X
Figura 38

Seja a seguinte interpolacao:

V=02 ¢2 +qQ3 ¢3 + Qqs ¢5 + Q¢ ¢s = ﬂ? (219)

E=2



com:
qT = [ q1 g2 Qa3

IQ? = [ 0 ¢2 ¢

]N ‘- ¢2.

b3
[/%;éﬁ;-hhkx\\“‘~o——t- ’

Injetando-se (219) em (218), e fazendo-se nesta ultima ¢ = ¢ , vem:

qy

0

1

Qs (s

| S——

s s ]
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(220)

(221)

(222)

(223)

(224)

(225)
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ou, em notagdao concisa:

com:

-+

Desenvolvendo-se as integrais acima, fica:

(do doT
+ N J — —dx g =
dx  dx
0

(0 ) (0 ) (0 ;

0 Q2 Q2

0 0 Qs

+ —

0 0 0
-Qs 0 Qs

0 (0 J . Qs
B—g) q = .gf

T od% a2
EIJ _ dx

dx? dx?

0

0 0 0
6 o .1
L2 L3
& 0 -6

L L2

0 0 0
L 0 L
L? L
2 0 .6

L L2

.
N["‘"

=i

126,

(226)

(227)

(228)

(229)
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Mais adiante se descrevera o papel de Ef.

A matriz k e a matiiz dé rigidez geometrica, e representa a influencia
da forga norma] N sobre a rigidez da barra. Ela e expressa por:

d¢

(0 0 0 0 0 0 )
0 6 L 0 .5 L
5 10 5 10
2 2
0 L 2L 0 L L7
N 10 15 10 30
k = -— (231)
-
0 0 0 0 0 0
0 _56 _L 0 6 L
5 10 5 10
2 2
0 L _Le 0 L 2L”
~ 10 30 10 15

Observe-se a simetria de Eg.

5.3. Equilibrio Axial (conforme (22))

Como se tratam depequenas (segundo adefinizao vista em 4.1.1) as rotagoes
que sofre a barra, o cosseno delas pode ser feito igual a um, quando
figurar como coeficiente multiplicativo. Desse fato decorre que a forca
normal e constante ao longo da barra, e vale N. Consegtlentemente, a
deformacao e do eixo da barra tambem sera constante.
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Num ponto qualquer do eixo da barra, a deformacao se exprime como:

€ = %% + %-(%%)2 = constante

Na expressao acima esta embutida a aproximagao (112). Tal expressao e
analoga a (122), cuja deducao foi feita em 4.1.4,

Assim, e 17cito escrever-se:

L L
_ ] _1 du | 1 ,dv,?
e-tjsdx-rj [ay"?(ay)]dx
0 0
ou seja: L L L
_ 1 1 { dv dv _ 1 _ 1 dv dv
E’tj"“*ﬁj‘f ax =7 (A ql)"zr;fa; ax 9
0 0 0
ou ainda, considerando-~se (219):
1 | o fd dof
E:-E(qu—ql)+—2T_g_ J-& % dx g (232)
0
Definindo-se:
wf={-1 0 0 1 o oJ (233)
e levando em conta (230), a expressao (232) fica:
1 T 1 T¢
e=gMm g+yra k. g (234)
Da combinagao da Lei de Hooke com (234), resulta:
EA T EA T ¢
- A -
N=FAe=-m g+5rq k g (235)

Por outro lado, pelas condigoes de equilibrio nas extremidades da barra,
tem-se:
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c - N ¢ Ql \
0 0
0 0
N E‘]_ = = = Q_aﬁ, (236)
N Qs
0 0
0 | 0 |
Injetando (235) em (236), resulta:
(ko +R) g = Q, (237)
com:
(1 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
ks =Fna’ = A (238)
-1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]
e
EA T
R=arma k, (239)

Evidentemente R ndao e simetrica.

5.4. Matriz de Rigidez Secante

Somando-se (227) com (237), membro a membro, obtem-se:

(k, +k, +R)a =20 (240)
sendo
(241)
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(282)

A matriz Ko, simetrica, € a conhecida matriz de rigidez da barra, da teoria

de primeira ordem.

Por outro lado, a matriz

_'S=.'i°+5g+5 (243)

se constitui na matrniz de nigidez secante da barra, e o sistema (240)

fica:
kg=2Q (244)

Convem observar que, devido a presenca de R, a matriz de rigidez secante
nao e simetrica, como nao o era no caso das placas.

oh 51 Matriz de Rigidez Tangente

A formulagdo do problema da analise matricial de segunda ordem poderia
seguir agora o caminho tradicional, uma vez conhecida a matriz de rigidez
secante da barra. .0 produto final seria um sistema de equagoes
nio-lineares, o qual poderia ser resolvido atraves do metodo da iteragao
direta.

Entretanto isso ndo @ pratico, por causa da assimetria da matriz de
rigidez secante da estrutura. Alem disso, a convergencia do metodo da
iteracao direta, quando o mesmo converge, & muito lenta. Por Ultimo,
recorde-se que o conceito de rigidez secante naopermite a detecgao de
eventual instabilidade do tipo ponto-Limite (ver Fig. 36).

Em vista desses fatos, sera determinada, em seguida, uma nova matriz,
de importancia fundamental nas aplicagoes, a matriz de rigidez tangente
da bara.
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Por definigao:

kyp dq = dQ (245)

jsto e, a matriz de rigidez tangente ET relaciona os acrescimos de

deslocamentos dg com os incrementos de esforgos dQ.

Por outro lado, a diferenciacdo de (244) produz:

dk g + k dq = d (246)

k., dg =dk q+kd (247)
Mas a diferencial da matriz de rigidez secante & dada por (ver (243)):

dk = dk_+ dR (248)

Portanto, de (230) e (2349), vem:

dk = dN _Eg+-2de_ gg (249)
Considerando-se (235), tem-se:
dN=E—ﬁdeg+-§%dgTEgg_+%%gTEgd_
ou seja:
an =" dq+ P a"k dg (250)

Levando (250) em (249), vem:

_EA T
dk——rm d

>~

EA T ¢ r EA il
tT Ok dak tarmde k

mL?\"I

Multiplicando-se a expressao acima, a direita, membro a membro, pelo
vetor q, fica:
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- _ EA T N EA T~ v EA T ¢
dkq=-m dgk, g+ gk, dgk; gL
ou ainda:’ |
_EAz T EA - T ¢ EA T~
dkg=-Tk qgm dg+-k ag k. dg+5ymgqg k dg (251)

Injetando-se (251) e (243) (na qual se introduziu (239)) em (247), e
considerando-se que a expressao resultante deve valer, quaisquer que
sejam os acrescimos de deslocamentos dg, vem, finalmente:

kp = ko + Mo + kK (252)
sendo

EA K
——g

Mo = (K am +ma K +E aq k) (253)

oéw'l

k
S5

a matriz de corregao de ko, devida a mudanga geométrica da barra deformada.
Ela €& simetrica, pois as suas duas primeiras parcelas sao a transposta
uma da outra, e a terceira & simetrica intrinsecamente.

Note-se que Ak, pode ser “escrita como:

Bko = 2R+ 2R" + S (254)
sendo:
" EA & T -
= 255
2 =Rk 80 K (255)

Determinada a matriz k. de rigidez tangente da barra, no sistema local, o
restante da analise segue exatamente os mesmos passos da analise matricial
de primeira ordem, processo dos deslocamentos.

Agora, para chegar a solugao do problema, utiliza-se nao a relagao original
(244), mas sim a sua forma incremental (245), que tem a vantagem de
produzir a matriz de rigidez tangente,da estrutura,simetrica. Alem disso,
agora pode-se usar o processo incremental de resolugao do sistema, assim
como o metodo iterativo de Newton-Raphson.
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Nos problemas de flambagem, evidentemente, a matriz Akg e nula, e a
forca N nas barras & obtida através de uma analise de primeira ordem.
Recai-se, como @ sabido, num problema linear de autovalores.

Para finalizar este capitulo, diga-se que, para outras estruturas
reticuladas, tais como trelicas e grelhas, as formulas gerais referentes
a ky sao analogas aquelas aqui deduzidas para o caso dos porticos.
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6. OBSERVAGOES FINAIS

As observacbes especificas, relativas a cada topico apresentado, ja
foram mencionadas no decorrer do trabalho.

Deseja-se apenas chamar a atencao para um fato extremamente interessante,
relativo a perfeita analogia formal que existe entre as formulacoes
matriciais do problema de segunda ordem das placas (com a simplificacao
proposta em 4.2.9) e aquele dos porticos, conforme estabelecido no
ultimo capitulo.

Assim, a matriz de rigidez tangente, para o caso das placas, era dada

pela seguinte expressao:

ET = 50 + AKp +_Eg
com:
[ Ko 0 )
Ko =
0 K5
(0 &)
AKp =
| 26" R
0 [
K =
0 k>
- -8

sendo, nas expressoes anteriores:

[t

[
il
XM = s



[ by T [3X5
(@) |+%
5, = —0E 2
2 2 -
2(1 - v?) b)T[SXi
h E

xIl

=b A& /e Fe , we e | e
=) A" i T+
ko= 147 (N A” + W) B™ + N

Observe-se que as matrizes A°,

e

(o] | =1
m

l

oot
(1]

No caso dos

com:

-ebbT

[

(B + v B + 15

f NG T b( b)T A +B%a (a ) B® +

e _b,.b,T ze 1 -
Ama(a’) B ] ——C

()

B® e C° sdo dadas por:

N A (wk
== JJ-*—- - dx dy
A g X X
Q
. age B(EQ)T
Lf[E Ky
A 5 oy ay
Q
TR A T R T Tk
S Ij [ + ] dx dy
A X dy 3y 9ox
9er
porticos, tinha-se:
kp = ko + Bko + k
ke = kg + kg
T
Ako = 2R + 2R™ + S

ax —
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Na expressao anterior, tem-se:

EA T
R=—mq k
e
EA ¢ T ¢
S=--.— k
2T %38 %
onde: 1L
_ pdo dot
k = J — — dx
i dx  dx
0
Finalmente:
k =Nk
—£ -8

Ficam, portanto, estabelecidas analogias entre as seguintes matrizes:

Placas Porticos
Ky ky
Ko ko
K Ko
ks %
AE:O Ako
8 R
i S
K, ks

A%, 8% C° k,

Como sugestao para trabalhos futuros, menciona-se'a necessidade de se
verificar quais sao as implicacOes de ordem numerica decorrentes da
teoria simplificada proposta em 4.2.9, que torna constantes as forgas de
membrana no elemento, em cada iteragao (ou incremento).



Para finalizar, indica-se a seguir a correspondéncia entre a
bibliografia e o texto:

Ttem da Tese

2.1,
28,
2.1,
2.1.
2.1.
2.1.

2.2,
2.2,
2.2,
2.2,
2.2,
2.2,
2.2.
2.2.
2.2,

2.3,
2.3,
Eril
2.3.
2.3,
2.3.

WoWw W W W W W W
- L L L L L L

Oo\l.c\m-h;.n;\:'—o

O 0O N oy 1 P W NN -~ (= B N R T

(o, TN & » N — TN 70 B L I

Referéncia (s)

(19), (22) e (26)

(19) e (26)
(19) e (26)
(19) e (26)
(19)
(19)
(21)
(21) e (24)
(32)
(21)
(21)
(21) e (26)
(21)
(1) e (21)
(1) e (21)
(32)

(2), (5)s (9)> (21), (29) e (32)

(21),(30) e (32)
(2) e (29)

(21) e (32)

(21) e (32)

(19), (27) e (31)
(19), (27) e (31)
(19), (27) e (31)
(19), (27) e (31)
(19), (27) e (31)
(19), (27) e (31)

(1), (6), (19), (27) e (31)

(19) e (27)
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3.2.1
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3.2.6
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3.2.8
3.2.9

3.3.1
3.3.2
3.3.3
3.3.4
34855

4.1.1
4.1.2
4.1.3
4.1.4
4,1.5
4.1.6

4.2.1
4.2.2
4,2.3
4.2.4
4.2.5
4.2.6
4.2.7
4.2.8
4.2.9

5.1
9,2
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(21)

(21)
(21)
(21)
(21)
(21)
(21)
(21)
(21)

(21) e (32)
(21) e (32)
(21)

(18), (21) e (32)

(4), (7)» (8), (9),(12), (13), (16), (22) e (23)
(21) e (26)
(27)

(3), (6), (15) e (25)
(27)

(3)s (5), (10), (13), (15) e (32)

(14), (20), (22), (23) e (28)
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(22)
(22)
(11) e (17)

(21) e (32)
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Anexo A -  INTEGRAGAO POR PARTES

YA

qi
; =2 ? +m 3 +n E
(normal externa)

0 =
X
2

Seja § = ﬁ(P) uma fungao vetorial de ponto, contTnua e derivavel, definida
no solido V. Pode-se escrever:

+
1

~¢

-+ <
H=Ww 1+ U2 J + Us

Demonstra-se que:

m %dv = H M2 mdS (A.1)
v S

1] e gy [[ v nes

1) S

Somando-se membro a membro as expressao anteriores, vem:
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9y M2 U3 5
] G e BB o Li (B £ +.Mz |+ 3o ) d5

ou seja:
m div 11 dV = U Ixn dS © (A.2)
v S

que e a expressao do Teorema do Divergente, cuja interpretacao e dada por:
"a integral da divergencia de um campo vetorial, estendida a um certo
volume, & igual ao fluxo do vetor atraves da superficie que Timita este
volume".

Para deduzir as expressoes que representam a integracao por partes, basta
supor que:
p=TIA
onde T' e A s3o fungoes continuas e derivaveis em V. Portanto
=T A iz = T2 Az Ma = T3 As
Assim, de (A.1) virao:

(rléﬁlﬁ—al;—lm) dV=J T, A; % dS

9X

n~——

(e
(I‘z%\:yz—"'a—arylﬂz) dv = IJ ' Ao m ds
S

< —

JJJ (Pa %[-\23-+%‘23-A3) dv = jJ' T3 As n dS
v S

ou ainda:
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JL I‘l%xldv=-HJ%%1—A1 dV+H Iy Ay & dS
v | v S

cre

JJ r, %g;—dv = - JJJ-%%% A2 dV + JJ I A, m dS
Vv A" S

Ts A3 n dS

oA 3 _ o'y
JJJ I's —32 dv = jJJ ———az A3 dv + J
v \')

De um modo geral, sendo T' e A fungdes continuas e derivaveis em V, pode-se

W) ——

escrever:
(({ . aA _ T
JJJ T —gi-dv = - JJJ _E-A dv + JJ TASY dS
\'A v S
v e ffffaas A3
JLPade' yAdV+ TAmdS (A.3)
v \') )
(fr 2 gy - ({[2Cnave [[ranads
JJ) 9z JJ) 9z
v S

As expressoes acima representam a integracdo por partes em trés dimensdes.

Em duas dimensoes, ocorre algo semelhante:

¥ x

cos §
sen §

P
nn

> > 82
n=21+mj

(normal externa)
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ah . _ _ [r
le‘ﬁdﬂ— HW’“’QJ'JTA’”S
Q (7 C
(A.4)
oA ., _ _ (far
Ul‘—a—y-dﬂ— ”-5—}—,,Ad9+ T A mds
9] Q c
Finalmente, em uma dimensao:
T T " T
JI‘-?)—IS\‘—ds=-J§§ds+|I‘A| (A.5)
P
P P
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Anexo B -  COORDENADAS NATURAIS

Na Figura abaixo, a numeracdo dos nos Pp, P_ e P_ deve ser feita no sentido
horario:

X

Yy

0 ponto P no interior do triangulo tem coordenadas cartesianas x e y. Suas
coordenadas naturais (ou de area) sao:
A A A

—'._p =—r =—S- -
L, =% ‘ L == L, =3 (B-1)

Portanto L +L +L =1
P r s

Isto @, as coordenadas naturais n3ao sao independentes. Duas quaisquer
delas definem a terceira (como ndo poderia deixar de ser, ja que um ponto
no plano tem apenas dois graus de liberdade).

A relacdo entre as coordenadas cartesianas e as naturais e dada pela
equagao matricial:

>
1
>
>
x
-

<
—
<
o
<
L]
<
v
—
-
)
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que pode ser desdobrada nas seguintes equagoes:

T=1,+ LF +L ' : (B-2)
X = Lp X, * Lox.+ L, xg ’ (B-3)
y-= Lp UL Loy, + L,y (B-4)

As duas Ultimas equagdes fornecem diretamente as coordenadas cartesianas
em funcao das naturais.

Para se obterem as coordenadas naturais em fungao das cartesianas, basta
resolver o sistema acima, de trés equagdes. Obtem-se:

A + + C
) Bp X P Y

L = (B-5)
P 24
A_+B_x+C_y
Lr - r b ey r (B"’G)
2A
A +B x+C_y
L's = s s ] (B"'?)
2A
onde:
1 ] 1
A= %- X, X, X | = area do triangulo
yp Yy Y
Por outro lado:
Ap =X Yg T X5 ¥r
B, =Y, =¥, (B-8)
C =x_ =X
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Ap = Xg ¥p = %p ¥s
B, =¥ - ¥, (8-9)
Cr = xp - Xy
As = xp Y, - X, yp
B, =¥, - ¥, (8-10)
C_=Xx_-xX
s T P
Demonstra-se que:
. ‘ s : ] L} 1
H L > 1Cdn =28 —2nbeCe (B-11)

(2+a+b+c)!

Esta formula € extremamente ttil na integragao sobre uma regiao Q triangular.

Pode-se eliminar L (por exemplo) atraves de B-2. Fica simplesmente:

a b _ a. bl .
IJ Lp L de =20 — — (B-12)
(2 +a+b):
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