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RESUMO 
 

Este trabalho utiliza uma teoria não linear tridimensional de barras de [1], que considera o 

empenamento da seção transversal como uma das variáveis do problema, para a análise de 

perfis de aço por meio do Método dos Elementos Finitos.  

A equação constitutiva apresentada em [2] é aqui expressa de forma completa, com os termos 

de ordem cúbica e superiores antes desprezados. A influência da inclusão desses termos sobre 

a estabilidade da barra pode assim ser estudada com maior profundidade. 

O modelo constitutivo obtido foi implementado em um programa computacional de 

elementos finitos, e diversos exemplos numéricos são apresentados para validar a teoria aqui 

desenvolvida. Foi possível obter a instabilidade por flexo-torção com a equação constitutiva 

“completa” aqui desenvolvida, onde antes não era possível em [2]. Melhorando o modelo 

constitutivo. 

 

 

 
 

 
 

  



 
 

 

ABSTRACT 
 

 

This work presents a nonlinear tridimensional beam theory of [1], which encompasses cross-

sectional warping as one of the model variables, and its application to the analysis of steel 

profiles with the Finite Element Method. 

The constitutive equation presented in [2] is fully developed, including the third and higher 

order terms neglected therein. The influence of the inclusion of such terms on the beam 

stability could then be studied more deeply. 

The obtained constitutive model was implemented in a computational Finite Element program 

and several numerical examples are presented to validate the theory here developed. The 

complete constitutive equation made possible to determine instability in composite flexural-

torsional states, a clear contribution to the model developed in [2]. 
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1. Introdução  

Em [3], explica-se que o primeiro material siderúrgico empregado na construção foi o ferro 

fundido, entre 1780 e 1820, sendo utilizado na construção de pontes em arco e treliças nos 

elementos sujeitos à compressão. Os elementos que resistiam aos esforços de tração eram 

feitos de ferro forjado que, além da excelente resistência à tração, apresentava boa resistência 

à corrosão. 

As estruturas metálicas têm registro de sua utilização em escala industrial a partir de 1750. No 

Brasil, o ferro fundido começou a ser produzido em 1812, e a primeira obra em ferro fundido, 

moldada no Estaleiro Mauá, em Niterói, no estado do Rio de Janeiro, foi a Ponte de Paraíba 

do Sul, no Estado do Rio, com cinco vãos de 30 metros, estruturados em arcos atirantados, 

com o arco em ferro fundido e o tirante em ferro laminado, construída em 1857, estando em 

uso até hoje, sendo que o grande avanço na fabricação de perfis em larga escala ocorreu com 

a implementação das grandes siderúrgicas. Somente após a 2a. Guerra Mundial com a 

construção da Usina de Volta Redonda no Rio de Janeiro, a Indústria Siderúrgica implantou-

se de fato no Brasil.  

O emprego de estruturas de aço no Brasil, todavia ainda pouco intenso, vem aumentando, em 

particular nos edifícios comercias e nos de uso industrial, nas residências de arquitetura mais 

moderna e nas estruturas de apoio de equipamentos. 

Sendo os perfis metálicos elementos fabricados pela indústria com dimensões padronizadas, 

seu dimensionamento baseia-se na escolha do melhor elemento existente, não na elaboração 

da geometria ideal para cada caso. Dessa forma, o desafio do profissional de quem trabalha 

com projetos de estrutura de aço é a escolha do perfil que mais se adequa às suas 

necessidades. 

As estruturas metálicas possuem diversas vantagens, tais como: 

- qualidade uniforme, aliada à alta resistência mecânica, possibilitando a execução de 

estruturas leves para vencer grandes vãos; 

- facilidade, rapidez e economia na fabricação, no manuseio e montagem, com a consequente 

redução nos custos financeiros e nas despesas gerais de canteiro e de administração; 

- execução das estruturas com precisão milimétrica permitindo um alto controle de qualidade 

do produto acabado; 
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- economia nas fundações, pela redução do peso próprio da estrutura; 

- em caso de necessidade, podem-se desmontar as estruturas para posterior montagem em 

outro local; 

- não exigem mão de obra especializada para a montagem, desde que as ligações de obra 

sejam através de parafusos; 

- além disso, segundo [4], os elementos de aço oferecem uma grande margem de segurança no 

trabalho, o que se deve ao fato de o material ser único e homogêneo, com limite de 

escoamento, ruptura e módulo de elasticidade bem definidos. 

Devido às características geométricas desses perfis, a estabilidade lateral e o empenamento 

das seções transversais tornam-se fatores importantes na etapa de análise estrutural. Muitas 

das metodologias usuais de cálculo e dimensionamento, no entanto, não contemplam 

adequadamente esses aspectos, fazendo com que às vezes resultem em estruturas pouco 

econômicas ou até mesmo com pouca ou nenhuma segurança. 

A análise não linear de sistemas estruturais tem sido um assunto bastante pesquisado nas 

últimas duas décadas, tendo conquistado importância prática e aplicações cada vez maiores 

nos ramos da Engenharia. 

Segundo [5], o cálculo estrutural teve seu maior desenvolvimento a partir dos meados do 

século XX, com o advento dos computadores. 

Os métodos de análise estrutural, segundo [6], podem ser analíticos e numéricos. Os métodos 

analíticos, apesar de apresentarem soluções fechadas, de grande utilidade, são muito limitados 

em aplicações mais complexas [7]. Dos métodos numéricos, o que apresentou maior evolução 

foi o método matricial, havendo culminado no método dos elementos finitos, cujo 

desenvolvimento se deve a [8], principalmente, a [9] e [10] no período de 1955 a 1960. Desta 

época até os tempos atuais, as teorias envolvendo sólidos tridimensionais, estados planos de 

tensão e deformação, cascas, placas e barras tiveram grandes desenvolvimentos e vêm 

resolvendo problemas estruturais, até então impossíveis de serem solucionados 

analiticamente.  

Nesse contexto, as teorias estruturais para barras também tiveram um desenvolvimento bem 

acentuado. Uma das teorias, cujas aplicações são de fundamental importância, é a teoria 

geometricamente ou cinematicamente exata de barras tridimensionais, pois esta apresenta uma 
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efetiva interação entre a estabilidade da estrutura e os critérios de resistência dos materiais de 

forma sistemática, sem necessidade de impor restrições de qualquer ordem. Muitos conceitos 

ligados à teoria linear são fundamentais para esclarecer a teoria exata, a qual não deve ser 

entendida como simples generalização da teoria linear. 

Até a década de 70 e meados dos anos 80, a teoria exata para barras tridimensionais, que não 

é apenas uma generalização da teoria no plano, era mal compreendida pelos estudiosos da 

época, como em [11] e [12]. A dificuldade da teoria se deve à manipulação das rotações, que 

no espaço tridimensional não é uma operação comutativa mesmo para pequenas rotações [7]. 

Em [13] e [14], foram apresentadas as primeiras teorias não lineares de barra 

geometricamente exatas, obtidas a partir de uma generalização da teoria apresentada por 

Kirchhoff em 1859. Entretanto, não demonstravam consistência clara com os princípios da 

Mecânica dos Sólidos Deformáveis. Sua real implantação como teorias consistentes neste 

sentido, envolvendo grandes rotações e com dedução de equações não lineares sem nenhuma 

aproximação cinemática, conhecidas como teorias geometricamente exatas, foi feita em [15], 

[16], [17], [18] e [19] para barras tridimensionais. 

Em [15] foi apresentada uma formulação não linear para barras no espaço, sem aproximações 

geométricas, contendo deduções consistentes das equações do movimento (ou equilíbrio 

dinâmico). Em [16], por sua vez, foram deduzidas as equações não lineares de equilíbrio 

estático para barras tridimensionais sujeitas às hipóteses cinemáticas do modelo de 

Timoshenko, detalhando-se ainda a obtenção do operador tangente [20]. 

Em 1998 [21] propôs uma formulação para barras curvas tridimensionais de seção transversal 

qualquer, comportando situações de grandes deslocamentos e grandes rotações. Foram feitas 

algumas aproximações para considerar o empenamento da seção na cinemática do problema, 

como em [22] e [7]. Entretanto, a formulação somente é válida para os casos de pequenas 

deformações. 

Em [22] foi feito uma análise comparativa entre a teoria de Vlasov [23] e a teoria não linear 

geometricamente exata formulada por [19], onde se verificou certos erros fazendo com que o 

autor propulse-se uma alteração na hipótese constitutiva desta última. A expressão linearizada 

da segunda variação da energia potencial foi obtida após esta modificação e comparada com a 

expressão obtida a partir da teoria de Vlasov. São apontadas as principais diferenças entre os 

termos geométricos e os termos constitutivos não lineares de ambas. 
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No trabalho de [1], como uma generalização de [19], apresentou-se uma teoria estrutural 

geometricamente exata para barras retas no espaço que considera o empenamento não 

uniforme da seção transversal como umas das variáveis do problema. Foram consideradas 

equações constitutivas elásticas lineares e quadráticas, sendo que neste último caso os termos 

quadráticos referentes às deformações de empenamento foram desprezados (todos os outros 

foram retidos). Foi proposta uma forma alternativa de parametrizar as rotações no espaço 

tridimensional, mostrando-se que é computacionalmente mais vantajosa do que a maneira 

clássica de Euler-Rodrigues. 

 Em [2], foi utilizada a mesma teoria de barras de [1], porém considerando todos os termos de 

segunda ordem na parte constitutiva.  Alguns modelos hiperelásticos foram discutidos, 

mostrando que os termos de segunda ordem na equação constitutiva podem ter efeitos 

consideráveis sobre a estabilidade da barra, confirmando o que havia sido sugerido em [24] 

para barras sem empenamento. 

Dentro deste contexto, este trabalho de mestrado faz a generalização da equação constitutiva 

de [2] para incorporar todos os termos de ordem superior (cúbicos em diante) na equação 

constitutiva. Busca-se estudar em maior profundidade a influência desses termos sobre a 

estabilidade da barra. 

O modelo constitutivo assim obtido chamado de “equação constitutiva completa” foi 

implementado no programa computacional PEFSYS, é um programa de elementos finitos, 

implementado em linguagem Fortran 90, para análise não linear de sólidos e estruturas, 

desenvolvido na Escola Politécnica da Universidade de São Paulo pelo grupo de 

pesquisadores do qual o autor faz parte, para análise não linear de sólidos e estruturas. 

Simulações numéricas foram empreendidas, especialmente problemas de flambagem de vigas 

metálicas e pilares com diferentes tipos de condições de contorno, para avaliar o efeito dos 

termos constitutivos superiores sobre as cargas críticas e sobre o comportamento pós-crítico.    

Este trabalho é uma extensão de dois trabalhos anteriores, [2] e [25], no sentido de que ele 

apresenta a equação constitutiva elástica “completa” para a análise de barras com graus de 

liberdade empenamento. Derivou-se a equação constitutiva a partir do modelo tridimensional 

hiperelástico de Kirchhoff-Saint-Venant, relacionando o segundo tensor de Piola-Kirchhoff 

com o tensor das deformações de Green-Lagrange. Em contraste com [2] e [25], no entanto, 

todos os termos de ordem superior (cúbicos e acima) nas deformações são retidos no nível 
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constitutivo. As tensões assim obtidas são transformadas em tensões nominais (isto é, em 

tensões do primeiro tensor de Piola Kirchhoff) e depois integradas na seção transversal, 

fornecendo os esforços resultantes da seção transversal. Os correspondentes módulos elásticos 

de rigidez tangente (ou seja, as derivadas dos esforços resultantes com relação às deformações 

da seção transversal) são obtidos de maneira exata.  

Uma vez que são retidos todos os termos nas deformações, a integração das tensões na seção 

transversal gera várias propriedades geométricas de ordem superior da seção transversal. 

Lida-se com essas “pesadas” quantidades por meio de integração numérica. No entanto, como 

conseqüência, a expressão explícita da função empenamento passa a ser necessária, e isso 

coloca uma desvantagem dentro do presente modelo. Aqui, propõe-se a adoção de uma função 

empenamento que é uma combinação da área setorial de Vlasov [23] com a função bicúbica 

de [26], contemplando tanto o empenamento primário quanto o chamado empenamento 

secundário ou empenamento na espessura.  

Lembrando que neste trabalho se preocupou somente em melhorar a equação constitutiva 

elástica, não tratando de tensões residuais, elastoplasticidade ou efeitos locais 3D. 

O texto está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2, apresenta-se uma formulação 

cinematicamente exata de barras com implementação em elementos finitos. No Capítulo 3 são 

apresentados as equações constitutivas usadas neste trabalho e o desenvolvimento da equação 

contistitutiva “completa”. Os exemplos numéricos para validação da pesquisa são 

apresentados no Capítulo 4 e finalmente, as conclusões do trabalho são comentadas no 

Capítulo 5. 

Com relação à notação utilizada, ao longo de todo o trabalho letras minúsculas latinas ou 

gregas em itálico ( , ,..., , ,...)a b a b  representam grandezas escalares, ao passo que as 

correspondentes em negrito ( , ,..., , ,...)a b a b  denotam vetores. Letras maiúsculas latinas ou 

gregas em negrito-itálico ( , ...)A B  expressam tensores de segunda ordem, todos no espaço 

Euclidiano tridimensional. Vetores e matrizes construídos com componentes tensoriais (por 

exemplo para fins computacionais) são expressos por letras latinas em negrito não-itálico 

( , ... , ,...)A B a b . Adota-se ainda a convenção de somatório sobre índices repetidos, estando 

subentendido que esses tomam valores entre {1,2} para letras gregas ou entre {1,2,3} para 

letras latinas. 
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2. Formulação cinematicamente exata de barras com implementação em 

elementos finitos 

2.1. Formulação de barra 

Em condições de linearidade geométrica, ou seja, situações de pequenos deslocamentos e 

pequenas rotações, várias teorias de barras foram introduzidas ao longo dos anos. Dentre elas 

destacam-se algumas da primeira metade do século XX, como a Teoria de Timoshenko [27] e 

a Teoria de Vlasov [23]. A última teve relevância por incluir o empenamento da seção 

transversal na cinemática da barra, contemplando o problema da torção não uniforme. 

No trabalho de [15], apresentou-se uma formulação não linear para barras no espaço sem 

aproximações geométricas, contendo deduções consistentes das equações do movimento (ou 

equilíbrio dinâmico). Em [16], foram deduzidas as equações exatas de equilíbrio estático para 

barras tridimensionais sujeitas às hipóteses cinemáticas do modelo de Timoshenko, 

detalhando-se ainda a obtenção do operador tangente. Em [19], o operador tangente para esses 

tipos de teoria foi deduzido pela primeira vez de forma correta, e em [17] foi feito a sua 

extensão para incorporar o empenamento. 

Este capítulo apresenta a teoria de barras cinematicamente (ou geometricamente) exata de [7] 

e [28] (e que teve sua implementação numérica efetuada em [1]), que incorpora o 

empenamento das seções transversais na descrição cinemática da barra. A teoria utiliza 

formulação Lagrangiana total e emprega como grandezas fundamentais o primeiro tensor das 

tensões de Piola-Kirchhoff e o gradiente das deformações. As variáveis utilizadas para o 

desenvolvimento das equações são grandezas relativas à configuração de referência, formadas 

por componentes dos vetores dos deslocamentos e rotações. 

Por se uma formulação geometricamente exata é adequada tanto à análise de tensões e 

deslocamentos quanto à análise de estabilidade. 

É considerado o efeito da distorção devido à força cortante e também o empenamento não 

uniforme das seções transversais devido à flexotorção. 
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2.1.1. Cinemática 

Nesta teoria, a hipótese cinemática fundamental é a de que as seções transversais inicialmente 

ortogonais ao eixo da barra na configuração de referência permanecem indeformáveis na 

projeção em seu plano durante o movimento, mas não necessariamente ortogonais ao eixo 

deformado, devido aos efeitos da força cortante. Além disso, podem deixar de ser planas, 

devido à consideração do empenamento. Os pontos situados na seção transversal da barra 

sofrem primeiramente um deslocamento e uma rotação, e então é superposto um 

deslocamento na direção ortogonal à seção deformada, correspondendo ao empenamento. 

A Figura 2.1 mostra a representação do movimento da barra no espaço. Na configuração de 

referência, ou indeformada, define-se uma base local ortonormal de vetores { }1 2 3, ,r r re e e , com 

3
re  coincidente com o eixo da barra. A barra é admitida reta na sua posição indeformada e tem 

comprimento inicial l . O índice “r ” sobre uma grandeza indica que ela se encontra na 

configuração de referência. 

 

 

Figura 2.1- Descrição da barra e grandezas cinemáticas fundamentais (figura adaptada de [29]). 

 

Os pontos da barra na configuração de referência podem ser descritos vetorialmente por: 

 ,r= +ax z  (2.1) 
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onde: 

   3, 0,r lz z é ù= Î ë ûez  (2.2) 

descreve a posição dos pontos do eixo e 

 3
r rxa=a e  (2.3) 

descreve a posição dos demais pontos da seção transversal em relação ao eixo. 

Depois da deformação, define-se outra base { }1 2 3, ,e e e  ortonormal de vetores, chamada de 

base local móvel, com as seções transversais contidas no plano { }1 2,e e . Os pontos da barra 

passam a ser descritos por uma nova função vetorial ( )ˆ=x x x , dada por 

  3.py= + +x z a e  (2.4) 

Da observação da Figura 2.1, pode-se notar que ( )ˆ=z z z , que descreve a nova posição dos 

pontos do eixo da barra, e ( )ˆ=a a x  descreve a posição dos demais pontos da seção em 

relação ao eixo deformado. Além disso ( )ˆ xay y=  é a função empenamento relativa ao 

centro de cisalhamento, e ( )ˆp p= z  é o parâmetro escalar associado a y  que dá sua 

intensidade. 

O vetor a é dado por 

 ,r xa a= =a Qa e  (2.5) 

sendo ( )ˆ=Q Q z  o tensor ortogonal das rotações das seções transversais. A expressão (2.5) 

mostra que a é nada mais que ra  rotacionado de Q . 

O tensor Q  pode ser obtido através da fórmula de Euler-Rodrigues [30], [31], detalhada pela 

expressão abaixo: 

 
( )

( )

2
2

2

21
,

2 2

sensen qq
q q

= + +Q I Q Q  (2.6) 
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onde Q  é um tensor antissimétrico cujo vetor axial é q , sendo este último o chamado vetor 

rotação que caracteriza a rotação da seção tranversal, cuja magnitude é q = q . 

Pode-se determinar o vetor dos deslocamentos u  de um ponto do eixo da barra  usando a 

expressão: 

 .= -u z z  (2.7) 

Já o vetor dos deslocamentos de um ponto genérico da barra pode ser expresso por 

 .= -xd x  (2.8) 

2.1.2. Deformações 

O gradiente da transformação, para a deformação da barra, pode ser representado por 

 '
3,

r r

x a
a

¶ ¶
= = Ä + Ä

¶ ¶
x x

F e x e
x

 (2.9) 

em que a notação ( ) z¶ ¶  foi introduzida.  

Fazendo separadamente as duas diferenciações acima, chega-se a: 

 
( ) ( )

       

33

, 3 , 3

r

r

pp

x x x

p p
a a a

a a a a

yy

y y

¶ +¶ + +¶
= =

¶ ¶ ¶
= + = +

Qa ez a ex

Qe e e e

 (2.10) 

e 

 

( )
   

   

   

'' ' '
3

' ' ' '
3 3

' ' ' '
3 3

' '
3 3,

r

T T

p

p p

p p

p p

y

y y

y y

y y

= + +

= + + +

= + + +

= + + +

x z a e

z Qa e Qe

z QQ a e QQ e

z Ka e Ke

 (2.11) 

sendo que ' T=K QQ  é um tensor antissimétrico cujo vetor axial é designado por k . 

Através de (2.7), pode-se chegar a: 

 ' ' ' '
3 .
r= + = +z u u ez  (2.12) 
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Definindo-se convenientemente um vetor h  de deformações como sendo 

 ' '
3 3 3,

r= - = + -z e u e eh  (2.13) 

e com ajuda dos vetores 

 
r T

r T

=

=

Q

Q

h h

k k,
 (2.14) 

Após algumas manipulações chega-se então à seguinte forma do gradiente das deformações

F :    

 
( ){ }

{ }   

'
, 3 3 3 3

, 3 3 ,

r r r r r r r r

r r r r

p p p

p
a a

a a

y y y

y

é ù= + Ä + + ´ + + Äê úë û
= + Ä + Ä

F Q I e e a e e e

Q I e e e

h k

g
 (2.15) 

onde 

 ( ) '
3 3

r r r r r rp py y= + ´ + +a e eg h k  (2.16) 

é o vetor das deformações em um ponto qualquer da seção seção transversal. 

A velocidade de um ponto genérico da barra é dada pela diferenciação de seu deslocamento 

no tempo, ou seja: 

 

( )
( )

( ) ( )

    = 

    = 

    = 

    = 

3

3 3

3 3

3 3 3 3,

r r

T T

p

p p

p p

p p p p

y

y y

y y
y y y y

= - =

+ +

+ + +

+ + +

+ + + = + ´ + +

x x

z a e

u Qa e Qe

u QQ a e QQ e

u a e e u a e e

d x

W w





 


  
  

  

 (2.17) 

onde T=QQW   é o tensor antissimétrico das velocidades angulares cujo vetor axial é 

designado por w . Fazendo diferenciação de (2.6) no tempo e multiplicando por TQ , após 

algumas manipulações, obtém-se a expressão abaixo para o vetor das velocidades angulares: 

 =w Gq ,  (2.18) 
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com 

 
( )

( )

2
2

2 2

21 1
1 .

2 2

sen senq q
q qq

æ ö÷ç= + + - ÷ç ÷÷çè ø
IG Q Q  (2.19) 

Dessa forma, pode-se escrever a velocidade de um ponto da barra como 

 ( ) ( )3 3.p py y= + ´ + +u a e ed Gq    (2.20) 

Analogamente, tem-se que 

 ,'=k Gq  (2.21) 

de maneira que 

 ' ',r T T T= = =Q Qk k Gq G q  (2.22) 

já que ( ) ( )' '= + = +Q K K Q K Q ,W W W   pois a ordem da diferenciação não altera o 

resultado. Portanto, tem-se que ' = + -K K K ,W W W  o que conduz  

 ' .= - ´w k w k  (2.23) 

Através da diferenciação no tempo de (2.15), ou pela diferenciação no espaço de (2.17), e 

usando (2.23), chega-se ao gradiente das velocidades conforme abaixo 

 

( ){ }   '
, 3 3 3 3 3 ,r r r r r r r r r rp p p pa ay y y y

¶ ¶
= =

¶ ¶
é ù= + Ä + + ´ + + + ´ Äê úë û

F
F

t
F Q e e a e e e e

d
x

W h k k




   
(2.24) 

onde 

 
( ) ( )
( ) ( )

      e' ' ' '

' ' ' .

r T T

r T T T

é ù= - ´ = + ´ê úë û
= - ´ = = +

Q u z Q u z

Q Q Q

h w Gq

k k w k w G q Gq

 
  

 (2.25) 

Por diferenciação de (2.19), obtém-se o tensor 'G  que aparece em (2.25): 
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( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

       

       

2
' '

2 2

2
' 2

2 2 2

2
' ' '

2 2

21

2

21 1 1
3 1

2 2

21 1
1 .

2 2

sensen

sen sen

sen sen

qq
qq q

q q
qq qq

q q
q qq

æ ö÷ç ÷ç ÷ç= - ⋅ +÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
é ù
ê úæ ö÷çê ú+ - - ⋅÷ç ÷÷çê úè øê úë û

æ ö÷ç+ + - +÷ç ÷÷çè ø

G q q Q

q q Q

Q QQ Q Q

 (2.26)   

O vetor das deformações generalizadas da barra é definido por 

 

'

,

r

r
r

p

p

é ù
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

h

k
e  (2.27) 

e o vetor dos os graus de liberdade da barra por 

 ,

p

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

u

d q  (2.28) 

        

Com a ajuda do operador 

 

'

'

,
1 0 1 0

0 1 0 1

T

T

T T T T T

T T T T T

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú= ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ë û ë û

Q I

Q
B

O o o Z G O o o

O o o O G G o o

o o o o o

o o o o o

 (2.29) 

onde O  é o tensor nulo e 'Z  é o tensor antissimétrico cujo vetor axial é 'z , e do operador 

diferencial  
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 ,

1T T

T T

z

z

z

é ù¶ê ú
ê ú¶ê ú
ê ú
ê ú
ê ú¶

= ê ú
ê ú¶
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú¶
ê ú
ê ú¶ë û

I O o

O I o

O I oD

o o

o o

 (2.30) 

pode-se escrever a seguinte relação a partir de (2.25), (2.27) e (2.28): 

 .r = B de D   (2.31) 

Os vetores de deformação   e  ,r r rg h k  não estão relacionados com os componentes dos 

tensores de deformação usualmente apresentados nas teorias de sólidos ou estruturas como 

por exemplo o Tensor das Deformações Lineares.  

As deformações aqui apresentadas não pertencem a nenhuma família de deformações [32], 

mas possuem a grande vantagem de serem invariantes perante movimentos superpostos de 

corpo rígido.  

2.1.3. Tensões 

O tensor das tensões usado na análise não-linear para se fundamentar a formulação 

variacional deve estar de acordo com os Princípios da Mecânica dos Sólidos Deformáveis. O 

tensor das tensões empregado neste trabalho é o primeiro tensor das tensões de Piola-

Kirchhoff P , que é energicamente conjugado com o gradiente das velocidades F , 

representando as tensões nominais atuantes na barra. 

Através de um produto tensorial, P  pode ser expresso em função de seus vetores-colunas por 

 3 3,
r r

a a= Ä + ÄP e et t  (2.32) 

com at  sendo as tensões atuantes nos planos cujas normais na configuração de referência são 

r
ae , e 3t é a tensão atuante no plano da seção transversal por unidade de área da configuração 

de referência. at  e 3t  podem ser representados também por 
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3 3,

r

r
a a=

=

Pe

Pe

t

t
 (2.33) 

ou, na base rotacionada de versores, por 

 3 3

3 3 33 3.
a ab a a

a a

= +
= +

e e

e e

t t t
t t t

 (2.34) 

Nesse caso 3at  e 33t , são, respectivamente, as tensões de cisalhamento e a tensão normal 

atuantes na seção transversal deformada. 

 

2.1.4. Potência dos Esforços Internos 

A potência dos esforços internos de uma barra de comprimento inicial l  e seção transversal 

de área A é dada por 

 int

0

: ,
l

A
P dAdz= ò ò P F  (2.35) 

em que P  é o primeiro tensor das tensões de Piola-Kirchhoff. 

Com a ajuda de (2.24), tem-se 

( ){ }'
, 3 3 3 3 3: : : .r r r r r r r r r rp p p pa ay y y yé ù= + Ä + + ´ + + + ´ Äê úë ûP F P F P Q e e a e e e eW h k k    

 (2.36) 

Como : :T=P F PF ,W W  e TPF  é simétrico, então : 0T =PF W , já que o produto 

escalar de um tensor simétrico por um antissimétrico é nulo. Desta forma, com o auxílio da 

definição de operador transposto e de (2.32), chega-se a 

 

( ){ }
( ){ }

( ) ( ) ( )
          

          

'
, 3 3 3 3 3

'
, 3 3 3 3 3

'
, 3 3 3 3 3

: :

:

r r r r r r r r r r

T r r r r r r r r r r

T r T r r r r r r

p p p p

p p p p

p p p p

a a

a a

a a

y y y y

y y y y

y y y y

é ù= Ä + + ´ + + + ´ Äê úë û
é ù= Ä + + ´ + + + ´ Äê úë û

= ⋅ + ⋅ + ´ + + + ´

P F P Q e e a e e e e

Q P e e a e e e e

Q e Q a e e e

h k k

h k k

t t h k k

    

   

    .ré ù
ê úë û

(2.37) 

A expressão acima sugere a definição dos vetores 
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 3 3

3 3 3 33 3,

r T r r

r T r r
a a ab a a

a a

= = +

= = +

Q e e

Q e e

t t t t

t t t t
 (2.38) 

Substituindo em (2.37), chega-se a 

 ( ) '
, 3 3 3 3 3: .r r r r r r r rp p p pa ay y y yé ù= + ⋅ + ´ + + + ´ê úë ûP F a e e et t h k k      (2.39) 

Substituindo-se (2.39) na integral de (2.35), e após algumas manipulações, a potência dos 

esforços internos resulta em 

 ( )'int

0

,
l

r r r r Qp Bp dz= ⋅ + ⋅ + +òP n mh k    (2.40) 

 sendo  e B, ,r r Qn m dados por 

 
( )

( )
( )

3 3

3 3 3

3 3 3

3 3 33 .

r r r r

A
r r r r r r

A
r r r

A
r r

A A

dA V N

p dA M T

Q dA

B dA dA

a a

a a

a a

y

y y

y y

= = +

= + ´ = +

é ù= + ⋅ ´ê úë û
= ⋅ =

ò
ò

ò
ò ò

n e e

m a e e e

e

e

t

t

t t k

t t

 (2.41) 

 

Nota-se assim que as forças e os momentos que realmente atuam numa seção transversal são 

dados por 

 ( )
3 3

3 3 3.

r

A
r

A

dA V N

p dA M T

a a

a ay

= = = +

= + ´ = = +
ò
ò

n Qn e e

m a e Qm e e

t

t  (2.42) 

Mesmo com esta diferença, as componentes de e , ,r rn n m   m , respectivamente, 

correspondem exatamente às forças cortantes (Va ), à força normal (N ), aos momentos 

fletores (Ma ) e ao momento torçor (T ) atuantes na seção. É importante observar que 

e , ,r r Q Bm n     não são afetados por movimentos superpostos de corpo rígido, o que não 

ocorre com  e n m , sendo portanto convenientes na formulação de equações constitutivas. 
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Nota-se que um vetor ( )r⋅  tem na base fixa os mesmos componentes que o vetor ( )⋅ tem na 

base móvel. 

Definindo-se, agora, o vetor dos esforços generalizados de uma seção 

 ,

r

r
r

Q

B

é ù
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

n

m
s  (2.43) 

com a ajuda de (2.31), a potência dos esforços internos pode ser expressa por 

 
0 0

.
l l

r r r
intP d dz z= ⋅ = ⋅ò ò B ds e s D   (2.44) 

 

2.1.5. Potência dos Esforços Externos 

A expressão da potência dos esforços externos em uma barra de comprimento inicial l  e 

seção transversal de área A  e contorno C , por definição, é 

 
0

,
l

ext C A
P dC dA dzé ù= ⋅ + ⋅ê úë ûò ò òt bd d   (2.45) 

sendo t o vetor das forças superficiais externas na configuração atual por unidade de área da 

configuração de referência e b o vetor das forças volumétricas externas na configuração atual 

por unidade de volume da configuração de referência, ambos atuantes na barra. 

Substituindo (2.20) em (2.45), e realizando-se algumas manipulações chega-se a 

 ( ) ( )
0 0

,
l l

extP Bp d Bp dz zé ù= ⋅ + ⋅ + = ⋅ + ⋅ +ë ûò òn u m n u mw Gq    (2.46) 

onde   e  , Bn m são, respectivamente, as forças, momentos externos e bimomentos externos 

aplicados ao longo da barra por unidade de comprimento de referência dados por 
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 ( ) ( )
   e

3 3

3 3

,

.

C A

C A

C A

dC dA

p dC p dA

B dC dA

y y

y y

= +

= + ´ + + ´

= ⋅ + ⋅

ò ò
ò ò
ò ò

n t b

m a e t a e b

t e b e

 (2.47) 

  

2.1.6. Equações de Equilíbrio e Condições de Contorno 

É utilizado o método variacional na formulação das equações de equilíbrio, neste caso o 

Teorema dos Trabalhos Virtuais. Variações das deformações são definidas por linearização 

consistente das deformações e são também chamadas de deformações virtuais.  

Desta forma, a partir (2.25), essa linearização conduz a 

 
( )

( )
,

,

r T

r T

d d d

d d d

é ù= + ´ê úë û
= +

' '

' '

Q u z

Q

h G q

k G q G q
 (2.48) 

onde ( )d ⋅  indica as grandezas virtuais. Portanto, pode-se se escrever  

 .rd d= B de D  (2.49) 

A expressão do trabalho virtual dos esforços internos de uma barra, sendo obtida de maneira 

análoga à da potência interna, é então dada pela expressão abaixo 

 ( )'int

0 0

.
l l

r r r r rW d Q p B p dd d z d d d d z= ⋅ = ⋅ + ⋅ + +ò ò n ms e h k  (2.50) 

Já o trabalho virtual dos esforços externos aplicados ao longo da uma barra é da mesma forma 

dado por 

 ( )
0 0

,
l l

extW d B p dd d z d d d zé ù= ⋅ = ⋅ + ⋅ +ë ûò òq d n u m G q  (2.51) 

sendo  
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n

m

B

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

q  (2.52) 

 o vetor dos esforços externos aplicados ao longo da barra. 

De acordo com as relações que expressam intWd  e extWd , o equilíbrio da barra com condições 

de contornos essenciais em suas extremidades pode ser formulado através do Teorema dos 

Trabalhos Virtuais, ou seja, 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

  int

0

ˆ ˆ ˆ0, | 0

0.

ext
l

W W l

Q p B p B p d

d d d d z d d

d d d d d d d d z

- = " = = = 

é ù⋅ + ⋅ - ´ ⋅ + + - ⋅ - ⋅ - =ê ú
ë ûò

'' ' '

d d d d

n u m z n n u m

o

G q G q G q

 (2.53) 

Efetuando-se integração por partes nos termos com d 'u  e ( )d
'

G q , chega-se à seguinte 

equação  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0, .
l

B Q B p dd d d z dé ù+ ⋅ + + ´ + ⋅ + - + = "ê úë ûò ' ' ' 'n n u m z n m dG q (2.54) 

Para a igualdade acima ser válida, ela deve conduzir às seguintes condições de contorno: 

 

( )
( )
( )

0

0

0

| 0,

| 0,

| 0.

l

T l

lB B p

d

d

d

- ⋅ =

- ⋅ =

- =

*

*

*

n n u

mG m q  (2.55) 

As condições de contornos naturais que anulam os termos de contorno são 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

   e         

   e   

    e         

0 0 ,

0 0 ,

0 0 .

T T

l l

l l

B B B l B l

= =

= =

= =

* *

* *

* *

    n n n n

m m

   

  

G m G m  (2.56) 

e as seguintes condições de contorno essenciais: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

   e   

   e   

   e   

0 0 ,

0 0 ,

0 0 .

l l

l l

p p p l p l

= =

= =

= =

* *

* *

* *

u u u u

q q q q  (2.57) 

2.1.7. Linearização dos trabalhos virtuais: operador Tangente 

A aplicação do Método dos Elementos Finitos em estruturas não lineares recai na utilização 

do método de Newton para solução do sistema, o qual invariavelmente necessita da 

linearização das expressões que definem o equilíbrio do sistema. Essa linearização pode ser 

realizada através da derivada de Fréchet resultando no chamado operador tangente. Assim 

diferenciando (2.53) no tempo e usando (2.49) e (2.50), tem-se 

 ( ) ( )int

0

.
l

r r
extW W d

t
d d d d d z

¶
- = ⋅ + ⋅ - ⋅

¶ ò B d B d q ds D s D   (2.58) 

Depois de muitas manipulações algébricas, de (2.58) chega-se a  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )int

0

,
l

extW W d
t

d d d d d z
¶ é ù- = ⋅ + ⋅ - ⋅ë û¶ ò DB d B d G d d Ld dD D D D   (2.59) 

onde 

 

'

'

'

'

r r r r

r r

r r r r

r r r

r

r r

r r

p p
m m m

p p
Q Q Q Q

p p
B B B B

p p

k

é ù¶ ¶ ¶ ¶ê ú
ê ú¶¶ ¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶ ¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶¶ ¶ ¶ê ú= = ê ú¶ ¶ ¶ ¶¶ ê ú
ê ú¶¶ ¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶ ¶ ¶ê ú
ê ú¶¶ ¶ ¶ë û

n n n n

k
m

D

k

h

s h
e

h k

h

 (2.60) 

 

é a matriz dos módulos constitutivos de rigidez tangente 



26 
 

 

 

'

''

'

0 0

0 0

u
T
u

T

T T T

T T T

q

qq qqq

qq

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

G

G G G

GG

O O o o

o o

O O o o

o o o

o o o

 (2.61) 

é a matriz simétrica que caracteriza os efeitos geométricos dos esforços internos e 

 

0
p

T T
p

qq q

q

é ù
ê ú¶ ê ú= = ê ú¶ ê ú
ê úë û

q
L L L

d
L

O O o
O

o

 (2.62) 

é a matriz que caracteriza os efeitos geométricos dos esforços externos. 

As submatrizes de D  podem ser obtidas desde que se conheçam ,   e  ,r r Q Bn m  (dados por 

(2.41)), isto é, desde que se conheça a equação constitutiva, a qual fornece   e  3
r r
at t . Já as 

submatrizes  e G L , a partir da ajuda dos tensores antissimétricos e, 'N M  Z  (cujos vetores 

axiais são e ', ,n m z respectivamente) são dadas por  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

'

'

'

'

'

1 1
, ,

2 2
1

, ,
2
1

, ,
2

u
T T
u

T T T

T

T T T

q

q

qq

qq

qq

= -

=

= + - + - -

= + =

= + =

' ' ' ' ' '

G N

G N

G Z N NZ U n U m M M

G U m V m

G U m V m

G

G

G G q Z q q, G G G G

q G MG q

q G MG q

(2.63) 

e  

 

( )

( )

( )

            =

            =

            =

T

uu u pu

T

u p
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up pp

B

B

B

p p p

q

q qq q

qq

¶¶ ¶
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¶ ¶ ¶
¶¶ ¶

= =
¶ ¶ ¶

¶¶ ¶
= =

¶ ¶ ¶

mn
L L L

u u u
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L L L

mn
L L L

G

G

q q q
G

 (2.64) 
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O tensor L  depende diretamente dos esforços externos atuantes na barra. Sendo esses não 

conservativos, L  não será simétrica. 

Sendo a matriz constitutiva D  simétrica e os carregamentos ao longo da barra sendo 

conservativos, o operador tangente sempre será simétrico, uma vez que as matrizes eG    L  

são simétricas. Cabe mencionar que as expressões (2.63) foram publicadas de forma correta 

pela primeira vez na literatura em [19], corrigindo o erro cometido por Simo em [20]. 

 

2.2. Implementação em método dos elementos finitos 

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma ferramenta muito utilizada na solução de 

problemas da Mecânica dos Sólidos Deformáveis, sendo possível fazer a análise de sistemas 

estruturais bastante complexos, com condições de vínculo arbitrárias e carregamentos bem 

genéricos.  

Este item a aplicação do MEF para a resolução da equação (2.53). Os elementos utilizados 

serão elementos de barra isoparamétricos de 2 e 3 nós. 

 

2.2.1. Formulação matricial 

Cada nó de um elemento possui sete graus de liberdade, três translações, três rotações e um 

parâmetro de empenamento. Os deslocamentos d  para toda a estrutura serão obtidos através 

da interpolação dos valores nodais. Os valores interpolados serão introduzidos nas expressões 

dos trabalhos virtuais e de suas linearizações, dando origem às equações das forças residuais e 

às matrizes de rigidez tangente constitutiva, geométrica e de carregamento. Com essas 

últimas, resolver-se-ão os sistemas não lineares resultantes, através do Método de Newton. 

Na formulação do Método dos Elementos Finitos, interpolam-se os deslocamentos 

generalizados d  das seções transversais de um elemento de barra utilizando a relação: 

 ,= Npd  (2.65) 
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onde ( )ˆ x=N N  é a matriz que contém as funções de interpolação e p  é o vetor dos 

deslocamentos nodais generalizados do elemento, dado por 

 

1

2

3

n

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

p

p

p

p

p


 (2.66) 

( ip  representa o vetor dos graus de liberdade do nó i  e n  é o número de nós do elemento). 

Os componentes da matriz de interpolação N  nada mais são do que as funções de forma dos 

elementos isoparamétricos, ou seja, polinômios de Lagrange [8], [33] do tipo 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1 2 1 11

1 2 1 1

.a a nn
a a

a a a a a a a n

N l
x x x x x x x x x x

x
x x x x x x x x x x

- +-

- +

- - - - -
= =

- - - - -

 
 

 (2.67) 

As funções de forma do elemento de barra com n  nós podem ser expressas pela equação 

  

 1 ,n
a a p a pl N-= =N I I  (2.68) 

onde pI  é uma matriz identidade com dimensão igual ao número de graus de liberdade por 

nó. A matriz de interpolação N  é dada por 

 1 2 .n
é ù= ê úë ûN N N N  (2.69) 

 

As componente da matriz N  assumem os seguintes valores para elementos de barra de dois 

nós: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

  e1
1 1

1
2 2

1
1

2
1

1 .
2

N l

N l

x x x

x x x

= = -

= = +
 (2.70) 
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Para elementos de três nós obtém-se: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

 e

2
1 1

2 2
2 2

2
3 3

1
1 ,

2
1

1
1 .

2
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x x x x

x x x

x x x x

= = -
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= = +

 (2.71) 

As coordenadas z  da barra são válidas no intervalo de 0 a l , enquanto que as coordenadas x  

do elemento estão normalizadas para o intervalo -1 a 1. Como se trata de elementos 

isoparamétricos, a forma de contornar este fato é imediata. Para elementos de dois nós, 

obtém-se: 

 ( ) ( )1 1 2 2 2 1
2

l
N N lNz z z x x= + = = +  (2.72) 

(já que as posições dos nós 1 e 2 são 1 0z =  e 2 lz = ), de modo que o Jacobiano da 

transformação de coordenadas será 

 
( )2 .

2

N l
J lx

xz
x x

¶¶
= = =

¶ ¶
 (2.73) 

No caso do elemento de três nós, com o nó intermediário em uma posição qualquer la , com 

0 la< <  obtemo-se: 

 ( ) ( )1 1 2 2 3 3 2 3 .N N N lN lNz z z z a x x= + + = +  (2.74) 

O jacobiano neste caso será: 

 
( ) ( )2 3 .

N N
J l lx

x xz
a

x x x

¶ ¶¶
= = +

¶ ¶ ¶
 (2.75) 

As derivadas das funções de forma em relação a z , pela regra da cadeia, serão dadas por 

 ( ) 1
,a a aN N N

Jx
x

z x z x
-¶ ¶ ¶¶

= =
¶ ¶ ¶ ¶

 (2.76) 

valendo para elementos com qualquer número de nós.  

 



30 
 

 

De (2.65), obtém-se: 

 ,d d= N pd  (2.77) 

onde dp  é o vetor dos deslocamentos virtuais nodais do elemento. 

Substituindo os vetores e dd d  por (2.65) e (2.77) nas expressões dos trabalhos virtuais, 

pode-se dizer que int extW W Wd d d= -  das forças residuais de um elemento é dado por 
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Neste caso *q  é o vetor dos esforços concentrados atuantes nas extremidades do elemento e 

Ρ  é o vetor do esforços nodais residuais do elemento (não confundir o vetor Ρ  com o tensor 

das tensões R  de Piola-Kirchhoff). A condição de equilíbrio implica que: 

 ( )*

0
.

lTd d⋅ = ⋅P Np q p  (2.79) 

Daí decorre: 
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 (2.80) 

sendo necessário efetuar a mudança de coordenadas nas integrações, mediante uso do 

Jacobiano. 

A matriz rigidez tangente do elemento decorre da introdução de (2.65) e (2.77) em (2.59), o 

que após alguma álgebra conduz a: 

 .T
¶

=
¶
Ρ

k
p

 (2.81) 
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Como Ρ  é dado em (2.80), a diferenciação acima é possível de ser realizada, de maneira que, 

após algumas manipulações algébricas, chega-se a 

 ( ) ( ) ( ) ( )

    
0 0 0

.

l l l
T TT T

T

c G L

d d dz z z= + -

= + -

ò ò òk Ν Ν Ν Ν Ν N

k k k

D G LD B B D D D  (2.82) 

Os tensores G  e L  que aparecem nas integrais acima são aqueles expressos pelas equações 

(2.60) e (2.61), respectivamente, que caracterizam os efeitos geométricos dos esforços 

internos e externos. Além disso, as parcelas ck , Gk  e Lk  são chamadas de contribuições 

constitutiva, geométrica e de carregamento na matriz de rigidez. 

 

2.2.2. Formulação das matrizes globais e solução do problema 

Seja jA  a matriz que “localiza” os nós do elemento j  na estrutura global. A partir dessa 

matriz, chamada de matriz de conectividade, o vetor jp  dos graus de liberdade nodais do 

elemento j  pode ser extraído do vetor r  dos graus de liberdade nodais de toda a estrutura: 

 .j j= Ap r  (2.83) 

O vetor R  dos esforços  nodais residuais de toda a estrutura pode ser relacionado com o vetor 

jP  dos esforços nodais residuais do elemento j : 

 
1

.
n

T
j j

j=

= åR A P  (2.84) 

Observa-se que R , sendo função de jP , é função de jp , devido a (2.80) e assim, como pode ser 

visto em (2.83), é uma função dos graus de liberdade nodais r   da estrutura, já que 

.j j= Ap r  

A estrutura estará em equilíbrio quando a resultante dos esforços residuais globais for nula, 

isto é, se existir um campo de deslocamentos e empenamentos que satisfaça: 

 .=R o  (2.85) 
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A equação (2.85) resulta num sistema de equações não lineares, cuja solução pode ser obtida 

por exemplo através do Método de Newton [8], [33] e [34]. Assim, aplicando-se o Método de 

Newton, arbitra-se uma estimativa inicial para o vetor r  e a partir dela ter-se-á:    

 ( ) ( )
1

1 ,i i i i
-

+ æ ö¶ ÷ç= - ÷ç ÷÷ç ¶è ø
R

Rr r r r
r

 (2.86) 

sendo ir  e 1i+r  os graus de liberdade nodais da estrutura nas iterações i  e 1i + , 

respectivamente. Utilizando-se algumas expressões anteriores, a derivada parcial que surge 

em (2.85) fica: 
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 (2.87) 

onde Tjk  é a matriz de rigidez tangente do elemento j , expressa em (2.80) e (2.81), e TK  é a 

matriz de rigidez tangente da estrutura, ambas no sistema global. Então, (2.85) pode ser 

escrita como 

 ( ) ( )11 .i i i i
T

-+ = - K Rr r r  (2.88) 

Lembrando que para elementos formulados sob linearidade geométrica, a matriz de rigidez 

global fica independente dos deslocamentos, já que o equilíbrio é escrito na configuração de 

referência (não há contribuição geométrica e nem de carregamento em Tk ) [1]. Como 

consequência, o sistema de equações resultante da condição de equilíbrio é algebricamente 

linear, e pode ser, portanto, resolvido por meio de métodos diretos, como o de Crout [34], que 

verifica se a matriz é positivo definida. Sem necessidade de iterações. 
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3. Equações constitutivas elásticas  

No âmbito da elasticidade, as equações constitutivas são igualdades que relacionam o campo 

de tensões com o campo de deformações. São relações entre grandezas físicas que procuram 

introduzir em um modelo mecânico as propriedades dos materiais [32]. 

Este capítulo aborda a questão da formulação adequada de relações constitutivas elásticas, 

para aplicação na teoria de barras cinematicamente exata.  

A teoria apresentada no capítulo anterior é válida para barras constituídas de qualquer tipo de 

material. Neste capítulo é apresentada uma extensão dos trabalhos de [2] e [25], apresentando 

uma equação constitutiva elástica “completa” (isto é, incluindo todos os termos de ordem 

superior nas deformações) para análise de barras com graus de liberdade de empenamento.  O 

ponto de partida é o modelo constitutivo hiperelástico tridimensional de Kirchhoff-St-Venant. 

A título de curiosidade, apresenta-se inicialmente a formulação de uma equação constitutiva 

elática-linear para a teoria de barras em questão. Partindo-se em seguida para a formulação 

com o material de Kirchhoff-St-Venant. Como desenvolvimento futuro, apresenta-se, no final 

do capítulo, uma possibilidade de extensão dessas idéias para o material hiperelástico de 

Simo-Ciarlet [35]. 

 

3.1. Equação constitutiva elástica linear   

Em não linearidade geométrica deve-se ressaltar a importância do Princípio da Objetividade, 

segundo o qual uma equação constitutiva não pode ser afetada por movimentos de corpo 

rígido superpostos ao movimento do sólido. Em outras palavras, como os movimentos de 

corpo rígido não provocam deformações, não devem alterar o estado interno de tensões do 

sólido em estudo [32]. 

Para a teoria geometricamente exata de barras no espaço, as componentes de alongamento e 

de distorção da deformação também podem ser relacionadas com as suas tensões 

correspondentes (isto é, com suas tensões energicamente conjugadas), através dos módulos de 

elasticidade longitudinal e transversal do material [1]. As expressões que definem estas 

deformações podem ser extraídas, por exemplo, do tensor de Green E , que para o caso de 

cinemática exata vale:  
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 ( )1
,

2
= -E C I  (3.1) 

onde C  é o tensor direito de Cauchy, dado por: 

 .T=C F F  (3.2) 

Substituindo-se (2.15) e (3.2) em (3.1), e desenvolvendo a expressão, chega-se a: 
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onde   e  r
ag e  são as 3 componentes do vetor rg  (dada pela equação (2.16)), isto é 
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Desenvolvendo as operações matriciais acima, e desprezando os todos os termos a partir da 

segunda ordem nas deformações, obtém-se: 
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Quando se despreza os termos de ordem superior em E , implicitamente se presume que as 

deformações da barra são pequenas, embora os deslocamentos e as rotações possam ser de 

qualquer magnitude.  

Como, até a primeira ordem nas deformações T =Q P S  (S = segundo tensor das tensões de 

Piola-Kirchhoff), as tensões retrorrotacionadas de P  podem ser relacionadas com as 

deformações E  de Green uma vez que são essas últimas as deformações energeticamente 

conjugadas a S . 

 



35 
 

 

Dessa forma, a partir de (3.5), a lei elástica linear clássica envolvendo todas as distorções e 

todos os alongamentos da barra estabelece que 
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3 , ,
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r
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G p

G p
a a a

a a a

t e

t g y

t g y

=

= +
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 (3.6) 

onde as tensões 33t , 3at  e 3at  são definidas em (2.34). Sendo o vetor rs  objetivo, então as 

relações de (3.6) podem ser aplicadas nas suas componentes, ou seja, nas expressões que 

definem      e ,, , , ,V N M T Q Ba a  de onde resultam diversas equações relacionando os 

esforços internos e as deformações generalizadas [1]. 

Produtos de deformação do tipo    , , ,i i i i ip p ph k h k h ¢  ( ih = componentes de rh ; ik = 

componentes de rk ) e aparecem nestas expressões, devendo ser desprezados mais uma vez já 

que as deformações são consideradas pequenas. Após essa simplificação, pode-se escrever 

matricialmente que 
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ou 

 .r r= Ds e  (3.8) 

D  é a chamada matriz dos módulos de rigidez constitutiva, no sistema local da barra.  

Conforme apontado em [1], desprezar os termos de segunda ordem nas deformações faz com 

que a matriz dos coeficientes de rigidez constitutiva D  fique incapaz de modelar a 

instabilidade por torção em barras comprimidas, além de fornecer resultados discrepantes para 
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problemas de flambagem lateral. Conclusões semelhantes também foram alcançadas em [22], 

linearizando o funcional.   

 

3.2. Equação constitutiva hiperelástica “completa” de Kirchhoff-St-Venant 

Seja o gradiente das transformações retrorrotacionado rF  tal que: 

 ,r=F QF  (3.9) 

onde rF  é retirado de (2.15), sendo:     

 3 , 3 .r r r r rpa ay+ Ä + ÄF = I e e eg  (3.10) 

Sejam   e  1 2,r rg g e  as três componentes do vetor das deformações rg , extraídas de (2.16) e 

escritas novamente a seguir 
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Substituindo (3.9) e (3.10) em (3.2), retendo todos os termos de ordem superior nas 

deformações e fazendo as manipulações algébricas necessárias, chega-se à forma para o 

tensor direito de Cauchy: 
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Assim, o tensor de Green E  resulta em: 

 ( ) 3 3
1 1 1

.
2 2 2

r r
a a= - = Ä + ÄE C I c e c e  (3.13) 

A lei material de Kirchhoff-Saint-Venant, caracterizando um material hiperelástico, 

estabeleca que: 

 ( ): 2 ,l m= +S I E I E  (3.14) 

onde S  é o segundo tensor das tensões de Piola-Kirchhoff, e  e  l m  fazem o papel das 

contantes de Lamé (ou módulos de Lamé) para o par { }S,E .    

Utilizando-se a relação conhecida entre  e S P dada por  

 
r r

=

=

P FS

P F S,
 (3.15) 

e introduzindo (3.14) e (3.10) nessa última, chega-se a 
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 (3.16) 

Desta forma, resulta que os vetores-coluna de rP são dados por:  
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Uma forma alternativa de se escrever essas expressões é através das expansões nas direções 

r
ae  e 3

re ,ou seja: 
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 (3.18) 

Como, de (3.13), tem-se 
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pode-se também escrever para 3
rt : 
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 (3.20) 

Rearrumando a expressão acima, de forma a que se tenha os termos cúbicos por último, tem-

se: 
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 (3.21) 

Para 1
rt , analogamente, tem-se: 
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E para 2
rt , tem-se: 
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 (3.23) 

A matriz dos módulos elásticos de rigidez tangente D ,que decorre dessas tensões, pode ser 

obtida como explicado a seguir. Por definição, D  é dado por (2.60), isto é,  
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 (3.24) 

Para o cálculo das derivadas envolvidas nas submatrizes de D , torna-se necessário as 

seguintes grandezas auxiliares: 
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Com isso, pode-se escrever: 
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(3.27) 

 

Assim, as submatrizes de  D  resultam em:  
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 (3.28) 

 

3.3. Implementação numérica 

A teoria de barras acima apresentada foi codificada no programa de elementos finitos 

PEFSYS. Uma das desvantagens de se reter todos os termos na equação constitutiva é que se 

torna necessária a expressão explícita da função empenamento. 

Nesse trabalho, em cada segmento retangular da seção transversal (mesa, alma, etc), a função 

empenamento adotada tem a seguinte expressão: 
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 ( ) ( ), , ,vlasov furiax y x yy w y= +  (3.29) 

onde vlasovw  é a área setorial da teoria de Vlasov [23], e furiaY  é uma função cúbica que, para 

domínios retangulares, vale 

 ( )
( ) ( )6 4 2 2 4 6 2 2 3 3

0 6 4 2 2 4 6

35
19 19 4 4

12, .
14 14

furia

a a b a b b xy a b x y xy
x y

a a b a b b
y y

+ - - + - +
= -

+ + +
(3.30) 

onde a  é a semi base da seção transversal retangular e b  a semi altura. A Figura 3.1 mostra a 

seção em forma de retângulo 

 

Figura 3.1- Seção em forma de retângulo [26]. 

 

O contorno do retângulo é formado pela união de quatro curvas: 

 1 2 3 4S S S S S= È È È  (3.31) 

Essa função (3.30) foi desenvolvida em [26], tendo sido obtida como solução aproximada do 

seguinte problema 
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0 ,
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A

e x s C
aa
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y y
y y n u

 = =

 ⋅ = = - -n
 (3.32) 

onde C  é o contorno da seção, n  é o versor normal a C , sa  são as coordenadas de um ponto 

conhecido como centro de cisalhamento da seção, e y  é a função de empenamento relativa ao 

centro de cisalhamento.  

Sabendo-se as coordenadas sa  do centro de cisalhamento, o problema (3.32) tem uma solução 

única a menos de uma constante, a qual pode ser determinada impondo-se 

 0.
A

dAy =ò  (3.33) 

Por sua vez, o centro de cisalhamento pode ser definido de maneira que 

 0,
A

x dAay =ò  (3.34) 

O que vale dizer que o produto de inércia setorial é nulo para um par de eixos passando pelo 

centro de cisalhamento [22], e [23].  

 

3.4. Material hiperelástico de Simo-Ciarlet 

A lei hiperelástica de Simo-Cialert [35] é dada por: 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 1 1

2 1 1

1
1

2
1

1 .
2

r r r

J

J

l m

l m

- -

- -

= - + - 

é ù
ê ú=  = = - + -
ê úë û

S C I C

P FS P F S F C I C
 (3.35) 

Daqui saem os vetores coluna  e  3
r r
at t , gerando expressões análogas às de (3.17).  

Em seguida, procede-se de forma semelhante ao item anterior para obtenção das submatrizes 

de D . 

Esta etapa encontra-se em desenvolvimento, será implementada muito em breve no programa 

PEFSYS, e os resultados obtidos serão incorporados em um artigo para publicação em 

periódico. 
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Deseja-se usar este material pelo fato desse possuir a policonvexidade, não existente no 

material de St-Venant. 

Espera-se com isso comprovar que a inclusão de todos os termos de ordem superior na 

equação constitutiva de Simo-Ciarlet faz com que esta lei material seja sim adequada para 

determinação das cargas críticas de flambagem lateral e de flambagem por torção, fato que 

não ocorria em [2]. 
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4. Exemplos Numéricos 

São apresentados neste capítulo alguns exemplos numéricos clássicos encontrados na 

literatura, nos quais se utilizou os modelos desenvolvidos neste trabalho para demonstrar a 

sua eficiência. 

Para comprovar a eficiência da equação constitutiva “completa” desenvolvida neste trabalho, 

foi feita uma comparação com outros dois modelos já existentes no programa PEFSYS, o 

primeiro com uma equação constitutiva linear com 6 graus de liberdade e o segundo com uma 

equação constitutiva linear com 7 graus de liberdade incluindo o grau de empenamento. A 

nomenclatura usada nos gráficos foi de 6GDL Linear para o modelo de 6 graus de liberdade 

linear, 7GDL Linear para o segundo modelo com 7 graus de liberdade linear e para o modelo 

desenvolvido neste trabalho utilizou-se a nomenclatura 7GDL completo. 

No processamento via elementos finitos, o vão das vigas é dividido igualmente em dez 

elementos de dois nós (funções de interpolação linear) como mostra a Figura 4.1.   

 

Figura 4.1- Numeração de nós e elementos – PEFSYS. 

 

4.1.  Aferição do modelo 

Com o objetivo de aferir o modelo teórico desenvolvido aqui, foram processados dois perfis 

de seção I. O primeiro foi o perfil CS 250X52 e o segundo o perfil CVS 150x22.  

Neste exemplo analisa-se uma viga metálica de seção transversal I, engastada numa 

extremidade e livre na outra, com uma força concentrada vertical de 5000 kN aplicada na 

ponta do balanço. O comprimento total da viga é de 240 cm.  Com 

 kN/cm   e   kN/cm2 220000 8000E G= = . Foram utilizadas duas seções transversais 

diferentes, como mostra a Figura 4.2, todas com a carga vertical concentrada aplicada no eixo 

de simetria da alma.  
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Pode-se perceber também que a carga crítica do modelo com 7 GDL completo é coerente com 

a carga crítica teórica da teoria de Vlasov [23], dado pela formula   

 ,T
cr

x y

GAI
P

I I
=

+
 (4.1) 

onde, 

G = módulo de elasticidade transversal, 

A = área, 

TI = inércia a torção, 

xI = inércia em torno do eixo x, 

yI = inércia em torno do eixo y. 

Enquanto os dois outros modelos ficaram com os resultados próximos da carga crítica de 

Euler. 

A Figura 4.11 mostra o gráfico carga crítica versus rotação em torno do eixo x,  xq (rad). 

Demostrando que o único modelo que obteve instabilidade por torção foi o 7 GDL completo. 

Comprovando a eficiência da equação constitutiva “completa”, com todos os termos de ordem 

superior inclusos. Os modelos 6 GDL Linear e 7GDL Linear não foram necessários para 

conseguir transpassar para o ramo pós crítico. 

 



 

 

Este 

comp

no pr

exemplo f

parar o mod

rograma An

Figura 4.1

Figur

foi modelad

delo aqui de

nsys. 

12- Resultados

ra 4.11- Result

do no prog

esenvolvido

s do exemplo 

tados do exem

grama de e

o. A Figura 

4.4 modelado

 

mplo 4.4, perfi

lementos fi

4.12 abaixo

o no Ansys (pr

il cruciforme. 

finitos Ansy

o mostra o e

rimeiro modo 

 

ys com o o

exemplo 4.4

o de instabilida

56

objetivo de

4 modelado

ade). 

6 

e 

o 

 



 

 

O pri

próxi

o mo

A se

exem

imeiro mod

imo do obti

odelo consti

guir nas fig

mplo modela

Figura 4.1

do de instab

ido com o m

itutivo está c

guras 4.13 e

ado no prog

13- Resultado

ilidade no p

modelo 7 G

certo. 

e 4.14 é ilu

grama Ansy

s do exemplo 

programa A

GDL comple

ustrado o seg

ys. 

 

4.4 modelado

 

Ansys mostro

eto no progr

gundo e o t

o no Ansys (se

ou um resul

rama PEFSY

terceiro mo

egundo modo 

ltado para c

YS, compro

odo de insta

de instabilida

57

carga crítica

ovando que

abilidade do

ade). 

7 

a 

e 

o 



 

 

A tab

Figura 4.

bela 2 abaix

Tab

14- Resultado

xo mostra o 

bela 2- Result

os do exemplo

resumo das

tados das carg

o 4.4 modelado

 

s cargas crít

gas críticas do

o no Ansys (te

ticas obtida

exemplo 4.4 

erceiro modo 

s no exemp

e do modelo e

de instabilida

plo 4.4. 

em Ansys . 

58

ade). 

 

8 

 



59 
 

 

5. Conclusões  

Conforme apontado em [1] desprezar os termos de segunda ordem nas deformações faz com 

que a matriz dos coeficientes de rigidez constitutiva D  fique incapaz de modelar a 

instabilidade por torção em barras comprimidas, além de fornecer resultados discrepantes para 

problemas de flambagem lateral. Conclusões semelhantes também foram alcançadas em [22], 

porém sem incluir graus de liberdade de empenamento para as seções transversais.   

No trabalho de [1], seguiu-se a mesma linha de [24], porém foi proposto generalizar os 

resultados para o caso da teoria com o empenamento. A única aproximação feita foi a de que 

os parâmetros   e  p p¢  relativos ao empenamento somente apresentam contribuição na parcela 

linear da equação constitutiva. Todos os termos quadráticos e superiores envolvendo estes 

dois parâmetros foram desprezados, por se julgá-los suficientemente pequeno. 

Em [2] seguiu-se a mesma linha de [1], porém foram mantidos os termos de segunda ordem 

em   e  p p¢ . As cargas de flambagem revelaram ser fortemente afetadas pelos termos de 

segunda ordem a partir da lei do material. A relação constitutiva elástica linear não permitiu 

flambagem por torção, enquanto as equações completas até segunda ordem derivadas do 

material de Saint-Venant e do material de Simo-Ciarlet o fizeram. Contudo, o material de 

Simo-Ciarlet cotinuou incapaz de modelar problemas de flambagem lateral. 

Dando continuidade ao trabalho de [2], este presente trabalho utilizou a mesma formulação de 

barras incluindo os graus de linerdade de empenamento para as seções transversais e 

utilizando o material de Saint-Venant; no entanto, aqui todos os termos de ordem superior 

(segundo e acima) nas deformações foram retidos no nível constitutivo.  

A equação constitutiva “completa” desenvolvida neste trabalho provou ser eficaz, obtendo 

maiores cargas crítica de flambagem com relação ao modelo com equação constitutiva linear 

com 6 graus de liberdade. Uma das contribuições deste trabalho é na parte do ramo pós-

crítico, com a equação constitutiva “completa” obteve-se um maior prologamento da curva 

neste ramo com relação ao modelo de 7 graus de liberdade linear.  No caso para o perfil I 

houve um aumento considerável de deslocamento lateral, para o perfil retangular mesmo a 

constante ao empenamento sendo nula, o mesmo ainda apresentou um maior deslocamento no 

ramo pós-crítico para o modelo de 7 graus de liberdade completo em relação aos outros dois 

modelos comparados.  
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Para os perfis submetidos à compressão, aqui estudados, os modelos de 6 GDL Linear, 7GDL 

Linear e 7GDL completo apresentaram comportamento pós-críticos bastante semelhantes. 

A maior contribuição deste trabalho foi demonstrada no exemplo 4.4, onde para o perfil 

cruciforme o modelo de 7 GDL completo foi o único capaz de chegar na instabilidade por 

torção, chegando assim ao ramo pós crítico, o que não ocorreu nos outros dois modelos. A 

carga crítica obtida pelo modelo completo foi perto da carga crítica da teoria de Vlasov, 

justificando que a equação constitutiva “completa” está correta, enquanto nos modelos de 6 

GDL Linear e 7 GDL Linear a carga crítica deu quase idêntica a carga crítica de Euler. Efeito 

que antes não era possível na equação constitutiva desenvolvida por [2].  

Observou-se então que incorporando todos os termos de ordem superior (cúbicos em diante) 

na equação constitutiva, pode-se obter um comportamento mais flexível alcançando maiores 

deslocamentos laterais.  
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6. Sugestões para trabalhos futuros  

 Estudar a influência da equação constitutiva “completa” em outros perfis com outros tipos 

de seções, outros carregamentos e condições de contorno 

 Extensão a outros materiais elásticos. 
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