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RESUMO

Este trabalho utiliza uma teoria ndo linear tridimensional de barras de [1], que considera o
empenamento da se¢do transversal como uma das variaveis do problema, para a anélise de

perfis de aco por meio do Método dos Elementos Finitos.

A equacdo constitutiva apresentada em [2] é aqui expressa de forma completa, com os termos
de ordem cubica e superiores antes desprezados. A influéncia da inclusdo desses termos sobre

a estabilidade da barra pode assim ser estudada com maior profundidade.

O modelo constitutivo obtido foi implementado em um programa computacional de
elementos finitos, e diversos exemplos numéricos sao apresentados para validar a teoria aqui
desenvolvida. Foi possivel obter a instabilidade por flexo-tor¢cdo com a equagéo constitutiva
“completa” aqui desenvolvida, onde antes ndo era possivel em [2]. Melhorando o modelo

constitutivo.



ABSTRACT

This work presents a nonlinear tridimensional beam theory of [1], which encompasses cross-
sectional warping as one of the model variables, and its application to the analysis of steel

profiles with the Finite Element Method.

The constitutive equation presented in [2] is fully developed, including the third and higher
order terms neglected therein. The influence of the inclusion of such terms on the beam
stability could then be studied more deeply.

The obtained constitutive model was implemented in a computational Finite Element program
and several numerical examples are presented to validate the theory here developed. The
complete constitutive equation made possible to determine instability in composite flexural-

torsional states, a clear contribution to the model developed in [2].
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1. Introducao

Em [3], explica-se que o primeiro material siderurgico empregado na construcdo foi o ferro
fundido, entre 1780 e 1820, sendo utilizado na construcdo de pontes em arco e trelicas nos
elementos sujeitos a compressdo. Os elementos que resistiam aos esforcos de tracdo eram
feitos de ferro forjado que, além da excelente resisténcia a tracdo, apresentava boa resisténcia

a corrosao.

As estruturas metalicas tém registro de sua utilizacdo em escala industrial a partir de 1750. No
Brasil, o ferro fundido comecou a ser produzido em 1812, e a primeira obra em ferro fundido,
moldada no Estaleiro Maud, em Niterdi, no estado do Rio de Janeiro, foi a Ponte de Paraiba
do Sul, no Estado do Rio, com cinco vaos de 30 metros, estruturados em arcos atirantados,
com o arco em ferro fundido e o tirante em ferro laminado, construida em 1857, estando em
uso até hoje, sendo que o grande avanc¢o na fabricacdo de perfis em larga escala ocorreu com
a implementacdo das grandes siderurgicas. Somente apos a 2a. Guerra Mundial com a
construcdo da Usina de Volta Redonda no Rio de Janeiro, a Industria Siderargica implantou-

se de fato no Brasil.

O emprego de estruturas de ago no Brasil, todavia ainda pouco intenso, vem aumentando, em
particular nos edificios comercias e nos de uso industrial, nas residéncias de arquitetura mais

moderna e nas estruturas de apoio de equipamentos.

Sendo os perfis metalicos elementos fabricados pela industria com dimens@es padronizadas,
seu dimensionamento baseia-se na escolha do melhor elemento existente, ndo na elaboracgéo
da geometria ideal para cada caso. Dessa forma, o desafio do profissional de quem trabalha
com projetos de estrutura de aco € a escolha do perfil que mais se adequa as suas

necessidades.
As estruturas metalicas possuem diversas vantagens, tais como:

- qualidade uniforme, aliada a alta resisténcia mecéanica, possibilitando a execucdo de

estruturas leves para vencer grandes Vaos;

- facilidade, rapidez e economia na fabricacdo, no manuseio e montagem, com a consequente

reducdo nos custos financeiros e nas despesas gerais de canteiro e de administracgao;

- execucdo das estruturas com precisdo milimétrica permitindo um alto controle de qualidade

do produto acabado;



- economia nas fundacdes, pela reducéo do peso proprio da estrutura;

- em caso de necessidade, podem-se desmontar as estruturas para posterior montagem em

outro local;

- ndo exigem méao de obra especializada para a montagem, desde que as ligacdes de obra

sejam através de parafusos;

- além disso, segundo [4], os elementos de aco oferecem uma grande margem de seguranga no
trabalho, 0 que se deve ao fato de o material ser Gnico e homogéneo, com limite de

escoamento, ruptura e modulo de elasticidade bem definidos.

Devido as caracteristicas geométricas desses perfis, a estabilidade lateral e 0 empenamento
das sec¢Bes transversais tornam-se fatores importantes na etapa de analise estrutural. Muitas
das metodologias usuais de calculo e dimensionamento, no entanto, ndo contemplam
adequadamente esses aspectos, fazendo com que as vezes resultem em estruturas pouco

econdmicas ou até mesmo com pouca ou nenhuma seguranca.

A andlise ndo linear de sistemas estruturais tem sido um assunto bastante pesquisado nas
ultimas duas décadas, tendo conquistado importancia pratica e aplicagdes cada vez maiores

nos ramos da Engenharia.

Segundo [5], o célculo estrutural teve seu maior desenvolvimento a partir dos meados do

século XX, com o advento dos computadores.

Os métodos de analise estrutural, segundo [6], podem ser analiticos e numéricos. Os metodos
analiticos, apesar de apresentarem solucdes fechadas, de grande utilidade, sdo muito limitados
em aplica¢fes mais complexas [7]. Dos métodos numéricos, o que apresentou maior evolugao
foi o método matricial, havendo culminado no método dos elementos finitos, cujo
desenvolvimento se deve a [8], principalmente, a [9] e [10] no periodo de 1955 a 1960. Desta
época até os tempos atuais, as teorias envolvendo solidos tridimensionais, estados planos de
tensdo e deformacdo, cascas, placas e barras tiveram grandes desenvolvimentos e vém
resolvendo problemas estruturais, até entdo impossiveis de serem solucionados

analiticamente.

Nesse contexto, as teorias estruturais para barras também tiveram um desenvolvimento bem
acentuado. Uma das teorias, cujas aplicacbes sdo de fundamental importancia, € a teoria

geometricamente ou cinematicamente exata de barras tridimensionais, pois esta apresenta uma



efetiva interacdo entre a estabilidade da estrutura e os critérios de resisténcia dos materiais de
forma sistematica, sem necessidade de impor restricdes de qualquer ordem. Muitos conceitos
ligados a teoria linear sdo fundamentais para esclarecer a teoria exata, a qual ndo deve ser

entendida como simples generalizagdo da teoria linear.

Até a década de 70 e meados dos anos 80, a teoria exata para barras tridimensionais, que nao
é apenas uma generalizacdo da teoria no plano, era mal compreendida pelos estudiosos da
época, como em [11] e [12]. A dificuldade da teoria se deve a manipulacéo das rotagdes, que
no espaco tridimensional ndo é uma operagdo comutativa mesmo para pequenas rotacdes [7].
Em [13] e [14], foram apresentadas as primeiras teorias ndo lineares de barra
geometricamente exatas, obtidas a partir de uma generalizacdo da teoria apresentada por
Kirchhoff em 1859. Entretanto, ndo demonstravam consisténcia clara com os principios da
Mecanica dos Sélidos Deforméaveis. Sua real implantacdo como teorias consistentes neste
sentido, envolvendo grandes rotacdes e com deducdo de equagGes ndo lineares sem nenhuma
aproximacdo cinematica, conhecidas como teorias geometricamente exatas, foi feita em [15],
[16], [17], [18] e [19] para barras tridimensionais.

Em [15] foi apresentada uma formulagdo ndo linear para barras no espaco, sem aproximacgoes
geométricas, contendo deducdes consistentes das equacbes do movimento (ou equilibrio
dindmico). Em [16], por sua vez, foram deduzidas as equacBes ndo lineares de equilibrio
estatico para barras tridimensionais sujeitas as hipdteses cinematicas do modelo de
Timoshenko, detalhando-se ainda a obtencdo do operador tangente [20].

Em 1998 [21] propds uma formulagéo para barras curvas tridimensionais de se¢do transversal
qualquer, comportando situacdes de grandes deslocamentos e grandes rotacdes. Foram feitas
algumas aproximacdes para considerar o empenamento da secdo na cinematica do problema,
como em [22] e [7]. Entretanto, a formulacdo somente é valida para os casos de pequenas
deformacoes.

Em [22] foi feito uma anélise comparativa entre a teoria de Vlasov [23] e a teoria ndo linear
geometricamente exata formulada por [19], onde se verificou certos erros fazendo com que o
autor propulse-se uma alteracéo na hipotese constitutiva desta ultima. A expressao linearizada
da segunda variacdo da energia potencial foi obtida ap6s esta modificacdo e comparada com a
expressao obtida a partir da teoria de Vlasov. S&o apontadas as principais diferengas entre os

termos geomeétricos e os termos constitutivos ndo lineares de ambas.
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No trabalho de [1], como uma generalizacdo de [19], apresentou-se uma teoria estrutural
geometricamente exata para barras retas no espaco que considera 0 empenamento nao
uniforme da secdo transversal como umas das varidveis do problema. Foram consideradas
equacdes constitutivas elésticas lineares e quadraticas, sendo que neste Gltimo caso 0s termos
quadréticos referentes as deformacBes de empenamento foram desprezados (todos os outros
foram retidos). Foi proposta uma forma alternativa de parametrizar as rotagdes no espago
tridimensional, mostrando-se que é computacionalmente mais vantajosa do que a maneira

classica de Euler-Rodrigues.

Em [2], foi utilizada a mesma teoria de barras de [1], porém considerando todos os termos de
segunda ordem na parte constitutiva. Alguns modelos hiperelasticos foram discutidos,
mostrando que os termos de segunda ordem na equacgdo constitutiva podem ter efeitos
consideraveis sobre a estabilidade da barra, confirmando o que havia sido sugerido em [24]

para barras sem empenamento.

Dentro deste contexto, este trabalho de mestrado faz a generaliza¢do da equacdo constitutiva
de [2] para incorporar todos os termos de ordem superior (cUbicos em diante) na equacgao
constitutiva. Busca-se estudar em maior profundidade a influéncia desses termos sobre a

estabilidade da barra.

O modelo constitutivo assim obtido chamado de “equagdo constitutiva completa” foi
implementado no programa computacional PEFSYS, é um programa de elementos finitos,
implementado em linguagem Fortran 90, para analise ndo linear de sélidos e estruturas,
desenvolvido na Escola Politécnica da Universidade de S&o Paulo pelo grupo de

pesquisadores do qual o autor faz parte, para analise ndo linear de solidos e estruturas.

Simulag¢Ges numericas foram empreendidas, especialmente problemas de flambagem de vigas
metalicas e pilares com diferentes tipos de condi¢fes de contorno, para avaliar o efeito dos

termos constitutivos superiores sobre as cargas criticas e sobre 0 comportamento pos-critico.

Este trabalho é uma extensdo de dois trabalhos anteriores, [2] e [25], no sentido de que ele
apresenta a equacdo constitutiva eléstica “completa” para a analise de barras com graus de
liberdade empenamento. Derivou-se a equagao constitutiva a partir do modelo tridimensional
hiperelastico de Kirchhoff-Saint-Venant, relacionando o segundo tensor de Piola-Kirchhoff
com o tensor das deformacGes de Green-Lagrange. Em contraste com [2] e [25], no entanto,

todos os termos de ordem superior (cubicos e acima) nas deformagfes sdo retidos no nivel
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constitutivo. As tensdes assim obtidas sdo transformadas em tensdes nominais (isto €, em
tensdes do primeiro tensor de Piola Kirchhoff) e depois integradas na secdo transversal,
fornecendo os esfor¢os resultantes da secédo transversal. Os correspondentes modulos eléasticos
de rigidez tangente (ou seja, as derivadas dos esforgos resultantes com relacdo as deformacdes
da secdo transversal) sdo obtidos de maneira exata.

Uma vez que sao retidos todos os termos nas deformacdes, a integracdo das tensdes na secao
transversal gera varias propriedades geométricas de ordem superior da secdo transversal.
Lida-se com essas “pesadas” quantidades por meio de integracdo numérica. No entanto, como
consequéncia, a expressdo explicita da funcdo empenamento passa a ser necessaria, e iSso
coloca uma desvantagem dentro do presente modelo. Aqui, propde-se a adogdo de uma funcéo
empenamento que é uma combinacdo da area setorial de Vlasov [23] com a funcdo bicubica
de [26], contemplando tanto o empenamento primario quanto o chamado empenamento

secundario ou empenamento na espessura.

Lembrando que neste trabalho se preocupou somente em melhorar a equacdo constitutiva

elastica, ndo tratando de tensdes residuais, elastoplasticidade ou efeitos locais 3D.

O texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresenta-se uma formulacao
cinematicamente exata de barras com implementacdo em elementos finitos. No Capitulo 3 sdo
apresentados as equacdes constitutivas usadas neste trabalho e o desenvolvimento da equacgéo
contistitutiva “completa”. Os exemplos numéricos para validacdo da pesquisa sdo
apresentados no Capitulo 4 e finalmente, as conclusdes do trabalho sdo comentadas no
Capitulo 5.

Com relagdo a notagdo utilizada, ao longo de todo o trabalho letras minusculas latinas ou
gregas em italico (a,b,...,«,[,...) representam grandezas escalares, ao passo que as
correspondentes em negrito (a,b,...,a, 3,...) denotam vetores. Letras maiusculas latinas ou
gregas em negrito-italico (A, B...) expressam tensores de segunda ordem, todos no espago
Euclidiano tridimensional. Vetores e matrizes construidos com componentes tensoriais (por
exemplo para fins computacionais) sdo expressos por letras latinas em negrito néo-italico
(A,B...a,b,...). Adota-se ainda a convengdo de somatdrio sobre indices repetidos, estando
subentendido que esses tomam valores entre {1,2} para letras gregas ou entre {1,2,3} para
letras latinas.
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2. Formulac¢io cinematicamente exata de barras com implementacio em

elementos finitos

2.1.Formulagéo de barra

Em condicBes de linearidade geométrica, ou seja, situacdes de pequenos deslocamentos e
pequenas rotacOes, varias teorias de barras foram introduzidas ao longo dos anos. Dentre elas
destacam-se algumas da primeira metade do século XX, como a Teoria de Timoshenko [27] e
a Teoria de Vlasov [23]. A ultima teve relevancia por incluir o empenamento da secdo

transversal na cinemética da barra, contemplando o problema da tor¢do ndo uniforme.

No trabalho de [15], apresentou-se uma formulacdo ndo linear para barras no espago sem
aproximacdes geomeétricas, contendo deducgdes consistentes das equacdes do movimento (ou
equilibrio dindmico). Em [16], foram deduzidas as equacdes exatas de equilibrio estatico para
barras tridimensionais sujeitas as hipdteses cineméticas do modelo de Timoshenko,
detalhando-se ainda a obtencéo do operador tangente. Em [19], 0 operador tangente para esses
tipos de teoria foi deduzido pela primeira vez de forma correta, e em [17] foi feito a sua

extensdo para incorporar 0 empenamento.

Este capitulo apresenta a teoria de barras cinematicamente (ou geometricamente) exata de [7]
e [28] (e que teve sua implementacdo numérica efetuada em [1]), que incorpora o
empenamento das secdes transversais na descricdo cinemética da barra. A teoria utiliza
formulagdo Lagrangiana total e emprega como grandezas fundamentais o primeiro tensor das
tensdes de Piola-Kirchhoff e o gradiente das deformacdes. As variaveis utilizadas para o
desenvolvimento das equacfes sdo grandezas relativas a configuracdo de referéncia, formadas

por componentes dos vetores dos deslocamentos e rotacoes.

Por se uma formulagdo geometricamente exata é adequada tanto a analise de tensGes e

deslocamentos quanto a analise de estabilidade.

E considerado o efeito da distorcdo devido & forca cortante e também o empenamento nao

uniforme das secdes transversais devido a flexotorcao.
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2.1.1. Cinematica

Nesta teoria, a hipdtese cinematica fundamental é a de que as sec¢des transversais inicialmente
ortogonais ao eixo da barra na configuracdo de referéncia permanecem indeformaveis na
projecédo em seu plano durante 0 movimento, mas ndo necessariamente ortogonais ao eixo
deformado, devido aos efeitos da forca cortante. Além disso, podem deixar de ser planas,
devido a consideracdo do empenamento. Os pontos situados na secdo transversal da barra
sofrem primeiramente um deslocamento e uma rotagdo, e entdo € superposto um

deslocamento na direcdo ortogonal a se¢do deformada, correspondendo ao empenamento.

A Figura 2.1 mostra a representacdo do movimento da barra no espaco. Na configuracdo de

referéncia, ou indeformada, define-se uma base local ortonormal de vetores {e{ ,€5,€e; } com

e; coincidente com o eixo da barra. A barra € admitida reta na sua posicdo indeformada e tem

comprimento inicial /. O indice “r™ sobre uma grandeza indica que ela se encontra na

configuracdo de referéncia.

Configuracdo deformada

Configuracdo indeformada

Figura 2.1- Descricdo da barra e grandezas cinemaéticas fundamentais (figura adaptada de [29]).

Os pontos da barra na configuracdo de referéncia podem ser descritos vetorialmente por:

§=¢+a, (2.1)
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onde:

¢ = ey, ¢ €|01] (2.2)
descreve a posicao dos pontos do eixo e

a" =z e; (2.3)

descreve a posicao dos demais pontos da secdo transversal em relagéo ao eixo.
Depois da deformacdo, define-se outra base {el,e2,e3} ortonormal de vetores, chamada de

base local movel, com as se¢Oes transversais contidas no plano {61,62 } Os pontos da barra

passam a ser descritos por uma nova funcéo vetorial x = w(E) , dada por
T = z+a+ Ype,. (2.4)

Da observacdo da Figura 2.1, pode-se notar que z = z(C) , que descreve a nova posicdo dos
pontos do eixo da barra, e a = d(£ ) descreve a posi¢do dos demais pontos da secdo em
relacdo ao eixo deformado. Além disso ¢ = z&(xa) é a funcdo empenamento relativa ao

centro de cisalhamento, e p = ﬁ(c) € 0 parametro escalar associado a v que da sua

intensidade.

O vetor a € dado por

(2.5)

sendo Q = Q(C) 0 tensor ortogonal das rotagdes das se¢Oes transversais. A expressao (2.5)

mostra que a é nada mais que a” rotacionado de Q.

O tensor @ pode ser obtido através da formula de Euler-Rodrigues [30], [31], detalhada pela

expressao abaixo:

Q:I+ﬂ@+lsen2(e/2)@27 (2.6)

T (o)
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onde ® é um tensor antissimétrico cujo vetor axial é 8, sendo este ultimo o chamado vetor

rotacdo que caracteriza a rotagdo da secdo tranversal, cuja magnitude é 6 = HBH

Pode-se determinar o vetor dos deslocamentos «» de um ponto do eixo da barra usando a

expresséo:
u=2z—2C_.
Ja o vetor dos deslocamentos de um ponto genérico da barra pode ser expresso por

0=z —&

2.1.2. Deformacdes

O gradiente da transformacdo, para a deformacao da barra, pode ser representado por

_@_am®er+m'®er
o€ oz, 3

em que a notagao 3(-)/3C foi introduzida.
Fazendo separadamente as duas diferenciacdes acima, chega-se a:

ox 8(z+a+wpe3)_3<Qa”+¢pe3)

ox ox oz

= Qegz + w,apeS = ea + ¢,(1pe3

£ =2 +a +<¢pe3)'

=z +Qa" +ype; +¥pQe,

=2 +QQ"a+Ype, +vpQQ e,
=2 + Ka+ wp'e3 + YpKe,,

sendo que K = Q'Q" é um tensor antissimétrico cujo vetor axial é designado por k.

Através de (2.7), pode-se chegar a:

z':u'—l—C':u'—f—eg.

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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Definindo-se convenientemente um vetor 17 de deformacgdes como sendo
n=2z — e, = u + e; — e, (2.13)
e com ajuda dos vetores

n=Q'n (2.14)

Kk = QTK/,
Apos algumas manipulacBes chega-se entdo a seguinte forma do gradiente das deformacdes

F:

F=Q{I+y¢,pe;@el +[n +r x(a" +upe) )+ vpe;|@e;}

(2.15)
= Q{I +@Z)7ape§ ®e +v9" ® eg},

onde
Y =n" +K" X (af + Ppe; ) + wp'eg (2.16)
é o vetor das deformacg6es em um ponto qualquer da secao secao transversal.

A velocidade de um ponto genérico da barra é dada pela diferenciacdo de seu deslocamento

no tempo, ou seja:

5= (m — £>' =z
=i+ a+ (vpey)
=u+ Qa" + Ype; +YpQe; (2.17)
=4+ QQ"a + Ype; + ¥pQQTe,
:1'L+.Q(a—|—wpeg)+¢pe3 :ﬂ+wx(a+wpeg)+wpeg,

onde 2 = QQ" é o tensor antissimétrico das velocidades angulares cujo vetor axial &

designado por w. Fazendo diferenciacdo de (2.6) no tempo e multiplicando por Q*, apds

algumas manipulac@es, obtém-se a expressao abaixo para o vetor das velocidades angulares:

w=1TI9, (2.18)
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com

r_I+1M@+[1—ﬂ Lo (2.19)
2 (o) o
Dessa forma, pode-se escrever a velocidade de um ponto da barra como
5:d+<F9)x<a+wpe3)+wpe3. (2.20)
Analogamente, tem-se que
k=16, (2.21)
de maneira que
K =Q"k =Q'Iro =170 (2.22)

jaque Q = (K + KQ)Q = (.Q + QK)Q , pois a ordem da diferenciacdo néo altera o

resultado. Portanto, tem-se que £2' = K + K2 — QK , o que conduz

W =FKk—-wXk. (2.23)

Atraves da diferenciacdo no tempo de (2.15), ou pela diferenciagdo no espago de (2.17), e
usando (2.23), chega-se ao gradiente das velocidades conforme abaixo

p_OF _ 00
9t o€ (2.24)
= QF + Q{u,pe} @ e + [0 + £ x (0" +vpe )+ vipe; + vin xej|@ e},

onde

0" :QT<1'1,'—wxz'):QT[ﬂ'+z'x(F9>] e

: : 2.2
R =Q" (h-wxr)=Q"w =Q"(I'6+19). (229

Por diferenciagéo de (2.19), obtém-se o tensor I" que aparece em (2.25):



._i sen9_56n2(9/2>
AT

(6-6')0 +

+LEM_3[1_M]L<3.9')@2
P2 (o) e
+1M@~+[1_w]q@@'+@'@>,
> (92 e

O vetor das deformacdes generalizadas da barra € definido por

,r’T
T K'IT
e = ,
p
pl
e o vetor dos os graus de liberdade da barra por
u
d=\0]|,
Com a ajuda do operador
Q" O o o||I Z O o o
B O Q" o 0o//O I' T o o
1o” o 1 0lloF of o 1 0]
ol of 0 1llo¥ of o' 0 1
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(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

onde O é o tensor nulo e Z' é o tensor antissimétrico cujo vetor axial é z, e do operador

diferencial
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I 2 0] o
a¢
0 I o
0
A=| 0O I— o], (2.30)
a¢
o’ o’ 1
OT OT 2
a¢
pode-se escrever a seguinte relacéo a partir de (2.25), (2.27) e (2.28):
¢ = BAd. (2.31)

Os vetores de deformacdo ~",n" e k” ndo estdo relacionados com os componentes dos

tensores de deformagdo usualmente apresentados nas teorias de solidos ou estruturas como

por exemplo o Tensor das DeformagGes Lineares.

As deformagBes aqui apresentadas ndo pertencem a nenhuma familia de deformagdes [32],
mas possuem a grande vantagem de serem invariantes perante movimentos superpostos de

corpo rigido.

2.1.3. Tensoes

O tensor das tensdes usado na analise ndo-linear para se fundamentar a formulacgéo
variacional deve estar de acordo com os Principios da Mecénica dos Sélidos Deformaveis. O

tensor das tensbes empregado neste trabalho € o primeiro tensor das tensdes de Piola-

Kirchhoff P que é energicamente conjugado com o gradiente das velocidades F,

representando as tensdes nominais atuantes na barra.

Através de um produto tensorial, P pode ser expresso em funcgdo de seus vetores-colunas por
P=71 ®e +7;Qe€;, (2.32)

com T sendo as tensdes atuantes nos planos cujas normais na configuracdo de referéncia séo

e , e T,€ atensdo atuante no plano da secéo transversal por unidade de area da configuracdo

!

de referéncia. = e 7, podem ser representados também por
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T = Pe’
« « (2.33)
_ s
7, = Pey,
ou, na base rotacionada de versores, por
To = Ta[)’ea + T 363

(2.34)
T3 = T3,€, T T33€5.

Nesse caso 7,, e T,,, S0, respectivamente, as tensdes de cisalhamento e a tensdao normal

atuantes na secéo transversal deformada.

2.1.4. Poténcia dos Esforgos Internos

A poténcia dos esforcos internos de uma barra de comprimento inicial [ e secdo transversal

de area A € dada por
I
P = [ [ P:FdAdc, (2.35)
0

em que P ¢ o primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff.

Com a ajuda de (2.24), tem-se

P:F = P:QF+P:Q{¢7ape§ ®el +|n +/<'a’"><(a” +¢pe§)—|—¢p'e§ +¢pn”xe§]®e§}.
(2.36)

Como P:QF = PFT : 2, e PFT é simétrico, entdo PFT : 2 =0, ja que o produto
escalar de um tensor simetrico por um antissimétrico é nulo. Desta forma, com o auxilio da

definicdo de operador transposto e de (2.32), chega-se a

P:F:P:Q{wﬂj)eg@eg—}—[7')7"—1—1%’"x(ar+1/Jpe§)+1/1p'e§+wj)l<a7’><e3]®e§}
:QTP~{¢ pe; @ e/ —1—[1'7’"+f%:’“><<a,’"+1/Jpe§>+1/1p'e§+¢pn7’xe3]®e§}(237)
(QT ) b pe; + (Q 7-3) [77 + K" x(a +wpeg)+1/1peg+¢pn Xe}

A expressao acima sugere a defini¢do dos vetores
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o T _
T, =Q T, =T, e, T, e (2.38)

Ty = Q' Ty = Ty + Tyel,
Substituindo em (2.37), chega-se a
P:F = Y DTy + T3 ~['r')7’ + K" x (ar + wpe§> + wjo'eg + Ypr" X eg]. (2.39)

Substituindo-se (2.39) na integral de (2.35), e ap6s algumas manipulacfes, a poténcia dos

esforcos internos resulta em
l
P, = [(n -0 +m" k" +Qp+ By Jic, (2.40)
0

sendo n",m",( e B dados por

n' — fA TidA =V e’ + Nej
"= [ (a7 +vve; ) xrida = M€, +Te]
fA Ta?)q?ba + Tg ' (Klr x e§>¢}dz4

|
J (75 e paa = [ mypda

(2.41)

Nota-se assim que as forcas e 0s momentos que realmente atuam numa secao transversal séo

dados por

n = fAT?»dA =Qn" =V e, + Ne,

m = fA(a + wpeg> XT,dA=Qm" = M_e, + Te,. (2.42)
Mesmo com esta diferenca, as componentes de n,n",m e m', respectivamente,
correspondem exatamente as forcas cortantes (V_ ), a forca normal (N), aos momentos
fletores (M) e ao momento torcor (7') atuantes na secao. E importante observar que

m”,n",() e B ndo sdo afetados por movimentos superpostos de corpo rigido, o que ndo

ocorre com n e m, sendo portanto convenientes na formulacdo de equacbes constitutivas.
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Nota-se que um vetor ()' tem na base fixa os mesmos componentes que o vetor (-)tem na

base movel.

Definindo-se, agora, o vetor dos esfor¢cos generalizados de uma sec¢ao

:\I

3

o’ = , (2.43)

T O

com a ajuda de (2.31), a poténcia dos esforcos internos pode ser expressa por

l l
P, = [o"-¢d¢ = [ o BAddC. (2.44)
0 0

2.1.5. Poténcia dos Esforcos Externos

A expressdo da poténcia dos esforcos externos em uma barra de comprimento inicial [ e

secao transversal de &rea A e contorno C', por definigdo, é

P, = ]”UCE- 6dC + fAB-SdA]dg, (2.45)
0

sendo ¢ o vetor das forcas superficiais externas na configuracéo atual por unidade de area da
configuracao de referéncia e b o vetor das forcas volumétricas externas na configuracdo atual

por unidade de volume da configuracédo de referéncia, ambos atuantes na barra.

Substituindo (2.20) em (2.45), e realizando-se algumas manipulacdes chega-se a

l l
P,=[(Ri+m-w+Bpyc = [[p-i+m-(00)+Bplic,  (246)
0 0

onde 77,7 € Bséo, respectivamente, as forcas, momentos externos e bimomentos externos

aplicados ao longo da barra por unidade de comprimento de referéncia dados por
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n= [ #dC+ [ bdd e

C A _

m = [ (a+vpe,)xtdC + [ (a+vpe,)xbdd, (2.47)
B= [ ¢t edC+ [ vb-egdA

2.1.6. Equac0es de Equilibrio e Condigdes de Contorno

E utilizado o método variacional na formulacdo das equacbes de equilibrio, neste caso o
Teorema dos Trabalhos Virtuais. Variacdes das deformacdes sdo definidas por linearizacéo

consistente das deformacdes e sdo também chamadas de deformagdes virtuais.

Desta forma, a partir (2.25), essa linearizacdo conduz a

- QT[éu' + 2 % (nse)],

, , 2.48
6&”:QT(F60+F60 ) (2.48)

onde 6 () indica as grandezas virtuais. Portanto, pode-se se escrever
" = BAHd. (2.49)

A expresséo do trabalho virtual dos esforcos internos de uma barra, sendo obtida de maneira
analoga a da poténcia interna, é entdo dada pela expressdo abaixo
l l
SW, . = f o-be"d( = f (n" 60" +m" - 6K" + Q6p + Bop JiC. (2.50)
0

0

Jé& o trabalho virtual dos esforcos externos aplicados ao longo da uma barra é da mesma forma
dado por

I !
sW,, = fq-éddc - f[ﬁ-6u+m~(r50)+éép}dg, (2.51)
0 0

sendo
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(2.52)

Q
1
o 3 S

o0 vetor dos esforcos externos aplicados ao longo da barra.

De acordo com as relagGes que expressam 6, . e 6W, ,, o0 equilibrio da barra com condigdes

ext !
de contornos essenciais em suas extremidades pode ser formulado através do Teorema dos

Trabalhos Virtuais, ou seja,

A~

W, =0, Véd = 6d(¢)|6d(0)=6d(l) =0 =

nt
l

f[n-éu’ +m-(T60) — (2 xn)-(I60) + Qop + Bop — - bu — i~ (T60) — Eép}dc = 0.
0

— oW

ext

(2.53)

Efetuando-se integracdo por partes nos termos com éu e (1759)', chega-se a seguinte

equacao
l
f n+n 5u+(m’+z’><n+m)-(r50)+(3’—Q+§)5p]dc:o,V&d.(2.54)
0

Para a igualdade acima ser vélida, ela deve conduzir as seguintes condi¢Bes de contorno:

(n—n*>-6u =0,
(rTm —u ) .66 [\ = 0, (2.55)
(B—B*)(Sp L= 0.

As condic¢des de contornos naturais que anulam os termos de contorno séo

“(0) e m(l)=mn
(o) e FT””(Z)ZN:U)» (2.56)
0 B

o) e B(1)-

n
I'm(0)=p
B"

e as seguintes condic¢des de contorno essenciais:
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) (2.57)

2.1.7. Linearizagéo dos trabalhos virtuais: operador Tangente

A aplicacdo do Método dos Elementos Finitos em estruturas nao lineares recai na utilizacdo
do método de Newton para solucdo do sistema, o qual invariavelmente necessita da
linearizagdo das expressdes que definem o equilibrio do sistema. Essa linearizacdo pode ser
realizada através da derivada de Fréchet resultando no chamado operador tangente. Assim
diferenciando (2.53) no tempo e usando (2.49) e (2.50), tem-se

Q(éw

l
(W =W, ) = [(67-BASd + 0" - BAsd — g - sd ic. (2.58)
0

Depois de muitas manipulagdes algébricas, de (2.58) chega-se a

W, ) = ][(DBAd) -(BAéSd) + (GAd)-(Aéd) - (Ld)- 6d ¢, (2.59)

int

2(5W.
ot

onde

on” oOn” oOn" On”
on” Ok" Op op
om”™ Om" oOm"” om'
D= do" _ on"  Ok" Op op (2.60)

Oe” 0Q 0Q 0Q 0Q
on" Ok" Op  Op
0B 0B 0B 0B

on’ ok’ Op dp

é a matriz dos médulos constitutivos de rigidez tangente
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O G, O oo
G;F,G Gy G%v o o
G=/0 G, O oo (2.61)
of o of 0 0
ol of 0 0
é a matriz simétrica que caracteriza os efeitos geométricos dos esfor¢os internos e
- O O o
L= 8—3 =0 L, L, (2.62)
o’ Lgp 0

€ a matriz que caracteriza os efeitos geométricos dos esforgos externos.

As submatrizes de D podem ser obtidas desde que se conhecam n",m",() e B (dados por
(2.41)), isto €, desde que se conhega a equacdo constitutiva, a qual fornece 7/ er; . Jaas
submatrizes G e L, a partir da ajuda dos tensores antissimétricos N, M e Z' (cujos vetores

axiais s80 n,m e z , respectivamente) sdo dadas por

G,=-NT
G, =TI'N
G,y = %FT(Z’N +NZ)T-U(6.Zn)+U (6.6,m) —%(FT'MF —I"MI")
(2.63)
. 1
Gy, =U(6,m) +§FTMF =V(6,m)
G =U(6,m) +%FTMF =V’ (6,m)
e
= o(I'm
Luu :a_n L@u = ( m) Lu:a_B
ou (0}1, ) P u
on oI m _ 9B
o7 o(r’m) OB
= Ly= T an
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O tensor L depende diretamente dos esforcos externos atuantes na barra. Sendo esses ndo

conservativos, L ndo serd simétrica.

Sendo a matriz constitutiva D simétrica e os carregamentos ao longo da barra sendo
conservativos, o operador tangente sempre sera simétrico, uma vez que as matrizes G e¢ L
sdo simétricas. Cabe mencionar que as expressoes (2.63) foram publicadas de forma correta

pela primeira vez na literatura em [19], corrigindo o erro cometido por Simo em [20].

2.2. Implementacdo em método dos elementos finitos

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) é uma ferramenta muito utilizada na solucdo de
problemas da Mecénica dos Solidos Deformaveis, sendo possivel fazer a analise de sistemas
estruturais bastante complexos, com condi¢fes de vinculo arbitrérias e carregamentos bem

genéricos.

Este item a aplicacdo do MEF para a resolugdo da equacéo (2.53). Os elementos utilizados
serdo elementos de barra isoparamétricos de 2 e 3 nos.

2.2.1. Formulagédo matricial

Cada n6 de um elemento possui sete graus de liberdade, trés translacoes, trés rotacbes e um
pardmetro de empenamento. Os deslocamentos d para toda a estrutura serdo obtidos atraves
da interpolacéo dos valores nodais. Os valores interpolados serdo introduzidos nas expressoes
dos trabalhos virtuais e de suas linearizacdes, dando origem as equacdes das forcas residuais e
as matrizes de rigidez tangente constitutiva, geométrica e de carregamento. Com essas

ultimas, resolver-se-ao os sistemas nao lineares resultantes, através do Método de Newton.

Na formulagdo do Método dos Elementos Finitos, interpolam-se os deslocamentos

generalizados d das sec¢des transversais de um elemento de barra utilizando a relagéo:

d = Np, (2.65)
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onde N = N(&) € a matriz que contém as fungbes de interpolacdo e p € o vetor dos

deslocamentos nodais generalizados do elemento, dado por
p,

p
p=|p; (2.66)

p,

(P, representa o vetor dos graus de liberdade do né ¢ € n € o nimero de nds do elemento).

Os componentes da matriz de interpolagdo N nada mais s&o do que as funcdes de forma dos

elementos isoparamétricos, ou seja, polinémios de Lagrange [8], [33] do tipo

_n—1 _ ( )(5 52) (5_§a—1)<5_§a+1>'“(5_Sn)
R Sl s Py B P T g W Fry M

As funcdes de forma do elemento de barra com n nds podem ser expressas pela equacéo

__n—1 _
N, ="' =N.1I, (2.68)

onde I, € uma matriz identidade com dimensao igual ao nimero de graus de liberdade por

nd. A matriz de interpolacdo N é dada por

N=[N, N, .. N,]| (2.69)

As componente da matriz N assumem 0s seguintes valores para elementos de barra de dois

noés:

Mg =i(e)=5(1-¢) e 070
N,(€)=1(¢)=5(1+¢)
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Para elementos de trés nds obtém-se:

Mi(€) =1 (€)= ye(e )
Ny (§)=B(¢)=(1-¢) e 2.71)
N,(¢) = B(€) = 5(1+¢)

As coordenadas ¢ da barra sdo validas no intervalo de 0 a /, enquanto que as coordenadas &

do elemento estdo normalizadas para o intervalo -1 a 1. Como se trata de elementos
isoparamétricos, a forma de contornar este fato é imediata. Para elementos de dois nos,

obtém-se:
!
(= (N, + N, = IN, (€) :5(1+§) (2.72)

(ja que as posicdes dos nos 1 e 2 sdo ¢, =0 e ¢, = 1), de modo que o Jacobiano da

transformacédo de coordenadas sera

J, _ ¢ _ 0N (E) 1 2.73)
o¢ o6 2

No caso do elemento de trés nos, com o nd intermediario em uma posicdo qualquer al, com

0 < a < | obtemo-se:
(=GN, + Ny + Ny = adN, (&) + IV, (€). (2.74)
O jacobiano neste caso sera:

J —%_ l8N2<f)+l(9N3<f>‘

= = = (2.75)

As derivadas das func6es de forma em relacdo a ¢, pela regra da cadeia, serdo dadas por

ON, ON, % B (Jg )—1 aNa’ (2.76)

aca o 9¢ 8¢ o€

valendo para elementos com qualquer nimero de nos.
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De (2.65), obtém-se:

6d = Nobp, (2.77)
onde op é o vetor dos deslocamentos virtuais nodais do elemento.

Substituindo os vetores d e é6d por (2.65) e (2.77) nas expressOes dos trabalhos virtuais,

pode-se dizer que 6W = oW, , — 0W, , das forcas residuais de um elemento € dado por

l

oW = [|o-BA(Nép)—g-(Nop)lic —q" - (Nép)|, =

0
l

f[(AN)T BYo" — NTgli¢

5p—(NTq’ )\; . S5p = 2.78)

= P-ép—(NTq*)‘; - Op.

Neste caso g é o vetor dos esforcos concentrados atuantes nas extremidades do elemento e

P ¢é o vetor do esfor¢os nodais residuais do elemento (ndo confundir o vetor P com o tensor

das tensGes P de Piola-Kirchhoff). A condigdo de equilibrio implica que:

P-sp=(N'q )\; . 5p. 2.79)
Dai decorre:
P = (NTq*)i)
P=NJq (I)-N{q (0)= (2.80)

_ ﬂ(AN)T B'o" - NTa]dg,

sendo necessario efetuar a mudanca de coordenadas nas integragdes, mediante uso do

Jacobiano.

A matriz rigidez tangente do elemento decorre da introducdo de (2.65) e (2.77) em (2.59), o

gue apds alguma algebra conduz a:

k, = —. (2.81)
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Como P é dado em (2.80), a diferenciacdo acima € possivel de ser realizada, de maneira que,

apos algumas manipulacdes algébricas, chega-se a

l l l
k;, = [(AN)' B'DB(AN)d¢ + [(AN)' G(AN)d¢ — [ NTINd¢
S : O

(2.82)

Os tensores G' e L que aparecem nas integrais acima sdo aqueles expressos pelas equacdes
(2.60) e (2.61), respectivamente, que caracterizam os efeitos geomeétricos dos esforgcos

internos e externos. Além disso, as parcelas k., k., e k, sdo chamadas de contribuices

constitutiva, geométrica e de carregamento na matriz de rigidez.

2.2.2. Formulacgéo das matrizes globais e solugdo do problema

Seja A, a matriz que “localiza™ os nés do elemento j na estrutura global. A partir dessa

matriz, chamada de matriz de conectividade, o vetor D, dos graus de liberdade nodais do

elemento ; pode ser extraido do vetor = dos graus de liberdade nodais de toda a estrutura:
p, = A (2.83)

O vetor R dos esfor¢os nodais residuais de toda a estrutura pode ser relacionado com o vetor

P, dos esforgos nodais residuais do elemento J :

J

R=> A"P. (2.84)
j=1

Observa-se que R, sendo fungdo de P, éfuncdo de p,, devido a (2.80) e assim, como pode ser

visto em (2.83), é uma funcdo dos graus de liberdade nodais » da estrutura, j& que

p; = A].'r'.

A estrutura estara em equilibrio quando a resultante dos esforgos residuais globais for nula,

isto é, se existir um campo de deslocamentos e empenamentos que satisfaca:

R =o. (2.85)
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A equacdo (2.85) resulta num sistema de equacgdes nédo lineares, cuja solucdo pode ser obtida
por exemplo atraves do Método de Newton [8], [33] e [34]. Assim, aplicando-se o Método de

Newton, arbitra-se uma estimativa inicial para o vetor r e a partir dela ter-se-a:

i+ i [OR( ] i
it = pt [8r(r )] R(r ), (2.86)

sendo =’ e 7! os graus de liberdade nodais da estrutura nas iteracdes i e i+ 1,
respectivamente. Utilizando-se algumas expressdes anteriores, a derivada parcial que surge
em (2.85) fica:

Z iy (2.87)

onde Lo € a matriz de rigidez tangente do elemento j, expressa em (2.80) e (2.81), e K, €a

matriz de rigidez tangente da estrutura, ambas no sistema global. Entdo, (2.85) pode ser

escrita como
ritt =l — (K% )71 R(ri ) (2.88)

Lembrando que para elementos formulados sob linearidade geométrica, a matriz de rigidez
global fica independente dos deslocamentos, ja que o equilibrio é escrito na configuracdo de
referéncia (ndo ha contribuicdo geométrica e nem de carregamento em k,) [1]. Como
consequéncia, o sistema de equacOes resultante da condicdo de equilibrio é algebricamente
linear, e pode ser, portanto, resolvido por meio de métodos diretos, como o de Crout [34], que

verifica se a matriz é positivo definida. Sem necessidade de iteragdes.
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3. Equacdes constitutivas elasticas

No ambito da elasticidade, as equacdes constitutivas sdo igualdades que relacionam o campo
de tensdes com o campo de deformagdes. Séo relagBes entre grandezas fisicas que procuram

introduzir em um modelo mecanico as propriedades dos materiais [32].

Este capitulo aborda a questdo da formulacdo adequada de relagBes constitutivas elasticas,

para aplicagéo na teoria de barras cinematicamente exata.

A teoria apresentada no capitulo anterior é valida para barras constituidas de qualquer tipo de
material. Neste capitulo é apresentada uma extensdo dos trabalhos de [2] e [25], apresentando
uma equacao constitutiva elastica “completa” (isto €, incluindo todos os termos de ordem
superior nas deformac@es) para anlise de barras com graus de liberdade de empenamento. O
ponto de partida é o0 modelo constitutivo hiperelastico tridimensional de Kirchhoff-St-Venant.
A titulo de curiosidade, apresenta-se inicialmente a formulacdo de uma equagao constitutiva
elatica-linear para a teoria de barras em questdo. Partindo-se em seguida para a formulacéo
com o material de Kirchhoff-St-VVenant. Como desenvolvimento futuro, apresenta-se, no final
do capitulo, uma possibilidade de extensdo dessas idéias para o material hiperelastico de
Simo-Ciarlet [35].

3.1. Equagé&o constitutiva elastica linear

Em ndo linearidade geométrica deve-se ressaltar a importancia do Principio da Objetividade,
segundo o qual uma equacdo constitutiva ndo pode ser afetada por movimentos de corpo
rigido superpostos ao movimento do sélido. Em outras palavras, como 0os movimentos de
corpo rigido ndo provocam deformacdes, ndo devem alterar o estado interno de tensdes do

solido em estudo [32].

Para a teoria geometricamente exata de barras no espaco, as componentes de alongamento e
de distorcdo da deformacdo também podem ser relacionadas com as suas tensdes
correspondentes (isto &, com suas tensfes energicamente conjugadas), através dos modulos de
elasticidade longitudinal e transversal do material [1]. As expressOes que definem estas
deformacdes podem ser extraidas, por exemplo, do tensor de Green E, que para o caso de

cinematica exata vale:
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1
E:§(C—I), (3.1)

onde C' é o tensor direito de Cauchy, dado por:
C=FTF. (3.2)
Substituindo-se (2.15) e (3.2) em (3.1), e desenvolvendo a expresséo, chega-se a:
1 0 9 ! 1 0 v

0 1 0 1 |1, (3.3)
pYy pYy €| |pYy pY, €

E=1

onde 72 e ¢ sdo as 3 componentes do vetor " (dada pela equagéo (2.16)), isto é

N N = Tyky + PP,
Y=\ =| my taky —pYs] | = lel +ce;y. (3.4)
< My — kg + Tyk] — p'Y

Desenvolvendo as operagdes matriciais acima, e desprezando os todos os termos a partir da
segunda ordem nas deformacoes, obtém-se:

X 0 0 Y + Y,
E = 5 0 0 N+ Y, |- (3.5)
Y+ oy vy Y, 2

Quando se despreza os termos de ordem superior em E implicitamente se presume que as

deformacdes da barra sdo pequenas, embora os deslocamentos e as rotacGes possam ser de

qualgquer magnitude.

Como, até a primeira ordem nas deformaces Q7P = S (S = segundo tensor das tensdes de
Piola-Kirchhoff), as tensGes retrorrotacionadas de P podem ser relacionadas com as
deformacbes E de Green uma vez que sdo essas Ultimas as deformacgdes energeticamente

conjugadasa S'.
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Dessa forma, a partir de (3.5), a lei elastica linear classica envolvendo todas as distor¢cdes e

todos os alongamentos da barra estabelece que

onde as tensées 7,,, 7,4 € 74, Sd0 definidas em (2.34). Sendo o vetor " objetivo, entdo as
relacdes de (3.6) podem ser aplicadas nas suas componentes, ou Seja, nas expressdes que
definem V., N, M_, T, Qe B, de onde resultam diversas equages relacionando os

esforcos internos e as deformacges generalizadas [1].

Produtos de deformacdo do tipo nx,, n,p, K;p, n,p’ (n,= componentes de n"; &=

7

componentes de k") e aparecem nestas expressdes, devendo ser desprezados mais uma vez ja
que as deformacGes sdo consideradas pequenas. Apds essa simplificacdo, pode-se escrever

matricialmente que

v, GA 0 0 0 0 -GS, GS? 0 |[n,
v, GA 0 0 0 -GS, GSy 0 |[m
N EA ES, ES, 0 0 0 ||n;
M| EJ, EJ, 0 0 0 ||k a7
M, EJy 0 0 0 ||k,
T Gly G(Jp—J§ —Agus,) 0 ||k
Q Sim. G(75 - J5) 0 ||P
B EJ, || P
ou
o" = De'. (3.8)

D é a chamada matriz dos mddulos de rigidez constitutiva, no sistema local da barra.

Conforme apontado em [1], desprezar os termos de segunda ordem nas deformagdes faz com
que a matriz dos coeficientes de rigidez constitutiva D fique incapaz de modelar a

instabilidade por tor¢cdo em barras comprimidas, além de fornecer resultados discrepantes para
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problemas de flambagem lateral. Conclusdes semelhantes também foram alcangadas em [22],
linearizando o funcional.
3.2.Equagdo constitutiva hiperelastica “completa” de Kirchhoff-St-Venant
Seja o gradiente das transformacdes retrorrotacionado F'" tal que:

F = QF", (3.9)
onde F" é retirado de (2.15), sendo:

F' =T+~ ®e; + wvapeg ®e. (3.10)

Sejam v;,v; e e as trés componentes do vetor das deformagbes ~", extraidas de (2.16) e

escritas novamente a seguir

o M — Tyky + Pk,
Yo | =| M FEmpy —pUR] | = .e, t+ee. (3.11)
e My —aky +agk] — p'Y

Substituindo (3.9) e (3.10) em (3.2), retendo todos os termos de ordem superior nas
deformacbes e fazendo as manipulacdes algebricas necessarias, chega-se a forma para o

tensor direito de Cauchy:
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C=F'F=F"F = (I +e; @ + m/{aei; ® e§>(I +v" ®e; + p@bﬁeg ® e};,)
e I + ,.y’l’ ® eg + p¢ﬁe§ ® 62 + eg ® »7r + eg7r1 Pyregl + p@bﬁeg”yrl egegj +
+py €, @ e + pwvaegegT'y”egT + p2¢’awﬂe£e§TegegT
= I—I—f)ﬂ“ ®e§ —|—p1/}ﬁe§ ®6Z3 —|—e§(77“ _eg)equ.eg(,yT ,eg)egT +(,Yr "Y’">e§ ®e§ +
+ oy (7 e ey @ e+ p el @ e+ pi, (Y€ el @ el + pP, Y el @ e
=1+ [p¢,ﬁe§ + ('Y’" -e; )e§ + Py (’YT ey )e§ + p%,azbﬂeg] ® e +

[

+[’7’" +(’7’" : e§>e§ +<’YT-’YT);§ + Y.L +W7a(7r -eg)e;] 2e

C3

=I+c,®e +c; el
(3.12)

Assim, o tensor de Green F resulta em:
E:%(C—I):%ca®eg+%cg®e§. (3.13)

A lei material de Kirchhoff-Saint-Venant, caracterizando um material hiperelastico,

estabeleca que:
S =A(I:E)I+2uE, (3.14)

onde S é o segundo tensor das tensbes de Piola-Kirchhoff, e A e u fazem o papel das

contantes de Lamé (ou modulos de Lamé) para o par {S,E }

Utilizando-se a relagdo conhecida entre S e P dada por

P =FS

3.15
P" = F'S, (3.15)

e introduzindo (3.14) e (3.10) nessa ultima, chega-se a
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P =F'S=(I+7 ®e+1v,pe; @€ |(A(I: E)I+2uE)
= )\(I : E)I + 2uFE + )\(I : E)'y’" ® e; + u'y”echaegT + uﬁyrechgegT
+ )\(I : E)pw’aeg ® el + ppv,bﬂeé”efcw}f + upwﬂegefcgef
:A(I:E)I+pca®e£ —I—uc3®e§+)\(I:E)'7”®e§+
+ ,u(ca -eg)fy” ® e + ,u(c3 -eg)'yr ® e} +)\<I : E)p?ﬂ?aeg ® e +
+ ,upwﬁ(ca -e};)eg ® e, + upy, (c3 -eg)eg ® e
= )\(I : E)el’.” Qe + [,uca + ,u(ca 'eg)’yr + A(I : E)p¢7(¥e§ + ,upd)ﬁ(ca 'e};)eg
+ | e, +)\(I : E)'yr + ,u(c3 . eg)'yr + upzp’a(c:} . e;’)eg ® e

_r r r r r ro__ T T r r
—7'1®e1 +T2®62—|—T3®e3 —7'a®ea—|—‘r3®e3.

® el +

(3.16)

Desta forma, resulta que os vetores-coluna de P’ sdo dados por:

7 = \(I:E)e. + uc, + u(ca ~e§)7r +A(I: E)py e + upi,(c .eg>e§(3 17)

Uma forma alternativa de se escrever essas expressdes € através das expansdes nas direcoes

r T in*
e/ e e} ,ou seja:

Tl = [)\(I L B) + pp*y? + ,u(ca : eg)('yr : eg)]ef; - [Mpw,a +u(7”-eg)
+,upw’a('y” . e§)+ u(ca -eg)('f -e§)+ )\(I : E)pw@ + ,upwﬁ(ca -eg)]eg
o= (v el )+ v, 4 pp, (v e )AL B) (v el )+ ey e ) (v el )€l
+[)\(I:E)+u(’yT-e§>+u<’y”-e§)+u(¢-7T)+)\(I:E)(fyr-e§>+
+u(ca-eg)('y”-eg)—kupw,a(cg-eg)]eg.
(3.18)

Como, de (3.13), tem-se

I:E:tr(E):%(cl-e{+c2-e§+c3-e§):
I%[p%i + " +(’7r'e§>+(7”~e§>+(7”-7’")}
:(7T'e§)+%(7T'VT)+%P2¢%

1 92 1 7,2 1 2,9
=&+ - += + = ,
2" TR TP

(3.19)
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pode-se também escrever para 7

Tyo = HWVo T HPY + ppi e + A[e + %52 + %7}; + %p%?ﬂ o
+M(€+6+’7§ +52)7;
= 1Yo + up, + pp e 4 Aey, + %AEQ'VZ; + ékr}f'r; +
+ %APQ S+ 20, + 1y + e (3.20)
Thy = Aa—f—%)\g? +%)\7;“; —|—%)\p2 33 +2M€+M’Y/T; +oue? + A2 +
+ %)\53 + %)\7225 + %Ap2 %e + e’ + pe® + u’yge +
+ e’ + ppY AL+ pptYE + pp?ie.

Rearrumando a expressdo acima, de forma a que se tenha os termos cubicos por ultimo, tem-
se:

The = WYl + 1, + upt e + (A +2u) e, +%(>\ +2p) ey +
l 2 _r 1 2.2 1

R B . (3.21)

Ta3 = <>\+2u)€+g()\+2u)52 "’%()“FQM)’Y? +%<>‘+2N)p2¢?ﬁ n

+%<)\ + 2,u>€3 + %()\ + 2;1)7/’;25 + %()\ + 2,u)p2 %5

Para 7], analogamente, tem-se:

= MI:E)e] +pe, + pfc, € )y + AT E)pyye; +
+ pr,l(ﬁ : e{)eg + :“pd’.g(cl : eg)eg

]

— =

1 1 7,2 1 T T
o= /\[e+552 +37 +§p2w,%]+up2¢ﬁ + (P, A+ e )]

7, ::N(p2¢f¢2>*‘ﬂ(p¢ﬁ +'7f%—p¢h€)7§

=

=

T, = u(pw,l +7 + pw,la) + u(pl/{l +1 + pl/{le)é + Apy,

o 4 £ )

1 2 1 7,2 1 2,9
€+ —-e" +— + = +
9 2'7/3 2;01#,5

(3.22)
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E para 7, , tem-se:

7 = A(I: E)e} + pcy + p(c, - € )y + AL : E)pyye} +

+ ,upz/h (02 e/ )eg + up¢72 (c2 ‘e, )eg

Ty = 1P )+ u( Py 5+ pae )

r ]_ 1 T2 1 r r
T, = A[s +562 5 +§p2w,25] (P05 )+ (0 s+ pe )

T;‘; = u(p% + 5 + p%e) + u(p% + 5 + p¢728)5 + )\pz/J72[

iy (P05 )+ e (9000, )

(3.23)

15 1
e+ e+
2

2
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7’2 1
V5 + 5p2%]+

A matriz dos modulos elasticos de rigidez tangente D que decorre dessas tensdes, pode ser

obtida como explicado a seguir. Por definicdo, D é dado por (2.60), isto &,

on” on” On" 0On'
on" ok"  Op 0Op
om"” om" Om" Om"
on"” 9k" Op Op
2Q 9Q 90Q 04
on” Ok” Op Op
05 0B 0B 0B
on" Ok Op 9p

D m D nk D np
Dy, Dk:p
D Pp

Sim

!

SHS

72

U

np

'p'

(3.24)

Para o calculo das derivadas envolvidas nas submatrizes de D, torna-se necessario as

seguintes grandezas auxiliares:



o(I:E

L2 (]
863:I+e§®e§+2€§®77'+P¢ae;®e§

o' 7

diI:E)y" OI:E N _ o ofer 4

<8_7T>'v:7 <W >+(I:E)ajf:7 @ (e +v )+ (1:B)I
Oes-ep )y Oey-€ r

(c?’a—ff’hﬂ <‘;:,w63>+<c3.eg>§}. =7 (e 6 +27 )+ (e 451

Oey e el

pne e Qe + pl/{aeg ® e

o(I:E)
dp

0 S D ST
= — ! '67 +— Tt +_
:’YT . '(/}K',r X e; + pw?ﬁ
:7{(¢n;)+7§ (—wh:{ >+p¢,21 + Y5
0 C, r r r r r r r "lel "
a_p:’(/}h'/ Xe; +e; P Xe; +21/)(’Y ‘K ><e3)e3 +¢7aea+
+ 9, (7 - el +pu, (o)
= K" X €] +2¢(7" A eg)eg + e+, (’YT : eg)e;

O(I:E)y 0(I:E) 0Oy
op  Op 7+<I'E)8P

= (7" -ur" xef +pu? )y + (12 B)yr" xej

r

o LT r ) o7 r
(63823)7 = (c;peg>’vr+(cg-e§)%ip:
= (ot o+20y K xef |y +(cy- € Jur' xe]

41

(3.25)
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S (e €5 ) ) = (e €5 e + pusy o (eles e

=, (03 . e;)')eg + i, (e; -(z/m" X ey +2¢('y" -K" X eé’)eg +
+,eh + 1, (V€ el e

o(I:E) [ 1 1
— = 7’-6”+—7”-7”+—p2¢2]=
op JOp 72 2" F
=y +Yy e
863 r r r r r r
? = e; + e +2(’y -¢eg>e3 + p@b?azbea
p

= el + 2;&(’7” -ej )eg + py e,

ap’
= | €5 ey +ep vl + 207 e |7+ (e e e (3.20)
()
8(03.e§)e§ B [eTT %]er
op e )
= |en (20e; +20(7" - €} )es + py el ) e

= pyY ey

Com isso, pode-se escrever:
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=Cy=)ej @ e+ |+ (I +e) @e +2 @ +plel D e )+
+AY @ (es + )+ (1: B)I|+
+u ’7T®<2e§+2'yr>+(c3'e§)I}+
+ vy, (e @ el + pye; @ el )

o7y
dp

=c= Ay - (vn" xef )+ pi
+ p|YR" X el —|—2¢(7T(K‘,T ><e§>>e§ + v el +¢,a(7r.e§>eg
+A (’YT'"W@T X ey —f—pw’%)’)’r +(I:E)yr’ ><e§]-|—
+ 1 (Qwvr-fﬂxeg)v*+(c3-e§)wﬂ><eg}+
+p|t, (s € e + pu, (e - (4R xef + 20 (v K7 xef )ef +
+ el + v, (7 e el )es ]

-
e3+

Zipz? = dy = M0+ 97 € el + u[20€) +20(" e e + py el |+
P[0+ ey e )y + (12 B)wes |+
bl (20+ 2097 & )+ (e e et |+ o, (00,065 )
T T Vi \
Ao ), o (om e+ 4

(3.27)

—i—,u[wﬂ + YK —1—1/{&('7“6;) ('yr-eg)—i—

+pfe, e )+ A (v R xef + py? ) p, + A (T By, +
(e e )+ umiy (200,50, ) = b,

o [N

%zu(pw,aw)w[p%w(ca-eg)w}ﬂ[(wwv’“~eg)pw7a}+o:da

Assim, as submatrizes de D resultam em:
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D7777 - an» - f%ald/l = fCBdA
87']7 / 8’77 anr /

on’ _ Or; 0" \ ,
D, = a:f“ - »[a;ia_zrdA - {—CB(A + pyUE; JiA

p - :f%dA:fch
1P ap Aap 7

:8nr: or, _
D o jA’—,dA jA’ddA

np ap
om’ o /.. o, ; \or!
D, = 87:’" :[anr(A + pUE; )ngA:£<A +p¢E3)az?; dA
- f—(Ar + pyE; |Cy (A" + pyEj )dA
A
D, = ‘igzr - f %(A7‘ + pYE; | ThdA =
A
- f[wEgrg + (A" + pyUE; )ejiA
A
D, = aa’z,r :fa—p,(Af“ +pwE§)T§dA:f(A’"+p¢E§)ddA
A A
Dy = 52— [ (et w7 e o -
A
:[[bawﬂ—k(n’"xei’;)zﬁ c}dA (3.28)
D, :6_;2,: J %KT@ & )b + 75 (K x €] oA
A
:f[da¢a +1p(nr><e§) ds}dA
A
D, :2—]),:{(%,(Tg-eg)zpd/l:[w(eg-dg)d/l

3.3. Implementacdo numérica

A teoria de barras acima apresentada foi codificada no programa de elementos finitos
PEFSYS. Uma das desvantagens de se reter todos 0s termos na equacao constitutiva é que se

torna necessaria a expressdo explicita da funcdo empenamento.

Nesse trabalho, em cada segmento retangular da segéo transversal (mesa, alma, etc), a fungédo

empenamento adotada tem a seguinte expressao:
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w < L, y) = Wylasov + wfum’a ( Y ) ) (329)

onde w € a area setorial da teoria de Vlasov [23], e ¥,

uria

é uma funcdo cubica que, para

vlasov

dominios retangulares, vale

(a6 +19a%b? —19a%p* — b° )xy + i’;aQbQ (—4x3y + 4y’ >

Upuria (2,9) = Uy — .(3.30)

a’ + 14a*?* + 14a°6* + b°

onde a € a semi base da secdo transversal retangular e b a semi altura. A Figura 3.1 mostra a
secdo em forma de retangulo

l y
S;
-
) AS
-
X
S, ¥ A
-
84
7
Figura 3.1- Secdo em forma de retangulo [26].
O contorno do retangulo é formado pela unido de quatro curvas:
S=5USUS,US, (3.31)

Essa funcéo (3.30) foi desenvolvida em [26], tendo sido obtida como solu¢do aproximada do
seguinte problema
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Vi =19, =0 em A,
Vv = w’aya = —eag(xa — sa)vﬁ em C,

(3.32)

onde C' € o contorno da se¢do, v € o versor normal a ', s, sdo as coordenadas de um ponto

conhecido como centro de cisalhamento da se¢éo, e ¢ € a funcdo de empenamento relativa ao

centro de cisalhamento.

Sabendo-se as coordenadas s, do centro de cisalhamento, o problema (3.32) tem uma solucéo

Unica a menos de uma constante, a qual pode ser determinada impondo-se

f WdA = 0. (3.33)
A

Por sua vez, o centro de cisalhamento pode ser definido de maneira que

f z dA = 0, (3.34)
A

O que vale dizer que o produto de inércia setorial € nulo para um par de eixos passando pelo
centro de cisalhamento [22], e [23].

3.4. Material hiperelastico de Simo-Ciarlet

A lei hiperelastica de Simo-Cialert [35] é dada por:

S = A%(]Q —1)ct ppu(I-c) =

1

(3.35)
P=FS= P =F'S= FT[)\E(JQ —1)Cct 4 (T - C—l)k

Daqui saem os vetores coluna =/ e T, gerando expressdes analogas as de (3.17).

Em seguida, procede-se de forma semelhante ao item anterior para obtencdo das submatrizes
de D.

Esta etapa encontra-se em desenvolvimento, serd implementada muito em breve no programa
PEFSYS, e os resultados obtidos serdo incorporados em um artigo para publicacdo em

periddico.
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Deseja-se usar este material pelo fato desse possuir a policonvexidade, ndo existente no

material de St-Venant.

Espera-se com isso comprovar que a inclusdo de todos os termos de ordem superior na
equacdo constitutiva de Simo-Ciarlet faz com que esta lei material seja sim adequada para
determinacdo das cargas criticas de flambagem lateral e de flambagem por tor¢do, fato que

ndo ocorria em [2].
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4. Exemplos Numéricos

Sdo apresentados neste capitulo alguns exemplos numeéricos classicos encontrados na
literatura, nos quais se utilizou os modelos desenvolvidos neste trabalho para demonstrar a

sua eficiéncia.

Para comprovar a eficiéncia da equagéo constitutiva “completa” desenvolvida neste trabalho,
foi feita uma comparacdo com outros dois modelos ja existentes no programa PEFSYS, o
primeiro com uma equacao constitutiva linear com 6 graus de liberdade e o segundo com uma
equacdo constitutiva linear com 7 graus de liberdade incluindo o grau de empenamento. A
nomenclatura usada nos graficos foi de 6GDL Linear para 0 modelo de 6 graus de liberdade
linear, 7GDL Linear para o segundo modelo com 7 graus de liberdade linear e para 0 modelo

desenvolvido neste trabalho utilizou-se a nomenclatura 7GDL completo.

No processamento via elementos finitos, o vao das vigas € dividido igualmente em dez

elementos de dois nds (funcdes de interpolacdo linear) como mostra a Figura 4.1.

NUMERO DOS ELEMENTOS
p / N ~ ™ = P fe) FEN o ey
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2 3 4
\ NUMERO DOS NOS

Figura 4.1- Numeracao de nés e elementos — PEFSYS.

10 11

4.1. Aferigdo do modelo

Com o objetivo de aferir o modelo tedrico desenvolvido aqui, foram processados dois perfis
de secéo I. O primeiro foi o perfil CS 250X52 e o segundo o perfil CVS 150x22.

Neste exemplo analisa-se uma viga metalica de secdo transversal |, engastada numa
extremidade e livre na outra, com uma forga concentrada vertical de 5000 kN aplicada na
ponta do balango. O comprimento total da viga é de 240 cm. Com

E = 20000 kN/cm? e G = 8000 kN/cm?. Foram utilizadas duas secbes transversais
diferentes, como mostra a Figura 4.2, todas com a carga vertical concentrada aplicada no eixo

de simetria da alma.
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Pefil CS 250 x 52 Pefil CVS 150 x 22

25 em

0.80 em
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Figura 4.2- Detalhe esquematico do exemplo 4.1.

Em ambos os perfis a viga foi discretizada em seu eixo por 10 elementos lineares de barra,
totalizando 11 no6s espacados igualmente. Foi introduzida uma pequena imperfeicdo
geométrica na direcdo z, para que se pudesse transpor o ponto de bifurcacdo. Os resultados
foram obtidos gerando graficos de carga versus deslocamento lateral da extremidade, fora do

plano (Uz). Fazendo a comparacao entre os modelos, 6GDL Linear, 7 GDL Linear e 0 modelo

desenvolvido neste trabalho 7GDL completo. As figuras 4.3 e 4.4 ilustram os resultados

encontrados.
6000
—=—6 GDL Linear
«— 7 GDL Linear
5000
—+—7 GDL completo
4000
3
X 3000
o
2000
1000 s
r-—~"'_'_-_._ ‘_.'.f
01
0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0 30,0 35,0
deslocamento lateral (cm) - uz

Figura 4.3- Resultados do exemplo 4.1 para o perfil CS 250x52.
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Figura 4.4- Resultados do exemplo 4.1 para o perfil CVS 150x22.

A consideracdo do empenamento nos deslocamentos nodais prova um aumento na carga
critica de flambagem, para o perfil CS 250x52 a carga critica para 0 6GDL Linear é de 228
kN, enquanto para 7GDL Linear e 7GDL completo sdo, respectivamente, 854 kN e 865 kN.
Para o segundo perfil, CVS 150x22, as cargas para 6GDL Linear, 7GDL Linear e 7 GDL
Linar completo séo, respectivamente, 35.1 kN, 65.5kN e 66.2 kN .

Percebe-se também que no material com 7GDL completo ha um prolongamento maior do
ramo pds-critico em relacdo ao de 7 GDL Linear, o0 comportamento com 7 GDL completo

apresenta um comportamento mais flexivel alcangando maiores deslocamentos laterais, além
de uma carga critica um pouco maior.

4.2.Flambagem lateral de viga em balango

O segundo exemplo deste trabalho foi tirado de [7], apresenta novamente o comportamento de
uma viga em balanco sujeito a uma carga vertical concentrada, aplicada no baricentro da
extremidade livre. Foram utilizadas duas sec¢des transversais diferentes, como mostra a Figura
4.5, sendo um perfil I (com carga aplicada de 30 kN) e outro perfil retangular (com carga
aplicada de 20 kN), com o eixo longitudinal passando pelo centro de gravidade.
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Figura 4.5- Detalhe esquematico do exemplo 4.2.

Utiliza-se E = 20000 kN/cm? e G = 8000 kN/cm? e comprimento total de 240 cm. A viga
teve a mesma discretizacdo do exemplo anterior. Colocando novamente uma pequena
imperfeicdo geométrica na direcdo z, para poder transpor o ponto de bifurcacdo. Os resultados

foram obtidos gerando graficos de carga versus deslocamento lateral da extremidade,

ilustrados nas Figuras 4.6 e 4.7.

35

—=—6 GDL Linear

30 - —+—7 GDL Linear

—+—7 GDL completo

P (kN)

o+ : : : ? >
0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 250 30,0 35,0 40,0 45,0 50,0

deslocamento lateral (cm) - uz

Figura 4.6- Resultados do exemplo 4.2 para o perfil .
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Figura 4.7- Resultados do exemplo 4.2 para o perfil retangular.

A consideracdo do empenamento provocou um aumento de carga critica para o perfil I,
entretanto para o perfil retangular, as cargas criticas para os trés modelos deram iguais devido

sua constante ao empenamento ser nula.

O modelo de 7 GDL completo mostrou um comportamento mais prolongado no ramo pads
critico, no caso para o perfil | houve um aumento consideravel de deslocamento lateral no
modelo em comparacdo ao de 7 GDL Linear. E para o perfil retangular, mesmo com a
constante ao empenamento sendo nula, 0 modelo com 7GDL completo ainda apresentou um

maior deslocamento lateral final no ramo po6s-critico com relagdo aos dois outros modelos.

4.3.Flambagem de pilares por compressdo com secéo | e retangular

O seguinte problema consiste em um pilar em balango comprimido por uma forca
concentrada, aplicado no centro de gravidade da se¢éo extrema. Foram analisados aqui pilares
de 240 cm de comprimento, com as mesmas secdes | e retangular do exemplo anterior. Tendo
a mesma discretizagdo dos outros exemplos com 11 nés igualmente espacados. Colocando
novamente uma pequena imperfeicdo geomeétrica na direcdo z, para poder transpor o ponto de

bifurcacao. Adotando-se para as propriedades do material
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E = 20000 kN/cm? e G = 8000 kN/cm?. Os resultados foram obtidos gerando graficos de

carga versus deslocamento lateral da extremidade, ilustrados nas Figuras 4.8 e 4.9.

deslocamento lateral (cm) - uz

90,0
—&— b6 GDL Linear
80,0 -
—+—7 GDL Linear
700 1 —+—7 GDL completo
60,0 +
—_ 50,0 -+
=
=
n‘ 40'0 P e —
300
200 -
10,0 I’ : =
0,0 50,0 100,0 150,0 200,0 250,0
deslocamento lateral (cm) - Uz
Figura 4.8- Resultados do exemplo 4.3 para o perfil I.
25,0
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20,0 -
—+—7 GDL completo
15,0 -
z
=
o
10’0 AR L2
50 -
0,0 + v ; y . )
0,0 50,0 100,0 150,0 200,0 250,0

Figura 4.9- Resultados do exemplo 4.3 para o perfil retangular.
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Para os perfis | e retangular submetidos a compressao, aqui estudados, os modelos de 6 GDL
Linear, 7GDL Linear e 7GDL completo apresentaram comportamento pos-criticos bastante

semelhantes.
4.4. Flambagem de pilares por compressdo com se¢édo cruciforme

Este problema consiste em um pilar de se¢do cruciforme comprimido por uma forca
concentrada como ilustrado na figura 4.10, onde sdo mostradas as propriedades geométricas e
dimensdes do problema. Adotando-se para as propriedades também do material
E = 20000 kN/cm? e G = 8000 kN/cm?. Os valores obtidos para as cargas criticas sdo

apresentados na tabela 1.

240 cm

Figura 4.10- Detalhe esquemaético do exemplo 4.4.

Tabela 1- Cargas criticas do exemplo 4.4.

6 GDL 7 GDL 7 GDL

Modelo Material Material material

linear linear completo

m 559.3 559.3 265 558 316

O modelo com 7 graus de liberdade completo (7 GDL completo) mostrou uma carga critica

menor do que os outros dois modelos, ja que este obteve instabilidade por torcdo neste
exemplo com o perfil cruciforme, como mostra a figura 4.11. Partindo para 0 ramo pos-critico
por instabilidade por flexo-tor¢do, o que ndo ocorreu nos outros modelos. Nesse exemplo nédo
foi necessario aplicar nenhuma imperfeicdo geométrica para chegar no ramo pds critico com o

modelo 7GDL completo.
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Pode-se perceber também que a carga critica do modelo com 7 GDL completo é coerente com

a carga critica teorica da teoria de Vlasov [23], dado pela formula

_ GAIL
cr T [$ + [y’

(4.1)

onde,

G = modulo de elasticidade transversal,
A = area,

I, = inércia a torgao,

I, = inércia em torno do eixo X,

I,= inércia em torno do eixo y.

Enquanto os dois outros modelos ficaram com os resultados préximos da carga critica de

Euler.

A Figura 4.11 mostra o grafico carga critica versus rotagdo em torno do eixo x, 6 _(rad).

Demostrando que o Unico modelo que obteve instabilidade por tor¢éo foi 0 7 GDL completo.
Comprovando a eficiéncia da equagéo constitutiva “completa”, com todos os termos de ordem
superior inclusos. Os modelos 6 GDL Linear e 7GDL Linear ndo foram necessarios para

conseguir transpassar para o ramo pos critico.
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Figura 4.11- Resultados do exemplo 4.4, perfil cruciforme.

Este exemplo foi modelado no programa de elementos finitos Ansys com o0 objetivo de

comparar 0 modelo aqui desenvolvido. A Figura 4.12 abaixo mostra o exemplo 4.4 modelado

no programa Ansys.

Figura 4.12- Resultados do exemplo 4.4 modelado no Ansys (primeiro modo de instabilidade).
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O primeiro modo de instabilidade no programa Ansys mostrou um resultado para carga critica
proximo do obtido com o modelo 7 GDL completo no programa PEFSYS, comprovando que

o0 modelo constitutivo esta certo.

A seguir nas figuras 4.13 e 4.14 ¢ ilustrado o segundo e o terceiro modo de instabilidade do
exemplo modelado no programa Ansys.

Figura 4.13- Resultados do exemplo 4.4 modelado no Ansys (segundo modo de instabilidade).
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Figura 4.14- Resultados do exemplo 4.4 modelado no Ansys (terceiro modo de instabilidade).

A tabela 2 abaixo mostra o resumo das cargas criticas obtidas no exemplo 4.4.

Tabela 2- Resultados das cargas criticas do exemplo 4.4 e do modelo em Ansys .

w2EJ GAIp
472 I i I v

959.3 999.3 265 306.3 558 316
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5. Conclusoes

Conforme apontado em [1] desprezar os termos de segunda ordem nas deformac6es faz com
que a matriz dos coeficientes de rigidez constitutiva D fique incapaz de modelar a
instabilidade por tor¢do em barras comprimidas, além de fornecer resultados discrepantes para
problemas de flambagem lateral. Conclusdes semelhantes também foram alcancadas em [22],

porém sem incluir graus de liberdade de empenamento para as se¢des transversais.

No trabalho de [1], seguiu-se a mesma linha de [24], porém foi proposto generalizar 0s
resultados para o caso da teoria com 0 empenamento. A Unica aproximacao feita foi a de que

os pardmetros p e p’ relativos ao empenamento somente apresentam contribuicdo na parcela

linear da equagdo constitutiva. Todos os termos quadraticos e superiores envolvendo estes
dois parametros foram desprezados, por se julga-los suficientemente pequeno.

Em [2] seguiu-se a mesma linha de [1], porém foram mantidos os termos de segunda ordem
em p e p’. As cargas de flambagem revelaram ser fortemente afetadas pelos termos de

segunda ordem a partir da lei do material. A relacdo constitutiva eléstica linear ndo permitiu
flambagem por torcdo, enquanto as equacGes completas até segunda ordem derivadas do
material de Saint-Venant e do material de Simo-Ciarlet o fizeram. Contudo, o material de

Simo-Ciarlet cotinuou incapaz de modelar problemas de flambagem lateral.

Dando continuidade ao trabalho de [2], este presente trabalho utilizou a mesma formulagéo de
barras incluindo os graus de linerdade de empenamento para as secOes transversais e
utilizando o material de Saint-Venant; no entanto, aqui todos os termos de ordem superior

(segundo e acima) nas deformacdes foram retidos no nivel constitutivo.

A equacéo constitutiva “completa” desenvolvida neste trabalho provou ser eficaz, obtendo
maiores cargas critica de flambagem com relacdo ao modelo com equacéo constitutiva linear
com 6 graus de liberdade. Uma das contribuicdes deste trabalho é na parte do ramo pos-
critico, com a equacdo constitutiva “completa” obteve-se um maior prologamento da curva
neste ramo com relagdo ao modelo de 7 graus de liberdade linear. No caso para o perfil |
houve um aumento consideravel de deslocamento lateral, para o perfil retangular mesmo a
constante ao empenamento sendo nula, 0 mesmo ainda apresentou um maior deslocamento no
ramo pos-critico para 0 modelo de 7 graus de liberdade completo em relacdo aos outros dois
modelos comparados.
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Para os perfis submetidos a compressdo, aqui estudados, os modelos de 6 GDL Linear, 7GDL

Linear e 7GDL completo apresentaram comportamento pds-criticos bastante semelhantes.

A maior contribuicdo deste trabalho foi demonstrada no exemplo 4.4, onde para o perfil
cruciforme o modelo de 7 GDL completo foi o Unico capaz de chegar na instabilidade por
torcdo, chegando assim ao ramo poés critico, 0 que ndo ocorreu nos outros dois modelos. A
carga critica obtida pelo modelo completo foi perto da carga critica da teoria de Vlasov,
justificando que a equacdo constitutiva “completa” estd correta, enquanto nos modelos de 6
GDL Linear e 7 GDL Linear a carga critica deu quase idéntica a carga critica de Euler. Efeito

que antes ndo era possivel na equagdo constitutiva desenvolvida por [2].

Observou-se entdo que incorporando todos os termos de ordem superior (cubicos em diante)
na equacdo constitutiva, pode-se obter um comportamento mais flexivel alcancando maiores

deslocamentos laterais.
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Sugestoes para trabalhos futuros

Estudar a influéncia da equacdo constitutiva “completa” em outros perfis com outros tipos
de secdes, outros carregamentos e condicdes de contorno

Extensdo a outros materiais elasticos.
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