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RESUMO

O emprego das estruturas de membrana € cada dia mais frequente em edificacdes de
relevancia civil e arquitetdnica, em especial para a cobertura de grandes vaos. Sua
aplicabilidade, contudo, vai além da construcdo civil, sendo igualmente importante nas
inddstrias das engenharias mecanica, naval, ocednica, aeroespacial e biomédica: aeronaves,
satélites, paraquedas, airbags, velas de embarcacOes, moinhos de vento e até aplicacdes
biomecanicas com tecidos humanos ou artificiais utilizam a tecnologia das estruturas de

membrana.

O comportamento mecanico de grande parte das membranas estruturais pode ser idealizado

como uma casca isétropa de pequena espessura refor¢cada por uma membrana ortétropa.

O objetivo desta pesquisa de mestrado € dar continuidade aos estudos referentes as teorias de
casca geometricamente exatas desenvolvidas por [1], [2], [3] e [4], e sua generalizacdo para o
ambito das membranas iniciada em [5]. Pretende-se contribuir, principalmente, para o
desenvolvimento de equacdes constitutivas ortotropas consistentes para grandes deformacdes,
apresentar uma metodologia para calibracio dos parametros materiais destas equacdes
constitutivas e para a andlise de estabilidade com vistas ao estudo do fendmeno do

enrugamento.



ABSTRACT

The use of membrane structures is becoming increasingly common in buildings of
architectural and civil engineering importance, especially to cover large spans. Its
applicability, however, goes beyond the construction industry being equally important in the
industries of mechanical, naval, ocean, aerospace and biomedical engineering: aircraft,
satellites, parachutes, airbags, sails of boats, windmills and even biomechanical applications

with human and artificial tissues use the technology of membrane structures.

The mechanical behavior of most structural membranes can be idealized as an isotropic thin

shell reinforced by an orthotropic membrane.

The objective of this work is to continue the studies on the geometrically exact shell theories
developed by [1], [2] , [3] and [4] and its generalization to the scope of the membranes
initially studied by [5]. It aims intended to contribute mainly to the development of consistent
orthotropic constitutive equations for large deformations, to present a methodology for the
calibration of the material parameters in those constitutive relations and for the stability

analysis in order to study the phenomenon of wrinkling.

vi



1. Introducao

Uma membrana estrutural € um elemento superficial que resiste aos carregamentos externos
desenvolvendo tensdes normais e de cisalhamento, as quais atuam nos planos tangentes a sua

superficie em cada ponto de seu dominio.

Conforme [6], uma estrutura de membrana € aquela em que a membrana constitui dos pontos
de vista arquitetOnico e estrutural, a parte principal do sistema. Neste caso, todos os demais
elementos estruturais, tais como mastros, masteletes, estais e cabos, estardo dispostos no

sistema a fim de que a membrana:

tenha uma configuragdo geométrica proxima aquela definida na intencio arquitetonica;

desempenhe a funcao para a qual foi concebida (em geral, cobrir grandes areas livres);

seja estavel;

resista aos carregamentos externos, sejam eles estaticos ou dinamicos.

O uso das estruturas de membrana tem sido cada vez mais frequente em obras de relevancia
civil e arquitetdnica, em especial nas coberturas para grandes vaos. Para [7] seu emprego vai
além, como por exemplo: em aplicagcdes de aeronaves e naves espaciais, paraquedas, airbags

de automoveis, velas de embarcagdes, moinhos de vento e tecidos humanos.

Segundo [8] o desenvolvimento de novos materiais aliado ao aumento das possibilidades de
se projetar, proporcionado pelas simulacdes computacionais, sdo fortemente responsaveis pelo

atual cendrio das estruturas de membrana na construgdo civil.

No ambito da simulacdo computacional uma &drea de importincia fundamental € a
representacdo do material que compde a estrutura. Para que isso aconte¢a da forma mais

realista possivel € necessario compreender o mecanismo de resisténcia deste material.

Uma membrana estrutural consiste de uma rede fina de fibras revestida por finas coberturas
nas suas superficies inferior e superior. Tais fibras sdo geralmente tecidas em duas direcdes
ortogonais, € por este motivo as caracteristicas ortotropas estdo presentes em seu

comportamento mecanico.

Vale destacar, que a formulagdo proposta neste trabalho pode ndo ser adequada a aplicagdes
arquitetonicas de membrana, pois na busca de uma intensdo arquitetdnica, a colagem dos
diversos padroes de corte, que apresentaram direcdes diferentes, provocard perda da
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ortotropia. Por outro lado, para aplicacdes que requerem precisdo geométrica, como por
exemplo, em aplicagdes aeroespaciais, o tratamento adequado da ortotropia assim como do

enrugamento, se tornam essenciais.

1.1. Estado da arte

Na obra de Itskov e Basar (1999) [9] e Itskov (2001) [10] um modelo constitutivo ortétropo
hiperelastico foi desenvolvido para a simulacdo numérica do reforco com fibras de borracha
em tecidos bioldgicos. O modelo usa uma extensdo nao linear ortétropa do material de Saint
Venant-Kirchhoff descrevendo as direcdes principais dos materiais por uma funcio tensorial
isétropa acoplada com os tensores estruturais correspondentes. Liirding (2001) [11]
desenvolve com base na fungdo isotropa de energia de deformagdo do material (dada como
uma funcdo exponencial em termos dos invariantes principais), uma extensao para O caso

transversalmente is6tropo e ortétropo.

A motivagdo para os trabalhos de Bonet e Burton (1998) [12], Weiss et al. (1996) [13] e
Holzapfel et al. (2000) [14] é a modelagem de processos de grandes deformagdo em
materiais bioldgicos. Um modelo constitutivo hipereléstico transversalmente isétropo para o

caso de grandes deformacdes € desenvolvido por Bonet e Burton (1998) [12].

Weiss et al. (1996) [13] também apresentam um modelo constitutivo isétropo, onde o foco

estd na incompressibilidade.

Para a simulacio das paredes arteriais, um modelo de material constitutivo ortétropo novo é
desenvolvido por Holzapfel et al. (2000) [14], em que cada camada da artéria é modelada
como um material reforcado por fibra. Os invariantes com respeito a vérias diregcdes
preferenciais sdo aditivamente dissociados, o que significa que o modelo proposto pode ser
considerado como uma sobreposi¢do de diferentes modelos de materiais transversalmente
isétropos. Uma visdo geral e estudo comparativo dos vdrios modelos mecanicos para

aplicacOes em sistemas biomecanicos também estd incluso neste trabalho.

Um modelo para materiais transversalmente isotropos quase incompressiveis € proposto por
Riiter e Stein (2000). [15] Eles também desenvolveram um estimador de erro para a medi¢do

do erro de discretizag@o dentro do método dos elementos finitos.



Com base nos trabalho de Spencer (1984) [16] e Boehler (1987) [17] uma func¢do de energia
de deformacio para materiais ortétropos ndo lineares € proposta por Raible ef al. (2000) [18]
e Reese et al. (2001) [19]. A formulacdo € incluida em um elemento continuo especial (ver
Reese (2000) [20] e Wriggers (2008)) [21]. Para identificar as propriedades especificas de
ortotropia sao feitas investigacdes em micro escala para o material do tecido e as conclusoes

sdo introduzidas diretamente na descricdo macroscopica do material.

Com base na teoria dos invariantes, Schroder e Neff (2002) [22] desenvolvem uma
metodologia para obter fun¢des de energia livre, que automaticamente preenchem as
condi¢des de poli convexidade no sentido de Ball (1977) [23], a fim de garantir solucdo Unica.
As fungdes de energia livre e a fungdes de anisétropas de tensdo sdo representados por
funcdes tensoriais isOtropas a valores escalares e tensoriais, respectivamente. Equacdes
constitutivas transversalmente isotropas e ortotropas sdo dadas em uma estrutura aditiva, onde

os termos individuais atendem a priori a condicao poli convexidade.

No nivel de estruturas reais, rugas sao instabilidades locais visiveis em membranas devido a
compressao local. Para descrever esse efeito, varios estudos sdo baseados na introdugdo de
uma varidvel cinemadtica adicional que mapeia a regido enrugada em uma chamada
"configuracdo média". Roddeman (1987) [24] formula vérias condicdes para a classificaciao
das regides enrugadas e mostra que esta abordagem pode ser aplicada a deformacdes finitas e
modelos de materiais anisétropos. Taenzer (1997) utiliza a abordagem de Roddeman para
desenvolver uma formulacio robusta de elementos finitos. Schoop et al. (2002) [25] apresenta
uma formulagdo alternativa a abordagem de Roddeman resultando em equagdes ndo lineares
mais simples. Baseando-se nas condi¢cdes de enrugamento de Roddeman, Ziegler (2001)
desenvolve um algoritmo andlogo a elasto-plasticidade de divisdo aditiva com pequenas
deformacdes para calcular as deformacdes de enrugamento. Como o algoritmo requer que as
tensoes e as deformacdes principais tenham dire¢des idénticas, € aplicavel apenas a materiais

isotrépicos.

Liu et al. (2000) [26] apresenta sua abordagem para o tratamento do enrugamento. As rugas
sdo resolvidas em detalhes quanto ao comprimento de onda, nimero e amplitude da onda com
base em duas anélises: a primeira € uma anélise grosseira que objetiva localizar regides da
membrana que possam estar tensionadas, folgadas ou enrugadas. Na segunda etapa, com base
na suposi¢do de rugas sinusoidais, uma analise mais refinada determina rugas fisicas com

base em informacdes das tensdes principais e deformacdes obtidas pela andlise grosseira.



Oliveira (2006) [5], simula o comportamento mecanico dos tecidos estruturais idealizando-os
como uma casca fina isétropa reforcada por uma membrana ortétropa, utilizando a teoria de
cascas geometricamente exata desenvolvida por Pimenta (1993) [1] e discretizando os

modelos com o elemento finito T6-31 desenvolvido por Campello et al (2003) [4].

Chivante (2009) [27], estuda diferentes métodos de modelagem para materiais tipicos de
estruturas retesadas, com €nfase nos modelos ortétropos representados por um funcional de

energia de deformacdo hipereléstico.

1.2.0bjetivos

Aproveitando-se das formulacdes de cascas e membranas desenvolvidas em [1,3,4,5],
pretende-se fundamentalmente estender os modelos existentes para incorporar leis
constitutivas ortétropas que se adequem aos materiais efetivamente utilizados na confec¢do
das membranas, capazes de representar o seu comportamento macroestrutural de maneira
mais apropriada. Sdo apresentadas em detalhes a deducdo das expressdes que constitui a
matriz das contribuicdes constitutivas da parcela das equacdes constitutivas referentes a
ortotropia. Pretende-se também, apresentar uma metodologia para calibracio de modelos
constitutivos ortétropos utilizando dados experimentais de teste de tragdo biaxial de
membranas reais empregadas em projetos de engenharia e iniciar o estudo da analise de

instabilidade visando o fendmeno no enrugamento.

1.3. Notagao utilizada

Com relagdo a notagdo utilizada, ao longo de todo o trabalho letras mindsculas ou gregas em

italico (a, b,...,q, B,...) representam grandezas escalares, ao passo que as correspondentes em
negrito (a, b,...,a, B,...) denotam vetores. Letras maidsculas latinas ou gregas em negrito-

itélico (A, B,...) expressam tensores de segunda ordem no espago Euclidiano tridimensional.

Vetores e matrizes construidos com componentes tensoriais (por exemplo, para fins

computacionais) sdo expressos por letras latinas em negrito nao itdlico (A, B,...,a, b,...).
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Adota-se ainda a convengao de somatdrio sobre indices repetidos, estando subentendido que

estes tomam valores entre {1, 2} para letras gregas ou entre {1, 2, 3} para letras latinas.



2. Formulacao de casca com implementaciao em elementos finitos

Cascas sao estruturas de superficies delgadas, geralmente nao planas, que recebem
carregamentos e resistem através de esforcos solicitantes de tragdo, compressdo, flexdo e

cisalhamento.

A teoria estrutural de casca, utilizada neste trabalho, tem origem em [1] e foi desenvolvida e
implementada numericamente em [2] e [4]. E cinematicamente exata e comporta deformacoes
finitas. Esse modelo emprega como grandezas essenciais o gradiente das deformacdes e o
primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff, e impde estado plano de tensdes sobre o

campo real das tensdes nominais (primeiro tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff).

Neste trabalho, ndo se admite alteracdo de espessura durante o movimento. A formulacao

proposta se aplica a qualquer tipo de equacdo constitutiva para estado plano de tensoes.

A formulagdo apresentada a seguir foi retirada de [2] e [4].
2.1.Cinemadtica

Para o estudo cinemaético das cascas sem deformacdo de espessura, define-se preliminarmente

uma base ortonormal {e{ , €, eg}, com coordenadas {51, &, ¢ }na configuragdo de

referéncia, inicialmente plana, posicionada no plano médio 2 C R? com e; normal a este

plano como apresentado na Figura 1.

configuracio
deformada

configuragdo de
referéncia

Figura 1: Cinematica da casca e suas grandezas fundamentais (figura retirada de [2]).



O campo vetorial £ = é(fl, §,¢ ) descreve a posicao dos pontos materiais na configuragdo de

referéncia, dado por:

§=¢+a’, (2.1
onde
¢=¢.e, (2.2)
define um ponto sobre o plano médio e
a" = (e; (2.3)
€ o vetor diretor neste ponto, normal ao plano médio, sendo ¢ € H = [—hb, h! ] a coordenada

ao longo da espessura b = A’ 4 A'.

A base ortonormal local na configuracdo deformada {el, e,, €, }é obtida pela aplicacado de
uma rota¢do promovida pelo tensor de rotacdo () a base definida na configuragio de

referéncia, de modo que, e, = Qe . Essa rotagdo sobre a base {e; }é genérica, de modo que

o plano definido pelos vetores e, ndo € necessariamente tangente a superficie média

deformada e e, ndo € obrigatoriamente ortogonal a mesma. Em outras palavras: a hipdtese de

Reissner-Mindlin € valida para o diretor a” .

O vetor x, que representa a posicdo dos pontos materiais na configuracio deformada, é

eXpresso por
r=2z2+a, 2.4)

onde z = 2 (51, & ) descreve a posi¢do de um ponto sobre a superficie média e a representa

o vetor diretor neste ponto, obtido por através de



a=Qa". (2.5)

Diz-se que o vetor v" = QTvé o equivalente retrorrotacionado de v = Qu", para qualquer

€6 9

par de vetores wv,v" € R®. O indice “r” significa que se trata de uma grandeza

retrorrotacionada para configuracdo de referéncia.

A substitui¢do da equag@o (2.3) em (2.5) resulta que a = (e,, de onde se observa que e,

estd alinhado com a e magnitude do diretor é preservada durante o movimento, desta forma

nao sendo permitida a deformacdo da espessura no modelo adotado.

O tensor das rotagdes () pode ser expresso em func¢io do vetor das rotagdes 6 utilizando a

formula de Euler-Rodrigues
Q=1+ n(9)O + h(0)©" (2.6)
onde

0 = O,e] + 0,e; + 0,e; (0, componentes de 6),

- _ send B lsenQ(%)
0 =[o]. mo)="= m) —EW—)Q @)
2
0 -0, 0,
e ©=Skew(8)=[6, 0 -0
—0, 6 0

O deslocamento dos pontos sobre o plano médio da casca € dado pelo vetor

u=2z2—C (2.8)

As componentes de u e 6 no sistema cartesiano global constituem os seis graus-de-liberdade

do modelo.



Da equacio (2.4) obtém-se o vetor posicdo x na configuracdo deformada, que derivado em

relagfio ao vetor posi¢cdo & na configuracdo de referéncia resulta no gradiente da deformagio

que pode ser escrito, fazendo uso da notacdo (.),a = (‘3(0) /0 e (.)/ = 8(0) / 9C, por

F—@—a_m@)er_{_a_w@er
ot o, a¢

=(2,+Q,Q"a)vel +d @] 2.9)
= (na +Kaa)®e(’; +Q,
onde

n,=z2,-¢ ¢ K =Q.Q" (2.10)

podem ser entendidos como deformacgdes generalizadas das secdes transversais, com
_ r ~ =

z, =u, +e, . Asdeformacdes de membrana sdo representadas pelas componentes de 7,

nas diregdes e, enquanto o cisalhamento transversal pela componente em e, . Os tensores

K  sdo antissimétricos € descrevem a as rotagOes especificas do diretor, com seus vetores

axiais designados por k, = axial (K N ) . E possivel demonstrar que

K, =10, 2.11)
com
I' =1+ h(0)® + hy(0)O* (2.12)
onde
hg(e)::-lllflﬁgi. (2.13)



Observe que as propriedades I' = Q'I' = QT e I' = Q'IrQ = QrqQ?’ valempara I'.

Retrorrotacionando as deformagdes de membrana e as rotagdes especificas do diretor para a

configuracdo de referéncia, encontram-se

m,=Q'm, =Q'z,—e ¢

)

(2.14)
K = QTna = FT07a.

Lembrando que para um tensor antissimétrico Y qualquer e seu respectivo vetor axial y a
propriedade Yb = y X bé verdadeira, e substituindo os resultados de (2.14) em (2.9), obtém-

s€ a expressao

F=Q[I+(n, +r,xa |oel, (2.15)
e definindo
v =m, + K. xa", (2.16)
Obtém-se
F=Q(I+~,2¢€). 2.17)

Com esse resultado, F' pode ser reescrito com

F = QF", (2.18)

O tensor F'" é expresso por

F =1+~ ©e€. (2.19)
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Utilizando a notagdo (o) para indicar diferenciacdo no tempo e aplicando essa operacao sobre

a equacao (2.18), resulta no gradiente das velocidades:
F = QF" + QF"
=QQ"F+Q(+, ®e,) (2.20)

= QF +Q(, ®e),

onde o tensor antissimétrico 2 = Q Q7 representa a velocidade angular do diretor e apresenta

vetor axial w = axial (Q ), e de modo andlogo a equacdo (2.11) é expresso por

w=1I9. 2.21)

Para o cdlculo da equagdo (2.20) faz-se necessério conhecer as derivadas temporais 7, que

podem ser expressas por
v, =1, +K. xa. (2.22)

T

As derivadas 7], e K, sdo conseguidas promovendo a diferenciagdo temporal de (2.14).

Derivando a expressao (2.14), referente ao termo 172 e lembrando que 7 = 0 , tem-se

M =Q"z, +Q":, =Q"(QQ"z, +u,)
=Q" (i, +9272,)=Q" (v, —T0xz,) (2.23)

= Q" (u./a + Z7a1*é),

onde Z,a = Skew(w).
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Para obtengdo do termo k| , lembrando que vale a identidade Qa =K, -QK_ + K2,

ver [2], de onde decorre

w, =K, —WXK, > K, =w,_, +twWXK,_. (2.24)

Diferenciando (2.14); no tempo, e usando (2.24), juntamente com a propriedade

Q" = —Q"N (que decorre de 27 = —2 = QQ"), encontra-se a expressio
kL=Qw,, (2.25)
e levando em conta (2.21), obtém-se
K, =Q" (I 0+T16,). (2.26)

Calculando as derivadas em relagdo aos pardmetros £ do tensor I'utilizando a equagdo

(2.12), e apds algumas manipulacgdes algébricas, chega-se

r,=h(0)0,+hn(0)(660, +0, 0)+

,

(2:27)
+h,(0)(0-6,)0+h(0)(6-6,)0°
onde ©® = Skew(O’a> €
(o) < BOO) ) RO
2.2.Estatica

O primeiro tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff P € representado por

12



P=r1®E¢€, (2.29)

onde os vetores-colunas 7, representam as tensdes na configura¢do deformada que podem ser

T

expressas em fungdo de 7, suas equivalentes retrorrotacionadas por unidade de area da

configuracdo de referéncia e atuam em planos dos quais as normais nesta configuracdo sdao

dadas por e/, pelarelagio 7, = Q7. , obtendo-se entdo
P=Qr ®e =QP", (2.30)

onde P"é o equivalente de P retrorrotacionado para a configuragio de referéncia.

Ao se introduzir as hipéteses de estado plano de tensdes em P , estes vetores passam a ser

. -y . .
designados pro 7 e T/, respectivamente, do qual falaremos no capitulo 3.

Usando os tensores energeticamente conjugados P e F', a poténcia dos esforcos internos por

unidade de volume de referéncia vale

P F=[Q(# we)|:[2F +Q(7 )

:P:QF+QTQ(%§®e{):(~yg®eg) 2.31)

~1r

— .~
=T, Yo

O termo P : 2F = PFT : 2 = 0, decorre do balanco do momento angular, ou segunda
equagdo local do movimento. Note que a poténcia associada a 74 € nula devido a hipétese de

diretor com magnitude constante. Substituindo (2.22) em (2.31), tem-se

P:F:%Q-ﬁ

Q=3

+(a" x 71 ) &L, (2.32)
e realizando a integracdo ao longo da espessura, obtém-se

[ P FdC=n] - +m (2.33)

13



onde
n = fogdg e m = fHarxfgdg. (2.34)

r

Os vetores n/ representam as forgas generalizadas retrorrotacionadas atuantes na se¢do

transversal com normal e’ , e m/ os momentos generalizados retrorrotacionados na mesma

secdo, todos por unidade de comprimento da configuracao de referéncia. O emprego do termo

T

generalizado foi utilizado para diferenciar dos esforcos n/ e m/ de seus equivalentes na

configuracdo deformada,

n =Qn’ e m_ =Qm’ , (2.35)

« « « «

que sdo os esfor¢os verdadeiros que atuam nas se¢des transversais da casca.

T =T T T T T T A T
Note que os vetores 7., 7., 7., m,, m,, m. e Kk, t€m na base {ez.} as mesmas

componentes que T,, T,, Y,, ™,.» M., 7M,€ K, na base {ei}. Os primeiros sdo

grandezas objetivas (ndo sdo afetados por movimentos superpostos de corpo rigido).

Neste ponto, € conveniente agrupar as grandezas da se¢do transversal nos trés vetores abaixo
o’ = , € = e d= (2.36)
tal que
T
ro__ « ro__
o = o e g, = . (2.37)
«

Com auxilio destes vetores a expressao (2.33) pode ser reescrita como
fHP CFdC =0 - ¢, (2.38)
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e com auxilio das expressdes (2.23) e (2.26), a derivada temporal €" é dada por

n| Q" (4, +2,19)
.| |A Q" (r,0+180,)
€ o ., T e (2.39)
€5 7, Q (u72—|—Z,21"0)
ky| |Q"(T,0+T19,)
Utilizando os operadores
12 o
9§
" 0o o0 o0 Q'zr o I%
O Qr o o T L
= 9 QL1 ¢ Al 0 : (2.40)
O O @' o0 Q'z,r I@ O
’ 2
O O O Qr QT1‘72 o I Kl
0§,
o I
€ possivel reescrever a expressao (2.39) como
& = WAd. (2.41)

Integrando a equacdo (2.38) no dominio {2, obtém-se a poténcia dos esforcos internos, dada

por

P = [ [ P:F dcae
= anT €" dN2 (2.42)

:anT-IIJAJ 9.

A poténcia dos esfor¢os externos pode ser definida por

15



_ Tt Fbo b =
P = [ (E-@ +8-a" + [ b-adc)an, (2.43)

onde t'e t" sdo respectivamente os vetores das forgas externas distribuidas que atuam nas
superficies de topo e de fundo da casca, por unidade de aria da configuracao de referéncia, e o

vetor bas forcas externas distribuidas no volume de referéncia. Por diferencia¢do no tempo

de (2.4), obtém-se

—u+Qd =u+N2Qad (2.44)

=u+2a =1+ wxa.

Note-se em (2.43) que &' = & +wxa' e & = % + w x a’. Substituindo (2.21) em (2.44),

e o resultado desta operacao em (2.43), chega-se a
P = [ (A-i+I"m-6) a2, (2.45)
onde

= _ 7t 7b 7
n=t 48+ [bd e
(2.46)
— _ ot Tt b Fb 7
m=a Xt'+a’ xt +fHa><b d¢

sdo respectivamente as resultantes externas de for¢ca e momento, ambos por unidade de area

da configuracao de referéncia. Definindo

S|

, (2.47)

Q|
I

tem-se

16



P, = fg(j-ddﬁ. (2.48)

O vetor
p=rI"m (2.49)

que aparece em (2.45), € denominado de pseudo-momento externo distribuido, em oposi¢cao

aos momentos externos verdadeiros m . O pseudo-momento [ € quem estd energeticamente

conjugado com as rotagdes 6.

2.3.Equilibrio

Inicialmente considere que os campos u e @ satisfazem as condi¢des de contorno essenciais

na fronteira do plano médio da casca. Sejam os campos virtuais de deslocamentos e rotacdes

representados respectivamente por du e &0, definidos sobre o plano 2 C R* da
T
configuracdo de referéncia. Com esses campos se constréi éd = [611, 60} . Procedendo de

modo andlogo ao utilizado para obter a expressdo (2.42), referente a poténcia dos esforcos

internos, pode-se escrever o trabalho virtual dos esforgos internos como
Wy = [ o 86" d2 = | o - wAsd a2 (2.50)
onde

0" = WAL (2.51)

¢ obtido de modo equivalente a (2.41). O trabalho virtual dos esfor¢cos externos € obtido

semelhante a (2.48), isto €,

W = | a-6dd0, (2.52)
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de maneira que o equilibrio estitico da casca com condi¢des de contorno essenciais nas

fronteiras pode ser formulado na forma fraca por meio do teorema dos trabalhos virtuais:

W =W, —6W _ . =0

int ext '

Véd | 6d = o em I, (2.53)
sendo I a fronteira de (2. Substituindo (2.50) e (2.52) em (2.53), tem-se
W = fﬁa  be dQ—qu-éd 1o,
= [ [n-Q" (bu, +2,060)+m Q" (I 60+ 180, )| d2+ (2.54)

_L2<ﬁ.5u+FTm-59) a2 = 0.

Integrando por partes os termos com éu , e (Fé@) , € utilizando o lema fundamental do

Ned

célculo variacional, obtém-se as seguintes equagdes locais do equilibrio:

(2.55)

Pode-se entender o trabalho virtual 6 na equagdo (2.53) como um funcional dos campos d

e od, sendo linear em relagdo a 6d . Sua derivada de Gateaux em relacdo a d, segundo uma

variagdo ¢"d pertencente ao mesmo espago de éd , resulta no operador tangente:
6 (w)=5| [ (o7 -be" —q-8d) |
gk T 1. .
— [fg(!l’/ 0" Abd —g-6d) drz]

(2.56)
_ fQ (5*@%" + ol ) - Add — 5 - 5d] I,

o€’

T _r r q
=/ W 0" a5 2% s | Asd — 2L 5°d . 54| a0,
ol od ’ od

18



que depois de alguma élgebra pode-se escrever

5 (W) = | (eAsd)-(DPASd) de2 +

2.57)
+ [ (Add)-(GAsd) a2 - [ (6d-LAs'd) df.
As matrizes D ,G e L sdo dadas por
on; 0dn] 0On] On
on; Ok{ On, Ok
om; Om; Om; Om|
D oo” _ on, Ok Ony, Ok ’
oe” on; On, OJOnj; On,
on, Ok] O0Ony, Ok,
dm; 0m;, Om; Om]
on; Ok{ On; Ok
O 0 0 o G’
O 0 0 o GV
G=|0 0 o0 o Gy e (2.58)
O 0 0 o GY?
G" G G GY G +GY
on on
_ 99 _ou 06
od ~|on op|
Ju 00

As matrizes D, G e L representam respectivamente as contribui¢des constitutivas,
geométricas dos esforcos internos e geométricas dos esforcos externos. As submatrizes de G

sdo encontradas em [2] e foram primeiramente publicadas em [1]. Para campos u e 0

quaisquer, G € sempre simétrico. As submatrizes L dependem do cariter dos esforcos

externos, conforme (2.58);.

O operador tangente (2.57) é uma forma bilinear de éd ¢ 6*d, e como G = G', resultara

simétrico se D e L também forem simétricos, isto €, sempre que a lei constitutiva presumir a
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existéncia de um potencial, como é o caso dos materiais hiperelasticos, e o carregamento for

conservativo.

Introduzindo os tensores tangentes

N OF"
Cry= "o, (2.59)
v}
e com a ajuda das derivadas
oy’ oy
T 6,51 e L —6,5A", (2.60)
o oK}

onde 0, 5 é o delta de Kroneckere A" = Skew(a’” ), as submatrizes de D , fazendo uso da
regra da cadeia, podem ser expressas por

on’”

ag - fHC’OT‘B ac,

on’” ~
“=—1 CI',A" dc,
8/{% fH B

(2.61)

r

@ = [ AC’,d¢ e
o, Jaacs

om

o JATCLAT dC.

om

2.4. Discretizacdo em elementos finitos

Diante de uma formulacdo de casca consistente, se faz necessario neste ponto do trabalho
utilizar um método matematico que possa ser implementado numericamente, e propicie a

resolucdo de problemas que admitam ser modelados por esse tipo de concepg¢do estrutural.
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Este trabalho realizou-se utilizando o método dos elementos finitos para implementagao,

admitindo a presenca de ndo linearidade geométrica e material nos modelos.

O elemento finito considerado serd triangular de seis nds, plano em sua configuragcdo

indeformada e numerado conforme Figura 2.

,.

L]
I
L

Figura 2: Elemento triangular de seis nés (Campello, 2005).

Definine-se p, (i =1, ...,6) como o vetor dos graus de liberdade do n6 4, de modo que

p,=u, sei=123 ou p = , se1 = 4,506. (2.62)

Construido desta forma, o elemento apresenta graus de liberdade de deslocamento em todos
os nds e rotacdo apenas nos nds localizados no meio dos lados. A interpolacio dos
deslocamentos ¢ feita por funcdes quadridticas completas, enquanto as rotacdes Sao
interpoladas por funcdes lineares a partir dos nds intermediarios.

Seja Aa drea total do elemento triangular e 4, (i =1, 2, 3)as areas 1ndicadas na Figura 2.

As funcdes de interpolacdo de u podem ser expressas por
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Ny = (21, - 1)1,
Ny = (2L, —1)L,,

Ny = (2L; — 1)L,

NY = 4L,L,,
N¥ = 4L, L,
NY = 4L,L,,

com L, = Ai,z'zl, 2, 3,
A

em coordenadas cartesianas L, pode ser escrito como:

1
L =—I/a +bx+cy), i =12 3 com
i 2A(z ) zy>

() = TolYg — T3Yy,

by = Yy — 3
G = T3 — Ty,

(y = Z3¥y — Y3,
by =y — yy,
Cy = T — Ty,

(g = T1lYy — Lol

by = 4 — Yo,
Cy = Ty — Iy,

As funcdes de interpolagdo de 6 sdo dadas por:

(2.63)

(2.64)
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N! =1-2L,
N! =1-21I, e (2.65)
N =1-2L

6 2"

7z

O elemento com tal configuracdo é chamado T6-3i. Note que a auséncia dos graus de

liberdade @ nos vértices do elemento o torna incompativel em relagdo ao campo de rotacdes.

Conforme [2], nenhum outro recurso do método dos elementos finitos foi utilizado para sua
constru¢do e o travamento numérico ndo € observado devido a incompatibilidade de @ e a

interpolagdo quadratica de w tornarem o elemento suficientemente flexivel.
Conforme Oliveira [5],

“Como membranas apresentam espessuras muito pequenas, o T6-31 é
um elemento finito exatamente adequado para a andlise desses
materiais, ja que o travamento — dificuldade do elemento de reproduzir
estados de flexdo pura sem desenvolver deformagdes de membrana ou

de cortante — ndo se manifesta.”

Definindo p como o vetor que agrupa os graus de liberdade nodais do T6-3i, e escrevendo

b,

p=|", (2.66)

Pg

os campos de deslocamentos e rotacdes em seu interior sdo obtidos pela equacao
d = Np, (2.67)

onde
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N'I NI NI NI O NI O NI O
O O O o0 NI o0 NI o0 NI

(2.68)

¢ a matriz de interpolac@o. Fazendo a substitui¢do de (2.67) na expressao de trabalhos virtuais
(2.50) e (2.52), e realizando a discretiza¢do do dominio {2 = US2 , obtém-se o vetor P, dos
esforcos nodais desbalanceados

P — fg [(WAN)T o' —N7g

€

as?, (2.69)

e

onde {2, representa o dominio do elemento. A matriz de rigidez € obtida diferenciando (2.69)
em relacdo a p. Desta operacdo resulta:

e

K, = [, |(#AN) D(2AN)+ (AN) G(AN) - NTIN|d2. @70

e

Devido ao modelo de casca utilizado ndo apresentar nenhuma rigidez associada a rota¢ao do

diretor em torno de seu proprio eixo (drilling), que corresponde no sistema local a terceira

componente de 6, assim como realizado em [2], apenas para evitar que K resulte singular,

adota-se localmente na equagiio constitutiva uma rigidez ficticia de Eh® (sendo E o médulo
de elasticidade e ha espessura da casca). Este valor é da ordem da rigidez a flexdo o que

garante o bom condicionamento das matrizes.

Os vetores dos esforcos nodais desbalanceados (2.69) e a matriz de rigidez (2.70) sdo

calculados com trés pontos de integragdo sobre (2 , situados no meio das arestas dos

elementos e coincidentes com os nds 4, 5 e 6 do elemento. Ao longo da espessura, foram

utilizados trés pontos de Gauss para integracdo de (2.34) e (2.61).
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3. Descricao do Material

Uma membrana estrutural consiste basicamente de um tecido ou uma rede fina de fibras
revestida por finas coberturas, nas suas superficies inferior e superior, em geral de resina
polimérica. Tais fibras sdo tecidas em duas dire¢cdes ortogonais, como mostra a Figura 3, e

por este motivo caracteristicas ortotropas estao presentes em seu comportamento mecanico.

FILL

TOPCOAT
BULKCOAT
= . -

BUFFER COAT

FILL FIBERS (WITH PRIMER COAT)
WARP FIBERS (WITH PRIMER COAT)

Figura 3: Estrutura de um tecido ortétropo revestido por rezina polimérica.

Neste capitulo serd apresentada uma breve caracterizagdo da mesoestrutura do material, que
possibilita compreensdo qualitativa do comportamento mecanico dos tecidos estruturais. A
descricdo macroestrutural serd realizada pela elaboracdo de modelos constitutivos que

pretendem representar o comportamento ortétropo deste tipo de material.
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3.1. Configuracdo e composicdao do material

Os tecidos estruturais podem ser montados de forma a manipular suas propriedades mecanicas

[28]. Vérias configuracdes e tipologias sdo possiveis, a Figura 4 mostra delas.

O OO O O~
TN TN O OO

O OO OO TN\
TN OO OO

woven polyester fabric

foil

layd-up yam

|
% & ] steel wired foil

R TR one s1ded 1amunated foul

E i W0 sided laminated foil

Figura 4: Configuracées de tecidos estruturais (figura retirada de [28]).

Materiais como poliéster e etileno-tetrafluoretileno (ETFE) sdo tipicamente utilizados para
laminados. Para as fibras, podem ser usados fios de poliéster, Nylon, fibra de vidro, fibras de
carbono, fibra de vinil (Vinylon) e aramidas (Kevlar). Além desses materiais, fios de agos
podem ser fundidos em laminados termoplasticos para refor¢co. Resinas poliméricas de
poliéster, politetrafluoretileno (PTFE ou teflon), cloreto de polivinila (PVC) e borrachas, sao

frequentemente utilizados para a camada de revestimento [28] , [29] e [30].

Vantagens e desvantagens para alguns dos materiais citados nesses itens, para fibras e resinas,

sdo apresentadas a seguir, conforme descrito por [5], [29], [30] e [31].
Fibras:

1.) Compostos de poliamida (Nylon): estes tecidos apresentam alta recuperagdo elastica;
umidade, luz solar e oxidacdo afetam suas propriedades mecanicas (envelhecimento);
sdo inflaméveis e mais suscetiveis a acdo da umidade que os tecidos como o poliéster.

2.) Fibras de poliéster (Trevira, Terylene, Dacron): sao um pouco mais resistentes e seu
custo € maior que o nylon; sdo impermedveis e resistentes as intempéries; apresentam

moddulo de elasticidade mais elevado que os do Nylon; sdo inflamaveis.

26



3.) Fibra de Vidro (Fiberglass): apresenta alta resisténcia a tracdo e ao fogo; seu médulo
de elasticidade € bastante elevado quando comparado ao de outros tipos de tecido; sdo
translicidos e bastante flexiveis; por outro lado ndo aceitam costuras e possuem baixa
resisténcia a abrasio.

4.) Compostos de fibra de vinil (Vinylon): apresentam resisténcias proximas aos tecidos
de fibra de vidro, quando recoberto por Hypalon (tipo de borracha sintética); quando o
cobrimento for de PVC, a resisténcia € mais baixa, compardvel ao poliéster do tipo

(Trevira); apresenta baixo custo.
Revestimento (resinas poliméricas):

1.) PVC (cloreto de polivinila): sensivel a intempéries; apresenta baixa elasticidade;
quando transparente a vida util € reduzida; rigidos em clima frio.

2.) Composto de borracha sintética (Polietileno e Clorosulfanato, Hypalon ou
policloroprene, Neoprene): revestimentos de Hypalon sdo resistentes a acdo de
acidos, oxidagdo, ozdnio, calor e luz; apresenta boas propriedades mecanicas com
excelente resisténcia a abrasdo; baixa absorcdo de 4gua; boa reten¢do das cores de
pigmentacdo; baixo custo; pouca resisténcia a baixas temperaturas;

3.) Politerafluoretileno (PTFE - nome comercial: Teflon): durdveis e altamente
resistentes a tracao; impermedaveis; misturado a aditivos aumenta sua flexibilidade e
resisténcia a abrasao.

4.) Silicone: excelente resisténcia a acdo de raios UV, alta flexibilidade; resisténcia ao

fogo; alta resisténcia a tragdo.
Destacam-se entre as principais composi¢des de membranas estruturais:

1.) Poliéster revestido com PVC: vida util de 15 a 20 anos; ndo propaga chamas.

2.) Fibra de vidro revestido com Teflon: vida ttil em torno de 30 anos; translicido; ndo
combustivel.

3.) Fibra de vidro revestida com Silicone: mais flexivel que o feflon; apresenta elevada

translucidez, que proporciona aproveitamento de iluminacao natural.

27



3.2. Comportamento mecdnico do tecido

As fibras, que compdem o tecido, estdo diretamente relacionadas a0 comportamento mecanico
das membranas estruturais. Conforme [5] e [8], as fibras sdo comumente tecidas em duas
direcOes ortogonais entre si, 0 que introduz no material, do ponto de vista macroscopico, um

comportamento mecanico tipicamente ortotropo.

Durante o processo de fiacdo do tecido, em uma das dire¢cdes, denominada urdume ou
urdidura (warp), os fios sdo mantidos numa posic¢ao retilinea e num estado retesado. Enquanto
1sso, de acordo com [32], os fios da outra direcdo, denominada de trama (weft ou fill), sao
passados alternadamente por cima e por baixo de cada fio do urdume, apresentando, portanto,
uma ondulac¢do mais acentuada que estes ultimos fios. O urdume acaba por ondular-se, porém
em menor grau do que a trama, em decorréncia da interagdo entre os fios, como pode ser

observado na Figura 5.

corte paralelo a diregdo do urdume corte paralelo a dire¢do da trama
fioda
liviede |2 ~ 00~ > trama /\C?/—\
tragéo \—/O\—) .. fiodo __Q-\_/Q
urdume

revestimento

carregamento uniaxial na diregdo do urdume caregamento uniaxial na diregdo da trama

Figura 5: Comportamento do tecido (figura adaptada de [28]).

Observa-se na Figura 5 que a direcdo do urdume apresenta maior rigidez a tracdo que a da
trama. Isto ocorre devido ao fato de que os fios do urdume, na configuragdo livre de tragao,
apresentam ondulacio muito baixa quando comparados com os fios da trama. Note que,
tracionando um tecido igualmente nas duas dire¢des, o aumento da ondulagdo do urdume
reflete a grande influéncia das interacdes com os fios da trama e pode gerar tensdes de
compressao naquela dire¢do, caso a trama apresente grandes deformacgdes. J4 o revestimento

polimérico fornece pequena rigidez a compressao, flexdo e ao cisalhamento transversal [5].

A pequena rigidez fornecida pelo revestimento desempenha papel fundamental na obtencao
do equilibrio em estruturas que apresentem flexao ou enrugamento da membrana estrutural. A
flexibilidade desses materiais aliado ao surgimento de pequenas tensdes de compressao,

proporciona como resposta estrutural surgimento de dobras e rugas.
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3.3. Idealizacao

Este trabalho segue a idealizacio proposta por [5], na qual a membrana estrutural, apresentada

na Figura 6,

Figura 6: Direcdes de ortotropia (figura adaptada de [33])

¢ idealizada como a superposicao de efeitos de um tecido que funciona como uma membrana
ortétropa e de um revestimento que funciona como uma casca fina is6tropa, como
apresentado na Figura 7. Essa superposi¢do se dd pela decomposicao aditiva da energia de
deformacao especifica em duas parcelas distintas, uma referente ao tecido ortétropo e outra ao

revestimento is6tropo.

CASCA ISOTROPA ; :
MEMBRANA ORTOTROPA

Figura 7: Idealizacio do tecido (figura retirada de [S])

Neste modelo, o revestimento polimérico contribui com uma pequena rigidez a tragdo, a
compressdo, a flexdo e ao cisalhamento, enquanto o tecido ortétropo com uma rigidez a tragao

adicional, em geral elevada. Estas sdo as hipdteses basicas assumidas nessa idealizacao.

A distribui¢c@o continua das fibras, com sec¢do transversal e rigidez idéntica e a perfeita adesao

do tecido e revestimento, também sdo hipdteses levadas em conta nessa idealizacao.
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3.4. Modelos constitutivos propostos

Os tecidos revestidos por resina polimérica apresentam comportamento mecanico complexo.
Sendo assim, fatores como plasticidade, viscosidade, relaxacdo e envelhecimento poderiam
ser levados em consideracao para uma melhor representacdo do comportamento mecéanico do

material.

Neste trabalho, optou-se por simplificacdo, utilizar apenas modelos constitutivos referentes a

materiais hiperelasticos.
Segundo Pimenta [34], pode-se definir um material hipereldstico como:

“Um material € dito hiperelastico se existir uma funcao escalar 1 (E) ,

denominada energia de deformacdo especifica, que serve de potencial
~ 0
para as tensoes tal que S = —1/}.”
E
Nesse caso, S € o segundo tensor das tensdes de Piola-Kircchoff e E o tensor das
deformacdes de Green. Estas grandezas sdo energeticamente conjugadas e equacdes
constitutivas formuladas a partir destas, respeitam os principios da objetividade, ou seja, as

forgas internas nao sao afetadas por movimentos superpostos de corpo rigido [34].

Levando em conta a idealizacdo proposta no item 3.3, a energia de deformacao especifica serd

expressa por
w = 77Diso + 77Dorto' (31)
Como consequéncia da decomposicao da energia de deformagdo especifica, decorre que

S = Siso + Sorto

(3.2)
P=P

150 + Po

rt0?

onde P = FS ¢ o primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff.

Lembrando de (2.29) e (2.30), pode-se escrever
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P,=Qt ®e€ e (3.3)

E, a partir de (3.3), tem-se
P-Qrioe =Q(r +7 |oe (3.4)
resultando portanto em

T =T +T . (3.5)

150 borto

Esse resultado significa que os vetores de tensdo totais podem ser obtidos por uma simples

soma das suas contribui¢des istropa e ortétropa.
Uma consequéncia imediata de (3.5) € que os esfor¢cos internos atuantes nas secoes

transversais, dados por (2.34), podem ser escritos como

ro__ T r ro_ r
na - naz’so + naorto e ma - maiso' (36)

E a matriz dos médulos constitutivos de rigidez tangente (dada por (2.58);) como

D:Diso+D

orto”

(3.7)
A seguir, apresentaremos dois modelos constitutivos formulados a partir desse

equacionamento. No primeiro a energia de deformagdo especifica foi proposta por Oliveira e

Pimenta em [5] e no segundo foi proposta por Raible em [28].
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3.4.1. Modelo Constitutivo de Oliveira-Pimenta [5] e [8]

Parcela is6tropa:

A parcela isétropa considerard uma energia de deformacao isétropa proposta por Simo-Ciarlet
em [35,36]. A energia de deformacdo especifica proposta é expressa como uma fungdo dos

invariantes do tensor das deformacodes de Cauchy-Green, dado por

C=F"F, (3.8)
para o qual os invariante adotados sdo:
L =1:C,
I, =1: C? e (3.9)
J = det F.

A energia de deformacao € definida por

1.1

Vo (15T ) = EAlE(ﬂ — 1) —InJ +%u(11 —3-2InJ), (3.10)

onde A e pu sdo constantes generalizadas de Lamé generalizadas, que em fun¢do do médulo

de elasticidade E' e do coeficiente de Poisson v sdo dadas por:

A= bv e u=—"2__ (3.11)
(1+v)(1-2v) 2(1+v)
O segundo tensor de Piola-Kirchhoff para a parte is6tropa é dado entio por
oY, oY, oy, 0l, 0,
S o ’L/}%SO — 2 ’L/}ZSO — 2 ¢ZSO 1 + ’L/}ZSO 8J (312)

. JE oC oI, 0C  9J 9C)
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Utilizando a relacio P, = F'S

180 180 °

e em seguida obtendo o equivalente retrorrotacionado
para configuracdo de referéncia P juntamente com a imposi¢do de estado plano de tensdo

(733 = Pej -e, = 0), € possivel chegar a (ver [4] para detalhes)

'M9(1+722> +'u<711 _722>

Tliso = | —H0%9 + “(712 - 721) €
K13
(3.13)
—H975 + 1 (M5 = Y1)
Thiso = :‘“9(1 + 711) + “(722 - 711) ;
Y3
onde v, ; Sd0 as componentes do vetor de deformacgdo " (vide equagdo (2.16)) e
MJ?—1)+2u(] -1
U= ( _> <_ ) e
A3+ 2u]
(3.14)

T = (T4 75) (14 72) + M¥ar-

A partir de (3.13) € possivel obter, para a parte isotropa, as forcas e momentos generalizados

r

r
180 cm

n ais0

de (3.6), que atuam na sec@o transversal de normal e/ , e deste Gltimo a matriz
D,  de (3.7). Suas expressoes foram desenvolvidas pela primeira vez em [4] e serdo omitidos

por questdo de simplicidade.
Parcela ortétropa:

A parcela ortétropa afeta exclusivamente as deformacdes de membrana do gradiente da

deformacdo. Dessa forma, é conveniente expressar F' (ou equivalente , F", ver (2.18)) e

apenas com estas deformacdes. Sendo assim, este sera expresso por

L+ny, Tlo1
Fr=| n, 1+m, 0] (3.15)
0 0
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onde 17,5 sdo as componentes do vetor n,, definido em (2.14);.

Lembrando que C = F'F = F "F e que E = %(C -1 ) , o tensor das deformagdes de

Green, resulta em

Ell E12
E=\|LE, E, com
0 0

1
E, = 5[(1 + 7711)2 + My — 1},

(3.16)

1 2
By :§[<1+7722) +77?12_1] ¢

By, =Ey = %[(1 + 7711)7721 + (1 + 7722)7712]'

A energia de deformagdo especifica (por unidade de volume) ortétropa 1, , pode ser escrita

em funcao da energia de deformag@do por unidade de area zﬁmo , da seguinte forma

1 ~
=0 (3.17)

djorto = h,

com h representando a espessura da membrana na configuracdo indeformada e que

permanecera constante. Como consequéncia,

>

(3.18)

orto ~ orto

S|

Sejam as dire¢Oes locais de ortotropia, na configuracédo de referéncia, dada pelos versores h;

(dire¢@o do urdume) e h; (diregdo da trama), de modo que h; - h; = 0. E possivel definir os

chamados tensores estruturais H _ (vide por exemplo [28]), da seguinte forma
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H —h oh.

(3.19)

A funcido energia de deformagdo ortotropa por unidade de drea pode ser escrita em fungdo de

quatro invariantes nas dire¢des da ortotropia 1, , = Amo (] 101195 Loy
I, =H, :E,
I,=H, :E,
L, =H :E*e
— . 2
I,, = H, : E~,
que podem ser reescritos da seguinte forma
Iy, = Eyy,
Iy = Ey,

_ 2
]21 - Ell + E12 e

I

Com auxilio de

ol ol
oE T ° OE
o tensor S‘mo € entdo dado por
A O O
Sorto — worto Ha + worto
o1 la oI 2a

_ 2 2
2 E22 + E12'

~2 _ g E+EH,

(H,E+ EH,).

I, ) , sendo eles:

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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A funcao de energia de deformagdo ortétropa por unidade de drea, proposta por [5] e [8] e

adotado aqui, € a seguinte:

; 2 2

Vorto <I11’112v1217122) = (“111 + bl +-clyy 1y ) +
+ (h1141 + R, + UG + ml I + nIﬁ) + 324
+ ﬁ<[21 + I22),

coma, b, c, h, k, 1, m, ne psendo os parametros do material. Nesse caso, o tensor

S . pode ser reescrito como

orto
gorto = SO(,MH(,Y + E(HOZE + EHa )7 (325)
onde

¢, = 2al}, + cl, + 4RI} + 3KIL T, + 21 1T, + mI}, e
(3.26)
@y, = 201, + ¢l + kI} + 271, + 3mI I7, + 4nl},.

O primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff, por sua vez, é obtido via PMO — FS. . e

orto?

seus vetores-coluna resultam em

<901 + 2/7]11)(1 + 7711) + "777212 (1 + 7711) + 109175 (1 + 7722)
Tlorto = I (901 + 217]11)”12 + ﬁ(l + 7722><1 + 7711)7721 + ﬁ(l + Mg )2 Tho
0

—_

(802 +2%7]12)7721 +/_‘(1+7711>2 "1 +"7(1+7722><1+7711)7712

Toorto = 7 (902 + 2:‘7]12)(1 + 7722) + 170y (1 + 7711) + :‘777122 <1 + 7722)
0

e

(3.27)
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Recorrendo a (2.34),, encontra-se as forcas generalizadas retrorrotacionadas atuantes na

secdo transversal de normal e/ , da parcela ortétropa, dadas por

(901 + 2/7]11)<1 + ’711> + /777212 (1 + 7711) + /7’721’712(1 + 7722>
1

Moy = (901+2/7[11)7712+/7(1+7722> +7711)7721+/7(1+7722)27712
0

(‘P2 +2:‘7112)7721 ‘Hj(l"‘ 7711>2 "1 +'E(1+ 7722)(1+ 7711)7712

Moty = (902 + 2uly, ><1 + ’722> + 1791709 (1 + 7711) + /777122 (1 + 7722)
0

(3.28)

A resultante total das forcas e momentos generalizados (retrorrotacionados) que atuam na

secdo transversal de normal e/ , finalmente € dada por:

e m =m (3.29)

r
ais0

As expressoes de n nao foram apresentadas aqui, mas podem ser encontradas em [4].

Vale ressaltar que a parcela ortétropa nédo contribui em m, .

A matriz dos médulos constitutivos de rigidez tangente da parcela ortétropa € calculada a

partir de (2.58), e vale:

an{orto [0) 8’"’{07‘7&0 [0)
0 T]I 0 T]; Dl 1nmorto 0 Dl 2nmorto 0
(0] (0] (0] (0] (0] (0] (0] (0]
Dorto = r r = . (3 3 0)
a{n’2orto 0 anQOﬁO 0 D21n7707’t0 0 D227mort0 0
on! on; o o o0 o0
(0] (0] (0] (0]

onde
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r

nlortol 9 nlrortol
Iy Iy
_ 0 n{ orto _ {07'2%02 9 anortoQ
11nnorto 877{ 87]{1 877{2
0 0
8 nlrom‘ol Iorto1
I3, Iy
_ 0 'n'{orto _ anforto2 8nfort02
12mmorto 8775 87751 87752
0 0
8 n;orto1 8 n;orto1
Omy Oy
_ 0 n; orto _ ngorto2 n2rort02
21nmorto 8’)’]{ 877{1 877{2
0 0
ngortol ;‘0 rto,
Iy Iy
_ 0 n; orto ;ort‘o2 0 n;ori&o2
22morto 87]; 877;1 87752
0 0

As expressoes explicitas dessas submatrizes sao:

(3.31)
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on’

lorto 8@ _ _ _
r 1 rl +2’u(1+7711> (1+7711>+<901+2/‘111)+/“72127
oy oy,
anT a
Lort, % — _
0:01 rl +2/J/7712 (1—’_7711)—}_/467721(1—’_7722)’
iy oy,
(3.32)
TLT a
lort . _
077:02 7’1 +2,U/(1+7711) n12+/117]21(1—|—7]22),
g, oy,
n" 8
lorto. (2 _ _ _ 2
ot L 20my |myy + () + 200 )+ (1415 )
87712 87712
’I”LT 8
lort © _ B
0:01 7.1 <1+7711)+2M7721(1+7711>+,U7712(1—|—7’]22)’
sy Oy,
n’
lorto 8()0 _
rl rl (1 + 7722> RELPUE
OMys Oy,
(3.33)
an” a
lorto, (,01 _
Mo + M<1 + 7711)<1 + 7722),
angl 87751
8nr 8
lort © _ B
071:02 7’1 7712 +,U/<1+7711>7]21+2,Ll,<1—|—7722)7712,
Oy Mgy
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on’

2orto;

| o T +2ﬁ7721(1+7711)+ﬁ7712(1+7722)?
Oy Oy

T , 8 _
2o:f01 _ 9072 7721(1+7722>+M<1+7711)(1+7722>’
Oy, Oy

(3.34)
nr
2ort (%) _
o: . - r2 (1 + 7722) + 1”7217)127
ony, ony,
nr
201t o _ B
0:02 — 7“2 (1+7722)+,u’<1+n11)7721+2,U/<1+n22)7712,
Onyy onyy
n’
2orto 8@ _ _ _ 9
T = P) 2 2y, |y + (0 + 200, ) + E(1+my )
Ty o1
nr
2orto &p _ _
. L 7,2+2,u<1-|-7722)7721-|—,u<1-|—7711)7712,
Oy Oy
(3.35)
8n’” a
201t © _ _
0:02 = |+ 20y, (14 7 )+ By (1 + 1y )
oy, ony,

on’

2orto,

_ a@f + 271 (14 1y )

r <1+7722)+(§02 +2ﬁ[12>+/7771227
Oy, Oy

r

0
onde as derivadas 3 #y que aparecem em (3.32), (3.33), (3.34) e (3.35) sdo dadas por:
Map
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Oy,

= (2a +12h1,* + 6KI, 1, + 211, )(1+ n;,)

Oy

0
90: — (2a +12hI 2 + 6KkI, 1, + 211, )?712

Onyy

9

S = (e 4 KLY + AL Ty + 3miLy iy,

ony,

9

O (e o BRL,2 o+ ALy + 3mI2 ) (14 1,

Oy

0

S0 — (4 BRI + Al 1, + 3mi,? ) (14,

ony,

0

if _ (c + 3kI, 2+ Al I, + 3mi 2 )n12

Onyy

Dy

98 (9 + 21,2 + 6ml, 1y, + 12002 ), (5.36)

Ony,

D

an_f = (20 + 20,2 + 6ml,, L,y + 12007 ) (14 13,,)
21

Finalmente a matriz “total” dos mdodulos constitutivos de rigidez tangente € total € finalmente

dada por:

D=D_+D (3.37)

orto*

onde mais uma vez remete-se a [4] para expressdo de D, .

3.4.2. Modelo constitutivo de Saint-Venant ( Raible [28] e [33])

Esse modelo faz uma generalizacdo da equacdo constitutiva isétropa de Saint Venant, a qual
relaciona linearmente o Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff S com o Tensor das

Deformagdes de Green-Lagrange E', para um material ortétropo. Segundo [28], foi sugerida
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por [37], fazendo a adaptagdo da funcao de energia especifica com comportamento linear para
o caso de comportamento ndao linear através da substituicio do tensor das pequenas
deformagdes ¢ pelo tensor E/. Expressando E em fun¢do do Tensor das Deformagdes de

Cauchy-Green C, os invariantes envolvidos para o caso nio linear serdo:
trC, trC?, trC3, trH,C, trI-IICQ, trH,C € trHQCQ. (3.38)

Os tensores C ¢ H ., 840 0s mesmos definidos no item 3.4.1.

Parcela is6tropa

A parcela is6tropa considera o material hipereldstico isétropo de Saint-Venant, cuja fungdo

energia de deformacao especifica € dada por
1 2 1 2
Yy = gM(1rC =3) —|—Zu(trC —2trC +3) (3.39)

onde A et sdo as constantes de Lamé.

O segundo tensor de Piola Kirchhoff para a parte isétropa € obtido andlogo a (3.12),

resultando em:

877Z)iso 1

=2 :§A<trC—3)+u(C—I>. (3.40)

150 8 C

Utilizando a relagdo P,

150

= F§,  eem seguida obtendo o equivalente retrorrotacionado para
configuragdo de referéncia P , juntamente com a imposi¢do de estado plano de tensdo

<533 = ey - Se; = 0), € possivel chegar em (ver [4] para detalhes):
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onde

com

r
Tliso

r
T2iso

— 1
E<1 + 7 )[En + V[E22 - 5%3%3 ]] + 2p7y, B

2

1
WYyg + 2075 [En - 5’7(13%13 ] + 2193

2

= 1
= E(l + 722)[E22 + V[Ell - 5%3%3]] + 2180,

1
WYz + 211753 [EQQ D) 7(13’7(13] + 2py,3E,

Eop = 5(%@ + Vg + Yoy Vs + VasVas)
E.= §(1+ Vs3)Vas €
B, = %[(1 + g ) —1},

2v 1
V33 = 1- 1—v Yaa + 570657045 — Yas3Vaz — L.

— 1
2#(1 + 722)E12 + E712[E11 + V[E22 __7a37a3]]

_ 1
2#(1 + ’711)E12 + E'Y21[E22 + V[En - _’Va3’>’a3]]

(3.41)

(3.42)

(3.43)

A partir de (3.41) € possivel obter, para a parte isétropa, as for¢cas € momentos generalizados

n’f‘

180 a1so ’

respectivamente, e destes ultimo a matriz D, . Novamente, por questdo de

simplicidade, suas expressdes ndo serdo apresentadas aqui, mas podem ser encontradas em

[4].
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Parcela ortétropa:

Como ja dito, a parcela ortotropa afeta exclusivamente as deformagdes de membrana do

gradiente das deformagdes. Desta forma, é conveniente expressar, F' ou F', o tensor das
deformacdes de Green-Lagrange, a energia de deformacao especifica ortétropa e os tensores

de Piola Kirchhoff pelas equacdes (3.15), (3.16), (3.17) e (3.18) respectivamente.

Neste caso, a fun¢do energia de deformacdo especifica para a ortotropia € dada por (vide

[28,37])

~

b= i[al tr(H,C — H,) + 0, tr( H,C — H,)|(trC —3) +

1
+§[ul(tr(H102>—2tr<ch) + trH1> + MQ(tr(HQCQ)—Qtr(HQC) + trHQ)] +
B (e (HC) — B+ 26, (1 (H,C) — e H, )

40 (o (H,C) — o B ) (o (H,C) — o H, ),
(3.44)

onde as constantes oy, o, [y, [y, By, By € B, sdo pardmetros do material.

O correspondente segundo tensor das tensoes Piola-Kirchhoff, resulta em:

=9 awo’rto —

Sm‘to a C
1

— (uH, + o, ) (1€ - 3) + i[al tr(H,C — H,) + o, tr(H,C — H,)|T +
+u, (H,C +CH, —2H,) + 11,(H,C + CH, — 2H, ) +

; %51(@(1—110) — tr H,)H, +%52(tr(1—120) — tr H, ) H, +

+ %512[H1(tr(ﬂ20) —tr H,)+ (tr(H,C) — tr H, ) H,|.

(3.45)
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A

O primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff é obtido via P., = FS

orto 5110+ € SEUS vetores-

coluna resultam

[(2041 + 4py +51>El1 +<O‘1 + ay +512>E22](1+7711) +2<M1 +:“2)117127721

Tlorto = 7 2(“1 + :“2)E12(1 + 1yy) + [(20‘1 + 4y + ﬁ1>E11 + (O‘l +a; + ﬁ12)E22]7712
0

—_

2</v‘1 + M2>E12(1 +myy) + [(al +a; + 512)E11 + (2042 +4py + 52>E22]7712

1
Thorto = 7 [(O‘l +oy + ﬁu)Eu + (2% +dp, + ﬂ2>E22](1 + 7722) + 2(”1 + N2>E127721
0

(3.46)

Novamente, recorrendo a (2.34);, encontram-se as forcas generalizadas retrorrotacionadas

atuantes na se¢io transversal de normal e/ , da parcela ortétropa, dadas por

[(2()‘1 + 4py + 51>E11 + (al +a, + ﬁ12>E22](1 + ) + 2(“1 + U2>E127721

Morto = 2(“1 + :“2)E12(1 + 1) + [(2‘3‘1 +4py + /31)E11 + (0‘1 ta, + ﬁl?)EQQ]ThZ
0

2(“1 + Nz)Em(l +myy) + [(al +a; + ﬁm)Eu + (2% +4py + ﬁ2>E22]7712

Myorto = [(O‘l ta; + ﬁ12>E11 + (20‘2 +4p, + 52>E22]<1 + 7722) + 2(:“1 + :LLQ)E127721
0

(3.47)

A resultante total das for¢cas e momentos generalizados (retrorrotacionados), sdo obtidas de

forma andloga a (3.29), lembrando que a parcela ortétropa ndo contribui em m/, .

A matriz dos modulos constitutivos de rigidez tangente da parcela ortotropa € obtida
analogamente a (3.30) e (3.31). Suas submatrizes sdo constituidas pelas seguintes expressoes

explicitas:
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on’

lorto,

ony,

on’

lorto,

onyy

r
lorto,

ony;

r
lorto,

ony,

p
lorto,

ony,

.
anlm'to1
T
Oy,
on’

lorto,

oy,

r
lorto,

Oy

on

r
2orto,

ony;

on,

r
2orto,

ony,

on,

r
2orto,

ony;

on,

on’

2orto,

ony,

= (20 +4p; + B Ey + () + ay + Byy) By,

= 2(:“1 + “2)E12’

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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r
a n?orto1

T (al oy + ﬁlz)En + (2052 + 4py + 52)E22,
915

r
2orto,

Onyy

on,

(3.51)

r
2o0rto,

ony,

on,

r
2orto,

Oy

on,

= (al ta; + 512)E11 + (20‘2 +4py + /62)E227

Finalmente matriz total dos mddulos constitutivos de rigidez tangente pode ser obtida

analogamente a (3.37).
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4. Calibracao dos parametros materiais dos modelos constitutivos

propostos

Os modelos constitutivos propostos no item 3.4, foram implementados no programa PEFSYS.
O PEFSYS ¢ um programa de elementos finitos, implementado em linguagem Fortran 90,
para andlise ndo linear de solidos e estruturas, desenvolvido na Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo, pelos professores Paulo de Mattos Pimenta, Ruy Marcelo de
Oliveira Pauletti e Eduardo de Morais Barreto Campello. Como pré-processador e pos-
processador € utilizado o programa GID desenvolvido pelo CIMNE (Centro Internacional de

Métodos Numéricos en Ingenieria) da Universidade Politécnica da Catalunha.

A calibracdo dos pardmetros materiais presentes na idealizacdo do item 3.4 serd realizada
utilizando dados obtidos em ensaios fisicos de tracdo biaxial de membranas, disponiveis na
literatura, em corpos de prova cruciformes. A Figura 8 detalha as dimensdes dos corpos de
prova ensaiados, os carregamentos aplicados, as condicdes de contornos e o modelo

computacional utilizado para efetuar as calibracdes.

T @
SYMMETRY £
=
[{e}
\v 3
q °
)
L N
=
erkeccs £ yi
U b=
R 9
UL WARP S 1l @
E \
~
[{e}
p \
o
m > g —
777777 X
0.167m | 0150m | 0.167m Point A qi

Figura 8: Teste de tracio biaxial (figura adaptada de [8]).
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Além das condi¢des de contorno apresentadas na figura Figura 8, foi considerado que os

deslocamentos transversais ao plano do corpo de prova sao nulos, desta forma o diretor ndo

apresentard rotacao, ou seja, Q@ = I.

No presente trabalho, que os dados utilizados para a calibragdo referem-se a uma membrana

composta por fibras de poliéster revestidas por PVC, obtidos nos catdlogos de produtos de

[38]. O ensaio biaxial de [38] fornece apenas as curvas g, versus deformacdo na dire¢do le

q, versus deformacdo 2 para carregamentos aplicados nas direcoes 1 e 2 simultaneamente:

direcdo do urdume (direcdo 1) da trama (diregdo 2). Os ensaios foram realizados aplicando-

se esses carregamentos em trés razoes diferentes: ¢, : g, =1:1, ¢, :q, =1:2 €, € 0s

resultados estdo apresentados Figura 9 a seguir.

Figura 9: Curvas experimentais: Carregamento x Estiramento (Shelter-Rite) [38].
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Note que no eixo das ordenadas dos graficos apresentados Figura 9, referem-se ao

estiramento. O estiramento estd diretamente relacionado com a deformacao linear, sendo dado

por A, =1+¢

Levando em consideracdo a hipétese que @ = I na equagdo (2.14); obteremos:

aq’

onde A sdo os estiramentos € £, as deformagdes lineares.
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4.1

i du, ’

ou seja, as deformacdes de membrana 7’ equivalem as deformagdes lineares €, . Sendo

assim, os valores porcentuais referentes ao estiramento nas curvas da Figura 9, sido as

parcelas das deformacdes lineares na expressao do estiramento.

O modelo matemadtico utilizado para calibragdo dos parametros materiais € semelhante ao

utilizado em [27].

O objetivo da calibracdo € obter os parametros materiais (coeficientes dos polindmios das
funcgdes de energia de deformacdo especifica) do modelo constitutivo que melhor aproximam

as curvas experimentais.

Primeiramente, escolhidos os k& pontos das curvas experimentais que serdo ajustados,

calculam-se os residuos para as curvas ¢, X deformagao, € g, X deformagao,, que serdo

dados por:
. n n ~ k k.
T(Ek) = q((yk) o n(Ziso ’ inso ko (Zorto ’ e:xorto k:qgkk) B n;gs(l) N ngzsn’zf%
4.2)
k=120m,,, € =12,

onde r(ik) € o residuo no k-ésimo ponto na dire¢do a, g, € o valor do carregamento

. . ~ L - k k = :
experlmental na dlregao o no k-ésimo ponto, TLT() € nr() Sao respectivamente as

aiso,, aorto,,

) , , . .
componentes dos esfor¢os internos i/, e m/ . nadire¢do o no k-€simo ponto.

7(k) r(k) r r < ~ N
Note que as componentes n_. =~ ¢ Morto, de n/, e mn/ . sdo funcdes das deformagdes de

«

membrana 7" (vide suas expressdes no item 3.4), também conhecidos nas curvas

experimentais.

A soma dos residuos quadraticos € dada por:
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onde S é a soma dos residuos quadriticos que serd a fun¢do objetivo a ser minimizada

visando a obten¢@o dos parametros materiais que melhor ajustam a funcao.

Para a minimizac¢do da fun¢do S, serd utilizado o algoritmo GRG2 (Gradientes Reduzidos
Generalizados), implementado no SOLVER do software Excel 2010. Este algoritmo foi
desenvolvido por Leon Ladson, da Universidade do Texas em Austin e Allan Waren, da
Universidade Estadual de Cleveland [39], com a finalidade de resolver problemas de
programacao ndo linear. Maiores informagdes sobre este algoritmo podem ser encontradas em

[40].

Observa-se que através da minimizagdo serdo obtidos apenas os parametros materiais

referentes a parcela ortétropa, sendo previamente arbitrados os pardmetros £ e v (ou seus

correspondentes parametros de Lamé).

Apesar de ser possivel determinar, via minimizacdo, também os parametros da parcela
isétropa, optou-se pela estratégia de fixar tais parametros em valores arbitrarios, objetivando
ter um controle parcial da calibragdo. Além disso, diminui a sensibilidade das varidveis no

problema de minimizagdo.

Levando em conta as consideragdes acima, optou-se pela estratégia de calibrar os parametros

ortétropos utilizando diferentes valores fixos (Ei, v, ), com o intuito de investigar aqueles que

melhor se ajustam aos dados experimentais.

4.1. Calibragdo do modelo constitutivo de o Oliveira-Pimenta utilizando uma

membrana composta de fibras de poliéster revestida por PVC

Neste secdo, serd feita a calibracio da equagdo constitutiva de Oliveira-Pimenta utilizando o

material de [38].

O teste biaxial foi computacionalmente simulado conforme ilustrado na Figura 8, levando em
conta a simetria do modelo. A malha utilizada € apresentada nesta figura, a qual € composta

por 384 elementos finitos do tipo T6-3i. A membrana estudada tem espessura de 0,50 mm
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(sugerida em [5,8]). Neste teste biaxial, as deformagdes 7,, e 7,, componentes de 7, para
cada carregamento foram medidas no ponto A conforme ilustrado na Figura 8

Seguindo a estratégia descrita anteriormente, utilizou-se para a calibracio do material,

diferentes valores fixos para o modulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson parcela

isétropa E = {1><103, 2x10%, 5x10% 1x10%, 1x10°, 1x 105, 1x 107, 1><108} todos

em N / m?ev = {O, 00, 0,15, 0,30, 0, 45}. Os resultados obtidos em cada um desses casos

sdo apresentados no Anexo A.

Os melhores resultados, no sentido de se ter curvas mais aderentes as curvas experimentais,

ocorre para valores de £ = 1x10"N / m? para quaisquer valores de . Nesse caso, 0s

valores resultantes dos parametros da parcela ortotropa e as curvas carregamento versus
deformacdo correspondente para cada razdo de carregamento estdo apresentados na Figura 10

a seguir.
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Parametros

E 1,000E+07 [N/m?]
nu 0,00

a 2,110E+05 [N/m]
b 6,748E+04 [N/m]
c 3,809E+04 [N/m]
h 2,517E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
I 6,427E+07 [N/m]
m -3,332E+06 [N/m]
n 2,558E+06 [N/m]

(urdume:trama)

o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]

Razdo de Carregamento 1:1

—t— urdume_exp
—B—trama_gxp
—de— urdume_aprox
== tramal_aprox
—— urdume_pefsys
—a—trama_pefsys

(urdume:trama)

100% O 5000 10000 15000 20000 25000
’ carregamento [N/m]

Razdo de Carregamento 1:2

—t— urdume_exp
—&—trama_exp

= urdume_aprox
—lrama_aprox
——urdume_pefsys

= tramal_pefsys

(urdume:trama)

o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]

Razdo de Carregamento 2:1

== urdume_gexp
—@—tramal_exp
—d— urdume_aprox
= trama_aprox
—=—urdume_pefsys
—8—trama_p=fsys

Figura 10: Resultados da calibracéo obtida para £/ = 1 X 10'N/m? -y = 0,00 (Material de Oliveira-Pimenta)
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Analisando as curvas do Anexo A, observa-se que as curvas com razdo de carregamento 1:1

ndo siao totalmente ajustadas para valores de moddulo de elasticidade inferiores a
E =1x10" N/m?. Ainda observando a curva com razio de carregamento 1:1, quando é

adotado E = 1x10® N/m?, nota-se que a curva gerada pelo PEFSYS inicia uma perda de

aderéncia em relacdo as curvas experimentais.

Outro fato importante € a influéncia praticamente nula do coeficiente de Poisson v no ajuste
das curvas. Desta forma, para esse material, pode-se adotd-lo nulo. Os parametros do modelo

ortétropo estao cumprindo o papel de representar o efeito Poison neste caso.

4.2. Calibragdo do modelo constitutivo ortétropo de Saint-Venant utilizando

uma membrana composta de fibras de poliéster revestida por PVC

Nesta secdo sera feita a calibracdo da equac@o constitutiva de Saint-Venant utilizando o
mesmo material da se¢do anterior, isto €, [38], cujo comportamento € representado pelas

curvas da Figura 9.

Seguindo a mesma estratégia de fixar valore de E e v, variando-os conforme

E = {1x103, 2x10%, 5x10% 1x10%, 1x10%, 1x10%, 1x 107, 1><108} valores em

N/ m?ev= {O, 00, 0,15, 0,30, 0, 45}, obteve-se os resultados apresentados no Anexo B.
Nota-se que os melhores resultados no sentido de ter curvas mais aderentes, ocorreu para

E =375x10'N /m* e v =0,45. Os valores resultantes dos parimetros da parte

ortétropa, nesse caso, € as curvas carregamento versus deformacgido correspondente, estdo

apresentados na Figura 11 a seguir.
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Parametros

Figura 11: Resultados da calibraciio obtida para £ = 3,75 x 10" N/m? - v = 0,45 (Material de Saint-

7,0000%
—t—urdume_exp

=E=lrama_exp
5,000%

4,000%
3,000%
2,000%
1,000%

deformacio

== urdume_aprox
———trama_aprox

—=—urdume_pefsys
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o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]

Razdo de Carregamento 1:2
(urdume:trama)
12,000%
10,000% |
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§ 6,000% B trama_exp
—de— Urdume_aprox
E 4,0000 — rama_aprox
4 | ——urdume_pefsys
=8 trama_pefsys
0 5000 10000 15000 20000 25000
-2,000%

Iuﬂul.mnw. IN."ml.

Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)

—t—Urdume_exp
—l—lrama_exp
= Urdume_aprox
=———trama_aprox
——urdume_pefsys
—a—trama_pefsys

0 5000 10000 15000 20000 25000
lcarregamento [N/m]

Venant).

3,750E+07 [N/m?]
v 0,45
al 4,724E+07 [N/m]
a2 1,508E+07 [N/m]
pl 1,109E+08 [N/m]
2 4,807E+07 [N/m]
51 2,752E+07 [N/m]
32 1,187E+07 [N/m]
312 -8,956E+06 [N/m]
Razdo de Carregamento 1:1
(urdume:trama)

10,000%

9,000%

B,000%
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5. Exemplos numéricos
5.1. Membrana quadrada (modelo constitutivo de Oliveira-Pimenta)

Utilizando os pardmetros calibrados para o modelo constitutivo de Oliveira-Pimenta, referente
ao material apresentado na Figura 9 analisou-se o comportamento do modelo descrito na
Figura 12, considerando duas situa¢des: a primeira a tragdo ocorre na dire¢do das fibras do

urdume ja a segunda a tragdo ocorre na direcao das fibras da trama.

Figura 12: Membrana quadrada.

Para as situag¢Oes analisada utilizou-se 1,00 KN para as forcas de tracéo distribuidas nos nés

dos elementos da aresta onde ocorre a tracdo. O modelo foi discretizado por 2316 elementos
finitos do tipo T6-31, totalizando 4773 nés. A Figura 13 representa a malha utilizada bem
como o real carregamento aplicado nos nds que totalizam a forca de tragdo. Vale notar que
existem pequenas forgas transversais ao plano da membrana, cada for¢a na ordem de 1% do

carregamento de tragcdo, que tem a funcio de induzir o enrugamento da membrana.

O enrugamento é um fendmeno de instabilidade e para tratar esse fendmeno € necessario a
implementacio de um método da continuacdo, como por exemplo, o arc-length, para
possibilitar a obtencao das trajetdrias de equilibrio do modelo. Até este ponto do trabalho, ndo
implementado no PEFSYS nenhum método da continuacdo. Uma forma de obter possiveis
estados de enrugamento € provocando uma perturbagdo transversal ao plano da membrana

através da utilizagdo de for¢as muito pequenas comparadas com o carregamento de tracao.
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Figura 13: Malha e carregamento aplicado na membrana.

Apds o processamento no programa PEFSYS obteve-se as configuracdes deformadas

apresentadas na Figura 14.

Os deslocamentos transversais ao plano da membrana podem ser observados na Figura 15 e
os deslocamentos horizontais na Figura 16. Analisando as duas figuras, percebe-se que a
direcdo do urdume € mais rigida que a direcdo da trama, como era esperado, pois as fibras na
dire¢do do trama que partem de uma situacdo mais ondulada e quando tracionada tem mais a
se retificar. Quanto a amplitude das rugas, a trama por se esticar mais na dire¢do horizontal,
apresentard rugas com amplitude menores que as que surgem quando o tracionamento €

realizado na dire¢ao do urdume

A Figura 17 mostra que as regides com maiores tensdes normais na horizontal sdo as que
apresentam maior deformagdo, como era esperado. Na Figura 18, observa-se diversos pontos
de compressdo na regido do enrugamento. Estas tensdes surgem da interac@o entre as fibras e

colaboram para formacao de rugas.

57



(a)

(b)

Deformation ( x1): translations of name , step 128.

Deformation ( x1): translation , step 110.

Figura 14: Configuracio deformada com tracfo na direciio:(a) urdume; (b) trama.
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Uz

- 0.082011
0.072899
0.063786

-0.054674
0.045562
0.036449
0.027337
0.018225
0.0091123
0

step 128
Contour Fill of translations, Uz.
(a) Deformation { x1): translations of name , step 128.

NWives
Prans

ARV AN AN ALY
AN LA

Uz

: 0.060173
0.053488
0.046802

- 0.040116
0.03343
0.026744
0.020058
0.013372
0.0066859

step 110 0

Contour Fill of translations, Uz.

(b) Deformation { x1): translations of name , step 110.

6

6l

Figura 15: Deslocamentos transversais ao plano da membrana com tracdo na dire¢io: (a) urdume; (b) trama.
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0.047061
-0.028195
0.0093298
-0.0095359
-0.028402
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-0.086133
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step 128
Contour Fill of translations, Ux. .
(a) Deformation ( x1): translations of name , step 128. ﬁl&
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; 0.090894
0.070637
0.050381
0.030125
0.0098681
-0.010388
-0.030645
-0.050801
-0.071158

step 10 -0.091414

Contour Fill of translations, Ux. .
(b) Deformation ( x1): translations of name , step 110 ﬁl&

Figura 16: Deslocamentos horizontais com tracio na direcao: (a) urdume; (b) trama.



step 128
Contour Fill of stress component 1.
(a) Deformation ( x1): translations of name , step 128.

Ep——
SV ATV AV
VAV AV = ﬂé!é-v’"

step 110
Smeooth Contour Fill ( Mean) of stress component '8
(b) Deformation ( x1): translations of name “step 110.

stress component 1

9543
82844
70259
- 57673
-4508.7
32501
19916
732.99
-525.59
-1784.2

6

stress component 8

63397
5549.2

I 47587
- 39682
31777
23872
15967
806.21
15.713
77478

Figura 17:Tensoes normais na direcio horizontal com tra¢do na direcio: (a)urdume; (b) trama.
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stress component 8
43387
36952
305618
24083
17649
11214
477.99
-165.46
-808.91

-1452.4

step 128

Smooth Contour Fill ( Mean) of stress component 8.
(a) Deformation ( x1): translations of name . step 128.
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stress component 1

 8655.5
71806
57058

-4230.9
2756.1
12812
-193.6
-1668.4
-3143.3
-4618.1

, step 110 ﬁi&

Figura 18: Tensdes normais na direcéio vertical com tracao na direcio: (a)urdume; (b) trama.

step 110
Contour Fill of stress component 1.
(b) Deformation ( x1): translations of name

5.2.Membrana quadrada (modelo constitutivo ortétropo de Saint-Venant-
Pimenta)

Utilizando os parametros calibrados para o modelo constitutivo ortétropo de Saint-Venant,
referente ao material apresentado na Figura 9, simulou-se o mesmo modelo realizado na

secdo (5.1), com a diferenca que o carregamento de tragio utilizado neste caso foi 0,60 KN,
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visto que a utilizacdo do carregamento de 1,00 KN apresentou grande dificuldade para
finalizacdo da simulag¢do. Como € sabido, o modelo constitutivo de Saint-Venant ndo € poli-
convexo, desta forma s6 serve para o caso de pequenas deformacdes, podendo ter sido este o

motivo da dificuldade de finalizacdo da simulacdo.

Ap6s o processamento no programa PEFSYS obteve-se as configuracdes deformadas

apresentadas na Figura 19.

(a) Deformation ( x1): translations of name , step 77.

(b) Deformation ( x1): translations of name . step 68.

Figura 19: Configuracio deformada com tracao na direciio:(a) urdume; (b) trama.
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Os deslocamentos transversais ao plano da membrana aparecem na Figura 20 e os
deslocamentos horizontais na Figura 21. Novamente mostrando que a tra¢do na direcdo do

urdume apresenta-se mais rigida e suas rugas com maior amplitude.

Uz
; 0.033327
0.029624
0.025921
. 0.022218
- 0.018515
0.014812

0.011108
I 0.007406

0.003703
0

step 77
Contour Fill of translations, Uz. <
(a) Deformation ( x1): translations of name , step 77. i

Uz
0.040015
0.035569
0.031122
- 0.026676
- 0.02223
0.017784

. - 0.013338
I 0.0088921

0.0044461
0

step 68
Contour Fill of translations, Uz. .
(b) Deformation ( x1): translations of name , step 68. 6 Iﬁ

Figura 20: Deslocamentos transversais ao plano da membrana com tra¢io na direcio: (a) urdume; (b) trama.
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= Ux
A Y A A VA A A A 5 - 0.0051717
o o o 0.0040239
I KR = 0.0028761
avavaw -0.0017283
A VATAVANSS - 0.00058046
: Z -0.00056735

- -0.0017152
| -0.002863

-0.0040108
-0.0051586

step 77
Contour Fill of translations, Ux. o
(a) Deformation ( x1): translations of name , step 77. 5;&

Ux
- 0.0026385
l 0.0020533
0.0014681
0.00088294

- 0.00029774
| -0.00028745

--0.00087265
I -0.0014578

-0.002043
-0.0026282

step 68
Contour Fill of translations, Usx. T
(b) Deformation ( x1): translations of name . step 68. 6;&

Figura 21: Deslocamentos horizontais com tracdo na direcao: (a) urdume; (b) trama

A Figura 22 apresenta as tensdes normais na direcio horizontal, mostrando que as tensoes se
uniformizam na regido central da membrana devido as baixas deformagdes que ocorrem nessa

regido. A regido das extremidades da membrana, apresentam deformagdes maiores.
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stress component 8
: 11563
10242
= 8921.1
- 76002

. 5279.3
| agsBs

- 36376
2316.7
995.84

-325.03

step 77
Contour Fill of stress component 8. =
(a) Deformation ( x1): translations of name , step 77. a‘iﬁ-

stress component 1
: 11360
10064
L 8767.3
74708

_B1745
L 4a782

35818
22854
089.07

-307.31

step 68
Contour Fill of stress component 1. 3
(b) Deformation ( x1): translations of name , step 68. ﬁiﬁ«

Figura 22: Tensoes normais na direcao horizontal com traciao na direcao: (a)urdume; (b) trama.

Na Figura 23, observa-se diversos pontos de compressdo na regido do enrugamento. Estas

tensoes surgem da interacao entre as fibras e colaboram para formacao de rugas.
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stress component &
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step 68 paisl
Contour Fill of stress component 8.
(b) Deformation ( x1): translations of name , step 68. ﬁ'

Figura 23: Tensoes normais na direcio vertical com tracao na dire¢io: (a)urdume; (b) trama.
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6. Conclusoes

Neste trabalho, utilizou-se de uma cinemética de uma teoria de casca geometricamente exata
desenvolvida em [1,2,4] e posteriormente generalizada em [5] para descrever o
comportamento mecanico de membranas que € idealizado como a superposi¢do de efeitos de

uma casca isétropa de pequena espessura com o refor¢o de um tecido ortétropo.

Os modelos constitutivos, estudados neste trabalho, sdo hipereldsticos e a energia de
deformacdo especifica é decomposta aditivamente em uma parcela isétropa e outra ortotropa.
A parte isétropa contribui com rigidez a tra¢ao, compressao, flexao e cisalhamento enquanto a
parte ortétropa € responsdvel por uma rigidez adicional a tragdo na direcdo das fibras do

tecido, diregOes estas expressas pelos tensores estruturais apresentados na equagao (3.19).

Dois modelos constitutivos com caracteristicas ortotropas foram utilizados neste trabalho:
modelo de Oliveira-Pimenta [5,8] e modelo de Saint-Venant [28,33]. A primeira utiliza para a
parte isétropa a funcdo energia de deformacdo especifica de Simo-Ciarlet e para parte
ortétropa a fun¢do de energia de deformagdo especifica € dada por um polindmio onde as
varidveis sdo invariantes do tensor das deformagdes de Green-Lagrange FE nas direcdes de
ortotropia. J4 para o modelo de Saint-Venant, a parte isétropa € representada pela fungdo
energia de deformacgdo especifica de Saint-Venant e a parte ortétropa por um polindmio
formado por invariantes do tensor das deformacdes de Cauchy-Green C' nas direcdes de

ortotropia.

Para os dois modelos estudados, foram obtidos a partir de suas respectivas funcdes energia de

deformagdo especifica os tensores das tensdes de Piola-Kirchhoff S e P, retrorrotacionando
P para a configuragio de referéncia foi obtido P"e através de sua decomposicao espectral

obteve-se os vetores-colunas 7 que representam as tensdes nas seg¢des transversais com
normal e/ e a partir destas tensdes encontrou-se as forgcas e momentos generalizados

respectivamente n, e m, nestas secoes, e destas finalmente obteve-se a matriz dos médulos

constitutivos de rigidez tangente D . Devido todas as grandezas apresentadas serem obtidas a
partir da fun¢do energia de deformacao especifica e lembrando que esta pode ser decompostas
aditivamente em uma parcela isétropa e outra ortétropa, temos como consequéncia estas
grandezas também podem ser decompostas aditivamente em uma parcela isotropa e outra

ortétropa.
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Os modelos constitutivos foram implementados dentro do programa de elementos finitos
PEFSYS e os modelos fisicos foram discretizados utilizando o elemento finito T6-3i que é
um elemento triangular de seis nds puro em deslocamento, que garante as propriedades de
convergéncia e estabilidade, e com auséncia nos vértices dos graus de liberdades referente a
rota¢do, o que o torna incompativel em relagdo ao campo de rotacdes. O travamento numérico
ndo € observado visto que a incompatibilidade das rotacdes e a interpolagdo quadratica dos
deslocamentos tornam o T6-3i suficientemente flexiveis o que torna desnecessirio a
utilizacdo de técnicas como por exemplo integracdo reduzida, AES e ANS para evitar o

travamento do elemento.

Ap6s a implementag@o dos modelos constitutivos ortétropos no PEFSYS tornou-se necessario
a calibracdo dos dois modelos. Para isso foi escolhido uma membrana de poliéster revestida
por PVC [38] cujo comportamento mecanico estd representado na Figura 9. A calibragdo foi
feita fixando valores de F e v da parte isétropa e os coeficientes dos polindmios da parte
ortotropa foram obtidos através da minimizacdo da soma dos residuos quadraticos r(ik).

Procedendo desta forma, os melhores resultados para calibragdo do modelo de Oliveira-
Pimenta foram alcancados fixando F = 1x10"N / m? e v =0,00 cujos pardmetros
materiais da parcela ortétropa sao apresentados na Figura 10. Para o modelo de Saint-Venant
os melhores resultados de calibragio foram obtidos fixando E = 3,75x10'N /m? e

v = 0,45, para estes valores os pardmetros materiais sdo apresentados na Figura 11 .

Para o modelo de Oliveira-Pimenta, observou-se que para o material calibrado, o coeficiente
de Poisson ndo apresentou influéncia nos resultados. Observou-se ainda que a curva de

carregamento com razdo 1:1 ndo € perfeitamente aderida para valores de modulo de

elasticidade equivalente inferiores a £ = 1 x 10’ N / m?. Além disso, para valores superiores

aF=1x10"N / m?, as curvas calibradas, através da simulagio utilizando o PEFSYS, que
representam comportamento mecéanico do material comegam perder aderéncia das curvas
experimentais, mostrando que a partir desse valor a parcela isétropa comecga a superar o

dominio da parcela ortétropa no comportamento mecanico do material.

J4 0 modelo de Saint-Venant, as curvas de calibracdo nao apresenta uma aderéncia tdo boa em
relagdo aos dados experimentais, mas considerando a ordem de grandeza das deformagdes,

consegue representar o comportamento mecanico da membrana calibrada.
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Em relagdo aos exemplos numéricos, € essencial para o tratamento do enrugamento a
implementacdo de um método da continuacio para uma analise mais criteriosa. O artificio de
induzir a formagdo de ruga ndo é uma forma adequada de tratar o problema de instabilidade.
Talvez, se a geracdo das perturbacdes fosse condicionada a uma andlise prévia de autovalores,
conhecer iam-se os graus de liberdade que se instabilizariam, podendo as imperfeicdes ser
aplicadas nesses pontos, melhorando a configuragdo deformada. Porém, a utilizacdo deste
artificio serviu para observar qualitativamente os efeitos devido a interacdo das fibras da
membrana, mostrando que os modelos constitutivos conseguem representar este

comportamento.

No geral, tanto o modelo de elementos finitos adotado para analise da membrana, a
idealizacdo dos modelos constitutivos € a metodologia de calibragdo adotada foram

satisfatdrias para obten¢do dos resultados finais apresentados nesta dissertagdo.

Sugestoes para futuros trabalhos
Segue algumas sugestdes para estudos futuros:

1. Influéncia da ortotropia no enrugamento de membranas;

2. Estudo da poli convexidade das fun¢des energia de deformacao da parcela ortétropa;

3. Busca de configuragdes enrugadas utilizando métodos de continuacdo como, por
exemplo, arc-length ou controle de deslocamentos.

4. Aplicagdes de membranas ortétropas em biomecanica;

5. Interagdo fluido-estrutura em membranas.

6. Verificar se o problema do enrugamento pode ser tratado como um problema
dinamico.

7. Utilizar algoritmos genéticos para calibrar equagdes constitutivas ortotropas.
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Anexo A
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Figura 24: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,00
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Parametros

E 2,000E+03 [N/m?]
nu 0,00
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
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n 2,542E+06 [N/m]

8,00%

7.00% -

6,00%
-
4,00%
- 3,00%
2,00%
1,00%

0,00%

2 5,00% -

Razdo de Carregamento1:1
(urdume:trama)

—t— urdume_exp
=& trama_exp
—d— urdume_aprox
= tramal_aprox
——urdume_pefsys
—a—trama_pefsys

0 5000 10000 15000 20000 25000

carregamento [N/m]

9,00%

8,00% |
7,00% |
6,00%
8 500%
-4.00%-
o
2,00% |
1,00% |

0,00%
1,00%

Razdo de Carregamento 1:2
(urdume:trama)

—t— urdume_exp
——trama_exp
—d— urdume_aprox
——— lr3Ma_aprox

== urdume_pefsys

—a— tramal_pefsys

0 5000 10000 15000 20000 25000

carregamento [N/m]

0

Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)

=#=urdume_exp
—&—tramal_exp
—dr— urdume_aprox
= trama_aprox
——vurdume_pefsys
—8—trama_pefsys
5000 10000 15000 20000 25000

carregamenta [N/m]

72



Figura 25: Calibracio £ = 2 x 10°N/m? - v = 0,00

Parametros
E 5,000E+03 [N/m?]
nu 0,00
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 26: Calibracio £ = 5 x 10°N/m? - v = 0,00

Parametros
E 1,000E+04 [N/m?]
nu 0,00
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
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Figura 27: Calibracio £ = 1 x 10*N/m* - v = 0,00

Parametros

E 1,000E+05 [N/m?]
nu 0,00

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,981E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
I 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 28: Calibracio £ = 1 x 10°N/m* -v = 0,00
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Parametros

E 1,000E+06 [N/m?]
nu 0,00

a 2,132E+05 [N/m]
b 6,960E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
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Figura 29: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,00

76



Parametros

E 1,000E+07 [N/m?]
nu 0,00

a 2,110E+05 [N/m]
b 6,748E+04 [N/m]
¢ 3,809E+04 [N/m]
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Figura 30: Calibracio £ = 1 x 10"N/m? - v = 0,00




Parametros

E 1,000E+08 [N/m?]
nu 0,00
a 1,895E+05 [N/m]
b 4,627E+04 [N/m]
c 3,768E+04 [N/m]
h 2,542E+07 [N/m]
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Figura 31: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? - v = 0,00
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Parametros

E 1,000E+03 [N/m?]
nu 0,15
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
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Figura 32: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,15
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Parametros

E 2,000E+03 [N/m?]
nu 0,15
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 33: Calibracio £ = 2 x 10°N/m* -v = 0,15
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Parametros

E 5,000E+03 [N/m?]
% 0,15

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 34: Calibracio £ = 5 x 10°N/m?> -v = 0,15
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Parametros

E 1,000E+04 [N/m?]
% 0,15

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 35: Calibracio £ = 1 x 10*N/m? -v = 0,15
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Parametros

E 1,000E+05 [N/m?]
% 0,15

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,981E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 36: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,15
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Parametros

E 1,000E+06 [N/m?]
% 0,15

a 2,132E+05 [N/m]
b 6,959E+04 [N/m]
c 3,805E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,544E+06 [N/m]
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Figura 37: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,15
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Parametros

E 1,000E+07 [N/m?]
% 0,15

a 2,110E+05 [N/m]
b 6,743E+04 [N/m]
c 3,733E+04 [N/m]
h 2,517E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,330E+06 [N/m]
n 2,558E+06 [N/m]
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Figura 38: Calibracio £ = 1 x 10'N/m? -v = 0,15
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Parametros

E 1,000E+08 [N/m?]
v 0,15
a 1,890E+05 [N/m]
b 4,577e+04 [N/m]
c 3,008E+04 [N/m]
h 2,542E+07 [N/m]
k -8,745E+07 [N/m]
| 6,435E+07 [N/m]
m -3,270E+06 [N/m]
n 2,702E+06 [N/m]
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Figura 39: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,15
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Parametros

E 1,000E+03 [N/m?]
\ 0,30

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 40: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,30
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Parametros

E 2,000E+03 [N/m2]
v 0,30
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E406 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 41: Calibracio £ = 2 x 10°N/m? - v = 0,30
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Parametros

E 5,000E+03 [N/m?]
\ 0,30

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 42: Calibracio £ = 5 x 10°N/m? - v = 0,30
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Parametros

E 1,000E+04 [N/m?]
\ 0,30

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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(urdume:trama)

8,000%
T.000%
6,000%

2 5,000% | —t— urdume_exp

E’ —&—trama_exp
4,000% |

< e Urdume_aprox

B 2000% | ——trama_aprox
2,000% ——urdume_pefsys

1,000% —a—trama_pefsys

o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]

Razdo de Carregamento 1:2
(urdume:trama)

9,000%
B000% |
7,000%
6,000 | —4—urdume_exp
aﬁ_ 5,000% | ~@-trama_exp
5
4,000% = Urdume_aprox
g 3,000% | ——— lr3Ma_aprox
2,000% | == urdume_pefsys
1,000% —a— tramal_pefsys
000%

0 5000 10000 15000 20000 25000

L0 carregamento [N/m]

Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)

=#=urdume_exp
—&—tramal_exp
—dr— urdume_aprox

= trama_aprox

urdume_pefsys
—8—trama_pefsys

o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [Nfm]

Figura 43: Calibracio £ = 1 x 10*N/m? - v = 0,30
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Parametros

E 1,000E+05 [N/m?]
\ 0,30

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,981E+04 [N/m]
c 3,812E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 44: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,30
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Parametros

E 1,000E+06 [N/m?]
\ 0,30

a 2,131E+05 [N/m]
b 6,958E+04 [N/m]
c 3,797E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,335E+06 [N/m]
n 2,544E+06 [N/m]
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Figura 45: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,30
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Parametros

E 1,000E+07 [N/m2]
v 0,30
a 2,108E+05 [N/m]
b 6,727E+04 [N/m]
c 3,648E+04 [N/m]
h 2,518E+07 [N/m]
k -8,742E+07 [N/m]
| 6,428E+07 [N/m]
m -3,322E+06 [N/m]
n 2,561E+06 [N/m]
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Figura 46: Calibracio £ = 1 x 10"N/m? - v = 0,30
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Parametros

E 1,000E+08 [N/m?]
\ 0,30

a 1,874E+05 [N/m]
b 4,417E+04 [N/m]
c 2,163E+04 [N/m]
h 2,544E+07 [N/m]
k -8,735E+07 [N/m]
| 6,443E+07 [N/m]
m -3,195E+06 [N/m]
n 2,726E+06 [N/m]
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Figura 47: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? - v = 0,30
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Parametros

E 1000,00 [N/m2]
v 0,45
a 213401,51 [N/m]
b 69832,48 [N/m]
c 38133,14 [N/m]
h 25145795,92 [N/m]
k -87428219,41 [N/m]
| 64265962,75 [N/m]
m -3336436,76 [N/m]
n 2542258,23 [N/m]
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Figura 48: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,45
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Parametros

E 2,000E+03 [N/m?]
% 0,45

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 49: Calibracio £ = 2 x 10°N/m? - v = 0,45
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Parametros

E 5,000E+03 [N/m2]
v 4,500E-01
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 50: Calibracio £ = 5 x 10°N/m? - v = 0,45
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Parametros

E 1,000E+04 [N/m2]
Y 0,45
a 2,134E+05 [N/m]
b 6,983E+04 [N/m]
c 3,813E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E406 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 51: Calibracio £ = 5 x 10*N/m? - v = 0,45

98



Parametros

E 1,000E+05 [N/m?]
% 0,45

a 2,134E+05 [N/m]
b 6,980E+04 [N/m]
c 3,811E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,743E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,336E+06 [N/m]
n 2,542E+06 [N/m]
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Figura 52: Calibracio £ = 1 x 10°N/m* -v = 0,45
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Parametros
E 1,000E+06 [N/m2]
v 0,45
a 2,131E+05 [N/m]
b 6,954E+04 [N/m]
c 3,786E+04 [N/m]
h 2,515E+07 [N/m]
k -8,742E+07 [N/m]
| 6,427E+07 [N/m]
m -3,333E+06 [N/m]
n 2,545E+06 [N/m]
Razdo de Carregamento 1:1
(urdume:trama)
7000k | |
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Figura 53: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,45
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Parametros
E 1,000E+07 [N/m2]
Y 0,45
a 2,105E+05 [N/m]
b 6,695E+04 [N/m]
c 3,541E+04 [N/m]
h 2,518E+07 [N/m]
k -8,740E+07 [N/m]
| 6,430E+07 [N/m]
m -3,304E+06 [N/m]
n 2,566E+06 [N/m]
Razdo de Carregamento 1:1
(urdume:trama)
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Figura 54: Calibracio £ = 1 x 10"N/m? -v = 0,45
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Parametros
E 1,000E+08 [N/m2]
v 0,45
a 1,842E+05 [N/m]
b 4,105E+04 [N/m]
c 1,091E+04 [N/m]
h 2,547E+07 [N/m]
k -8,710E+07 [N/m]
| 6,464E+07 [N/m]
m -3,013E+06 [N/m]
n 2,779E+06 [N/m]
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000%

0 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]

Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)

== urdume_gxp
—@—tramal_exp
== urdume_aprox
= tlrama_aprox
——urdume_pefsys
= trama_pafsys

o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]

Figura 55: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? - v = 0,45
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Anexo B

Parametros
E 1,000E+03 [N/m?]
v 0,00
al 8,811E+07 [N/m]
a2 5,610E+07 [N/m]
nl 1,252E+08 [N/m]
2 6,215E+07 [N/m]
31 3,113E+07 [N/m]
32 1,579E+07 [N/m]
312 2,553E+07 [N/m]
Razdo de Carregamento 1:1
(urdume:trama)
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o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]
Razdo de Carregamento 1:2

8,000% |

7,000%

6,000% |

& 5.000%

4,000% |
3,000% |
2,000% |
1,000%

JD00%
-1,000%

(urdume:trama)

000 " T0000 ‘1501: X0 20000 25000
carregamento [Nfm]

=+ urdume_exp
——trama_exp
—d— Urdume_aprox
= lrama_aprox
= vurdume_pefsys
—a—trama_pefsys

Razdo de Carregamento 2:1

(urdume:trama)

0 5000 10000 15000 20000 25000
lcarregamento [N/m]

—#—Uurdume_exp
—&—trama_exp
= Urdume_aprox
o rama_aprox
= urdume_pefsys
——trama_pefsys

Figura 56: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? - v = 0,00
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Parametros

E 2,000E+03 [N/m?]
v 0,000E+00
al 8,872E+07 [N/m]
a2 5,608E+07 [N/m]
nl 1,249E+08 [N/m]
2 6,229E+07 [N/m]
31 3,105E+07 [N/m]
32 1,524E+07 [N/m]
312 2,494E+07 [N/m]
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Figura 57: Calibracio £ = 2 x 10°N/m? - v = 0,00
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Parametros

E 5,000E+03 [N/m?]
v 0,00
al 8,836E+07 [N/m]
a2 5,617E+07 [N/m]
nl 1,250E+08 [N/m]
2 6,227E+07 [N/m]
31 3,141E+07 [N/m]
32 1,515E+07 [N/m]
312 2,521E+07 [N/m]

Razdo de Carregamento 1:1
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Figura 58: Calibracio £ = 5 x 10°N/m? - v = 0,00
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Parametros

E 1,000E+04 [N/m?]
v 0,00
al 8,797E+07 [N/m]
a2 5,615E+07 [N/m]
nl 1,254E+08 [N/m]
2 6,204E+07 [N/m]
31 3,067E+07 [N/m]
32 1,609E+07 [N/m]
312 2,563E+07 [N/m]
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Figura 59: Calibracio £ = 1 x 10*N/m? - v = 0,00
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Parametros

E 1,000E+05 [N/m?]
v 0,00
al 8,770E+07 [N/m]
a2 5,698E+07 [N/m]
nl 1,253E+08 [N/m]
2 6,184E+07 [N/m]
31 3,132E+07 [N/m]
32 1,513E+07 [N/m]
312 2,506E+07 [N/m]
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Figura 60: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,00
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Pardmetros

E 1,000E+06 [N/m?]
v 0,00
al 8,851E+07 [N/m]
a2 5,613E+07 [N/m]
ul 1,248E+08 [N/m]
2 6,204E+07 [N/m]
31 3,086E+07 [N/m]
32 1,517E+07 [N/m]
312 2,511E407 [N/m]
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Figura 61: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,00
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Parametros

E 1,000E+07 [N/m?]

v 0,000E+00
al 8,790E+07 [N/m]
a2 5,597E+07 [N/m]
pl 1,227E+08 [N/m]
2 5,985E+07 [N/m]
81 3,152E+07 [N/m]
32 1,522E+07 [N/m]
312 2,587E+07 [N/m]
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Figura 62: Calibracio £ = 1 x 10°'N/m? - v = 0,00
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Pardmetros

£ 1,000E+08 [N/m?]
v 0,00
al 8,362E+07 [N/m]
a2 5,308E+07 [N/m]
ul 1,0386+08 [N/m]
u2 4,005E+07 [N/m]
31 2,572E+07 [N/m]
32 1,023E+07 [N/m]
312 3,305E+07 [N/m]
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Figura 63: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? - v = 0,00
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As séries de calibracdes para v = 0,15, v = 0,30 repetem os resultados apresentados para a

série gerada com v = 0,00 . Utilizando v = 0,45, a série continua repetindo os resultados

das séries anteriores, exceto para ' = 1x10% N/m?. Observe a seguir os resultados das trés

ultimas calibracdes desta série:
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Parametros

1,000E+06 [N/m?]
v 0,45
al 8,711E+07 [N/m]
a2 5,549E+07 [N/m]
nl 1,248E+08 [N/m]
) 6,156E+07 [N/m]
81 3,086E+07 [N/m]
B2 1,556E+07 [N/m]
312 2,404E+07 [N/m]
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Figura 64: Calibracio £ = 1 x 10°N/m* -v = 0,45
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Parametros

1,000E+07 [N/m?]
v 0,45
al 7,750E+07 [N/m]
a2 4,500E+07 [N/m]
nl 1,211E+08 [N/m]
p2 5,870E+07 [N/m]
51 3,065E+07 [N/m]
82 1,384E+07 [N/m]
812 1,621E+07 [N/m]
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Figura 65: Calibracio £ = 1 x 10"N/m? - v = 0,45
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Parametros

1,000E+08 [N/m?]
v 0,45
al -2,172E+07 [N/m]
a2 -5,321E+07 [N/m]
pl 8,762E+07 [N/m]
2 2,436E+07 [N/m]
51 2,170E+07 [N/m]
82 6,229E+06 [N/m]
312 -6,567E+07 [N/m]
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Figura 66: Calibracio £ = 1 x 10°N/m? -v = 0,45
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Observando no Anexo B as trés dltimas calibracdes para v = 0,45, pode-se notar que, até as

curvas obtidas com £ = 1x 10" N/m?, nio houve alteracio significativa e o comportamento

obtido ndo estd de acordo com os dados experimentais. J4 para E = 1x10® N/m* ocorreu

uma alteragdo brusca no comportamento. Desta forma, tornou-se necessario uma averiguagao

mais cautelosa no intervalo entre F = 1x10" N/m?> ¢ E = 1x10® N/m?, refinando este

intervalo. O novos valores de mddulo de elasticidade utilizados para o refinamento foram
E = {2,50, 3,75, 5,00, 6,25, 7,50 } x 10" N/m*, v = 0,45, cujos resultados também se

encontram no Anexo B.
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Parametros

2,500E+07 [N/m2?]
14 0,45
al 6,066E+07 [N/m]
a2 2,892E+07 [N/m]
pl 1,157E+08 [N/m]
2 5,268E+07 [N/m]
81 2,904E+07 [N/m]
32 1,317E+07 [N/m]
312 2,577E+06 [N/m]
Razdo de Carregamento 1:1
(urdume:trama)
8,000%
70000 -
6,000%
o 5.000% =t—urdume_exp
Eam =fl=lrama_exp
' —d—urdume_aprox
3 3,000% —-—lrama_apl:
2,000% ——urdume_pefsys
11,0008 —a—trama_pefsys
S000% . .
(1] 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]
Razdo de Carregamento 1:2
(urdume:trama)
9,008 T
8,000% |
7,000%
6,000% —4—urdume_exp
2 5000 | - trama_exp
£l
A,0000 —de— Urdume_aprox
E 3,000% ——rama_aprox
2,000% | ——urdume_pefsys
1,000% | —8—trama_pefsys
1000% O 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [Nfm]
Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)
—#—urdume_exp
—@—trama_exp
= Urdume_aprox
———trama_aprox
=—=—urdume_pefsys
—a—trama_pefsys
o 5000 10000 15000 20000 25000
Icarregamento [N/m]
Figura 67: Calibracio F = 2,50 x 10" N/m* - v = 0,45
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Parametros

3,750E+07 [N/m2?]
v 0,45
al 4,724E+07 [N/m]
a2 1,508E+07 [N/m]
pl 1,109E+08 [N/m]
2 4,807E+07 [N/m]
51 2,752E+07 [N/m]
82 1,187E+07 [N/m]
312 -8,956E+06 [N/m]
Razdo de Carregamento 1:1
(urdume:trama)
10,000% T T
9,000%
B,000%
™ 7,000% =—urdume_exp
E :’;;'“: =fl=lrama_exp
g ,000% —de—urdume_aprox
= 3.000% =——lrama_aprox
3 pocki ——urdume_pefsys
1,000% —e—trama_pefsys
000

o 5000 10000 15000 20000 25000

carregamento [N/m]

12,000%

10,000%

B,000%

2 eoom

E 4,000%
2,000%
000%

-2,000%

Razdo de Carregamento 1:2

(urdume:trama)

0 5000 10000 15000 20000 25000

.mulmnw. [n/m]

—#—urdume_exp
== lrama_gxp
—de— Urdume_aprox
— rama_aprox
——urdume_pefsys
—8—trama_pefsys

Razdo de Carregamento 2:1

(urdume:trama)

0 5000 10000 15000 20000 25000
lcarregamento [N/m]

—#—Uurdume_exp
—@—lrama_exp
= Urdume_aprox
———trama_aprox
——urdume_pefsys
—8—trama_pefsys

Figura 68: Calibracio £ = 3,75 x 10" N/m* - v = 0,45
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Parametros

5,000E+07 [N/m2]
v 0,45
al 3,332E+07 [N/m]
a2 1,487E+06 [N/m]
nl 1,064E+08 [N/m]
) 4,344E+07 [N/m]
81 2,608E+07 [N/m]
82 1,016E+07 [N/m]
812 -2,024E+07 [N/m]
Razdo de Carregamento 1:1
(urdume:trama)
8,000% z : -
7.000%
6,000%
° 5,000% =—#=urdume_gxp
Eam | —@=1rama_exp
Lioms —
2,000% | ——urdume_pefsys
1,000% | —8—trama_pefsys
o 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [N/m]
Razdo de Carregamento 1:2
(urdume:trama)
9,008 T
8,000% |
7,000%
6,000% —4—urdume_exp
2 5000 | - trama_exp
£l
E 4,000% | —i— urdume_aprox
3,0008% | ——trama_aprox
2,000% | ——urdume_pefsys
1,000% | —8—trama_pefsys
100% O 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [Nfm]
Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)
—#—urdume_exp
—@—trama_exp
= Urdume_aprox
———trama_aprox
=—=—urdume_pefsys
—a—trama_pefsys
o 5000 10000 15000 20000 25000
Icarregamento [N/m]
Figura 69: Calibracio £ = 5,00 x 10"N/m? - v = 0,45
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Parametros

6,250E+07 [N/m2]
14 0,45
al 1,940E+07 [N/m]
a2 -1,217E+07 [N/m]
pl 1,017E+08 [N/m]
) 3,857E+07 [N/m]
51 2,533E+07 [N/m]
32 9,544E+06 [N/m]
312 -3,145E+07 [N/m]
Razdo de Carregamento1:1
(urdume:trama)
——urdume_exp
—f—trama_gxp
=—de=yrdume_aprox
——{TAMd_aprox
——urdume_pefsys
—a—trama_pefsys
o 5000 10000 15000 20000 25000
carragamenta [N/m]
Razdo de Carregamento 1:2
(urdume:trama)
9,000% T
8,000%
7,000% |
6,000% —#—urdume_exp
i 5,000% | W= trama_exp
g 4,000% | —de— urdume_aprox
E 3,000% ——trama_aprox
2,000% | ——urdume_pefsys
1,000% | =8 trama_pefuys
1000% 1 + i
1000% O 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [Nfm]
Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)
—#—urdume_exp
—&—trama_exp
= urdume_aprox
— lrama_aprox
——urdume_pefsys
—a—trama_pefsys
o 5000 10000 15000 20000 25000
lcarregamento [N/m]
Figura 70: Calibracio £ = 6,25 x 10"N/m? - v = 0,45
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Parametros

7,500E+07 [N/m2]
14 0,45
al 5,370E+06 [N/m]
a2 -2,567E+07 [N/m]
pl 9,714E+07 [N/m]
) 3,380E+07 [N/m]
51 2,425E+07 [N/m]
32 8,240E+06 [N/m]
312 -4,271E+07 [N/m]
Razdo de Carregamento1:1
(urdume:trama)
——urdume_exp
—f—trama_gxp
=—de=yrdume_aprox
——{TAMd_aprox
——urdume_pefsys
—a—trama_pefsys
o 5000 10000 15000 20000 25000
carragamenta [N/m]
Razdo de Carregamento 1:2
(urdume:trama)
9,000% T
8,000%
7,000% |
6,000% —#—urdume_exp
i 5,000% | W= trama_exp
g 4,000% | —de— urdume_aprox
E 3,000% ——trama_aprox
2,000% —=—urdume_pefsys
1,000% | =8 trama_pefuys
1000% 1 + i
1000% O 5000 10000 15000 20000 25000
carregamento [Nfm]
Razdo de Carregamento 2:1
(urdume:trama)
—#—urdume_exp
—&—trama_exp
= urdume_aprox
— lrama_aprox
——urdume_pefsys
—a—trama_pefsys
o 5000 10000 15000 20000 25000
lcarregamento [N/m]
Figura 71: Calibracio £ = 7,50 x 10" N/m® - v = 0,45
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