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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fornecer contribuicées ao estudo de sistemas
de aterramento submetidos a correntes elétricas no regime permanente

senoidal pelo Método dos Elementos Finitos.

Nele se discutem as motivagdes para a utilizacdo deste procedimento numeérico
em problemas desta categoria, e mais especificamente para o uso da variante

deste método com elementos finitos de aresta.

O tratamento completo necessario a construgao das funcdes de forma para a
aproximacao local de grandezas vetoriais com elementos hexaédricos € nele
desenvolvido e detalhado. Com estes resultados, uma aplicagdo computacional
capaz de modelar o comportamento de uma haste de aterramento
verticalmente enterrada no solo foi desenvolvida, utilizando-se para a
discretizacdo do dominio elementos finitos hexaédricos ftri-lineares e

quadraticos incompletos.

Esta aplicagcdo computacional foi utilizada para o estudo da resposta em
frequéncia da impedancia equivalente a aterramentos desta categoria em
diferentes condicdes de solo e com as duas variedades de elemento
hexaédrico anteriormente mencionados. Os resultados obtidos sao entao
discutidos, bem como a validade da modelagem adotada para o problema

fisico aqui considerado.

Palavras-chave: Eletromagnetismo. Método dos Elementos Finitos.

Aterramento. Sistemas Elétricos de Poténcia.



ABSTRACT

This work aims to provide contributions to the study of grounding systems
subjected to electric currents at the sinusoidal steady state by the Finite
Element Method.

Motivations for the use of this numerical procedure in problems of this category,
and more specifically for the usage of the Edge Finite Element Method variant,

are discussed in it.

The complete treatment required for building the shape functions for the local
approximation of vector physical quantities with hexahedral finite elements is
here developed and detailed. With these results a computer application capable
of modeling the behavior of vertically buried grounding rods was developed, in
which domain discretization is accomplished by the usage of both tri-linear and

incomplete quadratic hexahedral finite elements.

This computer application was employed in the study of the frequency response
of the impedance equivalent to grounding systems of this class at different soil
conditions and with both hexahedral element varieties previously mentioned.
The results obtained are then discussed, as well as the validity of the modeling

adopted for this physical problem.

Keywords: Electromagnetism. Finite Element Method. Grounding Systems.

Electric Power Systems.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

A conexdo de circuitos e de sistemas elétricos ao solo é uma pratica
necessaria e frequiente no exercicio da Engenharia Elétrica. Motivagdes para o
aterramento de estruturas provém de razdes variadas, que sao dependentes do

contexto particular de cada aplicagao considerada.

Um dos principais motivos para tanto € a necessidade de se manter dentro de
niveis controlados de segurancga a elevagao de potencial de uma estrutura em
relagdo ao solo, tanto durante a operagao normal do sistema como durante a
ocorréncia de uma falha. Elevagdes de potencial excessivas em relagcao a terra
tendem a representar tanto uma condi¢ao de perigo de choque elétrico para
seres humanos quanto também um risco para a integridade e o bom
funcionamento de outros equipamentos ou instrumentos elétricos existentes

nos arredores.

Do ponto de vista de circuitos elétricos, conexdes para a terra costumam ser
representadas por uma impedancia entre o local de aterramento da estrutura e
um ponto remoto localizado num potencial de referéncia, que € arbitrariamente
tomado como nulo. Com a finalidade de se preservar as elevacbes de
potenciais em relacdo a esta referéncia dentro de niveis aceitaveis de
seguranga, torna-se entao necessario projetar o aterramento de modo que esta

impedancia associada resulte com um modulo suficientemente pequeno.

Nesta condicdo, o escoamento de uma dada corrente elétrica através do
aterramento fara com que a queda de potencial sobre a impedancia
representativa do aterramento (ou, equivalentemente, a elevagcao de potencial
do ponto de aterramento em relagdo ao solo) se torne pequena e limitada de

acordo com o desejado. Além disso, na eventualidade de uma contingéncia na
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operacgao do sistema, uma pequena impedancia de aterramento proporciona
um caminho de facil drenagem para correntes de falta, permitindo que estas
alcancem niveis suficientemente intensos e capazes assim de fazer atuar os
dispositivos de protecio existentes de forma eficaz para a imediata extingao do

defeito.

Para que este trabalho do projeto de sistemas de aterramento possa ser
realizado com precisdo e para que requisitos como aquele apresentado nos
paragrafos anteriores possam ser satisfatoriamente atendidos, exige-se desta
forma que uma modelagem adequada do problema de escoamento de
correntes elétricas pelo solo seja desenvolvida e utilizada. A sofisticacdo das
técnicas empregadas com esta finalidade é, no entanto, fungdo do grau de
complexidade e de detalhamento que se pretende impor a analise e dos

requisitos de projeto que se precisa satisfazer.

Por exemplo, costuma-se desejar que o aterramento das instalagdes elétricas
represente um caminho apropriado também ao escoamento de correntes
provenientes de descargas atmosféricas, constituindo um meio eficaz também
para a limitacdo das elevagdes de tensdo decorrentes deste fendémeno.
Adicionalmente, além destes requisitos de segurancga, por vezes ha também o
interesse em se determinar os niveis de campos eletromagnéticos resultantes
de correntes elétricas drenadas pelo aterramento em estudos de interferéncia e
de compatibilidade eletromagnética. Existem ainda aplicagbes em que a
conexao para terra desempenha fungcdes nédo convencionais, e que conduzem
assim a peculiaridades na sua especificacdo. E caso, por exemplo, de sistemas
monofilares de distribuicdo de energia, nos quais o solo é utilizado como
caminho de retorno de corrente e nos quais o aterramento passa a constituir

parte ativa e integrante da rede de distribuigao de eletricidade.

Particularidades ou complicadores como os destes exemplos enumerados nao
sao incomuns, e acabam por conduzir a necessidade de se levar uma maior
quantidade de fendmenos em conta e de se refinar o modelo fisico
contemplado na analise para o projeto do aterramento. Ao se realizar o estudo
de correntes provenientes de descargas atmosféricas escoando pela conexao
a terra, constata-se que fendmenos ondulatorios de propagagdo podem se

revelar significativos. Em outras ocasides, pelo fato de correntes intensas terem
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a capacidade de ionizar o solo ao atravessa-lo, modelos mais elaborados se

fazem necessarios para que haja a possibilidade de se computar este efeito.

Diante da realidade imposta por estes e outros exemplos, o uso de um modelo
eletromagnético completo e o emprego de técnicas baseadas na resolugéo
numeérica das equagdes de Maxwell para a analise e para o projeto de sistemas
de aterramento acabam se impondo como a unica abordagem capaz de

oferecer um tratamento rigoroso a esta categoria de problemas.

Entre as multiplas vertentes de abordagens numéricas documentadas na
literatura cientifica e dedicadas a resolucdo das equacgdes de Maxwell
aplicadas a problemas de aterramento elétrico, destaca-se aqui entre outras a
classe de técnicas baseadas no Método dos Elementos Finitos. Estas se
caracterizam pela sua generalidade, robustez e capacidade de proporcionar

uma representacado completa de uma ampla diversidade de fenbmenos.

E neste contexto de aplicagdes numéricas baseadas no Método dos Elementos
Finitos direcionadas a analise de sistemas de aterramento que este trabalho se

insere, de acordo com os objetivos enumerados na proxima secgao.

1.2 Objetivos

A proposta central deste trabalho consiste em se apresentar algumas
contribuicdes ao estudo e a modelagem de sistemas de aterramento no regime

permanente senoidal com o uso do Método dos Elementos Finitos.

Particularmente, nele é apresentado o detalhamento do uso de elementos
finitos de aresta hexaédricos para a discretizacdo do dominio tridimensional
representativo do aterramento e das suas imediagdes. A motivagao para o uso
de tal abordagem sera adiante devidamente tratada, e os resultados com ela

obtidos também serao relatados e discutidos.

Além disto, neste texto também se encontra descrito o desenvolvimento de
ferramentas computacionais complementares aos procedimentos numéricos

proprios da modelagem pelo Método dos Elementos Finitos, e que se destinam
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ao calculo da impedancia equivalente do aterramento e a analise e a exibicao

de resultados.

Deste modo, o desenvolvimento deste trabalho pretende fornecer alguns dos
subsidios necessarios ao desenvolvimento de uma aplicagcdo confiavel e
genérica destinada a analise de sistemas de aterramento em uma ampla faixa
de frequéncias, contemplando, portanto, desde os casos associados a defeitos
no sistema elétrico nas frequéncias de 50 ou 60 hertz como também problemas
de correntes de descargas atmosféricas dotadas de componentes espectrais

até o limite superior de frequiéncia de algumas dezenas de megahertz.

1.3 Estrutura e organizagcao do documento

Esta secc¢ao encarrega-se de oferecer um breve esclarecimento a respeito do

teor de cada um dos capitulos deste documento.

No capitulo 2 deste texto discutem-se brevemente a cronologia de avangos e o
estado da arte em areas relacionadas aquelas deste trabalho. A saber, estas
dizem respeito a modelagem de sistemas de aterramento, a formulagdes
numéricas e ao uso do Método dos Elementos Finitos de aresta, e a

representacédo de impulsos atmosféricos.

A exposicao dos desenvolvimentos deste trabalho inicia-se no capitulo 3. Nele
se discute o uso de elementos finitos de aresta na modelagem de problemas
tridimensionais de Eletromagnetismo em geral e para o caso de sistemas de
aterramento em particular. Também é nele proposto um procedimento geral
para a construgcao das funcdes de forma vetoriais dos elementos hexaédricos

de aresta, que sédo aqueles utilizados nas simulagdes deste trabalho.

Os resultados deste capitulo constituem o subsidio basico para a matéria
tratada no capitulo 4. Neste capitulo, por sua vez, € apresentada a formulagao
numérica com o Método dos Elementos Finitos de aresta utilizada na
modelagem de sistemas de aterramento e os resultados com ela obtidos.

Especial destaque € dado aos resultados produzidos com o uso do elemento
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finito de aresta hexaédrico de vinte nds e trinta e seis arestas, cuja utilizagédo

representa uma inovagao em relagao a trabalhos anteriormente desenvolvidos.

O capitulo 5 encerra este documento, fazendo uma breve sintese das
contribuicdes decorrentes dos esforgcos realizados neste trabalho. Nele
encontram-se expostas também propostas para desenvolvimento futuro e para
o aprimoramento das técnicas aqui desenvolvidas em eventuais trabalhos

posteriores.




Capitulo 2

Estado da arte

2.1 Introducao

A compreensao e a analise dos fendmenos envolvidos no escoamento de
correntes elétricas pelo solo e o projeto de sistemas de aterramento constituem
problemas classicos de Engenharia Elétrica. Deste modo, diversas tém sido as
abordagens utilizadas ao longo do tempo no tratamento desta categoria de

problemas.

Neste capitulo, alguns dos trabalhos representativos dos esforcos na
modelagem de sistemas de aterramento serdo apresentados, com destaque
especial para aqueles que de alguma forma constituiram a base dos
desenvolvimentos contidos nos préximos capitulos deste documento ou que

tiveram alguma influéncia sobre ele.

Esta revisdo bibliografica encontra-se a seguir organizada em trés temas
principais, cada um deles correspondente a uma das proximas seccdes deste
capitulo. O primeiro destes temas diz respeito a modelagem de sistemas de
aterramento em geral. O segundo, por sua vez, aborda o uso em particular do
Método dos Elementos Finitos nesta modelagem. A terceira destas secgbes
encerra o capitulo, trazendo algumas informagdes a respeito da representacéo

e da modelagem de descargas atmosféricas.

2.2 Modelagem de sistemas de aterramento

Preocupagdes com a segurangca de seres humanos e com a protecido de
equipamentos encontram-se entre os principais motivadores para o estudo dos

sistemas de aterramento, de acordo com aquilo que ja se argumentou no
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capitulo anterior. Naturalmente, tais preocupagdes remontam a épocas
anteriores ao periodo contemporaneo em que o0 uso de computadores
aplicados ao calculo numérico de problemas de engenharia tornou-se algo

corriqueiro e amplamente difundido.

Deste modo, a alternativa de que se dispunha neste tempo para o tratamento
do problema de escoamento de correntes pelo solo era o uso de técnicas
puramente analiticas. Sao proprios desta época trabalhos pioneiros como
aquele de Sunde [1] e o de Rudenberg [2], que persistem como referéncias
importantes apesar das limitagcbes resultantes das varias hipoteses
simplificadoras que se fazem necessarias para tornar viavel o tratamento
analitico. Entre outros resultados, nestes textos os autores obtém expressdes
para a resisténcia, a capacitancia e a indutancia distribuidas de algumas

configuragdes de aterramento.

Conhecidos estes parametros distribuidos e adotando-se um modelo de linhas
de transmissdo, torna-se possivel derivar expressdes que regem O
comportamento, frente a variagdes de frequéncia, da impedancia equivalente
do arranjo considerado, ao menos para os casos de configuragdes elementares
de sistemas de aterramento. E o que Bourg, Sacepe e Debu fazem para uma
unica haste metalica cravada no solo, com o objetivo de comparar o modelo
assim obtido com resultados de medigbes realizadas em um arranjo
experimental [3]. Grcev e Popov utilizam-se também desta mesma modelagem
ao investigarem a validade de modelos simplificados de circuitos elétricos para

a impedancia de aterramentos [4].

Trabalhos de natureza experimental como aquele de Bourg referenciado no
paragrafo anterior parecem constituir excegdes no universo de publicagdes
relacionadas a area de aterramento elétrico. Tao logo o uso amplo e intensivo
de computadores se tornou praticavel para a solugdo de problemas de
engenharia, transferiu-se o foco de novos desenvolvimentos do tratamento
analitico para a modelagem computacional, esta por sua vez realizada através

das mais variadas abordagens.

Embora diversas e variadas, estas abordagens podem ser classificadas em
trés categorias basicas [5]. A primeira delas é aquela das baseadas na

aplicacao direta do modelo eletromagnético contido nas equagdes de Maxwell.

7
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A segunda, por sua vez, diz respeito a técnicas derivadas da teoria de circuitos
elétricos e do uso de parametros distribuidos. Por fim, a ultima destas trés
categorias € aquela dos trabalhos que de alguma maneira se valem de uma

combinagao dos dois métodos anteriores.

A primeira das categorias do paragrafo anterior, a de formulagbes numéricas
que se apdiam em um modelo eletromagnético completo, € normalmente
considerada como sendo aquela mais apta a oferecer uma representacao
adequada para os fendbmenos fisicos envolvidos em problemas de aterramento,

embora seja também tida como aquela mais complexa.

A opcédo por esta abordagem do uso do modelo completo resulta
invariavelmente na tarefa de se procurar a solugdo para as equagdes do
Eletromagnetismo associadas ao problema através do uso de algum
procedimento numérico. Trabalhos como o de Olsen [6] e 0 de Grcev [7]
utilizam para isto o Método dos Momentos, enquanto que o uso do Método dos
Elementos Finitos em sistemas de aterramento remonta as obras de Cardoso
[8] e Trlep [9].

2.3 Modelagem de sistemas de aterramento com o Método dos

Elementos Finitos

A motivacdo para o uso do Método dos Elementos Finitos na analise de
sistemas de aterramento pode ser atribuida a algumas de suas propriedades.
Através dele, geometrias complexas e multiplos materiais podem ser tratados
com alguma facilidade, caracteristicas estas que se mostram Uuteis na

representacéo de solos e de condutores.

Naqueles trabalhos pioneiros com o Método dos Elementos Finitos
referenciados no ultimo paragrafo da seccéo anterior, a analise realizada em
geral se restringia ao regime estacionario de escoamento de correntes
elétricas, e utilizavam-se elementos finitos e formulagdes nodais. Com a
finalidade de permitir a consideracdo de condi¢bes transitérias de operagao,

decorrentes, por exemplo, de correntes elétricas provenientes de impulsos
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atmosféricos, modelagens com o Método dos Elementos Finitos no regime
harménico também foram concebidas e representam o objeto de trabalhos

como o de Nekhoul [10].

O uso de elementos finitos de aresta em substituicio aos elementos e
formulagbées nodais convencionais é vantajoso e se faz necessario por conta
das razbes que serdo apresentadas no proximo capitulo deste texto.
Aplicagbes em Eletromagnetismo que se utilizam desta variedade de elemento
finito podem ser encontradas em trabalhos como os de Kameari [11] e Wang
[12], embora a conceituacado deste tipo de elemento finito seja atribuida ao
trabalho anterior de Whitney [13].

No contexto da modelagem de sistemas de aterramento pelo Método dos
Elementos Finitos com esta classe diferenciada de elementos, os primeiros
trabalhos se devem a Silva [14]. Para o caso do regime permanente senoidal,
esta autora utiliza uma formulagao do Método dos Elementos Finitos de aresta
designada na literatura cientifica pela denominacdo AV-3D ungauged, de
acordo com o trabalho de Bird [15]. A discretizagdo do dominio é por ela
realizada apenas com elementos finitos vetoriais hexaédricos de oito nos e
doze arestas, de acordo com o equacionamento proposto por Ida e Bastos [16]

para as suas fungdes de forma vetoriais.

Ainda no trabalho de Silva, a representacdo do dominio do aterramento é
truncada através de camadas de materiais absorvedores anisotrépicos ficticios
(PML — perfectly matched layers) [17]. Finalmente, a excitagdo do aterramento
neste trabalho é realizada através de corrente, que € introduzida na simulagao
através de uma condigdo de contorno convenientemente aplicada ao n6 da
malha de elementos finitos associado ao ponto de conexdo do aterramento

com o sistema elétrico.

2.4 Representacdo de impulsos atmosféricos

Mencéo ja foi feita em passagem anterior para o fato de que, com a finalidade

de se representar a resposta transitéria de um sistema de aterramento, uma
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abordagem comum € aquela de se desenvolver uma modelagem no regime

permanente senoidal para a sua operacgao.

A hipotese fundamental adotada e utilizada em conjunto com estas
modelagens para a andlise de respostas transitérias € o fato de que o
aterramento constituiria um sistema linear. Deste modo, a resposta temporal a
uma entrada genérica poderia ser reconstituida a partir da combinacéao linear
das respostas deste sistema aos multiplos componentes harmdnicos desta

mesma entrada.

Embora esta hipétese de linearidade seja a rigor invalida, ela representa uma
grande simplificacdo na modelagem do sistema de aterramento quando se
utiiza uma abordagem fundamentada na teoria eletromagnética. Por este
motivo, ela é freqientemente adotada e exemplos de sua aplicacdo encontram-
se em trabalhos como aquele de Xiong e Dawalibi [18] e o de Grcev e
Heimbach [19].

Diante de tudo isto, se a reposta transitoria que se busca € aquela decorrente
de um impulso atmosférico escoando pelo aterramento, conclui-se entdo que
uma necessidade basica destas abordagens é aquela de se dispor de uma
funcdo temporal capaz de descrever a corrente elétrica injetada por uma

descarga atmosférica na base do seu canal e na ocasiao da sua incidéncia.

A tentativa de se caracterizar as formas de onda de corrente elétrica
associadas a descargas atmosféricas representa um trabalho experimental e
estatistico por exceléncia. A medida de parametros proprios dos impulsos
atmosféricos para fins de engenharia foi realizada e compilada por autores
como Berger [20] e Anderson [21], e a partir destes resultados expressdes
analiticas para a corrente elétrica na base do canal em fungdo do tempo

puderam ser propostas.

Entre algumas possibilidades de fungbes para esta finalidade, o trabalho de
Heidler [22] sugere o uso de uma expressao simples e de um procedimento
grafico para a adequada representagao da corrente elétrica injetada por uma
descarga a partir dos parametros estatisticos que a caracterizam. Com o
auxilio de uma funcao analitica de corrente dada em termos do tempo, como

esta proposta por Heidler, torna-se entdo possivel extrair os componentes

10
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harménicos relevantes para o uso na analise transitéria considerada em

paragrafos anteriores desta seccéao.

11



Capitulo 3

Elementos finitos de aresta

3.1 Introducao

O Método dos Elementos Finitos € um procedimento numérico utilizado na
busca de solugdes aproximadas para uma equacao diferencial. A funcao
procurada como solugdo para um problema numérico, além de satisfazer a
equacao diferencial considerada, esta em geral também submetida a condi¢des
de contorno nas fronteiras de seus dominios de definicdo. Em formulagdes
tidas como classicas desta técnica, a primeira etapa na aplicacdo deste método
€ representada pela obtencdo de uma discretizagdo deste dominio através de
uma malha de elementos finitos. Para o caso de dominios tridimensionais, os
elementos finitos desta malha correspondem tipicamente a figuras poliédricas

como tetraedros, hexaedros e prismas.

Dentro de cada uma destas figuras, define-se um conjunto de nn pontos
particulares ou “nés”, entre os quais se encontram os vértices do elemento
finito e eventualmente outros pontos complementares. No interior do volume de
cada uma destas pequenas porgdes do dominio, a fungao escalar incognita do
problema de contorno considerado € aproximada por uma combinacgao linear
de nn fungdes localmente definidas. Estas fungdes, que recebem o nome de
funcbes de forma ou de fungdes de interpolacdo, s&o simbolizadas

genericamente por N; e satisfazem a propriedade dada pela equagao
Ni(x;, v, 2) = 8. (3.1)

Na eq. (3.1), §;;€ o delta de Kronecker ei,jEN|1<i<nn, 1<j<nn

Conseqlentemente, nesta expressdo x;, y; e z; representam as coordenadas

dos nos do elemento no sistema de coordenadas globais do dominio

considerado. Denotando-se por ¢(x,y,z) a fungdo escalar incégnita do

12
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problema de contorno, a combinacgao linear aproximadora a que se fez mencao

anteriormente pode ser colocada na forma

(63,7 = ) Yz NeCx,y,2). @2)
i=1

O sobrescrito e contido na expressado anterior € utilizado para ressaltar o fato
de que a aproximagao representada pelo somatério do segundo membro é
dada para cada elemento da malha considerado individualmente. Em uma
notacdo mais sintética, esta mesma equacdo pode ser escrita de forma

equivalente como

q,')e(x,y,z) = Z(pl Ni' (33)
i=1

Tomando-se entdo esta aproximacao local para cada um dos elementos da
malha, procede-se em seguida com a aplicagdo do método dos residuos
ponderados ou de técnicas de calculo variacional. Em ambos os casos, obtém-
se apos esta etapa um sistema de equagdes em termos dos valores ¢;, que
sdo aqueles assumidos pela fungdo incognita ¢ em cada um dos nés da malha
de elementos finitos. Com a incorporacdo das condicbes de contorno
apropriadas ao problema, a solugdo deste sistema conduz finalmente a

resposta aproximada da equacao diferencial.

Por conta do tipo de aproximacao utilizado dentro de cada elemento finito, tanto
as fungdes de forma N; quanto o préprio Método dos Elementos Finitos
aplicado com esta formatagdo séo ditos “nodais”. Em conjunto, representam a
escolha natural do tipo de elemento finito e a estratégia mais imediata a ser
adotada nos casos em que aquilo que se almeja é a determinagdo de
grandezas de natureza escalar, tais como o potencial elétrico associado a um

problema de contorno de eletrostatica, por exemplo.

Esta abordagem, classificada em passagem anterior como tradicional e
classica, € aquela cronologicamente mais antiga e a que é amplamente

utilizada em dominios bidimensionais.

13



Capitulo 3 - Elementos finitos de aresta

A extensao do uso de elementos finitos nodais para aplicacdes tridimensionais
em Eletromagnetismo € intuitiva e automatica, e por conta disto as fungdes
nodais de forma N; encontram-se fartamente tabeladas e registradas na
literatura cientifica para os mais variados tipos de elementos finitos
volumétricos de referéncia que se deseje ou necessite empregar [23]. Contudo,
e de forma contraditoria, o éxito desta empreitada em trés dimensdes é relativo.
O motivo para isto sao dificuldades adicionais que surgem na modelagem de

problemas eletromagnéticos tridimensionais.

Dentro do universo de aplicagdes bidimensionais, as formulagdées numéricas
dos problemas de eletricidade e magnetismo mais usuais ou sdo construidas
diretamente em termos de grandezas escalares ou s&o realizadas em termos
de grandezas vetoriais que, por conta de consideragcdes de simetria,
degeneram-se em campos unidirecionais (e que sao passiveis de serem
representados, desta forma, também por uma unica fungdo escalar). No
entanto, quando em alguma formulagdo numérica se faz necessario
representar diretamente e de forma discretizada uma grandeza vetorial
genérica, a alternativa de que se dispdem quando se utilizam apenas fungdes
de forma do tipo nodal é o tratamento em separado de cada componente do
campo considerado, que individualmente também se reduzem simplesmente a
funcdes escalares. Nestes casos, dentro de cada elemento da malha cada um
dos componentes da grandeza vetorial € representado por uma expresséo

similar aquela da eq. (3.3).

Surge deste fato a primeira das dificuldades mencionadas, e que diz respeito a
continuidade da grandeza vetorial discretizada entre elementos adjacentes da
malha de elementos finitos. Quando possuem uma face comum, dois
elementos vizinhos e adjacentes compartiiham também os nés da malha de
elementos finitos localizados sobre esta face. Pelo fato destes nés pertencerem
simultaneamente aos dois elementos e pelo fato da aproximagao de grandezas
vetoriais com fungdes de forma nodais ser realizada componente por
componente em conformidade com a discussao do paragrafo anterior, verifica-
se que o uso desta abordagem implica a continuidade de todos os
componentes da grandeza vetorial em questao na face compartilhada por estes

elementos vizinhos. O resultado final desta realidade € o fato de que, se
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porventura cada um dos elementos pertencer a um meio material de
composicao diferente, esta imposi¢cao de continuidade a todos os componentes
produz, evidentemente, uma situacao fisicamente incorreta e em desacordo

com aquilo que se espera da fisica dos materiais [16] [17].

Uma segunda dificuldade que se impdem decorre ainda desta necessidade de
se aplicar a interpolagdo nodal a cada um dos trés componentes espaciais das
grandezas vetoriais representadas. Se em duas dimensdes esta era uma
necessidade que ocasionalmente podia ser contornada por particularidades
nas formulacdes mais frequentemente consideradas, o mesmo nao se pode
dizer para as aplicagdes tridimensionais em Eletromagnetismo. Decorre entdo
deste fato que a aplicagdo de elementos finitos nodais a discretizacdo de
grandezas fisicas vetoriais introduz um aumento significativo de incognitas no
sistema de equacgdes construido com o Método dos Elementos Finitos: se para
um problema formulado em termos de uma unica funcédo escalar existe uma
unica incognita associada a cada no, para um problema posto em termos da
discretizacao direta de uma fungao vetorial este niumero € multiplicado por trés.
A implicagao disto &, evidentemente, um incremento no custo computacional e
no espago de armazenamento necessario envolvidos na solugdo numérica do

problema.

Outra questdo grave e ainda existente é o fato de que o uso de elementos
finitos nodais pode em certas condicdes conduzir a obtencdo de solucdes
numeéricas nao-fisicas. Estas solucdes, conhecidas como “solugdes espurias”
na literatura especializada, surgem entre as respostas calculadas por nao se
garantir com o uso das fun¢des de forma nodais usuais a continuidade das
derivadas das fungdes de interpolacdo entre os elementos da malha de

elementos finitos [16] [17].

Diante de tudo isto, pode-se concluir que a aplicagao do Método dos Elementos
Finitos a problemas tridimensionais de Eletromagnetismo é uma tarefa
permeada de dificuldades decorrentes da propria natureza do elemento finito
do tipo nodal. Felizmente, ao longo do tempo, alternativas para se tentar
contornar estas dificuldades puderam ser concebidas. Entre elas, destacam-se
o desenvolvimento e o aprimoramento de técnicas caracterizadas pelo uso de

uma outra variedade de elemento finito como alternativa as abordagens nodais
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originais. Este variedade de elemento finito é dita “de aresta” (ou “vetorial”), em

oposicao aos elementos nodais convencionais.

Na préxima seccdo, este conceito de elemento finito de aresta sera
apresentado com maior detalhe e desenvolvido. Ja na terceira e quarta partes
deste capitulo, o objeto central da discussdao passara a ser, conforme se
podera verificar, o detalhamento de um procedimento para a geragcdo das
funcbes de forma vetoriais associadas a um tipo particular de elemento de
aresta, o elemento hexaédrico. Evidentemente, o conhecimento de tais fungdes
€ essencial para o uso desta variedade de elementos na solucédo de problemas

de contorno com o Método dos Elementos Finitos de aresta.

Mecanismos genéricos para a construgdo de tais fungdes encontram-se
documentados na literatura especializada [12]. Mais do que isto, tais fungdes
encontram-se inclusive explicitamente tabeladas em fontes disponiveis para
consulta bibliografica para o caso particular do elemento hexaédrico de
referéncia de oito ndés e doze arestas [16] e, conforme ja foi explicitado no
capitulo anterior, foram empregadas com sucesso na simulagao de sistemas de

aterramento.

Porém, e ao menos entre as referéncias bibliograficas a que se teve acesso, o
relato deste mecanismo de construgdo ora € vago, ora é falho. O resultado
desta constatagcéo é o de que a construgdo de elementos genéricos de aresta
para o livre uso na modelagem de problemas fisicos de interesse fica entado
dificultada e prejudicada. Neste sentido, esta parte do presente trabalho vem
preencher uma lacuna existente neste segmento da aplicagédo do Método dos

Elementos Finitos.

Uma vez suprimida esta dificuldade com os desenvolvimentos que se seguirao,
no préximo capitulo tais elementos serdo aplicados a modelagem de sistemas
de aterramento no regime harménico, num esforco de se construir uma
metodologia para o tratamento desta classe de problemas que seja livre
daquelas questdes anteriormente relatadas e associadas ao uso de elementos

nodais.
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Capitulo 3 - Elementos finitos de aresta

3.2 Funcbes de forma vetoriais e o0 Método dos Elementos Finitos

de aresta

A idéia central contida no uso de elementos finitos de aresta diz respeito a
utilizacdo de um procedimento alternativo para a aproximacgao local de uma
grandeza vetorial no interior das pequenas por¢gdes do dominio associadas a
cada elemento. Se, de acordo com o conteudo da secgao anterior, com 0 uso
de elementos nodais convencionais este trabalho seria realizado pela aplicagao
da eq.(3.3) aos trés componentes do campo vetorial em cada elemento da
malha, para um elemento tridimensional de aresta a aproximagédo analoga €&

dada por
na
Fo(ry,) = ) fiw(y.2), (3.4
i=1

Nesta expressao, Fe é a grandeza vetorial a ser aproximada dentro do
elemento. A quantidade na € o niumero de arestas definidas pelos nn nés do
elemento considerado. Entre estas arestas, que nada mais sdo do que
segmentos orientados definidos por pares de nds, existem aquelas situadas
sobre as proprias arestas da figura geométrica correspondente ao elemento (e
desta forma coincidentes com elas ou com parte delas). Dependendo-se da
quantidade e do posicionamento dos ndés do elemento, outras arestas
eventualmente podem ser definidas sobre as faces do elemento. A
interpretacdo do conjunto de escalares f; associado ao somatorio desta
expressado sera adiante explicitada. Em analogia com as fungdes de forma

nodais N;, as fungdes w; recebem o nome de fungdes de forma vetoriais.

A Figura 3.1 e a Figura 3.2 representam dois exemplos de elementos finitos de
aresta, em particular aqueles que serdo adiante empregados nos casos de
simulagao de sistemas de aterramento deste trabalho. O primeiro deles dispbe
de oito nos e doze arestas orientadas (nn = 8 e na = 12). O segundo, por sua

vez, possui vinte nods e trinta e seis arestas (nn = 20 e na = 36).
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(+1 +1,+1 )

e (+1,-1,+1) --r-"f,:::.. 6
(a)
(-1,#1,-1) (+1,-1,-1) . 2
o et 1
7

8 p 6
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5
4
1 -
Figura 3.1 - O elemento hexaédrico tri-linear, com seus oito nds e doze arestas orientadas.
Representacdo num sistema de coordenadas de referéncia com (a) suas dimensoes,
ordenagao de noés e (b) numeragao de arestas.
(+1 )+1 1+1 )
(1.41,41) (+1,-1,41) 1907
(a) 12
(-1,+1,-1) (+1,-1,-1) 78
g
(-1,-1,-1) Tt
ol (./‘.-‘C\ ;\
\ R B R
. 24N
21 P e
| L Ny 33 28
?\ 32 27
\ & _
| |-
13 25

Figura 3.2 - O elemento hexaédrico quadratico incompleto, com seus vinte nés e trinta e seis
arestas orientadas. Representagcdo em um sistema de coordenadas de referéncia com (a) suas
dimensdes, ordenacao de nos e (b) numeragéo de arestas.
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Nestas figuras, ambos os elementos encontram-se representados num sistema
local de coordenadas de referéncia (¢,7,). E neste sistema de coordenadas
em que, por facilidade e conveniéncia, as fungdes de forma nodais costumam
ser construidas e disponibilizadas para uso imediato. Nas proximas secgdes
deste capitulo um procedimento para a obtencdo das funcdes vetoriais
w; relativas a cada aresta destes elementos hexaédricos sera relatado. Por
esta razdo, e também pelo motivo de a construcdo destas funcbes vetoriais
exigir para os elementos hexaédricos aqui considerados o conhecimento das
funcdes de forma nodais do mesmo elemento, no Apéndice A este conjunto de
fungbes N;(&,1m,{) e as suas respectivas derivadas parciais encontra-se

tabelado.

Através da Tabela 5.1 deste Apéndice, pode-se constatar que a primeira
funcao de forma do elemento de oito nés representado na Figura 3.1 € dada no

sistema de coordenadas local adotado por

1
NGm ) =51 -HA-mMA-90), (3.5)

ou ainda, e apds a realizagdo das multiplicagcdes entre os parénteses, pela

expressao equivalente

1
Nl(f.n.é)=§(1—E—n—(+€n+€(+n(—fnf)- (3.6)

A eq. (3.6) permite verificar que a fungao de forma nodal N, (¢,1n,{) do elemento

de oito nds é uma combinacgao linear dos elementos do conjunto

B=1{1,¢ n { &, &, nd, &nd}. (3.7)

Esta propriedade pode também ser facilmente verificada para as demais sete
fungbes de forma nodais do elemento de oito nos, e assim o conjunto B da eq.
(3.7) recebe o nome de base polinomial da aproximagdo no volume deste
elemento. Verifica-se ainda que o conjunto B constitui um gerador para o
espaco vetorial dos polinbmios de trés variaveis e grau menor ou igual a um em
cada um dos seus argumentos. Por conta disto, a base polinomial B é dita
completa até primeira ordem, e este elemento de oito nds recebe a

denominacéao de tri-linear.
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Em contrapartida, a Tabela 5.2 prevé para o caso do elemento de vinte nés da
Figura 3.2 a seguinte expressao para a fungdo de forma nodal associada ao

seu primeiro no:

1
N (Em ) =-g@=-HA-mMA-DE +n++2). (38)

Expandindo-se novamente os produtos e analisando também o caso dos outros
dezenove nos, pode-se verificar que a base polinomial para as aproximacgoes

no interior deste segundo elemento passa agora a ser

1, & n, ¢, &% n3 03 én, &, ng, &%, &n?,
B = . 3.9
{7725, ng2, €%, €02, &g, €2ng, &, fncz} (5:9)

A anadlise dos elementos integrantes deste novo conjunto de fun¢gdes mostra
que na lista expressa pela eq. (3.9) estdo ausentes termos polinomiais nos
quais os argumentos figuram elevados a segunda poténcia, como, por
exemplo, é2n2%¢ e &?n%¢?. Conclui-se a partir dai que para o caso do elemento
de vinte nés o conjunto B ndo €& capaz de gerar o espago completo de
polinbmios de trés variaveis e de grau até dois em cada um dos seus
argumentos. Nesta nova situagdo, a base polinomial é dita entdo incompleta
até a segunda ordem, e o elemento de vinte ndés passa a ser chamado de

quadratico incompleto [23].

Para qualquer elemento de referéncia, inclusive aqueles do exemplo anterior,
existe naturalmente uma correspondéncia entre as coordenadas de cada um
dos seus pontos no sistema local (¢,17,{) com aquelas do sistema de
coordenadas globais do dominio do problema (x,y,z). Tal correspondéncia é
dada por meio de uma transformagao bijetora, expressa por uma matriz
jacobiana e a pela sua inversa. Neste mapeamento entre sistemas de
coordenadas, as proprias fungdes de forma nodais de interpolagao N;(¢,n,{) do

elemento sao usadas:

x($,1m,) = z Ni(&m,¢) x; (3.10a)
i=1

(&8 =) Ni€n,9)y, (3.10b)
i=1
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2&m,8) =) N&n,0)z. (3.10¢)
=1

Com este tipo de transformacdo entre sistemas de coordenadas, muito
frequentemente utilizado em aplicagdes do Método dos Elementos Finitos e
também adotado neste trabalho para a modelagem de sistemas de
aterramento, os elementos finitos da discretizacdo passam a ser ditos também

do tipo “isoparamétrico”.

Para o caso da aproximagdo de uma grandeza escalar através de uma
combinacao linear de fungdes de forma nodais feita em acordo com a eq. (3.3),
numeram-se os nds dos elementos finitos de referéncia de acordo com as
convengdes da Figura 3.1a e da Figura 3.2a. Desta numeragdo decorre a
definicdo apropriada das fungdes de forma N;, de modo a satisfazer a

propriedade fundamental expressa pela eq. (3.1).

Ja para o problema analogo de se aproximar localmente dentro de um
elemento finito de aresta uma grandeza de carater vetorial, a eq. (3.4) é aquela
utilizada. Ainda de forma analoga, torna-se necessario também numerar cada
uma das arestas do elemento. Os esquemas de numeracido adotados para os
dois elementos particulares aqui considerados sao aqueles representados na
Figura 3.1b e na Figura 3.2b. De posse desta ordenagdo, torna-se entao
possivel enunciar a propriedade fundamental caracteristica das fungbes de
forma vetoriais w; e correspondente aquela descrita pela eq. (3.1) no caso do

problema analogo de aproximagéo nodal.

Esta propriedade, a seguir enunciada, é utilizada na realidade para a propria
definicdo e construgdo do conjunto de fungdes de forma vetoriais w; do

elemento:

j w;i(x,y,2) - dt = §;;. (3.11)
aresta j
Nesta expressdo, i,j EN|1<i<na, 1<) <na e §;e novamente o delta de
Kronecker. Traduzindo-se esta equagcao em palavras, exige-se que a
integracdo de cada uma das fungdes de forma vetoriais ao longo de percursos

descritos pelas arestas do elemento seja igual a um para a aresta vinculada a
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funcdo de forma considerada, e zero ao longo das demais. E conseqiiéncia

disto a interpretagdo de que cada escalar f, da eq.(3.4) torna-se

numericamente igual a integracado da grandeza vetorial aproximada ﬁe ao longo
da aresta k. Apés a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos, estes

escalares resultam como incognitas do sistema de equagdes associado.

Se, de acordo com passagem anterior, para o caso da aproximagao nodal
existem documentados na literatura conjuntos de fungdes N; satisfazendo o
requisito imposto pela eq. (3.1) para uma grande variedade de tipos de
elemento e o préprio método utilizado para a construgao destas fungbes néo
exige muito além do que procedimentos convencionais de calculo diferencial e
integral, 0 mesmo n&o se aplica ao caso das aproximagdes vetoriais com
elementos finitos de aresta. Neste esfor¢co para a construgdo de funcdes de
forma vetoriais w;(x, y, z) que satisfagam a eq. (3.11), torna-se necessario fazer

uso de alguma engenhosidade matematica.

Para tanto, escreve-se uma fungao vetorial w; genérica do elemento de aresta
através de duas partes separadas, de acordo com o proposto por Wang e Ida
[12]:

V_V)i(xr Y, Z) = (Di(gr n, ()ﬁl(x, Y, Z) (312)

A primeira destas partes, o termo escalar ®;(¢,n,{), denomina-se fungédo de
posicao e é completamente escrito em termos das coordenadas do sistema de
referéncia (¢,7n,7). A parte vetorial 7;(x,y,z) é, por sua vez, a responsavel por
fornecer uma diregdo e um sentido convenientes as fung¢des de forma vetoriais.
No trabalho anteriormente mencionado, Wang e Ida relatam, de forma
genérica, o procedimento necessario para a construgcao das fungdes v; para os
casos de elementos de aresta tetraédricos e hexaédricos. Quanto as fungdes
de posigao @;, neste mesmo trabalho se descreve apenas em linhas gerais e

de forma imprecisa o procedimento para a escolha ou construgdo das mesmas.

Na proxima seccdo, este procedimento sera elucidado para o caso dos
elementos hexaédricos, que posteriormente serdo utilizados na modelagem de
sistemas de aterramento elétrico no Capitulo 5. O conteudo desta seccdo é

imprescindivel a utilizacdo de elementos finitos hexaédricos de arestas,

22



Capitulo 3 - Elementos finitos de aresta

independentemente da formulagdo numérica do problema particular

considerado.

3.3 Os elementos de aresta hexaédricos de oito nés tri-linear e de

vinte n0s quadratico incompleto

O uso de elementos finitos de aresta do tipo hexaédrico tem sido o objeto de
diversos trabalhos na literatura cientifica ao longo do tempo e, na secgéo
anterior, referéncia ja foi feita ao artigo de Wang e lda. Nele, é proposto o uso
da expressao (3.12) para a construgdo das fungdes de forma de aresta e as
propriedades a serem satisfeitas pelas fungbes associadas a parte escalar @;

s&o descritas de forma geral.

Ida e Bastos fornecem em seu trabalho [16] todo o tratamento necessario para
a construcao das fungdes de forma vetoriais do elemento hexaédrico tri-linear
de oito n6s e doze arestas, e também os procedimentos envolvidos na
obtencdo das grandezas a elas associadas que se fazem necessarias nas
formulagdes do Método dos Elementos Finitos. Porém, por simplesmente trazer
tabeladas as fungdes de posicdo ®; deste elemento e por n&o apresentar
maiores esclarecimentos a respeito das propriedades que as determinam, esta
referéncia ndo permite que uma abordagem similar seja estendida ao uso de
elementos hexaédricos de ordem superior (como, por exemplo, o elemento

quadratico incompleto de vinte nés) sem algum trabalho adicional.

Kameari, por sua vez, propéem em seu artigo [11] expressdes para as fungdes
vetoriais de aresta tanto para o elemento hexaédrico tri-linear quanto para o

elemento hexaédrico quadratico incompleto.

De acordo com esta referéncia, cada uma destas fungdes em ambos os casos
pode ser obtida através de formulas gerais fornecidas no texto e escritas em
termos das coordenadas de pontos particulares de cada aresta. Neste trabalho,
para o caso do elemento de vinte nos e trinta e seis arestas, o autor propde

sem justificar que a expresséao
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1
®,(&1,0) :Z(1+(i{)(1_772) (3.13)

seja utilizada para a determinagéo das fungdes de posigao das arestas que se
situam ao longo da diregéo ¢ e sobre as faces { = +1 (ou seja, as arestas de
numeros 5 e 12 em acordo com a Figura 3.2b). Do mesmo modo, para as
arestas orientadas deste mesmo elemento localizadas agora sobre as proprias
arestas do hexaedro (as de numero 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10 e 11 da Figura 3.2b), a

expressao

1
®,(&,n,¢) = g(l +nmA+GOEE+nn+ G- 1) (3.14)

, . T ~ A 1
€ aquela sugerida. Nestas duas ultimas equagbes, os parametros ¢; = iE’

n; = *1 e {; = £1 representam as coordenadas do ponto central da i-ésima
aresta da direcédo ¢. As funcgdes de posicao referentes as arestas localizadas
em outras diregdes sdo construidas por meio de expressdes analogas a estas
duas ultimas, e podem ser derivadas por meio de permutacédo ciclica das

variaveis.

A titulo de exemplo e com o auxilio da Figura 3.2, verifica-se que o ponto
central da aresta de numero 5 é (é5,15,{s) = (0,0,—1). Deste modo, aplicagao

da eq. (3.13) a esta aresta orientada produz

1
D5(6m,9) =7 (1= (1 =n?). (3.15)

De maneira analoga, uma vez que as coordenadas do centro da aresta de
’ ~ 1
namero 1 sao (¢1,1,,¢1) = (—5,—1,—1), obtemos para este segundo caso

com o auxilio da eq. (3.14) que

P Em) =2 -mA -0 (-2t —n-7-1) (3.16)
1,1 3 n 5 n

Algumas dificuldades surgem ao se tentar utilizar estas expressdes propostas
por este autor. Conforme ficara demonstrado na proxima seccgao deste capitulo,
a fungdo de forma vetorial Ws = ®s7;(x,y,z) construida com a funcao

@ (é,n,{) dada pela eq. (3.15) satisfaz adequadamente a propriedade
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fundamental exigida pela expressao (3.11). No entanto, e como também ficara
demonstrado na préxima secgao, a fungdo w;, = ®,v;(x, y, z) construida a partir
da fungao @,(¢,n,{) da eq. (3.16) falha em satisfazer esta mesma propriedade
basica das fungdes de forma vetoriais dos elementos finitos de aresta. Mais do
que isso, observa-se ainda que o conjunto de expressdes fornecidas por
Kameari neste trabalho para as fungdes de posicédo € incompleto, uma vez que
nao contemplam o caso de arestas como aquelas de numero 6 e 7, localizadas

sobre faces do hexaedro e no plano { = 0.

Por conta de toda esta exposi¢ao, conclui-se que o procedimento de geracgao
das fungdes de forma vetoriais para elementos finitos hexaédricos de aresta de
vinte nés propostas por Kameari é falho. Contraditoriamente, o trabalho deste
autor é frequentemente mencionado na literatura cientifica e possivelmente
constitui a unica referéncia que se propde a apresentar as fungdes de forma e

de posig¢ao de maneira explicita para elementos hexaédricos mais refinados.

By

Surge desta maneira, entdo, um impedimento a utilizacdo de elementos
hexaédricos de aresta de ordem superior na modelagem de problemas de
Eletromagnetismo até que seja realizada uma investigagdo mais rigorosa a

este respeito.

3.4 Construcéo das funcdes de posicao e das funcbes de forma

vetoriais em elementos hexaédricos

Diante de tudo aquilo que se apresentou no topico anterior, para que elementos
de ordem superior pudessem ser utilizados de acordo com o que se desejava
nas simulagdes de sistemas de aterramento abordadas neste texto, o trabalho
de investigacdo e de elucidagdo do processo de construgdo das fungdes de
forma de aresta dos elementos hexaédricos anteriormente sugerido foi
desenvolvido e se encontra detalhado nos préximos paragrafos desta seccgao.
Reitera-se aqui mais uma vez o fato de que as informagbes a seguir
preenchem as lacunas anteriormente apontadas na literatura cientifica naquilo

que diz respeito do uso de elementos finitos de aresta hexaédricos.
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Isto posto, o passo inicial para a construcido das fungdes de forma vetoriais de
um elemento hexaédrico de aresta é a escolha e o posicionamento apropriados
do sistema de coordenadas local do elemento de referéncia. Este é fixado no
centro geométrico do elemento de referéncia, com os seus eixos de
coordenadas alinhados com as direcdoes definidas pelas arestas do elemento
de acordo com os esquemas da Figura 3.1 e da Figura 3.2. O elemento
correspondente da malha de elementos finitos no sistema de coordenadas
pode, evidentemente, encontrar-se numa posicdo arbitraria em relacdo a
origem e aos eixos cartesianos do sistema real de coordenadas (x,y, z). Mais
do que isso, o elemento de discretizacdo na malha de elementos finitos no
sistema de coordenadas real (x,y,z) pode inclusive ter lados curvilineos,

conforme admitem as transformagdes dadas nas equacdes (3.10).

Feito isto, a construgdo das fungdes w; prossegue em acordo com a eq. (3.12)
com a definicdo das suas partes vetoriais v;. Esta definicdo é realizada em
funcdo da diregcao da aresta i no sistema de coordenadas de referéncia. Para

arestas que se encontram ao longo da diregao ¢,

TPy S +"’_ch = VE. (3.17a)

Para arestas na diregéo 7,

TIRCL ey SRCL) [y L ey S (3.17b)
Vp = Uy t oy L to, Uz = Vn.
Finalmente, para aquelas na diregéo ¢,
0 0

Vi = ot +a thy + 51

Deste modo, substituindo-se as expressodes (3.17) na eq. (3.12), verifica-se que
para os elementos hexaédricos as fungdes de forma vetoriais relativas as

arestas da diregcao ¢ podem ser escritas como

Wi(xi Y, Z) = q)i(f, n, ()VE (3188)

Analogamente, para os casos das dire¢des n e ¢,

wi(x,y,2) = ®;(£,1,0)Vn. (3.18b)
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Wi(xry' Z) = cDi(E' n, ()VC (3180)

Em paralelo a isso, resulta do calculo das fungdes de multiplas variaveis que o

diferencial df de uma fungéo f(x,y,z) &

d —afd +afd +afd =Vf-df 3.19
f_axxayyazz_f ’ (3.19)

As fungdes &(x,y,z),n(x,y,z)e {(x,y,z) representam a transformacado de
coordenadas inversa aquela dada pelas expressdes (3.10). Deste modo, com o
uso da eq. (3.19), os incrementos infinitesimais dé¢, dn e d{ a elas associados

podem ser entdo determinados no sistema de coordenadas (x,y, z).

Com este resultado em mente, a substituicdo das expressdes (3.18) na eq.

(3.11) produz o seguinte conjunto de relagoes:

| e@nove-di= | e@nod=6;, @20

aresta j aresta j

f ®;(&,1,)Vn - df = f ®;(§,m, Q)dn =6, (3.20b)

aresta j aresta j

f ®;(£,7,)V¢ - df = f ;(¢,n,)d] =6y (3.20¢)

aresta j aresta j

Cada uma destas expressdes diz respeito as arestas pertencentes a uma das
direcbes do sistema de coordenadas (&,7,{). Por exemplo, na expressao
(3.20a) as funcdes @; e o proprio indice i referem-se apenas as arestas que se

estendem ao longo da diregéo ¢.

Ainda para o caso desta expressao, verifica-se porém que o indice j ainda
percorre todas as arestas do elemento. Além disso, quando j representa a
numeragdo de uma daquelas arestas que ndo se encontram ao longo da
diregao ¢, a integracédo de (3.20a) resulta igual a zero independentemente da
funcdo de posicao &,. Isto decorre do fato de ¢ ser invariavel ao longo das
arestas nao situadas ao longo desta dire¢do, fazendo com que o intervalo de
integracdo se degenere em um unico ponto. Em sintese, nestes casos a eq.

(3.20a) é automaticamente satisfeita e ndo conduz a nenhuma conclusdo a
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respeito de caracteristicas ou propriedades das fungdes &; que contribuam

com a determinacdo das mesmas.

Partindo-se da eq. (3.20b) e da eq. (3.20c), considerac¢des analogas aquelas do
paragrafo anterior podem ser feitas também para as diregbes n e {. Se a letra
Y for utilizada para se designar genericamente qualquer uma destas trés
direcbes, com o apoio da notacdo complementar contida na representagao
esquematica da Figura 3.3 uma representagdo mais sintética para o conjunto

das equagdes (3.20) pode ser obtida:
YFj

f Dy = 8. 3.21)
Yoj

Na eq. (3.21), tanto o indice i quanto o indice j percorrem agora apenas a
numeracao das arestas situadas ao longo da dire¢ao y, por conta de tudo

aquilo que se argumentou nos paragrafos anteriores. Os valores 1p0j e
z/)F]. representam, respectivamente, coordenadas do ponto O; de origem e do

ponto final F; da aresta orientada j, conforme o ilustrado na Figura 3.3. De
maneira analoga, os valores Y, e Y nesta ilustragdo representam as
coordenadas do ponto 0O; de origem e do ponto final F; da aresta orientada i.
Com esta equacao torna-se possivel entdo finalmente determinarmos as
funcdes de posicao @; e concluirmos a construgcdo do conjunto de fungdes de

forma vetoriais do elemento.

Antes disto, porém, verifiquemos aqui o comportamento perante a eq. (3.21) da
expressao da funcédo de posicdo @, proposta por Kameari na referéncia [11]
para o elemento ftri-linear de vinte nds e trinta e seis arestas. Trata-se
justamente de uma daquelas fungdes construidas como exemplo na secgéo
anterior, de modo com que esta expressdo completa sugerida para ®,(¢,n,{)
encontra-se registrada por meio da eq. (3.15). Uma vez que se trata de uma
funcdo de posigdo associada a uma aresta da direcdo ¢, sua integragdo ao
longo da aresta de numero 1 (na qual n = —1, { = —1 e que é delimitada pelos

nos de numero 1 e 2 do elemento) produz as seguintes relagdes:
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$2 $2

1 1
J d,(¢,-1,-1)d¢ = j §(1 + 1)1 +1) (—Ef +1+1- 1) d¢, (3.22a)
§1 §1

& &
1 1 1/e2 -2\ 1
JCDldf:zj (—§f+1)d5=—z<€2 2€1>+§(§2—§1). (3.22b)

Como as coordenadas nodais &; e &, valem, respectivamente, -1 e 0, obtemos

finalmente que

&2

1[0% — (—17 1 5
f D, dE = = _Z[%] +sl0-(-Dl=2 (3.23)
1

A eq. (3.23) informa-nos, desta forma, que a integracéo da fungao de posigao
@, proposta por Kameari ao longo da primeira aresta do elemento ndo vale 1,
contradizendo a propriedade basica das funcdes de posicao ditada pela eq.
(3.21). Com algum esfor¢o adicional, pode-se ainda demonstrar que muitas
outras fungdes de posicao referentes a outras arestas do elemento quadratico
incompleto determinadas pelas expressdes genéricas sugeridas por este autor

falham desta mesma maneira.

Deste modo, a afirmacado realizada na secgdo anterior a respeito dos
problemas com as expressdes geneéricas propostas por Kameari fica
confirmada. Fica também justificada a necessidade de maiores investigagdes
para a correta caracterizacido das fungdes de forma vetoriais de elementos

hexaédricos de ordem superior, que é o principal objeto desta secgéo.

Assim, a idéia utilizada para que a construcao das funcdes de forma vetoriais
corretas possa ser concluida consiste em se observar com algum cuidado o
comportamento das funcdes de forma nodais referentes aos nés do elemento
coincidentes com os pontos extremos 0; e F; da i-ésima aresta. Com a
segunda parte do teorema fundamental do calculo, as integracbes das
derivadas parciais destas fungbes de forma nodais em relagdo a variavel ¢ e
ao longo de uma aresta j nesta direcdo podem ser calculadas conforme as

expressodes a seguir:
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Y (D’.
aresta i

Fj

(bf
aresta f
Ty

Yo,

Figura 3.3 — Duas arestas genéricas situadas ao longo de uma unica diregdo em um elemento

hexaédrico.
VF;
ONg.
J - l; dy =Ng,(F;) — N, (0;) = 64, (3.24a)
Yo;
YF;
ON,.
_[ allfl dy :NOi(Fj) - Noi(Oj) = —0yj. (3.24b)
Yo

J

A Ultima igualdade em cada uma das integracdes anteriores decorre,
obviamente, da propriedade fundamental das fungdes de forma nodais

expressa pela eq. (3.1).

O confronto dos resultados expressos pelas equagdes (3.24) com a eq. (3.21)
torna evidente que as derivadas parciais das fungdes de forma nodais do
elemento hexaédrico constituem um conjunto do qual se torna possivel extrair
as fungdes de posicéo @; desejadas. Para tanto, é suficiente igualar ®; a uma
derivada parcial apropriada de uma fungdo nodal associada a um no

conveniente do elemento.

Com o auxilio da Figura 3.1 e da Figura 3.2 e com as ordenagdes de nos e

arestas nelas expressas, este trabalho foi realizado para os elementos
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hexaédricos de oito e vinte nés. Esta associacdo entre fungcbes de posicéo e
derivadas parciais das funcbes de forma nodais encontra-se disponivel na
Tabela 3.1 e na Tabela 3.2 para ambos os elementos hexaédricos aqui
considerados. As expressdes completas de cada uma destas fungdes

encontram-se disponiveis no Apéndice A.

A titulo de ilustragdo do mecanismo envolvido nesta identidade existente entre
funcdes de posicéo e derivadas parciais de fun¢des de forma nodais, as figuras
finais desta secgdo demonstram graficamente este processo de construgao
para o caso de uma aresta em particular. De acordo com a Figura 3.2, a aresta
de numero 17 do elemento hexaédrico incompleto de segunda ordem é
delimitada pelos nds 2 e 6 e situa-se ao longo da diregao n. Deste modo, a
Figura 3.4 traz as representagdes da fungdo de forma Ny vinculada a este n6 e
da sua derivada parcial em relagdo a coordenada n, ambas no plano { = —1.
De acordo com o esperado, Ny, assume valor 1 sobre o n6é de numero 6
(6=0,n=1e {=-—1) e anula-se sobre os demais nds, propriedade esta que

é facilmente observavel nesta ilustracao.

A Figura 3.5 traz, por sua vez, a mesma derivada parcial dNy/dn da ilustragao
anterior, s6 que representada agora apenas na intersec¢éo dos planos § =0 e
{ = —1. E justamente sobre a interseccdo destes dois planos e no intervalo

—1 <1n <1 que a aresta de numero 17 se localiza.

Tabela 3.1 - Correspondéncia entre fungbes de posi¢ao e derivadas parciais das fungdes de
forma nodais para o elemento hexaédrico tri-linear de oito nés e doze arestas.

o _ O o _ M
1= af 7 — a(
N, N,

P, =—2 Py = —2
‘oo g
q)3 —_ E (Dg —_ E
N, N,

¢, = W @y = W
o, _ ONs o _ 0N
5~ a{ 11 — af
N, N,

O = Ee Qyp = o
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Tabela 3.2 - Correspondéncia entre fungbes de posi¢ao e derivadas parciais das fungdes de
forma nodais para o elemento hexaédrico quadratico incompleto de vinte nds e trinta e seis

arestas.
CDl:—% q>13=_% (Dzsz_%
0¢ an aq
<I>2=aa—1\;3 q>14=‘;_1\7;7 q,%:aalgs
q>3:_aa_1\;7 c]>15=_(2_1\:13 ¢27:_66_Aé3
o, = aa—l\? by, = %5 0, — agv;s
(D5=aa—1\;4 CI>17=(2—1\:’6 cngzaaL(M
P = agvsew Qg = aalr;z Dy, = aalgo
®, = 62’;1 = 6%;1 0, = aaL;é
926‘;\:;15 ¢21=06Lnl9 ¢33=66L;9
Py = _6(13\[;9 22 = _6;V7;5 b, = _60_1\25
@y = 621;7 Py3 = aaL; Oy = 62217
&y, = agv; 24 = 66L7;g Dy = 62218

Neste intervalo mais restrito, dN,/dn se reduz a uma fungdo de uma unica
variavel cuja integracdo em relagéo ao seu unico argumento n vale 1. Este fato
novamente pode ser observado com o apoio desta figura. Como a integragao
desta funcdo ao longo de outras arestas da direcdo n € nula, verifica-se entao
finalmente que ®,, pode ser associada a fungao dN,/dn, em acordo com a

Tabela 3.2 e com todo o desenvolvimento anterior desta secc¢ao.

Por fim, chama-se a atencao para o fato de que para o caso de elementos de
ordem ainda superior, as fungcdes de posicdo e consequientemente as fungdes
de forma vetoriais poderiam ser também rapidamente determinadas. Para

tanto, basta que se faga o uso de procedimentos em tudo analogos aqueles

32



Capitulo 3 - Elementos finitos de aresta

descritos para os dois elementos hexaédricos especificos aqui considerados.

Mg(&m.0) = (1- £ +m)(1- Q74 £=-1 1
na

ns

s

0.45

0.4

F q0.35

F 025

014

0.1

0.0a

Figura 3.4 — A funcao de forma nodal Ny (a) e a sua derivada parcial em relagdo a variavel n (b)
para o caso do elemento hexaédrico quadratico incompleto.
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125 T
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gl

Figura 3.5 — Avaliagdo da fungéo nodal N, e a da sua derivada parcial dN,/dn apenas ao longo
da aresta 17 do elemento hexaédrico quadratico incompleto.

3.5 Resumo

Nas paginas anteriores deste documento o conceito de elemento finito de
aresta foi apresentado, juntamente com alguns dos fatores que em geral
tornam o seu uso necessario. Adicionalmente, para os casos dos elementos de
aresta hexaédricos ftri-linear e quadratico incompleto todo o procedimento
envolvido na construg¢ao das funcdes vetoriais de aproximacao local foi exposto

e detalhado nas secc¢des anteriores.

De acordo com aquilo que ja foi justificado, todo este esforco para a
caracterizagcao destes tipos particulares de elementos teve como finalidade
emprega-los em conjunto com uma formulagdo do Método dos Elementos
Finitos de aresta para a modelagem de sistemas de aterramento elétrico. Esta
modelagem e os resultados com ela obtidos constituem o objeto central do

préximo capitulo deste documento.

Mais especificamente, apos terem sido devidamente caracterizados neste
capitulo, os elementos hexaédricos vetoriais serdo adiante utilizados para a
discretizacdo de um dominio tridimensional que representa o solo nas

imediagcbes de um aterramento. A esta discretizacdo sera aplicada uma
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formulagcdo do Método dos Elementos Finitos dada em termos do potencial

S
vetor magnético A e do potencial escalar elétrico V' sem a imposi¢do de

condigdo sobre a divergéncia de /T conhecida na literatura como formulagao
AV-3D ungauged. Trata-se daquela formulacédo a que ja foi feita referéncia na
revisdo bibliografica contida no capitulo anterior [15], e utilizada com sucesso
por Silva [14] exclusivamente para o caso dos elementos hexaédricos tri-

lineares de oito nos e doze arestas.
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Modelagem de sistemas de

aterramento no regime harmdénico

4.1 Introducéo

Neste capitulo sera apresentada a formulacdo matematica do procedimento
numérico com o Método dos Elementos Finitos de aresta para a modelagem de
sistemas de aterramento no regime harmoénico. Alguns detalhes a respeito
desta formulagdo matematica ja foram brevemente expostos na ultima secgéo
do capitulo anterior, e no Capitulo 2 argumentou-se que modelagens como
esta no regime permanente senoidal se prestam a obtencdo de respostas
transitorias. Assim, permitem o tratamento do escoamento de correntes de
surto provenientes de descargas atmosféricas, de manobras no sistema

elétrico ou de outras condi¢des temporarias.

Além da formulacdo numérica propriamente dita para a solu¢do do contorno
correspondente, nele também serdo detalhadas as hipbéteses necessarias e 0
procedimento numeérico utilizado para a determinagcdo de uma impedancia
equivalente a um sistema de aterramento operando em regime permanente

senoidal.

Nele ainda sera detalhada a implementacdo particular aqui dada a esta
formulacao para a realizacdo das simulagdes contidas neste trabalho com o

uso dos resultados produzidos no capitulo anterior.

Os resultados obtidos com esta implementacdo para um sistema de
aterramento composto por uma haste metalica verticalmente enterrada em um
solo homogéneo e isotropico serdao também apresentados e discutidos. Tais
resultados referem-se ao calculo da impedancia equivalente do aterramento em
funcdo da freqlUéncia e a determinagcao do potencial elétrico e dos campos

eletromagnéticos no solo nas imedia¢des do aterramento. Destaque sera dado
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a uma comparacao entre os resultados obtidos com a utilizagdo dos elementos
hexaédricos tri-lineares e aqueles produzidos com o uso de elementos
quadraticos incompletos para a discretizagado da regidao associada ao dominio

do problema.

Toda a realizagado computacional deste trabalho de modelagem e simulagao
que na sequéncia sera exposto foi feita com o auxilio de ferramentas
pertencentes a biblioteca de classes para o calculo numérico de campos
eletromagnéticos pelo Método dos Elementos Finitos do Laboratorio de
Eletromagnetismo Aplicado da Escola Politécnica da Universidade de Sao
Paulo, denominada LMAGLIB [24]. Por conta do desenvolvimento deste
trabalho, diversos complementos a esta biblioteca se fizeram necessarios.
Estas complementacbes foram desta forma devidamente incorporadas a esta

biblioteca, e serdo também apresentadas nas préoximas secgdes deste capitulo.

4.2 Formulacdo em dois potenciais: potencial vetor magnético Ade

potencial escalar elétrico V

A formulacdo do Método dos Elementos Finitos aqui utilizada € aquela
comumente conhecida na literatura cientifica pelo nome AV-3D ungauged,
descrita em termos gerais por Bir6 em [15] e detalhada com as
particularizagdes que se fazem necessarias a modelagem de sistemas de
aterramento por Silva em [14]. Nesta sec¢ado, a esséncia desta formulagado é
recuperada e exposta com a profundidade que se faz necessaria para a
compreensao das secgdes subsequientes deste capitulo. O leitor interessado

em maiores detalhes é encorajado a busca-los nestas referéncias.

O ponto de partida para o equacionamento desta formulacdo sao as equacdes

de Maxwell do Eletromagnetismo, aplicadas a magnetodindmica no regime

harmonico:
VXE =—jwB, (4.1a)
VXH=]+jwD, (4.1b)

37



Capitulo 4 - Modelagem de sistemas de aterramento no regime harménico

V-D

D, (4.1¢)

ol
I

V- 0. (4.1d)

A notagdo e os simbolos empregados sao aqueles convencionalmente
utilizados em Eletromagnetismo: E € o vetor intensidade de campo elétrico, B €
o vetor densidade de fluxo magnético, H é o vetor intensidade magnética e Deé

o vetor deslocamento elétrico. A densidade de corrente € expressa por f weéa
frequéncia angular de pulsagdo dos campos no regime harmoénico, p é a

densidade volumétrica de cargas elétricas e j € a unidade imaginaria.

Dado o regime harménico de variagdo no tempo das grandezas nas equacgdes
(4.1), convém ressaltar aqui o carater complexo dos vetores de campo nas

equacobes anteriores. Mais especificamente, e tomando-se como exemplo o

caso do campo elétrico, pelo simbolo E = E(x,y, z) entende-se um vetor de
componentes complexos que é fungdo unicamente da posicdo. A partir dele,
pode-se extrair a expressao que descreve o comportamento temporal da

grandeza campo elétrico através da operagao

Etempo (x,y,z,t) = Re{ﬁejwt} (4.2a)
Etempo (x,y,2,t) = Re{ﬁ}cos(a)t) - Im{ﬁ}sen(a)t). (4.2b)

Nas equages (4.2), Re{E} e Im{E} correspondem respectivamente s partes

real e imaginaria do vetor complexo E. Expressdes analogas sdao também

validas para os demais vetores de campo.

O vetor densidade de corrente J pode ser desdobrado em dois componentes de
naturezas distintas: a corrente de conducéao fo introduzida por fontes externas

ao dominio e a corrente de condugédo induzida em materiais condutores J;, que

satisfaz a lei de Ohm. Estas grandezas relacionam-se através das expressoes
J=1ot]i (4.3a)
Ji = [0o]E, (4.3b)

em que [o] é o tensor de condutividade elétrica do meio material.
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As relacdes constitutivas obedecidas por estes campos em um meio material

sao
D = [¢]E (4.4a)

H=[]B (4.4b)

onde [¢] e [v] representam, respectivamente, os tensores de permissividade
elétrica e de relutividade magnética.
A manipulacdo das expressdes (4.1), (4.3) e (4.4) permite a obtencédo da

equacao de onda vetorial em termos do campo elétrico E. A equacgao (4.1c)

ndo é necessaria neste procedimento, cujo resultado é fornecido a seguir:
VX [VIVXE +jw[lE = —jw],. (4.5)
Nela, [d] é o tensor de condutividades complexas do material, dado por

[6] = [o] + jwle]. (4.6)
No regime harménico, o vetor intensidade de campo elétrico relaciona-se com

o potencial vetor magnético A (dado por B=vVx /T) e com o potencial escalar

elétrico V através de
E=—jwd-VV. (4.7)

Com a substituicdo da eq. (4.7), a equacédo de onda vetorial expressa na eq.
(4.5) pode ser reescrita em termos destes dois potenciais de acordo com a

equacgao
VX [VIV x 4+ [6](jwd +VV) = ],. (4.8)

A equacao diferencial anterior deve ser satisfeita no interior do volume do
dominio considerado, que a partir deste momento passara a ser designado
pela letra grega (. Adicionalmente, para que se possa garantir a unicidade da
solugcdo, condi¢cdes de continuidade entre os diferentes meios materiais
contidos em Q e condi¢cbes de fronteira nos limites do dominio devem ser

observadas.

No contexto do Método dos Elementos Finitos, torna-se necessario truncar a

representacao de Q, e para tanto é definida uma superficie fechada delimitante
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da fronteira do dominio. Se a esta fronteira associarmos o simbolo I', esta pode

ser ainda separada em duas regides; a parte [ em que o componente
tangencial do campo elétrico E é tido como conhecido, e a parte I'y na qual o

componente tangencial da intensidade magnética He suposto como dado. A
Figura 4.1 traz uma representacgao pictorica da definicdo destas superficies em

relagdo ao dominio.

[ =FEU ['u

[k

—>
n

Cu Y s

Figura 4.1 — Representacao esquematica do dominio Q e de sua fronteira I', excitados por uma
corrente fasorial I para a modelagem de sistemas de aterramento.

O teor do paragrafo anterior pode ser representado matematicamente através

das expressoes a seguir:

['=TgUly, (4.9a)
Ex7=E, em I, (4.9b)
Hx7= ﬁt em [}y, (4.9¢)

onde E; e H, sao os componentes tangenciais conhecidos a que se fez
referéncia e 1 € um vetor unitario normal as superficies que delimitam a borda

do dominio .

Ja particularizando a formulacédo para o contexto dos sistemas de aterramento,
a Figura 4.1 traz também o esquema através do qual se realiza a excitagao do

sistema. Admite-se que um fasor I de corrente elétrica de freqliéncia w é
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introduzido no dominio através de um ponto de defeito designado por PD,
representado na ilustragdo através da superficie evanescente Ipp contida em
.

0 . ] . - ] ~
Reescritas em termos dos dois potenciais A e V, as condigdes de contorno

contidas em (4.9) sao dadas a seguir:

V=1, emIE, (4.10a)
Ax7= —E./jwem Ty, (4.10b)
([vIV x A) x il = H, em Ty. (4.10c)

A equacado de onda (4.8) e as condigbes de contorno (4.10) sintetizam o
problema de contorno considerado na modelagem de sistemas de aterramento.
Com o objetivo de se constituir a partir destas expressdées um sistema de
equacgdes algeébricas, duas equacgdes residuais de Galerkin sdo construidas.
Para tanto, utilizam-se como fungdes de ponderacado para a primeira delas as
funcbes de forma vetoriais w; dos elementos finitos de aresta, definidas no
capitulo anterior. Para a segunda, utilizam-se os gradientes VN; das fungdes de
forma nodais convencionais. Estas equacbes encontram-se reproduzidas a
seqguir:

vav—v’i-[v]VxAdmfwi-jm[a'](mw)dn =f W (A xi)dr,  (4.11)
Q Q

T'u
jVNl- jo [6](A + Vv)dQ = fwvl- C(Hx#)dl =1+ j UN; - (H x #1)dl. (4.12)
Q TH I'u-Tpp

Para a obtencdo das duas expressdes anteriores, foi realizada a mudanga de

variavel dada por

V=jor, (4.13)

além de se haver considerada nula a densidade de corrente impressa fo. A
excitagado por corrente é introduzida de maneira alternativa, pela manipulagéo

da integral de superficie do segundo membro da eq. (4.12).
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A aplicacao propriamente dita da técnica do Método dos Elementos Finitos ao

problema de contorno em questao ocorre ao se substituir nas equacoes (4.11)

e (4.12) o potencial vetor magnético Aeo potencial escalar elétrico modificado
v pelas suas respectivas aproximacgdes, decorrentes da discretizagao adotada

para o dominio ().

Em cada elemento finito da discretizagdo, o potencial vetor magnético é
aproximado com o uso das fungdes de forma vetoriais proprias do elemento de

aresta considerado:

na
Ae(x,y,2) = z a; W;. (4.14)

i=1
A eq. (4.14) nada mais é do que a aplicagcédo da eq. (3.4) ao caso particular do
potencial vetor magnético. Para o potencial escalar elétrico modificado «, a
aproximacao € feita com o uso das fungcdes de forma nodais convencionais de

acordo com a eq. (3.3)

nn
veé(x,y,z) = Z v; N;. (4.15)
i=1

Ao substituirmos as expressoes (4.14) e (4.15) nas equacgdes residuais (4.11) e
(4.12), se nestas ultimas restringirmos as integracées ao volume de um unico
elemento o resultado assim produzido pode ser interpretado como estando
associado a matriz de rigidez do elemento particular considerado nesta

operacgao e aos seus vetores locais.

Para um elemento genérico e, a matriz de rigidez obtida com o procedimento

descrito no paragrafo anterior € dada a seguir em termos de um
particionamento que define quatro submatrizes:
[ e ] — [ [Mj]naxna [ij]naxnn
|

rigidez e qt e
MA«r]nnxna [Mv]nnxnn (na+nn)x(na+nn)

(4.16)

Os termos da linha m e da coluna n de cada uma destas submatrizes podem

ser obtidos através das expressodes a seguir:
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[M{ln = | CIV X Wy ]" - VIV X Wy ] + jo[Wy,]" - [6][W,]) dQ (4.17)
Qe
[sz]mn =jw ( [V_l;m]t - [6] [VNn] ) dQ, (4.18)
Qe
Mg ]mn = jo | ([VNp]* - [6][VN,]) dQ. (4.19)
Qe

Quanto aos vetores locais do elemento, designados aqui por [r¢] e [rZ], estes
apenas precisam ser calculados para aqueles elementos finitos da malha
adjacentes a fronteira [; do dominio, pois provém das integrais de superficie do
segundo membro das equagdes (4.11) e (4.12). A expressao dos termos de

cada um destes dois vetores locais também sdo dadas a sequir:

[l = f Wy, + (H x i) dT, (4.20)
r

e
H

[rel,, = f UN,, - (B x 7) dr. (4.21)
Th

O uso das equagbes (4.17) a (4.21) e de um procedimento de assemblagem

para cada elemento finito da malha adotada conduz a um sistema global de

equagdes em termos das variaveis a; e v;. Estas variaveis dizem respeito

respectivamente a cada uma das arestas e nds dos elementos finitos da malha

de discretizacdo empregada. Uma representacédo esquematica deste sistema,

cuja matriz é simétrica e singular, € dada a seguir:

[ [M,] [MAU]] . [[a]] _ [[0]] n [[TA]] 4.
(Ma, 1t [M,1] Ll ~ L] ™ L] (4.22)
Na expressao anterior, o vetor [I] tem todas as posi¢cdes nulas, exceto aquela
cuja numeragao esta associada ao n6é da malha de elementos finitos que

representa o ponto de injecdo de corrente PD. Nesta posi¢céo, armazena-se o

fasor I da corrente de excitacdo do sistema de aterramento.

Com a introducdo das condicbes de contorno apropriadas, o sistema de
equacgdes anterior pode ser entao resolvido para a determinagao das incégnitas

a; e v;. A obtencéo destas incognitas permite finalmente entdo que os campos
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eletromagnéticos sejam calculados em todo o dominio com o uso das

expressoes (4.7), (4.13), (4.14) e (4.15). Para o caso do campo elétrico E por

exemplo, em cada elemento da malha obtém-se que

na
E(xy,2) = Z e+ Wi, (4.23)
i=1
sendo
e; = —jw(a; + vy — vy) (4.24)

e os indices m e n referem-se aos nés que delimitam a aresta i, que é por sua

vez orientada de m para n.

Uma questao que até aqui nao foi devidamente tratada diz respeito ao fato de
que escoamento de correntes pelo solo constitui um problema de dominio
aberto, no qual os campos eletromagnéticos e correntes elétricas em principio
se estenderiam até o infinito. Porém, torna-se necessario de alguma maneira
truncar a representacdo computacional da regido tomada para que o
desenvolvimento proposto nesta secg¢ao possa ser aplicado. Isto é feito com o
uso da técnica dos absorvedores anisotropicos ficticios (ou PML) a que ja se
fez referéncia no capitulo do estado da arte [17]. Para tanto, definem-se na
periferia do dominio truncado regides volumétricas ocupadas por materiais
dotados de propriedades convenientemente calculadas e capazes assim de

emular o efeito de um dominio aberto.

4.3 Calculo daimpedancia equivalente do aterramento

O calculo da impedancia representativa de um sistema aterramento pode ser
reduzido a um caso particular do problema mais geral de se construir um
circuito elétrico que seja equivalente a um certo sistema eletromagnético ao
qual temos acesso unicamente através de dois terminais [26]. A Figura 4.2
ilustra a situagcdo aqui considerada, na qual foi empregada uma notagao

analoga aquela da Figura 4.1.
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['=lWUT:

UC : ke

Figura 4.2 — Obtencao do bipolo equivalente a um sistema eletromagnético acessivel através
de dois terminais, através dos quais se processa a interagdo do mesmo com 0 universo
circundante.

Admite-se que no espaco () ocupado pelo sistema cujo equivalente se deseja
construir existe estabelecido um campo eletromagnético, e que a variagéo
temporal deste se da no regime harménico. Sendo este volume delimitado por
uma superficie fechada TI', pressupde-se também que toda a interacdo do
sistema com o universo existente além desta fronteira pode ser expressa
unicamente pelo conjunto constituido por um par de fasores; um referente a
tensao elétrica U entre os dois terminais que afloram através de I" e outro que

diz respeito a corrente I que escoa por estes mesmos terminais.

A primeira questdo que se apresenta nesta investigacdo € aquela que diz
respeito as condicdes necessarias para a existéncia deste par de tensio e
corrente unicamente definidos e associados aos terminais do dispositivo
contido em I'. Se, por um lado, para o caso do fasor I ndo ha sentido em
associa-lo a nenhuma outra grandeza que nao seja a prépria corrente elétrica
de conducgao escoando pelos terminais de acesso do sistema eletromagnético,
por outro para o caso do fasor de tensao U surge a necessidade de se fixar os
pré-requisitos para que ele possa ser unicamente definido. A tensao U entre os

dois terminais do dispositivo mostrados na Figura 4.2 é dada por
U= — fﬁ - td, (4.25)
A

expressao na qual o simbolo A é utilizado para designar um percurso arbitrario

apoiado sobre I' e que parte do terminal inferior e chega ao terminal superior, e
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ao longo do qual o vetor unitério £ é tangente em cada um dos seus pontos.
Substituindo-se nesta definigdo aquele resultado expresso pela eq. (4.7),

obtemos
U=jwfff-fd)l+fvv-fd)l=jwfff-fd)l + AV, (4.26)
A A A

em que AV representa a variacao total do potencial escalar V do primeiro

terminal para o segundo.

Se calcularmos uma tensdo U’ através de um percurso alternativo A’ entre os

mesmos terminais, obteremos de forma analoga
U' = jwf A-EdA +AV. (4.27)

Se U =U’, teremos entdo uma tensao elétrica unicamente definida entre os
terminais do dispositivo em acordo com o desejado. Esta condi¢do pode ser
igualmente expressa pela diferenca U —-U' =0, que com o auxilio das
expressdes anteriormente desenvolvidas pode ser reescrita de maneira

explicita no formato dado pela equagao a seguir:
U—U’=jw<f,i-fd,1—jﬁ-&m):o. (4.28)
A !

Uma vez que os percursos A e A’ apresentam as mesmas extremidades e a
mesma orientagdo, os termos contidos entre parénteses na eq. (4.28) podem
ser reunidos em apenas uma integracdo sobre um unico percurso fechado. Se
este percurso fechado dado por esta composigdo de A e A’ for designado por
A—2A" e o fragmento da superficie ' por ele delimitado denominar-se [;_,’, 0
uso entdo destas observagbes em conjunto com o teorema de Stokes produz

as expressoes

U-U'= jow fj.fdazjwj (Vxﬁ)-ﬁszO, (4.29a)
r. .
/1_/1/ A=A

U-U'= ja)f B -#idrl = 0, (4.29b)

46



Capitulo 4 - Modelagem de sistemas de aterramento no regime harménico

nas quais foi ainda empregada a definigdo do potencial vetor magnético A

A analise cuidadosa do produto dos termos igualados a zero nas equacgodes
(4.29) permite-nos entao inferir duas condi¢des, cada uma delas suficiente para
determinar a unicidade do fasor de tensdo U entre os terminais do sistema

eletromagnético analisado.

A primeira delas decorre da constatacdo de que, no limite w - 0, U —-U" -0 e
a tensao entre os terminais fica unicamente definida. Do ponto de vista pratico,
esta afirmacéo significa que em frequéncias de operagao suficientemente
baixas a tensao entre os terminais do dispositivo pode ser sempre considerada
como unica, e deste modo independente do percurso utilizado na sua defini¢cao.
Ressalta-se aqui, porém, que a unica maneira de se assegurar a unicidade da
tensao entre terminais a partir desta condicao relativa a freqliéncia é satisfazer-
se em limitar os casos de estudo a serem considerados a estas frequéncias

suficientemente baixas.

A segunda condig¢ao, por sua vez, € aquela de que a tenséo entre os terminais

fica unicamente definida se o fluxo do campo B concatenado com a superficie
I_,’ delimitada pela composi¢éo dos percursos A e A" for nulo. Como A e A’

podem em principio ser tragados arbitrariamente sobre TI', esta segunda

condicdo pode ser expressa em termos do componente normal do campo B
sobre esta superficie através de

B-#i=0emT, (4.30)
ou, de maneira equivalente e conforme o explicitado pela eq. (4.29a), em

termos do componente tangencial de A:

A-T= 0emT. (4.31)
Este dltimo resultado sintetizado na eq. (4.31) pode ser comparado e
identificado com a eq. (4.10b), que diz respeito a condigdo de contorno para o
campo A que se faz necessaria na utilizagdo da formulagdo AV-3D ungauged
do Método dos Elementos Finitos. Nesta comparacdo, evidentemente A-t=

A x 7. Verifica-se entdo que, ao menos neste contexto particular do calculo
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numérico de campos eletromagnéticos, esta segunda condicdo de unicidade
expressa pela eq. (4.31) sempre pode ser verificada, uma vez que podemos
livremente aplicar condi¢cbes de contorno ao dominio sob analise desde que, &
claro, elas nao contrariem nenhum aspecto dos fenébmenos fisicos associados
ao funcionamento do sistema eletromagnético a que nos propusemos a

modelar.

Feitas estas consideragdes a respeito da unicidade dos fasores de tensao e
corrente, passemos agora a tarefa de construgdo propriamente dita de um
circuito ou bipolo cuja impedancia entre os terminais seja equivalente ao

sistema eletromagnético genérico da Figura 4.2.

Por questédo de simplicidade, consideremos que os diversos materiais que em
geral integram o conteudo do volume Q sejam isotropicos, de modo com que os
tensores de relutividade [v] e de permissividade [¢] se reduzam a escalares.
Embora se tratem agora de escalares, convém ressaltar que estas grandezas
apresentam ainda a natureza de numeros complexos, dado o regime
permanente senoidal de operacdo. O efeito deste carater complexo € o de

fazer com que as relagdes constitutivas expressas pelas equacdes (4.4) em
termos dos vetores complexos admitam eventuais defasagens entre E e D e H

e B. Tal atraso é interpretado como uma manifestagdo das perdas de energia
decorrentes da sucessiva e periddica polarizagdo elétrica e magnética dos

materiais quando submetidos a campos alternados.
Deste modo, a permissividade elétrica ¢ e a permeabilidade magnética u = v~1

escrevem-se respectivamente através de

12

e=¢" —je (4.32)

w=pu —ju", (4.33)
em que €' e u''possuem valor real e ndo negativo.
A afirmacgao feita anteriormente de que toda a interagao do sistema contido no
interior de T' com o exterior pode ser representada pela tensédo U e pela

corrente I dos seus terminais deve ser compreendida no sentido e no contexto

das trocas de energia. Diante disto, e uma vez que o balangco de energia

48



Capitulo 4 - Modelagem de sistemas de aterramento no regime harménico

eletromagnética em uma determinada regido do espago € governado pelo
teorema de Poynting, a obtencao do circuito elétrico equivalente é feita através
da aplicacado conveniente deste teorema ao problema em questdo, em acordo

com procedimento que sera explicitado a seguir.

No contexto do regime harménico de variagdo no tempo e com o uso da
representacdo complexa para os vetores de campo, o vetor de Poynting € dado

por

i=lpem (4.34)

N| -

sendo que a sua parte real esta associada a poténcia média no tempo por
unidade de area e a sua parte imaginaria relaciona-se com as energias
armazenadas nos campos elétrico e magnético. A energia média armazenada

no campo elétrico no volume Q no regime harmdnico € dada por

¢'E - E* (4.35)
WEistrica = j 4 dsl,
Q

ao passo em que a expressao analoga para a energia magnética nas mesmas
condicoes &

—

W'H-H* (4.36)
WMagnética = f T dq.
Q

A explicitacdo destas relagcdes de poténcia e energia com o vetor de Poynting
apontadas no paragrafo anterior é realizada através da integragdo deste vetor
em uma superficie que encerra o sistema eletromagnético cujo modelo de
circuitos elétricos se pretende construir. Uma vez que o divergente do campo
E x H* é dado por

—

V-(ExH)= H -VXE— E-VxH"* (4.37a)

!

V-(E xH*) = —jwuH - H* + jwe*E - E* — 0E - E*, (4.37b)
a aplicagao do teorema de Gauss ao volume Q contido no interior superficie I'
da Figura 4.2 permite obter uma expressdao para o fluxo de poténcia

eletromagnética que penetra no dispositivo sob investigacéo:
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1,5 H-H* ¢E-E* E-E*
jg—(ExH*)-?zdF =jwf LR 4o + f d 0, (4.38)
2 W\ 2 2 W\ 2

na qual o vetor unitario 7, normal a superficie gaussiana I' em toda a sua

extensao, foi escolhido com orientagao voltada para o interior do volume Q.

A eq. (4.38) pode ser manipulada com o objetivo de nela separarmos suas
partes real e imaginaria. A primeira destas partes, a real, é dada por

—

1(,5 - e"E-E* u'H-H* oF - E*
Re —f(ExH*)-ﬁdr =a)f + £ dﬂ+f do  (4.39)
2 J; o\ 2 2 0 2

e representa a poténcia média adentrando o volume Q que é consumida por

perdas dielétricas, histeréticas e 6hmicas nos diversos materiais contidos no
interior da superficie fechada TI'. Designando o conjunto desta poténcia de

perdas pelo simbolo P,.,44s, Obtemos as expressoes a seguir:

1 = ]
Pyeraas = Re {E jﬁ (E x H*) -ﬁdr}, (4.40a)
r

e"E - E* "H . H* oF - E*
Pperdas = (UJ < 5 + a > >d.Q + J Td.Q (4.40b)
Q Q

A parte imaginaria de (4.38) é dada, por sua vez, pela expressao

e

1(,- .. . wWH-H* ¢'E-E*
Im —jg(ExH*)-ndF =2a)f - dQ, (4.41a)
2 J; 0 4 4

que a luz das equagdes (4.35) e (4.36) pode ser reescrita na forma

1 N .
Im {Ef(E X H*) n dr} = zw(WMagnética - WElétrica)- (4.41b)
r

e se relaciona com a poténcia que se faz necessario suprir unicamente para a
manutengdo do processo de troca e conversdo que se da entre as energias

elétrica e magnética armazenada nos campos estabelecidos no volume Q.

Analisemos agora também sob esta mesma oéptica do balango de energia
eletromagnético o comportamento do circuito RLC série da Figura 4.3, que é
uma possibilidade de modelo para o bipolo equivalente ao sistema

eletromagnético para o qual o equacionamento anterior foi desenvolvido. No
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regime permanente senoidal de operagdo, a poténcia complexa absorvida
pelos seus terminais e suprida pela fonte pode ser calculada em termos dos

fasores de tensao e corrente do circuito:

Ul =(R L——|II".
( +jw oC (4.42)
R L
— AN/ —

Figura 4.3 — Circuito RLC série.

A poténcia ativa P consumida pelo circuito € dada pela parte real da poténcia

complexa:
P = Re{UI"} = RII". (4.43)

A poténcia reativa Q, por sua vez, € dada pela parte imaginaria

= Im{UI*} = 2 (L”* 1 11*)
Q=1Im =20(—=—5—5z1") (4.44)

Diante de tudo o que até aqui foi exposto, o bipolo equivalente ao dispositivo
em questdo pode ser entdo finalmente construido a partir da constatagdo da
analogia de significados fisicos existente entre do fluxo de entrada do vetor de
Poynting complexo na superficie fechada I' que contém o sistema
eletromagnético em questao e a poténcia complexa absorvida pelo circuito RLC
série da Figura 4.3. Através da identificagao da expressao (4.43) com a (4.39),

a resisténcia R do modelo RLC série equivalente fica determinada:
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1 = ]
Re{UI"} = Re {Eﬂg (ExH")-7 dl“}
r
RII" = perdas

R = Foerdas (4.45)
11

A identificacdo do termo dependente da induténcia L no segundo membro da
eq. (4.44) com o primeiro termo do integrando da eq. (4.41a) determina uma

expressao para este parametro do circuito RLC:

- =

LIT* wWH-H"
2 = L 1 aq = Whagnética

. 2VVMagnéticaL (4.46)
Ir

De forma analoga, a correspondéncia entre o termo dependente da
capacitancia C da eq. (4.44) com o segundo termo do integrando da eq. (4.41a)

determina o valor deste parametro para o bipolo equivalente:

i f(gEE> Q= w,
2w2C Q 4 erred

11"

= 2 .
2w WElétrica

(4.47)

As expressdes (4.45), (4.46) e (4.47) fornecem definicbes em termos de
poténcias e energias para a resisténcia, indutédncia e capacitancia de um
circuito RLC cujo comportamento em termos energéticos € equivalente ao
sistema eletromagnético de dois terminais da Figura 4.2. A partir delas e com o
uso da formulagdo numérica do Método dos Elementos Finitos apresentadas
na seccado anterior, o calculo da impedancia equivalente ao sistema de

aterramento considerado pode ser facilmente realizado.

A idéia central do procedimento numérico utilizado para tanto € a de que, uma

vez resolvido o problema de contorno correspondente a inje¢cao de corrente em
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uma certa frequéncia no aterramento pelo Método dos Elementos Finitos, os
campos eletromagnéticos tornam-se conhecidos em toda a extensdo do
dominio Q e assim a poténcia de perdas P,..qqs € as energias Werisrrica €
Whagnética POdem ser calculadas em cada elemento da discretizagéo adotada.
Para este fim, basta restringir-se o dominio de integragao nas equagdes (4.35),
(4.36) e (4.40b) ao volume de um unico elemento. Percorrendo-se entdo deste
modo cada um dos elementos finitos da malha discretizadora e totalizando-se
cada uma das contribuigcbes assim obtidas, o valor total destas grandezas no
dominio fica determinado e os parametros R, L e C podem ser entdo calculados
com as equacgoes (4.45), (4.46) e (4.47).

As expressdes a seguir propostas por Silva [14] materializam este
procedimento de calculo e sdo apropriadas a utilizagdo em conjunto com a
formulacdo AV-3D ungauged anteriormente apresentada. Nesta formulagao,
conforme ja se discutiu, as incognitas em termos das quais se constroi o
sistema global de equagbes correspondem as grandezas de aresta a; e as
grandezas nodais v, tal como definidas nas equacdes (4.14) e (4.15). Com tais
expressoes, torna-se entdo possivel determinar o bipolo equivalente
diretamente a partir das fungdes de forma vetoriais e da solugado obtida para o

sistema global de equagdes:

NE
R=—Re —jwz{vn—vm}t (je[W]t°[d*][W]dQ> lei}p (448

I
1 NE
L= ke ) fa ([ wriwiaa) et weo
= f{}f{][]{] al)
C=——/|Im e; t( ev_v’t- G* Wdﬂ) e/ : (4.50)
@ e=1 0

Nestas expressodes, o indice e se refere a cada um dos elementos de aresta da
malha de elementos finitos, e NE designa a quantidade total destes elementos

existente no dominio.

53



Capitulo 4 - Modelagem de sistemas de aterramento no regime harménico

4.4 Aspectos gerais referentes a implementacdo da formulacao

em dois potenciais para a solugéo de sistemas de aterramento

A seccao 4.2 trouxe uma descricdo do procedimento matematico utilizado
neste trabalho para a modelagem de sistemas de aterramento com o Método
dos Elementos Finitos de aresta, e a seccdo anterior expds os aspectos
tedricos envolvidos na definicdo e no calculo numérico da impedancia
equivalente representativa de sistemas de aterramento. Neste tdpico,
informacdes que dizem respeito a realizacdo pratica desta formulagao serao

expostas.

A primeira etapa envolvida na solugdo de um problema de contorno pelo
Método dos Elementos Finitos é a discretizagdo do dominio considerado. Na
seccao 4.2, ao se fazer a exposicao da formulagdo numérica ali tratada, esta
malha de elementos finitos foi tida como dada a priori e composta por
elementos de um tipo genérico. Faz-se necessario, portanto, escolher o tipo
particular de elemento finito de aresta a ser adotado para o uso na formulagao
e de alguma maneira construir uma discretizacdo do dominio em termos desta

variedade selecionada.

No presente trabalho e no contexto de sistemas de aterramento, o dominio Q
da Figura 4.1 representa o solo nas imediacbes do aterramento e foi
discretizado em elementos finitos hexaédricos de aresta daqueles tipos
tratados no Capitulo 3 (de acordo com a Figura 3.1 e com a Figura 3.2). A
representacdo computacional deste dominio e a sua discretizacdo em
elementos finitos foram realizadas através do uso do programa Gmsh [25],

livremente distribuido através da Internet.

Naquilo que diz respeito a implementagcado da formulagao propriamente dita, ja
se afirmou na primeira sec¢ao deste capitulo que ela foi realizada com o apoio
da Dbiblioteca de classes LMAGLIB, disponivel no Laboratério de
Eletromagnetismo Aplicado da Escola Politécnica da Universidade de S&o
Paulo e que representa o produto do trabalho de diversos pesquisadores ao
longo do tempo. Através do uso desta biblioteca, tornou-se possivel tomar a

malha de elementos finitos representativa do dominio do problema de
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aterramento discretizado gerada pelo programa Gmsh e a ela aplicar a

formulacao anteriormente detalhada.

Na realidade, a época em que se deu o inicio deste trabalho, a simulacido com
o Método dos Elementos Finitos de sistemas de aterramento através da
metodologia exposta no paragrafo anterior com o uso conjunto da biblioteca
LMAGLIB e do programa Gmsh ja era possivel [14]. Contudo, por conta das
dificuldades expostas no Capitulo 3, apenas o elemento hexaédrico tri-linear de
oito nds e doze arestas era suportado e ferramentas acessoérias para a analise
de resultados e pos-processamento inexistiam ou eram bastante limitadas.
Estas lacunas puderam ser preenchidas com os trabalhos expostos a seguir
neste documento, e que representam desta forma ja uma contribuicdo ao
estudo sistematico dos sistemas de aterramento em acordo com aquilo que se

apresentara a partir deste ponto.

Para que o uso do elemento hexaédrico quadratico incompleto de vinte nés e
trinta e seis arestas fosse possivel, todas as ferramentas da LMAGLIB de
interface e comunicagdo com o programa Gmsh para a tomada de dados de
malha precisaram ser revistas, adaptadas e ampliadas. Além disto, o calculo
especifico das funcdes de forma nodais e vetoriais para a obtencdo e
assemblagem das matrizes de rigidez dos elementos finitos desta variedade

precisou ser desenvolvido e acrescentado a biblioteca.

A biblioteca LMAGLIB encontra-se desenvolvida na linguagem C++, e se utiliza
intensamente de técnicas de programagao orientadas a objetos. A Figura 4.4
exibe um excerto do diagrama de classes e herancas desta biblioteca,
particularmente aquele fragmento que ilustra o relacionamento entre as classes
que modelam os elementos finitos de aresta utilizados. Nos quadros
representativos dos elementos hexaédricos, listam-se as fungdes membro
responsaveis pelo calculo da matriz de rigidez expressa na eq. (4.16). Estas
funcdes traduzem, em ultima instancia, a realizagdo computacional das tabelas
contidas no Capitulo 3 e no Apéndice A. Reitera-se aqui mais uma vez a
afirmacao de que estas fungdes apenas puderam ser elaboradas a luz daquela
investigacao desenvolvida e registrada naquele mesmo capitulo, e representam

desta forma grande e importante parte do trabalho até aqui desenvolvido.
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Ap0s ter sido construido com o apoio das fungdes pertencentes as classes dos
elementos apresentadas no paragrafo anterior, o sistema global de equacdes é
resolvido por procedimentos numeéricos iterativos disponiveis na propria
LMAGLIB. Em particular, utiliza-se neste trabalho o algoritmo SICCG (Shifted
Incomplete Cholesky Conjugate Gradients) desta biblioteca [27].

Element

+calcScalarShapeFunctions()
+calcScalarShapeFunctionsDerivatives()
+calcVectorialShapeFunctions()
+calcShapeFunctionsCurl()
+calcShapeFunctionsGrad()
+calcJacobian()

+calcJacobianinverse()
+calcJacobianDeterminant()

EdgeElement
+calcBarycenter()
+getEdge()
+getNumberOfEdges()
+getNumberOfEquations()

{>+getNumberOfNodes()
+getCoordinates()
+setEdge()
+getCoordinates()
+getEdges()

EdgeElementHexahedralFirstOrder +getNodes() EdgeElementHexahedralSecondOrder
+calcShapeFunctionsCurl() +calcScalarShapeFunctions()
+calcShapeFunctionsGrad() +calcScalarShapeFunctionsDerivatives()
+calcPositionShapeFunctions() +calcShapeFunctionsGrad()
+calcPositionShapeFunctionsDerivatives() +calcPositionShapeFunctions()
+calcScalarShapeFunctions() +calcPositionShapeFunctionsDerivatives()
+calcScalarShapeFunctionsDerivatives() +calcVectorialShapeFunctions()
+calcVectorialShapeFunctions() +calcShapeFunctionsCurl()
+calcJacobian() +calcJacobian()
+calcJacobianinverse() +calcJacobianinverse()
+calcJacobianDeterminant() +calcJacobianDeterminant()

Figura 4.4 — Fragmento do diagrama de classes e herangas da biblioteca LMAGLIB, exibindo
as classes associadas ao elementos hexaédricos tri-linear (quadro
EdgeElementHexahedralFirstOrder) e quadratico incompleto (quadro
EdgeElementHexahedralSecondOrder).

Uma vez terminada esta etapa de resolucdo do sistema de equagdes do
problema, a andlise dos resultados é feita mediante o célculo da impedancia
equivalente do aterramento e da exibicado dos campos e potenciais obtidos no
dominio tridimensional do aterramento. Este calculo da impedancia do
aterramento é realizado levando-se em conta as hipdteses propostas por
Plonsey [26] e conforme o mecanismo adaptado ao problema discretizado
sugerido por Silva [14], que foram apresentados em detalhe na secg¢ao anterior

deste capitulo.
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Para a analise visual dos campos e potenciais a que se fez referéncia, foram
desenvolvidas ferramentas complementares que permitram com que o
programa Gmsh fosse novamente utilizado como um mdédulo de pos-
processamento para a analise dos resultados produzidos. O trabalho
desempenhado por tais ferramentas é aquele de converter em grandezas de
significado fisico mais imediato a solugao do sistema de equacdes (4.22). Esta,
num primeiro momento, ndo passa de uma massa de valores numéricos em
formato bruto ndo muito util para aplicagdes praticas de engenharia, uma vez

que é dada simplesmente por uma colegao de valores a; e v;.

Por este motivo estas aplicacdes de pds-processamento se fazem importantes,
e amostras delas encontram-se na proxima secgédo, tanto para o calculo da
impedancia do aterramento quanto para a visualizacdo dos resultados de
potenciais escalar elétrico e de campos eletromagnéticos. Nela, sera
apresentado um conjunto de simulagbes de hastes de aterramento
verticalmente enterradas em solos homogéneos, que foi utilizado tanto para a
validacdo da formulacdo numérica adotada quanto para o teste destes

complementos de software que se fizeram necessarios.

4.5 Detalhes referentes a aplicacdo em aterramentos elementares
compostos por hastes verticalmente enterradas em solos

isotropicos e homogéneos

Antes que os resultados obtidos com a aplicacdo da formulagcédo anteriormente
descrita a problemas simples de aterramento solicitados por correntes no
regime harmdnico possam ser expostos, alguns comentéarios referentes a

detalhes da execugao deste estudo se fazem aqui necessarios.

Serao aqui consideradas configuragbes de aterramento dadas por uma unica
haste metélica e cilindrica introduzida no solo, que € suposto homogéneo e
isotropico. Através desta haste se fazem escoar fasores de corrente elétrica de
diversas frequéncias, a fim de se determinar o comportamento do médulo e da

fase da impedancia equivalente do sistema em cada caso. Potenciais elétricos
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e campos eletromagnéticos sado também determinados no solo nas

proximidades do aterramento.

Uma representagédo pictérica do problema genérico descrito no paragrafo
anterior encontra-se na Figura 4.5, que contém também a notagdo adotada

para os parametros fisicos do solo e para as dimensdes geométricas da haste.

Em todos os casos de simulagdo a serem analisados, mantiveram-se
constantes a permissividade elétrica do solo (¢ = 10gy) e o raio da haste de
aterramento (a = 1,25cm). Para todos os casos admitiu-se também que a
permeabilidade magnética do solo € igual aquela do vacuo. Quanto aos demais
parametros, ou seja, a resistividade do solo p; e o comprimento £ da haste, as

combinagdes deles utilizadas na série de casos analisados encontram-se

expressos na tabela 4.1.

Solo

Ps, & Ho £

Haste

23

Figura 4.5 - Haste de aterramento cilindrica enterrada em solo homogéneo e isotrépico.

Tabela 4.1 — Combinagbes de comprimentos de haste e de resistividades de solo utilizados
nas simulagdes realizadas.

Simulacgo Comprimento da haste Resistividade do solo
¢ (m) ps (2 -m)

1 3 10

2 3 100
3 3 1000
4 24 10

5 24 100
6 24 1000
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A selecao desta série de parametros foi feita em decorréncia da necessidade
de se dispor de alguma referéncia para a validagdo dos resultados que se
produziriam. Assim, a colecao de problemas definida pela Tabela 4.1 foi aquela
escolhida para esta verificacdo pelo fato de Grcev e Popov haverem
considerado justamente estes mesmos casos de hastes de aterramento no

trabalho da referéncia [4].

Neste artigo, os autores representam a impedancia Z do aterramento por um
modelo de linha de transmissdo. Através desta hipotese, Z pode ser calculada

em modulo e fase para qualquer frequéncia através da expressao
Z = Z, coth(y?), (4.51)

onde

Zy = (4.52)
€ a impedancia caracteristica da linha do modelo e
y = \/ij’(G’ + jwC’) (4.53)

€ a sua constante de propagacao.

Os parametros C’, G' e L' nas expressdes anteriores sdo, respectivamente, a
capacitancia, a condutancia e a indutancia por unidade de comprimento de
uma haste cravada no solo. Podem ser calculados através das seguintes

férmulas, obtidas por Sunde [1]:

c 2me (4.54)

)

_ln(%{))—l

__z2n/ps (4.55)

p=£2 [m (2;) - 1]. (4.56)
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Deste modo, um estudo comparativo da resposta em frequéncia da impedancia
complexa representativa de cada aterramento da Tabela 4.1 foi realizado, no
qual se confrontaram os valores previstos pelo modelo de linha de transmissao
expresso pelas equagbes de (4.51) a (4.56) com aqueles determinados

numericamente pelo Método dos Elementos Finitos.

Os préximos paragrafos encarregam-se de fornecer uma descricdo do
procedimento utilizado para a obtencdo da representagdo geométrica da classe
de problemas ilustrada pela Figura 4.5 e da discretizagdo por meio de
elementos finitos associada. A Figura 4.6a apresenta um exemplo tipico de
malha de elementos finitos produzida com o programa Gmsh para um dos
casos da colecao de problemas considerada. Pode-se observar que apenas um
quarto do volume um torno da haste de aterramento & representado, por
questdes de simetria. A Figura 4.6b mostra uma representagdo esquematica
deste volume, e traz também a definicdo dos parametros geométricos utilizados
no dimensionamento do mesmo. A atribuicido de valores especificos de
comprimento a estes parametros é feita levando-se em consideragdo a
necessidade intrinseca do Método dos Elementos Finitos de se truncar a
representacdo do dominio, uma vez que o problema de escoamento de
correntes da haste para o solo constitui um tipico problema de dominio aberto

em Eletromagnetismo.

A estratégia adotada neste trabalho foi aquela de se associar a cada um destes
parametros geométricos um comprimento multiplo da profundidade de
penetracdo dos campos eletromagnéticos no solo, calculada em uma

frequéncia particular pertencente a regido do espectro préxima ao limite

superior do intervalo de frequéncias consideradas neste estudo.

Deste modo, e utilizando-se a notagao introduzida por meio da Figura 4.6b, os
valores numéricos atribuidos a cada um destes parametros nas simulagdes
realizadas encontram-se representados na Tabela 4.2. A profundidade de
penetragcdo no solo dos campos utilizada neste dimensionamento foi aquela
correspondente a frequéncia de 1MHz (representada nesta Tabela pelo
simbolo 6;yy,), € pode ser facilmente calculada em cada caso por meio da

expressao
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1 |1 1 \?
§ = - 1+( )—1 | (4.57)
w+\uE | 2 PsWE

Trés dos parametros definidos na Figura 4.6, nela designados por PMLx, PMLy
e PMLz, possuem um significado especial. Eles estdo ligados ao
dimensionamento da regido mais periférica do dominio, na qual se poderia
fazer uso da técnica de materiais anisotropicos ficticios (PML - Perfeclty
Matched Layers) a que se fez referéncia no Capitulo 2 para a representagao da
fronteira. A Figura 4.7 contém uma ilustracdo que exibe esta parte do domino

de maneira explicita.

Tabela 4.2 — Par&metros geométricos para o dimensionamento do dominio nas simulagées de
aterramento por meio de uma haste metalica.

Parametro geométrico

(conforme a Figura 4.6b) Comprimento Interpretagéo

3m ou 24m, conforme o caso Comprimento da haste
de simulagao (Tabela 4.1) metalica de aterramento

Comprimento da  regido
D S1MHz imediatamente adjacente a
haste nas direcbes x e y.

Comprimento da  regido
B 481 muz periférica  do solo nas
diregbes x ey

Espessura da camada de
material absorvedor
anisotrépico ficticio ao longo
da diregao x

PMLx O1muz

Espessura da camada de
material absorvedor

PMLy 1Mz anisotropico ficticio ao longo
da direcao y

Espessura da camada de
material absorvedor

PMLz S1MHz anisotrépico ficticio ao longo
da direcéo z
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Figura 4.6 — Representacao utilizada para a simulacdo do aterramento, com a malha de
elementos finitos hexaedricos, com a haste destacada em vermelho e com a superficie do solo
destacada em preto (a). As dimensdes geométricas do dominio representado sdo dadas em
termos dos parametros geométricos ¢, D, B, PMLx, PMLy, e PMLz (b).
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A utilizagcdo desta técnica consistiria na determinagdo de um comprimento
apropriado para a espessura destas camadas e na determinagdo adequada
das propriedades anisotrépicas deste meio material ficticio com a finalidade de
se eliminar quaisquer reflexdes dos campos na interface da regido azul com a
regiao vermelha da representagao contida na Figura 4.7. Pretender-se-ia com
isto modelar um dominio aberto através de uma regido volumétrica limitada, na
fronteira da qual se processam apenas a transmissao e absor¢do dos campos

eletromagnéticos.

Perfectly
Matched Layers

Dominio

Figura 4.7 — Representacdo das duas regides do dominio do problema. Em azul, o volume
ocupado pelo solo. Em vermelho a regido na periferia do dominio definida pelos pardmetros
PMLx, PMLy e PMLz, que poderia ser utilizada com a técnica de Perfectly Matched Layers.

Esta caracterizagcdo desta camada ficticia de materiais absorvedores na
periferia do dominio e a investigacao das diversas possibilidades existentes na
realizacao desta tarefa representariam por si s6 um trabalho de pesquisa
interessante e util a modelagem do sistema de aterramento aqui considerado,
porém trabalhoso. Ao invés disso, e baseando-se na experiéncia heuristica que

pode ser acumulada com a manipulagdo da ferramenta computacional
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desenvolvida, uma outra abordagem foi utilizada para o tratamento simplificado
desta questdo da transmissdo e reflexdo de ondas na fronteira do dominio
truncado. Conforme revelam os valores adotados para os parametros B, D,
PMLx, PMLy e PMLz contidos na Tabela 4.2, o comprimento total do dominio
em cada uma das trés direcoes é de seis vezes a profundidade de penetracao
dos campos eletromagnéticos no solo na freqiéncia de 1MHz. O resultado
desta escolha é o de que, na regidao periférica do dominio, os campos
decorrentes do escoamento de correntes elétricas no solo ja se encontrardo
suficientemente atenuados (para frequéncias maiores ou iguais a 1MHz, e em
grande parte também para outras frequéncias menores), tornando eventuais
componentes refletidos pouco significativos. Deste modo, contorna-se a
necessidade de se caracterizar a regidao PML do dominio, e no estudo aqui
realizado a regido vermelha da Figura 4.7 também foi preenchida em cada

caso de simulagao com o material isotrépico caracteristico do solo considerado.

Comentarios a respeito de peculiaridades envolvidas na aplicagdo de
condicbes de fronteira para a resolugdo dos problemas de contorno
representados por cada uma das simulagdes realizadas nesta série também se
fazem aqui necessarios. A Figura 4.8 mostra as condi¢des de contorno
aplicadas as variaveis do problema associadas aos nos (v;) e as arestas (a;)
pertencentes as fronteiras do dominio, bem como o recurso utilizado para a

modelagem do material condutor da haste.

A anadlise cuidadosa da Figura 4.8 e da malha de elementos finitos da Figura
4.6a mostra que na abordagem aqui utilizada o raio e o volume da haste de
aterramento ndo sao representados, uma vez que esta € tomada como um
condutor filiforme. Ndo ha desta forma um volume associado a massa metalica
da haste que possa ser malhado com hexaedros, diferentemente daquilo que
ocorre com todo o restante do dominio. Ao invés disto, aplica-se aos nds das
arestas coincidentes com o comprimento da haste filiforme uma condicdo de
contorno flutuante para o potencial escalar elétrico V. Em outras palavras, ele é
tomado como constante (mas desconhecido) ao longo de todos os nés da
malha de elementos finitos pertencentes a haste no processo de montagem e
resolugdo do sistema global de equagdes. Este procedimento representa

evidentemente uma aproximacdo, uma vez que as superficies condutoras
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apenas se comportam rigorosamente como equipotenciais no contexto da
eletrostatica ou, de forma aproximadamente equipotencial, no regime quase-
estatico de variagdo temporal dos campos. O uso desta abordagem afetara,
deste modo, o comportamento dos resultados obtidos nos casos de variagao
temporal mais rapida dos campos ou, em outras palavras, nos casos de
escoamento de correntes elétricas de frequéncias mais elevadas pelo

aterramento.

Com relagédo as demais condigdes de contorno ilustradas na Figura 4.8, estas
se encarregam de fixar a referéncia do potencial elétrico V em uma posicao
suficientemente distante do ponto de introducdo de correntes elétricas pela
haste, além de garantir a unicidade do calculo da impedéancia equivalente do

conjunto em acordo com a discussao realizada na secgao 4.3.

fronteiras do dominio
(sem a superficie do solo
e planos de simetria):

v =0 nos nos

Dominio

Na linha representando
o condutor da haste:

fronteiras do dominio (com
_.~7  asuperficie do solo e sem
_-=" [ \ osplanos de simetria):
a = 0 nas arestas e " \
v = constante nos nos & ‘\\ gl \ a=0nas arestas

Figura 4.8 — Condig¢Bes de contorno aplicadas a haste metélica e as fronteiras do dominio nas
simulagdes realizadas.
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A seguir, os resultados obtidos utilizando-se a formulagao e os procedimentos

até aqui descritos serao apresentados e discutidos.

4.6 Aplicacéo e discusséo dos resultados obtidos

Por meio da realizagdo de sucessivas simulagdes, cada uma delas com uma
diferente frequéncia para a corrente senoidal introduzida no solo por meio da
haste, foram construidos graficos de resposta em frequéncia da impedancia
equivalente do aterramento. Os casos considerados sao aqueles previstos pela
série da Tabela 4.1. A Figura 4.9 traz os resultados para as trés primeiras
simulagdes da Tabela 4.1, que dizem respeito a uma haste de trés metros de
comprimento. A Figura 4.10 por sua vez exibe os resultados analogos para os
casos de uma haste de 24m, expressos pelas trés ultimas simulacbes da
mesma tabela. Em ambos os casos foi utilizada uma discretizacdo do dominio
por meio de elementos hexaédricos quadraticos incompletos, de vinte nés e
trinta e seis arestas (Figura 3.2). As linhas cheias representam os valores
previstos pelo modelo de linhas de transmissdo exposto na seccao anterior
para a impedancia equivalente, e foram calculados com o uso da eq. (4.51). As
pequenas circunferéncias registram os valores numericamente determinados
por meio de simulagao, utilizando-se para tanto as equagdes (4.48), (4.49) e
(4.50) da secgao 4.3.

A série de simulagbes cujos resultados encontram-se representados nos
graficos da Figura 4.9 e da Figura 4.10 fornece uma visdo geral da qualidade
dos resultados obtidos com a ferramenta computacional desenvolvida em uma
ampla faixa de freqtiéncias. No entanto, ela foi conduzida sem a preocupacéao
de que em cada caso os problemas numéricos resultantes fossem todos
comparaveis. Em outras palavras e de maneira mais precisa, para cada série
de simulacao referente a uma resistividade de solo diferente foi utilizada uma
malha de discretizacdo especificamente construida para a série, que conduziu
em cada caso a um sistema de equacao de porte ndo necessariamente similar

aqueles das demais situagdes.
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Resposta em frequéncia da impedéncia equivalente de uma haste de aterramento (1 =, & = 10g), a=1.25cm. L = 3m)
350

I Hl
&
i

madulo da impedancia (ohms)

maodelo de linha de
transmissdo

]
=]

=]

angulo de fase da impedancia (graus)

20 P b Pod b P N R P
10° 10* 10° 10° 10
frequiéncia (hertz)
Figura 4.9 — Resposta em frequiéncia da impedancia equivalente de uma haste de aterramento
de trés metros de comprimento obtida com malha de elementos hexaédricos quadraticos

incompletos.

Resposta em frequéncia da impedancia equivalente de uma haste de ateramento (i = g, & = 108y, a = 1.26em, L = 24m)
200 T — T T — T T —T—T
i HE I i i T ! .

médulo da impedéncia (ohms)

frequencia (hertz)

- pg =10 Qm o simulado modelo de linha de

transmissdo
T T T T — T T T

lo de fase da impedéncia (graus)

angu

10 P P Pob i _
10° 10° 10° 10
frequéncia (hertz)
Figura 4.10 — Resposta em frequéncia da impedancia equivalente de uma haste de
aterramento de vinte e quatro metros de comprimento obtida com malha de elementos

hexaédricos quadraticos incompletos.

Com o objetivo de que uma analise mais minuciosa a respeito da qualidade
destes resultados pudesse ser realizada, e com a finalidade também de se
produzir uma comparagao entre o desempenho do novo elemento hexaédrico

quadratico incompleto de vinte nds e o do elemento hexaédrico tri-linear de oito
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nos, dois dos casos de simulagdo da Tabela 4.1 foram selecionados. Em
particular, foram escolhidos os casos de numeros 2 e 3 ali registrados, € ambos
foram resolvidos tanto com o uso do elemento ftri-linear quanto com o do
quadratico incompleto como unidade basica da malha de elementos finitos. Os
parametros de discretizagdo dos comprimentos caracteristicos do dominio
mostrados esquematicamente na Figura 4.6b utilizados em cada um dos dois

casos encontram-se disponiveis na Tabela 4.3 e na Tabela 4 .4.

Conforme se pode verificar através destas tabelas, com a utilizagdo de malhas
de elementos finitos descritas pelos parametros nelas contidos tornou-se
possivel construir nos dois casos selecionados sistemas de equagdes com uma
quantidade relativamente proxima de incognitas para ambos os tipos de
elemento hexaédrico empregados (cerca de 42000 para o caso numero 2, e

cerca de 46000 para o caso numero 3).

Tabela 4.3 — Pardmetros de discretizagdo dos comprimentos geométricos caracteristicos do
dominio para o caso de simulagdo numero 2
(#=3m,a=1,25cm, p, =100 Q-m, € = 10gy, L = Yo ).

Numero de elementos Razao da'pfogressao Numero de incognitas do
- geométrica do . ~
- finitos ao longo do . sistema de equacgobes
Parametro . comprimento dos
" comprimento s resultante
geomeétrico elementos hexaédricos
(conforme
a Figura
4.6b) Elemento Elemgn_to Elemento Elemgqto Elemento Elemgqto
tri-linear quadratico tri-linear quadratico tri-linear quadratico
incompleto incompleto incompleto
? 20 10 1,0 1.0
D 10 6 1,375 1,675
B 5 3 1,1 1,1
D+B 15 12 1,5 1,5 41225 42013
PMLx 1 1 1,0 1,0
PMLy 1 1 1,0 1,0
PMLz 1 1 1,0 1,0
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Tabela 4.4 — Paradmetros de discretizagdo dos comprimentos geométricos caracteristicos do

dominio para o caso de simulagdo niumero 3
(#=3m,a=1,25cm

ps =1000 Q -m, € = 10y, UL = Ly ).

Numero de divisdes (ou Raza:ocrir?é;;rriggrgisao Numero de incognitas do
A de elementos) ao longo geon sistema de equacgodes
Parametro . comprimento dos
- do comprimento o resultante
geométrico elementos hexaédricos
(conforme
a Figura
46b) | Elemento | Clemento | g ento | Elemento | i ento | Elemento
trislinear quadratico tri-linear quadratico trislinear quadratico
incompleto incompleto incompleto
? 20 10 1,0 1,0
D 10 7 1,55 1,975
B 5 3 1,1 1,1
D+B 15 10 1,5 1,8 46296 46076
PMLx 1 1 1,0 1,0
PMLy 1 1 1,0 1,0
PMLz 1 1 1,0 1,0

A Figura 4.11 e a Figura 4.12 apresentam os resultados obtidos para estes
casos selecionados, utilizando-se as discretizagcdes propostas na Tabela 4.3 e
na Tabela 4.4. Além de terem sido escolhidos com o propdsito anteriormente
justificado de se construir problemas numéricos de tamanho semelhante em
cada um dos casos, os parametros de discretizagdo contidos nestas tabelas
também foram escolhidos de modo com que fosse alcangado o melhor acordo
possivel no limite inferior do intervalo de frequéncias considerado (100 Hz)
entre os valores de impedéancia numericamente calculados e os valores

previstos pelo modelo de linha de transmissao adotado.
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Resposta em fregiiéncia da inpedincia equivalante da haste de aterramento do easo 2 (p= o, © = 1. gy = 10000 m. ¢ = 3. a = 1,25cm)
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Figura 4.11 - Reposta em freqiiéncia para o caso de simulagdo nimero 2 da Tabela 4.1 com
os dois tipos de elementos finitos hexaédricos. A linha azul vertical mostra o limite de
freqUiéncias até o qual o comprimento £ da haste metalica € menor que um décimo do

comprimento de onda A dos campos no solo.
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Figura 4.12 - Reposta em frequéncia para o caso de simulagdo numero 3 da Tabela 4.1 com
os dois tipos de elementos finitos hexaédricos. A linha azul vertical mostra o limite de
freqUéncias até o qual o comprimento ¢ da haste metalica € menor do que um décimo do
comprimento de onda A dos campos no solo.
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A afirmagao contida no paragrafo anterior se faz aqui necessaria pelo fato de a
experiéncia com a manipulacado da ferramenta computacional aqui considerada
haver mostrado que os resultados numéricos obtidos com ela para o valor da
impedancia equivalente sdo bastante sensiveis as caracteristicas malha e
elementos hexaédricos adotada e ao grau de discretizagdo imposto por ela.
Verifica-se que quanto mais se aumenta a concentragdo de elementos no
dominio (principalmente nas regides proximas da haste de aterramento), tanto
maior resulta a impedancia do aterramento calculada pelo procedimento aqui
utilizado. Por exemplo, se na Tabela 4.3 o numero de elementos hexaédricos
tri-lineares com que se divide o parametro geométrico D for aumentado de 10
para uma quantidade maior ou, de maneira alternativa, se incrementarmos a
razao da progressdo geométrica com que o comprimento destes elementos
crescem (tornando-os, portanto, menores e mais concentrados nas
proximidades da haste de aterramento) de 1,375 para um valor superior, o
efeito que se obtém é o de que os valores numéricos do médulo da impedancia
equivalente numericamente calculados tendem a crescer, afastando-se dos
cerca de 30 ohms mostrados nas Figura 4.11 para as baixas frequéncias. Em
outras palavras, ao se incrementar a discretizacdo do dominio torna-se
possivel ajustar os valores de mdédulo da impedancia obtidos com a simulagao
a uma curva teodrica localizada numa posigdo acima daquela prevista pelo
modelo de linha de transmissao no plano cartesiano dos graficos de resposta

em frequéncia.

Este comportamento foi verificado tanto para malhas de elementos hexaédricos
tri-lineares (conforme o relatado no paragrafo anterior) quanto para o caso de
malhas compostas pelo elemento hexaédrico quadratico incompleto. De
maneira contraria a este comportamento variavel dos valores de médulo, os de
angulos de fase da impedéancia numericamente determinada mostraram-se
bastante insensiveis a modificagbes no grau de discretizagdo imposto pela

malha de elementos finitos utilizada.

Frente a estas observagdes, o procedimento adotado para a obtengdo dos
graficos anteriores foi realizado da seguinte maneira: ajustou-se a discretizacao
da malha de elementos finitos para que se obtivesse o melhor resultado

possivel em baixas frequéncias. Tal ajuste foi realizado de forma iterativa,

71



Capitulo 4 - Modelagem de sistemas de aterramento no regime harménico

refletindo novamente a pratica e a experiéncia acumuladas com a manipulacao
da ferramenta desenvolvida, e conduziu as malhas de elementos finitos
descritas pelos dados contidos na Tabela 4.2, na Tabela 4.3 e na Tabela 4.4.
Feito isto, fixaram-se as dimensdes do dominio e a discretizagdo do mesmo,
percorrendo-se entdo a partir dai o espectro de frequéncias das correntes

injetadas no aterramento.

Os resultados contidos nos graficos de resposta em frequéncia da Figura 4.9 e
da Figura 4.10 devem ser analisados levando-se em consideragao as hipéteses
adotadas na realizagao deste estudo. O primeiro aspecto a ser levado em
conta é o de que o modelo analitico de linhas de transmissao utilizado como
parametro de comparagao tem sua validade restrita a baixas frequéncias, uma
vez que para a sua obtencdo diversas hipoteses proprias do regime quase-
estatico de variagcao temporal dos campos se fazem necessarias, conforme se
pode verificar na referéncia [1]. Entre estas hipoteses, encontram-se a
distribuicdo uniforme da corrente elétrica ao longo do comprimento da haste e o
desacoplamento entre os campos elétrico e magnético. De maneira similar, os
valores numéricos de impedancia equivalente também foram obtidos valendo-
se de uma aproximagao que restringe a validade dos mesmos a um limite de
freqiéncias ndo muito elevado, conforme a discussao da secgao anterior
naquilo que disse respeito a aplicacdo da condicdo de contorno flutuante sobre
o potencial elétrico dos nés da malha de elementos finitos associados a haste

metalica.

De acordo com Olsen [6], uma condi¢cao suficiente para que o problema de
uma haste de aterramento possa ser adequadamente representado por meio
de uma modelagem quase-estatica é aquela de que as frequéncias de
operagao do sistema sejam tais que o comprimento ¢ da haste nao exceda a
um décimo do comprimento de onda A dos campos eletromagnéticos no solo.
Deste modo, e uma vez que o comprimento de onda dos campos

eletromagnéticos no solo pode ser calculado por meio da expressao

1
2 1 1 \? -’
T
A= Z 1+( )+1 , (4.58)
w+ue |2 PsWE
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verifica-se que, nos casos de simulagao 2 e 3, as frequéncias nas quais a

condicao

£
(4.59)
1< 10

se verifica sdo aquelas menores que cerca de 1,0482 MHz e 3,0402 MHz,
respectivamente. Este critério proposto por Olsen encontra-se representado por
meio das linhas azuis verticais na Figura 4.11 e na Figura 4.12. A esquerda
destas linhas encontram-se as regides do espectro de freqiéncias nas quais
tanto o modelo de linha de transmissdo analitico quanto o procedimento
numeérico aqui utilizado devem sustentar o compromisso de representarem

adequadamente o problema fisico considerado.

Diversas consideracoes podem ser feitas a respeito dos valores de impedancia
obtidos. A primeira delas é a de que, conforme se pode facilmente verificar por
meio dos graficos de resposta em frequéncia, o uso de elementos hexaédricos
tri-lineares ou o uso de elementos quadraticos incompletos conduzem a
essencialmente os mesmos resultados, tal como demonstra a sobreposicao
dos valores simulados na Figura 4.11 e na Figura 4.12. Para as duas
qualidades de elemento, até o limite de frequéncias de 100 kHz existe um bom
acordo entre aqueles valores de modulo determinados numericamente e os
previstos pelo modelo de linha de transmissdo. Para o solo mais resistivo
(ps = 1000 Q.m), no qual o limite quase-estatico sugerido por Olsen situa-se na
frequéncia de 3,0402 MHz, esta semelhanga entre os valores se preserva
além do limite de 100 kHz. Para o solo menos resistivo (p; = 100 Q.m), os
valores de modulo numericamente determinados comegam a exceder aqueles
previstos pelo modelo de linhas de transmissdo ainda antes do limite quase-

estatico deste caso, que é de 1,0482 MHz.

Este maior intervalo de validade para a aproximagao quase-estatica no caso de
solos mais resistivos € esperada, e pode ser faciimente entendido por meio da
eq.(4.1b). Quanto menor €& a condutividade do meio material considerado,
menos significativo torna-se o componente de correntes induzidas, e menos
intenso se torna o acoplamento entre os campos elétrico e magnético no

dominio do problema.
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Grcev e Popov mostram em [4] que o modelo de linhas de transmisséo para a
haste de aterramento aqui utilizado para comparagao tende a superestimar o
valor do médulo da impedancia equivalente do aterramento nas frequéncias
mais elevadas quando comparadas com uma abordagem numeéricas baseada
em modelos eletromagnéticos completo. Uma vez que os resultados numéricos
de impedancia equivalente aqui obtidos com o Método dos Elementos Finitos
de aresta com a condicdo de contorno flutuante aplicada a haste condutora
mostraram-se nas altas-frequiéncias ainda superiores aos valores previstos
pelo modelo de linha de transmissao, constata-se finalmente que os resultados
numéricos aqui produzidos afastam-se ainda mais da modelagem
eletromagnética completa utilizada por estes autores (baseada, no caso, no
Método dos Momentos). A Figura 4.13 ilustra este fato, e mostra um detalhe da
regido de transi¢cado do limite quase-estatico para as altas frequéncias do caso
de simulagado 2. Trata-se do mesmo grafico da Figura 4.11, complementado
pelos resultados de simulagdo com o Método dos Momentos de Grcev e Popov

e restritos a uma faixa de frequéncias menor.

Comparacio dos valores de madulo da impedincia equivalemte determinados por diversas abordagens diferemes o caso 2 (p, 100 £2am, je = jua, * MWeg, £ =3m, a 1.25 cm)
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Figura 4.13 — Comparagéao dos valores de moédulo da impedancia numericamente
determinados através do Método dos Elementos Finitos de Aresta com o modelo de linha de
transmissao e com o Método dos Momentos de Grecev e Popov no caso de simulagéo 2.
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A dificuldade em se representar de maneira adequada a interface entre o
condutor da haste e o solo com a abordagem aqui utilizada pode ser verificada
se as linhas referentes ao parametro D da Tabela 4.3 e da Tabela 4.4 forem
confrontadas. Os valores de numero de divisbes e de razdo da progresséo
geométrica utilizados tornam evidente que, para o caso do solo mais resistivo,
houve a necessidade de se utilizar um perfil de discretizacao através do qual
elementos hexaédricos mais finos e estreitos se concentraram na regido
adjacente a haste condutora. Este fato, que fornece uma medida da
importancia desta regidao de interface no contexto do fendbmeno fisico aqui
considerado, € também um indicador da necessidade de se aprimorar a
modelagem do material condutor da haste metalica. Uma primeira alternativa
que se apresentaria para a substituicdo da condicdo de contorno flutuante
aplicada para a representagcdo do condutor seria uma abordagem baseada no
uso de uma impedancia superficial para a modelagem da interface entre solo e
condutor [14].

Mesmo que houvesse sido possivel argumentar de anteméo que a modelagem
com a formulagdo AV-3D ungauged adotada se utiliza ainda de hipdteses néo
condizentes com frequéncias superiores as fronteiras quase-estaticas
anteriormente determinadas, ainda assim haveria interesse em se prosseguir
além destes limites com a realizagdo de simulagdes nesta outra regido do
espectro de frequéncias. O objetivo disto seria 0 de se realizar uma pesquisa
numérica a respeito do comportamento dos procedimentos iterativos para a
solucdo dos sistemas de equacdes resultantes da aplicacdo desta formulagao
aos problemas aqui considerados de aterramento por meio de hastes

metalicas.

Tal pesquisa foi de fato realizada tal como sugerem os graficos anteriores, nos
quais os pontos de simulagdo avangam na regiao de altas frequéncias. Como
foi mencionado na seccéo 4.4, o procedimento numérico adotado na resolugao
dos sistemas de equacdes correspondentes as simulacdes em cada frequéncia
€ o SICCG (Shifted Incomplete Cholesky Conjugate Gradients). Convém
lembrar aqui que as discretizagdes utilizadas nesta pesquisa numérica sao
aquelas previstas pela Tabela 4.3 e pela Tabela 4.4, que conforme o

argumentado anteriormente conduzem os casos de simulagédo 2 e 3 a
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problemas numéricos de porte semelhante para os dois tipos de elemento
hexaédrico utilizados. Admitiu-se que a convergéncia do processo numérico foi
alcancada quando o residuo calculado no contexto deste método resultou
inferior a uma tolerancia de 10*, e um fator de aceleragdo (Shift) de 1,1 foi
adotado [27].

Os tempos de processamento medidos em minutos que se fizeram necessarios
para a convergéncia deste processo numérico de resolugdo do sistema de
equacodes nas simulagcbes em cada frequéncia encontram-se representados na
Figura 4.14 e na Figura 4.15. Em todos os casos foi utilizado um computador
tipo Intel Core 2 Duo T8100, com frequéncia de 2,1GHz e memodria RAM de 2
Gbytes. A aplicagdo computacional foi gerada com o compilador GCC 4.3.0

para a linguagem de programacéo C++ e foi executada em ambiente Linux.

Os graficos de tempo de processamento mostram que, de forma geral, as
simulacées com o elemento tri-linear sdo menos demoradas que aquelas com
o elemento quadratico incompleto, e que ha um aumento significativo de tempo

de processamento em casos de solo mais resistivo e em altas frequéncias.

Outros fatos interessantes podem ser observados se, ao invés de analisarmos
apenas o tempo de processamento, atentarmos também para o numero de
iteragdes consumidas até que o procedimento iterativo de resolugao do sistema
de equagdes convergisse. Estes valores encontram-se representado nos
graficos da Figura 4.16 e da Figura 4.17 para cada um dos dois casos de
simulagao selecionados. O conteudo destas ilustragdes permite confrontar o
comportamento do problema numérico em relacao a freqliéncia quando se usa
cada um dos tipos de elementos hexaédricos considerados neste trabalho para
a discretizagdo do dominio. A Figura 4.16 mostra que, no caso numero 2, em
que um solo menos resistivo é considerado, o uso da formulagcdo proposta com
o elemento quadratico incompleto € sempre a mais custosa em termos
computacionais do que a simulagdo com o elemento tri-linear na faixa de
frequéncias considerada, enquanto que os valores de impedancia calculados
numericamente sdo essencialmente os mesmos para as duas variedades de

elemento hexaédrico em acordo com aquilo que ja foi verificado anteriormente.
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Tempo consumido para a comvergincia (Shifted Incomplete Cholesky Conjugate Gradients, Tolerancia — 107%, Shift — 1.1, p, ~ 100 (g gro. € — 10eg, £~ Im, a — 1,25 cm)
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Figura 4.14 — Tempo de processamento com o algoritmo SICCG para resolugdo do sistema de
equacdes em cada freqiiéncia de simulagdo no caso 2.
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Figura 4.15 - Tempo de processamento com o algoritmo SICCG para resolug¢éo do sistema de
equacdes em cada freqiiéncia de simulagdo no caso 3.
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O gréfico da Figura 4.17 mostra, porém, um comportamento diferente para o
caso de simulagdo 3, no qual um solo de carater mais resistivo é investigado.
Embora novamente a qualidade dos valores de impedéncia numericamente
determinados com ambos os tipos de elemento continue sendo a mesma, uma
inversao no desempenho numérico do algoritmo SICCG com relagéo ao tipo de
elemento utilizado na malha de discretizacdo pode ser observada neste caso
nas frequéncias superiores a cerca de 1 MHz. Nesta regido do espectro, pode-
se verificar facilmente com o auxilio da Figura 4.17 que o numero de iteragdes
para a resolucao dos sistemas de equacgdes da série de simulagdes em que o
elemento tri-linear é utilizado passa a crescer de forma mais rapida do que do
quando se usa o elemento quadratico incompleto. Ao se atingir a frequéncia de

2 MHz, o numero de iteragdes com o elemento tri-linear se torna maior.

Em todos os graficos desta secgao referentes ao caso de simulagao 3, o leitor
atento podera verificar que as simulagdes nao avancaram estritamente até o
limite de frequéncia de 10 MHz como para os demais casos. Isto se deve ao
fato de que em frequéncias maiores do que aquelas dos ultimos pontos de
simulagao registrados nos graficos o procedimento numérico aparentava néo
caminhar em direcdo a convergéncia apés um numero muito grande de
iteracoes. A despeito disto, as observacdes contidas nos paragrafos anteriores
indicam que os problemas nos quais se utiliza na discretizagdo do dominio o
elemento hexaédrico quadratico incompleto de vinte nds e trinta e seis arestas
parecem se comportar de maneira menos instavel no que diz respeito ao
desempenho de processos iterativos de solugdo numérica do sistema de
equacodes em situacdes nas quais o comprimento de onda dos campos resulta
muito pequeno (decorrente da combinagao de resistividade do solo elevada e

altas frequéncias de pulsacéo).

Naquilo que diz respeito ao calculo e a exibigao de grandezas eletromagnéticas
no solo, a Figura 4.18 traz uma amostra da ferramenta de pds-processamento
elaborada para esta finalidade a que se fez mencado na secgao anterior. Com
ela, torna-se possivel tomar os resultados numéricos produzidos pela resolugao
do sistema de equacbes relativo ao problema e obter a visualizagao
tridimensional de grandezas de interesse com o auxilio mais uma vez do

programa Gmsh. Como exemplo, a Figura 4.18 mostra o potencial escalar
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elétrico no solo proximo a haste de aterramento em um dos casos de

simulagéo para uma freqiéncia particular.

Nimero de iteragies para comvergéncia (Shifted Incomplete Cholesky Congugate Gradients, Tolerincia — 107%, Shift — 1.1, p, ~ 100 (b g po. €~ 100, € = 3 moa — 1,25 em)
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Figura 4.16 — Numero de iteragdes para convergéncia do algoritmo SICCG para resolugéo do
sistema de equacgbes em cada freqiiéncia de simulagdo no caso 2.
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Figura 4.17 — Numero de iteragdes para convergéncia do algoritmo SICCG para a resolugéo do
sistema de equagdes em cada freqiiéncia de simulagao no caso 3.
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Mais especificamente, nesta figura € exibida a distribuicdo do potencial no solo
para um certo instante do periodo de oscilagdo da resposta, uma vez que a
andlise é realizada no regime harménico. A ferramenta desenvolvida é tal que
se torna possivel inclusive obter uma animacgao de todo o periodo de oscilagéo
da resposta, ao invés de um unico instante estatico como aquele que se

encontra representado na Figura 4.18.

Recursos analogos de pos-processamento também foram desenvolvidos para
a exibicdo do campo elétrico e do campo densidade de fluxo magnético no
solo. Diferentemente do que se fez para o célculo da impedéancia equivalente
do aterramento, uma analise quantitativa de validagao dos valores de campo e
de potenciais elétricos escalares no solo calculados com a abordagem até aqui
exposta por meio destas ferramentas de pds-processamento ainda precisa ser

realizada.

-5 17e+003 517e+003
B [ L EE

Figura 4.18 — Potencial escalar elétrico nas imediacdes da haste de aterramento. Valores em
volts, decorrentes da injecdo de uma corrente harménica de 1000 ampéres.
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47 Resumo

Neste capitulo foi apresentada a formulagdo AV-3D ungauged para a solugao
numérica do problema de contorno associado ao estudo do comportamento de
um aterramento por meio de uma haste metalica com o Método dos Elementos
Finitos de aresta. Discutiu-se nele também o procedimento de calculo da
impedancia equivalente ao arranjo considerado, juntamente com a metodologia
utilizada para as representagdes da haste metélica e do truncamento do

dominio.

Este problema serviu como caso de aplicagdo e validagdo das técnicas
apresentadas em capitulo anterior para a construcdo de fungdes de forma
vetoriais dos elementos hexaédricos. Por meio delas tornou-se possivel fazer
uso de um elemento hexaédrico de discretizagcdo capaz de levar a cabo
aproximacdes locais de ordem superior aquela do elemento tri-linear
anteriormente disponivel, e comparar-se a natureza dos resultados produzidos
através de cada uma destas alternativas por meio do confronto dos valores de

impedancia equivalente numericamente determinados.

Para tanto, por meio de uma implementacdo computacional da metodologia
anteriormente descrita realizada com o auxilio da biblioteca LMAGLIB,
resultados referentes ao calculo da impedancia equivalente foram produzidos e
comparados com uma modelagem analitica (0 modelo de linhas de
transmissao) e com outra numérica (método dos momentos). Através deste
estudo, foi possivel verificar para a classe de problemas aqui considerada que
a formulagdo numérica utilizada tem sua validade restringida, muito
provavelmente em decorréncia do tratamento adotado para o material condutor
da haste, a uma faixa de frequéncias cujo limite superior € governado pelas
caracteristicas do solo e pelo comprimento da haste condutora frente ao
comprimento de onda dos campos eletromagnéticos. Pdde-se constatar
também que este limite superior de validade nao é influenciado de maneira
sensivel pelo tipo dos elementos hexaédricos de aresta empregados na
discretizacdo ou pela da precisdo da aproximacgao local realizada no interior

deles.
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Uma analise referente ao desempenho do procedimento numérico iterativo
utilizado na resolugdo do sistema de equacdes associado ao problema de
contorno em questao foi também conduzida. Se para aquilo que diz respeito a
qualidade dos valores de impedancia equivalente os usos dos dois tipos de
elemento hexaédrico considerados neste trabalho se mostraram indiferentes, o
mesmo nao foi verificado com relagcéo a convergéncia do método de solugao do
sistema de equacgdes adotado. Constatou-se que na condicdo de elevada
resistividade do solo e alta frequéncia de operacéo o algoritmo SICCG passa a
convergir com menos iteracbes quando se utiliza o elemento quadratico
incompleto para a discretizagdo do dominio, indicando uma eventual vantagem
na sua utilizagcdo em relacdo ao elemento tri-linear neste contexto particular.
Cabem, porém, neste sentido, ainda maiores investigagdes, uma vez que esta
vantagem do elemento quadratico incompleto ndo tarda em ser também

comprometida pela ndo-convergéncia em frequéncias altas.
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Observacgdes gerais

Nos capitulos anteriores deste documento encontram-se registrados os
trabalhos realizados ao longo de um periodo de trés anos, transcorridos do
inicio de 2006 ao inicio de 2009. Através deles, procurou-se esclarecer,
consolidar e onde possivel ampliar o conjunto de ferramentas disponiveis ao
estudo de sistemas de aterramento em regime permanente senoidal com o
Método dos Elementos Finitos dentro dos termos previstos pelos objetivos

inicialmente delimitados.

Deste modo, a finalidade deste ultimo capitulo é aquela de oferecer uma
sintese destes desenvolvimentos que foram apresentados nas paginas
anteriores deste texto. Nele também serdo enumeradas questdes pendentes ou
sugestdes de investigagdes que se acredita que devam ser observados em

eventuais trabalhos futuros nesta linha de pesquisa.

5.2 Sintese das contribuicdes e trabalhos desenvolvidos

No inicio deste texto, foi fixado como objetivo para este trabalho o
desenvolvimento de contribuicdes a anadlise numérica de sistemas de
aterramento através do Método dos Elementos Finitos. Com isto em vista, os
principais resultados, conclusées ou contribuicdes produzidos pelo presente

trabalho encontram-se enumerados nos paragrafos a seguir:

¢ O procedimento matematico de geragado e construgcado das fungdes de forma

vetoriais dos elementos hexaédricos foi elucidado, permitindo com que estes
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sejam livremente utilizados em formulagdes do Método dos Elementos Finitos

de aresta.

e Uma nova classe representando um elemento finito hexaédrico de ordem
superior aquele anteriormente disponivel foi implementado e incorporado a
biblioteca LMAGLIB. Este elemento, o hexaedro quadratico incompleto,
encontra-se agora disponivel para ser utilizado em aplicagdes genéricas do

Método dos Elementos Finitos de aresta com o uso desta biblioteca.

e Uma aplicagao capaz de modelar aterramentos simples compostos por uma
haste metalica foi desenvolvida com o auxilio desta biblioteca. Esta dispde de
uma versatilidade maior naquilo que diz respeito a modelagem do dominio e
aos recursos de pos-processamento quando comparada com as aplicagdes
similares que a antecederam no Laboratoério de Eletromagnetismo Aplicado da

Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo.

¢ Por meio desta aplicagao, tornou-se possivel conduzir um estudo referente ao
calculo da impedancia de aterramento equivalente para varias condi¢cbes de
solo e utilizando-se dois tipos de elemento hexaédrico para a discretizagado do
dominio. Através desta investigacdo e por meio dos valores de impedancia
numericamente determinados, tornou-se evidente que, embora esteja baseada
no modelo eletromagnético completo da equacdo de onda, a formulagao
numeérica adotada para a solugdo do problema de contorno correspondente
sofre ainda de restricdes em relagcao ao limite de frequéncias no qual ela é
valida em decorréncia do tratamento simplificado que se da ao material
condutor da haste metalica. Para o universo de casos aqui considerados, foi
possivel verificar que a ordem da aproximacao local prépria do elemento
hexaédrico ndo possui influéncia sensivel sobre a extensdo deste limite de
validade. O uso do elemento hexaédrico quadratico incompleto, porém, deu
indicagdes de ser mais vantajoso do ponto de vista da solugdo numérica do

sistema de equacdes em condi¢des de solo muito resistivos.

¢ O fato de se ter tomado a biblioteca LMAGLIB como ferramenta para a

execugao deste trabalho exigiu que este cddigo fosse extensivamente
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manipulado. Desta forma, durante este processo ele péde ser testado, revisado
e eventualmente corrigido. Por exemplo, durante a montagem do conjunto de
aplicagdes anteriormente descritas neste texto, pequenos problemas até entéo
ocultos em pontos particulares desta biblioteca como a integragdo numérica
das matrizes locais dos elementos finitos, a aplicagdo de condi¢cdes de
contorno e a solugdo do sistema de equagdes puderam ser detectados e
corrigidos. Assim, e apesar de isto ndo haver sido devidamente enfatizado nos
capitulos anteriores, considera-se que este trabalho também tenha se prestado
ao aprimoramento global da biblioteca LMAGLIB. Por conta de tudo isto,
acredita-se entdo desta forma que o desenvolvimento dos trabalhos até aqui
expostos possuem também a qualidade de haverem conferido a LMAGLIB
alguma sobrevida no contexto de engenharia de software, e ofereceram ao
Laboratério de Eletromagnetismo Aplicado da Escola Politécnica uma

contribuicdo de carater ndo tanto técnico, mas mais institucional.

5.3 Sugestdes paratrabalhos posteriores e investigagdes futuras

Nesta secgado, algumas sugestdes para a orientagdo de trabalhos futuros sao

apontadas.

¢ Por conta daquilo que foi possivel concluir por meio dos estudos realizados
neste trabalho e apresentados no capitulo anterior deste texto, a representacao
do condutor por meio de uma condicdo de contorno flutuante sobre o potencial
elétrico nos nds da discretizagado pertencentes a haste de aterramento € um
procedimento inadequado a representacdo do problema fisico considerado em
frequéncias elevadas. Uma possivel linha de investigacdo diante desta
problematica seria a substituicdo desta abordagem da condigdo de contorno
flutuante por aquela da consideragdo de uma impedancia superficial para o

material condutor do aterramento [14].

¢ Neste trabalho, os esforcos concentraram-se no problema de determinacao
da impedancia equivalente do aterramento e na analise da qualidade dos

valores desta grandeza em cada um dos multiplos casos considerados.
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Valores no solo de campo elétrico e de densidade de fluxo magnético
determinados numericamente pela formulagcado para o regime harménico aqui
adotada ainda ndo foram submetidos a uma analise quantitativa exaustiva.
Esta investigacdo apresenta-se desta forma como um trabalho futuro ainda

necessario.

e Embora as questdes da representacdo de descargas atmosféricas e da
obtencdo da resposta transitéria de um sistema de aterramento por meio da
decomposicdo harménica da forma de onda nele introduzida tenham sido
contempladas no capitulo de revisao bibliografica e de analise do estado da
arte, nao foi possivel no presente trabalho avancar-se até um ponto no qual
uma analise temporal da resposta dos sistemas de aterramento pudesse ser
levada a cabo. Tao logo a questao da representagdao do condutor da haste
anteriormente mencionada tenha sido suficientemente bem resolvida e o limite
superior de frequéncia da validade da abordagem aqui utilizada tenha
aumentado, investigagdes neste sentido de se obter o comportamento no
dominio do tempo do sistema de aterramento poderao ser realizadas com mais
consisténcia. Constituem, portanto, também uma proposta para trabalhos

posteriores.

e Com o objetivo de se obter um problema numérico de porte mais compacto,
maiores investigagcbes se fazem necessarias naquilo que se refere ao
dimensionamento do dominio, a utilizacdo de camadas PML para o
truncamento do dominio e aos critérios de discretizagdo adotados para as

diversas regides da representagéo.

e Os sistemas de aterramento normalmente utilizados costumam apresentar
configuragbes mais complexas do que aquela de uma simples haste enterrada
no solo. Desta forma, torna-se natural desejar-se ainda que a aplicagdo de
simulagao desenvolvida neste trabalho seja estendida para permitir a analise
destes arranjos mais complicados, compostos, por exemplo, por grades
metalicas enterradas. As questbes anteriormente apontadas referentes ao

dimensionamento do dominio e a modelagem dos condutores metalicos
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relacionam-se a esta investigacdo e apresentam-se possivelmente como

tépicos de investigacao preliminares a esta apontada neste paragrafo.
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APENDICE A — Func6es de forma nodais e suas respectivas

derivadas parciais para elementos hexaédricos.

A.1 Elemento hexaédrico tri-linear (com oito nos)

As oito funcdes de forma nodais do elemento hexaédrico tri-linear encontram-
se na Tabela 5.1, juntamente com suas derivadas parciais. O elemento
hexaédrico de referéncia associado a este conjunto de fungdes é aquele da
Figura 3.1a, e se encontra representado a seguir novamente por conveniéncia.
As coordenadas de cada um dos oito nos deste elemento no sistema (¢,7, ()
estdo representadas explicitamente nesta ilustracdo, ou podem ser facilmente
determinadas a partir dela. A ordenag&o destes mesmos nds encontra-se nela

também disponivel.

Tabela 5.1 — Fungdes de forma nodais do elemento hexaédrico tri-linear de referéncia

, N oN; ON; N,

‘ i 3 an 3
1 1 1 1

1 FA-Oa-ma-9 —5A-ma-9 —51-H-9 —5a-Ha-m
1 1 1 1

2 FA+OA-m1-9 s1-ma-9 —5A+Oa -9 —5A+oa-mn
1 1 1 1

3 SA+OA+MA-0) SA+ma-9 FA+90-0 —5A+Oa+n
1 1 1 1

4 -9 +ma-9 —5A+ma-9 51-90-0 —5A-9a+n
1 1 1 1

5 FA-Oa-ma+9 —5A-MA+0 —51-H+0) sA-Oa-m
1 1 1 1

6 FA+OA-mMA+O) FA-MA+0) —5AHHA+O) sA+Oa-m
1 1 1 1

7 FA+OA+MA+0) FA+MA+0 FA+O+0 FA+O0+)
1 1 1 1

8 SA-HA+MA+) —5AEMa+o F1-90+0 s1-90+m
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(+1,%1:41) 7
(-1,+1,+1) (Fl=11)
a
l & g
(-1,#1,-1) (+1,-1,-1) 4 . o D
(-1,-1.-1) b

Figura 5.1 — O elemento hexaédrico tri-linear de referéncia.

A.2 Elemento hexaédrico quadréatico incompleto (com vinte nos).

De modo analogo, a Tabela 5.2 traz as fungbes de forma nodais e as suas
derivadas parciais no sistema de coordenadas de referéncia para o caso do
elemento hexaédrico quadratico incompleto de vinte ndés. O elemento de
referéncia é aquele da Figura 3.2a, reproduzida também aqui mais vez por
comodidade. As coordenadas dos nds e a ordenagao destes podem mais uma

vez ser obtidas com o auxilio desta ilustragéo.

(+1,+1,+1) 17

(-1,+#1,+1)

(-1,+1,-1)

(-1,-1,-1)

Figura 5.2 — O elemento hexaédrico quadratico incompleto de referéncia.
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Tabela 5.2 - Fungdes de forma nodais do elemento hexaédrico quadratico incompleto de

referéncia

N;

N,
0§

aN;
an

N,
a¢

=

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

1
—g(1=HA-MA-OE+n+7+2)
1
7A=-MH0a-ma-9
1
g+OA-mA-OC¢-n-¢-2)
1
zA+HA-10A-9
1
gA+OA+mMA-OE+n-¢-2)
1
z1-HA+mA-9
1
—g(1-HA+mMA-OE-n+{+2)
1
2A-HA-1 -9
1
z1-Ha-ma-¢
1
7A+HA-ma-¢
1
7A+FOA+m 1-¢H
1
z1-Ha+ma-¢
1
—gA-HA-MA+DE+n-¢+2)
1
z1-¢H0A-ma+9
1
g1+HA-MA+HE-n+{-2)
1
7A+HA-1H A+
1
gTHA+M A+HE+n+i-2)
1
7= A+ma+0
1
—gA-HA+mMA+HE-n-7+2)

1
z1-Ha-10a+9

1
FA-MA-DEE+n+5+1D
! 1 1
—36-ma-0)

1
FA-MA-DEE-n-¢-1)
L 1 2)(1
7a-1a-9
1
FA+MA-DEE+1-¢-1)
1
—35 -0
1
FA+MA-DEE-n+5+1D)
1 2
-7-ma-9
! 1 1-¢2
—2-ma-¢
L 1 1 2
Fa-ma-o
L 1 1 2
7a+ma-
! 1 1-¢2
—7+mA-¢)
1
FA-MA+DEE+1-F+1)
1
—35-A+0)
1
FA-MA+DEE-n+¢-1
1 2
7A-1A+0)
1
FAFMA+DEE+n+¢-1
1
—ZEEnA+0)
1
FA+MA+DEE—1-¢+1)

E 1 (1
—70-10+0

1
FA-DA-OE+2+{+D)
! 1 H(1
—31-01-0

1
—5+OA-0¢-2m-¢-1)
1
—3A+on-0)
1
FAFOA-0E+2 (-1
L 1 H1
FA-9H0-0
1
—51-DA-OE-2m+¢+1)
1
—3-ona-9
! 1 1 2
—31-9a-)
! 1 1 2
—31+0a-)
L 1 1 2
Fa+Ha-
L 1 1 2
Fa-Ha-

1
FA-DA+OE+2 -+ D)
! 1 (1
—31-80+0

1

—+DA+OE-2m+¢-1)
1
—3A+OnA+0)

1

FAHDA+OE +2+{-D)
L 1 H1
7A-Ha+0

1

—51-DA+OE-2m—¢+1)

1
—3A=OnA+0)

1
g(1—HA-mE+n+20+1)

—1(1 =HA -
7 7

1
—gA+O0-mE-n-2%-1

L 1 1 z
—Z+HA 1)

1
—5AHHA+ME +n -2 -1

La-easn
I n

1
g1 —HA+ME-n+20+1)

1 2
—7A-Ha-n1
1
—5-H-n)
1
—5A+HA =)
1
—3 A+ +mC

1
—5-HA+nyg

1
—5A-HA-ME+n -2 +1)

Ta-ea-n
7 7

1
g+HA-ME-n+20-1)

1 2
7A+Ha-m

1
g+OHA+ME+n+20-1)

Ta-ga+n
z n

1
—gA-Oa+ME - -6+

E 1 1-7?
Fa-00-m
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