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Teletráfego Fractal

Texto apresentado à Escola Politécnica
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Resumo

Estudos emṕıricos [1],[2] demonstraram que o tráfego das redes Internet Proto-
col (IP) possui propriedades fractais tais como impulsividade, auto-similaridade
e dependência de longa duração em diversas escalas de agregação temporal, na
faixa de milissegundos a minutos. Essas caracteŕısticas têm motivado o desen-
volvimento de novos modelos fractais de teletráfego e de novos algoritmos de
controle de tráfego em redes convergentes. Este trabalho propõe um novo modelo
de tráfego no espaço de estados baseado numa aproximação finito-dimensional do
processo AutoRegressive Fractionally Integrated Moving Average (ARFIMA). A
modelagem por meio de processos auto-regressivos (AR) também é investigada.

A análise estat́ıstica de séries simuladas e de séries reais de tráfego mostra que
a aplicação de modelos AR de ordem alta em esquemas de previsão de teletráfego
é fortemente prejudicada pelo problema da identificação da ordem do modelo.
Também demonstra-se que a modelagem da memória longa pode ser obtida às
custas do posicionamento de um ou mais pólos nas proximidades do ćırculo de raio
unitário. Portanto, a implementação do modelo AR ajustado pode ser instável
devido a efeitos de quantização dos coeficientes do filtro digital.

O modelo de memória longa proposto oferece as seguintes vantagens: a) pos-
sibilidade de implementação prática, pois não requer memória infinita, b) mode-
lagem (expĺıcita) da região das baixas freqüências do espectro e c) viabilização
da utilização do filtro de Kalman.

O estudo de caso apresentado demonstra que é posśıvel aplicar o modelo de
memória longa proposto em trechos estacionários de sinais de teletráfego fractal.
Os resultados obtidos mostram que a dinâmica do parâmetro de Hurst de sinais
de teletráfego pode ser bastante lenta na prática. Sendo assim, o novo modelo
proposto é adequado para esquemas de previsão de tráfego, tais como Controle
de Admissão de Conexões (CAC) e alocação dinâmica de banda, dado que o
parâmetro de Hurst pode ser estimado em tempo real por meio da aplicação da
transformada wavelet discreta (Discrete Wavelet Transform (DWT)).



Abstract

Empirical studies [1],[2] demonstrated that heterogeneous IP traffic has fractal
properties such as impulsiveness, self-similarity, and long-range dependence over
several time scales, from miliseconds to minutes. These features have moti-
vated the development of new traffic models and traffic control algorithms. This
work presents a new state-space model for teletraffic which is based on a finite-
dimensional representation of the ARFIMA random process. The modeling via
AutoRegressive (AR) processes is also investigated.

The statistical analysis of simulated time series and real traffic traces show
that the application of high-order AR models in schemes of teletraffic prediction
can be highly impaired by the model identification problem. It is also demon-
strated that the modeling of the long memory can be obtained at the cost of
positioning one or more poles near the unit circle. Therefore, the implementation
of the adjusted AR model can be unstable due to the quantization of the digital
filter coefficients.

The proposed long memory model has the following advantages: a) possibility
of practical implementation, inasmuch it does not require infinite memory, b)
explicit modeling of the low frequency region of the power spectrum, and c)
forecasts can be performed via the Kalman predictor.

The presented case study suggests one can apply the proposed model in pe-
riods where stationarity can be safely assumed. The results indicate that the
dynamics of the Hurst parameter can be very slow in practice. Hence, the new
proposed model is suitable for teletraffic prediction schemes, such as CAC and
dynamic bandwidth allocation, given that the Hurst parameter can be estimated
on-line via DWT.
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3.1 Fractais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.2 O Expoente de Hurst . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3 LRD e Auto-Similaridade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3.1 Dependência de Longa Duração . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3.2 Auto-Similaridade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4 Impulsividade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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5.5.1 Séries ARFIMA(0, d, 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
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3.8 FAC de uma série LRD com H = 0, 9 e N = 4096 amostras. A li-

nha cont́ınua mostra a função de autocorrelação do melhor modelo
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6.1 Tráfego coletado na rede local do LCS: série de contagem de bytes
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do ARFIMA(0; 0, 4; 0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.2 Valores de P 2
h para modelos TARFIMA(L), L = {100, 150} e

ARFIMA(0, d, 0) (coluna em que L = ∞). . . . . . . . . . . . . . 99
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1 Introdução

Este Caṕıtulo apresenta a motivação, os objetivos e as principais contribuições

deste trabalho.

1.1 Motivação

Atualmente, as operadoras de telecomunicações têm como meta a integração dos

serviços de voz, v́ıdeo, imagem e dados sobre uma única rede convergente cha-

veada por pacotes. Esta rede, que também é conhecida como rede de serviços

integrados, multisserviço, ou de próxima geração, deve possuir caracteŕısticas de

desempenho aceitáveis para cada tipo de serviço e as seguintes vantagens: redução

de custos operacionais, flexibilidade para suportar os serviços existentes e futuros

serviços ainda não previstos, alocação dinâmica de banda, transporte integrado

de todos os tipos de informação e utilização eficiente dos recursos da rede através

da multiplexação estat́ıstica. A crescente demanda por aplicações multimı́dia

também é outro fator motivador da implementação dessa rede.

Em 1988, a International Telecommunications Union - Telecommunications

Standardization Sector (ITU-T) padronizou o Modo de Transferência Asśıncrono

(Asynchronous Transfer Mode (ATM)) como tecnologia de transporte a ser ado-

tada na Rede Digital de Serviços Integrados de Faixa Larga (RDSI-FL). Entre-

tanto, a utilização da tecnologia ATM foi bastante prejudicada pela sua com-

plexidade, dificuldades de padronização e de integração ao IP e, principalmente,

porque poucas aplicações suportam o ATM de forma nativa. O ATM foi “derro-

tado” pela simplicidade e enorme sucesso da pilha de protocolos Transport Control

Protocol (TCP)/IP. O IP tornou-se o padrão de fato e é a “cola” que une toda a

Internet.

O núcleo das redes convergentes consiste numa única infraestrutura IP, com

suporte a Qualidade de Serviço - Quality of Service (QoS)1 - redes privativas virtu-

1Os parâmetros de QoS são os seguintes: Packet Delay Transfer (PDT), Packet Delay
Variance (PDV), Throughput (THRU) e Packet Loss Rate (PLR) [12].
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ais e protocolos IP versões 4 e 6 (IPv4/IPv6). A transformação da Internet numa

rede com suporte a QoS é um dos grandes desafios a serem vencidos e é por isso

que o Internet Engineering Task Force (IETF) tem proposto várias tecnologias e

padrões para a implementação de QoS na Internet, tais como: Multiprotocol Label

Switching (MPLS) [13], [14], [15], roteamento baseado em restrições (constrained-

based routing) [13], engenharia de tráfego, Serviços Integrados (Integrated Servi-

ces (IntServ)) [16] e Serviços Diferenciados (Differentiated Services (DiffServ))

[17], [18], [19], [20].

A implementação de mecanismos que regulem e monitorem o teletráfego é es-

sencial para a operação eficiente das redes convergentes. Sem controle de tráfego,

a demanda irrestrita pelos recursos compartilhados (buffers, banda e processa-

dores) pode degradar seriamente o desempenho da rede. O controle de tráfego

é necessário para proteger a QoS percebida pelos usuários e para assegurar a

eficiente utilização dos recursos da rede. O seguinte conjunto de funções de con-

trole de tráfego deve ser implementado nas redes convergentes [21]: a) CAC, b)

policiamento do usuário - Usage Parameter Control (UPC), c) controle de pri-

oridade e d) controle de congestionamento. As funções a), c) e d) envolvem a

funcionalidade de previsão on-line de tráfego.

Medições [1], [2] demonstraram que o tráfego agregado (ou heterogêneo) das

redes de dados2 possui propriedades estat́ısticas fundamentalmente diferentes do

tráfego existente nas redes telefônicas tradicionais, que usam a tecnologia de

comutação de circuitos. O matemático e engenheiro dinamarquês A. K. Erlang

mostrou em 1909 [22] que o número de chamadas telefônicas geradas durante um

determinado intervalo de tempo pode ser modelado pelo processo de Poisson [23]3.

Em contraste, traces (séries) de tráfego de dados possuem propriedades fractais

tais como dependência de longa duração4 - Long-Range Dependence (LRD) ou

memória longa - e impulsividade (grande variabilidade) em diversas escalas de

agregação temporal, que não são capturadas pelo processo de Poisson. O tráfego

em algumas redes locais - Local Area Network (LAN) - e de grande área - Wide

Area Network (WAN) é extremamente impulsivo porque tem uma distribuição

marginal com cauda pesada (não-Gaussiana)5 [25], [26], [27], [28], [29], [30].

2O tráfego de dados é a série temporal de contagem de bytes por unidade de tempo (by-
tes/bin) em um enlace da rede.

3O modelo de Poisson é uma cadeia de Markov [23, p. 502].
4No contexto desta pesquisa, os termos memória longa e auto-similaridade são sinônimos.

A rigor, auto-similaridade e dependência de longa duração são conceitos distintos. Entretanto,
conforme será mostrado mais adiante, processos estocásticos auto-similares de segunda ordem
são LRD e vice-versa. É por esta razão que a literatura não faz distinção entre os termos
auto-similaridade e LRD.

5Um comportamento parecido foi observado, no ińıcio da década de 1960, por Mandelbrot em
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Sabe-se que a probabilidade de transbordamento numa fila (buffer overflow

probability), com um único servidor que trabalha a uma taxa de serviço constante,

submetida a tráfego Markoviano é uma função exponencial do tamanho do buffer

[31]. Portanto, um aumento do buffer diminui sensivelmente a PLR (taxa de

perda de pacotes) quando o tráfego é Markoviano. Por outro lado, vários estudos

[1], [32], [33], mostraram que a memória longa e a impulsividade do tráfego de

dados degradam o desempenho da rede (a taxa de perda de pacotes aumenta),

porque a buffer overflow probability em sistemas submetidos a tráfego fractal

é uma função potência do tamanho do buffer, o que implica um decaimento

hiperbólico, muito mais lento do que o do caso Markoviano6 [30], [34]. Portanto,

tráfego auto-similar provoca buffer overflows muito mais freqüentemente do que

tráfego Markoviano. Este fenômeno foi constatado nas redes ATM do ińıcio da

década de 1990, em que os comutadores foram implementados com pequenos

buffers (de 10 a 100 células de 53 bytes) [35].

Modelos de teletráfego fractal constituem o núcleo dos mecanismos de con-

trole de tráfego em redes convergentes, tais como algoritmos de CAC baseados

em medições [36], e dos geradores de tráfego agregado, que são usados para o

dimensionamento de redes de alta velocidade e para a homologação de novos al-

goritmos de controle de tráfego via simulações e experimentos em redes de teste

(testbed networks).

1.2 Objetivos e Contribuições

O objetivo principal deste trabalho é propor um modelo de teletráfego que seja

adequado para esquemas de previsão on-line. As seguintes questões foram exa-

minadas no decorrer desta pesquisa:

• Como fazer a previsão de sinais com dependência de longa duração?

• Como aplicar a teoria de previsão de séries temporais ao tráfego real das

redes de telecomunicações?

• Teletráfego é um sinal linear ou não-linear? É Gaussiano ou não-Gaussiano?

• Como deve ser feita a estimação dos parâmetros do modelo?

• Como identificar o modelo adequado?

séries financeiras: elas também são não-Gaussianas, seguindo distribuições do tipo Lévy-stable
com variância infinita [24].

6A taxa de decaimento é dominada pelo parâmetro H ou pelo ı́ndice de cauda (tail index )
da distribuição marginal.



1.3 Estrutura da Tese 4

• Se a previsão puder ser feita com a teoria de estimação linear, então quais

seriam as técnicas dispońıveis?

Segue-se uma lista com as contribuições originais desta tese:

• Desenvolvimento de um novo modelo de teletráfego fractal no espaço de

estados.

• Proposta de uma metodologia de análise estat́ıstica de teletráfego LRD.

• Demonstração, por meio de simulações, que a modelagem de sinais com

memória longa por meio de processos AR de ordem alta pode ser inviável

na prática, dado que pode ser obtida às custas do posicionamento de um

ou mais pólos do modelo nas proximidades do ćırculo de raio unitário.

1.3 Estrutura da Tese

O Caṕıtulo 2 apresenta alguns conceitos fundamentais da teoria de séries tempo-

rais e introduz alguns modelos clássicos, tais como o processo AR. O Caṕıtulo 3

introduz a noção de fractal e formula os conceitos de LRD e auto-similaridade de

segunda ordem. Também são abordados os conceitos de variável aleatória com

distribuição de cauda pesada, distribuições estáveis e impulsividade. O Caṕıtulo

4 apresenta alguns modelos de memória longa importantes da literatura. Os

Caṕıtulos 2, 3 e 4 compõem a parte de fundamentação teórica deste trabalho. Os

resultados obtidos são apresentados pelos Caṕıtulos 5 e 6. O Caṕıtulo 5 propõe

um novo modelo de tráfego. O Caṕıtulo 6 apresenta um estudo de caso baseado

na análise de um trace de tráfego Internet. Finalmente, o Caṕıtulo 7 apresenta

as conclusões e novas idéias para trabalhos futuros.
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Parte I

Fundamentação Teórica
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2 Conceitos Básicos em Séries
Temporais

Este Caṕıtulo apresenta alguns conceitos fundamentais da teoria de séries tem-

porais e introduz os modelos AR, Moving Average (MA), AutoRegressive Moving

Average (ARMA) e AutoRegressive Integrated Moving Average (ARIMA) [37]. É

dada uma ênfase especial ao modelo AR, que é essencial para o entendimento do

novo modelo de tráfego proposto por este trabalho (vide Caṕıtulo 5). Recomenda-

se ao leitor que estiver interessado em exposições detalhadas do assunto a leitura

das referências [38], [39], [40], [41], [42], [43] e [44].

2.1 Notação de Operadores

Esta tese adota a seguinte notação de operadores:

(a) operador atrasador de 1 amostra, denotado por B:

Bx t = x t−1. (2.1)

(b) operador atrasador de m amostras, denotado por Bm, m ∈ Z:

Bmx t = x t−m. (2.2)

A resposta impulsiva1 ht do sistema atrasador de m amostras é [45]:

ht = δt−m, (2.3)

e a sua função de transferência2 (ou de sistema) é:

H(z) = z−m. (2.4)

1Resposta ao pulso unitário δt.
2Definida como a transformada z da resposta impulsiva: H(z) =

∞∑
t=−∞

htz
−t.
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(c) operador diferença3 ou filtro diferenciador, denotado por Δ:

Δx t = x t − x t−1 = (1 −B)x t, (2.5)

O filtro diferenciador tem a resposta impulsiva

ht = δt − δt−1, (2.6)

e a função de transferência

H(z) = (1 − z−1). (2.7)

(d) operador soma ou filtro integrador4, denotado por S:

Sx t =

∞∑
i=0

x t−i = x t + x t−1 + x t−2 + . . . =

= (1 +B +B2 + . . .)x t = (1 −B)−1x t = Δ−1x t. (2.8)

A função de transferência do filtro integrador corresponde à inversa da

função de sistema definida por (2.7), ou seja

H(z) = (1 − z−1)−1. (2.9)

2.2 Processos Estocásticos

A análise de séries temporais supõe que o mecanismo gerador dos dados seja um

processo estocástico, o qual é definido a seguir.

Definição 2.1 (Processo Estocástico). Seja T um conjunto arbitrário. Um pro-

cesso estocástico5 é uma famı́lia {x t, t ∈ T}, tal que, para cada t ∈ T , x t é uma

variável aleatória6 [48]. �
3As potenciações dos operadores B e Δ são definidas como Bj(x t) = x t−j e Δj(x t) =

Δ(Δj−1(x t)), j ≥ 1, com Δ0(x t) = x t [40, pág.19]. Polinômios em B e Δ são manipulados da
mesma maneira que polinômios de variáveis reais. Por exemplo,

Δ2x t = Δ(Δx t) = (1 −B)(1 −B)x t = (1 − 2B +B2)x t = x t − 2x t−1 + x t−2.

4Também conhecido como sistema acumulador.
5Vários autores da área de séries temporais, tais como Tsay[39] e Zivot e Wang [43], utilizam

o termo “série temporal” para o que neste trabalho se define como processo estocástico. Nesta
tese, o termo “série temporal” é sinônimo de “realização” de processo aleatório, conforme será
explicado mais adiante.

6Considere um espaço de probabilidade de referência (Ω,�,P), em que Ω denota o espaço
amostral de um experimento aleatório H, � é uma álgebra de Borel [46, pág. 23] de eventos
definidos em Ω e P, P : � → R, é uma medida de probabilidade [47, pág. 11]. Os elementos
ζ de Ω são os resultados aleatórios de H. A função x (.), que a cada resultado ζ associa um
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Quando o conjunto T da definição 2.1 é o conjunto dos números inteiros Z,

então {x t} é um processo estocástico de tempo discreto (ou seqüência aleatória);

{x t} é um processo estocástico de tempo cont́ınuo se T é tomado como o conjunto

dos números reais R.

A rigor, a variável aleatória x t da definição 2.1 é uma função de dois argu-

mentos x (t, ζ), t ∈ T, ζ ∈ Ω, uma vez que é definida sobre um espaço amostral

Ω. Para cada ζ ∈ Ω tem-se uma realização, trajetória ou série temporal xt [42,

pág. 22]. O conjunto de todas as realizações é denominado ensemble. Note-se

que cada trajetória é uma função ou seqüência não-aleatória, e que, para cada t

fixo, xt é um número.

O restante desta tese também adota a notação x t para um processo es-

tocástico {x t, t ∈ T}, o que é usual na literatura de engenharia elétrica (vide,

por exemplo, os livros [23], [46] e [47]).

Um processo x t é completamente especificado por meio de suas distribuições

finito-dimensionais (ou funções de distribuição de probabilidade7 de ordem n)

Fx (x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn) = P{x(t1) ≤ x1, x (t2) ≤ x2, . . . , x (tn) ≤ xn}
(2.10)

em que t1, t2, . . . , tn são elementos quaisquer de T e n ≥ 1.

A função densidade de probabilidade (PDF) de ordem n associada à

distribuição finito-dimensional (2.10)8 é dada por

fx (x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn) =
∂nFx (x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
. (2.11)

Aplicando-se a fórmula da densidade de probabilidade condicional

fx (xk|xk−1, . . . , x1) =
fx (x1, . . . , xk−1, xk)

fx (x1, . . . , xk−1)
, (2.12)

em que fx (x1, . . . , xk−1, xk) denota fx (x1, . . . , xk−1, xk; t1, . . . , tk−1, tk), seguida-

mente sobre fx (x1, . . . , xn−1, xn) obtém-se a regra da cadeia da probabilidade

[47, pág. 362]

fx (x1, x2, . . . , xn) = fx (x1)fx (x2|x1)fx (x3|x2, x1) . . . fx (xn|xn−1, . . . , x1). (2.13)

número real x (ζ), cujo domı́nio é Ω e a imagem é R, é uma variável aleatória somente se a
imagem inversa sob x (.) de todos os subconjuntos de Borel em R (esta coleção de subconjuntos
é denominada Álgebra de Borel) são eventos. Isto quer dizer que o evento {ζ : x (ζ) ≤ x} ⊂ �
para qualquer x ∈ R [47, pág. 59].

7A função de distribuição de probabilidade de primeira ordem Fx (x) também é conhecida
como função de distribuição acumulada (Cumulative Distribution Function (CDF)).

8Supondo-se que a mesma seja diferenciável.
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Quando x t é uma seqüência de variáveis aleatórias mutuamente indepen-

dentes, (2.13) pode ser reescrita como

fx (x1, x2, . . . , xn) = fx (x1)fx (x2) . . . fx (xn). (2.14)

Definição 2.2 (Processo Puramente Estocástico). Um processo {x t, t ∈ Z} pu-

ramente estocástico é uma seqüência de variáveis aleatórias mutuamente in-

dependentes [49]. �

Definição 2.3 (Processo Independente e Identicamente Distribúıdo). Um pro-

cesso Independente e Identicamente Distribúıdo (IID) {x t, t ∈ Z}, deno-

tado por x t ∼ IID, é um processo puramente estocástico e identicamente dis-

tribúıdo [49]. �

Os conceitos de estacionariedade em sentido estrito e em sentido amplo

são enunciados a seguir.

Definição 2.4 (Estacionariedade em Sentido Estrito). Um processo aleatório x t

é estacionário em sentido estrito se [46, pág. 297]

Fx (x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn) = Fx (x1, x2, . . . , xn; t1 + c, t2 + c, . . . , tn + c),

para qualquer c. � (2.15)

De acordo com (2.15), as propriedades estat́ısticas de um processo estacionário

em sentido estrito x t não mudam com uma translação do mesmo, ou seja, x t e

x (t + c) possuem as mesmas estat́ısticas para qualquer c. Esta condição é bas-

tante forte e dif́ıcil de ser verificada empiricamente, porque muitas vezes não se

sabe quais são as distribuições finito-dimensionais que caracterizam um determi-

nado processo aleatório na prática. Sendo assim, adota-se uma caracterização

parcial do processo por meio da estimação de momentos de baixa ordem como

média, autocorrelação e autocovariância e assume-se uma condição mais fraca de

estacionariedade, conhecida como estacionariedade em sentido amplo, que será

definida mais adiante (vide definição 2.5).

A média μx (t) de x t é o valor esperado da variável aleatória x t:

μx (t) = E[x t] =

∫ ∞

−∞
xfx (x; t)dx, (2.16)

em que fx (x; t) denota a função densidade de probabilidade de primeira ordem

de x t.

A autocorrelação Rx (t1, t2) de x t é o valor esperado do produto x t1x t2 [46,
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pág. 288]:

Rx (t1, t2) = E[x t1x t2 ] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2fx (x1, x2; t1, t2)dx1dx2, (2.17)

em que fx (x1, x2; t1, t2) denota a função densidade de probabilidade de segunda

ordem de x t.

A autocovariância Cx (t1, t2) de x t é a covariância das variáveis aleatórias x t1

e x t2 [46, pág. 289]:

Cx (t1, t2) = Rx (t1, t2) − μt1μt2 . (2.18)

O coeficiente de correlação ρx (t1, t2) de x t é a razão [46, pág. 294]:

ρx (t1, t2) =
Cx (t1, t2)√

Cx (t1, t1)Cx (t2, t2)
. (2.19)

A grandeza ρx (t1, t2) é uma medida do grau de dependência linear entre as

variáveis aleatórias x t1 e x t2 , ou seja, quantifica o quanto o diagrama de dispersão

de x t1 versus x t2 se aproxima de uma reta. Observe-se que a maioria dos autores

das áreas de séries temporais e de redes utiliza o termo Função de Autocorrelação

(FAC) (AutoCorrelation Function (ACF)) quando se refere à grandeza definida

por (2.19) [1], [2], [39], [43], [42] e [50].

Definição 2.5 (Estacionariedade em Sentido Amplo9). Um processo aleatório x t

é estacionário em sentido amplo [46, pág. 298] se a sua média é constante

E[x t] = μx , (2.20)

e se a autocorrelação depende somente do lag τ = t2 − t1:

Rx (t1, t2) = Rx (t1, t1 + τ) = Rx (τ). � (2.21)

Observe-se que (2.21) implica uma autocovariância que depende do lag, ou

seja, Cx (τ). Neste caso, a variância do processo estacionário é constante e é dada

por

σ2
x = Cx (0). (2.22)

O restante deste trabalho refere-se aos processos estacionários em sentido

amplo simplesmente como “processos estacionários”.

O conceito de estacionariedade é fundamental para a análise de séries tem-

9A nomenclatura “estacionariedade em sentido amplo” é amplamente adotada pelos autores
da área de engenharia elétrica [23], [46], [47], enquanto que os estat́ısticos preferem usar os
termos “estacionariedade fraca” ou “estacionariedade de segunda ordem” [39], [42] e [43].
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porais, dado que a maior parte dos procedimentos de análise estat́ıstica supõe

que as séries sejam estacionárias. Contudo, séries emṕıricas podem apresentar

alguma forma de não-estacionariedade não-explosiva, conforme será explicado a

seguir. Portanto, é necessário submeter séries não-estacionárias a algum tipo de

transformação que as torne estacionárias. Séries reais geralmente apresentam os

seguintes tipos de não-estacionariedade [42]:

(a) não-estacionariedade quanto ao ńıvel: as séries oscilam ao redor de um ńıvel

médio durante algum tempo e depois saltam para outro ńıvel. A primeira

diferença torna essas séries estacionárias.

(b) não-estacionariedade quanto à inclinação: as séries flutuam ao redor de um

reta, com inclinação positiva ou negativa. A segunda diferença desse tipo

de série é estacionária.

Definição 2.6 (Rúıdo Branco Independente). Um processo w t ∼ IID é um

Rúıdo Branco Independente (RBI) quando possui média μw e variância σ2
w ,

w t ∼ RBI(μw , σ
2
w ). �

Definição 2.7 (Rúıdo Branco). Uma seqüência {w t, t ∈ Z} de variáveis aleatórias

não-correlacionadas10 com média μw e variância σ2
w é denominada Rúıdo

Branco (RB), w t ∼ RB(μw , σ
2
w ). �

Observação 2.1 (Rúıdo Branco Gaussiano). Um RB Gaussiano (RBG) w t é um

RBI e é denotado por w t ∼ N (μw , σ
2
w ), em que N denota a distribuição normal

(Gaussiana) de probabilidades.

Considere um processo estacionário x t. A média amostral de uma realização

xt com N pontos é dada por

x̄ =
1

N

N∑
t=1

xt, (2.23)

a autocovariância amostral de lag τ por

Ĉτ =
1

N

N∑
t=τ+1

(xt − x̄)(xt−τ − x̄), (2.24)

e a autocorrelação amostral (Sample AutoCorrelation Function (SACF)) de lag

τ por

ρ̂τ =
Ĉτ

Ĉ0

, (2.25)

10Neste caso, ρ(τ) = 0 para τ 
= 0.
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em que Ĉ0 (também denotada por s2
x )

Ĉ0 = s2
x =

1

N

N∑
t=1

(xt − x̄)2 (2.26)

é a variância amostral11 de xt [43, pág.58].

Definição 2.8 (Ergodicidade). Um processo estacionário x t é dito ergódico se

os seus momentos amostrais convergem em probabilidade12 para os momentos da

população; isto é, se x̄
p−→ μ, Ĉτ

p−→ Cτ e ρ̂τ
p−→ ρτ [43, pág. 58]. �

2.3 Modelagem de Séries Temporais

A modelagem de uma série temporal xt consiste na estimação de uma função

invert́ıvel h(.), denominada modelo de x t, tal que

x t = h(. . . ,w t−2,w t−1,w t,w t+1,w t+2, . . .), (2.27)

em que w t ∼ IID e

g(. . . , x t−2, x t−1, x t, x t+1, x t+2, . . .) = w t, (2.28)

em que g(.) = h−1(.). O processo w t é a inovação no instante t e representa a

nova informação sobre a série que é obtida no instante t.

Na prática, o modelo ajustado é causal, ou seja,

x t = h(w t,w t−1,w t−2, . . .). (2.29)

A metodologia de construção de um modelo é baseada no ciclo iterativo ilus-

trado pela Fig. 2.1 [37], [42]:

(a) uma classe geral de modelos é considerada para a análise (especificação);

(b) há a identificação de um modelo, com base em critérios estat́ısticos;

(c) segue-se a fase de estimação, na qual os parâmetros do modelo são obtidos.

Na prática, é importante que o modelo seja parcimonioso13 e

11A variância amostral também pode ser definida como s2x = 1
N−1

∑N
t=1(xt−x̄)2 [23, pág.241].

12Diz-se que a seqüência {x1,x 2, . . . ,xn, . . .} converge em probabilidade para x se
lim

n→∞P (|xn − x| ≥ ε) = 0 para todo ε > 0.
13Diz-se que um modelo é parcimonioso quando o mesmo utiliza poucos parâmetros. A

utilização de um número excessivo de parâmetros é indesejável porque o grau de incerteza no
procedimento de inferência estat́ıstica aumenta com o aumento do número de parâmetros.



2.3 Modelagem de Séries Temporais 13

Postular a classe 
geral

do modelo

Identificação
do modelo

Estimação dos 
parâmetros

Diagnóstico

Não Sim

Figura 2.1: Ciclo iterativo Box-Jenkins.

(d) finalmente, há o diagnóstico do modelo ajustado por meio de uma análise

estat́ıstica da série wt de reśıduos (wt é compat́ıvel com um RB?).

O processo x t de (2.29) é linear quando corresponde à convolução de um

processo w t ∼ IID com uma seqüência determińıstica ht [51, pág. 377]

x t = ht �w t =
∞∑
k=0

hkw t−k

= w t + h1w t−1 + h2w t−2 + . . .

= (1 + h1B + h2B
2 + . . .)w t

= H(B)w t

(2.30)

em que o śımbolo � denota a operação de convolução e h0 = 1. A Eq. (2.30)

também é conhecida como representação de média móvel de ordem infinita

(MA(∞)) [41].
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A forma geral de filtro linear de (2.30) é14

x (t) =

p∑
k=1

φkx (t− k) + w(t) −
q∑

k=1

θkw (t− k). (2.31)

A seqüência ht é denominada resposta impulsiva de (2.31), também conhecida

como modelo ARMA de ordens p e q (ARMA(p, q)).

Numa forma mais compacta, tem-se que

φ(B)x t = θ(B)w t, (2.32)

em que φ(B) é o operador auto-regressivo de ordem p

φ(B) = 1 − φ1B − φ2B
2 − . . .− φpB

p (2.33)

e θ(B) denota o operador de média móvel de ordem q

θ(B) = 1 − θ1B − θ2B
2 − . . .− θqB

q. (2.34)

Se todos os pólos e zeros da função de transferência

H(z) =

∞∑
k=0

hkz
−k =

θ(z)

φ(z)
(2.35)

do filtro (2.32) estiverem dentro do ćırculo de raio unitário

φ(z) = 0, |z| < 1 (2.36)

θ(z) = 0, |z| < 1 (2.37)

então o processo x t dado por (2.30) é estacionário (ou não-explosivo) e in-

vert́ıvel, respectivamente [40, pág. 537], [51, pág. 377].

Quando as inovações em (2.30) são variáveis aleatórias com distribuição α-

estável15 (α-stable) [51], [53], [54], (2.30) define um processo não-Gaussiano

14Demonstra-se que (2.30) é a única solução do filtro (2.31) [51, pág. 377], [52].
15Uma variável aleatória X com distribuição α-estável possui cauda pesada e é definida

pela seguinte função caracteŕıstica [51]:

ΦX(w) = E[ejwX ] =
∫ ∞

−∞
fX(x)ejwx dx = exp{jμw − |σw|α[1 − jη sign(w)ϕ(w,α)]}, (2.38)

em que,

ϕ(w,α) =

{
tan (απ/2) se α 
= 1
− 2

π ln |w| se α = 1,
(2.39)

e sign(.) denota a função sinal, α (0 < α ≤ 2) é o expoente caracteŕıstico, μ (μ ∈ R) é
o parâmetro de localização, η (−1 ≤ η ≤ 1) é o parâmetro de assimetria e σ ≥ 0 é o
parâmetro de dispersão ou escala. A variância de X é infinita para 0 < α < 2.
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com variância infinita [40, pág. 535], [51, pág. 380]. Este fato é justificado

pelo teorema central do limite generalizado [54], [55], o qual afirma que, se

o limite de uma soma de variáveis aleatórias IID converge, então este limite só

pode ser uma variável aleatória com distribuição estável (a distribuição normal

é um caso particular da distribuição estável16). O próximo Caṕıtulo introduz os

conceitos de variável aleatória com distribuição de cauda pesada e as distribuições

estáveis.

Se as inovações em (2.30) tiverem variância finita, ou seja, w t ∼ RBI(μw , σ
2
w ),

então x t será Gaussiano quando ht tiver duração infinita (teorema central do

limite) [47, pág. 225]). Note-se que qualquer não-linearidade na função h(.)

de (2.29) resulta num processo x t não-linear. Neste caso, x t tem estat́ısticas

necessariamente não-Gaussianas. Por outro lado, processos Gaussianos são necessa-

riamente lineares. O restante deste Caṕıtulo assume que as inovações em (2.30)

são do tipo w t ∼ RBI(μw , σ
2
w ).

A autocorrelação do RBI w t em (2.30) é

Rw (τ) = σ2
wδτ + μ2

w , (2.40)

em que δτ denota o pulso unitário de tempo discreto17. Logo a sua função densi-

dade espectral ou Densidade Espectral de Potência (DEP)18 é

Sw (f) = μ2
wδ(f) + σ2

w , −1/2 ≤ f ≤ 1/2, (2.41)

em que f denota a freqüência normalizada e δ(f) é a função generalizada Impulso

(ou Delta de Dirac).

A DEP do processo linear x t é [45]

Sx (f) = |H(f)|2Sw (f)

= μ2
w |H(0)|2δ(f) + σ2

w |H(f)|2, −1/2 ≤ f ≤ 1/2,
(2.42)

em que H(f) = H(z)|z=ej2πf é a resposta em freqüência do filtro.

A autocovariância de x t é dada por [42, pág. 112]

Cx (τ) = σ2
w

∞∑
t=0

htht+τ , (2.43)

16Quando α = 2.
17δτ = 1 para τ = 0, δτ = 0 para τ 
= 0, τ ∈ Z.
18A DEP de w t é definida como a Transformada de Fourier de Tempo Discreto (TFTD) da

sua autocorrelação Rw (τ), ou seja, Sw (f) =
∞∑

m=−∞
Rw (m)e−j2πfm [47, pág. 351].
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e a sua variância por

σ2
x = σ2

w

∞∑
t=0

h2
t . (2.44)

O restante desta tese assume, sem perda de generalidade, que a média do

processo linear x t de (2.30) seja nula (μx = 0).

Como deseja-se que os modelos estimados na prática sejam invert́ıveis (ou

seja, a condição (2.37) é válida), pode-se definir o operador inverso G(B) =

H−1(B) e reescrever (2.30) na forma auto-regressiva de ordem infinita (AR(∞))

x t = g1x t−1 + g2x t−2 + . . .+ w t

=

∞∑
k=1

gkx t−k + w t.
(2.45)

Portanto, x t pode ser interpretado como uma soma ponderada de seus valores

passados xt−1, xt−2, . . . mais uma inovação w t. O modelo equivalente AR(∞)

sugere que pode-se calcular a probabilidade de um valor futuro x t+k estar entre

dois limites especificados, ou seja, (2.45) afirma que é posśıvel fazer inferências

ou previsões de valores futuros da série.

2.4 Modelos Auto-Regressivos

Um modelo auto-regressivo de ordem p (AR(p)) satisfaz à equação

φ(B)x t = w t. (2.46)

2.4.1 Função de Autocorrelação

Multiplicando-se ambos os membros de (2.46) por x t−k e tomando-se a esperança

obtém-se

E[x tx t−k] = φ1E[x t−1x t−k] + φ2E[x t−2x t−k] + . . .+ φpE[x t−px t−k] +E[w tx t−k],

como x t−k não depende de w t, mas somente de rúıdos até o instante t − k, que

são não-correlacionados com w t, então E[w tx t−k] = 0, k > 0, e

Cx (k) = φ1Cx (k − 1) + φ2Cx (k − 2) + . . .+ φpCx (k − p), k > 0. (2.47)

Dividindo-se (2.47) por Cx (0) = σ2
x , obtém-se

ρx (k) = φ1ρx (k − 1) + φ2ρx (k − 2) + . . .+ φpρx (k − p), k > 0, (2.48)
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ou

φ(B)ρx (k) = 0. (2.49)

Sejam G−1
i , i = 1, . . . , p, as ráızes de φ(B) = 0 (equação caracteŕıstica do

modelo [39, pág. 40]). Então pode-se escrever que

φ(B) =

p∏
i=1

(1 −GiB),

e demonstra-se que a solução geral de (2.49) é [42, pág. 116]

ρx (k) = A1G
k
1 + A2G

k
2 + · · · + ApG

k
p, (2.50)

em que as constantes Ai, i = 1, 2, . . . , p, são determinadas19 por condições iniciais

sobre ρx (0), ρx (1), . . . , ρx (p−1). Como as ráızes da equação caracteŕıstica do mo-

delo devem estar fora do ćırculo unitário20, deve-se ter que |Gk| < 1, k = 1, . . . , p.

Portanto, o gráfico da FAC de um processo AR(p) é, em geral, constitúıdo de

uma mistura de exponenciais e senóides amortecidas [39, pág. 40].

2.4.2 Identificação

Na prática, a ordem p de uma série AR é desconhecida e deve ser especificada de

forma emṕırica. Há duas abordagens para se determinar o valor de p: i) uso da

Função de Autocorrelação Parcial (FACP) e ii) uso de algum critério de

seleção (identificação) de modelo[39].

2.4.2.1 FACP de modelos AR(p)

Seja φmi o i-ésimo coeficiente de um processo AR(m), de modo que o último

coeficiente seja φmm. Fazendo-se k = 1, . . . , m em (2.48) (adota-se a seguir a

19Por exemplo, considere um modelo AR(2)

x t = φ1x t−1 + φ2x t−2 + w t

e a sua FAC, a qual satisfaz a equação de diferenças de segunda ordem

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2, k > 0

com valores iniciais ρ0 = 1 e ρ1 = φ1
1−φ2

. De (2.50), tem-se que a solução geral dessa Eq. de
diferenças de segunda ordem é [37, pág.59]

ρk =
G1(1 −G2

2)Gk
1 −G2(1 −G2

1)Gk
2

(G1 −G2)(1 +G1G2)
.

20Como B = z−1, então as Eqs. 2.36 e 2.37 podem ser reescritas como φ(B) = 0 para |B| > 1
e θ(B) = 0 para |B| > 1.
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notação simplificada ρx (k) = ρk) e levando-se em conta que ρk = ρ−k (simetria

par da FAC), obtêm-se as equações de Yule-Walker [37, pág.64], [42, pág.134],

[43, pág.69]

ρ1 = φm1 + φm2ρ1 + . . .+ φmmρm−1,

ρ2 = φm1ρ1 + φm2 + . . .+ φmmρm−2,

...

ρm = φm1ρm−1 + φm2ρm−2 + . . .+ φmm,

(2.51)

que podem ser reescritas em forma matricial⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 ρ1 . . . ρm−1

ρ1 1 . . . ρm−2

...
... . . .

...

ρm−1 ρm−2 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
φm1

φm2

...

φmm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ρ1

ρ2

...

ρm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.52)

ou na forma compacta

Rmφm = ρ̃m, (2.53)

em que Rm denota a matriz de autocorrelações de ordem m, φm é o vetor de

parâmetros do modelo e ρ̃m é o vetor de autocorrelações.

Resolvendo-se (2.53) sucessivamente para m = 1, 2, . . ., obtém-se

φ11 = ρ1

φ22 =

∣∣∣∣∣ 1 ρ1

ρ1 ρ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ρ1

ρ1 1

∣∣∣∣∣

φ33 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ1

ρ1 1 ρ2

ρ2 ρ1 ρ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2

ρ1 1 ρ1

ρ2 ρ1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.54)

e, em geral,

φmm =
|R∗

m|
|Rm| , (2.55)

em que |Rm| denota o determinante da matriz de autocorrelações de ordem m e

R∗
m é a matriz Rm com a última coluna substitúıda pelo vetor de autocorrelações.
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A seqüência {φmm, m = 1, 2, . . .} é a FACP. Demonstra-se que um modelo AR(p)

tem φmm 
= 0 para m ≤ p e φmm = 0 para m > p [37].

A FACP pode ser estimada por meio do ajuste da seqüência de modelos

AR(m), m = 1, 2, . . .

x t = φ11x t−1 + w 1t

x t = φ21x t−1 + φ22x t−2 + w 2t

...

x t = φm1x t−1 + φm2x t−2 + . . .+ φmmx t−m + wmt,

...

(2.56)

pelo método dos mı́nimos quadrados [39, pág. 40], [43, pág. 70]. A seqüência

{φ̂mm, m = 1, 2, . . .} obtida é a Função de Autocorrelação Parcial Amostral

(FACPA).

2.4.2.2 Identificação do Modelo

A idéia básica de um critério de seleção (ou critério de informação) de modelo

ARMA é escolher as ordens k e l que minimizam a quantidade [48]

P (k, l) = ln σ̂2
k,l + (k + l)

C(N)

N
, (2.57)

em que σ̂2
k,l é uma estimativa da variância residual obtida ajustando-se um modelo

ARMA(k, l) às N observações da série e C(N) é uma função do tamanho da série.

A quantidade (k + l)C(N)
N

é denominada termo penalizador e aumenta quando o

número de parâmetros aumenta, enquanto que σ̂2
k,l diminui.

Akaike [6], [56] propôs o critério de informação

AIC(k, l) = ln σ̂2
k,l +

2(k + l)

N
, (2.58)

conhecido como AIC, em que σ̂2
k,l é o estimador de máxima verossimilhança de

σ2
w para um modelo ARMA(k, l). Deve-se especificar valores limites superiores

K e L para k e l e calcular (2.58) para todas as posśıveis combinações (k, l) com

0 ≤ k ≤ K e 0 ≤ l ≤ L. Em geral, K e L são funções de N , por exemplo,

K = L = lnN [48, pág. 85].

Para o caso de modelos AR(p), (2.58) reduz-se a

AIC(k) = ln σ̂2
k +

2k

N
, k ≤ K. (2.59)
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Outro critério sistemático bastante utilizado é o (Schwarz) Bayesian Infor-

mation Criteria (BIC) [43, pág. 77]

BIC(k, l) = ln σ̂2
k,l +

lnN

N
(k + l). (2.60)

Para o caso de modelos AR(p), (2.60) reduz-se a

BIC(k) = ln σ̂2
k +

k lnN

N
. (2.61)

2.4.3 Estimação de Modelos AR

Tendo-se identificado a ordem p do modelo AR, pode-se partir para a fase de

estimação dos parâmetros. Os métodos dos momentos, Mı́nimos Quadrados (MQ)

e Máxima Verossimilhança (MV) podem ser usados para tal [42], [44], [48]. Como

em geral os estimadores de momentos não são bons [42], pacotes estat́ısticos

como S-PLUS, E-VIEWS, etc., utilizam algum Estimador de Mı́nimos Quadrados

(EMQ) ou Estimador de Máxima Verossimilhança (EMV). Os livros [42] e [48]

de Morettin fornecem maiores detalhes sobre o assunto.

2.5 Modelagem de Séries Não-Estacionárias

Um processo não-estacionário tem momentos que dependem do tempo. As formas

mais comuns de não-estacionariedade são causadas pela variação da média e da

variância com o tempo.

2.5.1 Séries Estacionárias com Relação a Tendências

Um processo y t é dito estacionário com relação a tendências se for da forma

y t = TDt + x t, (2.62)

em que TDt denota o termo de tendências determińısticas (constante, tendência,

sazonalidade, etc.) que depende de t e x t é um processo estacionário. Por exem-

plo, o processo y t dado por

y t = μ+ δt+ x t, x t = φx t−1 + w t

y t − μ− δt = φ(y t−1 − μ− δ(t− 1)) + w t

y t = c+ βt+ φy t−1 + w t

(2.63)
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em que |φ| < 1, c = μ(1− φ) + δ, β = δ(1− φ)t e w t é um RBG com média nula

e potência σ2, é um processo AR(1) estacionário com relação a tendências [43].

2.5.2 Modelo ARIMA

Se o processo que corresponde à diferença de ordem d = 1, 2, . . . de x t

y t = (1 − B)dx t = Δdx t (2.64)

for estacionário, então pode-se representar y t por meio de um modelo ARMA(p, q)

φ(B)y t = θ(B)w t. (2.65)

Neste caso,

φ(B)Δdx t = θ(B)w t (2.66)

é um modelo ARIMA(p, d, q) e diz-se que x t é uma “integral” de y t [42], pois

x t = Sdy t. (2.67)

É dáı que surge o termo “integrado” do acrônimo ARIMA, indicando que (2.66)

é um modelo integrado de ordem d, denotado por x t ∼ I(d).

Como o filtro ARIMA(p, d, q)

H(z) =
θ(z)

φ(z)(1 − z−1)d
(2.68)

é marginalmente estável [52], pois possui d pólos sobre o ćırculo unitário, x t de

(2.66) é um processo não-estacionário homogêneo (no sentido de ser não-

explosivo) ou portador de ráızes unitárias [39], [42], [43]. Observe-se que [42,

pág.139]:

(a) d = 1 corresponde ao caso de séries não-estacionárias homogêneas quanto ao

ńıvel (oscilam ao redor de um ńıvel médio durante algum tempo e depois

saltam para outro ńıvel temporário);

(b) d = 2 corresponde ao caso de séries não-estacionárias homogêneas quanto à

inclinação (oscilam numa direção por algum tempo e depois mudam para

outra direção temporária).

O modelo ARIMA (2.66) pode ser representado de três formas:
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(a) ARMA(p + d, q) (similar à Eq. (2.31))

x (t) =

p+d∑
k=1

ϕkx (t− k) + w(t) −
q∑

k=1

θkw (t− k); (2.69)

(b) AR(∞) (forma invertida), dada por (2.45) ou

(c) MA(∞), conforme (2.30).

2.5.3 Passeio Aleatório

Considere o modelo y t ∼ I(1)

y t = y t−1 + x t, (2.70)

em que x t é um processo estacionário. Supondo-se a condição inicial y0, tem-se

que (2.70) pode ser reescrita como uma soma integrada

y t = y0 +

t∑
j=1

x j. (2.71)

A soma integrada
∑t

j=1 x j é denominada tendência estocástica e é denotada por

TSt. Observe-se que

TSt = TSt−1 + x t, (2.72)

em que TS0 = 0.

Se x t ∼ N (0, σ2
x ) em (2.70), então y t é conhecido como passeio aleatório ou

casual. Incluindo-se uma constante no lado direito de (2.70), tem-se um passeio

aleatório com drift,

y t = θ0 + y t−1 + x t. (2.73)

Dada a condição inicial y0, pode-se escrever

y t = y0 + θ0t+

t∑
j=1

x j

= TDt + TSt

(2.74)

e demonstra-se que a média, variância, autocovariância e ACF de y t são dadas
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respectivamente por [57]

μt = y0 + tθ0 (2.75)

σ2(t) = tσ2
x (2.76)

Ck(t) = (t− k)σ2
x (2.77)

ρk(t) =
t− k

t
. (2.78)

Observe que ρk(t) ≈ 1 quando t >> k e é por isso que a literatura afirma que

um passeio aleatório tem “strong memory” (“memória forte”) [39]. Note também

que a SACF do passeio aleatório decai linearmente para grandes lags.
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3 A Natureza Fractal do
Teletráfego

Este Caṕıtulo introduz a noção de fractal e formula os conceitos de LRD e auto-

similaridade de segunda ordem. Também são abordados os conceitos de variável

aleatória com distribuição de cauda pesada, distribuições estáveis e impulsividade

[30]. Uma discussão detalhada dos conceitos de fractais e multifractais não faz

parte do escopo desta tese. Recomenda-se ao leitor interessado a leitura das

seguintes referências: [58], [59], [60], [61], [62], [63], [11], [64] e [65].

3.1 Fractais

As formas da geometria clássica - triângulos, ćırculos, esferas, etc. - perdem suas

estruturas quando ampliadas (isto é, quando se dá um zoom numa determinada

região da figura). Por exemplo, uma pessoa na superf́ıcie da Terra tem a impressão

de que a mesma é plana (já um astronauta em órbita vê uma Terra redonda).

Suponha que um indiv́ıduo não tenha sido informado de que foi posicionado num

ponto de um ćırculo com raio de curvatura da ordem de centenas de quilômetros.

Esse observador percebe o ćırculo como sendo uma reta, apesar disto não ser

verdade.

Benoit B. Mandelbrot propôs em 1975 [59] o termo fractal (do latim fractus,

que tem o significado de fraturado, quebrado) para designar objetos matemáticos

que possuem uma estrutura rica em detalhes ao longo de muitas escalas de ob-

servação. O conjunto de Mandelbrot ou o “boneco de pão-de-mel” da Fig. 3.1 é

um fractal matemático com estrutura detalhada (ou seja, é altamente irregular)

ao longo de uma série infinita de escalas. Note-se que a Fig. 3.1 (b), obtida por

meio de um zoom de uma determinada região da Fig. 3.1 (a), mostra que existe

um sub-boneco de pão-de-mel embebido no boneco original. Esta caracteŕıstica

ilustra uma outra propriedade dos fractais conhecida como auto-similaridade:

um objeto auto-similar contém réplicas menores de si mesmo em todas as esca-
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las. O conjunto de Mandelbrot é um exemplo de fractal determińıstico, pois é

exatamente auto-similar.

As ciências f́ısicas e humanas nos dão vários exemplos de fractais aleatórios,

em que a auto-similaridade ocorre num sentido estat́ıstico, tais como séries tem-

porais nas áreas de climatologia e hidrologia, séries de imagens de ressonância

magnética funcional do cérebro humano, movimento turbulento de fluidos e séries

de dados financeiros, dentre outros, que envolvem uma extensa faixa de escalas

de medição [58], [67], ou seja, que não ocorrem numa escala temporal ou espacial

caracteŕıstica. O contorno de um litoral (vide Fig. 3.2) e a couve-flor (vide Fig.

3.3) são exemplos de fractais encontrados na natureza [3].

Um fractal matemático bastante conhecido é o conjunto de Cantor, descrito

em 1883 pelo matemático alemão Georg Cantor [68] apud [69], o qual é constitúıdo

por um número infinito não-enumerável de pontos no segmento [0, 1] da reta real.

O conjunto de Cantor pode ser obtido de acordo com os seguintes passos: 1)

comece com o intervalo [0, 1], 2) remova o intervalo aberto (1/3, 2/3), ou seja,

remova o terço do meio de [0, 1], mas não os números 1/3 e 2/3 e 3) a cada nova

iteração, remova o terço do meio (intervalo aberto) dos segmentos resultantes do

passo anterior. A Fig. 3.4 mostra as cinco primeiras iterações do procedimento

acima descrito.

A Fig. 3.5 ilustra que o tráfego Ethernet coletado numa rede local da Univer-

sidade de Drexel é auto-similar e altamente impulsivo em quatro escalas temporais

de agregação (10 ms, 100 ms, 1 s e 10 s). A série na escala de 100 ms foi obtida

por meio de uma agregação da série na escala de 10 ms, ou seja, uma ordenada

da série de 100 ms corresponde à soma dos bytes em 10 bins consecutivos da série

na escala de 10 ms. O mesmo procedimento foi aplicado para obtenção das séries

nas escalas de 1 s e 10 s, que são agregações das séries nas escalas de 100 ms

e 1 s, respectivamente. É surpreendente observar que agregações sucessivas não

suavizam o tráfego (a suavização aconteceria se o tráfego fosse bem modelado

pelo processo de Poisson1 [2]). Note-se que a alternância de peŕıodos de surtos e

de suavidade é preservada nas quatro escalas de tempo em questão. Isto permite

afirmar que não há uma escala de tempo caracteŕıstica para a ocorrência de sur-

tos. Esta propriedade de invariância com relação à mudança de escala temporal

é conhecida na literatura como “scaling invariance” ou “scaling behavior” (que

devem ser entendidos como sinônimos de auto-similaridade) [61], [70].

Na Fig. 3.6, pode-se observar, qualitativamente, as diferenças entre o tráfego

1Agregações sucessivas de uma série temporal de Poisson tendem a produzir séries do tipo
RB, conforme ilustrado pela Fig. 3.6 (vide séries de Poisson da coluna central).
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Figura 3.1: A Fig. (a) é o conjunto de Mandelbrot, também conhecido como
“boneco de pão-de-mel”. A Fig (b) mostra um sub-boneco de pão-de-mel que

está embebido na Fig. (a). As figuras foram obtidas via MATLAB utilizando-se o
código de A. Klimke [66], da Universidade de Stuttgart.
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(a) (b)

(c)

Figura 3.2: As Figs. (a), (b) e (c) são fotos do litoral da Suécia (com
resoluções de 1,4 km, 500 m e 250 m, respectivamente) que foram tiradas pelo
satélite Terra em 2000 [3]. Essas fotos mostram que o contorno de um litoral é

fractal: quando ampliado, novos detalhes são revelados.

Figura 3.3: Foto que ilustra a auto-similaridade de uma couve-flor [3]. Note
que as partes menores se parecem com a couve-flor original.
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Figura 3.4: Ilustração das cinco primeiras iterações para obtenção do conjunto
de Cantor. Repare-se que o formato de uma determinada parte do objeto,
quando magnificada, se assemelha ao formato do todo (auto-similaridade).

Figura 3.5: Visualização do tráfego Fast Ethernet (100 Mbps) coletado num
servidor WWW/Email/FTP da Universidade de Drexel [4] em quatro diferentes
ńıveis de agregação: 10 ms, 100 ms, 1 s e 10 s (de cima para baixo). Este trace

tem um tamanho total de 3 h.
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Figura 3.6: Comparação de tráfego Ethernet real e sintetizado [1]. À esquerda
tem-se o tráfego real, ao centro tráfego simulado utilizando-se o modelo de

Poisson e à direita tráfego gerado por meio de um modelo auto-similar.

Ethernet real e o tráfego simulado por meio do modelo de Poisson [1]. Para o

tráfego Ethernet (à esquerda), note-se que a alternância de peŕıodos de surtos

e de suavidade também é preservada em várias escalas de tempo, como na Fig.

3.5. Para o tráfego Poisson (ao centro), note-se que peŕıodos de surto de tráfego

ocorrem em escalas de tempo menores (10 milissegundos e 0,1 segundo) e que a

agregação resulta numa série de ńıvel aproximadamente constante (vide o gráfico

em que a unidade de tempo é igual a 10 segundos), o que é uma clara indicação

de que as propriedades estat́ısticas do tráfego Poisson não são mantidas ao longo

de várias escalas de agregação. Para o tráfego sintetizado por meio de um modelo

auto-similar (à direita), pode-se observar que também há alternância de peŕıodos

de surtos e de suavidade em várias escalas de tempo.
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Figura 3.7: Tráfego multifractal simulado por meio do modelo MWM. Note-se
que a impulsividade da série varia no tempo (heterocedasticidade).

3.2 O Expoente de Hurst

Por razões históricas, o grau de persistência (LRD) de uma série temporal é ca-

racterizado pelo parâmetro H , 0 < H < 1, de Hurst2 [71]. Uma série temporal é

LRD (auto-similar) quando 1/2 < H < 1 e tem memória curta ou dependência de

curta duração (Short-Range Dependence (SRD)) para 0 < H ≤ 1/2 [58]. Quanto

mais próximo H estiver de 1, maior será o grau de persistência da série. Infor-

malmente, diz-se que uma série é monofractal quando H é invariante no tempo e

multifractal quando H varia no tempo de forma determińıstica ou aleatória. Os

artigos [61], [72], [73], [74] mostraram que o tráfego WAN pode ser multifractal

(com distribuição marginal não-Gaussiana) em escalas refinadas de tempo (até

centenas de milissegundos), em contraste com o comportamento monofractal (ou

auto-similar) que foi observado para o tráfego LAN [1]. A Fig. 3.7 mostra uma

realização produzida pelo modelo Multifractal Wavelet Model (MWM) de Riedi

et al [11].

Vários pesquisadores notaram que a FAC de várias séries temporais emṕıricas

em hidrologia [71], economia [75], [76] e telecomunicações [1], [2] apresenta um

decaimento extremamente lento, do tipo hiperbólico, para grandes valores de lag.

Isto quer dizer que a dependência entre observações distantes daquelas séries, ape-

sar de serem pequenas, não são de maneira alguma despreźıveis. Em contraste,

séries SRD têm FACs com decaimento rápido, do tipo exponencial. A Fig. 3.8

mostra a FAC de uma série LRD com H = 0, 9 e N = 4096 amostras, que foi

2Hurst, um hidrologista, observou que a série histórica do ńıvel mı́nimo anual do rio Nilo
possui memória longa. Esta série tem sido registrada há centenas de anos.
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Figura 3.8: FAC de uma série LRD com H = 0, 9 e N = 4096 amostras. A
linha cont́ınua mostra a função de autocorrelação do melhor modelo

auto-regressivo (AR) que pôde ser ajustado pela função ar do software
S+FinMetrics [5] à série segundo o critério AIC [6]. No caso, obteve-se um

modelo AR(15). Note que o decaimento da autocorrelação do modelo AR(15)
ajustado decai mais rapidamente (exponencialmente) para zero do que o da

série LRD.

simulada pelo gerador wavelet de tráfego desenvolvido por Mello, Lima, Lipas e

Amazonas [77], [78]. Observe que a FAC é altamente persistente, apresenta um

decaimento lento para zero e tem valores significativos até o lag 200. Tráfego

agregado também pode apresentar uma FAC que mistura as caracteŕısticas de

memória longa e de dependência de curta duração (SRD) [50], [79], [80], compor-

tamento t́ıpico da classe de modelos Fractional Autoregressive Integrated Moving

Average (FARIMA) (ou ARFIMA) [81], [82], que será abordada no Caṕıtulo 4.

A memória longa é caracterizada no domı́nio da freqüência pela existência de

uma singularidade do tipo 1/fα, 0 < α < 1 (α = 2H−1), para f → 0. A Fig. 3.9

mostra que a DEP de um modelo LRD da classe Fractionally Differenced (FD)3

[81], [82] com parâmetro d = 0, 4 (d = H−1/2) apresenta o comportamento 1/fα

na origem do espectro, ao passo que um modelo AR de ordem 4 (AR(4)) não. A

literatura costuma referir-se aos processos LRD como “rúıdos 1/f”.

3O modelo FD(d) corresponde ao processo FARIMA(p, d, q) com p = q = 0, em que p denota
o parâmetro autoregressivo e q o de média móvel.
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Figura 3.9: DEPs para modelos AR(4) e FD(0,4) de mesma potência.

3.3 LRD e Auto-Similaridade

3.3.1 Dependência de Longa Duração

Considere um processo aleatório estacionário x t, t ∈ Z, com média μx e variância

σ2
x . Sejam x1, x2, . . . , xN observações de uma realização xt. Se as variáveis

aleatórias x 1, x 2, . . . , xN forem independentes ou não-correlacionadas, então, a

variância de x̄ (média amostral) será dada por

σ2
x̄ =

σ2
x

N
. (3.1)

Se a amostra for suficientemente grande, a distribuição amostral do estimador x̄

será normal. A expressão do intervalo de confiança para μx , ao ńıvel de confiança

(1 − β), é dada por4

x̄− zβ/2
σx√
N

≤ μx ≤ x̄+ zβ/2
σx√
N
, (3.2)

em que zβ/2 denota o quantil5 q(1−β/2) da distribuição normal padrão [58].

Definição 3.1 (Dependência de Longa Duração). x t é um processo com de-

pendência de longa duração ou memória longa se existirem constantes α e CP ,

4Dada uma probabilidade 1− β, encontra-se um valor zβ/2 tal que P{−zβ/2 < Z < zβ/2} =
1 − β (zβ/2 = 1, 96 para 1 − β = 95%).

5O quantil qα de uma função de distribuição Fx é o valor para o qual se tem Fqα = α [83,
pág.181]. A mediana, por exemplo, corresponde ao quantil q0,5.
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satisfazendo 0 < α < 1 e CP > 0, tais que [58], [67], [84]

lim
f→0

Px (f)

CP |f |−α = 1 , (3.3)

em que Px (f) denota a DEP de x t e f representa a freqüência normalizada

(−1/2 ≤ f ≤ 1/2), em ciclos/amostra.

Portanto, a DEP de processos LRD tende a infinito na freqüência zero (sin-

gularidade do tipo 1/fα na origem do espectro). Note-se que a definição 3.1 é

assintótica, pois o formato da DEP em freqüências afastadas da origem não é

especificado. É mais comum caracterizar-se a memória longa pelo parâmetro H

de Hurst:

H =
α + 1

2
, 1/2 < H < 1 . (3.4)

Quanto maior o valor de H , maior é o grau de memória longa do processo.

Uma definição alternativa pode ser dada no domı́nio do tempo, em termos da

autocorrelação Rx (τ). x t é um processo do tipo 1/fα se a sua autocorrelação

Rx (τ), para valores suficientemente grandes do lag τ , decresce segundo uma

função potência (isto é, o decaimento para zero é extremamente lento e do tipo

hiperbólico):

lim
τ→∞

Rx (τ)

CRτ−(1−α)
= 1 , (3.5)

em que CR > 0.

A singularidade na origem do espectro implica a validade da relação

∞∑
τ=−∞

Rx (τ) = ∞ , (3.6)

para 1/2 < H < 1, ou seja, as autocorrelações decaem para zero tão lentamente

que não são somáveis. A Eq. (3.6) afirma que a dependência estat́ıstica entre

eventos distantes diminui muito lentamente com o aumento do lag τ . Deste modo,

a razão entre autocorrelações para valores suficientemente grandes do lag não

se altera de modo apreciável. Este comportamento é radicalmente diferente do

apresentado por um processo da classe ARMA [38],[39], em que a autocorrelação

decresce rapidamente (de forma exponencial) para zero:

|Rx (τ)| ≤ Cr−τ , τ = 1, 2, . . . , (3.7)

em que C > 0 e 0 < r < 1. Processos ARMA possuem dependência de curta

duração.

Se x t for LRD, a variância de x̄ decresce com o tamanho N da amostra
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mais lentamente do que no caso tradicional (variáveis independentes ou não-

correlacionadas) e da seguinte maneira [58, pág.6]

σ2
x̄ ≈ σ2

x c(ρx )Nα−1, (3.8)

em que c(ρx ) é definido por

lim
N→∞

N−(1+α)
∑
i�=j

ρx (i, j). (3.9)

Neste caso, a distribuição de x̄ é assintoticamente Gaussiana, com E[x̄] = μx .

Por outro lado, a variância da média amostral de séries ARMA e de Markov tem

o seguinte comportamento assintótico [58, pág.5]:

σ2
x̄ ≈ σ2

x c(ρx )N−1. (3.10)

O comportamento LRD de xt faz com que a estimação de parâmetros como

x̄ seja mais dif́ıcil do que quando as observações são não-correlacionadas. Neste

caso, a equação do intervalo de confiança para μx (dada por (3.2)) não é aplicável.

De fato, para um determinado ńıvel de confiança (1−β) , o intervalo de confiança

dado deve ser “esticado” por meio da multiplicação do mesmo por um fator F

dado por [58, pág.9]

F = Nα/2
√
c(ρx ). (3.11)

Observe-se que este fator de correção F cresce com N , sendo que no limite diverge

para o infinito.

Pode-se adquirir uma certa intuição das propriedades de um processo LRD

por meio da análise dos seus processos agregados. O processo agregado de x t

de grau M , denotado por X
(M)
t , corresponde a uma média móvel de blocos não-

sobrepostos de x t de tamanho M , ou seja,

X
(M)
i =

1

M

Mi∑
t=M(i−1)+1

x t. (3.12)

A seguinte propriedade é válida para um processo x t com memória longa [30]:

lim
M→∞

VarX
(M)
t

M (2H−2)
= c, (3.13)

em que c é uma constante. Observe-se que a agregação equivale a uma operação

de mudança de escala temporal.

Conforme visto anteriormente, a Fig. 3.6 ilustra que agregações sucessivas

de um processo aleatório SRD (como o de Poisson) tende a suavizar o pro-
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cesso agregado resultante depois de algumas mudanças de escala. Por outro

lado, (3.13) afirma que o grau de suavidade da seqüência de processos agregados

{X(M)
t }M=2,3,..., associados a um processo LRD x t, aumenta com o aumento de

M muito mais lentamente do que no caso de processos SRD, em que a variância

do processo agregado decai proporcionalmente a M−1 para M → ∞. Sendo as-

sim, depreende-se que o processo agregado é estatisticamente similar ao processo

original, no sentido de que um número finito de agregações sucessivas não destrói

o caráter impulsivo do processo original. Portanto, (3.13) sugere que as proprie-

dades de dependência de longa duração e auto-similaridade (que será definida a

seguir) estejam intimamente relacionadas.

3.3.2 Auto-Similaridade

Definição 3.2 (Processo H-ss). Um processo estocástico {y t}t∈R é auto-similar

com parâmetro 0 < H < 1, ou seja, é H -ss (self-similar with parameter H) se,

para qualquer a > 0,

{y(t)} d
= {a−Hy(at)}, (3.14)

em que
d
= denota igualdade entre as distribuições finito-dimensionais [84].

Um processo H-ss é LRD se 1/2 < H < 1. O processo Movimento Browniano

(de tempo cont́ınuo) [85], também conhecido como processo de Wiener, satisfaz

a definição 3.2, sendo auto-similar com H = 1/2 (mas não é LRD). Se o processo

x t = Δy t, denominado processo de incrementos de y t ou primeira diferença de

y t, for estacionário, então y t é denominado H-sssi (H self-similar with stationary

increments - auto-similar com incrementos estacionários). Neste caso, o processo

H-sssi y t é um processo integrado de ordem 1, y t ∼ I(1).

Se os momentos de y(t) de ordem menor ou igual a q existirem, pode-se

concluir a partir de (3.14) que [30]

E|y t|q = E|y1|q|t|qH . (3.15)

Portanto, o processo y t ∼ I(1) não pode ser estacionário.

Assumindo-se E[y t] = 0 com o intuito de simplificar a notação6, demonstra-se

que a autocovariância de y t é dada por [58]

Cy(t, s) = E[y ty s] =
σ2

x

2
[t2H + s2H − (t− s)2H ]. (3.16)

em que σ2
x = E[(y t−y t−1)

2] = E[y 2(1)] é a variância do processo de incrementos

6O que implica E[x t] = E[y t − y t−1] = 0
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x t.

Considere a versão amostrada y t, t ∈ Z, de um processo y t H-sssi, em que

o peŕıodo de amostragem é unitário. Existem vários processos não-Gaussianos

y t H-sssi. Entretanto, para cada valor de H ∈ (0, 1) há exatamente um único

processo Gaussiano y t H-sssi, denominado movimento Browniano fracionário de

tempo discreto (Discrete-time Fractional Brownian Motion (DFBM))[58], [67].

O rúıdo Gaussiano fracionário (Fractional Gaussian Noise (FGN)), proposto por

Mandelbrot e van Ness em 1968 [85], corresponde ao processo de incrementos do

DFBM. O FGN é um modelo bastante utilizado em simulações de tráfego LRD

[77], [50], [86] 7.

Definição 3.3 (Auto-Similaridade Exata de Segunda Ordem). Seja o processo

estacionário de tempo discreto x t = y t − y t−1. x t é um processo exatamente

auto-similar de segunda ordem com parâmetro de Hurst H (1/2 < H < 1) se a

sua autocovariância existe e for dada por [58]

Cx (τ) =
σ2

x

2
[|τ + 1|2H − 2|τ |2H + |τ − 1|2H ], τ = . . . ,−1, 0, 1, . . . . (3.17)

Pode-se demonstrar que a autocovariância dada por (3.17) satisfaz [58]

lim
τ→∞

Cx (τ)

σ2
x τ

2H−2H(2H − 1)
= 1, (3.18)

ou seja, Cx (τ) tem um decaimento hiperbólico. Portanto, auto-similaridade de

segunda ordem implica LRD quando 1/2 < H < 1.

Considere o processo agregado X
(M)
t de um processo exatamente auto-similar

de segunda ordem x t, ao ńıvel de agregação M . Demonstra-se que

C(M)
x (τ) = Cx (τ), M = 2, 3, . . . (3.19)

A Eq. (3.19) diz que as estat́ısticas de segunda ordem do processo original

não mudam com a mudança de escala, o que justifica o termo “exatamente auto-

similar de segunda ordem”.

Definição 3.4 (Auto-Similaridade Assintótica de Segunda Ordem). Um processo

x t é assintoticamente auto-similar de segunda ordem com parâmetro de Hurst H

(1/2 < H < 1) se a sua autocovariância e a autocovariância do seu processo

7Os modelos DFBM e FGN são não-paramétricos e não são utilizados para se fazer previsão
de valores futuros de tráfego. O processo FGN é definido no domı́nio da freqüência a partir de
uma prescrição espećıfica de DEP [50], ao passo que o MWM utiliza a análise de multirresolução
de Haar e é baseado numa cascata binomial multiplicativa no domı́nio wavelet (vide seção 4.2)
[11].
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agregado estão relacionadas por [30]

lim
M→∞

C(M)
x (τ) = Cx (τ). (3.20)

Tsybarov e Georganas [87] demonstram que (3.13) implica (3.20). Portanto,

um processo LRD também é assintoticamente auto-similar de segunda ordem.

3.4 Impulsividade

Vários fenômenos exibem comportamento impulsivo, tais como rúıdo atmosférico

de baixa freqüência, rúıdo produzido pelo homem, rúıdo acústico submarino,

transitórios em linhas de transmissão, atividade śısmica [85], [88], [89], [90], [91],

séries financeiras [24], clusters de erros em circuitos telefônicos [92] e o tráfego

em redes de computadores [2]. Neste contexto, a distribuição de probabilidades

do tipo stable (estável) [93] é uma ferramenta básica de modelagem estat́ıstica de

sinais impulsivos [55]. O uso das distribuições estáveis é justificado pelo teorema

central do limite generalizado [54], o qual afirma que, se o limite da soma de

variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.) converge,

então este limite só pode ser uma variável aleatória com distribuição estável.

3.4.1 Distribuições Estáveis

Definição 3.5 (Distribuição de Cauda Pesada). Uma variável aleatória x possui

uma distribuição de cauda pesada com ı́ndice α se [51]

P (x ≥ x) ∼ cx−αL(x), x→ ∞ , (3.21)

para c > 0 e 0 < α < 2, em que L(x) é uma função positiva que varia lentamente

para grandes valores de x, ou seja, limx→∞L(bx)/L(x) = 1 para qualquer b

positivo.

A Eq. (3.21) afirma que observações de uma variável aleatória com distri-

buição de cauda pesada podem ocorrer, com probabilidades não-despreźıveis, com

valores bastante distantes da média (outliers). Portanto, esse tipo de variável

aleatória apresenta alta variabilidade.

Um exemplo simples de distribuição de cauda pesada é a distribuição de Pa-

reto I [23],[94], que é definida em termos de sua função distribuição complementar
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Figura 3.10: Funções densidade de probabilidade de Pareto I para vários
valores de k = α com xm = 1. Observe que a função decai lentamente para zero

para valores grandes de x. A função tende para o impulso δ(x− xm) quando
k → ∞.

de probabilidade (função de sobrevivência):

F̄ (x) = P (x ≥ x) =

⎧⎨⎩
(

x
xm

)−α
, x ≥ xm ,

1, x < xm ,
(3.22)

As Figs. 3.10 e 3.11 ilustram as funções densidade e distribuição de probabilidade

Pareto I.

As estat́ısticas de ordem p das distribuições de cauda pesada são finitas se, e

somente se, p ≤ α. É por essa razão que essas distribuições têm variância infinita

(a média é infinita se α < 1). As distribuições de cauda pesada são também

conhecidas como distribuições de probabilidade com variância infinita.

Um membro importante da classe das distribuições de cauda pesada é a dis-

tribuição estável, descoberta por Lévy na década de 1920 [93]. A distribuição

estável não possui expressão anaĺıtica8, mas pode ser definida em termos da sua

função caracteŕıstica9. Uma variável aleatória x estável é definida pela seguinte

função caracteŕıstica [51]:

Φx (w) = E[ejwx ] =

∫ ∞

−∞
fx (x)ejwx dx = exp{jμw−|σw|α[1−jη sign(w)ϕ(w, α)]},

(3.23)

8Com exceção dos casos-limite α = 1 (Cauchy) e α = 2 (Gaussiana).
9Definida como a transformada de Fourier da função densidade de probabilidade[47].
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Figura 3.11: Funções distribuição de probabilidade de Pareto I para vários
valores de k = α com xm = 1.

em que,

ϕ(w, α) =

⎧⎨⎩tan (απ/2) se α 
= 1

− 2
π

ln |w| se α = 1,
(3.24)

e sign(.) denota a função sinal, α (0 < α ≤ 2) é o expoente caracteŕıstico,

μ (μ ∈ R) é o parâmetro de localização, η (−1 ≤ η ≤ 1) é o parâmetro

de assimetria e σ ≥ 0 é o parâmetro de dispersão ou escala. A notação

Sα(σ, η, μ) denota a distribuição definida por (3.23). A Fig. 3.12 ilustra uma

realização α-stable, simulada por meio da função stablernd, da biblioteca de

funções STABLE4.0 [95] para MATLAB. As Figs. 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16 ilustram

algumas funções densidade e distribuição de probabilidade de variáveis aleatórias

estáveis.

O parâmetro α especifica o grau de impulsividade da variável aleatória (o

peso da cauda da distribuição aumenta conforme α diminui). Para qualquer

constante real a, x + a tem distribuição Sα(σ, η, μ + a). Para a > 0 e α 
= 1,

ax tem distribuição Sα(aσ, η, aμ). A distribuição é simétrica em relação a μ se

η = 0. A distribuição Gaussiana é um caso particular da estável para α = 2,

pois, neste caso, tem-se que Φx (w) = exp(−σ2w2 + jμw) corresponde à função

caracteŕıstica de uma variável aleatória Gaussiana com média μ e variância 2σ2.

Quando η = μ = 0 diz-se que x é do tipo estável simétrica (symmetric stable

(SαS)) com Φx (w) = exp(−σα|w|α).
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Figura 3.12: Simulação de uma realização com distribuição S1,2(1, 1, 0) (256
amostras).

Figura 3.13: Funções densidade de probabilidade estáveis simétricas centradas
em zero [7]. Os parâmetros β e c correspondem aos parâmetros η e σ,

respectivamente, de (3.23).
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Figura 3.14: Funções densidade de probabilidade estáveis assimétricas [7].

Figura 3.15: Funções distribuição de probabilidade simétricas [7].
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Figura 3.16: Funções distribuição de probabilidade assimétricas [7].

Demonstra-se que, se x ∼ Sα(σ, η, μ) com 0 < α < 2, então,⎧⎨⎩limλ→∞
P (x>λ)
λ−α = Cα

1+η
2
σα,

limλ→∞
P (x<−λ)
λ−α = Cα

1−η
2
σα,

(3.25)

em que

Cα =

(∫ ∞

0

x−α sin x

)−1

=

⎧⎨⎩
1−α

Γ(2−α) cos(πα/2)
se α 
= 1

2/π se α = 1.
(3.26)

Portanto, (3.25) mostra que a função de sobrevivência de x decresce segundo

uma função potência para grandes valores de λ.

Distribuições estáveis possuem duas propriedades importantes: estabilidade e

o teorema central do limite generalizado [55], [54], que serão enunciadas a seguir.

Teorema 3.1 (Propriedade de Estabilidade). Uma variável aleatória x é estável

se e somente se para quaisquer variáveis aleatórias independentes x 1 e x 2 que

tenham a mesma distribuição de x , e para constantes arbitrárias a1, a2, existem

constantes a e b tais que

a1x 1 + a2x 2
d
= ax + b, (3.27)

em que
d
= denota igualdade de distribuição de probabilidades [51].

Utilizando-se a função caracteŕıstica da distribuição estável, pode-se demons-

trar uma propriedade mais geral: se x 1, x 2, . . . , xN são independentes e seguem

distribuições estáveis de mesmo (α, η), então todas as combinações lineares da
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forma
∑N

j=1 ajx j são estáveis com os mesmos parâmetros α e η.

O teorema central do limite diz que a soma normalizada de variáveis aleatórias

independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.) com variância σ2 e média μ

finitas converge para uma distribuição Gaussiana. Formalmente, o teorema afirma

que
x̄ − μ

σ/
√
N

d→ x ∼ N(0, 1) para N → ∞. (3.28)

A relação (3.28) pode ser reescrita como

aN(x 1 + x 2 + . . .+ xN ) − bN
d→ x ∼ N(0, 1) para x → ∞, (3.29)

em que aN = 1/(σ
√
N) e bN =

√
Nμ/σ.

Teorema 3.2 (Teorema Central do Limite Generalizado). Seja {x 1, x 2, x 3 . . .}
uma seqüência de variáveis aleatórias i.i.d. Há constantes aN > 0, bN ∈ R e uma

variável aleatória x com

aN (x 1 + x 2 + . . .+ xN) − bN
d→ x

se e somente se x é α-stable com 0 < α ≤ 2 [51].

Pode-se mostrar que o teorema (3.2) é conseqüência do teorema (3.1). O

teorema central do limite generalizado afirma que se a premissa de variância

finita for descartada, então o único limite posśıvel é a distribuição estável.

A definição de distribuição estável pode se estendida para vetores aleatórios

[30], [51], [55]. O vetor x = [x 1, x 2, . . . , xN ] é um vetor aleatório SαS se, e

somente se, a combinação linear a1x 1+. . .+aNxN é SαS para quaisquer a1, . . . , aN

reais. Um processo aleatório {x t}t∈Z é dito α-stable se para qualquer N ≥ 1 e

ı́ndices distintos t1, . . . , tN , as variáveis aleatórias x t1 , . . . , x tN são conjuntamente

α-stable com o mesmo valor de α.

Definição 3.6 (Processo Estocástico Impulsivo). Um processo estocástico x t é

impulsivo se a sua distribuição marginal de probabilidades possuir cauda pesada

[51].

3.4.2 Medidas de Dependência para Processos Impulsivos

Covariâncias (ou correlações) não podem ser definidas no espaço de variáveis

aleatórias estáveis, dado que a variância de uma variável aleatória estável é in-

finita. Isto não quer dizer que algum tipo de medida de dependência não possa
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ser definida. De fato, dois tipos de medidas foram propostos na literatura: a co-

variação e a codiferença. A medida mais utilizada na prática é a codiferença,

a qual será definida a seguir. O conceito de covariação não será abordado neste

trabalho (a referência [55] traz uma exposição detalhada da covariação).

A codiferença de duas variáveis aleatórias conjuntamente SαS, 0 < α ≤ 2, x 1

e x 2 é dada por

γx1,x2 = (σx1
)α + (σx2

)α − (σx1−x2)
α, (3.30)

em que σx é o parâmetro de escala da variável SαS x . A codiferença é simétrica,

ou seja, γx1,x2 = γx2,x1 e reduz-se à covariância quando α = 2. Se x 1 e x 2 são

independentes, então γx1,x2 = 0.

A codiferença generalizada [96] é uma extensão da codiferença e é definida

para processos com distribuições marginais de cauda pesada genéricas.

Definição 3.7 (Codiferença Generalizada).

I(w1, w2; x 1, x 2) = − lnE[ej(w1x1+w2x2)]+lnE[ejw1x1 ]+lnE[ejw2x2 ], (w1, w2) ∈ R
2

(3.31)

Se x 1 e x 2 são independentes, então I(w1, w2; x 1, x 2) = 0. Para variáveis

aleatórias conjuntamente Gaussianas vale

I(w1, w2; x 1, x 2) = −w1w2C(x 1, x 2),

em que C(x 1, x 2) denota a covariância entre x 1 e x 2. Para o caso dos processos

aleatórios estacionários tem-se que

I(w1, w2; τ) = I(w1, w2; x t+τ , x t).

Definição 3.8 (Memória Longa em Sentido Generalizado). Seja {x t}t∈R um pro-

cesso estacionário. Diz-se que x t possui memória longa no sentido generali-

zado, se a sua codiferença generalizada, I(w1, w2; τ)|w1=−w2=1 satisfaz

lim
τ→∞

I(1,−1; τ)/τ−β = L(τ), (3.32)

em que L(τ) é uma função que varia lentamente para τ → ∞ e 0 < β < 1.

Note-se que para processos gaussianos LRD, a definição acima reduz-se à

definição clássica de processo LRD (vide (3.5))10.

10Os parâmetros H , α (não se trata do expoente caracteŕıstico de uma distribuição estável,
mas do expoente de escala de um processo auto-similar) e β estão relacionados entre si pelas
seguintes relações: α = 2H − 1 e β = 2 − 2H .
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3.5 Por que o tráfego das redes de dados é frac-

tal?

A investigação das causas do comportamento fractal do teletráfego não faz parte

do escopo desta pesquisa, conforme delineado na seção 1.2 desta tese. Não obs-

tante, o autor deste trabalho seria omisso se não fizesse alguns breves comentários

sobre essa importante questão, que, como será apontado a seguir, tem sido pes-

quisada desde o artigo seminal de Leland et al [1].

Vários autores [1], [61], [73], [97], [98], [99] têm afirmado que a auto-similaridade

do tráfego Internet seria causada pela grande variabilidade do tamanho (em by-

tes ou pacotes) das sessões individuais (File Transfer Protocol (FTP), Hyper Text

Transfer Protocol (HTTP), etc.) que compõem o tráfego agregado. Mais espe-

cificamente, aqueles artigos conjecturam que o tráfego IP é auto-similar porque

os tamanhos das sessões individuais que compõem o tráfego Internet são gerados

por uma distribuição de probabilidades de cauda pesada. Por outro lado, o re-

cente estudo de Gong et al [100] reexamina esta questão11 e advoga que há pouca

evidência de que a cauda pesada da distribuição tenha algum impacto sobre o

projeto dos algoritmos e a infraestrutura da Internet. Gong et al propõem um

modelo hierárquico on-off Markoviano que explica a LRD do tráfego IP e susten-

tam que as múltiplas escalas de tempo envolvidas no mecanismo de geração do

tráfego12 e os protocolos de transporte (como o TCP) fazem com que a observação

da LRD seja inevitável.

11Dentre outros argumentos apresentados, esses autores afirmam que “a inferência estat́ıstica
de dados provenientes de uma distribuição de cauda pesada a partir de uma amostra finita de
dados é extremamente dif́ıcil, senão imposśıvel”.

12Por exemplo, um protocolo de transporte como o TCP atua numa escala de tempo de
milissegundos, ao passo que eventos associados à camada de aplicação (browsing, downloading,
etc.) acontecem numa escala de tempo da ordem de segundos a minutos.
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4 Modelagem de Teletráfego
com Memória Longa

Este caṕıtulo apresenta os modelos FGN, MWM e ARFIMA, de grande im-

portância em hidrologia, economia, finanças, telecomunicações e outras áreas. O

modelo ARFIMA é adequado para esquemas de previsão de teletráfego com LRD

porque é paramétrico. Os processos FGN e MWM são não-paramétricos e têm

sido amplamente utilizados para simulação/geração de teletráfego [101], [50], [74],

[77], [86], [102], [103].

4.1 Introdução

Em geral, modelos de tráfego podem ser classificados como heterogêneos ou ho-

mogêneos. Modelos heterogêneos simulam o trágego agregado (tráfego gerado

por vários usuários, aplicações e protocolos) num enlace da rede. Por outro lado,

modelos homogêneos referem-se a um tipo espećıfico de tráfego, tal como tráfego

de v́ıdeo Moving Picture Experts Group (MPEG) [104], [105].

Modelos heterogêneos podem ser subdivididos em duas classes: comporta-

mentais ou estruturais. Modelos comportamentais modelam as estat́ısticas do

tráfego, tais como correlação, distribuição marginal ou até mesmo estat́ısticas de

ordem mais alta (terceira e quarta ordens, por exemplo), sem levar em conta o

mecanismo f́ısico de geração de tráfego (ou seja, parâmetros de modelos compor-

tamentais não estão diretamente relacionados aos parâmetros da rede de comu-

nicação) [50], [11], [85], [80], [106]. Por outro lado, modelos estruturais [33], [98],

[107], estão relacionados aos mecanismos de geração de pacotes e seus parâmetros

podem ser mapeados para parâmetros da rede, tais como número de usuários e

banda passante. Observe que os modelos FGN, ARFIMA e MWM são modelos

comportamentais de tráfego agregado e que processos do tipo On/Off 1 podem ser

1Modelos deste tipo assumem que uma determinada fonte de tráfego alterne os estados On,
em que há um fluxo de dados entre o remetente e o destinatário, e Off, peŕıodo de silêncio, em
que nenhuma informação é transmitida.
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utilizados como modelos estruturais de tráfego (veja [30] para maiores detalhes).

4.2 Modelagem Não-Paramétrica com FGN e

MWM

4.2.1 Processo FGN

Em termos históricos, o processo FGN, proposto por Mandelbrot e Van Ness

em 1968 [85] para modelagem de séries hidrológicas LRD, é o primeiro modelo

importante de memória longa que aparece na literatura. Por definição, se {x t}t∈Z

é um FGN, então x t é um processo estacionário com autocovariância dada por

(3.17) (ou seja, Cx (τ) = σ2
x

2
[|τ + 1|2H − 2|τ |2H + |τ − 1|2H ], τ = . . . ,−1, 0, 1, . . .).

O FGN corresponde à primeira diferença de um processo estocástico de tempo

cont́ınuo conhecido como movimento Browniano fracionário (Fractional Brownian

Motion (FBM)) {BH(t) : 0 ≤ t ≤ ∞} com parâmetro de Hurst 0 < H < 1 [67,

pág.279], ou seja,

x t = ΔBH(t) = BH(t+ 1) −BH(t), t = 0, 1, 2, . . . . (4.1)

Beran fornece uma definição formal do proceso FBM em [58]. O FBM tem

uma denominação especial quando H = 1/2: movimento Browniano (Brownian

motion) e é designado por B1/2(t). Neste caso, x 1, x 2, ... são variáveis aleatórias

Gaussianas independentes. A Fig. 4.1 ilustra realizações de processos FBM para

vários valores do parâmetro de Hurst.

Pode-se criar um FBM de tempo discreto (DFBM), denotado por B t, por

meio da soma cumulativa de amostras do FGN {x t}:

B t ≡ BH(t) =

t−1∑
u=0

xu, t = 1, 2, . . . . (4.2)

A DEP do DFBM é dada pela fórmula [67, pág. 280]

PBt(f) = σ2
xCH

∞∑
j=−∞

1

|f + j|2H+1
, −1

2
≤ f ≤ 1

2
, (4.3)

em que σ2
x é a potência de um FGN de média nula, CH = Γ(2H+1) sin (πH)

2π2H+1 e 0 <

H < 1. De acordo com (4.3), a DEP do DFBM possui uma singularidade do tipo

|f |−α, 0 < α < 1, na origem, pois

PBt ∝ |f |1−2H , f → 0 . (4.4)
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Figura 4.1: Realizações de processos FBM para vários valores do parâmetro de
Hurst. As simulações foram feitas com o código MATLAB de geração e

identificação de processos FBM desenvolvido por Coeurjolly [8],[9].

O FGN e o DFBM estão relacionados pela função de transferência

H(z) =
X(z)

B(z)
= 1 − z−1, (4.5)

em que X(z) e B(z) denotam as transformadas z de xt e Bt, respectivamente. A

resposta em freqüência associada a (4.5) é

H(f) = H(z)|z=ej2πf = 1 − e−j2πf . (4.6)

Como a relação sáıda/entrada em termos das DEPs é igual a [47, pág. 351]

Px (f) = |H(f)|2PBt(f) , (4.7)

em que |H(f)|2 é dado por,

|H(f)|2 = G(f) = 4 sin2 (πf) , (4.8)

então a DEP do FGN é igual a

Px (f) = 4 sin2 (πf)PBt(f) . (4.9)

Assim, (4.3) e (4.9) mostram que a DEP do FGN é caracterizada por somente

dois parâmetros: σ2
x e H (responsável pela forma do espectro). Além disso, é

importante se ter em mente que o FGN é completamente especificado pela sua

média e pela sua DEP, pois é Gaussiano.
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Em [50], é mostrado que (4.9) pode ser reescrita na forma:

Px (f) = A(f,H)[|2πf |−2H−1 +B(f,H)] , (4.10)

em que A(f,H) = 2 sin (πH)Γ(2H + 1)(1− cos (2πf)) e B(f,H) =
∑∞

j=1[(2πj +

2πf)−2H−1 +(2πj−2πf)−2H−1]. Para pequenos valores de f tem-se que Px (f) ∝
|f |1−2H .

4.2.2 Transformada Wavelet

4.2.2.1 A Transformada Wavelet Cont́ınua

A transformada de Fourier de um sinal x(t), caso exista, é definida como

X(ν) = TF{x(t)} =

∫ ∞

−∞
x(t)e−j2πνtdt , (4.11)

em que ν denota a freqüência em ciclos/segundo [Hz].

Gabor [108] mostrou que é posśıvel representar o conteúdo espectral local

de um sinal x(t) em torno de um instante de tempo τ através da transformada

janelada de Fourier (Windowed Fourier Transform (WFT))

XT (ν, τ) =

∫ ∞

−∞
x(t)gT (t− τ)e−j2πνtdt , (4.12)

em que gT (t) é uma janela de suporte finito de duração T e ν denota freqüência.

A função janela é atrasada no tempo e depois transladada na freqüência (modu-

lada no tempo). A WFT é uma representação bidimensional definida no plano

ou domı́nio tempo-freqüência porque depende dos parâmetros ν e τ . A WFT

equivaleria a uma descrição do tipo “partitura” musical cont́ınua de x(t).

De acordo com o prinćıpio da incerteza de Heisenberg [109, pág.52], um sinal

cujo conteúdo de energia esteja bem localizado no tempo tem esta energia bas-

tante espalhada no domı́nio da freqüência. Como a janela de 4.12 tem um certo

tamanho T fixo, conclui-se que a WFT não é boa para analisar (ou identificar)

comportamentos de x(t) que aconteçam em tempos muito menores ou muito mai-

ores do que T , como, por exemplo, fenômenos transitórios de duração Δt << T

ou ciclos que existam em peŕıodos maiores do que T . A transformada wave-

let resolve este problema substituindo a modulação pela mudança de escala,

conforme será descrito a seguir.

Uma wavelet ψ0(t) (também chamada às vezes de “wavelet mãe”), t ∈ R, é

uma função que satisfaz três condições [67], [110].
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1. A sua transformada de Fourier Ψ(ν), −∞ < ν < ∞, é tal que existe uma

constante finita Cψ que obedece à condição de admissibilidade

0 < Cψ =

∫ ∞

0

|Ψ(ν)|2
ν

dν <∞ . (4.13)

2. A integral de ψ0(t) é nula: ∫ ∞

−∞
ψ0(t) dt = 0 . (4.14)

3. A sua energia é unitária: ∫ ∞

−∞
|ψ0(t)|2 dt = 1 . (4.15)

A condição de admissibilidade (1) impõe que Ψ(0) = 0 (tenha valor DC nulo)

e que o decaimento de |Ψ(ν)|2 para ν → ∞ seja pelo menos tão rápido quanto

o de uma função sinc(ν) ≡ sin (πν)/(πν), que é do tipo 1/ν (vide demonstração

em [111]). A condição (2) garante que Ψ(0) = 0 e impõe que ψ0(t) tenha cruza-

mentos por zeros (não necessariamente eqüiespaçados) de tal modo que excursões

positivas da função sejam compensadas por excursões negativas. A condição (3)

exige que o suporte efetivo de ψ0(t) seja finito2, o que faz com que a wavelet seja

uma função localizada no tempo. Sendo assim, ψ0(t) deve se parecer com uma

“pequena onda” ou onda de curta duração (este é o significado do termo wavelet).

A função sin(t) (senóide), por exemplo, não é uma wavelet, porque oscila entre 1

e −1 para −∞ ≤ t ≤ ∞ (o seno então seria um exemplo de “onda grande” ou

onda de duração infinita).

As Figs. 4.2, 4.3 e 4.4 ilustram alguns exemplos de wavelets. A wavelet

de Haar (vide canto superior esquerdo da Fig. 4.2) é o exemplo mais antigo (e

também o mais simples) de wavelet3.

A transformada wavelet foi originalmente desenvolvida como uma ferramenta

de análise e śıntese de sinais de energia de tempo cont́ınuo4 [112], [113], [114],

[115], [116], [117]. Um sinal de energia x(t), t ∈ R (t denota tempo), obedece à

restrição

‖x‖2 = 〈x, x〉 ≡
∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt <∞, (4.16)

ou seja, x(t) que obedece à restrição (4.16) pertence ao espaço das funções de

2Ou seja, grande parte da energia da função está concentrada num determinado intervalo
de tempo.

3O matemático húngaro Alfred Haar propôs esta wavelet em 1909 na sua tese de doutora-
mento, que foi supervisionada por Hilbert, sobre sistemas ortogonais de funções.

4As wavelets foram introduzidas por Grossmann e Morlet [112].
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Figura 4.2: Quatro exemplos de funções wavelet. Esta figura foi gerada pela
função toon0111.m do toolbox WaveLab850 para MATLAB [10].
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Figura 4.3: Wavelet de Meyer. Esta figura foi gerada pela função WaveLab850

toon0114.m.
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Figura 4.4: (a): wavelet Gaussiana (relacionada à primeira derivada da PDF
Gaussiana); (b): wavelet “chapéu mexicano” (relacionada à segunda derivada
da PDF Gaussiana). Estas wavelets foram geradas pela função gauswavf.m do

toolbox wavelet para MATLAB.



4.2 Modelagem Não-Paramétrica com FGN e MWM 53

quadrado integrável5 L2(R). Atualmente, a transformada wavelet também tem

sido utilizada como uma ferramenta de análise de sinais de tempo discreto.

A Fig. 4.6 ilustra uma taxonomia da transformada wavelet. Observe que

há decomposições wavelet em tempo cont́ınuo (Continuous Wavelet Transform

(CWT)) e em tempo discreto. A CWT de um sinal x(t) consiste num conjunto

C = {Wψ(s, τ), s ∈ R+, τ ∈ R}, em que τ é o parâmetro de localização no tempo,

s representa a escala e ψ denota uma função wavelet, de coeficientes wavelet no

plano tempo-escala (também conhecido como plano tempo-freqüência) cont́ınuo

dados por6

Wψ(s, τ) =
〈
ψ0(s,τ)

, x
〉

=

∫ ∞

−∞

1√
s
ψ∗

0

(
λ− τ

s

)
x(λ)dλ , (4.17)

em que ψ0(s,τ)
(t) = s−1/2ψ0

(
t−τ
s

)
denota uma versão dilatada e deslocada da

wavelet “mãe” ψ0(t). O fator 1/
√
s em (4.17) é usado para que todas as funções

da classe

W =

{
1√
s
ψ0

(
t− τ

s

)
∈ R

}
(4.18)

tenham a mesma energia (norma).

Note que a idéia básica da CWT definida por (4.17) é correlacionar7 um sinal

x(t) com versões transladadas (por τ) e dilatadas (por s) de uma wavelet mãe (que

tem um espectro do tipo passa-bandas). Como mencionado acima, a CWT é uma

função de dois parâmetros. Ela é, portanto, uma transformada redundante, pois

consiste no mapeamento de um sinal unidimensional sobre o plano tempo-escala.

Diferentemente da WFT, onde a reconstrução é feita a partir da mesma

famı́lia de funções que foi usada na análise, na CWT a śıntese é feita com funções

ψ̃s,τ que devem satisfazer

ψ̃s,τ (t) =
1

Cψ

1

s2
ψs,τ (t) . (4.19)

Sendo assim, x(t) é recuperado completamente via transformada wavelet cont́ınua

5O espaço L2(R) é um exemplo de espaço de Hilbert. Diz-se que um conjunto H é um
espaço de Hilbert se (i) H é um espaço vetorial completo (no sentido de que toda seqüência
de Cauchy {xn}n≥1 converge em norma para algum elemento x ∈ H) em C (ou em R) e se
(ii) H é equipado com uma operação de produto interno [40, pág.46], [118, pág.161]. Observe
que {xn}n≥1 é convergente se e somente se {xn}n≥1 for uma seqüência de Cauchy (condição
necessária e suficiente) [119].

6Neste trabalho, o produto interno entre as funções f(.) e g(.) que pertencem a um espaço
de funções definidas num domı́nio D é dado por: 〈f, g〉 =

∫
D w(x)f∗(x)g(x) dx, em que w(x)

denota uma função não negativa arbitrária.
7Medir a semelhança.
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inversa (Inverse Continuous Wavelet Transform (ICWT)):

x(t) =
1

Cψ

∫ ∞

0

[∫ ∞

−∞
Wψ(s, τ)

1√
s
ψ

(
t− τ

s

)
dτ

]
ds

s2
. (4.20)

A diferença fundamental entre a CWT e a WFT reside no fato das funções

ψs,τ sofrerem dilações8 e compressões. A análise em escalas refinadas de tempo

(pequenos valores de s) requer funções ψs,τ “rápidas”, isto é, de pequeno suporte,

enquanto que a análise em escalas agregadas de tempo (valores elevados de s)

requer funções ψs,τ mais “lentas”, isto é, de suporte mais largo. Conforme foi

mencionado anteriormente, o produto interno definido por 4.17 é uma medida da

semelhança entre a wavelet ψ
(
t−τ
s

)
e o sinal x(t) num certo instante de tempo τ

e numa determinada escala s. Para um τ fixo, grandes valores de s correspondem

a uma análise em baixas freqüências, ao passo que pequenos valores de s estão

associados a uma análise em altas freqüências. Portanto, a transformada wavelet

possui uma resolução temporal variável (isto é, capacidade para analisar o

sinal de perto - “zoom in” - ou de longe - “zoom out”), sendo adequada para o

estudo de fenômenos que acontecem em várias escalas de tempo.

A Fig. 4.5 mostra a CWT de um sinal que é regular durante a primeira

metade da sua duração e que contém singularidades em quase todos os pontos da

sua segunda metade. Quando a escala decresce, a CWT decai rapidamente para

zero nas regiões em que o sinal é regular. As singularidades isoladas na parte

esquerda da figura produzem coeficientes de grandes valores em seus respectivos

cones de influência, que convergem para as localizações das singularidades.

Segundo Kaiser [109], a CWT e a WFT são casos especiais de um método mais

geral de análise e reconstrução de sinais, denominado teoria dos frames ou dos

arcabouços em maior generalidade. O uso de frames na descrição de sinais é uma

alternativa ao uso de bases. Enquanto as bases representam um número mı́nimo

de vetores necessários para representar um vetor (sinal) qualquer, os frames são

conjuntos com mais vetores que o mı́nimo necessário (ou seja, são redundantes).

A famı́lia de funções ψs,τ é linearmente dependente porque cada vetor do frame

(que é infinito-dimensional) pode ser decomposto como uma superposiçao linear

cont́ınua dos outros vetores9. A eq. 4.20 é válida porque o operador śıntese S da

ICWT foi definida da forma

S = (T∗T)−1T∗ (4.21)

8Dilations, em inglês. O termo “dilação” tem o significado de dilatação.
9Observe-se que um frame cont́ınuo é definido num espaço linear de funções ou espaço

funcional, que tem dimensão infinita.
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Figura 4.5: A imagem da parte inferior da figura é a CWT Wψ(s, τ) do sinal
da parte superior, calculada com uma wavelet que é a primeira derivada da

PDF Gaussiana. Os parâmetros τ = t e s variam ao longo dos eixos horizontal e
vertical, respectivamente. Grandes valores (positivos) de coeficientes wavelet
são indicados pela cor preta. Observe que as singularidades isoladas na parte
esquerda da figura produzem grandes coeficientes em seus respectivos cones de
influência, que convergem para as localizações das singularidades. Esta figura

foi criada com a função WaveLab WTBrowser.m.
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em que T : X → Y corresponde ao operador de análise definida pela CWT e

T∗ : Y → X é o operador adjunto de T, que deve satisfazer a relação

〈y,Tx〉 = 〈T∗y, x〉 . (4.22)

Se (T∗T)−1 existe, como é o caso da CWT (e também da WFT), garante-se que

vale a resolução da identidade [117, pág.24]

ST = I . (4.23)

em que o operador identidade I é definido por Ix ≡ x, para todo x.

Kaiser [109] afirma que pode-se passar da descrição em tempo cont́ınuo para

uma descrição em tempo discreto em que τ = kΔτ , k ∈ Z, e s = σm, m ∈ R,

desde que o tempo de amostragem Δτ seja suficientemente pequeno (Δτ ≈ 0) e

que o fator de escala σ seja escolhido suficientemente próximo da unidade, isto

é, σ ≈ 1 (representação de x(t) num plano tempo-escala finamente discretizado).

Este resultado não surpreende, porque, se frames cont́ınuos são infinitamente re-

dundantes, então espera-se que frames discretos, obtidos com Δτ ≈ 0 e σ ≈ 1,

sejam altamente redundantes. Entretanto, Mallat [113] propôs, em meados da

década de 1980, um método radicalmente diferente (e surpreendente) de imple-

mentação da transformada wavelet discreta, em que sinais são representados com

Δτ finito e σ 
= 1 + ε, com ε arbitrário, denominado análise de multirresolução

(Multiresolution Analysis (MRA)). As propriedades de análise e reconstrução

são mantidas, mesmo sem variações de escala e de tempo do tipo infinitesimal.

A MRA é completamente recursiva, sendo portanto ideal para implementações

computacionais.

Na MRA, Δτ = 1 e σ = 2, o que resulta numa forma de decomposição de x(t)

em que as escalas de tempo são diádicas (potências de 2). A reconstrução de x(t)

é perfeita. As wavelets usadas na MRA formam conjuntos de bases ortonormais

ao invés de frames. Portanto, essas novas wavelets não podem ser obtidas via

discretização de um frame cont́ınuo genérico, pois σ = 2, como dito acima. A

teoria da MRA provê a “prescrição” para a construção dessas novas wavelets, as

quais devem satisfazer outras restrições além da condição de admissibilidade (1).

4.2.2.2 Análise de Multirresolução e Transformada Wavelet Discreta

A Fig. 4.6 mostra que há dois tipos de DWT (veja que a CWT possui uma

“filha” que também se chama DWT [120]): a DWT para sinais de tempo discreto

e a DWT para sinais de tempo cont́ınuo. A DWT pode ser formulada para
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Figura 4.6: Taxonomia da transformada wavelet.

sinais de tempo discreto (como fazem, por exemplo, Percival e Walden em [67,

Cap.4]), sem que haja o estabelecimento de uma conexão expĺıcita com a CWT.

Por outro lado, não se deve entender que o termo “discreto” da DWT para sinais

de tempo cont́ınuo queira dizer que esta transformada seja definida sobre um

sinal de tempo discreto, mas tão somente que os coeficientes produzidos por esta

transformada pertencem a um subconjunto D = {wj,k = Wψ(2j, 2jk), j ∈ Z, k ∈
Z} do conjunto C [120], [110, pág.105]. De fato, os coeficientes da DWT para

sinais de tempo cont́ınuo também podem ser obtidos diretamente, por meio da

integral (esta relação será demonstrada mais adiante, no estudo da análise de

multirresolução)

wj,k =
〈
ψ0

(2j ,2jk)
, x
〉

=

∫ ∞

−∞
2−j/2ψ∗

0(2
−jλ− k)x(λ) dλ , (4.24)

em que os ı́ndices j e k são chamados de escala e localização, respectivamente,

que não envolve um sinal de tempo discreto, mas o sinal de tempo cont́ınuo x(t).

A Eq. (4.24) mostra que a DWT de tempo cont́ınuo corresponde a uma versão

criticamente amostrada da CWT definida por (4.17) nas escalas diádicas s = 2j,

j = . . . ,−1, 0, 1, 2, . . ., em que os instantes de tempo na escala diádica s = 2j

estão separados por múltiplos de 2j (vide Fig. 4.7). A função ψ0 de (4.24) deve

ser definida a partir de uma análise de multirresolução (MRA) do sinal x(t) [67],

[117], [121], a qual é apresentada na seqüência. Observe-se que a teoria da MRA

de tempo cont́ınuo é similar à de tempo discreto (veja [67], por exemplo). Apesar

dos sinais de teletráfego serem de tempo discreto, o autor desta tese optou por

apresentar a versão de tempo cont́ınuo da MRA porque o estimador do parâmetro

de Hurst baseado em wavelets proposto por Abry e Veitch [122] que será usado nos

Caps. 5 e 6 é baseado na análise espectral de um processo “fict́ıcio” {x̃ t, t ∈ R}
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que é associado ao processo de tempo discreto {x n, n ∈ Z} (vide [120] para obter

maiores detalhes).

s

j = 0
j = 1

j = 2

j = 3

j = 4

Figura 4.7: Amostragem cŕıtica do plano tempo-escala por meio da
discretização dos parâmetros da CWT (s = 2j e τ = 2jk). A CWT é definida

em todos os pontos do plano (s, τ) e corresponde a uma representação
redundante da informação presente no sinal. Note que o número de coeficientes
dobra quando se vai de uma escala s1 = 2j+1 para uma escala mais rápida (ou

mais refinada) s2 = 2j.

Uma MRA é, por definição, uma seqüência de subespaços fechados10 {Vj}j∈Z

de L2(R) tal que [67, pág.462], [117]:

1. . . . V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 ⊂ . . .;

2.
⋂
j∈Z Vj = {};

3.
⋃
j∈Z Vj = L2(R);

4. x(t) ∈ Vj ⇔ x(2jt) ∈ V0, j > 0 (em que t denota tempo e x(t) é um sinal

de energia);

5. Existe uma função φj(t) = 2−j/2φ0(2
−jt) em Vj , denominada função de

escala, tal que o conjunto {φj,k, k ∈ Z} é uma base ortonormal de Vj , com

φj,k(t) = 2−j/2φ0(2
−jt− k) ∀j, k ∈ Z.

O subespaço Vj é conhecido como o espaço de aproximação associado à escala

de tempo sj = 2j (supondo-se que V0 seja o espaço de aproximação com escala

unitária).

10Um subespaço M de um espaço de Hilbert H é um subespaço fechado de H se ‖xn − x‖ →
0, {xn}n≥1 ∈ M, implica que x ∈ M (ou seja, M contém todos os seus pontos de acumulação).
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Se a projeção sobre Vj de x(t) é representada pelos coeficientes de escala

uj,k = 〈φj,k, x〉 =

∫ ∞

−∞
2−j/2φ∗

0(2
−jt− k)x(t) dt, (4.25)

então as propriedades 1 e 3 garantem que lim
j→−∞

∑
k φj,k(t)uj,k = x(t), ∀ x ∈

L2(R). A propriedade 4 implica que o subespaço Vj é uma versão em escala do

subespaço V0 (multirresolução). A base ortonormal mencionada na propriedade

5 é obtida por translações no tempo da função passa-baixas φj.

Considere a seqüência de aproximações (também conhecidas na literatura

como wavelet smooths [67] ou suavizações wavelet) sucessivas de x(t)

Sj(t) =
∑
k

φj,k(t)uj,k j = . . . ,−1, 0, 1, . . . . (4.26)

Como Vj+1 ⊂ Vj , tem-se que Sj+1(t) é uma aproximação mais grosseira de x(t)

do que Sj(t). Este fato ilustra a idéia fundamental da MRA, que consiste em

examinar a perda de informação quando se vai de Sj(t) para Sj+1(t):

Sj(t) = Sj+1(t) + Δxj+1(t), (4.27)

em que Δxj+1(t) (dito detalhe de xj(t)) pertence ao subespaço Wj+1, denomi-

nado espaço do detalhe [67] (também às vezes chamado de subespaço wavelet

[122]), o qual está associado às flutuações (ou variações) do sinal na escala de

tempo mais refinada sj = 2j (qualitativamente, os coeficientes wavelet wj,k da

escala j são proporcionais às diferenças entre médias adjacentes do sinal xt na

escala de tempo τj = sj−1 = 2j−1 [67, pág.59]), e que corresponde ao com-

plemento ortogonal de Vj+1 em Vj
11. A MRA mostra que os sinais de detalhe

Δxj+1(t) = Dj+1(t) podem ser obtidos diretamente a partir de projeções sucessi-

vas do sinal original x(t) sobre subespaços wavelet Wj . Além disso, a teoria da

MRA demonstra que existe uma função ψ0(t), denominada “wavelet mãe”, que

é obtida a partir de φ0(t), tal que ψj,k(t) = 2−j/2ψ0(2
−jt − k) k ∈ Z é uma base

ortonormal de Wj .

O detalhe Dj+1(t) é obtido pela equação

Dj+1(t) =
∑
k

ψj+1,k(t) 〈ψj+1,k(t), x(t)〉 , (4.28)

em que o produto interno 〈ψj+1,k(t), x(t)〉 = wj+1,k denota o coeficiente wavelet

associado à escala j+1 e tempo discreto k e {ψj+1,k(t)} é uma famı́lia de funções

wavelets que gera o subespaço Wj+1, ortogonal ao subespaço Vj+1 (Wj+1⊥Vj+1),

11Além disso, Wj+1 está contido no subespaço Vj .
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isto é,

〈ψj+1,n, φj+1,p〉 = 0 , ∀n, p. (4.29)

Portanto, o sinal de detalhe Dj+1(t) pertence ao subespaço complementar Wj+1

de Vj, pois

Vj = Vj+1 ⊕Wj+1, (4.30)

ou seja, Vj é dado pela soma direta de Vj+1 e Wj+1, e isto quer dizer que qual-

quer elemento em Vj pode ser determinado a partir da soma de dois elementos

ortogonais pertencentes a Vj+1 e Wj+1. Iterando-se (4.30), tem-se que

Vj = Wj+1 ⊕Wj+2 ⊕ . . . . (4.31)

A Eq. (4.31) diz que a aproximação Sj(t) é dada por

Sj(t) =

∞∑
i=j+1

∑
k

wi,kψi,k(t) . (4.32)

A MRA de um sinal de tempo cont́ınuo x(t) é iniciada com a determinação

dos coeficientes12 u0(k) = 〈φ0,k(t), x(t)〉, em que k = 0, 1, . . . , N − 1, que estão

associados à projeção de x(t) no subespaço de aproximação V0. Em seguida, a

seqüência {u0(k)} é decomposta via filtragem e subamostragem por um fator de

2 (downsampling) em duas seqüências: {u1(k)} e {w1(k)}, cada uma contendo

N/2 pontos. Este processo de filtragem e subamostragem é repetido várias vezes,

obtendo-se as seqüências{
{u0(k)}N , {u1(k)}N

2
, {u2(k)}N

4
, . . . , {uj(k)} N

2j
, . . . , {uJ(k)} N

2J

}
(4.33)

e {
{w1(k)}N

2
, {w2(k)}N

4
, . . . , {wj(k)} N

2j
, {wJ(k)} N

2J

}
. (4.34)

A literatura [120], [122] denomina o conjunto de coeficientes{
{w1(k)}N

2
, {w2(k)}N

4
, . . . , {wJ(k)} N

2J
, {uJ(k)} N

2J

}
(4.35)

como a DWT do sinal x(t).

A Fig. 4.8 ilustra a DWT de 3 ńıveis (decomposição nas escalas j = 1, 2, 3)

associada a 1024 amostras do sinal de tempo discreto x(k) = sin (3k)+sin (0, 3k)+

sin (0, 03k), que corresponde à superposição de 3 senóides nas freqüências f1 ≈
0, 004775, f2 ≈ 0, 04775 e f3 ≈ 0, 4775. A Fig. 4.9 mostra a DEP deste sinal.

12A seqüência u0(k) é obtida amostrando-se a sáıda de um filtro com resposta impulsiva
φ∗(−t) (filtro casado com a função φ0(t) = φ(t)) nos instantes k = 0, 1, 2, . . ., ou seja, u0(k) =
x(t) � φ∗(−t) para k = 0, 1, 2, . . ., em que � denota convolução.
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Figura 4.8: Uma ilustração da DWT de 3 ńıveis do sinal de tempo discreto
x(k) = sin (3k) + sin (0, 3k) + sin (0, 03k). O gráfico concatena as seqüências dos

coeficientes de escala {u3(k)}128 e dos coeficientes wavelet {w3(k)}128,
{w2(k)}256 e {w1(k)}512 da esquerda para a direita, ou seja, os primeiros 128

pontos correspondem à seqüência {u3(k)}128; seguem-se os 128 pontos da
seqüência {w3(k)}128, os 256 pontos da seqüência {w2(k)}256 e os 512 pontos da

seqüência {w1(k)}512.
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Figura 4.9: DEP do sinal x(k) = sin (3k) + sin (0, 3k) + sin (0, 03k).
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A reconstrução de x(t) é implementada via filtragem e sobreamostragem por

um fator de 2 (upsampling) das seqüências (4.33) e (4.34), obtendo-se uma apro-

ximação de x(t) no subespaço V0

S0(t) = SJ(t) + D1(t) + D2(t) + · · ·+ DJ(t) (4.36)

ou

x(t) ≈
∑
k

u(J, k)φJ,k(t) +

J∑
j=1

∑
k

wj,kψj,k(t) . (4.37)

A Eq. (4.37) define a transforma discreta wavelet inversa - Inverse Discrete

Wavelet Transform (IDWT). A Fig. 4.10 ilustra a śıntese do sinal x(k) =

sin (3k)+sin (0, 3k)+sin (0, 03k) conforme (4.36) (utilizou-se a wavelet de Haar).

Figura 4.10: Śıntese do sinal x(k) = sin (3k) + sin (0, 3k) + sin (0, 03k) em
termos da soma S3(t) + D1(t) + D2(t) + D3(t) (aproximação na escala j = 3 e

detalhes nas escalas 1, 2 e 3). Na Fig., a3 = S3 e dj = Dj , j = 1, 2, 3.

Diz-se que a função φ0(t) = φ(t) determina uma MRA de x(t) de acordo com
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(4.36), se a mesma obedece às seguintes condições:

1. ortonormalidade intra-escala (propriedade 5)

〈φ(t−m), φ(t− n)〉 = δm,n , (4.38)

em que δm,n é o delta de Kronecker (δm,n = 1 se m = n, δm,n = 0 para

m 
= n). A Eq. (4.38) impõe uma condição de ortonormalidade na escala

j = 0.

2. média unitária ∫ ∞

−∞
φ(t) dt = 1 . (4.39)

3.
1√
2
φ

(
t

2

)
=
∑
n

gnφ(t− n) , (4.40)

pois “cabem” várias φ(t− k) em φ( t
2
) (é uma conseqüência da propriedade

(1) da MRA).

A Eq. 4.40 pode ser reescrita na forma

φ(t) =
∑
n

√
2gnφ(2t− n) , (4.41)

conhecida como Equação de Dilação. As Eqs. 4.40 e 4.41 podem ser escritas,

respectivamente, no domı́nio das freqüências como

√
2Φ(2ν) = G(ν)Φ(ν) , (4.42)

e

Φ(ν) =
1√
2
G(ν)Φ

(ν
2

)
, (4.43)

em que Φ(ν) é a transformada de Fourier de φ(t) e G(ν) =
∑

n gne
−j2πνn, co-

nhecido como filtro de escala (passa-baixas), representa um filtro periódico em

ν.

Como o subespaço Wj+1 é ortogonal a Vj+1 e está contido em Vj, tem-se que

1√
2
ψ

(
t

2

)
=
∑
n

hnφ(t− n) , (4.44)

ou

ψ(t) =
∑
n

√
2hnφ(2t− n) , (4.45)

que é a Equação da Wavelet . Aplicando-se a transformada de Fourier em
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(4.44) e (4.45) obtém-se, respectivamente,√
(2)Ψ(2ν) = H(ν)Φ(ν) , (4.46)

e

Ψ(ν) =
1√
2
H(ν)Φ

(ν
2

)
. (4.47)

em que H(ν) é o filtro wavelet (passa-altas).

Reescrevendo-se (4.29) em termos do domı́nio das freqüências e usando-se

(4.42) e (4.46) resulta a condição de ortogonalidade∫ ∞

−∞
G(ν)H∗(ν)|Φ(ν)|2 dν = 0 , (4.48)

que o filtro H deve atender para que a famı́lia {ψ1,k(t)} seja ortogonal à famı́lia

{φ1,k(t)}. Pode-se mostrar [109, pág.150], [67, pág.75] que a condição

hn = (−1)ngL−1−n , ↔ H(z) = −z−L+1G(−z−1) , (4.49)

em que L denota o comprimento de um filtro FIR gn, é suficiente para que valha

(4.48). Diz-se que gn e hn são filtros espelhados em quadratura (ou Qua-

drature Mirror Filters (QMF)) quando estão relacionados por (4.49). A Fig.

4.11 mostra os gráficos de resposta em freqüência dos filtros QMF e também ilus-

tra a resposta em freqüência de filtros do tipo brickwall, que não são fisicamente

realizáveis.

f

|H(f)||G(f)|
QMF

f

|H(f)||G(f)|

Filtros brickwall

Figura 4.11: Resposta em freqüência de filtros QMF (gráfico da parte
superior) vs resposta em freqüência de filtros do tipo brickwall (fisicamente

não-realizáveis).
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De acordo com (4.41), a MRA começa a partir de uma definição (dentre

várias posśıveis) da função de escala φ(t), que está relacionada ao filtro de escala

gn por (4.40). A Eq. (4.49) diz que a escolha de um filtro {gn} do tipo Finite

Impulse Response (FIR) implica um {hn} que também seja FIR. Finalmente, a

função wavelet é determinada por (4.44). As funções de escala φ(t) e wavelet ψ(t)

associadas aos filtros FIR {gn} e {hn} possuem suporte compacto, oferecendo,

portanto, a funcionalidade de resolução temporal.

A função de escala mais simples que satisfaz (4.38) é a função caracteŕıstica13

do intervalo I = [0, 1), que corresponde à função de escala de Haar:

φ(H)(t) = χ[0,1)(t) =

⎧⎨⎩1 se 0 ≤ t < 1

0 caso contrário.
(4.50)

Neste caso (MRA de Haar), o filtro de escala de Haar associado é dado por

gn = {. . . , 0, g0 = 1/
√

2, g1 = 1/
√

2, 0, . . .} , (4.51)

o filtro wavelet de Haar por

hn = {. . . , 0, h0 = g1 = 1/
√

2, h1 = −g0 = −1/
√

2, 0, . . .} (4.52)

e a função wavelet de Haar por

ψ(H)(t) = χ[0,1/2)(t) − χ[1/2,1)(t) . (4.53)

A Fig. 4.12 mostra as funções de escala e wavelets de Daubechies com N =

2, 3, 4 momentos ou cumulantes nulos (vanishing moments)∫ ∞

−∞
tmψ(t) dt = 0, m = 0, 1, . . . , N − 1 . (4.54)

Ingrid Daubechies [116] foi a primeira a propor um método para construção de

seqüências de funções de transferência {G(N)(z)}N=1,2,3,... e {H(N)(z)}N=1,2,3,...,

em que G(N)(z) está associada ao filtro FIR passa-baixas g
(N)
n e H(N)(z) ao filtro

passa-altas h
(N)
n . As funções de escala e wavelet correspondentes têm suporte em

[0, 2N − 1]. O primeiro membro da seqüência é o sistema de Haar φ(1) = φ(H),

ψ(1) = ψ(H). Os filtros de Daubechies são generalizações do sistema de Haar para

N ≥ 2 (consulte [109] para obter maiores informações).

13Definida por

χE(x) =

{
1 sex ∈ E

0 sex /∈ E.
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Figura 4.12: Os gráficos da parte inferior mostram as wavelets de Daubechies
com N = 2, 3, 4 momentos nulos (vanishing moments), da esquerda para a

direita, respectivamente. As funções de escala correspondentes estão na parte
superior. Esta figura foi criada com a função WaveLab WTBrowser.m.

Demonstra-se que [113]:

uj(n) =
∑
k

g(k − 2n)uj−1(k) (4.55)

e que

wj(n) =
∑
k

h(k − 2n)uj−1(k) . (4.56)

De acordo com (4.55) e (4.56), pode-se obter os coeficientes uj(n) e wj(n) a

partir dos coeficientes de escala uj−1(m) por meio de uma operação de dizimação

da seqüência {uj−1(m)} por um fator de 2. A dizimação (ou decimação) consiste

no cascateamento de um filtro passa-baixas g(−m) (com função de transferência

Ḡ(z) = G(1/z) e resposta em freqüência G∗(f)) ou passa-altas h(−m) (com

função de transferência H̄(z) = H(1/z) e resposta em freqüência H∗(f)) com um

compressor (ou dizimador) por um fator de 2, conforme ilustrado pela Fig. 4.13a.

Note que decimar um sinal por um fator D é o mesmo que reduzir sua taxa de

amostragem em D vezes.

A Fig. 4.13a sugere que os coeficientes de uma DWT podem ser determinados

a partir de um algoritmo piramidal baseado em convoluções com filtros espelhados

em quadratura (esta foi a proposta original de Mallat em [113]). Sendo assim,

a MRA é implementada via bancos de filtros de análise passa-baixas G∗(f) e

passa-altas H∗(f) adequadamente posicionados para separação das seqüências
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de coeficientes de escala das seqüências de coeficientes wavelet. Posteriormente

é posśıvel reconstruir o sinal original utilizando-se o banco de filtros duais de

reconstrução QMF passa-baixas G(f) e passa-altas H(f) [113], conforme mostra

a Fig. 4.13b14. De acordo com a Fig. 4.13b, uj−1(n) pode ser reconstrúıdo por

meio da inserção de zeros entre cada duas amostras de uj(m) e wj(m), gerando-

se os sinais uup
j (n) e wup

j (n) nas sáıdas dos interpoladores (a inserção de zeros

é conhecida como operação de interpolação, em que há um aumento da taxa de

amostragem do sinal ou upsampling), aos quais se seguem convoluções com os

filtros G(f) e H(f), respectivamente. É importante ressaltar que a complexidade

do algoritmo da pirâmide é O(N) (assumindo-se que se quer calcular a DWT de

N amostras), ao passo que o cálculo “direto” da DWT (que envolve multiplicação

de matrizes) é O(N2) [67].

g(-m)
G*(f)

h(-m)
H*(f)

uj-1(m)

2

2

uj(n)

wj(n)

QMF

(a)

uj(m)
2

uj-1(n)

wj(m)

QMF dual

2

+

uup
j(n) g(n)

G(f)

h(n)
H(f)

wup
j(n)

(b)

Figura 4.13: (a) banco de filtros QMF de análise G∗(f) (passa-baixas) e H∗(f)
(passa-altas) com decimação (downsampling) por um fator de 2; (b) banco de
filtros QMF de reconstrução com interpolação (upsampling) por um fator de 2.

Note que são usados os filtros duais passa-baixas G(f) e passa-altas H(f).

A Fig. 4.14a é um diagrama de fluxo que ilustra a projeção inicial de um

sinal x(t) sobre V0 seguida da MRA em W1, W2 e V2 em que, G∗
(

k
N/2j−1

)
e

14Pode-se adotar os filtros QMF de reconstrução passa-baixas G(f) e passa-altas H(f) desde
que os filtros de análise sejam os filtros duais passa-baixas G∗(f) e passa-altas H∗(f).
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H∗
(

k
N/2j−1

)
representam a Transformada Discreta de Fourier (TDF) dos filtros

circulares de escala (passa-baixas) e wavelet (passa-altas), respectivamente [67].

O śımbolo “↓ 2” indica a operação de downsampling de um sinal. A Fig. 4.14b

representa a reconstrução (aproximada) de x(t) a partir de W1, W2 e V2. Observe

que os filtros circulares correspondem aos complexos conjugados dos filtros usados

na análise. O śımbolo “↑ 2” indica a operação de upsampling de um sinal.

t
x(t)

V0

2
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W1
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G* k/N]

u0(n)
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+
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+
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G k/N]
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Figura 4.14: (a) Diagrama de fluxo que mostra a projeção inicial de um sinal
x(t) sobre V0 seguida da decomposição em W1, W2 e V2. (b) Diagrama de fluxo

que ilustra a śıntese aproximada de x(t) a partir de W1, W2 e V2.

A Fig. 4.15 mostra que o espectro U0(f) do sinal u0(n) da Fig. 4.14 é

subdividido em três bandas de freqüência (que cobrem duas oitavas): 0 ≤ f <

1/8, 1/8 ≤ f < 1/4 e 1/4 ≤ f ≤ 1. É interessante observar que a Fig. 4.15 ilustra

que a DWT utiliza o prinćıpio da codificação de sub-bandas usado em sistemas

práticos digitais multitaxa de codificação de sinais de voz (veja [123] e [52] para

maiores detalhes).
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f

W1W2U2

Figura 4.15: Diagrama de blocos que mostra que a DWT funciona de modo
similar a um esquema de codificação de sub-bandas. O espectro U0(f) do sinal
u0(n) da Fig. 4.14 é subdividido em três bandas de freqüência (que cobrem duas

oitavas): 0 ≤ f < 1/8, 1/8 ≤ f < 1/4 e 1/4 ≤ f ≤ 1.

4.2.3 Modelo MWM

O MWM usa o sistema de MRA de Haar e está baseado numa cascata binomial

multiplicativa no domı́nio wavelet, a qual garante que as séries simuladas são

positivas (o que não acontece quando se utiliza modelos Gaussianos, tais como o

FGN, na śıntese de teletráfego) [11]. A cascata binomial é uma árvore binomial

aleatória cuja raiz é o coeficiente uJ−1,0 (o MWM considera que N
2J−1 = 1, onde

N denota o número de amostras)

xt = x0,k = uJ−1,0φJ−1,0(t) +

J−1∑
j=1

∑
k

wj,kψj,k(t), (4.57)

em que φJ−1,0(t) denota a função de escala de Haar na escala mais lenta (ordem

J − 1) e os wj,k são os coeficientes wavelet.

Os coeficientes de escala e wavelet de Haar podem ser calculados recursiva-

mente por meio do seguinte conjunto de equações de śıntese,

uj−1,2k = 2−1/2(uj,k + wj,k) (4.58)

uj−1,2k+1 = 2−1/2(uj,k − wj,k). (4.59)

Portanto, sinais estritamente positivos podem ser modelados se uj,k ≥ 0 e

|wj,k| ≤ uj,k . (4.60)
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É posśıvel escolher um modelo estat́ıstico para os wj,k que incorpore a condição

(4.60). O MWM especifica um modelo multiplicativo,

wj,k = Mj,kuj,k , (4.61)

em que o multiplicador Mj,k pode ser modelado como uma variável aleatória com

distribuição β simétrica com parâmetro de forma pj , ou seja, Mj ∼ β(pj, pj).

Neste caso, o MWM é conhecido como β-MWM e assume-se que os Mj,k’s são

mutuamente independentes e independentes dos uj,k
15.

A variância de Mj é dada por [11]

Var[Mj ] =
1

2pj + 1
. (4.62)

Desta forma, as equações (4.58) e (4.59) podem ser reescritas como

uj−1,2k =

(
1 +Mj,k√

2

)
uj,k (4.63)

uj−1,2k+1 =

(
1 −Mj,k√

2

)
uj,k. (4.64)

Estas equações mostram que o MWM é de fato uma cascata binomial.

O MWM pode aproximar a DEP de uma seqüência de treinamento por meio

da modelagem do decaimento da variância dos coeficientes wavelet

ηj =
Var[wj,k]

Var[wj−1,k]
=

2p(j−1) + 1

p(j) + 1
, (4.65)

que leva a

p(j−1) =
ηj
2

(p(j) + 1) − 1/2 (4.66)

e

p(j) =
2p(j−1) + 1

ηj
− 1 . (4.67)

O MWM assume que uJ−1,0 (o coeficiente de escala “raiz”) seja aproximada-

mente Gaussiano. Pode-se mostrar que p(j) converge para

p−∞ = lim
j→−∞

p(j) =
2α − 1

2 − 2α
, (4.68)

em que α e H estão relacionados por (3.4).

A Tabela 4.1 lista alguns valores assintóticos para o parâmetro de forma p.

O modelo MWM tem propriedades multifractais e a densidade de probabilidade

15Riedi et al[11] também investigaram o uso de outras distribuições para os multiplicadores.
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Tabela 4.1: Valores assintóticos do parâmetro de forma p dos multiplicadores
β em função de α (or H)[11].

α 0.1 0.2 0.5 0.8
p 0.077 0.175 0.707 2.86
H 0.55 0.6 0.75 0.9

marginal é lognormal [11].

4.3 Modelagem Paramétrica

4.3.1 Modelo ARFIMA

Conforme explicado no item 2.3, a modelagem de uma série temporal (linear) xt

consiste na estimação de uma função de transferência (ou modelo) H(B) tal que

x t = H(B)w t, (4.69)

em que w t é a inovação no instante t. Na prática, a modelagem é baseada na

estimação da função inversa G(B) = H(B)−1, pois espera-se que a filtragem de

xt por G(B) produza uma série de reśıduos wt do tipo RB.

Granger e Joyeux [81] e Hosking [82] introduziram de forma independente a

classe de modelos ARFIMA que possui as seguintes propriedades:

1. modelagem expĺıcita da memória longa;

2. flexibilidade para modelar a estrutura de autocorrelação das séries nos pe-

quenos e grandes lags;

3. possibilitar a simulação de séries LRD a partir do modelo.

Considere a equação

Δdx t = w t, (4.70)

em que d é um expoente fracionário16, 0 < d < 1/2. Observe-se que

Δd = (1 −B)d =

∞∑
k=0

(
d

k

)
(−1)kBk, (4.71)

16Uma caracteŕıstica de séries LRD é que as autocorrelações amostrais indicam não-
estacionariedade [42, pág.460]. Portanto, faria sentido modelar uma série LRD, pelo menos
numa primeira tentativa, como um processo integrado de primeira ordem (x t ∼ I(d = 1)). En-
tretanto, a DEP da série diferençada tende a zero na freqüência zero (não é um rúıdo branco)
[43, pág.260], [81] ou seja, parece ser “super-diferençada”. Este fato justifica, de maneira intui-
tiva, a modelagem de séries LRD por meio de processos de integração fracionária.
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com coeficientes binomiais17(
d

k

)
=

Γ(d+ 1)

Γ(k + 1)Γ(d− k + 1)
, (4.72)

resulta no filtro de diferença fracionária

Δd = 1 − dB +
1

2!
d(d− 1)B2 − 1

3!
d(d− 1)(d− 2)B3 + . . . , (4.73)

que é definido para qualquer real d > −1. De acordo com (4.73), o modelo (4.70)

é do tipo AR(∞) (vide (2.45)). A Eq. (4.70) define o processo fracionário

integrado (também chamado de modelo FD(d) [67] ou RB fracionário [42]),

que é uma extensão do modelo integrado ARIMA(0, d, 0) (2.66), d ∈ Z+. O

processo FD consegue modelar a singularidade do tipo 1/fα na origem do espectro

de uma série LRD. O FD é estacionário e LRD quando 0 < d < 1/2; é estacionário

e SRD quando −1/2 < d < 0; é não-estacionário18 quando |d| > 1/2.

Na prática, observa-se que o decaimento das SACF para pequenos valores

de lag de algumas séries reais de teletráfego é bem modelado por processos

SRD [50], [11], [77], [80], [106], [78], ou seja, têm autocorrelações significativas

que decaem de modo exponencial para pequenos lags, a qual não é modelada

pelo processo FD(d). Isto não quer dizer que este tipo de série de tráfego não

seja assintoticamente LRD (lembre-se que a SACF de séries LRD, para valores

suficientemente grandes de lag , decresce segundo uma função potência, isto

é, o decaimento para zero é extremamente lento e do tipo hiperbólico), mas tão

somente que a caracteŕıstica de SRD pode se manifestar por meio da existência

de “picos locais” de DEP (além da singularidade na origem do espectro que é

devida à memória longa), conforme ilustrado pela Fig. 4.16 (imagine o espectro

resultante da superposição dos espectros dos processos FD(0, 4) e AR(4)). É dáı

que surge a necessidade de se introduzir a classe ARFIMA(p, d, q) de modelos

(mais flex́ıvel do que a classe FD)

φ(B)Δdx t = θ(B)w t, (4.74)

em que −1/2 < d < 1/2, φ(B) é o operador auto-regressivo de ordem p (2.33),

θ(B) é o operador de média móvel de ordem q (2.34) e w t é um RB Gaussiano.

O modelo (4.74) é LRD, estacionário e invert́ıvel quando 0 < d < 1/2 e se

os pólos e zeros de θ(z)/φ(z) estiverem dentro do ćırculo de raio unitário (vide

(2.36) e (2.37)).

O parâmetro d modela a estrutura da autocorrelação de ordens altas (em que

17A função Gamma estende a função fatorial para números reais e complexos: d! = Γ(d+ 1).
18Neste caso, x t tem variância infinita [81].
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Figura 4.16: DEPs para modelos AR(4) e FD(0,4) de mesma potência.

o decaimento é lento, do tipo hiperbólico). Por outro lado, os parâmetros dos

polinômios φ(B) e θ(B) são responsáveis pela modelagem da autocorrelação em

lags de ordens baixas (decaimento rápido do tipo exponencial). A Eq. (4.74)

pode ser reescrita na forma AR(∞)

φ(B)

θ(B)
Δdx t = w t. (4.75)

A DEP de um modelo ARFIMA(p, d, q) é dada por [42], [78]

Px (f) =
σ2

w |1 − e−j2πf |−2d|1 − θ1e
−j2πf − . . .− θqe

−jq2πf |2
|1 − φ1e−j2πf − . . .− φpe−jp2πf |2 , (4.76)

em que σ2
w é a potência de w t e w = 2πf é a freqüência angular normalizada

(−π ≤ w ≤ π). A Eq.(4.76) tem a seguinte forma simplificada para o caso

ARFIMA(0, d, 0):

Px (f) = |1 − e−j2πf |−2d σ2
w = [2(1 − cos (2πf))]−d σ2

w (4.77)

ou

Px (f) = [2 sin (πf/2)]−2d σ2
w . (4.78)

Como sinw ≈ w para w próximo de zero, então (4.78) reduz-se a

Px (f) = (πf)−2d σ2
w . (4.79)

Note-se que (4.79) segue o espectro especificado pela Definição 3.1, Eq. (3.3).
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4.3.2 Previsão de Modelos ARFIMA

4.3.2.1 Estimação Ótima

Sejam as três formas básicas do modelo ARIMA(p, d, q) (2.66) da seção 2.5.2 no

instante t+ h, em que t é o instante atual e h denota um horizonte de previsão:

(a) ARMA(p + d, q) (similar à Eq. (2.31))

x t+h =

p+d∑
k=1

ϕkx t+h−k + w t+h −
q∑

k=1

θkw t+h−k; (4.80)

(b) AR(∞)

x t+h =

∞∑
k=1

gkx t+h−k + w t+h. (4.81)

(c) MA(∞)19

x t+h =
∞∑
k=0

ψkw t+h−k (4.82)

A Eq. (4.82) sugere que a previsão do valor futuro de origem t e hori-

zonte h ≥ 1, denotada por x̂t+h, seja uma combinação linear das inovações

{wt, wt−1, wt−2, . . .}. Seja

x̂t+h = ψ∗
hwt + ψ∗

h+1wt−1 + ψ∗
h+2wt−2 + . . . (4.83)

a previsão de Erro Quadrático Médio Mı́nimo (EQMM) (Minimum Mean Squared

Error (MMSE)). Então os coeficientes ψ∗
h+k, k = 0, 1, 2, . . ., podem ser determi-

nados minimizando-se o Erro Quadrático Médio (EQM) de previsão

E[(et+h)
2] = E[(x t+h − x̂ t+h)

2] = E

⎡⎣( ∞∑
k=0

ψkw t+h−k −
∞∑
k=0

ψ∗
h+kw t−k

)2
⎤⎦ .
(4.84)

Como ∞∑
k=0

ψkw t+h−k =
∞∑

k=−h
ψh+kw t−k,

tem-se que et+h é dado por

et+h = ψ0w t+h + ψ1w t+h−1 + . . .+ ψh−1w t+1 −
∞∑
k=0

(ψh+k − ψ∗
h+k)w t−k . (4.85)

19A seqüência ψt em (4.82) denota a resposta impulsiva do modelo ARIMA. Adotou-se esta
nova notação para que o leitor não confunda o horizonte h com um coeficiente hk = ψk da
resposta impulsiva.
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Deste modo,

E[(et+h)
2] = (1 + ψ2

1 + . . .+ ψ2
h−1)σ

2
w +

∞∑
k=0

(ψh+k − ψ∗
h+k)

2σ2
w , (4.86)

em que ψ0 = 1, pois as inovações w t são não-correlacionadas. Segue-se que

ψ∗
h+k = ψh+k minimiza (4.86).

Portanto, a previsão ótima segundo o critério MMSE é dada por

x̂t+h = ψhwt + ψh+1wt−1 + ψh+2wt−2 + . . . =

∞∑
k=0

ψh+kwt−k (4.87)

e o erro mı́nimo de previsão por

et+h = w t+h + ψ1w t+h−1 + . . .+ ψh−1w t+1 (4.88)

possui a variância

Vh = (1 + ψ2
1 + . . .+ ψ2

h−1)σ
2
w , (4.89)

dado que

E[et+h|F (∞)
t ] = 0, (4.90)

em que F (∞)
t = {xt, xt−1, . . .} denota o conjunto de todas as observações passadas

da série.

Note-se que

x t+h = x̂t+h + et+h, h ≥ 1. (4.91)

Observe-se que a esperança condicional de x t+h dadas as observaçõs passadas da

série

E[x t+h|F (∞)
t ] = x̂t+h, (4.92)

é igual à previsão MMSE (vide (4.90)) (isto não acontece por acaso). De fato,

pode-se demonstrar [47], [124] que o preditor ótimo segundo o critério MMSE:

a) é a esperança condicional E[x t+h|F (∞)
t ] e b) que esse preditor ótimo é linear

quando as inovações são Gaussianas.

4.3.2.2 Formas de Previsão

Tomando-se a esperança condicional em (4.80), obtém-se a previsão via equação

de diferenças

x̂t+h = ϕ1E[x t+h−1|F (∞)
t ] + . . .+ ϕp+dE[x t+h−p−d|F (∞)

t ]

+ E[w t+h|F (∞)
t ] − θ1E[w t+h−1|F (∞)

t ] − . . .− θqE[w t+h−q|F (∞)
t ],

(4.93)
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para h ≥ 1. Observe-se que

E[x t+k|F (∞)
t ] = x̂t+k, k > 0,

E[x t+k|F (∞)
t ] = xt+k, k ≤ 0,

E[w t+k|F (∞)
t ] = 0, k > 0,

E[w t+k|F (∞)
t ] = ŵt+k, k ≤ 0.

(4.94)

Note-se que [42, pág.227]:

(a) x̂t+h depende de x̂t+h−1, x̂t+h−2, . . ., que são calculados de forma recursiva;

(b) na prática, só se conhece um número finito de observações passadas, ou seja,

Ft = {xt, xt−1, . . . , x1}. Portanto,

E[x t+k|F (∞)
t ] ≈ E[x t+k|Ft];

(c) as previsões para um AR(p) são exatas, pois pode-se mostrar que

E[x t+k|xt, xt−1, . . .] = E[x t+k|xt, . . . , xt+1−p]

Tomando-se a esperança condicional em (4.81) obtém-se a previsão por meio

da forma AR(∞)

x̂t+h =

∞∑
k=1

gkE[x t+h−k|F (∞)
t ] + E[w t+h|F (∞)

t ], (4.95)

como E[w t+h|F (∞)
t ] = 0, pode-se reescrever (4.95) na forma

x̂t+h = g1x̂t+h−1 + g2x̂t+h−2 + . . .+ ghxt + gh+1xt−1 + . . . . (4.96)

4.3.2.3 Intervalo de Confiança

O modelo ARFIMA (4.74) assume que a seqüência de inovações w t seja um

RB Gaussiano de média nula, ou seja, w t ∼ N (0, σ2
w). Segue-se então que a

distribuição condicional de x t+h dado F (∞)
t é do tipo N (x̂t+h, Vh) e que

Z =
xt+h − x̂t+h√

Vh
∼ N (0, 1). (4.97)

A expressão do intervalo de confiança para x t+h, ao ńıvel de confiança (1−β),

é dada por

x̂t+h − zβ/2
√
Vh ≤ x t+h ≤ x̂t+h + zβ/2

√
Vh. (4.98)
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Como na prática o valor de σ2
w é desconhecido, utiliza-se a estimativa

V̂h = (1 + ψ2
1 + . . .+ ψ2

h−1)σ̂
2
w , (4.99)

obtida na fase de estimação do modelo. Finalmente, obtém-se a expressão final

do intervalo de confiança para x t+h

x̂t+h − zβ σ̂w

[
1 +

h−1∑
k=1

ψ2
k

]1/2

≤ x t+h ≤ x̂t+h + zβσ̂w

[
1 +

h−1∑
k=1

ψ2
k

]1/2

. (4.100)

4.3.2.4 Previsão do ARFIMA

Considere o modelo ARFIMA(p, d, q) estacionário e invert́ıvel, −0, 5 < d < 0, 5,

dado por (4.75). Pode-se reescrever o processo na forma AR(∞)

∞∑
k=0

gkx t−k = w t, (4.101)

em que g0 = 1 e

∞∑
k=0

gkB
k = φ(B)θ−1(B)(1 − B)d = π(B). (4.102)

Então, pode-se prever um valor futuro de x t utilizando-se (4.102) e (4.96)

[42, pág.474]. A variância do erro de previsão é dada por (4.89). Note-se que o

polinômio π(B) é de ordem infinita (pois |d| < 1/2). Como na prática o que se

tem é uma série com N observações, utilizam-se somente os L primeiros termos

π(B), com L < N . O próximo Caṕıtulo abordará a questão da escolha do valor

de L.

4.4 Testes Estat́ısticos de Memória Longa

4.4.1 Estat́ıstica R/S

Seja uma série temporal xt, t = 1, 2, . . . , N . Hurst [71] propôs o teste de memória

longa

QN =
1

ŝN

[
max

1≤k≤N

k∑
j=1

(xj − x̄) − min
1≤k≤N

k∑
j=1

(xj − x̄)

]
, (4.103)

em que ŝN =
√
Ĉ0, conhecido como estat́ıstica Range Over Standard Devi-

ation (R/S) ou rescaled adjusted range [43], [58].

Hurst observou que o gráfico log-log de R/S (para a série dos ńıveis anuais
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mı́nimos do Rio Nilo) versus N espalhava-se ao longo de uma reta com inclinação

superior a 1/2, ou seja, que log (R/S) versus N apresentava um comportamento

do tipo CNH (efeito de Hurst), em que C é uma constante e 1/2 < H < 1 denota

o parâmetro de Hurst. Esta descoberta emṕırica contradizia o comportamento

esperado para processos Markovianos (que são SRD), em que R/S deve ter um

comportamento assintótico do tipo CN1/2 [58].

De acordo com [43, pág.262] e [58, pág.82], a estat́ıstica N−1/2QN converge

para uma variável aleatória bem definida (paraN → ∞) quando x t é um processo

RBG. É por isto que o gráfico log-log de R/S versus N apresenta um compor-

tamento assintótico do tipo CN1/2. Por outro lado, é a estat́ıstica N−HQN que

converge para uma variável aleatória bem definida quando x t é LRD 20.

Posteriormente, Lo [125] mostrou que (4.103) não é robusta quanto à presença

de SRD na série e desenvolveu uma versão estendida de (4.103)

QT =
1

σ̂NW

[
max

1≤k≤N

k∑
j=1

(xj − x̄) − min
1≤k≤N

k∑
j=1

(xj − x̄)

]
, (4.104)

em que σ̂NW denota a raiz quadrada da estimativa de Newey-West para a variância

de longo termo (long run variance) de um processo x t (estacionário e ergódico)

[43, pág.85] [126]. A variância de longo termo é definida como

lrv(x t) =
∞∑

τ=−∞
Cτ . (4.105)

Como C−τ = Cτ , (4.105) pode ser reescrita como

lrv(x t) = C0 + 2
∞∑
τ=1

Cτ . (4.106)

O estimador de Newey-West para (4.105) é dado por

l̂rvNW (xt) = Ĉ0 + 2
T∑
τ=1

wτ,T Ĉτ , (4.107)

em que os wτ,T denotam coeficientes (cuja somatória é igual a um) e um parâmetro

de truncamento que satisfaz T = O(N1/3).

20Para maiores detalhes, vide os Teoremas 4.1 e 4.2 em [58].
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4.4.2 Teste GPH

Geweke e Porter-Hudak [127] propuseram um teste de memória longa baseado na

DEP do processo ARFIMA(0, d, 0) dada por21

Px (f) = [4 sin2(πf)]−dσ2
w , (4.108)

em que σ2
w denota a potência do RB w t. Note-se que o parâmetro d pode ser

estimado por meio da seguinte regressão

lnPx (fj) = −d ln[4 sin2(πfj)] + 2 lnσw , (4.109)

para j = 1, 2, . . . , z(N), em que z(N) = Nα, 0 < α < 1 (N denota o número de

amostras). Geweke e Porter-Hudak mostraram que se Px (fj) for estimado pelo

método do periodograma, então o estimador de mı́nimos quadrados d̂ utilizando a

regressão (4.109) é normalmente distribúıdo em grandes amostras se z(N) = Nα

com 0 < α < 1:

d̂ ∼ N
(
d,

π2

6
∑z(N)

j=1 (Uj − Ū)2

)
, (4.110)

em que Uj = ln[4 sin2(πfj)] e Ū é a média amostral dos Uj , j = 1, 2, . . . , z(N).

Sob a hipótese nula de que não haja LRD (d = 0), a estat́ıstica t

td=0 = d̂

(
π2

6
∑z(N)

j=1 (Uj − Ū)2

)−1/2

(4.111)

tem distribuição normal no limite.

4.5 Alguns Métodos para Estimação de H e d

4.5.1 Abordagens Heuŕısticas

4.5.1.1 Estat́ıstica R/S

De acordo com a seção 4.4.1, o gráfico log-log da estat́ıstica R/S versus N , em

que N denota o número de pontos da série, de uma série LRD se aproxima de uma

reta com inclinação 1/2 < H < 1. Este fato é utilizado pelo método de estimação

do parâmetro H denominado análise R/S, que consiste no procedimento descrito

a seguir. Primeiramente, calcula-se a estat́ıstica R/S usando-se N1 observações

consecutivas da série, em que N1 deve ser um número suficientemente grande. Em

seguida incrementa-se o número de observações por um fator f ; isto é, calcula-se

21A Eq. (4.108) é deduzida a partir de (4.76).
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R/S sobre Ni = fNi−1 amostras consecutivas para i = 2, . . . , s. Note-se que para

se obter a estat́ıstica R/S com Ni observações consecutivas, pode-se dividir a série

em [N/Ni] blocos e obter-se [N/Ni] valores, em que [.] denota a parte inteira de

um número real. A regressão do plot log-log de todas as estat́ısticas R/S versus

Ni, i = 1, . . . , s, produz uma estimativa do parâmetro H [43], [58].

4.5.1.2 Plot da Variância

O gráfico da variância (variance plot) é um método heuŕıstico de estimação do

parâmetro de Hurst. Beran [58] mostra que a variância da média amostral de

uma série LRD decresce com o seu tamanho N mais lentamente do que no caso

tradicional (variáveis independentes ou não-correlacionadas) e da seguinte ma-

neira

Var(x̄) ≈ cN2H−2, (4.112)

em que c > 0. Tem-se os seguintes passos [21]:

1. Seja k um número inteiro. Para diferentes k pertencentes à faixa 2 ≤ k ≤
N/2, e para um número mk suficiente de subséries de tamanho k, calcular

as médias de mk amostras de tamanho k, x̄1(k), x̄2(k), . . . , x̄mk
(k) e a média

global

x̄(k) = m−1
k

mk∑
j=1

x̄j(k). (4.113)

2. Para cada k, calcular a variância da amostra de mk médias de amostras

x̄j(k), j = 1, 2, . . . , mk:

s2(k) =
1

mk − 1

mk∑
k=1

(x̄j(k) − x̄(k))2. (4.114)

3. Representar num gráfico log s2(k) versus log k.

Para o caso de dependência de curta duração ou independência, espera-se que o

coeficiente angular 2H − 2 do plot seja igual a (2 × 1/2) − 2 = −1.

4.5.1.3 Método do Periodograma

De acordo com a definição (3.1), a DEP de um processo LRD é aproximada

pela expressão CP |f |1−2H quando f → 0. Como a DEP pode ser estimada pelo
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periodograma, um log-log plot do periodograma versus freqüência deve acompa-

nhar uma reta com inclinação 1 − 2H para freqüências próximas de zero. Este

procedimento de estimação é conhecido como método do periodograma.

O estimador P̂x (f) da DEP é obtido pelo método não-paramétrico22 do pe-

riodograma [44], com janelamento de dados (data tapering, para redução de va-

zamento de potência) e suavização (smoothing, para redução da variabilidade de

P̂x (f)). O periodograma é calculado via23

P̂x (f) =
1

N
|X(f)|2 . (4.115)

4.5.2 Método de Whittle

O estimador de Whittle também é baseado no periodograma e envolve a mini-

mização da função [128]

Q(θ) =

∫ 0.5

−0.5

P̂x (f)

Px (θ, f)
df (4.116)

em que P̂x (f) denota o periodograma da série xt, Px (θ, f) é a DEP teórica do

modelo ARFIMA(p, d, q) x t na freqüência f e θ = [p, d, q] representa o vetor de

parâmetros desconhecidos. Vide [58] para maiores detalhes sobre este método.

4.5.3 Estimador Aproximado de MV de Haslett e Raftery

Considere o modelo ARFIMA (4.74), reescrito na forma

x t = Δ−dφ(B)−1θ(B)w t . (4.117)

Sejam x̂t a previsão ótima de passo-1 de x t dadas as observações passadas Ft−1 =

{xt−1, xt−1, . . . , x1}, et = xt − x̂t o erro de previsão de passo-1 e

ζ = [σ2
w , φ1, . . . , φp, d, θ1, . . . , θq] (4.118)

o vetor de parâmetros do modelo (4.117). Harvey [129, pág.91] mostra que a

função de log-verossimilhança de (4.117) é dada por uma expressão conhecida

22Os métodos paramétricos de análise espectral são baseados em modelos AR, MA e ARMA.
Portanto não devem ser aplicados para estimação da DEP de um rúıdo 1/fα.

23A definição foi dada sem incluir o janelamento e a suavização, para melhor compreensão
da natureza essencial do estimador.
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como decomposição do erro de previsão

log [L(ζ)|Ft−1] = −N
2

log 2π − N

2
log σ2

w − 1

2

N∑
t=1

log ft − 1

2σ2
w

N∑
t=1

e2t/ft , (4.119)

em que ft = Var[et]/σ
2
w .

Haslett e Raftery [130] propuseram um procedimento rápido para a deter-

minação de uma aproximação de (4.119), que é usada pelo programa S-PLUSR©.

O leitor interessado em obter maiores detalhes sobre o algoritmo de Haslett e

Raftery deve consultar a seção 4.3 do artigo referenciado acima.

4.5.4 Estimador Wavelet de Abry e Veitch

Considere um sinal estacionário x(t), t ∈ R e a sua IDWT (4.37)

x(t) ≈
∑
k

u(J, k)φJ,k(t) +

J∑
j=1

∑
k

wj,kψj,k(t).

A estacionariedade de xt implica a estacionariedade das seqüências de coeficientes

wavelet {wj,k} em todas as escalas j. Seja Pj = E[w2
j,k] = Var[wj,k] a potência do

sinal {wj,k} ou variância wavelet [67, pág.296] numa determinada escala j.

Demonstra-se que [122], [131]

Pj =

∫
R

|Ψ(ν)|2Px (ν/2j)dν , (4.120)

em que Ψ(ν), −∞ < ν <∞, denota a transformada de Fourier da wavelet ψ(t) e

Px (ν) denota a DEP de x(t). Considere j → ∞. Então Px (ν/2j) pode ser vista

como uma versão magnificada (dilatada) da DEP de x(t) na região de baixas

freqüências (ν → 0). Sendo assim, depreende-se que (4.120) é uma aproximação

da potência de x(t) na região das baixas freqüências para j → ∞ (pois a integral

(4.120) é ponderada pela função |Ψ(ν)|2).

Suponha que x(t) seja LRD (vide definição 3.1), isto é,

Px (ν) ∼ CP |ν|−α, ν → 0, 0 < α < 1 , (4.121)

em que ∼ significa que a razão entre os lados esquerdo e direito de (4.121) converge

para 1. As Eqs. (4.120) e (4.121) implicam que a seguinte relação é válida para

j → ∞:

Pj ∼ CP

∫
R

|Ψ(ν)|2|ν/2j |−αdν = CPC2jα , (4.122)

em que C = C(Ψ, α) =
∫

R
|Ψ(ν)|2|ν|−αdν.
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A Eq. (4.122) sugere que H = (1 + α)/2 pode ser estimado por meio de

log2(Pj) ∼ (2H − 1)j + constante, j → ∞ . (4.123)

Dado o sinal amostrado xk, k = 0, 1, . . . , N−1, associado ao sinal original x(t),

pode-se estimar log2(Pj) utilizando-se os coeficientes wj,k, k = 0, 1, . . . , Nj − 1,

j = 1, 2, . . . , J , da DWT de xk. O estimador de log2(Pj) é dado por

Sj = log2

⎛⎝ 1

Nj

Nj−1∑
k=0

w2
j,k

⎞⎠ ≈ log2(Pj) . (4.124)

O conjunto de estat́ısticas Sj, j = 1, 2, . . . , J , é denominado espectro wavelet

do sinal xk. A relação (4.123) diz que o espectro wavelet de xk é linear com

inclinação α = 2H − 1 nas escalas dilatadas de tempo. A aplicação de uma

regressão linear entre as escalas j1 e j2 do espectro wavelet resulta na seguinte

fórmula expĺıcita (Eq. (2.10) do artigo [122]) para estimação de H :

Ĥ[j1,j2] =
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
j2∑
j=j1

εjjSj −
j2∑
j=j1

εjj
j2∑
j=j1

εjSj

j2∑
j=j1

εj
j2∑
j=j1

εjj2 −
(

j2∑
j=j1

εjj

)2 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.125)

em que εj = (N ln2 2)/2j+1. A Eq. (4.125) define o estimador wavelet de Abry e

Veitch (AV).

O estimador wavelet Ĥ[j1,j2] apresenta um bom desempenho quando as séries

não estão muito distantes de um FGN. Estudos emṕıricos indicam que o mesmo

é robusto quanto a tendências determińısticas suaves e mudanças na estrutura de

dependência de curta duração das séries temporais [122],[132],[131].

A discussão desta seção mostrou que o estimador AV é baseado na variância

wavelet de sinais de tempo cont́ınuo. Abry, Veitch e Taqqu propuseram em [120]

um método para que o estimador AV possa ser aplicado a sinais de tempo discreto,

tais como sinais de tráfego em redes. O método consiste numa pré-filtragem do

sinal de tempo discreto original xk (“fase de inicialização” da DWT), a qual

produz a seqüência inicial (a ser decomposta pela DWT)

ux̃(k) =

∫ ∞

−∞
x̃tφ0(t− k) dt , (4.126)

em que

x̃(t) =
∞∑

n=−∞
x(n)sinc(t− n) . (4.127)
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Note que x̃(t) é um sinal de tempo cont́ınuo “fict́ıcio” que o procedimento de

inicialização da DWT associa ao sinal original xk e que (4.126) mostra que o

estimador AV é calculado por meio da DWT de uma versão filtrada de xk.

Aplicando-se (4.127) em (4.126) tem-se que

ux̃(k) =

∫ ∞

−∞
x̃tφ0(t− k) dt

=

∞∑
n=−∞

x(n)

∫ ∞

−∞
φ0(t− k)sinc(t− n) dt

=

∞∑
n=−∞

x(n)I(k − n)

= x(k) � I(k) ,

(4.128)

em que

I(m) =

∫ ∞

−∞
sinc(t+m)φ0(t) dt . (4.129)

A função MATLABR© LDestimate.m de Veitch e Abry [133] é utilizada nesta

tese para a estimação de d pelo método wavelet AV.

A Fig. 4.17 ilustra os espectros wavelet de um RBG, do modelo AR(4) x t =

2, 7607x t−1−3, 8106x t−2+2, 6535x t−3−0, 9238x t−4+w t e do trace BellcoreAug89

(bin de 10 milissegundos). O espectro wavelet do RBG é plano, ao passo que o

espectro do trace BellcoreAug89 é aproximadamente linear entre as escalas j = 3

e j = 10. Os spikes na escalas 2 e 3 do espectro do modelo AR(4) sugerem a

presença de dependência de curta duração. Os parâmetros de Hurst estimados

por meio do ajuste da linha vermelha ao espectro wavelet do RBG entre as es-

calas j = 10, 11, . . . , 20, da linha vermelha ao espectro do processo AR(4) entre

j = 7, 8, . . . , 12 e da linha vermelha ao espectro do trace BellcoreAug89 entre

j = 3, 4, . . . , 12, são iguais a Ĥ ≈ 0, 5, Ĥ ≈ 0, 51 e Ĥ ≈ 0, 814, respectivamente.

A Fig. 4.18 ilustra os periodogramas alisados pelo método Welch’s Overlapped

Segment Averaging (WOSA) da série AR(4) e do trace BellcoreAug89 da Fig.

4.17.

4.6 Biespectro e Testes de Linearidade

Sejam x = [x 1, x 2, . . . , xn]
T e ω = [ω1, ω2, . . . , ωn]

T, em que T denota a operação

de transposição, um vetor aleatório real n-dimensional e um vetor de parâmetros

reais com n componentes, respectivamente24. Os momentos conjuntos de ordem

24Admite-se que todos os vetores sejam vetores-coluna, a menos que se diga o contrário.
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Figura 4.17: Espectros wavelet (a) de um RBG, (b) do modelo AR(4)
x t = 2, 7607x t−1 − 3, 8106x t−2 + 2, 6535x t−3 − 0, 9238x t−4 + w t e do (c) trace
BellcoreAug89 (bin de 10 milissegundos). Note que o espectro wavelet (a) é
plano, ao passo que o espectro (c) é aproximadamente linear entre as escalas
j = 3 e j = 10. Os spikes na escalas 2 e 3 de (b) sugerem a presença de

dependência de curta duração. Os parâmetros de Hurst estimados por meio do
ajuste da linha vermelha ao espectro wavelet (a) entre as escalas

j = 10, 11, . . . , 20, da linha vermelha ao espectro (b) entre j = 7, 8, . . . , 12 e da

linha vermelha ao espectro (c)entre j = 3, 4, . . . , 12, são iguais a Ĥ ≈ 0, 5,

Ĥ ≈ 0, 51 e Ĥ ≈ 0, 814, respectivamente.
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Figura 4.18: Periodogramas alisados pelo método WOSA: (a) série AR(4) da
Fig. 4.17 e (b) trace BellcoreAug89 (bin de 10 milissegundos).
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r = k1 + k2 + . . .+ kn de x são dados por [46]

Mom{x k1
1 , x

k2
2 , . . . , x

kn
n } ≡ E{x k1

1 x k2
2 . . .x kn

n } =

(−j)r ∂rΦx (ωT)

∂ωk11 ∂ω
k2
2 . . . ∂ωkn

n

∣∣∣∣
ω1=ω2=...=ωn=0

(4.130)

em que

Φx (ωT) ≡ E{ejωTx} (4.131)

é a função caracteŕıstica conjunta de x (E{.} denota o operador esperança, como

visto no Cap. 2).

Os cumulantes conjuntos de ordem r de x são definidos como [134], [135]

Cum{x k1
1 , x

k2
2 , . . . , x

kn
n } ≡ (−j)r ∂rΨ̃x (ωT)

∂ωk11 ∂ω
k2
2 . . . ∂ωkn

n

∣∣∣∣∣
ω1=ω2=...=ωn=0

, (4.132)

em que

Ψ̃x (ωT) ≡ ln Φx (ωT) (4.133)

corresponde ao logaritmo natural da função caracteŕıstica conjunta.

Pode-se verificar que os momentos [134]

m1 = E{x} = μ m2 = E{x 2} (4.134)

m3 = E{x 3} m4 = E{x 4} (4.135)

de uma variável aleatória x estão relacionados aos seus cumulantes por

c1 = Cum{x} = m1 (4.136)

c2 = Cum{x , x} = m2 −m2
1 (4.137)

c3 = Cum{x , x , x} = m3 − 3m2m1 + 2m3
1 (4.138)

c4 = Cum{x , x , x , x} = m4 − 4m3m1 − 3m2
2 + 12m2m

2
1 − 6m4

1 . (4.139)

Assuma que os momentos de ordem menor ou igual a n de um processo

estacionário {x k} existam. Então

Mom{x (k), x (k + τ1), . . . , x (k + τn−1)} = E{x (k)x (k + τ1) . . .x (k + τn−1)} ≡
mx
n(τ1, τ2, . . . , τn−1) (4.140)

em que τ1, τ2, . . . , τn−1, τi = 0,±1,±2, . . . para todo i, denotam lags. Similar-

mente, os cumulantes de ordem n de {x k} podem ser escritos como

cxn(τ1, τ2, . . . , τn−1) ≡ Cum{x (k), x (k + τ1), . . . , x (k + τn−1)}. (4.141)



4.6 Biespectro e Testes de Linearidade 88

Nikias et al [136] demonstram que as seguintes relações são válidas:

cx1 = mx
1 = μ (média) (4.142)

cx2 (τ1) = mx
2 (τ1) − (mx

1 )2 (função de autocovariância) (4.143)

cx3 (τ1, τ2) = mx
3 (τ1, τ2) −mx

1 [mx
2 (τ1) +mx

2 (τ2) +mx
2 (τ2 − τ1)] + 2(mx

1 )3 (4.144)

e

cx4 (τ1, τ2, τ3) = mx
4 (τ1, τ2, τ3) −mx

2 (τ1)m
x
2 (τ3 − τ2)−

−mx
2 (τ2)m

x
2 (τ3 − τ1) −mx

2 (τ3)m
x
2 (τ2 − τ1)−

−mx
1 [mx

3 (τ2 − τ1, τ3 − τ1) +mx
3 (τ2, τ3)+

+mx
3 (τ2, τ4) +mx

3 (τ1, τ2)]+

+ (mx
1 )2[mx

2 (τ1) +mx
2 (τ2) +mx

2 (τ3)+

+mx
2 (τ3 − τ1) +mx

2 (τ3 − τ2) +mx
2 (τ2 − τ1)]−

− 6(mx
1 )4 .

(4.145)

Seja {x k} um processo de média zero, isto é, mx
1 = 0. Se τ1 = τ2 = τ3 = 0

em (4.143), (4.144), e (4.145) tem-se que

E{x (k)2} = cx2 (0) = σ2 (variância)

E{x (k)3}/σ3 = cx3 (0, 0)/σ3 = S(x k) (assimetria)

E{x (k)4}/σ4 = cx4 (0, 0, 0)/σ4 = K(x k) (curtose) .

(4.146)

As fórmulas (4.146) dão a variância, assimetria e curtose em termos de cumulan-

tes.

Sejam f = [f1, f2, . . . , fn]
T e τ = [τ1, τ2, . . . , τn]

T vetores de freqüências nor-

malizadas e de lags, respectivamente. O poliespectro de ordem n do processo x k

é definido como [136]:

P x
n (fT) =

∞∑
τ1=−∞

. . .

∞∑
τn−1=−∞

cxn(τ
T)exp{−j2π(fTτ)} . (4.147)

A DEP, biespectro e triespectro correspondem aos espectros de segunda, ter-

ceira e quarta ordens, respectivamente:

P x
2 (f) = P x (f) =

∞∑
τ1=−∞

cx2 (τ)e−j2πfτ , (4.148)

P x
3 (f1, f2) =

∞∑
τ1=−∞

∞∑
τ2=−∞

cx3 (τ1, τ2)e
−j2π(f1τ1+f2τ2) , (4.149)
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P x
4 (f1, f2, f3) =

∞∑
τ1=−∞

∞∑
τ2=−∞

∞∑
τ3=−∞

cx4 (τ1, τ2, τ3)e
−j2π(f1τ1+f2τ2+f3τ3) . (4.150)

O bispectro e o trispectro são complexos. Outra estat́ıstica útil é a bicoerência,

definida como

Bx
3 (f1, f2) =

P x
3 (f1, f2)√

P x (f1 + f2)P x (f1)P x (f2)
. (4.151)

Hinich [137] desenvolveu testes estat́ısticos para Gaussianidade e linearidade.

Estes testes são baseados nas seguintes propriedades: 1) se {x k} é Gaussiano,

seus cumulantes de terceira ordem são nulos; portanto, o seu bispectro é nulo e

2) se {x k} é linear e não-Gaussiano, então a sua bicoerência é uma constante

não nula [138, pág.1-22]. Os testes de normalidade e linearidade aplicados nos

Caps. 5 e Cap. 6 utilizam o toolbox MATLAB “Higher-Order Spectral Analysis” de

Swami, Mendel e Nikias [138].

4.7 Teste de Estacionariedade KPSS

Testes de estacionariedade assumem a hipótese nula25 (ou de trabalho) de que a

série sob investigação seja do tipo x t ∼ I(0) [43]26. O teste KPSS, proposto por

Kwiatkowski, Phillips, Schmidt e Shin [139], [43], é baseado no modelo

y t = βTdt + μt + ut (4.152)

μt = μt−1 + w t, w t ∼ N (0, σ2
w) (4.153)

em que β é um vetor de parâmetros, dt é um vetor de componentes determińısticos

(constante ou constante mais tendência) e ut é I(0). Observe que μt é um passeio

aleatório. A hipótese nula de que y t seja I(0) é formulada como H0 : σ2
w = 0, o

que implica que μt é uma constante. A estat́ıstica KPSS para o teste de σ2
w = 0

contra a hipótese alternativa σ2
w > 0 é dada por

KPSS =

(
N−2

N∑
t=1

Ŝ2
t

)
/λ̂2 (4.154)

em que N é o tamanho da amostra, Ŝt =
∑t

j=1 ûj, ût é o reśıduo de uma regressão

de yt sobre dt e λ̂2 é uma estimativa da variância de longo termo de ut usando ût.

25É a hipótese que se deseja rejeitar.
26Testes de ráızes unitárias como o teste Dickey-Fuller trabalham com a hipótese nula de que

a série seja I(1).



4.7 Teste de Estacionariedade KPSS 90

Sob a hipótese nula de que yt seja I0, demonstra-se que KPSS converge para uma

função do movimento Browniano que depende da forma dos termos de tendência

determińıstica dt e que, por outro lado, independe do vetor β.
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Parte II

Resultados
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5 Modelagem de Teletráfego
no Espaço de Estados

Este Caṕıtulo apresenta um novo modelo de teletráfego LRD no espaço de esta-

dos. O novo modelo é uma representação finito-dimensional, isto é, truncada, do

processo ARFIMA. Uma das vantagens da modelagem no espaço de estados é a

possibilidade de utilização do filtro de Kalman para previsão on-line de valores

futuros de sinais de teletráfego. Além disso, compara-se, por meio de simulações

realizadas nos programas MATLAB e S-PLUSR©, as previsões obtidas pelo novo mo-

delo com as que são produzidas por modelos AR de ordem alta. Os códigos-fonte

para MATLAB e S+FinMetrics1 encontram-se listados nos Apêndices A e B.

5.1 Introdução

O tráfego agregado de dados com comportamento LRD é freqüentemente mode-

lado pelo processo ARFIMA [140], [141], [142], [143], [144]. O processo ARFIMA

consegue modelar as autocorrelações emṕıricas do tráfego das redes para peque-

nos e grandes lags, diferentemente de um modelo não-paramétrico como o FGN

[85], que só consegue modelar as correlações para grandes valores de lag.

A utilização da técnica de modelagem no estado de espaços em conjunto

com a filtragem de Kalman [145] tem atráıdo a atenção dos pesquisadores da

área de séries financeiras nos últimos anos [42] ([39] oferece uma boa visão geral

do assunto, enquanto que [146] contém uma exposição detalhada da matéria),

porque a abordagem de espaço de estados é flex́ıvel e mais genérica do que o

sistema clássico ARIMA proposto por Box e Jenkins [146].

A incorporação de um modelo de espaço de estados no filtro de Kalman

permite que: a) o procedimento de estimação do modelo seja eficiente e b) que

sejam feitas as operações de filtragem, previsão e suavização (smoothing) do vetor

1Versão do programa S-PLUS R© com o módulo FinMetrics de funções estat́ısticas para análise
de séries temporais financeiras.



5.1 Introdução 93

de estados dadas as observações passadas da série. Quando se considera a questão

da previsão on-line de tráfego, a vantagem da abordagem no espaço de estados

consiste em permitir que as previsões sejam implementadas de forma recursiva,

por meio do preditor de Kalman (sendo portanto adequada para um esquema de

previsão on-line). Não obstante, cabe chamar a atenção para o seguinte fato: a

modelagem no espaço de estados de um processo ARFIMA não é trivial, uma

vez que a representação de um modelo LRD no espaço de estados é infinito-

dimensional (vide (4.70), (4.71), (4.72) e (4.73)). Sendo assim, justifica-se a

introdução de uma aproximação finito-dimensional do modelo ARFIMA.

Bhansali and Kokoszka [147] apontam dois tipos de métodos de previsão de

séries temporais:

• Tipo-I: em que as previsões são feitas sem que seja preciso estimar o parâmetro

H ;

• Tipo-II: em que primeiramente deve-se estimar o parâmetro H do modelo

LRD.

Este Caṕıtulo investiga o uso dos métodos acima mencionados e adota o erro

de previsão como métrica de avaliação de desempenho. Para o método Tipo-I,

postula-se que uma série LRD seja gerada por um modelo AR de ordem alta

e obtêm-se as previsões por meio do filtro de Kalman. Para o método Tipo-II,

assume-se que uma série LRD seja modelada pelo processo ARFIMA e desenvolve-

se uma representação finito-dimensional no espaço de estados denominada TAR-

FIMA (Truncated ARFIMA). Também são obtidas previsões para múltiplos pas-

sos via filtro de Kalman. É interessante observar que, até onde o autor desta tese

conseguiu pesquisar, a literatura registra somente alguns artigos sobre o tópico da

previsão de Kalman de teletráfego agregado, tais como [148], [149] e [150]. Con-

tudo, nenhum destes estudos considera a utilização de modelos LRD de tráfego,

o que corrobora a originalidade deste trabalho. De fato, o TARFIMA é um novo

modelo de tráfego LRD, que tem como objetivo viabilizar esquemas de previsão

on-line de teletráfego heterogêneo [106]. O diferencial do TARFIMA é a sua pos-

sibilidade de implementação prática e de, em quase todos os casos, ser tão bom

quanto os modelos de memória infinita.
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5.2 Modelagem no Espaço de Estados

5.2.1 Modelo TARFIMA

Considere o modelo ARFIMA(p, d, q) (4.74), que pode ser reescrito como

(1 − B)dφ(B)

θ(B)
x t = w t. (5.1)

Como o polinômio (1−B)dφ(B)
θ(B)

(lado esquerdo de (5.1)) é infinito, o modelo (5.1)

pode ser escrito em termos de um AR(∞). Na prática, a previsão a partir da

representação AR(∞) é feita truncando-se o modelo AR(∞) num modelo AR(L),

em que L é um valor suficientemente grande (esse valor é obtido empiricamente,

conforme será mostrado mais adiante), ou seja, L é um valor que produz uma

boa aproximação TARFIMA:

(1 −B)dφ(B)

θ(B)
≈ 1 − ψ1B − ψ2B

2 − . . .− ψLB
L. (5.2)

Portanto, uma representação estacionária truncada AR(L) de um modelo AR-

FIMA x t satisfaz a equação de diferenças

ψ(B)x t ≈ w t, (5.3)

em que ψ(B) = 1 − ψ1B − ψ2B
2 − . . .− ψLB

L.

Todo modelo linear de séries temporais tem representação em espaço de es-

tados [42, pág.367]. O modelo de espaço de estados linear Gaussiano geral (li-

near Gaussian state-space model (LGSSM)) pode ser escrito como o sistema de

equações2 [39, pág. 508]

x t+1
m×1

= dt
m×1

+ Tt
m×m

. x t
m×1

+ Ht
m×r

. ηt
r×1
, (5.4)

y t
l×1

= ct
l×1

+ Zt
l×m

. x t
m×1

+ εt
l×1
, (5.5)

2As seguintes regras de notação serão formalmente adotadas a partir deste ponto: a) X
denota uma matriz com quantidades aleatórias, X é uma matriz determińıstica, x pode denotar
um vetor aleatório ou uma variável aleatória (neste caso o contexto esclarecerá qual é a grandeza
em questão) e x pode ser um vetor determińıstico ou uma observação, e b) todos os vetores, a
menos que se diga o contrário, são vetores-coluna, como y t = [y t,y t−1, . . . ,y t−N+1]

T, em que
T denota a operação de transposição.
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em que t = 1, 2, . . . , N e

x 1 ∼ N (μ1|0,Σ1|0) (estado inicial), (5.6)

ηt ∼ N (0, Ir) (RBG), (5.7)

εt ∼ N (0, Il) (RBG). (5.8)

e assume-se que

E[εtη
T
t ] = 0. (5.9)

A equação do estado (ou de transição) (5.4) descreve a evolução do vetor de

estados x t no tempo usando uma estrutura Markoviana de primeira ordem. A

equação da observação descreve o vetor de observações y t em termos do vetor

de estados x t e de um vetor εt (rúıdo de medição do tipo RBG) com matriz de

covariâncias Il. Assume-se que o RBG ηt (inovação) com matriz de covariâncias

Ir em (5.4) seja não-correlacionado com εt. As matrizes determińısticas Tt, Ht, Zt

são denominadas matrizes do sistema e os vetores dt e ct contêm componentes

fixas e podem ser usados para incorporar efeitos conhecidos ou padrões no mo-

delo (caso contrário eles são iguais a zero). Para modelos univariados, l = 1 e,

conseqüentemente, Zt é um vetor linha.

Há diversas maneiras de se mapear (ou transformar) o modelo AR truncado

y t = φ1y t−1 + . . .+ φLy t−L + ξt, (5.10)

em que ξt denota a inovação, numa forma de espaço de estados [39]. Nesta tese,

adota-se a transformação proposta por Harvey em [129]. Desta forma, (5.10)

pode ser posta numa forma de espaço de estados, que será denominada modelo

de espaço de estados TARFIMA, com as equações do estado e da observação

x t+1 = Tx t +Hξt, ξt ∼ N (0, σ2
ξ) (5.11)

y t = Zx t, (5.12)

em que

T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

φ1 1 0 . . . 0

φ2 0 1 0
...

. . .
...

φL−1 0 0 1

φL 0 0 . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Z = (1 0 . . . 0 0).

(5.13)



5.2 Modelagem no Espaço de Estados 96

O vetor de estados tem a forma

x t =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y t

φ2y t−1 + . . .+ φLy t−L+1

φ3y t−1 + . . .+ φLy t−L+2

...

φLy t−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (5.14)

O modelo descrito por (5.11) e (5.12) não possui erro de medição3. Note-se que os

coeficientes do modelo AR(L) constituem a primeira coluna da matriz de sistema

T (e esta é uma vantagem da transformação de Harvey).

5.2.2 Previsão Multipasso com o Filtro de Kalman

Conforme visto no Cap. 4, a teoria de estimação linear afirma que a estimativa

de EQMM (ou MMSE) x̂ t do estado x t em (5.11), dadas as observações passadas

Ft = [yt, yt−1, . . . , y1],

corresponde à média condicional E{x t|Ft}, denotada por xt|t [47]. O objetivo

do algoritmo do filtro de Kalman para o modelo de espaço de estados definido

por (5.11) e (5.12) é obter estimações recursivas da média condicional xt+1|t e da

matriz de covariâncias Σt+1|t do vetor de estados x t+1 dados Ft e o modelo, ou

seja

xt+1|t = E{Tx t +Hξt|Ft} = Txt|t, (5.15)

Σt+1|t = Var{Tx t +Hξt|Ft} = TΣt|tTT + σ2
ξHH

T. (5.16)

Sejam

• yt|t−1 a média condicional de y t dado Ft−1,

• ỹ t = (y t − yt|t−1) o erro de previsão de passo-1 de y t dado Ft−1,

• σ2
t = Var{ỹ t|Ft−1} a variância do erro de previsão de passo-1,

• Ct = Cov(x t, ỹ t|Ft−1), e

• Kt = TCt/σ
2
t = TΣt|t−1Z

T/σ2
t o ganho de Kalman.

3O erro de medição é desprezado nesta tese. Entretanto, a medição de sinais de tráfego é
“ruidosa”. Vide, por exemplo, a coluna “% Loss” da Tabela 2 do estudo [70] (taxa de perda de
pacotes associada à coleta de traces variando de 0, 01% a 0, 14%).
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As equações do algoritmo do filtro de Kalman são dadas por (veja [39], [146] e

[129] para maiores detalhes):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ỹ t = y t − Zx t|t−1,

σ2
t = ZΣt|t−1Z

T,

Kt = TΣt|t−1Z
T/σ2

t ,

Lt = T −KtZ,

x t+1|t = Tx t|t−1 +Ktσ
2
t ,

Σt+1|t = TΣt|t−1L
T
t + σ2

ξHH
T, t = 1, . . . , N.

(5.17)

Como o modelo de espaço de estados dado por (5.11) e (5.12) é estacionário,

pode-se provar que as matrizes Σt|t−1 convergem para uma matriz constante Σ∗.

As grandezas σ2
t , Kt, and Σt+1|t tornam-se constantes quando o regime perma-

nente é alcançado.

Seja t a origem da previsão e que se queira prever y t+h para h = 1, 2, . . . , H .

As equações de previsão do filtro de Kalman (as duas últimas equações de (5.17))

produzem previsões de passo-1. Em geral, as previsões ŷh, h = 1, . . . , H , podem

ser obtidas por meio das equações de previsão do filtro de Kalman estendendo-se

o conjunto de dados Ft com um conjunto de valores faltantes (ou seja, a previsão

de passo-1 é usada para se obter a de passo-2, as previsões de passo-1 e de passo-2

são utilizadas para se obter a de passo-3 e assim sucessivamente) [146].

5.3 O Poder de Previsão do Modelo TARFIMA

Conforme visto na seção 3.3.1, autocorrelações que decaem lentamente para zero

dificultam a estimação de constantes tais como a média de um processo esta-

cionário. Por outro lado, o grau de previsibilidade de uma série aumenta com o

aumento da dependência temporal entre as observações [58]. Portanto, boas pre-

visões de curto e de longo prazo podem ser obtidas para processos LRD quando

se tem acesso a um grande número de amostras passadas e se os estimadores dos

parâmetros p, d e q do modelo forem consistentes e de baixo viés.

A idéia básica do modelo TARFIMA é fazer um bom uso da estrutura de

autocorrelação das séries LRD. O restante desta seção compara o poder de pre-

visão dos modelos TARFIMA(L) e ARFIMA(0, d, 0) (cujo esquema de previsão

demandaria um memória infinita, sendo portanto irrealizável). Para tal, adota-se



5.3 O Poder de Previsão do Modelo TARFIMA 98

a métrica

P 2
h =

σ2
x − EQMh

σ2
x

= 1 − EQMh

σ2
x

, (5.18)

em que EQMh denota o EQM de previsão de passo-h (ou variância do erro de

previsão de passo-h, uma vez que EQMh = E[(et+h)
2] = E[(x t+h − x̂ t+h)

2]),

a qual é uma medida do poder de previsibilidade de um determinado modelo.

Para uma previsão perfeita, EQMh = 0 e P 2
h = 1. Por outro lado, se x t+h

não depende das amostras passadas, então a melhor previsão é a média não-

condicional da série. Neste caso, a previsão não melhora quando se utilizam

observações passadas. Portanto, EQMh = σ2
x e P 2

h = 0. Note-se também que

P 2
h → 0 quando h → ∞. Isto reflete o fato de que previsões de prazos muito

longos se tornam cada vez mais dif́ıceis [58].

Considere o modelo ARFIMA(0, d, 0)

x t = (1 − B)−dw t

em que a inovação w t tem potência unitária (σ2
w = 1). Neste caso, demonstra-se

que a variância de x t é dada por (vide Teorema 1 de [82])

σ2
x =

Γ(1 − 2d)

Γ2(1 − d)
. (5.19)

Também pode-se demonstrar que a variância de x t pode ser calculada pela

fórmula alternativa [40, pág.91]

σ2
x = 1 +

∞∑
j=1

ψ2
j , (5.20)

em que os ψ2
j denotam os coeficientes da representação MA(∞) de x t. Note-se

que a fórmula (5.20) pode ser aplicada para o cálculo aproximado da variância

do modelo TARFIMA(L). Para tal, deve-se obter uma representação truncada

MA(L′) do TARFIMA(L), em que L′ é uma ordem suficientemente alta (igual a

100, por exemplo).

Tabela 5.1: Valores de P 2
h para modelos AR(1) e TARFIMA(L), L = {1, 10}.

Os valores das correlações de lag-1 do AR(1) foram escolhidos de tal forma que
ρ1 = 1/9 corresponde à correlação de lag-1 do ARFIMA(0; 0, 1; 0) e ρ1 = 2/3

corresponde à correlação de lag-1 do ARFIMA(0; 0, 4; 0).

h AR(1) L = 1 L = 10
ρ1 = 1/9 ρ1 = 2/3 d = 0, 1 d = 0, 4 d = 0, 1 d = 0, 4

1 0.0123 0.4444 0, 01 0, 16 0, 0172 0, 3249
10 0 0.0003 0 0 0, 0002 0, 0380
20 0 0 0 0 0 0, 0038
100 0 0 0 0 0 0
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Tabela 5.2: Valores de P 2
h para modelos TARFIMA(L), L = {100, 150} e

ARFIMA(0, d, 0) (coluna em que L = ∞).

h L = 100 L = 150 L = ∞
d = 0, 1 d = 0, 4 d = 0, 1 d = 0, 4 d = 0, 1 d = 0, 4

1 0, 0188 0, 4095 0, 0189 0, 4161 0, 0191 0, 5169
10 0, 0019 0, 1585 0, 0020 0, 1680 0, 0022 0, 3116
20 0, 0009 0, 1082 0, 0010 0, 1182 0, 0013 0, 2704
100 0 0, 0167 0, 0001 0, 0277 0, 0003 0, 1955

Valores numéricos de P 2
h , h = 1, 10, 20, 100, são dados pelas Tabelas 5.1 e

5.2. A Tabela 5.1 mostra os valores de P 2
h para modelos AR(1) e TARFIMA(L),

L = {1, 10}. Os valores das correlações de lag-1 do modelo AR(1)

x t − φ1x t−1 = w t

foram escolhidos de tal forma que ρ1 = 1/9 e ρ1 = 2/3 correspondam às cor-

relações de lag-1 dos processos ARFIMA(0; 0, 1; 0) e ARFIMA(0; 0, 4; 0), respec-

tivamente. A previsão ótima de x t+h dado Ft = {xt, xt−1}, ou seja, a previsão

que se obtém utilizando-se o modelo AR(1) é dada por4

x̂t+h = (ρx (1))hxt = (φ1)
hxt (5.21)

e a variância do erro de previsão de passo-h por [58, pág.168]

EQM
AR(1)
h = σ2

x [1 − (ρx (1))2h]. (5.22)

Os resultados das Tabelas 5.1 e 5.2 ilustram que a precisão das previsões com o

modelo TARFIMA(L) melhoram consideravelmente com o aumento de L (ordem

do truncamento) e de d. Este efeito é bastante pronunciado para previsões de

longo prazo e para valores grandes de d (como 0, 4, por exemplo). Os resultados

tabelados também indicam que a previsão é mais precisa quando se faz um uso

adequado da estrutura de correlação das séries e que os intervalos de confiança das

previsões podem ser reduzidos quando se aumenta a ordem do truncamento do

modelo TARFIMA. Note-se que o procedimento (simplista) de previsão baseado

no modelo AR(1) revela-se bastante impreciso. Para h = 10, as Tabelas 5.1 e

5.2 mostram que a variância do erro de previsão do modelo TARFIMA(150) para

d = 0, 4 é 16, 8% menor do que a variância do erro da previsão feita com o modelo

AR(1).

As Tabelas 5.1 e 5.2 também mostram que a previsão de longo prazo é mais

confiável na presença de LRD. Beran [58] demonstra que P 2
h decai exponencial-

4De acordo com (2.48), ρx (1) = φ1.
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mente para zero no caso do modelo AR(1) e que P 2
h decai hiperbolicamente (ou

seja, lentamente) para zero para o ARFIMA(0, d, 0).

5.4 Análise Exploratória de Séries Simuladas e

da Série do Rio Nilo

Nesta seção, é feita a análise exploratória de duas realizações aproximadas do

processo ARFIMA(0, d, 0), d = {0, 3; 0, 4} (Fig. 5.1), e de duas realizações

MWM(H), H = {0, 8; 0, 9} (Fig. 5.2), produzidas pelo gerador de sinais LRD

baseado em wavelets5 desenvolvido por Mello, Lima, Lipas e Amazonas [77], [78]

e da série dos ńıveis mı́nimos anuais do rio Nilo entre os anos de 1007 a 1206 (Fig.

5.3). As séries simuladas e a série do rio Nilo6 serão utilizadas como “séries de

treinamento” do modelo TARFIMA, o qual será aplicado a um sinal de teletráfego

no próximo Caṕıtulo.

O parâmetro d das séries foi estimado pelos seguintes métodos:

• análise R/S (vide seção 4.5.1.1);

• regressão de mı́nimos quadrados no domı́nio da freqüência baseada no pe-

riodograma (vide seção 4.5.1.3);

• Whittle (vide seção 4.5.2);

• estimador aproximado de MV Haslett-Raftery (vide seção 4.5.3);

• estimador wavelet AV (vide seção 4.5.4).

Também foram utilizadas as seguintes estat́ısticas ou testes:

• SACF (2.25);

• periodogramas alisados pelos métodos WOSA P̂WOSA
x (f) e da janela de

autocorrelação de Daniell P̂ lw
x (f) (vide seção 4.5.1.3);

• testes estat́ısticos de memória longa R/S e GPH (vide seção 4.4);

• testes de normalidade e de linearidade de Hinich baseados no conceito de

biespectro (vide seção 4.6).

5Vide funções Generate.m, Model.m e Recon.m que estão listadas no Apêndice A.
6Esta série emṕırica já foi bastante investigada na prática, sendo bem modelada pelo processo

ARFIMA [58].
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A normalidade das distribuições marginais das séries e dos reśıduos dos mo-

delos estimados também foi investigada por meio de histogramas e de gráficos

Quantile-Quantile plot (QQ-plot). Um QQ-plot é um gráfico dos quantis7 da

normal padrão no eixo horizontal vs os valores ordenados da série no eixo vertical

[83].

Foram estimados modelos AR(p) (para a implementação de métodos de pre-

visão Tipo-I) e ARFIMA(p, d, q) (para previsão Tipo-II por meio do modelo

TARFIMA(L)). Os diagnósticos dos modelos ajustados foram feitos por meio

da análise da SACF e do QQ-plot dos reśıduos.

5.4.1 Série ARFIMA(0; 0, 4; 0)

Estimou-se um modelo ARFIMA(0; 0, 3684; 0) por meio da função S+FinMetrics

FARIMA [43, pág.271]. A função FARIMA implementa um procedimento rápido de

estimação do parâmetro d baseado no método aproximado de estimação por MV

proposto por Haslett e Raftery (vide seção 4.5.3) e ajusta os parâmetros p e q com

base na seleção de valores p ≤ pmax e q ≤ qmax que minimizam o BIC (utilizou-se

pmax = qmax = 2)8. A Tabela 5.3 resume as estimativas do parâmetro d para a

série ARFIMA(0; 0, 4; 0) obtidas pelos métodos R/S, periodograma (com janela de

Daniell), Whittle, Haslett-Raftery e Abry-Veitch. Note que o resultado da análise

R/S é discordante dos demais, os quais estão situados na faixa 0, 36 ≤ d̂ ≤ 0, 38.

Tabela 5.3: Estimativas do parâmetro d para a realização ARFIMA(0; 0, 4; 0).

análise periodograma estimador estimador de MV estimador
R/S com janela de Whittle de Haslett-Raftery wavelet

de Daniell Abry/Veitch
0, 2735 0, 3696 0, 3773 0, 3684 0, 380

A Tabela 5.4 mostra que o teste KPSS não consegue rejeitar a hipótese nula

(H0: a série é estacionária), porque paf > 0, 05 (probabilidade de “alarme falso”

maior do que o ńıvel de significância α = 0, 05), conforme indicado pelo “SIM”

na coluna KPSS. O teste R/S não rejeita a hipótese nula de série SRD (H0: a

série não possui memória longa), ao passo que o teste GPH sim. Os testes de

Hinich não conseguem rejeitar as hipóteses nulas de normalidade (H0: série com

biespectro nulo) e linearidade (H0: série com bicoerência constante). O número

7O valor xα em que a função de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória
x tem o valor α é denominado α-quantil ou 100α percentil: Fx (xα) = α. A mediana, por
exemplo, é o 0, 5-quantil de uma distribuição de probabilidades.

8Este tipo de ajuste é adotado para todas as séries deste Caṕıtulo.
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Figura 5.1: Simulações: (a) ARFIMA(0; 0, 3; 0) e (b) ARFIMA(0; 0, 4; 0).
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Figura 5.2: Realizações: (a) MWM(H = 0, 8) e (b) MWM(H = 0, 9).
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Figura 5.3: Série do rio Nilo entre os anos de 1007 e 1206.

estimado de ráızes unitárias9 (coluna m̂) pela função S-PLUSR© FARIMA é igual a

zero.

Tabela 5.4: Série ARFIMA(0; 0, 4; 0): testes de estacionariedade, memória
longa, normalidade e linearidade, e número de ráızes unitárias (coluna m̂).

xt é I(0)? xt é LRD? Hinich m̂
KPSS R/S GPH xt é normal? xt é linear?

SIM NÃO SIM SIM SIM 0
paf > 0, 05 paf > 0, 05 paf ≤ 0, 01 paf = 0, 5213

A Fig. 5.4 ilustra o periodograma (Fig. 5.4a), periodograma alisado com

janela de autocorrelação Daniell [44, pág.264]) (Fig. 5.4b) e o periodograma ali-

sado pelo método WOSA (Fig. 5.4c) [44, pág.289]. Observe que os periodogramas

alisados sugerem que o espectro da série ARFIMA(0; 0, 4; 0) possui uma singula-

ridade do tipo 1/f 2H−1 na origem. O comportamento LRD da série é confirmado

pelo espectro wavelet da Fig. 5.5, que é aproximadamente linear.

A Fig. 5.6 mostra o QQ-plot da série ARFIMA(0; 0, 4; 0) (Fig. 5.6a) e um

gráfico com a SACF e ACFs teóricas dos modelos ARFIMA(0; 0, 3684; 0) e AR(15)

estimados (Fig. 5.6b). O processo AR(15) é o melhor modelo AR de acordo com

o critério AIC e foi estimado pela função S-PLUSR© AR (método de Yule-Walker

[151, pág.94]). O QQ-plot indica que a série é Gaussiana. O gráfico da Fig. 5.6b

9Número de pólos no ćırculo de raio unitário.
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Figura 5.4: Simulação ARFIMA(0; 0, 4; 0): (a) periodograma, (b)
periodograma alisado com janela de Daniell e (c) periodograma estimado pelo

método WOSA.



5.4 Análise Exploratória de Séries Simuladas e da Série do Rio Nilo 106

1 2 3 4 5 6 7 8 9

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

Espectro Wavelet: H=0,88

Escala j

S
j
 

Figura 5.5: Espectro wavelet do sinal ARFIMA(0; 0, 4; 0).

mostra que o processo AR(15) não modela o decaimento lento da SACF da série.

A Fig. 5.7 contém os gráficos do QQ-plot (Fig. 5.7a) e SACF (Fig. 5.6b) dos

reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 3684; 0) estimado. Essas Figs. sugerem que a

série dos reśıduos é um RBG.

Finalmente, é curioso observar na Fig. 5.8, que ilustra o diagrama de pólos

e zeros do modelo AR(15) estimado, que um dos pólos está bastante próximo

do ćırculo unitário (pólo real positivo). Portanto, o processo AR de ordem alta

ajustado consegue modelar a memória longa da série ARFIMA(0;0,4;0) às custas

do posicionamento de um pólo nas proximidades do ćırculo unitário.

5.4.2 Série MWM com H = 0, 9

A função S+FinMetrics FARIMA ajustou10 um modelo ARFIMA(0; 0, 3572; 0) à

série MWM(H = 0, 9). A Tabela 5.5 resume as estimativas do parâmetro d para

a série MWM(H = 0, 9) obtidas pelos métodos R/S, periodograma (com janela

de Daniell), Whittle, Haslett-Raftery e Abry-Veitch.

Tabela 5.5: Estimativas do parâmetro H para a realização MWM(H = 0, 9).

análise periodograma estimador estimador de MV estimador
R/S com janela de Whittle de Haslett-Raftery wavelet

de Daniell Abry/Veitch
0.3492 0, 3267 0.3428 0, 3572 0, 362

A Tabela 5.6 mostra os resultados dos testes estat́ısticos e o número esti-

mado de ráızes unitárias da série MWM(H = 0, 9). O teste KPSS rejeitou a

10A função FARIMA utilizou os argumentos pmax = 2 e q = 0 porque a estimação com
pmax = qmax = 2 resultou num modelo ARFIMA(2, 0, 3719, 2), cuja ACF teórica não mode-
lava o decaimento lento da SACF da série MWM com H = 0, 9.
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Figura 5.6: Simulação ARFIMA(0; 0, 4; 0) :(a) QQ-plot (gráfico dos quantis da
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ARFIMA(0; 0, 3684; 0) e AR(15) estimados.
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Figura 5.7: Reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 3684; 0) estimado para a série
ARFIMA(0; 0, 4; 0): (a) QQ-plot e (b) SACF.
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Figura 5.8: Diagrama de pólos e zeros do modelo AR(15).

estacionariedade dessa realização (o MWM é um processo estacionário de pri-

meira ordem, mas não é estacionário de segunda ordem, conforme [11]). A série

é LRD de acordo com os testes R/S e GPH. Os testes de Hinich afirmam que

a série é não-linear, conforme é esperado para o modelo MWM, que é baseado

numa cascata multiplicativa no domı́nio wavelet. O número estimado de ráızes

unitárias é igual a zero.

Tabela 5.6: Série MWM(H = 0, 9): resultados dos testes estat́ısticos e número
estimado de ráızes unitárias.

xt é I(0)? xt é LRD? Hinich m̂
KPSS R/S GPH xt é normal? xt é linear?

NÃO SIM SIM NÃO NÃO 0
paf ≤ 0, 05 paf ≤ 0, 01 paf ≤ 0, 01 paf = 0

A Fig. 5.9 ilustra o periodograma (Fig. 5.9a), periodograma alisado com

janela de Daniell (Fig. 5.9b) e o periodograma alisado pelo método WOSA (Fig.

5.9c). Os periodogramas suavizados mostram que o espectro da série MWM(H =

0, 9) possui uma singularidade do tipo 1/f 2H−1 na origem. O comportamento

LRD da série é confirmado pelo espectro wavelet aproximadamente linear da Fig.

5.10.

A Fig. 5.11 mostra o QQ-plot da série MWM(H = 0, 9) (Fig. 5.11a) e
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Figura 5.9: Simulação MWM(H = 0, 9): (a) periodograma, (b) periodograma
alisado com janela de autocorrelação de Daniell e (c) periodograma estimado

pelo método WOSA.
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Figura 5.10: Espectro wavelet do sinal MWM(H = 0, 9).

um gráfico com a SACF e ACFs teóricas dos modelos ARFIMA(0; 0, 3572; 0) e

AR(28) estimados (Fig. 5.11b). O processo AR(28) é o melhor modelo AR de

acordo com o critério AIC. O QQ-plot indica que a série não é Gaussiana. A Fig.

5.11b mostra que o decaimento lento da SACF da série é modelada pela ACF

teórica do processo ARFIMA(0; 0, 3572; 0) estimado.

A Fig. 5.12 contém os gráficos do QQ-plot (Fig. 5.12a) e SACF (Fig. 5.12b)

dos reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 3572; 0) estimado. Essas Figs. sugerem

que a série dos reśıduos é um RB não-Gaussiano. A Fig. 5.13 mostra o diagrama

de pólos e zeros do modelo AR(28) ajustado. Observe que o pólo real positivo

está muito próximo do ćırculo unitário.

5.4.3 Série ARFIMA(0; 0, 3; 0)

A função S+FinMetrics FARIMA ajustou um modelo ARFIMA(0; 0, 2895; 0) à série

ARFIMA(0; 0, 3; 0). A Tabela 5.7 resume as estimativas do parâmetro d obtidas

pelos métodos R/S, periodograma com janela de Daniell, Whittle, Haslett-Raftery

e Abry-Veitch. A Tabela 5.7 mostra que a estimativa pela análise R/S (d̂ =

0, 2422) é discordante das demais, que estão situadas na faixa 0, 28 ≤ d̂ ≤ 0, 32.

Tabela 5.7: Estimativas do parâmetro d para a realização ARFIMA(0; 0, 3; 0).

análise periodograma estimador estimador de MV estimador
R/S com janela de Whittle de Haslett-Raftery wavelet

de Daniell Abry/Veitch
0, 2422 0, 2917 0, 2889 0, 2895 0, 313

A Tabela 5.8 mostra os resultados dos testes estat́ısticos e o número estimado

de ráızes unitárias da série ARFIMA(0; 0, 3; 0). O teste KPSS rejeitou a hipótese

de estacionariedade da série. A série é LRD de acordo com os testes R/S e GPH.
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Figura 5.11: Simulação MWM(H = 0, 9) :(a) QQ-plot e (b) Gráfico com a
SACF e ACFs teóricas dos modelos ARFIMA(0; 0, 3572; 0) (linha de cor

vermelha) e AR(28) (linha de cor verde) estimados.
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Figura 5.12: Reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 3572; 0) estimado para a série
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Figura 5.13: Diagrama de pólos e zeros do modelo AR(28).

A série é Gaussiana, de acordo com os testes de Hinich. O número estimado de

ráızes unitárias é igual a zero.

Tabela 5.8: Série ARFIMA(0; 0, 3; 0): resultados dos testes estat́ısticos e
número estimado de ráızes unitárias.

xt é I(0)? xt é LRD? Hinich m̂
KPSS R/S GPH xt é normal? xt é linear?

NÃO SIM SIM SIM SIM 0
paf ≤ 0, 01 paf ≤ 0, 01 paf ≤ 0, 01 paf = 0, 4505

A Fig. 5.14 ilustra o periodograma (Fig. 5.14a), periodograma alisado com

janela de Daniell (Fig. 5.14b) e o periodograma alisado pelo método WOSA

(Fig. 5.14c). Os periodogramas suavizados mostram que o espectro da série

possui uma singularidade do tipo 1/f 2H−1 na origem. O comportamento LRD da

série é confirmado pelo espectro wavelet aproximadamente linear da Fig. 5.15.

A Fig. 5.16 mostra o QQ-plot da série ARFIMA(0; 0, 3; 0) (Fig. 5.16a) e

um gráfico com a SACF e ACFs teóricas dos modelos ARFIMA(0; 0, 2895; 0) e

AR(16) estimados (Fig. 5.16b). O processo AR(16) é o melhor modelo AR de

acordo com o critério AIC. O QQ-plot indica que a série é Gaussiana. O processo

LRD ajustado consegue modelar o decaimento lento da SACF da série.



5.4 Análise Exploratória de Séries Simuladas e da Série do Rio Nilo 115

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

frequency

-4
0

-3
0

-2
0

-1
0

0

sp
ec

tr
um

Series:  ARFIMA(0,0.3,0) 
 Raw Periodogram

 bandwidth= 0.0000704773 , 95% C.I. is ( -5.87588 , 17.5667 )dB

(a)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

frequency

-2
0

-1
5

-1
0

-5

sp
ec

tr
um

Series:  ARFIMA(0,0.3,0)
 Smoothed Periodogram

 bandwidth= 0.000722178 , 95% C.I. is ( -2.35437 , 3.24519 )dB

(b)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

normalized frequency (cycle/sample)

po
w

er
/fr

eq
ue

nc
y 

(d
B

/c
yc

le
/s

am
pl

e)

PSD via WOSA

(c)

Figura 5.14: Série ARFIMA(0; 0, 3; 0): (a) periodograma, (b) periodograma
alisado com janela de autocorrelação de Daniell e (c) periodograma estimado

pelo método WOSA.
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Figura 5.15: Espectro wavelet do sinal ARFIMA(0; 0, 3; 0).

A Fig. 5.17 ilustra os gráficos do QQ-plot (Fig. 5.17a) e SACF (Fig. 5.17b)

dos reśıduos do modelo de memória longa estimado. Essas Figs. sugerem que a

série dos reśıduos é um RBG. A Fig. 5.18 mostra o diagrama de pólos e zeros

do modelo AR(16) ajustado. Observe que o pólo real positivo está situado nas

proximidades do ćırculo unitário.

5.4.4 Série MWM com H = 0, 8

A função S+FinMetrics FARIMA ajustou um modelo ARFIMA(0; 0, 3164; 0) à série

MWM(H = 0, 8). A Tabela 5.9 resume as estimativas do parâmetro d obtidas

pelos métodos R/S, periodograma com janela de Daniell, Whittle, Haslett-Raftery

e Abry-Veitch. A Tabela mostra que a estimativa pela análise R/S (d̂ = 0, 2197)

é discordante das demais, que estão situadas na faixa 0, 27 ≤ d̂ ≤ 0, 35.

Tabela 5.9: Estimativas do parâmetro H para a realização MWM(H = 0, 8).

análise periodograma estimador estimador de MV estimador
R/S com janela de Whittle de Haslett-Raftery wavelet

de Daniell Abry/Veitch
0, 2197 0, 2742 0, 3211 0, 3164 0, 341

A Tabela 5.10 mostra os resultados dos testes estat́ısticos e o número estimado

de ráızes unitárias da série MWM(H = 0, 8). O teste KPSS não rejeitou a hipótese

de estacionariedade da série. A série é LRD de acordo com os testes R/S e GPH.

A série é não-linear, de acordo com os testes de Hinich. Não há ráızes unitárias.

A Fig. 5.19 ilustra o periodograma (Fig. 5.19a), periodograma alisado com

janela de Daniell (Fig. 5.19b) e o periodograma alisado pelo método WOSA

(Fig. 5.19c). Os periodogramas suavizados mostram que o espectro da série
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Figura 5.16: Série ARFIMA(0; 0, 3; 0): (a) QQ-plot e (b) gráfico com a SACF
e ACFs teóricas dos modelos ARFIMA(0; 0, 2895; 0) e AR(16) estimados.
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Figura 5.17: Reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 29; 0) estimado para a série
ARFIMA(0; 0, 3; 0): (a) QQ-plot e (b) ACF.
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Figura 5.18: Diagrama de pólos e zeros do modelo AR(16).

Tabela 5.10: Série MWM(H = 0, 8): resultados dos testes estat́ısticos e
número estimado de ráızes unitárias.

xt é I(0)? xt é LRD? Hinich m̂
KPSS R/S GPH xt é normal? xt é linear?

SIM SIM SIM NÃO NÃO 0
paf > 0, 05 paf ≤ 0, 01 paf ≤ 0, 01 paf = 0
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possui uma singularidade do tipo 1/f 2H−1 na origem. O comportamento LRD da

série é confirmado pelo espectro wavelet aproximadamente linear da Fig. 5.20.

A Fig. 5.21 mostra o QQ-plot da série MWM(H = 0, 8) (Fig. 5.21a) e

um gráfico com a SACF e ACFs teóricas dos modelos ARFIMA(0; 0, 3164; 0) e

AR(29) estimados (Fig. 5.21b). O processo AR(29) é o melhor modelo AR de

acordo com o critério AIC. O QQ-plot indica que o sinal é não-Gaussiano. O

processo LRD ajustado consegue modelar o decaimento lento da SACF da série.

A Fig. 5.22 ilustra os gráficos do QQ-plot (Fig. 5.22a) e SACF (Fig. 5.22b)

dos reśıduos do modelo LRD estimado. Essas Figs. indicam que a série dos

reśıduos é não-Gaussiana. A Fig. 5.23 mostra o diagrama de pólos e zeros do

modelo AR(29) ajustado. Observe que há alguns pólos situados nas proximidades

do ćırculo unitário.

5.4.5 Série do Rio Nilo

De acordo com Beran [58] e Percival e Walden [67, pág.386], a série do rio Nilo

entre os anos de 622 e 1284 não é globalmente estacionária. Percival e Walden

[67] demonstram, utilizando a DWT, que o comportamento da série muda por

volta do ano 715 e que a mesma pode ser subdividida em duas séries ARFIMA

localmente estacionárias. Percival e Walden [67] estimam Ĥ = 0, 9532 por meio

do método aproximado de MV baseado na DWT.

A função S+FinMetrics FARIMA ajustou um modelo ARFIMA(0; 0, 505; 0)

(não-estacionário, pois d > 0, 5). A Tabela 5.11 resume as estimativas do parâmetro

d obtidas pelos métodos R/S, periodograma com janela de Daniell, Whittle,

Haslett-Raftery e Abry-Veitch. A Tabela mostra que a estimativa pela análise

R/S (d̂ = 0, 2853) é discordante das demais, que estão situadas na faixa 0, 40 ≤
d̂ ≤ 0, 51. Como o modelo ajustado pela função FARIMA é não-estacionário, esta

seção adotará o modelo ARFIMA(0; 0, 4125; 0), em que o valor do parâmetro d

corresponde ao valor estimado pelo método de Whittle.

Tabela 5.11: Estimativas do parâmetro d para a série do rio Nilo.

análise periodograma estimador estimador de MV estimador
R/S com janela de Whittle de Haslett-Raftery wavelet

de Daniell Abry/Veitch
0, 2853 0, 4062 0, 4125 0, 5050 0, 387

A Tabela 5.12 mostra os resultados dos testes estat́ısticos e o número esti-

mado de ráızes unitárias da série do rio Nilo. O teste KPSS rejeitou a hipótese
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Figura 5.19: Simulação MWM(H = 0, 8): (a) periodograma, (b)
periodograma alisado com janela de autocorrelação de Daniell e (c)

periodograma estimado pelo método WOSA.
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Figura 5.20: Espectro wavelet do sinal MWM(H = 0, 8).

de estacionariedade da série. A série é LRD de acordo com os testes R/S e

GPH. A série é linear, porém não-Gaussiana, de acordo com os testes de Hinich.

Os resultados dos testes de Hinich (série linear não-Gaussiana) sugerem que a

distribuição marginal de probabilidades da série do rio Nilo possa ser modelada

por uma distribuição estável (vide o teorema generalizado do limite central (3.2)

apresentado no Cap. 3). Não há ráızes unitárias.

Tabela 5.12: Série do rio Nilo: resultados dos testes estat́ısticos e número
estimado de ráızes unitárias.

xt é I(0)? xt é LRD? Hinich m̂
KPSS R/S GPH xt é normal? xt é linear?

NÃO SIM SIM NÃO SIM 0
paf < 0, 01 paf < 0, 01 paf < 0, 05 paf = 0

A Fig. 5.24 ilustra o periodograma (Fig. 5.24a), periodograma alisado com

janela de Daniell (Fig. 5.24b) e o periodograma alisado pelo método WOSA

(Fig. 5.24c). Os periodogramas alisados sugerem que o espectro da série possui

uma singularidade do tipo 1/f 2H−1 na origem. O comportamento LRD da série

é confirmado pelo espectro wavelet aproximadamente linear da Fig. 5.25.

A Fig. 5.26 mostra o QQ-plot da série do rio Nilo entre os anos de 1007

e 1206 (Fig. 5.26a) e um gráfico com a SACF e ACFs teóricas dos modelos

ARFIMA(0; 0, 4125; 0) e AR(8) estimados (Fig. 5.26b). O processo AR(8) é o

melhor modelo AR de acordo com o critério AIC.

A Fig. 5.27 ilustra os gráficos do QQ-plot (Fig. 5.27a) e SACF (Fig. 5.27b)

dos reśıduos do modelo ARFIMA estimado. Essas Figs. indicam que a série dos

reśıduos é um RB não-Gaussiano. A Fig. 5.28 mostra o diagrama de pólos e

zeros do modelo AR(8) ajustado. Note que o pólo real positivo está posicionado
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Figura 5.21: Simulação MWM(H = 0, 8): (a) QQ-plot e (b) Gráfico com a
SACF e ACFs teóricas dos modelos ARFIMA(0; 0, 3164; 0) e AR(29) estimados.
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Figura 5.22: Reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 3164; 0) estimado para a série
MWM(H = 0, 8): (a) QQ-plot e (b) SACF.
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Figura 5.23: Diagrama de pólos e zeros do modelo AR(29).

nas proximidades do ćırculo unitário.

5.5 Estudo Emṕırico da Previsão com o Modelo

TARFIMA

Os modelos TARFIMA(L) desta seção correspondem a versões aproximadas dos

processos ARFIMA(p, d, q) estimados no item 5.4. Portanto, foram utilizadas as

estimativas do parâmetro d de Haslett-Raftery.

5.5.1 Séries ARFIMA(0, d, 0)

A Fig. 5.29 ilustra as previsões (Tipo-I e Tipo-II) de valores futuros da rea-

lização ARFIMA(0; 0, 4; 0) com origem em t = 3996, horizontes h = 1, 2, . . . , 100

e intervalos de 95% de confiança que foram obtidas por meio de modelos TAR-

FIMA(100) e AR(15) (Fig. 5.29a) e TARFIMA(100) e AR(2) (Fig. 5.29b). O

modelo TARFIMA(100) utilizou a estimativa (conservadora) d̂ = 0, 3684 (vide

Tabela 5.3).

A Fig. 5.30a mostra a diferença entre os erros absolutos de previsão dos mo-

delos AR(15) e TARFIMA(100) (gráfico (Δh(1) − Δh(2)) vs. t, em que Δh(1) é
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Figura 5.24: Série dos ńıveis anuais mı́nimos do rio Nilo entre os anos de 1007
e 1206: (a) periodograma, (b) periodograma estimado com janela de Daniell e

(c) periodograma estimado pelo método WOSA.



5.5 Estudo Emṕırico da Previsão com o Modelo TARFIMA 127

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
10.5

11

11.5

12

12.5

13

13.5

14

14.5

15

Espectro Wavelet: H=0,887

Escala j

S
j
 

Figura 5.25: Espectro wavelet da série do rio Nilo entre os anos de 1007 e
1206.

o erro absoluto de previsão do modelo AR(15) e Δh(2) é o erro absoluto de pre-

visão do modelo TARFIMA(100)) para a realização ARFIMA(0; 0, 4; 0). A Fig.

5.30b ilustra a diferença entre os erros absolutos de previsão dos modelos AR(2)

e TARFIMA(100) (gráfico (Δh(1)−Δh(2)) vs. t, em que Δh(1) é o erro absoluto

de previsão do modelo AR(2) e Δh(2) é o erro absoluto de previsão do modelo

TARFIMA(100)) para a mesma realização. A Fig. 5.30 sugere que o desempenho

do modelo TARFIMA(100) é superior, pois os erros absolutos de previsão dos mo-

delos AR tendem a ser maiores do que o do processo TARFIMA(100) (note que

o número de ocorrências de valores positivos de (Δh(1)−Δh(2)) nos gráficos das

Figs. 5.30a e 5.30b é maior do que o número de ocorrências de valores negativos).

Também é interessante comparar o desempenho dos modelos em termos do

critério da variação proporcional do erro quadrático médio emṕırico acu-

mulado de previsão (Proportionate Change in the Cumulative Empi-

rical Mean Squared Error (PCEMSE)) [147], que será definido a seguir.

Primeiramente, o erro quadrático médio emṕırico acumulado de previsão

(Cumulative Empirical Mean Squared Error (CEMSE)) com origem em

t e horizonte máximo K (h = 1, 2, . . . , hmax = K) de um modelo x t é definido

como [42]

CEMSEx (t,K) =
1

K

K∑
h=1

(xt+h − x̂t+h)
2. (5.23)

O PCEMSE do modelo x t com relação ao modelo y t com origem em t e horizonte

K é dado por

PCEMSEx ,y(t,K) =
CEMSEx (t,K) − CEMSEy (t,K)

CEMSEy (t,K)
. (5.24)

Diz-se que x t é um modelo de previsão mais preciso (ou melhor) do que y t se
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Figura 5.26: Série dos ńıveis anuais mı́nimos do rio Nilo entre os anos de 1007
e 1206: (a) QQ-plot e (b) gráfico com a SACF e ACFs teóricas dos modelos
ARFIMA(0; 0, 4125; 0) (linha de cor vermelha) e AR(8) (linha de cor verde)

estimadas.
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Figura 5.27: Reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 4125; 0) ajustado para a série
dos ńıveis anuais mı́nimos do rio Nilo entre os anos de 1007 e 1206: (a) QQ-plot

e (b) SACF.
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Figura 5.28: Diagrama de pólos e zeros do modelo AR(8).

PCEMSEx ,y(t,K) < 0.

A Tabela 5.13 mostra que as previsões dos modelos AR(15), TARFIMA(10),

TARFIMA(50) e TARFIMA(100) para a série ARFIMA(0; 0, 4; 0) são melhores

do que as previsões do modelo AR(2) e que os modelos AR(15), TARFIMA(50)

e TARFIMA(100) têm desempenhos similares, de acordo com o critério compa-

rativo PCEMSE.

Tabela 5.13: Série ARFIMA(0; 0, 4; 0): PCEMSEx ,y(t = 3996, K) dos
modelos estimados AR(15), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100)
(colunas em que L = 10, 50, e 100, respectivamente) relativos ao modelo AR(2).

Os modelos TARFIMA(L) utilizaram d̂ = 0, 3684.

K AR(15) L=10 L=50 L=100
7 -0,2807 -0,0956 -0.2839 -0.2882
10 -0,3451 -0,1529 -0,3401 -0,3438
20 -0,4203 -0,2187 -0,4068 -0,4092
50 -0,0517 -0,0262 -0,0917 -0,0840
100 0,0000 -0,0095 -0,0145 -0,0239

A Fig. 5.31 ilustra as previsões de valores futuros da série ARFIMA(0; 0, 3; 0)

com origem em t = 3996, horizontes h = 1, 2, . . . , 100 e intervalos de 95% de

confiança que foram obtidas por meio dos modelos TARFIMA(100) e AR(16)

(Fig. 5.31a) e TARFIMA(100) e AR(2) (Fig. 5.31b). O modelo TARFIMA(100)
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Figura 5.29: Série ARFIMA(0; 0, 4; 0): (a) observações, previsões de passo-h e
intervalos de 95% de confiança para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e
AR(15) e (b) observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de confiança

para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(2) .
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Figura 5.30: Série ARFIMA(0; 0, 4; 0): (a) diferença entre os erros absolutos
de previsão dos modelos AR(15) e TARFIMA(100) (gráfico (Δh(1) − Δh(2)) vs.
t, em que Δh(1) é o erro absoluto de previsão do modelo AR(15) e Δh(2) é o
erro absoluto de previsão do modelo TARFIMA(100)) e (b) diferença entre os

erros absolutos de previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100) (gráfico
(Δh(1) − Δh(2)) vs. t, em que Δh(1) é o erro absoluto de previsão do modelo

AR(2) e Δh(2) é o erro absoluto de previsão do modelo TARFIMA(100)).
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utilizou a estimativa d̂ = 0, 2895 (vide Tabela 5.7).
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Figura 5.31: Série ARFIMA(0; 0, 3; 0): (a) observações, previsões de passo-h e
intervalos de 95% de confiança para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e
AR(16) e (b) observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de confiança

para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(2).

A Fig. 5.32a mostra as diferenças entre os erros absolutos das previsões dos

modelos AR(16) e TARFIMA(100) para a série ARFIMA(0; 0, 3; 0), enquanto

que a Fig. 5.32b mostra as diferenças entre os erros absolutos das previsões dos

modelos AR(2) e TARFIMA(100) para a mesma série. O gráfico da Fig. 5.32a

ilustra que o desempenho do modelo TARFIMA(100) é “quase sempre” pior do

que o do modelo AR(16) até o instante t = 4060 e que depois esta tendência

se inverte. O gráfico da Fig. 5.32b indica que o TARFIMA(100) “tende” a ser

melhor do que o AR(2) até t = 4020, que o AR(2) é superior para 4021 ≤ t ≤ 4060

e que depois o TARFIMA(100) é melhor.
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Figura 5.32: Série ARFIMA(0; 0, 3; 0): (a) diferença entre os erros absolutos
de previsão dos modelos AR(16) e TARFIMA(100) e (b) diferença entre os erros

absolutos de previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100).
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A Tabela 5.14 mostra que as previsões dos modelos AR(16), TARFIMA(50) e

TARFIMA(100) para a série ARFIMA(0; 0, 3; 0) para K = {7, 10, 50} são piores

do que as previsões do modelo AR(2) (sendo que os modelos TARFIMA(50) e

TARFIMA(100) apresentam desempenhos inferiores ao do AR(16)), conforme o

critério comparativo PCEMSE. Qual é o significado desse resultado? Será que

ele é uma evidência de que “não vale a pena” estimar modelos de memória longa

(pelo menos quando o objetivo é a previsão de valores futuros) mesmo que a

série em questão seja LRD? A resposta é não. Modelos SRD podem apresentar,

eventualmente, em determinados trechos da série sob análise, um desempenho

de previsão superior ao de modelos LRD. Contudo, deve-se ter em mente que

modelos LRD têm um desempenho superior “na média” (porque levam em conta

todas as posśıveis realizações do processo estocástico) quando aplicados às séries

LRD, conforme justificado pelo item 5.3. Observe-se que o desempenho superior

do AR(2) é justificado pela ocorrência de uma inversão “local” de tendência

na série ARFIMA(0; 0, 3; 0) (vide Fig. 5.31b) por volta de t = 4010 (veja que

os valores da série tendem a diminuir para 3960 ≤ t ≤ 4010 e a crescer para

4010 < t ≤ 4060), que não é bem modelada pelos modelos TARFIMA e pelo AR

de ordem alta.

Tabela 5.14: Série ARFIMA(0; 0, 3; 0): PCEMSEx ,y(t = 3996, K) dos
modelos estimados AR(16), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100)
relativos ao modelo AR(2). Os modelos TARFIMA(L) utilizaram d̂ = 0, 2895.

K AR(16) L=10 L=50 L=100
7 0,2186 0,1793 0,2464 0,2355
10 0,1118 0,0878 0,1309 0,1242
20 -0,1296 -0,0359 -0,0249 -0,0324
50 0,0144 -0,0311 0,1075 0,0733
100 -0,0104 -0,0107 0,0173 0,0167

5.5.2 Séries MWM

A Fig. 5.33 mostra as previsões de valores futuros da série MWM(H = 0, 9) com

origem em t = 3996, horizontes h = 1, 2, . . . , 100 e intervalos de 95% de confiança

que foram obtidas por meio de modelos TARFIMA(100) e AR(28) (Fig. 5.33a) e

TARFIMA(100) e AR(2) (Fig. 5.33b). As previsões do modelo TARFIMA(100)

na Fig. 5.33 utilizaram a estimativa d̂ = 0, 3572 (vide Tabela 5.5). A Fig. 5.34

ilustra as previsões de valores futuros do sinal MWM(H = 0, 8) com origem

em t = 3996, horizontes h = 1, 2, . . . , 100 e intervalos de 95% de confiança que

foram obtidas por meio de modelos TARFIMA(100) e AR(29) (Fig. 5.34a) e
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TARFIMA(100) e AR(2) (Fig. 5.34b). As previsões do modelo TARFIMA(100)

na Fig. 5.34 utilizaram a estimativa d̂ = 0, 3164 (vide Tabela 5.9).
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Figura 5.33: Série MWM(H = 0, 9): (a) observações, previsões de passo-h e
intervalos de 95% de confiança para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e
AR(28) e (b) observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de confiança

para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(2) .

A Fig. 5.35 ilustra a diferença entre os erros absolutos de previsão de mode-

los AR (de ordens alta e baixa) e do modelo TARFIMA(100) para a realização

MWM(H = 0, 9). O gráfico da Fig. 5.35b mostra que as previsões do modelo

TARFIMA(100) para a série MWM(H = 0, 9) tendem a ser melhores do que as

previsões realizadas com o modelo AR(2). Os gráficos da Fig. 5.36 indicam que

as previsões do modelo TARFIMA(100) para a série MWM(H = 0, 8) tendem a

ser melhores do que as previsões realizadas com modelos AR de ordens baixa e

alta (vide Figs. 5.36a e 5.36b).
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Figura 5.34: Série MWM(H = 0, 8): (a) observações, previsões de passo-h e
intervalos de 95% de confiança para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e
AR(29) e (b) observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de confiança

para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(2) .
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Figura 5.35: Série MWM(H = 0, 9): (a) diferença entre os erros absolutos de
previsão dos modelos AR(28) e TARFIMA(100) e (b) diferença entre os erros

absolutos de previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100).
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Figura 5.36: Série MWM(H = 0, 8): (a) diferença entre os erros absolutos de
previsão dos modelos AR(29) e TARFIMA(100) e (b) diferença entre os erros

absolutos de previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100).



5.5 Estudo Emṕırico da Previsão com o Modelo TARFIMA 140

A Tabela 5.15 (PCEMSEx ,y(t = 3996, K) para a série MWM com H = 0, 9)

mostra que os modelos AR(28), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100)

apresentam desempenhos superiores aos do modelo AR(2) para K = {50, 100},
de acordo com o critério comparativo PCEMSE. Note também que os mode-

los TARFIMA(50) e TARFIMA(100) são levemente superiores ao AR(2) para

K = 7. Os modelos AR(28), TARFIMA(50) e TARFIMA(100) apresentam de-

sempenhos similares para K = 100. A Tabela 5.16 (PCEMSEx ,y(t = 3996, K)

para a série MWM com H = 0, 8) mostra que as previsões dos modelos AR(29),

TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100) para a série MWM(H = 0, 8)

são melhores do que as previsões do modelo AR(2) para K = {7, 10, 20, 50}.
As previsões dos modelos TARFIMA(50) e TARFIMA(100) são melhores do que

as do AR(29) para K = {10, 20, 50}. Por outro lado, as previsões dos modelos

AR(29), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100) para K = 100 são

um pouco piores do que as do modelo AR(2).

Tabela 5.15: Série MWM(H = 0, 9): PCEMSEx ,y(t = 3996, K) dos modelos
estimados AR(28), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100) relativos

ao AR(2). Os modelos TARFIMA(L) utilizaram d̂ = 0, 3572.

K AR(28) L=10 L=50 L=100
7 0,0858 0,0118 -0,0148 -0,0148
10 0,1119 0,1891 0,0871 0,0473
20 0,1863 0,0668 0,2205 0,2888
50 -0,0865 -0,0673 -0,0625 -0,0024
100 -0,1671 -0,0430 -0,1797 -0,1646

Tabela 5.16: Série MWM(H = 0, 8): PCEMSEx ,y(t = 3996, K) dos modelos
estimados AR(29), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100) relativos

ao AR(2). Os modelos TARFIMA(L) utilizaram d̂ = 0, 3164.

K AR(29) L=10 L=50 L=100
7 -0,0609 -0,0443 -0,0041 -0,0041
10 -0,2881 -0,2557 -0,3058 -0,3038
20 -0,2010 -0,0809 -0,2559 -0,2604
50 -0,0500 -0,0233 -0,1160 -0,1453
100 0,0500 0,0207 0,0447 0,0399

5.5.3 Série do Rio Nilo entre os anos de 1007 e 1206

A Fig. 5.37 mostra as previsões para a série do rio Nilo entre os anos de 1007 e

1206 com origem em t = 100 (ano 1106) e K = 100 obtidas por meio de modelos

TARFIMA(100) e AR(8) (vide Fig. 5.37a) e TARFIMA(100) e AR(2) (vide Fig.

5.37b). O modelo TARFIMA(100) utilizou a estimativa d̂ = 0, 4125, conforme a
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Tabela 5.11 (essa estimativa é conservadora, dado que Beran [58] estima d̂ = 0, 463

e Percival e Walden [67] estimam d̂ = 0, 4532 para a mesma série). A Fig.

5.37b mostra que as previsões do modelo AR(2) convergem rapidamente para a

média amostral da série e que a probabilidade de cobertura dos seus intervalos

de previsão é pior do que a do modelo TARFIMA(100), uma vez que algumas

amostras entre t = 100 e t = 130 têm valores maiores do que os limites superiores

dos intervalos de confiança obtidos.

As Figs. 5.38a e 5.38b mostram as diferenças entre os erros absolutos de

previsão dos modelos AR(8) e TARFIMA(100) e as diferenças entre os erros

absolutos de previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100), respectivamente.

Observe que o desempenho do modelo TARFIMA(100) é superior, haja vista que

os erros absolutos de previsão dos modelos AR tendem a ser maiores do que os

do processo TARFIMA(100) ajustado.

A Tabela 5.17 indica que os modelos TARFIMA(50) e TARFIMA(100) são

melhores do que os modelos AR(2) e AR(8) para K = 100, conforme o critério

PCEMSE.

Tabela 5.17: Série do rio Nilo: PCEMSEx ,y(t = 1106, K) dos modelos
estimados AR(8), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100) relativos

ao AR(2). Os modelos TARFIMA(L) utilizaram d̂ = 0, 4125.

K AR(8) L=10 L=50 L=100
7 0,0796 0,1331 0,1852 0,2128
10 0,0925 0,0649 0,1332 0,1687
20 0,0516 0,0871 0,1864 0,2570
50 -0,0145 -0,0061 0,0098 0,0559
100 -0,1024 -0,1033 -0,2602 -0,2617

5.6 Conclusão

Este Caṕıtulo apresentou um novo modelo de teletráfego LRD no espaço de es-

tados denominado TARFIMA(L), que é uma versão aproximada do processo

ARFIMA(p, d, q). O estudo apresentado neste Caṕıtulo valida a aplicação do

modelo de memória longa TARFIMA(L) em sinais (Gaussianos/não-Gaussianos)

LRD. As simulações sugerem que a modelagem de sinais com memória longa

por meio de processos AR é viável, pelo menos do ponto de vista teórico. Os

experimentos computacionais com as séries ARFIMA e MWM demonstram que

modelos AR de ordem alta podem oferecer um desempenho de previsão competi-

tivo. O procedimento de inferência estat́ıstica “funciona” porque o número N de
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Figura 5.37: Série do rio Nilo: (a) observações, previsões de passo-h e
intervalos de 95% de confiança para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e
AR(8) e (b) observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de confiança

para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(2). O modelo
TARFIMA(100) utilizou d̂ = 0, 4125.
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Figura 5.38: Série do rio Nilo: (a) diferença entre os erros absolutos de
previsão dos modelos AR(8) e TARFIMA(100) e (b) diferença entre os erros

absolutos de previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100). O modelo
TARFIMA(100) utilizou d̂ = 0, 4125.
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pontos do sinal é suficientemente grande (ou seja, o fato do modelo AR estimado

não ser parcimonioso não é um problema).

Não obstante, observe-se que surgem algumas questões práticas relevantes

como:

• a modelagem da memória longa pode ser obtida às custas do posicionamento

de um ou mais pólos nas proximidades do ćırculo unitário (vide a Fig. 5.8,

por exemplo); portanto, a implementação do modelo AR ajustado pode ser

instável devido a efeitos de quantização dos coeficientes do filtro digital.

• o problema fundamental da seleção da ordem do modelo. Note-se

que critérios de seleção tais como o AIC não levam em conta, de maneira

expĺıcita, a singularidade do tipo 1/fα que há na origem da DEP das séries

LRD (vide (2.59)). O autor desta tese destaca o pensamento de Percival e

Walden [44, pág.434] (segue transcrição abaixo):

“First, any order selection method we use should be appropri-

ate for what we intend to do with the fitted AR model. (...) Most

of the commonly used order selection criteria are geared toward

selecting a low-order AR model that does well for one-step-ahead

predictions”.

Em seguida, Percival e Walden descrevem quatro métodos de seleção (sendo

um deles o critério AIC visto no Cap. 2). Finalmente, segue-se abaixo a

citação de duas frases importantes do último parágrafo da mesma seção [44,

pág.437]:

“How well do these order selection criteria work in practice?

(...) They conclude11 that subjective judgment is still needed to

select the AR order for actual time series.”.

Depreende-se que a aplicação de modelos AR em esquemas de previsão on-

line de teletráfego é fortemente prejudicada pelo problema da identificação da

ordem do modelo. Por outro lado, o processo TARFIMA(L) tem as seguintes

vantagens:

1. modela a região das baixas freqüências do espectro de sinais LRD;

2. pode ser implementado em aplicações práticas tais como CAC e alocação

dinâmica de banda, porque é finito-dimensional (ele não exige que a memória

seja infinita, como é o caso para o modelo ARFIMA);

11Aqui Percival e Walden estão se referindo ao artigo [152], de Kay e Marple.



5.6 Conclusão 145

3. a representação no espaço de estados viabiliza a utilização do filtro de Kal-

man.

A metodologia de análise estat́ıstica de sinais LRD empregada na seção

5.4 (sobre análise exploratória de séries LRD) é uma outra contribuição deste

Caṕıtulo. Os resultados obtidos sugerem que o desempenho do método (de esti-

mativa do parâmetro H) R/S não é bom, confirmando o que afirmam Bardet et

al na introdução do artigo [132].
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6 Modelagem de Tráfego de
Redes

Este Caṕıtulo apresenta um estudo de caso baseado na análise do trace de tráfego

Internet 2002 Apr 13 Sat 1930.7260.sk1.1ms.B P.ts.gz [153], [70]. Esta série,

que faz parte de um conjunto de vinte traces denominado “UNC02”, contém uma

coleta de 2 horas de tráfego IP unidirecional na escala de 1 milissegundo de um

enlace Gigabit Ethernet1 existente entre o campus da University of North Carolina

(UNC) at Chapel Hill e o seu Internet Service Provider (ISP) em 13/04/2002 no

horário 19:30-21:30. Este trace, que consiste no registro das séries temporais de

contagem de pacotes e de bytes no sentido inbound (ou seja, tráfego entrante no

campus da UNC) por bin de 1 milissegundo, foi coletado pelo programa tcpdump,

originalmente desenvolvido por Van Jacobson, Leres e McCanne [154], e encontra-

se à disposição no endereço http://www-dirt.cs.unc.edu/ts/. De acordo com

os autores do estudo [70], a coleta foi implementada com uma precisão de 1

microsegundo, sendo que foi observada uma taxa de perda de pacotes de 0, 03%

para o trace em consideração. Portanto, o efeito desta imprecisão em coletas de

tráfego com bins de 1 ou 10 ms é despreźıvel. O restante desta tese se refere ao

trace 2002 Apr 13 Sat 1930.7260.sk1.1ms.B P.ts.gz simplesmente como trace

UNC02. O artigo [70] também analisa um outro conjunto de traces, ao qual esta

tese se refere como UNC03, coletados em abril de 2003.

Algumas das descobertas do estudo emṕırico de Park et al [70] são extrema-

mente relevantes e têm aplicação imediata nesta tese e por isso estão resumidas

a seguir:

• Foi observado um significativo decréscimo nos valores das estimativas do

parâmetro H das séries de pacotes do conjunto de traces UNC03 com relação

ao conjunto UNC02. Por outro lado, as estimativas de H para as séries de

contagem de bytes mantiveram-se praticamente idênticas. Note-se que al-

guns autores, como Stoev et al [131], limitam-se à investigação das séries

1“Banda” ou vazão de 109 bits por segundo (bps), ou seja, 1 Gbps.
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de contagem de pacotes por bin2. Para tal, argumentam que a experiência

mostra que não há diferença importante entre o estudo das séries de bytes

e de pacotes, porque o tamanho dos pacotes tende a ser igual ao Maximum

Transfer Unit (MTU) (unidade máxima de transmissão3). Conforme men-

cionado acima, Park et al [70] mostraram que a realidade não confirma este

tipo de argumento intuitivo e que pode haver uma diferença quantitativa

significativa entre as estimativas de H obtidas das análises das séries de

pacotes e de bytes. Além disso, observe-se que os mecanismos de controle

de tráfego das redes de telecomunicações levam em conta a vazão (banda

ou capacidade) em bps das interfaces de rede e não a vazão em pacotes por

segundo4. Portanto, a estimativa de H deve ser feita sobre a série de bytes

quando a finalidade é o controle do tráfego.

• Várias séries (das 56 que foram analisadas) não são Gaussianas.

• Estimativas do parâmetro H para as séries de contagem de bytes são ti-

picamente superiores a 0, 8, indicando que o tráfego da UNC é fortemente

LRD.

• O grau de memória longa do tráfego (estimativa do parâmetro H) não foi

influenciado pelo dia da semana ou pelo horário do dia. Isto quer dizer

que as flutuações no número de usuários ativos na rede do campus da UNC

(população total de 35.000 pessoas) não influenciaram o grau de LRD.

• O grau de memória longa do tráfego não foi influenciado pelo ńıvel de

utilização (em % da banda) do enlace de acesso ou pelo número de co-

nexões TCP ativas. Em particular, não foi observado qualquer decĺınio do

parâmetro H com o aumento do número de conexões TCP.

6.1 Modelagem do Trace UNC02

6.1.1 Análise Exploratória

Nesta seção, faz-se uma análise exploratória das séries de pacotes e de bytes UNC02

na escala de 1 milissegundo e na escala agregada de 1 segundo. O restante deste

trabalho se refere às séries de pacotes UNC02 nas escalas de 1 milissegundo e 1

2Stoev et al também analisaram os traces UNC02 e UNC03.
3Em redes de computadores, MTU corresponde ao tamanho do maior datagrama que uma

camada de um protocolo de comunicação pode transmitir.
4Exemplos: a) uma interface E1 (da hierarquia digital plesiócrona) tem uma vazão de 2.048

kbps e b) uma interface Synchronous Transport Module (STM)-1, da hierarquia digital śıncrona,
trabalha a uma taxa de 155 Mbps.
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segundo como UNC02Pktsbin1ms e UNC02Pktsbin1s, respectivamente, e às séries

de bytes UNC02 nas escalas de 1 milissegundo e 1 segundo como UNC02bin1ms e

UNC02bin1s, respectivamente.

Um dos objetivos fundamentais da análise de séries temporais é a construção

de um modelo estocástico da série que está sendo investigada. O modelo pode

ser estacionário ou não-estacionário, conforme visto no Cap. 2. Modelos ARMA

ou ARFIMA, por exemplo, supõem que a série seja estacionária. Entretanto, a

maioria das séries emṕıricas pode apresentar alguma forma de estacionariedade.

Uma série pode ser estacionária durante um peŕıodo muito longo ou pode ser esta-

cionária apenas em peŕıodos bastante curtos, mudando de ńıvel e/ou inclinação.

Sendo assim, é importante tentar responder às seguintes questões preliminares

antes de se proceder à uma análise exploratória mais detalhada [155], [156]:

• A série sob investigação é globalmente estacionária?

• Caso a série não seja globalmente estacionária, pode-se identificar um en-

cadeamento de sub-séries estacionárias, que podem ser geradas a partir de

modelos (estacionários)?

• A série apresenta tendências determińısticas e/ou estocásticas, SRD e/ou

LRD?

• Como detectar e estimar as mudanças de regime5 (conhecido na literatura

como change-point problem ou problema do ponto de mudança) de uma

série não estacionária?

A última questão, em especial, envolve o desenvolvimento de novas técnicas es-

tat́ısticas, que incorporem a memória longa [131], [155]. De acordo com Kokoszka

e Leipus [155], o problema do ponto de mudança tem sido extensivamente estu-

dado para o caso de séries pouco correlacionadas. Somente mais recentemente

(desde meados da década de 1990) é que o problema da mudança de regime no

contexto da LRD tem recebido mais atenção. Kokoszka e Leipus [155] também

afirmam que o estudo da LRD em conjunto com a análise de pontos de mu-

dança deve ser realizado quando se tem uma série temporal LRD suficientemente

grande (isto é, com um número muito grande de amostras), pois a possibilidade

de ocorrência de pontos de mudança é maior do que nas séries pequenas, o que é

o caso do tráfego das redes.

A não-estacionariedade do tráfego das redes para escalas de tempo da

ordem de horas é intuitiva. Considere, por exemplo, a utilização de um enlace de

5Por exemplo, mudanças na média e na variância da série.
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acesso à Internet numa rede corporativa como a da USP. Não há dúvida de que

a utilização desse enlace durante os horários de pico da manhã e da tarde deva

ser maior do que a do peŕıodo da madrugada. Também é esperado que o tráfego

apresente algum tipo de tendência determińıstica do tipo “rampa de subida” logo

após o começo do expediente, que se dá por volta das 8h da manhã. Portanto,

faz sentido afirmar que o tráfego das redes é não-estacionário quanto à média

e/ou inclinação em escalas de horas. Por outro lado, vários estudos [1], [2], [70]

(dentre inúmeros outros) mostram que é razoável caracterizar o tráfego Internet

como sendo auto-similar e LRD (lembre-se de que o conceito de memória longa

do Cap. 3 só foi definido para processo estacionário em sentido amplo) numa

faixa de escalas que pode se estender de centenas de milissegundos a até centenas

de segundos (esses limites superior e inferior podem variar em função da rede em

questão). Veja, por exemplo, a Fig. 6.1, que ilustra uma coleta de 1 hora de

tráfego na rede do LCS com bins de 100 milissegundos. Observe que esse sinal

é “visualmente” não-estacionário quanto à média e variância (a sua potência

varia com o tempo). Contudo, tem-se a impressão de que a série é localmente

estacionária (flutuações homogêneas em torno de uma média local) em alguns

trechos como aquele em que 1.700 ≤ t ≤ 10.000 (limites aproximados).
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Figura 6.1: Tráfego coletado na rede local do LCS: série de contagem de bytes
por bin de 100 milissegundos.

Stoev et al [131] afirmam que os sinais UNC02Pktsbin1ms e UNC02Pktsbin1s

das Fig. 6.2a e 6.2b, respectivamente, podem ser consideradas estacionários. A

Fig. 6.3 mostra os QQ-plots de UNC02Pktsbin1ms e UNC02Pktsbin1s. O QQ-plot

da Fig. 6.3a indica que a PDF de primeira ordem da série UNC02Pktsbin1ms é
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assimétrica, não-Gaussiana e de cauda pesada (observe que os quantis emṕıricos

nos extremos superior direito e inferior esquerdo da Fig. 6.3a não acompanham

a linha vermelha com ponto e traço e que os quantis emṕıricos da extremidade

superior são maiores do que os teóricos). Observe como o formato do QQ-plot da

Fig. 6.3a tem uma certa semelhança com o QQ-plot da realização MWM comH =

0, 9 da Fig. 5.11a. O QQ-plot da Fig. 6.3b sugere que a distribuição marginal

de probabilidades de UNC02Pktsbin1s também é assimétrica, não-Gaussiana e

com cauda superior pesada. De fato, o teste de normalidade de Jarque-Bera

[157] (baseado nas medidas de assimetria e curtose) rejeitou a hipótese nula de

normalidade de UNC02Pktsbin1s. A estat́ıstica desse teste é definida como

JB =
N

6

(
Â2 +

(K̂ − 3)2

4

)
, (6.1)

em que N é o número de amostras, Â é o estimador de assimetria

Â =
1

Ns3
x

N∑
t=1

(x t − μ̂)3 (6.2)

em que μ̂ denota a média amotral, s2
x é a variância amostral e K̂ é o estimador

de curtose

K̂ =
1

Ns4
x

N∑
t=1

(x t − μ̂)4. (6.3)

Sob a hipótese nula de que os dados sejam normalmente distribúıdos, espera-se

que JB ∼ χ2(2) (chi-quadrada com dois graus de liberdade).

O programa STABLE4.0 para MATLAB [95], que foi cedido pelo Dr. John P.

Nolan (Robust Analysis, Inc.) para utilização nesta pesquisa, ajustou uma dis-

tribuição estável Sα(σ, η, μ) = S1,92(495; 0, 86; 2, 15× 104) para UNC02Pktsbin1s.

A Fig. 6.4 ilustra os gráficos produzidos pela função stablediag, a saber: ajuste

de PDF, QQ-plot (quantis da distribuição estável ajustada vs quantis emṕıricos),

PP(Probability-Probability)-plot e ZZ-plot. O PP-plot é constrúıdo utilizando-se

a CDF teórica, Fx (x), do modelo ajustado. Os valores das amostras de da-

dos, ordenadas em ordem crescente, são denotadas por x(1), x(2), . . . , x(n). Para

i = 1, 2, . . . , n, Fx (x(i)) (valor teórico) é representado contra qi = (i − 0, 5)/n

(valor emṕırico da CDF) [158]. O ZZ-plot é o gráfico do inverso da CDF teórica

vs o inverso da CDF emṕırica (ou seja, pode ser obtido a partir do PP-plot). De

acordo com Nolan [159], o diagnóstico de dados estáveis por meio do QQ-plot

apresenta os seguintes problemas práticos (vide o QQ-plot da Fig. 6.4): a maior

parte dos dados fica comprimida numa pequena região e b) há um desvio razoável

dos dados das extremidades do QQ-plot com relação à linha teórica. É por isso
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que Nolan recomenda o uso das ferramentas de diagnóstico PP-plot e ZZ-plot

(vide [159] para maiores informações sobre o diagnóstico de dados que possuam

distribuição com cauda pesada). Sendo assim, a série UNC02Pktsbin1s possui

causa pesada e é bem modelada por uma distribuição estável, de acordo com o

toolbox STABLE4.0.

A Fig. 6.5 ilustra os espectros wavelet de UNC02Pktsbin1ms e UNC02Pktsbin1s.

Os gráficos 6.5a e 6.5b representam a estat́ıstica Sj como uma função da escala

j para as séries UNC02Pktsbin1ms e UNC02Pktsbin1s, respectivamente. Con-

forme visto na seção 4.5.4, a estat́ıstica Sj quantifica a fração da potência da

série na faixa de freqüências [1/2j+1, 1/2j] (lembre que um coeficiente wavelet

(DWT) wj,k é proporcional à diferença entre duas médias adjacentes de um si-

nal xt na escala de tempo τj = 2j−1Δt, em que Δt denota o intervalo de tempo

entre duas observações sucessivas ). Grandes valores de j correspondem às bai-

xas freqüências (escalas dilatadas ou mais lentas de tempo) e pequenos valores

correspondem às altas freqüências (escalas rápidas ou mais refinadas de tempo).

Observe que o espectro wavelet da série UNC02Pktsbin1ms (Fig. 6.5a) nas escalas

1 ≤ j ≤ 5 é quase constante. Esta caracteŕıstica é uma forte evidência de que

flutuações de UNC02Pktsbin1ms nas escalas τj = 2j−1Δt = {1, 2, 4, 8, 16} ms, em

que Δt = 1ms, são pouco correlacionadas6. Este comportamento também foi

observado em traces de tráfego capturados em enlaces de alta capacidade Synch-

ronous Optical network (SONET)7 Optical Carrier (OC)-3, OC-12 e OC-48 (155

Mbps, 622 Mbps e 2,5 Gbps, respectivamente) da rede do ISP tier -1 (ńıvel 1)

norte-americano Sprint8 [161]. Na Fig. 6.5a, observe que o espectro é aproxima-

damente linear para escalas j ≥ 10 (ou τj ≥ 512ms). Portanto, UNC02Pktsbin1ms

é LRD9 e assintoticamente auto-similar.

O espectro wavelet da série agregada UNC02Pktsbin1s (Fig. 6.5b) corres-

ponde aos componentes do espectro da Fig. 6.5a para as escalas dilatadas 11 ≤
6A estrutura de dependência de curta duração de um sinal está relacionada à forma da sua

DEP na região das altas freqüências, que, por sua vez, está relacionada às pequenas escalas do
espectro wavelet [67], [131].

7Observe-se que enlaces SONET possuem um alto ńıvel de multiplexação ou agregação de
tráfego.

8A Internet é uma rede de redes. Na Internet pública, redes de acesso situadas na borda
da Internet são conectadas ao restante segundo uma hierarquia de ńıveis de ISPs. Os ISPs de
acesso estão no topo mais baixo da hierarquia. No topo dela está um número relativamente
pequeno de ISPs (norte-americanos em sua maioria) denominados ISPs de ńıvel 1, os quais
apresentam as seguintes caracteŕısticas: a) conectam-se diretamente a cada um dos outros ISPs
de ńıvel 1, conectam-se a um grande número de ISPs de ńıvel 2 e têm cobertura internacional
[160].

9É comum a literatura mencionar que sinais de tráfego podem apresentar, simultaneamente,
caracteŕısticas SRD e LRD. O espectro wavelet da Fig. 6.5a mostra que UNC02Pktsbin1ms é
um exemplo de sinal que só apresenta a caracteŕıstica LRD, uma vez que a SRD se manifestaria
por meio de um spike na região das escalas rápidas do espectro wavelet.
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j ≤ 20. Note-se que o espectro da Fig. 6.5b também é aproximadamente linear.

Os parâmetros de Hurst de UNC02Pktsbin1ms e UNC02Pktsbin1s, estimados por

meio do ajuste de uma linha ao espectro wavelet da Fig. 6.5a entre as escalas

j = 10, 11, . . . , 20 e de uma linha ao espectro wavelet da Fig. 6.5b entre as escalas

j = 1, 2, . . . , 10, é igual a Ĥ ≈ 0, 854 e Ĥ ≈ 0, 922, respectivamente.
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Figura 6.2: Tráfego entrante (série de contagem de pacotes por bin) num
enlace de acesso Gigabit Ethernet da UNC em 13/04/2002, no horário

19:30-21:30, na escala de 1 milissegundo (UNC02Pktsbin1ms) (a) e na escala de
1 segundo (UNC02Pktsbin1s) (b).

A Fig. 6.6 sugere que é razoável admitir que as séries de contagem de bytes

UNC02bin1ms e UNC02bin1s, que não foram analisadas pelo estudo de Stoev et

al [131], sejam estacionárias. Como o foco deste trabalho é a modelagem de

séries de bytes em escalas temporais maiores ou iguais a 1 segundo (com fins

à implementação de mecanismos de controle preventivo de congestionamento em

redes multimı́dia), o restante desta seção se concentra na análise da série agregada

UNC02bin1s.



6.1 Modelagem do Trace UNC02 153

−6 −4 −2 0 2 4 6
−20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Quantis da Normal Padrão

Q
ua

nt
is

 e
m

pí
ric

os
 d

a 
sé

rie

QQ Plot da série de pacotes na escala de 1 ms

(a)

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6
x 10

4

Quantis da Normal padrão

Q
ua

nt
is

 e
m

pí
ric

os
 d

a 
sé

rie

QQ Plot da série de pacotes na escala de 1 seg

(b)

Figura 6.3: (a) QQ-plot de UNC02Pktsbin1ms e (b) QQ-plot de
UNC02Pktsbin1s.
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Figura 6.4: Ajuste de uma distribuição estável com parâmetros
{α = 1, 92, σ = 495, η = 0, 86, μ = 2, 15 × 104}, à série UNC02Pktsbin1s (gráfico

do canto superior esquerdo), QQ-plot da distribuição estável vs os dados
emṕıricos (canto superior direito), ZZ-plot da distribuição estável vs os dados

emṕıricos (canto inferior esquerdo) e PP-plot da distribuição estável ajustada vs
os dados emṕıricos (canto inferior direito). Os gráficos ZZ-plot e PP-plot

sugerem que o ajuste da distribuição S1,92(495; 0, 86; 2, 15× 104) aos dados
emṕıricos é bastante satisfatório.
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Figura 6.5: Espectros wavelet do trace UNC02 (em pacotes/bin) estimados por
meio da série UNC02Pktsbin1ms (a) e por meio da série UNC02Pktsbin1s (b).
Em (a), observe que o espectro é aproximadamente linear para escalas j ≥ 10
(ou seja, para bins ≥ 1 seg.). Os parâmetros de Hurst de UNC02Pktsbin1ms e
UNC02Pktsbin1s, estimados por meio do ajuste de uma linha ao espectro

wavelet (a) entre as escalas j = 10, 11, . . . , 20 e de uma linha ao espectro wavelet

(b) entre as escalas j = 1, 2, . . . , 10, é igual a Ĥ ≈ 0, 854 e Ĥ ≈ 0, 922,
respectivamente.

O resultado do teste de estacionariedade KPSS aplicado à série UNC02bin1s

(vide Tabela 6.1) não rejeita a hipótese de estacionariedade. A Tabela 6.1 também

mostra que UNC02bin1s não possui ráızes unitárias, é linear, não-Gaussiana e

possui memória longa de acordo com os testes R/S e GPH. A Fig. 6.7 mostra: a) o

ajuste de uma distribuição estável com parâmetros {α = 1, 79, σ = 4, 09×105, η =

0, 99, μ = 6, 35×106} à série UNC02bin1s no gráfico do canto superior esquerdo, b)

o QQ-plot da distribuição estável ajustada vs os dados emṕıricos no canto superior

direito, c) o ZZ-plot da distribuição estável estimada vs os dados emṕıricos no

canto inferior esquerdo e d) o PP-plot da distribuição estável estimada vs os dados

emṕıricos no canto inferior direito. Os gráficos ZZ-plot e PP-plot indicam que

a distribuição marginal de probabilidades da série UNC02bin1s é bem modelada

pela distribuição estável S1,79(4, 09 × 105; 0, 99; 6, 35 × 106), o que explica o fato

deste sinal ser linear porém não-Gaussiano.

O espectro wavelet da Fig. 6.8a é aproximadamente linear para as esca-

las j ≥ 7 (ou seja, para τj ≥ 64 ms) e aproximadamente constante nas escalas

1 ≤ j ≤ 6, o que quer dizer que flutuações de UNC02bin1ms nas escalas de

1, 2, . . . , 32ms são pouco correlacionadas (comportamente similar foi observado

no espectro wavelet da Fig. 6.5a). Por outro lado, o espectro wavelet da Fig.

6.8b é aproximadamente linear em todas as escalas. Os parâmetros de Hurst de

UNC02bin1ms e UNC02bin1s, estimados por meio do ajuste de uma linha ao es-
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Figura 6.6: Tráfego entrante (série de contagem de bytes por bin) num enlace
de acesso Gigabit Ethernet da UNC em 13/04/2002, no horário 19:30-21:30, na

escala de 1 milissegundo (UNC02bin1ms) (a) e na escala de 1 segundo
(UNC02bin1s) (b). O tráfego médio é igual a 51, 623 Mbps (ou 6, 4529

Mbytes/s) e é indicado pela linha branca em (b), o que implica uma utilização
do enlace de aproximadamente 5, 16%.

Tabela 6.1: Série UNC02bin1s: resultados de testes estat́ısticos
(estacionariedade, memória longa, normalidade e linearidade) e quantificação do
número de ráızes unitárias (coluna m̂). Os testes de Hinich, que utilizam a FFT
(Fast Fourier Transform), foram aplicados ao primeiro bloco de 4096 amostras
de UNC02bin1s (que contém 7340 amostras, um número que não é uma potência

de 2).

xt é I(0)? xt é LRD? Hinich m̂
KPSS R/S GPH xt é normal? xt é linear?

SIM SIM SIM NÃO SIM 0
paf > 0, 05 paf < 0, 01 paf < 0, 01 paf = 0
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Figura 6.7: Ajuste de uma PDF estável com parâmetros
{α = 1, 79, σ = 4, 09 × 105, η = 0, 99, μ = 6, 35 × 106}, à série UNC02bin1s

(gráfico do canto superior esquerdo), QQ-plot da distribuição estável estimada
vs os dados emṕıricos (canto superior direito), ZZ-plot da distribuição estável

ajustada vs os dados emṕıricos (canto inferior esquerdo) e PP-plot da
distribuição estável estimada vs os dados emṕıricos (canto inferior direito). Os
gráficos ZZ-plot e PP-plot sugerem que os dados da série são bem modelados

pela distribuição S1,79(4, 09 × 105; 0, 99; 6, 35× 106).
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pectro wavelet 6.8a entre as escalas j = 10, 11, . . . , 20 e de uma linha ao espectro

wavelet 6.8b entre as escalas j = 1, 2, . . . , 10, é igual a Ĥ ≈ 0, 839 e Ĥ ≈ 0, 906,

respectivamente.
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Figura 6.8: Espectros wavelet do trace UNC02 (em bytes/bin) estimados por
meio da série UNC02bin1ms (a) e por meio da série UNC02bin1s (b). Em (a),
observe que o espectro é aproximadamente linear para escalas j ≥ 7 (ou seja,
para bins > 128 ms). O parâmetro de Hurst, estimado por meio do ajuste de
uma linha ao espectro wavelet (a) entre as escalas j = 10, 11, . . . , 20 e de uma

linha ao espectro wavelet (b) entre as escalas j = 1, 2, . . . , 10, é igual a

Ĥ ≈ 0, 839 e Ĥ ≈ 0, 906, respectivamente.

A Tabela 6.2 resume as estimativas do parâmetro d para a série UNC02bin1s

obtidas pelos métodos R/S, periodograma (com janela de Daniell), Whittle,

Haslett-Raftery e Abry-Veitch. Observe que o resultado da análise R/S é dis-

cordante dos demais, os quais estão situados na faixa 0, 37 ≤ d̂ ≤ 0, 43. A

Fig. 6.9 mostra o periodograma alisado com janela de Daniell (Fig. 6.9a),

o periodograma alisado pelo método WOSA (Fig. 6.9b) e a SACF da série

UNC02bin1s (Fig. 6.9c, que também mostra as ACFs teóricas dos modelos AR(18)

e ARFIMA(0; 0, 3717; 1) estimados para a série). A Fig. 6.9c mostra que, dife-

rentemente do modelo ARFIMA(0; 0, 3717; 1), o processo AR(18) não modela o

decaimento lento da SACF da série UNC02bin1s.

Tabela 6.2: Estimativas do parâmetro d para a série UNC02bin1s.

análise periodograma estimador estimador de MV estimador
R/S com janela de Whittle de Haslett-Raftery wavelet

de Daniell Abry/Veitch
0, 3125 0, 3854 0, 4225 0, 3717 0, 406

As Figs. 6.10a, 6.10b e 6.10c ilustram o QQ-plot, o periodograma alisado

e a SACF dos reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 3717; 1) estimado para a série
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Figura 6.9: Série UNC02bin1s: (a) periodograma alisado com janela de
Daniell, (b) periodograma alisado pelo método WOSA e (c) SACF e ACFs

teóricas dos modelos AR(18) e ARFIMA(0; 0, 3717; 1) estimados.
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UNC02bin1s. As Figs. 6.11a e 6.11b mostram o periodograma alisado e a SACF

dos reśıduos do modelo TARFIMA(100) ajustado à série UNC02bin1s (foi utili-

zado o valor d̂ = 0, 3717 estimado pelo método de Haslett-Raftery). As Figs.

6.12a e 6.12b mostram as SACFs dos reśıduos dos modelos AR(18) e AR(2) es-

timados pelo critério AIC, respectivamente. As Figs. 6.13a e 6.13b mostram

os periodogramas alisados dos reśıduos dos modelos AR(18) e AR(2) ajustados,

respectivamente.

De acordo com as Figs. 6.10c, 6.11b, 6.12a (SACFs dos reśıduos dos modelos

ARFIMA, TARFIMA(100) e AR(18), respectivamente) e 6.10b, 6.11a e 6.13a

(periodogramas dos reśıduos dos modelos ARFIMA, TARFIMA(100) e AR(18),

respectivamente), os reśıduos dos modelos ARFIMA, TARFIMA(100) e AR(18)

se comportam como RB. Por outro lado, as Figs. 6.12b e 6.13b mostram que a

série dos reśıduos do modelo AR(2) estimado não é um RB (veja a singularidade

na origem do periodograma da Fig. 6.13b).

A Fig. 6.14 mostra os diagramas de pólos e zeros dos modelos AR(18) (Fig.

6.14a) e AR(2) (Fig. 6.14b). Note que o pólo real positivo do processo AR(18)

estimado está bastante próximo do ćırculo unitário (este comportamento também

foi observado para as séries MWM com H = {0, 9; 0, 8; 0, 7} e ARFIMA com

d = {0, 4; 0, 3} do Cap. 5).

6.1.2 Análise Local da Memória Longa do Trace UNC02

Na prática, os métodos de estimação do parâmetro de Hurst podem ser severa-

mente afetados por não-estacionariedades existentes numa determinada série, tais

como mudanças bruscas do seu ńıvel médio. De acordo com a literatura [131],

[162], este tipo de mudança de regime tende a provocar uma sobre-estimativa

do parâmetro H (Ĥ ≥ 1) efetuada pelo método wavelet Abry-Veitch (portanto,

a obtenção de uma estimativa Ĥ ≥ 1 é uma indicação da presença de não-

estacionariedade). Sendo assim, a premissa, freqüentemente adotada, de que si-

nais de tráfego LRD podem ser modelados por meio de um processo estacionário

caracterizado por um parâmetroH global pode não ser realista para muitos casos

encontrados na prática.

Abry e Veitch [122] efetuaram um estudo preliminar da estacionariedade de

três séries (pAug, pOct e OctExt) do conjunto de traces de tráfego Ethernet

coletados por Leland et al [1] na rede local da Bellcore no ińıcio da década de

1990 por meio do exame da variação temporal do parâmetro de Hurst. Os traces

pAug e pOct têm menos de 1 hora de duração. O trace OctExt tem 35 horas
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Figura 6.10: Reśıduos do modelo ARFIMA(0; 0, 3717; 1) estimado para a série
UNC02bin1s: (a) QQ-plot, (b) periodograma e (c) SACF.
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Figura 6.11: Reśıduos do modelo TARFIMA(100) ajustado à série
UNC02bin1s: (a) periodograma e (b) SACF.



6.1 Modelagem do Trace UNC02 163

0 10 20 30

Lag

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

A
C

F
AR(18) 

(a)

0 10 20 30

Lag

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

A
C

F

AR(2) 

(b)
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de duração. Abry e Veitch dividiram as séries em 32 segmentos cont́ıguos sobre

os quais foram calculadas estimativas de H . Este procedimento é justificado

pelo fato dos coeficientes wavelet de sinais LRD serem aproximadamente não-

correlacionados no plano tempo-escala (mais precisamente, pode-se afirmar que

não há correlação entre os coeficientes wavelet de uma mesma escala e que a

correlação entre escalas diferentes é fraca) [67], [110]. Para os traces pAug e pOct,

Abry e Veitch observaram que as médias das 32 estimativas ficaram próximas dos

valores estimados para H quando foram utilizadas todas as amostras das séries.

De acordo com esses pesquisadores, esta é uma boa evidência heuŕıstica de que

H se mantém constante ao longo daqueles traces. Por outro lado, as estimativas

de H para o trace OctExt apresentam uma grande variabilidade, o que indica

de forma clara a sua não-estacionariedade (a média das 32 estimativas difere

significativamente da estimativa deH obtida sobre todo o trace). Entretanto, esta

observação não surpreende, haja vista o ciclo diurno exibido pela série (conforme

[122]).

As Figs. 6.15a e 6.15b ilustram a variação temporal do parâmetro de Hurst

(gráficos das estimativas de H vs tempo em segundos) da série UNC02bin1s da

Fig. 6.15c. As estimativas de H em 6.15a e 6.15b foram obtidas por meio da

aplicação do estimador Abry-Veitch sobre segmentos de dados sucessivos e não-

superpostos de 256 e 512 amostras, respectivamente. Os limites superior e inferior

dos intervalos de confiança a 95% também estão representados nas Figs. 6.15a e

6.15b. Observe-se que a variabilidade da estimativa de H diminui com o aumento

do número de amostras do segmento de dados. As médias das estimativas nas

Figs. 6.15a e 6.15b estão indicadas pelas linhas horizontais vermelhas e correspon-

dem a 0, 9228 e 0, 9166, respectivamente. Note-se que elas estão razoavelmente

próximas da estimativa Ĥ = 0, 906, que foi obtida utilizando-se todas as amos-

tras do sinal. As Figs. 6.15a e 6.15b indicam que o sinal UNC02bin1s pode ser

considerado estacionário.

A análise local do parâmetro de Hurst ilustrada pela Fig. 6.15 é cega por-

que: a) não se sabe, a priori, a localização dos pontos de mudança de modelo

gerador e b) não há um critério para a escolha do tamanho da janela de dados.

Não obstante, essa análise emṕırica sugere que o janelamento com um número

relativamente pequeno de amostras (como a que se fez com janelas de tamanho

igual a 256) pode provocar um aumento da variância do estimador, o que não

é desejável em aplicações práticas. Por outro lado, a análise local emṕırica com

janelas de 512 pontos parece produzir resultados mais consistentes. Percival e

Walden [67], por exemplo, analisam a variância wavelet (é o termo usado por es-
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Figura 6.15: As Figs. (a) e (b) mostram análises locais do parâmetro de Hurst
da série UNC02bin1s da Fig. (c). As estimativas de H em (a) e (b) foram

obtidas por meio da aplicação do estimador Abry-Veitch sobre janelas de dados
sucessivas e não-superpostas de 256 e 512 amostras, respectivamente. As médias
das estimativas em (a) e (b) estão indicadas pelas linhas horizontais vermelhas e

correspondem a 0, 9228 e 0, 9166, respectivamente.
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ses autores para denominar o espectro wavelet) da série do Rio Nilo entre os anos

de 773 e 1284 (análise wavelet com 512 pontos). Conforme explicado pela seção

6.1.1, a detecção/estimação dos pontos de mudanças de regime de séries LRD

ainda é um assunto pouco entendido. Essa questão ainda parece ser mais com-

plicada no contexto de modelagem de teletráfego, onde se requer que a estimação

seja on-line.

6.1.3 Previsão Emṕırica com o Modelo TARFIMA

A Fig. 6.16 ilustra previsões para a série UNC02bin1s com origem em t = 2700

que foram obtidas por meio de modelos TARFIMA(100) e AR(18) (vide Fig.

6.16a) e TARFIMA(100) e AR(2) (vide Fig. 6.16b). O modelo TARFIMA(100)

utilizou a estimativa (conservadora) d̂ = 0, 3717 (vide Tabela 6.2). O processo

AR(18) é o melhor modelo AR de acordo com o critério AIC. Os modelos AR(2)

e AR(18) foram estimados pela função S-PLUSR© AR (método de Yule-Walker [151,

pág.94]).

A Fig. 6.16b mostra que as previsões do modelo AR(2) convergem rapida-

mente para a média amostral da série e que os seus intervalos de previsão não têm

uma boa probabilidade de cobertura, uma vez que várias amostras entre t = 2700

e t = 2740 têm valores maiores do que os limites superiores dos intervalos de con-

fiança obtidos. Isto também é ilustrado pela Fig. 6.17b que mostra a diferença

entre os erros absolutos de previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100) (ob-

serve que o erro absoluto de previsão do modelo AR(2) é quase sempre maior do

que o do modelo TARFIMA(100)). Por outro lado, as Figs. 6.16b e 6.17b indicam

que os intervalos de previsão do modelo TARFIMA(100) têm uma probabilidade

de cobertura satisfatória. As Figs. 6.16a e 6.17a sugerem que os modelos TAR-

FIMA(100) e AR(18) têm desempenhos similares. De fato, a Fig. 6.17a sugere

que o modelo TARFIMA(100) tem um desempenho ligeiramente superior, haja

vista que o erro absoluto de previsão do modelo AR(18) tende a ser maior do que

o do processo TARFIMA(100) para h ≤ 40 (2701 ≤ t ≤ 2740).

A Tabela 6.3 contém os valores de PCEMSEx ,y(t = 2700, K) para K =

{7, 10, 20, 50, 100} dos processos AR(18) e TARFIMA(L), L = 10, 50, 100 (utilizou-

se Ĥ = 0, 8717), relativos ao modelo AR(2). A Tabela 6.3 mostra que a) o modelo

TARFIMA(100) apresenta o melhor desempenho do ponto de vista do critério

PCEMSE e que b) os modelos AR(18), TARFIMA(50) e TARFIMA(100) têm

um desempenho similar. Note-se que os resultados obtidos confirmam a teoria

exposta pela seção 5.3: a precisão das previsões aumenta com o aumento da
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Figura 6.16: Previsão da série UNC02bin1s com origem em t = 2700
(d̂ = 0, 3717): (a) observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de
confiança para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(18) e (b)

observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de confiança para as
previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(2).
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Figura 6.17: Previsão da série UNC02bin1s com origem em t = 2700
(d̂ = 0, 3717): (a) diferença entre os erros absolutos de previsão dos modelos
AR(18) e TARFIMA(100) (gráfico (Δh(1) − Δh(2)) vs. h, em que Δh(1) é o
erro absoluto de previsão do modelo AR(18) e Δh(2) é o erro absoluto de

previsão do modelo TARFIMA(100)) e (b) diferença entre os erros absolutos de
previsão dos modelos AR(2) e TARFIMA(100) (gráfico (Δh(1) − Δh(2)) vs. h,
em que Δh(1) é o erro absoluto de previsão do modelo AR(2) e Δh(2) é o erro

absoluto de previsão do modelo TARFIMA(100)).
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ordem de truncamento L, dada uma “boa” estimativa de H .

Tabela 6.3: Série UNC02bin1s (d̂ = 0, 3717): PCEMSEx ,y(t = 2700, K) dos
modelos estimados AR(18), TARFIMA(10), TARFIMA(50) e TARFIMA(100)

relativos ao modelo AR(2).

K AR(18) L=10 L=50 L=100
7 -0,3933 -0,4892 -0,4365 -0,4365
10 -0,6611 -0,5307 -0,6778 -0,6778
20 -0,6885 -0,2885 -0,6858 -0,6912
50 -0,6160 -0,1791 -0,6532 -0,6655
100 -0,5448 -0,1474 -0,5989 -0,6082

A Fig. 6.18 mostra previsões para a série UNC02bin1s com origem em t = 866

obtidas por meio dos modelos TARFIMA(100) e AR(18) (vide Fig. 6.18a) e

TARFIMA(100) e AR(2) (vide Fig. 6.18b). A Fig. 6.19a mostra que o modelo

TARFIMA(100) é superior ao AR(18) para h < 40 (a Fig. 6.18a ilustra que

as probabilidades de cobertura desses modelos é similar para t = 866). Por

outro lado, a Fig. 6.19b indica que o modelo AR(2) apresenta um desempenho

superior ao do modelo de memória longa TARFIMA(100) (uma vez que o erro

absoluto de previsão do modelo AR(2) é quase sempre menor do que o do modelo

TARFIMA(100)). Este fato é justificado pela existência de uma inversão “local”

de tendência na série UNC02bin1s por volta de t = 866 (veja que os valores da

série tendem a aumentar entre 825 ≤ t < 866 e a decrescer entre 866 ≤ t ≤ 885),

a qual não é bem modelada pelo modelo TARFIMA(100). Este resultado não

surpreende. Conforme visto na seção 5.5.1, modelos SRD podem apresentar,

em determinados trechos da série LRD sob análise, um desempenho de previsão

superior ao de modelos LRD. Não obstante, modelos de memória longa têm um

desempenho superior “na média” quando aplicados às séries LRD.

6.2 Conclusão

O estudo de caso apresentado neste Caṕıtulo mostra que é posśıvel aplicar o mo-

delo de memória longa TARFIMA(L) em trechos estacionários de sinais (Gaus-

sianos/não-Gaussianos) de teletráfego fractal. Além disso, os resultados da seção

6.1.2 sugerem que a dinâmica do parâmetro de Hurst de sinais de teletráfego

seja bastante lenta na prática (lembre que o parâmetro de Hurst do trace UNC02

mantém-se constante por um peŕıodo de 2 horas), no sentido de que se o valor de

H varia (e ele deve variar um pouco na prática), então espera-se que essa variação

ocorra muito lentamente com o tempo (numa escala de horas, por exemplo). Por-

tanto, o novo modelo proposto pode ser usado em esquemas de previsão on-line
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Figura 6.18: Previsão da série UNC02bin1s com origem em t = 866
(d̂ = 0, 3717): (a) observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de
confiança para as previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(18) e (b)

observações, previsões de passo-h e intervalos de 95% de confiança para as
previsões dos modelos TARFIMA(100) e AR(2).
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Figura 6.19: Previsão da série UNC02bin1s com origem em t = 866
(d̂ = 0, 3717): (a) diferença entre os erros absolutos de previsão dos modelos
AR(18) e TARFIMA(100) e (b) diferença entre os erros absolutos de previsão

dos modelos AR(2) e TARFIMA(100).
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de tráfego, tais como CAC e alocação dinâmica de banda, dado que o parâmetro

H pode ser estimado em tempo real por meio da aplicação da DWT10.

10O script MATLAB de Abry-Veitch (estimador wavelet de H) levou aproximadamente 13
segundos para estimar o valor do parâmetro de Hurst da série UNC02bin1ms, que possui N ≈
7, 34 × 106 amostras, num Personal Computer (PC) com sistema operacional Windows R©XP,
processador AMD Athlon de 64 bits e 1 GB de memória RAM. É interessante observar que
a mesma máquina “travou” quando o autor desta tese tentou obter estimativas de H para
a mesma série utilizando os métodos dispońıveis no software S+FinMetrics R© (análise R/S,
Whittle, etc.)!



175

7 Conclusões e Trabalhos
Futuros

Este Caṕıtulo resume as principais conclusões desta tese e também apresenta

algumas sugestões para pesquisas futuras.

7.1 Sumário

Esta tese propôs um novo modelo de tráfego com memória longa, para uso em

esquemas de previsão Tipo-II, que é constrúıdo a partir de uma versão truncada,

com ordem L, da representação AR(∞) (5.1) do processo ARFIMA(p, d, q) (4.74).

A representação aproximada AR(L) (5.10) é mapeada para uma representação no

espaço de estados conforme a transformação de Harvey [129], dando então origem

ao modelo de espaço de estados TARFIMA(L), com as equações do estado e da

observação (5.11) e (5.12), respectivamente. O diferencial do TARFIMA(L) é a

sua possibilidade de implementação prática, pois não requer memória infinita. A

modelagem por meio do processo TARFIMA(L) também oferece outras vantagens

como: a) modelagem (expĺıcita) da região das baixas freqüências do espectro de

sinais LRD e b) viabilização da utilização do filtro de Kalman.

A aplicação de modelos AR de ordem alta em esquemas de previsão on-line

de teletráfego é fortemente prejudicada pelo problema da identificação da ordem

do modelo. Além disso, as simulações do Caṕıtulo 5 mostraram que a modelagem

da memória longa pode ser obtida às custas do posicionamento de um ou mais

pólos nas proximidades do ćırculo de raio unitário. Portanto, a implementação

do modelo AR ajustado pode ser instável devido a efeitos de quantização dos

coeficientes do filtro digital.

O estudo de caso apresentado no Caṕıtulo 6 mostra que é posśıvel aplicar o

modelo de memória longa TARFIMA(L) em trechos estacionários de sinais de

teletráfego LRD. Os resultados obtidos mostram que a dinâmica do parâmetro H

de Hurst de sinais de teletráfego pode ser bastante lenta na prática. Portanto, o
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novo modelo proposto é adequado para esquemas de previsão on-line de tráfego,

tais como CAC e alocação dinâmica de banda, dado que o parâmetro H pode ser

estimado em tempo real por meio da aplicação da DWT.

7.2 Trabalhos Futuros

Como o tráfego das redes de comunicações não é estacionário, a detecção e a

estimação dos pontos de mudança de regime das séries é uma linha promissora de

pesquisa, a qual por sua vez está relacionada à funcionalidade de rastreamento,

em tempo real, do modelo de previsão. Conforme alertam Kokoszka e Leipus no

artigo [155], o estudo da memória longa em conjunto com a análise do ponto de

mudança do modelo gerador da série é viável para sinais de teletráfego porque

há um grande número de amostras à disposição das ferramentas estat́ısticas.

Sendo assim, sugere-se que a questão do rastreamento seja abordada em pesquisas

futuras. Além disso, note-se que esta é uma área de investigação praticamente

inexplorada (vide a revisão bibliográfica efetuada pelo autor desta tese) pelos

pesquisadores da área de redes. A tese de doutorado de Brandon Whitcher [156]

(“Assessing Nonstationary Time Series Using Wavelets”) talvez seja um bom

ponto de partida para trabalhos futuros na área de avaliação de teletráfego não-

estacionário.

Pode-se classificar os métodos de rastreamento do modelo da mesma ma-

neira que os métodos de previsão, ou seja, em métodos de rastreamento Tipo-I

(adequado para modelagem por meio de processos AR de ordem alta) e Tipo-II

(adequado para modelos como o TARFIMA).

De acordo com as literaturas das áreas de controle [163], processamento de

sinais [52], [124], [164] e séries temporais [42], [146], o rastreamento Tipo-I poderia

ser implementado, por exemplo, a partir:

• de um procedimento de estimação de MV que utilize o algoritmo Expectation-

Maximization (EM) [47] em conjunto com o filtro de Kalman.

• de filtros adaptativos Recursive Least Squares (RLS) ou Least Mean Squares

(LMS).

O rastreamento Tipo-II poderia ser feito por meio da estimação do parâmetro

de memória longa H baseada em wavelets e da estimação dos parâmetros de um

modelo residual de memória curta ARMA(p, q), que seria obtido por meio da

filtragem da memória longa da série original. A identificação dos parâmetros desse
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modelo ARMA(p, q) poderia então ser implementada com alguma das técnicas

para rastreamento Tipo-I que foram mencionadas anteriormente.

Outra linha de pesquisa bastante interessante (e relevante) é a análise de

variância (Analysis of Variance (ANOVA)) de sinais de teletráfego baseada em

wavelets. Conforme explicam Percival e Walden em [67, Cap.8], um uso impor-

tante da DWT, e também da sua variante Maximal Overlap Discrete Wavelet

Transform (MODWT), é a decomposição da variância amostral de um sinal em

várias escalas. Percival e Walden [67, Cap.8] mostram como uma quantidade

teórica denominada wavelet variance (variância wavelet) pode ser estimada pela

DWT ou MODWT e como estimar a DEP de um sinal LRD a partir da variância

wavelet. Note-se que o estimador wavelet AV faz algo parecido; a diferença é

que o método AV está embasado na DWT de tempo cont́ınuo, enquanto que a

variância wavelet de Percival e Walden está baseada na MRA de tempo discreto.

Por último, mas nem por isso menos importante, destaca-se que a análise

estat́ıstica da série UNC02 (vide Cap. 6) evidencia a importância da agregação

de distribuições estáveis ao gerador de tráfego baseado em wavelets desenvolvido

por Mello et al [77], [78], o qual foi usado para gerar as simulações ARFIMA e

MWM do Caṕıtulo 5.
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<http://www-lmc.imag.fr/SMS/software.html>.

[10] WAVELAB 850. Dispońıvel em: <http://www-
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[65] SPROTT, J. C. Chaos and Time-Series Analysis. New York: Oxford Uni-
versity Press, 2003.

[66] KLIMKE, A. Mandelbrot Set GUI (for MATLAB). 2003. Dispońıvel em:
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[69] PEITGEN, H.-O.; JüRGENS, H.; SAUPE, D. Chaos and Fractals: New
Frontiers of Science. [S.l.]: Springer-Verlag, 1992.

[70] PARK, C. et al. Long-range dependence in a changing internet traffic mix.
Computer Networks, v. 48, p. 401–422, 2005.

[71] HURST, H. E. Long-term storage capacity of reservoirs. Trans. Am. Soc.
Civil Engineers, v. 116, p. 770–799, 1951.
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<http://www.cubinlab.ee.mu.oz.au/ darryl/>.

[134] BRILLINGER, D. R. An introduction to polyspectra. Ann. Math. Statist.,
v. 36, p. 1351–1374, 1965.

[135] ROSENBLATT, M. Handbook of Statistics, 3, D. R. Brillinger and P. R.
Krishnaiah (Eds.). [S.l.]: Elsevier Science Publishers B. V., 1983. 369-382 p.

[136] NIKIAS, C. L.; PETROPULU, A. P. Higher-order spectra analysis: a non-
linear signal processing framework. Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1993.

[137] HINICH, M. J. Testing for gaussianity and linearity of a stationary time
series. J. Time Series Analysis, v. 3, p. 169–176, 1982.

[138] SWAMI, A.; MENDEL, J. M.; NIKIAS, C. L. Higher-Order Spectral Analy-
sis Toolbox User’s Guide, V. 2. [S.l.]: United Signals & Systems, Inc., 2000.

[139] KWIATKOWSKI, D. et al. Testing the null hypothesis of stationarity
against the alternative of a unit root. Journal of Econometrics, v. 54, p. 159–
178, 1992.

[140] SHU, Y. et al. Traffic prediction using FARIMA models. In: International
Conference on Communications 1999 (icc’99). [S.l.: s.n.], 1999. v. 2, p. 891–
895.

[141] SHU, Y. et al. Prediction-based admission control using FARIMA models.
In: International Conference on Communications 2000 (icc’00). [S.l.: s.n.],
2000. v. 2, p. 1325–1329.



Referências 187

[142] ILOW, J. Forecasting network traffic using FARIMA models with heavy
tailed innovations. In: International Conference on Acoustic, Speech and Signal
Processing 2000 (icassp’00). [S.l.: s.n.], 2000. v. 6, p. 3814–3817.

[143] CORRADI, M. et al. Analysis of FARIMA processes in the modeling
of broadband traffic. In: International Conference on Communications 2000
(icc’01). [S.l.: s.n.], 2001. v. 3, p. 964–968.

[144] SADEK, N.; KHOTANZAD, A.; CHEN, T. ATM dynamic bandwidth al-
location using F-ARIMA prediction model. In: 12th International Conference
on Computer Communications and Networks ( icccn) 2003. [S.l.: s.n.], 2003.
p. 359–363.

[145] KALMAN, R. E. A new approach to linear filtering and prediction pro-
blems. Trans. ASME, J. Basic Eng., v. 82, p. 35–45, 1960.

[146] DURBIN, J.; KOOPMAN, S. J. Time Series Analysis by State Space Mo-
dels. [S.l.]: Oxford University Press, 2001.

[147] BHANSALI, R. J.; KOKOSZKA, P. S. Prediction of long-memory time
series. In: DOUKAN, P.; OPPENHEIM, G.; TAQQU, M. S. (Ed.). Theory
and Applications of Long Range Dependence. Boston, MA: Birkhäuser, 2003.
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Apêndice A -- Códigos MATLAB

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% %

% Alexandre B. de Lima %

% %

% 04/11/2007 %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% function emse()

%

% Given a time series FARIMA(p,d,q), an estimate of the long memory

% parameter d (= H-1/2), and an adjusted AR(p2), this function returns:

% 1) "k-steps-ahead-forecasts" based on the last 100 observations

% (k=1,...,k_max=100) given by the AR(p2) and the TARFIMA(L) models.

% 2) an Excel Table with the Empirical Mean-Square Errors (EMSE) for

% several values of k_max (k_max= 7,10,20,50,100)

%

% Note that TARFIMA(L) is a finite-dimensional (i.e.,truncated)

% state-space representation of an FARIMA(p,d,0) model. For more details,

% please refer to the paper

% "State-Space Modeling of Long-Range Dependent Teletraffic", ITC 2007,

% LNCS 4516, pp.260-271, 2007 (20th Int’l Teletraffic Congress, Ottawa,

% Canada).

%

% inputs:

% timeseries = name of the text file which contains the time

% series under analysis (ASCII column vector)

% d = estimated value of "d" for "timeseries" (I use

% the estimate given by S+FinMetrics)

% name_ar_farima = name of a text file with the estimated AR coef.

% of FARIMA (if applicable)

% name_ma_farima = name of a text file with the estimated MA coef.

% of FARIMA (if applicable)

% L = order of the finite-dimensional representation

% namear = name of a text file which contains the parameters

% of the AR fitted model

%

% outputs:

% Table with EMSEs, Figures with forecasts

%

% Copyright(c) 2007 Universidade de S~ao Paulo, Laboratório de Comunicaç~oes

% e Sinais

%

% Permission is granted for use and non-profit distribution providing that

% this notice be clearly maintained. The right to distribute any portion

% for profit or as part of any commercial product is specifically reserved



Apêndice A -- Códigos MATLAB 190

% for the author.

%function emse()

clear

close all

% note that : a) vectors with coefficients are column vectors, and

% b) vetors with observations are row vectors

% ================================================================

% INPUT DATA

% Prompt for time series

timeseries = input(’file with the time series: ’,’s’);

% Prompt for estimated FARIMA model

d = input(’parameter "d": ’);

yes = ’y’;

yes2 = ’Y’;

j1 = input(’AR coefficients? Y/N [Y]: ’,’s’);

if ( strcmp(yes,j1) | strcmp(yes2,j1) )

name_ar_farima = input(’file with the estimated AR coef. of FARIMA:

’,’s’);

ar_farima = load(name_ar_farima);

ar_farima = -1*ar_farima;

% remember that the coefficients given by S-PLUS are the

% negative of the coefficients used in MATLAB (convention)

% See S-PLUS Guide to Statistics, Vol. 2

ar_farima = [1; ar_farima]; % MATLAB convention

else

ar_farima = [1];

end;

j2=input(’MA coefficients? Y/N [Y]: ’,’s’);

if ( strcmp(yes,j2) | strcmp(yes2,j2) )

name_ma_farima = input(’file with the estimated MA coef. of FARIMA:

’,’s’);

ma_farima = load(name_ma_farima);

ma_farima = -1*ma_farima;

% remember that the coefficients given by S-PLUS are the

% negative of the coefficients used in MATLAB (convention)

ma_farima = [1; ma_farima]; % MATLAB convention

else

ma_farima = [1];

end;

L = input(’order of the finite-dimensional representation: ’);

namear = input(’file with the coef. of the estimated AR model: ’,’s’);

fullseries =load(timeseries)’;

N = length(fullseries);

%mu = mean(fullseries);

% =================================

% Prediction from T-FARIMA(L) model
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for j = 0:100

D(j+1) = -gamma(j-d)/(gamma(j+1)*gamma(-d));

end

D = -1*D; % D(B) = (1-B)^d = 1 -d_1B -d_2B^2 - ...

% "D" is a row vector

phi_temp = conv(ar_farima,D’);

% Truncated AR(L) polynomial (1-phi_1B-phi_2B^2 - ... - phi_LB^L)

phi_B = ldiv(phi_temp,ma_farima,(L+1));

phi_B2 = -1*phi_B(2:(L+1)); %coef. of AR(L) (S+ convention)

%column vector

[m,n]=size(phi_B2);

if (m<n)

phi_B2 = phi_B2’;

end

k = [7 10 20 50 100];

% k denotes the number of steps to predict ahead

% k_max=100

% ma100 = ldiv(ma_farima,phi_temp,101); % ldiv(b,a,N) is a function for

% the power series expansion of

% polynomial phi_B

% Now we must invert and truncate the AR(L) representation

% Yields the same result of: ma100 = ldiv(ma_farima,phi_temp,101)

ma100 = ldiv(1,phi_B,101);

ma100 = ma100(2:length(ma100));

% Vector with the coef. of the MA(100) representation of T-FARIMA(L)

% [psi1 psi2 ... psi100], calculated by S-PLUS

% do not change signs! (as stated in section "DETAILS" of the "arma2ma()"

% function help )

%prev = zeros(length(fullseries)); % initialize row vector with predictions

ma100quad = ma100.^2; % coefficiente to the square

var_erro = zeros(1,k(1)); % initialize row vector with the variances

% of the k-step ahead prediction errors

%t = 2700;

%t=866;

% origin of prediction

for j=1:length(k)

t=length(fullseries)-k(j);

% origin of prediction

% estimate mean of time series

mu = mean(fullseries(t:-1:1));

% Initialize row vector Z (with L previous observations)

Z = fullseries(t:-1:t-(length(phi_B2)-1)) - mu;

% Z = [Z_358 Z_357 ... Z_309]
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% column vector I of innovations

I = filter(phi_B,1,(fullseries’-mu));

pot_inov = var(I);

for h=1:k(j)

prev(h) = Z*phi_B2;

Z = [prev(h) Z(1:(length(phi_B2)-1))];

end

prev = prev + mu; % predictions

x = fullseries(t+1:t+k(j)); % future observations

EQMPt(j) = sum((prev-x).^2)/k(j);

erro = x-prev;

if j == length(k)

for h=1:k(j)

if h==1

var_erro(h) = 1*pot_inov; % vide Eq.(9.11) Morettin(2004)

else

var_erro(h) = (ma100quad(h-1)*pot_inov) + var_erro(h-1);

end

end

end

end

upper_bound = prev + 1.96*sqrt(var_erro);

lower_bound = prev - 1.96*sqrt(var_erro);

erroabs = abs(erro);

% ===========================

% Prediction from AR(p) model

ar = load(namear);

p = length(ar);

ar = -1*ar; % remember that the coefficients given by S-PLUS are the

% negative of the coefficients used in MATLAB (convention)

ar = [1; ar]; % MATLAB convention

ARorder = strcat(’AR(’,num2str(p),’)’)

B = [1];

[z_ar,p_ar,G] = tf2zpk(B,ar);

zplane(z_ar,p_ar,’k’)

title([’Diagrama de Pólos e Zeros do modelo AR(’,int2str(p),’)’])

figure

ar2 = -1*ar(2:length(ar)); % S-PLUS convention

ar_ma100 = ldiv(1,ar,101);

ar_ma100 = ar_ma100(2:length(ar_ma100))’;

% Vector with the coef. of the MA(100) representation of AR(p)

% [psi1 psi2 ... psi100], calculated by S-PLUS

% do not change signs! (as stated in section "DETAILS" of the "arma2ma()"

% function help )
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%prev2 = zeros(length(fullseries));

% initialize row vector with predictions

ar_ma100quad = ar_ma100.^2; % coef. to the square

var_erro2 = zeros(1,k(1));

% initialize row vector with the variances

% of the k-step ahead prediction errors

for j=1:length(k)

t=length(fullseries)-k(j); % origin of prediction

% estimate mean of time series

mu = mean(fullseries(t:-1:1));

% Initialize row vector Z2 (p observations)

Z2 = fullseries(t:-1:t-(length(ar2)-1))- mu;

% column vector I2 of innovations

I2 = filter(ar,1,(fullseries’-mu));

pot_inov2 = var(I2);

for h=1:1:k(j)

prev2(h) = Z2*ar2;

Z2 = [prev2(h) Z2(1:(length(ar2)-1))];

end

prev2 = prev2 + mu;

x2 = fullseries(t+1:t+k(j));

EQMPt2(j) = sum((prev2-x2).^2)/k(j);

erro2 = x2-prev2;

if j == length(k)

for h=1:k(j)

if h==1

var_erro2(h) = 1*pot_inov2;

% vide Eq.(9.11) Morettin(2004)

else

var_erro2(h) = (ar_ma100quad(h-1)*pot_inov2) +

var_erro2(h-1);

end

end

end

end

upper_bound2 = prev2 + 1.96*sqrt(var_erro2);

lower_bound2 = prev2 - 1.96*sqrt(var_erro2);

erro2abs = abs(erro2);

delta_error_abs = erro2abs - erroabs ;

% =====================================

%ARorder = strcat(’AR(’,num2str(p),’)’)

TFARIMAorder = strcat(’TARFIMA(’,num2str(L),’)’)

EQM = [EQMPt2’,EQMPt’];
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emse1 = {’k’,ARorder,TFARIMAorder; k(1),EQM(1,1),EQM(1,2); k(2),EQM(2,1),

EQM(2,2); k(3),EQM(3,1),EQM(3,2);k(4),EQM(4,1),EQM(4,2); k(5),EQM(5,1),

EQM(5,2)}

xlswrite(’emse.xls’, emse1, ’teste’);

%==============

% Draw graphics

% Estimation of Power spectral density (PSD) using Welch’s method

% Advantages: simultaneous reduction of a) bias due to leakage (via data

% tapering) and b) variability (by averaging the periodograms of

% Nb blocks of size Ns) of the periodogram.

[Pxx,w] = pwelch(fullseries);

plot(w/(2*pi),10*log10(Pxx))

%xlabel(’normalized frequency (cycle/sample)’)

xlabel(’f (ciclo/amostra)’)

%ylabel(’power/frequency (dB/cycle/sample)’)

ylabel(’dB/ciclo/amostra’)

%title(’PSD via WOSA’)

title(’DEP estimada (método WOSA)’)

figure

[Pxx,w] = pwelch(I);

plot(w/(2*pi),10*log10(Pxx))

xlabel(’f (ciclo/amostra)’)

ylabel(’dB/ciclo/amostra’)

title(’DEP estimada (método WOSA) dos resı́duos do modelo TARFIMA’)

t=length(fullseries)-max(k); % origin of prediction using k_max=100

% t=1106 for the Nile River minima series

% used by Beran in the first chapter of

% his book

%n = (t-max(k)+1):1:N;

n = (t-max(k)+1):1:(t+max(k));

figure

plot(n,fullseries(n),’k.-’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),prev,’.:g’)

plot((t+1:t+max(k)),prev,’.-g’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),upper_bound,’x:g’)

plot((t+1:t+max(k)),upper_bound,’x:g’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),lower_bound,’*:g’)

plot((t+1:t+max(k)),lower_bound,’*:g’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),prev2,’.:r’)

plot((t+1:t+max(k)),prev2,’.:r’)

hold on

%pause
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%plot((t+1:N),upper_bound2,’x:r’)

plot((t+1:t+max(k)),upper_bound2,’x:r’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),lower_bound2,’*:r’)

plot((t+1:t+max(k)),lower_bound2,’*:r’)

figure

plot((t+1:t+max(k)),delta_error_abs,’k.-’)

xlabel(’h’)

%ylabel(’difference of absolute values of prediction errors’)

ylabel(’diferença entre os erros absolutos de previs~ao’)

%==========================================

% Comparison of TARFIMAs with L=10, and 100

L2 = 10;

phi_B3 = ldiv(phi_temp,ma_farima,(L2+1));

phi_B4 = -1*phi_B3(2:(L2+1));

[m,n]=size(phi_B4);

if (m<n)

phi_B4 = phi_B4’;

end

ma100L2 = ldiv(1,phi_B3,101);

ma100L2 = ma100L2(2:length(ma100L2));

ma100quadL2 = ma100L2.^2;

var_erro3 = zeros(1,max(k));

mu = mean(fullseries(t:-1:1));

Z3 = fullseries(t:-1:t-(length(phi_B4)-1)) - mu;

I3 = filter(phi_B3,1,(fullseries’-mu));

pot_inov3 = var(I3);

for h=1:max(k)

prev3(h) = Z3*phi_B4;

Z3 = [prev3(h) Z3(1:(length(phi_B4)-1))];

end

prev3 = prev3 + mu; % predictions

x = fullseries(t+1:t+max(k)); % future observations

erro3 = x-prev3;

for h=1:max(k)

if h==1

var_erro3(h) = 1*pot_inov3; % vide Eq.(9.11) Morettin(2004)

else

var_erro3(h) = (ma100quadL2(h-1)*pot_inov2) + var_erro3(h-1);

end

end

upper_bound3 = prev3 + 1.96*sqrt(var_erro3);

lower_bound3 = prev3 - 1.96*sqrt(var_erro3);
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n = (t-max(k)+1):1:(t+max(k));

figure

plot(n,fullseries(n),’k.-’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),prev,’.:g’)

plot((t+1:t+max(k)),prev,’.:g’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),upper_bound,’x:g’)

plot((t+1:t+max(k)),upper_bound,’x:g’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),lower_bound,’*:g’)

plot((t+1:t+max(k)),lower_bound,’*:g’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),prev2,’.:r’)

plot((t+1:t+max(k)),prev3,’.:b’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),upper_bound2,’x:r’)

plot((t+1:t+max(k)),upper_bound3,’x:b’)

hold on

%pause

%plot((t+1:N),lower_bound2,’*:r’)

plot((t+1:t+max(k)),lower_bound3,’*:b’)



Apêndice A -- Códigos MATLAB 197

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% %

% Alexandre B. de Lima %

% %

% 14/10/2007 %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% This script gives measures of the k-step forecastability of a time series

% as defined in p.24 of "An Introduction to Long-Memory Time Series Models

% and Fractional Differencing", Granger and Joyeux, 1980.

%

% Copyright(c) 2007 Universidade de S~ao Paulo, Laboratório de Comunicaç~oes

% e Sinais

%

% Permission is granted for use and non-profit distribution providing that

% this notice be clearly maintained. The right to distribute any portion

% for profit or as part of any commercial product is specifically reserved

% for the author.

clear

close all

% note that : a) vectors with coefficients are column vectors, and

% b) vetors with observations are row vectors

% =====================================================================

% Forecasting potential of the long-memory models (predictions based on

% an infinite past)

ar_farima = [1];

ma_farima = [1];

d = input(’parameter "d": ’); % parameter "d"

M = 200; % to derive the first M coef. of the MA(inf) representation

for j = 0:M

D(j+1) = -gamma(j-d)/(gamma(j+1)*gamma(-d));

% Eq.(16.30), pág. 475, "Análise de Séries Temporais",

% Morettin & Toloi,2004

end

D = -1*D; % D(B) = (1-B)^d = 1 -d_1B -d_2B^2 - ... (estimated truncated

% fractional difference filter)

% "D" is a row vector

phi_B = conv(ar_farima,D’); % AR polynomial (1-phi_1B-phi_2B^2 - ...)

phi_B2 = -1*phi_B(2:length(phi_B));

%coef. of AR polynomial (S+ convention)

ma100 = ldiv(ma_farima,phi_B,M); % ldiv(b,a,N) is a function for

% the power series expansion of

% polynomial phi_B

ma100 = ma100’;

ma100quad = ma100.^2; % coefficients to the square

Sk = cumsum(ma100quad); % vector with the variances of the k-step forecast
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% errors (length = 100) for the ARFIMA model

% let x_t be an FARIMA(0,d,0) of the form

% (1-B)^d{x_t} = w_t

% where it is assumed that var{w_t}=1 for convenience.

% The variance of x_t is given by

% var{x_t} = gamma(-2d+1)/gamma^2(-d+1)

% (see, Eq.(3.2) in paper "Fractional Differencing", Hosking, 1981)

Vd = gamma(-2*d+1)/(gamma(-d+1))^2 ;

k = [1 10 20 100]; % so that you can reproduce the results presented in

% Tables 8.7 and 8.8 by Jan Beran in "Statistics for

% Long-Memory Processes", Chapman & Hall, 1994

% quantity "Rk" measures the k-step ahead forecasting potential of the LRD

% model, i.e., it’s a standardized measure of how well one can predict

% x_{t+k} given the infinite past

for j=1:length(k)

Rk(j) = 1 - Sk(k(j))/Vd;

end

%========================================================================

% Forecasting potential of the TARFIMA(L), whose predictions are based on

% L previous observations

% INPUT DATA

L = input(’order of the finite-dimensional representation: ’);

%d2 = input(’estimate of "d": ’);

for j = 0:L

D2(j+1) = -gamma(j-d)/(gamma(j+1)*gamma(-d));

end

D2 = -1*D2;

phi2_B = conv(ar_farima,D2’); % AR polynomial (1-phi_1.B-phi_2.B^2 - ...)

phi2_B2 = -1*phi2_B(2:length(phi2_B));

%coef. of AR polynomial (S+ convention)

ma100_2 = ldiv(ma_farima,phi2_B,M);

ma100_2 = ma100_2’;

ma100quad_2 = ma100_2.^2;

Sk2 = cumsum(ma100quad_2);

% vector with the variances of the k-step forecast errors (length = 100)

% for the TARFIMA model

% let x_t be approximated by an TARFIMA(L) model as

% (1 - phi_1.B - phi_2.B^2 - ... - phi_L.B^L)x_t = w_t

% where it is assumed that var{w_t}=1 for convenience.

% x_t has the MA(inf) representation

% x_t = (1 - phi_1.B - phi_2.B^2 - ... - phi_L.B^L)^{-1}w_t or

% x_t = (1 + psi_1.B + psi_2.B^2 + ... )w_t

% and the variance of x_t is given by

% var{x_t} = 1 + sum_{j=1}^{inf}(psi_j^2)



Apêndice A -- Códigos MATLAB 199

% (see, Eq.(3.3.1) in p.91 of "Time Series: Theory and Methods", 2nd Ed.,

% Brockwell and Davis, 1991)

% Below, Sk2(M) gives an estimate of var{x_t}

Vd2 = Sk2(M);

% quantity "R2k" measures the k-step ahead forecasting potential of the

% truncated FARIMA model, i.e., it’s a standardized measure of how well one

% can predict x_{t+k} given "L" (=order of TARFIMA model) past observations

for j=1:length(k)

R2k(j) = 1 - Sk2(k(j))/Vd2;

end

% ========================================================================

% Forecasting potential for the AR(1) process with with rho(1)=1/9

% and rho(1)=2/3. The lag-1 correlation is chosen such that it is the same

% as for a ARFIMA(0,d,0) process with H=0.6 and 0.9 respectively.

rho_1 = 1/9;

rho_2 = 2/3;

% let x_t be an AR(1) of the form

% (1-phi_1)^d{x_t} = w_t

% It is assumed that var{w_t}=1 for convenience.

Vh06_AR1 = 1/(1 -rho_1^2); % variance of AR(1) process with H=0.6;

Vh09_AR1 = 1/(1 -rho_2^2); % variance of AR(1) process with H=0.9;

% see Brockwell & Davis (1991),

% Morettin & Toloi (2004)

for j=1:100

Skh06_AR1(j) = Vh06_AR1*(1 - rho_1^(2*j));

Skh09_AR1(j) = Vh09_AR1*(1 - rho_2^(2*j));

end

for j=1:length(k)

R3k(j) = 1 - Skh06_AR1(k(j))/Vh06_AR1;

R4k(j) = 1 - Skh09_AR1(k(j))/Vh09_AR1;

end
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% %

% Alexandre B. de Lima %

% %

% 28/10/2007 %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

clear

close all

j=sqrt(-1);

d = input(’parameter "d": ’);

%d=0.3859;

H = d + 0.5;

da = 1; %potencia do ruido branco Gaussiano

yes = ’y’;

yes2 = ’Y’;

j1 = input(’AR coefficients? Y/N [Y]: ’,’s’);

if ( strcmp(yes,j1) | strcmp(yes2,j1) )

name_ar_farima = input(’file with the estimated AR coef. of FARIMA:

’,’s’);

ar_farima = load(name_ar_farima);

else

ar_farima = [1];

end;

j2=input(’MA coefficients? Y/N [Y]: ’,’s’);

if ( strcmp(yes,j2) | strcmp(yes2,j2) )

name_ma_farima = input(’file with the estimated MA coef. of FARIMA:

’,’s’);

ma_farima = load(name_ma_farima);

else

ma_farima = [1];

end;

ar_farima = -1*ar_farima;

% remember that the coefficients given by S-PLUS are the

% negative of the coefficients used in MATLAB (convention)

% See S-PLUS Guide to Statistics, Vol. 2

ar_farima = [1; ar_farima];

ma_farima = -1*ma_farima;

ma_farima = [1; ma_farima];

N=2048;

Deltaf = (0.5/N);

i=0;

% Calculo da Densidade Espectral de Potencia do modelo FARIMA(p,d,0)

for f=(0.5/N):(0.5/N):0.5

A = [1 -exp(-j*2*pi*f)];

B = (abs(sum(A))^(-2*d)*(da^2));

if (length(ma_farima)>1)

A2 =
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end

C = [1 -0.3014*exp(-j*2*pi*f) 0.3988*exp(-j*2*pi*f*2)];

D = (abs(sum(C)))^2;

i = i+1;

Sd(i) = B/D;

end

Pdf = Deltaf*Sd;

Pd = sum(Pdf);

% Estimaç~ao da DEP da seria simulada

se =dlmread(’fGn_(4096)pts_alpha(0.8)_NrOfVM(1)_

TopLev(9)_realiz3_filtroIIR2.txt’);

[Pxx,w] = pwelch(se,[],[],(2*N));

Pxx = Pxx(2:N+1);

Pf = Deltaf*Pxx;

P = sum(Pf);

% Calculo da DEP do modelo T-FARIMA

ar_farima = [0.3014; -0.3988];

% sinais dos coeficientes de acordo com a convenç~ao do S-PLUS = -1*Matlab

% Determina Polinomio "Vphi(B)=phi(B)D(B)" de acordo com a

% Eq. (16.26), pg. 475, do Livro "Análise de Séries Temporais", de

% Morettin e Toloi,

% onde D(B) = (1-B)^d = 1 -d(1)B -d(2)B^2 - ...

ar_farima = -1*ar_farima;

ar_farima = [1; ar_farima];

L=50;

M = length(ar_farima);

K = L-(M-1);

% calcula d(j)

for j = 0:K

D(j+1) = -gamma(j-d)/(gamma(j+1)*gamma(-d));

end

D = -1*D; % "D" é um vetor linha

Vphi_B = conv(ar_farima,D’);

Vphi_B2 = -1*Vphi_B(2:length(Vphi_B));

Btfarima = 1;

Atfarima = Vphi_B;

F=(0.5/N):(0.5/N):0.5;

H = freqz(Btfarima,Atfarima,F,1);

St = abs(H).^2;

Ptf = Deltaf*St;

Pt = sum(Ptf);

% Calculo da DEP do modelo AR estimado
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Bar = 1;

Aar = load(’ar10h09.txt’);

Aar = -1*Aar;

Aar = [1; Aar];

H2 = freqz(Bar,Aar,F,1);

Sar = abs(H2).^2;

Par = Deltaf*Sar;

Ptar = sum(Par);

R=Pt/Pd;

R1=Pt/P;

R2=Pt/Ptar;

f=(0.5/N):(0.5/N):0.5;

figure %figura 1

plot(f,10*log10(St),’r’)

xlabel(’frequency’)

ylabel(’PSD (dB)’)

hold on

pause

plot(f,10*log10(R*Sd),’g’)

hold on

pause

plot(f,10*log10(R2*Sar),’g’)

erro = 10*log10(St)-10*log10(R*Sd);

figure %figura 2

plot(f,10*log10(St)-10*log10(R*Sd))

xlabel(’frequency’)

ylabel(’dB’)

figure %figura 3

loglog(f,R*Sd,’g’)

xlabel(’frequency’)

ylabel(’PSD’)

hold on

pause

loglog(f,St,’r’)

hold on

pause

loglog(f,R1*Pxx,’m’)

%hold on

%pause

%loglog(f,R2*Sar,’b’)
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% %

% Generate.m %

% %

% Fernando L. de Mello %

% Alexandre B. de Lima %

% %

% 10/2006 %

% 12/2007 %

% %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% References:

% 1) J.-A. Bäckar, "A Framework for Implementing Fractal Traffic Models

% in Real Time", M.Sc. Thesis, SERC, Melbourne,2000.

% 2) F. L. de Mello, "Estudo e Implementaç~ao de um Gerador de Tráfego

% com Dependência de Longa Duraç~ao", M.Sc. Thesis, Univ. of Sao Paulo, 2006.

% 3) F. L. de Mello, A. B. de Lima, M. Lipas, J. R. A. Amazonas,

% "Geraç~ao de Séries Auto-Similares Gaussianas via Wavelets para Uso em

% Simulaç~oes de Tráfego", IEEE Latin America Transactions, Março, 2007.

% 4) A. B. de Lima, F. L. de Mello, M. Lipas, J. R. A. Amazonas,

% "A Generator of Teletraffic with Long and Short-Range Dependence",

% 12th CAMAD Workshop (part of the 18th IEEE PIMRC07), Greece, 2007.

% 5) D. B. Percival and A. T. Walden, "Wavelet Methods for Time Series

% Analysis", Cambridge University Press, 2000.

% 6) R. H. Riedi, M. S. Crouse, V. J. Ribeiro, R. G. Baraniuk,

% "A multifractal wavelet model with application to network traffic"

% IEEE Transactions on Information Theory, 45(3), pp.992-1018, April, 1999.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% ’Generate.m’ is a wavelet-based generator of self-similar sample paths of

% Fractional Gaussian Noise (FGN) and Multifractal Wavelet Model (MWM).

% It works in conjunction with functions ’Model.m’ and ’Recon.m’

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Models:

% 1 - wavelet coeficients as white noise random processes (FGN synthesis)

% 2 - MWM

% 3 - wavelet coeficients as AR(1) random processes (FGN synthesis)

% 9 - Reconstrucao Analise Matlab

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Parameters:

% TopLev % number of iterations (reconstruction using Pyramid algorithm)

% NrOfVM % number of vanishing moments of the Daubechies wavelet function

% modelo % stochastic model used

% Lm % number of generated samples

% alpha % scaling exponent; remember that H = (1+alpha)/2 and d = alpha -0.5

% % where ’H’ is the Hurst parameter and ’d’ is the fractional parameter

% % of an ARFIMA(p,d,q) model

% p % shape parameter of the beta probability density function

% % In the MWM model, the variance of the multiplier R is given by

% % var[R] = 1/(2p+1).

% phi % AR(1) coefficient

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% use as: [Data, nome_arquivo]=Generate(TopLev, NrOfVM, modelo, varargin)

% or [Data]=Generate(TopLev, NrOfVM, 9, varargin) - modelo 9

% where:



Apêndice A -- Códigos MATLAB 204

% for ’modelo’= 1 (FGN, white noise wav. coef.), ’varargin’ will be 2 parameters: "Lm, alpha"

% for ’modelo’= 2 (MWM), ’varargin’ sera dois parametros: "alpha, p"

% for ’modelo’= 3 (FGN, AR(1) wav. coef.), ’varargin’ will be 3 parameters: "Lm, alpha, phi"

% for ’modelo’= 9, ’varargin’ will be five parameters: "Lm, vetor_coefs (C), L, TopLev, wname"

%

% Example of interactive use: generation of an FGN signal with 4096 samples

% alpha = 0.6 (H=[1+alpha]/2=0.8),

% from 1 root scale (approximation) coeficient

%

% >> [Data, archive_name] = Generate(12, 1, 1, 4096,0.6)

%

% wname =

% db1

% g =

% 0.7071 0.7071

% Lf =

% 2

% h =

% 0.7071 -0.7071

% Data =

% Columns 1 through 6

% [1x1 struct] [1x1 struct] [1x1 struct] [1x1 struct]

%[1x1 struct] [1x1 struct]

% Columns 7 through 12

% [1x1 struct] [1x1 struct] [1x1 struct] [1x1 struct]

%[1x1 struct] [1x1 struct]

% Column 13

% [1x1 struct]

% archive_name =

% fGn_(4096)pts_alpha(0.6)_NrOfVM(1)_TopLev(12)

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [Data, archive_name] = Generate(TopLev, NrOfVM, model, varargin)

N = int2str(NrOfVM); % N is a string

wname = ’db’; % must concatenate N obtain dbN

% Compute the corresponding scaling filter.

wname = strcat(wname,N)

% Compute the corresponding scaling filter.

g = dbwavf(wname);

g = g * sqrt(2)

Lf = length(g) % must be 2N

h = fliplr(g); h = (-1).^(0:Lf-1).*h

% Eq.(75b) of book "Wavelet Methods for Time Series Analysis"

% call function Model, which generates an approximation on scale j=0.

[Data, archive_name] = Model(TopLev, NrOfVM, h, g, model, varargin{:});
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function [Data,nome_arquivo] = Model(TopLev, NrOfVM, h, g, modelo, varargin)

if modelo ~= 2,

Lm = varargin{1};

varargin(1) = [];

switch modelo

case 1,

nome_arquivo = [’fGn_(’,int2str(Lm),’)pts_alpha(’,num2str(varargin{1}),’)_

NrOfVM(’,int2str(NrOfVM),’)_TopLev(’,int2str(TopLev),’)’] ;

case 3,

nome_arquivo = [’fGn_(’,int2str(Lm),’)pts_alpha(’,num2str(varargin{1}),’)_

phi(’,num2str(varargin{2}),’)_NrOfVM(’,int2str(NrOfVM),’)_

TopLev(’,int2str(TopLev),’)’] ;

case 9,

nome_arquivo = [];

end

else %2 = MWM:

if NrOfVM ~= 1,

error(’Modelo 2 (MWM) exige que se escolha NrOfVM = 1 para usar a Wavelet de Haar’);

end

Lm = 2^TopLev; % one root scale coefficient

nome_arquivo = [’MWM_(’,int2str(Lm),’)pts_alpha(’,num2str(varargin{1}),’)_p(’,

num2str(varargin{2}),’)_TopLev(’,int2str(TopLev),’)’] ;

end

Lf = 2*NrOfVM; % filter length

kn = [0 Lm-1];

kp = kn;

Data{0+(1)}.kp = kn;

kc = kn;

kd = kn;

Data{0+(1)}.kd = kn;

for j=1:TopLev,

kc = [kd(1)-(Lf-1) kd(2)];

kd = fix (kc/2);

kn = floor([0 kn(2)-(Lf-1)]/2);

kp = floor(kp/2) - [(NrOfVM - 1) 0];

Data{j+(1)}.kd = kd;

Data{j+(1)}.kp = kp;

Data{j+(1)}.kn = kn;

end

Data{TopLev+(1)}.app = appProcess(diff(kp)+1, modelo, varargin{:});

for j=TopLev:-1:1,

[Data] = detProcess(j,TopLev,Data,modelo,varargin{:});

Data{j-1+(1)}.app = Recon(j,NrOfVM,Data,h,g);

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%internal:
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function approxs = appProcess(n, modelo, varargin)

switch modelo

case 1,

approxs = 4+randn(1,n);

case 2, approxs = 4+randn(1,n);

case 3, approxs = zeros(1,n);

case 9,

vetor_coefs = varargin{1};

L=varargin{2};

TopLev = varargin{3};

wname = varargin{4};

coefsA = appcoef(vetor_coefs,L,wname,TopLev);

if length(coefsA) == n ,

approxs = coefsA;

else

warning(’Numero de coeficientes da dwt nao bate com o

necessario para reconstituir o sinal’);

approxs = coefsA(1:n);

end

otherwise, disp(’Modelo nao implementado’); approxs = [];

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%internal:

function [Data] = detProcess(level, TopLev, Data, modelo, varargin)

if modelo ~= 9,

alpha = varargin{1};

ctrvariance = 2^( (level - TopLev) * alpha/2 );

end

n = diff( Data{level+(1)}.kp ) + 1;

switch modelo

case 1,

Data{level+(1)}.det = ctrvariance*randn(1,n);

case 2, %MWM:

p = varargin{2};

if (level == TopLev) & (p == 0),

p = (2^alpha - 1)/(2 - 2^alpha);

Data{0+(1)}.p = p;

for i = 1:TopLev,

p = (2*p+1)/2^alpha - 1;

Data{i+(1)}.p = p;

end

elseif (level == TopLev) & (p > 0),

Data{TopLev+(1)}.p = p;

for i = TopLev-1:-1:0,

p = (2^alpha*(p+1)-1)/2;

Data{i+(1)}.p = p;

end

p = Data{TopLev+(1)}.p;

elseif level ~= TopLev,

p = Data{level+(1)}.p;

end

R01 = betarnd(p,p,1,n);

R = 2.*R01-1;
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Data{level+(1)}.det = R.*Data{level+(1)}.app;

case 3, phi = varargin{2};

inject = ctrvariance*randn(1,n);

Data{level+(1)}.det(1) = phi*0 + inject(1);

for i=2:n,

Data{level+(1)}.det(i) = phi*Data{level+(1)}.det(i-1) + inject(i);

end

clear inject;

case 9,

vetor_coefs = varargin{1};

L = varargin{2};

coefsD = detcoef(vetor_coefs,L,level);

if length(coefsD) == n ,

Data{level+(1)}.det = coefsD;

else

warning(’Numero de coeficientes da dwt nao bate com o

necessario para reconstituir o sinal’);

Data{level+(1)}.det = coefsD(1:n);

end

otherwise, error([’Modelo ’, int2str(modelo), ’ nao implementado!!!’]);

end
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function approxs = Recon(level, NrOfVM, Data, h, g) % h will be high-pass filter coefficients.

Lf = length(h);

kp = Data{level + (1)}.kp;

% Eqs. (7.11), (7.12), (7.13) and (7.14) of Backar M.Sc thesis (see p.49):

%%%%%%%%%%%%%%%%%%

ku = 2*kp;

kc = ku + [0 Lf-1];

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

kp = Data{level-1 + (1)}.kp;

appro = Data{level + (1)}.app;

detail = Data{level + (1)}.det;

appup = dyadup(appro,0);

detup = dyadup(detail,0);

appconv = conv(appup,g);

detconv = conv(detup,h);

indices = [kp(1)-kc(1)+(1):kp(2)-kc(1)+(1)];

appro = appconv(indices) + detconv(indices);

approxs = appro;
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Apêndice B -- Código em S para S-PLUS

########################################################################

# author: Alexandre B. de Lima

# version of: 24/12/2007

#

# Given a long memory time series, this script performs

# - statistical tests for LRD

# - estimation of the Hurst parameter

# - estimation of an FARIMA(p,d,q), a high order AR(p) (using the AIC

# criterion), and an AR(2) model #

# - "k-steps-ahead-forecasts" computed from the Kalman filter prediction

# equations associated to a state-space representation of the AR(p)

# model

#

# Copyright(c) 2007 Universidade de S~ao Paulo, Laboratório de

# Comunicaç~oes e Sinais

# Permission is granted for use and non-profit distribution providing that

# this notice be clearly maintained. The right to distribute any portion

# for profit or as part of any commercial product is specifically reserved

# for the author.

##########################################################################

setTextOutputRouting(normalTextWindow = "Report", errorWindow = "Report")

# Input time series

namets=scan(file="",what=character(),n=1)

# Enter the name of the ASCII file which contains the time series

# to be analyzed. Note that this file must be in your S+ home directory

myts.df = importData(file=namets)

# Load time series from the specified file

myts.matrix = as.matrix.data.frame(myts.df)

plot(myts.matrix, type="l")

title("time series")

axes(xlab="t", ylab="")

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("myts_plot",".sgr",

sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# histogram of time series

hist(myts.matrix)

title("Histogram of time series")

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("myts_hist",".sgr",

sep=""))
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guiClose("GraphSheet","GSD2")

# QQ-plot of time series

qq.plot.myts <- qqnorm(myts.matrix)

title("qqplot of time series")

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("myts_qqplot",".sgr",

sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

mu = mean(myts.matrix)

# Be careful here ... remember that the coefficients in the function "ar"

# are for the series with the mean(s) removed. You must also demean the

# series in order to have a meaningful state-space representation

# when using the "GetSsfArma" function (try not to use and you will see

# for yourseld that the Kalman recursions do not work)

# ---------------------------------------------------------------------

# Testing for stationarity (null hypothesis that series is I(0), see

# pp. 123 of "Modeling Financial Time Series with S-PLUS")

kpss.out = stationaryTest(myts.matrix, trend="c")

kpss.out

# demean the series

myts.matrix = myts.matrix - mu

N = length(myts.matrix) # number of points of time series

h = 100 # t(origin of forecasts) = N-h

myts = timeSeries(myts.df) # create a "timeSeries" object

# Estimate power spectrum density of demeaned time series

spec.pgram(myts.matrix, demean=T, spans=c(9,7), plot=T)

# smoothed periodogram, Daniell smoother

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("pgram_myts",".sgr",

sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

spec.pgram(myts.matrix, demean=T, spans=1, plot=T)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",

FileName=paste("raw_pgram_myts",".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# ----------------------------------

# Statistical Tests for Long Memory

# R/S statistic

rosTest(myts.matrix)

# GPH test

#gph.myts = gphTest(myts.matrix,demean=T, spans=c(9,7))

gph.myts = gphTest(myts.matrix,taper=0.1, demean=F, spans=c(9,7))

gph.myts

# -----------------------------

# Estimation of Hurst Parameter

# whittle’s method

d.w = d.whittle(myts.matrix, demean= F, output="d")

d.w
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# periodogram method

d.smooth.pgram = d.pgram(myts.matrix,taper=0.1, demean=F, spans=c(9,7),

output="d")

d.smooth.pgram

# R/S Analysis

d.ros(myts.matrix,minK=50,k.ratio=2,minNumPoints=10,output="d",plot=T)

# because the length of time series is sufficiently large (N=4096,

# for instance)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("d_est_ros",".sgr",

sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

#d.ros(myts.matrix,minK=4,k.ratio=2,minNumPoints=10,output="d",plot=T)

# because it’s a small time series, like the Nile river minima

# for the years 1007 to 1206

#guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("d_est_ros",".sgr",

sep=""))

#guiClose("GraphSheet","GSD2")

# -------------------------------------------------------------------

# Estimate FARIMA(p,d,q) model and SEMIFARmodel

myts.farima.fit.bic = FARIMA(myts.df,p.range=c(0,2),q.range=c(0,2),

mmax=1)

# estimated model

myts.farima.fit.bic$model

# unit roots ?

myts.farima.fit.bic$m

m = myts.farima.fit.bic$m

myts.semifar.fit = SEMIFAR(myts.df,p.range=c(0,2),trace=F)

myts.semifar.fit$model

myts.semifar.fit$m

# -----------------------------------------------------------------

# plot sample ACF of series and theoretical ACF of the fitted model

if (m == 0)

{

# diagnostic of the fitted FARIMA model

plot(myts.farima.fit.bic)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",

FileName=paste("diagnostics_farima_fit",".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# plot periodogram of FARIMA residuals

psd.resid.farima.fit <- spec.pgram(myts.farima.fit.bic$residuals,

spans=c(9,7), plot=T)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste

("pgram_residuals_farima_fit",".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# plot theoretical ACF of estimated FARIMA model

farima.mod = list(ar=myts.farima.fit.bic$model$ar,

ma=myts.farima.fit.bic$model$ma, sigma2=1,

d=myts.farima.fit.bic$model$d)
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arfima.acf = acf.FARIMA(farima.mod,lag.max=200)

plot(arfima.acf$lags, arfima.acf$acf/arfima.acf$acf[1],

type="h",xlab="lags", ylab="ACF")

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("acf_FARIMA",

".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# ---------------------------------

# estimate an AR(p) model using AIC

myts.ar.fit.aic = ar(myts, aic=T, order.max=40)

myts.ar.fit.aic$order

myts.ar.fit.aic$ar

coef.ar.fit.aic = as.matrix(myts.ar.fit.aic$ar)

exportData(coef.ar.fit.aic, "coef_ar_fit_aic.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

# ---------------------------------

# plot SACF of signal, theoretical ACFs of estimated FARIMA and

# high-order AR models

sacf.myts = acf(myts.matrix,lag=200)

lines(arfima.acf$lags, arfima.acf$acf/arfima.acf$acf[1])

arp.mod = list(ar=as.vector(myts.ar.fit.aic$ar),sigma2=1,d=0)

ar.acf = acf.FARIMA(arp.mod,lag.max=200)

lines(ar.acf$lags,ar.acf$acf/ar.acf$acf[1])

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("myts_SACF_ACF",

".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# ----------------------------------

# diagnostics of the AR(p) model fit

resid.ar.aic.fit = myts.ar.fit.aic$resid

acf.resid.ar.aic.fit= acf(resid.ar.aic.fit, type="correlation", plot=T)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("resid_ar_AIC_SACF",

".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

spec.pgram(resid.ar.aic.fit, demean=T, spans=c(9,7), plot=T)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("pgram_resid_ar_AIC",

".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

}

else

{

# series has unit roots!

# diagnostic of the fitted SEMIFAR model

plot(myts.semifar.fit)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",

FileName=paste("diagnostics_semifar_fit",".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# plot periodogram of SEMIFAR residuals

psd.resid.semifar.fit <- spec.pgram(myts.semifar.fit$residuals,

spans=c(9,7), plot=T)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=

paste("pgram_residuals_semifar_fit",".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")
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# plot theoretical ACF of estimated FARIMA model (here I use

# the Whittle estimate for "d")

farima.mod = list(ar=myts.farima.fit.bic$model$ar,

ma=myts.farima.fit.bic$model$ma, sigma2=1, d=d.w)

arfima.acf = acf.FARIMA(farima.mod,lag.max=200)

plot(arfima.acf$lags, arfima.acf$acf/arfima.acf$acf[1], type="h",

xlab="lags", ylab="ACF")

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("acf_FARIMA",

".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

#sacf.myts = acf(myts.matrix,lag=200)

#guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("myts_SACF",

".sgr",sep=""))

#guiClose("GraphSheet","GSD2")

# ---------------------------------

# estimate an AR(p) model using AIC

myts.ar.fit.aic = ar(myts, aic=T, order.max=40)

myts.ar.fit.aic$order

myts.ar.fit.aic$ar

coef.ar.fit.aic = as.matrix(myts.ar.fit.aic$ar)

exportData(coef.ar.fit.aic, "coef_ar_fit_aic.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

# ---------------------------------

# plot SACF of signal, theoretical ACFs of estimated FARIMA and high-order

# AR models

sacf.myts = acf(myts.matrix,lag=200)

lines(arfima.acf$lags, arfima.acf$acf/arfima.acf$acf[1])

arp.mod = list(ar=as.vector(myts.ar.fit.aic$ar),sigma2=1,d=0)

ar.acf = acf.FARIMA(arp.mod,lag.max=200)

lines(ar.acf$lags,ar.acf$acf/ar.acf$acf[1])

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("myts_SACF_ACF",

".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# ----------------------------------

# diagnostics of the AR(p) model fit

resid.ar.aic.fit = myts.ar.fit.aic$resid

acf.resid.ar.aic.fit= acf(resid.ar.aic.fit, type="correlation", plot=T)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("resid_ar_AIC_SACF",

".sgr", sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

spec.pgram(resid.ar.aic.fit, demean=T, spans=c(9,7), plot=T)

# smoothed periodogram, Daniell smoother

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=

paste("pgram_resid_ar_AIC",".sgr", sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

}

myts.ar.fit.aic$order

# -----------------------

# estimate an AR(2) model

myts.ar2.fit = ar(myts, aic=F, order=2)
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myts.ar2.fit$order

myts.ar2.fit$ar

coef.ar2.fit = as.matrix(myts.ar2.fit$ar)

exportData(coef.ar2.fit, "coef_ar2_fit.txt",type="ASCII",colNames=FALSE)

# diagnostics of the AR(2) model fit

resid.ar2.fit = myts.ar2.fit$resid

acf.resid.ar2.fit= acf(resid.ar2.fit, type="correlation", plot=T)

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("resid_ar2_SACF",".sgr",

sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

spec.pgram(resid.ar2.fit, demean=T, spans=c(9,7), plot=T)

# smoothed periodogram, Daniell smoother

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("pgram_resid_ar2",".sgr",

sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# --------------------------------

# Forecasts with the Kalman Filter

# AR(p) model using AIC

ssf.myts.ar.fit.aic = GetSsfArma(ar=myts.ar.fit.aic$ar, ma=NULL,

sigma=sqrt(myts.ar.fit.aic$var.pred))

myts.new = c(myts.matrix[1:(N-h)],rep(NA,h))

# you must append a seq of h missing values

# (see p.532 of the book "Modeling Financial Time Series with S-PLUS")

Kalman.est = SsfMomentEst(myts.new, ssf.myts.ar.fit.aic, task="STPRED")

# you must use a demeaned time series!

myts.fcst = Kalman.est$response.moment + mu

fcst.var = Kalman.est$response.variance

exportData(myts.fcst[(N-h+1):N], "fcst_Kalman_ar_aic.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

upper = myts.fcst + 1.96*sqrt(fcst.var)

lower = myts.fcst - 1.96*sqrt(fcst.var)

upper[1:(N-h)] = lower[1:(N-h)] = NA

exportData(upper[(N-h+1):N], "upper_Kalman_ar_aic.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

exportData(lower[(N-h+1):N], "lower_Kalman_ar_aic.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

#tsplot((myts.new[(N-2*h+1):N]+mu),myts.fcst[(N-2*h+1):N],

upper[(N-2*h+1):N], lower[(N-2*h+1):N], lty=c(1,2,2,2))

tsplot((myts.matrix[(N-2*h+1):N]+mu),myts.fcst[(N-2*h+1):N],

upper[(N-2*h+1):N], lower[(N-2*h+1):N], lty=c(1,2,2,2))

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=

paste("myts_KalmanPred_ARaic",".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

# --------------------------------

# Forecasts with the Kalman Filter

# AR(2) model

ssf.myts.ar2.fit = GetSsfArma(ar=myts.ar2.fit$ar, ma=NULL,

sigma=sqrt(myts.ar2.fit$var.pred))

Kalman.est2 = SsfMomentEst(myts.new, ssf.myts.ar2.fit, task="STPRED")
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myts.fcst2 = Kalman.est2$response.moment + mu

fcst.var2 = Kalman.est2$response.variance

exportData(myts.fcst2[(N-h+1):N], "fcst_Kalman_ar2.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

upper2 = myts.fcst2 + 1.96*sqrt(fcst.var2)

lower2 = myts.fcst2 - 1.96*sqrt(fcst.var2)

upper2[1:(N-h)] = lower2[1:(N-h)] = NA

exportData(upper2[(N-h+1):N], "upper2_Kalman_ar_aic.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

exportData(lower2[(N-h+1):N], "lower2_Kalman_ar_aic.txt",type="ASCII",

colNames=FALSE)

tsplot((myts.matrix[(N-2*h+1):N]+mu),myts.fcst2[(N-2*h+1):N],

upper2[(N-2*h+1):N],

lower2[(N-2*h+1):N], lty=c(1,2,2,2))

guiSave("GraphSheet", Name="GSD2",FileName=paste("myts_KalmanPred_AR2",

".sgr",sep=""))

guiClose("GraphSheet","GSD2")

######################################################################

setTextOutputRouting(normalTextWindow = "Default", errorWindow

= "Default")


