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Resumo
Esta Tese de Doutorado trata de algoritmos de detecção cooperativa aplicadosao problema de sensoriamento espectral em sistemas de rádios cognitivos. O pro-blema de detecção cooperativa é abordado sob dois paradigmas distintos: detecçãocentralizada e distribuída. No primeiro caso, considera-se que o sistema conta comum centro de fusão responsável pela tomada de decisão no processo de detecção. Jáno segundo caso, considera-se que os rádios cognitivos da rede trocam informaçõesentre si e as decisões são tomadas localmente. No que concerne ao sensoriamentoespectral centralizado, são estudados os casos em que os rádios cognitivos enviamapenas um bit de decisão para o centro de fusão (decisão do tipo hard) e também ocaso em que o detector envia a própria estatística de teste ao centro de fusão (deci-são do tipo soft). No âmbito de sensoriamento espectral cooperativo com detecçãodistribuída, são tratados três cenários diferentes. No primeiro, considera-se o casoem que os rádios cognitivos têm conhecimento a priori do sinal enviado pelo usuárioprimário do sistema e do canal entre eles e o usuário primário. No segundo caso,há conhecimento apenas do sinal enviado pelo usuário primário. Já no terceiro,os rádios cognitivos não dispõem de qualquer informação a priori do sinal enviadopelo usuário primário. Além do problema de detecção distribuída, a Tese tambémapresenta um Capítulo dedicado ao problema de estimação, diretamente associadoao de detecção. Esse último problema é abordado utilizando algoritmos derivadosda teoria clássica de �ltragem adaptativa.Palavras-chave: Sensoriamento espectral. Rádio cognitivo. Detecção. Estimação.Filtragem adaptativa. Processamento distribuído. Algoritmos de consenso.i



Abstract
This Doctorate Thesis deals with cooperative detection algorithms applied to thespectral sensing problem. The cooperative detection problem is approached undertwo di�erent paradigms: centralized and distributed detection. In the �rst case,is considered that a fusion center responsible for detection decision is presented inthe system. On the other hand, in the second case, is considered that the cognitiveradios in the network exchange information among them. Concerning the centrali-zed spectrum sensing system, the case in which the cognitive radios send only onedecision bit (hard decision) to the fusion center and the case in which the detectorsend the statistic test (soft decision) are considered. Regarding the spectrum sen-sing system with distributed detection, the work analysis three di�erent scenarios.In the �rst one, where the cognitive radios explore an a priori knowledge of theprimary user signal and the channel between the primary user and the cognitiveradio. In the second one, the cognitive radios use an a priori knowledge of only theprimary user signal. And, in the last scenario, there is no a priori knowledge aboutthe primary user signal. Besides the distributed detection problem, the Thesis alsopresents a Chapter dedicated to the estimation problem, which is directed relatedto the detection problem. This last issue is approached using adaptive algorithmsderived from the classic adaptive �ltering theory.Keywords: Spectrum sensing. Cognitive radio. Detection. Estimation. Adaptive�ltering. Distributed processing. Consensus algorithm.
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Capítulo 1Introdução
Ultimamente, a demanda nos serviços de transmissão de dados em sistemas sem�o tem crescido consideravelmente. Isto pode ser comprovado pelo fato do númerode aparelhos celulares já superar o número de linhas �xas em muitos países, e osserviços de dados WLAN WiFi (IEEE 802.11) estarem sendo instalados em várioslares e estabelecimentos. A �m de suprir tal demanda, várias técnicas que permitemaumentar a e�ciência da utilização do espectro foram desenvolvidas. As mais rele-vantes são a técnica MIMO (Multiple-Input Multiple-Output), que usa diversidadeespacial para aumentar a capacidade, e os turbo-codes, códigos que aumentam ae�ciência e a robustez do sistema.Contudo, essas técnicas só permitem melhorar a capacidade no momento da utili-zação do espectro, que é limitado tanto �sicamente (condições de propagação) comolegalmente (licenças). Um acesso não controlado ao espectro pode gerar demasiadainterferência e impossibilitar a comunicação. Deste modo, as agências reguladorasfazem a segmentação do espectro em faixas, destinadas única e especi�camente parauma certa aplicação, ou a usuários licenciados.Tal cenário de alocação, essencialmente estático, gera um aproveitamento poucoe�caz do espectro, assim como mostrado em [1]. Esse fato motiva a busca porprocedimentos mais e�cientes de alocação espectral.Nesse contexto, surgem as técnicas de alocação dinâmica de espectro (DSA,do inglês, Dynamic Spectrum Access), nas quais a alocação de determinada faixado espectro não se restringe ao usuário que detém sua licença. Para tanto, os1



2possíveis usuários da faixa de frequências são classi�cados em usuários primáriose secundários. Os usuários primários são aqueles que detêm a licença e possuem,portanto, prioridade no uso do espectro. Os usuários secundários, por sua vez,podem utilizar a faixa de espectro desde que não inter�ram no usuário primário.Para que tais técnicas possam ser implementadas, é necessário que os sistemasde rádio sejam dotados de propriedades especiais, dando origem à ideia do rádiocognitivo. A de�nição mais usual de rádio cognitivo é aquela proposta por Mitolaem [2], em que é dito que rádio cognitivo é o rádio que consegue identi�car ascondições do ambiente e a elas se adaptar de forma inteligente.De acordo com a de�nição de Mitola, o processo de aplicação do rádio cognitivopode ser entendido através do ciclo de cognição [3]. No ciclo de cognição, o sis-tema cognitivo passa pelos seguintes estados: observação, orientação, decisão, ação,planejamento e aprendizado. O rádio cognitivo, portanto, deve, a princípio, ser ca-paz de observar o meio que o cerca para, a partir de então, utilizar seus recursosda melhor forma possível. Como componente essencial para a implementação dociclo de cognição, se encontram as técnicas de sensoriamento espectral. São essasferramentas que tornam as etapas de observação e decisão factíveis.Ao sensoriamento espectral con�ável das faixas disponíveis, está associada umasérie de di�culdades advindas dos fenômenos de propagação em sistemas de comu-nicação sem �o. Caso tal detecção seja feita de forma autônoma, i.e., a informaçãosobre a ocupação espectral seja realizada por um único rádio cognitivo, tais fenô-menos de propagação podem ocasionar o problema de nó oculto (hidden node) [4].Nesse caso, é possível que usuários primários e secundários estejam escondidos deoutros usuários secundários, ocasionando interferência. Com o objetivo de contornaresse problema, é possível que usuários secundários cooperem, trocando informaçõesde sensoriamento. Essa abordagem melhora signi�cativamente a qualidade da de-tecção de faixas não utilizadas [4], [5].O interesse na temática de rádio cognitivo, entretanto, não é restrito à comu-nidade acadêmica. Em julho de 2011, o IEEE, em conjunto com o FCC (FederalCommunications Commission), publicou um novo padrão, o IEEE 802.22 [6], [7],



3para implementar redes WRAN (wireless regional area network) utilizando os bu-racos espectrais disponíveis em locais de baixa densidade demográ�ca na faixa decanais de TV.Apesar dos esforços em propor técnicas de sensoriamento espectral cada vez maiscon�áveis, tais métodos ainda não são su�cientemente robustos como indicado em[8], [9]. A falta de robustez de tais métodos, inclusive, afetou o desenvolvimentodo padrão IEEE 802.22. Como as informações provenientes das redes de sensoria-mento espectral ainda não são su�cientemente con�áveis, adota-se um sistema deGPS (Global Positioning System) para que cada usuário secundário informe sua lo-calização geográ�ca e, a partir de então, uma rede centralizadora possa indicar se oespectro está disponível na região do usuário [7].Com o objetivo de propor métodos de sensoriamento espectral mais con�áveis,apresenta-se esta Tese de Doutorado focada na questão do processamento coopera-tivo entre os nós da rede formada por rádios cognitivos. Ao longo do documento,serão apresentadas as diferentes técnicas de sensoriamento espectral e as possíveisformas de troca de informação entre os rádios cognitivos. Além do problema dedetecção distribuída, diretamente ligado à questão de sensoriamento espectral coo-perativo, o trabalho apresentado nesta Tese de Doutorado também analisa a questãode estimação distribuída. O interesse no problema de estimação vem do fato de esseproblema ser intrinsecamente relacionado ao problema de detecção. Inclusive, emmuitos caso, a estimação constitui um passo intermediário para a detecção.Também é interessante ressaltar que as análises e desenvolvimentos aqui apresen-tados podem ser estendidos para redes de sensores aplicadas em qualquer contexto,não sendo restritos ao caso do rádio cognitivo.1.1 Principais contribuições do Doutorado1. Estabelecimento de limitantes no contexto de sensoriamento espec-tral cooperativo com troca de informação dura em canal imperfeito.Como detalhado na Seção 3.1, foram estudados sistemas de sensoriamentoespectral nos quais os rádios cognitivos trocam entre si informação dura.



4Analisou-se o impacto que canais sujeitos a perda de informação geram nadecisão �nal da rede para as diferentes regras de fusão. Os resultados dessaanálise foram publicados em [10].2. Análise de sistemas de sensoriamento espectral cooperativo comtroca de decisão suave.Na Seção 3.2, o caso de sensoriamento espectral cooperativo com troca de infor-mação suave foi analisado. Como será detalhado, diferentemente do paradigmagaussiano usualmente explorado na literatura, neste trabalho é analisado oteste derivado da razão de verossimilhança gerada a partir das distribuiçõesde probabilidade exatas do sinal recebido em cada rádio cognitivo da rede.3. Contribuições no campo de �ltragem adaptativa distribuída.No Capítulo 4, foi estudado o algoritmo LMS distribuído, bem como sua versãoset-membership, no contexto em que os rádios cognitivos apresentam diferentespotências de ruído. Alguns resultados dessa análise já foram publicados em[11] e [12].4. Aplicação de técnicas de �ltragem adaptativa no caso de sensoria-mento espectral sem conhecimento de canal.Na Seção 5.2, é apresentada uma técnica de sensoriamento espectral coopera-tiva na qual se assume que há conhecimento do sinal transmitido pelo usuárioprimário, mas não há conhecimento do canal entre os dois usuários. Comodetalhado na Seção 5.2, a técnica proposta apresenta complexidade compu-tacional reduzida e desempenho próximo ao detector ideal. São apresentadasexpressões teóricas para as probabilidades de falso alarme e perda de detecçãopara o caso em que o sinal transmitido pelo usuário primário é do tipo BPSK(Binary Phase Shift Keying).5. Utilização de técnicas de consenso acelerado para sensoriamento es-pectral sem conhecimento a priori do canal e do sinal transmitidopelo usuário primário.Na seção 5.3 é analisado o caso de sensoriamento espectral no qual não há



5qualquer conhecimento a priori do sinal enviado pelo usuário primário. Nestecontexto, o algoritmo de consenso é analisado e é proposta uma forma deestimar os coe�cientes de aceleração do algoritmos a partir de [13].1.2 Organização da TeseA Tese está organizada nos seguintes capítulos principais:
• Capítulo 2 - Sensoriamento EspectralNeste capítulo são apresentadas as principais técnicas de sensoriamento espec-tral. São detalhados os métodos de detecção por energia, por �ltro casado,cicloestacionariedade e por auto-valores.
• Capítulo 3 - Sensoriamento Espectral Cooperativo CentralizadoJá neste capítulo é realizada uma análise do sistema de sensoriamento espectralcentralizado no qual o rádio cognitivo envia decisões do tipo dura ao centrode fusão. Tal análise é realizada no contexto em que o envio de decisões aocentro de fusão está sujeito a erros. Nesse cenário, são derivados limitantes dedesempenho do sistema em relação ao critério Bayesiano de otimização.
• Capítulo 4 - Estimação DistribuídaEste capítulo é dedicado à análise de técnicas de estimação distribuídas basea-das em algoritmos clássicos de �ltragem adaptativa. É derivada uma expressãoque permite atribuir os passos de adaptação em cada nó da rede a �m de garan-tir a minimização do erro quadrático médio de estimação. Também é analisadoo comportamento de algoritmos do tipo set-membreship no contexto de redesadaptativas e como eles podem ser utilizados para diminuir o consumo de ener-gia na rede. Os resultados gerados neste capítulo serão aplicados no problemade detecção em rádio cognitivo analisado no capítulo seguinte.
• Capítulo 5 - Detecção DistribuídaEste capítulo dedica-se ao estudo de técnicas de detecção distribuídas. Sãoanalisados três cenários distintos de detecção. No primeiro, considera-se que o



6rádio cognitivo tem conhecimento do sinal enviado pelo usuário primário e docanal entre eles, nestas condições pode aplicar técnicas do tipo �ltro casadoe utilizar os resultados gerados no capítulo 4. No segundo cenário, considera-se que há conhecimento do sinal enviado pelo usuário primário porém nãohá conhecimento do canal. Nessas condições, os rádios cognitivos estimamo canal aplicando algoritmos adaptativos e, posteriormente, aplicam técnicasde detecção por �ltro casado. Finalmente, é explorado o caso mais geral dedetecção em que os rádios cognitivos não dispõem de qualquer informação apriori do sinal enviado pelo usuário primário.



Capítulo 2Sensoriamento Espectral
O problema de sensoriamento espectral constitui uma questão fundamental emsistemas de rádio cognitivo. É através do sensoriamento espectral que os usuáriossecundários podem detectar as bandas disponíveis para transmissão.O sensoriamento espectral é formulado a partir do seguinte teste de hipóteses:

{

H0 : x(n) = η(n)

H1 : x(n) = s(n) + η(n),
(2.1)em que x(n) é o sinal recebido pelo usuário secundário, s(n) é o sinal transmitidopelo usuário primário e η(n) é o ruído aditivo branco gaussiano (AWGN, do inglês,additive white Gaussian noise).A partir do sinal recebido, uma dada estatística de teste é aplicada para a formu-lação do teste de hipóteses. É necessário escolher uma estatística de teste que gereum sinal com as menores probabilidades de perda de detecção (Pm) e probabilidadede falso alarme (Pf), de�nidas a seguir:

Pm = Pr
{

θ̂ = H0|H1

}

, (2.2)
Pf = Pr

{

θ̂ = H1|H0

}

, (2.3)em que θ̂ é a decisão gerada pela estatística de teste e Pr{·} denota probabilidade.Há um compromisso entre a minimização de Pm e de Pf . Não é possível escolherum algoritmo que minimize simultaneamente Pf e Pm, de modo que é necessárioimpor outros critérios de otimização. Uma alternativa consiste em minimizar o erro7



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 8total, dado por:
Pe = Pr{H0}Pf + Pr{H1}Pm, (2.4)em que Pr{H0} e Pr{H1} correspondem às probabilidades a priori de cada uma dashipóteses. Essa abordagem corresponde à minimização do erro segundo o critériode Bayes [14].Por �m, uma outra possibilidade é a de se utilizar o critério de Neyman Pearsone minimizar Pm condicionado a um certo valor de Pf [14].2.1 Detecção por energiaDentre os métodos de sensoriamento espectral, o método de detecção por energiaé o mais utilizado. A principal vantagem do uso do sensoriamento espectral atravésda detecção de energia é a de que não é necessário qualquer conhecimento a priorido sinal primário.A estatística de teste aplicada nesse caso é dada pela estimativa da energia dosinal recebido:

T (x) =
1

σ2
η

M−1∑

k=0

|x(k)|2, (2.5)em que σ2
η é a variância do ruído η(k), a qual é assumida como parâmetro conhecido.Nos casos em que há erro de estimação de σ2

η , percebe-se uma perda de desempenhodo detector detalhada em [15].A decisão é então tomada a partir da comparação da estatística de teste com olimiar de decisão λ:
θ̂ =

{

H0, T (x) ≤ λ

H1, T (x) > λ
. (2.6)Sob a hipótese H0, analisando (2.1) temos que x(k) = η(k), portanto:

T (x)H0
=

1

σ2
η

M−1∑

k=0

|η(k)|2, (2.7)Considerando que η(k) corresponde a amostras de ruído gaussiano representado em



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 9banda base complexa, (2.7) pode ser reescrita como:
T (x)H0

=

M−1∑

k=0

∣
∣
∣
∣

ηI(k) + jηQ(k)

ση

∣
∣
∣
∣

2

=

M−1∑

k=0

(
ηI(k)

ση

)2

+

M−1∑

k=0

(
ηQ(k)

ση

)2

. (2.8)em que ηI(k) e ηQ(k) correspondem, respectivamente, aos termos em fase e quadra-tura de η(k).A eq. (2.8) mostra que a estatística de teste T (x)H0
corresponde à soma de 2Mvariáveis aleatórias gaussianas ao quadrado normalizadas. Dessa forma, T (x)H0

éuma variável aleatória do tipo chi-quadrado centralizada com 2M graus de liberdade,a qual será denotada por χ2
2M . Sendo assim, a probabilidade de falso alarme podeser expressa como:

Pf = Pr {T (x) > λ|H0} = Pr {T (x)H0
> λ} = 1− Fχ2

2M
(λ) , (2.9)em que Fχ2

2M
(x) é a função distribuição de probabilidade de χ2

2M [14], dessa forma:
Pf =

Γ
(
M, λ

2

)

Γ (M)
, (2.10)

Γ(x, y) é a função gama incompleta superior [16], dada por:
Γ(x, y) =

∫ ∞

x

ty−1e−tdt (2.11)e Γ (M) é a função gama, dada por:
Γ(M) =

∫ ∞

0

tM−1e−tdt. (2.12)no caso em que M ∈ Z, a função gama se reduz a:
Γ(M) = (M − 1)!. (2.13)Já sob a hipótese H1, a estatística de teste pode ser escrita como:

T (x)H1
=

M−1∑

k=0

(
ηI(k) + sI(k)

ση

)2

+
M−1∑

k=0

(
ηQ(k) + sQ(k)

ση

)2

. (2.14)Nota-se que T (x)H1
corresponde à soma de 2M variáveis aleatórias gaussianas aoquadrado. Cada uma dessas variáveis aleatórias gaussianas tem variância unitária e



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 10média µk =
sI(k)
ση

ou µk =
sQ(k)

ση
.Portanto, T (x)H1

é uma variável aleatória χ2 com 2M graus de liberdade eparâmetro de descentralização:
µ =

∑M−1
k=0 s2I(k)

σ2
η

+

∑M−1
k=0 s2Q(k)

σ2
η

. (2.15)Como σ2
η = var {η2I (k)} = var

{
η2Q(k)

}, µ pode ser reescrito como:
µ = 2Mγ, (2.16)em que γ é a SNR média por amostra por dimensão complexa:

γ =
E {s2I(k)}

σ2
η

=
E
{
s2Q(k)

}

σ2
η

. (2.17)e E {·} denota o operador de esperança matemática.A probabilidade de perda de detecção pode ser então determinada:
Pm = Pr {T (x) < λ|H1} = Pr {T (x)H1

< λ} = Fχ2
2γ,2M

(λ) , (2.18)em que Fχ2
µ,2M

(x) denota a função distribuição de probabilidade de uma variávelaleatória χ2 descentralizada com parâmetro de descentralização µ e 2M graus deliberdade [14]:
Pm = 1−QM

(√

2γM,
√
λ
) (2.19)em que QM (x, y) é a função Marcum Q generalizada [14], dada por:

QM(x, y) =

∫ ∞

y

t

(
t

x

)M−1

e−
t2+x2

2 IM−1 (xt) dt (2.20)e In (x) é a função de Bessel modi�cada de primeira espécie e ordem n:
In (x) =

1

2πj

∮

C

e(x/2)(t−1/t)t−n−1dt. (2.21)a curva de integração C pode ser de�nida como qualquer caminho fechado queenglobe a origem.As eqs. (2.10) e (2.19) indicam que Pf é uma função decrescente do limiar de de-cisão λ, enquanto que Pm é uma função crescente do parâmetro λ, respectivamente.
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Figura 2.1: ROC para canal AWGN, SNR=3dB e M = 8.A Fig. 2.1 mostra Pm em função de Pf calculadas para um valor �xado deSNR, um certo número de amostras e para vários valores de λ. Esse tipo de curvaem que Pm é representada como função de Pf é denominado por ROC (do inglês,Receiver Operating Characteristics). A partir da análise de ROC, pode-se percebero compromisso entre Pf e Pm.As curvas de ROC são úteis quando há interesse em determinar qual Pf levaa uma dada Pm alvo, ou vice-e-versa. Entretanto, pode haver situações em queo objetivo seja minimizar a probabilidade de erro total do sistema. Desse modo,de�nimos o risco de Bayes ou erro total, R como [17]:
R = αPf + (1− α)Pm, (2.22)em que α é uma constante de ponderação que indica o impacto dos erros por falsoalarme e perda de detecção no sistema. Em geral, α < 1/2, uma vez que uma perdade detecção pode levar à interferência do usuário secundário no usuário primário,o que pode ser mais danoso do que uma perda de oportunidade de uso do buracoespectral pelo usuário secundário gerada por um erro de falso alarme.A Fig. 2.2 mostra R em função do limiar de decisão λ para diversos valores de

α, considerando ainda SNR=3dB e M = 8. Note que o valor de λ que minimiza
R é uma função crescente de α. Essa não é uma constatação inesperada, já que
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Figura 2.2: R em função de λ para diversos valores de α, SNR=3dB e M = 8quanto maior o valor de α, maior será a contribuição de Pf para a probabilidadede erro total, R. Dessa forma, como Pf é função crescente de λ, o valor de λ queminimiza R também será função crescente de α. Também é interessante notar quese Pm = Pf , R = Pm, independentemente do valor de α. No caso da Fig. 2.2, essasituação corresponde a λ = 27,5.Com o objetivo de determinar o valor do limiar λ que minimiza o risco de Bayes,deriva-se e iguala-se a zero a eq. (2.22) em relação à variável λ:
∂

∂λ
R = α

∂

∂λ
Pf + (1− α)

∂

∂λ
Pm, (2.23)portanto ∂

∂λ
R = 0 implica

−
∂
∂λ
Pm

∂
∂λ
Pf

=
α

1− α
, (2.24)sendo Pm = Fχ2

2γ,2M
(λ) e Pf = 1−Fχ2

2M
(λ), temos que as derivadas de Pm e Pf sãodadas pelas funções densidades de probabilidade:

fχ2
2γ,2M

(λ)

fχ2
2M

(λ)
=

α

1− α
. (2.25)Substituindo as expressões das funções densidade de probabilidade, conclui-seque o limiar de decisão ótimo (λopt) pode ser determinado analiticamente, encontrando-
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2M−1e−γ

(2γλopt)M−1

2

Γ(M)IM−1

(√

2γλopt) =
α

1− α
. (2.26)2.1.1 Sinal com desvanecimentoAté então, tratou-se de um caso simples em que o sinal recebido pelo usuárioprimário é apenas corrompido com ruído AWGN. Entretanto, em geral, o sinalrecebido também pode sofrer desvanecimento. Nesse caso, o teste de hipótesesresultante é:

{

H0 : x(n) = η(n)

H1 : x(n) = h(n)s(n) + η(n)
, (2.27)em que h(n) ∼ N(0,1).Aplicando a mesma estatística de teste T (x), a probabilidade de perda de detec-ção é dada por [4], [18], [19]:

Pm = 1− e−
λ
2

M−2∑

l=0

(
λ
2

)l

l!
+

(
1 + 2Mγ

2Mγ

)M−1




e−

λ
2+4Mγ − e−

λ
2

M−2∑

l=0

(
2Mλγ
2+4Mγ

)l

l!




 .(2.28)Evidentemente, a probabilidade de falso alarme não depende da distribuiçãodo sinal transmitido pelo usuário primário, uma vez que ela é determinada sob ahipótese de ausência do sinal do usuário primário e dada por (2.10).A coerência entre a expressão teórica apresentada em (2.28) e os resultados desimulação está mostrada na Fig. 2.3.Apesar da simplicidade envolvida na detecção através da estimativa de energiado sinal, o desempenho desse detector, se comparado com as demais técnicas, podenão ser satisfatório, em especial em casos de baixa SNR e incerteza na determinaçãoda potência de ruído [15].
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Figura 2.3: ROC - canal com desvanecimento Rayleigh, M = 16 e SNR=3dB.2.2 Detector por �ltro casadoUma alternativa ao detector por energia é a detecção utilizando o �ltro casado,[20, 21]. Nesse caso a estatística de teste é dada por:
T (x) = Re

{
M−1∑

k=0

x∗(k)s(k)

}

. (2.29)Com o objetivo de comparar essa técnica com o detector de energia, consideremoso caso do canal AWGN. Nessa situação, sob a hipótese de presença de sinal, aestatística T seria dada por:
T (x)H1

= Mσ2
s +

M−1∑

k=0

η∗(k)s(k). (2.30)Dada a gaussianidade de η(k), TH1
tem distribuição gaussiana de média µ = Mσ2

s evariância σ2 = Mσ2
sσ

2
η . Portanto, a probabilidade de perda de detecção seria dadapor:

Pm = Pr {T (x) < λ|H1} = Pr {T (x)H1
< λ} = 1−Q

(

λ−Mσ2
s

σsση

√
M

)

, (2.31)
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Detector de Energia
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Figura 2.4: Comparação entre os detectores por energia e �ltro casado. M = 8 eSNR=3dBem que Q(x) é a função erro complementar:
Q(x) =

1√
2π

∫ ∞

x

e−
t2

2 dt. (2.32)Sob a hipótese nula, T (x) apresenta distribuição gaussiana com média nula evariância σ2 = Mσ2
sσ

2
η . Dessa forma, a probabilidade de falso alarme é dada por:

Pf = Pr {T (x) > λ|H0} = Q

(

λ

σsση

√
M

)

. (2.33)A Fig. 2.4 mostra que o desempenho do detector por �ltro casado é superiorao detector por energia. A principal desvantagem dessa técnica de detecção é anecessidade do conhecimento a priori do sinal transmitido pelo usuário primário.Em muitas aplicações, essa hipótese não é factível, o que inviabiliza o método dedetecção.Note que no caso de canal com desvanecimento, ainda seria necessário conhecero canal para que a detecção por �ltro casado seja possível. Nesse caso, a estatísticade teste passaria a ser dada por:
T (x) = Re

{
M−1∑

k=0

x∗(k)h(k)s(k)

}

. (2.34)



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 162.3 Detector por ciclo-estacionaridadeUma outra possibilidade de detecção é através do uso das propriedades de ciclo-estacionaridade [22, 23, 24, 25, 26] do sinal. Essa classe de sensoriamento espec-tral explora o fato de o sinal primário, em geral, apresentar característica ciclo-estacionária e o ruído ser estacionário no sentido amplo e descorrelacionado [21].Um processo estocástico x(t) é dito ciclo-estacionário se existe um período T0,tal que a sua função de autocorrelação R (t1, t2) = E {x(t1)x(t2)}, satisfaz à seguintecondição:
R (t1, t2) = R (t1 + nT0, t2 + nT0) , (2.35)para qualquer inteiro n [27]. Em particular:

R (t, t + τ) = R (t+ nT0, t+ τ + nT0) . (2.36)Logo, é possível expressar R (t, t+ τ) por sua expansão em Série de Fourier:
R (t, t+ τ) =

+∞∑

k=−∞

βk(τ)e
j2π k

T0
t
, (2.37)em que βk são os coe�cientes de Fourier dados por:

βk(τ) =
1

T0

∫ +∞

−∞

R (t, t+ τ) e
−j2π k

T0
t
dt. (2.38)A expressão (2.38) é de pouca utilidade prática, já que é função da autocorrelaçãoestatística do sinal x(t). Como, usualmente, não se tem acesso a essa informação,é interessante explorar a própria medida instantânea x(t)x(t + τ). Apesar de nãopodermos a�rmar que x(t)x(t + τ) é uma função periódica, em [28] é discutido queargumentos de ergodicidade em conjunto com (2.36) levam a expressar x(t)x(t+ τ)como função quase-periódica. Nessas condições, x(t)x(t+τ) pode ser expressa como:

x(t)x(t + τ) ≈
∑

α∈A

Rα (τ) ej2παt (2.39)Em que A é um conjunto contável de frequências e os coe�cientes de Fourier Rα (τ),



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 17são dados pela autocorrelação cíclica [28] de�nida como:
Rα (τ) = lim

T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

x (t+ τ/2) x∗ (t− τ/2) e−j2παtdt. (2.40)Observe que para α = 0, a autocorrelação cíclica coincide com a autocorrelaçãode um processo ergódico e estacionário em sentido amplo.Para todo processo ciclo-estacionário, existe uma constante α 6= 0, para a qual
Rα (τ) é não-nula. Se o processo não exibir tal característica, Rα (τ) 6= 0 apenas nocaso em que α = 0.A densidade espectral de potência periódica pode ser utilizada como estatísticade teste no problema de sensoriamento espectral para os casos em que o sinal primá-rio exibe características cíclicas. A título de ilustração, vamos considerar o seguinteteste de hipóteses:

x(t) =

{

H0 : η(t)

H1 : cos (2πf0t) + η(t)
, (2.41)Observe que para o ruído η(t), temos:

Rα (τ) = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

η (t+ τ/2) η∗ (t− τ/2) e−j2παtdt. (2.42)O caso em que α = 0, corresponde à própria função de autocorrelação do sinal:
R0 (τ) = σ2

ηδ(τ). (2.43)Se α 6= 0, a periodicidade de e−j2παt fará com que Rα (τ) = 0, ∀τ .Já para o termo de sinal, temos:
Rα (τ) = lim

T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

cos (2πf0 (t+ τ/2)) cos (2πf0 (t− τ/2)) e−j2παtdt, (2.44)o qual pode ser expresso como:
Rα (τ) = lim

T→∞

1

2T

∫ T/2

−T/2

(cos (4πf0t) + cos (2πf0τ)) e
−j2παtdt. (2.45)Analisando (2.45), concluímos que:

Rα (τ) =

{
cos(2πf0τ)

2
, α = 0

1
4
, α = ±2f0

. (2.46)



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 18Portanto, nesse caso, pode-se utilizar como estatística de teste a função de au-tocorrelação para os valores α = ±f0. Uma outra grandeza que avalia a ciclo-estacionaridade do processo é a densidade espectral de potência periódica, a qual édada pela transformada de Fourier da autocorrelação cíclica:
Sα (f) =

∫ +∞

−∞

Rα (τ) e−j2πfτdτ. (2.47)Em geral, é mais simples calcular a densidade espectral de potência periódica doque a função de autocorrelação cíclica. Em [29], é mostrada uma forma e�cientede se calcular a densidade espectral periódica denominada Método de Acumulaçãode FFT (Fast Fourier Transform) denominada FAM (FFT acumulation method).A estimativa da densidade espectral de potência periódica, obtida com o algoritmoapresentado em [29], apresenta distribuição circular gaussiana com parâmetros quesão funções das hipóteses H0 e H1 [23].Como mostrado em [23], o detector por ciclo-estacionaridade consegue provermelhores resultados que o detector de energia a um custo do aumento da complexi-dade computacional. Além disso, diferentemente do caso de detecção de energia, énecessário um conhecimento a priori do sinal primário para que a densidade espec-tral de potência cíclica seja estimada em frequências adequadas para a aplicação doteste.Uma outra desvantagem desse método é que o canal precisa permanecer estáticodurante o sensoriamento, de modo que as características de ciclo-estacionaridadesejam preservadas, e o sinal possa ser detectado.2.4 Detector por análise de autovaloresUm outro modo de promover o sensoriamento espectral é através da análise dosautovetores da matriz de covariância do sinal recebido [30, 31, 32, 33].Nesse caso, consideremos um sistema em que o sinal do usuário primário é trans-mitido por um canal seletivo em frequência com coe�cientes h0, h1, · · · , hNh−1. O



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 19teste de hipóteses passa a ser dado por:
{

H0 : x(n) = η(n)

H1 : x(n) =
∑Nh−1

k=0 hk(n)s(n− k) + η(n).
(2.48)Considere blocos compostos por M amostras consecutivas:

xM(n) =
[
x(n) x (n− 1) · · · x (n−M + 1)

]T
. (2.49)A técnica de detecção consiste em aplicar um teste de hipóteses a alguma esta-tística baseada na matriz de autocorrelação do vetor de sinais recebidos xM(n).Sob a hipótese de ausência de sinal, as amostras recebidas são independentes eidenticamente distribuídas (i.i.d.). Dessa forma, a matriz de covariância será dadapor:

C0 = σ2
ηI (2.50)e essa matriz tem os autovalores λ1 = λ2 = · · · = λM = σ2

η .Assumindo a hipótese H1, a matriz de covariância será dada por:
C1 = HCSH

H + C0, (2.51)em que H é a matriz de convolução do canal e (·)H indica a operação de transpostoconjugado.Denotando os autovalores de HCsH
H por ρi e os autovalores de C1 por λi, temos:

λi = ρi + σ2
η . (2.52)Em tais métodos, os autovalores da estimativa da matriz de covariância do sinalrecebido são obtidos e algumas estatísticas de teste podem ser geradas. A estatísticamais imediata seria a relação entre o maior e o menor autovalor, ou seja:

T =
|λ|max

|λ|min

. (2.53)O desempenho teórico desse tipo de detector pode ser analisado através da te-oria de matrizes aleatórias [34]. Para tanto, seria interessante determinar a funçãodistribuição de probabilidade dos autovalores da matriz de autocorrelação.



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 20Como não se tem acesso direto à matriz de autocorrelação, é necessário fazer usode algum estimador. Denote por R̂ a estimativa da matriz de autocorrelação:
R̂ =

1

L

L−1∑

k=0

xM(n− k)xT
M(n− k), (2.54)em que L é um fator de suavização que indica o tamanho de janelamento da esti-mativa de autocorrelação.Sob a hipótese de ausência de sinal primário, a matriz R̂ é conhecida comomatriz Wishart. A distribuição conjunta dos autovalores de uma matriz de Wisharté dada pela distribuição de Fisher-Hsu-Roy [35], [36], [37]. Apesar de a distribuiçãoconjunta dos autovalores ser conhecida, as distribuições marginais não as são. Então,os valores téoricos para as probabilidade de falso alarme são de difícil obtenção [30].Uma alternativa para a análise teórica do desempenho de tais detectores consistena análise assintótica, i.e., L → ∞,M → ∞. Nessas condições, de�ne-se a variávelaleatória:

Λ1 =
λmax −

(√
L+

√
N
)2

(√
L+

√
M
)(√

1
L
+
√

1
M

) 1

3

, (2.55)cuja distribuição é do tipo Tracy-Widom de ordem 2 [38].A análise da probabilidade de perda de detecção é ainda mais complicada umavez que a estimativa da matriz de autocorrelação R̂, sob a hipótese de sinal, não émais uma matriz de Wishart e a distribuição da variável aleatória gerada a partirda ordenação de seus autovalores não é conhecida.Apesar da di�culdade em se obter estimativas teóricas de tais técnicas, elas sãointeressantes por permitirem a obtenção de testes que não dependem de estimativasde potência de ruído para o cálculo dos limiares de decisão [30], apesar de apresen-tar uma complexidade computacional elevada quando comparadas com técnicas dedetecção por energia. Entretanto, a principal desvantagem desse método consisteno fato de ele depender de hipótese de seletividade em frequência do canal entre osusuários primários e secundários. Essa hipótese pode ser obedecida no caso de ca-nais seletivos em frequência, como foi mostrado ao longo da Seção, ou considerandoo caso em que os rádios cognitivos são dotados de múltiplas antenas.



Capítulo 2. Sensoriamento Espectral 21Uma outra vantagem do método vem do fato de que desde que a hipótese decorrelação do sinal primário seja obedecida, ele pode ser aplicado a canais variantesno tempo.2.5 ConclusõesNesse Capítulo foram apresentadas algumas das possíveis técnicas de sensoria-mento espectral. Mostrou-se que no caso em que não há qualquer conhecimento apriori do sinal transmitido pelo usuário primário, o detector deve ser do tipo deenergia. Para esse tipo de detector, foram apresentadas as probabilidades de falsoalarme e perda de detecção tanto para o caso de canal AWGN quanto para o casode canal Rayleigh. Foi apresentado também o detector ótimo no caso em que háconhecimento a priori do sinal transmitido pelo usuário primário, o �ltro casado,também foram mostradas as expressões de probabilidade de perda de detecção efalso alarme para esse detector. Posteriormente, foram mostradas duas alternativasde detecção para as situações em que, apesar de não se ter acesso ao sinal transmi-tido pelo usuário primário, se conhece alguma característica desse sinal. O detectorpor ciclo-estacionaridade é adequado para os casos em que o sinal apresenta algumacaracterística de periodicidade. Já o detector por análise de autovalores, é adequadopara o caso de detecção de sinais correlacionados na presença de ruído AWGN.





Capítulo 3Sensoriamento EspectralCooperativo Centralizado
No processo de sensoriamento, a presença de desvanecimento temporal no canaldi�culta consideravelmente a obtenção de estimativas con�áveis. Além disso, o efeitode sombreamento pode fazer com que o rádio cognitivo �que impossibilitado dedetectar o sinal do usuário primário, ocasionando o problema conhecido na literaturapor hidden node [39].Di�cilmente todos os rádios estarão sujeitos simultaneamente a esses problemas.Portanto, tais de�ciências podem ser mitigadas se eles forem utilizados para o senso-riamento espectral, de modo que seja possível obter uma estimativa através da fusãodas estimativas obtidas pelos diversos rádios cognitivos [4], [40], [41]. O fato de cadarádio cognitivo estar sujeito a desvanescimentos diferentes gera uma diversidadadeespacial que pode ser devidamente explorada com o uso de técnicas cooperativasde detecção. Neste e nos próximos dois Capítulos, serão analisados métodos deimplementação de tais métodos.Há dois modos clássicos de se implementar uma rede cooperativa de sensores. Oprimeiro modo consiste em de�nir um nó centralizador que compile as informaçõesprovidas pelos vários sensores da rede, gerando então a decisão �nal. Essa é achamada rede centralizadora. A segunda abordagem reside na rede distribuída,na qual cada usuário secundário processa as informações obtidas dos nós vizinhos,consistindo assim num centro de fusão individual. Neste Capítulo, os métodos decooperação centralizada serão analisados e, no Capítulo seguinte, serão detalhados23



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 24os métodos de cooperação distribuída.As redes de cooperação centralizadas também podem ser classi�cadas pela na-tureza da informação trocada entre os nós. Os nós podem trocar informação duraentre si, ou ainda, é possível que as próprias estatísticas sejam trocadas entre os nós,gerando as redes baseadas em decisões suaves.Na Seção 3.1, será estudado o caso de troca de informação dura entre os nós e,na Seção 3.2, será analisado o caso de redes de fusão centralizada utilizando decisãosuave.3.1 Fusão centralizada utilizando decisão duraAs redes de cooperação centralizadas baseadas em decisão dura são as de imple-mentação mais simples. O modelo desse sistema está apresentado na Fig. 3.1. Paraimplementar tal tipo de rede, cada nó pode enviar um bit bi, indicando sua decisãoao nó decisor. Por exemplo, pode-se convencionar que bi = 1, se o sensor i detectara presença do usuário primário. Considerando que há K sensores na rede, pode-seestabelecer como regra de decisão o evento de n ou mais sensores indicarem a pre-sença do usuário primário. Essa regra será denotada por regra n em K. Fazendo
n = 1, a decisão equivale à aplicação de uma lógica do tipo OU aos bits provenientesdos diferentes sensores [42]. Pode-se, ainda, fazer n = K, dando origem à regra dotipo E.Em [4] e [43], é mostrado que, na maioria dos casos de interesse, a regra do tipoOU fornece os melhores resultados. Entretanto, as análises efetuadas por [4] e [43]são restritas ao caso no qual os canais entre os rádios cognitivos e o centro de fusãonão geram erros. Ao longo deste documento, será mostrado que a inserção de errosno envio das leituras dos rádios cognitivos ao centro de fusão pode levar a mudançasna escolha da regra de fusão ótima.Na situação em que o canal entre o rádio cognitivo e o centro de fusão insereerros, as probabilidades de falso alarme e perda de detecção são dadas por [44]:

Qf =

K−n∑

i=0

(
K

i

)

[(1− Pf) (1− Pe) + PfPe]
i [Pf (1− Pe) + (1− Pf )Pe]

K−i , (3.1)
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Figura 3.1: Modelo do sistema de fusão centralizada com decisão dura
Qm =

K∑

i=K−n+1

(
K

i

)

[Pm (1− Pe) + (1− Pm)Pe]
i [(1− Pm) (1− Pe) + PmPe]

K−i ,(3.2)em que Pe é a probabilidade de haver erro de transmissão entre o rádio cognitivo e ocentro de fusão, a qual depende do tipo de sinalização utilizada para a transmissãoda decisão do rádio cognitivo para o centro de fusão e da distribuição estatísticado ruído nk entre o k-ésimo rádio cognitivo e o centro de fusão. Pf e Pm são asprobabilidades de falso alarme e perda de detecção, respectivamente, relativas acada rádio cognitivo individual e Qf e Qm são as probabilidades de falso alarme eperda de detecção do sistema cooperativo.Há várias formas de se avaliar o desempenho do detector. Quando não se temconhecimento das probabilidades a priori das hipóteses nula e de sinal, pode-seutilizar o critério NP (Neyman Pearson) apresentado no Capítulo 2. Já em situaçõesem que são conhecidas as probabilidades a priori das hipóteses nula e de sinal,uma possibilidade seria utilizar uma abordagem Bayesiana, como será explicado emmaiores na Subseção seguinte.Na próxima Subseção, através do detalhamento de desempenho do sistema tendoem vista o critério de otimização de Bayes, serão mostrados limitantes de desempe-



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 26nho que indicarão quais seriam as melhores regras a serem utilizadas em diferentescenários de probabilidade de erro e probabilidades a priori das hipóteses nula e desinal.3.1.1 Risco de BayesO desempenho do detector pode ser avaliado a partir da métrica dada pelo Riscode Bayes [14], [17]:
R(n) = Qf (n)Pr {H0}Cf +Qm (n)Pr {H1}Cm, (3.3)em que Pr {H0} é a probabilidade a priori associada à hipótese nula, i.e., a pro-babilidade de que o usuário primário não esteja transmitindo, Pr {H1} é a proba-bilidade a priori associada à hipótese de sinal e Cf e Cm são constantes positivasque indicam os custos associados aos eventos de falso alarme e perda de detecção,respectivamente.As probabilidades a priori são de�nidas a partir do modelo de ocupação do canal.Em [45], a ocupação do canal é modelada como um processo de renovação alternandoentre os estados livre e ocupado. É importante enfatizar que o tratamento analíticoaqui desenvolvido é facilmente generalizado para qualquer modelo de ocupação decanal, uma vez que esse modelo afetará somente as probabilidades a priori envolvidasna de�nição do Risco de Bayes.Cada um desses estados é modelado como uma variável aleatória de Poisson deparâmetros α e β. Portanto, os seus valores médios são dados por 1

α
e 1

β
, respecti-vamente. Logo, as probabilidade a priori serão dadas por:

Pr {H0} =

1
β

1
β
+ 1

α

=
α

α + β
, (3.4)

Pr {H1} =
1
α

1
β
+ 1

α

=
β

α + β
. (3.5)Dessa forma, o Risco de Bayes passa a ser escrito como:

R(n) = Qf (n)
α

α + β
Cf +Qm (n)

β

α+ β
Cm. (3.6)



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 27Antes de proceder com a minimização do Risco de Bayes, é interessante investigaro impacto da probabilidade de erro Pe. Analisando (3.1) e (3.2), pode-se notar quese a condição Pf � Pe for obedecida, Qf (n) pode ser aproximada por:
Qf (n) ≈ Qf (n) =

K−n∑

i=0

(
K

i

)

(1− Pe)
i PK−i

e . (3.7)De modo semelhante, se a condição Pm � Pe for obedecida, a seguinte aproxi-mação sobre Qm(n) pode ser feita:
Qm (n) ≈ Qm (n) =

K∑

i=K−n+1

(
K

i

)

P i
e (1− Pe)

K−i . (3.8)Caso essas duas condições sejam simultaneamente satisfeitas, R(n) pode ser apro-ximado como:
R (n) = Qf (n)

α

α + β
Cf +Qm (n)

β

α + β
Cm. (3.9)Sabe-se que devido ao compromisso entre Pf e Pm, as duas condições Pf � Pee Pm � Pe podem apenas ser satisfeitas em regime de SNR extremamente elevadae com o uso de um método de detecção muito e�ciente. Portanto, neste contexto,(3.9) é um limitante inferior conservador para R(n). Neste ponto é importanteenfatizar que Pe indica a probabilidade de erro introduzida no canal entre o rádiocognitivo e o centro de fusão e a SNR a qual nos referimos diz respeito ao canalentre os usuários primário e secundários, portanto, por estarmos tratando de canaisdiferentes, é possível que Pe seja elevada mesmo em condições de alta SNR. Olimitante inferior mostrado em (3.9) indica que mesmo em cenários extremamentefavoráveis de detecção, os erros introduzidos pelo canal entre o centro de fusão e orádio cognitivo podem degradar consideravelmente o desempenho do sistema.É interessante notar que (3.9) pode ser um limitante não-conservador mesmoque uma das condições não seja obedecida. Uma situação interessante ocorre para

n = 1, i.e., a regra OU. Nessa condição se a condição Pf � Pe é satisfeita, tem-se:
Qf (1) ≈ Qf (1) = 1− (1− Pe)

K , (3.10)
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Qm (1) = (Pm (1− Pe) + Pe (1− Pm))

K . (3.11)Nessa situação, ou seja, se n = 1 e Pf � Pe, pode-se relaxar a condição em Pm,desde que a seguinte desigualdade seja válida:
C (Pm) =

αCf

(

1− (1− Pe)
K
)

βCm (Pm (1− Pe) + Pe (1− Pm))
K

� 1, (3.12)Nesse caso, R (1) ≈ R (1), como será con�rmado com resultados de simulaçãoapresentados mais adiante.Com o objetivo de comparar o Risco de Bayes para duas regras diferentes, n1 e
n2, de�niremos o seguinte campo escalar:

∆n1,n2
= R (n1)− R (n2) , (3.13)Observando que (3.1) e (3.2) podem ser reescritas como:

Qf =
K−n∑

i=0

(
K

i

)
[
1− P e

f

]i [
P e
f

]K−i
, (3.14)

Qm =
K∑

i=K−n+1

(
K

i

)

[P e
m]

i [1− P e
m]

K−i , (3.15)em que os novos parâmetros P e
f e P e

m são dados por:
P e
f = Pf (1− 2Pe) + Pe, (3.16)

P e
m = Pm (1− 2Pe) + Pe. (3.17)É importante notar que para uma probabilidade de erro Pe �xada, os novos parâ-metros são de�nidos nos seguintes intervalos:
Pe ≤ P e

f , P
e
m ≤ 1− Pe. (3.18)Portanto, pode-se analisar a diferença entre os Riscos de Bayes para duas dife-
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∆n1,n2

(
P e
f , P

e
m

)
= Rn1

(
P e
f , P

e
m

)
− Rn2

(
P e
f , P

e
m

)
. (3.19)Para os casos em que ∆n1,n2

(
P e
f , P

e
m

)
< 0, a regra n = n1 é mais favorável doque a regra n = n2. Similarmente, se ∆n1,n2

(
P e
f , P

e
m

)
> 0, a regra n = n2 é maisvantajosa.Duas das mais utilizadas regras de fusão são as regras OU e E, i.e., as regraspara n = 1 e n = K. Considerando essas duas regras de fusão, o campo escalar

∆n1,n2

(
P e
f , P

e
m

)
> 0 pode ser reescrito como:

∆1,K

(
P e
f , P

e
m

)
=

1

α + β

[

αCf

(

1−
(
1− P e

f

)K −
(
P e
f

)K
)

+ (3.20)
βCm

(

−1 + (1− P e
m)

K + (P e
m)

K
)]

.O gradiente do campo escalar ∆1,K é dado por:
∇ (∆1,K) =

K

α + β

[
αCf

[
−(P e

f )
K + (1− P e

f )
K
]

βCm

[
(P e

m)
K − (1− P e

m)
K
]

]

. (3.21)Portanto, o único ponto crítico de ∆1,K , i.e., o ponto no qual o gradiente é nulo,é dado por (P e
f,s, P

e
m,s

)
=
(
1
2
, 1
2

). A matriz Hessiana relacionada a esse ponto críticoé dada por:
H =

[

−2 α
α+β

CfK (K − 1)
(
1
2

)K−2
0

0 2 β
α+β

CmK (K − 1)
(
1
2

)K−2

]

. (3.22)Como o determinante da matriz Hessiana é negativo, independentemente do valorde K, concluímos que esse ponto crítico corresponde a um ponto de sela. Os pontosextremos serão, portanto, situados nas bordas do domínio do campo escalar.Fixando P e
f = P e

f,s =
1
2
e P e

m = Pe, temos que:
∆max

1,K =
αCf

α + β

(

1− 1

2K−1

)

+
βCm

α + β

(

−1 + PK
e + (1− Pe)

K
)

. (3.23)Já �xando P e
m = P e

m,s =
1
2
e P e

f = Pe, temos que:
∆min

1,K =
αCf

α + β

(

1− PK
e − (1− Pe)

K
)

+
βCm

α + β

(

−1 +
1

2K−1

)

. (3.24)
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e − (1− Pe)K ≈ 1 − (1− Pe)

K , temos que o campoescalar será não-negativo se e somente se a seguinte condição for satisfeita:
αCf

(

1− (1− Pe)
K
)

− βCm

(

1− 1

2K−1

)

≥ 0, (3.25)ou equivalentemente:
a

(

1− 1

2K−1

)

< 1− (1− Pe)
K , (3.26)em que a = βCm

αCf
.Como 1 − (1− Pe)

K ≤ 1, temos que uma condição necessária para que (3.26)seja satisfeita é que:
a ≤ 1

1− 2−(K−1)
. (3.27)A segunda condição necessária é que:

Pe > g(a) = 1−
[
1− a

(
1− 2−(K−1)

)]
. (3.28)Portanto, pode-se concluir que, nessas condições, a regra E apresenta melhordesempenho do que a regra do tipo OU. Note ainda que se o sistema contar commuitos usuários secundários, i.e., seK � 1, (3.27) pode ser simpli�cada para βCm <

αCf . Esse fato pode ser interpretado da seguinte forma: uma condição necessáriapara que o desempenho da regra E seja superior ao da regra OU é que o Qf impactemais no Risco de Bayes do que Qm. A segunda condição necessária indicada por(3.28) mostra que a probabilidade de erro Pe precisa ser superior que um dadolimiar expresso em (3.28). Portanto, caso o canal entre o centro de fusão e o rádiocognitivo seja livre de erros, não é possível a�rmar que a regra E supera a regra OUindependentemente dos valores de Pf e Pm.De modo análogo, pode-se mostrar que o campo escalar ∆1,K será não-positivose as condições (3.27) e (3.28) forem satisfeitas e se a constante a for de�nida como
a =

αCf

βCm
. Nesse caso, pode-se a�rmar que uma condição necessária para que a regraOU supere a regra E é que a in�uência de Qm seja maior do que a in�uência de Qfno Risco de Bayes.A função g (a) expressa em (3.28) é mostrada na Fig. 3.2 para diferentes valores
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K=16Figura 3.2: Função g(a)de K. É possível observar que se o impacto de Qf e Qm for aproximadamenteo mesmo, i.e., se a ≈ 1, a desigualdade (3.28) será satisfeita apenas se Pe forproibitivamente elevada (Pe ≈ 1

2
). Ainda, pode-se notar que para valores crescentesde K, o limitante inferior para Pe decresce.É ainda interessante notar que apesar de (P e

f,s, P
e
m,s

) ser ponto de sela do campoescalar relativo às variáveis transformadas P e
f e P e

m, também é ponto de sela docampo relativo às variáveis originais Pf e Pm. Esse fato pode ser constatado obser-vando que aplicando (3.16) em (3.17), tem-se que o ponto crítico (1
2
, 1
2

) é mapeadoem:
Pf = Pm =

1
2
− Pe

1− 2Pe
=

1

2
, (3.29)independentemente do valor de Pe e, portanto, (P e

f,s, P
e
m,s

)
=
(
1
2
, 1
2

) é também umponto de sela do campo escalar ∆1, n (Pf , Pm) para todos os possíveis valores de Pe.Esse fato é ilustrado na Fig. 3.3, em que se considera um sistema com K = 8rádios cognitivos e parâmetros α = 0,2, β = 0,8, Cf = 0,3, Cm = 0,7 e Pe =

0, 10−2, 10−1. Note que independentemente do valor de Pe, o ponto de sela é�xado em (
1
2
, 1
2

), indicado na �gura. É também interessante notar que para essesparâmetros, temos a =
αCf

βCm
= 0,1071, o que satisfaz (3.27). Esse valor de a émapeado em g(a) = 0,0140. Portanto, se Pe > 0,0140, o risco de Bayes associado à
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Figura 3.3: Campo escalar ∆1,K considerando K = 8, α = 0,2, β = 0,8, Cf = 0,3 e
Cm = 0,7 para diferentes valores de Pe.regra OU será inferior ao da regra E quaisquer que sejam os valores de Pf e Pm. Defato, para o caso Pe = 10−1, o campo escalar é não-positivo conforme esperado.Essa comparação se restringe ao caso das regras de fusão E e OU. Para estendera análise a outras regras, determinaremos o valor n que minimiza o Risco de Bayesem (3.3). É importante enfatizar que diferentemente de [46], em que se considerouque o canal entre os rádios cognitivos e o centro de fusão era ideal, aqui considera-seuma probabilidade de erro de transmissão Pe associada a esse canal.Para determinar o valor ótimo de n, parte-se do pressuposto que R(n) apresentaum único mínimo. Nessa situação, concluímos que o valor ótimo de n é dado pelomenor inteiro que satisfaz a seguinte desigualdade:

R (n+ 1)− R(n) ≥ 0. (3.30)Algumas manipulações algébricas mostradas no Apêndice A, veri�camos que n devesatisfazer:
n =

⌈
K − φ

1 + θ

⌉

, (3.31)
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θ =

log

(
Pf (1−Pe)+(1−Pf)Pe

(1−Pm)(1−Pe)+PePm

)

log

(

Pm(1−Pe)+(1−Pm)Pe

(1−Pf)(1−Pe)+PfPe

) , (3.32)
φ =

log
(

αCf

βCm

)

log

(

Pm(1−Pe)+(1−Pm)Pe

(1−Pf)(1−Pe)+PfPe

) . (3.33)e d·e é a função teto.Lembrando que nopt deve permanecer no intervalo 1 ≤ nopt ≤ K, temos que:
nopt =







1,
⌈
K−φ
1+θ

⌉
< 1

⌈
K−φ
1+θ

⌉
, 1 ≤ K−φ

1+θ
≤ K .

K, K−φ
1+θ

> K.

(3.34)Pode-se notar que nopt, dado por (3.34), é uma função dos parâmetros θ e φ, osquais dependem de Pf e Pm. Todavia, essas probabilidades são parametrizadas pelolimiar de detecção λ, de�nido no Capítulo 2. Portanto, para diferentes valores de λ,nós temos diferentes valores para o parâmetro nopt.3.1.2 Resultados de simulaçãoCom o objetivo de corroborar os resultados teóricos, considera-se um sistemacom parâmetros α = 0,8, β = 0,2, Cf = 0,3 e Cm = 0,7. Nesse contexto, em média,o período em que o espectro está livre é maior do que o período de ocupação doespectro e o risco de Bayes é mais afetado pelos eventos de perda de detecção doque os eventos de falso alarme.A Fig. 3.4 mostra o risco de Bayes em função do parâmetro λ em um sistema com
K = 4 rádios cognitivos. O canal entre os rádios cognitivos e o usuário primário éRayleigh com SNR média de 3dB. Considera-se um detector de energia empregando
M = 16 amostras.O sistema é analisado considerando os casos de canal entre o rádio cognitivo eusuário primário livre de erros, i.e., Pe = 0 e o caso em que o canal insere erroscom probabilidade Pe = 10−2. A partir da Fig. 3.4, nota-se que o valor de ncorrespondente ao risco de Bayes mínimo é função de λ, assim como previsto na
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2Figura 3.5: Parâmetro n ótimo dado por (3.34).análise teórica. É importante observar que o impacto do erro no canal entre o rádiocognitivo e o centro de fusão é maior para o caso n = 1 do que para valores maiselevados de n.Com o objetivo de explicar esse comportamento observado para o caso n = 1,é importante indicar que os valores de Pf e Pm no ponto de mínimo do risco deBayes são Pf = 2,0635 · 10−4 e Pm = 0,2532. Nota-se que apenas Pf satisfaz àcondição Pf � Pe, entretanto, Pm é tal que C (Pm) = 15,2126 � 1. Portanto, acota inferior apresentada em (3.9) deve ser uma boa aproximação para R. De fato,
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Figura 3.6: Comparação entre as regras OU e E com parâmetros α = 0,2, β = 0,8,
Cf = 0,3 e Cm = 0,7tem-se R(1) = 0,0103 e R(1) = 0,0095 para Pe = 10−2. Observa-se também que, nocaso em que Pe = 0, o valor mínimo do risco de Bayes é dado por R(1) = 7,72 ·10−4.Esse valor é muito inferior àquele obtido com Pe = 10−2, R(1) = 0,0095. Para osoutros valores de n, esse fato não ocorre e, por tal motivo, a degradação do sistema ébem mais sutil. Como consequência, apesar do valor mínimo de R ser atingido para
n = 1 no caso em que Pe = 0, para o caso em que Pe = 10−2, n = 2 é o parâmetroque leva ao mínimo global do risco de Bayes.Na Fig. 3.5, está mostrado o valor ótimo de n obtido aplicando (3.34). Aexpressão analítica para nopt pode ser validada comparando as Figs. 3.4 e 3.5. Porexemplo, para o caso em que o canal entre o rádio cognitivo e o centro de fusão élivre de erro, se a condição λ > λ1 = 57,9 é satisfeita, a regra ótima é dada por
n = 1. De forma semelhante, quando Pe = 10−2, n = 1 é a regra de fusão ótima paraos casos em que λ > λ2 = 73,2, o que também corresponde ao resultado mostradona Fig. 3.5.Pode-se também veri�car os resultados teóricos comparando as regras E e OU.Considerando os parâmetros α = 0,2, β = 0,8, Cf = 0,3 e Cm = 0,7, tem-se
a =

αCf

βCm
= 0,1071. Aplicando (3.28), pode-se a�rmar que se Pe ≥ 0,0243, a regraOU apresenta desempenho superior à regra E para qualquer que seja o limiar de
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Figura 3.7: ROC para diferentes valores de n e K = 4.decisão λ. A Fig. 3.6 mostra que, no caso em que Pe = 0, a regra E supera a regraOU para 13 < λ < 30. Entretanto, no caso em que Pe = 0,03, a regra OU supera aregra E qualquer que seja o parâmetro λ.Adicionalmente, é possível analisar o desempenho do detector sob a ótica docritério NP. A Fig. 3.7 mostra a ROC para diferentes valores de n. A partir dessesresultados, pode-se notar que no caso em que Pe = 0, o valor ótimo de n é n = 1para qualquer que seja a probabilidade de perda de detecção Qm �xada, o que nãoocorre quando Pe = 10−2. Denotando essa probabilidade por Qt
m, tem-se que:

nopt =







1, Qt
m ≤ Q∗

m(1)

n+ 1, Q∗
m(n) < Qt

m ≤ Q∗
m(n+ 1)

K, Qt
m > Q∗

m (K − 1) ,

(3.35)em que Q∗
m(n) corresponde ao valor mínimo de probabilidade de perda de detecçãoque leva a Qf (n), como mostrado na Fig. 3.7.Uma outra análise interessante referente a esse problema pode ser feita atravésda Fig. 3.8, em que o mapa de cores da ROC é in�uenciado pelo risco de Bayes.Mais uma vez, nota-se que o sistema com n = 2 é mais robusto a erros do canalentre o rádio cognitivo e o centro de fusão. Pela escala de cores, percebe-se que osistema com n = 1 é gravemente degradado no caso em que Pe = 10−2.
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Figura 3.8: Impacto do Risco de Bayes considerando a adoção do critério NP. Ospontos destacados por ? indicam os pontos em que o risco de Bayes é mínimo.3.2 Fusão centralizada usando decisão suaveAlternativamente ao caso da decisão dura tomada nos nós, é possível que estesenviem as próprias estatísticas de decisão ao centro de fusão [47] e [48], permitindoque seja feita a decisão suave. Nessas condições, o teste ótimo é dado por:
L (y) =

P (y|H1)

P (y|H0)
≷H1

H0
λ, (3.36)em que y = [T (x1) · · ·T (xK)], λ é o limiar de decisão determinado pela probabili-dade de detectar as regiões disponíveis do espectro, P (y|H1) é a função densidadede probabilidade sob a hipótese de sinal, P (y|H0) é a função densidade de proba-bilidade sob a hipótese nula e T (xk) é a estimativa de energia dada por:

T (xk) =

M−1∑

n=0

x2
k(n). (3.37)Como será visto em detalhes na Subseção 3.2.2, as funções densidades de probabi-lidade P (y|H1) e P (y|H0) levam a expressões complicadas e de difícil manipulaçãomatemática do teste ótimo dado em (3.36). Por tal motivo, é comum aproximaressas densidades de probabilidade por gaussianas, assim como feito em [49] e [48].Nesses trabalhos, é aplicado o Teorema Central do Limite, considerando-se que o



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 38vetor y é assintoticamente gaussiano, i.e., considera-se M em (3.37) um númerosu�cientemente grande, de forma que cada medida energia em (3.37) tende a umavariável aleatória gaussiana. Dessa forma, as densidades de probabilidade P (y|H1)e P (y|H0) são completamente especi�cadas pelos vetores de média e matrizes decovariância.Considerando que a variável aleatória xk é de�nida como:
xk(n) =

{

ηk(n), H0

s(n) + ηk(n), H1

, (3.38)em que s(n) é o sinal de potência ps transmitido pelo usuário primário e ηk(n) ∼
N
(
0, σ2

η,k

), tem-se que sob a hipótese H0, o vetor y tem média:
µ0 = K

[
σ2
η1 . . . σ

2
ηK

]T
, (3.39)e matriz de covariância:

Σ0 = diag ([σ4
η1
. . . σ4

ηK

])
. (3.40)Já para a hipótese H1:

µ1 = K
[
σ2
η1
+ ps . . . σ

2
ηK

+ ps
]T (3.41)e matriz de covariância:

Σ1 = diag ([σ2
η1

(
σ2
η1 + ps

)
. . . σ2

ηK

(
σ2
ηK

+ ps
)])

. (3.42)Portanto, temos:
P (y|H1)

P (y|H0)
=

√

det (Σ0) exp
[

−1
2
(y− µ1)

T
Σ−1

1 (y − µ1)
]

√

det (Σ1) exp
[

−1
2
(y− µ0)

T
Σ−1

0 (y − µ0)
] . (3.43)Finalmente, tomando o logarítimo, obtém-se:

Lq (y) = yT
(
Σ−1

0 −Σ−1
1

)
y + 2

(
µT

1Σ
−1
0 − µT

0Σ
−1
0

)
y. (3.44)Note que na expressão acima não foram incluídos os termos constantes, aquelesque não dependem do sinal, já que esses não alteram o detector ótimo. A forma não-



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 39linear da função de verossimilhança traz di�culdades para a otimização do limiar λ.Portanto, é comum propor um teste linear sub-ótimo, na forma de:
Ll (y) = wTy, (3.45)em que w representa o vetor de pesos.A distribuição de Ll (y) é gaussiana, supondo a gaussianidade de y. Dessa forma,a probabilidade de falso alarme é dada por:

Pf = Q

(
λ− µT

0w√
wTΣ0w

) (3.46)e a probabilidade de perda de detecção é obtida como:
Pm = 1−Q

(
λ− µT

1w√
wTΣ1w

)

. (3.47)3.2.1 Validade da aproximação gaussianaA literatura envolvendo a combinação suave de decisões no contexto de senso-riamento espectral em rádio cognitivo é fortemente fundamentada na validade daaproximação gaussiana. Entretanto, é importante notar que a função densidade deprobabilidade fY (y), da variável aleatória composta pela soma de N variáveis alea-tórias independentes, i.e., Y =
∑N−1

k=0 Xk, é aproximadamente gaussiana se as duascondições abaixo são simultaneamente satisfeitas:1. N deve ser su�cientemente grande.2. y deve ser um valor su�ciente próximo da média da variável aleatória Y .A segunda condição indica que a aproximação gaussiana, garantida pelo TeoremaCentral do Limite, não é uma boa aproximação para a cauda da distribuição.Portanto, para que (3.46) e (3.47) sejam válidas simultaneamente, é necessárioque o limiar de decisão esteja próximo do centro das distribuições das estatísticasde teste sob as duas hipóteses de detecção.A �m de ilustrar esse fato, considere um sistema com um rádio cognitivo com
M = 32 amostras na estimação de energia e em dois contextos de SNR distintos:
γ = −10 dB e γ = 0 dB.
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Figura 3.9: Pf e Pm em função do limiar de decisão λ. Considerando γ = −10 dBe M = 32.As Figs. 3.9 e 3.10 mostram Pf e Pm em função do parâmetro λ. Observa-se que,no caso em que a SNR é muito baixa, γ = −10dB, se λ ∈ [28, 40], a aproximaçãogaussiana é válida tanto para Pf quanto para Pm. Entretanto, observa-se que para
γ = 0dB, nos casos em que a aproximação gaussiana é válida para Pf , ela não o épara Pm e vice-versa.A Fig. 3.11 mostra as ROCs correspondentes às SNRs γ = 0dB e γ = −10dB.Esses resultados comprovam que a validade da aproximação gaussiana está associadatambém ao valor de SNR. Mesmo para um número grande de amostras, i.e.,M = 32,a aproximação se mantém válida apenas para valores proibitivamente baixos de SNR.Conclui-se, portanto, que otimizar o detector a partir das expressões obtidas,explorando uma possível gaussianidade das estatísticas de teste, pode não ser aestratégia ideal.Com o objetivo de contornar esse problema, na próxima Subseção é apresentadauma alternativa para a otimização do detector, partindo da densidade de probabili-dade exata da estatística de teste.
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Figura 3.10: Pf e Pm em função do limiar de decisão λ. Considerando γ = 0 dB e
M = 32.
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Figura 3.11: ROC considerando M = 32 e dois valores diferentes de SNR γ = 0dBe γ = −10dB.



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 423.2.2 Uma outra interpretação da fusão linearUma outra possibilidade para a análise de fusão de dados do tipo suave seriaaplicar o detector ótimo considerando a própria distribuição de probabilidade dasestatísticas de teste, sem explorar a hipótese de gaussianidade.Observando que, sob a hipótese H0, a estatística de teste apresenta distribuiçãodo tipo χ2 centralizada com M graus de liberdade, e sob a hipótese H1, a estatís-tica de teste apresenta distribuição do tipo χ2 descentralizada com parâmetro dedescentralização µ = Mγ e M graus de liberdade, pode-se concluir que a razão deverossimilhança é dada por [14]:
L = A1

∏K−1
k=0 exp

(
−yk+Mγk

2

) (
yk

Mγk

)M/4−1/2

IM/2−1

(√
Mγkyk

)

∏K−1
k=0 y

M/2−1
k exp

(
−yk

2

) , (3.48)em que γk é a SNR em cada rádio cognitivo e A1 é uma constante dada por:
A1 = 2M/2−KΓ(M/2). (3.49)A eq. (3.48) pode ser reescrita como:

L = A2

K−1∏

k=0

(
yk

Mγk

)−M/4+1/2

IM/2−1

(√

Mγkyk

)

, (3.50)em que A2 é uma outra constante dada por:
A2 = A1

K−1∏

k=0

(
1

Mγk

)M/4−1/2

exp

(

−Mγk
2

)

. (3.51)Lembrando que a função de Bessel modi�cada de primeira espécie assume aseguinte expressão em Série de Potências [50]:
In (z) =

(z

2

)n
∞∑

k=0

(
z2

4

)k
1

k! Γ (n+ k + 1)
. (3.52)
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L = A2

K−1∏

k=0

(
yk

Mγk

)−M/4+1/2(√
Mγkyk
2

)M/2−1 ∞∑

m=0

(
Mγkyk

4

)m
1

m! Γ (M/2 +m)
,(3.53)Portanto:

L = A3

K−1∏

k=0

∞∑

m=0

(
Mγkyk

4

)m
1

m! Γ (M/2 +m)
, (3.54)em que A3 é um terceira constante dada por:

A3 = A2

K−1∏

k=0

(
Mγk
2

)M/2−1

. (3.55)Expandindo o somatório, tem-se que:
L = A3

K−1∏

k=0

(

1 +
Mγkyk

4Γ (M/2)
+

(
Mγkyk

4

)2
1

Γ (M/2 + 1)
+ · · ·

)

. (3.56)Aproximando em primeira ordem e desprezando os termos cruzados, temos:
L = A3

M

4Γ(M/2)

K−1∑

k=0

γkyk. (3.57)Finalmente, o teste ótimo é dado por:
K−1∑

k=0

γkyk ≷
H1

H0
λ. (3.58)É interessante observar o impacto da aproximação linear na determinação doteste ótimo. O primeiro ponto a ser notado é que a aproximação linear é melhor paravalores baixos de SNR (γk � 1), assim como ocorre com a aproximação assumindogaussianidade.Um segundo ponto interessante a ser observado é que a razão de verossimilhançapode ser escrita da seguinte forma:

L = A3

K−1∏

k=0

Lk, (3.59)
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Lk =

∞∑

m=0

(
Mγkyk

4

)m
1

m! Γ (M/2 +m)
. (3.60)Para o caso em que M é um número par (que é o caso mais frequente, uma vezque é comum transmitir sinais com representação complexa em banda-base, dandoorigem a um número par de amostras por símbolo), pode-se escrever Γ (M/2 +m) =

(M/2 +m− 1)!. Dessa forma, tem-se que:
Lk =

∞∑

m=0

(
Mγkyk

4

)m
1

m! (M/2 +m− 1)!
(3.61)ou ainda:

Lk =
1

(M/2)!

∞∑

m=0

(
Mγkyk

4

)m
1

m!
∏m−1

r=1

(
M
2
+ r
) . (3.62)Pode-se notar que (3.62) apresenta vários aspectos em comum com a expansãoem Série de Taylor de uma função exponencial, o que motiva expressar (3.62) como:

Lk ≈ M/2

(M/2)!

∞∑

m=0

(
Mγkyk

4

)m
1

m!
(
M
2

)m . (3.63)Finalmente:
Lk ≈ exp

(
γkyk
2

)

(M/2− 1)!
. (3.64)Portanto, a razão de verossimilhança pode ser aproximada por:

L ≈ A3

(M/2− 1)!

K−1∏

k=0

exp
(γkyk

2

) (3.65)e um teste sub-ótimo é dado pelo logaritmo da razão de verossimilhança aproximadopor:
TMRC (y) =

K−1∑

k=0

γkyk ≷
H1

H0
λ. (3.66)Note que esse teste é equivalente a uma fusão de dados do tipo maximal-ratiocombining (MRC), em que é realizada uma combinação linear, cujos pesos de pon-deração são determinados pela SNR em cada rádio cognitivo.Com o objetivo de avaliar o impacto da aproximação linear na precisão da de-tecção, pode-se analisar o grau de correlação entre a estatística de teste obtida com



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 45a expressão exata da razão de verossimilhança e aquela obtida com a aproximaçãolinear.Caso seja possível expressar TMRC da seguinte forma:
TMRC = αTLLR + β, (3.67)o teste ótimo dado por:

TLLR ≷H1

H0
λ, (3.68)torna-se equivalente a:

TMRC ≷H1

H0
αλ+ β
︸ ︷︷ ︸

λMRC

. (3.69)Portanto, o teste dado em (3.69) passa a ser equivalente ao teste ótimo.Uma condição necessária para garantir a validade de (3.67) é que o coe�ciente decorrelação seja próximo de 1, sob as duas hipóteses. Com o objetivo de testar essasuposição, primeiramente analisaremos a in�uência da SNR média na aproximaçãolinear. Para tanto, considera-se um sistema com três rádios cognitivos e SNR média
γ = −3dB e M = 8.A Fig. 3.12a mostra o coe�ciente de correlação estimado entre a estatísticade teste obtida com a verossimilhança exata e a estatística de teste gerada com aaproximação linear e sob a hipótese de sinal. Já a Fig. 3.12b mostra o coe�cientede correlação estimado entre as duas estatísticas de teste e sob a hipótese nula.Note que o coe�ciente de correlação é muito próximo da unidade para todas ascon�gurações de SNR. Esse fato é um indicativo que a estatística de teste obtida coma aproximação linear é uma aproximação muito boa da estatística de teste ótimapara esse valor de SNR média.Para as con�gurações de SNR em que dois dos rádios cognitivos apresentamSNR= −6dB e o terceiro apresenta SNR= 0dB, o coe�ciente de correlação apresentao seu valor mínimo. Essa deve ser a situação em que a diferença de desempenhoentre a aproximação linear e o teste ótimo é máxima. Entretanto, nota-se que mesmonesse caso extremo, o coe�ciente de correlação ainda é muito próximo da unidade.Portanto, para valores baixos de SNR, a aproximação linear deve prover resultados
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(b) Hipótese de sinalFigura 3.12: Coe�ciente de correlação entre a estatística de teste real e a aproxima-ção linear sob a hipótese de sinal com SNR média γ = −3dB. Os pontos destacadoscorrespondem aos pontos de correlação mínima. Os valores de SNR estão dados emescala linear.
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(b) Hipótese de sinalFigura 3.13: Coe�ciente de correlação entre a estatística de teste real e a aproxima-ção linear sob a hipótese de sinal com SNR média γ = 6dB. Os pontos destacadoscorrespondem aos pontos de correlação mínima. Os valores de SNR estão dados emescala linear.



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 48de detecção muito próximos do teste ótimo.Repetindo o mesmo procedimento para um valor de SNR média mais elevado γ =

6dB, nota-se que o formato das curvas de correlação se mantem aproximadamenteconstante. Entretanto, nota-se que os valores mínimos de autocorrelação diminuemem relação ao caso de SNR média γ = −3dB. Portanto, para esse caso, espera-seque a aproximação linear apresente um resultado inferior ao obtido com a estatísticade teste ótima.Portanto, conclui-se que, para valores crescentes de SNR média, em certas con-�gurações, a aproximação linear pode se distanciar do detector ótimo.Um outro ponto que deve ser observado é o comportamento das curvas querelacionam as duas estatística de teste. Se o coe�ciente de correlação é próximoda unidade, pode-se a�rmar que há uma relação aproximadamente linear entre asduas estatística de teste. Todavia, para que os testes sejam de fato equivalentes,é necessário que essa relação linear seja a mesma sob as duas hipóteses, i.e. oscoe�cientes α e β em (3.67) devem ser os mesmos tanto sob a hipótese de sinal comotambém para a hipótese nula. As aproximações lineares sob as duas hipóteses podemser comparadas analisando as curvas das Figs. 3.14 e 3.15, onde são mostradosgrá�cos de dispersão das duas variáveis aleatórias para as duas con�gurações deSNR. Os grá�cos de dispersão foram gerados para a situação de pior caso para aaproximação linear destacadas nas Figs. 3.12a, 3.12b, 3.13a e 3.13b.Os grá�cos de dispersão mostram que, para valores baixos de SNR média, há umarelação praticamente linear entre a estatística de teste ótima e a estatística de testeobtida com a aproximação linear sob ambas as hipóteses. Ainda, em ambos os casos,as retas que aproximam as duas estatísticas têm praticamente a mesma inclinação.Já para valores mais elevados de SNR, a inclinação das retas que aproximam asestatísticas de teste são diferentes. Além disso, nota-se que há uma dispersão maiorno caso de hipótese de sinal. Esse fato já era esperado, uma vez que as curvasde coe�cientes de correlação já mostravam que essa observação se mantém válidaapenas sob a hipótese nula. Por tal motivo, espera-se que haja uma degradação dodesempenho do detector linear para valores mais elevados de SNR.
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Figura 3.14: Grá�cos de dispersão considerando um sistema com 3 rádios cognitivose SNR média γ = −3dB
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Figura 3.15: Grá�cos de dispersão considerando um sistema com 3 rádios cognitivose SNR média igual a γ = 6dB.



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 50Um outro fator que merece atenção é a in�uência do parâmetro M na apro-ximação linear. Pelo desenvolvimento teórico, espera-se que a aproximação linearseja mais precisa para valores crescentes de M , já que sua validade está associada àaproximação de (M/2 +m− 1)! por (M/2)! (M/2)m−1.A Fig. 3.16 mostra o valor mínimo de correlação em função do parâmetro M ede γ nos rádios cognitivos, sob a hipótese de sinal. Observa-se que, sob a hipótesesinal, a aproximação linear realmente é mais precisa para valores mais elevados de
M . Entretanto, a in�uência do parâmetro M é muito mais sutil do que a in�uenciada SNR média do sistema e, como já esperado, o coe�ciente de correlação é umafunção decrescente da SNR média do sistema. A tabela 3.1 mostra o coe�ciente decorrelação em função do parâmetro M , note que o coe�ciente de correlação tambémé maior para valores crescentes de M .
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Figura 3.16: Coe�ciente de correlação mínimo em função da SNR média γ sob ahipótese de sinal.
M 4 8 16 32
ρmin 0,9785 0,9841 0,9871 0,9884Tabela 3.1: Valor Mínimo do coe�ciente de correlação, sob a hipótese nula, emfunção do parâmetro M .Resta analisar o impacto da aproximação linear nas curvas de ROC. Como oparâmetro M pouco in�uencia na precisão da aproximação linear, �xou-se M =
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8 e o sistema foi simulado na condição de pior caso para a aproximação linear.Analisando a Fig. 3.17, pode-se notar que, para valores baixos de γ, o resultadoobtido com a aproximação linear é equivalente àquele obtido com o teste de razãode verossimilhança. Para valores altos de SNR, apesar de haver uma perda dedesempenho do detector linear em relação ao detector ótimo, o detector linear aindaé comparável ao detector ótimo.
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Figura 3.17: Curvas de ROC para diversos valores de γ.3.3 ConclusõesEste Capítulo tratou da análise de sistemas de sensoriamento espectral coope-rativos centralizados. Primeiramente, na Seção 3.1, foi considerado um sistema noqual os rádios cognitivos enviam decisões do tipo dura para o centro de fusão. Paraesse tipo de sistema, foi desenvolvida uma extensa análise considerando que o canalentre o rádio cognitivo e o centro de fusão é modelado como um canal BSC comprobabilidade de erro Pe. A principal contribuição dessa análise foi prover limitan-tes de desempenho teóricos para o sistema e discutir o impacto que altas valoresde Pe trazem para o sistema a depender do tipo de regra de decisão utilizada. Osprincipais resultados dessa Seção foram publicados em [10].Na Seção 3.2 foi feita uma análise do sistema de sensoriamento espectral coope-



Capítulo 3. Sensoriamento Espectral Cooperativo Centralizado 52rativo considerando envio de decisão suave para o centro de fusão. Primeiramente,mostrou-se a fragilidade da hipótese de gaussianidade comumente aceita na litera-tura e, posteriormente, analisou-se a estatística de teste ótima obtida com as expres-sões exatas de verossimilhança. Foi mostrado que em sistemas com baixo valor deSNR média, essa estatística de teste ótimo tende ao decisor do tipo MRC. Resultadosemelhante foi obtido em [47], onde assumiu-se a hipótese de gaussianidade.



Capítulo 4Estimação Distribuída
Em redes de sensores, a estimação pode ser realizada de modo completamentecooperativo. Nessa situação, não é necessária a presença de um centro de fusão, poisos nós da rede trocam informações diretamente entre si e a decisão é realizada nospróprios sensores.Neste Capítulo, será dada atenção ao caso de estimação distribuída, em que seconsidera uma rede na qualK sensores estimam um parâmetro em comum. Já o casode detecção cooperativa, em que K sensores de uma rede têm o objetivo de detec-tar um parâmetro comum, bem como sua aplicação ao problema de sensoriamentoespectral, serão os tópicos abordados no Capítulo 5.Este Capítulo está organizado em 4 Seções. Na Seção 4.1 será apresentada umaintrodução à classi�cação de topologias de rede. Já na Seção 4.2, será descrito oalgoritmo LMS distribuído e será desenvolvida uma análise para atribuição ótimade passos de adaptação para cada nó da rede. Além disso, ainda na Seção 4.2, serãoencontrados limitantes de desempenho da rede de adaptação para diferentes topo-logias e será proposto um método de otimização dos parâmetros da rede. Na Seção4.3 são apresentados alguns resultados envolvendo o algoritmo set-membership dis-tribuído. Finalmente, na Seção 4.4, são apresentadas algumas conclusões referentesao Capítulo.
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Capítulo 4. Estimação Distribuída 544.1 Topologias de redeConsidere uma rede de sensores com K nós (sensores), seja o conjunto Nk for-mado por todos os nós conectados ao k−ésimo nó. Dada essa topologia de rede,de�ne-se para cada nó o seu grau: nk = |Nk|, i.e., nk corresponde ao número de nósconectados ao k−ésimo nó. Considera-se que os caminhos da rede são canais ideaise que se trata de uma rede bidirecional, i.e., se o nó k está conectado ao nó n, o nó
n está conectado ao nó k. A cada rede, associa-se uma matriz de combinação quepode ser de�nida de várias maneiras [51]:

• MetrópolisPara a regra Metrópolis, os elementos da matriz de combinação C são dadospor:
ck,l =







1max(nk,nl)
, k 6= l, l ∈ Nk

0, l /∈ Nk

1−
∑

l∈Nk,l 6=k ck,l, k = l

. (4.1)
• LaplaceA aplicação da regra de Laplace fornece a seguinte matriz de combinação:

C = I− κLp, (4.2)em que I é a matriz identidade, κ = 1/nmax e Lp, por sua vez, é de�nida por:
Lp = D−Ad, (4.3)sendo D = diag {n1, · · · , nM} e Ad é a matriz de rede adjacente dada por:

Adk,l
=

{

1, l ∈ Nk

0, l /∈ Nk

. (4.4)
• Regra do vizinhoFinalmente, a regra do vizinho é tal que o elemento da matriz de combinaçãoé dado por:

ck,l =

{
1
nk
, l ∈ Nk

0, l /∈ Nk

, (4.5)



Capítulo 4. Estimação Distribuída 55Outras matrizes de combinação podem ser adotadas, desde que as seguintescondições sejam satisfeitas [52]:
{

C1 = 1

ck,l = 0, l /∈ Nk

, (4.6)em que 1 é um vetor coluna de dimensão K com todos os elementos iguais a um.De�nida a matriz de combinação, os algoritmos clássicos de �ltragem adapta-tiva [53], [54], [55] podem ser aplicados ao contexto de processamento distribuídode sinais. A seguir, será mostrado como, a partir de uma dada matriz de combina-ção, estender os resultados de �ltragem adaptativa clássica para o caso de redes deadaptação.4.2 LMS distribuídoLocalmente, cada nó na rede pode aplicar vários algoritmos adaptativos paraatualizar suas estimativas. Com o objetivo de manter a complexidade computacionalbaixa, é comum utilizar versões do algoritmo LMS no processamento local.Dentre as versões de LMS distribuído, é possível utilizar algoritmos do tipoconsenso, os quais são compostos por uma fase em que os nós realizam as medidase uma outra, em que as estimativas são trocadas. Essa é a abordagem utilizada em[56], [57]. Em contraste, é ainda possível combinar as duas fases em uma única,dando origem aos algoritmos de difusão mostrados em [52], [58], [59], [60] e [51].Em [59], é mostrado que as estratégias de difusão são mais e�cientes do que asestratégias de consenso, no sentido de que o algoritmo de consenso leva a um menorerro de estimação para um dado número de iterações.Nos restringindo às estratégias de difusão, em [52] são apresentadas duas possí-veis alternativas para a implementação do algoritmo. A primeira consiste em, paracada iteração do algoritmo, inicialmente combinar as estimativas obtidas nos nósda rede e depois adaptá-las. Essa estratégia é conhecida como combine-then-adapt(CTA). A outra possibilidade seria primeiro adaptar o algoritmo e depois combinaras estimativas provenientes dos outros nós da rede, dando origem à técnica adapt-then-combine (ATC). Em [59] e [52] é mostrado que a técnica ATC é mais e�ciente
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ψk(n) =

∑

l∈Nk
ck,lφl (n)

e(n) = d(n)−ψk(n)
Tuk(n)

φk(n + 1) = ψk(n) + µke(n)uk(n)Tabela 4.1: Algoritmo LMS distribuído - CTALMS distribuído - ATC
e(n) = d(n)−ψk(n)

Tuk(n)
φk(n + 1) = ψk(n) + µke(n)uk(n)
ψk(n) =

∑

l∈Nk
ck,lφl (n)Tabela 4.2: Algoritmo LMS distribuído - ATCdo que a técnica CTA, principalmente em cenários nos quais o passo de adaptaçãodo algoritmo é pequeno. Uma outra forma de melhorar o desempenho do algoritmoseria promover a troca de medidas entre os nós da rede, além da troca de estimati-vas. Dessa forma, é possível conseguir estimativas menos ruidosas em troca de umaumento na complexidade computacional.Ao longo desse Capítulo, a seguinte notação será utilizada: wopt indica o vetorótimo comum a todos nós que de ser estimado na rede, µk indica o passo de adaptaçãoassociado ao k−ésimo nó da rede, ψk(n) corresponde ao sinal estimado no nó k e

φk(n) corresponde ao vetor obtido pela combinação linear das estimativas geradasnos nós vizinhos ao k−ésimo nó, o sinal regressor no nó k é de�nido como uk(n) eo sinal desejado em cada nó obedece à seguinte relação:
dk(n) = uT

k (n)wopt(n) + ηk(n). (4.7)As versões CTA e ATC do algoritmo LMS por difusão estão mostradas nas Tabelas4.1 e 4.2, respectivamente.A técnica de difusão além de promover uma diminuição do erro quadrático médioe um aumento da velocidade de convergência, também apresenta melhores condiçõesde estabilidade. Esse fato é mostrado em [51], em que os modos da rede são calcu-lados, e conclui-se que a cooperação leva a autovalores da matriz de autocorrelaçãode entrada de menor magnitude o que contribui para a estabilidade do �ltro.



Capítulo 4. Estimação Distribuída 574.2.1 Otimização da escolha do passo de adaptaçãoÉ comum considerar que todos os nós das redes apresentam o mesmo passo deadaptação, i.e., µk = µ, ∀k [51], [60].Todavia, em redes heterogêneas, onde cada nó apresenta uma potência de ruídodiferente, espera-se que os passos de adaptação nos nós das redes também sejamdiferentes.Com o objetivo de responder a essa questão, analisaremos uma rede completa-mente conectada. Nesse caso, a matriz de combinação C deve ser escolhida como:
C =

1

K
11T , (4.8)em que K é o número de nós na rede e 1 é um vetor coluna K-dimensional comtodos os elementos iguais a um.Uma abordagem para analisar a taxa de convergência consiste em introduzir ovetor de erro de coe�cientes da seguinte forma:

ψ̃(n) =
[

ψ̃
T

1 (n) ψ̃
T

2 (n) · · · ψ̃T

K(n)

]T

, (4.9)em que
ψ̃k = ψk −wopt. (4.10)Primeiramente, examinaremos o caso do algoritmo CTA, em seguida será mos-trado que o resultado obtido pode ser facilmente generalizado para o caso ATC.Considerando a versão CTA do LMS distribuído, a seguinte recursão é válida [51]:

E

{

ψ̃(n)
}

= (IMK −DRu)GE

{

ψ̃(n− 1)
}

, (4.11)onde
G = C⊗ IM , (4.12)
D = µ⊗ IM , (4.13)
Ru = IK ⊗R, (4.14)sendo IK é a matriz identidade de dimensão K e E denota o operador de esperança



Capítulo 4. Estimação Distribuída 58estatística. Ainda, o símbolo ⊗ denota o produto de Kronecker, a matriz µ é umamatriz diagonal cujos elementos são os passos de adaptação em cada nó e a matriz
R é a matriz de autocorrelação da entrada R = E

{
uku

T
k

}, que é considerada amesma para todo nó k.A taxa de convergência é determinada pelo raio espectral [51], i.e., a máximamagnitude dos autovalores da matriz A = (IMK −DRu)G.Aplicando algumas propriedades do produto de Kronecker, pode ser mostradoque a matriz A pode ser reescrita como:
A = C⊗ IM − µC⊗R. (4.15)Nas subseções seguintes, analisaremos, em separado, os casos de entrada brancae entrada colorida.Entrada brancaModelando o vetor regressor como um processo estocástico branco de potênciaunitária, a matriz A pode ser reescrita como:
A = (IK − µ)C⊗ IM . (4.16)De�nindo A1 = (IK − µ)C, pode-se notar que os autovalores de A são iguais aosautovalores de A1. Portanto, os raios espectrais de A e A1 são iguais [61].A matriz A1 aplicada a um vetor v com componentes vi, i = 1 · · ·K resultaem:

A1








v1
v2...
vK







=

1

K

K∑

i=1

vi








1− µ1 0 · · · 0
0 1− µ2 · · · 0... ... ...
0 0 · · · 1− µK















1
1...
1







. (4.17)Portanto:

A1








v1
v2...
vK







=

1

K

K∑

i=1

vi








1− µ1

1− µ2...
1− µK








︸ ︷︷ ︸

v0

. (4.18)
Logo, o vetor v0 é um autovetor de A1 associado ao autovalor λ = 1 − 1

K

∑K
i=1 µi.



Capítulo 4. Estimação Distribuída 59Dessa forma, o raio espectral de A é dado por:
ρ = 1− 1

K

K∑

i=1

µi. (4.19)Finalmente, podemos concluir que se a média dos passos for constante, a taxa deconvergência do algoritmo também será constante.Apesar da demonstração acima ser válida para a rede completamente conectada,em que a matriz de conectividade é dada por (4.8), o resultado em (4.19) é aindauma boa aproximação para casos mais gerais, em que C é uma matriz estocásticaqualquer. A �m de ilustrar isso, consideraremos um exemplo com uma rede de 3nós, em que a matriz de combinação é dada por:
C =





c1 c2 1− c1 − c2
1− c1 − c2 c1 c2

c2 1− c1 − c2 c1



 . (4.20)com 0 ≤ c1 ≤ 1 e 0 ≤ c2 ≤ 1 − c1. Duas con�gurações de passo de adaptação coma mesma média são analisadas: µ1 = [0,3 0,1 0,2] e µ2 = [0,39 0,01 0,2]. A Fig. 4.1mostra o raio espectral relativo a matrizes de combinação da forma (4.20). Pode-senotar pela Fig. 4.1 que (4.19) é uma boa aproximação para o raio espectral parauma larga faixa valores de c1 e c2. A expressão teórica perde sua validade se c1 ≈ 1,caso em que a matriz de combinação tende à identidade, o que leva o algoritmo a seaproximar do caso não-cooperativo. Nessa situação, o raio espectral será dado por
ρ = 1 − µmin, sendo que, para a con�guração de passo µ1, tem-se que ρ = 0,9, epara a con�guração de passo µ2, tem-se que ρ = 0,99.Com o objetivo de veri�car a validade da hipótese de rede completamente co-nectada, é necessário analisar os autovalores de A1 = (IK − µ)C.Por de�nição, v = 1 é um autovetor de C associado ao autovalor λ = 1. Por-tanto, tem-se que:

(IK − µ)Cv = (IK − µ)v. (4.21)Nesse ponto, apresenta-se a seguinte Proposição:Proposition 4.2.1 (Decomposição matriz diagonal). Seja D uma matriz diagonal
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Figura 4.1: Raio espectral para as con�gurações de passo µ1 e µ2de dimensão 2M , sendo M ∈ Z, é possível decompor D como:
D =

1

K

K−1∑

k=0

hT
kd · diag {hk}, (4.22)em que d é um vetor coluna cujos elementos são os elementos diagonais de D e hk éa k−ésima coluna da matriz de Walsh-Hadamard H, de�nida recursivamente como:

H2n = H2 ⊗H2n−1 . (4.23)Demonstração. Expandindo o termo hT
k d · diag {hk}, tem-se que:

hT
kd · diag {hk} =

(
K−1∑

q=0

dqhq,k

)








h1,k

h2,k . . .
hK,k







. (4.24)Portanto, o m−ésimo elemento da diagonal de ∑K−1

k=0 hT
kd · diag {hk} é:

{
K−1∑

k=0

hT
kd · diag {hk}

}

m

=

K−1∑

k=0

(
K−1∑

q=0

dqhq,k

)

hm,k. (4.25)Reordenando a ordem do somatório:
{

K−1∑

k=0

hT
kd · diag {hk}

}

m

=

K−1∑

q=0

(
K−1∑

k=0

hm,khq,k

)

dq. (4.26)



Capítulo 4. Estimação Distribuída 61Sabendo que as linhas da matriz de Walsh-Hadamard são ortogonais, conclui-se que:
{

K−1∑

k=0

hT
k d · diag {hk}

}

m

=
K−1∑

q=0

(Kδm,q) dq, (4.27)em que δm,q é a função delta de Kronecker:
δm,q =

{

1, m = q

0, m 6= q
. (4.28)Finalmente:

dm =
1

K

{
K−1∑

k=0

hT
kd · diag {hk}

}

m

. (4.29)
Aplicando o resultado acima, a matriz (IK − µ) pode ser reescrita como:

(IK − µ) = 1

K

K−1∑

k=0

hT
kd · diag {hk} , (4.30)em que d é um vetor coluna cujos elementos são os elementos diagonais de (IK − µ).Como a primeira coluna da matriz de Walsh-Hadamard é dada por 1, (IK − µ)ainda pode ser expressa como:

(IK − µ) =
{

1

K

K−1∑

k=0

dk

}

IK +
1

K

K−1∑

k=1

hT
kd · diag {hk} . (4.31)Além disso, é importante notar que as demais colunas da matriz de Walsh-Hadamard são compostas por K/2 elementos iguais a 1 e K/2 elementos iguais a

−1. Portanto, os termos da forma hT
k d para k ≥ 1 são compostos por diferenças determos dk. Lembrando que dk = 1−µk, conclui-se que se µk � 1, a relação seguinteé válida:

hT
0 d =

K−1∑

k=0

dk � hT
kd, k ≥ 1. (4.32)Finalmente, pode-se aproximar (4.21) como:

(IK − µ)v ≈
(

1

K

K−1∑

k=0

1− µk

)

v. (4.33)Portanto, observa-se que 1 − µ aproxima bem o raio espectral de (IK − µ)C,



Capítulo 4. Estimação Distribuída 62mesmo em casos em que a rede não é completamente conectada. É importanteenfatizar que a aproximação é diretamente ligada à hipótese µk � 1. Quanto maioro valor do passo de adaptação em cada nó da rede, pior a aproximação.Esse resultado pode ser veri�cado se considerarmos uma rede comK nós e matrizde combinação dada por:
C = (1−Kα) IK + α11T , (4.34)em que 0 ≤ α ≤ 1

K
. Se o parâmetro α = 0, essa combinação tende ao modo não-cooperativo. Por outro lado, se α = 1

K
, a combinação equivale ao modo totalmenteconectado.A Fig. 4.3 mostra o raio espectral associado às redes cujas matrizes de combi-nação dadas por (4.34) e com os passos de adaptação mostrados na Fig. 4.2. Épossível notar que o raio espectral é, de fato, bem aproximado por (4.19). É aindainteressante notar que a aproximação é melhor para redes com mais nós.Resta ainda analisar como o valor do passo de adaptação impacta na aproximaçãoproposta. Para tanto, o tamanho da rede é �xado em K = 36 e o raio espectral écalculado para diferentes valores de passo de adaptação. O resultado está mostradona Fig. 4.4. A curva em azul, corresponde ao raio espectral calculado considerandoa con�guração de passo mostrada na Fig. 4.2. As demais curvas correspondem aversões escalonadas da mesma con�guração de passo. Os resultados indicam que aaproximação é melhor para valores pequenos de passo de adaptação, conforme jáera esperado.Entrada coloridaNesse caso, consideramos uma entrada colorida com matriz de correlação dadapor: R = UΛUH , em que U é uma matriz unitária e Λ é uma matriz diagonal comelementos Λ(k, k) = λk.O raio espectral da matriz A, nesse contexto, é dado por:

ρ = 1− λmin
1

K

K∑

i=1

µi. (4.35)
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Figura 4.4: Raio espectral relativo às matrizes descritas por (4.34) para diferentescon�gurações de passo. O valor teórico está indicado pela curva tracejada.A �m de provar (4.35), note que a matriz RU pode ser decomposta em RU =

(IK ⊗U) (IK ⊗Λ)
(
IK ⊗UH

). Portanto, podemos escrever A como:
A =

(
IMK −D (IK ⊗U) (IK ⊗Λ)

(
IK ⊗UH

))
G. (4.36)Nesse ponto, utilizaremos a seguinte propriedade relativa ao produto de Kronecker:

(M1 ⊗M2) (M3 ⊗M4) = M1M3 ⊗M2M4, (4.37)em que M1, M2, M3 e M4 são matrizes com dimensões que permitem os produtos
M1M3 e M2M4. Aplicando a propriedade (4.37), e lembrando que D = µ⊗ IM e
G = C ⊗ IM , as seguintes igualdades são válidas:

D (IK ⊗U) = (IK ⊗U)D, (4.38)
(
IK ⊗UH

)
G = G

(
IK ⊗UH

)
. (4.39)Portanto, a matriz A pode ser reescrita como:

A = (IK ⊗U)EG (IK ⊗U)H , (4.40)
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Figura 4.5: Raio espectral para as con�gurações de passo µ1 e µ2 para o caso deentrada colorida.em que E é uma matriz diagonal dada por:
E = IKM −D (IK ⊗Λ) . (4.41)Pode-se notar que os vetores da seguinte forma:

v = [0k−1 1− µ1λk 0M−k · · · 0k−1 1− µKλk 0M−k]
T (4.42)são autovetores associados à matriz EG e que seus respectivos autovalores são dadospor 1− λk

1
K

∑K
i=1 µi. Os demais (K − 1)M autovalores de EG são nulos, uma vezque C = 1

K
11T apresenta K − 1 autovalores nulos. Portanto, o raio espectral damatriz A é de fato dado por (4.35).A eq. (4.35) mostra que, de modo análogo ao caso de entrada branca, a taxa deconvergência permanece a mesma se a média dos passos de adaptação de cada �ltroda rede permanecer constante. Para ilustrar esse resultado, considere um exemploem que a primeira linha da matriz de autocorrelação é dada por r = [1 0,2 0,4, 0,1].Assim como no caso de entrada branca, iremos analisar uma rede de três nós ematriz de combinação dada por (4.20). A Fig. 4.5 mostra o raio espectral em funçãodos parâmetros da matriz de combinação. Pode-se notar que a expressão teórica em(4.35) é uma boa aproximação para várias escolhas da matriz de combinação.
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Figura 4.6: Rede de difusão
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Figura 4.7: Histograma do raio espectral da matriz A para con�gurações de passosorteadas a partir de uma distribuição uniforme com média normalizada µ = 0,01É ainda interessante analisar cenários mais realistas em que redes de sensorescom mais nós são empregadas. Para tanto, o raio espectral da matriz A associadoà rede mostrada na Fig. 4.6 é calculado para diferentes con�gurações de passo deadaptação. Cada con�guração de passo é sorteada a partir de uma distribuição deprobabilidade uniforme e normalizada para que a média dos passos seja constante.Considerou-se que o vetor regressor é colorido com função de autocorrelação dadapor r(n) = 0,7|n|. O histograma dos valores de raio espectral obtidos com essecenário está mostrado na Fig. 4.7. A partir desse resultado, pode-se notar que ohistograma do raio espectral é muito próximo de um impulso localizado no valorteórico calculado a partir da hipótese de rede completamente conectada.



Capítulo 4. Estimação Distribuída 67Generalização para o algoritmo ATCCabe observar que todo o desenvolvimento apresentado nessa subseção tambémse aplica ao caso do algoritmo do tipo ATC. A inversão na ordem de realização doalgoritmo, leva à seguinte equação de recursão da média:
E

{

ψ̃(n)
}

= G (IMK −DRu)E
{

ψ̃(n− 1)
}

. (4.43)Logo, a matriz de sistema passa ser dada por:
AATC = G (IMK −DRu) . (4.44)Reescrevendo as matrizes Ru e D e G em função das matrizes R e µ e C, respec-tivamente, temos que:
AATC = C (I− µ)⊗R. (4.45)Utilizando a decomposição dada em (4.31) e tomando apenas o termo dominante,concluímos que a matriz AATC pode ser aproximada por:

AATC ≈ C

(

1− 1

K

K∑

k=1

µk

)

⊗R, (4.46)de onde concluímos que a aproximação da matriz de sistema AATC é a mesma aaproximação da matriz A. Portanto, o comportamento da média do vetor de errode estimação é o mesmo para ambos os algoritmos e, como consequência, a velocidadede convergência também é a mesma no caso dos algoritmos ATC e CTA.4.2.2 Con�guração ótima de passo de adaptaçãoO desempenho do algoritmo adaptativo é frequentemente avaliado em termos doMSD (do inglês, Mean Square Deviation), de�nido como:
MSD =

1

K

K∑

k=1

E

{∥
∥
∥ψ̃k

∥
∥
∥

2
}

. (4.47)Na Seção anterior, foi mostrado que se a média dos passos for constante, a taxade convergência é também constante. Então, cabe perguntar, dada tal restrição,qual con�guração de passos minimiza o MSD. É a resposta a tal pergunta que será
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con"guração ótima de passoFigura 4.8: MSD para diferentes con�gurações de passo de adaptaçãomostrada nesta Seção.Para analisar essa questão, será considerada uma rede com três nós, assim comofeito na Seção anterior. Como parâmetros de simulação, a potência do vetor deentrada é mantida constante para todos os nós e a potência de ruído de medida emcada nó é dada por: σ2

η
= [0,2 0,04 0,06]. Fixando o passo médio em µ = 0,03,variou-se os passos de adaptação para os nós 1 e 2. Os valores de MSD em regimeobtidos para cada con�guração de passo estão indicados na Fig. 4.8. A partir dela,pode-se notar que o valor mínimo de MSD é alcançado para a con�guração de passo

µ1 ≈ 0,01, µ2 ≈ 0,05 e, consequentemente, µ3 ≈ 0,03. Em função desse resultado,conjectura-se que a con�guração ótima de passos de adaptação deve obedecer àseguinte condição:
σ2
η,1µ1 = σ2

η,2µ2 = · · · = σ2
η,KµK . (4.48)Com o objetivo de veri�car se esse fato ocorre em qualquer contexto, determina-remos qual a distribuição ótima de passo de adaptação para uma dada velocidadede convergência �xada. Para determinarmos a condição ótima de passo, no Lema4.2.1 propomos uma expressão simpli�cada para o MSD da rede adaptativa.Lema 4.2.1 (Expressão aproximada para o MSD). Os MSD em regime associa-dos aos algoritmos LMS-CTA e LMS-ATC, denotados respectivamente por MCTA e

MATC de uma rede adaptativa com K nós e vetor regressor de comprimento M é
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MCTA =

1

K

K∑

n=1

M∑

m=1

λu(m)

1− (λc(n)(1− µλu(m)))2

K∑

k=1

µ2
kσ

2
η,k, (4.49)

MATC =
1

K

K∑

n=1

M∑

m=1

λ2
c(n)λu(m)

1− (λc(n)(1− µλu(m)))2

K∑

k=1

µ2
kσ

2
η,k. (4.50)Demonstração. Ver apêndice B.Lembrando que os autovalores da matriz C são tais que λc(n) ≤ 1, ∀n, a análisede (4.49) e (4.50) leva à conclusão de que MATC ≤ MCTA, como já observado em[59].Para ilustrar a validade dessa aproximação, é interessante observar as Figs. 4.10e 4.11. Esses resultados mostram a aproximação de MSD comparada com a soluçãoreal da equação de Lyapunov tanto para a versão CTA quanto para a versão ATC.O MSD foi calculado considerando que os passos de adaptação e as potências doruído são aqueles mostrados na Fig. 4.9 e a matriz de combinação é a indicada em(4.34). A in�uência do tamanho da rede é avaliada na Fig. 4.10, enquanto que ain�uência da magnitude dos passos de adaptação está mostrada na Fig.4.9. Por essesresultados, observa-se que a aproximação é melhor para redes com mais nós e parapassos de adaptação de pequena magnitude. Além disso, nota-se que a diferença dedesempenho entre os algoritmo ATC e CTA diminui para passos pequenos e pararedes com menos nós.A �m de compreender melhor como o algoritmo ATC se relaciona com o CTA,o MSD de cada algoritmo foi comparado para diversas con�gurações de passo deadaptação médio e valor de α para a matriz de conectividade mostrada em (4.34).Os resultados relativos a redes com K = 12 e K = 36 nós estão mostrados nasFigs. 4.12 e 4.13, respectivamente. A análise dos resultados mostra que, em ambosos casos, se o passo médio for pequeno, as duas versões do LMS distribuído sãoequivalentes em termos de desempenho. Para o caso da rede com K = 12 nós, se opasso médio for cerca de µ = 10−2, a diferença de desempenho entre eles é inferior a

1 dB, independentemente do grau de conectividade da rede. Já para o caso da redecom K = 36 nós, notamos que o passo médio precisa ser inferior a µ = 5 · 10−2 para
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Figura 4.9: Potência do ruído e passo de adaptação em cada nó da rede.
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
10

−4

10
−3

10
−2

 

α

10log10 (MAT C ) − 10 log
10

(MCT A) K = 12

 

µ

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

Figura 4.12: Comparação de desempenho entre as versões CTA e ATC do algoritmoLMS, considerando redes com K = 12 nós, vários valores de passo médio e matrizesde conectividade dadas por (4.34).A partir das expressões para MSD fornecidas por esse lema, podemos encontrara distribuição ótima para os passos de adaptação em cada nó da rede como descrita



Capítulo 4. Estimação Distribuída 72

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
10

−4

10
−3

10
−2

 

α

10log10 (MAT C ) − 10 log
10

(MCT A) K = 36

 

µ

−6

−5

−4

−3

−2

−1

Figura 4.13: Comparação de desempenho entre as versões CTA e ATC do algoritmoLMS, considerando redes com K = 36 nós, vários valores de passo médio e matrizesde conectividade dadas por (4.34).na seguinte Proposição:Proposition 4.2.2 (Distribuição ótima de passo de adaptação). Para um dadopasso de adaptação médio µ, o passo de adaptação em cada nó deve ser dado por:
µi =

µ

σ2
η,i

harm(σ2

η
), (4.51)em que harm(σ2

η) representa a média harmônica do vetor de potência de ruído:
harm(σ2

η
) =

1
1
K

∑K
k=1

1
σ2
η,k

. (4.52)Demonstração. Eliminando os termos constantes em (4.49) e (4.50) relativos aospassos de adaptação, a con�guração ótima de passo de adaptação será dada pelasolução do seguinte problema de otimização:minimizar
µ=[µ1 µ1 ··· µK ]

K∑

k=1

µ2
kσ

2
η,ksujeito a 1

K

K∑

k=1

µk = µ

.
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L (µ, l) =

K∑

k=1

µ2
kσ

2
η,k + l

(

1

K

K∑

i=1

µi − µ

)

. (4.53)Igualando o gradiente do lagrangiano a zero, temos que a seguinte relação precisaser obedecida:
∂

∂µk
L (µ, l) = 0 → µk = − l

2Kσ2
k

. (4.54)Aplicando (4.54) na equação de restrição, obtém-se (4.51).É interessante e importante observar que esse é um resultado que não dependeda matriz de correlação do sinal de entrada. Esse problema de otimização é o mesmoresolvido em [62], no qual foi considerada uma rede LMS do tipo incremental comentrada branca.4.2.3 Estimação do passo de adaptação ótimoNa Seção anterior, a con�guração ótima de passo do adaptação foi determinadapara uma dada con�guração da potência do ruído nos nós da rede. Analisando (4.54),entretanto, observa-se que a con�guração ótima de passo de adaptação depende doconhecimento da potência do ruído em todos os nós da rede. Com o objetivo desuperar essa limitação, é proposta uma técnica para esta �nalidade, cujo princípioé que cada nó difunda também a sua própria estimativa de potência de ruído.A potência do ruído pode ser estimada diretamente a partir do erro quadráticomédio (MSE) em cada um dos nós. A variância da estimativa da potência do ruídopode ser deduzida através da aplicação de um �ltro de média móvel na estimativada MSE:
σ̂2
η,k(n) =

1

N

N−1∑

r=0

|ek(n− r)|2, (4.55)em que N é a ordem do �ltro.A estimativa da potência do ruído no nó k, então, é passada para os nós emsua vizinhança. Se a rede não for completamente conectada, será necessário maisde uma iteração até que a estimativa seja passada para todos os nós da rede, sendo
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Figura 4.14: Rede de difusãoque, no pior caso, seriam necessárias K−1 iterações. Por essa razão, a con�guraçãodos passos de adaptação em cada nó é atualizada apenas a cada K − 1 iterações.A partir da estimativa da potência do ruído em cada nó dada em (4.55), o passode adaptação em cada um dos nós é dado por:
ĥarm(σ2

η) =
1

1
K

∑K−1
k=0

1
σ̂2
η,k(n)

, (4.56)
µk(r : r +K − 2) = min

{

µmax, µ
ĥarm(σ2

η
)

σ̂2
η,k(n)

}

, (4.57)em que µk(r : r +K − 2) representa o passo de adaptação relacionado ao nó k daiteração r a r +K − 2 e µmax é o passo máximo que deve ser atribuído a cada nó a�m de evitar divergência do algoritmo.O sistema de atribuição de passos adaptativos é testado para a rede mostradana Fig. 4.14. A potência de ruído, assim como o passo ótimo relativo a cada nó darede, estão mostrados na Fig. 4.15. Na Fig. 4.16 está apresentada a estimativa damédia harmônica das potências de ruído dos nós da rede. De fato, pode-se observarque a estimativa converge para o valor real representado na linha pontilhada na Fig.4.16. Na Fig. 4.17, é mostrado o passo de adaptação para cada um dos nós na rede.A partir desse resultado, é possível concluir que os passos de adaptação calculadosa partir das estimativas da potência de ruído convergem para o valor ótimo, comoesperado.
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Figura 4.15: Potência de ruído e passo de adaptação ótimo associado a cada nó darede mostrada na Fig. 4.14.
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Figura 4.17: Passo adaptado considerando a rede mostrada na Fig. 4.14 com po-tência de ruído mostrada na Fig. 4.15.4.2.4 Resultados de simulaçãoNessa Seção, nós corroboraremos os resultados teóricos apresentados nas seçõesanteriores com alguns resultados de simulação.Primeiramente, será considerada a rede de K = 12 nós mostrada na Fig. 4.14.No primeiro cenário de simulação, é considerado que a entrada é branca de potênciaunitária. O vetor a ser estimado apresenta M = 5 coe�cientes iguais e potênciaunitária, i.e., wopt = [1, 1, · · · 1] /
√
M .A potência de ruído em cada um dos nós está indicada na Fig. 4.15. O passo deadaptação médio foi �xado em µ = 0,01 e cada passo individual ótimo foi calculadode acordo com (4.51) e mostrado na Fig. 4.15.Para esse valor de passo de adaptação médio, o desempenho das versões ATC eCTA do algoritmo é aproximadamente o mesmo como mostrado na Fig. 4.18. Esseresultado mostra que, para esse cenário de conectividade e passo de adaptação médio,não há diferença de desempenho signi�cativo entre as duas versões do algoritmo.Assim, usaremos apenas o ATC nas demais simulações, mas pode-se esperar queresultados similares sejam encontrados para o algoritmo CTA.A Fig. 4.19 mostra o MSD para esse cenário de simulação. O MSD foi estimado apartir da média de 100 realizações independentes de medidas instantâneas de MSD,
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MSD(n) =

1

K

K∑

k=1

‖ψk(n)−wopt‖2. (4.58)Cada uma das várias curvas de MSD apresentadas na Fig. 4.19 corresponde a umacon�guração de passo de adaptação diferente, sorteada a partir de uma distribuiçãouniforme e normalizada para garantir um passo de adaptação médio de µ = 0,01. Oprimeiro ponto importante a ser observado é que a taxa de convergência, de fato, semantém constante, mesmo que a rede não seja completamente conectada. Pode-setambém notar que a con�guração de passo de adaptação que leva ao menor valor deMSD é aquela mostrada na Fig. 4.15. Além disso, é importante enfatizar que o valormínimo de MSD dado por (4.50) é uma boa aproximação para o valor mínimo deMSD atingido tanto para o caso em que a rede é completamente conectada quantopara o caso da rede apresentada na Fig. 4.14. Um outro fator importante a seranalisado é que o sistema com passo adaptativo mostrado na Seção 4.2.3 apresentadesempenho muito próximo ao encontrado com a con�guração ótima do passo deadaptação.Além do caso com entrada branca, também foram feitas simulações para o casocom entrada colorida. Nesse cenário, considerou-se que o vetor regressor de entrada



Capítulo 4. Estimação Distribuída 78

0 500 1000 1500
−50

−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

 

 

M
A

T
C

i

µοpt
−CC

µοpt

µ adaptativo

valores teóricos

Figura 4.19: MSD para diferentes con�gurações de passo �xando µ = 0,01, entradabranca e rede mostrada na Fig. 4.14.
uk foi modelado como um processo autoregressivo com função de autocorrelaçãodada por r(n) = 0,7|n|.Os resultados estão mostrados na Fig. 4.20, a partir dos quais pode-se notarque a taxa de convergência é também constante para o caso de entrada colorida,mesmo que a rede não seja completamente conectada. Além disso, nota-se que ovalor mínimo de MSD é alcançado quando o valor do passo de adaptação é tambémescolhido de acordo com (4.51).A seguir, será analisado o impacto do número de nós na rede a partir das simula-ções de uma rede com 24 nós mostrada na Fig.4.21. A potência de ruído para cadanó é apresentada na Fig.4.22 que também mostra os passos de adaptação ótimosdados por (4.51) para cada nó da rede.Os resultados mostrados na Fig. 4.23 são relativos ao caso em que o vetor regres-sor é branco. Analisando os resultados, nota-se que a velocidade de convergência doalgoritmo é aproximadamente a mesma, dado que a média dos passos é constante.Observa-se também a validade da expressão dada por (4.50) para a aproximaçãoda MSD em regime. Note que a degradação em termos de MSD, no caso em que arede é a apresentada na Fig. 4.21 em relação ao caso completamente conectado, émaior do que no caso da rede dada na Fig. 4.14. Conclusões semelhantes podem
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Figura 4.20: MSD para diferentes con�gurações de passo �xando µ = 0,01, entradacolorida e rede mostrada na Fig. 4.14.ser extraídas da análise dos resultados relativos à entrada colorida e mostrados naFig. 4.24.
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Figura 4.21: Rede de difusão com 24 nós.
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Capítulo 4. Estimação Distribuída 824.3 Set-membership distribuídoNa Seção anterior, apresentamos como determinar adaptativamente os parâme-tros ótimos de um algoritmo do tipo LMS distribuído em situações nas quais cada nóda rede encontra-se em diferentes condições de relação sinal-ruído. Tal estimação,acarreta um aumento da complexidade computacional. Nesta Seção, mostraremosque uma outra classe de algoritmos naturalmente combate a in�uência de nós comalta potência de ruído na rede sem apresentar um acréscimo no custo computacional.Trata-se dos algoritmos do tipo set-membership (SM) [63].A característica principal dos algoritmos do tipo SM diz respeito ao fato de quea solução fornecida pelo o algoritmo não ser única. Todos os elementos do chamadoconjunto viável (do inglês, feasible set) é admitida como uma possível solução doalgoritmo. Dessa forma, a taxa de atualização do algoritmo é menor do que a de umalgoritmo adaptativo clássico. Essa é uma estratégia especialmente interessante nocaso em que o consumo de energia é um parâmetro crítico do sistema, assim comoocorre no caso em redes de sensores.Aplicando a estratégia SM no processamento local do sistema, a adaptação ocorresempre que o erro de estimação no nó for maior que um determinado limiar, γ. Dessaforma, pode-se analisar o algoritmo SM como um algoritmo de passo variável:
µk(n) =

{

0, |ek(n)| > γk

µ0

(

1− γ
|ek(n)|

)

, c.c.
, (4.59)em que γ é uma constante que de�ne o valor de erro mínimo necessário para aadaptação do algoritmo. Em geral, a constante γ é expressa na forma γ =

√

τσ2
η,k,em que τ é uma constante positiva. Se a constante γ for de�nida dessa forma, aprobabilidade de atualização do algoritmo é independente da potência de ruído. Nocontexto de estimação distribuída em que os nós das redes apresentam diferentespotências de ruído, é interessante que os nós mais ruidosos apresentem uma menorprobabilidade de atualização. A seguir, será mostrado que o algoritmo apresentaessa característica se a constante γ for de�nida como γ = τkσ

2
η,k.Assim, note que o algoritmo será atualizado com a seguinte probabilidade no
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Pup(k, n) = Pr {|ek(n)| > γk} . (4.60)Como, nesta Seção, estamos assumindo que não há qualquer conhecimento a pri-ori das potências de ruído nos demais nós da rede, iremos assumir que as constantes

τk são as mesmas para todos os nós da rede i.e., τk = τ, ∀ k.Dessa forma, assumindo que o erro de estimação em cada nó apresenta distribui-ção de probabilidade aproximadamente gaussiana, as probabilidades de atualizaçãoserão dadas por:
Pup(k, n) = Pr {|ek(n)| > γk} = 2Pr

{
ek(n) > τσ2

η,k

}
= 2Q

(
τσ2

η,k

σe(n),k

)

, (4.61)em que σ2
e(n),k corresponde à variância do erro no nó k e no instante n e Q(x) é afunção erro de�nida como:

Q(x) =
1√
2π

∫ ∞

x

exp

(

−t2

2

)

dt. (4.62)Em regime, podemos aproximar σ2
e(n),k por σ2

η,k, a seguinte expressão aproximadapara a probabilidade de atualização é obtida:
Pup(k) ≈ 2Q (τση,k) . (4.63)Como a função Q(x) é monotonicamente decrescente, os nós sujeitos à maior potên-cia de ruído apresentarão uma taxa de atualização mais baixa. Portanto, em média,contribuirão menos para a estimativa geral da rede.Como exemplo, consideremos mais uma vez a rede mostrada na Fig. 4.14. Anali-saremos os algoritmos LMS e sua versão SM (SM-LMS) considerando que a potênciaem cada nó da rede é dada por:

σ2
η,k = σ2

η exp (−αk)K
1− exp(−α)

1− exp(−Kα)
0 ≤ k ≤ K − 1, (4.64)em que K é o número de nós da rede, α é uma constante real positiva e σ2

η é apotência média de ruído nos nós da rede.Note que se α = 0, todos os nós da rede apresentam a mesma potência de ruído
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Figura 4.25: Comparação de desempenho entre os algoritmos LMS e SM-LMS,considerando que a potência de ruído em cada nó da rede é a mesma.
σ2
η,k = σ2

η ∀ k. Quanto maior o valor de α, mais desigual é a distribuição de potênciade ruído na rede.O passo de adaptação do algoritmo LMS foi �xado em µ = 0,034 para todos osnós da rede. Já para o algoritmo SM-LMS, o parâmetro µ0 foi �xado em µ0 = 0,05e o parâmetro τ foi �xado em τk = τ = 2. Esses parâmetros foram escolhidos demodo que o MSD em regime fosse o mesmo para os dois algoritmos, para o casoem que a potência de ruído é a mesma em todos os nós da rede, i.e., α = 0. Osresultados estão mostrados na Fig. 4.25, onde se pode notar que o desempenho dosdois algoritmos é praticamente equivalente.No caso em que os nós apresentam diferentes potências de ruído, o algoritmo SM-LMS mostra uma clara vantagem em relação ao LMS como indicado nos resultadosapresentados na Fig 4.26. O ganho de desempenho é crescente em relação ao parâ-metro α, o que mostra que o algoritmo SM-LMS realmente é uma boa alternativaao LMS no contexto em que a distribuição de potência é desigual.A Fig. 4.27 mostra a probabilidade de atualização em função da potência deruído em cada nó da rede. Note que a estimativa de probabilidade de detecçãoobtida por simulação coincide com a aproximação dada por (4.63).Além do ganho de desempenho, deve-se destacar a menor complexidade compu-tacional envolvida na implementação do algoritmo SM-LMS em comparação com o
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Capítulo 4. Estimação Distribuída 86LMS [55], já que o algoritmo atualiza apenas em algumas iterações.4.3.1 Set-membership distribuído com redução de feedbackA ideia que fundamenta os algoritmos do tipo set-membership também pode seraplicada a �m de reduzir a troca de informações na rede, de forma semelhante aofeito em [65] no algoritmo SM-LMS com feedback reduzido, o qual será denotadopor RF-SM-LMS. Em [65], antes de enviar a estimativa aos nós vizinhos, cada nórealiza um teste de modo a avaliar se a estimativa será relevante para o seu vizinho.Para tanto, se de�ne o conjunto:
Hl(n) =

{
φ |

∣
∣dl(n)− ul(n)

Tφ
∣
∣ < γfb,l

}
. (4.65)em que γfb,l é o limiar que determina se é necessário enviar a informação. Se φk(n) ∈

Hl(n), signi�ca que a estimativa φk(n) não é relevante para o nó l e, por essa razão,ela não deve ser transmitida ao nó l.Observe que essa abordagem realmente diminui a taxa de ocupação de canal,todavia requer o conhecimento dos pares {ul(n), dl(n)} ∀l ∈ Nk. Neste trabalho,entretanto, assumimos que as únicas informações trocadas entre os nós são as esti-mativas. Por essa razão, se faz necessário de�nir um outro critério para decidir se aestimativa deve ser enviada aos nós vizinhos. Nesse contexto, de�nimos um critériolocal baseado apenas no par {uk(n), dk(n)}. O nó k transmitirá sua estimativa aovizinho se o erro de estimação for acima de um limiar local γloc
fb,k.A Fig. 4.28 foi gerada considerando que a potência de ruído em cada nó darede é dada por (4.64) com o parâmetro α = 1. O passo de adaptação foi �xadoem µ = 0,045 para o algoritmo LMS e µ = 0,075 para os algoritmos SM-LMS eRF-SM-LMS. O limiar local foi de�nido como γloc

fb,k =
√

τ locfb,kση, com τ locfb,k = 0,2.A análise dos resultados mostra que o desempenho do algoritmo RF-SM-LMS élevemente inferior em relação ao do algoritmo SM-LMS. A grande vantagem do usodo algoritmo RF-SM-LMS é que houve troca de informações entre os nós da rede emapenas 72,7% das iterações. Todavia, é importante enfatizar que ambas as versõesdo tipo set-membership apresentam desempenho superior em relação ao LMS em
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Figura 4.28: Comparação de desempenho entre os algoritmos LMS, SM-LMS e suaversão com feedback reduzido RF-SM-LMS.termos de velocidade de convergência e custo computacional.4.4 ConclusõesNeste capítulo, foram estudadas técnicas de estimação distribuída fundamenta-das em algoritmos adaptativos clássicos. Focando no algoritmo LMS distribuído,foi mostrado que a taxa de convergência do algoritmo é determinada pela médiaaritmética dos passos de adaptação do algoritmo aplicado em cada nó da rede. Foimostrado também, para uma taxa de convergência �xada, como determinar o passode cada nó do algoritmo a �m de minimizar a MSD.Também foi analisada a aplicação de algoritmos do tipo set membership no con-texto distribuído e mostrou-se que essa abordagem é especialmente adequada nocaso de redes heterogêneas como mostrado em [11].





Capítulo 5Detecção Distribuída
No Capítulo anterior, abordou-se o problema de estimação distribuída aplicandoalgoritmos clássicos de �ltragem adaptativa. No contexto de rádio cognitivo, maisespeci�camente no problema de sensoriamento espectral, algoritmos de detecção sãomais relevantes do que algoritmos de estimação. Este Capítulo será dedicado a esseúltimo problema, o qual será abordado em três cenários distintos. No primeiro caso,abordado na Seção 5.1, consideraremos que há conhecimento completo do sinal envi-ado pelo usuário primário e do canal entre o usuário primário e o usuário secundário.No segundo caso, discutido na Seção 5.2, consideraremos que há conhecimento ape-nas do sinal enviado pelo usuário primário. Finalmente, consideraremos o caso maisgeral no qual o usuário secundário não dispõe de nenhuma informação do sinal dousuário primário.5.1 Técnicas baseadas em �ltro casadoEm [52], são aplicados algoritmos supervisionados distribuídos, mais especi�ca-mente, variantes do LMS distribuído, no contexto de detecção distribuída. Como objetivo de aplicar tais técnicas de estimação por difusão no contexto de rádiocognitivo [66], considera-se o mesmo modelo já estudado na descrição do algoritmoLMS distribuído no Capítulo 4:

dk(n) = uk(n)
Twopt(n) + zk(n), (5.1)
89



Capítulo 5. Detecção Distribuída 90em que zk(n) ∼ N(0, σ2
z,k) corresponde à parcela de ruído e wopt(n) pode assumirum dos seguintes valores:

wopt(n) =

{

0, H0

ws(n), H1

. (5.2)Após a aplicação do algoritmo LMS distribuído, o vetor wk(n) é estimado na
n−ésima iteração pelo nó k e a seguinte estatística de teste é gerada [14]:

T = Re
{
wH

s wk(n)
}
. (5.3)Com tal estatística, o teste de hipóteses é aplicado e, através do limiar λ, étomada a decisão entre as hipóteses H0 e H1.Ainda em [66], a detecção distribuída é aplicada no contexto de rádio cogni-tivo. Para tanto, considerando que o sinal transmitido pelo usuário primário é dadopor s(n), o sinal recebido pelo k-ésimo usuário secundário pode ser modelado peloseguinte teste de hipóteses:

{

H0 : yk(n) = ηk(n),

H1 : yk(n) = rk(n) + ηk(n).
(5.4)em que rk(n) é escrito em termos da matriz de convolução do canal:

rk(n) = Hks(n), (5.5)em que Hk, para um canal de comprimento L, é dada por:
Hk =








hk(0) hk(1) · · · hk(L− 1) · · · 0
0 hk(0) · · · hk(L− 1) · · · 0... ... ... ...
0 0 · · · hk(0) · · · hk(L− 1)







. (5.6)A estatística de teste é obtida através de detecção coerente em cada nó. Com oobjetivo de tornar esse problema idêntico ao problema mostrado em (5.1) e (5.2),



Capítulo 5. Detecção Distribuída 91[66] de�ne a seguinte mudança de variáveis:
dk(n) =

sH(n)HH
k y(n)

‖Hks(n)‖
, (5.7)

uk(n) =
sH(n)HH

k Hk

‖Hks(n)‖
, (5.8)

wopt = s(n), (5.9)
zk(n) =

s(n)HHH
k ηk(n)

‖Hks(n)‖
. (5.10)Uma limitação dessa abordagem é que o vetor de sinal wopt não pode depen-der do tempo. Em [66], argumenta-se que essa condição é encontrada em sistemasem que wopt corresponde a uma sequência de símbolos pilotos repetidos periodica-mente, por exemplo. Esta di�culdade pode ser contornada se o teste de hipótesesfor interpretado da seguinte forma:

uk(n) = Hks(n), (5.11)
dk(n) =

n∑

q=n−M+1

yk(q) = uk(n)
Twopt + η(n), (5.12)em que: {

H0 : wopt = 0

H1 : wopt = 1
. (5.13)Observe que utilizando as transformações mostradas em (5.11), (5.12) e (5.13) nãoé necessário que o vetor de sinal apresente qualquer tipo de periodicidade.Com o objetivo de aplicar os resultados do Capítulo 4 e calcular qual deveria sera distribuição ótima de passo de adaptação da rede em termos de MSD, nesse pontoserá feita a restrição de que o canal apresenta um único percurso, i.e., L = 1.No caso em que a entrada é branca, a matriz de convolução do canal assume aforma:

Hk = hkIM . (5.14)Logo, a matriz de autocorrelação do sinal de entrada, uk(n) será dada por:
Ruk = |hk|2σ2

sIM . (5.15)Seguindo o mesmo desenvolvimento abordado no Capítulo 4, pode-se veri�car



Capítulo 5. Detecção Distribuída 92que a análise de média leva à conclusão de que, se os passos de adaptação em cadarádio cognitivo satisfazem a condição:
K∑

k=1

|hk|2µk = µ, (5.16)em que µ é uma constante, a taxa de convergência do algoritmo é a mesma paraquaisquer que sejam os passos em cada rádio cognitivo.Além disso, de modo semelhante ao mostrado no Capítulo 4, pode-se veri�carque no caso de detecção com algoritmo ATC, o MSD será dado por:
M ≈ S

1

K

K∑

k=1

|hk|2µ2
kσ

2
η,k, (5.17)em que S é um termo constante que depende apenas da média dos passos de adap-tação:

S =

K∑

k=1

M∑

m=1

λu(m)λ2
c(n)

1− [λc(n)(1− µλu(m))]2
. (5.18)Portanto, dada uma taxa de convergência constante, a con�guração de passo queminimiza o MSD será dado pela solução do seguinte problema de otimização:minimizar

µ=[µ1 µ1 ··· µK ]

K∑

k=1

|hk|2µ2
kσ

2
η,ksujeito a K∑

k=1

µk|hk|2 = µ

.Este problema pode ser resolvido por multiplicadores de Lagrange, de modosemelhante ao já detalhado no Capítulo 4, tendo como solução:
µopt(k) =

µ

σ2
η,k

∑K
k=1

|hk|2

σ2
η,k

. (5.19)Como exemplo, consideraremos a rede com K = 6 rádios cognitivos mostradana Fig. 5.1. A SNR em cada rádio cognitivo está mostrada na Tabela 5.1.CR 1 2 3 4 5 6SNR (dB) 1 −4 −10 −5 2 −8Tabela 5.1: SNR em cada rádio cognitivo na rede da Fig. 5.1.
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Figura 5.1: Rede com K = 6 rádios cognitivos
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Figura 5.2: Comparação de desempenho em termos de MSD entre o sistema compassos de adaptação iguais em todos os nós e o sistema com passo otimizadoConsiderando que o canal entre cada rádio cognitivo é do tipo Rayleigh com
L = 1 trajeto, pode-se estimar o passo de adaptação ótimo de acordo com (5.19).A Fig. 5.2 mostra a comparação entre o MSD médio da rede considerando doisdiferentes contextos considerando a matriz de combinação de�nida a partir da RegraMetropolis. No primeiro caso, o passo de adaptação é o mesmo em todos os nós.Já no segundo, o passo está otimizado de acordo com (5.19). Observamos que háuma diferença de desempenho de cerca de 7,5dB entre os dois modos de atribuiçãode passo de adaptação.A Fig. 5.3 mostra como a diferença de desempenho em termos de MSD se re�eteno desempenho do detector. Observamos que há redução tanto na probabilidade de
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Figura 5.3: Comparação de desempenho de detecção entre o sistema com passos deadaptação iguais em todos os nós e o sistema com passo otimizadoperda de detecção quanto na probabilidade de falso alarme quando o passo otimizadoé utilizado. No caso de canais com multipercuso, esse detector também poderia serutilizado. Entretanto, a estratégia para a determinação do passo ótimo seria válidaapenas se os canais entre os rádios cognitivos e o usuário primário apresentasse amesma função de autocorrelação.Uma limitação na aplicação de tal técnica é que é necessário realizar uma de-tecção coerente no teste de hipótese, utilizando a técnica do �ltro casado mostradana Seção 2.2. Esse fato implica em um conhecimento a priori do sinal do usuárioprimário, bem como do canal.Na próxima Seção, trataremos do caso em que o sinal transmitido pelo usuárioprimário é conhecido, entretanto o canal não o é. Esse contexto pode ser encontradono caso que os usuários primário e secundário compartilham uma mesma sequênciade treinamento.5.2 Detecção sem conhecimento perfeito de canalComo dito na Seção anterior, o maior problema relativo às estratégias de detecçãoapresentadas em [66] é o fato de as técnicas serem fundamentadas em detecção dotipo �ltro casado, sendo necessário conhecer tanto o canal entre os usuários primário



Capítulo 5. Detecção Distribuída 95e secundário quanto a sequência transmitida pelo usuário primário [14].Há contextos, entretanto, em que a sequência enviada é uma sequência de treina-mento conhecida, mas não há conhecimento do canal. Analisaremos, a seguir, essecaso de detecção com conhecimento incompleto do sinal.Segmentaremos a análise em duas etapas. Primeiramente, analisaremos o desem-penho do detector considerando apenas um rádio cognitivo. Denominaremos essaetapa de sensoriamento local. Em seguida, será analisado o desempenho do sistemade sensoriamento espectral cooperativo.5.2.1 Sensoriamento localEm cada rádio cognitivo, o sinal recebido pode ser modelado da seguinte forma:
d(n) = u(n)Twopt(n) + η(n), (5.20)em que wopt pode assumir um dos seguintes valores:

wopt(n) =

{

0, H0

h, H1

, (5.21)
u(n) é o sinal transmitido pelo usuário primário, uma sequência de treinamentoconhecida, e h é o canal entre o usuário secundário e o usuário primário, que édesconhecido.Escrevendo o problema sob a hipótese de sinal, em formato matricial, temos queo sinal recebido pelo usuário secundário no instante de tempo N é dado por:








d(1)
d(2)...
d(N)








︸ ︷︷ ︸

d

=












u(1) 0 · · · 0
u(2) u(1) · · · 0... ... ... ...
u(L) · · · u(2) u(1)... ... ... ...
u(N) · · · u(N − 1) u(N − L+ 1)












︸ ︷︷ ︸

U








h(1)
h(2)...
h(L)








︸ ︷︷ ︸

h

. (5.22)
Em [14], é mostrado que a estatística de teste ótima é dada por:

T (d) = ĥHUHUĥ, (5.23)



Capítulo 5. Detecção Distribuída 96em que ĥ é o estimador de máxima verossimilhança (MLE) de h, dadas as observa-ções d(n). Observe que, considerando que o sinal transmitido pelo usuário primárioseja branco de média nula, a seguinte aproximação pode ser feita:
UHU ≈ NI, (5.24)assim, substituindo (5.24) em (5.23), temos que uma estatística de teste sub-ótimaé dada por:
T̃ (d) = ĥH ĥ. (5.25)Para obter o estimador de máxima verossimilhança, ĥ, é necessário realizar ope-rações custosas, tal como inversão e multiplicação de matrizes de ordem elevada.Uma alternativa para contornar esse problema seria utilizar um estimador sub-ótimopara h, aplicando um algoritmo do tipo LMS. Denotando a estimativa no LMS noinstante n por w(n), o rádio cognitivo decidirá que o usuário primário está ativo sea energia do sinal estimado w(n) estiver acima de um limiar pré estabelecido:
‖w(n)‖2 ≷H1

H0
λ. (5.26)Dessa forma, a probabilidade de falso alarme em cada nó será dada por:

Pf = Pr
{
‖w(n)‖2 ≥ λ|H0

}
, (5.27)e a probabilidade de perda de detecção será dada por:

Pm = 1− Pr
{
‖w(n)‖2 ≥ λ|H1

}
. (5.28)O desempenho do detector será determinado a partir da função densidade deprobabilidade da variável aleatória X = ‖w(n)‖2.Observe que é necessário que o rádio cognitivo conheça o sinal u(n), entretantonão é necessário que o canal h(n) seja perfeitamente conhecido.A seguir, apresentaremos o desempenho do detector com o LMS em regime, e,posteriormente, apresentaremos o desempenho do detector na fase de transitório doLMS.



Capítulo 5. Detecção Distribuída 97Desempenho do detector em regime estacionárioAs densidades de probabilidades da variável aleatória X = ‖w(n)‖2 sob cadauma das hipóteses estão apresentadas nas duas proposições a seguir.Proposition 5.2.1 (Modelagem estatística da variável aleatória X = ‖w(n)‖2 soba hipótese nula). A variável aleatória X = ‖w(n)‖2, em regime de estacionaridadee sob a hipótese nula, pode ser modelada como uma variável aleatória gama. Dessaforma, sua densidade de probabilidade é aproximada por:
fX(x) ≈

1

Γ(κ)θκ
xκ−1e−x/θ. (5.29)Já a função distribuição é aproximada por:

FX(x) ≈
γ (κ, x/θ)

Γ (κ)
, (5.30)em que θ e κ são, respectivamente, os parâmetros de escala e forma da distribuição.Esses parâmetros se relacionam com os momentos de primeira e segunda ordem davariável gama da seguinte forma:

θ =
var {X}
E {X} , (5.31)

κ =
E {X}

θ
. (5.32)Esses parâmetros podem ser aproximados por:

θ0 =
µσ2

η

1− µ/2
, (5.33)

κ0 =
M

2
, (5.34)em que M é o número de coe�cientes do �ltro.Demonstração. Sob a hipótese nula, h = 0, de modo que X = ‖w(n)‖2 é equivalentea X = ‖w(n)− h‖2 = ‖w̃(n)‖2. Dessa forma,

X =
M−1∑

k=0

|w̃ (n− k) |2. (5.35)



Capítulo 5. Detecção Distribuída 98Neste ponto, assumimos que Xk = w̃ (n− k) apresenta distribuição aproximada-mente gaussiana com média nula e variância dada por σ2
Xk

= M

M
, em que M é oMSD associado ao �ltro. Dessa forma, podemos a�rmar que X tem distribuiçãoestatística equivalente à variável aleatória X de�nida como:

X =
M−1∑

k=0

(√

M

M
Xk

)2

=
M

M

M−1∑

k=0

Xk
2
, (5.36)em que Xk ∼ N (0, 1). Portanto, temos que:

M−1∑

k=0

Xk
2 ∼ χ2(M), (5.37)em que χ2(M) é uma variável aleatória do tipo χ2 com M graus de liberdade.Concluímos que X = ‖w̃(n)‖2 pode ser expressa como αY em que α é uma constantedada por α = M

M
e Y é uma variável aleatória do tipo χ2 com M graus de liberdade.O MSD é aproximado por [53]:

M ≈ M
µσ2

η

2− µ
, (5.38)de modo que:

α =
µσ2

η

2− µ
. (5.39)Ainda, a função densidade de probabilidade de X é dada por:

fX(x) =
2− µ

µσ2
η

fY

(
x (2− µ)

µσ2
η

)

, (5.40)em que fY (x) é a função densidade de probabilidade da variável aleatória Y [14]:
fY (x) =

1

2M/2Γ
(
M
2

)xM/2−1 exp
(

−x

2

)

. (5.41)Logo:
fX(x) =

2− µ

µσ2
η

1

2M/2Γ
(
M
2

)

(
x (2− µ)

µσ2
η

)M/2−1

exp

(

−x (2− µ)

2µσ2
η

)

. (5.42)



Capítulo 5. Detecção Distribuída 99Reorganizando os termos, reescrevemos fX(x) como:
fX(x) =

1

Γ
(
M
2

) ( µσ2
η

1−µ/2

)M/2
xM/2−1 exp

(

−x (1− µ/2)

µσ2
η

)

. (5.43)Comparando (5.43) com (5.29), concluímos que X de fato apresenta distribuiçãogama com parâmetros dados por (5.33) e (5.34).Proposition 5.2.2 (Modelagem estatística da variável aleatória X = ‖w(n)‖2 soba hipótese de sinal). Sob a hipótese de sinal, a função densidade de probabilidade davariável aleatória X pode ser aproximada por:
fX(x) ≈

1− µ/2

µσ2
η

exp

(

−1− µ/2

µσ2
η

(
x+ ‖h‖2

)
)(

x

‖h‖2
)M

4
− 1

2

IM/2−1

(

‖h‖ 2− µ

µσ2
η

√
x

)

.(5.44)Demonstração. Sob a hipótese de sinal, a variável aleatória X = ‖w(n)‖2 pode serescrita como:
X = ‖w(n)‖2 =

M−1∑

k=0

|w̃k(n) + hk|2. (5.45)A variável aleatóriaXk = w̃k(n)+hk pode ser aproximada por uma variável aleatóriagaussiana de média hk e variância σ2
Xk

= MSD
M

=
µσ2

η

2−µ
, ∀k. Portanto, a variávelaleatória X :

X =
M−1∑

k=0

∣
∣
∣
∣
∣

√

2− µ

µσ2
η

(w̃k(n) + hk)

∣
∣
∣
∣
∣

2

, (5.46)corresponde à soma dos quadrados de M variáveis aleatórias gaussianas de média
E {Xk} = hk

√
2−µ
µσ2

η
e variância unitária. Logo, podemos concluir que X apresentadistribuição de probabilidade do tipo χ2 descentralizada com M graus de liberdadee parâmetro de descentralização dado por [14]:

λ =
M−1∑

k=0

E {Xk}2 =
M−1∑

k=0

(

hk

√

2− µ

µσ2
η

)2

=
2− µ

µσ2
η

‖h‖2 . (5.47)



Capítulo 5. Detecção Distribuída 100Sendo assim, a densidade de probabilidade de X é aproximada por:
fX ≈ 1

2
exp

(

−1

2

(

x+
2− µ

µσ2
η

‖h‖2
))(

xµσ2
η

‖h‖2 (2− µ)

)M/4−1/2

IM/2−1

(

‖h‖
√

x
2 − µ

µσ2
η

)

.(5.48)Como X =
µσ2

η

2−µ
X , temos que fX(x) =

2−µ
µσ2

η
fX

(
2−µ
µσ2

η
x
), o que resulta em (5.44).A validade da Proposição 5.2.1 pode ser veri�cada nas Figs. 5.4, 5.5 e 5.6,em que a densidade de probabilidade teórica descrita na Proposição é comparadacom o histograma gerado a partir de Nr = 105 realizações da variável aleatória X .Para cada con�guração de passo de adaptação, número de coe�cientes e potênciade ruído testadas, estão apresentadas duas curvas de densidade de probabilidadeteóricas. Na curva em vermelho, considera-se como parâmetros da densidade deprobabilidade gama as aproximações dadas por (5.33) e (5.34). Já na curva empreto, os parâmetros são obtidos estimando os momentos de X por simulação eaplicando (5.31) e (5.32).Os resultados mostrados na Fig. 5.4 foram gerados �xando a potência de ruídoem σ2

η = 1, o número de coe�cientes do �ltro em M = 1 e os seguintes valores depasso de adaptação: µ = 0,05, 0,1 e 0,2. Observe que, para todas as con�guraçõestestadas, as densidades de probabilidade teóricas, tanto para os parâmetros teóricosdados por (5.31) e (5.32), quanto para os parâmetros obtidos por simulação Monte-Carlo coincidem com o histograma. Esse fato reforça a validade da Proposição paraos diferentes valores de passo. A Proposição também parece ser válida para diferen-tes valores de potência de ruído, como indicado na Fig. 5.5. Já a Fig. 5.6, mostraque, para valores mais altos de M , o histograma difere das densidades teóricas ge-radas com os parâmetros dados por (5.33) e (5.34). Essa fato pode ser creditado àadoção da hipótese de que os coe�cientes w̃ (n− k) são independentes entre si paragarantir a validade de (5.38), o que não acontece na prática. Todavia, as densida-des de probabilidade teóricas obtidas com os parâmetros simulados apresentam umcomportamento próximo àquele observado no histograma. Dessa forma, concluímosque a variável aleatória X realmente apresenta distribuição do tipo gama, mas osseus parâmetros não correspondem a (5.33) e (5.34).
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Figura 5.4: Comparação entre a densidade de probabilidade teórica dada na Pro-posição 5.2.1, considerando σ2
η = 1, M = 1 e vários valores de µ, e o histogramagerado a partir de Nr = 105 realizações da variável aleatória X sob a hipótese nula.Veri�cou-se também a validade da Proposição sob a hipótese H1 e os resultadosestão mostrados na Figs. 5.7, 5.8 e 5.9. Esses resultados mostram a comparaçãoentre as densidades de probabilidade teóricas e o histograma gerado a partir de

Nr = 105 realizações da variável aleatória X1. Considerou-se que o vetor h é umvetor com todas as componentes iguais a 1. Nota-se que assim como no caso dahipótese nula, a conjectura é bem robusta aos valores de passo de adaptação epotência de ruído. Entretanto, para valores mais elevados de M , os parâmetros dadistribuição não parecem ser dados como apresentados na Proposição 5.2.2.Assumindo a validade das proposições 5.2.1 e 5.2.2, as probabilidades de falsoalarme e perda de detecção são dadas por:
Pf (λ) = Pr {X > λ;H0} = 1− Pr {X > λ;H0} = 1− γ (λ/θ0, κ0)

Γ(κ0)
, (5.49)

Pm (λ) = Pr {X < λ;H1} =
γ (λ/θ1, κ1)

Γ(κ1)
Pm (λ) = Pr {X < λ;H1} =

= 1−QM/2

(√

‖h‖2 2− µ

µσ2
η

,
λ (2− µ)

µσ2
η

)

. (5.50)As Figs. 5.10 e 5.11 mostram as probabilidades de falso alarme e perda de
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Figura 5.5: Comparação entre a densidade de probabilidade teórica dada na Pro-posição 5.2.1, considerando M = 1, µ = 0,1 e vários valores de σ2
η, e o histogramagerado a partir de Nr = 105 realizações da variável aleatória X sob a hipótese nula.
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Figura 5.6: Comparação entre a densidade de probabilidade teórica dada na Pro-posição 5.2.1, considerando σ2
η = 1, µ = 0,1, e vários valores de M e o histogramagerado a partir de Nr = 105 realizações da variável aleatória X sob a hipótese nula.
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Figura 5.7: Comparação entre a densidade de probabilidade teórica dada na Pro-posição 5.2.2, considerando σ2
η = 1, M = 1, e vários valores de µ, e o histogramagerado a partir de Nr = 105 realizações da variável aleatória X sob a hipótese desinal.
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Figura 5.8: Comparação entre a densidade de probabilidade teórica dada na Pro-posição 5.2.2, considerando M = 1, µ = 0,1 e vários valores de σ2
η, e o histogramagerado a partir de Nr = 105 realizações da variável aleatória X sob a hipótese desinal.
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Figura 5.9: Comparação entre a densidade de probabilidade teórica dada na dada naProposição 5.2.2, considerando σ2
η = 1, µ = 0,1 e vários valores deM , e o histogramagerado a partir de Nr = 105 realizações da variável aleatória X sob a hipótese desinal.detecção em função do limiar λ. Percebe-se que a expressão teórica para Pf é, de fato,bastante precisa mesmo para valores baixos de Pf (i.e., na cauda da distribuição).Já no caso da probabilidade de perda de detecção, nota-se que a expressão teóricaé mais precisa para valores mais elevados de Pm, conforme esperado. Essas curvasforam geradas calculando as probabilidades de perda de detecção e falso alarme apósa convergência do algoritmo. A Fig. 5.12 mostra as curvas de convergência para Pfe Pm considerando λ = 0,4 e passo de adaptação µ = 0,1. Pode-se observar que oalgoritmo convergiu após aproximadamente N = 40 iterações.Desempenho do detector em regime transitórioAs Proposições 5.2.1 e 5.2.2 são válidas assumindo que o sistema encontra-se emregime. Porém, também seria interessante avaliar o comportamento do sistema emregime transitório.Nesse ponto, iremos considerar que o sinal transmitido pelo usuário primário édo tipo BPSK em que u(n) = ±1 com igual probabilidade.Seja inicialmente um �ltro de apenas um coe�ciente. Tem-se que a seguinte
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Figura 5.12: Convergência de Pf e Pm, considerando σ2
η = 1 e λ = 0,4equação de atualização de coe�cientes deve ser obedecida:

w(n+ 1) = w(n) + µ [u(n) (h− w (n)) + η(n)]u(n). (5.51)Como u (n)2 = 1, temos que:
w(n+ 1) = (1− µ)w(n) + µ [h+ u(n)η(n)] . (5.52)É interessante notar que u(n)η(n) também é uma variável aleatória gaussianae de mesma distribuição de probabilidade de η(n). Essa conclusão vem do fato deque para os dois possíveis valores de u(n), u(n) = 1 ou u(n) = −1, não há mudançanem da média η(n), já que η(n) tem média nula, nem de sua variância.Portanto, denotando a variável aleatória µ [u(n)η(n) + h] por ζ(n), a equação deatualização de coe�cientes pode ser escrita como:

w(n+ 1) = (1− µ)w(n) + ζ(n), (5.53)em que ζ(n) ∼ N
(
µh, µ2σ2

η

).Dessa forma, podemos reconhecer (5.53) como a equação de um processo auto-regressivo de ordem 1 excitado por uma entrada gaussiana de média não-nula.Considerando que o sistema parte da condição inicial w (0) = 0, temos que a



Capítulo 5. Detecção Distribuída 107variável aleatória w (n) = 0 é gaussiana com média dada por:
E {w (n)} = µh

n−1∑

k=0

(1− µ)k = µh
1− (1− µ)n

1− (1− µ)
= h (1− (1− µ)n) . (5.54)Note que sob a hipótese nula, h = 0, o que implica em E {w (n)} = 0. Já sob ahipótese de sinal, temos que E {w (n)} → h para valores crescentes de n.Já a variância de wk (n) é dada por:

σ2
w(n) = µ2σ2

η

n−1∑

k=0

(1− µ)2k = µ2σ2
η

1− (1− µ)2n

1− (1− µ)2
= µσ2

η

1− (1− µ)2n

2− µ
. (5.55)Note também que para valores crescentes de n, σ2

w(n) tende à expressão de MSDrelacionada a um �ltro de um coe�ciente, conforme esperado.A partir dessa análise, podemos estender esse resultado para um canal com Mcoe�cientes e aplicar o mesmo tratamento usado nas proposições 5.2.1 e 5.2.2, coma exceção de que as expressões de média e variância de cada parcela Xk passam aser dadas por (5.54) e (5.55). Ajustando as expressões das probabilidades de falsoalarme e perda de detecção dadas em (5.49) e (5.50), temos que essas probabilidadesno transiente do �ltro são expressas por:
Pf (λ) = 1− γ

(

λ

µσ2
η

(
1− µ

2

)

(1− (1− µ)2n)
,
M

2

) (5.56)e
Pm (λ) = 1−QM/2

(√

‖h‖2
[
2− µ

µσ2
η

]
(1− (1− µ)n)2

1− (1− µ)2n
,

λ (2− µ)

µσ2
η

(
1− (1− µ)2n

)

)

.(5.57)Denotando (1− (1− µ)n)2 por A (µ) e 1 − (1− µ)2n por B (µ), podemos rees-crever as expressões acima como:
Pf (λ) = 1− γ

(

λ

µσ2
η

(
1− µ

2

)

B (µ)
,
M

2

) (5.58)e
Pm (λ) = 1−QM/2

(√

‖h‖2
[
2− µ

µσ2
η

]
A(µ)

B(µ)
,
λ (2− µ)

µσ2
ηB(µ)

)

. (5.59)Considerando que o passo de adaptação obedece à condição µ � 1, e utilizando



Capítulo 5. Detecção Distribuída 108a aproximação de Taylor em primeira ordem da função f(x) = (1−x)a, tem-se que:
f(x) = (1− x)a = 1− ax, (5.60)o que permite aproximar a função A (µ) por:

A (µ) = (1− (1− µ)n)2 ≈ n2µ2 (5.61)e, para B (µ), de forma semelhante:
B (µ) = 1− (1− µ)2n ≈ 2nµ. (5.62)Substituindo as aproximações acima em (5.58) e (5.59), temos que as probabili-dades de falso alarme e perda de detecção são dadas pelas seguintes expressões:

Pf (λ) = 1− γ

(

λ

µσ2
η

(
1− µ

2

)

2nµ
,
M

2

) (5.63)e
Pm (λ) = 1−QM/2

(√

‖h‖2
[
2− µ

µσ2
η

]
nµ

2
,
λ (2− µ)

µσ2
η(2nµ)

)

, (5.64)ou ainda, considerando que 2− µ ≈ 2, temos que:
Pf (λ) = 1− γ

(
λ

µ2σ2
η

1

2n
,
M

2

) (5.65)e
Pm (λ) = 1−QM/2

(√

n ‖h‖2
σ2
η

,
λ

µ2σ2
ηn

)

. (5.66)A Fig. 5.13 mostra as curvas de probabilidade de falso alarme e perda de detec-ção, por iteração, para detecção utilizando o algoritmo LMS, considerando o passo
µ = 0,05, potência de ruído dada por σ2

η = 2 e o seguinte canal entre o usuárioprimário e o usuário secundário:
hk =

[
1 0,2 0,4

]T
. (5.67)Observa-se que as curvas de probabilidade obtidas por Monte Carlo são próximasdas expressões teóricas dadas por (5.58) e (5.59), seja para a probabilidade de falsoalarme, seja para a probabilidade de perda de detecção. Todavia, as curvas de



Capítulo 5. Detecção Distribuída 109probabilidades obtidas utilizando a aproximação de passo pequeno não são próximasdas obtidas por simulação para esse valor de passo de adaptação.A Fig. 5.14 mostra as curvas de probabilidade de falso alarme e perda de de-tecção, considerando um passo de adaptação menor, µ = 0,005. Com exceção dopasso de adaptação, o contexto de simulação é o mesmo dos resultados mostradosna Fig. 5.13. Para esse valor de passo, as curvas obtidas com as expressões (5.65) e(5.66) estão bem mais próximas das curvas simuladas do que no caso da Fig. 5.13,mas ainda há uma diferença não desprezível entre os dois resultados. Já para o casomostrado na Fig. 5.15, a aproximação para pequenos passos equivale às expressõesdadas em (5.58) e (5.59). Nesse caso, o valor do passo µ = 0,0001 é su�cientementepequeno para garantir a validade de (5.65) e de (5.66). É interessante observar que,para o caso da probabilidade de perda de detecção, as curvas simuladas e teóricasnão são equivalentes, mesmo para passos muito pequenos. Essa discrepância podeser atribuída à modelagem da variável aleatória X como uma χ2 descentralizadae ponderada. Nesse caso, assume-se tacitamente que as componentes de w(n) sãoindependentes, o que não é verdade. Esse fato pode ser con�rmado analisando um�ltro de um único coe�ciente. Nesse caso, as curvas de perda de detecção teóricas esimuladas coincidiriam. Para corroborar essa a�rmação, consideraremos a detecçãodo sinal primário assumindo que o canal é AWGN com ganho h = 1 e potência deruído σ2
η = 2. Analisando o resultado mostrado na Fig. 5.16, concluímos que ascurvas teóricas, de fato, são bem próximas das curvas de simulação.Analisando as expressões teóricas de probabilidade de falso alarme e perda dedetecção dadas por (5.65) e (5.66), notamos que, de�nindo o limiar de decisão como

λ′ = λ
µ2σ2

η
, o teste passa a ser dado por:

T (dk) ≷
H1

H0
λ′ =

λ

µ2σ2
η

. (5.68)Utilizando essa estatística de teste normalizada, temos que o desempenho dodetector será dado por:
Pf (λ

′) = 1− γ

(

λ′ 1

2n
,
M

2

) (5.69)
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Figura 5.13: Desempenho do detector LMS considerando o canal dado por (5.67),limiar λ = 0,15, passo de adaptação µ = 0,05 e σ2
η=2.

20 40 60 80 100 120 140
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

n

 

 
Simulação
Teoria
Teoria−passo pequeno

Pm

Pf

Figura 5.14: Desempenho do detector LMS considerando o canal dado por (5.67),limiar λ = 0,03, passo de adaptação µ = 0,005 e σ2
η=2.
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Figura 5.15: Desempenho do detector LMS considerando o canal dado por (5.67),limiar λ = 0,0003, passo de adaptação µ = 0,0001 e σ2
η=2.
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Figura 5.16: Desempenho do detector LMS considerando o canal dado por h = 1,limiar λ = 0,0003, passo de adaptação µ = 0,001 e σ2
η=2.
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Figura 5.17: Comparação de desempenho entre os sistemas de detecção usando oalgoritmo LMS con�gurado com diferentes passos de adaptação, o detector ótimoML, o detector sub-ótimo dado em (5.25) e o detector de energia.e
Pm (λ′) = 1−QM/2

(√

n ‖h‖2
σ2
η

,
λ′

n

)

. (5.70)Analisando (5.69) e (5.70), observamos que considerando passos de adaptaçãopequenos, o desempenho do teste passa a ser assintoticamente independente do passode adaptação adotado.Para comparar o desempenho dos sistemas em termos de ROC, consideraremosmais um vez o canal dado em (5.67), potência de ruído σ2
η = 2 e vários valores depasso de adaptação. As curvas da Fig. 5.17 mostram a ROC do sistema de detecçãocom o algoritmo LMS comparada com os testes ótimo ML e subótimo dados por(5.25) e com o detector de energia. Perceba que, se o passo de adaptação não formuito elevado, o desempenho do teste através do algoritmo LMS é muito próximodo teste ML. Além disso, é interessante observar que, nesse caso, o desempenho doLMS com passo µ = 0,02 já é equivalente ao desempenho do algoritmo LMS compasso µ = 0,01. Reduzindo ainda mais o passo, considerando µ = 0,001, nota-se quenão há mudança de desempenho do algoritmo. Isso está de acordo com a análise daseqs. (5.69) e (5.70), onde percebemos que o desempenho do detector é invariante aopasso de adaptação, desde que o passo seja pequeno.



Capítulo 5. Detecção Distribuída 1135.2.2 Detector cooperativoEm um sistema com K rádios cognitivos, os usuários podem trocar informaçõesentre si, de modo a melhorar a precisão do sensoriamento. Como foi analisado emCapítulos passados, há várias possibilidades para enviar e combinar as estimativasrecebidas em cada nó. Uma das possibilidades seria o envio de um bit de decisãopara os nós vizinhos da rede e, em cada nó, combinar as informações de uma dasmaneiras discutidas no Cap. 3, i.e., aplicar uma das regras do tipo n em K. Essaestratégia é especialmente interessante por apresentar baixa complexidade, e por nãoprecisar de nenhum tipo de conhecimento a priori do canal entre o usuário primárioe o k-ésimo usuário secundário denotado por hk.Apenas a título de ilustração, iremos considerar aqui um exemplo em que cadarádio envia um bit de decisão para os seus vizinhos e, localmente, será aplicada umaregra do tipo OU para que os rádios obtenham a decisão �nal.Ainda, para que os rádios tenham acesso à informação de todos os nós da rede, atroca de decisões será efetuada de forma com memória, i.e., para cada nova medidade sinal, deve-se esperar a troca de K − 1 decisões ao longo da rede. Dessa forma,garante-se que, dado que a rede é completamente conectada, todos os nós terãoacesso aos bits de decisão em toda rede.A Fig. 5.18 mostra a curva de ROC do sistema cooperativo, considerando umsistema com K = 5 rádios cognitivos. Além do resultado obtido por cooperação,também são mostradas as curvas de ROC obtidas a partir das medidas locais emcada um dos rádios. O desempenho do k−ésimo rádio está denotado por Rk. Oscoe�cientes do canal entre cada um deles e o usuário primário estão mostrados naTabela 5.2. Pelos resultados mostrados na Fig. 5.18, percebemos que há um ganhoconsiderável do sistema cooperativo em relação aos sistemas sem cooperação. Noteainda que o ganho de desempenho se estende para todos os rádios presentes nosistema.
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h1 h2 h3 h4 h5

n = 1 0,661 0,297 0,728 0,963 0,561
n = 2 0,080 0,016 0,924 0,551 0,515
n = 3 0,614 0,289 0,771 0,537 0,580Tabela 5.2: Coe�cientes dos canais entre os rádios cognitivos e o usuário primáriono exemplo da Fig. 5.18.
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Figura 5.18: Curvas de ROC para o sistema cooperativo em comparação com osrádios cognitivos operando individualmente.



Capítulo 5. Detecção Distribuída 1155.3 Detecção de energia usando o método do con-sensoA aplicação de algoritmos de consenso em cenário de sensoriamento espectral sedeu primeiramente em [67]. Nessa proposta, cada usuário secundário emprega umdetector de energia em sua estimação espectral local e se utiliza de um algoritmode consenso para estimar a medida de energia média na rede de rádio cognitivos.Nesse trabalho, é atribuído o mesmo peso às estimativas de energia locais, indepen-dentemente da SNR em cada rádio cognitivo. Em [68], é apresentado um algoritmoem que cada estimativa de energia é ponderada pela SNR em cada um dos rádioscognitivos da rede. Com essa estratégia, os resultados apresentados em [68] supe-ram àqueles mostrados em [67], i.e., para uma dada probabilidade de falso alarme,a probabilidade de perda de detecção é menor se a estratégia proposta em [68] éutilizada. Já em [69] e [70], algoritmos adaptativos são utilizados para estimar ospesos de ponderação de cada estimativa de energia dos nós da rede.Um problema inerente aos algoritmos de consenso é baixa velocidade de conver-gência. Esse problema pode ser especialmente crítico no caso do rádio cognitivo,em que o ambiente é altamente não-estacionário e decisões precisam ser tomadasrapidamente.Nesta Seção, usando um algoritmo de predição associado ao consenso, apresen-taremos resultados de sensoriamento espectral distribuído aplicando algoritmos deconsenso com velocidade de convergência acelerada.5.3.1 O algoritmo de consensoNa Seção 3.2, mostrou-se que, no caso de cooperação centralizada, a estatísticade teste ótima é aproximada pelo receptor MRC:
TMRC (y) =

M−1∑

k=0

γxyk, (5.71)em que yk é a medida de energia fornecida por cada nó da rede e γk é a SNR medidaem cada nó.



Capítulo 5. Detecção Distribuída 116No caso que a rede não conta com um centro de fusão, os nós precisam trocarinformação entre si, com o objetivo de estimar TMRC (y). Essa troca de informaçãopode se dar através do algoritmo do consenso [71].No algoritmo do consenso, considera-se uma rede com K nós e vetor estadoinicial, composto pela medida em cada nó da rede no instante n = 0:
x (0) =

[
x0 (0) x1 (0) · · · xK−1 (0)

]T
. (5.72)Em cada instante de tempo n, o k−ésimo nó da rede envia sua medida xk (n)aos nós em sua vizinhança. A combinação das medidas recebidas pode ser modeladaatravés do seguinte sistema linear:

xk (n+ 1) =
∑

m∈Nk

ck,mxm (n) (5.73)que pode ser representado de forma matricial como:
x (n+ 1) = Cx (n) , (5.74)em que x é o chamado vetor de estados e C é a matriz de combinação com elementos

ck,m. Alguns exemplos de possíveis matrizes de combinação são aqueles mostrados noCapítulo 4. Pode-se mostrar que se a matrizC é uma matriz duplamente estocástica,i.e., C1 = 1 e 1TC = 1T e se a seguinte condição sobre o raio espectral de C− 1
K
11Té satisfeita:

ρ

(

C− 1

K
11T

)

< 1 (5.75)as medidas em todos nós convergem para:
xk (∞) =

1

K

K−1∑

m=0

xm(0). (5.76)Portanto, se aplicarmos o algoritmo do consenso considerando xk (0) = γkyk, apósa convergência do algoritmo, a medida em cada nó tenderá a uma versão escalonadada estatística de teste sub-ótimo apresentado no Capítulo 3:
xk (∞) =

1

K

K−1∑

m=0

γkyk. (5.77)
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Figura 5.19: Rede de rádios cognitivos
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Figura 5.20: SNR em cada um dos nós da rede apresentada na Fig. 5.19Como exemplo, consideraremos novamente a rede de K = 12 nós apresentadana Fig. 5.19, a qual é a mesma utilizando em exemplos do Capítulo 4 e repetidaaqui por conveniência, com cada nó da rede apresentando a SNR mostrada na Fig.5.20. O algoritmo de consenso foi aplicado de�nindo a matriz C de acordo coma regra Metrópolis apresentada no Capítulo 4, e a estimativa do teste sub-ótimopor iteração está mostrada na Fig. 5.21. Analisando o resultado, notamos que oalgoritmo converge apenas após cerca de 35 iterações.A baixa velocidade de convergência do algoritmo pode ser contornada utilizandoa técnica descrita em [13], onde se adiciona um termo de predição à estimativa atual
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Figura 5.21: Estimativa ponderada de energia do teste sub-ótimo em cada nó darede apresentada na Fig. 5.19. As estimativa em cada um dos nós está representadacom uma cor diferente na �gura.derivada do algoritmo do consenso:
xk(n) = αxp

k(n) + (1− α) xC
k (n), (5.78)em que α é um fator de mistura tal que 0 ≤ α < 1, xp

k(n) é o termo obtido pelapredição de xk(n) a partir das últimas Mp amostras de xk(n) e xC
k (n) é o termoobtido a partir dos estados dos nós da rede vizinhos a k no instante n− 1:

xC
k (n) = ck,kxk (n− 1) +

∑

m∈Nk

ck,mxm (n− 1), (5.79)
xp
k(n) = θMpx

C
k (n) +

Mp−1
∑

m=1

θmx
C
k (n−Mp +m), (5.80)em que θm corresponde ao coe�ciente de predição relativo ao atraso Mp −m. Em[13], é mostrado que o vetor de coe�cientes Θ que minimiza o erro de predição emtermos de erro quadrático é dado por:

Θ =
[
θ1 θ2 · · · θMp

]T
=
(
ATA

)−1
AT1, (5.81)em que A é uma matriz de dimensão 2xMp expressa como:

A =

[
−Mp + 1 −Mp + 2 · · · −1 0

1 1 · · · 1 1

]

. (5.82)



Capítulo 5. Detecção Distribuída 119Resta estimar o fator de mistura α. Esse fator pode ser determinado lembrandoque algoritmos de consenso têm sua velocidade de convergência associada a [72]:
r (C) , ρ

(

C− 1

K
11T

)

, (5.83)em que ρ (·) é o raio espectral.Em [13], é mostrado que, no caso em que o consenso é acelerado pela parcela depredição, é possível reescrever o conjunto de equações (5.78), (5.79) e (5.80) atravésda seguinte forma matricial:







x (n)
x (n− 1)...

x (n−Mp + 1)







=







C
(Mp)
α αθMp−2IK · · · αθ2IK αθ1IK
IK 0K · · · 0K 0K

· · · · · · · · · · · · · · ·
0K 0K · · · IK 0K







︸ ︷︷ ︸

Cest
α








x (n− 1)
x (n− 2)...

x (n−Mp + 1)







,(5.84)em que 0K é a matriz nula de ordem K e C

(Mp)
α é de�nida como:

C(Mp)
α ,

(
1− α + αθMp

)
C+ αθMpIK . (5.85)Expressando os estados do sistema através da matriz estendida mostrada em(5.84), pode-se determinar o fator de mistura que minimiza a velocidade de conver-gência resolvendo o seguinte problema de otimização:

αopt = argmin
α

ρ

(

Cest
α − 1

K (Mp − 1)
11T

)

, (5.86)Ainda em [13], é mostrado que para o caso em que Mp = 2, o fator de misturaque minimiza (5.86) é dado por:
αopt =

λ (1) + λ (K − 1)

2− λ (1)− λ (K − 1)
, (5.87)em que λ (1) é o menor autovalor da matriz Cest

α e λ (K − 1) é o segundo maiorautovalor de Cest
α .Para Mp > 2, [13] não obtém expressão fechada e nem fornece sequer esclareci-mento sobre como proceder para determinar o fator de mistura α ótimo para essescasos. Assim, é proposta uma solução desta questão através de uma abordagem



Capítulo 5. Detecção Distribuída 120semi-analítica que será mostrada a seguir.Para tanto, a �m de investigar se há uma relação entre λ (K − 1) e αopt, �xamosum número de nós, geramos matrizes de adjacência aleatórias e, para cada matrizgerada, de�nimos a matriz de conectividade através da regra Metrópolis. Posterior-mente, para cada matriz de conectividade, variamos o fator de mistura no intervalo
0 ≤ α < 1, determinamos sua respectiva matriz Cest

α e, �nalmente, calculamos
r (Cest

α ) como mostrado em (5.83). Nesse primeiro exemplo, consideramos que otermo de predição tem ordem Mp = 3 e que a rede tem K = 12 nós.O grá�co de dispersão apresentando a relação entre o segundo maior autovalorda matriz, λ(K − 1), e o valor ótimo de α está mostrado na Fig. 5.22. Por esseresultado, notamos que há uma relação aproximadamente logarítmica entre λ(K−1)e αopt, fato que pode ser con�rmado na análise da curva de dispersão entre λ(K−1)e log (αopt) também mostrada na Fig. 5.22. Por essa curva de dispersão, concluímosque para uma rede com K = 12 nós e aplicando um algoritmo de consenso aceleradocom um preditor de ordem Mp = 3, uma boa escolha para o parâmetro de misturaé dada pelo ajuste linear também mostrado na Fig. 5.22.A pergunta que naturalmente surge agora é se tal curva de dispersão dependedo número de nós. A �m de responder a essa questão, a Fig. 5.23 mostra osgrá�cos de dispersão entre λ(K − 1) e log (αopt) considerando redes com diferentesnúmeros de nós. A partir desse resultado, notamos que o ajuste linear continuaválido independentemente do número de nós da rede.Por �m, resta veri�car se a aproximação da curva de dispersão continua podendoser aproximada da mesma maneira para Mp > 3. Para tanto, a Fig. 5.24 mostra ascurvas de dispersão para valores mais elevados de Mp. Notamos que a relação entre
λ(K − 1) e log (αopt) continua praticamente linear. Todavia os coe�cientes da retamudam de acordo com a ordem do �ltro preditor.Com o objetivo de testar a precisão do ajuste linear, adotamos a rede da Fig.5.19 com matriz de combinação Metrópolis, e calculamos r (Cest

α ) de acordo com(5.83). A Fig. 5.25 mostra r (Cest
α ) em função de α para vários valores de Mp. Nocaso em que Mp = 2, veri�ca-se que o valor ótimo de α realmente coincide com
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Figura 5.22: Grá�co de dispersão entre λ(K − 1) e αopt para K = 12. Curva deajuste dada por: αopt = exp (4, 7156 λ (K − 1)− 4, 6749).

Figura 5.23: Grá�co de dispersão entre λ(K − 1) e log (αopt) para K = 12, K = 24e K = 36.
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Figura 5.24: Curvas de dispersão entre λ(K − 1) e log (αopt) para diferentes ordensdo �ltro de predição e redes com K = 12 nós.o dado em (5.87). Para os demais valores de Mp, as curvas verticais mostram osvalores de αopt estimados pelo ajuste linear com coe�cientes obtidos pelo método demínimos quadrados. Percebe-se que as estimativas de αopt são próximas dos valoresobtidos experimentalmente.A �m de observar como a redução do raio espectral de Cest
α re�ete na aceleraçãodo algoritmo, voltamos ao cenário de SNR descrito na Fig. 5.20 e usamos o algo-ritmo para determinar a estatística de teste MRC. A Fig. 5.26 mostra as curvasde convergência considerando α = 0, i.e., sem usar o �ltro de predição e tambémconsiderando um preditor com ordem Mp = 3 e parâmetro de mistura α = 0,8009.Note que há um ganho de velocidade de convergência considerável, utilizando opreditor com o valor sub-ótimo obtido por ajuste de mínimos quadrados quandocomparado com o consenso sem o uso do preditor. Para facilitar a visualização doganho de desempenho com o algoritmo preditor, as curvas da Fig. 5.27 mostram ovalor do estatística de teste MRC apenas no nó 1 da rede. Podemos notar que paraa versão acelerada do algoritmo, a convergência se dá com aproximadamente n = 18iterações. Já para a versão sem a predição, é necessário cerca de n = 45.Uma outra importante análise que merece ser feita é como a abordagem deconsenso auxiliado por predição impacta nas curvas de ROC do sistema de rádio
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Figura 5.27: Convergência de estimativa de energia ponderada no nó 1 da rede darede apresentada na Fig. 5.19.cognitivo. A Fig. 5.28 mostra as curvas de ROC para um sistema de rádio cognitivopor detecção por energia com M = 8 amostras e com SNR de cada rádio de�nida naFig. 5.20 cuja conectividade se dá como mostrado na Fig. 5.19. Para o algoritmode consenso com convergência acelerada, utilizamos um preditor de ordem Mp = 3e fator de mistura α = 0,8009.Note que o algoritmo com a velocidade de convergência acelerada apresenta de-sempenho equivalente ao MRC a partir de n = 20 amostras com as estimativas deenergia. Já para a versão sem o fator de predição, é necessário esperar cerca de
n = 40 iterações.5.4 ConclusõesNeste capítulo, foram analisadas técnicas de detecção distribuída aplicadas emdiferentes cenários. No primeiro caso, considerou-se que havia conhecimento decanal e da sequência transmitida pelo usuário primeiro, assim como feito em [66] .No segundo caso, foi considerado que a estimação espectral é realizada a partirde uma sequência de treinamento enviada pelo usuário primário. Nesse contexto, háconhecimento da sequência enviada, porém não há conhecimento perfeito do canal.Esse problema foi abordado utilizando um �ltro LMS como estimador de canal para
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n=40,α=0.8009Figura 5.28: ROC do sistema de rádio cognitivo distribuído com rede apresentadana Fig. 5.19.gerar a estatística de teste de detecção. Foi feita uma análise teórica e os resultadosforam confrontados com simulação de Monte Carlo. Mostrou-se que os resultados seaproximam dos gerados pelo detector ML ótimo a um custo computacional menoselevado.Já na seção 5.3 foi analisado o caso mais geral no qual não há qualquer conhe-cimento a priori do sinal enviado pelo usuário primário. Esse é o caso mais gerale que permite, portanto, uma maior �exibilidade de implementação. Nesse con-texto, o resultado de [13] foi estendido para a estimação dos parâmetros de prediçãopara ordens mais elevados. Dessa maneira, foi possível aumentar a velocidade deconvergência do algoritmo de consenso.





Capítulo 6Conclusões e Perspectivas
Ao longo do trabalho de Doutorado, vários aspectos da questão do sensoria-mento espectral foram abordados. Foram inicialmente mostradas no Capítulo 2 aslimitações de desempenho dos detectores utilizados para sensoriamento espectral ealgumas alternativas para alcançar um desempenho de detecção mais con�ável.No Capítulo 3 foram analisados sistemas de sensoriamento espectral com deci-são centralizada. Para o caso de troca de informação do tipo dura, foram de�nidoslimitantes de desempenho ainda não mostrados pela literatura. Assumindo umaabordagem Bayesiana, foram analisados os desempenhos das diferentes regras defusão de dados na presença de canal imperfeito entre os rádios cognitivos e o cen-tro de fusão. Os resultados dessa análise foram publicados em [10]. Ainda nessecontexto, colocamos como uma possível extensão desse trabalho a determinação delimitantes também no caso em que se assume que o centro de fusão processa apenasas informações enviadas pelos usuários secundários e recebidas corretamente. Dessemodo, diferentemente do caso já analisado em que se considera o canal entre osrádios cognitivos e o centro de fusão modelado como um BSC, o sistema passariaa ser modelado como um sistema de sensoriamento espectral cooperativo com umnúmero variante de usuários secundários.Um outro fator que merece destaque na Tese é a análise feita pra o caso em queos rádios cognitivos enviam informação suave ao centro de fusão. Essa análise difereda abordagem que assume gaussianidade no conjunto de dados recebidos no centrode fusão e chega à interessante conclusão que o detector ótimo no critério de máxima127



Capítulo 6. Conclusões e Perspectivas 128de verossimilhança é aproximado pela técnica de fusão MRC.O estudo da aplicação dos algoritmos de �ltragem adaptativa para a questãode estimação distribuída também gerou algumas contribuições, como mostrado noCapítulo 4. Nesse capítulo, foi mostrado um método simples para a aplicação de téc-nicas já bem estabelecidas de �ltragem adaptativa distribuída no contexto de redesheterogêneas. É importante salientar que os resultados apresentados nesse Capítulonão são necessariamente aplicados a redes de rádios de cognitivos no contexto desensoriamento espectral. A análise se aplica à estimação de parâmetros em umarede de sensores qualquer.Já no Capítulo 5, foram apresentadas técnicas de detecção distribuída funda-mentadas na questão de estimação distribuída focada no Capítulo 4. Em especial,na Seção 5.2, foi realizada uma análise estatística do algoritmo LMS e foram geradosresultados promissores no campo de sensoriamento espectral cooperativo no cenárioem que não há conhecimento do canal entre os usuários primários e secundários.Dadas as características não-estacionárias dos sistemas de sensoriamento espectral,esse é um contexto importante de análise, uma vez que a estimação de canal nessecenário pode gerar latências impeditivas para o sensoriamento espectral.Um outro ponto que merece destaque é a questão do sensoriamento espectralno qual não há qualquer conhecimento a priori do sinal transmitido pelo usuárioprimário. Esse é o caso mais geral e, certamente, merece uma análise detalhada. Ascontribuições nesse contexto, discutidas na Seção 5.3, foram de caráter incrementale mostraram como estimar os parâmetros ótimos que permitem acelerar o consensonessa situação.Como perspectivas futuras colocamos inserir cenários de sensoriamento espectralmais realistas nos quais o sincronismo entre os usuários secundários e o centro defusão não é perfeito [73] e ainda situações em que os sistemas cooperativos aindacontam com usuários maliciosos que degradam o desempenho do sistema [74]. Háainda alguns resultados apresentados na Tese de Doutorado que merecem estudosmais aprofundados. Dentre eles, citamos a análise do sistema centralizado comtroca de informação do tipo suave detalhada na Seção 3.2, a análise do caso de



Capítulo 6. Conclusões e Perspectivas 129estimação distribuída utilizando o algoritmo de difusão no contexto em que a redenão é completamente conectada, a aplicação do algoritmo LMS para sensoriamentoespectral cooperativo sem o conhecimento de canal, a análise estatística apresentadana Seção 5.2 e, por �m, a estimação dos parâmetros ótimos do consenso aceleradopara ordens de predição mais elevadas mostrada na Seção 5.3.
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Apêndice ADemonstração da expressão para noptConsiderando o Risco de Bayes como uma função do parâmetro n, tem-se:
R(n) = Qf (n)

α

α + β
Cf +Qm(n)

β

α + β
Cm. (A.1)Daí, substituindo (3.1) e (3.2) em (A.1), obtemos:

R(n) =
∑K−n

i=0

(K
i

) {
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α+βCf [(1− Pf ) (1− Pe) + PfPe]
i [Pf (1− Pe) + (1− Pf )Pe]

K−i +
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α+βCm [Pm (1− Pe) + (1− Pm)Pe]

i [(1− Pm) (1− Pe) + PmPe]
K−i

}

. (A.2)Queremos encontrar n que minimize (A.1). Para tanto é necessário analisar a derivada de(A.1) em relação a n:
∂

∂n
R(n) ≈ R(n+ 1)− R(n). (A.3)Logo:

R(n) = −
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}

. (A.4)Impondo ∂
∂nR(n) = 0, tem-se:
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.(A.5)Finalmente:
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K − φ
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, (A.6)com θ e φ dados por (3.32) e (3.33), respectivamente.
139





Apêndice BDemonstração da aproximação parao MSD
B.1 Algoritmo LMS-CTAPara obter a expressão teórica para o MSD, pode-se reescrever a equação de atualizaçãodo erro de estimação como:

ψ̃(n) =
(
IMK −Du(n− 1)uT (n− 1)

)
Gψ̃(n − 1)−Dη(n− 1)u(n − 1), (B.1)em que η(n) é um vetor coluna contendo os vetores de ruído de cada nó da rede, de�nidocomo:

η(n) =
[

η1(n)1M
T η2(n)1

T
M · · · ηK(n)1T

M

]T (B.2)e u(n) é um vetor coluna contendo os elementos do vetor regressor em cada nó da rede:
u(n) =

[
u1

T (n) uT
2 (n) · · · uT

K(n)
]T

. (B.3)Assumindo que o ruído tem média zero e é independente da entrada u(n), a seguinteequação é válida:
E
{

ψ̃(n)ψ̃
T
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}

= AE
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T
(n− 1)

}

AT +D2QRu, (B.4)em que A = (IMK −DRu)G, Q = σ2

η⊗IM e σ2

η é um vetor coluna contendo as potênciasde ruído em cada nó:
σ2

η =
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η,2 · · · σ2
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]T
. (B.5)Em regime, pode-se a�rmar que E
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}. De�nindo
X = E
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ψ̃(n)ψ̃
T
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}, conclui-se, portanto, que o MSD será dado pelo traço de X, o qualé a solução da seguinte equação discreta de Lyapunov:

X = AXAT +D2QRu. (B.6)Aproximando a matriz A por (IMK − [µ IK ⊗R])G, temos que A é aproximada por141



Apêndice B. Demonstração da aproximação para o MSD 142uma matriz positiva de�nida, de modo que é possível a�rmar:
A ≈ UΛAUT , (B.7)em que ΛA é uma matriz diagonal cujos elementos são os valores singulares de A.Substituindo a decomposição (B.7) em (B.6):

X = UΛAUTXUΛAUT +D2QRu. (B.8)Ou ainda:
UHXU = ΛAUHXUΛA +UHD2QRuU. (B.9)Nesse ponto, é introduzida a seguinte variável auxiliar:

Y = UHXU. (B.10)Observa-se que os traços das matrizes X e Y são iguais:
Tr {Y} = Tr
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UHXU

}
= Tr
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XUUH

}
= Tr {X} . (B.11)Escrevendo (B.9) em termos da nova variável Y, se tem:

Y = ΛAYΛA +UHD2QRuU. (B.12)Como ΛA é uma matriz diagonal, os elementos diagonais de Y são dados por:
Yk,k =

UHD2QRuU
∣
∣
k,k
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, (B.13)em que UHD2QRuU
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é o k−ésimo elemento diagonal da matriz D2QRuU e λA(k) é o
k−ésimo autovalor da matrizA. Para simpli�car a notação, de�ne-se b(k) = UHD2QRuU
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.Como consequência direta:
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. (B.14)É interessante analisar os elementos b(k). Para tanto, vamos determinar os autovetores de
A que compõem U. Lembrando que assumimos a seguinte aproximação:

A ≈ (IMK − [µ IK ⊗R])G = C⊗ (IM − µR) , (B.15)e expressando as matrizes C eR através de suas respectivas decomposições em autovalores,temos:
C = UCΛCU

T
C , (B.16)
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R. (B.17)Assim:
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. (B.19)Portanto, os autovalores de A podem ser aproximados por:
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IK ⊗ΛR. (B.24)Através dessa expressão para os elementos b(k), (B.14) pode ser manipulada de modoque o MSD é aproximado por:
MCTA ≈ S

1

K

K∑

k=1

µ2
kσ

2
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. (B.26)B.2 Algoritmo LMS-ATCA expressão do MSD para o algoritmo LMS-ATC pode ser obtida de forma similarao desenvolvimento relativo ao algoritmo LMS-CTA. A diferença se dá na expressão daequação discreta de Lyapunov, dada por (B.6) no caso CTA. No caso ATC, a equação deLyapunov é a seguinte [59]:

X = AATCXAT
ATC +GD2QRuG. (B.27)
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AATC = UΛAV

T . (B.28)Substituindo (B.28) em (B.27), podemos reescrever (B.27) em termos da variável in-termediária Y = VTXV e, �nalmente, pode-se reescrever (B.27) como:
Y = AATCXAT

ATC +GD2QRuG. (B.29)Observe que essa expressão é similar à (B.6), com a diferença de que a matriz G pré epós multiplica o termo QRu. Seguindo o mesmo desenvolvimento do caso CTA, conclui-seque:
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Cooperative spectrum sensing under unreliable reporting
channels

Amanda de Paula • Cristiano Panazio

� Springer Science+Business Media New York 2014

Abstract This article analyzes a cooperative spectrum

sensing scheme using a distributed approach with a fusion

center considering an unreliable reporting channel. The

spectrum sensing is applied to a cognitive radio system,

where each cognitive radio sends its decision to a fusion

center through a reporting channel, in which an n-out-of-

K rule is applied. We compare the performance of the deci-

sion rules, analyzing the impact of the errors introduced by

the reporting channel, considering the Bayes risk criterion.

Keywords Cognitive radio � Spectrum sensing �
Detection and estimation � Bayes risk

1 Introduction

The increasing demand for communication resources is

leading to a scarcity in the spectral bands available for

transmission. Such a scarcity is mainly due to the inflexible

spectrum allocation policies, where the bands are statically

assigned. As shown in [1], this scenario leads to an inef-

ficient spectral occupancy.

Motivated by the necessity of implementing more effi-

cient band allocation schemes, several papers have recently

proposed systems based on cognitive radio (CR) [2–4]. In

such systems, the CRs are the secondary users (SUs) that

are allowed to occupy the band licensed to primary users

(PUs), if the PUs are not using it for the time being. Such

systems are implemented through the so-called cognitive

cycle [3], in which the CR is able to sense the environment

and to adapt itself to its conditions.

Specifically in the sensing step of the cognitive cycle,

the CRs should be able to determine whether the spectral

band is vacant or not. This task is performed applying a

spectrum sensing method [5]. However, its performance

can be highly degraded in hostile environments where the

hidden terminal problem arises [6]. An alternative to

overcome this problem is to apply cooperative algorithms

[6–8]. These cooperative algorithms provide a better spatial

coverage and are more robust to fading and shadowing

since they are able to combine the measurements provided

by the various CRs in the system in order to generate a

more reliable spectrum sensing.

The distributed cooperative spectrum sensing can be

performed with or without a fusion center. In the former

scheme, each CR sends its decision to a common fusion

center. In the latter, the CRs exchange information among

them using some message parsing strategy.

Restricting our attention to the approach with a fusion

center, a problem that arises is how to merge the decisions

provided by the different CRs in order to provide a more

reliable sensing.

In [8, 9], it is pointed out that the OR decision rule is more

suitable in many cases of practical interest. However, these

analysis considered that the reporting channel between the

CR and the fusion center was perfect. In [10–13] the coop-

erative spectrum sensing systems were analyzed when errors

are introduced by the reporting channel and the receiver

operating characteristic (ROC) curves obtained by the n-out-

of-K rules were investigated and compared. It was observed

that differently from the perfect reporting channel case, the

optimum rule would be other than the OR rule.
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Escola Politécnica of the University of São Paulo, São Paulo,

SP, Brazil

e-mail: amanda@lcs.poli.usp.br

C. Panazio

e-mail: cpanazio@lcs.poli.usp.br

123

Wireless Netw

DOI 10.1007/s11276-013-0683-9



Also, for some applications, instead of analyzing the

ROC curves, it is more interesting to adopt a Bayesian

optimization method [14]. The Bayesian approach is par-

ticularly interesting when prior probabilities can be

assigned to each hypothesis, which is exactly the CR case,

where these prior probabilities can be given in terms of a

channel occupancy model.

In [15], the decision rule was optimized considering a

Bayesian approach for the case of a perfect reporting

channel. In [7], the CR system was analyzed in terms of a

total error criterion, which is a simplification of the

Bayesian approach. This analysis was also restricted to the

perfect reporting channel scenario. In [16], the authors

considered a Bayesian approach in the case of imperfect

reporting channel. However, in [16] the authors are con-

cerned mainly with the limitation due to the reporting

channel and do not consider the effect of the imperfect

local detection in the Bayes risk.

In this article, differently from [10–13], we adopt a

Bayesian criterion and investigate the decision rules of the

kind n-out-of-K, analyzing the impact of the errors intro-

duced by the reporting channel. Also differently from [16],

we analyze the impact of both imperfect reporting channel

and imperfect local detectors. In this context, we provide a

detailed analysis comparing the OR and the AND rules and

we also extend the analytical expression that gives the

n value that minimizes the Bayes risk to the case of

imperfect reporting channel context. In addition, in the

simulation results sections, we also show how the imper-

fect reporting channel impacts on the the optimum n value

if the Neyman-Pearson (NP) criterion is adopted.

This article is organized as follows. In Sect. 2, the system

model utilized throughout this paper is depicted. In Sect. 3,

local and cooperative spectrum sensing are described. In

Sect. 4, we present the expression for Bayes risk and calcu-

late it lower bounds. In Sect. 5 we analyze how the reporting

error impact on the comparison between the performance of

two different decision rules. Section 6 presents the solution

for the minimum Bayes risk problem given fixed local

detectors. The simulation results are shown in Sect. 7 Finally,

in Sect. 8, the conclusions of the paper are stated.

2 System model

In this article, we consider a cooperative CR system with

K CRs. We assume that the ith CR receives the signal

transmitted by the PU through a channel hi and that the

signal is corrupted by additive white Gaussian noise

(AWGN). Each CR senses the spectrum and sends an one-

bit quantized decision to the fusion center through the

imperfect reporting channel modeled as a binary symmetric

channel (BSC) with crossover probability Pe. Finally, the

fusion center decides that the spectrum is occupied by

applying an n-out-of-K rule, which means that the PU is

stated to be active if the fusion center receives at least n-

out-of-K decisions reporting it. This system model is

depicted in Fig. 1.

3 Problem formulation

3.1 Local sensing

The received signal in the ith CR can be expressed as one

of the following hypotheses:

riðkÞ ¼
giðkÞ; H0

hixðkÞ þ giðkÞ; H1

�
; 1� k�M; ð1Þ

where hi is the channel coefficient, which magnitude is

assumed to be a Rayleigh random variable with variance

r2
hi

and static during the window of M samples, where each

sample is presented by the index k, x(k) is the signal

transmitted by the PU and gi(k) is an AWGN with variance

r2
gi

.

In this paper, we assume that each CR applies an energy

detection rule in order to decide between these two

hypotheses, but other detection rules are also possible

without loss of generality. The energy decision rule con-

sists in the comparison of the estimated signal energy to a

given threshold k. The estimated received signal energy,

i.e., the decision statistic is given by:

TðriÞ ¼
1

r2
gi

XM

k¼1

riðkÞj j2: ð2Þ

The hypothesis test is them accomplished by:

TðriÞ?H1

H0
ki; ð3Þ

which means that the ith CR states that the spectrum is

occupied by the PU if the metric T(ri) is greater than ki.

Fig. 1 System model
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Without loss of generality, we assume in this work that the

noise variance is known to all secondary users. This is a

common assumption also adopted, for instance, in [6–8,

10]. In the case that the noise power is unknown, it can be

estimated through the techniques presented in [17]. If the

noise power is not well estimated the detector performance

can be severely degraded as discussed in [18]. However, it

is important to emphasize that, even in this case, the

analyses provided herein are still valid since they are not

attached to the local detector performance.

In the specification of spectrum sensing systems, we

have to define the false alarm and miss detection proba-

bilities (Pf and Pm, respectively). The Pf is defined as the

probability of the CR incorrect declaring that the spectrum

is occupied under H0, i.e., Pf ¼ Pr TðrÞ� kjH0f g. The Pm,

is defined as the probability of the CR erroneously stating

that the spectrum is vacant given that the PU is transmit-

ting, i.e., Pm ¼ Pr TðrÞ\kjH1f g.
A single CR using the energy detection rule, in the

defined Rayleigh fading scenario, results in the following

probabilities [19]:

Pf ¼
C M; k

2

� �
C Mð Þ ; ð4Þ

Pm ¼ 1� e�
k
2

XM�2

l¼0

k
2

� �l

l!

þ 1þ 2Mc
2Mc

� �M�1

e�
k

2þ4Mc � e�
k
2

XM�2

l¼0

2kMc
2þ4Mc

� �l

l!

0
B@

1
CA

ð5Þ

where CðxÞs the gamma function, Cðx; yÞ is the upper

incomplete gamma function and c is the average system

signal-to-noise ratio (SNR) under H1:

c ¼
E
PM

k¼1 jhixðkÞj2
n o

E
PM

k¼1 jgiðkÞj2
n o ð6Þ

These results are valid considering that the signal is

static during the observation time.

It is important to note that Pf and Pm are parameterized

by the threshold k. Pf is a decreasing function of k, while

Pm is an increasing function of k. Therefore, in order to

specify the threshold k, one should analyze the compro-

mise between low Pf and high Pm.

3.2 Cooperative sensing

Previously, we have analyzed the spectrum sensing per-

formed in each CR. In this subsection, we deal with the

data processing in the fusion center.

Without loss of generality, in this article, we consider that

the statistical distribution parameters of channel coefficients

(hi) and the AWGN variance (r2
gi

) are the same for every CR.

This make it possible to parametrize Pf and Pm as a function

of only one k for all CRs. In addition, we consider a particular

case where each CR decision sent to the fusion center is

corrupted with equal average error probability Pe. With this

assumption, the mathematical expression of the overall false

alarm and miss detection probabilities can be shown in a

more compact form. The general case, where each CR

decision is corrupted with different values of Pe, can be

derived from this particular case, but it would result in large

mathematical expressions without any additional behavior

that can be seem from this particular case.

Applying the n-out-of-K rule, we have that the overall false

alarm and overall miss detection probabilities after the decision

provided by the fusion center are respectively given by [11]:

Qf ¼
XK�n

i¼0

K

i

� �
1� Pf

� �
1� Peð Þ þ Pf Pe

	 
i
Pf 1� Peð Þ
	

þ 1� Pf

� �
Pe


K�i ð7Þ

Qm ¼
XK

i¼K�nþ1

K

i

� �
Pm 1� Peð Þ½

þ 1� Pmð ÞPe�i 1� Pmð Þ 1� Peð Þ þ PmPe½ �K�i ð8Þ

4 Bayes risk

In this article, we use the Bayes risk criterion that is a linear

combination of Qf(n) and Qm(n). Assuming that correct

decisions incur in no additional cost, the Bayes risk is

defined as [14, 15]:

RðnÞ ¼ Qf nð ÞPr H0f gCf þ Qm nð ÞPr H1f gCm; ð9Þ

where Pr H0f g is the null-hypothesis a priori probability,

i.e., the probability of the spectral hole event, Cf is the

associated cost with a false alarm event, Pr H1f g is the

signal hypothesis a priori probability, i.e., the probability of

the spectral occupancy event, and Cm is the associated cost

to the miss detection event. Cf and Cm are positive con-

stants that usually obey the relation Cm [ Cf, once the CR

system should always protect the PU and the damage

caused by a miss detection event is greater than the damage

caused by a false alarm occurrence.

The a priori probabilities are defined in terms of the

channel occupancy model. In [20], the channel occupancy

is modeled as a renew process alternating between the idle

and busy states, where each one of these states is modeled

as a Poisson random variable with parameters a and b
respectively. It is important to note that the mathematical

analysis developed in the following could be generalized
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for any channel occupancy model, since its choice only

interferes in the a priori probabilities calculation. Thus,

assuming the Poisson model, the busy and idle mean values

are given by 1
a and 1

b, which correspond to the following a

priori probabilities Pr H0f g ¼ 1=b
1=bþ1=a ¼ a

aþb and

Pr H1f g ¼ 1=a
1=bþ1=a ¼

b
aþb.

Hence, the Bayes risk can be written as:

RðnÞ ¼ Qf nð Þ a
aþ b

Cf þ Qm nð Þ b
aþ b

Cm: ð10Þ

Before proceeding with the minimization problem on

RðnÞ; it is interesting to investigate the impact of Pe on the

Bayes risk. Analyzing (7) and (8), one can note that if Pf�
Pe, Qf nð Þ can be approximated as:

Qf nð Þ � Qf nð Þ ¼
XK�n

i¼0

K

i

� �
1� Peð ÞiPK�i

e : ð11Þ

In a similar way, the condition Pm � Pe leads to the

following approximation of Qm nð Þ:

Qm nð Þ � Qm nð Þ ¼
XK

i¼K�nþ1

K

i

� �
Pi

e 1� Peð ÞK�i: ð12Þ

If these two conditions are simultaneously met, RðnÞ
can be satisfactorily approximated as:

R nð Þ ¼ Qf nð Þ a
aþ b

Cf þ Qm nð Þ b
aþ b

Cm: ð13Þ

We know that due to the compromise between Pf and

Pm, the two conditions Pf � Pe and Pm � Pe simulta-

neously hold only in high SNR regime and with a very

effective detection method. Therefore, usually (13), is a

conservative lower bound for RðnÞ. It is worth to point out

that this bound states that, even in a very favorable

detection scenario, the reporting error can severely degrade

the system performance.

However, it is interesting to note that (13) can be a tight

lower bound even if one of these condition is not satisfied.

An interesting situation happens for n = 1, i.e., the OR

rule. If the condition Pf � Pe is satisfied, then:

Qf 1ð Þ � Qf 1ð Þ ¼ 1� 1� Peð ÞK ; ð14Þ

and applying (8) for n = 1:

Qm 1ð Þ ¼ Pm 1� Peð Þ þ Pe 1� Pmð Þð ÞK : ð15Þ

In this situation, we can relax the condition over Pm such

that:

C Pmð Þ ¼
aCf 1� 1� Peð ÞK
� �

bCm Pm 1� Peð Þ þ Pe 1� Pmð Þð ÞK
	 1; ð16Þ

In such a case, R 1ð Þ � R 1ð Þ; as will be confirmed in

Sect. 7 As n grows, to keep the bound RðnÞ tight, Pm must

gradually become much smaller than Pe, but the constraint

over Pf can be increasedly relaxed, becoming similar to

(16).

On the other hand, we can also provide upper bounds to

the Bayes risk applying a worst case analysis, where we

consider a local detector characterized by the condition

Pf ? Pm = 1 [14]. With that condition, one can note that

applying (7) and (8) in (10) lead to:

Aþ ðB� AÞQmðnÞ�RðnÞ�Bþ ðA� BÞQf ðnÞ ð17Þ

where

A ¼ aCf

aþ b
ð18Þ

B ¼ bCm

aþ b
ð19Þ

if bCm \ aCf the inequalities directions should be

switched.

The first bound, Aþ ðB� AÞQmðnÞ, is attained for

Pm = 0 and Pf = 1. The second bound, Bþ ðA� BÞQf ðnÞ,
is reached in the case Pm = 1 and Pf = 0. Note that since

QmðnÞ is an increasing function of n and Qf ðnÞ is a

decreasing function of n, reporting errors affect more the

second bound for lower values of n than the first one. The

opposite statement is valid for higher n values. It is

important to emphasize that these bounds are only reached

in the case that the local detector are really poor and, for

that reason, are of limited practical interest.

5 Analysis through the scalar field Dn1;n2

In this section we investigate the difference between the

Bayes risk for two different decision rules with parameters

n1 and n2:

Dn1;n2
¼ R n1ð Þ � R n2ð Þ; ð20Þ

One can note the (7) and (8) can be rewritten as:

Qf ¼
XK�n

i¼0

K

i

� �
1� Pe

f

h ii

Pe
f

h iK�i

; ð21Þ

Qm ¼
XK

i¼K�nþ1

K

i

� �
Pe

m

	 
i
1� Pe

m

	 
K�i
; ð22Þ

where the new parameters Pf
e and Pm

e are given by:

Pe
f ¼ Pf 1� 2Peð Þ þ Pe; ð23Þ

Pe
m ¼ Pm 1� 2Peð Þ þ Pe: ð24Þ
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It is important to point out that, given a error probability

Pe, the new parameters’ ranges are:

Pe� Pe
f ;P

e
m � 1� Pe: ð25Þ

Therefore, we can see the difference between the Bayes

risk as a bivariate scalar field with variables Pf
e and Pm

e

[21]:

Dn1;n2
Pe

f ;P
e
m

� �
¼ Rn1

Pe
f ;P

e
m

� �
�Rn2

Pe
f ;P

e
m

� �
: ð26Þ

If Dn1;n2
Pe

f ;P
e
m

� �
\0, the n = n1 rule is more favorable

than the n = n2. Otherwise, it is more advantageous the

n = n2 rule.

Two of the more often used fusion rules are the OR and

the AND rules, i.e., the n = 1 and n = K cases. Consid-

ering these two fusion rules, the scalar field Dn1;n2
Pe

f ;P
e
m

� �
can be rewritten as:

D1;K Pe
f ;P

e
m

� �
¼ 1

aþ b
aCf 1� 1� Pe

f

� �K

� Pe
f

� �K
� ��

þ bCm �1þ 1� Pe
m

� �Kþ Pe
m

� �K
� �i

:

ð27Þ

It can be shown that (27) presents only one critical point

Pe
f ;s;P

e
m;s

� �
¼ 1

2
; 1

2

� �
and that the Hessian matrix associated

to this critical point is given by:

H¼
�2 a

aþbCf K K�1ð Þ 1
2

� �K�2
0

0 2 b
aþbCmK K�1ð Þ 1

2

� �K�2

" #
:

ð28Þ

The determinant of the Hessian matrix is negative regard-

less the K value and the Bayes risk parameters. Therefore, one

can conclude that this critical point is a saddle point of the

scalar field. This means that the surface curves up in one

direction and curves down in the other direction. For instance,

fixing Pe
f ¼ Pe

f ;s ¼ 1
2

and letting Pe
m ! Pe, we have that

D1;K ! Dmax
1;K

¼ aCf

aþ b
1� 1

2K�1

� �

þ bCm

aþ b
�1þ PK

e þ 1� Peð ÞK
� �

ð29Þ

which is the maximum value D1;K :

On the other hand, fixing Pe
m ¼ Pe

m;s ¼ 1
2

and letting

Pe
f ! Pe, we have that

D1;K ! Dmin
1;K

¼ aCf

aþ b
1� PK

e � 1� Peð ÞK
� �

þ bCm

aþ b
�1þ 1

2K�1

� �
ð30Þ

which is the minimum value D1;K .

Considering that 1� PK
e � 1� Peð ÞK� 1� 1� Peð ÞK ,

we can show that the scalar field will be non-negative if the

following conditions are satisfied:

a� 1

1� 1
2K�1

ð31Þ

Pe� g að Þ ¼ 1� 1� a 1� 1

2K�1

� �� �1
K

; ð32Þ

with a given by bCm

aCf
.

Therefore, we can conclude that in these conditions, the

AND rule will outperform the OR rule. Considering that

K 	 1, (31) can be simplified in bCm B aCf. We can in-

terprete this condition as following: a necessary condition

for the AND rule to outperform the OR rule is that Qf

impacts more on the Bayes risk than Qm. The other nec-

essary condition expressed in (32) says that Pe must be

larger than a threshold given by (32). Then, in the perfect

reporting channel case, we can not state that the AND rule

will always outperform the OR rule regardless the Pf and

Pm values.

In addition, we can also show that the scalar field will

always be non-positive if conditions (31) and (32) hold

considering a ¼ aCf

bCm
. In this case, a necessary condition to

(32) hold is that Qm impacts more on the Bayes risk

than Qf.

The function g(a) is showed in Fig. 2 for different val-

ues of K. One can observe that if Qf and Qm impact on the

Bayes risk is approximately the same, i.e., if bCm � aCf $
a � 1; Pe should be prohibitively high to satisfy (32) (Pe &
0.5) . Moreover, one can also note that for increasing

K values, the Pe lower bound decreases.

It is interesting to note that in spite of this saddle point

(Pf,s
e , Pm,s

e ) being related to the scalar field concerning Pf
e

and Pm
e , it is also a saddle point of the scalar field related to

Pf and Pm. In order to realize this, note that applying Eqs.

(23) and (24), we have that the critical point 1
2
; 1

2

� �
is

mapped in:

Pf ¼ Pm ¼
1
2
� Pe

1� 2Pe

¼ 1

2
ð33Þ

regardless of the Pe value, and thus Pe
f ;s;P

e
m;s

� �
¼ 1

2
; 1

2

� �
is

also a saddle point of the field D1; n Pf ;Pm

� �
for all possible

Pe values.

This can be noted in Fig. 3, where it is considered a

system with K = 8 cognitive radios, parameters a = 0.2,

b = 0.8, Cf = 0.3 and Cm = 0.7 and Pe = 0, 10-2, 10-1.

Observe that regardless the Pe value, the saddle point is

fixed in 1
2
; 1

2

� �
. It is also interesting to note that for these

parameters, we have a ¼ aCf

bCm
¼ 0:1071 satisfying (31).
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This value of a is mapped in g(a) = 0.0139. Hence, if

Pe [ 0.0139, the OR rule will outperform the AND rule

regardless of the Pf and Pm values. In fact, in the

Pe = 10-1 case, the scalar field is non-positive as we

expected.

6 The optimum Bayes risk

Another question that arises is how to choose the parameter

n that would minimize the Bayes risk, given Pf, Pe and Pm.

In [15], this minimization problem is solely solved for the

error-free case. This result can be generalize for the case

Pe = 0 as in [16]. This is accomplished using the fact that

RðnÞ presents a single minimum [15]. Therefore, we can

state that the optimum parameter n will be the smallest

integer that satisfies:

R nþ 1ð Þ � R nð Þ� 0 ð34Þ

Some algebraic manipulations show that if we apply

(34) in (9), we have that n should satisfy:

n� K � /
1þ h

ð35Þ

where

h ¼
log

Pf 1�Peð Þþ 1�Pfð ÞPe

1�Pmð Þ 1�Peð ÞþPePm

� �

log
Pm 1�Peð Þþ 1�Pmð ÞPe

1�Pfð Þ 1�Peð ÞþPf Pe

� � ; ð36Þ

/ ¼
log

aCf

bCm

� �

log
Pm 1�Peð Þþ 1�Pmð ÞPe

1�Pfð Þ 1�Peð ÞþPf Pe

� � : ð37Þ

10
−2

10
−1

10
0

10
−4

10
−3

10
−2
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−1

10
0

K=4
K=8
K=16

Fig. 2 Function g(a) given by (32) which shows the minimum Pe for

which the AND rule surpasses the OR rule when a ¼ bCm

aCf
satisfies (31)

Fig. 3 Scalar fieldD1;Kconsidering K = 8, a = 0.2, b = 0.8, Cf = 0.3 and Cm = 0.7 for various Pe values
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Remembering that nopt must remain in the interval

1 B nopt B K, we have that:

nopt ¼

1; K�/
1þh

l m
\1

K�/
1þh

l m
; 1� K�/

1þh �K:

K; K�/
1þh [ K

8>>><
>>>:

ð38Þ

We can note that nopt given by (38) is a function of the

parameters h and /, which depend on the Pf and Pm.

However, these probabilities are parameterized by the

threshold k. Therefore, for different values of k, we will

have different values for the nopt parameter.

7 Simulation results

In this section, the theoretical results obtained in the previous

sections are corroborated with simulation results. We consider

a system with parameters a = 0.8 , b = 0.2 , Cf = 0.3 and

Cm = 0.7. In such context, the average idle period is longer

than the average busy period and the Bayes risk is more affected

by the miss detection events than by the false alarm events.

Figure 4 shows the Bayes risk as a function of the

parameter k in a system with K = 4 CRs. The channel

between the CRs and the PU is Rayleigh with an average

SNR equal to 3 dB. An energy detector is applied with

M = 16. The system is analyzed under the hypotheses of

an error-free report channel, i.e., Pe = 0, and an imperfect

report channel, with Pe = 10-2. From Fig. 4, one can note

that the value of n corresponding to the minimum Bayes

risk depends on the k value as predicted from the theo-

retical analysis. It is important to observe that the variation

between the Bayes risk with and without error depends on

the chosen n parameter, where one can note that the impact

is greater for the n = 1 case than for higher n values.

In order to explain such behavior for the n = 1 case, it is

important to indicate that Pf and Pm in the minimum Rð1Þ
are Pf ¼ 2:0635 � 10�4 and Pm = 0.2532. Note that only Pf

satisfies the condition Pf � Pe, although Pm is such that

C Pmð Þ ¼ 15:2126	 1: Therefore, the lower bound for R
presented in (13) should be tight in this situation. In fact,

Rð1Þ ¼ 0:0103 versusRð1Þ ¼ 0:0095 for Pe = 10-2. Note

also that the reporting errors severely degrade the system

performance, since the minimum value of Rð1Þ with

Pe = 0 is 7:72 � 10�4; which is much lower than the min-

imum achievable Rð1Þ ¼ 0:0095 with Pe = 10-2. For the

other n values, this situation does not occur and the per-

formance degradation is more subtle. As a consequence, in

spite of the global minimum of R being reached with

n = 1 for Pe = 0, for Pe = 10-2 the n = 2 provides the

minimum Bayes risk, which is by far lower than Rð1Þ.

In Fig. 5, we show the optimum n value obtained

applying (38). The analytical expression for nopt can be

validated comparing Figs. 4 and 5. For instance, we can see

that in the error-free case, for k[ k1 = 57.9, the fusion

rule that leads to the lowest Bayes risk is given by n = 1.

This is exactly the predicted value expressed in Fig. 5.

Similarly, when Pe = 10-2, n = 1 is the optimum fusion

rule for k[ k2 = 73.2, which corresponds to the nopt given

in Fig. 5.

We can also corroborate the theoretical results showed

in Sect. 5 comparing the OR and the AND rules, when

a = 0.2, b = 0.8, Cf = 0.3 and Cm = 0.7. These parame-

ters are such that a ¼ aCf

bCm
¼ 0:1071, applying (32), we can

state the if Pe C 0.0243, the OR rule will always surpass

the AND rule. From the results shown in Fig. 6, we can

observe that considering the error-free case, the AND rule

slightly surpass the OR rule for 13 B k B 30. However if
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Fig. 4 Bayes risk for different values of n with K = 4
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Fig. 5 Optimum n parameter given by (38)
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Pe = 0.03, the OR rule surpass the AND rule as we

expected.

One can also analyze the detector performance under the

NP criterion. In a such case, for a given miss detection

probability, the optimum detector is the one that gives the

minimum false alarm probability. In Fig. 7 we show the

ROC for all n values. From this result, one can note that,

concerning the perfect reporting channel case, the optimum

n-value is n = 1 regardless the fixed target Qm value.

Considering a reporting channel with error probability

Pe = 10-2, the optimum n depends on the fixed target Qm.

Denoting this probability as Qm
t , we have that:

nopt ¼
1; Qt

m�Q
mð1Þ
nþ 1; Q
mðnÞ\Qt

m�Q
mðnþ 1Þ
K; Qt

m [ Q
m K � 1ð Þ

8><
>: ð39Þ

where Q
mðnÞ corresponds to the minimum miss-detection

probability that leads to Qf ðnÞ, as indicated in Fig. 7.

Another interesting way to analyze the impact of the

reporting error in the system is analyzing the Fig. 8, where

the ROC colormap is influenced by the Bayes risk. It is

observed that the ROC curves for the n = 2 case present

almost the same color range for both Pe = 0 and

Pe = 10-2. On the other hand, for the n = 1 case, the ROC

color range corresponding to Pe = 10-2 is associated to

larger values of the Bayes risk than the one related to

Pe = 0, as already observed in Fig. 4.

These walls presented in the ROC curves shown in

Figs. 7 and 8 are due to the phenomenon of the bit-error-

probability (BEP) wall studied in [11, 12, 16]. In [11, 12]

the BEP wall impact on the ROC was analyzed and it was

discussed that the AND and OR rules are more sensitive to

this degradation imposed by the reporting channel. It was

also shown that this degradation increases with the number

of cognitive radios.

8 Conclusion

In this paper we have analyzed cooperative spectrum

sensing systems with fusion center in the context of

imperfect reporting channel. We have analyzed the impact

of the unreliable reporting channel condition on the opti-

mum decision rule, concerning the minimum Bayes risk.

This theoretical analysis were corroborated by simulations

results. We have also provided a detailed comparison

between the OR and the AND rules, presenting conditions

on the error probability that lead to good scenarios for both

decisions rules. In the simulation result section, the deci-

sion rules performance were evaluated using both Bayesian

and NP criteria. The theoretical and the simulation results

have shown that, depending on the decision rule, the

impact of imperfect reporting channel can lead to a signi-

ficative performance degradation.
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Abstract—In this article we analyze the diffusion normalized
least mean square (NLMS) and its set-membership version (SM-
NLMS) diffusion algorithms in a scenario where sensor nodes
are subjected to different noise variances. We show through
simulation that the SM-NLMS is a more robust algorithm in such
condition, in addition to the provided reduced energy consump-
tion. We also show that, in such context, the reduced feedback
SM-NLMS (RF-SM-NLMS) presents a similar performance when
compared to the SM-NLMS with an additional energy saving and
lower channel occupancy. Moreover, we propose an adaptive way
to choose the SM-NLMS and RF-SM-NLMS parameters in order
to provide further performance enhancement in the presence of
nodes subjected to different noise variances.

I. INTRODUCTION

Estimation of an unknown deterministic parameter in a
wireless sensor network (WSN) is an extensively exploited
topic in the literature [1]–[3]. It can be applied in a variety of
contexts such as agriculture environments, where parameters
such as temperature, humidity or wind speed are needed to
be estimated. As another example, WSN can be also applied
in the healthy area, where patients physiological data must be
monitored.

In the majority of WSN implementations a fusion center
is required in order to perform the estimation. For instance,
see the systems described in [2] and [4]. The main concern
with these implementations requiring a fusion center is that
they tend to demand a high energy consumption. In order to
mitigate this problem, implementations that avoid the use of
a fusion center have gained attention in the last years [5], [6].

An interesting proposal is the distributed adaptive filters
[7], [8]. Most of the classical adaptive algorithms can be
also applied in distributed contexts. For example, distributed
version of the least mean square (LMS) algorithm can be found
in [7], and of the recursive least squares (RLS) can be found
in [9].

Due to the importance of energy saving in WSN, a natural
solution to the distributed adaptive filtering problem is to em-
ploy algorithms based on the set membership (SM) idea [10].
The application of the SM algorithm in distributed context was
exploited in [11], where it is shown how energy consumption
can be reduced applying this algorithm when compared to the
normalized least mean square (NLMS) algorithm.

*The authors would like to thank CAPES and FAPESP for financial support.

Another aspect that deserves attention in the distributed
algorithms analysis is the case where the observation in each
node in the network does not provide the same reliability
regarding the estimation of the unknown parameter. In this
situation, the estimate provided by the noisy nodes, i.e., the
nodes that provide the least reliable parameter estimation,
tends to deteriorate the global estimate in the network. This
heterogenous scenario in a WSN can arrive in many situations.
For instance, the spectrum sensing in a cognitive radio network
in which the channel between each radio and the common
primary user presents a different signal-to-noise ratio is an
example of such situation [12]. In this case, the noisy cogni-
tive radios would deteriorate the network global estimate. A
possible solution to overcome this problem is to provide an
adaptive cooperative scheme as in [13] or to use a variable
step size LMS as proposed in [14].

Here, we show through simulations that the SM in addition
to be more advantageous in terms of energy consumption, it
also shows a more robust behavior in a network where noisy
nodes are present. We also show how to further improve the
SM performance in a distributed network with noisy nodes,
providing a variable SM threshold inspired on the variable
step size algorithm shown in [14].

The rest of this paper is organized as follows. In Section
II we show the network topology used throughout this paper,
followed by Section III, where we describe the algorithms
used in the local node processing. In Section IV, we show
an approach to choose the local processing parameters, and
in Section V, we show some simulations results. Finally, the
conclusions are stated in Section VI.

II. DISTRIBUTED ADAPTIVE ESTIMATION

In this article, we consider that the cooperation between the
nodes occur accordingly to the diffusion rule in [8]. In this
mode of cooperation, each node can exchange its estimate
with a set of nodes. The network considered throughout this
paper presents the topology described in Fig. 1.

We consider that the nodes can reliably exchange informa-
tion among the paths depicted in the network. In addition,
we assume that the network is a bidirectional network, which
means that if the node 𝑘 is connected to node 𝑙, they can
exchange information with each other. Still regarding the

978-1-4673-0762-8/12/$31.00 ©2012 IEEE 116



Fig. 1. Diffusion network

network topology, we define the neighborhood of a node 𝑘,
𝒩𝑘, as the set of all nodes connected to it, including itself.

In a local node 𝑘, a linear model is assumed. Therefore, ev-
ery node 𝑘 ∈ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 has access to the set of measurements
{u𝑘(𝑖), 𝑑𝑘(𝑖)}, that are related as follows:

𝑑𝑘(𝑖) = u𝑘(𝑖)
𝑇w𝑜𝑝𝑡 + 𝜂𝑘(𝑖) (1)

where w𝑜𝑝𝑡 is the optimum deterministic unknown vector to
be estimated and 𝜂𝑘(𝑖) is the Gaussian measurement noise
with zero mean and variance 𝜎2

𝜂,𝑘.
In the distributed adaptive estimation algorithm, in addition

to the pair {u𝑘(𝑖), 𝑑𝑘(𝑖)}, each node in the network has access
to the estimates generated in its neighborhood, defined as
𝝍𝑙, 𝑙 ∈ 𝒩𝑘. Then, an aggregate estimate 𝝓𝑘 is obtained by
the fusion of the local estimates. Restricting this function to a
linear combination, 𝝓𝑘 is given by:

𝝓𝑘(𝑖) =
∑
𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙𝝍𝑙 (𝑖) (2)

The coefficients 𝑐𝑘,𝑙 can be chosen in several ways. In [7],
it is stated that the coefficients matrix C should be such that
the sum of the elements in its column must be equal to one.
With this condition, the following relation must hold:∑

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙 = 1 (3)

A possible choice for these coefficients is given accordingly
to the Metropolis rule [7]. Assuming this rule, we have that:

𝑐𝑘,𝑙 =

⎧⎨
⎩

1
max{nk,nl} , 𝑘 ∈ 𝒩𝑙

0, 𝑘 /∈ 𝒩𝑙

1−∑
𝑙∈𝒩𝑘,𝑙 ∕=𝑘 𝑐𝑘,𝑙 𝑘 = 𝑙

(4)

where 𝑛𝑘 and 𝑛𝑙 represent the number of nodes connected to
the node 𝑘 and to the node 𝑙, respectively.

III. LOCAL NODE PROCESSING

Locally, each node in the network can apply several algo-
rithms in order to update its estimate. It is common that ver-
sions of the LMS algorithm are applied in order to keep a low
local node processing complexity. Furthermore, in this article,
two different variants of the LMS algorithm are considered:
the NLMS algorithm and the set-membership normalized least
mean square (SM-NLMS) algorithm.

A. NLMS

Considering the NLMS algorithm, the local estimate 𝝓𝑘(𝑖)
is updated as described in Table 1.

Table 1
Algorithm 1 NLMS
𝝓𝑘(𝑖) =

∑
𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙𝝍𝑙 (𝑖)
𝑒(𝑖) = 𝑑(𝑖)− 𝝓𝑘(𝑖)

𝑇u𝑘(𝑖)

𝝍𝑘(𝑖+ 1) = 𝝓𝑘(𝑖) + 𝜇𝑘
𝑒(𝑖)u𝑘(𝑖)

u𝑘(𝑖)𝑇u𝑘(𝑖)+𝛿

The 𝜇𝑘 in Table 1 is the NLMS step-size for the 𝑘𝑡ℎ node
and 𝛿 is a small constant that avoids division by zero in the
filter coefficients update.

B. SM-NLMS

An alternative algorithm to the NLMS is given by the SM
algorithm. By doing so, the local estimates are updated only if
the estimation error is greater than a threshold. The SM-NLMS
algorithm is described in Table 2 [15].

Table 2
Algorithm 2 SM-NLMS
𝝓𝑘(𝑖) =

∑
𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙𝝍𝑙 (𝑖)
𝑒(𝑖) = 𝑑(𝑖)− 𝝓𝑘(𝑖)

𝑇u𝑘(𝑖)

if ∣𝑒(𝑖)∣ > 𝛾𝑘 then
𝜇𝑘 = 1− 𝛾𝑘

∣𝑒(𝑖)∣
else

𝜇𝑘 = 0
end if

𝝍𝑘(𝑖+ 1) = 𝝓𝑘(𝑖) + 𝜇𝑖
𝑒(𝑖)u𝑘(𝑖)

u𝑘(𝑖)𝑇u𝑘(𝑖)+𝛿

In Table 2, 𝛾𝑘 is the set-membership threshold which is
commonly chosen as 𝛾𝑘 =

√
𝜏𝑘𝜎2

𝜂,𝑘 with 𝜏𝑘 being an auxiliary

constant that is commonly set to satisfy 𝜏𝑘 ∈ (1, 10) [16].
As will be clarified in the Section V, the auxiliary constant
𝜏𝑘 plays an important role in the convergence speed of the
algorithm.

C. RF-SM-NLMS

In the previous section, we described the distributed SM-
NLMS as presented in [11]. Also in [11], it is suggested to not
only use the SM algorithm to update the local estimate, but to
also utilize its idea to share only important information with
the neighborhood. This is accomplished defining the constraint
set:

ℋ𝑘(𝑖) =
{
𝝍𝑙 ∣

∣∣𝑑𝑘(𝑖)− u𝑘(𝑖)
𝑇𝝍𝑙

∣∣ < 𝛾𝑓𝑏,𝑘
}

(5)

where 𝛾𝑓𝑏,𝑘 is a threshold parameter similar to 𝛾𝑘 in the

SM-NLMS. We set 𝛾𝑓𝑏,𝑘 =
√
𝜏𝑓𝑏,𝑘𝜎2

𝜂,𝑘, where 𝜏𝑓𝑏,𝑘 is an
auxiliary constant that impacts on the information exchange
probability of the algorithm.
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If the estimate 𝝍𝑙(𝑖) ∈ ℋ𝑘(𝑖), it means that this estimate
does not provide an important information to the node 𝑘. As
a conclusion, the node 𝑙 does not have to send this estimate
to the node 𝑘. With such approach, we reduce the channel
occupancy for message exchange among the nodes and more
energy can be saved. The higher 𝜏𝑓𝑏,𝑘 is, the less restrictive
is the constraint set and the less likely will be the information
exchange among the nodes.

This approach is termed as reduced feedback set-
membership (RF-SM-NLMS), which is described in Table 3
[11].

Table 3
Algorithm 3 RF-SM-NLMS

𝒩′
𝑘 = { 𝑙 ∈ 𝒩𝑘 ∣ 𝝍𝑙(𝑖− 1) /∈ ℋ𝑘 (𝑖− 1)}

𝝓𝑘(𝑖) =
∑

𝑙∈𝒩′
𝑘
𝑐𝑘,𝑙𝝍𝑙 (𝑖)

𝑒(𝑖) = 𝑑(𝑖)− 𝝓𝑘(𝑖)
𝑇u𝑘(𝑖)

if ∣𝑒(𝑖)∣ > 𝛾𝑘 then
𝜇𝑘 = 1− 𝛾(𝑘)

∣𝑒(𝑖)∣
else

𝜇𝑘 = 0
end if

𝝍𝑘(𝑖+ 1) = 𝝓𝑘(𝑖) + 𝜇𝑖
𝑒(𝑖)u𝑘(𝑖)

u𝑘(𝑖)𝑇u𝑘(𝑖)+𝛿

IV. NLMS STEP-SIZE AND SM-NLMS 𝜏 PARAMETER

In this section, we show how to choose the NLMS step-size
and the SM-NLMS auxiliary parameter in the context where
different noise variances are experienced in the nodes.

In [14] an approach to choose the distributed LMS step-size
based on the noise average variance in each node is provided.
The idea is that smaller step-sizes should be provided to the
nodes with higher noise variances. Therefore, the interference
of such noisy nodes in the network estimate is mitigated. With
that approach, the LMS step-size is given as:

𝜇𝑘 = (𝜇𝑚𝑎𝑥 − 𝜇𝑚𝑖𝑛) 𝑒
−𝑎𝜎2

𝜂,𝑘 + 𝜇𝑚𝑖𝑛 (6)

where 𝑎 is a constant that controls the impact of 𝜎2
𝜂,𝑘 in the

step-size value. Actually, accordingly to (6), the nodes from
which the observation are more reliable, i.e., with small 𝜎2

𝜂,𝑘,
present a larger step-size, providing a faster convergence. On
the other hand, since the noisy nodes are kept with small step-
size, they do not compromise the quality of the estimate.

We propose then a similar approach in order to enhance
the quality of the estimate provided by the SM-NLMS and
the RF-SM-NLMS algorithm. Analyzing these algorithms, it
is interesting to note that the SM-NLMS and the RF-SM-
NLMS algorithm can be viewed as a variable step-size NLMS
algorithm. In addition, it is important to point out that for
higher 𝛾𝑘 values, the mean value of the equivalent variable
step-size decreases. Therefore, in order to guarantee that the
reliable nodes will present the fastest convergence, we have to
guarantee that 𝛾𝑘 is an increasing function of 𝜎2

𝜂,𝑘. Restricting

the 𝛾𝑘 parameter to the form 𝛾𝑘 =
√

𝜏𝑘𝜎2
𝜂,𝑘, we propose

to obtain the auxiliary parameter 𝜏𝑘 by using the following
relation:

𝜏𝑘 = (𝜏𝑚𝑎𝑥 − 𝜏𝑚𝑖𝑛)
(
1− 𝑒−𝑏𝜎2

𝜂,𝑘

)
+ 𝜏𝑚𝑖𝑛 (7)

where 𝑏 is a constant that controls the impact of 𝜎2
𝜂,𝑘 in the

auxiliary SM parameter value.

V. SIMULATION RESULTS

In this section, the three algorithms are simulated in differ-
ent contexts. For all simulated scenarios, the network topology
is the one depicted in Fig. 1, where there are 𝑁 = 12 nodes.
The vector to be estimated has equal M coefficients and unitary
variance w𝑜𝑝𝑡 = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ 1] /√𝑀 . In addition, the input
signal 𝑢𝑘(𝑖) is a Gaussian random variable with zero mean and
unitary variance. In the following, we analyze the algorithms
under four different contexts: A) when 𝜎2

𝜂,𝑘 = 𝜎2
𝜂 , B) when

the noise variances are not the same in the nodes, C) when
the noise variances are different with 𝜇𝑘 and 𝜏𝑘 given by
(6) and (7), and D) for different noise distributions. Under
all scenarios, the algorithms are analyzed through the global
instantaneous mean-square deviation (MSD) defined as:

MSD(i) =
1

N

N∑
k=1

∥𝝍k(i)−wopt∥2 (8)

The MSD results were obtained through the mean of 2000
independent realizations.

A. Equal noise variance

In this subsection, we considered that 𝜎2
𝜂,𝑘 = 𝜎2

𝜂 = 10−2.
For the NLMS algorithm, we assumed a step-size equal to
𝜇𝑘 = 𝜇 = 0.22, for the SM-NLMS the auxiliary parameter
was set equal to 𝜏𝑘 = 𝜏 = 2.8 and for the RF-SM-NLMS we
used 𝜏𝑘 = 𝜏 = 3.2 and 𝜏𝑘,𝑓𝑏 = 𝜏𝑓𝑏 = 2. The 𝜏𝑘 values were
chosen in order to keep the steady-value MSD approximately
equal for both RF-SM-NLMS and SM-NLMS.

The results are depicted in Fig. 2. From it, we can notice that
for MSD values higher than approximately −28 dB, the NLMS
algorithm presents a slow convergence rate when compared to
the others algorithms. It is also important to emphasize that
it also presents a higher processing complexity than the SM-
NLMS and the RF-SM-NLMS. In addition, the RF-SM-NLMS
presents a reduction in channel occupancy and higher energy
efficiency, since information is exchanged only in a fraction of
time. For the RF-SM-NLMS, the average channel occupancy
in the network in steady-state is 15%.

Since the RF-SM-NLMS only exchange information when
the estimated vector obeys certain conditions, it can be though
as the SM-NLMS with a time varying topology, i.e., when
information is not exchanged in the RF-SM-NLMS, it behaves
as a SM-NLMS with reduced connections. Therefore, there is
a small performance degradation of the RF-SM-NLMS, when
it is compared to the SM-NLMS algorithm.
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Fig. 2. Nodes with the same noise variance

B. Different noise variance

As a second simulation scenario we considered that the
noise variances were given by:

𝜎2
𝜂,𝑘 =

⎧⎨
⎩
0.196, 𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 6
10−4, 𝑘 = 7, ⋅ ⋅ ⋅ , 10
10−3, 𝑘 = 11, ⋅ ⋅ ⋅ , 12

(9)

Note that the average noise variance is 𝜎2
𝜂 = 10−2 as in the

previous case. We used the same parameters considered in
Subsection V-A. From the results depicted in Fig. 3, we can
note that the SM-NLMS algorithm provides faster convergence
than the NLMS algorithm. Even the RF-SM-NLMS converges
faster than the NLMS algorithm for all MSD range. In
addition, these algorithms converges to a lower steady-state
MSD when compared to the NLMS.

By the results shown in Fig. 3, we conclude that the
SM version of the distributed algorithms seem to be a more
suitable choice for this kind of scenario. In order to understand
such behavior, we analyze the update probability of the SM-
NLMS algorithm, presented in Fig. 4, where we can observe
that the nodes with lower noise variance present a higher
update probability. From [16], we can conclude that the update
probability is a decreasing function of the auxiliary parameter
𝜏 . Therefore, in this heterogeneous scenario, the algorithm
behaves as if the nodes with lower noise variance work
with a lower 𝜏 . In this condition, the algorithm converges
faster without an increase of the MSD level, since the faster
convergence is provided by the low noise variance nodes.

It is worth noting that the performance degradation intro-
duced by the RF-SM-NLMS in relation to the SM-NLMS is
mitigated when compared to Subsection V-A scenario. This
fact is explained by two reasons: (i) there is an increasing in
the channel occupancy to 22% in this case versus 15% in the
previous case (ii) the nodes with higher variance exchange
information more often than the nodes with lower variance
(for instance, 35% in node 8 versus 16% in node 1).

C. Different 𝜎2
𝜂,𝑘 with 𝜇𝑘 and 𝜏𝑘 given by (6) and (7)

In order to enhance the performance of the algorithms in the
context in which the nodes experience different noise variance,
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Fig. 4. Update probability for the nodes 𝑘 = 1, 8, 12 in the scenario
described in Subsection V-B

we applied the strategies described in Sec. IV. In (6), we set
𝜇𝑚𝑖𝑛 = 0.08, 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 0.45, 𝑎 = 100. For the SM-NLMS and
the RF-SM-NLMS, we set 𝜏𝑚𝑖𝑛 = 2, 𝜏𝑚𝑎𝑥 = 5.5, 𝑏 = 100
in (7). With these parameters, the 𝜇 and 𝜏 values varies with
𝜎2
𝜂,𝑘 as indicated in Fig. 6.
The MSD results are depicted in Fig. 5. We can see that the

algorithms present a performance gain when these techniques
are applied with faster convergence and lower MSD. However,
both the SM-NLMS and the RF-SM-NLMS algorithms still
present a superior performance when compared to the NLMS.

Then, we conclude that even if the performance of the
NLMS is improved by the means of a variable step-size
technique, we can also improve the performance of the SM-
NLMS algorithm in a similar way. Therefore, the SM-NLMS
technique still outperforms the NLMS technique in such
heterogenous noise distribution environment.
D. Different noise distributions

In this subsection, we consider that the noise variance in
each node is given by:

𝜎2
𝜂,𝑘 =

{
10−2

𝛼(𝑘−1) , 𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 6
10−2

(
2− 1

𝛼(12−𝑘)

)
, 𝑘 = 7, ⋅ ⋅ ⋅ , 12 (10)

where 𝛼 ≥ 1 is a constant that is related to the noise
distribution. If 𝛼 = 1, the network presents a uniform noise
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distribution, as 𝛼 increases the noise distribution becomes less
uniform. Note that for every value of 𝛼, the average noise
variance is 𝜎2

𝜂 = 10−2.
In Fig. 7, we show how the algorithms behave for different

noise distributions with the same parameters used in the
Subsection V-A. We have observed that the NLMS is invariant
to the noise distribution, as long as the mean noise variance is
constant, then, in Fig. 7, we only represent the NLMS result
for 𝛼 = 1. For the SM-NLMS, as well as the RF-SM-NLMS,
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Fig. 7. Performance comparison for networks with different noise distribu-
tions given by (10)

there is a performance gain both in convergence speed and in
MSD steady-state level as 𝛼 increases.

VI. CONCLUSION

In this article we compared the distributed versions of the
NLMS, the SM-NLMS and its reduced feedback version, the
RF-SM-NLMS, under different contexts. We showed that the
SM-NLMS and the RF-SM-NLMS are more advantageous
than the NLMS specially in the case where some nodes in
the network are subject to different noise variances. We also
provided an alternative to improve the performance of the SM-
NLMS and the RF-SM-NLMS in the presence of noisy nodes,
inspired in the variable step-size solution proposed for the
LMS algorithm in [14].
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ABSTRACT

In this article, we provide a detailed analysis of the diffusion
least mean square algorithm in the specific context where each
node in the network presents different SNR values. We show,
through an eigenvalue analysis, the condition that the algo-
rithm step-size values should obey in order to provide a given
convergence rate. Under this condition, it is shown how to set
the algorithm step-size in each node that lead to the minimum
mean square deviation. We also provide simulation results
that corroborate our theoretical analysis.

Index Terms— adaptive algorithm, diffusion LMS,
eigenvalue analysis, wireless sensor network

1. INTRODUCTION

Estimation of an unknown deterministic parameter in a wire-
less sensor network (WSN) is an extensively exploited topic
in the literature [1–3]. It can be applied in a variety of contexts
such as agricultural environments, where parameters such as
temperature, humidity or wind speed are needed to be esti-
mated. In addition, WSN can be also applied in the health
area, where patients physiological data must be monitored.

Often, a fusion center is required in order to perform the
estimation in a WSN. These implementations are known as
centralized networks, this is the case in the systems described
in [2] and [4]. One drawback of such implementations is that
it usually have a high power demand. In order to overcome
this problem, implementations that avoid the use of a fusion
center have gained attention in the last years [5, 6].

In this context, recently distributed adaptive filters have
been proposed in the literature [7], [8] and most of the classi-
cal adaptive algorithms have also been proposed in their dis-
tributed counterpart. For instance, distributed version of the
least mean square (LMS) algorithm is described in [7], and
the recursive least squares (RLS) is described in [9].

An important point that deserves attention in the dis-
tributed algorithms analysis is the case where the observation
in each node in the network does not provide the same relia-
bility regarding the estimation of the unknown parameter. In

this situation, the estimate provided by the noisy nodes, i.e.,
the nodes that provide the least reliable parameter estima-
tion, tends to deteriorate the global estimate in the network.
This heterogenous scenario in a WSN can arrive in many
situations. For instance, the spectrum sensing in a cognitive
radio network in which the channel between each radio and
the common primary user presents a different signal-to-noise
ratio is an example of such situation [10]. In this case, the
noisy cognitive radios would deteriorate the network global
estimate.

In this paper, we consider that the distributed algorithm is
applied employing a diffusion approach [7]. In this context,
we show the condition under which the algortihm converges
with a given rate and find the optimal step-size assignment
for each node with the objective to minimize the mean-square
deviation (MSD) of the estimated parameters. We consider
both correlated and non-correlated input regressor model in a
full mesh network, and in the simulation scenario section, we
extend this results to more general network topologies.

The rest of this paper is organized as follows. In Section 2
we describe the diffusion algorithm used throughout this arti-
cle. In Section 3, we analyze the algorithm convergence rate,
in Section 4 the optimum step size configuration for a given
convergence rate is derived, and in Section 5, we show some
simulations results. Finally, the conclusions are presented in
Section 6.

2. DISTRIBUTED ADAPTIVE ESTIMATION

In this article, we consider that the cooperation between the
nodes occur accordingly to the diffusion rule [8]. In this mode
of cooperation, each node can exchange its estimate with a set
of nodes.

We assume that the nodes can reliably exchange informa-
tion among the paths depicted in the network. Regarding the
network topology, we define the neighborhood of a node 𝑘,
𝒩𝑘, as the set of all nodes connected to it, including itself.

In a local node 𝑘, a linear model is assumed. Therefore,
every node 𝑘 ∈ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 has access to the set of measure-
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ments {u𝑘(𝑖), 𝑑𝑘(𝑖)}, that are related as follows:

𝑑𝑘(𝑖) = u𝑘(𝑖)
𝑇w𝑜𝑝𝑡 + 𝜂𝑘(𝑖) (1)

where w𝑜𝑝𝑡 is the optimum deterministic unknown vector to
be estimated and 𝜂𝑘(𝑖) is the Gaussian measurement noise
with zero mean and variance 𝜎2

𝜂,𝑘.
In the distributed adaptive estimation algorithm, in addi-

tion to the pair {u𝑘(𝑖), 𝑑𝑘(𝑖)}, each node in the network has
access to the estimates generated in its neighborhood, defined
as 𝝍𝑙, 𝑙 ∈ 𝒩𝑘. Then, an aggregate estimate 𝝓𝑘 is obtained by
the fusion of the local estimates. Restricting this function to a
linear combination, 𝝓𝑘 is given by:

𝝓𝑘(𝑖) =
∑
𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙𝝍𝑙 (𝑖) (2)

The coefficients 𝑐𝑘,𝑙 can be chosen in several ways. In [7],
it is stated that the coefficient matrix C should be such that the
sum of the elements in its rows must be equal to one.

A possible choice for these coefficients is given accord-
ingly to the Metropolis rule [7]:

𝑐𝑘,𝑙 =

⎧⎨
⎩

1
max{nk,nl} , 𝑘 ∈ 𝒩𝑙

0, 𝑘 /∈ 𝒩𝑙

1−∑
𝑙∈𝒩𝑘,𝑙 ∕=𝑘 𝑐𝑘,𝑙 𝑘 = 𝑙

(3)

where 𝑛𝑘 and 𝑛𝑙 represent the number of nodes connected to
the node 𝑘 and to the node 𝑙, respectively.

Locally, each node in the network can apply several al-
gorithms in order to update its estimate. It is common that
versions of the LMS algorithm are applied in order to keep a
low local node processing complexity. In the standard LMS
diffusion network, the local estimate 𝝓𝑘(𝑖) is updated as de-
scribed in Table 1, where 𝜇𝑘 is the LMS step-size for the 𝑘𝑡ℎ

node.

Table 1

Algorithm 1 LMS
𝝓𝑘(𝑖) =

∑
𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙𝝍𝑙 (𝑖)

𝑒(𝑖) = 𝑑(𝑖)− 𝝓𝑘(𝑖)
𝑇u𝑘(𝑖)

𝝍𝑘(𝑖+ 1) = 𝝓𝑘(𝑖) + 𝜇𝑘𝑒(𝑖)u𝑘(𝑖)

3. LMS STEP-SIZE PARAMETER IN
HETEROGENEOUS NETWORK

A question that arises in the heterogeneous network analysis
is how to properly choose the step size parameter of each of
the nodes in the network.

In order to answer this question, let us analyze a full mesh
network. In this case, the combination matrix C should be
chosen as:

C =
1

𝑁
11𝑇 (4)

where 𝑁 is the number of nodes in the network and 1 is a
𝑁x𝑁 matrix in which all elements are equal to 1.

An approach to analyze the algorithm convergence rate is
to introduce the vector coefficient error vector defined as:

�̃�(𝑖) =
[
�̃�

𝑇

1 (𝑖) �̃�
𝑇

2 (𝑖) ⋅ ⋅ ⋅ �̃�𝑇

𝑁 (𝑖)

]𝑇
(5)

where
�̃�𝑘 = 𝝍𝑘 −w𝑜𝑝𝑡 (6)

It can be shown that the following recursion is valid [7]:

𝔼

{
�̃�(𝑖)

}
= (I𝑀𝑁 −DRu)G𝔼

{
�̃�(𝑖− 1)

}
(7)

where G = C ⊗ I𝑀 , D = 𝝁 ⊗ I𝑀 , R𝑈 = I𝑁 ⊗ R, I𝑁 is
the identity matrix of dimension 𝑁 and 𝔼 denotes the math-
ematical expectation. The symbol ⊗ denotes the Kronecker
product, the matrix 𝝁 is a diagonal matrix whose elements
are the step size parameter in each of the nodes and the ma-
trix R = 𝐸

{
u𝑘u

𝑇
𝑘

}
is the autocorrelation input matrix that

is assumed to be constant to all 𝑘.
The convergence rate is determined by the spectral radius,

i.e., the magnitude of the largest eigenvalue of the matrix A =
(I𝑀𝑁 −DRu)G.

Applying some Kronecker products properties, it can be
shown that the matrix A can be rewritten as:

A = C⊗ I𝑀 − 𝝁C⊗R (8)

3.1. White regressor vector

Modeling the regressor vector as a unitary power white
stochastic process, the matrix A can be rewritten as:

A = (I𝑁 − 𝝁)C⊗ I𝑀 (9)

Defining A1 = (I𝑁 − 𝝁)C, one can also note that the eigen-
values of A are equal to the eigenvalues of A1. Therefore, the
spectral radius of A is equal to the spectral radius of A1 [11].

The matrix A1 applied to a vector v results in:

A1

⎡
⎢⎢⎢⎣
𝑣1
𝑣2
...
𝑣𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑣𝑖

⎡
⎢⎢⎢⎣
1− 𝜇1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 1− 𝜇2 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1− 𝜇𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
1
1
...
1

⎤
⎥⎥⎥⎦

(10)
Therefore:

A1

⎡
⎢⎢⎢⎣
𝑣1
𝑣2
...
𝑣𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑣𝑖

⎡
⎢⎢⎢⎣
1− 𝜇1

1− 𝜇2

...
1− 𝜇𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
v0

(11)

Hence, the vector v0 is an eigenvector of the matrix A1 as-
sociated to the eigenvalue 𝜆 = 1 − 1

𝑁

∑𝑁
𝑖=1 𝜇𝑖. The other
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Fig. 1. Spectral radius for the step distributions 𝜇1 and 𝜇2

eigenvalues are null since C is a rank one matrix. Therefore,
the spectral radius is given by:

𝜌 = 1− 1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝜇𝑖 (12)

Furthermore, we can conclude that if the mean value of the
nodes step sizes in the network is constant, the convergence
rate of the algorithm is constant.

In spite of the above demonstration being valid for the full
mesh network, where the combination matrix is given by (4),
the result in (12) is still a good approximation for more gen-
eral cases, where the combination matrix C is any stochastic
matrix, i.e., the sum of the elements of each one of its row is
equal to one. In order to illustrate this, we consider an exam-
ple with a 3-nodes network, where the combination matrix is
given by:

C =

⎡
⎣ 𝑐1 𝑐2 1− 𝑐1 − 𝑐2
1− 𝑐1 − 𝑐2 𝑐1 𝑐2

𝑐2 1− 𝑐1 − 𝑐2 𝑐1

⎤
⎦ (13)

where 0 ≤ 𝑐1 ≤ 1 and 0 ≤ 𝑐2 ≤ 1 − 𝑐1. Two different
step-size configurations with the same mean value are con-
sidered: 𝝁1 = [0.3 0.1 0.2] and 𝝁2 = [0.39 0.01 0.2]. Figure
1 shows the spectral radius related to combination matrices of
the form (13). One can note that spectral radius is approxi-
mately given by the theoretical expression in (12) for a broad
set of combination matrices. The only exception is the case
where the parameter 𝑐1 ≈ 1, which can be interpreted as the
non-cooperative mode. In such a case, the spectral radius will
be equal to 𝜌 = 1 − 𝜇𝑚𝑖𝑛, for the 𝝁1 step-size configuration
we have 𝜌 = 0.9 and for the 𝝁2 we have 𝜌 = 0.99.

3.2. Colored input regressor

In this case, we consider a colored input regressor with corre-
lation matrix given by: R = UΛU𝐻 , where U is an unitary
matrix and Λ is the diagonal eigenvalue matrix with elements
Λ(𝑘, 𝑘) = 𝜆𝑘.

In this context, we claim the the spectral radius of the ma-
trix A is given as stated by the following a proposition.

Proposition 3.1. The spectral radius of the matrix A is given
by:

𝜌 = 1− 𝜆𝑚𝑖𝑛
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝜇𝑖 (14)

where 𝜆𝑚𝑖𝑛 is the minimum eigenvalue of R.

Proof. In order to prove this proposition, we note that the ma-
trix R𝑈 can be written as R𝑈 = (I𝑁 ⊗U) (I𝑁 ⊗Λ)

(
I𝑁 ⊗U𝐻

)
.

Therefore we can rewrite the matrix A as:

A =
(
I𝑀𝑁 −D (I𝑁 ⊗U) (I𝑁 ⊗Λ)

(
I𝑁 ⊗U𝐻

))
G

(15)
Recalling that D = 𝝁 ⊗ I𝑀 , we can apply the mixed prod-
uct property of the Kronecker product in order and state that
D (I𝑁 ⊗U) = (I𝑁 ⊗U)D. Using the same property, we
can also state that

(
I𝑁 ⊗U𝐻

)
G = G

(
I𝑁 ⊗U𝐻

)
.

Therefore, the matrix A can be written as:

A = (I𝑁 ⊗U)EG (I𝑁 ⊗U)
𝐻 (16)

where, the matrix E is a diagonal matrix, given by:

E = I𝑁𝑀 −D (I𝑁 ⊗Λ) (17)

One can note the vectors of the form v = [0𝑘−1 1− 𝜇1𝜆𝑘

0𝑀−𝑘 ⋅ ⋅ ⋅ 0𝑘−1 1− 𝜇𝑁𝜆𝑘 0𝑀−𝑘]
𝑇 are eigenvectors asso-

ciated to the matrix EG and that the respective eigenvalues
are given by 1−𝜆𝑘

1
𝑁

∑𝑁
𝑖=1 𝜇𝑖. The others (𝑁 − 1)𝑀 eigen-

values are null since the matrix C presents 𝑁 − 1 null eigen-
values. Therefore, the maximum eigenvalue is given by 1 −
𝜆𝑚𝑖𝑛

1
𝑁

∑𝑁
𝑖=1 𝜇𝑖 proving the proposition.

Similarly to the white input case, given that the mean step-
size is constant, the convergence rate is also constant.

In order to illustrate this result, let us consider an example
where the first line of the input regressor correlation matrix is
given by r =

[
1 0.2 0.4 0.1

]
.

As in the white input regressor case, we will analyze a
network with 3 nodes and combination matrix given by (13).
Fig. 2 shows the spectral radius as a function of the com-
bination matrix parameter. One can note that the theoretical
expression in (14) is a good approximation concerning a wide
selection of the combination matrix parameters.

It is also interesting to extend this analysis to a more re-
alistic scenario, where larger networks can be employed. In
order to do so, we will analyze the spectral radius of the algo-
rithm, concerning the network depicted in Fig. 3. The spectral
radius of the matrix A is calculated for different step-size con-
figurations drawn from a uniform distribution and normalized
to mean equal do 𝜇 = 0.01. We considered a colored input
matrix with correlation function give by 𝑟(𝑛) = 0.7∣𝑛∣. The
histogram of the spectral radius obtained with this scenario
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Fig. 3. Diffusion network

is depicted in Fig. 4. From this result, one could note that
the spectral histogram is very close to an impulse located in
the theoretical value of the spectral calculted assuming a full-
mesh network, which corroborates our theoretical analysis.

4. OPTIMUM STEP-SIZE DISTRIBUTION

The adaptive filtering performance is often evaluated through
the MSD, defined as follows:

MSD =
1

N

N∑
k=1

E

{∥∥∥�̃�k

∥∥∥2} (18)

In the last section, we have stated that if the mean step-size
for the nodes in the network is constant, the converge rate is
approximately the same. The question that arises is how to
set the step-size of each node for a given convergence rate to
achieve the minimum MSD.

In order to answer to this question, we considered again
a 3-nodes full-mesh network. The input regressor power is
constant for all the nodes in the network, although, the mea-
surement noise power in each one of the nodes is different and
given by: 𝝈2

𝜼 = [0.2 0.04 0.06]. Fixing the mean step-size as
𝜇 = 0.03, we varied the step-size for the node 1 and node 2
and measured the MSD. The results are depicted in Fig. 5,
where the MSDs are shown as a function of 𝜇1 and 𝜇2. One
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Fig. 4. Histogram of the A matrix for step-size distributions
drawn from an unform distribution and normalized to 𝜇 =
0.01 mean.

can see that the minimum MSD is attained when the condi-
tion 𝜇1 ≈ 0.01, 𝜇2 ≈ 0.05 and, as a consequence, 𝜇3 ≈ 0.03.
From this result one can conjecture that the optimum step-size
should be inversely proportional to the measurement noise in
each node:

𝜎2
𝜂,1𝜇1 = 𝜎2

𝜂,2𝜇2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝜎2
𝜂,𝑁𝜇𝑁 (19)

The condition (19) in conjunction with the condition 𝜇 =
1
𝑁

∑𝑁
𝑘=1 𝜇𝑘 gives rise to the following proposition:

Proposition 4.1 (Optimum step-size configuration). For a
given mean step-size 𝜇, the step-size in each node should be
given by:

𝜇𝑖 =
𝜇

𝜎2
𝜂,𝑖

ℋ(𝝈2
𝜼) (20)

where ℋ(𝝈2
𝜼) is the harmonic mean of the power noise vec-

tor:

ℋ(𝝈2
𝜼) =

1
1
𝑁

∑𝑁
𝑘=1

1
𝜎2
𝜂,𝑘

(21)

Proof. In order to prove this proposition, we state that the
MSD can be written as:

MSD =
1

𝑁2

[
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖

(1− (1− 𝜆𝑖𝜇)2)

][
𝑁∑

𝑘=1

𝜇2
𝑘𝜎

2
𝜂,𝑘

]
(22)

This expression is an approximation of the MSD value ob-
tained by applying the independence theory and is more ac-
curate for small step-size values. A similar expression was
presented in [12] where an incremental network with white
input regressor vector was studied.

Eliminating the constant terms in (22) regarding the step-
size, the optimum step-size configuration will be given by the
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Fig. 5. MSD for different step-size configuration

solution of the following optimization problem:

minimize
𝝁=[𝜇1 𝜇1 ⋅⋅⋅ 𝜇𝑁 ]

𝑁∑
𝑘=1

𝜇2
𝑘𝜎

2
𝜂,𝑘

subject to
1

𝑁

𝑁∑
𝑘=1

𝜇𝑘 = 𝜇

In [12], the authors arrive in the same optimization prob-
lem, which is solved by setting the Lagragian gradient to zero.
The Lagrangian related to this problem is given by:

𝐿 (𝝁, 𝑙) =

𝑁∑
𝑘=1

𝜇2
𝑘𝜎

2
𝜂,𝑘 + 𝑙

(
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝜇𝑖 − 𝜇

)
(23)

Setting the Lagrangian gradient to zero, we have that the
following equations must be satisfied:

∂

∂𝜇𝑘
𝐿 (𝝁, 𝑙) = 0 → 𝜇𝑘 = − 𝑙

2𝑁𝜎2
𝑘

(24)

Therefore, the constraint equation reduces to:

1

𝑁

𝑁∑
𝑘=1

− 𝑙

2𝑁𝜎2
𝜂,𝑘

= 𝜇 (25)

Applying the lagrange multiplier 𝑙 given by (25) in (24)
results in (20).

Note that this result does not depend on the input regressor
vector correlation matrix.

5. SIMULATION RESULTS

The results derived in the last sections assumed that a full
mesh network was employed. However, we have pointed out
that the results will still be valid for other several combination
matrices. In this section, we will corroborate that approxima-
tion with some simulation results.
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Fig. 6. Noise distribution and the respective optimum step-
size

In other to do this, we will consider the 9-node network
depicted in Fig. 3. In the first simulation scenario, we will
consider that the input regressor vector is a white Gaussian
noise with unitary power. In addition, the vector to be es-
timated has equal 𝑀 = 5 coefficients and unitary variance,
i.e., w𝑜𝑝𝑡 = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ 1] /√𝑀 .

The noise variance in each one of the nodes is depicted in
Fig. 6. We have fixed the mean step-size value in 𝜇 = 0.01
and calculated the step-size in each node accordingly to (20).

Fig. 7 shows the MSD for this first simulation scenario.
It was obtained through the mean of 100 independent realiza-
tions of the instantaneous MSD measurements:

MSD(i) =
1

N

N∑
k=1

∥𝝍k(i)−wopt∥2 (26)

One can note that the convergence rate is indeed approxi-
mately the same, even if we do not consider a full mesh net-
work. In addition to the curve with the optimum step-size
vector, we show the MSD for step-sizes drawn from a uni-
form distribution and normalized to the required 𝜇 = 0.01.
One can note that the step-size configuration that leads to the
minimum MSD is the one from Fig. 6, which corroborates
the Proposition (4.1). In addition, we can also observe that the
minimum MSD given by (22) is also a tight bound to the MSD
value. The difference between the MSD value attained by
the optimum step-size configuration and the minimum MSD
given by (22) arises from the fact that the network is not fully
connected. In order to illustrate this, we also show the MSD
curve considering the full mesh network, which shows that
the minimum MSD matches (22) in this case.

We have also analyzed the behavior of the algorithm for
a colored input regressor vector. In this case, we considered
that the regressor vector u𝑘 was modeled as an autoregressive
process with autocorrelation function given by 𝑟(𝑛) = 0.7∣𝑛∣

and with a white Gaussian unitary variance signal as the input.
The results are depicted in Fig. 8, from where we can observe
that the convergence rate is constant, given that 𝜇 is constant.
In addition, we notice that the minimum MSD is achieved
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Fig. 7. MSD for different step-size configuration with 𝜇 =
0.01 and white regressor vector.
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Fig. 8. MSD for different step-size configuration with 𝜇 =
0.01 and colored regressor vector.

when the step-size are chosen accordingly to the Proposition
(4.1). As in the white input regressor vector, (22) is a tight
bound for the MSD and matches the MSD value considering
the full mesh network.

6. CONCLUSION

In this article we have shown that given that the mean value
of the step-size values of the network is fixed, the diffusion
LMS convergence rate is also fixed if the network is fully
connected. We have also provided simulation results that cor-
roborate that this conclusion could also be extended to more
general networks. We showed that the minimum MSD is
achieved if the step-size of each node in the network is in-
versely proportional to the noise variance in each one of the
nodes. A disadvantage of this approach is that the nodes
should have prior knowledge of the noise variance in the other
nodes in the network. As a future work, one could propose
strategies to parse this noise variance in the diffusion algo-
rithm in order to overcome this prior knowledge requirement.
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