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RESUMO

Nos ultimos anos, percebeu-se um avanco substancial das metodologias sistematicas de
selecdo de ativos em portfolios financeiros, baseadas em técnicas de otimizagdo. A maior
pressdo por desempenho sobre as gestoras de recursos e a evolugdo dos softwares e pacotes de
otimizagdo foram fatores que contribuiram para esse desenvolvimento. Dentre as técnicas mais
reconhecidas utilizadas na gestao de portfolios esta a de otimizagdo robusta, cuja aplicacdo na
solu¢do de problemas com dados incertos iniciou-se na década de 1970 e, desde entdo, vem
evoluindo em sofisticacdo. Partindo de uma extensao recente do método, propde-se um novo
modelo linear que resolve o problema de otimizagdo de um portfélio para multiplos estagios,
com inovagdes no tratamento da incerteza das estimativas de dispersdo dos retornos. Os
resultados mostram que o método proposto desempenha muito bem em termos de
rentabilidade e de métricas de risco-retorno em momentos de turbuléncia dos mercados. Por
fim, demonstra-se empiricamente que o modelo alcanca um desempenho ainda melhor em
termos de rentabilidade com a adogdo de um estimador eficiente para o valor esperado dos

retornos e com a simultanea redugdo do nivel de robustez do modelo.

Palavras-chave: Administragdo de carteiras, otimizacdo robusta, programacao linear,

multilplos estagios, Norma D.



ABSTRACT

It has been realized in the last years a remarkable development of the optimization techniques
to solve the problem of financial portfolio selection. The pressure on asset management firms
to maintain a more stable performance and the evolution of specialized software packages
have enabled this positive trend. One of the most recognized approaches applied to the
management of investments is the robust optimization, whose use on uncertain portfolio
optimization problems has begun in the 1970s and has experienced a substantial growth since
then. Building on a recent version of this framework, it is proposed a new linear model of the
robust multistage portfolio optimization problem, thereby incorporating uncertainty about
dispersion inputs in an innovative way. The results show that this method performs very well
during high volatility periods in terms of the terminal wealth and the risk-return tradeoff.
Finally, it can be demonstrated empirically that the proposed method outperforms when an
efficient return estimator is incorporated to the optimization model and the robustness level is

reduced simultaneously.

Keywords: Asset Allocation, robust optimization, linear programming, multiple periods, D-

Norm.
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IDENTIFICACAO DE NOTACAO
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Til sobre uma letra (por exemplo, X ) representa coeficientes incertos;
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“n” denota o numero de ativos de um portfolio.
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“t” denota um instante de tempo.
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1. INTRODUCAO

Percebeu-se nas ultimas décadas um notdvel crescimento no uso da modelagem
financeira e de ferramentas de otimizacdo para o gerenciamento de carteiras de ativos
financeiros. Além da natural pressdo por desempenho estavel e previsivel sobre as empresas
gestoras de recursos de terceiros, contribuiram para essa tendéncia o aprimoramento das
técnicas classicas sobre teoria do portfolio e a proliferagdo de novos e sofisticados pacotes de
softwares de otimizagao.

O gerenciamento ou gestdo ativa de portfolios visa a obtencdo de desempenhos
financeiros superiores a referéncias (benchmarks) de mercado, tais como o Ibovespa, ou o
CDI, por meio da diversificacdo dos investimentos, visando diluir o risco e aumentar o
potencial de rentabilidade. Esta atividade pode ser realizada de maneira profissional por
institui¢des financeiras habilitadas para a gestdo de fundos de investimento e reguladas por
orgdos competentes — no mercado brasileiro, CVM e ANBIMA'. Assim, através dos fundos,
os pequenos investidores podem contar com uma administragdo especializada de seu
patrimoénio e conseguem alguns ganhos de escala, como o acesso a custos menores de
corretagem, por exemplo. Em contrapartida, o investidor de fundos abstém-se completamente
da tomada de decisdo de seu investimento e arca com custos inerentes a este tipo de
investimento, como taxas de administracdo e de performance.

Cabe observar que a industria brasileira de fundos de investimento conta hoje com
mais de R$ 1,7 trilhdo de recursos administrados em mais de 10 mil fundos, segundo dados de
fevereiro de 2011 da ANBIMA, valor este que dobrou em seis anos, como pode ser conferido
na figura 1. Cerca de onze por cento deste total correspondem aos chamados fundos de ac¢des
(foco deste trabalho), ou seja, fundos com no minimo sessenta e sete por cento de seu
patrimbnio em ativos de renda variavel. E uma parcela ainda pequena se comparada com a
dos fundos de renda fixa ou referenciados DI, que totalizam mais de quarenta por cento dos
recursos administrados pela industria. Todavia, a tendéncia ¢ de crescimento, como se pode

observar na figura 2, e ndo houve uma reducdo significativa da participagdo dos fundos de

! Comissdo de Valores Mobilidrios ¢ Associacio Brasileira das Entidades dos Mercados Financeiro e de
Capitais, respectivamente.
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acdes em fungdo da crise financeira de 2008, o que indica um melhor entendimento por parte

do investidor brasileiro do carater de longo prazo deste tipo de investimento.
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Figura 1 - Evolugdo do Volume Administrado na Industria de Fundos.
Valores em moeda constante de fevereiro de 2011, deflacionados pelo IGP.
Fonte: ANBIMA
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Figura 2 - Evoluc¢ao da Participagdo dos Fundos de Ag¢des sobre o Patriménio Total da Industria de Fundos.

A gestdo do total de recursos captados pela industria de fundos fica a cargo de
aproximadamente quatrocentas casas gestoras, sendo que as trinta maiores gerem cerca de

noventa por cento deste total. Portanto, dada a relevancia deste mercado e a forte

Fonte: ANBIMA
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concorréncia, os profissionais da industria investem cada vez mais em ferramentas de gestao
sofisticadas para alcangar um desempenho diferenciado e atrair o investidor, cada vez mais
seduzido por esta categoria de investimento. Dentre elas, podemos destacar as metodologias
de otimizagado de portfolios.

A primeira abordagem sistematica para o problema de alocacdo de ativos em um
portfolio pode ser atribuida a Markowitz [1952], em cujo artigo seminal se enderecou a
questdo do compromisso entre retorno e risco para a tomada de decisdo na alocagdo de ativos.
Ele tratou o problema da sele¢do de ativos financeiros para um portf6lio como um problema
de otimiza¢do no qual a variancia agregada do portfolio seria minima para um dado nivel de
retorno esperado e, ou, o retorno esperado seria maximo para um dado nivel de variancia do

portfolio. A formulacdo do tipo “média-variancia” pode ser escrita da seguinte maneira:

min X XX
sa I'X=u (1)
Xe=1

onde “x e R"™ é um vetor de pesos dos ativos, “F e R"” e “T € R™” sdo respectivamente o
vetor de valores esperados e a matriz de covaridncia dos retornos dos ativos e “p” é um
parametro que define o valor esperado do retorno agregado do portfolio. Outro conceito
importante apresentado em seu trabalho foi o da diversificagdo do portfolio, cujo risco total
depende também das covaridncias entre seus componentes ¢ ndo somente do risco individual
de cada exposicao.

Virias teorias foram construidas a partir do trabalho de Markowitz, como a
introduzida por Sharpe, Lintner ¢ Mossin, entre 1964 e 1966, quando os autores propuseram o
primeiro modelo de aprecamento de ativos, o CAPM (capital asset pricing model). Portanto,
nao existem duvidas da importancia dos conceitos de otimizagdo de portfolios por média-
variancia e de diversificacdo para a evolucdo do tema da tomada de decisdo financeira e para
o desenvolvimento e compreensdo dos mercados financeiros em geral. Todavia, apesar da
grande influéncia da teoria moderna de portfolios, hoje — mais de cingiienta anos apos o
trabalho seminal de Markowitz — alguns problemas identificados na teoria original
estimularam a busca de técnicas mais avangadas para a otimizagdo de portfolios de ativos

financeiros. Dentre os principais inconvenientes, podemos destacar dois:
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e A natureza unitemporal do modelo de Markowitz torna a abordagem inapropriada
para problemas de aloca¢do de longo prazo. Assim, a escolha inapropriada do
horizonte de tempo do problema de alocagdo pode levar a decisdes de
investimento distorcidas.

e Os parametros de retornos esperados e covariancias, que servem de entrada para o
modelo de otimizagdo, ndo sdo conhecidos de antemao e precisam ser estimados,
tornando os resultados da otimizagdo bastante sensiveis a erros de estimacgao.
Portanto, ¢ necessdria uma modificagdo no paradigma classico de maneira a trazer

maior estabilidade, confiabilidade e robustez nos resultados.

Com respeito a primeira questdo, o proprio Markowitz discutiu o tema do
planejamento de investimentos de longo prazo sob a otica de fungdes utilidade baseadas no
consumo e tratou o problema resultante com técnicas de programac¢do dindmica (Markowitz,
1991). Solugdes analiticas para a versdo continua do problema de otimizacdo de portfdlios
para diversos tipos de funcdo utilidade foram estudados subseqiientemente. Um trabalho a se
destacar nesse campo foi desenvolvido por Pliska [1984], onde o autor fornece uma solugdo
ao problema de otimizagcdo de uma carteira financeira a partir da maximizac¢ao da utilidade
esperada da riqueza no vencimento por meio de calculo estocastico e andlise convexa. A
vantagem dessa abordagem ¢ a sua aplicacdo a processos em tempo continuo, o que permite a
modelagem dos pregcos segundo passeios aleatérios e a utilizacdo de distribuicdes de
probabilidade diferentes de distribuicdes Gaussianas, que considerem, por exemplo, efeitos de
assimetria. Contudo, a solugdo fechada obtida para este problema s6 pode ser derivada sob
hipoteses muito rigidas sobre o comportamento do investidor e sobre o processo dos pregos
dos ativos no futuro e, por isso, dificilmente podem ser generalizadas.

Ainda sobre a escolha do horizonte de investimento, conforme observado em Costa €
Nabholz [2006], em geral as decisdes de alocacdo de ativos tém cardter multitemporal, dado
que o gestor costuma balancear sua posi¢do ao longo do tempo pensando em uma estratégia
de longo prazo. Alguns trabalhos recentes (ver Li & Ng, 2000) apresentam solugdes de
otimizagdo por média-variancia para o caso multi-periodo e serviram de base para este
trabalho, que parte da premissa de que o balanceamento peridodico do portfolio auxilia a
decisdo de alocacdo de longo prazo. Vale observar que a metodologia proposta em Li & Ng
[2000] foca na analise do valor esperado e da variancia da riqueza terminal, sem fazer
consideragdes sobre o comportamento da riqueza em instantes de tempo intermedidrios. Neste

sentido, Costa e Nabholz [2006] apresentam uma solu¢do para o problema de selecdo 6tima
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de ativos multi-periodo usando média-variancia, mas considerando restrigoes intermediarias
para o valor esperado e a variancia da carteira. Para isso, analisam dois casos: fun¢do objetivo
dada por uma combinacao linear das varidncias com restrigdes intermediarias para os valores
esperados; e fungdo objetivo dada pela combinagdo linear dos valores esperados com
restrigdes intermedidrias para as varidncias. No primeiro caso, os autores apresentam uma
solucdo analitica para o problema e no segundo caso, uma solu¢do numérica.

J& a questdo dos erros de estimagdo ¢ um tema mais complexo. Segundo Fabozzi et al.
[2007, p. 4], “[...] uma forte razdo para a relutancia dos gestores de investimentos em adotar
os modelos quantitativos de otimizagdo por media-variancia ¢ o fato de eles ndo serem
confidveis na pratica. Especificamente, a otimizagdo por risco-retorno ¢ muito sensivel a
variagdes nos dados de entrada [...]”. E a situagdo se agrava quando refletimos sobre a
inabilidade dos analistas e “quants” em fazer previsdes de varidveis econdomico-financeiras,
por confiarem na ilusdo de que compreendem a aleatoriedade inerente & maioria das varidveis
econdmicas e de que podem prever o futuro através do estudo de padrdes passados. Por
exemplo, dificilmente algum modelo preditivo antes de 2008 considerava a crise financeira
global como cendrio determinante para a estimagdo de varidveis, simplesmente porque ela foi
uma crise sem precedentes na historia recente. Portanto, podemos afirmar que praticamente

todos erraram suas previsdes para este periodo.

“I...] N6s ndo compreendemos o mundo tdo bem quanto imaginamos e
tendemos a nos iludir com falsos padr 8es, a confundir sorte com habilidade (o
efeito “enganado pela aleatoriedade”), a superestimar o conhecimento sobre
eventos rar os (cisnes negros) assm como o entendimento da natur eza humana,
algo que vem se agravando com o aumento da complexidade do mundo [...]".
(Taleb, 2011).

A despeito do desenvolvimento de técnicas sofisticadas para a estimacdo dos
parametros de risco e retorno, uma saida interessante para esta questdo foi a aplicagdo de
métodos estatisticos adotados em outros ramos da ciéncia, como a matematica e a engenharia,
na determinacdo de portfolios 6timos, o que somente se tornou viavel com o avango dos
algoritmos e softwares de otimizacdo. Os métodos de programac¢do dindmica sdo um exemplo,
0s quais procuram tratar a incerteza dos dados modelando seu comportamento em cenarios
futuros e obtendo uma solugdo 6tima para cada vértice da arvore de cendrios gerada. Uma
extensa pesquisa ja foi realizada no campo da programacgdo dindmica com aplicagdes em

otimizagdes de portfolios, com destaque para Dantzig and Infanger [1993].
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Outra abordagem alternativa ¢ a utilizacdo de técnicas de otimizagdo e estimagdo
robusta, as quais desempenham importante papel em areas como controle e estatistica (ver
Sayed et al., 2002). Os conceitos e métodos da estimagao robusta foram originados nos anos
50. O termo técnico “estatistica robusta” foi cunhado em 1953, contudo os seus conceitos ja
eram praticados antes no ramo da fisica. Desde entdo, a técnica vem sendo uma ferramenta
eficaz na criagdo de modelos com pouca sensibilidade a mudangas em suas hipoteses basicas
e estimativas de entrada. No ramo das finangas, vem sendo 1til como complemento a métodos
estatisticos consistentes, porém pouco robustos, como as regressdes ¢ os modelos de
otimizagdo de carteiras. Essa abordagem ¢ um dos motivadores para o desenvolvimento desse
trabalho e servird de metodologia principal para o modelo a ser desenvolvido. Seus detalhes
técnicos e aspectos historicos serdo discutidos em detalhes mais a frente.

Neste momento, vale comentar que as técnicas de otimizagdo robusta e dindmica sdo
complementares no tratamento da incerteza dos parametros e cada uma possui suas vantagens
e desvantagens. Por exemplo, os problemas de selecdo de ativos solucionados por
programacdo dindmica crescem em complexidade com o aumento do nimero de ativos do
portfolio ou de estagios intermediarios. Por outro lado, ha evidéncias de que tais programas
podem evitar o excesso de conservadorismo inerente a alguns modelos de otimizagdo robusta.
Sem entrar no mérito de qual técnica ¢ mais eficiente, optou-se por utilizar a técnica robusta
para evitar o custo computacional que, segundo Fabozzi et al. [2007], fatalmente se incorre ao
utilizar a otimizacgdo estocastica para problemas em multiplos estagios.

Entre os modelos robustos utilizados na solugdo de problemas de otimizagdo de
portfoélios em multiplos estagios, a abordagem de Ben Tal et al. [2000] foi a primeira a
considerar o efeito da dimensionalidade do problema resultante, com a proposicdo de um
modelo computacionalmente tratavel, apesar de ndo linear. Todavia, de acordo com
Bertsimas and Pachamanova [2008], uma formulag¢do linear ¢ preferivel quando se deseja
incorporar restricdes mais complexas no modelo de otimizacdo. Com isso, os autores
propuseram uma abordagem robusta e linear para o problema em multiplos estagios,
utilizando estruturas poliedrais para a modelagem do conjunto de incerteza dos retornos
futuros dos ativos que compunham a carteira. Nota-se, porém, que o método proposto por eles
ndo incorpora diretamente nenhuma restricdo de varidncia ou risco no programa de
otimizagdo. Como serd verificada no capitulo 4, a abordagem citada trata a aversdo ao risco
do investidor apenas indiretamente, na definicdo de um conjunto de incerteza conveniente

para os retornos.
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Assim como Bertsimas and Pachamanova [2008], varios outros trabalhos sobre o
modelo robusto multi-periodo foram publicados recentemente (ver Ben-Tal and Nemirovski,
2000, Bertsimas and Sim, 2004), mas todos eles pressupdem varidncias e covaridncias
conhecidas, lidando com o cardter incerto apenas dos parametros de valores esperados
(retornos). E no caso das abordagens que tratam do tema da incerteza nos parametros de
dispersdo (variancia), como aquelas apresentadas em Goldfarb e Iyengar [2003] e Halldorsson
and Tutuncu [2003], o horizonte de investimento ¢ unitemporal e os modelos resultantes sdo
ndo lineares.

A contribui¢do que esta tese oferece para o avango da pesquisa sobre o tema da
selecdo oOtima robusta de ativos ¢ enderecar a natureza incerta tanto das estimativas dos
retornos quanto das estimativas das varidncias, mantendo o modelo robusto resultante como
um programa de otimizagao linear. Para isso, partiu-se das abordagens desenvolvidas em Ben
Tal et al. [2000] e Bertsimas and Sim [2004] e, mediante a definicdo dos pardmetros de
dispersao pelo método do desvio absoluto, proposto em Konno and Yamazaki [1991], e uma
definicdo conveniente dos conjuntos de incerteza, apresenta-se a formulacdo de um modelo
robusto e linear para o problema de alocagdo 6tima em multiplos periodos. Adicionalmente,
ilustra-se 0 método a partir da sua aplicagdo em um portfolio de a¢des brasileiras.

Cabe aqui ponderar que o acréscimo de robustez na formulagdo do modelo de
otimizagdo impde um custo para a gestdo do portfélio em termos de performance. Em outras
palavras, as solu¢cdes do modelo robusto sdo mais conservadoras, de maneira que se abre mao
de “otimalidade” em relagdo ao modelo nominal para assegurar a imunidade do modelo a
erros de estimacdo dos parametros de entrada. Com isso, o trabalho também propde uma
maneira de reduzir esse “custo de robustez”, calibrando o nivel de conservadorismo para
niveis mais reduzidos e incorporando uma restricdo adicional ao programa resultante, cujo
objetivo € incentivar uma maior alocacdo em acdes com uma razao de valor patrimonial por
valor de mercado mais elevada. Essa estratégia tem como base o trabalho de Fama e French
[1992], cujos resultados apontaram que carteiras formadas por agdes com maior valor
patrimonial por valor de mercado (estratégias de valor) apresentaram resultados
consistentemente maiores em relagdo a carteiras compostas por acdes com menor razao. Os
autores citados estudaram todas as agdes de empresas ndo-financeiras negociadas em trés
bolsas de valores nos Estados Unidos: NYSE, AMEX e NASDAQ, no periodo de 1963 a
1990. Em Rostagno et al. [2006], uma andlise semelhante ¢ realizada para estratégias de valor

montadas com agdes da Bolsa de Valores de Sao Paulo (Bovespa), no periodo compreendido
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entre 1994 e 2003, com resultados que também apontaram para a superioridade dos
rendimentos destas estratégias no mercado local.

Para uma melhor exposi¢do das ferramentas utilizadas e dos resultados obtidos, esta
tese estd organizada da seguinte maneira: no segundo capitulo, apresenta-se uma revisdo da
teoria de otimizagdo robusta, com importante foco na parametrizagdo dos conjuntos de
incerteza dos parametros de entrada do modelo de otimizagao.

No terceiro capitulo, apresentam-se algumas formulag¢des do problema de otimizacao
robusta para um periodo, as quais diferem entre si na maneira de tratar a incerteza dos
parametros.

No quarto capitulo, trata-se o problema de selecdo 6tima de ativos em multiplos
estagios, com a apresentagdo de aplicagdes de programacdo dindmica e otimizagdo robusta
para a sua solugdo.

No quinto capitulo, apresentam-se uma revisao da teoria de aprecamento de ativos e
algumas formulacdes de modelos de estimagdo de retornos esperados de acdes.

No sexto capitulo, ¢ formulado o modelo de otimizagdo robusta a ser proposto por
esta tese, para um portfolio financeiro com custos de transagcdo, tomando como base uma
carteira de agdes negociadas na Bovespa.

No sétimo capitulo sdo apresentados os resultados obtidos, os quais serdo discutidos e

analisados no oitavo capitulo, com as respectivas conclusoes.
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2. OTIMIZACAO ROBUSTA

Apesar da grande influéncia que a teoria moderna de portfolios vem exercendo sobre a
teoria econdmica, ¢ sabido que o modelo de média-varidncia para a selecdo de ativos, como
proposta por Markowitz em seu trabalho seminal de 1952, carece de confiabilidade e
estabilidade quando utilizado na pratica. Por exemplo, percebe-se empiricamente que os
portfolios 6timos por média-variancia ndo necessariamente sdo bem diversificados e que o
programa de otimiza¢do pode atribuir pesos extremos e ndo intuitivos para alguns dos ativos
na carteira. Além disso, em Fabozzi et al. [2007], afirma-se que o modelo ¢ bastante sensivel
a variagoes dos seus dados de entrada, as quais sdo estimativas para os retornos futuros e as
covariancias de cada ativo. Em outras palavras, os pardmetros dos problemas reais de
otimizagdo ndo sdo conhecidos e, portanto, estdo sujeitos a erros de estimagao.

Na abordagem tradicional de otimiza¢do de portfolios, o nivel de incerteza dos dados
de entrada ¢ ignorado e o problema ¢ resolvido como se os dados estimados (nominais)
fossem exatos, na esperanca de que pequenas incertezas nos dados de entrada ndo afetem
significativamente as propriedades da solu¢do O6tima. Porém, em Ben-Tal et al. [2009],
comenta-se que, as vezes, mesmo pequenas incertezas devem merecer uma atengao especial.
Portanto, em aplicagdes de otimizacdo, existe a real necessidade de se buscar uma técnica
capaz de detectar casos em que a incerteza dos dados afete substancialmente a qualidade da
solu¢do nominal e, nesses casos, gerar uma solucdo confidvel e imune a erros de estimagdo
destes dados. Nesse aspecto, a otimiza¢do robusta mostra-se uma técnica intuitiva e eficiente
de modelar a incerteza nos problemas de otimizagao, como nas decisdes de alocagdo de ativos
financeiros para a composicao de portfolios.

Antes, porém, de entrar em aspectos mais formais da metodologia em questdo, sera
apresentada uma defini¢cdo intuitiva fazendo uso de sua aplicagdo para a alocagdo de ativos

financeiros.
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2.1. Definicdo Genérica

A seguir, sera apresentada a definicdo genérica de alocacdo robusta abordada em
Meucci [2003]. Definindo como alocagdo a decisdo de investimento em ativos que compdem

um determinado portfolio financeiro, consideremos que o custo de oportunidade “CO” de uma

alocagdo genérica “w,we R"” que satisfaga as restrigdes de investimentos pode ser definido

como a diferenca entre a maxima satisfacdo possivel do investidor (Sy) e a condicdo de

satisfacdo real fornecida pela alocagdo “w” (S, (W)):

Co, (w)

IIl
17

s, (w) e)

onde “n” ¢ o numero de ativos do portfélio. Uma vez que os valores reais dos parametros de
mercado “0” ndo sdo conhecidos, uma alocagdo ¢ 6tima no sentido robusto se ela converge
para um cenario de custo de oportunidade minimo para todos os valores dos parametros de
mercado dentro de um intervalo “®”, que seja amplo o suficiente para muito provavelmente
conter os valores “0" verdadeiros, porém desconhecidos, dos parimetros de mercado. A
abordagem robusta objetiva determinar precisamente uma alocacdo “Ww,” tal que o custo de

oportunidade ¢ uniformemente minimo para todos os valores “0” no conjunto de incerteza
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Figura 3 - Custo de oportunidade como uma fung¢ado dos parametros de mercado
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Em outras palavras, devemos considerar uma alocagdo que satisfaca

w, = argmin {max[S, - s, W) 3)

0O

Ou seja, considera-se a alocagdo tal que o maximo custo de oportunidade em um
determinado intervalo “®” é o menor possivel. Vale observar que essa alocacdo ndo
necessariamente fornece o menor custo de oportunidade possivel com relagdo aos parametros
verdadeiros “0", como se pode notar na figura 3. Além disso, a qualidade da alocagdo
representada em (3) depende obviamente da escolha adequada do conjunto de incerteza “®”.
Quanto menor a sua amplitude, mais facil ¢ a tarefa de minimizar o custo de oportunidade por
todo o seu espectro, porém a alocagdo estard mais sujeita a erros de estimagdo dos parametros
de mercado “0”. J4 a escolha de um intervalo de incerteza muito largo, apesar de aumentar a
probabilidade de que ele contenha “0", pode trazer como conseqiiéncia a obtengdo de uma
alocagdo excessivamente conservadora.

Seja o caso particular da otimizagdo linear (OL), que ¢ o foco deste trabalho e cujo

problema genérico pode ser expresso na forma

min ¢'Xx+d
X

st. Ax<b 4)

onde “A” é uma matriz constante de parametros das restricdes e “C'X+d” ¢é a fungdo
objetivo. No universo da otimizacao robusta, um problema OL incerto ¢ definido como uma

cole¢do de programas OL de estrutura comum

min C'X+d
X

st. Ax<b;(c,d,Ab)e® (5)

Com os dados (c, d, A, b) variando dentro do conjunto de incerteza “®”, o qual muito
provavelmente conterd toda a informagdo sobre os parametros verdadeiros de mercado.
Conforme ja foi exposto, para resolver (5) devemos buscar a solugdo que fornega o menor
custo de oportunidade maximo possivel dentro do conjunto “®”. Sob essa oOtica conservadora,
¢ natural que se verifique a qualidade de uma solucdo robusta factivel “x” pelo maior valor de

seu objetivo original.
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func¢do objetivo maxima = (c,dI,l;-\l,abﬁi@[C X+ d] (6)

Portanto, a melhor solugdo factivel para um problema de otimizagdo robusta ¢ aquela

que resolve o programa a seguir.

X = argmin{ max [c'x+d]

c,d,Ab)e® 7
s.t. AX<b (7)
ou analogamente
X =argmin v
st. c'’x+d<v
A)(Sb,(C,d,A,b)E@ (8)

Definimos a formulacdo (8) como a contraparte robusta do problema original incerto e
as solugoes Otimas e factiveis sdo denominadas solugdes 6timas robustas ou factiveis robustas.
A metodologia de otimizag¢do robusta propde a associagdo do problema incerto com sua
contraparte robusta e o uso das solugdes dtimas robustas associadas como os elementos para a

tomada de decisdo.

2.2. Definicao For mal

Como foi definido anteriormente, um problema de otimizacdo linear (OL) incerto ¢
uma colecdo de problemas de OL de estrutura comum (m restricdes € n variaveis), com o0s

dados de entrada variando em um dado conjunto de incerteza “ @ e R™X(1)>,

min C¢'X+d
X

st. Ax<b;(c,d,Ab)e® 9)
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E importante observar que para uma familia de problemas de OL como (9), o conceito
de solu¢do otima e factivel depende de hipdteses associadas ao ambiente de decisdo

subjacente. Neste caso, sdo adotadas as seguintes hipoteses:

Hipdtese 1 (H1) — As variaveis de decisdo “x” em (9) representam decisdes do tipo “aqui e
agora”, isto ¢, a elas devem ser atribuidos valores numéricos como resultado da resolu¢ao do

problema antes que os dados reais se revelem.

Hipétese 2 (H2) — O tomador de decisdo é somente responsavel pelas conseqiiéncias das
decisdes realizadas quando e somente quando os dados reais estdo dentro do conjunto de

incerteza “®” escolhido.

Hipdtese 3 (H3) — As restri¢oes em (9) sao inflexiveis, ou seja, ndo sdo permitidas violagdes

das restrigdes, mesmo que pequenas, quando os parametros verdadeiros estdo em “®”.
Além disso, algumas defini¢des importantes devem ser consideradas:

Definigdo 1 — Um vetor “x” ¢ uma solugao robusta factivel para o problema (9) se ela satisfaz

todas as realizacdes das restricdes no conjunto de incerteza, isto €,
Ax<b, V(Ab)c® (10)

Defini¢céo 2 — Dado um candidato a solugdo “x”, o valor robusto ¢(X, ) do objetivo de (10) em

(Y

x” ¢ o maior valor do objetivo real “c'x+d” sobre todas as realizacdes de dados do

intervalo de incerteza:

(X, ) = max [c'x+d] (11)

(C,d )e@

Definigo 3 — A contraparte robusta de um problema incerto de otimizagao linear do tipo (9) €

o seguinte problema de otimizag¢do linear:
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min{c(xe) =(anAag§E®[c'x+ d] (12)

sa Ax<b,(c,d,Ab)e®

ou

min v
XL (13)
sa ¢c'x—-v<-d

Ax<b,(c,d,Ab)ec®

As hipdteses H;, H, e H; e as defini¢cdes iniciais 1, 2 e 3 servem de base para a
formulacdo da contraparte robusta de um problema de OL incerto, que pode ser resumida
como a “melhor solu¢do imune a incerteza”, apesar de “sub-Otima”. Além disso, elas
determinam quais caracteristicas devem possuir as suas solu¢des factiveis. Ou seja, as
solu¢des devem ser vetores fixos e devem ser factiveis robustas, isto €, devem satisfazer todas

as restricdes quaisquer que sejam as realizagdes dos dados dentro do conjunto de incerteza.

2.3. Parametrizacéo do Conjunto de I ncerteza

Apods a definicdo formal da contraparte robusta de um problema de OL incerto,
apresenta-se em seguida como se deve parametrizar o conjunto de incerteza “®” de maneira
conveniente. Seguindo o método exposto no primeiro capitulo de Ben-Tal et al. [2009],
assume-se que o conjunto de incerteza pode ser parametrizado de modo afim por um vetor de

perturbagdo “C” variando em um dado conjunto de perturbacdo “Z”.

J}:gezcmk (14)

©)
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dados nominais D, deslocamentos D,

Onde “k < n” representa o numero de parametros incertos. Em outras palavras, as

regides de incerteza dos “k” pardmetros podem ser representadas por seus valores nominais
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mais um nimero “C” de desvios (que pode variar no conjunto “Z”), definindo assim o

conjunto “®” de valores que contera os valores reais dos parametros com certa probabilidade.

Tomando como base a formulacdo (13), tem-se a representagdo de um problema de
OL robusta com objetivo deterministico e onde a incerteza estd concentrada nas restricdes do
modelo. Segundo a abordagem proposta em Ben-Tal et al. [2009], para um problema incerto
de OL, ¢ possivel assumir sem perda de generalidade que o conjunto de incerteza
“@e R™™'” pode ser reformulado como o produto direto de suas projecdes nos espagos de

dados de suas respectivas restrigoes.
O=01X..X0y (15)

onde “m” ¢ o nimero de restricdes e “®;” ¢ a projecdo de “®” no espaco de dados da “i-
ésima” restricdo. Assim, cada “®;” pode ser parametrizado de maneira independente e da
mesma maneira que na formulagdo (14), com um vetor de perturbacdes “C” variando em um

conjunto convexo “Z;”. Reformulando o problema de otimiza¢ao (13) como sendo

min v (16)

X,0

sa A'x<b',(c,d,Ab)e®

temos que as restricdes podem ser parametrizadas como
le,i=t..m (17

®i= [5||5|]= E\L@J +g§|'[él,i|ﬁl,i]:é’ezi

—
dados nominais deslocamentos ( 1 8)

~ ~ o . e g - . * *
onde “& ” e “b” sdo os coeficientes correspondentes a “i-ésima” linha de “A ™ ¢ “b ”. Em

outras palavras, ¢ possivel tratar e parametrizar cada restricdo de maneira distinta, definindo
conjuntos de incerteza distintos para cada uma delas. A formulacdo (18) ¢ interessante para os

objetivos deste trabalho, uma vez que as incertezas das estimativas de retorno e varidncia
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serdo tratadas de maneira distinta no campo das restrigdes do programa de otimizacdo que

sera formulado.

2.4. Tratabilidade das Contrapartes Robustas

Ainda no primeiro capitulo de Ben-Tal et. al. [2009], prova-se que a contraparte
robusta de um problema de OL incerto com um conjunto de incerteza “®” ¢ tratavel
computacionalmente se o conjunto convexo “®” também for computacionalmente tratavel.
Portanto, a parametrizacdo de “®” a partir de “Z” e a definicdo da geometria deste conjunto
de perturbacdo sdo de grande importancia para a tratabilidade e a resolucdo da contraparte
robusta (12).

J& foi exposto anteriormente que se pode representar o dominio “®” em termos de uma
parametriza¢do afim dos dados incertos “A” e “b” do campo das restricdes a partir dos seus
valores nominais e de dispersdo e por um vetor de perturbagdo “C” variando em um dado
conjunto de perturbacdo “Z”, como nas formulagdes (14) e (18). Neste momento, sdo
apresentadas representacdes trataveis de contrapartes robustas definidas a partir da

parametriza¢do dos conjuntos de incerteza por estruturas com geometria simples.

2.4.1. Caixaunitéria

Considerando o caso de um conjunto de perturbacdo representado por uma caixa

unitaria, podemos assumir que “Z” em (18) tem a seguinte formulagao:

Z =Caixa, = {¢ e R": ], <1} (19)

geeey

< n| ) . Neste caso, podemos reescrever a restricao (17) como sendo

onde ||§||w = rnax(|g"1

ax+Y @) x<b+Y el vl <1) (20)

Il
—

Il
—
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=Yg [(é1 ) x—b ]g b-ax v(¢:|g[<Ll=1..n) 21)
=1
& mgx{z & l@yx-b ]} <b-ax (22)
Dado que claramente o maximo em (22) ¢ dado por Zn: (éq ) X—f\ , chegamos a
=1
representacao tratavel de (17) pela formulacdo a seguir.
ax+Y|(&)x-b|<b (23)

2.4.2. Bolaeuclidiana

Considerando agora o caso de um conjunto de perturbacdo representado por bola

[P

euclidiana de raio “p” e centrada na origem, podemos assumir que “Z” em (18) tem a seguinte

formulagao:
Z=Bola, =g e R":|¢], < p} (24)

onde ||g“ || , ¢ anorma euclidiana do vetor “C”. Segundo Ben-Tal et al. [2009], reformula-se (17)

como sendo

ax+Yc@)xsb+deb  vig:¢l, <p) (25)

@ma}{igl [(é, )'x—a]}g b-a'x (26)
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Ainda segundo Ben-Tal et al. [2009], tem-se de (26) que

@p\/ n (a)yx-5]* <b-ax (27)

a'x+p\/i[(é1)'x—6|]2 <b (28)

2.4.3. NormaD

Um caso particular da representagdo do conjunto de perturbagdo por caixa unitaria ¢

quando apenas um subconjunto formado por todas as combinagdes de “k” entre “n”
parametros possiveis, com “k < n”, estd sujeito a incerteza. Por exemplo, parak=2en=3, 0

conjunto “Z” ¢ parametrizado pelas seguintes faces da caixa unitaria:

F :{ 565,65 1<, SL-1< g3 <14 :0}
F, :{glaé’zagz -1 <=1 4 <G, :0}
Fy={¢1.¢0 ¢ 126, <1128, <156, = 0)
Z=FUF UF

(29)

Para caracterizar tal situag¢do, considera-se que os parametros incertos podem variar

dentro do conjunto de perturbagdo “Z” e introduz-se um parametro de controle “k, ke R ”,

€e_ %

que assume valores no intervalo [0, n], onde “n” ¢ o nimero de ativos. O objetivo ¢ ter
robustez suficiente para estar protegido contra todas as combinac¢des de “k” parametros.
. , . A . *
Considerando que “N” ¢ o conjunto de todos os “n” parametros da matriz “A ” do

campo das restricdes em (17), “S” é o subconjunto de parametros sujeitos a incerteza, onde

Sc N,

S| ¢ a cardinalidade de “S”, “k” é o parametro de controle e |S| =k, Bertsimas &

Sim [2004] definem como Norma-D a formulacdo a seguir para um vetor “y” genérico e para

um valor de “k” inteiro.
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Iy = max k{Zly. I} (30)

O método descrito em Bertsimas & Sim [2004] formula a representacdo tratdvel da

restricao (17) com o uso da Norma-D da seguinte forma.

e {8 <b G1)

Nota-se que para k = 0, a formulacdo (31) se transforma no problema de OL nominal,
onde sdo considerados os valores esperados dos parametros, e que para k = n, a formulagdo
(31) equivale a representagdo tratavel (23) para a caixa unitdria, incorporando assim o grau
maximo de robustez ao problema incerto de OL. Vale observar que, segundo Bertsimas and

Sim [2004], ¢ facilmente verificavel que

Iy Ill=0;

C =C 5
ey lll=clll Yl (32)
IIYllk=0<y=0;

I+ Y Qe XAl + 111yl

e, portanto, ||| Y|||, ¢ uma norma.

2.5. Aproximacbes de Contrapartes Robustas para Restricbes com

Par ametr os Estocasticos

Nas discussdes anteriores sobre contrapartes robustas, ainda ndo foi considerada ou
tratada a natureza estocéstica dos dados incertos que estdo contidos no conjunto de incerteza
“®” ou, mais precisamente, dos vetores de perturbagio “C” que estdo contidos no conjunto de
perturbacdo “Z”. No segundo capitulo de Ben-Tal et al. [2009], prova-se a necessidade do

desenvolvimento de técnicas que sejam capazes de utilizar o conhecimento sobre as
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caracteristicas estocasticas dos dados incertos na constru¢ao de solugdes imunes a incerteza.

Retomando a representagdo tratavel de uma restri¢ao linear incerta:
ax<b V[ |5]e{[§|5]+2§,[§1 |6|]:§ez} (33)
=1

pode-se assumir que o vetor “C” ¢ aleatdrio com distribui¢do de probabilidades “P” conhecida

€,

(simbolicamente, ¢ ~ P). Idealmente, deseja-se trabalhar com candidatos a solugdes “x” que

fagam a restri¢do (33) valida com probabilidade igual a 1, ou seja, para todas as realizagdes de
“C”. Mas como o conjunto “Z”, convexo e fechado, limita as realizagdes do vetor de
perturbagdes, este objetivo ideal ¢ utdpico e uma saida seria buscar um candidato a solug¢ao
“x” que satisfizesse a restricdo (33) para uma gama de realizagdes de “C”, adotando um nivel

de tolerancia ge(O,l). Essa abordagem permite a representacdo da restricdo (33) pela

“restricdo probabilistica” a seguir (Chance constraint):

(34)

onde Prob,. ;¢ a probabilidade associada com a distribuigdo “P”. Neste caso, “x” satisfaz a

€6,

restrigdo com probabilidade “1 — €”. Em outras palavras, para um vetor “x” fixo, podem
existir realizagdes da variavel aleatoria “C” que violem a restricdo com probabilidade menor
ou igual a “g”.

Substituindo as restricdes incertas originais do problema de otimizagdo linear pelas
restricdes com chance e minimizando a fun¢do objetivo (assumida como deterministica),
recai-se na versao com restricdes probabilisticas do problema de OL incerto (13). Segundo
Ben-Tal et al.[2009], tal abordagem seria intratdvel computacionalmente pela dificuldade em
se avaliar com precisdo a probabilidade “p(x)” em fungdo do desconhecimento sobre a
distribuicdo “P”. Além disso, segundo Fabozzi et al. [2007], os problemas de otimizagdo
estocastica com restricdes probabilisticas em geral sdo estruturados por meio de uma
formulagdo ndo convexa, o que significa que ndo ha garantias de se obter um maximo global
na solu¢do do problema.

Por conta dessa dificuldade, uma linha de agdo ¢ representar as restricdes incertas ndo por

restrigdes probabilisticas, mas por suas “aproximacdes seguras computacionalmente
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tratdveis”. Ou seja, utilizar versdes deterministicas das restrigdes, definidas a partir de
: ~ : ~ w7z r : A : 4
parametrizagdes seguras do conjunto de perturbagdo “Z” para niveis de tolerancia pré-
determinados.
A seguir, serdo apresentados alguns exemplos de aproximagdes seguras e trataveis de
restricdes probabilisticas. Considerando a restricdo probabilistica (34) e arbitrando as

seguintes caracteristicas para as variaveis aleatorias “¢;”:

E{ }=0.l¢ | <lels }|L=1 independentes (35)

(1393}

pode-se, a partir da desigualdade (17), definir a varidvel “n” como sendo:

3[a) x-6 ]z <b-[a] x (36)

n

n
1

onde, para “x” fixo e considerando (35), “n” ¢ uma variavel aleatdria com média zero e desvio

padrao

so[ﬂ:@[(a )‘x—B.]Ze{gf}:so[n]sJgka. Jx-5 ] (7)

Intuitivamente, pode-se afirmar que uma variavel aleatoria possui baixa probabilidade
de ocorréncia para valores maiores que “p” vezes seu desvio padrdo, para “p” suficientemente
grande. Pode-se com isso utilizar um parametro de seguranca especifico, por exemplo

“pe [2, 10]”, e chegar a uma versao paramétrica segura de (34):

ﬁ+in(( (38)

=1

o
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[P

Quanto maior for o parametro de seguranca “p”, menores as chances de a restri¢do
probabilistica ndo ser satisfeita. Com isso, ao se definir um nivel de tolerancia “c”, pode-se
estabelecer o parametro de segurancga a ser utilizado na aproximagao.

Atentando para a formulagdo (27), cabe observar que a restri¢do (38) ¢ a aproximagao

segura tratavel da contraparte robusta de um problema de OL incerto com um conjunto de
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[P

perturbacdo Z especificado por uma bola euclidiana centrada na origem e de raio “p”.

Segundo Ben-Tal et al.[2009], no caso particular de p > 1/21n(l/ g) , temos que

Prob{ég’l (6)x-5]>b-ax }<exp{ 0’ /2} (39)

Caso “Z” fosse uma caixa unitaria tal que —1<¢, <1, | =1...,L, a aproximacdo da

contraparte robusta a ser adotada seria:

' |'x-b'| <b-[a]' (40)

E por (35) ela garantiria 100% de imunizagao contra as realizagdes de “ ¢ .

J& para o caso particular da Norma D formulada em (30), ¢ demonstrado em Bertsimas
et al. [2004] que a probabilidade de que a “i-ésima” restricdo seja violada em fungdo de se

adotar sua aproximacao segura obedece a desigualdade a seguir.

Prob{[a]'x+ igl [ ]'x>6+i;|b'}g B(n,k) (41)

13 ’9

onde ¢ o nimero de parametros, “k” € o coeficiente de robustez da Norma D e

o=+ 3 1] w

(k+n)

=yl

Ap6s as consideracdes sobre os limites probabilisticos de violagdo das restricdes de
uma contraparte robusta, abre-se caminho para a apresentacdo de aplicagdes diretas da teoria
de otimiza¢@o robusta para o problema de selecdo de ativos financeiros. No préximo capitulo,

serdo apresentadas algumas solugdes para o exemplo uniperiodo, com a incorporacdo de
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técnicas robustas ao modelo original proposto em Markowitz [1952]. E no capitulo seguinte,
serdo apresentadas solucdes para um problema incerto multiperiodo, o qual ¢ o foco e

principal motivador para os aperfeigoamentos propostos por esta tese.



34

3. OTIMIZACAO UNITEMPORAL DE UM PORTFOLI0O SOB
INCERTEZA

O primeiro e maior passo na direcdo de um tratamento sistematico e quantitativo para
o gerenciamento de portfolios foi dado por Harry Markowitz, em seu artigo seminal de 1952
(ver Markowitz, 1952). As idéias introduzidas naquele trabalho, baseadas na andlise do
compromisso retorno-risco dos ativos financeiros e dos beneficios da diversifica¢do, serviram
de pilares para a constru¢ao da Teoria Moderna de Portfolios.

O método proposto por Markowitz baseia-se na idéia de que, entre uma gama de
alocacdes possiveis que definam portfolios com o mesmo desvio padrdo agregado, um
investidor racional escolhera aquela aloca¢do que ofereca a carteira com maior retorno
esperado agregado. Ou entdo, entre uma gama de alocacdes possiveis que definam portfolios
com o mesmo retorno esperado total, um investidor racional escolherd aquela alocagdo que
ofereca o menor desvio padrao agregado.

Para formalizar essa idéia, seja um investidor que queira constituir um portfélio com
uma alocacdo em “n” ativos. A escolha do investidor é representada pelo vetor de pesos

[13%2]

corresponde ao percentual alocado no ativo “i” com

7332)
1

X= (xl,xz,...,xn), onde cada peso

relacdo ao patrimdnio total da carteira. Assume-se que
n
DX =1 (43)
i

Supde-se também que os retornos dos ativos tenham valores esperados representados

pelo vetor = (f;,F,.,...,F,) e uma matriz de covariancia dada por

2 2
O 7 Oy
s-| s (44)
2 Y 2
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[13%2]

¢ 0 desvio padrio do ativo “i” e p;;—1<p; <1 € a

(IR~
f

2 _ g2 2 an
onde oy =", o =p;fif;, “f

|
(13421 [1342]

correlacdo entre os ativos “1” e “”. Sob estas hipoteses, considera-se que o retorno agregado

de um portfolio ¢ uma variavel aleatéria com valor esperado e variancia dados por

P (45)

Vale observar que, em Markowitz [1952], os retornos esperados e a matriz de
covariancia sdo considerados como conhecidos. Com isso, o problema do investidor ¢ um

problema restrito de minimizagdo com a seguinte formulagao.

min X XX
sa M"Xx=u (46)
Xe=1

[P

onde “p” € um parametro de referéncia para o retorno esperado total do portfolio e “e” € um
vetor que contém “n” elementos iguais a um.
Trata-se de um problema quadratico (ndo-linear) de otimizacdo, cuja solucdo ¢

formulada em Fabozzi et al. [2007] como

X=g+hu
1
=————>"|ce—br
h= ﬂz [a - be] (47)
a=eX’'e
b=eX'u
C=y24y

A versdo (46) do problema possui solucdo analitica (47), isto €, caso permitamos
posigoes vendidas a descoberto (short selling). Todavia, para versdes mais complexas,
solugdes analiticas nem sempre sdo possiveis de se obter, tornando necessaria a

implementagdo de técnicas numéricas de otimizagao.
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Considerando um plano cartesiano onde as coordenadas “x” e “y” sdo o desvio padrao
agregado e o valor esperado agregado do portfolio respectivamente, cada alocagao factivel do
portfolio ¢ representada por um ponto neste plano. O conjunto de todas as alocagdes Otimas
forma o que se chama de fronteira eficiente. Cada alocacdo na fronteira eficiente ¢ obtida ao
se resolver o programa de otimizagao (46) para diferentes valores de “p”.

A seguir, seguem formulagdes alternativas ao modelo classico de otimizagdo por

média-variancia (46), que convergem para o mesmo resultado de fronteira eficiente.

max ['X

sa XIX=s (48)
Xe=1

onde “s” ¢ um parametro de referéncia para a variancia agregada do portfolio. Ou

max ['X—@ X'2X
x (49)
sa Xe=l1

onde “@” ¢ um pardmetro de aversdo ao risco do investidor. Estas versdes alternativas sdo
bastante Uteis para algumas aplicagdes praticas especificas.

A simplicidade e o apelo intuitivo da abordagem proposta em Markowitz [1952]
despertaram a aten¢do da academia e diversos estudiosos usaram a metodologia como ponto
de partida para desenvolver e consolidar as bases da teoria moderna de portfolios. Todavia,
levaram-se alguns anos para que gestores de recursos comegassem a utilizar a teoria em
aplicacdes praticas. Segundo Fabozzi et al. [2007], algumas hipdteses do método, como a
auséncia de custos de transagao, por exemplo, ndo sdo aplicaveis a vida real e, principalmente,
o modelo de otimizagdo resultante ¢ bastante sensivel a erros de estimagdo de pardmetros, o

que dificultou a sua aplicagdo em larga escala no gerenciamento real de portfdlios financeiros.

“[...] Em aplicagBes reais de programas de otimizacéo, ndo se deve ignorar a
possibilidade de que uma pequena incerteza nos dados possa tornar a solugdo
Gtima completamente sem sentido de um ponto de vista prético [...]”. (Ben-Tal
& Nemirovski, 2000).
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Naturalmente, a necessidade levou ao desenvolvimento de modelos imunes, tanto quanto
possivel, a incerteza de dados. A seguir, serdo apresentadas algumas solu¢des robustas para o

problema de seleg¢do de ativos para um periodo.

3.1. Formulacdo Robusta de Soyster para um Problema de Otimizacdo

com Parametros Incertos

A primeira metodologia que aplicava técnicas de otimizagdo robusta em problemas de
otimizagdo de portfolios foi proposta em Soyster [1973], onde foi apresentado um modelo de
programacdo linear para chegar a uma solucdo factivel para todos os parametros que
pertenciam a um conjunto convexo de incerteza. Foi considerado o seguinte programa de

otimizagao linear:

max C X
sa. Ax<b (50)
x>0

onde os conjuntos de incerteza “J;”” sdo convexos. No artigo, o autor representa a contraparte

robusta de (50) como

max C X
sa Ax<b (51)
X=>0

[I3%2]

onde & =sup, (qj), “)” indica o “j-ésimo” ativo e “i” indica a “i-ésima” restri¢do. Vale

observar que o modelo possui fungdo objetivo deterministica e somente os pardmetros da
matriz “A” estdo sujeitos a incerteza. Para determinar a representacdo segura e tratavel da
restricdo em (51), adotou-se a hipotese de que cada componente “a;;”” da matriz “A” poderia

ser modelado como uma variavel aleatoria simétrica e limitada “a;”’, que assumia valores no
j

intervalo [éij - a;,3; +é1-j]. Em outras palavras, o conjunto de perturbagdo “Z” foi

ij >
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parametrizado como uma caixa unitdria tal que —1<¢; <1, j=1,...,n. Aplicando o resultado

(40), pode-se escrever representacdo segura da contraparte robusta (51) como sendo:

max C X
sa Y agX; +y.a,y, <b Vi
) )

-y, <X, <Y,
x>0

(52)

Fazendo um paralelo com a formulagao (13), pode-se reformular (52) como

-y, <X <Y, (53)

x>0

Onde “f” modela o papel da dispersdo do retorno. Um dos principais problemas do modelo
proposto por Soyster foi o excesso de conservadorismo resultante, dado que os valores 6timos
assumiram os valores extremos dos intervalos de incerteza das restri¢des. Neste caso, abriu-se

mao de otimalidade excessivamente para garantir a robustez do modelo.

3.2. Formulagéo Robusta de Ben-Tal para um Problema de Otimizacéo

com Parametros Incertos

De maneira a corrigir o excesso de conservadorismo do método de Soyster [1973],
Ben-Tal et al. [2009] parametrizou o conjunto de perturbacdo “Z” como a intersecdo entre

[P

uma caixa unitaria e uma bola euclidiana de raio “p” e centrada na origem

Z = Caixa, N Bola, ={¢ e R":|¢. <1, |¢], < o} (54)
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Sob esta parametriza¢do, a aproximagdo segura da contraparte robusta do problema

incerto ¢ equivalente a seguinte formulagao.

max C X

n n n
sa Y ax +Zéijyij +p, /Zajzj <b, Vi (55)
j=1 j=1 =1

—Yi X -7 <Yy, Vi
y>0

Para a solugdo do problema unitemporal de sele¢do de ativos, pode-se reformular (55)

como

-y, <X -2, <y, j=1,..n (56)

Neste caso, Bertsimas and Sim [2004] demonstram que a probabilidade de que a “i-
¢sima” restricdo seja violada em funcdo de se adotar a sua aproximagdo segura ¢ de no
maximo “l-exp{— 92/2}”. Segundo estes autores, o modelo (56) tende a ser menos
conservador que o modelo proposto em Soyster [1973], dado que o conjunto de incerteza do
primeiro ¢ um subconjunto do segundo. Todavia, o modelo (56) recai em um programa nao-
linear do tipo cOnico, o qual ndo ¢ particularmente atraente para a solucdo de modelos

robustos de otimizacdo discreta de dimensdes maiores.
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3.3. Formulagédo Robusta de Bertsmas e Sm para um Problema de

Otimizacgao com Parametros Incertos

Bertsimas and Sim [2004] propuseram um método que, de maneira a evitar solugdes
excessivamente conservadoras, incorpora algum controle sobre o problema de otimizagio
robusta, além de tornar o programa resultante linear. Conforme ja foi exposto anteriormente, a
representacdo robusta e segura de qualquer restri¢do segundo o método descrito em Bertsimas
and Sim [2004] pode ser definida com a utilizagdo da Norma D, cuja formulacdo ¢

(Y=}

apresentada novamente para um vetor “y” genérico e “k” inteiro.

Il Yllle= e k{2|y. |} (57)

€69

onde “N” ¢ o conjunto de todos os “n” pardmetros da matriz de restrigdes, “S” ¢ o

subconjunto de parametros sujeitos a incerteza, onde Sc N, S| ¢ a cardinalidade de “S”,

“k” € o parametro de controle e |S|=k. Assim, a contraparte robusta do programa de

otimizagdo geral, segundo a abordagem de Bertsimas and Sim [2004], pode ser formulada

como

max C X

sa  ax+ X k{zsl } (58)
—y<Xx<y
y>0

ou também segundo a formulacdo a seguir, ja para o caso particular da otimizacdo de um

portfolio de ativos.

max 2z
sa z< Zr X ~ (e k{Z f ||} (59)
xezl

x>0
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Segundo a proposicdo 1 apresentada em Bertsimas and Sim [2004], o

termo {S|Srglh?:é|=k}{éﬁ|xl |} da formulagdo (59) equivale a fungdo objetivo do seguinte

problema de otimizagao:

maxz:lﬂxI |ZI
leN

st. Yz <k (60)

leN
0<z <1

Considerando que o dual do problema de otimizagdo (60) ¢ representado pela formulagio a

seguir

min Zq,+k5
=1

st s+q =[x I=1..n (61)
5>0
g =0,1=1,...n

Onde “3” e “q,” sdo variaveis auxiliares. No teorema 1 de Bertsimas and Sim [2004], afirma-
se que por dualidade forte, dado que o problema (60) ¢ factivel e limitado para quaisquer
ke [0, n], entdo o problema (61) também ¢ factivel e limitado e sua funcdo objetivo coincide

com a da formulagdo (60). Portanto, substituindo na formulagdo (59), Bertsimas and Sim
[2004] demonstram que a contraparte robusta do problema incerto de otimiza¢do de um

portfolio pode ser definida a partir da formulagdo a seguir.

max 2z
st z<Y nx->.q-ks

=1
s+ 2hx%,1=1,..,n (62)
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resultando assim em um programa de otimizagao linear.

Observa-se que nas trés formulagdes apresentadas para a solucdo do problema de
otimiza¢do com parametros incertos, os desvios “f ” dos parametros incertos sdo tidos como
conhecidos. Em Halldorsson and Tutuncu [2003], ¢ proposto um modelo de otimizacdo

sujeito a incerteza também nos parametros de dispersao, o qual sera descrito a seguir.

3.4. Formulagdo Robusta de Halldorsson e Tutuncu para um Problema de

Alocacéo de Ativos

Seja o programa de otimizacao quadratica formulado a seguir.

min ¢ X+ (1/2)x' Qx
sa Ax=b

(63)

onde “AeR™”, “beR™”, “ceR"” e “Qe I"” sdo dados de entrada, “xe R"” sdo as

variaveis de decisio ¢ “3"” denota o espaco das matrizes positivas semi-definidas n-

dimensionais. Considera-se que a fungdo objetivo € incerta, que representa uma funcio

convexa e que seu conjunto de incerteza ¢ parametrizado da seguinte maneira.

®={(C,Q)eiR”><S” :ct<c<c?,0"<0<0Q",Q possemidef.} (64)

L ~ . . . L - . .
“ct” ¢ “cV” sdo vetores n-dimensionais e “Q"” e “Q"” sdo matrizes contidas em 3",

onde
Observa-se que se optou por uma geometria semelhante a uma caixa unitdria na modelagem
do conjunto de incerteza. Nesse caso, podem-se definir as projecdes do conjunto “®” como

sendo

(65)
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O objetivo ¢ determinar uma solucdo robusta para o problema (63), onde a incerteza

estd concentrada na fungdo objetivo. Em outras palavras, deseja-se resolver o seguinte

problema.
min {né% [c'x+(1/2)x' Qx] } (66)
sa Ax2>Db
= min { max €' X + max (1/2)x' Qx } (67)
X ce®, QeBq
sa Ax>b

O primeiro termo dentro das chaves em (67) ¢ um problema linear de maximizagao

cuja solugdo ¢ dada por

U -AL
max ¢'x =Y x'¢’ =) X°¢
i i

ce®,

onde X" = max{O, X} e X =max {0,—x}‘ J& o segundo termo ¢ um problema de programacao
semidefinida. O problema (67), com todos os programas de otimizacdo em conjunto, nao
apresenta solu¢do analitica. Com isso, os autores o resolvem numericamente a partir da busca
de um ponto de sela através de um algoritmo de ponto interior.

Percebe-se que o problema dual da formulacdo (63), representado em Halldorsson &

Tutuncu [2003] por

max b'6 - (1/2)x Qx

sa A@-Qx=c (68)
>0

onde “0” ¢ uma variavel auxiliar, pode ser interpretado como um problema de otimizagao de
portfolios, considerando que “c” € o vetor de retornos incertos e “Q” ¢ a matriz de covariancia
destes retornos e também com parametros incertos. Apesar de esta abordagem ir de encontro
com 0 que procuramos nesta tese, que ¢ incorporar incerteza nos parametros de dispersdo e
resolver o problema de otimizagdo robusta resultante, ela o soluciona apenas para o caso

uniperiodo. Entende-se que a extensdo do método para o caso multi-periodo o deixaria ainda
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mais complexo e, portanto, prefere-se seguir a estratégia de estender o método apresentado
em Bertsimas & Pachamanova [2008] com varidncia conhecida, incorporando parametros de
dispersdo incertos no programa multiperiodo linear resultante.

Neste capitulo, foram apresentadas algumas solugdes robustas para o modelo de
otimizagdo de carteiras para um periodo. Entretanto, os problemas de alocag¢do de ativos na
vida real sdo inerentemente multitemporais, com balanceamentos periodicos da carteira.
Portanto, no proximo capitulo, serdo apresentadas algumas solu¢des para o problema de

alocagdo de ativos com parametros incertos para o caso de multiplos estagios.
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4. OTIMIZACAO MULTITEMPORAL DE UM PORTFOLIO SOB
INCERTEZA

Se as propriedades estatisticas dos retornos dos ativos financeiros fossem constantes
ao longo de multiplos periodos de tempo, a teoria de otimizacdo de portfolios para um
horizonte unitemporal seria suficiente para sempre gerar alocagdes Otimas. No entanto, essa
hipétese raramente se mantém na pratica, onde se percebe que as distribuicdes dos retornos
dos ativos variam ao longo do tempo, além de apresentar algum grau de autocorrelagao serial.

Uma solugdo para este dilema, que se agrava para carteiras formadas sob politicas de
investimento de longo prazo”, é a extensdo da abordagem de um periodo proposta em
Markowitz [1952] para multiplos periodos. No modelo de otimizagdo multi-periodo classico,
o investidor deseja maximizar sua riqueza, ou utilidade, em algum instante futuro,
considerando restrigdes orcamentarias e de risco intertemporais. Neste caso, assume-se que o
periodo de investimento pode ser discretizado em periodos menores, onde ao final de cada um
deles o investidor pode avaliar a rentabilidade do portfélio e balanced-lo para o proximo
periodo com o patrimdnio disponivel naquele estagio.

A pratica mostra que os portfolios de longo prazo precisam ser revistos e balanceados
com alguma freqiiéncia. Todavia, os gestores costumam reavalia-los de maneira desordenada,
ao sabor de eventos esporadicos, como por exemplo, quando novos dados se tornam publicos
e influenciam as previsdes de risco e retornos futuros, ou quando a politica de investimento se
altera, ou quando os pregos dos ativos se alteram, exigindo uma reconstituicdo da alocagdo. A
literatura mostra, contudo, que estratégias de rebalanceamento prudentes, disciplinadas e
eficientes em custo podem contribuir positivamente para a performance de um portfdlio.
Segundo Fabozzi et al. [2007], o rebalanceamento disciplinado de uma carteira pode
incrementar sua rentabilidade da mesma maneira que uma alteracdo na estratégia de
investimentos, por exemplo. Além disso, alocagdes com alto “turnover” incorrem em mais
custos de transacdo. Assim, a comprovagdo empirica da necessidade da realocacdo periddica e

estruturada de carteiras financeiras, bem como a evidéncia de que solucdes Otimas sdo

2 ~
Bastante comum nos fundos de pensao
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altamente sensiveis a flutuagdes nos dados de entrada, estimularam o avanco recente na
pesquisa de modelos de otimizag@o sob incerteza, estendidos para multiplos estagios.

Com a sofisticacdo dos algoritmos e softwares de otimizacdo, que permitem o
tratamento de problemas mais complexos, abriu-se espaco para o desenvolvimento de
métodos que incorporam a incerteza diretamente na computacdo da solucdo Otima dos
problemas para multiplos estdgios. Varios trabalhos foram desenvolvidos nesse ramo, sejam
para dindmicas a tempo continuo (ver Pliska, 1984 e Atkinson, 1997) como a tempo discreto
(ver Li & Ng, 2000, Costa and Nabholz, 2006 e Bertsimas and Pachamanova, 2008). Os
modelos de tempo continuo resultam em equacdes diferenciais complexas, cuja solugdo em
geral ¢ derivada sob hipdteses muito rigidas sobre o comportamento do investidor e sobre o
processo dos pregos dos ativos no futuro e, por isso, dificilmente podem ser generalizadas.
Portanto, daremos foco nesta tese aos modelos multitemporais discretos.

Dentre as abordagens utilizadas para a solugdo dos problemas discretos, podem ser
destacadas a programacdo dindmica e a otimiza¢do robusta, as quais serdo descritas a seguir
com mais detalhes. Tratam-se de metodologias consistentes, geralmente aplicadas em ramos
como os da engenharia, da estatistica e da matematica, e que se mostraram de grande utilidade

quando adaptadas para a solugdo do problema de otimizag@o de portfolios.

4.1. Programacdo Dinamica

Os métodos de programacdo dindmica sdo projetados para lidar com sistemas
estocasticos de multiplos estagios. Uma aplicagdo comum desta abordagem ¢ na solugdo de
problemas de controle 6timo no ramo da engenharia, mas percebeu-se que a técnica
funcionaria também para a resolugdo de problemas de otimizagdo de portfolios com
parametros incertos. Grosso modo, o problema de otimizacdo, representado por um sistema
dindmico subjacente e uma fungdo objetivo (fun¢do custo, no caso de minimizacdo), ¢
resolvido recursivamente, partindo do Ultimo estagio e seguindo até o estdgio inicial e
computando a solugdo 6tima para cada possivel estado do sistema em um estdgio de tempo
particular. A seguir, serd apresentada a aplicacdo do método a problemas de controle 6timo
para modelos de espago de estados e sua extensdo para um problema de otimizacdo de

portfolios.
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Davis & Vinter [1985] propdem o estudo de reguladores lineares estocasticos onde o

critério de custo ¢ dado pela formulacao

c;(u)=E EHDXt + FutH2 +(xT)ox (69)

r

onde ||*|| 5 ¢ a norma euclidiana de um vetor, “Q” ¢ uma matriz positiva semi-definida, “T” é o

a0 4
“x

, ;s .y . tos 7 . A .
numero de estdgios no problema, ¢ o vetor de varidveis de estado e “u™ ¢ a seqiiéncia de

controle que permitird o sistema dindmico subjacente se comportar de uma determinada
maneira. A seqiiéncia de controle que alcangar o minimo custo serd considerada como 6tima.
Vale observar que a expressao dentro da norma euclidiana ¢ uma variavel aleatdria e que a
formulacdo do custo ¢ escalar por ser uma medida de esperanga, portanto, a politica de
controle 6tima sera aquela que oferecerd o minimo custo médio ou esperado.

O sistema dindmico subjacente ¢ descrito pelo regulador linear estocastico a seguir,
onde a equacdo de estados inclui um ruido aditivo de maneira a caracterizar a natureza

estocastica da variavel de estado “x™.

x' = Alt)x' + B(tu" +C(t)w! (70)

o o

w ¢ um ruido branco no sentido amplo (média constante, variancia finita e funcdo de

i, 095

~ . . t ~
autocorrelacdo independente da origem dos tempos). Vale observar que “x” e “w”’ sdo

. . k ine s .
descorrelacionados, assim como “w"” e “w’” sdo independentes para k # j.
T-1
N

O procedimento para determinar a politica Otima {uf,ui,...,u } ¢ baseado no

“principio da otimalidade de Bellman”, que determina que para cada instante intermediario de

€639

tempo t = j, a politica subseqiiente {u Ju i”,...,ufl} ¢ 6tima do instante “j” para frente. Isso
implica que a estratégia 6tima deve ser construida a partir do tltimo estdgio, quando se utiliza

a solugdo o6tima naquele instante para computar a politica 6tima do estagio anterior.

T-1

N }‘ ¢ um controle 6timo para o regulador linear

Supondo que U, :{uf,ui,...,u

(1))

estocastico (70), ou seja, C,(u,)<c;(u) para todos os outros controles “u” e que

'+

{Xf,xi,...,xm}‘ sdo os correspondentes estados dados por (70) com u' =U', seja o seguinte

problema de minimizagdo para um instante intermediario “j, 0< j <T ”.
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min E{Ti‘HDxt + FutH2 + (xT )QXT} (71)

O principio da otimalidade afirma que o controle u,, = {u Lutul! }é 6timo para o

problema intermedidrio a partir do estado resultante. Em outras palavras, se “U, ” € 6timo para
o problema geral, entdo “u,;,” € 6timo para os Gltimos “N-j” estagios comegando em “ X! ”.
Assumindo agora que “J’(x)” ¢ o custo minimo para o problema intermediario em t =

J» como expresso em (71), parat = j + 1 a fun¢do “Jj(x)” deverd satisfazer a seguinte

condicao

J(x)= min E{“Dx+ Ful, + E[la7 (xj+1 )]}
= 3'(x)=min EfDx+ Fu, + E[3 7" (Ax' +Bu’ +cw )] (72)
IT(x)=(x")Qx"

A formulagdo (72) ¢ conhecida como “equacdo de Bellman” e ¢ a peca fundamental
para a solug@o de problemas 6timos pela técnica da programacao dinamica em tempo discreto.
Para o caso particular de um problema de otimizagdo de carteiras, cuja dindmica ao

longo do tempo pode ser representada pela formulagao

v, = (l + i(rit" )\NiH jv” (73)

onde
V, ¢ o valor financeiro da carteira no instante “t” e variavel de estado.

t-1

[I342]

r'— ¢é o retorno do ativo de risco “1” no instante “t-1”

I
n ¢ a dimensio

W™ € 0 peso do ativo de risco “i” na carteira no instante “t-1” e variavel de decisdo

(ou seqiiéncia de controle).

um caso tipico de solu¢do ¢ maximizar a seguinte fungao
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max BV

sa Vv, :[H

(i )\Ni”JV”, t=0,..T (74)
=1

n+l1

dwi=1,t=0,.,T
i=1

onde “U(X)” ¢ a fun¢do utilidade do investidor, em geral concava e estritamente crescente.

Aplicando a equagdo de Bellman para o instante intermedidrio “k”, tem-se que

J*(v) = max E{3 " (v )} (75)
Tomando como conhecida a fungdo utilidade (por exemplo, U(X)=In(X)) e a
distribuicao de probabilidades para as realizagdes dos retornos em cada instante de tempo “t”
T—1 9

e partindo do instante “t = T”, determina-se a equag¢do de E{J [VT ] ‘ VT’I} em funcao de “v

T—1 9

e “w para cada realizagdo ou cenario de retorno. Maximizando a equac¢do com relacdo a
“w'™'”, chega-se a alocagdo 6tima em funcdo de “V''” para o estagio “T-1”. Repetindo o
raciocinio por sucessivas vezes, para t = T-1, T-2,.., 1, chega-se a seqiiéncia Otima

{Wi,Wf,...,WI}, determinada em fungdo do patrimonio inicial “Vv°” conhecido. Em outras

palavras, chega-se ao balanceamento 6timo do portfélio em multiplos estagios.

De maneira a obter uma solucdo na pratica, ¢ necessario definir uma boa estimativa
para os possiveis cendrios ou realizagdes futuras dos retornos em cada instante de tempo, bem
como suas probabilidades de ocorréncia. Infelizmente, com a incorporagdo de muitos estados
ou para uma carteira de muitos ativos, o método sofre com o problema da dimensionalidade e
com a dificuldade em se obter informagdo detalhada sobre as distribuicdes de probabilidade

para as incertezas inerentes aos retornos.

4.2. Otimizacao Robusta

Como uma alternativa para escapar da complexidade por tras do método de

programacdo dindmica, a otimizagdo robusta emergiu como uma técnica eficiente, que
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endereca as mesmas questdes com menos custo computacional. A seguir, sera apresentada a
formulagdo da contraparte robusta de um problema de otimizagdo multitemporal, baseada nos
modelos de Dantzig & Infanger [1993], Ben-Tal et al. [2000] e Bertsimas & Pachamanova
[2008].

4.2.1. Programa de otimizagdo multitemporal

Ben-Tal et al. [2000] e Bertsimas & Pachamanova [2008] formulam um problema tipico de

alocacdo de ativos em multiplos estagios a partir das seguintes hipoteses:

1) O portfolio consiste de “n” ativos com risco € uma posi¢do em caixa (ativo “n+1”) e o
numero de periodos de balanceamento do portfolio ¢ igual a “T”.

i) Os retornos intertemporais dos ativos seguem uma distribuicdo normal.

iii) Sejam:

X'~ a posi¢do financeira no ativo

7322)
1

no instante “t-1”.

t-1 7321
1

'~ o retorno incerto do ativo

no periodo de “t-1”a “t”.

=t

r.., o retorno livre de risco no periodo de “t-1” a “t”.

€9
1

z~' o0 montante do ativo “i” comprado no instante “t-1”.

y;~' o montante do ativo

€9
1

vendido no instante “t-1”.

Cvenda, Ccompra OS custos de transagdo correspondentes a compra ou a venda de um ativo.

O objetivo a ser maximizado no instante terminal do portfolio pode ser formulado

como:
u {ixT (1+77 )} (76)

onde “U(X)” ¢ a funcdo utilidade do investidor, e a posicdo financeira do ativo
“i, 1€ {l,...,n+l}” no comeco do periodo de investimento “t, t {l,...,T}” ¢ dado por “x e

tem a seguinte dindmica:
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X' = (1 +F ){x.‘*‘ -y '+ }, i <n (ativos de risco) (77)

=(1+rn::{x;:1+i<1 Cos )y =3 (1 G )2 }<pos1qao em caixa) (78)
=1

i=1 i

€6e99 t— 179 pt=los = __
t 7", 1=1,.,ntl,

Ao se tomar uma decisdo no instante “t”, os valores de “X;

sdo conhecidos, de maneira que a decisdo se restringe as quantidades “y; " e “z' ",

Na literatura classica sobre otimizacdo de portfolios, assume-se que a funcao utilidade
“U(X)” seja concava para refletir a aversdo ao risco. Nas formulagdes propostas em Ben-Tal
et al. [2000] e Bertsimas & Pachamanova [2008], considera-se uma fun¢ao objetivo linear,

onde:

n+l

u{fxi(lJrﬁT)}:ZxI(nﬁT) (79)

Tal hipotese implica que o investidor ¢ indiferente ao risco e, portanto, o modelo de
otimizacgdo resultante deixa de possuir uma restricdo especifica que trate da aversdo ao risco
do investidor. Para evitar essa distor¢ao, os modelos tratam a questdo da aversdo ao risco na
definicdo dos conjuntos de incerteza para a determinagdo das contrapartes robustas do
problema incerto de otimiza¢do. Nesta etapa, necessaria no método de otimizagdo robusta,
uma medida de risco acaba sendo imposta no programa de otimizacdo, ainda que
indiretamente, como sera visto mais a frente. Assim, o problema em sua forma classica ¢é

expresso como na formulagdo a seguir.

n+l

max Zx?(l+rNiT)

i=1

sa
X = (1+rNiH ){X.H -y +z! }, i=L..nt=1,.T

X, = (1+ rml){ o +Z (1-cy )y Zn:(l+cbuy)z }, t=1..T

X >0,i=1.,n+1; t=1..,T
y,z' >0,i=1.,nt=1..T

(80)
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Para a constru¢do da contraparte robusta, faz-se a seguinte mudanga conveniente de

varidveis de maneira a concentrar os parametros incertos apenas no campo das restri¢des.

g =R)"x:

=Ry

a=R)"2: (81)
onde

§t=@+mfﬁ+nﬂn@+ﬁ4)

Além disso, considera-se que a funcdo objetivo da otimizacdo pode ser reformulada

como

= (82)

Por fim, a igualdade na restricdo do caixa ¢ trocada por uma desigualdade, dado que,
segundo Bertsimas & Pachamanova [2008], a contraparte robusta de um problema de
otimizagdo cujas restri¢cdes incertas sao expressas por igualdades sdo normalmente infactiveis.

Com as alteracdes propostas em (81) e (82), o problema (80) pode ser reformulado

como

max y
sSa

n+l

z< Z:é:iT (ﬁiTH)

=g —pt g i=L,mt=1..T (83)

n ﬁit—l n ﬁit—l
é:rtHl < é:r::ri + Z (1 ~ Cienda )77:71 1 Z (1 + Ccompra kiFl 1 ° t= 1""’T
i=1

+1 i=1 +1

E>0,i=L..,n+1;t=1..T
7,6 =20, i=1.,nt=1.,T
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09

et et [738n 1)
Z

Nesta formulagdo, “x 7, “y 7 e sdo as variaveis de decisdo e “x" ” o valor inicial

conhecido do portfolio.

4.2.2. Conjuntosdeincerteza e contrapartesrobustas

As defini¢des dos conjuntos de incerteza diferem entre os modelos propostos em Ben-
Tal et al. [2000] e Bertsimas & Pachamanova [2008]. No primeiro artigo, os autores modelam
as projecdes “0®;” do conjunto de incerteza “®” como elipsdides. Reformulando o modelo (83)

a partir da seguinte mudanga de variaveis

t
t n T+l T
V/a— . t = 1,...,_r c = éf
é”tJ
n ot
2(1 _Cvenda) F:fl -
p'=| B |t LT e pT =R (84)
- 2(1 + Ccompra)T-
i=1 RnH
g=(¢') t=1...T

pode-se reescrever a “t-ésima” desigualdade incerta de (83) na forma

(@) q +b' <(p') 2" (85)

[TPN LT
a

onde ¢ um vetor de coeficientes e “b” é uma constante. Vale notar que o vetor “q”

[Tt

contém as varidveis de decisd@o e “p” contém os pardmetros incertos, que estdo contidos

dentro do conjunto de incerteza modelado por uma bola euclidiana centrada na origem e com

ITPREL)

raio “p”. Considerando que o lado direito da desigualdade (85) ¢ uma varidvel aleatoéria com

"t

p

formulada de acordo com a equacao (38).

esperanga “( )'ﬂ't ” e variancia “ (ﬁt)'Zt 77, uma aproximagdo segura de (85) pode ser

(@)q +b <(p) 7 - oz ) = 2" (86)
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onde “X" ¢ a matriz de covarincia dos retornos acumulados e incertos “R”. A aproximagio

segura da contraparte robusta do programa de otimizacdo resultante pode, entdo, ser

reformulada a partir de (83) como

max y
sSa

Z+pT /(ggT )sz é;T < Zé:iT (RTH)
=T =1,
t t 77t t 77t t-1 SRR
é:nJrl +p t 'z ( tJ < §n+1 + ai 77i -
MRS

E20,i=1.,n+1;t=1..,T
.6l 20, i=1...mt=1.,T

,n; t

onde

D BTG t=1LT
i=1

(87)

(88)

Os resultados computacionais em Ben-Tal et al. [2000] indicam que a formulagdo da

contraparte robusta proposta pelo artigo, com conjuntos de incerteza formados por elipsoides,

supera os algoritmos de programacgdo estocastica em termos de eficiéncia e de otimalidade,

sem maiores custos computacionais. Todavia, analisando a formulagdo (87), observa-se que o

modelo ¢ ndo-linear, o que segundo Bertsimas & Pachamanova [2008] pode trazer alguns

inconvenientes adicionais caso se queira aumentar o nivel de complexidade do problema, com

a inclusdo de restricdes de impostos ou de restrigdes de exposicdes em determinados ativos,

por exemplo.
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J& em Bertsimas & Pachamanova [2008], os autores modelam as projecdes do
conjunto de incerteza a partir da “norma D”, que possui geometria poliédrica em vez de

elipsoidal. No artigo, define-se o conjunto de incerteza “®” como sendo:

<A, t=1,...,L} (89)

o -l o]

, . N . . ~t
onde “X" é a matriz de covariancia dos retornos acumulados e incertos “R'”,

*|| ¢ uma norma

genérica e “A” pode ser calibrado pelo usuario. Cabe aqui chamar a aten¢iio para a maneira
como o conjunto de incerteza ¢ parametrizado a partir da formulacdo (89). A inclusdo da
matriz de covariancia na equagdo ¢ proposital, pois permite a incorporagdo dos pardmetros de
dispersdo ou de risco no programa de otimizacao (80), como sera mostrado a seguir.

Em Bertsimas et al. [2004], demonstra-se o seguinte resultado auxiliar: o problema
geral de otimizagdo robusta com um conjunto de incerteza parametrizado segundo a equagao

abaixo

max C'X
sa (90)
Ax<b, VAeU = (A:|M (vec(A)- vec(A)] < |

onde “M” ¢ uma matriz inversivel e “vec(A)” denota o vetor obtido ao empilhar as linhas de

“A” em uma Unica coluna, pode ser formulado como:

max C'X
sa (29)
ax+ AHM "xiH* <b, i=1,..,m
\_V_—J

fungdo de protegdo

.~ , . . *,
onde “m” ¢ o niimero de restrigdes (niimero de linhas da matriz “A™), || ¢ a norma dual da

norma genérica x| e “x € R™” ¢ um vetor que contém “xeR™ * nas posigdes de

“(i—-1n+1"a "i.n" ¢ zero no restante.

No mesmo trabalho, apresenta-se a deducdo da norma dual de uma norma genérica e

da norma dual da norma D, as quais sdo formuladas a seguir.
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s = poax, s x

II'slll=m aX[

onde Hw = maqu

s, J ©2)

) e ||S||1 = Z S . Pode-se, a partir do resultado apresentado em (91)

1
e do conjunto de incerteza “®” definido em (89), reformular as desigualdades em (83) como

na expressao a seguir.

n+l

zsza(@*l)—AH\(zl")Ta |

i=1 k

n vt71 n * (93)
‘frtwl - é:r:: - Z (l Cvenda + z (1 + Ccomprak -t—l m 12 ! <0
i=l + i=1 Rn+1 k
E a partir do resultado apresentado em (92), tem-se que
AH‘(zl/Z)t ét — Amax(”(zl/2)t§ 21/2 j 21/2 )e (94)
k

(6 bh 13 9’

onde “k” ¢ o pardmetro de robustez da norma D e ¢ um vetor de elementos iguais a

um, caso imponhamos a seguinte restri¢ao.

git < i=1 (95)

(1343}

Ou seja, a posicdo do ativo “i” em cada instante de

“t”

¢ limitada pela razdo entre o
patrimonio total dos ativos de risco naquele instante e o pardmetro de robustez. Com isso,
incorporando (94) e (95) no programa de otimizagdo incerto (83), chega-se a aproximagao

segura da contraparte robusta do programa de otimizacao resultante.
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n’lf.X;(
st.
7 < (éT)'F“aTH _%((21/2)T§T)e
gl=gt gt g = l,n t=1,.,T
G =g =Y al e YA 5 ) ¢ Jeso 0
i=1 i=1

>0 i=1.,n+Lt=1.,T
m,¢ =0, i=1.,mt=1..,T

d
onde
(1=
Y
(Zj - ((llfjda)g ©7)
R

Neste problema, as variaveis de decisdo sdo &' > 0(ndo é permitido short-selling) e as

as aproximagOes seguras das contrapartes robustas podem ser violadas segundo a

probabilidade definida a seguir.

Prob{é’x+zn:§|(a1)'x>5+Zn:§|b|}£ ! 2} (98)

- 1+A2rnin{1,k
n
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[(I9e4)

onde “k”¢ o parametro da Norma D, “A” é o fator de robustez que limita a norma e “n” ¢ o
numero de ativos do portfolio. Além disso, parte-se da hipotese de que os retornos
acumulados incertos, que sdo variaveis aleatorias, seguem uma distribuicdo de probabilidades
log-normal. Bertsimas & Pachamanova [2008] demonstram que os retornos esperados e as
matrizes de correlagdo dos retornos acumulados R' e T'podem ser expressos como fungdo
dos retornos simples intertemporais.

O grande resultado obtido em Bertsimas & Pachamanova [2008] ¢ a proposi¢ao de um
modelo de otimizagdo robusta multiperiodo linear e onde ¢ possivel controlar o nivel de
robustez. Obtém-se, entdo, um método com menor custo computacional potencial que o
proposto em Ben-Tal et al. [2000], além de possibilitar um nivel menor de conservadorismo,
se necessario.

Cabe mencionar que tanto o modelo obtido em (64), proposto em Ben-Tal et al.
[2000], quanto o modelo (96), proposto em Bertsimas & Pachamanova [2008], sdo resolvidos
pelo método de “horizontes rolantes” (rolling horizons). Em outras palavras, o programa de
otimizagdo se inicia com a constru¢do e solucdo do modelo robusto para os “T” estagios a
frente, considerando a alocacdo inicial “x¢”. As alocagdes Otimas relacionadas ao primeiro
estagio do programa sdo entdo capitalizadas pelos retornos reais (observados no mercado)
relativos ao periodo e passam a compor o novo portfolio inicial, que servira de entrada para a
resolu¢do do programa para quatro “T-1" a frente. As decisdes Otimas relativas a este novo
estagio, capitalizadas pelos retornos reais observados no mercado, formam o portfolio de
largada para o problema de “T-2” periodos resultantes. Assim, a dindmica se repete até que se
calculem as decisdes 0timas relativas ao programa de um periodo resultante, que capitalizadas

pelos retornos reais do ultimo periodo formardo a composi¢ao final do portfolio.
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5. RETORNOS ESPERADOS PARA ACOES

Nos modelos de otimizagdo de portfolios, os retornos futuros dos ativos, por ndo
serem conhecidos ex-ante, precisam ser estimados. Muitas vezes, dados historicos sdo
utilizados para esse proposito, onde dados de média e matriz de covaridncia de uma amostra
histérica de retornos servem de referéncia para a estimacdo dos retornos e variancias
esperadas. Infelizmente, esta abordagem historica via de regra ndo produz boas estimativas,
gerando portfolios instaveis e alocacdes equivocadas.

A teoria de otimizacdo robusta discutida até entdo ¢ um bom antidoto contra erros de
estimacdo e de modelo, todavia, apresenta solugdes conservadoras e sub-Otimas, como se
houvesse um custo para tornar o portfélio menos sensivel a tais erros de estimacao. Portanto,
a utilizagdo de um bom estimador de retornos futuros pode contribuir para a reducdo do nivel
de robustez ou conservadorismo do modelo de otimizagdo robusta, impactando positivamente
a performance da carteira a ser construida.

Existe uma gama consideravel de modelos para a estimacdo de retornos esperados e

risco de acdes, os quais em geral podem ser divididos nas seguintes classes:

e Modelos fundamentalistas: baseados em projecdes de dividendos ou fluxos de
caixa futuros da empresa emissora da acdo, devidamente descontados por seu
custo de capital. Assume hipdteses de evolucdo de dados de balanco e varidveis
conjunturais € macroecondmicas ao longo do tempo.

e Modelos dindmicos ou estatisticos: baseados nos conceitos de econometria e de
séries temporais, com a andlise estatistica do comportamento historico do preco do
ativo e do relacionamento entre seus valores em instantes defasados de tempo. Os
ativos podem ser avaliados individualmente ou mediante analise de cross-section
de varios ativos.

e Modelos fatoriais: baseados na percep¢do de que alguns fatores possuem
capacidade de explicar o comportamento dos retornos das agdes. Com isso,
modelos regressivos sdo gerados de maneira a correlacionar os retornos com o

movimento destes fatores.
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De maneira a verificar se o uso de um bom estimador de retornos € a conseqiiente
reducdo no nivel de robustez podem incrementar a performance do modelo de otimizagdo
foco deste trabalho, incorporar-se-a uma restri¢ao adicional no programa de otimizagdo. Sua
formulagdo se baseia nos resultados de um modelo de estimagdo de retornos do tipo fatorial,

mais precisamente, o modelo proposto em Fama & French [1992].

5.1. Aprecamento de Ativos e Modelos Fatoriais

A teoria de aprecamento de ativos (asset pricing) procura estabelecer um padrao para
o calculo do preco justo de ativos financeiros, associando seus valores presentes aos valores
esperados futuros e ao risco de recebimento de pagamentos incertos, sejam eles de
dividendos, juros ou outros recebiveis. Cochrane [2001] resume esse racional com o uso de

duas equacdes:

p' = E(mt+1 Xt )’ ©9)
m"*' = f (dados, pardmetros)

onde “p™ é o prego do ativo, “x"'” ¢ o perfil de pagamentos (payoff) do ativo ¢ “m"™'” é o

fator de desconto. Na abordagem cldssica da microeconomia baseada no comportamento do

t+1
consumo, “‘m

¢ chamado de taxa marginal de substitui¢do, que corresponde a quantidade
de consumo que uma pessoa estd disposta a abrir mdo no momento atual para obter uma
quantidade maior de consumo no futuro e esta associada a utilidade marginal do investidor.
Partindo do pressuposto de que investidores racionais sempre buscam maximizar sua
utilidade esperada e que sua renda total ¢ despendida em consumo ou investimento, faz
sentido para um investidor adiar o consumo e investir em ativos financeiros em momentos de
taxas de juros elevadas. Sob este cendrio, ele maximizard sua utilidade em funcdo da
expectativa de maior renda e consumo maior no futuro, viabilizado com o recebimento do
payoff do investimento, que rendera mais juros. Portanto, as taxas de juros e¢ os fatores de
desconto estdo associados diretamente a uma expectativa de crescimento do consumo pessoal,
que justifica o adiamento do mesmo e a substituicdo da alocagdo dos recursos para a poupanca

no instante atual. Isso posto, a equagdo (99) segundo o modelo baseado em consumo exposto

em Cochrane [2001] pode ser formulada da seguinte maneira.
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GU(CHI ct )/acm
t — Et ’ t+1 100
P ('B au(c”‘,ct )/act X (100)

au(cm /8Ct+1

onde “u(x)” ¢ a fun¢do utilidade do investidor e S - -
aulc')/ac

reflete a taxa marginal de

substitui¢do, na qual o investidor est4 disposto a substituir o consumo no instante “t+1” para o
consumo no instante “t”.

Segundo Cochrane [2001], o modelo baseado em consumo nao funciona bem na
pratica, motivando esfor¢os para vincular o fator de desconto “m;”” com outras variaveis. Os
modelos fatoriais lineares, que sdo os mais populares e que dominam a produ¢do académica
deste ramo de finangas, procuram substituir a expressdo da taxa marginal de substituicdo na

formulacao de aprecamento de um ativo por um modelo linear da forma:
m* =a+b f" (101)

onde “a” e “b>” sdo vetores com parametros livres e “f” é um vetor com variaveis financeiras
ou macroecondmicas. Cochrane [2001] demonstra que o valor esperado do retorno futuro do

ativo ¢ fun¢do destes mesmos fatores.

E(r)=y+p9(f") (102)

€99 [TAKT)
T

onde “B” sdo os coeficientes da regressdo dos retornos com os fatores “f” e “y” ¢ um

parametro livre.

5.1.1 Capital asset pricing model (CAPM)

O primeiro modelo fatorial de aprecamento de ativos foi desenvolvido em Sharpe
[1964], com base na teoria de portfolios desenvolvida em Markowitz [1952], e ¢ chamado

Capital Asset Pricing Model (CAPM). O modelo adota as seguintes premissas.
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e Os investidores sdo avessos ao risco e procuram maximizar a utilidade esperada de
sua riqueza.

¢ Os investidores tém expectativas homogéneas sobre os retornos dos ativos.

e Existe ativo de risco, sob o qual o investidor pode captar ou emprestar recursos
ilimitadamente.

e Todos os ativos sdo negociaveis e perfeitamente divisiveis.

e Os mercados sdo fortemente eficientes, isto €, os pregos dos ativos refletem todas
as informagdes publicas e privadas disponiveis, as quais sdo de conhecimento do
investidor.

e Naio ha custos de transacdo, impostos nem restrigdes de venda a descoberto.

Partindo destas hipoteses rigidas e adotando apenas um fator explicativo — o risco
sistematico, o modelo estabelece a seguinte relagao entre retorno esperado e risco, partindo da

formulagao (102).
E(r)=7+8(E(r,)-»)=E(r)=r, + 8 (E(r,)-r/) (103)

onde “E(rm)” € o retorno esperado do portfélio de mercado, representagdo tedrica de uma

carteira com todos os ativos (ndo somente acdes) negociados no mercado de capitais, e

) =%ﬁm) (104)

Om

(Y%A

¢ o coeficiente da regressao dos retornos “r” com os retornos do portfélio de mercado e

[7312)
1

denota a medida de risco sistematico do ativo com relacdo ao portfoélio de mercado. Cabe
lembrar que o risco sistematico ¢ aquele que ndo pode ser eliminado com a diversificagdo do
portfolio.

No modelo de CAPM, o prémio de risco ¢ explicado somente pelo risco sistematico do
ativo, indicando que um investidor ndo ¢ recompensado caso mantenha um portfélio ndo
diversificado e, portanto, sujeito a risco ndo sistematico (idiossincratico). Portanto, dadas as

medidas da taxa livre de risco, do “B” do ativo e o valor esperado do retorno do portfélio de

mercado, pode-se usar o CAPM para gerar uma estimativa do retorno esperado de um ativo.
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Diversos trabalhos empiricos evidenciaram que o risco sistematico de mercado
sozinho ndo ¢ suficiente para explicar o comportamento dos retornos dos ativos financeiros,
tornando necessdria a derivagdo de modelos com o uso de mais fatores. Além disso, a
existéncia de ativos ndo transacionaveis, custos de transagdo e outras caracteristicas de
mercado que ferem as hipoteses adotadas — como a inexisténcia de um ativo totalmente livre
de risco ou a impossibilidade de se montar um portfélio com todos os ativos existentes -

inviabilizam o uso pratico do modelo.

5.1.2. Arbitrage pricing theory (APT)

Uma teoria alternativa ao modelo CAPM, desenvolvida em Ross [1976], sugere um
modelo baseado puramente em argumentos de arbitragem, onde dois ativos com o mesmo
payoff devem possuir o0 mesmo preco e nenhum investidor podera obter lucros com a
arbitragem entre ativos. Além disso, a abordagem propde que o retorno esperado de um ativo
¢ relacionado linearmente a uma variedade de fatores de risco, sem especificar quais fatores
sa0 esses.

s

Supde-se que existam “n” ativos e que cada um tenha seus retornos historicos

explicados pela seguinte estrutura de “k” fatores.
Kk
r=a, +Z,Bij f, +e (105)
j=1

onde se assume que

Egi):E(fJ—)zo, i=1,.,n;j=1,..,k
E(s.5)=E(s f,)=E(f,f,)=0 (106)
E(giz)zaz

€699

a cada fator e “g ” é o retorno idiossincratico
I

7332)
1

e que “ ;" € a sensibilidade do ativo

para o ativo. Em Ross [1976], demonstrou-se que, em um mercado sem arbitragem, o seguinte

relacionamento se mantém
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E(ri):rf JrZ:'Bij (E(fj)_rf) (107)

A teoria afirma que os investidores desejam ser compensados por todos os fatores de
risco que sistematicamente afetam o retorno de um ativo financeiro. E assim como no CAPM,
o investidor ndo ¢ compensado por assumir risco ndo sistematico (idiossincratico), ou ndo
diversificavel. Pode-se dizer, portanto, que 0 CAPM ¢ um caso particular do APT.

Algumas vantagens do modelo APT com relagdo ao CAPM sdo que ele assume
hipéteses menos restritivas; que ¢ um modelo de aprecamento baseado no comportamento de
diversos fatores, enquanto o CAPM ¢ um modelo que se baseia em apenas uma fonte de risco
inerente ao portfolio de mercado; e que ndo ha no APT nenhuma consideragdo sobre a figura

teorica do “portfolio de mercado”, permitindo que a teoria seja aplicavel.

5.1.3. Modelosde fatores na prética

O APT forneceu o suporte tedrico para o desenvolvimento de modelos de apregamento
de ativos com varios fatores de risco. Para manter a coeréncia com a teoria de aprecamento de

ativos segundo a abordagem classica de consumo, onde por (100) e (101)

au(cm c! )/acm
aulc™,c')/act

~a+b f (108)

espera-se que tais fatores sejam aproximagdes razodveis € economicamente interpretaveis
para o crescimento da utilidade marginal.

Na teoria econdmica, em geral o consumo ¢ modelado por fatores macroecondomicos
como crescimento do PIB, taxas de juros, variaveis de produgdo e outras varidveis que
permitam medir o estado da economia. Porém, varidveis que atuam como indicadores
antecedentes eficientes para a previsdo de retornos futuros em excesso também sdo bem-
vindas na modelagem de pregos, como retornos histéricos, valor patrimonial/preco,
preco/lucro, indicadores de risco, indicadores de liquidez, dentre outras.

Com essas consideragdes, podem-se classificar os modelos fatoriais em trés diferentes

classes de acordo com os tipos de fatores utilizados:
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e Modelos estatisticos: dados historicos e Cross-section de varias ag¢oes sdo lancados
em um mesmo modelo estatistico. O objetivo ¢ que os retornos observados das
acdes sejam explicados por poucos fatores descorrelacionados entre si. Um método
bastante utilizado procura derivar os fatores a partir dos maiores autovalores da
matriz de covariancia dos retornos historicos. O grande problema com esse método
¢ que nem sempre ¢ possivel dar uma interpretacio econdmica aos fatores
derivados estatisticamente.

e Modelos de fatores macroecondmicos: os dados de entrada dos modelos sdo
varidveis macroecondmicas observaveis, as quais sdo regredidas contra os retornos
historicos das agdes de maneira a se verificar quais delas consistentemente
explicam o comportamento desses retornos. Um exemplo de um modelo de fatores
macroecondmicos ¢ o modelo proprietario de Burtmeister, Ibbotson, Roll e Ross
[ndo publicado, ver Fabozzi et al, 2006], que utiliza cinco fatores
macroecondmicos: confiangca do investidor, taxas de juros, inflagdo, atividade da
economia e um indice de mercado.

e Modelo de fatores fundamentalistas: os dados de entrada dos modelos sdo
variaveis setoriais, dados de balango de empresas e dados de mercado. Alguns
exemplos sdo o multiplo de prego/lucro, volumes negociados, endividamento e
liquidez. Outros fatores mais especificos, como volatilidade € momentum, também
aparecem em modelos mais modernos. A partir de andlises transversais (Cross-
section), as sensibilidades dos fatores com rela¢do aos retornos historicos da agao
sdo mensurados mediante regressdes multivariadas. Dois modelos se destacam
nesta categoria: Barra [1998] e Fama & French [1992], os quais serdo descritos a

seguir.

Cabe mencionar que em Barra [1998], afirma-se que o modelo de fatores
fundamentalistas apresenta melhores resultados que os outros trés em termos de poder

explicativo.
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5.1.4. ModeloBarra

Um dos modelos fatoriais mais conhecidos no mercado de agdes ¢ o desenvolvido pela
fornecedora de software MSCI Barra (ver Barra, 1998). A terceira versdao do modelo (outras
mais recentes ja foram desenvolvidas) utiliza treze indices de risco, abertos em trinta e nove
fatores que incluem variaveis fundamentalistas e de mercado. Uma vez definidos os fatores de
risco — analise julgamental e por clustering sio usadas para este fim — e compiladas as
informagdes historicas devidamente tratadas, a informagdo sobre a sensibilidade “B;” dos
retornos a cada fator de risco ¢ estimada a partir de uma regressdo multivariada para uma

amostra transversal de a¢oes (cross-section).

£(r)-r, =Elr,,)= 4, (E(1,)-r,) (109)

b [13%2]

onde “ri;” ¢ o retorno mensal do ativo “i” em excesso sobre a taxa livre de risco. Vale
observar que cada fator de risco ¢ escolhido individualmente, isto €, cada novo fator, um a
um, ¢ incorporado ao modelo e s6 ¢ mantido se for estatisticamente significativo e se
incrementar o poder explanatério do mesmo. Abaixo, segue a lista de fatores utilizados no

modelo.

Tabela 1: Fatores de Risco do Modelo Barra

Fatores de Risco Indices de Risco

, o . . ~ . Risco
Po. , B’ ¢ o beta historico e “ o, ” ¢ o desvio padrio residual.

Desvio padrao diario

lo g(PH / P ) , “Py” e “PL” sdo os pregos maximo e minimo

Log do preco da agdo

t t
Z log(l + I’i,s)— ZIOg(l + 1 ,S), “r,s” € o retorno da agdo “i” e
1

s=1

[t}

“rs” € a taxa livre de risco, ambos no més “s”.

11331

Sensibilidade do volume negociado da agdo “i” contra o volume total

do mercado.

Dependéncia serial dos residuos do modelo

Volatilidade implicita da op¢do ATM com vencimento mais proximo
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T T Momentum
Z log(l +1, )— z log(l +ry ), “r;” é o retorno médio da agdo
t=1 t=1
“17, “res” € a taxa livre de risco média e “T” = 12 meses
Alfa histérico
Log da Capitalizacdo de Mercado Tamanho

Cubo do Log da Capitaliza¢do de Mercado

Tam. (ndo linearidade)

Taxa de turnover da agdo (anual): V, / N acges , “Vano” € 0 volume

no

total negociado em 1a € “ N agses™ € 0 # médio de agdes em la

Taxa de turnover da acdo (trimestral)

Taxa de turnover da agdo (mensal)

Taxa de turnover da a¢do (em cinco anos)

Indicador de split da agao

Volume / variancia

Atividade negocial

Taxa de payout em cinco anos (dividendos/lucro)

Variabilidade na estrutura de capital

Taxa de crescimento dos ativos

Taxa de crescimento de lucros em cinco anos

Taxa de crescimento de lucros prevista por analistas

Variagdo do lucro por a¢cdo em um ano

Crescimento

Lucro / Prego previsto por analistas

Lucro / Prego do ultimo ano

Lucro / Prego médio em cinco anos

Lucro / Prego

Valor Patrimonial / Valor de Mercado

Valor

Variabilidade nos lucros em cinco anos

Variabilidade no fluxo de caixa em cinco anos

Resultados extraordinarios

Desvio padrao do Lucro / Preco previsto por analistas

Variabilidade nos lucros

Alavancagem de mercado

Alavancagem de valor patrimonial

Divida sobre total de ativos

Rating da divida senior

Endividamento

Exposi¢ao a moeda estrangeira

Risco cambial

Fluxo de dividendos futuros anunciados pela empresa

Fluxo de dividendos

Indicador se a empresa ndo pertence ao universo de a¢gdes americanas

Indicador de empresa estrangeira

Adaptagio da tabela 8-1 em Barra [1998]

Um modelo com tantos fatores exige uma massa de dados substancial para que possam

ser gerados resultados consistentes. A amostra utilizada na calibracdo do modelo Barra [1998]
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conta com os 1900 ativos com maior capitalizagdo no mercado norte-americano, com dados
de retornos mensais. Evidentemente ¢ muito dificil replica-lo para a realidade brasileira, onde
o universo de agdes liquidas ¢ muito menor, sem contar que a baixa disponibilidade de dados
de balanco integros e confidveis para a constru¢do dos fatores restringe ainda mais esse

universo.

5.1.5. Modelode Fama & French

O modelo fatorial para a estimacdo do retorno de agdes proposto em Fama e French
[1992] é um dos mais conhecidos e utilizados no mercado de renda variavel. Neste trabalho,
os autores avaliaram todas as a¢des de empresas ndo-financeiras negociadas na Bolsa de
Valores de Nova lorque (NYSE), na AMEX e na NASDAQ, durante o periodo de 1963 a
1990. E como principal resultado, concluiram que duas varidveis facilmente mensurdveis —
capitalizagdo de mercado (CM - prego de mercado vezes o total de agdes) e a razdo VPA/P
(valor patrimonial por agdo sobre preco de mercado) — possuem capacidade preditiva
suficiente para caracterizar o comportamento dos retornos da amostra transversal (Cross-
section) de agoes utilizada. Além disso, concluiram que o “B” ndo possuiu poder explanatorio
sobre o comportamento dos retornos das acdes da amostra e que a combinagdo da
capitalizagdo com (VPA/P) pareceu absorver os papéis das variaveis alavancagem (valor dos
ativos por capitalizacdo de mercado) e Lucro/Preco na regressao.

No estudo, os autores ordenaram as acdes da amostra por ordem crescente de valor
patrimonial por agdo/preco unitdrio da agdo (VPA/P) em um primeiro experimento e depois
por lucro/preco (L/P) em um segundo experimento. Em cada experimento, eles constituiram
10 portfolios, onde o primeiro deles continha as agdes com maior valor dos indicadores
utilizados para o ordenamento (ac¢des de valor) e o décimo, as de menor valor. Os resultados
dos experimentos apontaram que os portfolios compostos pelas agdes de maior valor
proporcionaram retornos médios anuais superiores aos das a¢des de menor valor para os dois
testes. E entre as agdes de valor, o melhor desempenho foi observado para as agdes de maior
razdo “VPA/P”, cuja variacdo do retorno médio por carteira formada cresceu
monotonicamente quanto maior o valor do portfolio. Para o experimento com ac¢des ordenadas
por lucro/preco (L/P), a variacdo do retorno médio por portfoélio apresentou forma de “U”,

com ponto minimo no segundo portfolio com dimensdes mais baixas.
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A evidéncia da superioridade explanatoria da variavel “VPA/P” nos experimentos foi
comprovada por regressdes feitas dos retornos mensais um semestre a frente contra valores
historicos de In(VPA/P), In(CM), In(ativos/CM), In(ativos/VP) e (L/P). O coeficiente da
regressdo dos retornos contra a variavel In(VPA/P) sozinha apresentou uma estatistica “t”
igual a 5,71, a maior entre todas as varidveis. Além disso, as regressdes mostraram que a

variavel (L/P) foi absorvida pela combinag¢ao entre In(VPA/P) e In(CM) no modelo.

5.2. Aplicacdo ao modelo de otimizagdo r obusta

Um dos experimentos a serem feitos nesta tese ¢ o de testar o “custo de robustez”. Em
outras palavras, o objetivo ¢ calibrar o fator de robustez dos coeficientes de retornos para
niveis mais reduzidos e verificar se este mecanismo contribui para melhorar a performance do
portfolio com a alocagdo proposta. Para isso, ¢ necessario utilizar um estimador de retornos
que forneca previsdes mais confiaveis do que o método de considerar o retorno historico do
periodo imediatamente anterior como aproximacao.

Segundo Rostagno et al. [2006], “(...) alguns estudos no mercado brasileiro
apresentam resultados semelhantes (aos de Fama & French [1992]) quanto ao maior retorno
de carteiras formadas por agdes de valor (...)” Além disso, no artigo, os autores evidenciam a
superioridade dos rendimentos das estratégias de valor a partir da observacdo do
comportamento dos retornos médios anuais e retornos acumulados de 1994 a 2003 de cinco
portfolios formados por agdes com os 25% maiores valores relativos as seguintes variaveis:
“VPA/P”, “L/P”, “EBITDA/P”, “V/P”, “DIV/P”, onde “VPA” ¢ o valor patrimonial por acao,
“P” ¢ o preco da agdo, “EBITDA” ¢ o lucro operacional mais depreciacdo e amortizagio e
“DIV” ¢ o total de dividendos distribuidos no ano. Vale observar também que os portfolios
ordenados pelos pardmetros “L/P”, “EBITDA/P” e “VPA/P” apresentaram as estratégias de
valor com melhor performance dentre as testadas.

Portanto, com base nos resultados obtidos em Fama & French [1992] e Rostagno et al.
[2006], serdo incorporadas no modelo de otimizagdo robusta restrigdes intermediarias que
estimulam a alocagdo em a¢des com maior valor de “VPA/P” em cada instante de tempo do

programa de multiplos periodos. A restricdo serd formulada da seguinte maneira:

(V) x =bt, t=1,.,T (110)
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t r . r
“v* & o vetor de valores de “VPA/P” em cada instante de tempo e “b” ¢ uma constante

onde
que representa o valor de “VPA/P” correspondente ao percentil 25 da amostra de a¢des no
mesmo instante de tempo. Em outras palavras, o programa privilegiard a aloca¢do de acdes
com maior valor de “VPA/P” no caso de igualdade nos parametros de risco e retorno em cada
estagio.

Com isso, pode-se manter o estimador de retornos futuros que considera o retorno
historico do periodo imediatamente anterior e reduzir o nivel de robustez das estimativas,
dado que haverd um estimulo de alocacdo em ag¢des de maior valor no programa de

otimizagdo. O objetivo € testar se este mecanismo de fato ajuda na melhora do resultado do

portfolio formado pela alocagdo 6tima resultante.
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6. MODELO DE OTIMIZACAO LINEAR ROBUSTA
MULTITEMPORAL COM PARAMETROS INCERTOS DE MEDIA
E DISPERSAO

Enfim, chega-se ao capitulo onde o modelo foco desta pesquisa serd apresentado.
Conforme ja foi mencionado nos capitulos anteriores, as formulagdes propostas em Ben-Tal et
al. [2000] e Bertsimas & Pachamanova [2008] mostram-se como alternativas eficientes para a
resolucdo de problemas incertos de multiplos estagios, porém, com algumas ressalvas. O
modelo proposto em Ben-Tal et al. [2000] ¢ ndo-linear, do tipo conico de segunda ordem, o
que pode ser um inconveniente para portfolios mais complexos, com restrigdes de ativos ou
de impostos, por exemplo. Bertsimas & Pachamanova [2008] apresenta uma atalho engenhoso
para este obstaculo, definindo o conjunto de incerteza dos parametros incertos por meio da
Norma D e obtendo um programa de otimizagdo linear. Todavia, os pardmetros de variancia e
covaridncia sdo assumidos como conhecidos, premissa essa que ndo ¢ comprovada na
realidade.

Os aperfeicoamentos propostos neste trabalho sdo:

e A utilizagdo de ambos os parametros de média e dispersao sujeitos a incerteza no
caso multiperiodo. Vale recordar que em Halldorsson and Tutuncu [2003], ¢
proposto um modelo com estas caracteristicas, mas para o caso uniperiodo.

e A utilizacdo de uma formulacdo especial para os parametros de dispersdo e de uma
definicdo conveniente dos conjuntos de incerteza, de maneira a manter o modelo
de otimizagdo robusta multitemporal resultante como um programa de otimizagao
linear.

e Incorporacdo de uma restrigdo adicional baseada no modelo de Fama & French

[1992], de maneira a testar se ha ganho de performance no portfolio resultante.

A seguir, ¢ apresentada a formulacdo da contraparte robusta de um problema de

otimizagdo multitemporal, baseada nos modelos de Ben-Tal et al. [2000] e Bertsimas &
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Pachamanova [2008], bem como nos avangos metodologicos que este trabalho propde.
Observa-se que todos os aperfeicoamentos apresentados ao longo deste capitulo sdo originais
e constituem as contribuicdes desta tese para o desenvolvimento dos modelos robustos e

multitemporal de alocagdo de ativos.

6.1. Programa de Otimizagéo M ultitempor al

Define-se inicialmente o problema tipico de alocacdo de ativos em multiplos estagios a
partir das seguintes hipdteses, muito semelhantes as adotadas nos modelos de Ben-Tal et al.

[2000] e Bertsimas & Pachamanova [2008]:

1) O portfolio consiste de “n” ativos com risco € uma posi¢do em caixa (ativo “n+1”) e o
numero de periodos de balanceamento do portfolio ¢ igual a “T”.
i) Os retornos dos ativos ao longo do tempo seguem uma distribui¢do normal.

iii) Considerando:

t-1 1733 2]

X, a posi¢do financeira no ativo “i” no instante “t-1”.

=t
I

730
i 1

o retorno incerto do ativo “i” no periodo de “t-1” a “t”.

=t

r.., o retorno livre de risco no periodo de “t-1” a “t”.

€9
1

z~' o0 montante do ativo “i” comprado no instante “t-1”.

y;~' o montante do ativo

€9
1

vendido no instante “t-1”.

Cvenda, Ccompra OS custos de transagdo correspondentes @ compra ou a venda de um ativo.

a riqueza no instante terminal do portfolio pode ser formulada como:

fxi(urﬁ) (111)

i=1

¢ a posi¢do financeira do ativo “i, I € {l,...,n+1}” no comec¢o do periodo de investimento

“t, te {l,...,T}” ¢ dada por “ )gt ” e tem a seguinte dindmica:

X' = (1 +7 ){xiH -y '+ }, i<n (ativos de risco) (112)
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‘compra )

(1+c

t 1
Xn+1 - (1 + rn+1>{ n+l1 + Z 1 Cvenda

} (posicdo em caixa) (113)
i=1

Em todos os trabalhos pesquisados sobre alocacdo robusta em multiplos estagios, os
estimadores dos parametros de dispersdo adotados sdo as variancias e as covariancias entre os
retornos. Nesta tese, tomando como base a abordagem proposta em Konno & Yamazaki
[2003], ¢ utilizada uma formulagdo alternativa destes parametros, gerada a partir do método
do desvio absoluto da média. O estimador dos pardmetros de dispersdo, a partir deste método,

¢ definido pela fungdo a seguir.

|- Sxelie - 114

onde x; = E(ri ) A vantagem desta abordagem ¢ que ela contribui para que o programa de
otimizagdo resultante seja linear em vez de quadratico, como nos programas classicos de
média-varidncia, apesar de manter uma equivaléncia com eles. Além disso, cabe observar que
se os retornos dos ativos seguirem uma distribui¢do de probabilidades gaussiana multivariada,
entdo as medidas de risco — desvio padrio e desvio absoluto — sdo essencialmente as mesmas,

como demonstrado em Konno & Yamazaki [2003]:
[2
W(X) = ,|— SD(X) (115)
7w

onde “SID(X)” ¢ o desvio padrio de “x”. Portanto, restricdes intermedidrias de dispersdo

podem ser incorporadas ao modelo original de maneira a tratar diretamente o nivel de aversao

ao risco do investidor.

N
SE{r -] X <ot i=Lwn, t=1..T (116)

=1

N
Yax <o',i=l.,n t=1.T, (117)
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w 7

onde “c’ ¢ um parametro que deve refletir a aversdo ao risco do investidor e
a= EH A uf‘ } Cabe mencionar novamente que os modelos propostos em Ben-Tal et al.
[2000] e Bertsimas & Pachamanova [2008] tratam dos parametros de risco apenas
indiretamente, na defini¢do dos conjuntos de incerteza dos retornos.

Sob estas hipdteses, formula-se o programa de OL cujo objetivo € maximizar o valor

financeiro total do portfélio no instante final, sujeito a uma restri¢do de risco.

n+l

maxe (l+r )

i=1

sa.

Sx =Y [ E )y a2 =T (118)
X:Hl = (1+ rn+1>{ et T Z 1- Cvenda Zn:(l + Ccompra)zitl}ﬁ t=1..,T

i=1

x>0, i=1.,n+Lt=01..,T
Y,z 20, i=L.,mt=1..T

Nesta formulagdo, “x'”, “y'” e “z"” sdo as variaveis de decisdo e “x?” o valor inicial
conhecido do portfélio. Observa-se que o programa de OL (118) leva em conta a natureza
incerta dos parametros de dispersdo, ao contrario dos modelos propostos por Ben-Tal et al.

[2000] e Bertsimas and Pachamanova [2008].

6.2. Conjuntos de |l ncerteza

Seguindo a abordagem apresentada em Bertsimas et al. [2004], considera-se que os
parametros locais (valores esperados) “T", te {1,...,T}” podem variar de maneira que os

desvios com relagdo a seus valores nominais estejam restritos ao conjunto convexo “®r”.

Op =T IML(F =)l < ALt =1,....T} (119)
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onde “MR” ¢ uma matriz genérica e inversivel, “I”” ¢ o parametro de controle da Norma-D
que define o numero de variaveis incertas que assumem valores diferentes dos valores
nominais e “A' >0” ¢ um fator de robustez que pode ser ajustado de acordo com o nivel de
tolerancia quanto a violagdes nas restrigdes.

Analogamente, considera-se que os pardmetros de dispersdo incertos

“a', te {l,...,T}” podem variar de maneira que os desvios com relagdo a seus valores

nominais estejam restritos ao conjunto convexo “0,”

0, =@M, @& -a)[, <\ t=1..T} (120)

onde “M,” é uma matriz genérica e inversivel, “II” é o pardmetro da Norma-D e “Q'>0”
ajusta a robustez.
Conforme ja vimos anteriormente, para valores de nivel de tolerancia pré-

estabelecidos, é possivel estimar os pardmetros “A” e “Q" a partir da seguinte formulagdo

Prob{é’x+§n ¢ (a )’x>6+§n ;Ib,}g ! s (121)
=1 1=1 1 2 . { k }
+ A° min 1,?

onde “k” é o pardmetro da Norma D, “A” ¢ o fator de robustez que limita a norma e “n” ¢ o
numero de ativos do portfélio Em outras palavras, as aproximagdes seguras das contrapartes

robustas podem ser violadas segundo a probabilidade definida pela formulagdo (121).

6.3. Contraparterobusta

J& foi observado anteriormente que para lidar com dados incertos em problemas de
otimizagdo robusta, ¢ necessario trabalhar com desigualdades em vez de igualdades nas
restricdes. Todavia, para a restricdo de balanco (112), mantém-se a igualdade na sua
formulacdo, de maneira a expressar adequadamente o comportamento temporal dos retornos

dos ativos de risco em um cendrio de carteira auto-financidvel (que ndo estd sujeita a novos
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aportes ou resgates de recursos). Vale observar que as solugdes obtidas sob essa hipdtese
foram factiveis para todos os experimentos testados.
Considerando os conjuntos de incerteza “@r” e “®,” nas formulacdes (119) e (120) e

a defini¢do da norma dual da Norma-D, apresentada em Bertsimas et al. [2004]:

I,
ol (122)

i smzzmax[nq

onde Hw = max(jsl

9oy

Sn|) e ||s||1 = Zn: S , tem-se de acordo com o resultado auxiliar (91) que
i=1

All MRl(xt)|||ii=%t(M Ixt)e (123)
ol MAl(xt)|||;=%t(M xt)e (124)

669

onde “e” ¢ um vetor de “n” elementos iguais a um, caso sejam impostas as seguintes

restrigoes
n n
2% 2%
X < HF ;X < i=1‘_I (125)

Considerando que a fungdo objetivo da otimizagdo pode ser reformulada como

max y
st. (126)

e que as restrigdes de retornos e dispersdo do programa (118) podem ser reformuladas por
suas aproximagdes seguras a seguir, tomando como base os resultados (90) e (91)

apresentados no capitulo 4:
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;(g(1+rT)'xT—A?( X )e (127)
(x Ve {(1 -2 F;e)}{xu Lyt g) (128)
{(:;1t J +%t(|v| A‘e)} x' <ot (129)

tem-se que a aproximacdo segura da contraparte robusta do programa de otimizacdo incerto

(118) pode ser formulada como

max y
X

St.

< {(1 +77 ) —%(M R‘e)}xT

J +%t(|v| A‘e)} X <ol t=1,.,T
e<

X

I

(x {(1 - F;e)}{xu Ly T

X =1+t ){nﬂ Z Coong) i(ucmmpra)z },tzl,...,T

i=1

5t
t )

x >0,i=1.,n+Lt=1..,T
y,z 20, i=1.,nt=1.T

X <= X <=—t=1..T
1 b 1 b b b
r I (130)
Neste programa, “x' ”, “y' ” and “z ' ” sdo as variaveis de decisio. O programa

resultante resulta em um problema de programacado linear, a ser resolvido pelo método de

“horizontes rolantes” (rolling horizons) e sem incorrer em maiores custos computacionais.
Incorporando a restricdo baseada no modelo Fama & French [1992], que estimula a

alocagdo em agdes de maior razdo valor patrimonial por valor de mercado, chega-se

finalmente ao modelo a ser resolvido.
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(x)ex {(1 A F;e)}{xu Ly T

n (1+cmmpra)z;‘}, t=1..T
=1

X, =i+ r;;){x;:l 3 (1 GV -
i=1 i

(vt ) x'>b', t=1,...T

X >0, i=1L.,n+Lt=1,.T

y,z >0, i=1.,nt=1.T

i r X = I (131)

onde “v"”’ ¢ o vetor temporal de valores de “VPA/P” ¢ “b"™ é uma constante.

Na formulac¢do (131) nota-se que a primeira restricao equivale a funcdo objetivo, que
trata da maximizacdo da riqueza terminal e que foi incorporada no campo das restricdes para
o tratamento adequado da robustez; a segunda restricdo enderega a aversdo ao risco do
investidor, com o respectivo fator de robustez para os parametros de dispersdo incertos; a
terceira e a quarta restricdes sdo as equacdes de balango, respeitando a hipotese de carteira
autofinanciavel e considerando os fatores de robustez para os pardmetros de retornos
esperados incertos; a quinta restricio ¢ baseada no modelo Fama & French [1992], com
objetivo de estimular a alocacdo em agdes de maior razdo valor patrimonial por valor de
mercado; a sexta e a sétima sao restricdes de short sales; e por fim a oitava restri¢ao limita a

alocac¢do individual por agdo, tornando possivel a aplicagdo das formulagdes (123) e (124).
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6.4. Restricoes Probabilisticas

Nesta se¢do, sdo apresentadas as garantias probabilisticas para que a formulacdo robusta

(131) seja factivel considerando os conjuntos de incerteza
O =AM~ )l < A t=1...T) (132)
0,=@|M, @ -a),<Q" t=1..T} (133)

Em Bertsimas et al. [2004], prova-se que se a norma usada para a definicdo do conjunto

de incerteza é a Norma-D, entdo

Prob{(at)' X' <ol t=1, ,T}ZI— L (134)
1+szin{l,n}
n
Prob{;(é(1+rT)xT}21— ! = (135)
1+A2min{l,}
n
Prob{(xt)'eg(1+r“)'{xH—y“+z“},t=1, ,T}ZI— 1 (136)

Ou seja, pelas formulagdes (134), (135) e (136), pode-se determinar a probabilidade de
violacdo das representagdes das restricdes probabilisticas em (131) de acordo com a escolha

dos conjuntos de incerteza dos parametros incertos do problema.

6.5. Fatores de Robustez

Uma questdo relevante que deve ser enderecada ¢ a defini¢do dos fatores de robustez
“A” e “Q7”, os quais determinam o tamanho dos conjuntos de incerteza “Or” e “®@,” e dao a

dimensdo do nivel de incerteza imposto ao modelo. Sabe-se pela secdo 6.4 que seus valores
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podem ser relacionados a probabilidade de violagdo das restrigdes incertas. Todavia, ¢
importante saber dimensionar estes pardmetros de uma maneira mais tangivel e intuitiva do
que a simples avaliagdo do seu impacto na probabilidade de violagdo das restri¢des.

Uma possivel idéia ¢é relacionar a magnitude dos fatores de robustez ao niimero de
desvios que os parametros incertos podem desviar dos seus valores nominais. Por exemplo, o
valor de “A” pode ser determinado assumindo que os valores dos retornos incertos de todos os

ativos podem desviar “y” desvios padroes de seus valores nominais.

Definindo o vetor “0” a partir do nimero de “desvios-padrdes” amostrais de cada
parametro incerto
At t
o' = w(stDev') (137)

onde “y” é um escalar e “StDev” é o vetor de desvios padrdes histéricos dos retornos, e
assumindo que as matrizes “Mr” e “M” sdo as matrizes identidades, temos que o conjunto de
incerteza para os parametros de retorno pode ser reformulado segundo Bertsimas and Sim

[2004] da seguinte maneira:

rt-r'|l.= max ‘Ft-Ft ‘ = max o'
l |||r {SISEN,[SI=T'} JEZS( )J (SIScN,|S=T"} JEZS )
= max ¥ ‘StDevt.‘z.
JZE; = (138)
s.a. ZZJ. <r
jeS
0< z, <1

Portanto, arbitrando um valor para “y” e resolvendo o programa de maximizacao (138),
é possivel determinar a norma do vetor (' -F") e, para o caso particular de “Mg” igual a
matriz identidade, dimensionar o tamanho do conjunto de incerteza, representado por “A”. Em
outras palavras, ¢ possivel definir um valor para “A” estipulando o nimero de desvios dentro
do qual a estimativa do retorno de cada acdo pode flutuar. O mesmo exercicio pode ser feito

de maneira analoga para as estimativas de dispersdo e para a definicdo de “Q”.
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7. RESULTADOS

Neste capitulo, sdo apresentadas as simulagdes numéricas e os resultados da aplicacao
do modelo proposto por esta tese. Foram conduzidos alguns experimentos para uma carteira
de ativos, simulando seu comportamento em uma situagdo real de mercado, para multiplos
periodos de tempo. Vale observar que todas as simulagdes foram realizadas com o auxilio da
ferramenta de otimizagio What'sBest!®, versio 10.0.3.2, que é um add-in para o MS-Excel
que reproduz as funcionalidades do aplicativo LINGO, fornecido pela empresa LINDO
Systems Inc.

Os objetivos dos testes foram:

e Validar empiricamente a superioridade do modelo robusto com respeito ao modelo
nominal (sem robustez).

e Verificar como a carteira se comporta, para diferentes niveis de robustez, quando
as realizagdes reais dos parametros incertos diferem substancialmente de suas
estimativas iniciais.

e Testar se a capacidade de prever o retorno dos ativos, com a inclusdo de uma
restricdo adicional baseada no Modelo de Fama & French [1992], ajuda a
abordagem de otimizacdo robusta multiperiodo a ter melhor um melhor

desempenho.

A carteira teste foi composta de cinqilienta e duas a¢des, que faziam parte do indice
Bovespa em 02/01/2006, mais um ativo livre de risco. Seguem os detalhes de cada ativo na

tabela 2.

Tabela 2: A¢des que compdem a carteira teste

Acdo Emissor
ALLLI11 ALL America Latina Logistica S.A.
AMBV4 Cia de Bebidas das Américas

BBAS3 Banco do Brasil S.A.
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BBDC4 Banco Bradesco S.A.

BRAP4 Bradespar S.A.

BRFS3 BRF - Brasil Foods S.A.
BRKMS5 Braskem S.A.

BRTO4 Brasil Telecom S.A.

BTOW3 B2W - Cia Global Do Varejo
CCRO3 CCR — Cia de Concessdes Rodoviarias S.A.
CESP6 Cia Energética de Sao Paulo
CGAS5 Cia de Gas de Sao Paulo
CLSC6 Centrais Elétricas de Santa Catarina S.A.
CMIG4 Cia Energética de Minas Gerais
CPFE3 CPFL Energia S.A.

CPLE6 Cia Paranaense de Energia
CRUZ3 Souza Cruz S.A.

CSAN3 Cosan SA Industria e Comercio
CSNA3 Cia Siderargica Nacional S.A.
CYRE3 Cyrela Brazil Realty S.A. Empreendimentos
ELET3 Centrais Elétricas Brasileiras S.A.
ELET6 Centrais Elétricas Brasileiras S.A.
ELPL6 Eletropaulo Metropolitana Eletricidade de Sdo Paulo
EMBR3 Embraer S.A.

GFSA3 Gafisa S.A.

GGBR4 Gerdau S.A.

GOAU4 Metalirgica Gerdau S.A.
GOLLA4 Gol Linhas Aéreas Inteligentes S.A.
ITSA4 Itausa - Investimentos Itau S.A.
ITUB4 Itatt Unibanco Holding S.A.
KLBN4 Klabin S.A.

LAME4 Lojas Americanas S.A.

LIGT3 Light S.A.

LREN3 Lojas Renner S.A.

NATU3 Natura Cosméticos S.A.
NETC4 Net Servigos De Comunicagdo S.A.
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PCAR5S Cia Brasileira de Distribui¢ao - Grupo Pao de Agucar
PETR3 Petroleo Brasileiro S.A.

PETR4 Petroleo Brasileiro S.A.

SBSP3 Cia de Saneamento Basico do Estado de Sao Paulo
TAMM4 TAM SA

TCSL3 TIM Participagdes S.A.

TCSL4 TIM Participagdes S.A.

TLPP4 Telecomunicag¢des de Sao Paulo S.A.
TMARS Telemar Norte Leste S.A.

TNLP3 Tele Norte Leste Participacdes S.A.

TNLP4 Tele Norte Leste Participacdes S.A.

TRPL4 CTEEP - Cia de Transmissao de Energia Elétrica Paulista
USIMS Usinas Siderurgicas de Minas Gerais S.A.
VALE3 Vale S.A.

VALES Vale S.A.

VIVO4 Vivo Participagdes S.A.

Observa-se que a carteira inicial ¢ composta de uma unidade de riqueza alocada no
ativo livre de risco.

No conjunto de experimentos, o modelo foi testado para um periodo de dois anos e
meio, dividido em cinco subperiodos equivalentes a cinco semestres entre 31 de outubro de
2007 e 30 de abril de 2010, sendo que a riqueza terminal ¢ verificada no final do quinto
subperiodo. Interessante mencionar que os periodos utilizados para a estimagdo dos
parametros e a aplicacdo do modelo representam momentos macroecondomicos bastante
distintos, indicando momentos pré e pos-crise derivada da quebra do Banco Lehman Brothers
nos EUA. O objetivo dessa escolha é comparar os comportamentos dos modelos em
realidades que correspondem a rupturas de ambiente. Observando o comportamento da
amostra de a¢des ao longo do periodo de testes e lembrando que

Semestre 1 = 1 de novembro de 2007 a 30 de abril de 2008

Semestre 2 = 1 de maio de 2008 a 31 de outubro de 2008

Semestre 3 = 1 de novembro de 2008 a 30 de abril de 2009

Semestre 4 = 1 de maio de 2009 a 31 de outubro de 2009

Semestre 5 2 1 de novembro de 2009 a 30 de abril de 2010
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nota-se na figura 4 a discrepancia das médias ao longo tempo, indicando um periodo de forte
queda dos pregos, coincidente com a crise do mercado subprime norte-americano, seguido de
um periodo de recupera¢do. Vale mencionar que o periodo de maior queda, ou menor retorno
médio (terceiro semestre) ¢ também o de menor desvio amostral, indicando que quase todas as
acoes ‘“andaram” na mesma direcdo. Uma medida de correlagdo historica muito

provavelmente seria um mau estimador para a correlag@o entre os ativos neste momento.

200 00%; 1
média=22% |média=-02% |média=-33% |média=19% |média=28% |média=13%
- 150,00% r----- desvio = 24% | desvio = 22% |desvio = 20% |desvio = 20% |desvio = 28% | desvio = 10% |- -
r T
E 100,00%0 (------mmmmdrmmme oo i -----------------------------------
g - i
g = !
%3 50,009 oo T R R e U SRR
=
5 0,00% .
z N ! :
- S50,00%0 feeeememiqe T | S SRR i ------------ R R,
[l i i 1 i
-100,00% ’ | | ’ ’
1 2 3 4 5
semestre

Figura 4 - retornos semestrais (r;) das acoes do portfolio teste, onde 1, =retornodet-lat;t=1,...,5

Fonte: Bloomberg

Os custos de transacdo foram arbitrados como iguais a 0,3% do patrimonio total da
carteira e as matrizes “Mgr” e “M,” foram escolhidas como matrizes identidades de maneira a
definir os conjuntos de incerteza como as normas dos vetores incertos. Interessante notar na
formulacdo (131) que esta hipdtese permite que o fator de robustez impacte uniformemente
todos os parametros. Em Bertsimas and Pachamanova [2008], a escolha de “Mg” como sendo
a matriz de covariancia dos retornos impde uma maior penalizacdo por robustez aos ativos

mais arriscados.

Bertsimas et. al. [2004] demonstram que para ["oull = Jn, onde “n” é a dimenséo do
vetor de parametros incertos, a Norma D se aproxima da Norma Euclidiana e, portanto, os
conjuntos de incerteza definidos se aproximam de elipsoides, tornando sua geometria mais
intuitiva. Portanto, também serdo utilizados como pardmetros os valores de I' =11 = V5274

a0 parametro de aversdo ao risco “c', t = 1, ..., 5” foi atribuido o valor de 0,5, restringindo o

desvio agregado do portfolio conforme a equagdo (116).
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Assim como em Ben-Tal et al. [2000] e Bertsimas and Pachamanova [2008], todas as
simulagdes foram realizadas sob o método de horizontes rolantes. Conforme ja foi descrito
anteriormente nesta tese, o método comeca com a montagem e resolugdo do modelo de
otimizagdo para os cinco estagios a frente considerando o portfélio inicial (composto por uma
unidade de moeda aplicada no ativo livre de risco). As alocacdes Otimas relacionadas ao
primeiro estdgio do programa capitalizadas pelos retornos reais (observados no mercado)
relativos ao periodo passam a compor o novo portfolio inicial, que servira de entrada para a
resolucdo do programa para quatro estagios a frente. As decisdes O0timas relativas ao primeiro
estagio do programa de quatro periodos, capitalizada pelos retornos reais de mercado,
formarao o portfélio de largada para o problema de 3 periodos resultantes. Assim, a dinamica
se repete até que se calcule a composicao final do portfolio capitalizada pelos retornos reais

do tultimo periodo.

7.1. Experimento 1

Para o primeiro experimento, a restri¢do baseada no modelo de Fama & French [1992]
¢ desconsiderada e os valores esperados e desvios futuros dos retornos dos ativos para cada
periodo sdo estimados considerando a média e o desvio absoluto dos retornos semestrais dos
ativos, calculados a partir de séries historicas diarias em janelas correspondentes ao semestre
imediatamente anterior. Observa-se que a qualidade do estimador de retornos esperados seja
mesmo ruim, para exacerbar o impacto dos erros de estimagdo sobre a solugdo nominal. E isso
ja fica claro com analise da figura e da tabela a seguir.

Na figura 4, podem ser observadas as alocagdes sugeridas pelo modelo de otimizagao
para estimativas de retornos e desvios iguais aos seus valores nominais (A = Q = 0), bem

como o comportamento da riqueza como conseqiiéncia das alocagdes sugeridas.
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Figura 5 - Solugdo nominal para o modelo multiperiodo
Tabela 3: Retornos intertemporais para os ativos da solu¢do nominal
ativo tipo sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
CSNA3 estimativa 60,21% 64,67% -60,41% 48,44% 45,86%
CSNA3 valor real 64,67% -60,41% 48,44% 45,86% 11,44%
LAMEA4 estimativa 57,38% -41,13% -49,92% 51,85% 28,90%
LAMEA4 valor real -41,13% -49,92% 51,85% 28,90% 11,88%

Percebe-se que o algoritmo de otimizagdo opta por alocar a maior parte da riqueza na

acdo LAME4 e o restante em renda fixa no primeiro periodo, motivado em grande parte pela

forte estimativa de retorno para o periodo (+57%). Todavia, o valor real do retorno (-41%)

comprova que a estimativa era ruim, causando uma perda de riqueza na carteira (1 para 0,64).

No periodo seguinte, a estimativa de alta para a agdo CSNA3 motiva o algoritmo a

rebalancear o portfolio, transferindo a alocagdo em renda fixa do primeiro periodo para a

acdo. Mais uma vez, o valor real do retorno (-60%) indica que a ma estimativa induziu o

algoritmo a fazer outra alocacdo equivocada, causando mais um forte impacto na carteira. E

para os periodos subseqiientes, o algoritmo mantém a mesma alocacdo nas duas agdes, que

mostram recuperagdo, mas que ¢ insuficiente para evitar uma perda de riqueza no periodo
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final. Esse exemplo evidencia o impacto que mas estimativas podem trazer para modelos ndo
robustos.
O modelo robusto (130), além de forcar a diversificagdo do portfoélio ao impor a

restricdo individual de ativos, a qual € reapresentada a seguir

X <A <ALt =1 T (139)

onde ['=T1=+/52, comega a acrescentar algum grau de conservadorismo na solugdo,
buscando aloca¢des mais defensivas, com aumento da posi¢do no ativo livre de risco e do
peso do atributo risco na decisdo de alocacdo do algoritmo. A seguir, apresentam-se 0s
principais resultados: as aloca¢des por periodo, as riquezas terminais e os retornos entre

periodos para valores crescentes de “A”.

Tabela 4: Alocagdes robustas para A = 0,3.

Coeficientes de robustez (A= 0,3 e Q= 0)

Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 92%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BBAS3 0% 13% 11% 12% 15% 12%
BBDC4 0% 14% 14% 13% 13% 13%
BRFS3 0% 3% 4% 3% 3% 3%
CESP6 0% 0% 0% 0% 5% 6%
CSNA3 0% 14% 6% 7% 8% 8%
LAME4 0% 5% 4% 5% 5% 6%
LREN3 0% 11% 7% 8% 9% 12%
PETR3 0% 9% 8% 9% 8% 7%
SBSP3 0% 13% 13% 14% 12% 11%
TLPP4 0% 0% 0% 4% 3% 2%
TMARS 0% 17% 11% 10% 8% 7%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 9% 10%
RF 100% 1% 21% 15% 0% 3%
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Tabela 5: Alocagdes robustas para A = 0,9.

Coeficientes de robustez (A= 0,9 e Q= 0)

Probabilidade de violagdo das restricdes (€= 55%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BBAS3 0% 14% 12% 13% 15% 10%
BRFS3 0% 13% 14% 12% 12% 12%
CESP6 0% 0% 0% 0% 11% 12%
CSNA3 0% 17% 3% 3% 4% 4%
CYRE3 0% 1% 1% 1% 1% 1%
LAME4 0% 7% 5% 7% 7% 7%
LREN3 0% 13% 8% 9% 10% 13%
PETR3 0% 11% 9% 10% 8% 7%
PETR4 0% 11% 9% 10% 9% 8%
SBSP3 0% 14% 14% 15% 12% 11%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 10% 10%
RF 100% 0% 25% 21% 0% 5%

Tabela 6: Alocagdes robustas para A = 2.

Coeficientes de robustez (A=2¢ Q =0)

Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 20%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BRAP4 0% 11% 7% 9% 9% 9%
CESP6 0% 0% 0% 0% 12% 13%
CSNA3 0% 22% 5% 6% 14% 14%
CYRE3 0% 11% 7% 8% 10% 8%
LAME4 0% 8% 7% 8% 11% 12%
NATU3 0% 0% 0% 0% 1% 1%
PETR3 0% 14% 9% 10% 9% 7%
PETR4 0% 14% 10% 10% 9% 8%
VALE3 0% 6% 5% 5% 5% 5%
VALES 0% 13% 11% 11% 11% 12%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 10% 11%
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RF 100% 0% 40% 34% 0% 0%
Tabela 7: Alocagdes robustas para A = 3.
Coeficientes de robustez (A=3 ¢ Q =0)
Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 10%)
inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BRAP4 0% 11% 8% 9% 9% 9%
CESP6 0% 0% 0% 0% 11% 13%
CSNA3 0% 22% 5% 6% 11% 11%
CYRE3 0% 11% 7% 8% 10% 8%
LAMEA4 0% 8% 7% 8% 11% 11%
PETR3 0% 14% 11% 12% 10% 9%
PETR4 0% 14% 12% 13% 12% 10%
VALE3 0% 7% 5% 6% 5% 6%
VALES 0% 13% 11% 11% 11% 12%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 10% 10%
RF 100% 0% 33% 28% 0% 0%
Tabela 8: Riqueza terminal para valores crescentes de “A”
Ibovespa Nominal A=03 A=0,9 A=2,0 A=3,0

Riqueza terminal | 1,033866 | 0,689075 | 1,092374 | 1,109163 | 1,120643 | 1,075368

Tabela 9: Retornos Intertemporais para valores crescentes de “A”
sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5 StDev' | Ret/StDev

Ibovespa 3,9% -45,1% 26,9% 30,1% 9,7% 30,2% 11,2%
Nominal | -35,4% | -52,1% 51,3% 31,7% 11,8% 44,0% -71%

A=0,3 6,4% -37,7% 20,1% 27,5% 7,6% 25,3% 36,5%

A=0,9 2,5% -38,3% 21,8% 30,4% 10,5% 26,7% 41%

A=2,0 5,8% -40,0% 22,8% 31,8% 9,1% 27,7% 43,5%

A=3,0 5,7% -42,5% 24,9% 30,9% 8,3% 28,9% 26,1%

+ desvio padrio dos retornos intertemporais nos cinco semestres, ++ razao entre o retorno acumulado terminal

(riqueza terminal — 1) e o desvio padrao dos retornos intertemporais nos cinco semestres
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A analise das tabelas 8 e 9 ja nos permite a primeira vista perceber que a performance
da carteira otimizada pelo método robusto supera o método nominal e o Ibovespa, tanto pelo
critério da riqueza terminal e como pela razdo retorno por desvio padrdo para todos os
coeficientes de robustez testados. Nota-se também que o método robusto gera aloca¢des com
desempenhos mais estaveis (menor desvio padrdo) e com melhor desempenho durante os
periodos de maior volatilidade nos mercados (semestres 1, 2 e 3).

Analisando as tabelas de 4 a 7, ¢ possivel entender as razdes para este melhor
desempenho. Em primeiro lugar, a restricao individual (132) contribui para que a alocagio do
modelo robusto seja mais diversificada, diluindo o risco idiossincratico principalmente nos
momentos de maior tensdo nos mercados. Ainda assim, o modelo robusto rende melhor que o
Ibovespa, que ¢ mais diversificado.

Em segundo lugar, o algoritmo aloca uma parcela em renda fixa nos momentos em
que as estimativas de retorno estdo bem ruins, como nos semestres 2 ¢ 3. E esta alocacdo no
ativo livre de risco aumenta quanto maior o “A”, seguindo a intui¢do de que as solu¢des mais
robustas buscam alocagdes mais conservadoras. Este comportamento ¢ o diferencial do
modelo robusto no 2° semestre, por exemplo, quando comparado a solu¢do nominal. Nos
semestres de recuperagdo, por exemplo, a robustez acaba penalizando o modelo, que rende
pior que o modelo nominal. Porém, a performance estavel, principalmente nos momentos
turbulentos, ¢ a razdo para a superioridade da solugdo robusta.

E interessante acrescentar também outras observagdes. A performance da alocagdo
gerada para um coeficiente A = 0,9 supera a gerada para A = 0,3, principalmente em razdo do
desempenho das carteiras geradas nos quarto e quinto semestres. Isso porque o algoritmo
acertou nos aumentos das concentracdes em BRFS3 e CESP6, que apresentaram oOtimos
retornos no periodo, e nas vendas de TLPP4 e TMARS, que desempenharam abaixo da média.

J& a alocacdo gerada para A = 2 difere razoavelmente das geradas para A =0,3 e A =
0,9. E a maior alocagdo nas a¢des da Petrobras (PETR4 e PETRS), mais defensivas nestes
momentos mais turbulentos, ajudou para uma melhor performance da carteira, principalmente
no primeiro semestre. Vale ressaltar que, para A = 2, a probabilidade de que as aproximagdes
seguras das restrigdes sejam validas para todas as realizagdes dos pardmetros incertos ¢ de
80%. Ou seja, com este valor de parametro, garante-se um nivel de robustez adequado, além
de se obter a melhor performance entre todos os modelos testados até agora.

Por fim, para A = 3, a menor alocagdo em renda fixa e maior posicdo nas acdes da

Petrobréas faz o modelo sofrer nos ultimos dois periodos e apresentar uma performance pior
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que para A = 2. Cabe ressaltar que para valores de “A” maiores que 4,2, 0 modelo atinge o
grau maximo de conservadorismo, alocando toda a riqueza em renda fixa nos cinco periodos.
Os resultados obtidos no primeiro experimento confirmam os resultados apresentados

em Bertsimas & Pachamanova [2008], onde o modelo robusto multiperiodo (A = 0,3 e

r=+3 ) tem melhor performance que o nominal em cenérios de estresse. Vale observar que
os autores ndo adotam cenarios reais, € sim, cenarios simulados, onde o modelo robusto se
destaca nos casos de maior risco. Com isso, partimos para o segundo experimento, onde
procuramos verificar se a incorpora¢do da robustez também na estimacdo dos pardmetros de

dispersdo contribui para a melhora do modelo.

7.2. Experimento 2

Para o segundo experimento, os valores esperados e desvios futuros dos retornos
também sdo estimados considerando a média e o desvio absoluto dos semestres
imediatamente anteriores. E a partir dos resultados do primeiro experimento, faz-se variar o
parametro “Q” e observa-se o desempenho do modelo. A seguir, apresentam-se os principais
resultados: as alocagdes por periodo, as riquezas terminais € os retornos entre periodos para

valores crescentes de “A” e “Q”.

Tabela 10: Alocagdes robustas para A=0¢e Q=0,5.

Coeficientes de robustez (A=0¢ Q=0,5)

Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 80%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BBAS3 0% 11% 8% 9% 11% 11%
BBDC4 0% 12% 10% 10% 10% 10%
CESP6 0% 0% 0% 0% 10% 11%
CLSC6 0% 14% 13% 11% 10% 9%
CSNA3 0% 0% 0% 0% 0% 0%
ELET3 0% 0% 0% 7% 5% 6%
ELPL6 0% 16% 9% 10% 10% 10%
LAME4 0% 3% 2% 3% 4% 4%
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LREN3 0% 7% 4% 4% 5% 7%
PCARS 0% 0% 9% 8% 10% 10%
SBSP3 0% 13% 10% 12% 10% 9%
TLPP4 0% 0% 0% 6% 5% 3%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 9% 9%
RF 100% 23% 34% 19% 0% 0%
Tabela 11: Alocagdes robustas para A =0,3 e Q =0,5.
Coeficientes de robustez (A= 0,3 ¢ Q=0,5)
Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 92% e &, = 80%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BBAS3 0% 12% 9% 11% 13% 11%
BBDC4 0% 11% 11% 11% 11% 10%
CESP6 0% 0% 0% 0% 10% 12%
CLSC6 0% 14% 15% 12% 11% 10%
CSNA3 0% 10% 5% 7% 8% 8%
LAMEA4 0% 4% 3% 4% 8% 8%
LREN3 0% 8% 5% 5% 6% 8%
SBSP3 0% 13% 12% 13% 11% 10%
TLPP4 0% 0% 0% 5% 4% 3%
TMARS 0% 0% 10% 9% 8% 6%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 9% 10%
RF 100% 29% 30% 23% 0% 2%
Tabela 12: Alocagdes robustas para A =0,9 e Q =0,5.

Coeficientes de robustez (A=0,9 e Q=0,5)
Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 55% e &, = 80%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BBAS3 0% 12% 11% 12% 14% 11%
BRFS3 0% 2% 2% 2% 2% 2%
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CESP6 0% 0% 0% 0% 8% 8%
CSNA3 0% 11% 7% 8% 9% 9%
LAMEA4 0% 4% 4% 5% 4% 4%
LREN3 0% 9% 6% 7% 8% 10%
PCARS 0% 0% 18% 16% 18% 12%
PETR3 0% 7% 7% 8% 6% 5%
PETR4 0% 8% 7% 8% 7% 6%
TMARS 0% 0% 13% 11% 9% 7%
USIMS 0% 0% 7% 7% 8% 9%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 9% 9%
RF 100% 46% 19% 17% 0% 8%
Tabela 13: Alocagdes robustas para A=2¢ Q=0,5.
Coeficientes de robustez (A=2¢ Q=0,5)
Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 20% e &, = 80%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BRAP4 0% 9% 6% 7% 7% 7%
CESP6 0% 0% 0% 0% 11% 12%
CSNA3 0% 17% 6% 7% 13% 13%
CYRE3 0% 9% 5% 6% 7% 6%
LAMEA4 0% 7% 5% 7% 11% 11%
NATU3 0% 0% 0% 0% 0% 0%
PCARS 0% 0% 12% 10% 12% 12%
PETR3 0% 11% 10% 11% 9% 8%
PETR4 0% 11% 10% 11% 10% 9%
TMARS5 0% 0% 6% 5% 4% 3%
USIMS 0% 0% 5% 5% 5% 6%
VALES 0% 2% 2% 2% 2% 2%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 10% 10%
RF 100% 34% 34% 30% 0% 0%




Tabela 14: Alocagdes robustas para A=3e Q=0,5.
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Coeficientes de robustez (A=3 ¢ Q=0,5)

Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 10% e &, = 80%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BRAP4 0% 11% 8% 9% 9% 10%
CESP6 0% 0% 0% 0% 9% 10%
CSNA3 0% 22% 8% 9% 13% 13%
CYRE3 0% 11% 8% 8% 13% 9%
GOLL4 0% 0% 0% 0% 0% 0%
LAME4 0% 8% 7% 9% 10% 10%
PETR3 0% 14% 13% 13% 9% 8%
PETR4 0% 14% 13% 14% 12% 10%
VALE3 0% 7% 6% 6% 5% 6%
VALES 0% 13% 12% 11% 12% 13%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 8% 8%
RF 100% 0% 26% 22% 0% 4%
Tabela 15: Riqueza terminal para valores crescentes de “A” e “Q”
Ibovespa A=0 A=0,3 A=09 A=20 A=3,0
Q=0 1,033866 | 0,689075 | 1,092374 | 1,109163 | 1,120643 | 1,075368
Q=0,5 - 1,167827 | 1,060998 | 1,133321 | 1,137778 | 1,078210
Tabela 16: Retornos Intertemporais para valores crescentes de “A” e “Q”
sem 1 sem2 | sem3 | sem4 | sem5 | StDev | Ret/StDev
Ibovespa 3,9% | -45,1% | 26,9% | 30,1% | 9,7% | 30,2% 11,2%
Nominal -35,4% | -52,1% | 51,3% | 31,7% | 11,8% | 44,0% -71,0%
A=0,Q=0,5 | -1,5% | -25,1% | 12,9% | 25,2% | 12,1% | 19,2% 87,6%
A=03,Q=0 6,4% | -37,7% | 20,1% | 27,5% | 7,6% | 25,3% 36,5%
A=03,Q2=05| 0,2% | -32,1% | 14,6% | 26,1% | 7,9% | 22,0% 27,8%
A=09,Q=0 2,5% | -38,3% | 21,8% | 30,4% | 10,5% | 26,7% 41,0%
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A=09,Q2=05| 4,7% | -39,0% | 18,6% | 35,8% | 10,1% | 27,8% 48,0%

A=2,0,Q=0 5.8% | -40,0% | 22,8% | 31,8% | 9,1% | 27,7% 43,5%

A=2,0,Q2=05| 6,0% | -37,5% | 20,0% | 32,9% | 7,7% | 26,5% 52,0%

A=3,0,Q=0 5,7% | -42,5% | 24,9% | 30,9% | 8,3% | 28,9% 26,1%

A=3,0,Q2=05| 59% | -41,0% | 25,5% | 30,3% | 5,6% | 28,2% 27,7%

Ao analisar as tabelas 15 e 16, ja se percebe que a simples incorporagdo da robustez
nos parametros de desvios sobre o modelo nominal (A = 0, Q = 0,5) ja gera a alocagdo mais
eficiente entre todas as testadas, seja pelo critério da riqueza terminal quanto pelo critério do
compromisso retorno-risco. Os resultados sdo claramente mais consistentes do que os
relativos ao cendario onde se incorpora robustez apenas nos parametros de retornos (A = 0,3, Q
= 0). Além disso, fora o cenario (A = 0,3, Q = 0,5), para todos os outros a incorporagdo da
robustez nos pardmetros de desvios gera alocacdes com melhor desempenho de rentabilidade
€ compromisso retorno-risco. Interessante notar também que a variagdo no coeficiente “Q”
gera alocagdes mais estaveis, ou seja, com menor desvio padrdao do que as alocagdes com Q =
0, com excecdo do cenario A = 0,9, Q = 0,5, contribuindo assim para a performance superior
pelo critério retorno-risco.

A principal razdo para essa performance superior ¢ a maior alocagdo em renda fixa nos
primeiro e segundo semestres gerada pela solugdo com Q = 0,5, deixando a carteira mais
preparada para os momentos turbulentos que viriam no meio do periodo de testes. Ao analisar
a tabela 16, percebe-se que as solu¢cdes com robustez nos parametros de desvios tém melhor
rentabilidade nestes dois semestres em quase todos os cenarios de “Q”. Ou seja, a tendéncia
de maior conservadorismo destas solugdes, tornando as carteiras menos sensiveis aos
momentos turbulentos, ¢ a principal razdo para suas performances destacadas. Cabe destacar
que nos semestres de recupera¢do (quatro e cinco), a solu¢do nominal tem rentabilidade
melhor que quase todos os cenarios robustos, ressaltando o custo que a robustez impde em
momentos positivos dos mercados.

A utiliza¢do de um valor de “Q” igual a 0,5 corresponde a uma probabilidade de que
as restrigoes sejam violadas por realizagdes dos parametros incertos de desvios de 80%,
considerada alta. A seguir, serdo apresentados novos resultados para um pardmetro de

robustez ainda maior, que reduza essa probabilidade para 50%.



Tabela 17: Alocagdes robustas para A=0e Q= 1.
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Coeficientes de robustez (A=0e Q =1)

Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 50%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BBAS3 0% 8% 6% 7% 9% 12%
CCRO3 0% 0% 0% 0% 0% 7%
CSNA3 0% 7% 3% 4% 5% 6%
GGBR4 0% 0% 0% 0% 0% 11%
LAMEA4 0% 3% 2% 2% 2% 3%
LREN3 0% 5% 3% 3% 4% 5%
PCARS 0% 0% 12% 11% 15% 13%
PETR3 0% 1% 1% 1% 1% 1%
SBSP3 0% 10% 8% 9% 8% 7%
TAMM4 0% 0% 0% 0% 0% 14%
TLPP4 0% 0% 0% 53% 12% 9%
TMARS 0% 0% 5% 5% 5% 4%
USIMS 0% 0% 4% 4% 5% 6%
RF 100% 66% 56% 0% 34% 3%
Tabela 18: Alocagdes robustas para A=0,3e Q=1.

Coeficientes de robustez (A=0,3e Q=1)
Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 92% e &, = 50%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BBAS3 0% 9% 7% 8% 10% 9%
CESP6 0% 0% 0% 0% 10% 11%
CSNA3 0% 7% 4% 5% 12% 12%
GOAU4 0% 0% 8% 8% 9% 9%
LAME4 0% 3% 2% 3% 10% 10%
LREN3 0% 6% 3% 4% 5% 6%
NATU3 0% 0% 0% 0% 3% 3%
PCARS 0% 0% 12% 11% 13% 12%
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PETR3 0% 5% 4% 5% 4% 3%
PETR4 0% 1% 1% 1% 1% 1%
TLPP4 0% 0% 0% 7% 5% 4%
TMARS 0% 0% 7% 6% 5% 4%
USIMS 0% 0% 5% 5% 6% 6%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 9% 9%
RF 100% 69% 47% 37% 0% 1%
Tabela 19: Alocagdes robustas para A=0,9e Q= 1.
Coeficientes de robustez (A=09e Q=1)
Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 55% e &, = 50%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
AMBV4 0% 0% 0% 0% 13% 13%
BBAS3 0% 0% 0% 0% 0% 6%
BRFS3 0% 1% 0% 0% 1% 1%
CSNA3 0% 9% 5% 7% 9% 9%
GGBR4 0% 0% 0% 0% 0% 12%
GOLLA4 0% 0% 0% 0% 0% 10%
LAMEA4 0% 4% 2% 4% 4% 4%
LREN3 0% 7% 4% 5% 7% 9%
PETR3 0% 6% 4% 6% 6% 5%
PETR4 0% 6% 4% 6% 6% 5%
TAMMA4 0% 0% 0% 0% 0% 16%
TMARS 0% 0% 32% 32% 15% 11%
RF 100% 67% 47% 40% 40% 0%




Tabela 20: Alocagdes robustas para A=2e Q= 1.

Coeficientes de robustez (A=2e Q=1)

Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, =20% e &, = 50%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BRAP4 0% 3% 2% 2% 11% 11%
CESP6 0% 0% 0% 0% 12% 14%
CSNA3 0% 14% 5% 7% 14% 12%
CYRE3 0% 7% 4% 4% 5% 5%
LAMEA4 0% 6% 4% 5% 12% 12%
NATU3 0% 0% 0% 0% 13% 14%
PETR3 0% 9% 7% 8% 7% 6%
PETR4 0% 9% 7% 8% 7% 7%
TMARS 0% 0% 10% 9% 8% 6%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 11% 11%
RF 100% 52% 62% 57% 0% 2%
Tabela 21: Alocagdes robustas para A=3e Q= 1.

Coeficientes de robustez (A=3eQ=1)
Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 10% e &, = 50%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
BRAP4 0% 10% 7% 8% 8% 9%
CESP6 0% 0% 0% 0% 11% 13%
CSNA3 0% 20% 5% 7% 13% 12%
CYRE3 0% 10% 7% 7% 9% 8%
GOLLA4 0% 0% 0% 0% 0% 0%
LAMEA4 0% 8% 6% 8% 11% 12%
PETR3 0% 13% 12% 13% 11% 10%
PETR4 0% 13% 12% 13% 12% 11%
VALE3 0% 0% 11% 9% 8% 6%
VALES 0% 7% 6% 6% 6% 7%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 10% 10%
RF 100% 18% 34% 29% 0% 2%




Tabela 22: Riqueza terminal para valores crescentes de “A” e “Q”
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Ibovespa A=0 A=0,3 A=0,9 A=2,0 A=3,0

Q=0 1,033866 | 0,689075 | 1,092374 | 1,109163 | 1,120643 | 1,075368

Q=05 - 1,167827 | 1,060998 | 1,133321 | 1,137778 | 1,078210

Q=1,0 - 1,157366 | 1,223152 | 1,043838 | 1,287228 | 1,073648

Tabela 23: Retornos Intertemporais para valores crescentes de “A” e “Q”
sem 1 sem2 | sem3 | sem4 | sem5 | StDev | Ret/StDev

Ibovespa 3,9% | -45,1% | 26,9% | 30,1% | 9,7% | 30,2% 11,2%
Nominal -35,4% | -52,1% | 51,3% | 31,7% | 11,8% | 44,0% -71,0%
A=0,Q=0,5 | -1,5% | -25,1% | 12,9% | 25,2% | 12,1% | 19,2% 87,6%
A=0,Q=1,0 2,7% | -23,3% | 13,4% | 18,9% | 9,0% | 16,4% 95,8%
A=03,Q=0 6,4% | -37,7% | 20,1% | 27,5% | 7,6% | 25,3% 36,5%
A=03,Q=05| 02% | -32,1% | 14,6% | 26,1% | 7,9% | 22,0% 27,8%
A=03,Q=1,0| 4,4% | -30,6% | 12,9% | 34,9% | 11,0% | 23,7% 94,1%
A=09,Q=0 2,5% | -38,3% | 21,8% | 30,4% | 10,5% | 26,7% 41,0%
A=09,Q9=05| 47% | -39,0% | 18,6% | 35,8% | 10,1% | 27,8% 48,0%
A=09,Q9=10| 62% | -25,0% | 2,7% | 16,5% | 9,5% | 15,9% 27,5%
A=2,0,Q=0 5,8% | -40,0% | 22,8% | 31,8% | 9,1% | 27,7% 43,5%
A=2,0,Q=05| 6,0% | -37,5% |20,0% | 32,9% | 7,7% | 26,5% 52,0%
A=2,0,Q=1,0| 6,7% | -24,1% | 14,3% | 28,6% | 8,0% | 19,3% 149,0%
A=3,0,Q=0 5,7% | -42,5% | 24,9% | 30,9% | 8,3% | 28,9% 26,1%
A=3,0,Q2=05| 59% | -41,0% | 25,5% | 30,3% | 5,6% | 28,2% 27,7%
A=3,0,Q=1,0| 6,0% | -38,7% | 22,0% | 28,8% | 5,1% | 26,3% 28,0%

O aumento da robustez dos parametros de desvios torna as solu¢des ainda mais

defensivas, com alocagdo de parcela substancial em renda fixa nos primeiros trés semestres de

testes. Esse comportamento torna a performance ainda melhor para Q = 1,0 nos cenarios de A

=0, 0,3 e 2. O cenario de A = 0,9 ¢ um outlier negativo por uma decisdo equivocada do

algoritmo de investir 32% do patrimoénio em TMARS no terceiro semestre, que ndo pode ser

recuperada em fun¢do da alocacdo ultraconservadora nos periodos subseqiientes.
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A forte alocagdo em renda fixa incrementou ainda mais o desempenho segundo o
compromisso risco-retorno, uma vez que o desempenho das carteiras robustas =1 para ficou
ainda mais estavel (menor desvio padrdo). E ¢ interessante destacar o desempenho da carteira
gerada para o cenario A = 2,0, Q = 1,0, que foi a alocagdo que chegou mais perto do
desempenho da renda fixa no periodo, atingindo uma rentabilidade de 28,7% contra 29,1% do
ativo livre de risco.

Vale observar que para valores de 2 maiores que 1,0, que diminuiriam a probabilidade
de violacdo das aproximagdes seguras das restricdes estocdsticas, o programa opta por
solugdes ultraconservadoras, com alocagdes proximas de 100% em renda fixa em todos os
periodos.

Com a realizagdo dos dois experimentos, fica clara a superioridade das alocacgdes
robustas, para cendrios de “A” e “Q” diferentes de zero. A principal conclusdo que se tira da
andlise dos experimentos ¢ que essa superioridade se dda ao melhor desempenho destas
solugdes em momentos turbulentos, em fungdo de suas alocagdes defensivas. Todavia, pode-
se questionar a vantagem da robustez em momentos de calmaria, quando o excesso de
conservadorismo atuou como um custo para o modelo e impediu muitas vezes um resultado
ainda melhor. Essa percepc¢do abre espago para o terceiro experimento desta tese, quando serd
verificada uma eventual melhora de desempenho da carteira em um cendrio de menor

robustez, com a incorporacao de um estimador de retornos melhor.

7.3. Experimento 3

Para o experimento 3, foi utilizado o modelo expresso pela formulagao (131), ou seja,
foi levada em conta pelo programa de otimizacdo a restricdo baseada no modelo de Fama e
French [1992], que privilegia a aloca¢do em agdes com maior razdo valor patrimonial por
preco de mercado (acdes de valor). O racional para essa decisdo se baseia em um dos
principais resultados empiricos daquele trabalho seminal, onde una carteira com maior
alocagdo em agdes de valor tem melhor desempenho do que uma carteira com maior alocagao
em agdes de crescimento (agdes de menor valor).

Com isso, o experimento foca nas condigdes de robustez que geraram a alocagdo com
melhor performance, ou seja, para os valores de “A” e “Q” iguais a 2 e 1 respectivamente, e

reduz a robustez dos parametros de retorno (A), baseado no pressuposto de que o modelo
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possui agora um melhor estimador de retornos com a incorporacdo da restricao adicional. Em
outras palavras, incorpora-se a restrigdo (110) no programa de otimizagdo e para valores de
“b™ igual a 0,8, “A” igual a 0,9 e “Q” igual a 1, gera-se uma nova alocagio para o periodo de

testes. A seguir, sdo apresentados os resultados do experimento.

Tabela 24: Alocacdes robustas para A=10,9, Q=1eb'=0,8.

Coeficientes de robustez (A=09e Q=1)

Probabilidade de violagdo das restri¢des (&, = 55% e &, = 50%)

inicio sem 1 sem 2 sem 3 sem 4 sem 5
AMBV4 0% 0% 0% 0% 11% 11%
CESP6 0% 0% 0% 27% 13% 15%
CSNA3 0% 8% 5% 0% 0% 0%
CYRE3 0% 0% 9% 0% 0% 0%
ELET3 0% 11% 19% 6% 5% 6%
ELET6 0% 0% 0% 8% 5% 7%
GFSA3 0% 0% 0% 21% 17% 14%
LAME4 0% 3% 2% 0% 0% 0%
LREN3 0% 0% 0% 0% 0% 0%
NATU3 0% 0% 0% 0% 10% 11%
PETR3 0% 5% 4% 0% 0% 0%
PETR4 0% 6% 4% 5% 5% 4%
SBSP3 0% 0% 0% 12% 11% 10%
TMARS 0% 15% 11% 9% 8% 6%
USIMS 0% 0% 5% 5% 6% 7%
VIVO4 0% 0% 0% 0% 9% 9%
RF 100% 51% 40% 7% 0% 0%

Tabela 25: Riqueza terminal para valores crescentes de “A” e “Q”

A=09,Q=10 | A=20,Q=10 A=09.0-1.06-03

riqueza terminal 1,043838 1,287228 1,303728
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Tabela 26: Comparagdo entre retornos intertemporais

sem 1 sem 2 sem3 | sem4 | sem5 | StDev | Ret/SDv

A=09,Q=1,0 6,2% | -25,0% | 2,7% | 16,5% | 9,5% | 15,9% | 27,5%

A=2,0,Q=1,0 6,7% | -24,1% | 143% | 28,6% | 8,0% | 19,3% | 149,0%

A=09,Q=1,0,b=08]10,7% | -29,3% | 26,3% | 20,7% | 9,4% | 21,8% | 139,6%

O modelo usado no experimento 3 consegue superar em rentabilidade (30,4%) o
desempenho da melhor alocag¢do robusta — A = 2,0, Q = 1,0 — (28,7%) e superar também a
rentabilidade da renda fixa no periodo (29,1%). Ao analisar a tabela 24, percebe-se que o
algoritmo de fato privilegiou algumas acdes com alto VPA/P em momentos distintos do
periodo de testes, como CESP6, ELET3, ELET6, GFSA3 ¢ SBSP3. Essas apostas foram
fundamentais nos semestres em que o modelo se destacou, como o primeiro € o terceiro
principalmente.

Algumas inconsisténcias, todavia, sdo interessantes de observar. Por exemplo, a
solu¢do de menor robustez para os parametros de retorno ndo supera a solugdo mais robusta
de A = 2,0 justamente em um momento de recuperagdo, como o quarto semestre, quebrando a
nossa hipotese inicial do custo da robustez neste ponto. Além disso, a solugcdo com a restri¢ao
adicional gera uma alocag¢do mais volatil ao longo dos semestres e ndo consegue superar a

alocagdo A =2,0, Q = 1,0 no critério do compromisso retorno-risco.
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8. CONCLUSOESE PERSPECTIVAS

Neste capitulo, sdo apresentadas as conclusdes e as consideracdes finais deste
trabalho, bem como sugestdes de linhas de pesquisa que incorporem melhorias e novas
possibilidades a aplicacdo da otimizagdo robusta na solucdo de problemas de selecao

multitemporal de ativos.

8.1. Conclusdes

Esta tese se dedicou ao estudo do problema de selecao 6tima de ativos financeiros para
a composicdo de portfolios. Como marco inicial para a pesquisa, buscou-se inspiracdo nos
trabalhos seminais apresentados em Markowitz [1952] e Sharpe [1964], que serviram de
alicerces para o desenvolvimento da Teoria Moderna de Portfolios (TMP). Em seguida,
buscou-se a defini¢do de qual linha tedrica derivada da TMP esta tese iria seguir, com base

nas seguintes constatagoes:

e Os problemas de alocacdo de ativos sdo intrinsecamente de longo prazo e
multitemporais, ou seja, sdo permitidos balanceamentos periddicos da carteira de
maneira a corrigir distor¢des ao longo do tempo.

e Os modelos de otimizagdo de portfolios por média-varidncia sdo muito sensiveis a

erros de estimacao de seus parametros.

O caminho natural, portanto, foi o estudo da viabilidade de diferentes abordagens de
otimizagdo que levassem em conta o carater incerto dos parametros de entrada dos modelos e
que fossem aplicaveis a problemas com multiplos periodos. Dentre as abordagens avaliadas, a
otimizagdo robusta se mostrou bastante adequada e serviu de motivagdo para o
desenvolvimento deste trabalho, por também enderecar a questdo da dimensionalidade do
problema de alocagdo e permitir a criagdo de modelos tratdveis e computacionalmente

eficientes.
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Partiu-se, portanto, da analise dos modelos desenvolvidos em Soyster [1973], que deu
o primeiro passo na aplica¢do do método para o caso uniperiodo, e Ben-Tal et al. [2000], este
que foi o primeiro a sugerir o uso da otimizagdo robusta para lidar com o tema da dimensao
nos problemas multiperiodos. Neste artigo, os autores parametrizam o conjunto de incerteza
dos parametros de retornos esperados como elipsdides e derivam um programa de otimizagado
do tipo conico de segunda ordem.

Bertsimas & Pachamanova [2008] apresentam um avango importante nesta abordagem
ao proporem um modelo cujo conjunto de incerteza é parametrizado pela Norma D (ver
Bertsimas & Sim, 2004), com geometria poliedral, gerando assim um modelo de programacao
linear. A vantagem da linearidade neste tipo de problema ¢ por facilitar a solugdo de
estruturas mais complexas e com mais restrigdes.

Sobre este ultimo trabalho, esta tese apresentou algumas contribui¢des que constituem
um avango com respeito a formulacdo de modelos de otimiza¢do robusta multitemporal, as

quais sdo destacadas a seguir:

e A incorporacdo no programa de otimizagdo robusta multitemporal de uma
restri¢do que trata diretamente o grau de aversdo ao risco do investidor. Tanto no
trabalho de Bertsimas & Pachamanova [2008] quanto no de Ben-Tal et al. [2000],
esta restricdo aparece apenas indiretamente, a partir da formulacdo dos conjuntos
de incerteza dos parametros de retorno.

e Representagdo dos parametros de dispersdo (varidncia) segundo a definicdo de
desvio absoluto apresentada em Konno & Yamazaki [1991]. Tal caracterizacao
permitiu que, mesmo com a incorporagao da restri¢do de risco, o0 modelo resultante
permanecesse como um programa de otimizagao linear, ao contrario dos modelos
de média-varidncia, que em geral sdo quadraticos em funcdo da formulacdo
classica de varidncia e covariancia. Vale ressaltar que, para uma hipdtese de
distribuicdo gaussiana para os retornos dos ativos, as medidas de desvio absoluto e
desvio padrdo praticamente se equivalem.

e Tratamento da incerteza dos pardmetros de dispersdo dos retornos, além dos
parametros de valores esperados. Em Ben-Tal et al. [2000] e Bertsimas &
Pachamanova [2008], os parametros de dispersdo sdo assumidos como conhecidos.
Os trabalhos de Goldfarb e Iyengar [2003] e Halldorsson and Tutuncu [2003]
também consideram a natureza incerta da variancia, mas os modelos resultantes

sdo ndo lineares e tratam apenas do caso uniperiodo.
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e Incorporacdo de uma restricdo que estimula a aloca¢do em a¢des com razdes mais
altas de valor patrimonial por valor de mercado. Esse mecanismo se baseia no

racional do modelo de Fama & French [1992].

Com base nos resultados, podemos concluir em primeiro lugar que a abordagem
robusta por multiplos estdgios mostra excelente potencial como alternativa aos modelos
classicos de otimizagdo que utilizam somente os valores esperados de retornos (nominais) na
formulagcdo por média-variancia, validando assim os resultados obtidos em Bersimas &
Pachamanova [2008]. Também percebemos uma variacdo na qualidade do modelo de acordo
com o nivel de robustez imposto. Os modelos mais robustos abrem mao da otimalidade e
apresentam solu¢des mais defensivas, que acabam apresentando bons resultados em um
cendrio de crise severa nos mercados locais, como a vivenciada apos a quebra do banco
Lehman Brothers. Esta conclusdo também vai de acordo com os resultados obtidos na
literatura, que destaca o desempenho superior dos modelos robustos em situagdes de estresse
dos mercados.

Como resultados adicionais aos verificados na producdo académica recente, as
evidéncias empiricas apresentadas nesta tese também mostram que a consideracdo do carater
incerto das estimativas dos pardmetros de dispersdo ¢ benéfica para a tarefa de alocagdo de
ativos em multiplos periodos. A agregacdo de robustez para estas estimativas contribui para a
geracdo de alocagdes com desempenho superior as alocacdes com “CQ)” igual a zero na maioria
dos cenarios testados nos experimentos, sejam pelo critério de riqueza terminal (ou
rentabilidade acumulada) como pelo critério do compromisso retorno-risco.

E para ratificar o pressuposto inicial de que a robustez pode penalizar a performance
em momentos de calmaria, os resultados obtidos no experimento trés demonstram como a
melhora na previsdo dos retornos contribui para a eficicia do método em termos de
rentabilidade final. A incorporagdo da restricdo baseada no modelo de Fama & French [1992]
e a conseqliente redugdo da robustez dos retornos melhoram o desempenho do modelo em
termos de riqueza terminal, apesar de gerar uma alocag@o mais instavel e volatil.

E importante ressaltar que algumas hipoteses adotadas pelo modelo podem ser
questionadas empiricamente. Uma delas ¢ a de que os retornos dos ativos financeiros na
pratica ndo apresentam distribuicdes de probabilidade exatamente gaussianas, geralmente
incorrendo em caudas mais grossas. Todavia, entendemos que a distribuicdo Normal ¢ uma
boa aproximagdo para descrever a aleatoriedade dos retornos e que essa hipdtese nao

inviabiliza o modelo. Além disso, foram utilizadas a¢des com boa liquidez no mercado
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secundario. No caso de portfélios com mais acdes ou compostos por outros ativos, como 0s
titulos de crédito, a hipotese de liquidez total ndo necessariamente ¢ valida, o que pode causar
problemas durante os balanceamentos periddicos nos estagios do programa.

Ainda assim, acreditamos, que os objetivos deste trabalho foram atingidos no sentido

de contribuir para o desenvolvimento do tema de alocagao robusta de ativos.

8.2. Extensodes

Acreditamos que extensdes e aperfeicoamentos do método desenvolvido neste estudo

podem ser realizados, dentre os quais destacamos:

e A utilizagdo de algum método que permita a utilizacdo de estimagdes mais
confidveis para os pardmetros de retorno e risco. A utilizagdo de estimadores mais
robustos, como os Bayesianos, por exemplo, pode ser uma opg¢ao interessante.
Outra opg¢ao seria derivar um modelo multifatorial baseado diretamente no modelo
de Fama & French [1992], tratando a robustez dos fatores.

e A utilizagdo de um método mais sistematico na calibracdo da robustez do modelo.
O tema da definicdo do melhor tradeoff entre a probabilidade de violagdo das
restrigdes e o excesso de conservadorismo precisa ser mais bem avaliado para a
otimizagao de portfolio.

e Uma maior flexibilizacdo do modelo, sem as restrigoes de short sales e com a
incorporacdo de restricdes intertemporais de varidncia diferentes, eventualmente
adotando valores diferentes entre estagios de maneira a explorar momentos
distintos de risco.

e A utilizagdo de uma gama maior de ativos na composicdo do portfélio 6timo,
incorporando ativos de renda fixa, por exemplo.

e A investigagdo dos efeitos dos terceiro e quarto momentos das distribui¢cdes dos
ativos e a possivel incorporagdo de novas restrigdes que os consideram, uma vez
que hipotese de normalidade ndo necessariamente se comprova na pratica.

e Testar também a variavel “capitalizacdo de mercado” além da varidvel “valor
patrimonial por valor de mercado” na restricdo baseada no modelo de Fama &

French [1992].
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Entendemos que quaisquer avangos neste tema sao bem-vindos, uma vez que o campo

de pesquisa ¢ muito extenso e ha muito que ser desenvolvido nesta area.
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