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Experimente coisas novas.
Troque novamente.

Mude, de novo.
Experimente outra vez.

Voce certamente conhecera coisas melhores
e coisas piores do que as ja
conhecidas, mas nao é isso o que importa.

O mais importante é a mudanca,
o movimento, o dinamismo, a energia.

Sé6 o que estd morto nao muda !
7

(Mudanga — Clarice Lispector)



RESUMO

Essa dissertacao apresenta o desenvolvimento de métodos para caracterizacao
da conectividade entre séries temporais neurofisiolégicas. Utilizam-se metodolo-
gias provenientes da Teoria da Informacao — Entropias Aproximada e Amostral
— para representar a complexidade da série no tempo, o que permite inferir como
sua variabilidade se transfere a outras sequéncias, através do uso da coeréncia par-
cial direcionada. Para cada sistema analisado: (1) Faz-se uma transformacao em
outro, relacionando-o as medidas de entropia, (2) Estima-se a conectividade pela
coeréncia parcial direcionada e (3) Avalia-se a robustez do procedimento via si-
mulagoes de Monte Carlo e andlise de sensibilidade. Para os exemplos simulados,
a técnica proposta é capaz de oferecer resultados plausiveis, por meio da cor-
reta inferéncia da direcao de conectividade em casos de acoplamento nao-linear
(quadratico), com nimero reduzido de amostras temporais dos sinais, em que
outras abordagens falham. Embora de simples implementacao, conclui-se que o
processo mostra-se como uma extensao da causalidade de Granger para o caso
nao-linear.

Palavras-chave: Coeréncia parcial direcionada. Entropia aproximada. Entro-
pia amostral. Modelos nao lineares. Anélise de séries temporais. Inferéncia
estatistica. Teoria da informacao.



ABSTRACT

The purpose of this work is to present the development of methods for charac-
terizing the connectivity between neurophysiological time series. Methodologies
from Information Theory — Approximate and Sample Entropies — are used to
represent the complexity of the series in a period of time, which allows inferring
on how its variability is transferred to other sequences, using partial directed
coherence. Methods: For each system under consideration, (1) It is done a trans-
formation in another, relating it to measures of entropy, (2) The connectivity
is estimated by the use of partial directed coherence and (3) The robustness of
the procedure is analyzed via Monte Carlo simulations and sensitivity analysis.
Results: For the simulated examples, the proposed technique is able to offer plau-
sible results, through the correct inference of the connectivity direction, in cases of
nonlinear coupling (quadratic), with a reduced number of signals samples, where
other approaches fail. Conclusion: The process proves to be an extension of the
Granger causality to the nonlinear case.

Keywords: Partial directed coherence. Approximate entropy. Sample entropy.
Nonlinear models. Time series analysis. Statistical inference. Information theory.
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1 INTRODUCAO

A maioria das pesquisas para compreender o funcionamento do cérebro sao
voltadas para localizar quais regioes estao ativas sob comportamentos, isto é,
durante a realizacao de processos cognitivos [2,3]. Esse contexto, comum em
protocolos de neuroimagem funcional [4], por ser insuficiente para compreender
o funcionamento cerebral, vem sendo substituido pelo estudo da Conectividade
cerebral. Assim trata-se de ir além de apenas listar as regides ativas e se estudar

como elas interagem e de que forma suas relagoes se modificam dinamicamente.

Muitas abordagens tém sido propostas, todas baseadas na descrigao dos sinais
neurofisiologicos enquanto séries temporais, i.e., medidas sequenciais no tempo
ligadas a grandezas mensuraveis, empregadas em varias areas do conhecimento
[5-9]. Sao técnicas tanto para analisar séries isoladamente como para relacionar

o comportamento temporal de grandezas distintas.

Grande parte dessas técnicas é voltada a descricao das relagoes entre séries,
quando esse relacionamento ocorre de forma linear, como, por exemplo, a analise
de correlagao/coeréncia [10], equagdes estruturais [11] e coeréncia e coeréncia
parcial direcionada [1], além de outras como, causalidade de Granger [12] e In-
formagao mitua [13,14] que, em principio, admitem ou requerem formulagao mais
geral e que possuem, todas, o uso penalizado por dificuldades de estimagao quando
os processos fisico/biolégicos responsdveis por sua gera¢ao sao nao-lineares [15,

16]. Encontra-se essa restri¢ao, particularmente, quando se refere a métodos ori-
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ginarios na idéia de causalidade de Granger, uma vez que o comportamento de
preditores nao-lineares, face a trechos curtos de dados, é frequentemente pouco

configvel.

A idéia de causalidade de Granger, propriedade que uma série x,, possui sobre
outra y,, quando o passado da primeira pode ser 1util a predicao da segunda
[1,12,17], pode servir de base para uma visao generalizada do problema conforme

se argumenta em [18].

A questao que cabe neste contexto é: como utilizar estimadores robustos
como os lineares e, ainda assim, capturar aspectos nao-lineares do comportamento

dinamico?

A proposta central dessa investigacao é usar descritores locais da informacao

associados as séries temporais e relaciona-los de modo linear.

Entre esses descritores encontram-se a chamada entropia aproximada sugerida
por Pincus [19,20] e a amostral sugerida por Lake et.al. [21], que consistem em
descrever o nivel de complexidade/variabilidade de uma dada série no tempo. A
questao ¢é se e como essas formas de complexidade se propagam entre séries e se
esta propagacao pode ser capturada por meio dos estimadores disponiveis para

causalidade.

Em grande medida, a escolha das entropias aproximada e amostral se prende
ao fato de que essas tém sido sugeridas como meio de também detectar sincro-
nia [22] e realimentagao [23] e que, além do interesse fisiolGgico intrinseco, tais
abordagens tém a mesma motivagao que os estudos de causalidade menciona-

dos [1,12,17,18].

A partir do apresentado, o objetivo desse texto é estudar e desenvolver novas
ferramentas estatisticas para inferir e classificar comportamentos dinamicos de

sistemas biolégicos, por meio de Séries Temporais, com énfase em modelos nao-
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lineares, tendo como motivacao que aquelas podem ser vistas como registros de

medidas sequenciais no tempo ligadas a grandezas mensuraveis [5-9,24].

H& intimeras técnicas para analisar séries isoladamente e relacionar o com-
portamento temporal de grandezas distintas. A maioria é voltada a descri¢ao das
relagoes entre séries quando essas se dao de forma linear. Contudo, encontram-
se dificuldades de estimativa quando processos fisico/bioldgicos responséveis por
sua geragao sao nao-lineares [15,16]. Tais restrigdes sao quando relacionadas a

métodos ligados a ideia de causalidade de Granger [1,12,17].

Nesse trabalho apresenta-se a possibilidade de modelar séries segundo os es-
timadores de entropia: (1.) Aproximada, introduzida por Pincus, em [25] e (2.)
Amostral, introduzida por Lake et.al., em [21]. Tais métodos consistem na des-
crigao do nivel de complexidade e/ou variabilidade da série no tempo e tém a van-
tagem de serem nao-paramétricos para, dessa forma, possibilitarem a inferéncia
da direcionalidade do fluxo de informagcao entre séries temporais multivariadas, ao
contrario do que é feito em [1], que solicita modelo paramétrico. Assim, pretende-

se verificar como tal complexidade se transfere para outras séries [15,16,26-31].

A titulo de ilustracao, notam-se as técnicas anteriormente citadas que podem
ser utilizadas em exames de eletroencefalograma (EEG), em que a resolugao tem-
poral é melhor do que a de imageamento por ressonancia magnética funcional
(fMRI). A partir dos sinais elétricos cerebrais, gerados pelos diferentes processos
biolégicos, fisicos e quimicos, pode-se fazer uma andlise para inferir, mais deta-
lhadamente, a direcao do fluxo de informagao entre as diferentes estruturas, com

algoritmos que trazem uma medida direta de informacao de tais processos.

A metodologia desse trabalho se da, inicialmente, pelo estudo de técnicas para
estimar dinamicamente a entropia de séries temporais e segue com a investigacao
do ajuste de modelos apropriados a explicitacao da causalidade entre entropias

no tempo. Para validar a metodologia, utilizam-se sistemas “toys”, como mos-
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trado no Capitulo 3, inferindo seu comportamento dinamico, com o auxilio dos

métodos para evidenciar a causalidade entre entropias.

A abordagem utilizada neste trabalho de mestrado é fundamentalmente numérica
e experimental. As conclusoes, em sua maioria, sao baseadas na literatura e em

simulacoes computacionais, com o auxilio do ambiente MATLAB.

1.1 Organizacao da dissertacao

e Capitulo 2 — Revisao bibliografica
Nesse capitulo inicia-se a descricao da pesquisa propriamente dita, com o
aprofundamento da pesquisa bibliografica realizada, focando trabalhos refe-
rentes as quantias conhecidas, respectivamente, como entropias aproximada

e amostral.

e Capitulo 3 — Caracterizagao dos estimadores de entropia
No decorrer da pesquisa, houve a necessidade de se reproduzir certos resul-
tados constantes na literatura. Essa descricao é realizada no Capitulo 3 e
permitiu depurar métodos de cdlculo das medidas referidas, cujas listagens

em MATLAB estao contidas no Capitulo A.

e Capitulo 4 — Descritores informacionais de inferéncia causal
De posse dos resultados obtidos, passou-se, no Capitulo 4, a escolha de
sistemas “toys” acoplados — modelos logistico e nao-linear bivariados e
um sistema 3D — que pudessem ter sua conectividade aferida via séries
informacionais, com o auxilio do uso conjunto do célculo de entropias asso-
ciadas a coeréncias. A escolha desses modelos ocorreu devido a sua capaci-
dade de emular um meio bioldgico e, também, por possuirem realimentagao

quadratica e a PDC entre as séries originais ser dificil de ser aferida.
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e Capitulo 5 — Desempenho estatistico do método proposto
Neste capitulo é discutida a robustez do método proposto para avaliar a
causalidade entre séries temporais nao-lineares e, para tanto, sao feitas si-
mulacoes de Monte Carlo e uma pds andlise de sensibilidade, expressa por
meio de tabelas de contigéncia, a fim de se comparar o uso dos algoritmos

da ApEn e SampEn.

e Capitulo 6 — Conclusoes e trabalhos futuros
O texto finaliza por descrever as conclusoes do trabalho e também oferece

algumas perspectivas para sua continuacao.

Seguem-se, entao, os apéndices para referéncia.

1.2 Contribuicoes

As principais contribuigoes foram: (1.) o método de mapeamento por
entropia deslizante e (2.) a extensao da causalidade de Granger para o

caso nao-linear.

Para capturar interagoes nao-lineares, em que aproximacoes lineares falham,
propoe-se abordagem hibrida (mapeamento por entropia deslizante), com
o objetivo de calcular uma medida de complexidade dependente do tempo para
série temporal. Produz-se assim outra sequéncia que retrata a evolucao no tempo
da complexidade da série original. A seguir, o método compara resultados desses

mapeamentos entre séries por meio de técnicas lineares multivariadas.

No contexto de séries multivariadas, nao-lineares, com um tom modulado
(em uma frequéncia de ressonancia bem definida) e realimentagoes quadraticas, o
método proposto de mapeamento mostrou ser uma alternativa para realizar teste

de causalidade de Granger, no dominio da frequéncia. Através de simulagoes de
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Monte Carlo em conjunto com andlise de sensibilidade, foram geradas tabelas
de contingéncia, para verificar a robustez do método, com resultados publicados

em [32,33].
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A presente revisao consta de:

1. Breve recapitulacao de conceitos ligados a nocao de conectividade inferida,

a partir da nocao de causalidade (Secao 2.1);

2. Discussao da nogao de informacao, seu contexto e inferéncia (Secao 2.2).

O capitulo termina com algumas consideragoes sobre as razoes que levaram

a escolha dos estimadores aqui inclusos.

2.1 Inferéncia de conectividade por meio de cau-
salidade

A fim de caracterizar relacoes que permeiam a evolucao temporal de grandezas
economicas, Granger [34] propos examinar a melhoria sobre o conhecimento do
passado que uma série temporal, z(n), pode ter sobre a previsibilidade de outra
série, y(n). Tal proposta ficou conhecida como Causalidade de Granger para a

distinguir de conceitos abstratos, usados em filosofia. Simbolicamente:

$(7’l) G(:anger y(n)
ausa

Um aspecto fundamental da causalidade de Granger! é a auséncia de recipro-

'Uma breve revisao sobre a Causalidade de Granger consta no Capitulo C.
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cidade, i.e.:
Granger
x(n n),
Causa
nao implica:
Granger

Causa

Essa auséncia de reciprocidade distingue a causalidade de Granger de outras
formas de descricao. Para esclarecer esse ponto, vale lembrar que um exemplo
classico de grandeza reciproca é o coeficiente de correlacao, que é simétrico a

permutacao entre z(n) e y(n).

Na pratica, ha diversas formas de operacionalizar a inferéncia da causalidade,
a maioria das quais envolve o ajuste de modelos de predicao lineares [12], usando,

por exemplo, modelos autorregressivos multivariados (ou vetoriais):

x(n) =Y A(r)x(n — 1)+ w(n), (2.1.1)

em que, X(n) é um vetor K-dimensional de séries temporais e w(n) um processo

de inovacao, tal que:

-an(r) apa(r) -+ aig(r) ]
Al = an (r) ax(r) -+ ak(r) |
Laki(r) aga(r) - agk(r)]

tem os coeficientes a;;(r), responsaveis por medir o efeito da interacao linear de
zj(n —r) em z;(n), de sorte que a forma mais comum de aferir a existéncia de
causalidade da série x;(n), para a série z;(n), consiste em examinar a nulidade

desses coeficientes para todo r.

Testes estatisticos especificos podem ser apreciados em [12], para validar a

Causalidade de Granger.

O exame recente e mais detalhado dessas questOes, permitiu representar
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relacoes de causalidade no dominio da frequéncia, dando lugar a grandezas, como
as chamadas coeréncia direcionada [35], a DTF — directed transfer function [36]
e coeréncia parcial direcionada [1,35] (PDC — partial directed coherence) que

representam a Equacao 2.1.1 no dominio da frequéncia.

Elas sao complementares e se confundem quando K = 2. Vale, contudo, dizer
que, quando K > 2, a PDC expoe as conexodes diretas entre séries, enquanto a
DTF exibe conexdes entre as mesmas, ainda que indiretas [17]. Cabe, também,
observar que os testes estatisticos descritos em [12] tém mapeamento direto sobre

os relativos & PDC [37, 38].

O presente estudo envolve outros descritores de conectividade entre séries
temporais e assume interesse adicional, em vista de ter demonstrado a relagao

que DTF e PDC possuem com a Teoria da Informagao [18].

Os calculos realizados no contexto do presente estudo tém por base o pa-
cote desenvolvido pelo grupo de pesquisa “Processamento Digital de Sinais —
LCS/LPS/EPUSP”, liderado pelos professores Luiz Antonio Baccala (LCS/E-

PUSP) e Miguel Arjona Ramirez (LPS/EPUSP) e que esté disponivel em:

http://www.les.poli.usp.br/~baccala/pdc.

2.2 Informacao e sua inferéncia

Conforme discutido na Se¢ao 2.1, métodos que envolvem direta ou indireta-
mente somente descri¢ao de segunda ordem de processos estocasticos sao capazes
de representar fielmente apenas aspectos relativos ao acoplamento linear entre

séries temporais observadas.

Dessa limitacao, surge a necessidade de se buscar outras abordagens. Como

intuitivamente o acoplamento de grandezas dinamicas tém como alicerce a ideia
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de que interagoes sao essencialmente processos de troca de informacao, segue
naturalmente a necessidade de buscar elementos para generalizar tal descricao
pelo uso da Teoria da Informagao, cuja origem oficial é o trabalho de Shannon [39]

e que tem profundos lagos com Teoria de Probabilidades [13].

Ao invés de prover uma descrigao rigorosa, como a de [14], parece mais interes-

sante discorrer brevemente sobre alguns aspectos gerais, ainda que qualitativos.

A idéia central da teoria é associar a eventos aleatérios algum conceito de
posse de “conhecimento” — atencao aqui dada as aspas. Embora a definicao
varie um pouco conforme o tipo do objeto aleatério envolvido O (evento, varidvel
aleatéria discreta ou continua ou processo)?, ao valor E obtido num experimento
envolvendo O, associa-se a informagao [(E) = —logP{E} no sentido de que
quanto maior sua probabilidade, P{E}, menor a surpresa na obtencao deste valor

e, portanto, maior a informacao disponivel sobre sua obtencao.

Mais importante do que tipificar um dado valor E, é representar as carac-
teristicas de O como um todo, algo que se faz com auxilio da nocao de entropia
que representa o valor médio da informacao associada as probabilidades dos ob-

jetos de O. Nessas condigoes a entropia corresponde & esperanga:
H(O)=Ep 0], (2.2.1)

definida sobre a medida de probabilidade P associada aos elementos que compoem

0.

Um resultado bem conhecido é de que a entropia de uma variavel aleatéria
discreta e com distribuicao uniforme é maxima, o que corresponde ao caso em
que ha uma forma de simetria relativa aos valores que podem ser obtidos num

experimento aleatério, garantindo uma condicao de maxima incerteza. Probabi-

2 Aspectos como a eventual nulidade da probabilidade ou a natureza continua dos valores de
O sao os repensaveis por se ter que adotar definigoes ligeiramente diferentes para a informacgao
em cada caso.
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lidades que se repartem desigualmente implicam um vinculo de regularidade, no
qual ha menos incerteza. Esse cenario permite que se atribua a entropia o papel

de medir o grau de incerteza associada a objetos aleatdrios.

Como no problema de descrever o processo de comunicacao estudado por
Shannon, é natural considerar relagoes entre objetos aleatérios, como, por exem-
plo mensagem transmitida e recebida. Em teoria de probabilidades, a forma mais
comum de enfrentar esse problema é por meio de probabilidades conjuntas, condi-
cionais e marginais de que seguem imediatamente as defini¢oes respectivas, para

entropias conjunta e condicional.

Neste caso, vale citar os seguintes resultados importantes:

1. Simetria da entropia conjunta (O = O; U O,):

H(0y,0,) = H(O,,0;) = H(O);

2. Entropia condicional de O,, dados os valores de O, corresponde a esperanca
da incerteza nos valores e Oy, conforme seja conhecido como os valores de

O; se distribuem:

Ho,(02) = Ep, [Hi,(02)]

com

Hy0,(02) = Ep0,j0,) [[(O2]|O1)]

em que P(O2|01) representa a probabilidade de Oy, dado O;. Equivalente-
mente:

Ho,(Oy) = Ep [log P(O5|01)] ;

3. Decomposicao da Entropia (consequéncia direta da nogao de Probabilidade

Condicional):

H(O1,0,) = H(Oy) + Hp, (0,);
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4. Relagoes ligadas a independéncia entre O; e O,, em cujos casos:

(a) Conhecimento de um objeto nao altera a incerteza sobre o outro:

Ho, (02) = H(O);

(b) A incerteza conjunta é aditiva:

H(0O1,09) = H(Oq) + H(Oy).

Neste contexto, vale a pena também considerar a chamada informagao mitua,
dada pela diferenca das incertezas associadas a Oy isoladamente e a O, a luz do

conhecimento de Oy:

I(Ol, 02) - H(OQ) - H01 (Og), (222)

que, a exemplo da entropia conjunta, também é uma quantia simétrica, havendo
independéncia sempre que for a mesma incerteza de uma varidvel, conhecida a

outra. Pode-se mostrar que a Equacao 2.2.2 é dada por:

1(01,05) = Ep [log ] , (2.2.3)

P, P,

em que PP é probabilidade conjunta de O e P;, as marginais de O; (1 = 1,2). A
nulidade de (01, 0s), no caso de independéncia, segue diretamente da defini¢ao

correspondente em teoria de probabilidades.

Nas consideragoes feitas até aqui, dois aspectos devem ser enfatizados: (a) as
medidas sao essencialmente simétricas, o que exclui a possibilidade imediata de
se falar em causalidade entre O; e Oy e (b) a determinagao empirica dos valores
requer que se estimem densidades de probabilidades, de forma explicita, exigindo,
em geral, uma quantidade grande de repeticoes dos experimentos aleatorios en-

volvidos.

Outro fator que deve ser lembrado é que quando os objetos O sao processos
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aleatorios, é necessario rever as definicoes de modo a permitir a inclusao de cada
uma das varidveis aleatorias que compoem o processo, tomando-se o limite para
todo o periodo infinito de tempo ocupado pelos processos. Nesse caso, as quantias
referidas se tornam taxas de informacgao e de entropia ja que se faz necessario
dividir pelo nimero crescente de variaveis consideradas. Por exemplo, para se

escrever a taxa de entropia de um processo {X,, },ez, tem-se:

H{X,)) = lim SH(X,, ... X.).

n—oo M

em que H(Xy,...,X,) é a entropia das variaveis aleatdrias indexadas, X;, que
compdem o processo, {X,}nez. Note-se que valem defini¢oes andlogas para as

outras grandezas.

Um dos méritos principais da causalidade de Granger e da coeréncia parcial
direcionada é a sua nao reciprocidade inerente, sendo que isso permite associar-
lhe a nocao de fluxo de informacao. No contexto de processos/séries temporais,
a simetria inerente as quantias ligadas a Teoria da Informagao vistas aqui, até
agora, sao simétricas. Para quebrar essa simetria que as caracteriza, é preciso
relacionar as variaveis que compoem os processos distintos ao considera-las con-

venientemente deslocadas no tempo:
I{Yy, ..., Yo b {Xa,. .., Xo HX, 0 XD,

com m > n, conforme a interessante revisao de [40] e variantes desta idéia.
Embora haja diversas formas de estimar as quantidades envolvidas [41,42], nao
ha, na prética, muita clareza quanto ao comportamento das estimativas. Isto é
especialmente verdadeiro em termos do niimero de amostras temporais necessarias
(duragao do trecho observado da dinamica). Note-se a quantidade de omissao

quanto a aspectos praticos em [40].

De um modo geral, o problema comum a estas formas de estimacao é a
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necessidade de um grande ntimero de observagoes para convergéncia, mesmo em

circunstancias favordveis (e pouco préticas) na auséncia de ruido aditivo.

Para superar essas dificuldades, Pincus propos a chamada entropia aproxi-
mada [19,20,25,43] (doravante, abreviada como ApEn — approzimate entropy),
voltada a medida da regularidade de séries temporais e com forte inspiragao em
abordagens voltadas a caracterizacao do comportamento de sistemas dinamicos
autonomos e seus atratores [44, 45], ao descrever-lhes as propriedades de re-
corréncia nos respectivos espacos de estado. A proposta de Pincus tem sido
largamente empregada com sucesso em problemas de reconhecimento de padroes
(sadio versus patolégico) [46,47] e se propoe a produzir uma quantia robusta (re-
lativamente a ruido aditivo) baseada em séries empiricas de curta duragao, algo
que sera melhor discutido no Capitulo 3, ao lado de uma outra proposta, a da
entropia amostral (abreviada aqui, doravante como SampEn — sample entropy)
introduzida no intuito de corrigir problemas de viés na estimativa da quantia
introduzida por Pincus [48]. Uma breve porém interessante revisdo compara-
tiva destas formas de entropia, pode ser apreciada em [49]. A essa altura, vale
a pena sublinhar a afirmacao dos autores da SampEn, que esta seria aplicavel
nao somente a trechos curtos de sinais, como a nao estacionarios, fatos que, em
principio, sao auspiciosos para a aplicacao pretendida aqui. A seguir, detalham-se

as defini¢oes dessas entropias.

2.2.1 Entropia aproximada

Formalmente, define-se a ApEn como:

Definigao 2.2.1. Dados uma série temporal {u(n)}Y_, de comprimento N, um
inteiro m < N e uma tolerancia r > 0, sejam os blocos x,,(i) e x,,(j), de

comprimento m (1 <i < N —m+ 1), em que x,,(7) = (u(i),u(i + 1), ,u(i +
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m — 1)), cuja distancia é medida pela norma:

X (1), X (j)] = max (Ju(i+k—1) —u(j+k = 1)) = [[xm (i) = Xm(5)]oo-

0<k<m—1

Entao, conta-se o nimero de blocos no sinal u(-) que dista de x(7) menos do que

r, usando:
0=y 3 Ol = A0,

em que O(-) é fungao degrau de Heaviside. Agora, tomando média aritmética do
logaritmo destas contagens:

N—-—m+1
1

O™ (r) = Nomil Z InC™(r)

=1

obtém-se a estimativa da entropia aprorimada como:

— e (r) — ™ (), m > 1
ApEn(m,r,N)(u) =
_@1(70)7 m = 0;

que converge para a entropia aprorimada:

ApEn(m,r) [@™(r) — ®™ 1 (r)]. (2.2.4)

= lim
N—o00
Manipulagoes aritméticas [19], permitem concluir que:
—A/pﬁl(m, r, N)(u) £ (média aritmética sobre i de:)
In[frequéncia condicional de (||%,,(7) — Xm(J)|o0),

dado ([|xk(i) = xk(j) )], para 0 < k <m —1,Vi, j,

(2.2.5)
ou seja,
—ApEn(m,r, N)(w) B E{In [P (ju(j +m—1) —u(i+m —1)| <1 |
u(j+k—1)—u(i+k—1) <r)]}, (22.06)
para 0 < k <m —1,V1, 7,

o que justifica a ado¢ao do nome entropia ja que se trata de uma esperanca (ainda
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que aproximada sobre probabilidades condicionais). Conceitualmente, esta-se me-
dindo a probabilidade de uma sequéncia de comprimento m possuir divergéncias
na sua sequéncia temporal, conforme o comprimento m vai sendo aumentado.
Quando, em média, esta frequéncia condicional de acertos se mantém, a medida
que m cresce, o processo ¢ bastante regular e previsivel de modo que sua com-
plexidade é baixa. Este é o modo pelo qual a ApEn mede a incerteza associada

a uma dada sequéncia.

Adotando o relato de [48,50], descritivamente, a ApEn quantifica a verossi-
milhanca logaritmica de padroes similares (dentro de um raio ) em segmentos
de m observagoes contiguas que se mantém proximas dentro do mesmo raio de
tolerancia r, de ainda se manterem juntos na seguinte comparacao incremental,

a medida que m aumenta.

A forma probabilistica da ApEn garante robustez a “outliers” [48] e permite
que seja interpretada como medida de correlacao, persisténcia ou regularidade,
ou seja, valores baixos significam maior persisténcia e correlagao enquanto valores

altos, mais independéncia e menos previsibilidade.

No contexto da Definicao 2.2.1, cabem consideracoes relativas a escolha dos
parametros r e m para uma adequada quantificacdo da ApEn. Comentarios
acerca desses aspectos sao feitos no Capitulo 3, juntamente com a discussao da

ferramenta de calculo, implementada no contexto do presente estudo.

2.2.2 Entropia amostral

Uma das principais questoes que induziram a definir a entropia amostral,
enquanto alternativa a entropia aproximada, foi o problema do viés estatistico
associado as estimativas dessa tltima e discutidos aqui na Secao 3.1.3, na qual se

ilustra numericamente esse comportamento.
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Entropia amostral (SampEn), desenvolvida por Lake et.al. [21], também afere
as similaridades de trechos de uma série temporal e, de uma mesma maneira, atri-
bui valores mais altos a maior irregularidade nos dados [30]. De forma semelhante
também requer a fixacao de dois parametros o tamanho, m, das subsequéncias a
comparar e um raio de tolerancia, r, medido em termos de uma fracao do desvio

padrao, do sinal sob analise.
Formalmente,

Definigao 2.2.2. Dada uma série temporal u(n) := (u(1),--- ,u(N)), sejam os
blocos x,,,(i) = (u(i),u(i + 1), ,u(i + m — 1)), de comprimento m (1 < i <
N-m+1)e

B (r) = 55— m_lz@ — () = Xm0} )

que conta a fracao de vezes em que sequéncias de comprimento m se encontram
em um raio de tolerancia, r, de uma sequéncia de referéncia x,,(7), medianizadas
com relagao a todas sequéncias, i:

N—m

B™(r) = Nim Z B™(r).

=1

Relativamente ao aumento da dimensao em uma unidade, tem-se:

A (r) = Z O (r — [[%m+1(7) = Xma1(0)[l0) ,
J#Z

N—m

AT = o S AT,

=1

cuja relacao conduz a:

SampEn(m, r, N) = — In [‘;EZ;] ,

que assume o valor assintotico do valor da entropia amostral, dada por:

SampEn(m, r) = lim {— In [28] } .
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Pode-se entender a SampEn(m,r, N) como o negativo do logaritmo natural
da probabilidade condicional (éf’(m, 7)) que um conjunto de dados de tamanho
N, repete-se, através de um raio de tolerancia r, por m pontos, sendo também
similar por m + 1 pontos. Note-se que sao explicitamente excluidas as auto-
similaridades do ponto consigo mesmo ao contrario da ApEn [21], o que contribui

para diminuir o viés na estimativa.

Entre as vantagens da SampEn, encontra-se um menor viés estatistico e a
possibilidade explicita de se fornecer intervalos de confianca tedéricos para o com-

portamento do seu estimador, assintoticamente Gaussiano (ver Secao 3.2.3).

2.3 Sumario

Nesse capitulo foram discutidos aspectos ligados a inferéncia da conectividade

por meio de estimadores lineares e da Teoria da Informacao.

Aos estimadores lineares deu-se um panorama da causalidade de Granger.
Revisou-se, também, essa forma de causalidade no dominio da frequéncia, ditas
DC, DTF e PDC, em que as duas ultimas possuem relacao com a Teoria da

Informacao.

Ja para a Teoria da Informacao, fez-se uma recapitulacao sobre informacao,
entropia, a inferéncia dessas quantias para processos estocasticos e foi destacada
a inviabilidade de boas estimativas e, também, de um bom controle sobre as

mesimas.

Finalmente, foram apresentadas e definidas as Entropias Aproximada e
Amostral, que sao medidas de regularidade, inspiradas em caracterizacao de

sistemas dinamicos e utilizadas em reconhecimentos de padroes.

Essas ultimas formas de entropia sao muito mais convenientes para se estimar,

pois nao ha necessidade de se ter o conhecimento da pdf do sinal, uma vez que
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sao aplicadas a séries de curta duracao e possuem imunidade a ruido e outliers.

No Capitulo 3 sera tratada a validagao dos algoritmos da ApEn e SampEn e

alguns resultados estatisticos importantes, referentes aos mesmos.
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3 CARACTERIZACAO DOS
ESTIMADORES DE ENTROPIA

O presente capitulo discute a implementacao e os resultados de validacao dos
algoritmos, para o caso das entropias aproximada e amostral. Ele se organiza
apresentando os desenvolvimentos associados a cada um dos casos e revisando
alguns resultados tedricos conhecidos e que permitam aferir se os algoritmos pos-

suem as propriedades esperadas teoricamente.

Cada um dos casos inicia-se pela descrigao dos algoritmos seguida de suas

propriedades, que sao ilustradas a seguir, a partir de seu uso.

O capitulo termina com a inclusao de uma ilustracao preliminar que demons-

tra a forma que se utilizam os dados para aferir a causalidade entre séries.

3.1 Entropia aproximada — ApEn

3.1.1 Descricao do algoritmo da ApEn

A seguir, descreve-se passo-a-passo o algoritmo implementado [46, 51, 52],
apresentado-o na forma de pseudo-linguagem (Algoritmo 1), enquanto sua imple-

mentagao em MATLAB pode ser apreciada no Capitulo A.

Dada uma série temporal u = [u(1),--- ,u(N)]", selecione-se uma janela de

tamanho m amostras (ou tamanho padrao na literatura) da qual se monta uma
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sequencia de vetores alocados na matriz de dados:

X = [x(1), - ,x(N —m+1)], (3.1.1)
cujas colunas sao dadas por:

x(1) = [u(i), - ,u(i +m —1)]". (3.1.2)

Selecione-se, também, o limiar de comparacao, r', para caracterizar a distancia

entre vetores x(i) e x(j), que sdao contados como similares, quando:

(i + k) — 2(j + k)| < VEk,0 < k <m—1. (3.1.3)

Essas consideragoes estao resumidas no Algoritmo 1, cuja complexidade com-

putacional é O (N?). O cédigo, em MATLAB, é fornecido no Capitulo A.

Algoritmo 1 Calculo de ApEn(m,r, N)(x) (MATLAB-Like)

1: function Entropia Aproximada = ApEn(x,m,r)
2: N = length(x)

3: = X~ ix
0%
4: ™ =0
5: for all i tal que 1 <i < N —-m+1do
6: ¢,=0
7. forall jtalquel <7< N-m+1do
8: if ||%,, (1) — X (j) |l < then
9: Cm = Cm + 1
10: end if
11:  end for
120 P =" pn | — )
N—-m+1
13: end for
4: "= ————P™

- N-m+1
15: Aumentar a dimensao de m em uma unidade: m — m + 1

16: Com a nova dimensao, repetir os passos (5 — 15)
17: Entropia Aproximada = & — @™

1Uma discussdo mais detalhada sobre como obter os valores de m e r estdo contidas nas
Secoes 3.1.5 e 3.2.4.
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3.1.2 Expressoes analiticas para ApEn

Em muitos casos, podem-se prover expressoes analiticas, com probabilidade
) b
um, para ApEn(m,r). Duas delas associam-se aos Teoremas 1 e 2 de [25], repe-

tidas aqui, para referéncia?:

Teorema 3.1.1. Para um processo estaciondrio u(i) com representacao em um
espago de estados continuo munido da medida de probabilidades continua p(zx,y)

conjunta em R? sendo 7(x) a probabilidade de equilibrio de x, entdo

z=y-+r w=x+r
/ / / w(w, z)dwdz

A/pﬁl(l,r,]\/')£>— Tr—
/ 7(w)dw

dxdy.

(3.1.4)

De modo anélogo,

Teorema 3.1.2. Para um processo i.i.d. com func¢ao densidade de probabilidade

7(x)
ApEn(m,r, N) % — /_ Z () In < / Z:y+rw(z)dz) dy.  (3.1.5)

=y—r

O Teorema 3.1.1 pode ser estendido a fim de se derivar uma expressao para
ApEn(m, ), em termos da distribui¢ao de probabilidades conjunta. Assim, pode-
se facilmente calcular a ApEn(m, r), para processos Gaussianos, a partir de suas

distribuicoes conjuntas expressas pela suas matrizes de covariancia.

O Teorema 3.1.2 pode ser usado para testar hipoteses de independéncia
em processos identicamente distribuidos, ja que, neste caso, o valor da ApEn
independe de m, bastando, para isso, verificar a igualdade ApEn(1,0,18) =

ApEn(2,0,18) = ApEn(m, 0,18), ¥m, dentro dos limites de erro estatistico.

Para um processo i.i.d. com distribuicdo uniforme no intervalo (—v/3,v/3),

2A demonstracdo desses teoremas consta no Capitulo D
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usando o Teorema 3.1.2, tem-se, [48]:
r r [ r+y
—ApEn(m,r)=(1—— | In| — +—/ln< )d
piatonn) = (1= ) () + 55 [ 0 (5 )
r

() () (-]

que assume o valor ApEn(m,0,18) =~ 2,295, quando r = 0,18.

(3.1.6)

O comportamento do estimador A/pﬁl(m, r, N), calculado pelo Algoritmo 1,
com respeito a sua dependéncia de N, estd ilustrado na Figura 1, em que fica

claro o erro sistematico, discutido na Sec¢ao 3.1.3 (a seguir).

25
- - = = = = e e e e e e
e -
r A
2 e —
;E// ——m=1
4 ——-m=2
. /
= 1.5F '// Teérico -
“ ¥
=) /
g /
=1 /
€3]
=% /
= 1F =
|
0.5 .
0 ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500

N, ntimero de pontos

Figura 1: Convergéncia assintética de A/pﬁl(m, r, N) para ApEn(m,r), no caso
de uma sequeéncia i.7.d. uniforme entre —v/3 e /3.

3.1.3 Viés da ApEn

Como observa Pincus [48], o estimador da ApEn é viesado, fato que, deu o

impulso original para a introdugdo da SampEn [21]. Isso significa que, quando
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calculada a partir de sequéncias empiricas, a ApEn possui sempre um erro sis-
tematico, no seu valor numérico, ao ser comparada com o valor teérico. Esse viés,

segundo [48], advém de duas fontes:

1. No célculo de CI™(r) é levada em conta a semelhanca do vetor de referéncia
consigo mesmo. Isso é feito para assegurar que os logaritmos possuam
valor finito, ja que, no caso contrario, C!"(r) assumiria valor igual a zero
e a ApEn nao seria definida. Porém, ao se fazer isso, as estimativas das
probabilidades condicionais, sao consistentementes subestimadas. Se h&
poucos de x(j) préximos x(i) dentro do raio r, o procedimento discutido

pode acarretar um viés de 20% a 30%;

2. O logaritmo é uma fungao concava; o valor de CI"(r) é estimado pelo valor
amostral, mas se toma o logaritmo da média e nao a média do logaritmo o
que fica regido conforme a desigualdade de Jensen para o caso logaritmico

(i.e., Ellog(X)] < log(E[X])).

A SampEn modifica a ApEn e nao leva em conta o proprio vetor de referéncia
na contagem [21,30,53,54]. Ja o viés devido a concavidade logaritmica é comum

as estatisticas de regularidade [48].

3.1.4 Normalidade assintotica

Uma propriedade importante de um estimador é sua distribuicao assintética.

- , « 1A . . . .~ . s . .
No caso da ApEn(m,r, N), ha evidéncias de que sua distribuigao assintética seja
razoavelmente bem aproximada por uma distribui¢do normal (Gaussiana), no
contexto de diversos processos de interesse [48]. Para confirmar esse compor-

tamento, sdo apresentados os resultados relativos a dois processos: (a) um de
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misturas MIX(p)? e (b) um processo de Markov GMP(p) (‘Gaussian Markov
Process’)* ambos retirados de [48], cujas distribui¢des e normalidade aproximada
podem ser apreciados respectivamente nas Figuras 2 (MIX(0,5)) e 3 (GMP(0,2)),

calculados usando m = 2, r = 0,18 e N = 1000.

Observagao: A listagem em MATLAB da implementagao dos processos MIX(p)

e GMP(p) estao contidas no Capitulo A.

3.1.5 Escolha dos parametros m e r

Com base em célculos que incluem anélises tedricas de processos deterministicos
e estocdsticos [25,48] e aplicagoes clinicas [43,47,55,56], conclui-se que para m = 2,
N =1000e 0,10, <r < 0,250,;), tem-se uma boa aproximacao da ApEn. A es-
colha dos valores de m e r, para a estatistica A/pﬁl(m, r, N), depende do niimero
de dados disponiveis. Geralmente, deve-se ter r tao pequeno e m tao grande
quanto possivel. Em muitas aplicacoes, o nimero de pontos de um sinal tem

variado entre 100 e 5000.
3Seja 0 < p <1, com p € R. MIX(p) é dado por

MIX(p); = (1 = Z;) X; + Z;Y},

2
em que X; = v/2sen (172rj> V9, {Y;}jez é uma v.a. i.i.d.~ U(—=v3,v/3) e {Z;} ez é uma v.a.

i.i.d.~ Ber(p).

Essa familia de processos estocasticos amostra a sendide para p = 0, é i.i.d. uniforme para
p = 1 e, intuitivamente, se torna mais aleatéria a medida que o valor de p aumenta (MIX
possui média zero e desvio padrao igual a um, para todo p e, portanto, esses momentos nao
discriminam os membros da famfilia MIX).

4Seja 0 < p <1, com p € R. GMP(p) é dado por

GMP(p) = X; = pXi—1 + (1 = p*)Zi, X1 = Z1,

em que {Z; }iez é uma v.a. i.i.d.~ N(0,1). Note que essa outra familia de processos estocdsticos
é um processo autorregressivo de ordem um (AR(1)) para 0 < p < 1 e é 4.i.d. normal padrao
para p = 0.
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Figura 2: Evidéncia de normalidade assintética da estatistica @(m,r, N),
mostrada em (a) e (b), utilizando-se o processo MIX(0,5), m = 1, r = 0,18,
N = 1000. Foram utilizadas 1500 replicagoes de Monte Carlo.
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Figura 3: Evidéncia de normalidade assintética da estatistica ApEn( m,r, N),
mostrada em (a) e (b), utilizando-se o processo GMP(0,2), m = 1, r = 0,18,
N = 1000. Foram utilizadas 200 replicacoes de Monte Carlo.
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3.2 Entropia amostral — SampEn

3.2.1 Descricao do algoritmo da SampEn

Usando notacao semelhante as das Secoes 3.1.1 e 2.2.2, resulta uma possivel
implementagao em pseudo-cédigo para calcular a entropia amostral, contida no
Algoritmo 2, que possui complexidade O (N?). Seu cédigo, em MATLAB, é

fornecido no Capitulo A.

Algoritmo 2 Célculo de Smn(m, r, N)(x) (MATLAB-Like)

1: function Entropia Amostral = SampEn(x,m,r)
2: N = length(x)
X — fix
o3

4: B, =0
5: A, =0
6: for all i tal que 1 <7< N —m do

) (@)1 . — (i - (5 _
7. X (lim)=x(i:(i+m—1))
8
9

3 X =

XD (1 (m+1)) =x(i : (i +m))
for all j tal que j # i do

10: x%)(l :m)=x(j:(j+m—1))
11: X;J])_H(l : (m'—l— 1)) = x(7:(7+m))
12: dmaxm = HX%) - X%)HOO
13: dmaxm+1 = ”XSL)—H - vajw)-&-lHOO
14: Bm = Bm + (T > dmaxm)
15: Am =An+ (7" > dmaxm+1)
16: end for
17: end for A
18: Entropia Amostral = —In (—m)
Bn

3.2.2 Viés da SampEn

Como ja foi dito, a idéia de se introduzir a SampEn foi a de reduzir o viés da
ApEn, como é discutido em [21,30,53,54]. Outras consideragoes sobre o viés da

SampEn sao revistas na Secao 3.1.3.
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Figura 4: Convergéncia assintética da estatistica SampEn(m, 0,18, V), para seu
valor tedrico, no caso de um processo i.i.d. uniforme no intervalo (—v/3,/3).

Vé-se claramente que o viés é menor, do que no caso da A/pﬁl(m, 0,18, N).
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3.2.3 Comportamento assintotico

Repetindo o processo de investigagao empirica usada para o caso da ApEn,
obtém-se as Figuras 5 e 6 para os processos MIX(0,5) e GMP(0,2), respectiva-
mente. Dessa forma, conclui-se que o estimador da SampEn converge em distri-

buigao para uma Gaussiana, ou seja:

Sam/ﬁn(m,r, N) 4 N(u, o).

E interessante observar que é relativamente facil obter expressoes aproximadas

- A . — = ’ . .
e fechadas para a variancia da SampEn(m,r, N) e, dai, construir intervalos de
confianga, que podem ser usados em testes estatisticos [21,53]. Uma discussao

mais detalhada esta contida no Capitulo E.

3.2.4 Escolha dos parametros m e r

Apesar da caracteristica nao-paramétrica do estimador (SampEn), em [21]
os autores sugerem a realizacdo de um modelo autorregressivo (AR) dos dados,
para que se faga a escolha de m (o valor de m é o valor da ordem do AR),
determinando uma possivel faixa de valores. O minimo dessa, serda o m escolhido.
Note-se que [53] discute sistematicas baseadas em otimizacao dos intervalos de

confianca da SampEn para definir r.

Aqui, por conveniéncia, aproveitando os estudos sistematicos [21,53,54], bem

como os de Pincus, adotam-se na pratica os valores:

m € {1,2};

0,10y <7 < 0,250y
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Figura 5: Evidéncia de normalidade assintotica da estatistica Sa/rnp\En(m7 r,N),
mostradas em (a) e (b), utilizando-se o processo MIX(0,5), m = 1, r = 0,18,
N = 1000 e realizando 1500 replicagoes de Monte Carlo.
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Figura 6: Evidéncia de normalidade assintotica da estatistica Sa/mﬁln(m, r,N),
mostradas em (a) e (b), utilizando-se o processo GMP(0,2), m = 1, r = 0,18,
N = 1000 e realizando 200 replicacoes de Monte Carlo.
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3.3 Sumario

Nesse capitulo foram apresentadas as implementacoes, em pseudo-linguagem,

dos algoritmos da ApEn e da SampEn, assim como suas propriedades.

Mostrou-se que é possivel a obtencao de expressoes analiticas para o calculo
do valor assintético da ApEn. Para a SampEn, gracas ao estimador possuir nor-
malidade assintotica, no Capitulo E mostra-se que é possivel obter, com razoavel

facilidade, seu desvio padrao, para determinar o intervalo de confiancga.

Por fim, discutiram-se os métodos utilizados na literatura para escolha dos

parametros m e r, que sao os mesmos usados nesta dissertacao.

No Capitulo 4, sera discutida uma aplicacao desses algoritmos com a finali-
dade de reconstrucao de séries temporais, mapeando-as em outras, em termos de

suas medidas de entropia, variando no tempo.
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4 DESCRITORES INFORMACIONAIS DE
INFERENCIA CAUSAL

O objetivo deste capitulo é discutir, mais profundamente, a possibilidade
de usar descritores informacionais de séries temporais, como os discutidos no

Capitulo 3 e, além disso, inferir suas relagoes causais.

Para tanto, analisam-se, além do método para gerar as séries de ApEn e
SampEn (Segao 4.1), exemplos ilustrativos (Se¢ao 4.3) do uso desses descrito-
res informacionais na determinacao da causalidade. Apresenta-se, em primeiro
lugar, um panorama da potencialidade do uso desses descritores para inferir a

causalidade.

O capitulo termina por verificar que, com a utilizacao dos descritores infor-
macionais ha a possibilidade de uma melhoria da correta inferéncia da direcao de

conectividade.

4.1 Meétodo

As duas fases do método sao (a) o mapeamento e, (b) a andlise linear das

séries mapeadas.

4.1.1 Mapeamento

Considere uma série temporal x;(n), com N pontos, em que n e i 20, respec-

tivamente, os indexadores do tempo discreto e da série. Associada a z;(n), seja
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a sequéncia &;(n) gerada, a partir de uma janela deslizante de tamanho W, com

passo de deslocamento de comprimento h:

zin—W+4+h) - xi(n)|

que reflete uma medida de complexidade da série original na qual os pontos da
janela sao usados para calcular estatiticas como a entropia aproximada de Pincus
[48] e a entropia amostral de Lake et.al. [21] (essa ultima corrige o viés estatistico
da primeira). Portanto, fica justificada a terminologia doravante adotada como

entropia deslizante.

Além do comprimento da janela, W e do passo, h (que indica como a janela
se movimenta sobre a série), é necessario considerar os parametros de calculo das
entropias propriamente ditas, i.e., a dimensao do espaco de estados, m e o raio
de tolerancia, r, para que se possa contar quantos padroes similares ocorrem em
blocos com comprimento m, em uma distancia r dentro da janela, segundo as

Definicoes 2.2.1 e 2.2.2.

A Figurla 7 mostra, de maneira ilustrativa, o explicado.

I—:!_I “|1:h:N—W~|—h

Mapeamento pelo Algoritmo da
ApEn (SampEn), com m, r fixos

§%(n) [€°(n)]

Figura 7: Tlustracao do método de geracao das “séries informacionais”.

Dessa construcao resulta a possibilidade de testar as relagoes entre as “séries
informacionais” a partir de modelamento linear autorregressivo, como discutido

na Revisao Bibliografica (Secao 2.1).
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Embora a proposta do mapeamento de z;(n) seja geral, as escolhas destas
medidas de entropia se justificam por sua rapida convergéncia, em termos do
nimero de pontos em que sao calculadas (W < N) e sua razodvel imunidade a
ruido conforme relatado em [57]. Outra vantagem ¢é a Gaussianidade assintética
dos respectivos estimadores, que se faz consistente com os testes estatisticos ado-

tados.

4.1.2 Analise linear das séries mapeadas

A préxima etapa consiste em aplicar a andlise de causalidade ao mapeamento,
relacionando as séries temporais &;(n), entre si, ao invés de se fazer diretamente

com z;(n).

Embora existam muitas alternativas, aqui se utiliza a coeréncia parcial direci-
onada (partial directed coherence — PDC'). Uma revisao da mesma, encontra-se

no Capitulo C.

4.2 Convencoes para se apresentar a PDC

Note-se que, neste texto, a convenc¢ao matricial usual [1] de se apresentar
a PDC ¢é adotada. Os gréficos dispostos na diagonal principal representam as
densidades espectrais das séries (em escala logaritmica, mas com unidades ar-
bitrarias) e aqueles que se apresentam em contradiagonais retratam as PDC, i.e.,

a representacao da conectividade espectral ¢ < j.

Nos graficos, ha diferentes cores, que indicam:

e tracado continuo em azul: densidade espectral das séries;

e tracado continuo em vermelho: valores estatisticamente significantes da

PDC;
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e tracado descontinuo em preto: limiar da aproximagao de Patnaik [38], com

nivel de significancia igual a «;

e tracado continuo em verde: valores estatisticamente nao-significantes da

PDC;

Convencoes similares sao aplicadas a todos os graficos de PDC.

4.3 Exemplos ilustrativos do uso da ApEn e da
SampEn na determinacao de causalidade

O objetivo desta secao é confrontar o comportamento da PDC entre as séries
dos proprios modelos e suas respectivas “informacionais,” com a motivacao de que
a PDC é bem observada entre séries lineares, mas nao o é entre séries nao-lineares.
Para tanto, selecionou-se um modelo autorregressivo vetorial (Equagao 4.3.1)
e outros trés, nao-lineares: o logistico (Equagoes 4.3.2) e o de acoplamento
quadrético, ambos bivariados (Equagoes 4.3.3) e o de acoplamento biquadratico,

sistema 3D (Equagoes 4.3.4-4.3.5).

Para investigar a viabilidade da determinacao de causalidade, cogitou-se a
utilizacao de estimadores lineares robustos. Porém, sabe-se que esses nao sao
capazes de capturar aspectos nao-lineares do comportamento dinamico. Assim,
optou-se pelos modelos logistico e de acoplamento quadratico, bivariados e um

mapa biquadrético (3D).

O uso desses modelos nao-lineares ocorreu por sua maleabilidade de atuacao
em meio biologico. A escolha de modelos de acoplamento quadraticos de potén-
cias quadréticas e pares se deve ao fato de que é impossivel a PDC ser detectada
por essa forma de acoplamento e que, radiobiologicamente, é possivel explicar

fenémenos de radiagao por modelos quadraticos [58].
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Como contraponto, utilizou-se o modelo autorregressivo multivariado — li-

near — que dispensa o uso dos métodos informacionais.

4.3.1 Modelo autorregressivo vetorial (VAR)

Nessa se¢ao, considera-se um modelo autorregressivo vetorial de ordem um
(VAR(1)), dado a seguir:

X, = A1X,_1 + Wy, (4.3.1)
€m que {Wn}nGZ ~ N(Ol><2> IZ) €

-0,5 0
0,2 0,1

Realizagoes tipicas dos processos {x1,}tnez € {Tontnez (X0 = [T1n xQn]T), po-

dem ser apreciadas na Figura 8.

Dos resultados de [1,38], a conectividade se d4 no seguinte sentido:

Granger

Tin > Tan,
Causa

(Figura 9). Porém, ao se aplicar o mapeamento pelo algoritmo da ApEn (rea-
lizagoes tipicas das séries de ApEn estao presentes na Figura 10), hd um masca-
ramento da detectabilidade da direcao da Causalidade de Granger, como consta

na Figura 11.

A fim de confrontar esse resultado, nas Secoes 4.3.2 e 4.3.3 foram usados
modelos com realimentagoes nao-lineares, para que, com a transformacao em

“séries informacionais,” a PDC entre estas fosse observada.
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Figura 8: Séries do Processo Autorregressivo Vetorial de ordem um (VAR(1)), da

Equacao 4.3.1.
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Figura 9: PDC, tipica, na forma padrao (ver [1]), entre séries do VAR(1).
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Figura 10: Séries de entropia aproximada, calculadas
usando W =150, h=1, m=1er =0,15.
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com os dados da Figura 8§,
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Figura 11: PDC, tipica, na forma padrao (ver [l]), entre séries de ApEn, da
Figura 10. Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(2).
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4.3.2 Mapa logistico bivariado

Para fins de exemplo do uso das técnicas acima, simulou-se o seguinte mapa

=

logistico bivariado, retirado de [59]:

p
Tpt1 = - CLZL'%L + 8Ty, {Tn}nEZ ~ N(07 1)

Yni1 = (1 =0)(1 —ay?) +b(1 — az?) + Vn, {Vn}nez ~ N(0,1) > (4.3.2)

|a=18,b=037,5=001

explicitado na Figura 12 com N = 1500, usando m = 1, r = 0,18, W = 500 e
h =1 (Figuras 14 e 16). Tomou-se o cuidado de adotar os N pontos, descartando
os 1.000 primeiros da simulagao, para evitar problemas com transitérios. Note, na
Figura 13, a dificuldade de deteccao da Causalidade de Granger para tal modelo,

sem antes completar o mapeamento, referido na Segao 4.1.

Apos utilizar os algoritmos informacionais, tém-se as Figuras 14 e 16, que sao
realizagoes tipicas de processos de ApEn e SampEn. Nas Figuras 15 e 17 sao mos-
tradas PDCs tipicas, na forma padrao (ver [1]), calculadas entre, respectivamente,

as séries das Figuras 14 e 16.

Dessa forma, utilizando a transformacao, a determinacao da PDC e usando
as séries de entropia, obtiveram-se os resultados resumidos nas Figuras 15 e 17,
que revelam serem significantes as relagoes:

£0(n) STy ca(n)

Causa

Granger

&i(n) ——— &(n)

Causa

mas nao suas inversas, que estao sob a linha tracejada. Note que foram usados

os resultados estatisticos de [38].
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Figura 12: Séries do Mapa Logistico Bivariado, das Equacoes 4.3.2.
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Figura 13: PDC, tipica, na forma padrao (ver [1]), entre as séries da Figura 12.
Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(6).
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Figura 14: Séries de entropia aproximada, calculadas com os dados da Figura 12,
usando W =500, h=1, m=1er =0,18.
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Figura 15: PDC, tipica, na forma padrao (ver [l]), entre séries de ApEn, da
Figura 14. Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(4).
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Figura 16: Séries de entropia amostral, calculadas com os dados da Figura 12,
usando W =500, h=1, m=1er =0,18.
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Figura 17: PDC, tipica, na forma padrao (ver [1]), entre séries de SampEn, da
Figura 16. Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(3).
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4.3.3 Mapa de acoplamento quadratico bivariado

Nessa se¢ao, considerou-se o seguinte mapa de acoplamento quadratico biva-

riado para as simulagoes:

(

T, = 2Rcos(2m )1 — R?Tp o+ win, {wintnez ~ N(0,1)

Yp = QYp—1 + ﬁxi—l + W2 n {w2,n}n€Z ~ N(O7 1) . (433)

a=-09,f=01

\
Observe que o processo {z,}nez é um autorregressivo de ordem 2 (AR(2)), com
um tom modulado na frequéncia (normalizada — a frequéncia de amostragem,
fa, utilizada foi igual a um) f = 0,1, que esta acoplado quadraticamente ao pro-
cesso {Yn tnez, que é um filtro passa-baixas, cuja conectividade pode ser aferida
pelo parametro 8. Assim, o esperado é que se tenha ao menos uma ressonancia
na segunda harmonica de f e a PDC, entre as séries x,, e y,, apesar de muito
dificil de ser capturada (como mostra a Figura 19). A Figura 18 exibe um par
representativo de x,, e y,, respectivamente, do conjunto de Equagoes 4.3.3, ex-
plicitado, com N = 1500 e gerados com R = 0,99 e = 0,1. Aqui, novamente,
adotou-se os IV pontos, descartando os 1000 primeiros da simulacao, para evitar

os transitérios, assim como realizado na Secao 4.3.2.

Nas figuras 20 e 22 estao, respectivamente, realizacoes tipicas dos proces-
sos {&8(n) bnez, {€5(n) bnez, {£5(n) ez € {£5(n) bnez, gerados da mesma maneira
como explicado na Secao 4.1, mas com os seguintes parametros para as entropias

aproximada e amostral: W =150, h=1, m=1er =0, 15.

No intuito de se determinar as PDC entre as séries de ApEn e SampEn, as
séries do conjunto de Equagoes 4.3.3 foram simuladas empregando-se R = 0,99
e com diferentes valores de 3, no seguinte intervalo: {0,05,0,1}. Além disto,

os seguintes parametros foram empregados para se obter as séries de ApEn e
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SampEn:
e h=1;
e m e {1,2};
e 7 €{0,10,0,15,0,18};

W e {150, 200}.

Na Figura 21, pode ser vista a PDC entre as séries de ApEn (dadas na
Figura 20), assim como na Figura 23, entre as séries de SampEn (mostradas
na Figura 22), quando foram empregados os seguintes parametros: R = 0,99,
=01 W=150, h=1, m=1¢er = 0,18 Repare que, ao usar os resultados

estatisticos de [38], é possivel inferir que as relagoes:

G
& (n) ——= €3 (n)

Granger

&i(n) ——— &(n)

Causa

sao significantes, mas nao suas inversas.
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Figura 18: Séries do Mapa de Acoplamento Quadratico Bivariado, calculadas

usando as Equagoes 4.3.3 e os parametros = 0,05 e R = 0,99.
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Figura 19: PDC, tipica, na forma padrao (ver [1]), entre as séries da Figura 18.
Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(6).
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Figura 20: Séries de entropia aproximada, calculadas com os dados da Figura 18,
usando W =150, h=1, m=1er =0,18.
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Figura 21: PDC, tipica, na forma padrao (ver [l]), entre séries de ApEn, da
Figura 20. Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(S).
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Figura 22: Séries de entropia amostral, calculadas com os dados da Figura 18,
usando W =150, h=1, m=1er =0,18.
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Figura 23: PDC, tipica, na forma padrao (ver [1]), entre séries de SampEn, da
Figura 22. Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(6).
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4.3.4 Mapa de acoplamento biquadratico (3D)

Nessa se¢ao, considerou-se o seguinte mapa de acoplamento biquadratico (3D)

para as simulacoes:

(

Tin = 2R COS(Qﬂ-f)xl,n—l - Rle,n—Q + W1,n, {wl,n}nEZ ~ N(Ou 1)
Ig,n = alxg,n,l + 0,05.73%7”71 + U)Qm {wg’n}nez ~ N(O, 1)
(4.3.4)
Tyn = QT3 1+ 21, 1 + Wsn {wsn}nez ~ N(0, 1)
ap = —0,9,ap = 0757 .f = 0717
\
.
Lin = Moy,
Np=—"""-
Jfl,n
Yo = 2 Hezn (4.3.5)
J$2,n
:U3,TL - /'LCUS,n
Y3 = ——— -
0-333,71

\

Repare que as Equacoes de z;, e x2, sao as mesmas, respectivamente, de z,, e
Yn, do mapa de acoplamento quadratico. Nesse modelo incluiu-se a equacao de
T3, que é um filtro passa-altas, cuja conexao com z;, ¢ biquadratica. Dessa
forma, o esperado é que se tenha ressonancia de f pelo menos em 2f e em 4f,

com as seguintes relacoes causais:

Granger

Lin ? Ton
Causa

Granger

Tin ? T3 n-
Causa

As transformacoes descritas nas Equacoes 4.3.5, do processo vetorial x, =

(1, Tan ¥3,)" para a Gaussiana padrdo, ou seja, yn = [Yin Yon Ysn] ~
N(Osx1,1I3), foi realizada para que se pudesse limitar a amplitude do processo

Xn.

A Figura 24 exibe uma tripla representativa de y1,, Y2, € Ysn, respectiva-

mente, do conjunto de Equacoes 4.3.4-4.3.5, explicitado, com N = 1500 e geradas
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com R = 0,99. Aqui, novamente, adotou-se os N pontos, descartando os 1000
primeiros da simulagao, para evitar os transitorios, assim como foi feito nas Segoes

4.3.2 e 4.3.3.

Nas figuras 26 e 28 estao, respectivamente, realizacoes tipicas dos processos
vetoriais £"(n) = [¢f(n) &(n) &(n)]" e €'(n) = €] (n) &(n) &(n)]", gerados da
mesma maneira como explicado na Secao 4.1, mas com os seguintes parametros

para as entropias aproximada e amostral: W =150, h=1, m =1er =0,15.

De maneira andloga a Secao 4.3.3, para se determinar as PDC entre as séries
de ApEn e SampEn, as séries do conjunto de Equagoes 4.3.4-4.3.5 foram simu-
ladas empregando-se R = 0,99. Além disso, os seguintes parametros, do espaco

dos métodos de entropia, (h, W, m,r), foram empregados:

e h=1;

e m e {1,2};
e r=0,15;
o W = 200;

Na Figura 27, pode ser vista a PDC entre as séries de ApEn (dadas na
Figura 26), assim como na Figura 29, entre as séries de SampEn (mostradas
na Figura 28), quando foram empregados os seguintes parametros: R = 0,99,
W =150, h =1, m =1er = 0,15. Repare que, ao usar os resultados estatisticos

de [38], é possivel inferir que as relagoes:

¢

Granger
&'(n) ——= &(n)

£1(n) = g8(n)
\ Causa

.

Granger
&i(n) ———= &(n)

G
P(n) == €5(n)
\ Causa
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sao significantes, mas nao suas inversas.
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Figura 24: Séries do Mapa de Biquadratico (Sistema 3D), calculadas usando as
Equacgoes 4.3.3 e o parametro R = 0,99.
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Figura 25: PDC, tipica, na forma padrao (ver [1]), entre as séries da Figura 24.
Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(16).
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Figura 26: Séries da entropia aproximada, calculadas com os dados da Figura 24,
usando W =200, h=1, m=1er =0,15.
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Figura 27: PDC, tipica, na forma padrao (ver [l]), entre séries de ApEn, da
Figura 26. Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(6).
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Figura 28: Séries de entropia amostral, calculadas com os dados da Figura 24,
usando W =200, h=1, m=1er =0,15.
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Figura 29: PDC, tipica, na forma padrao (ver [1]), entre séries de SampEn, da
Figura 28. Para se escolher a ordem, utilizou-se o AIC, que gerou um VAR(13).
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4.4 Sumario

Nesse capitulo foi apresentada e proposta uma metodologia de mapeamento
para séries temporais, utilizando-se métodos de entropia. As novas sequéncias
obtidas podem, assim, ter suas relacoes causais testadas por um modelamento

autorregressivo, utilizando-se da PDC.

Pelas figuras obtidas, observa-se que a detectabilidade da causalidade de
Granger no dominio da frequéncia possui uma melhora através do mapeamento
“ . . . I .
por “entropia deslizante,” para os modelos de séries nao-lineares, o que nao ocor-
reu com o VAR. Para modelos de séries lineares, a utilizacao da metodologia
acarreta no mascaramento do contetudo espectral da causalidade de Granger. As-

sim, nao se deve utilizar a técnica para modelos lineares.

No Capitulo 5 serao feitas simulagoes de Monte Carlo, com o mapa de acopla-
mento quadrético (Sistema 2D) e, também, com o mapa de biquadratico (Sistema

3D), para se verificar a robustez do método proposto.
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5 VALIDACAO ESTATISTICA DO
METODO PROPOSTO

Para se verificar robustez do método, nesse capitulo sao feitas simulacoes
de Monte Carlo, através de Ng realizacoes dos processos das séries de entropia,
escolhendo-se o modelo de acoplamento quadratico (Sitema 2D) e, também, mo-
delo de acoplamento quadrético (Sistema 3D), ambos apresentados no Capitulo 4,
por serem nao-lineares. Dessa forma, pode-se ter uma ideia da robustez do método
proposto no capitulo anterior e de sua dependéncia no espaco dos parametros de

célculo das entropias, (h, W, m,r).

Com essas Ny replicacoes de Monte Carlo, uma Anadlise de Sensibilidade é
feita quanto a deteccao da Causalidade de Granger, no dominio da frequéncia.
Sao propostas tabelas de contingéncia para se comparar o desempenho entre os

algoritmos (ApEn versus SampEn).

Ao final deste capitulo, conclui-se que o algoritmo da SampEn é o mais ade-
quado para o uso neste contexto, por possuir uma taxa menor de erros do que o

algoritmo da ApEn.

5.1 Sistema 2D — Mapa de acoplamento quadratico

(sistema de Equagoes 4.3.3)

A fim de se validar o método utilizado na Secao 4.3.3, foram feitas simulagoes

de Monte Carlo, com o mapa de acoplamento quadratico bivariado das Equacoes
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4.3.3, dos casos da Tabela 1, para se comparar os algoritmos da ApEn e SampEn,

como mostram, mais adiante, as Tabelas 3 versus 4.

W= 150
R=099, h=1, 3 € {0,05,0,10} o
W =200 ——+ r=0,10

Tabela 1: Casos simulados do sistema 2D.

Em cada cendrio citado na Tabela 1, utilizando-se Ny = 10000 replicacoes
Monte Carlo, foi feita uma Analise de Sensibilidade, quanto a deteccao da Cau-

salidade de Granger, no dominio da frequéncia.

Com a finalidade de que tal analise pudesse ser realizada, estabeleceu-se um
critério de contagem de verdadeiros-positivos e falsos-negativos, assim como os de
falsos-positivos e verdadeiros-negativos (aqui abreviados por VP, FN, FP e VN,

respectivamente), utilizando-se a seguinte hipétese nula (H,) [60]:
Ho : |mi; () =0,

em que 7;;(f) é o (4, j)-ésimo coeficiente da coeréncia parcial direcionada (PDC),

na frequéncia normalizada f.

Assim, através de um nivel de significancia «, calcula-se um valor de limiar,
em uma certa frequéncia, que é nomeado de 7;;(f), para cada uma das Np re-
alizagoes. Como as Equacoes 4.3.3 geram outro par de séries de ApEn, ou de

SampEn, com frequéncia caracteristica f* (f* = 0,1), deve-se ter:

o sem2(2f*) é estatisticamente diferente de zero, ou seja, m19(2*) > v12(2f*),

entao hd um verdadeiro-positivo, caso contrario, ocorre um falso-negativo;

o se o (2f*) é estatisticamente diferente de zero, ou seja, w91 (2*) > 721 (2f*),

entao hd um falso-positivo, caso contrario, ocorre um verdadeiro-negativo.
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A partir das regras de decisao acima, foi possivel gerar tabelas, como, por

exemplo, a Tabela 2.

Ho Ho
Verdadeira | Falsa
Ho VP FP
rejeitada | (1 — B) (o)
Ho FN VN
aceita (B) 1-—a)
Totais 100% 100%

Tabela 2: Exemplo de tabela padrao para contagem de VP, FN, FP e VN.

Escolhendo o = 5%, a seguir, mostram-se as Tabelas 3 e 4, indicando as
porcentagens de VP, FP (FN e VN sao os respectivos complementares, ja que se
utilizou 10000 replicagdes de Monte Carlo, sendo, portanto, omitidos), para cada

caso de simulacio citados no inicio da Sec¢ao 5.1 (Tabela 1).

VP | FP | VP | FP
R=1099, h=1 B =0,5 B =0,10
W — 150 | =27 =0,10 | 57,69 [ 46,69 | 92,48 | 74,89
- m=1r=0,5 | 83,2l | 15,97 | 99,92 | 24,54
m = 79,44 | 56,47 || 98,23 | 82,78
W=200 =0 =77 =010 5755718 13 [ 99,91 | 27.03

Tabela 3: Porcentagens de VP e FP, referentes ao algoritmo da ApEn, para os
casos da Tabela 1, do sistema 2D.

VP [ FP | VP | FP

R=0099, h=1 B=10,05 B =0,10
W — 150 LM =2 r=010] 94,24 [ 087 | 99,93 | 17,72
- m=1]r=0,15 | 100,00 | 22,60 || 100,00 | 41,42
m= 95,85 | 12,52 | 99,94 | 20,22
W=200 =0—=7 7= 010 46050 123,21 [ 100,00 | 37.62

Tabela 4: Porcentagens de VP e FP, referentes ao algoritmo da SampEn, para os
casos da Tabela 1, do sistema 2D.

Em seguida, comenta-se a respeito das PDCs entre as séries de ApEn e entre
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as séries de SampEn.

5.1.1 Sobre as PDCs entre as séries de ApEn e entre as
séries de SampEn, do mapa de acoplamento quadratico
bivariado das Equacoes 4.3.3

Observando-se as Tabelas 3 e 4, algumas caracteristicas das PDCs, entre as
séries de ApEn e entre as de SampEn, podem ser observadas pela variagao dos

parametros, R, m, r e W, destacando:

e a direcao preferencial de causalidade quando a transformagcao pelos algorit-

mos informacionais é corretamente obtida;
e a variacao de m tem pouco efeito sobre as estimativas;

e a detectabilidade da direcao da conectividade aumenta com 3, r e W cres-

centes.

Observagao: aqui sao utilizados resultados estatisticos de [38].

5.1.2 Tabelas de contingéncia

Com a finalidade de comparar o desempenho dos dois algoritmos, foram feitas
as Tabelas de Contigéncia 5, 6, 7 e 8, que demonstram o quanto os dois algoritmos

acertam conjuntamente, erram conjuntamente e se apenas um deles acerta.



W =150, m =2, r =0,10

5 =0,05 5 =0,10
Aplin Acerto | Erro || Acerto | Erro
SampEn
Acerto 55,88 | 1,81 92,45 | 0,03
Erro 38,36 | 96,05 7,48 199,96

W =150, m=1,r=0,15

B = 0,05 £ =0,10
ApEn Acerto | Erro | Acerto | Erro
SampEn
Acerto 88,21 0,00 99,92 | 0,00
Erro 11,79 | 100,00 | 0,08 | 100,00

W =200, m =2, r=0,10

B = 0,05 8 = 0,10
ApEn Acerto | Erro || Acerto | Erro
SampEn
Acerto 77,43 | 2,01 || 98,21 | 0,02
Erro 18,42 | 97,86 | 1,73 | 99,96

W =200, m=1,r=0,10

B = 0,05 £ =0,10
ApEn Acerto | Erro | Acerto | Erro
SampEn
Acerto 91,89 | 0,00 99,91 0,00
Erro 8,11 | 100,00 || 0,09 | 100,00

89

Tabela 5: Tabela de contingéncia para R = 0,99, h = 1 e 10000 realizagoes,
comparando-se os algoritmos da ApEn e SampEn, simulado com W = 150, m = 2,

Tabela 6: Tabela de contingéncia para R = 0,99, h = 1 e 10000 realizagoes,
comparando-se os algoritmos da ApEn e SampEn, simulado com W = 150, m = 1,

Tabela 7: Tabela de contingéncia para R = 0,99, h = 1 e 10000 realizagoes,
comparando-se os algoritmos da ApEn e SampEn, simulado com W = 200, m = 2,

Tabela 8: Tabela de contingéncia para R = 0,99, h = 1 e 10000 realizagoes,
comparando-se os algoritmos da ApEn e SampEn, simulado com W = 200, m = 1,
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Observando-se as tabelas, percebe-se que o algoritmo da SampEn possui um
desempenho superior ao da ApEn, pois, em todos os casos, o primeiro acerta,

sozinho, mais vezes, do que o segundo.

Dessa forma, conclui-se que, neste caso, o conjunto de parametros mais fa-

voravel para uso do método é: W =150, h=1, m =1, r = 0,15.

5.2 Sistema 3D — Mapa de acoplamento bi-
quadratico (sistema de Equagoes 4.3.4—4.3.5)

Nessa sessao, utilizando-se o mapa de acoplamento biquadratico (sistema de
Equagoes 4.3.4-4.3.5), novamente foram utilizadas Ng = 10000 replica¢oes Monte
Carlo, com os parametros da Tabela 9, a fim de realizar uma Anélise de Sensibi-

lidade, quanto a deteccao da Causalidade de Granger, no dominio da frequéncia.

R=099, h=1|W =200 r=0,15

1
2

m
m

Tabela 9: Casos simulados do mapa de acoplamento biquadratico (Sistema 3D).

Uma vez que se sabe do comportamento da Gaussianidade assintética dos
estimadores da ApEn e da SampEn, a seguinte hipétese nula (H) [60] ainda é
usada:

Ho : |mi; () =0,
em que 7;;(f) é o (i, j)-ésimo coeficiente da coeréncia parcial direcionada (PDC),

na frequéncia normalizada f.

Entretanto, sendo f* a frequéncia caraceristica (f* = 0,1), o critério de con-

tagem de verdadeiros-positivos e falsos-positivos, para esse caso é:

L &G =&

— se mo1(2f*) ¢é estatisticamente diferente de zero, ou seja, w1 (2f*) >
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721(2f*), entdo ha um verdadeiro-positivo, caso contrério, ocorre um
falso-negativo;

— se m2(2f*) é estatisticamente diferente de zero, ou seja, m2(2f*) >
72(2f*), entao ha um falso-positivo, caso contrario, ocorre um verdadeiro-

negativo;

2. 6 =8
— se m31(2f*) e m31(4f*) s@o estatisticamente diferentes de zero, ou seja,

(31 (2f%) > 731 (2f%)] A [m31(4f*) > v31(4f*)], entdo hd um verdadeiro-

positivo, caso contrario, ocorre um falso-negativo;

— se Ty (2f*) e m31(4f*) s@o estatisticamente diferentes de zero, ou seja,
[7T31(2f*) > ’731(2]”)] N [7T31(4f*) > 731(4]6*)], entao ha um falso-

positivo, caso contrario, ocorre um verdadeiro-negativo;

— se m3a(2f*) é estatisticamente diferente de zero, ou seja, ms2(2f*) >
v32(2f*), entao hé um falso-positivo, caso contrario, ocorre um verdadeiro-
negativo;

— se mo3(2f*) e ma3(4f*) sao estatisticamente diferentes de zero, ou seja,
[ma3(2f*) > ~a3(2f*)] A [mas(4f*) > 723(4f*)], entao ha um falso-

positivo, caso contrario, ocorre um verdadeiro-negativo;

Dessa forma, os resultados obtidos podem apreciados nas Tabelas 10 e 11.

élzéé 51263 52363
R=10,99, h =1 VP | FP | VP | FP | FPy,3 | FP; .
m=1 56,11 | 19,20 || 19,68 | 21,04 | 28,75 | 17,08
W=200 0 =517 =015 5 3832 | 7.01 [ 161 | 2047 | 7.47

Tabela 10: Porcentagens de VP e FP, referentes ao algoritmo da ApEn, para os
casos da Tabela 9 do mapa de acoplamento biquadratico (Sistema 3D).
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&1 =& &1 =& & = &3
R—=099 h—1 VP | FP | VP | FP | FP,.3 | FPs_,
m=1 90,32 | 30,63 || 75,32 | 8,74 | 69,74 | 4981
W=200 —"—-7 =015 72.03 | 21,23 || 24,66 | 19,39 || 34,37 | 17,12

Tabela 11: Porcentagens de VP e FP, referentes ao algoritmo da SampEn, para
os casos da Tabela 9 do mapa de acoplamento biquadrético (Sistema 3D).

5.2.1 Sobre as PDCs entre as séries de ApEn e entre
as séries de SampEn, do mapa de acoplamento bi-
quadratico (Sistema 3D), das Equacgoes 4.3.4-4.3.5

Pelas Tabelas 10 e 11, percebe-se um comportamento semelhente das PDCs
(do mapa de acoplamento quadratico), entre as séries de ApEn e entre as de
SampEn do Sistema 3D, pois com a variacao de m ha pouco efeito sobre as esti-
mativas, mas é possivel observar uma direcao preferencial de causalidade quando
a transformacao pelos algoritmos informacionais é obtida apenas com o algoritmo

da SampEn.

Observagao: aqui sao utilizados resultados estatisticos de [38].

5.2.2 Tabelas de contingéncia

Nessa secao seguiram-se as mesmas direcoes da Secao 5.1.2, para que se pu-

desse comparar o desempenho dos dois algoritmos (ApEn versus SampEn).

& =& & = &3
ApEn Acerto | Erro || Acerto | Erro
SampEn
Acerto 55,28 | 0,83 || 14,77 | 4,91
Erro 42,04 | 98,15 || 60,55 | 80,23

Tabela 12: Tabelas de contingéncia para R = 0,99, h = 1 e 10000 realizagoes,
comparando-se os algoritmos da ApEn e SampEn, simulado com W = 200, m = 1,
r = 0,15.

Novamente, como se observa pelas Tabelas 12 e 13, o algoritmo da SampEn
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§ =& &1 =&
ApEn Acerto | Erro || Acerto | Erro
SampEn
Acerto 14,87 | 45,57 2,03 5,88
Erro 9,90 | 70,34 || 22,74 | 30,65

Tabela 13: Tabelas de contingéncia para R = 0,99, h = 1 e 10000 realizagoes,
comparando-se os algoritmos da ApEn e SampEn, simulado com W = 200, m = 2,
r=0,15.

possui desempenho superior, pelos mesmos motivos apresentados na Secao 5.1.2,
ou seja, nos dois casos, a SampEn acerta, sozinha, mais vezes, do que a ApEn e

se conclui que, neste caso, o conjunto de parametros mais favordvel para uso do

método é&: W =200, h=1, m=1,r =0,15.

5.3 Discussao dos resultados

A idéia bésica, apresentada aqui, é usar as flutuacoes das medidas de entropia
para medir como a complexidade migra de uma série para outra. As simulagoes
Vi i & criti uca
de Monte Carlo evidenciam como é critica a reconstrucao do espago de fases
para que o processo tenha sucesso, dando origem ao problema de escolha 6tima
. s evi .
dos parametros (W, m,r), que fica mais evidente ao se trabalhar com sistema de

dimensoes maiores do que dois, como apresentado.

Como esperarado, o algoritmo da SampEn possui um desempenho melhor,

principalmente devido ao menor viés estatistico, em relagao ao algoritmo da

ApEn.

Ainda, é interessante notar que a maioria das séries tranformadas pelo mape-
amento por entropia deslizante resultaram na significante de cointegracao entre

as sequéncias de entropia' e, apés duas diferenciagoes das séries (o suficente para

! Aqui, utilizando-se tanto o procedimento de Engle-Granger [61], como o de Johansen [62—64]
para fins de testes estatisticos (que é uma generalizagdo multivariada do Teste Aumentado de
Dickey-Fuller). O pacote de MATLAB utilizado para empreender tais testes foi o Econometrics
Toolboz, desenvolvido por James P. LeSage [65], disponivel em:
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as deixar estaciondrias?), utilizou-se o procedimento da PDC sobre essas tltimas.
Com isso, foram observadas taxas de causalidade de Granger compativeis com as

apresentadas aqui.

5.4 Sumario

Pelos resultados obtidos neste capitulo, observa-se que, através do processo
de mapeamento em séries de entropia, ¢ possivel identificar a correta direcao de

causalidade, para os modelos “toys” usados.

Também é possivel notar que algoritmo da SampEn possui um comporta-
mento mais uniforme, quando comparado ao da ApEn (devido ao maior viés es-
tatistico que este ultimo possui) e, portanto, recomenda-se o uso do primeiro por
ser mais adequado. No que se refere a conectividade, que se da no sentido 1 < 2,
estabelecido por hipdtese pelas equacoes do modelo 2D, observa-se que ha uma
realimentacao com termo quadratico. No modelo tridimensional, além da conecti-
vidade que ocorre no mesmo sentido citado anteriormente, ha também no sentido
1 < 3, devido a realimentacao biquadratica. Pela razao das realimentacoes serem
de forma quadratica, a PDC, entre as séries originais, ¢ impossivel de se detectar
(como explicado na Secao 4.3), sendo, entdo, necessario aplicar o mapeamento

por “entropia deslizante”.

Dessa forma, torna-se necessario fazer a nova transformacao proposta, so-

http://www.spatial-econometrics.com/.

Os testes utilizados, também seguem de perto o Modelo de Correcao de Erro Vetorial ( Vector
Error Correction Model — VECM), como pode ser visto com mais detalhes em [12]. Neste, é
possivel realizar uma forma de teste para a Causalidade de Granger, em que se verificou que
os VECM para as séries de entropia possuem valores significativos de causalidade de Granger,
sendo, portanto, compativeis com os resultados apresentados.

2Para se verificar o nimero de vezes necessarias para se diferenciar as séries, a fim de as
deixar estaciondrias, utilizou-se um processo iterativo através do teste estatistico de KPSS
(Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin), em que a hipdtese nula é que uma série temporal é esta-
ciondria em torno de uma curva de tendéncia. Ou seja, tal processo iterativo se inicia calculando
a significincia (p) do processo ser estaciondrio e, até que nao se rejeite a hipétese nula (p > «),
a iteracao é repetida, em que « é o erro tipo I escolhido.


http://www.spatial-econometrics.com/
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mente as séries nao-lineares, que favorece a deteccao da conectividade no sentido

correto, conforme os resultados apresentados.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

Este trabalho elaborou uma forma alternativa de estudar o efeito de nao-line-
aridades em séries temporais multivariadas. Para tanto, utilizaram-se conceitos
como a Entropia Aproximada e a Amostral, fundamentados na Teoria da In-

formagao.

Revisou-se o tema quanto aos algoritmos utilizados e, para validagao dos mes-
mos, foi realizada uma anélise tedrica utilizando simulacoes de Monte Carlo. Isto
permitiu concluir que tais descritores sao assintoticamente normais, de acordo,

também, com [31].

Em seguida, descreveu-se o uso dos algoritmos de ApEn e de SampEn, para
obtencao de “séries informacionais”, procedimento a que se deu o nome de En-
tropia Deslizante aplicado na deteccao da Causalidade de Granger no dominio
da frequéncia. Em uma primeira anélise, esse novo método se mostrou atraente,
pois para um sistema dindmico caético (mapa logistico acoplado) e outros dois
sistemas nao-lineares (mapas com tom modulado em frequéncia definida, de duas
e trés dimensoes, respectivamente), mostrou-se apto identificar corretamente a
diregao do acoplamento causal. Dessa forma, para se verificar a robustez do
método proposto, através de simulagoes de Monte Carlo, foi possivel inferir a cor-
reta direcao de causalidade dos sistemas nao-lineares bi e tridimensionais, através

de analise de sensibilidade e tabelas de contingéncia.
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Assim, conclui-se que o método de Entropia Deslizante, por meio dos
estudos de casos apresentados em que o acoplamento causal é impossivel de de-
tectar por modelamento linear vetorial autorregressivo, aponta para a melhora
da deteccao da causalidade de Granger no dominio da frequéncia e, ainda, que

nao se justifica seu uso em sistemas lineares.

6.1 Trabalhos futuros

Este trabalho abre possibilidades de estudo da metodologia em casos de di-
mensoes maiores. Sua continuidade poderia gerar o estudo do problema de ob-
tencao Gtima do espago de fases (W, m, ), através do método de entropia desli-
zante e, também, a investigacao da cointegracao, ambas observadas entre as séries
de entropia. Ainda no ultimo caso, seria preciso considerar o modelo VECM
(ver [12]), para teste da causalidade de Granger. Aqui, estao contemplados ape-
nas dois casos nao-lineares, em duas e trés dimensoes, com um tom modulado (em
uma frequencia bem definida) e com realimentagoes quadraticas, ja que esses fa-
cilitaram as andlises. Porém, para aplicagoes em neurociéncias e em outras areas
biomédicas seria preciso considerar o efeito de sistemas dinamicos mais gerais e

a possibilidade da analise de um ntimero maior de sinais simultaneos (K >> 3).

Para o autor desta dissertacao, como objetivo de trabalho futuro apresentam-
se como propostas: (1) aplicar o Mapeamento por Entropia Deslizante e
(2) implementar métodos alternativos de mapeamento, como o uso da comple-
zidade de Lempel-Ziv [66-68] (eliminando a dependéncia das variaveis m e r) e
também da correntropia, que é uma funcao de correlagao generalizada, recente-
mente introduzida [69,70], mostrando-se uma boa alternativa para o estudo da
causalidade de Granger (no dominio do tempo) para modelos nao-lineares [71],

pretendendo-se extendender essa idéia ao dominio da frequéncia.
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ANEXO A - LISTAGENS DOS
CODIGOS
IMPLEMENTADOS EM
MATLAB

A.1 Entropia aproximada: apen.m

function [e] = apen(x, m, r, sflagqg)
Input Variables

X — input data

m — maximum template length

r — matching tolerance (d[x_{m} (i), x_{m}(3)] < r)

sflag — flag to standardize signals (default yes / sflag = 1)

Output Variables

o o° A o0 A A o0 A o0 O A o A OO o° o o

e — approximate entropy estimate
Reference: Steven M. Pincus and Wei—Min Huang. "Approximate entropy:
Statistical properties and applications". Communications in
Statistics —— Theory and Methods, 21(11): 3061——3077, January,
1992.
Author: L.M. —— JUL/2010
if —exist('m','var') || isempty(m), m = 5; end
if —exist('r','var') || isempty(r), r = .2xstd(x); end
if —exist('sflag','var') || isempty(sflag), sflag = 1; end

ame as: vec (x)
% Number of elements of the time series x

x = x(:); % S
N = length (x);
Nr = length(r); % Number of elements of the vector r
% Standardization of the signal

if sflag > 0

X = (x — mean (x)) / std(x);
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end

[

% Iteration for window of length m %

X = zeros(N—m + 1, m); $ Initialization of the buffer for length m
fori=1: (N—m+ 1)
X(i, ) = x(1i ¢+ (1 + m — 1));
end
phim = zeros(l, Nr); % Initialization of the counter phim
fori=1: (N—m+ 1)
cm = zeros(l, Nr); % Initialization of the counter cm
for =1 : (N—m+ 1)
dmax = max(abs(X(j, :) — X(i, :)));
cm = cm + (dmax < r);
end
phim = phim + log(cm / (N — m + 1));
end

phim = phim / (N — m + 1);

[)

% Iteration for window of length m+l %

X = zeros(N —m, m + 1); % Initialization of the buffer for length m+l
for i =1 : (N — m)
X(i, ) = x(1i : (1 + m));
end
phimplusl = zeros(l, Nr); % Initialization of the counter phimplusl
for 1 =1 : (N — m)
cmplusl = zeros(l, Nr); % Initialization of the counter cmplusl
for 3 =1 : (N — m)
dmaxplusl = max(abs(X(j, :) — X(i, :)));
cmplusl = cmplusl + (dmaxplusl < r);
end
phimplusl = phimplusl + log(cmplusl / (N — m));
end

phimplusl = phimplusl / (N — m);
e = phim — phimplusl; % Approximate entropy, log = natural lorgarithm.

% EOF

o\

A.2 Entropia amostral: sampen.m

function [e] = sampen(x, m, r, sflag)

Input Variables

X — input data

m — maximum template length

r — matching tolerance (d[{x-{m + 1}(i), y-{m + 1}1 < r)
sflag — flag to standardize signals (default yes / sflag = 1)

Output Variables

(0]

— sample entropy estimate

N 00 A0 o O A o OO d° o° oo o
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Reference: Douglas E. Lake; Joshua S. Richman; M. Pamela Griffin and
J. Randall Moorman. "Sample entropy analysis of neonatal
heart rate wvariability". American Journal of Physiology
—— Regulatory, Integrative and Comparative Physiology,
283: R789—R797, September, 2002.

o° d° o° o° o° od° o

Author: L.M. —— JUL/2010
if —exist('m','var') || isempty(m), m = 5; end
if —exist('r','var') || isempty(r), r = .2xstd(x); end
if —exist('sflag','var') || isempty(sflag), sflag = 1; end
x = x(:); % Same as: vec(x)
N = length(x); % Number of elements of the time series x
Nr = length(r); % Number of elements of the vector r

% Standardization of the signal
if sflag > 0

X = (x — mean (x)) / std(x);
end
Bm = zeros(l, Nr); % Initialization of the counters Bm and Am
Am = zeros(l, Nr);
for 1 =1 : (N — m)
xmi(l : m) = x(1i : (1L + m— 1));
xmplusli(l : (m + 1)) = x(i : (1 + m));
for 3 =[1 : (1 —1) (1 + 1) : (N—-—m)] % X(j=1) 1is not taken in count
xmj(l : m) = x(Jj:(jJ +m— 1));
xmpluslj(l ¢ (m + 1)) = x(J : (3 + m));
dmaxm = max (abs (xmi — xm7j));
dmaxmplusl = max (abs (xmplusli — xmpluslij));
Bm = Bm + (r > dmaxm);
Am = Am + (r > dmaxmplusl);
end
end
e = — log(Am ./ Bm); % Sample entropy, log = natural lorgarithm.
% EOF %

A.3 Processo MIX: mix.m

function W = mix (p, N)
W = MIX(p, N)

Mixture Process

Input
p — probability of a Bernoulli trial — real number in the range O<p<l
N — lenght of the process

Output
W — mixture process:
W = (1-2) *xX+ZxY, where Z—-Ber(p), Y- U(—sqgrt(3),sqgrt(3))

o o0 A° o° o0 A° O° o° o o° o
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X=((.5)"(—=.5))*sin(2+pix3/12), for all 7,
sunch that 7 is in the range [1 N]

Reference: Steven M. Pincus and Wei—Min Huang. "Approximate entropy:

o o0 d° o° o0 d° o° o oe

Statistical properties and applications". Communications in
Statistics Theory and Methods, 21 (11): 3061——3077, January,
1992.

Author: L.M. —— JUL/2010

rand('seed', sum(ledxclock));

alpha = sum(sin(2  pi « (1 : 12)/12).7°2) / 12;

3 =1 : N;

X = alpha” (—.5) * sin((2 » pi = j) / 12);

Y = sqrt(3) + (—sgrt(3) — sqrt(3)) = rand(l, N);
t = rand(l, N);

um = t < p;

zero = t > p;

Z (um) = 1;
Z (zero) = 0;
W= (1—-—2) .+ X+ 72 .~ Y;

A.4 Processo Gaussian Markov Process (GMP):
gmp.m

function X = gmp(p, N)
X = GMP (p, N)

Gaussian Markov Process

Input
p — real number in the range 0O<p<l
N — lenght of the process

Output
W — Gaussian Markov process:
X(1)=p*X(i—-1)+(1—p~"2)*Z (1), where Z-N(0,1)

Reference: Steven M. Pincus and Wei—Min Huang. "Approximate entropy:
Statistical properties and applications". Communications in
Statistics —— Theory and Methods, 21(11): 3061——3077, January,
1992.

A o o o o A A° A A° A° A A A o o o o
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L.M. —— JUL/2010

randn ('seed', sum(ledxclock));

(1 —p°2)

-

A.5 Janelamento de séries temporais: tswin.m

function xw = tswin(x, W, h, nPoints, nDiscard)
xw = TSWIN(x, W, h, nPoints, nDiscard)

Time Series Windowing
Input

X — Multivariate time series
W — Window length

© 00 N O oA W N

=
= O

12
13

Step size
Number of analyzed samples points
Number of points discarded at beginning of simulated series

Output
xw — Windowed multivariate time series
Example of usage: [xw] = window(x,200,1,1501,1000);
=> if size(x) = [10000 2], then size(xw) = [200 1300 27,
where 2 = number of chanels, 200 = W and

19
20
21
22
23
24
25
26

nPoints — W + h.

0 o0 o0 0 O A A A A A A O O A A A o o° o° o

L.M. —— FEB/2011

[nrows ncols]

if nrows < ncols

30
31
32
33
34
35
36
37

y = x'; % Data must be organized column—wise
nChannels = nrows;

else
nChannels =

vy ((nDiscard + 1) (nDiscard + nPoints),

zeros (floor (W/h), nPoints — W + h, nChannels);
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for k = 1 : (nPoints — W + h)
xw(:, k, ) =u(k : h : (k +wW-—-1),
end

xw = permute(x_w,[2 1 3]);

% xXw = zeros (nPoints — W + h, floor (W/h),
% for 1 = 1 : nChannels

% xw(:, :, 1) = xw(:, :, 1)';

% end

1)

nChannels) ;
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ANEXO B - O ALGORITMO DE
LEVINSON
MULTIVARIADO

O foco deste apéndice estd na revisao da maneira de se estimar os coeficientes
de processos vetoriais (ou multivariados) autorregressivos (VAR), baseado nas
equacoes de Yule-Walker multivariadas e na respectiva generalizacao do algoritmo
de Levinson, que ¢é utilizado para resolugao recursiva, na ordem e no tempo de

tais equacoes, em uma estrutura robusta: a trelica.

Para processos multivariados autorregressivos e de médias moéveis (VARMA)
e apenas de médias méveis (VMA), pouca atencao tem-se dado, pois hd pouca
necessidade de se estimar os parametros de tais processos e os procedimentos se

mostram dificeis.

B.1 Processos autorregressivos vetoriais — VAR

Os processos autorregressivos vetoriais, de ordem p (VAR(p)) s@o definidos

de acordo com a seguinte recursao:

x(n) =Y A(r)x(n — 1)+ w(n), (B.1.1)

em que, x(n) é um vetor K-dimensional de séries temporais e w(n) um processo
de inovacao Gaussiano, de média zero e matriz de variancia-covariancia positiva

definida, By, = E [w(n)w(n)]. J& A(r) € CF*¥ sdo as matrizes dos coeficientes
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N

autorregressivos a serem estimadas, a partir do processo {x(n)},_; e p é a ordem

do VAR.

B.2 Equacoes de Yule-Walker multivariadas

B.2.1 Predicao progressiva

Considere o processo vetorial {x(n)}ncz de média zero, fracamente esta-
ciondrio, com funcao de correlagao, I'(h) = E [x(n + h)x"(n)], h € Z. Nesse
processo o melhor preditor linear progressivo de x(n) é [72]:

p

&l (n) = A,(r)x(n—r). (B.2.1)

r=1

Assim, o residuo de predi¢ao progressivo serd 73, 74]:

eg(n) =x(n) — fclf;(n) = a, - x,(n), (B.2.2)
em que:
a, = |Ix A1) --- A,(p) (B.2.3)
x(n)
Xp(n) = 5
x(n —p)

Para estabelecer uma relagao entre as matrizes dos coeficientes do VAR(p) e
a funcao de correlacao, basta multiplicar ambos os lados da Equagao B.2.2 por

xg(n), a direita e aplicar o operador esperancga, obtendo:

E [e/(n)x} (n)] =E [a, - x,(n)x} (n)] = a,E [x,(n)x) (n)] = a,%,. (B.2.4)

p P P P

Seja, agora, a matriz X, € C+DxP+) “em que os blocos sdo dados por I'(n) €
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[ Ex(m)xi(n)]  Exm)xin-1)] - Ex(n)xin-p)] |
Bl = D)x(n)] Efx(n - Dx(n - 1] - Elx(n)x(n - 1)
Efx(n — p)xi(n)] Elx(n—p)xin—1)] - Ex(n—p)xi(n—p)]
o) Q) r(p) |
|ty o r(p—1)
T(—p) T(—p+1) r(0) |
(B.2.5)

Repare que a matriz X, possui ambas estruturas Hermitiana e Bloco-Toeplitz.
Otimas referéncias para essas formas de matrizes podem ser encontras em [75-T78].
Os blocos de ¥, ndo possuem, em geral, simetria Hermitiana (I'(e) # I'(—¢)),

entretanto, tem-se que T'(—¢) = T'H(g).

Ainda, da Equacdo B.2.4, o vetor em bloco Ele/ (n)x!

» (n)], pode ser simplifi-

cado para:

E [el(n)x(n)] = E |ef(n) <e;j M) =Y x"(n - r)AE(r))]

=F eg(n)e]{ Hin) — Zp:fg(n)xH(n - TZA;I(T) , (B.2.6)
: = o
= {E}J; Oxxr - OK><K:|
em que:
3/ =Elej(n)e) "(n)] =y, (B.2.7)

ou seja, a matriz de covariancia do residuo de predicao progressivo é a mesma

do processo de inovagao de entrada. Vale lembrar que a tultima igualdade da
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Equagao B.2.6 decorre da propriedade de que os residuos sao descorrelacionados
com valores passados do processo VAR, paran < r. Dessa forma, a Equacao B.2.4

pode ser rescrita como:

apY, = E}; Oxxx -+ Ogxk|: (B.2.8)

que ¢é conhecida como a versao multivariada das equagoes normais de Yule-Walker,
para o processo VAR(p), obtido a partir do filtro de predigao progressiva multi-

variada de ordem p.

B.2.2 Predicao regressiva

Analogamente a Sec¢ao B.2.1, o residuo do processo VAR(p), advindo a partir

do filtro de predicao regressivo, no indice temporal n — 1, é:

e;(n—l)zx(n—p—l)—&g(n—l)

=x(n—p—1)— (Z B,(r)x(n—p—1+ 7’)) , (B.2.9)
= by, - xp(n —1)

em que b, é o vetor linha (em bloco) dos parametros do filtro de predigao regres-

siva multivariado:

b, = [Bp(p) - B,(1) IK:| (B.2.10)

Portanto, a partir da Equacao B.2.9 é possivel deduzir as equagoes normais

multivariadas de Yule-Walker para o filtro de predigao regressivo multivariado:

Elel(n—1x"(n—1)] =E[b,- & "(n - 1)x,(n —1)], (B.2.11)

chegando a:

by Y, = |Ogxx Ogxx -+ bl (B.2.12)
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em que:

X0 =E[el(n—1)e) "(n—1)], (B.2.13)

p p
ou seja, a matriz de covariancia do residuo de predicao regressivo ¢ a mesma do
processo de inovagao de entrada. Note, no entanto, que, em geral, as matrizes

E]f e E; sao diferentes, para processos vetoriais.

B.2.3 Equacoes de Yule-Walker dos filtros de predigao
progressiva e regressiva

Resumindo, as equagoes necessarias para se encontrar os parametros de um

processo VAR(p), a partir dos respectivos filtros de predigao progressiva e regres-

siva sao:
apﬁpz[zgj Okxvr - onK} (B.2.14a)
bpzp:{oKXK v Ogur zg] (B.2.14b)

ou, em forma matricial,

21{ t O%xK
O :
I [ag bg] = 'X , (B.2.15)

T
OK><K

T b H
Oxxr 2y

em que a,, by, 3, Eg e Zg sao dados pelas Equagoes B.2.3, B.2.10, B.2.5, B.2.7,

B.2.13, respectivamente.

A seguir, na Segao B.2.4, descreve-se como resolver, recursivamente, na ordem

e no tempo, o sistema de Equacoes B.2.14.
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B.2.4 Algoritmo (generalizado) de Levinson multivariado

Nessa segao, considera-se uma das generalizacoes do algoritmo de Levinson
para o caso multivariado. Serao tratadas, aqui, as recursoes desenvolvidas por
Wiggins e Robinson (1965), que sao baseadas nas mesmas idéias do caso univa-

riado [5,12,73,79,80].
B.2.4.1 Apresentacao das equagoes

A matriz de correlagao, bloco-Toeplitz, pode ser particionada de duas formas:

S = P Y| _(TO) o : (B.2.16)
71bp+1 F(O) U'EH 3
em que:
op1 = E [x,(n — 1)x"(n)] = {I‘(l) o Tp+ 1)} (B.2.17a)
Y, =E [x,(n)x"(n—1)] = {I‘[—(p +1) --- I‘(—l)] : (B.2.17b)

Com as Equagoes B.2.16 e B.2.17, é possivel reescrever o sistema de Equacoes

B.2.14, da seguinte maneira:

|:ap OK><K:| Ep-i‘l: |:2£ OKXK OKXK Ap+1:| (B218a)

|:OK><K bp:| EP-H = |:Vp+1 Orxxrx + Ogxx EZ:| y (B218b)

ou, em forma matricial,

fH H
Ep VzoJrl
T T

OKXK OKXK

H H
Z Hap OK><K:| |:OK><K bp:| }: : : ; (B.2.19)
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em que as matrizes A,y1 e V1 (ambas no espago C**¥) sao definidas como:

p
Api =T(p+ 1)+ AnT(p+1—n)=a, (B.2.20a)
r=1
p
Vo =T(-p—1)+) B,(n)T(=p—1+n)=b,oh,,. (B.2.20b)
r=1

As equagoes de recursao, na ordem, das matrizes dos coeficientes autorregres-

sivos, de predicao progressiva e regressiva, sao:
apt1 = {ap OKxK} +Ap(p+1) {OKxK bp] (B.2.21a)

by = |:OK><K bp} + B+ 1) |:ap OK><K:| . (B.2.21b)

Portanto, para uma matriz particionada em blocos, o filtro de predicao linear,

com estrutura matricial, deve obedecer as seguintes recursoes (na ordem e no

tempo):
Api(n) = Ap(n) + Apa(p + 1)Bpa(p+ 1 — n) (B.2.22a)
B,11(n) = By(n) + Byy1(p+ 1Ay (p+1— 1), (B.2.22D)
paran = 1,--- ,p. Dessa forma, ha duas matrizes de coeficientes de reflexao,
dadas por:
-1
Api(p+1) =—-A, (TY) (B.2.23a)
-1
B,i(p+1)=—-V,. (T)) (B.2.23b)

A fim de verificar as igualdades das Equacoes B.2.21a e B.2.21b, basta multi-
plicar, a esquerda, ambos os lados das equagoes, por I',1; e, apés essa operacao,

reconhecer e substituir as Equacoes B.2.18a, B.2.18b, B.2.23a e B.2.23b.

Na etapa final dessa verificacao, extrai-se a importante recursao da atua-

lizacao da matriz de covariancia dos residuos de predicao progressivo e regressivo,
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respectivamente:

T =T+ A i(p+ 1)V = [l — Api(p+ DBpa(p+ DT (B.2.24a)

rgH = rg +By(p+ 1A, =[Ixk —B,a(p+ 1A, 1 (p+1)] rg. (B.2.24b)

Utilizando, agora, a identidade matricial [73, 75]:

H

Orxx a,
a, Oxxk|Zp+ = |Oxxx b,| Zp+ : (B.2.25)
bg OK><K
é possivel verificar que:
Vo1 =A. (B.2.26)

A matriz A, 4, é a correlacao cruzada entre os residuos de predigao progressiva

e regressiva, com uma unidade de atraso:

A, =E [ef(n)eb(n —-1)] = Egb (B.2.27)

p p

Para verificar essa relacao, basta tomar as Equacoes B.2.17b, B.2.20a e notar que
x(n —1) =b, - x,(n) + w(n).

Cabe, agora, definir a matriz de correlagoes parciais normalizadas, Ay €

CKXK.

-1 -1 -1
A = (ZL22) (307) (35272
H

= (E [el(n)el "(n)]) " (B [ef(n)el T(n —1)]) ™" (E [e)(n — 1)e} (n —1)])~ |

p p

(B.2.28)
Observagoes [77,78]:
1. O operador (-)™" denota a matriz conjugada transposta da inversa e, a

operacao, ocorre na seguinte ordem: a primeira ¢é a inversa da matriz e a

segunda ¢ a respectiva transposicao da conjugada;

2. O operador (-)!/? denota a matriz triangular superior obtida pela Fatoracdo
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de Cholesky de uma matriz. Assim, se M é uma matriz Hermitiana, entao:
M — (M1/2) (M1/2)H.

Portanto, com essas consideracgoes, é possivel reescrever as Equacoes B.2.23a
e B.2.23b, da seguinte maneira:

1

Apa(p+1)=— (E;,‘ 1/2> Apia (Ef; 1/2)7 (B.2.29a)
-1
B,(p+1)=— (22 1/2> Ay (E;f 1/2) . (B.2.29b)

B.2.5 O algoritmo

Apresentadas as equacoes anteriores, o algoritmo de Levinson multivariado

constitui em dois possiveis conjuntos de Equacoes, com condigoes iniciais:

Equagoes Condigoes Iniciais
B.2.14a
B.2.21a
B.2.21b

B.2.22a | B.2.28 | =/ =25 =1(0)
B.2.22b | B.2.29b
B.2.23a
B.2.23b

Tabela 14: Equacgoes que fazem parte do algoritmo de Levinson multivariado e
condicoes iniciais do mesmo.

A natureza recursiva na ordem do algoritmo em questao se restringe na
questao de que a matriz X, deve ser positiva definida e nao-singular, para to-
das as ordens, ou seja, para r = 1,--- ,p. Essa afirmagao é verdadeira enquanto

) Y Y )

det’Eﬂ >0e det|2$ﬁ| >0, parar=1,---,p.
B.2.6 A estrutura em trelica

Como se sabe, o algoritmo de Levinson possui uma estrutura em trelica,

tornando-o muito robusto para estimacao dos coeficientes do processo AR(p).
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Para o caso vetorial nao é diferente. A fim de verificar essa importante
propriedade, basta multiplicar a esquerda, ambos os lados das igualdades das
Equagoes B.2.21a e B.2.21b por x,(n), reconhecendo que eg(n) = a, - x,(n) e

e’(n—1) =b, x,(n— 1), chegando a:

P
el,1(n) =el(n) + Ay (p+ 1)el(n — 1) (B.2.30a)
e) . 1(n) =eh(n—1)+Byui(p+ 1)ef(n), (B.2.30b)
ou, ainda,
f b
e  (n A, (p+1 I e’(n—1
palt)| | Avap ) “ =D (B.2.31)
efm(n) Iy B,i(p+1) e;:(n)

B.3 Critérios de selecao da ordem do VAR

Embora a aplicacao de testes estatisticos para avaliar a melhor ordem do
VAR seja muito utilizada, aqueles nao sao totalmente satisfatérios para propésitos
especificos, se um modelo especifico é necessario. Ou seja, esta tltima abordagem
pode ser muito 1til para escolha de modelos, a fim de se obter uma boa previsao

do evento em estudo. Dessa forma, torna-se 1til quando é incluida na anélise a

selecao da ordem do VAR.

Os critérios listados nos Itens 1, 2, 3 e 4 tentam evitar sobreajuste, minimi-
zando a variancia da série de residuos, com a penalidade do niimero de parametros
usados. Em [12] é possivel encontrar diversas propriedades dos estimadores, como,

por exemplo, consisténcia, comparagao entre eles e outras.

A fim de apresentar as equagoes dos critérios, considere as variaveis m, p,
Yw, T, e K, como sendo, respectivamente: ordem estimada, intervalo de valores
possiveis para a estimativa da ordem, estimativa da matriz de covariancia da série

de residuos, comprimento da série temporal e nimero de canais. Dessa maneira,
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os critérios mais utilizados sao:

1. Critério de Informacao de Akaike (Akaike Information Criterion — AIC):

min {AIC(m)} = In {det [ﬁiw(m)} } + EmK2§

mep T

2. Critério de informagao Bayesiano de Schwartz (Schwartz’s Bayesian Infor-
mation Criterion):

min {BIC(m)} = In {det [ (m)| } + @mm

mep

3. Critério do Erro de Predigao Final (Final Prediction Error Criterion —

FPE):

min {FPE(m)} = [%} " et [i}w(m)] :

4. Critério de Hannan-Quinn (HQ):

21In[In(T)]

T mK?2.

min {HQ(m)} = In {det [2W<m)} } +

mep
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ANEXO C - COERENCIA PARCIAL
DIRECIONADA

Este apéndice trata de abordagem muito utilizada no dominio da frequéncia

para descrever causalidade entre séries temporais multivariadas.

O conceito, ao qual é dado o nome de Coeréncia Parcial Direcionada (Partial
Directed Coherence — PDC'), mostra ser uma interpretagao da Causalidade de
Granger no dominio da frequéncia e, também, possui a capacidade de transmitir
a idéia de como duas ou mais estruturas estao conectadas funcionalmente e se

isto ocorre [1].

C.1 Medindo a PDC

C.1.1 A causalidade de Granger

Formalmente, define-se a Causalidade de Granger como:

Definigao C.1.1. Diz-se que uma série temporal x1(n) causa x2(n) no sentido

de Granger [34] se:
MSE [z1(n) [ {z1(n-), 22(n-)}] < MSE [z1(n) [ {z1(n-)}],

em que MSE [z(n) | {-}] é o erro quadrético médio (Mean Square Error — MSE)
de predicao, dado o conjunto de informacao que compreende exclusivamente as

observagoes passadas {z1(n_)} de x1(n), ou conjuntamente de z1(n) e x2(n), via

{z1(n-), 22(n)}.
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Na pratica, héa diversas formas de operacionalizar a inferéncia da causalidade,
a maioria das quais envolve o ajuste de modelos de predicao lineares [12], usando,

por exemplo, modelos autorregressivos multivariados (ou vetoriais):

x(n) =Y A(r)x(n — 1)+ w(n), (C.1.1)

em que, X(n) é um vetor K-dimensional de séries temporais e w(n) um processo

de inovagao, tal que:

-an(?”) app(r) -+ aig(r) ]
Al = ag(r) ag(r) -+ agk(r) |
_aKl(T) aga(r) -- GKK(T)_

tem os coeficientes a;;(r), responsaveis por medir o efeito da interacao linear de
z;j(n —r) em z;(n), de sorte que a forma mais comum de aferir a existéncia de
causalidade da série xj(n), para a série z;(n), consiste em examinar a nulidade

desses coeficientes para todo r.

Testes estatisticos especificos podem ser apreciados em [12], para validar a

causalidade de Granger.

Conceitualmente, a causalidade de Granger é advinda do contexto da econo-
metria, em que é possivel aprecid-la através de diferentes testes estatisticos [12].
Sua principal idéia é considerar exclusivamente amostras passadas na melhoria
da predicao. Quando esta se da por amostra presente, do sinal em estudo, é
usual dizer que héa causalidade de Granger instantanea. Assim, é importante ter
em mente essas formas distintas de causalidade, no que se refere a previsibilidade

de séries temporais:

1. a primeira se da pelo exclusivo uso do passado de séries temporais, para

ajudar a prever outra;
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2. a segunda ja se utiliza do efeito do presente de uma série temporal sobre

outra.

Dessa forma, a PDC foi introduzida para se inferir a causalidade de Granger
no dominio da frequéncia [1,81,82] e na Se¢ao C.1.2 serd apresentada uma maneira

de como fazer sua medida.

C.1.2 A coeréncia parcial direcionada — PDC

Considere a transformada Z da Equacao B.1.1, que relaciona a entrada e

saida do sistema, dada por:

X(2) = H(z)W(2), (C.1.2)
em que: )
H(z):A—1<z):llK—iA(r)z—r] , (C.1.3)
- [an(r) awn@) - ax()]
Ay |0 o) )
axa(r) aa(r) - ax(r)]

Assim, a transformada de Fourier de tempo discreto (TFTD), de H(z) é:

H(f) = A(f) = [IK —) A(r)z _f] : (C.1.4)

em que i? = —1 (i € C é a unidade imagindria).

Tomando-se a seguinte identidade, a partir da Equacao C.1.4:

A(f) =1Ix — ZA(T)e’izﬂf”
r=1 (C.1.5)

~ |8 w0
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e, portanto, o conceito do fator da coeréncia parcial direcional (PDCF), que foi
introduzida em [1], é o seguinte:
[ A ()]

mii(f) = ,
Val)Ba ()

(C.1.6)

em que, A;;(f) é o i,j-ésimo elemento da matriz A(f) e X,, é a matriz de

variancia-covariancia do processo de inovacao, de média zero e estacionario.

Uma vez que:

p
1— Zaij (r)e 2T se i=j
Aij — r=1

- P (C.1.7)
_Zaij (T)e_i%fr, caso contrario,
r=1

a PDCF depende, principalmente, dos coeficientes a;;(r), que descrevem as relagoes
que surgem entre o presente da série temporal z;(n) e o passado de z;(n), quando

comparado o efeito do passado de z;(n), a outras séries.

Como X, esta presente no denominador da Equacao C.1.6, a PDCF mede
ambas, ou seja, causalidade de Granger e causalidade de Granger instantanea.
Para eliminar essa ambiguidade e dar preferéncia apenas pela causalidade de

Granger, define-se a PDC da seguinte maneira: [1]:
Fig(f) = —pmiL_ (C.1.8)
com as seguintes propriedades:

P1. 0 <|m;(f)|* <1 = Desigualdade de Cauchy-Schwartz;

N
P2. Y |m(f)P =1,¥j,1 <j < N.
r=1

P3. Devido a normalizada da Equagao C.1.8, 7;;(f) representa o acoplamento
relativo, de uma dada estrutura, na qual a fonte provém de j com relacao

a estrutura comparada, i;
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P4. Quando i = j, tem-se que 7;;(f) reflete a densidade espectral do processo,

com fonte em j.

Na Secao C.1.2.1, hd um comentéario sobre porqué a matriz X, deve ser
diagonal para que haja a causalidade de Granger instantanea e, portanto, com a

Equacao C.1.8 nao ha ambiguidade entre ambas formas de causalidade.
C.1.2.1 Sobre a causalidade de Granger instantanea

Para verificar a causalidade de Granger instantanea, pode-se mostrar que X,
é diagonal, se o estado presente da série adicionar pouco a predicao da outra série
[12]. Relagoes entre amostras presentes de séries temporais z;(n) estdo presentes
exclusivamente nas correlagoes dos processo de inovagoes w;(n). Diferentes testes

para testar se a matriz X, é diagonal podem ser apreciados em [12].

C.2 As variantes da PDC

Como foi visto na Secao C.1, a PDC é uma relagao de conectividade efe-
tiva, baseada em como uma série depende de outra, de modo direto, ou seja, na
representacao VAR. Dessa forma, a tnica dependéncia sao dos coeficientes das

matrizes A(r), da Equacao B.1.1.

Nessa secao, sao apresentadas as trés variagoes possiveis para a PDC: a ori-

ginal, a generalizada e a informacional.
C.2.1 PDC (original) — 7;;(f)

Conceito introduzido em [1]:

T (f) = AU (C.21)
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C.2.2 PDC generalizada — gm;;(f)

Conceito introduzido em [83]:

Ay ()loz?

: (C.2.2)
VA=)

gﬂ'ij(f) =

em que 0j; = E[w;(n)?], £q = Xy, oIk e (o) é o produto de Hadamard.
C.2.3 PDC informacional — vm;;(f)

Conceito introduzido em [84,85]:

i ~1/2
|Aij(f)lo ’ (C.2.3)

VB E ()

v (f) =

em que o0;; = E [w;(n)?].
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ANEXO D - DEMONSTRACOES DOS
TEOREMAS DO
CAPITULO 3

Este apéndice é dedicado as demonstragoes dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2, apre-

sentados no Capitulo 3.

D.1 Demonstracao do Teorema 3.1.1

Demonstracao. Por estacionariedade, é suficiente mostrar que o negativo do lado

direito da igualdade da Equacao 3.1.4 ¢é igual a

E{—ln

que por sua vez é a prépria interpretacao probabilistica da ApEn, dada pelas

P (r)
cM(r)

} =E{-I[P(Jz; —a;| <r ‘ [zj — x| < 7))

Equagoes 2.2.5 e 2.2.6, quando m = 1. Como se sabe, a probabilidade condicional

é:

P (|ZL'] — ZL’Z| S T & |3L’j_1 - l‘i_1| S T‘)
P(lzies —zjaf <)

P(|z;— | <r ’ zjo1 — x| <7) =

Por defini¢ao [14], entropia é dada por

oo

E[ln(X)] = /hl(X)ﬂ'(X)dX.

—00

Logo, aplicando o operador esperanca a — In [IP (|$] —x| <r | |zj_1 — x| < T)},

chega-se a Equacao 3.1.4, em que p(z,y) é a pdf conjunta (ou probabilidade esta-



129

ciondria) dos processos x e y e m(x) a pdf marginal (ou probabilidade de equilibrio)

de z. O

D.2 Demonstracao do Teorema 3.1.2

Demonstra¢ao. Como, por hipdtese, o processo {xXp }nez € i.i.d., entdo p(zq, -+, x,) =
N

H 7(x;). Ainda, do Teorema 3.1.1, sabe-se que o estimador ApEn(m = 1,r, N)

i=1

converge em probabilidade para P (|z; —z;| <1 | |2j-1 —2;_1| < r). Dessa forma,
tem-se:
P(lz; — 2| <7 & |wjog — 2] <77)
Py — 25 <7)
B P (\:Uj — x| < 7") P (|~T:j71 — x| < 7")
P(lziy — 2] <7)

P (|z; — x| <7 | o0 —wia| <7) =

=P (|z; — x| <)
e, portanto, para processos i.i.d., tem-se: A/pﬁl(m =1, N) &P (Joj—ai| < ).

Como ja foi verificado que para o caso mais simples (m = 1), é possivel obter
~ - . ~
uma expressao para ApEn(m = 1,r, N), com boa aproximagao. Dessa forma, a

demonstracao segue pelo Principio de Indu¢ao Finita — PLZF:

Hipdtese de Indugao (HZ): 3k, 0 <k <m —1, m € Z%, Vi, j, tal que:

P (|~Tj+mfl — Tigm1| <7 ‘ T jph-1 — Tipr—1| < 7’) =P (‘%’erfl — Tizm-1] < 7’)

Tese de Indugao (TZ): Ik +1,1 < k+1<m,m e Z%, Vi, j, tal que:

P (|2j4m-1 = Ziymo] <7 | |20 — Tigk] <7) =P (|2j0m-1 — Ziym-| <7)

Portanto, como o processo {Xp }nez € i.i.d., por hipétese, desenvolvendo-se o
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primeiro membro da TZ, deve-se ter:

P (’xj+mfl — ZE'Z'er,l’ <r ‘ |xj+k — xi+k‘ < 7") <~

P (‘ijrmfl - $i+m71| <ré& ‘l'jJrk - $i+k| < 7”)
P(lzjin — zign| <7)

P (|xj+mfl - xi+mfl| < 7“) P (‘ijrk - 37i+k‘ < 7”)
P(|2j4x — ign| <7)

—

<~

< <~

<— P (lx]‘+m—1 - xi—‘,—m—ll S T)?

que ¢ igual ao segundo membro da TZ.

Portanto, para processos i.i.d., tem-se:
ApEn(m, r, N) ﬁ) P (’ij+m_1 — wi—&-m—l’ S T),Vm S Zj_

e, assim, chega-se a Equacao 3.1.5. O
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ANEXO E - SOBRE O INTERVALO

DE CONFIANCA DA
SampEn

Este apéndice discute como obter o intervalo de confianga (IC) da estatistica
SampEn(m,r, N), para o caso em que a distribui¢do deste estimador é assintoti-

camente Gaussiana (Normal), ou seja:

SampEn(m, 7, N) % N(u, 02),

em que u e o2 sdo, respectivamente, a média e a variancia, da respectiva distri-
buicao.

Os resultados principais sao extraidos de [21].

E.1 Intervalo de confianca — IC

A(r)
B(r)

a probabilidade condicional de que duas séries temporais tendem a ficar similares

estima

Como foi discutido na Definigao 2.2.2, a estatistica @(m, r) =

em m + 1 pontos, dado que sao parecidas em m pontos. A precisao da estimativa

da CP(m,r) pode ser regida pelo tamanho do IC, que é proporcional ao erro

_— O
padrao (SE(m, r) = M) da SampEn.

CP(m,r)
Dessa forma, se B(r) fosse fixo e todas as séries similares de m pontos in-

dependentes, umas das outras, entdo a varidvel aleatéria (v.a.) A(r) possuiria
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distribui¢ao binomial e a variancia da CP(m,r) seria, simplesmente:

(/]TD(m, T) (1 — @(m,r))
B(r) '

Entretanto, a situagdo é mais complicada, pois B(r) também é uma v.a. e é
correlacionado com A(r). Essa tltima afirmagao é um tanto 6bvia, pois nao se
pode deixar de considerar os casos em que ha uma sobreposicao entre as séries

similares por m 4+ 1 e m pontos.

Na Secao E.2 mostra-se como calcular uma estimativa da variancia da SampEn,
que é dada por:

B @(m,r) (1 — (/]T)(m,r))
CP(m,r) B(r)

1 A . —~ 2
Fary [Kalm.r) = K(m,r)CP (. 7)].
(E.1.1)
em que K a(m,r) e K p(m,r) sdo as estimativas dos nimeros de pares em que héa

sobreposicoes entre séries similares m + 1 e m pontos, respectivamente.

Usando a seguinte aproximagao (chamada de padrdo, na literatura):

g [éf’(m, r)] ‘ G D () (E.1.2)

T 4[CP(m,r)]

com g(x) e ¢'(x) dados, respectivamente, por:

g[(/ﬁ’(m,r)] =—In [@(m, 7’)]

R ' (E.1.3)
J[CP(m,r)] = ——,
(CPm. )] CP(m,r)
0 gﬁ(m, r) da SampEn pode ser estimado por:
_ oger
SE(m,r) = _CRlmr) (E.1.4)
CP(m,r)

Assim, para valores de m pequeno o suficiente e r grande o suficiente, porém
obedecendo as faixas de valores discutidas no Capitulo 3, pode-se assumir que a

SampEn possui distribuigao Gaussiana (Normal — N(u,0?)) e o IC é calculado
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da seguinte maneira:

— s 0=
IC = [— In [CP(m,T)} - ’Za/2 _CPlmr) ; —In [CP(m r ] + |Za/2’ —C;F()(m T)J )
m,Tr

(E.1)5)

, « . . ~ , .
em que ‘za/2| éo 5 quantil da Gaussiana padrao e « é o erro tipo L

E.2 Estimativa da variancia da SampEn

Dada a série temporal u(n) := (u(1),--- ,u(N)), de comprimento N e as-
sumida ser i.i.d, sejam os blocos X, (i) := (u(i),u(i + 1), -+ ,u(i + m — 1)), de
comprimento m (1 < i < N —m + 1). Relativamente a Defini¢do 2.2.2, as

expressoes de B(r) e A(r) podem ser rescritas da seguinte forma:

ZUB m,r) (E.2.1a)
ZUA m,r) (E.2.1b)
em que:

1, se x,(i) coincide com x,,(j)
UB(m,r) = (E.2.2)

ij
0, caso contrario.

1, se Xp41(i) coincide com  Xy,,41())

Uji(m,r) = (E.2.3)

0, caso contrario.

—~ A
Portanto, a variancia da probabilidade condicional, CP(m,r) = (r) fica:

1
52 _ A A
O (mr) = B(T)VAR[ ;j E COV (Uj;(m,r),Ug(m,r)) .

(E.2.4)

No somatério da Equacao E.2.4, para os pares em que ha coincidéncia de pares
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de tamanho m, quando ¢ = k e j = [, deve-se ter:

Cov (Ui?(m, r),Uj(m,r)) = VAR[A(r)] = él\j(m,r) (1 - @(m, r)) , sei=kej=I.
(E.2.5)
Se, nos pares contados, nao ha pontos em comum, entao eles sao independentes

e, portanto, descorrelacionados, acarretando a:
COov (Ui‘?(m, r), Ufy(m, 7)) = 0. (E.2.6)

Porém, se os blocos se sobrepoem, a covariancia pode ser estimada por:
—— 2
COV (U{?(m, ), U,ﬁ(m,r)) = Uf;(m,r)Uﬁ(m, r)— CP (m,r)
~2
1 —CP (m,r) se dois blocos de m + 1 pontos coincidem

2
—CP (m,r) caso contrario.
(E.2.7)

Dessa forma, a variancia pode ser estimada pela Equacao E.1.1.

Note que o célculo das quantias K4(m,r) e Kg(m,r) nao é trivial. Sao
necessdrias as contagens de todos os pares referentes a B%(r) e, como do ponto

de vista de algoritmo, a contagem de B(r) é O(N?), 62~ serd O(N*). Dessa

CP(m,r)
forma, para valores pequenos m e grandes de r, a complexidade pode se tornar

alta.

Vale, ainda, ressaltar que a condi¢ao de que um bloco (i, j) sobreponha um

outro (I, j) é equivalente a:
min(i — k,i—1,j—k,7—1) <m, (E.2.8)

e, de acordo com a teoria de contagem, é necessario cuidado para que os pares

que se sobrepoem nao sejam contados duas vezes.
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feréncia de conectividade nao-linear entre séries temorais. In: Congresso
de Matemdtica Aplicada e Computacional — Regido Sudeste. Uberlandia:
[s.n.], 2011. (Aceito para publicagao).
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Semiparametric Detection of Nonlinear Causal Coupling Using Partial
Directed Coherence

Lucas Massaroppe

Abstract— Infering causal relationships from observed time
series has attracted much recent attention. In cases of nonlinear
coupling, adequate inference is often hindered by the need
to specify coupling details that call for many parameters and
global minimization of nonconvex functions. In this paper we
use an example to investigate a new concept, termed here
T ing entropy ipping, whereby time series are mapped
onto other entropy related time sequences whose analysis via a
linear parametric time series methods, such as partial directed
coherence, is able to expose the presence of formerly linearly
undetectable causal relationships.

Keywords:Approximate Entropy, Sample Entropy, Granger
Causality, Partial Directed Coherence

I. INTRODUCTION

Specially in neuroscience [1], [2], [3], [4], [5], [6], [71, [8],
but also in other biomedical applications [9], [10], [11], much
recent attention has been paid to methods for infering the
relationship between observations that evolve in time. This
endeavour has become known as the study of "connectivity’
and is now seen as a pre-requisite for elucidating the brain’s
inner workings. The reason behind this interest is furthered
by the fact that these techniques enable constructing plausible
causal explanations for the time evolution of observations in
connection to brain states while avoiding often invasive and
possibly harmful direct intervention procedures.

Many currently promising techniques somehow ultimately
rely explicitly or not on the idea of Granger causality [12].
The reason for this interest, in addition, is the possibility of
providing precise measures of information flow [13], [14]
which includes the interaction direction as opposed to mere
correlation based methods [15].

To date, possibly thanks to their well understood con-
vergence properties, the most sucessfull techniques employ
adequately fitted linear multivariate models to simultaneously
acquired time series data [16], [17]. It is noteworthy that such
techniques have even proved sucessful in detecting some
instances of nonlinear interactions given sufficiently high
model order and lengthy observations [18].

However, in some cases such as for quadratic coupling (see
Sec. III below), linear model approximations fail. Whereas
alternatives obviously exist, both nonparametric [19], [20],
[21], [22] and parametric [10], [23], they often require many
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observations for converging. In the parametric case, addi-
tional difficulties arise from reliance on ’ad hoc’ structural
assumptions and from the usually non convex nature of the
functionals employed to obtain parameter estimates.

In this paper, to capture the presence of nonlinear interac-
tions whose presence is linearly undetectable, we investigate
a new hybrid approach we term running entropy mapping.
The main idea is to compute a time dependent measure
of a time series’s complexity over a suitably long running
window. This produces an allied time series that portrays
how its complexity evolves in time. The next step consists
of comparing the resulting mapped time series among them-
selves via linear multivariate methods.

The rest of this paper is organized as follows: Sec. II
describes two entropy running measures and their computa-
tion and briefly recaps partial directed coherence (PDC) [3]
whose use is made in Sec. III to illustrate the effectiveness
of the proposal for a simple model. This is followed by a
brief discussion and conclusions in Sec. IV.

II. THE METHOD

There are two steps to the method: (a) entropy map-
ping and (b) linear analysis of the resulting mapped series.
Whereas many alternatives exist for the second step, here for
definiteness we employ partial directed coherence (PDC).

A. Running Entropy Mapping

Consider a time series x;(n) comprising N sequential ob-
servations. Associate it to another time series & (n) sequence
generated from a sliding window x(n—W +1),...,x(n) and
constructed so as to reflect some measure of the original time
series complexity.

In this paper we examine two such measures: (a) Pincus’s
approximate entropy [24], [25], [26] and (b) Lake’s et al. [27]
bias corrected sample entropy which justifies the running
entropy mapping terminology adopted here.

In addition to the window length, W, the latter entropies
require defining an embedding dimension m and a radius r
and consist of counting the odds of sample m length packets
in the series that are close to each given such packet to within
a distance r.

Whereas the proposal of the latter filtering of x;(n) is a
quite general one, the choice of the latter entropy measures
is justified by their fast convergence in terms of number of
observed points as W << N and their reasonable reported
immunity to the presence of additive noise [28]. An added
advantage is their asymptotic gaussian behaviour consistent
with the statistical tests [29] adopted herein.



The next step consists of applying causality analysis
relating mapped &;(n) time series among themselves rather
than the original x;(n) series.

B. PDC Analysis

Partial directed coherence was introduced [3] as a means
of exposing linear Granger causal relationships in the fre-
quency domain. When relating K simultaneously observed
time series PDC is given by:

Aii(f)
e
”51 |A(f)

P .
1= Y aij(He 32 if i=j
=1 ) 2
a;j(1)e 32711 otherwise
1

mij(f) = (Y]

where

I

T M~

for j = /=1 and where a;;(I) are the coefficients of an
adequately fit multivaritate autoregressive model which in
the present proposal relates the associated entropy time series
rather than the original observations.

III. SIMULATION RESULTS

To examine the proposed approach, consider the following
model describing a linear stochastically fed oscillator

x1(n) = 2Rcos(.2m)x; (n— 1) — R2x1 (n— 2) +wi (n),
x2(n) = —9x2(n— 1)+ a2 (n— 1) +wa(n),

3)
that is quadratically connected to a low pass system filter
whose connectivity strength is gauged through f3. Both w;(n)
were taken as gaussian zero mean mutually uncorrelated
white driving processes. The simulations used a sharp reso-
nance, i.e. R =.99.

it

8

3

10
x,(n)

o 500 1000 1500
Samples (n)

Fig. 1. A realization of (a) x;(n) and (b) x,(n) from the model in Eq. 3
comprizing 1,500 time samples (R =.99 and 8 = .05).
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1

- -
0 5

Source

Fig. 2. The computed PDC, in standard form (see text), for the data in
Fig. 1 showing that the existing nonlinear influence from x;(n) to x»(n) is
not captured.

A sample run (1,500 data points) of such vector process
is shown on Fig. 1 whose model led to the PDC portrayed
in Fig. 2 where no causality can be detected at 5% as the
estimates are below the dashed line threshold [29]. In Fig.
2, the usual matrix convention [3] of portraying PDC is
adopted. The graphs along the main diagonal represent the
series power spectral (arbitrary unit log scale) whereas the
counter diagonal portrays PDCs, i.e. the spectral connectivity
representations where the bottom left graph corresponds to
the xi(n) — x2(n) connection and the upper right graph to
x2(n) — x1(n). Similar conventions apply to all PDC graphs
used herein.

A. Approximate Entropy

&)

L L L
] 200 400 1000 1200

600
Samples (n)

Fig. 3. Approximate running entropy series computed for the data in Fig.
1 using W =150, m=1 and r =.15.
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0 5 0 5

& &

Source

Fig. 4. PDC results for the traces in Fig. 3 in standard form as described in
the text showing correctly inferred directionality, i.e. PDCj_,» (left bottom
graph) is above the dashed threshold, whereas PDC>_,; is mostly below
threshold.

Reconstruction of the allied approximate entropy time
series [E4(n) E5(n)]" (using W = 150, = 0.15, h =1 and
m = 1) is shown on Fig. 3 and its associated computed PDC
on Fig. 4 where significant £{'(n) — &{(n) is present above
threshold and correctly infers interaction direction whereas
no significant interaction happens in the reverse direction.

TP | FP TP | FP
R=099, h=1 B=005 B=0,10
m=2,W =150,7 =010 | 82.60 | 2432 || 9864 | 8245
m=1,W=150,7 =015 | 93.92 | 238 || 9998 | 531
m =2, W=200,7 =010 | 9588 | 4505 || 9987 | 8759
m =1, W =200,7 =010 | 9560 | 321 || 10000 | 5.84
TABLE I

APPROXIMATE ENTROPY RESULTS FOR 10,000 TRIALS AS A FUNCTION
OF COUPLING STRENGTH () AND SPACE RECONSTRUCTION
PARAMETERS. THE TP LABEL REFERS TO THE PERCENTAGE OF TIMES
&'(n) — &4 (n) 1S CORRECTLY DETECTED WHILE THE FP LABEL REFERS
TO THE RATE OF REVERSE INCORRECTLY DETECTED CONNECTIONS

(&5 (n) = &f'(n)).

To assess method robustness and its dependence on en-
tropy space parameters , 10,000 realizations of the process in
Eq. (3) were used in obtaining the values of Table I where the
crucial nature of reconstruction parameter choice becomes
apparent, the best results happen for m =1, W =150, h =1
and r =0.15 even for small  and are to within the expected
5% test significance.

B. Sample Entropy

Similar results are obtained using the sample entropy
(reconstructed [&5(n) & (n)]” series on Fig. 5 for W = 150,
h=1and m =1) and its allied PDC (Fig. 6) where again
connectivity is correctly inferred at 5% (see also Table II).
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600 800 1000 1200
Sample (n)

Fig. 5.

Running sample entropy reconstruction from the data in Fig.

Target

Source

Fig. 6. Standard form PDC (see text) between the traces in Fig. 5 show
correct directional connectivity inference.

TP | FP TP | FP
R=099, =1 B =005 B=0,10
m=2, W =150, 7 =0,10 | 94,67 [ 505 || 9999 | 337
m=1,W =150, r=0,15 | 9396 | 2,36 || 100,00 | 1168
m=2, W =200, 7=0,10 | 98,68 | 9,39 || 9997 | 634
m=1, W =200, r=0,10 | 9390 | 340 || 100,00 | 1325
TABLE II

SAMPLE ENTROPY RESULTS FOR 10,000 TRIALS AS A FUNCTION OF
COUPLING STRENGTH (f3) AND SPACE RECONSTRUCTION PARAMETERS.
THE TP LABEL REFERS TO THE PERCENTAGE OF TIMES &/ (n) — &5 (n) 1s

CORRECTLY DETECTED WHILE REFERS TO THE RATE OF REVERSE
INCORRECTLY DETECTED CONNECTIONS (&3 (n) — &5 (n)).



IV. DISCUSSION AND FUTURE WORK

Though in many ways still preliminary, the present results
point to the potential of using suitable transformations of
time series to still infer causality by fitting linear models
between the resulting transformed series in those cases where
the causal coupling between the original time series is in
principle not even approximately detectable via linear vector
autoregressions.

The basic idea presented herein is that of using the fluc-
tuations in entropy measures to gauge how complexity flows
from one time series to another. The extensive simulations
portray how critical phase space reconstruction is for the
process to work properly thus giving rise to the new problem
of optimal (W, m, r) parameter choice in the present context.

As perhaps expected, sample entropy proves slightly su-
perior by generating a lower false positive rate.

It is interesting to note that testing many of the mapped
running entropy series resulted in the presence of significant
cointegration between traces which passed specific Granger
causality tests at rates comparable to the ones presented here.

The present study case points to the interest in studying
the present methodology further specially in cases of models
comprizing larger dimensions. Exploratory investigation of
further examples is under way. The study of alternative
running maps is also in progress.
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Resumo: Inferéncia de relagoes causais entre séries temporais tem atraido muita atengao re-
cente. Quando o acoplamento é nao-linear, essa tarefa torna-se particularmente dificil pois é
preciso usar modelos nao-lineares especificos. Neste trabalho, usa-se um exemplo para investigar
uma alternativa, denominada de mapeamento por “entropia deslizante”, na qual séries
sao mapeadas em outras sequéncias temporais relacionadas a sua entropia e que podem ser ana-
lisadas usando métodos lineares, como a coeréncia parcial direcionada, para expor a presenca de
relagoes causais, dispensando o uso de modelos paramétricos nao-lineares em sua detec¢ao.

1 Introducao

Até hoje, possivelmente gragas ao bom entendimento das propriedades de convergéncia, as
préticas mais bem sucedidas para a inferéncia da Causalidade de Granger [2] empregam técnicas
de regressoes a modelos de dados multivariados de séries temporais observadas [4]. Para alguns
casos de acoplamento nao-linear, técnicas meramente lineares se mostram capazes de detectar
interagoes desde que se usem observagoes e modelos suficientemente longos. Entretanto, ha casos
nos quais essas aproximacoes lineares falham, como o de acoplamento quadrético (veja Segao 3).
Aqui, para se capturar a presenga de interacoes nao-lineares, propoe-se uma nova abordagem
hibrida, dita mapeamento por entropia deslizante, cuja ideia principal é calcular uma
medida de complexidade, dependente do tempo, para uma série temporal, usando uma janela
deslizante, isso é, um intervalo de tamanho fixo ao do tempo. Isso produz outra sequéncia que
retrata como a complexidade da série original evolui. O passo seguinte consiste em comparar
resultados destes mapeamentos entre séries de interesse usando métodos lineares multivariados.

2 Meétodo

As duas fases do método sao: mapeamento e andlise linear das séries mapeadas.

2.1 Mapeamento

Considere uma série temporal z;(n), com N pontos, em que n e i sdo, respectivamente, os
indexadores do tempo discreto e da série. Associada a x;(n), seja a sequéncia &;(n) gerada, a
partir de uma janela deslizante de tamanho W, com passo de deslocamento de comprimento h:

[wi(n — W +h) - xi(n)],
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que reflete uma medida de complexidade da série original na qual os pontos da janela sao usados
para calcular estatiticas como a entropia aproximada de Pincus [5] e a entropia amostral de Lake
et.al. [3] (essa dltima corrige o viés estatistico da primeira).

Além do comprimento da janela, W e do passo, h (que indica como a janela se movimenta
sobre a série), é necessdrio considerar os parametros de cdclulo das entropias propriamente
ditas, i.e., a dimensao do espago de estados, m e o raio de tolerancia, r, para que se possa contar
quantos padroes similares ocorrem em blocos com comprimento m, em uma distancia r dentro
da janela, segundo as defini¢oes dadas por Pincus [5] e Lake et.al. [3].

Embora a proposta do mapeamento de z;(n) seja geral, as escolhas destas medidas de en-
tropia se justificam por sua rédpida convergéncia, em termos do nimero de pontos em que sao
calculadas (W é muito menor do que N) e sua razodvel imunidade a ruido conforme relatado
em [5]. Outra vantagem ¢é a gaussianidade assintética dos respectivos estimadores, que se faz
consistente com os testes estatisticos adotados.

2.2 Analise linear das séries mapeadas

A etapa seguinte consiste em aplicar a andlise linear usual de causalidade as séries mapeadas,
relacionando as sequéncias &;(n) entre si, em lugar de usar as séries z;(n) originais.

Embora haja diversas alternativas, aqui emprega-se a coeréncia parcial direcionada (partial
directed coherence — PDC'), introduzida em [1], como uma forma de se interpretar a causalidade
de Granger no dominio da frequéncia. Quando K séries temporais sao observadas simultanea-
mente, a PDC ¢é dada por:

_ A5 (f)
mii(f) = ¥7 (1)
K
> lAun|
=1
sendo: »
1- Zaij(r)e*m”fr, se i=]
Ai(H=q » 2)
*Zaij(r)e_i%fr, caso contrario,
r=1
em que i = —1, a;j sao coeficientes de um ajuste adequado por um modelo autorregressivo

vetorial (vectorial autoregressive — VAR), que diz respeito as series “informacionais” (geradas
com os métodos de entropia), em lugar das das séries originais, |-| denota médulo, f é a frequéncia
normalizada em que a PDC é calculada e p é a ordem do modelo VAR, escolhido por um critério,
e.g., Akaike, bayesiano de Schwartz, erro de predicao final ou Hannan-Quinn (ver [4]).

3 Resultados de simulacoes
Com a finalidade de se validar o método proposto, considere o seguinte modelo:

2Rcos(0,2r) 0 - —R? 0] N 0 w 3)
0 _079 n—1 0 0 n—2 /B-T%n_l ny

+
Xn = (T1n T2n) € {Wntnez ~ N(O2x1,I).
Observe que a equagao de 1, descreve um oscilador com frequéncia de ressonancia bem

definida (f = 0,1 — ver Figura 1(a)), que estd acoplada, de maneira quadritica & segunda
(z2.), que é um filtro passa-baixas®, cuja conectividade pode ser aferida pelo pardmetro j3

Xn =

!Filtro passa-baixas é um sistema que permite a passagem de baixas frequéncias sem dificuldades e atenua (ou
reduz) a amplitude das frequéncias maiores que a de corte.
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&ln)

o s

(a) PDC entre as séries Originais (b) PDC entre as séries de ApEn (¢) PDC entre as séries de
— (@i w20)" — (&i(n) &5(n))" SampEn — (£i(n) &(n)) "

Figura 1: Forma padrao das PDCs (conforme texto) calculadas entre as séries indicadas nos itens
(a), (b) e (c). Repare que nos itens (b) e (¢) hd uma evidente melhora da correta inferéncia da
direcionalidade, i.e., PDC_2 (grafico abaixo e a esquerda) estd acima do limiar em tracejado,
enquanto que para PDC5_,1 estd sempre abaixo do limiar. J4 ao se observar o painel (a), é
impossivel inferir a correta dire¢ao de causalidade.

(fator de acoplamento entre as séries). As simulagoes foram feitas tomando-se R = 0,99, para
que o espalhamento espectral do pélo fosse pequeno e h = 1.

Uma PDC tipica entre os processos da Equagao (3) (com 1.500 pontos), na Figura 1(a),
mostra que é impossivel detectar a correta direcao da causalidade, considerando um nivel de
significancia de 5%, jd que as estimativas estdo abaixo das curvas de limiar, tracejadas [6].
Nessa mesma figura, a maneira usual [1] de se apresentar a PDC é adotada. Os graficos na
diagonal principal representam a densidade espectral (em unidades arbitrdrias logaritimicas) e
na antidiagonal, estdo as PDCs, i.e., as representagoes espectrais da conectividade, em que o
grafico abaixo e a esquerda representa a conexao xi, — %2, € o grafico acima e a direita,
2oy — 1. Convengoes similares sdo usadas em todos os graficos das PDCs, no texto.

3.1 Robustez

As Figuras 1(b) e 1(c) mostram as PDCs entre, respectivamente, as sequéncias de séries de
entropia aproximada (£§(n) §§(n))T e as séries de entropia amostral (£5(n) &5 (n))". Nos dois
casos, foram usados os seguintes parametros para reconstrugao: W = 150, r = 0,15, h =1 e
m = 1. Repare que a causalidade é sempre identificada de maneira correta: £(n) — £5(n) e
& (n) — &(n), pois estao acima do limiar, mas suas inversas nao sao significantes.

Para se verificar a robustez do método, realizou-se simula¢ao de Monte Carlo, com 10.000
replicagoes, sempre com R = 0,99 e h = 1. Os parametros W, m e r sao mostrados na Tabela 1.

3.1.1 Tabelas de contingéncia

As tabelas de contingéncia mostram o quanto os dois algoritmos acertam conjuntamente,
erram conjuntamente e se apenas um deles acerta.

Observando-se as Tabelas 1(a), 1(b), 1(c) e 1(d), percebe-se que o algoritmo da SampEn
possui um desempenho superior ao da ApEn, pois, em todos os casos, o primeiro acerta, sozinho,
mais vezes, do que o segundo.

Dessa forma, conclui-se que o conjunto de parametros mais favordvel para uso do método é:
W =150, h=1, m=1,r=0,15.

4 Discussao e trabalhos futuros

Embora com resultados preliminares, ha potencialidade de se usar transformagoes satis-
fatorias de séries temporais, para se inferir causalidade por ajuste de modelos lineares, entre as
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Tabela 1: Tabelas de contingéncia, comparando os resultados dos algoritmos da ApEn e SampEn,
para 10.000 realizagbes, como funcdo do fator de acoplamento (). Os parametros dos casos
simulados sdo mostrados nos itens (a), (b), (c) e (d).

(a) Caso 1. (b) Caso 2.
W =150, m =2, r = 0,10 W =150, m =1, r = 0,15
5 =0,05 £ =0,10 B =0,05 5 =0,10
ApEn
Acerto | Erro Acerto | Erro Acerto Erro Acerto Erro
SampEn
Acerto 55,88 1,81 92,45 0,03 88,21 0,00 99,92 0,00
Erro 38,36 96,05 7,48 99,96 11,79 100,00 0,08 100,00
(c) Caso 3. (d) Caso 4.
W =200, m=2,r=0,10 W =200, m =1, r=0,10
5 =0,05 £ =0,10 B = 0,05 £ =0,10
ApEn
3 Acerto | Erro Acerto | Erro Acerto Erro Acerto Erro
ampEn
Acerto 77,43 2,01 98,21 0,02 91,89 0,00 99,91 0,00
Erro 18,42 97,86 1,73 99,96 8,11 100,00 0,09 100,00

sequéncias transformadas, especialmente nos casos em que a conectividade é indetectavel.

A ideia bésica apresentada aqui, é usar as flutuacoes das medidas de entropia para medir
como a complexidade migra de uma série para outra. As simulagoes de Monte Carlo deixam
evidente como é critico reconstruir o espaco de fases para que se tenha sucesso, dando origem
ao problema de escolha 6tima dos parametros (W, m, r).

Como era de se esperar, o algoritmo da SampEn possui um desempenho melhor do que o da
ApEn.

O presente estudo indica o interesse em investigar a metodologia em modelos de maiores
dimensoes. Analise exploratéria de tais exemplos também estd em curso e métodos alternativos
de mapeamento estao sendo investigados.
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