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RESUMO

Este trabalho aborda o problema da inversao do vetor momento magnético, com
ampla aplicacdo na Ressonancia Nuclear Magnética (RNM). Em vez de uma sequén-
cia de impulsos e de abordarmos somente o problema de conduzir o vetor de —e3 para
+e3, escolhemos uma lei de controle limitada e analisamos o processo de vdrias itera-
coes (voltas completas). Através do método da medianizag¢do, obtemos uma solucdo
explicita aproximada para o sistema e, através dela e de alguns teoremas auxiliares
sobre rotagdes, discutimos a propagacao do erro em mdédulo e fase cometido apds a
realizacdo dessas iteragdes.



ABSTRACT

This dissertation considers the problem of inversion of the magnetic moment vec-
tor, with wide application in Nuclear Magnetic Resonance (NMR). Instead of a pulse
sequence and only approach the problem of driving the vector from —e3 to +e3, we
choose limited controls and we analyze several iterations of the process (laps). By
the averaging method, we obtain an approximate explicit solution for the system and
through this method, together with some auxiliary theorems on rotations, we discuss
the propagation of error in magnitude and phase committed after performing these
iterations.



RESUME

Cette theése s’agit d’un probleme sur I’inversion du vecteur moment magnétique,
avec une large gamme d’applications dans la Résonance Magnétique Nucléaire(RMN).
Au lieu d’une séquence d’impulsions, et d’aborder seulement la conduction du vecteur
de e3 a +e3, nous avons choisi les contrdles limités et nous avons analysé le processus
de plusieurs interactions (tours complets). Par la méthode de la moyennisation, nous
avons obtenu une solution explicite approchée pour le systeme et, a travers certains
théorémes auxiliaires sur les rotations, nous avons discuté la propagation de 1’erreur
en module et la phase engagée apres la réalisation de ces interactions
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1 INTRODUCAO

1.1 Apresentacao

No processo de ressonancia nuclear magnética, uma das etapas consiste na inver-
sdo do vetor momento magnético dos protons dos dtomos de hidrogénio. O momento
magnético, no caso dos prétons (que tém carga positiva), possui a mesma direcao e sen-
tido do spin. Inicialmente, os momentos magnéticos nucleares apontam para direcdes
aleatdrias, fazendo com que ndo haja uma magnetizacdo macroscopica. Entretanto,
quando submetidos a um forte campo magnético uniforme, os prétons se comportam
como uma pequena bussola, tendendo a alinhar-se paralela (estado de menor energia)

ou antiparalelamente a este (estado de maior energia)'.

Supondo como configuracao inicial do sistema os vetores de momento magnéticos
jé alinhados por um campo magnético By, nosso objetivo € agir sobre By de modo que
os vetores de estado dos prétons que se encontram no estado de menor energia passem

ao estado de maior energia.

Fixando um sistema de coordenadas no qual a direcdo de By é o eixo z e o seu
sentido apontando para baixo, podemos dizer que queremos levar os vetores de estado
dos momentos magnéticos que encontram-se em —e3 a um estado final proximo de

+e3 em um tempo T > 02. Durante esse processo, o vetor momento magnético realiza

'Na verdade esse alinhamento nio é perfeito e os vetores de estado formam um pequeno angulo com
—e3 ou +es.
ZPor razdes inerentes 2 Mecanica Quantica, a qual ndo é deterministica, ndo é possivel precisar que
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Figura 1: Inicialmente os spins do ensemble apontam em dire¢des aleatdrias (a), mas
apos a insercao de um campo magnético uniforme By (b), alinham-se na direacao deste.

um movimento de precessao em torno de um eixo dentro da chamada esfera de Bloch.

A esfera de Bloch € utilizada na representacdo de um sistema quantico de dois
niveis. Para o leitor menos familiarizado com a Mecanica Quantica, daremos aqui
uma breve explicacdo do que isso significa. Muitas grandezas do mundo microscopico
apresentam-se quantizadas, isto €, ao serem medidas ndo podem assumir quaisquer
valores e sim alguns valores pré-determinados dentro de um conjunto discreto. No
caso de um sistema quantico de dois niveis, ao se realizar uma medicao sobre a
varidvel de interesse, esta pode assumir somente dois valores possiveis. Entretanto,
antes da medi¢do, a varidvel pode apresentar um estado de superposi¢do desses
dois estados e a forma como isso acontece influencia na probabilidade de obtermos

um resultado ou outro quando realizamos uma medida sobre ela. Uma maneira de

o vetor de estados saiu de um estado estaciondrio para outro sem realizar uma medi¢do e, portanto,
consequente colapso da fungdo de onda.
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representar isso geometricamente € utilizando uma esfera centrada em O e raio 1, um
vetor com centro na origem cuja extremidade varia dentro da esfera representando o
estado (no caso, M) e, para cada medida realizada, adotamos dois vetores opostos
(no caso, +e3 € —e3) como representantes do resultado. Informalmente, quanto mais
"préximo"o vetor de estados M estiver de um ou outro no instante da medi¢do, maior
serd a probabilidade de, ao se realizar a medida, obtermos aquele resultado. Como a
"distancia"aos polos da esfera depende somente da coordenada na direcdo de e3 do
vetor M, a fase desse vetor (angulo entre a projecdo de M no plano xy e o eixo x) é

irrelevante na influéncia sobre a probabilidade de obtencdo de determinado resultado.

Figura 2: Movimento de precessao do vetor momento magnético M(t,w,d) dentro da
esfera de Bloch

O que temos entdo é um tipico problema de controle, isto é, existe uma grandeza
fisica a qual desejamos conduzir, em tempo finito, de um estado inicial a um estado
final bem definidos. Mais que isso, queremos controlar toda uma familia de sistemas,

que denominaremos ensemble, através de uma Unica a¢ao sobre o campo magnético
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estatico (um unico vetor de controle).

1.2 Objetivos

Nesse trabalho, abordamos o problema de controlar um ensemble (conjunto com
um ndmero muito grande de sistemas com dinadmicas que diferem por um parametro)
que varia lentamente, levando-o de um estado inicial —e3 (comum a todos os elementos
do ensemble) a passar por um estado intermedidrio +e3 e fazendo-o retornar ao estado
original —e3, repetindo esse ciclo por n vezes, onde n € um inteiro positivo qualquer.
Como a cada ciclo um pequeno erro ¢ cometido (o vetor de estados nunca fica sobre-
posto exatamente a +e3 € a —e3 apOs sair da condicao inicial), é natural perguntar-se se,
apos n iteracdes, conseguimos controlar a propagacdo do erro. Serd que ainda assim,
apos tantas repeticdes do ciclo, existe uma lei de controle adequada que faz com que o
vetor de estados, apesar de ndo sobreposto, fique suficientemente préximo de —e3? Ve-
remos que sim, isto é, € possivel, para uma escolha adequada dos parametros de nossas
fun¢des de entrada, fazer com que o erro final cometido fique inferior a duas vezes o
erro cometido na primeira iteragdo (o qual é tdo pequeno quanto mais lentamente se

realizar o ciclo).

A Mecanica Quantica diz que, ao realizarmos uma medi¢do no sistema, este
assumird somente dois estados (—e3 e +e3). Apesar de termos duas possibilidades,
as probabilidades de obtermos essas medidas ndo € igual e depende do estado que
tinhamos imediatamente antes da medicdo. Logo, quanto mais préximos conseguir-
mos deixar o estado da medida desejada, mais alta serd a probabilidade de a obtermos
posteriormente (por isso € importante que o vetor de estados do momento magnético
do préton de hidrogénio fique o quanto mais préximo se consiga de —e3 apds os n

ciclos).

Outra questdo a ser observada € para qual direcdo aponta o vetor de estados
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Figura 3: Quanto mais proximo esta o vetor de magnetizagdo M de —e3 ap0s o ciclo,
maior a probabilidade de, ao efetuar-se a medi¢do, obtermos como resultado —e3.

dentro da esfera de Bloch ao final de todo esse processo. Pela Mecanica Quantica,
essa pergunta seria irrelevante, ja que a fase do vetor ndo influencia a probabilidade de
se obter um resultado ou outro. Porém, verificaremos que, para que ao final de todos
os ciclos o vetor de magnetizacio M(nT,w,d), com 1 < n < n, permanega proximo
de —e3 é condi¢do suficiente que consigamos limitar também a variacdo de sua fase,
isto é, que apds o n-ésimo ciclo M(nT,w,d) tenha fase proxima a M(T,w,d). As
simulacdes mostrardo que essa condicdo é também suficiente, onde verificaremos que

no unico caso nao coberto pelo teorema, teremos uma propagacao ilimitada do erro.

1.3 Contribuicoes originais

Nossa contribui¢do é dar uma prova matematica afirmativa a questao do controle

do vetor de estados do momento magnético tanto em relacdo a proximidade com o
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Figura 4: Numa medic¢do do vetor de estados M(#,w,0), a probabilidade da obtengao
de um ou outro resultado ndo se altera com a dire¢do para o qual estd apontando

estado desejado (médulo) quanto a direcdo que o mesmo adquire apds a realizacdo de

n iteracdes do ciclo de levi-lo de —e3 a e3 e posteriormente retornar a —e3.

A utilidade dessa contribuicdo seria uma ferramenta para uma possivel solugdo
adiabatica para o problema tratado por [3]. Na solucdo proposta por [3] € utilizado
um trem de impulsos para colocar o ensemble com condicdo incial comum em —e3
a oscilar entre +e3 e —e3 (exatamente). Um outro controle é entdo utilizado para
resolver um problema mais geral de controlabilidade do ensemble para condicdes
inciais ndo comuns. Conjectura-se que a lei de controle aqui apresentada poderia

substituir o trem de impulsos utilizado em [3].
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1.4 Organizacao

Admitimos nesse trabalho que o leitor tenha algum contato prévio com conceitos
basicos de sistemas dindmicos. No capitulo 2, faremos algumas sessdes com 0s
preliminares matematicos necessarios para o entendimento do restante do trabalho.
Na secdo 2.1 apresentamos algumas defini¢cdes bésicas, como a de norma de um vetor,
e enunciamos alguns teoremas bdsicos da Andlise em RY. Na secdo 2.2 discutimos
o método da medianizacdo (averaging), utilizado na demonstragdo do resultado
principal do trabalho. O leitor que estiver interessado somente nos resultados e ndo em
sua formalizacdo e demonstracdo rigorosa, podera pular essas secdes e ir diretamente
as secoes 2.3, para entender a defini¢cdo do operador S, que se faz presente ao longo
de praticamente todo o trabalho, e, principalmente, a secdo 2.4, onde discutimos o

conceito de angulo de Euler, essencial para o entendimento do resultado que buscamos.

O capitulo 3 é o que contém o conteddo principal desse trabalho. Ali discuti-
mos o0 modelo matematico (equacgdes de Bloch) que governa a dindmica de um sistema
quantico de dois niveis submetido a um campo magnético estitico By, bem como
enunciamos os resultados principais que contém nossa contribuicdo. Em virtude do
carater interdisciplinar desse trabalho, que pode interessar a engenheiros, fisicos e
matematicos, optamos por omitir as demonstragdes logo apds o enunciado, deixando-
as para o proximo capitulo. Assim, hd maior fluéncia na leitura e compreensdo dos

resultados principais.

O capitulo 4 contém o enunciado e a demonstracio de diversas proposicoes
auxiliares que serdo utilizadas na prova dos teoremas principais, as quais sao apresen-
tadas no final do capitulo. O leitor interessado em uma abordagem mais intuitiva e
menos rigorosa pode pular esse capitulo sem prejuizo ao entendimento do restante do

texto. Apesar disso, todas as demonstracdes sao feitas de maneira detalhada, de forma
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que apenas alguma familiaridade com argumentos de cunho matemaético € exigida.

No capitulo 5 faremos diversas simulagdes, analisando a robustez do sistema
dindmico as variacdes dos diversos parametros envolvidos. Isso é de extrema
importancia por dois motivos. O primeiro deles é que, em nossas demonstracoes,
frequentemente recorreremos a tomar o periodo de cada iteracido grande o suficiente.
E natural, portanto, perguntar-se qual aproximadamente o valor do periodo que
considerariamos adequado. O segundo motivo € que, por tratar-se de um ensemble
(conjunto de muitos sistemas com dinamicas semelhantes), precisamos verificar se
todos os elementos do ensemble se comportardo da maneira esperada (mesmo 0s que

possuem valor de dispersdo um pouco mais distantes do ideal).

O capitulo 6 apresenta uma rdpida sintese e conclusdo das ideias apresentadas,
bem como levanta alguns questionamentos que serdo base para nossas pesquisas

futuras.
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2 PRELIMINARES MATEMATICOS

2.1 Conceitos basicos

Denotaremos por [a,b] ={xeR | a<x<b}e la,p[={xeR | a<x<b}

Analogamente se define os intervalos [a,b[ e ]a,b].

DEFINICA&O 1. Dado o conjunto RN = {(x1,...,xy)"|x; €R, B=1,...,N}, definimos

uma norma como sendo uma fungdo ||-|| : RN - R tal que:

e |lx|| > 0 para todo x e RN, sendo que ||x]| =0 & x = 0.
o |lx+ | < |Ixl| + |yl para todos x,y € RN.

o |lax|| = |ll|lx], para todo a € R e todo x € RN

Existem diversas normas em RY, todas equivalentes. Neste trabalho, adotaremos

sempre a norma || - ||, definida por

Ixll = llxlla = Vxi2+...+ xn2 2.1

Denotaremos sempre a base candnica de RN por {eq,...,en}.

DEFINICAO 2. Uma funcio f: U — RV, com U CRM, diz-se continua num ponto
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aeU se

Ve>0 36> 0 tal quellx—all <6 = |lf(x) - f@)ll < € 2.2)

A funcgdo f diz-se continua se for continua em todos os pontos de seu dominio.

Uma fungdo continua também diz-se de classe CP.

DEFINICAO 3. Uma funcéo f : I — RN, com I C R intervalo, diz-se continua por
partes se existe uma particdo {1}1< <k finita do intervalo I tal que f restrita a cada I

é continua.

DEFINICAO 4. Dada uma fungdo f: U = RN, com U CRM, se as derivadas parciais
ofi

E U >R coml1<i<Nel<j<M, existirem e forem continuas em U, dizemos
X
J

que f é uma fungdo de classe C'.
DEFINICAO 5. Dada f: U — RN, com U um conjunto aberto de RM. Dizemos que
f é diferencidvel em um ponto a € U se existir uma aplicacdo linear T : RM — RN tal

que

fla+v)—f(a)=TW)+r(v), onde lirr(l) % =0 2.3)

A transformacdo 7" evidentemente depende do ponto escolhido mas, fixado a € U,
ela € unica. por isso denotamos 7' = d f(a) e a chamamos de derivada de f no ponto a.

Prova-se que toda fungio de classe C! ¢ diferencidvel.

Uma funcdo bijetora f diferencidvel cuja inversa f~' também ¢é diferencidvel

diz-se um difeomorfismo.

DEFINICAO 6. Seja f: U — RN, com U um conjunto aberto de RM. Dizemos que
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f é uma fungdo de Lipschitz em U c RM se existir c € R, ¢ > 0, tal que, para todos x,

y € RM temos

I (x0) = fDIl < cllx =yl (2.4)
A constante ¢ denomina-se constante de Lipschitz.

TEOREMA 1. (DA FUNCAO INVERSA) Seja f: U — RY, de classe C', definida
no aberto U c RN contendo um ponto a tal que df(a) : RN — RN é um isomorfismo.

Entdo f é um difeomorfismo de um aberto V contendo a em um aberto W contendo

f(a).

TEOREMA 2. Seja f : [to,t1] X W — R" continua por partes em [to,t1] e Lipschitz

em W com constante ¢, onde W C R"* e um aberto conexo. Sejam y e z solucoes de

y=f(ty), yto) =yo (2.5)

2= f(t,2)+g(t,2), z(to) =20 (2.6)

tais que y(t), z(t) € W para todo t € [ty,t1]. Suponha que ||g(t, x)|| < u para todo (t,x) €

[t0,t1] X W e algum u > 0. Entdo

lly(®) — 2|l < [lyo — zollexplc(z — 10)] + '%(eXp[C(t —19)]-1) (2.7)
2.2 O método da medianizacao

Para a maioria dos sistemas de equacdes diferenciais € muito dificil encontrar uma
solugdo analitica fechada. Logo, mateméticos e demais cientistas tém desenvolvido
diversos métodos visando encontrar solu¢des aproximadas que fornecam uma andlise

qualitativa e quantitativa satisfatéria do sistema em questdo. Existem duas classes de
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métodos que em geral se dispde para tal fim: numéricos e assintéticos. O método da

medianizacdo que definiremos nessa sessdo € essencialmente um método assintético.

Suponha que tenhamos a equagdo de estado

%= f(t,x,€) (2.8)

onde € é um parametro escalar considerado pequeno e que, sob certas condicoes,
a equagdo possua uma solu¢do x = x(t,€). O objetivo de um método assintdtico €
obter uma solucdo X = X(z, €) tal que ||x(z, €) — X(, €)|| € "pequeno"para |€| "pequeno”e a
solucdo aproximada X seja expressa por uma equacgdo diferencial mais simples do que

a original.

Gréfico de uma fungéo f(t) e de sua medianizacédo fav(t)
12 T

101 b

- f(t)
- R

0 | | | |
0 2 4 6 8 10

tempo (s)

Figura 5: Quanto menor forem as amplitudes das oscilacdes, melhor a medianizagcdo
aproximard a funcao original

DEFINICAO 7. Fixado € um pardmetro pequeno e dadas duas funcées 51 e 65, dize-
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mos que 61(€) = O(62(€)) se existem constantes positivas k e c tais que

llo1(e)ll = kll62(e)ll, para todo |e| < c (2.9)

Uma funcio continua e limitada g : [0, +co[xD — RY possui uma média g, (x) se

o limite
| t+T
8av(x) = Thfio T f g(r,x)dr (2.10)
1
existe e
| t+T
H ng(r,x)dr —8av(X)|| < ko (T), Y(t,x)e€[0,00[XDg 2.11)

t
para todo conjunto fechado e limitado (compacto) Do C D, onde k € uma constante
positiva (possivelmente dependente de Dg) e o : [0,00[— [0,00[ é uma func¢do
continua, limitada e estritamente decrescente tal que o(7) — 0 quando 7 — oco. A

funcdo o € chamada de fun¢do de convergéncia.

A partir desse conceito definimos o método assintético da medianizacdo da se-
guinte forma: dado um sistema da forma (2.5), definimos o sistema aproximado por

medianizacdo como

X = €fav(x) (2.12)

onde f,,(x) é a média de f(z,x,0). Espera-se que a solu¢do aproximada
X(t) = x4,(¢) do sistema aproximado por medianiza¢do "ndo se afaste muito"da solucdo

do sistema original.
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Notemos aquilo que talvez seja a propriedade mais importante da aproximagao
por medianizacdo. O sistema aproximado é auténomo, isto €, independe explicita-
mente da varidvel . Podemos entdo transformar um sistema variante no tempo em
invariante no tempo, o que nos possibilita utilizar uma ampla gama de propriedades
para analisar o que ocorre "aproximadamente".

O método da medianizagdo, assim como outros métodos assintéticos, € muito
utilizado em sistemas que variam lentamente e que, portanto, ndo se afastam muito
de um "comportamento médio". Um problema a ser superado é que nem sempre &
facil de acharmos a fun¢do de convergéncia o para provar que a solu¢do aproximada
converge para a solugdo original quando 7" — oco. outra dificuldade é demonstrar a

condi¢do (2.11) para uma fun¢do ndo periddica.

Nesse trabalho, quando fizermos uso de tal método, utilizaremos alternativamente o

Teorema 2 enunciado anteriormente para demonstrar a convergéncia.

2.3 O produto vetorial

Sejam u = (uy,uz,u3) e v=(vy,v2,v3) dois vetores em R3. Definimos uma operacdo

bindria, denotada por A e denominada produto vetorial como

ik
uAv=det Uy Uy us (2.13)
Vi V2 V3

O produto vetorial goza, entre outras, das seguintes propriedades:

DuA@v+w)=uAv+uiw

() auANv=uAav
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(i) uAv=—-vAu
paratodos @ € Re u, veweR3.
E interessante notar que o produto vetorial entre dois vetores € sempre um vetor

perpendicular simultaneamente aos mesmos (binormal).

=l

Figura 6: O resultado do produto vetorial entre dois vetores u e v em R3 produz um
vetor que € simultaneamente perpendicularau e av.

E fécil ver, realizando alguns célculos, que o produto vetorial de dois vetores
paralelos € igual a zero. Mais ainda, isso pode ser tomado como uma certa "medida
de proximidade"de direcao, isto é, se as direcdes dos vetores forem "quase'paralelas,
seu produto vetorial terd um moédulo pequeno (€ facil enxergar isso olhando para a
féormula do produto vetorial, pois as coordenadas do resultado é dada por diferencas

entre as coordenadas dos vetores que estamos operando).

Ao longo desse trabalho, com frequéncia utilizaremos o produto vetorial entre
as colunas de uma matriz e um vetor, originando-se uma nova matriz. Serd necessdrio,

portanto, darmos uma definicio matematicamente rigorosa dessa operacdo, como
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segue abaixo.

Seja ¢ = (c1,¢2,¢3) € R3, definimos o operador antisimétrico S(c) pela matriz

S@O=|cz 0 —c (2.14)

PROPOSICAO 1. Dado um vetor arbitrdrio v € R3, temos que S(c)v=cAv.

Com essa proposi¢do, € imediato que o operador S (c), tal como foi definido, herda

automaticamente as propriedades enunciadas acima para o produto vetorial.

2.4 Eixo e angulo de Euler

E resultado conhecido que se A for um operador de S O(3) (grupo de rotagdes tridi-
mensionais), entdo possui um autovetor associado ao autovalor unitério, isto é, Ae = e
[12]. Logo, vemos que o vetor e € fixado pela rotacao A. Ele pode ser considerado,

portanto, como um eixo na qual ocorrem as demais rotagoes.

DEFINICAO 8. O vetor e, autovetor associado ao autovalor 1 e, portanto, fixo pela
rotacdo A, é chamado de eixo de Euler. A amplitude da rotacdo em torno dele é

chamada de angulo de Euler.
PROPOSICAO 2. Seja A € SO3). Quando a amplitude da rotacdo ® # mn, para

algum m € Z, escrevendo A = (A;j) para 1 < i, j < 3 temos as relagoes:

cos(D) = [%(rr(A) - 1)] (2.15)

1

e=———[Ap3—A3, A31—As3, An—An]’ (2.16)
2sin®
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Figura 7: Podemos imaginar uma rotacio em R® que preserva a norma como um mo-
vimento rigido dos eixos coordenados em torno de um eixo fixo, o chamado eixo de
Euler.

Ou seja, temos uma expressdo analitica fechada para se calcular o eixo e dngulo

de Euler.

Notemos que, quando A = I, o eixo de Euler ndo é unicamente determinado, ja
que I(v) = v para todo v € R? e, portanto, todos os vetores sio autovetores associados
ao autovalor 1. Essa observacdo, embora simples, desempenhara um papel essencial

posteriormente em nossas consideracdes tedricas.

Outra observacdo importante € a de que dado um par (P,e) de um angulo e
eixo de Euler, existe um tnico operador de rotacdo para o qual esse par satisfaz as
relacdes (2.15) e (2.16). A reciproca ndo €, contudo, verdadeira. Dado um operador
A € SO(3), existem uma infinidade de pares (®, e) que satisfazem essas relagdes. Para

isso0, costuma-se aplicar a restricdo —m < @ < 7. Isso resolve a ambiguidade do angulo
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e, embora nio pareca, a do eixo também. Isso porque, se v € R® é um autovetor
unitario de A, entdo —v também o €. Além disso, ambos sdo vetores diretores do
mesmo eixo. Logo, embora a férmula (2.16) dependa do sinal de sin(®), seja qual ele

for, o eixo de rotacdo estard plenamente determinado.
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3 O CONTROLE ADIABATICO

3.1 O modelo matematico

N6s consideraremos o ensemble M(t,w,d) descrito pelas equacoes de Bloch

M(t,w,8) = (Su(t)ey + 5v(t)es + wez) A M(t,w, ) (3.1)
onde

e M(t,w,0) € o vetor de magnetizacdo do elemento do ensemble correspondente

aos parametros w e 0;

® W€ Jws, W [, com —o0 < W, <0 < W" < +00 € Wy = —w* é um pardmetro re-
lacionado com a frequéncia de precessdo em torno do eixo de cada elemento,

chamado de frequéncia de Larmor;

e 0 € um parametro relacionado a ndo homogeneidade do campo estitico By no

elemento e satisfazendo 0 <6 < 1;
e {¢1,e3,e3) é a base candnica do R3;
e A denota o produto vetorial em R> e

e (u,v) serd nossa lei de controle (fun¢des de entrada que representam variacoes

no campo magnético e escolhidas de maneira apropriada).
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Enfatizamos que temos aqui toda uma familia de equacdes diferenciais, parame-
trizadas por w e 9, onde cada membro descreve o comportamento dindmico de um
elemento do ensemble (no caso, da magnetizagao de um atomo de hidrogénio). Como
o vetor de controle € Unico para toda a familia, espera-se que os parametros w € o

sofram pequenas variacdes de um elemento para outro do ensemble.

Para cada par (w,d) fixado, o vetor de magnetizacdo M(t,w,d) realiza sua traje-
téria sobre a esfera unitdria (chamada de esfera de Bloch). A figura 8 mostra um
exemplo de trajetéria dentro da esfera de Bloch, gerada pelo MATLAB/Simulink, na

qual o vetor de magnetizagdo vai de —e3 para +e3 em um intervalo de 50 segundos.

Exemplo de uma trajetéria do vetor de magnetizacdo M
sobre a esfera de Bloch

Figura 8: Exemplo de uma trajetéria do vetor de magnetizagcdo M que, num intervalo
de 0 a 100 segundos varia de —e3 a +e3. Notemos que a trajetoria se dd sobre uma
esfera unitaria (esfera de Bloch)

Em linguagem formal, nosso problema entdo consiste em projetar uma lei de

controle (u,v) = (u(t),v(t)) de modo que, no intervalo [0, T'] tenhamos M (0, w, ) = —e3,
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T
M(E,w,é) =ez3e M(T,w,0) = —e3, Yw €lwy ,w*|[.

Para facilitar a notac@o, a partir de agora denotaremos X = [0,7] X Jwx,w*[ X 10,1].

3.2 Introducao da lei de controle

Na pratica, a magnitude da excitacdo que introduzimos no sistema (nossa lei de
controle) € de 4 ou 5 ordens de grandeza inferior a do campo estatico By (por isso
o sistema € adiabdtico, pois a lei de controle e, portanto, a Hamiltoniana, variam
lentamente). Em virtude disso, para conseguir realizar nosso objetivo de conduzir o
sistema de um estado a outro, nossas entradas precisardo oscilar com uma frequéncia

relativamente alta (ja que sua amplitude € relativamente pequena). [8]

Iremos definir nossa lei de controle da seguinte forma:

i(f) = —B; () sin ¢(?) (3.2)

V(1) = B1(t) cos (1) (3.3)

onde ¢ é um fungio de classe C! e By &, em principio, uma fungio a ser determi-

nada !,

Notemos que, como mencionado acima, temos uma lei de controle oscilatdria
com amplitude (By) e frequéncia (¢) que variam no tempo. Sejamos, pois, mais

especificos em relacdo a lei de controle escolhida. Seja k : R — R func¢ao constante

'Uma interpreetagio fisica é a de que ¢(r) e Bj(f) representam, respectivamente, a velocidade e a
amplitude da precessio no instante ¢



por partes tal que |k(¢)| > w* para todo ¢ € [0, T], iremos definir:

(1) = k(ta(t), $(0)=0

B1(1) = k(1)b(1)

onde

I —sin2[ZF
a(t) = cos(Tt) eb(t)—sm(Tt)

Gréficos de a(t) e b(t) para T =100 s

— l 1 1 |

0 20 40 60 80

tempo (s)

Figura 9: Gréficos de a e b quando o periodo T = 100 s.
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(3.4)

(3.5)

(3.6)

Em principio, se quiséssemos apenas realizar a transicdo do spin do estado de

menor energia para o de energia mais alta (tal qual no exame de RNM tradicional),

ndo haveria a necessidade de uma expressdao tdo complicada para nossas funcoes

de entrada. De fato, essas expressOes analiticas foram inferidas heuristicamente

analisando condicdes suficientes para que pudéssemos realizar as vdrias iteracdes do

processo de inversao do spin sem a propagacado do erro. Desse modo, a lei de controle
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definida acima nao € a Gnica a cumprir o objetivo de manter o vetor de magnetizacao
de cada elemento do ensemble proximo de —e3. Entretanto, cabe observar que a forma

geral deve necessariamente ser como em (3.2) e (3.3).

Para melhor visizalizar o problema do rastreamento adiabdtico, iremos realizar

uma transformacao de coordenadas a fim de simplificar o sistema dindmico:

Seja H = exp(—¢S (e3)), isto é,

cosg(t) sing(t) 0O
H() = |—sing(f) cosp(t) O (3.7
0 0 1

PROPOSICAO 3. Se Y = HM onde M é uma solucdo da equagdo de Bloch e H é dado
como acima, entdo Y = S (0B1es + (w— ¢)e3)Y. Em outras palavras, apés a mudanca

de coordenadas, a velocidade angular ndo tem componente na dire¢do de e.

Definamos também o vetor v| por vi(t,w,d) = 6B (f)ez + (w — ¢(t))ez. Com isso,
temos que Y = S (v;)Y. Podemos entdo dar uma interessante interpretacio geométrica.
Como nossos sistemas variam lentamente, teremos que |Y(z,w,d)| é pequena. Como Y
€ o produto vetorial entre vy e Y, temos que eles devem ser proximos, quase paralelos,

a todo instante t.

Na realidade, o vetor v; funciona como sendo o eixo de precessdo que "guia"o
vetor de magnetizac¢do (¥ nas novas coordenadas) ao longo de sua trajetdria na esfera

de Bloch.

Seja  ai(t,w,d) = |vi(t,w,d)| = \/5281(t)2+(w—<}§(t))2 e denotaremos por

vi(t,w,0)
tw,0)) = ———
V(tw.0) ai1(t,w,0)
de Bloch.

, que é a normalizacdo de v; e, portanto, pertence a esfera
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Segue das defini¢des que Bj(0) = Bl(g) = BI(T) = 0, ¢(0) = k(0), &(T) = k(T)
w—k(0)
|lw — k(0)]"
todo r € [0, T], segue que, se k(0) > 0, entdo v(0,w,d) = —e3.

(T T
e ¢(5) = _k(E)' Portanto, teremos que v(0,w,0) = Como k(f) > w* para

Pelo mesmo argumento, teremos que se k for uma funcdo sempre positiva
T . .

v(i,w,é) = +e3 e V(T,w,8) = —e3. Isso nos induz entdo a definir £k como uma

funcdo constante positiva ao longo de todo o intervalo [0, 7] e, realmente, esse serd o

primeiro caso:

1° caso (constante): k(r) = k > 0, para todo t € [0, T].

Gréficos de Bl(t) e dg/dt(t) paraT=100sek =5

(caso constante)
5 T T

B, |
da/di(t)
-5 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
tempo (s)

Figura 10: Gréficos de B; e ¢ quando o periodo 7 = 100 s € k = 5 no caso constante.

Entretanto, nossas simulagdes e resultados tedricos mostrardo posteriormente
que o 1° caso ndo € tdo robusto quando os parimetros de dispersdo do ensemble

sofrem "grandes"variacdes, bem como sua aproximacdo por medianizacdo pode ser
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GréficosdeuevparaT=100sek=5
(caso constante)
5 T T T

tempo (s)

Figura 11: Graficos de u e v quando o periodo T = 100 s e k = 5 no caso constante.

melhorada (fato importante quando investigamos propriedades do sistema original a
partir das propriedades do sistema aproximado) se introduzirmos uma alguma simetria

na fung¢do k. Iremos entdo definir:

T
K, Se te€ [O, —[
2° caso (impar): k(1) = T 2
—K, Se te€|—, T]
3

Entretanto, existe um problema com a defini¢io de k dessa forma. E que a mesma
simetria que consegue minimizar o erro de medianizacdo nos impede de calcular um
eixo de Euler aproximado para as rotagdes do sistema ao final de cada iteracao, pois
recai exatamente no unico caso fora das hipéteses do teorema (quando o vetor sofre

uma rotacdo de & radianos). Uma solucdo para isso € considerarmos um terceiro caso,

muito proximo do segundo, mas em que se elimine essa singularidade:



Gréficos de Bl(t) e dg/dt(t)paraT=100sek =5
(caso impar)

B, (V) | |
ddt() ]

-5 L— _ L I N » L
0 20 40 60 80 100
tempo (s)

Figura 12: Gréficos de B; e ¢ quando o periodo T = 100 s € x = 5 no caso impar.

GraficodeuparaT=100sek =5
(caso impar)
5 T T T T

-5 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

tempo (s)

Figura 13: Gréficos de u quando o periodo 7' = 100 s e k = 5 no caso impar.

36
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GraficodevparaT=100sek =5
(caso impar)
5 T T

-5 L ! ! |
0 20 40 60 80 100
tempo (s)

Figura 14: Graficos de v quando o periodo 7 = 100 s € k = 5 no caso impar.

3l

7|

-

K, se te€ [0
3° caso (desbalanceado): k(7) =

Sl

—Kk—A, se te[
onde 0 < A << «.

Retornando a heuristica de nossos controles, citemos a amplitude B;(¢). Se pen-
sarmos geometricamente no movimento de M na esfera de Bloch, se "levantando"de
—e3 para proximo a +e3 e depois "descendo"de préximo a +e3 para proximo de —e3,

) T L.
verificamos que ela deve valer zero em r =0, — e T e ter seu maximo no equador

e —
4 4
poderiamos ter escolhido alguma outra fungdo com essa propriedade.

T 3T
(t = — ) [8]. Essa propriedade € evidente, por exemplo, no gréfico de b(¢), mas

A partir de agora esse trabalho seguird no sentido de mostrar que esses contro-



38

les realmente funcionam, isto é, com a definicdo dada acima, € possivel alcancar o
objetivo inicialmente proposto. Embora nossas simula¢des evidenciem sua eficicia,
a demonstracdo matemadtica desse fato € bastante trabalhosa e nos exigird varios
célculos, definicdes, lemas auxiliares e a utilizacdo dos teoremas enunciados no

capitulo 1.

3.3 O propagador adiabatico

Uma vez escolhidos os nossos controles, temos que o sistema dinamico fica
completamente determinado e podemos conhecer as trajetdrias das solugdes para cada
condicdo inicial dada. Na teoria de sistemas dindmicos lineares, existe o conceito de
matriz de transi¢ao, que é uma forma de se caracterizar todas as solu¢des de uma sé

vez independente da condi¢do inicial.

De fato, dado o sistema linear variante no tempo

x(1) = A(t)x(r) (3.8)

com ¢ € [0, oo[, uma matriz de transi¢do € um operador ® : R — C 1[0, +oo[ tal que
®(0) =1 e O(1)x(0) = x(¢) para todo ¢ € [0, o[, onde x(f) € a solu¢cdo do sistema acima

no instante t.

Na Fisica, em especial na Mecanica Quantica, temos um operador com as mes-
mas caracteristicas que € chamado de propagador ou operador de evolug¢ao temporal.
Como nosso sistema varia lentamente (quase estatico), chamaremos seu operador de

evolucdo temporal de propagador adiabatico.

O propagador do nosso sistema dindmico corresponde a um operador unitario A
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em um espaco normado tal que M(t,w,d) = A(t,w,0)M(0,w,0) e A(0,w,d) = I para

todo w € |w,,w*[ e paratodo 0 <§ < 1.

De fato, temos que tal operador A(t,w,0) € S O(3) satisfaz a equacgdo diferencial

A(t,w,8) = S (a(t)e + v(t)ez + wez)A(t, w, 8) 3.9

Dar uma férmula fechada para o propagador A € bastante dificil, ainda mais se
considerarmos que temos inimeros parametros variantes a considerar. Partiremos en-
tao no sentido de dar um propagador candidato a aproximar A e depois demonstrar que
essa aproximacao realmente acontece. Para isso, recordemos a proposi¢ao 3, quando
definimos o operador H e a observacdo logo abaixo, onde justificamos que o vetor
v(t,w,0) é uma boa aproximacdo para M(tw,d) em virtude de termos uma variacdo
lenta. Assim, queremos definir um operador A : X — S O(3), que quando composto

com H possui as propriedades de que H(0)A(0,w,d) = I e H(T)A(Tw,8)(—e3) = —e3.

Sem duvida, o vetor v(¢,w,6) definido anteriormente pode servir-nos de inspira-
¢do, mas ele possui o inconveniente de que v(T,w,d) pode ser +e3 ou —e3 dependendo
do sinal de k e nés queremos ter uma certa flexibilidade na variacdo do sinal de k

para conseguirmos obter um controle mais robusto (menos sensivel as variacdes dos
h—a

N - . . w
parametros). Observemos entdo o seguinte, sejam i = T w(t,w,0) = —enx + ez e
a

a(t,w,6) = |w(t,w,0)|| = \(h—a)?+52b* :

OB —( -
v(t,w,8) = —lez + ¢ ¢e3, mas o) = \/(w—¢)2+62B% = \(kh—ka)? +62k2b? =
aq

ai
VK[(h—a)? +62b2] = k| /(h— a)? +62D2.

a(t,w,0)
oB —¢ okb kh—k k {6b h—
Portanto, v(t,w,d) = —162 + @ ¢e3 = —ey+ ae3 = —|—ex+ ae3 =
ay ay |kl |kl k| \
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sgn(k)w(t,w,9).

-1, se k(<O
onde sgn(k) =

1 se k(®)>0

Podemos entdo definir A = [@; @, @3] da seguinte forma: @3 = w(t, w,d).

Como A deve fixar a primeira coordenada, € natural definirmos a; = e;. Além

disso, ja que A(t,w,5) € SO3) para todo (f,w,0) € X, devemos obrigatoriamente

h—a ob

definir a, = ey — —e3. Portanto, construimos o operador A como:
a

a(t,w,d) 0 0
_ 1
At,w,0) = 2(.0.9) 0 h(t,w) — a(f) sb(t) (3.10)
0 —0b(t) h(t,w) —a(t)

O leitor mais rigoroso deve ter se perguntado se essa definicdo faz sentido para
todo (t,w,0) € X, visto que ndo mostramos ainda que @ nunca se anula (e a divisdo
por a(t,w,d) serd recorrente ao longo de todo o trabalho). Além disso, utilizaremos
frequentemente também o fato de « ser limitada. Resolveremos agora esses problemas

com as proposi¢des a seguir (que serdo demonstradas no capitulo 4):

PROPOSICAO 4. Seju « : X — R definida por a(t,w,6) =

\/(h(t, w)—a(t))? + 62b(t)2. Entdo a(t,w, o) > 0 para toda tripla (t,w,0) € X.

PROPOSICAO 5. Seja a : X — R definida como na proposicdo anterior, entdo

a(t,w,0) < 2 para toda tripla (t,w,0) € X.

Por fim, definiremos ainda o operador F : X — S O(3) por

F(t,w,0) = exp(y(t,w,0)S (e3)) (3.11)
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Gréficos de a para alguns valores de dispersao

12 ‘
a(t,0,1)
»»»»»»» a(t,0.5,1)
11 AN - a(t0,0.5)[]

0.6

0.5 L ! ! IR
0 20 40 60 80 100
tempo (s)

Figura 15: Varia¢do de o conforme aumentamos ou diminuimos os parametros w € 9.
Por mais que varie-se os parametros, @ € sempre limitada.

onde

t

)/(t,w,é):fk(r)a(T,w,d)dT (3.12)
0

Conforme ficara claro nas demonstragdes, o operador F terd um papel importante
no sentido de fazer com que o vetor solucio obtido pela aproximac¢do por medianiza-

cdo tenha uma fase "préxima"a do vetor de magnetizagdo original.

Iremos agora enunciar um dos resultados principais desse trabalho, que € carac-
terizagdo explicita do propagador adiabdtico a menos de um erro que decresce com o

tamanho do periodo 7.

TEOREMA 3. Seja A o propagador adiabdtico para o sistema dindmico com nossa
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conveniente escolha dos controles u e v, entdo

- 1
A:HTAFT+O(7) (3.13)

Investigando esse resultado de maneira um pouco mais acurada, notemos que, pela
defini¢do, H' (%) =1, assim como F ' (%,w,é) = [ para todo par (w,d) admissivel
(resultado esse demonstrado em detalhes no capitulo 4). Isso significa que préximo
a —e3 € +e3, a dinAmica do sistema é preponderantemente influenciada por A (o qual
foi definido anteriormente a partir de um comportamento desejado para o vetor de
magnetizagdoM). Portanto, os operadores H' e F'T funcionam como uma espécie
de "correcdo'"para que nossa aproximagdo assintdtica (que aproxima-se de A quando
T cresce) valha para os demais instantes de tempo, isto €, para que a trajetéria de

M(t) = A(t,w,0)M(0) e a trajetéria obtida a partir de H ()A(t,w,8)F (t,w,56)M(0)

sejam proximas para todo ¢ € [0, T].

Ademais, esse resultado tedrico terd papel fundamental em nosso objetivo, pois
dar uma forma analitica fechada, mesmo que aproximadamente, para o propagador
adiabatico nos permitird demonstrar os resultados importantes do controle do médulo e
da fase do vetor de magnetizacdo dos elementos do ensemble. O maior exemplo disso
¢ a sua utilizac@o na demonstracdo da possibilidade de construir, para uma escolha ade-
quada da lei de controle, um eixo de Euler para M(T,w,d) = A(T,w,d)(—e3), ou seja,
conseguimos controlar a fase de M(T,w,6). A ideia intuitiva da prova (que serd feita
de maneira formal na secdo seguinte) € obter um eixo de Euler (utilizando a proposi¢cdo
2) para o propagador aproximado A..(T,w,d)(—e3) = FT(T)A(T,w,8)H  (T)(—e3).
Como esse propagador converge para A a medida que aumentamos 7', mostraremos
que também nessa condicdo o eixo de Euler construido convergird para o eixo de

Euler de A.
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Vale ressaltar que a expressdo analitica fechada para o "propagador aproxi-
mado"depende dos parametros que aparecem durante a definicdo dos controles,
como era de se esperar, jd que fixadas outras fun¢des de entrada poderiamos ter uma

dindmica completamente diferente para o sistema.

O resultado que garante a possibilidade do controle da fase de M através da

constru¢cdo de um eixo de Euler ao final de cada iteracio segue abaixo:

TEOREMA 4. Dado € > 0, escolhendo k = k(t) como no caso desbalanceado e A de
maneira conveniente, é possivel construir um propagador adiabdtico A = A(t,w,0) e
um eixo de Euler e(w, ) de A(T,w,0) para todos (w,0) € [wx,w*]%x]0,1] de tal forma

que [|A(7,w,6)(=e3) = (—e3)l| < € e |le(e) = (-e3)[| < .

Vamos agora enunciar o resultado fundamental desse trabalho, o qual diz respeito
ao controle sobre o0 médulo do vetor de magnetizacdo, isto €, da probabilidade de ob-
termos —e3 apods n iteragdes. Devemos ter, portanto, que M(nT,w,?) fica tao proximo
quanto queiramos de —e3, desde que consigamos, na primeira iteracdo, que M(7,w,9)
fique préximo o suficiente de —e3, além de que seja possivel construir um eixo de Euler

para M(T,w,9) . Isso estd contemplado no teorema abaixo.

TEOREMA 5. Seja A o propagador adiabdtico para nosso sistema de controle com
as entradas u e v definidas como antes, com k = k(t) como no caso desbalanceado.
Temos que, se ||A(T,w,8)(—e3) — (—e3)|| < € para todo (w,0) € [wx,w*1X]0,1], entdo

|A(nT,w,5)(—e3) — (—e3)|| < 2€ para todo (w,5) € [wy,w*]x]0,1].

Recordando que A(t,w,0)(—e3) é a posicao do vetor M(¢,w,d) no instante ¢ com
condicdo inicial M(0,w,d) = —e3 (exatamente a que estamos considerando em nosso
trabalho), esse teorema nos diz que, no instante n7', a posicao do vetor M fica distante
de —e3 menos do que duas vezes o erro cometido apds o primeiro ciclo (instante 7).

Logo, podemos fazer o erro tdo pequeno quanto queiramos, bastando para isso fazer
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com que na primeira itera¢dao tenhamos metade do erro que se estd disposto a cometer.

E como se deve proceder para que o erro na primeira iteracdo fique suficiente-
mente pequeno? A resposta estd no Teorema 3. Quando fazemos o periodo 7' grande
o suficiente (e, consequentemente, o sistema variar lentamente), a posi¢ao final de

M(T, w, o) fica muito préxima de —e3.
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4 DEMONSTRACOES DOS LEMAS,
PROPOSICOES E TEOREMAS

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1: Ver [18].
DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2: Ver [13].

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 1: Sejam ¢, v € R3 onde ¢ = (c1,¢2,¢3)" e

v = (v1,v2,v3)T. Por defini¢do, temos que

0 —c3 c2||v V3 —C3V2
Sy = c3 0 —ci|{va|=|c3vi—civs
—Cy (] 0 []vs C1Vy — CoV]

Por outro lado, temos que

S
i 7k

<> -2 -
CAV=|ep ¢ 3| =(cavs—c3v)i—(c1v3—c3vi)j+(civa—cavik

Vi v2 V3

e vemos que as duas expressdes realmente sdo iguais. m

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 2: Ver [12].
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DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 3: Como H = —¢S(e3)H e notando

que H¢ = 6Bje; + wes, pois

cosg(t) sing(r) O —0B1(t)sin ¢(¢) 0
H(E®D) = | —sing(r) cosg() O || 6B1(H)cosp(t) |=| 6B1(1)
0 0 1 w w

Definindo, portanto, ¥ = HM onde M ¢é uma solu¢do da equacdo de Bloch, te-
remos
Y=HM+HM =-¢S(e3)HM +HEANM) = —¢S(e3)Y + HEAHM = —d(e3 AY)+ HE A

Y= (—gb@,)/\ Y+ (0B1ex +we3) NY = (0B1ey + (w—é&)e3) ANY =S5(0Bjey+ (w—¢)e3)Y

Logo, podemos nos restringir ao modelo dado pelo seguinte sistema
Y =S(6Bier + (w—p)e3)Y

Esse modelo simplificado apés a mudanga de coordenadas nao depende da coordenada

e;. n

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 4: Por definigdo, temos que a(t,w,8) > 0
para toda tripla (f,w,0) € X. Precisamos somente mostrar entdo que a nunca
se anula. Suponhamos que exista (f,wp,00) € X tal que a(f,wp,00) = 0.
Entdo 602b(t9)* + (h(ty,wp) — a(tg))* = 0. Logo, devemos ter dpb(tp) = 0 e
(h(10,wo) — alty))* = 0.

2
Se 09b(ty) = 0, como dg €]0,1] entdo b(ty) = 0. Portanto, sinz(?ﬂto) = 0. Logo,

2
sin(%to) =0, o0queimplicaquefg=0oury=T.
Para qualquer um dos casos, teremos a(fg) = —1 (pela definicdo de a). Logo,

h(ty, wo) — a(ty) = 0 = h(tg,wo) + 1 = 0 = h(ty,wo) = —1, 0 que é uma contradi¢do,

visto que [k(r)| > w* para todo 7 € [0,T] = |h(1,w)| = '%

<1 paratodore[0,T]. m
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DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 5: Como

%‘S160<5S1, se de-

finirmos g1(f) = /(1 —a)? + b? teremos |a(t,w,d)| < |g1(#)| para todo (t,w,d) € X.

Como g; € fungdo ndo negativa, segue que os maximos € minimos de g sdo
obtidos para os mesmos valores de # que minimizam ou maximizam g = g;2. Encon-

tremos, entdo, esses pontos.

d
g®) = (1 —a)? + b*> implica que — = 0 = -2(1 — a)a + 2bb
2 21\ 2 21\ 2
2(1+cos —ﬂt sin —ﬂt il + 2sin? —ﬂ 2sin —ﬂt cosS —ﬂt "
T T | T T T | T
b8
T

)
oo

. . (27 .
Logo, isso ocorre se sm(7t =0,edait=0o0ut=T7, ouentio se

(1 + cos(z—ﬂt)) +2sin? (z—ﬂt) cos(z—ﬂt)] =0
T T T

o . 2r
Fazendo a substituicdo de varidveis X = cos(7t) e lembrando que, nesse

2
caso, sinz(%t) = 1 - X2, teremos que (1 +X)+2(1 - XHX =2X3-3X-1 =

(X + 1)(2X%?-2X —1) = 0, cuja tnica raiz real é —1.
2n N T
Logo, cos ?t = —1, o que implica que ¢ = 7

Como g; é continua em um conjunto fechado e limitado (compacto), ela possui
maximo e minimo nesse intervalo que deverdo ser, necessariamente, os extremos do
intervalo ou os maximos/minimos locais encontrados (em nosso caso, 0s extremos
do intervalo sdo dois dos trés maximos/minimos locais). Testando os valores de ¢

T
encontrados em g1, teremos g1(0)=g1(T)=2e g1 (5) =0.
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Assim, a(t,w,,0) <2. m
LEMA 1. Dado um operador A € S O(3) (rotagdo), temos que, para cada ¢ € R3,

AS(c)=S(Ac)A 4.1)

Demonstracao: Sejav e R3, temos que AS(c)v=A(cAv) =AcANAv =S (Ac)Av.
Como v € arbitrério, segue a igualdade. m

LEMA 2. Sejam A definido como antes e h definido por h(t,w) = % Entdo

AT =S(hienAT 4.2)

5(ba + hb — ab)

onde hy = 5
1e%

Demonstracao: Nao ¢é dificil ver que, da definicdo de h e realizando algumas

manipulacdes algébricas, podemos escrever
h—a ob ob h—a

ep——e3zedy=—er+
(04 07

A:[le ar az]londed; =ey, dr = e3

Basta observarmos entao que

(h—a)(6*bb—(h—a)a
-

dh-a B —aa—(h—-a)a B B a B
dt « - a? - a? -
—aa® - (h—a)o’bb + (h—a)*a

a/3 B

~a|(h=a)’ + 80|~ (h=a)s’bb+(h=aY’a  —a(h—ay? - 8b%a— (h—a)6?bb+(h—aja

a3 a3

6%abb — 6*hbb—6%b*a _ 6(ab—hb—ba) 6b .0
a3 B a? a a

. (62bb — (h—a)a)
d b Sha — 5bé 0ba —6b >

dt o a? a?
ba(h—a) — 83b%b + 6b(52b* + (h— a)?)

a3
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Sba(h —a) — 5°b*b + b6>b? + 5b(h — a)* ~ 6(h—a)(ba+ (h—a)b) ~
a3 B a3 B
5(ba+ hb —ab) (h—a) _ (h—a)
o? a ' a
a 0 0 0 0 0
., ~ 1 T 1
Portanto, ja que AT = ~|0 h—a -6b|= A = 2|0 méb —(h-a)
0 ob h-a 0 hith—a) h16b
0 0 O flae O 0
- 1
Agora, temos que  S(hjep))AT = ~10 0 ~m|{0 h-a &b =

0 hy O (|0 —-06b h-a
0 0 0
C—ly 0 Mhoéb  —hi(h—a)|s 0 que confirma a igualdade. m
0 hth-a) h16b
LEMA 3.
ATS(6B1es + (w—p)e3) = S (kae3)AT 4.3)

Demonstracao:  Temos, por definicio, que ATS(6Bier + (w — d)e3)

a 0 0 0  —k(h—a) okb
3 1
ATS(6kbey + k(h — a)es) = ~|0 h—a —6b||k(h-a) 0 0| =
0 6b h-—al| —okb 0 0
0 —ka(h—a) adkb 0 —(h—a) 6b
1 2 2
I k(h-a)? +k(sb) 0 0 |=kl, o 0
@ ka?
kSb(h—a)—Skb(h—a) 0 o| 10 0 0
Por outro lado,
0 —ka Olle 0 0 0 -1 Olla © 0

s 1
S(ka€3)AT=Eka 0 0/|l0 h—a -6b|=k|1 0 0|0 h—a -6b]| =
0 0 ollo b h-a 0 0 Oll0 6b h-a
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0 —(h—a) 6b

kla 0 0 |, o que confirma a igualdade. m
0 0 0

LEMA 4.

FT = —kaS(e3)F' 4.4)

Demonstracao: Basta notar que, pela defini¢do, F'' (1, w, ) = exp(—y(t,w,6)S (e3))

d
e que y(t,w,0) = Ek(t) fot a(t,w,0)dt = k(t)a(t,w,?).

Logo, temos que FT(t,w,0) = —y(t,w,0)exp(—=y(t,w,0)S(e3)) =
—k(Ha(t,w,d) exp(—y(t,w,0)S (e3)) = —k(Ha(t,w,0)F " (t,w,5), o que demonstra a

igualdade. m

PROPOSICAO 6. Considerando C, S, F e h; como definidos anteriormente, temos

L1
que C satisfaz a equacgdo diferencial C = TS (haFTe1)C com hy = Thy.

Demonstracao: Seja W =HA (H(t) € SO(3), YVt €[0,T] e, portanto, satisfaz (4.1)),
entao
W=HA+HA =-¢S(e3)HA+ HS (£)A = —¢S (e3)HA + S (H(€))HA = S (6B1en + (w —

})e3)HA, e temos entdo que

W =S(6B1ez +(w—¢)e3)W 4.5)

Se B=ATW, entdo usando (4.2) e (4.5), teremos

B= A;TW+A~TW = S(hlel)ATW+A~TS(6B162 + (w—éﬁ)eg)W =S (hie1)B+ S (kaes)B,
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o que implica que

B= S(hie; +kaes)B (4.6)

Agora, como C = F'B, utilizando (4.4) e (4.6), ja que F'(t,w,6) € SOQ3),

Y(t,w,0) € X, temos que,

C=F"B+F "B=—kaS(e3)F"TB+F"S(hie1 +kae3)B=—kaS(e3)F"B+S(F hie; +

FTkae3)FTB = —kaS(e3)F"B+S(F hie))F"B+S(F"kae3)F'B

Como FTkae; = kaF'es = kaes, entdo temos que C = —kaS(e3)F'B +
S(FThie))FTB+S (F kaez)FT"B = —kaS (e3)C +S(F hie1)C + kasS (e3)C

Logo, teremos que

C=S(F"hye))C 4.7)

|
PROPOSICAO 7. Utilizando a definicdo de a anteriormente feita, realizando a mu-

dt
k(0)a(0). Fazendo ainda h3 = ghz, teremos que C satisfard a equagdo diferencial
a

do 1
danga de varidveis — = g, 6(0) =0, onde a(w,d) = T fOT a(T,w,0)dt temos y(0) =
a

ac 1 -
% = fS(h3F el)C (4-8)

dC dC
Demonstracao: Pela regra da cadeia, temos que TR

RIIR

dC a dC &
P —_— —— = — FT =
ortanto, 0 -2 d aS( hie)C

?S (FThze1)C, o que confirma a igualdade.

1 1 3
.S (FThye;)C = =S (FTghzel)C -
T T a

RIS
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PROPOSICAO 8. Com as definicées anteriores, temos que vale a desigualdade

T
H f (h3F T e1)d6|| < L/(ka) (4.9)
0

para algum L > 0.

Demonstracao: Primeiramente, sabemos a expressao de F' (¢, w,d), mas precisa-
mos obter a expressdo para F'' (6, w,9).
dy dydo _dya

. dy dy -
Da definicao, — =ka. logo, — = — = — =ka.
a definicdo, segue que ” a. logo prialri = ka a’@c_y:> 20 a

Integrando de 0 a 6 e usando que 6(0) = 0, temos que

0 0

d

f ld‘l’ = f kadt = y(0) = ka8
0 dr 0

Assim, teremos que F ey = (cos(kabf),—sin(kad),0)". Agora, partiremos no sen-

tido de provar a desigualdade. Notemos que

T T
f (h3F Tep)db|| < f h3 cos(ka®)do)|| +
0 0

T
f h3 sin(kc‘x@)d@“
0

Provaremos entio que cada um dos membros da segunda parte da igualdade € limi-
tado para posteriormente obtermos a desigualdade desejada. Primeiramente, notemos

que, como h3 = ghz, entao
o
dh; _ dhs db - dhs _ a dhs _ dhy
dt dodr ~ do  adt dt

Mas, como hy = Thy, recordando a defini¢dao de 4; em termos de a, b e h, teremos

que hy serd dado pela expressao
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2r6 | . 5(2n 2 .2 2 2 . (27
hy(t,w,d) = — |sin” | —t|cos| —t|—2sin| —1¢|cos| —¢| — —— sin| —¢
a? T T T T k(1) T

Portanto

dhy 14n%5 2 2 2 2 2 2
=2 dl 3sin® —nt cos —ﬂt —sin* —ﬂt +4sin® —ﬂt — —wcos —ﬂt -2
dt T o T T T T k(1) T

Como « € uma funcdo continua estritamente positiva definida num intervalo fe-
chado [0, T'], temos entdo que @ possui mdximo e minimo. Logo, seja @, esse minimo
e lembremos, ainda, que 0 < 6 < 1. Também, seja «, = min{|k(t)| |t € [0,T]}. Defina-

47T w

mos L = 6 — — | e entdo teremos que

O(* Kx

dhy
dt

6—2)<=L
) ST

147225 (. 2w\ 1
< —

T a,?
Da defini¢ao de /3 também nao € dificil ver que |h3| < L, para algum Ly > 0, visto

que € soma e produto de funcdes limitadas.

Aplicando integracdo por partes e usando que 6(T) = T (o que ndo ¢ dificil

verificar), teremos que

sin(kaT) T dhs sin(kad)

- = do
ka o df  ka

T
f h3 cos(kab)do = hj
0

Seja L’ = Ly + Ly, segue que

1
< —
ka

H 51n(kaT) H

f dhs sin(ka®) d@H] 1
0 ka ka

T
1
H f hs cos(kad)do Ly+T- TLl]
0

Como

Y
—L

ka
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cos(kat) T % cos(kaf) 40

T
fo hjy sin(ka6)dod = —h3 o + . 0 ka

utilizando procedimento andlogo, conseguimos mostrar que

T
1
f h3sin(ka@)dd|| < —L’
0 ka

Tomando L = 2L’ segue que

1 L
< 32._L’:_
ka

+
ka

T T T
f (h3F "e1)do f h3 cos(ka)do f h3 sin(ka6)d6
0 0 0

PROPOSICAO 9. Seja C = FATHA, onde F, A e H sdo definidos com anteriormente
e A é o propagador adiabdtico relativo ao nosso sistema dindmico para nossa parti-

cular escolha de u e v. Entdo

1
C:I+O(?) (4.10)

d 1
Demonstracao: Seja d—z =7 f(6,x) a equacdo diferencial referente as colunas de

C, onde temos que x € S2cRe f(0,x) =S (h3F Tey)x.
Vamos provar que esse sistema admite boa aproximagdo por medianizacdo [7]

1 .. . . ~
(erro da ordem de T)' Inicialmente, examinemos algumas propriedades que serao

ateis futuramente.

. 1 1 T
Seja fur(y) = — [ f(6.y)d6 = - [S(h3FTey)ydo.
0 0

. 0
Como § € linear e preserva a norma, temos que que H Ja (y)“ =
y

0
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L
< —
kaT

1 T
= 7f/13FTe1de
0

lfT(iS(h FTe))y)do lS(fTh FTeido)
To By 3 1)y T X 3 1

Ainda, como h3 é limitada por % e ||FTel|| =1, temos que g—;c(&y)” = ||h3S(FTe1)|| =

L
hl < —.
3]l < 5

6
Definimos entdo h(6,y) = f(0,y) — f,(y) e seja u(6,y) = f h(t,y)dt
0

(¢

Como f e f, sdo lineares em y, € facil verificar que h(f,y) = a—y(@,y)y

ou

0 % 0
Do fato de u(@,y) = [h(rudr = [ f(r,y) = faMdr = ([ f@y)dD) = fu()0 =
0 0 0

0 0 T
[ faydr—= [ fxy)dr.
0 0

a 0 9 T
Temos entdo  que ‘ 8_u(9’y)H = fh3S(FT61)dT—Tfhg,S(FTel)dT =
Y 0 0
of Ofav ‘ L L L L .
< — < — _ < = — = L 7] T ﬁ—
6,y) I @y < St = <373 , j4 que estamos supondo T su

cientemente grande e, portanto, ka7l > 2.

Definimos agora a seguinte mudanca de varidveis:

1
x:y+?u(9,y) “4.11)

Como u(0,y) au(@ )y, segue que +18u(0 ) I+18u
u(o, = —0, , u ue x = _— s = _— .
y dy Y)Yy, Segue q y T dy )y T 8y y

ou
Como provamos acima que ”8_(9’ Y| € limitada, para T suficientemente grande,
y

teremos que

1 ou L. j
I+ ——| sera invertivel.
T Oy
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Para ver isso, basta considerarmos Inv : {M € M3(R)|det(M) #0} — M3(R) a
aplicacdo definida por Inv(M) = M~'. Essa aplicacdo satisfaz as hipéteses do
Teorema de Funcdo Inversa no ponto M = [ [6] e, portanto, existe uma vizinhanca
aberta em torno de / tal que Inv € difeomorfismo local. Portanto, podemos fazer T

suficientemente grande de modo de

1 0u . ..
I+ T3y pertenga a essa vizinhanga aberta e,
y

portanto, seja invertivel.

Ainda, como ||

10 L
I+——u(0,y) | <1+ = e |[x(| =1 para todos 6, y, segue que
T oy T

@Il <

1-=
T

Derivando em relagdo a 6, teremos, por um lado:

dx dy 10u 10dudy

dx 412
4046 Too Tayde 4.12)

Por outro lado, j f(@ X)= f(H,y+ %u) e Z—Z(Q,y) = f(6,y)— fav(0,y). Logo,

dy 1 Ou dy

—f(9y+—u)—d—0+Tf(9y) fav(\/) T 3y do

0,y)

1 1 3 1 Ou|dy
= Tfav(y)+ Tp(@,y) - [l ]

T 86| do

1
onde p(6,y) = f(6,y + ?u) - f(6,y)

Usando o fato de que f € linear em y, temos:

1
Ip(6,)] = Hf(e,y+ ) —f<e,y>H = @l = |5 (hs e

L L||Ou
<Ihsl|||S(FT <— S—H—H
sl ||S (F T e)| |11l 5 Nl < % Iyl
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B

Como estamos supondo o sistema variando lentamente, para um valor de T sufici-

L 1 [?
2

L
entemente grande de tal modo que T < 0.5, teremos

N

lp(0, y)ll <

-1

10 L
Ainda, ndo é dificil verificar que |7+ fa_u] =I1+R, onde ||R|| < T (lembramos
y

novamente que podemos tomar 7" suficientemente grande). Aplicando isso aos dois
lados da ultima igualdade temos

dy _

1
i fav(y)+ p(9 y)+ Rfav(y)+—Rp(9 y)

o que implica que
dy _
do

1 1 1
onde ¢(6,y) = TP(H, )+ TRfav(y) + TRp(H,y)

1
fav(y) +4q(0,y)

1
Em virtude das limitacdes de ||R|| e ||p(6,y)||, temos que ¢(8,y) = ﬁr(e,y) onde

lr(0,)|| < M para algum M > 0.
d
Assim, temos —= = fav(y)+ r(g y).

0
Fazendo a transformacao de coordenadas (na escala do tempo) s = T teremos

d
y = fa W)+ = r(s,y) (4.13)

dy
Seja z a solugdo de — e = fav(2) tal que z(0) = y(0). Tomando, no Teorema 2, 7y =0,
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L
u=Mec= k—_,obtemos

(04
M
_ T E)_ ]
Iy=dls 7 [exp(k@ 1 (4.14)
ka

Agora, observando que

e0<s<1,temos

ML L M
lim (lim ——_[exp(s—_)—l]): lim Z5=0
T—ooo\k—oo T k& ka T—oo T

Logo, para k e T suficientemente grandes, z converge para y.! Como a coluna
que tomamos € arbitraria, temos que todas as colunas de C admitem uma aproximacao
por medianiza¢do. Assim, C admite uma aproximagao por medianizacdo e, portanto,

verificando pela defini¢do que C(0) = I podemos escrever

T
C() = exp(%ﬁ S(h3FTel)dt) C(0) + 0(%)

1
Mas, como TfOTS(h3FTel)dt

'< I L t T d 1 L 0
< ———, temos que para T grande, —— — O e,
T Ky quep & T ka

portanto, C(¢) — I, como queriamos demonstrar. m

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3: Pela proposi¢io 9, sabemos que C se
1
comporta como a identidade / a menos de um erro da ordem de T (ou seja, um erro

que decresce conforme aumentamos o periodo 7" e fazemos o sistema variar cada vez

! Apesar de suficiente, nio é necessério, para essa convergéncia, tomar k grande. Bastaria fixarmos
k e fazermos T suficientemente grande. Entretanto, na proposi¢do 13 tomaremos k grande o suficiente
para aqueles propdsitos e poderia ndo ficar claro que aqui a convergéncia valeria ainda assim.
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mais devagar). Teremos que

~ 1
FATHA :I+O(?) (4.15)

Como todos os operadores envolvidos sdo ortogonais, temos

O 1
(HAF) 'A=1+ 0(7) (4.16)
Além disso, como todos os operadores pertencem ao grupo S O(3) (e, portanto,

preservam a norma e nio propagam o erro), temos que

_ 1
A=HTAF" + O(T) 4.17)

Essa € exatamente uma caracterizacido do operador A (o propagador adiabético) a

qual procuramos. m

Esse resultado tedrico nos permite retornar a nossa pergunta inicial e explorar
as boas propriedades do propagador aproximado de A em nossa investigagao sobre o
erro (modulo e fase) nas multiplas iteragdes no procedimento de controle do vetor de

momento magnético.

PROPOSICAO 10. Para os trés casos considerados (constante, impar e desbalance-

ado), temos que

cos(¥(T,w,6)) sin(y(T,w,6)) 0
1 1
A(T, w,6) =exp(—y(T,w,06)S (e3)) + O (?) =|—sin(y(T,w,6)) cos(W(T,w,d)) 0|+O0 (T)

0 0 1

1
Portanto, A(T,w,d)(—e3) = —e3 + 0(7)
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Demonstracao: Notemos primeiramente que a proposicdo diz que
1
A(T,w,0) = FT'(Tw,d) + 0(?) pela definicdo de F que demos anteriormente.
- 1
Como decorre do teorema 3 que A(T,w,8) = H (T)A(T,w,0)F " (T,w,5) + 0(7)
basta mostrarmos que H'(T) = A(T,w,0) =1.

. 2
De fato, por definicdo temos que ¢(t) = k(t)a(t) = —k(t)cos(?ﬂt) e ¢0) = 0.

Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo:

. , T/2 r
KDY =0(T)-00)= [ dtndr=— [ ko= [[km Sin(z_ﬂt)] i [km Sin(z_ﬂt)] ) -
. 0 2n Tl T ke

Logo, usando a definicao de H, teremos que

cos(0) —sin(0) O
H™(T) = [sin(0) cos(0) 0|=1.

0 0 1

Agora, como H(T) =0, o(T,w,0) = |W(T,w)—a(T)| e a(T) =-1 = h(T,w)—a(T) >0

(ja que |h(t,w)| < 1), temos que

1 0 0

~ WT,w)—a(T)
A(T,w,5) =10 h(T. )= oD ) 6b)(T)() =1 m
T,w)—a(T
K —0b(T) \n(T, w) —a(T)|.

PROPOSICAO 11. Quando k(t) =k > 0 para t € [0,T/2[ e k(t) = —k < 0 para t €
[T/2,T], entdo
1
A(T,w,0) =1+ O(—)
T
Demonstracao: Pela proposicao 10, basta mostrarmos que, para o caso impar,

F'(T,w,6) = I para todo w € [w«,w*] e para todo § €]0, 1].
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Mas y(T.0.6) = [} katt.w.6)dt + [} ka(t.w.8)dt = [ a(t.w.6)dr -

KfTT/z a(t,w,0)dt = 0 pela simetria de @. Assim,

cos(0) sin(0) O
FT(t,w,6) =|-sin(0) cos(0) O|=1.m

0 0 1

PROPOSICAO 12. Quando k(t) = k > 0 para t € [0,T/2[ e k(t) = —k— A < 0 para
t€[T/2,T] (caso desbalanceado), onde k >> A > 0, entdo, além do enunciado para o

teorema do caso constante, vale também que

Tw* 1
lyo —y(T,w,6)| < (1 =dx)lyol + 2] +0( ) (4.18)

onde yg = —A fOT/Z Va2 +b%dt e 5, = min{s | ¢ €]0,1]}.

2
Demonstragio: Considere Y(T,w,0) = yr(w,6) = —A [ \/(% —a) L6202 e

vamos expandir em série de Taylor em torno do ponto (w,d) = (0, 1).

Temos assim

B Oyr Yr 1
vr(w,0) =vyo+ 90 O, DHw+ (96(0, DOG-1)+ O(k)

o que implica que

0
o —yr(e, 6)|<‘—ﬂ<o 1)‘ -6

(O 1)‘+0( )

Calculando as derivadas de primeira ordem, teremos
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w
9 m (39
D (0,6) = =A f k dt
ow 0 w 2
k\/(z—a) L8202
0 1/ b*6
DT (,6) = —A f dt
00 0 w 2
V(g-o) <o

Calculando em (0, 1), teremos:

A T/2
N 1) =2 f L
ow kJo Va2+p2

o T/2 b2
DT 0,1)=A f @t
d6 0 VaZ+b2

Das desigualdades

a b
E— | - <1 < a2 2
2+ a2 +b2 ¢ bsNatth

seque que

Oyr ' T Oyr ‘
—0,D| < — —(0,D)] <
£ 0,1 3] © 1% 0, D| < lyol

o que demonstra a desigualdade que queriamos. m

PROPOSICAO 13. Para uma escolha conveniente de k e A, constantes de k = k(t) no

caso desbalanceado, é possivel fazer com que —n < y(T,w,d) < 0.

Demonstracao: Seja y( definido como na proposi¢ao 12. Como A > 0, teremos da

defini¢ao que yo,y(T,w,d) < 0 e, assim, |yg| = —yo. Logo, do resultado da proposicao

12 segue que

*2

2|K|

1
(2—-90%)y0— - <yY(T,w,5) <0 onde = 0(%)
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Para conseguirmos o resultado almejado, basta mostrar entao que

Das defini¢cdes de a e b temos que |yp| < AT. Além disso, podemos tomar |k|

*
o)
suficientemente grande de tal forma que 2] + < %ﬂ
Esolhendo entdo A = 317, teremos
2= 8)lyol + *2+<(2 SOAT + 227 — o)L+ B8 2%
— — _— = — e _ T
WYY * 3 3rt T3 T3

como queriamos demonstrar. m

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 4: Definindo i« € ¥ como em (3.2) e
(3.3) e k = k(t) como no caso desbalanceado, construimos o propagador adiabatico
A = A(t,w,0) que satisfaz a equacdo (3.9). Considerando A(T,w,d), que é a imagem
do propagador no instante t = 7', para cada par (w, o) admissivel, existe um angulo de

Euler ®(w, 9).

Além disso, para T suficientemente grande, podemos garantir que A(7,w,0) =
1
F'(T,w,6)+ O(T) # I, o que implica que também existem um eixo de Euler e(w, )

(devido a observagdo presente na se¢do (2.4), o eixo de Euler ndo € unico).

r(A) -1 _ 2cos(y(T,w,0)+1+€e -1 _
2 - 2 B

De (2.15), temos que cos(®P(w,0)) =
1
cos(y(T,w,0))+ e, onde e, = O(T)

Sabemos que o angulo de Euler € definido, para se evitar ambiguidades desne-
cessdrias, como dentro do intervalo [-m,]. Ajustando os paramteros « € A, como

na proposicdo 13, para que —r < ¥(T,w,d) < 0, teremos que y(T,w,d) = ®(w,d) + &
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1
ou Y(T,w,0) = —®(w,d0) + €3, onde € = 0(?) Em qualquer caso, teremos

|(D(w’ 6) - Y(T, w, 6)' < €3.
De (2.16), teremos que o eixo de Euler serd dado por

sin(y(T, w,0)) + €4 T
sin(®)

e(w,0) = [0,0,
1
onde €4 = 0(—).
T

1
Da continuidade do seno, sin(y(T,w,d)) = sin(®(w,d)) + €5, onde €5 = 0(7)

Além disso, pelo Teorema 3:

A(T,w,0)(—e3) = H (TA(T, w,8)F (T, w,8)(—e3) + 0(%) =—-e3+6

Logo, seja € > 0, podemos aumentar 7" se necessdrio (e, consequentemente,
reajustando « e A na proposi¢do 13) para que |es|+ |e4] < € € || < €. Teremos assim

lle(w,d) — (—e3)ll < € e [JA(T, w,6)(—e3) = (—e3)]| < €. m

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 5: Notemos que para cada w admissivel
fixado, temos que (3.9) € um sistema linear ndo autdonomo cuja condi¢do inicial é
a matriz identidade. Logo, A(nT,w,0) = A(T,w,0). Ainda, das propriedades de
S O(3) e do eixo de Euler, temos que e(w,d) € um autovetor de A(T,w,d) associado ao
autovalor +1. Logo, também € um autovetor de A*(T, w, ) associado ao autovalor +1.

Portanto ||A"(T,w,0)(—e3) — e(w,d)|| < €. Logo, temos

|AM(T, w,6)(—e3) — (=e3)|| < ||A"(T, w,6)(—e3) — e(w, ) || + lle(w, ) — (—e3)]| < 2€
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Fica assim demonstrado que, da forma como foi construido o propagador, o vetor

M(nT,w,d) ndo se afasta de —e3 mais do que 2¢. m
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5 ANALISE DE SENSIBILIDADE AOS
PARAMETROS

Iremos fazer uma andlise nesse cédpitulo sobre a sensibilidade do sistema aos
diversos parametros envolvidos, além de ratificar os resultados tedricos obtidos nas
proposicdes e teoremas que permeiam esse trabalho. Para isso, utilizaremos simu-
lacdes em MATLAB e Simulink, que utilizam a ferramenta de integragdo numérica

ODEA45.

Denotaremos por M(t,w,0) = (M(t,w,d), Ma(t,w,8),M3(t,w,56))" o vetor
de magnetizacdo que € solucdo da equacdo de Bloch e por M, (t,w,0) =
(M1 (2, w,6), Myyo(t,w,8), Myy3(t,w,6))T a trajetoria aproximada do sistema ori-

ginal obtida a partir da medianizagao.

Na grande maioria das vezes, iremos simular a variacdo dos parametros w € o
para os casos constante e impar da funcdo k = k(f) e faremos uma comparagao
entre os dois. Incluiremos simulagdes do terceiro caso, desbalanceado, somente nas
secoOes referentes ao eixo de Euler e ao erro por medianizacdo, inicos casos onde seu

comportamento difere significativamente do caso impar.

Como estamos interessados no comportamento do sistema quando o mesmo re-
aliza n ciclos, fixamos na maioria de nossas simulacdes n = 5, pois consideramos que

esse valor € razoavel para se ter uma ideia do comportamento adquirido pelo sistema
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e que um n muito grande comprometeria a visualizagdo das figuras.

Outra consideracdo a se fazer é a de que, também na grande maioria dos casos,
simulamos e analisamos somente o comportamento da componente M3 do vetor de
magnetizacdo. Isso deve-se ao fato de, ao realizarmos um teste sobre o vetor de
magnetizagdo M para sabermos se estd sobre +e3 ou —e3, somente essa componente
influenciard na probabilidade da obten¢do dos resultados. Em todos os casos nos quais
tal andlise se fizer presente, fixaremos o elemento do ensemble com os pardmetros

w=0e =1, por serem esses ideais!

. Também por questdo de visualizacdao das
figuras e de sensibilidade do algoritmo de integracdo numérica utilizada no ODEA4S5,
fixamos a magnitude da funcdo k como « = 1, excetuando-se o caso onde os efeitos da

variacdo de k também serd analisado.

Nas simulagdes da componente M3 espera-se que, dado M(0,w,d) = —e3, deve-
mos ter M3(0,w,0) = -1, Mj (g,w,é) préoximo de 1 (o que significaria M(g,w,é)
proximo de +e3) e M3(T,w,d) proximo de —1 (o que significaria M(T, w,d) proximo
de —e3). Para os proximas iteracdes, desejamos que se repita o comportamento do

primeiro ciclo.

5.1 Variacao do periodo T

Simulamos a componente M3(¢,w,o) utilizando os valores T = 1, 10, 100 para
0s casos constante e fmpar, com w =0, 6 =1 e k = 1. Em véarios momentos de
nossas demonstragcdes utilizamos o argumento de 7" poder ser tomado suficientemente
grande, o que torna nosso resultado matematicamente correto mas levanta questdes de
ordem prética, tais como: quanto seria esse valor suficientemente grande? Justamente

por isso as simulagdes desempenham um papel fundamental na drea de Matematica

10 fato de w = 0 e § = 1 serem valores ideais (sistema sem dispersdo) pode ser encontrado em [8].
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Aplicada a Engenharia, pois nos dd uma ideia quantitativa de argumentos de cunho

puramente 16gico.

Na figura 16, que contempla o caso constante, vemos que para 7 = 1 ndo con-
seguimos realizar os ciclos da forma que desejamos e a trajetéria de M3 estd
completamente desfigurada. Uma explicacdo seria a de que, para um periodo muito
baixo, a frequéncia dos controles € muito baixa € 0os mesmos nio teriam energia
suficiente para fazer M3 oscilar. Para um periodo dez vezes maior (7 = 10 s), a
trajetoria de M3 ja comeca a adquitir um comportamento proximo do desejado.
Finalmente, para T = 100 s, temos que M3 oscila da maneira que desejamos. Para
valores superiores a 100, nossas simulagdes mostraram (ndo sdo apresentadas aqui
para ndo "poluir"a figura) que a trajetdéria apresenta pouca alteracio e praticamente se

sobrepde ao que temos para 7 = 100 s.

Cormportamento da componente M, para diferentes valores de T

(caso constante)

1 T T T T T T — T —_
Co i o i - £ ".
oEF - o : i ~ | :'1'|. I'f.:. ::'-] i
s ! [ ;]'f 1'1 Eooy I._: :
ogf 4 b i Poa Foy et
g l|| { '; i ] |[: B ] )
g ; ¢ | ! : . . ; :
BT 4 1f 1 : 1] L I:I || ! :l1 1
ot b 4L L A
= | : ] 3 : F i : :
o A : 3 ¢ ] | } 1 I 4
= N ;] Pk ]
Mooy b 3 A 1o 1]
g - R : ] ; ! 1 : ;
0.4F |:_ El |5 1 ll i i| ll: J{ i
i 2l s Pl [ 1
06} ]3_ 3, ll i ; | L r i
‘A '!I o | | : Jf 11
_D.B‘::lll l ::r || |ll E\_,--’ll ___T=1|:|5
! S i ".___ ! N EERETEEE T=100 5
_1 . R 1 I L i | — I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

t/T (termpa normalizada)

Figura 16: Comportamento da componente M3 conforme o aumento do periodo 7' no
caso constante.
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Quando tomamos o caso impar, mostrado na figura 17, ja comecamos a perceber o
porqué desse caso ser, pelo menos quanto ao comportamento em mddulo, melhor que
0 caso constante. Vejamos que mesmo com pouca energia nos controles devido a baixa
frequéncia, a trajetdria de M3 nao € desfigurada e apresenta um comportamento perio-
dico. Nos demais casos, para 7' = 10 s temos uma melhoria significativa da trajetéria e
para T = 100 s a mesma adquire o comportamento desejado.

Cormportamento da componente M, para diferentes valores de T

(caso impar)

06 r

f
Bl
il ; ;
Dd i I| | |
!
|
|
I

M,(£0.1)

i
2
!
|

e

-0.5

T
o

: o l,:-_ _.:.J L
_1 y \.' L 'll —— T |"~ L O et o |.' L. ll —T I'\ |-'Jll O ] iR |
1] 0.5 1 1.5 2 25 3 358 4 45 5
t/T (tempo narmalizado)

Figura 17: Comportamento da componente M3 conforme o aumento do periodo 7' no
caso impar.

Vemos portanto que, para valores altos do periodo 7', mesmo distante do ideal, o
comportamento da trajetéria de M3 no caso impar é melhor que o caso constante, pois
apresenta maior regularidade inclusive quando comparamos as iteragdes entre si, algo

que sé ocorre no caso constante para valores altos de 7.
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5.2 Variacao da frequéncia de Larmor w

Embora nas simulacdes da secio anterior o comportamento de M3 seja o que pre-
tendemos para valores altos de 7', ndo devemos esquecer que tomamos um elemento
do ensemble com parametros ideais. Para outros parametros a trajetoria de M3 podera,

a priori, sofrer alteracdes significativas.

Como fixamos k = 1, a variacdo de w, pelas condi¢des impostas sobre esse parame-
tro na secdo 3.1, deverd ser —1 < w < 1, jd que |k(¢)| > w* para todo 7 € [0, T]. Notamos
nas simulag¢des realizadas que, para |w| < 0.5 temos grande robustez das trajetdrias de
M3 nos dois casos (constante e impar) conforme mostram as figuras 18 e 19.

Variagdo da componente M3 para-0.4<w<0.4
(caso constante)

15

0 100 200 300 400 500
tempo (s)

Figura 18: Variacdo da componente M3 para diferentes valores de w no caso constante.

Quando aumentamos o valor absoluto de w para um valor maior ou igual a 0.5,
entretanto, a trajetoria de M3 se afasta afasta bastante da ideal tanto no caso constante

(figura 20) quanto no caso impar (figura 21).
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Variagdo da componente M, para -04<w<04

impar)
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Variagcdo da componente M3 paraw=0.5
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Figura 19: Var
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Figura 20: Variacao da componente M3 para w
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Variagdo da componente M, para w = 0.5
(caso impar)

M,(£,0.5,1)

100 200 300 400 500 600 700
tempo (s)

Figura 21: Variacdo da componente M3 para w = 0.5 ¢ T = 100s no caso impar.

Em nossas demonstracdes tomamos os valores e k € T grandes. Vejamos como

1sso pode "corrigir"as distor¢des provocadas por um valor maior de w.

Ao aumentarmos o valor do periodo para 7 = 1000 s, vemos que no caso cons-
tante a componente M3 comeca a adquirir a forma desejada (figura 22) enquanto no

caso impar (figura 23) essa correcdo € bem mais acentuada.

Ao fazermos « = 10 e mantermos o periodo com o valor original 7' = 100 s, vemos
que no caso constante a componente M3 ndo possui um comportamento satisfatério

(figura 24), enquanto que no caso impar ela possui uma trajetoria excelente (figura

25).
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Gréfico da componente M, para w=0.5 e T=1000 s
(caso constante)

M,(£,0.5,1)

100 200 300 400 500 600 700
tempo (s)

Figura 22: Variacdo da componente M3 para w = 0.5 e T = 1000s no caso constante.

Gréfico da componente M3 para w=0.5e T=1000s

(caso impar)
1 T T T

0.8 b

0.4F b

0.2 i

M,(t,0.5,1)
o

) \J 4 Y

0 1000 2000 3000 4000 5000
tempo (s)

Figura 23: Variacao da componente M3 para w = 0.5 r T = 1000s no caso impar.



Variacdo da componente M, para w=0.5 e k=10
(caso constante)
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Figura 24: Variacdo da componente M3 para w = 0.5 € k = 5 no caso constante.

Variagdo da componente M3 para w=0.5 e k=10
(caso impar)

S (Y Y Y
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Figura 25: Variacdo da componente M3 para w = 0.5 e k = 5 no caso impar.
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5.3 Variacao da inomogeneidade em radiofrequéncia ¢

Vamos agora variar o parametro ¢ e analisar sua influéncia sobre a componente M3
do sistema. Lembrando que 0 < ¢ < 1, variamos primeiramente seu valor entre 0.4 e
1.0. Para esse intervalo de valores os dois casos comportam-se bem (figuras 26 e 27).
Variagdo da componente M3 para05<d6<1.0

(caso constante)
15 ‘ ‘

M,(t.0,5)

_15 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500
tempo (s)

Figura 26: Variacdo da componente M3 para diversos valores de d no caso constante.

J& para valores baixos de 6 vemos uma clara vantagem de robustez do caso impar
sobre o caso constante. Entretanto, se em termos matematicos isso seria interessante,
na pratica o valor de § costuma ficar bastante préximo a 1 [8], o que torna os graficos

28 e 29 apenas uma curiosidade.

5.4 Erro por medianizacao

Nesta secdo vamos examinar o erro cometido quando aproximamos o sistema

utilizando o método da medianizacdo (averaging). O nosso erro é uma fungdo
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Variagdo da componente M, para 05<6<1.0
(caso impar)
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Figura 27: Variagdo da componente M3 para diversos valores de 6 no caso impar.

Gréficos de Ms(t,o,é) para valores baixos de

(caso constante)
15 ‘ ‘

M,(t.0,5)

0=0.3
6=0.2

_1.5 | | |
0 100 200 300 400 500

tempo (s)

Figura 28: Variacdo da componente M3 para valores baixos de ¢ no caso constante.
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Variagdo da componente M, para valores baixos de &
(caso impar)
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Figura 29: Variacdo da componente M3 para valores baixos de 6 no caso impar.

E : X — R definida porE(t, w,0) = ||M(t,w,0) — M4, (t,w,0)||.

E muito importante notar que aqui, pela primeira vez nesse capitulo, estamos
querendo analisar se a trajetéria de M e de M,, sdo semelhantes, isto é, se temos
um verdadeiro rastreamento como sugere o titulo do trabalho. Isso evidentemente sé
ocorre se os valores de E forem préximos de zero (ou seja, as trés coordenadas dos

vetores estdo proximas).

Fixando T = 1000 s (portanto, um periodo mais alto), xk = 1, A = 0.01, n =5,
w = 0.8 e 6 = 0.5 (simularemos para um caso extremo) vemos claramente (figura 30)

que o caso desbalanceado comporta-se muito mais préximo que o caso impar (figura

29).

Alids, vale ressaltar dois aspectos matematicos que sao evidentes no resultado de
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Erro por medianizagdo para n=5 iteracoes
(T=1000 s, w=0.5 e 5=0.5)
14 T T T
+  caso desbalanceado
— — — caso impar

o
(o9}
T

E(t,0.5,0.5)
o
>

0.2

0 1000 2000 3000 4000 5000
tempo (s)

Figura 30: Comparag¢do do erro por medianianizacao nos trés casos. Quando aumenta-
mos o nimero de iteracdes, somente no caso desbalanceado o erro € assintoticamente
estavel.

nossa simulacdo numérica. O primeiro € que a tnica diferenca do caso desbalanceado
para o caso impar é que a cada meio periodo, um possui k = —1.01 e o outro k = —1,

isto é, simplesmente eliminando a singularidade que existia para o eixo de Euler

obtivemos um resultado incrivelmente melhor!

O segundo, e que ficard visualmente mais claro na figura 31 (onde simulamos
15 iteragdes e T = 1000 s, porém sem dispersao para w e 9), € que o erro ao final de
cada iteracdo, para as iteracOes sucessivas, nunca ultrapassa o dobro do erro cometido
na primeira itera¢do. No caso dessa simulacao numérica, temos que o erro da primeira
iteracio é € = 1.1 x 107 e o erro maximo cometido para cada uma das 15 iteracdes

realizadas foi de 1.5x 107%.

Na figura 32 exibimos, para efeito de comparacgao, o erro cometido ao final de cada
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x10™*  Erro ao final de cada iteragdo (caso deshalanceado)

1.6 ‘ ‘
® ® 0 o

1.4F b

121 ©) i

0.8

E(t,0,1)

0.6
0.4F b

0.2 i

IHEEE

5000 10000 15000
tempo (s)

Figura 31: No caso desbalanceado, o erro por medianizacdo apds n iteragdes nunca
ultrapassa o dobro do erro cometido na primeira iteracdo. No caso impar o erro é
estritamente crescente.

iteracdio para o caso fmpar. Embora o erro da primeira iteracio seja de 1.5x 107 (bem
mais baixo que no caso desbalanceado), ele é sempre crescente, chegando a 1.7 x 107
(mais de dez vezes o primeiro) ao final da dltima iteracdo. Vale ressaltar que o fato do
caso impar ter resultado, na figura 32, num erro menor que o desbalanceado (apesar de
o0 mesmo ndo ser estavel) deve-se ao fato de termos simulado o erro por medianizagdo

sem dispersdes de w e ¢ (isto é, utilizamos os valores ideaisw =0e 6 = 1).
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L8 x 10~ Erro ao final de cada iteragdo (caso impar)

1.2} b

E(nT,0,1)
O

0.8F o} b
0.6F .
0.4 b
0.2t T il
41
0 5000 10000 15000
tempo (s)

Figura 32: Apesar de conseguirmos reduzir o erro por medizanizac¢do a valores baixos
no caso impar, o mesmo ¢ estritamente crescente.
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6 CONCLUSOES

Nesse trabalho abordamos uma generalizacdo do problema de inversao do spin,
etapa importante da ressonancia nuclear magnética. Dado um ensemble, cuja dinamica
de sua magnetizacdo € regida por (3.1) (equacdes de Bloch), mostramos que € possivel
encontrar uma funcdo de entrada apropriada (a mesma para todos os elementos do
ensemble), definida como em (3.2)-(3.6), de forma que apds n ciclos dentro da es-

fera unitdria, a posicao do vetor de magnetizacao fica muito préxima da posicao inicial.

Embora esse problema ja tenha sido abordado e resolvido matematicamente em
[3], essa foi a primeira vez que se utilizou controles de norma limitada, o que faz
com que nossa solucdo tenha uma utilidade pratica importante. Embora tais controles
ndo sejam uUnicos, procuramos dar uma heuristica da forma com que eles foram por
nos inferidos, seja através de discussdes matemadticas, seja por citacdes de referéncias

bibliogréficas.

Para a demonstracio matemdtica de nosso resultado, utilizamos uma caracteri-
zacdo aproximada do operador que descreve a dindmica do sistema (propagador)
através do método assintético da medianizacio, onde substituimos o sistema original
variante no tempo (ndo autdbnomo) por um invariante no tempo (autdbnomo e, portanto,
mais simples), com um comportamento médio, e depois provamos que a solu¢do do
sistema aproximado converge para a solu¢cdo do sistema original quando fazemos o

mesmo variar lentamente.
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Encerramos o trabalho com diversas simulacdes numéricas, onde analisamos a
robustez do sistema as variagdes dos parametros de dispersdo e estimamos valores
aceitdveis para alguns dos parametros envolvidos (aqueles que nas demonstracdes
matemadticas tomamos grande ou pequeno o suficiente). Além disso, tais simulacdes
comprovaram as previsdes tedricas sobre qual deve ser nossa escolha adequada um

dos parametros de nossos controles.

Para trabalhos futuros pretendemos abordar o problema de definir uma de norma
limitada que possibilitem conduzir os elementos do ensemble, partindo de condi¢des
iniciais eventualmente distintas, ao mesmo estado final ou entdo conduzir todos
os elementos do ensemble de uma mesma condicdo inicial a estados distintos pré-

determinados (sempre com uma mesma lei de controle).
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