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Resumo

Neste trabalho, consideramos o Problema de Desacoplamento de Perturbacdes
por Realimentacdao Dinamica Regular do Estado para sistemas nio lineares afins.
Utilizando a abordagem Geométrica-Diferencial, estabelecemos condicdes necesséarias e
suficientes de solucao de tal problema. Mostramos que tais condicoes sao baseadas
na geometria de um Sistema Estendido, obtido pela colocacdo de integradores em
série com as entradas do sistema original. Quando tal problema & solivel, mostramos
tambem que o algoritmo de extensdo dinamica permite a construgdo do compensador
solucdo. Como um subproduto de tais técnicas, obtemos uma forma geometrica de
determinacdo da estrutura algébrica no infinito, através da geometria do Sistema

Estendido.



Abstract

In this work we consider the Problem of Disturbance Decoupling by Regular
Dynamic Feedback for the class of affine nonlinear systems. We use the so-called
Differential Geometric Approach to derive the necessary and sufficient conditions
for this problem’s solution. We show that the solvability of this problem is
governed by the geometry of an Extended System obtained by putting integrators in
series with the inputs of the original system. When the necessary conditions are
satisfied, we show that the well known dynamic extension algorithm can be used to
construct a solution. We also show that the algebraic structure at infinity can be

computed by geometric methods with the aid of the Extended System .
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Introducao

As aplicacoes de geometria diferencial na teoria e no projeto de sistemas de
controle para sistemas nao lineares, apesar de recentes, j4 possuem uma base solida
atestada pelos livros textos de Isidori[19] e Nijmeijer e Van-der-Schaft[27]. Alguns
aséectos mais praticos, especialmente em aplicacoes aeroespaciais e em robotica ja se
evidenciam na rica bibliografia de [19] e [27]. Recentemente também tem ocorrido um
casamento feliz entre tal abordagem e a teoria de controle adaptativo, fornecendo
resultados interessantes para sistemas linearizaveis. Enfim, podemos afirmar gque
dentro de poucos anos tal campo de pesquisa deixara de ser tio fertil em termos de
novidades mas passara a ser uma ferramenta util para muitos campos de pesquisa na

teoria e projeto de controle.

Nossa introducdo nesta area iniciou-se durante o segundo semestre de 1989,
onde juntamente com meu orientador, Prof. Dr. Vitor M. P. Leite, apresentamos na
forma de seminarios a 12 edicdo de Isidori[19]. Esses seminarios duraram até o fim do
primeiro semestre de 1990, e foram fundamentais para nossa formacao e
especializacdo nesta area. Iniciamos a pesquisa nesta linha no segundo semestre de
1990. Durante o ano de 1991, meu orientador cumpriu programa de Pds-Doutoramento
na Italia na equipe do Prof. Dr. Isidori. Se é verdade que tal programa sera de
grande valia a partir de agora, posso dizer que nao ter a presenca constante de meu
orientador durante este periodo foi dificil para mim, ja que, desde meu programa de
mestrado também orientado por ele, somos parceiros de pesquisa. Afinal, se o
doutoramento é a fase onde o pesquisador obtém credenciamento e credibilidade ele

tambem deve obter certa independencia.

Na teoria linear, a tdo chamada “abordagem geométrica” iniciou-se com os
trabalhos de Basile e Marro [2] e Wonham e Morse [38]. O conceito de (A, B)-

invariancia , definido por tais pesquisadores, forneceu uma solucdo elegante para o



problema de desacoplamento da perturbagio por realimentacao de estado. Através das
idéias de Schumacher [22] pode-se mostrar que o problema de desacoplamento da
perturbacao por realimentacdo de estado é soluvel se e s6 se o mesmo problema for
soluvel por realimentacio dindmica do estado. Assim, o problema de desacoplamento
da perturbagdo por realimentacdo dinamica de estado nio é relevante para sistemas

lineares.

Espelhando-se na teoria linear, os trabalhos de Hischorn (14], Isidori et. al.
(20] e [21], Nijmeijer [24] e Krener [22], generalizaram tal idéia de invariancia para
sistemas nao lineares afins, gerando o conceito de “(f,g)-invariancia” e solucionando
o problema de desacoplamento da perturbacdo por realimentacao regular de estado
(PDRRE). Posteriormente mostrou-se que, no caso nao linear, o problema de
desacoplamento da perturbacdo por realimentacdo dinamica de estado pode ser
soluvel enquanto o mesmo problema por realimentacao regular de estado nao o seja

[16]. Isto da relevancia a pesquisa sobre tal tema.

A contribuicdo desta tese € a solucao, pela via geomeétrica, do Problema de
Desacoplamento de Perturbacdes por Realimentacdo Dinamica Regular de Estado
(PDPRDR) para sistemas ndo lineares Afins. Apds ter dado uma solucao parcial ao
problema utilizando a abordagem geométrica (através das idéias contidas em
Silva[29]) descobrimos, através de um contato com o Dr. Nijmeijer (Univ. Twente -
Holanda), que este problema possuia uma solugao analitica (vide (16],[17] e [18))
atraves do algoritmo de Singh [33]. Ele gentilmente nos enviou tais trabalhos, na
forma de “preprints”. Em [17] é mostrado que o algor'itmo de Singh permite verificar
a solubilidade do PDPRDR e construir a solucao, no caso em que o problema é
solavel. Trabalhando um pouco mais no problema, desenvolvemos condi¢des
necessarias e suficientes com ferramentas geometricas e mostramos que nossas
condi¢Ges geometricas sao equivalentes as de [17]. Mostramos que o algoritmo de

extensao dinamica [7] também permite a construcdo da solucio. Nosso resultado &

[\



geometrico e aparenta ser um método eficaz para verificacdo da solubilidade do
PDPRDR independentemente da tecnica que podemos utilizar para construgao da
solucdo. Como o PDPRDR & uma generalizacdo do Problema de Desacoplamento da
Perturbacao por Realimentacio Regular de Estado (PDPRR), nossas condi¢coes sao
tambem necessarias para solubilidade do segundo problema. Assim podemos resumir
noésa contribuicdo para o PDPRDR em dois pontos principais, sendo o primeiro o fato
de termos fornecido uma condicdo geométrica e o segundo o fato de termos

desenvolvido uma nova técnica de construcdo do compensador solucéo.

A presente tese divide-se em duas partes principais. A primeira parte,
compreendendo os capitulos 1 e 2 sao dedicadas ao leitor nao especializado na
abordagem geométrica-diferencial. O cap. 1 dedica-se aos fundamentos de variedades
diferenciaveis e a notacdo. O leitor experiente nesta area deve fazer uma leitura
diagonal apenas para reconhecer a notacdo utilizada. Alguma novidade para este tipo
de leitor talvez possa ser encontrada na secao 1.8, onde fizemos um apanhado dos
fatos que necessitaremos sobre variedades analiticas. O capitulo 2 relne os
principais resultados bem conhecidos que necessitaremos da teoria geométrica nao-
linear. O leitor interessado em uma apresentacdoc mais completa deve remeter-se a
(19] e [27] e ainda verificar a bibliografia anexa. A segunda parte desta tese,
compreendendo o capitulo 3, as Conclusdes e o Anexo-1, ¢ dedicada a contribuicdo.

No anexo-1 incluimos dois exemplos ilustrativos.



Cap.1 - Preliminares Matematicos

1.1. Objetivos do Capitulo

Neste capitulo introduziremos a linguagem e nota¢do matematicas utilizadas ao
longo desta tese. Os resultados serao apresentados sem provas, tornando este
trabalho mais “auto-contido” na medida do possivel. O leitor que ja conhece os fatos
basicos de Variedades Diferenciaveis pode, num rapido vislumbre, reconhecer a
notacao adotada. O leitor que ndo estd acostumado com estes conceitos nio deve
esperar deste capitulo nada além de uma apresentacido muito superficial dos mesmos.
Para as provas e maiores detalhes dos resultados aqui apresentados, indicamos

especialmente o texto classico Boothby [3].

A qualidade mais importante e destacada do universo de fatos que batizamos
com o nome de Geometria Diferencial é o seu carater intrinseco ( ou candnico ), isto
&, a sua maneira de ver as coisas independentemente de um sistema de coordenadas
ou mesmo a capacidade de abstrair o espaco onde um determinado ente geometrico
esta imerso (uma esfera é sempre uma esfera, independentemente se ela estiver
imersa no R® ou no R* se consideramos um sistema de coordenadas do tipo latitide e
longitude ou do tipo estereografico). Assim, os tres adjetivos “intrinseco”,
“candnico” e “geométrico” sio sindnimos nesta tese, e guando referidos a alguma
propriedade de um certo objeto, querem dizer que esta propriedade nio depende de
um sistema de coordenadas especial, embora muitas vezes tenhamos que escolher
algum sistema de coordenadas para “fazer as contas”. Quando estudamos calculo e
analise num espaco euclidiano R7, pelo fato de tal espago possuir coordenadas ditas
“canonicas”, nos esquecemos muitas vezes da geometria que esta escondida por tras
destes conceitos. No entanto, ao estudarmos superficies simples, tais como a esfera

S? percebemos a necessidade de definirmos “sistemas de coordenadas locais” porque



nao conseguimos “cobrir” toda a superficie da esfera com um unico sistema de
coordenadas (como é o caso do R"). Estes sistemas de coordenadas locais devem
“colar” de maneira suave, isto &, na interseccao de seus dominios podemos calcular as
coordenadas de um sistema a partir das coordenadas do outro com um certo grau de
diferenciabilidade. Estas idéias dao origem ao conceito de estrutura diferenciavel

e variedade diferenciavel, que tentaremos apresentar.

1.2. Alguns Fatos do Calculo e da Topologia do R™

A bola aberta de raio § e centro z numa norma || - | do R*® & o conjunto
B(6,z)={x€]R" : ||x—z||<6}. Um subconjunto ACR" é aberto se para todo ponto
z €A, existir § suficientemente pequeno tal que B(6,z) CA. O complementar de um
conjunto aberto e dito ser fechado. Os unicos subconjuntos simultaneamente abertos
e fechados do R™ sfo o proprio R® e o conjunto vazio. A unido de uma colecao
arbitraria de abertos é um aberto. A intersec¢ao de uma colegdo finita de abertos &
um aberto. Complementanto a propriedade anterior teremos que a intersecgao de uma
colecao arbitraria de fechados é um fechado. A unido de uma colecao finita de
fechados é um fechado. Tais propriedades se constituem no que se denomina a
Topologia do R™. Mostra-se que todas a normas do R” geram a mesma topologia.

Se A & um subconjunto aberto do R” e f:A~R é uma funcao, denota-se o valor
de f num ponto x=(xy,...,Xs) por f(x)=f(x,,...,%Xn). A fungdo f & dita ser de classe
C™ se as suas derivadas parciais de qualquer ordem com relagdo a X,...,%Xn existem e
sdo continuas. f & dita ser analitica se ela for C* e para todo ponto z€R™ a sua
série de Taylor centrada em z converge para f numa vizinhanca aberta U de z. Se f
e analitica, podemos denotar f€CY. Note que existem fung¢bes C* que nio sdo
analiticas. Por exemplo, tome f:R~R tal que f(x)=exp(—1/x) para x>0 e f(x)=0

para x <0. Tal funcao ¢ C™ e possui as derivadas de qualquer ordem nulas na origem



e portanto ndo é analitica. Uma aplicacBo F:A~R™ & uma colegdo (f,,...,fn) de
fungbes f,:A~R. A aplicacio F & C™ (analitica) se as f, sdo C* (analiticas) para
t=1,...,m. Se F:A~R™ & uma aplicacio C™ entdo, para todo p ER”, existem uma
aplicagdo linear DF(p):R"—~R™ denominada derivada de F num ponto PER™ e um
aberto B, C R™ tal que X €Bpimplica em (x+p) €A, de maneira que Rp: Bp,~R"
definida por

Rp(x)=F(x+p)—F(p) —DF(p).x

é tal que

Rp(x) 0
Ixi—-0 Ixl

Assim, DF(p).x é a “melhor” aproximagdo linear de F(x +p)—F(p) para pequenos
valores de x. Nas coordenadas candnicas de R” e R™, a derivada DF(p) admite uma
representacao matricial denominada matriz Jacobiana de F em p, sendo denotada por

JF(p) ou ainda Eg—i‘(p) e definida por

EXC
5%, " B%n
oF  y_
ax(p)
B Bfn
9% " 3x%Xn

algumas vezes denotamos a matriz Jacobiana por g—z

elementos sao as fungdes 9f,;/9x, definidas em ACR™.

, representando uma matriz cujos

Sejam V e U dois abertos do R*. Uma aplicagdo F:V~U e dita ser um
difeomorfismo de classe C* (C%) se F & bijetiva e tanto F como F™' sio de classe C=

(C¥).

Teorema 1.1 (da Funcdo Inversa) : Seja A um aberto do R® ¢ F: A—R” &

uma aplicacio de classe C=(CY). Suponha que oF ¢ mdo singular. Entdo

aa:z



existe uma vizinhanca aberta U de z com UC A tal que V=FU) & um aberto
e a restricdo de F ao aberto U ¢ um difeomorfismo de classe C=(C¥) sobre

V.

Teorema 1.2 (do Posto) : Seja ACR"e BCR™ conjuntos abertos e F:A—B &

uma aplicacio de classe C=(CY). Suponha que % possui posto k em A. Entdo
existe uma vizinhanca aberta 4, de z e uma vizinhanca aberta By de F(z),
dois abertos UCR” e VCR™ e dois difeomorfismos G:U~A4q e H:V—B, tais
que, para todo (i, ...,Z2)EU teremos :

(HOFOG)(xl,...,xn)=($1,...,xk,0,...,0)

Observacao 1.3: Seja 7:R"—R" tal que

Tal L1y eeey Tr) =(L1y veey Try 0y .0a,0)
entdo, como H e G sdo inve'rt%veis, podemos dizer que para todo ponto x de
Ay teremos

F(z)=H 'om, oG ()

Teorema 1.4 (das Funcdes Implicitas) : Seja ACR™e BCR" conjuntos abertos
e F:AXB~R" ¢ uma aplicacio de classe C*(C%). Denote um ponto (x,y) de
AXB por (Ziy.cosZmyYyy.eenyYm). Suponha que para algum ponto (o, Yo) de AXB
tenhamos

(Z) F(xO’ y0)= 0

of, 8f1
8y1 8yn
i) ©°E = e e e e nao singular.
Haowo) | o, 3f n
ayn i ayn

- o, Yo)

Entao existem vizinhancas abertas Ay de o em A, By de yo em B e uma unica



aplicagao C* %) G:A9~Bg tais que, se (x,y) € Ao X By, entao

F(x,y)=0 o Yy =G(x)

1.3. Nog¢des elementares de Topologia

No espago R"™ estamos acostumados com as nogoes de conjuntos abertos,
fechados, continuiadade de fungdes que derivam naturalmente da topologia definida
anteriormente. No entanto podemos definir uma topologia para um espaco dado,
possivelmente abstrato, e assim definir para este espaco a no¢ao de abertos, fechados
e fungodes continuas. Assim, seja S um conjunto. Uma estrutura topoldgica de S &
uma cole¢ao de subconjuntos de S, chamados subconjuntos abertos, satisfazendo a :
(i) A unido de uma colegdo arbitraria de abertos é um aberto.

(ii) A intersecg¢8o de uma colegdo finita de abertos é um aberto.
(iii) O conjunto S e o conjunto vazio siao abertos.

Um conjunto S munido de uma topologia é denominado espaco topologico,

Uma base B de uma topologia de um espaco topolégico S & uma colecao de
subconjuntos abertos denominados abertos basicos, tais que qualgquer aberto de S
pode ser escrito como a unido de abertos de B. Por exemplo, as bolas abertas do R”
de centro em Q" e raio racional formam uma base da topologia de R". Como Q
(conjunto dos racionais) é um conjunto enumeravel, segue-se que esta base &

enumeravel.
Uma vizinhan¢a aberta U de um ponto pES é um aberto U contendo p. Sejam
S; e S; dois espagos topologicos e seja F: S;~S, uma aplicacdo. Dizemos que F &

continua se e para todo aberto VCS, teremos que F™'(V) é um aberto de S,. Uma



aplicacdo F & dita aberta quando V, aberto em S, implicar em F(V,) aberto em S,. Um
homeomorfismo & uma aplicagio bijetiva continua e aberta, isto e, sua inversa &
também continua. Um subconjunto U ¢ dito ser fechado se o seu complemento U for
aberto. Vé-se facilmente que a unido de uma familia finita de fechados é um fechado
e a intersec¢do de uma familia arbitriria de abertos & um aberto. Um espago
topologico S é fechado em S, bem como o subconjunto vazio. Se S, € um subconjunto
de um espaco topologico S, existe um unico conjunto aberto, denominado interior de
So e denotado por int(Sy), tal que int(S))C S, e qualquer aberto ACS, também esta

contido em int(S,). De fato

int(Sy) = U a
A aberto
ACS,

Analogamente, existe um Unico conjunto fechado, denominado fecho de Sy e denotado
cl(Sp) tal que cl(SE)CS,) e cl(S,) esta contido em todo fechado que contém S,. Tem-

s€e

cl(S,) = (1l F

F fechado
FSs

Um subconjunto S, é dito denso em S se cl(Sg)=S,. Se S, e S, sdo dois espacos
topologicos, podemos definir para o produto cartesiano S;XS, uma topologia de
maneira que os abertos de S,XS, sejam a unifo de uma familia arbitréaria de
conjuntos da forma U, XU, , onde U; & um aberto em S; e U, é um aberto em S,.

Quando munido desta topologia, S, XS, € denominado espac¢o topologico produto.

Se S & um espago topologico e S,CS,entdo o subconjunto S, herda de S uma
topologia denominada topologia de subconjunto tal que os seus abertos sio da forma

S,NU, onde U & um aberto de S.



Seja F: S;~S, uma aplicacdo continua entre espacos topologicos, e seja
F(S,) CS, a imagem de F. Considerando F(S,) com a topologia de subconjunto, veé-se
que a aplicagdo F’:S;—~F(S,) definida por F'(p)=F(p) & continua mas nao &
necessariamente aberta. Considere agora F(S,) com a topologia tal gue os conjuntos
abertos sdo a imagem F(A) de um subconjunto aberto ACS,, denominada topologia
indﬁzida. Essa topologia contém a topologia de subconjunto ( no sentido em que um
aberto da topologia de subconjunto e também um aberto da topologia induzida ). Com
a topologia induzida, a aplicagdo F’ & aberta. Logo, se F for injetiva, segue-se que F’

& um homeomorfismo entre S; e F(S)) com a topologia induzida.

Um espago topologico & dito ser Hausdorff se pontos distintos p, e p,

admitirem vizinhancas abertas V, e V, disjuntas.

Um espago topologico S é& dito ser conexo se os Unicos conjuntos
simultaneamente abertos e fechados forem o conjunto vazio e o proprio S. Para
topologias mais particulares como por exemplo espacos meétricos ou localmente
euclidianos (veja segdo seguinte para a definicao de localmente euclidiano) tal
definicdo equivale a dizer que S nido é a unijo de dois abertos disjuntos n3o vazios.
Um subconjunto C de S é conexo se C for um espag¢o conexo na topologia de

subconjunto.

Um caminho o em um espago S é uma aplicagdo continua o :[a,b]—S. Dizemos
que um caminho liga dois pontos p, e p, de S se o(a)=p; e o(b)=p,. Um subconjunto
C de S e dito ser conexo por caminhos se todo par de pontos de C pode ser ligado

por um caminho,

1.4. Variedades Diferenciaveis

Um espaco topologico N é& dito ser localmente euclidiano de dimensio n se
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para todo ponto pEN existir uma vizinhanga U de p, um aberto V de R® e um

homeomorfismo ¢: U~ V,

Definicao 1.5: Uma variedade N de dimensdo n é um espaco topologico
Hausdorff localmente euclidiano de dimensdo n, possuindo uma base

enumeravel.

Uma carta local de um ponto p de uma variedade N de dimensio n é um par
(U,¢) onde U & uma vizinhanca aberta de p e ¢:U~VCR"” & um homeomorfismo e V
e um aberto em R”. Denota-se & =(¢1,....,#2) e cada ¢,:U~R & denominada funcio

coordenada.

Sejam (U,®) e ( V,¥) duas cartas locais de uma variedade N de dimensio n.
Suponha que UﬂV;éQ e defina o homeomorfismo entre abertos do R”, denominado
mudanc¢a de coordenadas, pondo

Yo (BUNV))~W(UNV)
Se denotarmos x=@&(p)=(xy,...,%xn) e y=W(p)=(y,...,y») para cada peUNYV,

podemos escrever

Yi Y1(X1y 000y Xn)
yx)=Vvod (x)=| ' |= :
Yn yﬂ.(xl; -0-’xﬂ)

e a transformacgao inversa e da forma x=x(y).

Duas cartas locais (U,®) e (V,¥) sao ditas C= (Cw)—compatﬁveis se um dos
dois fatos abaixo ocorrerem :
(i) UNv=g;

(ii) UNV#=Z e a mudanga de coordenadas & um difeomorfismo de classe C®
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(respectivamente, analitico ).

Um atlas C~ (C%) de uma variedade N & uma colecdo de cartas locais C=
(Cw) compativeis
A={(U\,#,) : NEA}

tal que

| uy=x

Um atlas e dito completo se ele nio estiver contido propriamente em nenhum outro
atlas. Para todo atlas .4 podemos fazer o processo de completamento, adicionando a
A todas as cartas locais que ainda mantenham a compatibilidade. Neste processo
obtemos o atlas A*, o Unico atlas completo que contém .A. Um atlas completo A*
C= (C¥) de uma variedade N de dimensdo n ¢é denominado estrutura diferenciavel

(respectivamente, analitica) de N.

Definicaol.6: Uma variedadade diferencidvel (anal%tz’ca) N de dimensao n e

uma variedade N munida de uma estrutura diferenciavel (analitica).

A seguir damos alguns exemplos elementares de variedades diferenciaveis :

(1) Qualquer aberto U de R™ & uma variedade diferenciavel se definirmos a estrutura
diferenciavel que maximiza o atlas A={(U,i) : i=identidade em U}. Em particular,

R" & uma variedade diferenciavel.

(2) Seja S' o conjunto dos pontos do R? (xy,%,) tais que x12+x22=], com a topologia
de subconjunto (Hausdorff e de base enumeravel). Seja p,=(—10) e p,=(1,0).
Considere as aplicac¢des

@:S'—{p}~R , &=2x,/(x,+1)

12






V:S'—{p}~R , ¥=2x,/(1—x,)
mostra-se que ¢ e V¥ sdo homeomorfismos, e que a mudanca de coordenadas é
y(x)=4/x. Note também que para pE€S'—{p,p,} teremos @(p)=<0 e V(p)s=£0 e a
mudanca de coordenadas ¢OW_1:R—{O}HR—{0} é um difeomorfismo de classe C* .
O atlas maximal AX que contém & e ¥ é uma estrutura diferencidvel para S'.
(3)IPodemos definir estruturas diferenciaveis diferentes sobre um espa¢o topologico,
gerando variedades diferenciaveis com natureza diferentes. De fato, seja N=R e

considere as cartas (R,®) e (R,¥) tais que :

P(x)=x
V(x)=x"
Como W'l(x)=x1/3, segue-se que DoV ix)=x""°. Assim & e ¥ ndo sio cartas

compativeis. Assim os atlas maximais A, e .4, que contém respectivamente (R,®) e
(R,¥), sdo diferentes e portanto podemos definir diferentes estruturas diferfciaveis

sobre R.

(4) Seja UCR™ um subconjunto aberto e suponha que A\: U~R™™ & uma aplicagdo
C=. Denote AX)=(M(X),...,An-n(X)) e defina NCU como sendo o subconjunto
(fechado) de U, tal que :

N={x ER™ : \Nx)=0, i=1,..., m—n }
Considere NC U como o espaco topologico com a topologia de subconjunto. Suponha

também que a matriz jacobiana

3\, B\,
3%, ' ¥xn
o _
ox
OAm-n ONm=n
8X1 R OXm

possua posto m—n para todo x €EN. Entdo N é uma variedade diferenciavel de
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dimensao n. A prova de tal afirmagdo é uma consequécia imediata do teorema das
fungbes implicitas, ja que, a menos de uma reordenacio dos X; e dos \;, podemos

8] o] 5 0 .
supor que para todo ponto x0=(x?,....,x?l,xn_,_l,...,xm) €N a matriz jacobiana

o, o
X 4, ' OXm
8}\777,—11 a)\WZ'TL
X, 4, 1 O%n |

& ndo singular. Portanto, existem vizinhangas abertas A;CR" de (x%,....,x3) e
BoCR™7™ de (x2+1,...,x9n) e uma aplicagdo C” Gg:Ap—By tal que AMx)=0 e
X E(AgXBy) se e s6 se X=(Xy,.e0sXny Go{X1y+ery Xn)). Assim, em uma vizinhancga aberta
Vo=NN(A;XBy) de x°€N podemos definir uma carta local Yo: Vo~ Ay, Note que
wo'l(x,,...,xn)=(x1,...,xn,Go(xl,...,xn)). Assim, mostra-se facilmente que as cartas
locais contruidas desta forma sf3o sempre compativeis e formam um atlas. A

maximizacdo deste atlas define uma estrutura diferenciavel.

(5) O conjunto Sm'1={(x1,...,xm)E]Rm: S +xm2=1} ¢ uma variedade
diferenciavel. De fato, do exemplo acima, podemos definir A:R™~R |, pondo
AMXypy eny Xm)=%,°+ ... +x2°—1 e notar que

g—:;=[ 2X; e 2%m ]
€ assim a matriz jacobiana de A possui pdsto 1 para todo ponto de S™ . Assim S™! &

uma variedade diferenciavel de dimensdo m —1 em virtude do exemplo (4).

(6) Um aberto U de uma variedade N é também uma variedade diferenciavel. De fato,
se A={(Uy,#,) : NEA} & um atlas de N, entiio A ={(Uy,#,) : NEA}, onde
U, =Unu,

¢R, s ¢)\| U)\,
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e um atlas de U. Com esta estrutura, U e denominado subvariedade aberta de N.

(7) Se N e A sdo variedades diferenciaveis respectivamrente de dimensdo n e m, com
atlas maximais respectivos {(Ux,m) :NEA } e {(V“/,I,(%,) :’YEF} entdo o espago
topologico produto N XA possui uma estrutura de variedade diferenciavel de

dimensao n+m dada pela maximizacao do atlas
A={[U;\><V7, B Xy | 1 NEA, ver}

onde, para peU,CN e q€V,C.AM, a carta local
A XYy 1 Uy X Vr=g, (U X 94y(V)
e definida pondo-se

@5 X W7(D, q) =( ¢x(p)’ w'y(q»

O resultado a seguir sera de utilidade no futuro :
Proposicao 1.7: Uma variedade N conexa é conexa por caminhos,

Prova : Fixemos x; € N. E suficiente mostrar que o conjunto C de pontos que podem
ser ligados a x, por um caminho continuo & aberto e fechado em N. Para isso
suponha x €C e tome uma carta (U,%) em torno de x. Seja V=p(U)CR". Como V é
um aberto de R”", existe uma bola aberta B de centro em %(x) e raio § contida em V.
Mas todo ponto b da bola B pode ser ligado por um caminho continuo o ao seu
centro ¥(x). Portanto todos os pontos de P '(B) podem ser ligados a x por um
caminho continuo oo, Logo C e aberto, pois podemos contruir um caminho
continuo ligando x, a qualquer elemento de % YB) por justaposicao. Um raciocinio

analogo mostra que o complementar de C e também aberto. 8]
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Seja. F:N~uA, uma aplicagdio continua entre variedades diferenciaveis
(analiticas) N e M de dimensSes n e m, respectivamente. Denote os atlas maximais de
N por A, e de M por An. Seja (V,p)E.A, uma carta local de F(p), com pe N. Como
F e continua, entdo FY(V) é um aberto em N contendo p. Podemos tomar em A, uma
carta (W,®) de p tal que WCF(V), Desta forma a aplicacdo
II)OF 0@ ®(W)CR™— p(V)C R™ fica bem definida e & uma aplicacdo entre abertos de
espagos euclidianos. Denominaremos tal aplicacido F=ypoFo®™ de expressao de F em

coordenadas locais em torno de p.

Definicao 1.8: Uma aplicacdo continua  FiNr—.A entre variedades
diferencidueis (analiticas) ¢ dita ser diferenciavel se a sua exzpressio em
coordenadas locais for diferencidvel (anal%tica) em torno de todo ponto p de
N. F é dita ser diferencidvel (analitica) num aberto UC N se FIU:U—-M ¢
diferenciavel (analitz’ca) com U sendo o variedade diferencidvel do exemplo

(6). F e dita ser um difeomorfismo se F for bijetiva e F e F™' sao

diferenciaveis.

Naturaimente a diferenciabilidade de uma aplicacao F nao depende das cartas
escolhidas para compor a sua expressio em cordenadas locais. De fato, isto &
consequéncia da compatibilidade dos atlas, pois se ®,,®, sdo cartas de N, Y, e ¥, sdo

cartas de b, com as devidas restri¢des nos dominios, podemos escrever

wIO FO(Dl-l Eal wlo ( wz_lo wz)o FO((DZ—IO@:)O ¢1‘1=

=0 P, No(P, 0Fo®, Ho(®,0d, = (1.1)

Note que (W0, e (P.od,™") sdo mudancas de coordenadas, sendo portanto

diferenciaveis. Logo (¥, 0oFo®,™") & diferenciavel se e s6 se Y,0Fo®,! também o
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for.

Definicao 1.9: O posto de uma aplicacdo diferenciavel F: Ne—M entre
variedades difernciaveis num ponto pEN e definido como sendo o posto da

matriz jacobiana de da expressao de F em coordenadas locais.

Em virtude de (1.1), o p6sto de F num ponto p é um numero inteiro bem

definido, nao dependendo da expressao de F em coordenadas locais.

Definicao 1.10: Uma aplicacdo diferenciavel F:N—M entre variedades
diferenciaveis é dita ser umo submersdo se o posto de F for igual &
dimensao de M para todo ponto p de N. F e dita ser uma imersio se o posto
de F for igual a dimensdo de N para todo ponto p de N. Definicoes

analogas podem ser feitas para as restricoes de F a abertos de N.

A definicao acima equivale respectivamente a dizer que a matriz jacobiana da
expressao de F em coordenadas locais possui posto pleno de linha (submersio) ou
possui posto pleno de coluna (imersdo). O resultado a seguir € uma consequéncia mais

ou menos imediata do teorema da func¢do inversa e do teorema do posto.

Proposicao 1.11: As seguintes afirmativas sao verdadeiras para uma

aplicacto diferenciavel F:N—.
(i) F ¢ um difeomorfismo se e s0 se F & bijetiva, ¢ uma submersdo e uma

imersao, isto e, a matriz jacobiana JF da expressao de F em coordenadas

locais é invertivel para todo ponto p de N.
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(i)) (Teorema do posto) Sejam N e M variedades diferencidveis de dimensdo
n e m respectivamente. Identificaremos R” com R"XR"™ e R™ com R"XR™™,
de maneira que um ponto x do R" serd denotado por (z,%,) , £, €ER" e
zER™" e um ponto z do R™ sera denotado por (z,,z,), z; ER” e Z,ER™™". Seja
F:N+~M diferenciavel de pdsto r no ponto p € N. Entdo existem cartas locais

(U,®) de p e (V,¥) de F(p) tais que, para todo (x;,%;) EU teremos

YoF o® (2, z,) =(x,,0) (1.2)

onde 0 denota o vetor nulo de R™ ",

(iii) (Forma local das Submersoes) Se F e uma submersao, entao (1.2) toma a
forma
wOFO(b_l(x;,i‘Jg):xl (1.3)

E'm particular uma submersdo ¢ uma aplicacao aberta.

(iv) (Forma local das I[mersbes) Se F e wuma imersdo, entdo (1.2) toma a

forma

YoF o® z;)=(x,,0) (1.4)

1.5 Vetores Tangentes sobre Variedades

Seja U uma vizinhanca aberta de um ponto p de uma variedade diferenciavel
N de dimensdo n e suponha que M:U~R & uma fungdo diferenciavel. Seja C=(p) o

conjunto de todas as funcdes diferenciaveis em uma vizinhanga de p. Note também
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que C=(p) possui uma estrutura de espago vetorial sobre R, pois se MU~R e
7:V~R e a,b sdo constantes reais entdo podemos definir (a\+b%): W =R, onde
(aN+bY)(x) =aN(x) +bY(x)
W=UNV ( & nio vazio, pois contém p)
Note que C*=(p) possui uma estrutura de anel, pois em W podemos definir a funcao
prﬁduto AY:W~R pondo AVY(x)=A(x)Y(x). Para variedades analiticas uma definicao
analoga para funcoes de classe C¥ sera denotada por A(p). Em todas as defini¢des e
resultados que se seguem podemos substituir C*(p) por A(p) quando consideramos o

caso analitico.

Definicao 1.12: Um vetor tangente v num ponto p de uma variedade dif. N e
um operador “derivacao”, ou seja, ¢ uma aplicacido v:C(p)—R possuindo as
propriedades :

(i) Linearidade : v(aN4-bY)=av(\)+bv(Y), a,bER e AY €EC™(p).

(i8) Regra de Leibnitz : v(\Y)=v(\) Y(D)+ ANp) v(Y).

Note que o conjunto ToN dos vetores tangentes em p possui uma estrutura
de espaco vetorial sobre R, considerando-se (av;+ bv)(N) = av,(\) + bv,(\) para

a, bER v, v, ETpN e NeC™(p).

Agora tome uma carta local (U,p=(xy...,%s)) de p EN. Note que as fungdes

coordenadas x,:U~R pertencem a C®(p). A esta carta local podemos associar para

i=1,...,n, os vetores tangentes [%]p sobre o ponto p, definidos pela equagao :
1
(2), =207
8X1 I 8Xi x =u(p)

Note que Aop™ é a expressao de A em coordenadas locais.
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Teorema 1.13:Seja N uma variedade diferencidvel de dimensdo n e seja

(U, =(21,...,Z2)) uma carta de peN. Entdo ToN ¢& espaco wvetorial de

3

dimensdo n sobre o corpo real e o conjunto {[%]p,...,[a—m—np

} forma uma

base de TpN.

A

{
Seja v um vetor tangente de Tp. Do teorema anterior vé-se que
- )
— | — o
v z ‘[ ]p (1.5.a)

e portanto

il (1.5.b)

Uma mudan¢a de coordenadas em torno de p induz uma mudanca de coordendas
em TpN. De fato, se (U,® =(xy,...,%x2)) e (V,=(y,,...,¥n)) 580 cartas locais de pE N,
entao

31 . dop™)
[a_m]pm_ S

y=p(p)

_ AP lodopy

oy y=pip)
3o d™ Ax 0y
_g 3x ' dy B
=1 I hepip) o e
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PR ax, 0p™h)
=>[Z] o). =2 =
"zl[axj ]p ayl y=#(p)

= A(x 0% 3
j;l ayi < p(p) [ Xj ]p

Ax,0v7™") ; . . =
Note que ——g)—yw— € a j-esima linha da matriz jacobiana da aplicagdo mudanca de
t
coordenadas x(y)=® o '(y). Portanto, se v=(vy,...,vs)’ é um vetor tangente em p
escrito na base [i] ,...,[i] e w=(Wy...,Wr) & um vetor tangente em p escrito
axl P axn =)

na base {[%—;]p,...,[aih]p], entao

y 9% 9%y ||
1 ay1 uuuuu ay1 1

7 9%, 2
i) ay1 ..... ayl b3

A seguir veremos o conceito intrinseco de derivada de uma aplicacao em
variedades que generaliza o mesmo conceito para aplicacdes entre espac¢os euclidianos
de dimensdo finita. Lembremos que no caso em que F:R"—~R™, a derivada DF(p) &
uma aplicagao linear de R™ em R™. No caso em que F é uma aplicacdo diferenciavel
entre variedades diferenciaveis, a derivada num ponto p sera uma aplicacao linear do

espago tangente em p no espaco tangente em F(p).

Definicao 1.14: Sejam N e M variedades diferencidveis e seja F: N~ M uma
aplicacao diferenciavel. A derivada de F num ponto p, denotada por F« ¢ a

aplicacao linear Fy:TpN T M definida por

Flp

Fe(w)N)=v(NoF) (1.6)
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para todo N € CZ(F(p)) e todo v ETpN.

Observagdo 1.15: A notacéo F. para a derivada em p deiza implicz’to que ela
est_é. sendo considerada ponto p. Assim a eq. (1.6) pode também ser escrita
como

Fup))N)=v(Ao F) 1.7

Proposicdo 1.16: Sejam (U,®=(®,...,%2)) e (V,9p=(yy,...,yn)) cartas locais de p
e F(p) , respectivamente, tais que FWU)CV e seja Flz)=poFod iz) a
expressao de F em coordenadas locais. A matriz da transformacao linear

Fu«p) quando escrita nas bases {[a%l]p,,[%]p} de TpN e {[%]Frp],...,[a—ik—]ﬁp}}

de Tt coincide com a matriz

W
=

T lo(p)
Jjacobiana da expressao de F em coordendas locais no ponto ®(p).

Prova : De fato, seja v, = 2 €TpN. Entao F.(v,) ET._, /1t e portanto pode ser
J BxJ p Flp)

m
escrito na forma Eau[ sendo que, pela eq. (5.5.a-b) teremos que

RN =F4(v j)()ﬁ). Assim

31J=F|(VJJ(Y{) —
=v,y,0F)=

~(52),w0F)=
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_3y,0Fo®™) oF,
- ax! o axi

Proposicdo 1.17: (Regra da Cadeia) Se F:N—AM e G:P—N sdo aplicacdes
diferencidveis entre variedades diferencidveis, entdo FoG é diferenciavel e
(FoG)« =F+Gs. (4 justaposicio de F. com Gs denota a composicio de

aplicacoes lineares.

Dizemos que uma variedade N esta imersa em uma variedade quando
existir uma imersdao injetiva ¢:N~M. Neste caso dizemos que i(N) & uma
subvariedade imersa em . De fato, i(N) € um espagco topolégico com a topologia
induzida por i. Seja t: N ~i(N) tal que t(p)=1i(p). Temos que ¢ é um homeomorfismo.
assim, cada carta (U,®) de N induz uma carta (1(U),pot™!), gerando uma estrutura
diferenciavel para #(N) que se torna uma variedade com mesma dimensio de N. Com
esta construcdo, o espaco tangente Toi(N) em um ponto q=i(p) pode ser identificado
com um subespaco de TqAM. De fato, por defini¢do, Toi(N)=14(T,N). Mas note que
cada vetor w=t4(v) de To¥(N) pode ser identificado com o vetor w’'=i,(v) de TqM.

Denotamos tal procedimento de identificagcao por:
Tqi(N) =L*(TpN) 'ﬁz‘;(TpN) CTq./ﬂ). (1 -8)

Se a topologia induzida por i em P=i(N) coincidir com a topologia de
subconjunto de M, entdo dizemos que i € um mergulho e P & uma variedade
mergulhada. A proposicdo seguinte, cuja prova € uma aplicacdo do teorema do posto,

caracteriza as variedades mergulhadas.

Proposicao 1.18: Seja M uma variedade diferenciavel de dimensdo m e seja
PCAM uma variedade imersa de dimensdo p. Entdo as seguintes afirmativas

sao equivalentes :
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(1) P e uma variedade mergulhada, isto e, a aplicacao insercao ts:P—M

tal que ts(p)=p € um mergulho.

(2) Para cada ponto D de P, existe uma carta local
(U, =(Z1y eres Ty T g1y +ee, Tw)) de M com pEU, tal que ¥:U~W,XW,, W,CR’ e
-WZC!Rm_’J s@o subconjuntos abertos, e ainda :

@) V=UNP=yp (W, x{0}) & um aberto em P.

(i1) Seja T:R°XR™ T ~R” ¢ tal que T(xy ..., 2p,0,...,0)=(Zy,...,2,) entdo a

aplicacao ®:V—~W,CR” tal que ®(@)=ToP e uma carta local de P em

torno de p.

A carta ¥, com as propriedades enunciadas na proposicdo anterior, é denominada
carta adaptada em torno de p. Note que o aberto V=UNP de P & mapeado por ¥
numa fatia p-dimensional de R’YR™” constituida pelos pontos da forma

(Xyyeees X050, ..., 0).

Mostraremos agora que a definicdo de vetor tangente adotada, apesar de
abstrata, coincide com a definicdo usual no caso de superficies. Para isso, considere
por exemplo S?, a esfera imersa em R?, isto e,

SZ={X €R®: X12+X22+X32=1}
Defina a aplicacgo G: (0,1)X(0,1)—~R pondo G(xl,x2)=(x12—}—x22)”2. Seja a aplicacao
Y:Ve— (0,1)x(0,1) tal que
WXy, Koy X3 ) =(Xy, X5)
onde
V=8'N (0,1)<(0,1)X(0,1)
Verifica-se facilmente que % & uma carta local de S% sendo ¥»7': (0,1)X(0,1)—V dado

por



w-l(xl, X2)=(X1, X2, G(Xl, Xz))
A aplicacdo £€¢=%"' & muitas vezes denominada de “parametrizacdo” da esfera. Note

agora que os vetores ¢, e £, do R? definidos por

=aw-1(x11 XZ)

. oG
El axl . ( 1, 0, axl(X1, XQ))
3Ty %) _ 3G
E2_ 8X2 ‘—‘(0! 1’ aXQ(XI, XZ))

geram sobre cada ponto p=(xy,x%,, G(X;,X,))E(S'MNV) o plano tangente sobre P, que
sera denotado por TPSZ. Note que esta definicdo de vetor tangente e plano tangente
usou fortemente o fato de que a esfera esta imersa em R® e que a defini¢cao abstrata
da secdo 1.5 & bem mais geometrica, no sentido em que ela nido depende do espaco em

que uma variedade possa estar imersa.

Voltemos agora a definicdo 1.12. Considere 4:S°~R® a aplicacdo inserc¢ao.
Haviamos construido uma carta local ¥ :VCS?-(0,1) X(0,1) tal que (X, Xy, Xs) =(Xy, X,)
e PHxy,Xp) =(Xyy X2 G(x4,%,)). Como S? é uma variedade imersa no R® ha sentido em
considerar T,S° como um subespaco de ToR® ( na realidade S? & uma variedade
mergulhada porque possui a topologia de subconjunto de R® ). Fazendo esta
identificacdo, a expressdo de i em coordenadas locais (V,®) de S? e nas coordenadas
candnicas do R® sera i(x;,x,)=(x,,%,, G(x;,X,)). Assim a expressao de i*(a%l) e z',.(aixz)
nestas coordenadas sera exatamente a definicdo classica €, e ¢, dada anteriormente,

ou seja

=l 10 - . 3G .
El_?‘*(axl) (1’ O) axl(xl,xz))

g2 =12 = (0, 1, S (x%2))
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Assim a definicdo classica de um vetor tangente em uma superficie do R” & obtida da

defini¢do “moderna” a partir da identificacdo (4.8).

Seja W:TpN~R. Como w & um funcional linear sobre TN denotamos o valor

de w(v) por <w,v>. Seja U uma vizinhanca aberta de p e seja A € C=(p). Define-se a
diferencial (dA\)p como sendo o funcional linear (dA)p:TpN+~R, tal que, para todo
v € TpN, tenhamos

<{dN)p, v >= v(N\)
Em particular (d\)p € TEN. Seja i :R—~R a aplicagao identidade. Note que

<(dN)p, v > = v(ioN)=

=Ne(V)(1)

e a segunda equagao pode servir de definicdo para a diferencial de A.

Se F:Nw~M & uma aplicagdo diferencidvel entre variedades diferenciiveis,
pEN, YECT(F() e w €T, M, entdo
<d(YoF),w>=w(YoF)

=Fu(w)(Y) (1.9

Podemos definir o espaco vetorial dual de ToN, denominado espago cotangente

e denotado por TpN. Assim TpN & o espaco dos funcionais lineares v*: ToN —R.

Dado um sistema de coordenadas (U, ®=(x,,...,X.)) e a base ]B={[i] ,...,[i } de
8X1 <] 9Xnlp

TpN, demonstra-se que a base dual de B é dada por B‘={(dx1)p,...,(dxn)p} , isto e,

B* & uma base de TEN tal que
<(dx,)ps [’%]p > =6, (1.10)

onde 6,;=0 se i3y e §,;=1 se :1=j. Assim, qualquer covetor v*E&TEN pode ser

escrito por
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v'= 3 b (dx,)p (1.11.a)
=1
e assim e facil ver que

by=<v*, [&];@ (1.11.b)

Em particular,

(8 NEN
(@Np =255, 0 (@xp = 25 ), (@xe

=1

Dada uma aplicacdo diferenciavel F:N—b entre variedades diferenciaveis,
podemos definir a aplicacdo linear dual da derivada F, num ponto p €N, denotada

por F*":T?

F{p,Jfl,-—-T;.N‘, denominada coderivada em p, pondo

<F*(v"), v>=<v* Fuv)> para todo VIETI M e VETRN (1.12)

Note que esta é a definicdo usual de aplicacdo dual. Portanto, em coordenadas locais,
a matriz F* em bases {(dxl)p,...,(danp} e {(dyl),,.[p,,_ _.(dym)ptp,} respectivamente de

TpN e T;[p,Jh, ¢ a transposta da matriz de F, nas bases duais correspondentes

{[%]p,,,,,[zﬁ;]p] e {[%]Hp}, . '[B—i;]rtpl} de TpoN e Ty, respectivamente .

E importante ressaltar (1.12) implica em d(Ao¥)(p)=y*dNu(p)) para toda

aplicacdo diferenciavel Y : N~ e toda fungdo A € C=(®(p)).
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1.6. Campos de Vetores tangentes em Variedades

Um campo de vetores f em uma variedadade diferenciavel N é uma aplicacéo
que associa a cada ponto p de N um vetor tangente f(p) de T,N. (Esta definicdo &
simples mas possui desvantagens para definirmos campos diferencidaveis de uma forma
mais intrinseca. Uma forma mais elegante seria usar a estrutura de variedade do
fibrado tangente €B=U TpN e definir um campo como uma segdo do fibrado, veja

PEN
[n.

De forma analoga, campo covetorial w em N é uma aplicacdo que associa a

cada p €N um covetor w(p) € TeN.

Um campo vetorial diferenciavel f & tal que, para todo pE N existe uma carta

(U,®=(x),...,%Xr)) de p e fungdes C* f, (1=1,...,n), tais que para todo q €U tem-se:

f@ =20 5 )e

Analogamente, um campo covetorial diferenciavel w € tal que, para todo pE N existe
uma carta (U,®=(x,...,X»)) de p e fungdes C~ w; (:=1,...,n), tais que para todo
q €U tem-se:

w(q)= ;wi((ﬂ [dxi]q

Os campos diferenciaveis em U que associam a cada pEU o vetor tangente
[a%]p serdo denotados por 8% Analogamente, podemos definir os campos covetoriais
1 ]

dx;. Um campo covetor w=d\ & denominado campo covetor exato.

Se (V,¥=(yy...,yn) & outra carta de p, verifica-se facilmente que em UNV

temos

= 3@,
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onde

[ ax ox, |
f ==L 1 £
! Y, Yy, :
ox, 9x, s
fn é—yl ..... 3y, )

Assim a nogao de campo diferenciavel & independente do sistema de coordenadas
escolhido. Mais ainda, uma mudanca de coordenadas locais induz uma mudanca de
coordenadas locais na descricao dos campos. Um resultado analogo pode ser
verificado para os campos covetoriais diferenciaveis. O conjunto dos campos
diferenciaveis de uma variedade sera denotado por V(N) e o conjunto de de campos
covetores diferenciaveis sera denotado por V*(N). Note que os conjuntos V(N) e
V*(N) possuem estrutura de espaco vetorial sobre o corpo real e de modulo sobre o

anel das funcdes diferenciaveis.

Agora seja o:(a,b)~N uma aplicagdo diferenciavel. Note que c*[(%]t € uma
aplicacdo que associa a cada t€(a,b) um vetor tangente pertencente a Tc(t)N'

Assim, se denotarmos d(t)=°'*[c%]t’ segue-se que a equacao
o(t) =f(o(t)) (1.13)
possui sentido bem definido. Se (5.13) é obedecida, dizemos que o é uma curva

integral do campo f. Note que em coordenadas locais (U,®=(xX...,xn)) de o(t)

podemos escrever

st)=od(L];

I

il OIS

i
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=0 d)yx)
e ainda

i a3
Ho(t) =3 fo(t) [a—x,]a(ﬂ

Assim, se s(t)=®oo(t), a equagio (1.13) & localmente equivalente a eq. diferencial

ordinaria no aberto ®(U) € R*, dada por :

&, = (@ os(1))

§n= (@ 0s(t))

Isto da sentido a nogdo de eq. diferencial em variedades diferencidveis. Aplicando a
teoria de equagdes diferenciais ordinarias juntamente com as propriedadades de
variedades diferenciaveis podemos estudar para eq. diferenciais em variedades, a
existéncia e unicidade de solugdes maximais, fluxos, completude, etc. (veja [3] ou

pag. 427-429 de Isidori [19]).

Se f é um campo diferenciavel , pEN e \EC=(p), a derivada de Lie de \ ao

longo de f em p & denotada por Lf Mp) e definida por :
L ¢ Mp) = <d\, f(p) > =f(p)(N) (1.14)

Em coordenadas (U, ¥ =(x,...,X»)) teremos A=Aoyp™' e f(p)=ifi(p)[a%]p
i=1 =1
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_| & B\

Assim, Lf>\ €C™. Logo faz sentido definirmos derivadas de Lie iteradas do tipo L?)\,
se definirmos indutivamente L;’J\=>\ e L’;A=Lf(L§'l>\) ou ainda derivadas de Lie do

tipo LgLf)\, LngLf)\ etc.

Sejam f, g campos diferenciaveis. Define-se um novo campo diferenciavel,
denominado conchéte de Lie e denotado por [f,gl, pondo para todo A€ C>=(p) :

L ir,g] NP)=[f,2 [(p)(\) = L LgA(p) — LgLsNp)

Verifica-se que a expressao de [f,g] em coordenadas locais e,

2%, il of, ar,
8%, " Bxa|| ax, " Bxa|| B
, - ; . og of
: + 1 : : : —&f ~ %8
a}(l ves 3%n n ] 8X1 ses A n J

Proposicao 1.19: Sejam fufafiz campos diferenciaveis e o, s constantes

reais. Entdo:

(@) [f1, fal=—[f2 fil

(18) [onf1+ aaf 2 fal=otil f1, £ sl +0tal £2, £3)

(@22) L1y [fos £l U 2 oo F1ll 4+ 5, [f 1, f2]l = O ( identidade de Jacobi )

Como V(N) & um espago vetorial real munido de uma operacgao
[« L VIN)XV(N)~V(N) com as propriedades (i) , (ii) e (iii) acima, V(N) é& dito ser

uma algebra de Lie.
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Denota-se [f,g] por adpg ou ainda Lyg, sendo que a ultima notacdo é lida
como sendo a derivada de Lie de g ao longo de f. Tais notagbes facilitam a
representacao de colchétes iterativos definidos indutivamente por :
0 —
Lrg=c¢

Lie=Lp(L5"e)

Pode-se definir ainda a derivada de Lie wa de um campo covetor w ao longo
de um campo f, como sendo o novo campo covetor tal que, se g € um campo qualquer
de V(N), entao

<Liwg>=Lp<w,g>— <w,Log> (1.15)
Se w ¢ exata, isto e, se w=d\, entdo

Note que o operador “derivada de Lie ao longo de um campo f”, denotado por

Lf, possui tres sentidos distintos

(i) Como um operador entre funcoes Lf:C“(p)'—-C""(p). Exemplo :

A € C=(p), entdo Y=L¢A é tal que Y €C=(p).

(ii) Como um operador entre campos vetoriais Lf:V(.N")HV(.N'). Exemplo :

g € V(N), entdo 0=Lcg e tal que 6 € V(N).

(iii) Como um operador entre campos covetoriais Lf :VHN)—~V*N). Exemplo :

w E V¥N), entdo v=Lpw e tal que v € V¥N).

Podemos reunir os aspectos computacionais que envolvem a derivada de Lie de

tais objetos numa proposicdo :
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Proposicao 1.20: Seja N\,8,Y €C=(p), f,g EVIN) e w EV*N). Entdo :
(1) Ly pNY=6(YL AV L )

(i?) [)\f,vg]=>\’Y[f,Q]—I->\(Lf'Y)g—7(Lf>\)f

(8 LpgN =Ly, s \=LsLgh—LgL o)

(205 L>\f'7‘w=>\'Y(wa)—|—‘Y<w,f>d)\+>\(Lf'7‘)w

(v) Lfd)\=de)\

(vi) Lf<w,g>=<wa,9>+<w,Lfg>

1.7. Distribi¢6es e Codistribuicées Diferenciaveis

Uma distribuicdo A em uma variedade diferenciavel N & uma aplicacao que, a
cada ponto p de uma variedade N, associa um subespaco do espago tangente TpN.
(Esta definicdo €& simples mas peca no que tange a diferenciabilidade. Outras
definicoes mais geometricas podem ser encontradas considerando secoes das
Grassmanianas). Um ponto p e dito ponto regular de A se existir uma vizinhanga U
de p tal que para todo q €U tenhamos d(A(q)) =d(A(p)). Uma distribuicdo A é dita ser
ndo singular se d(A(p)) é constante e igual a r para todo p EN. Uma distribuicao e
dita ser diferenciavel (analitica) se para todo pE N existirem uma vizinhanca U de p
e uma familia IF‘={fk:>\EA} de campos diferenciaveis (analiticos) em U tais que, para

todo q €U tenhamos A(q)=span{f7\(q):)\€/\}.

Proposicdo 1.21: Se A é diferencidvel (analitica) e nao-singular e d(A)=r,

entdo para todo peN exitem uma vizinhanca U de p e uma fam%lz‘a
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{fl,...,fr} de campos diferenciaveis (anal%ticos) em U tais que, para todo
gqeU tenhamos A(q)=span{f1(q),...,fr(q)}. Denota-se A=sp{f1,...,fr} em U,

onde “sp” & considerado o “span” ponto a ponto dentro do aberto U.

Dadas duas distribuicdes A, e A, em uma variedade diferenciavel N, dizemos

que A, CA, se A,(q) CA,(q) para todo q EN.

Podemos definir as distribuicGes soma A;+A, e intersec¢io A,MNA,, pondo :
(A, +A)(p)=A(p) +A,(p)
(A NAL)(p)= A,(p)NA,(p)
onde a soma e a intersec¢do do lado direito das equacdes anteriores deve ser
entendida como soma e interseccdo de subespacos de ToN. A soma de duas
distribuicbes diferenciaveis ¢é claramente uma distribuicao diferenciavel. A
interseccao de duas distribuicSes diferenciaveis nem sempre é diferenciavel (vide

Isidori [19], pag. 16 ). Teremos os seguintes resultados uteis :

Proposicto 1.22: Sejam A,A; e A, distribuicde diferencidveis (analiticas) :

() O conjunto dos pontos regulares de A & aberto e denso em N.

(i1) Suponha que A, ¢ ndo singular, A(q)CANQ) para tode ponto q de wum
subconjunto denso DC_N. Entdo A, CA,.

(itd) Suponha que A, € ndo singular, A;CA. e A(g)=A,(q) para todo ponto q
de um subconjunto denso DC N, Entao A,=A,.

(iv) Seja p um ponto regular de A, A, e A,NA,. Entédo existe uma vizinhanga

aberta U de p tal que a restrigdo de A,NA, a U ¢ diferencidvel (analitz’ca).

A afirmacao (iv) da ultima proposi¢do nos diz que, em torno de pontos

regulares, a interseccao de distribuicdes diferenciaveis é diferenciavel.

Seja 0 €V(N) um campo diferenciavel e seja A uma distribuicdo em WN.

Dizemos que 6 €A se 6(p) € A(p) para todo p€ N. Dizemos neste caso que “0 & um
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campo de A”,

O objeto dual de uma distribuicao, denominado codistribuicdo em wuma
variedade N, é uma aplicacdo 2 que associa a cada ponto p de N, um subespaco de
»N. Uma codistribuicdo 2 é dita diferencidvel quando, para todo ponto pEN
existirem uma vizinhancga aberta U de p e uma familia ‘:'F={wx: )\EA} de campos
covetoriais diferenciaveis tais que, para todo q€U, tenhamos Q(q)={w>‘(q): )\EA}.
Em U denota-se Q=sp{wxz )\EA}. Resultados analogos aos verificados para

distribuicOes s8o evidentemente validos. Por exemplo :

Proposicéo 1.23: Se Q & diferencidvel (analitica) e nao-singular e d(Q)=r,
entdo para todo peEN exitem uma vizinhanca U de p e wuma fam%lz'a
{wl,...,wr} de campos covetores diferenciaveis (anal%ticos) em U tais que,

para todo gqeU tenhamos Q(q)=span{w1(q), ...,(/Jr(Q)}.

A cada distribuicdo A em N podemos associar uma codistribuigdo al ( leia-
se, anulador de A) definida por :

AJ‘(p)={w ETEN : <w,0>=0 para todo BEA(D)}

Por outro lado, associamos a cada codistribuic¢do 2 de N uma distribuicdo
Q‘L, denominada anulador de £, e definida por
QJ‘(p)={9 ETpN : <w,0>=0 para todo wEQ(p)}
Note que podemos fazer as identificagdes (A‘L)’L=A e (Q‘L)J‘=Q. Segue-se que as
propriedades usuais de dualidade em algebra linear sdo validas para distribuicdes e
codistribui¢oes. Por exemplo
A, +a,)t—atnazt

(A NA) T =a 145t
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@, +2,)t=atnot

Proposicao 1.24: Seja A wma distribuicGo mnao singular e diferencidvel

(analitica). Entdo A+~ & uma codistribuicdo diferencidvel (analitica).

Proposicao 1.25: Seja  wuma codistribuicdo ndo singular e diferencidvel

4

(analitica). Entdo Q— & uma distribuicdo diferencidvel (analitica).

Uma distribuicdo diferenciavel A é dita ser involutiva se para todo par de
campos T, ¢ T, de A tenhamos [7,,7,] €A. Dada uma distribuicdo diferenciavel A e
nao involutiva, existe sempre uma distribuicdo diferenciavel e involutiva A,
denominada fecho involutivo de A, contendo A e contida em qualquer outra

distribuicao involutiva que contenha A.

Seja A uma distribuicdo diferenciavel em N. Seja PC N uma variedade imersa
em N. Para cada ponto pc?P, identifique TP com um subespaco de TpN (vide eq.
(4.8)). Dizemos que P & uma variedade integral de A passando por gEN se qcP ¢
TpP=A(p) para todo p&P. Uma distribui¢do A & dita ser integravel se para todo Se
q €N existir uma variedade integral que passa por q. O teorema a seguir

caracteriza as distribui¢cSes nao-singulares integraveis :

Teorema 1.26 (de Frobénius local) : Seja A uma distribuicGo ndao singular

i - _ . . . . :
em A. Entao A e integravel se e so se ela for uma distribuicdo involutiva.

Observacdo 1.27: Se A e ndo singular e involutiva com d(A)=r, se e sO se,
para todo ponto p €N existe uma carta local (U, Y=(Ti,...,Zr,Tri1 ..., Ln)) tal

que, restrita a U,
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_ 5) 3
A—Sp {a—ml, ...,a—xr

Em particular uma distribuicdo ndo singular de dimenséo r & involutiva se
. 1 1 . ’ 1 -

S0 se A~ =sp dxrﬂ,...,dacnj localmente, isto e, A~ e localmente gerada por
n—rcampos covetores exatos. Ademais, para todo ponto
q=w'1(?r";1,...,Er,frh,...,in)EU, a variedade integral de A que passa por q ¢ a
“folha” r-dimensional dos pontos de U da forma w'l(.'z:l,...,xr,fr,...,in). Uma

distribuicao integravel A induz uma folheacao, isto e, uma particao de N em

folhas disjuntas (variedades integrais).

Seja A uma distribuc@o diferenciavel em N e seja f um campo de V(N),
Denotamos por [f,A] ou ainda LfA a distribuicao diferenciavel definida por :
[f,A]=sp{[f,T] : T EA}
Dizemos que A ¢ invariante por f se [f,A]JC A. A nogdo de invariancia pode ser
caracterizada com auxilioc do teorema de Frobénius, fornecendo a proposicao

seguinte.

Proposicao 1.28: Seja A wma distribuicio ndo singular e involutiva com

dlA)=r e seja (U,p=(Li,.ce,TryLry1y...,Tn)) um sistema de coordenadas local
tal que A=sp{i i} Entdo A e invariante por f se e sO se, nas
9z, dzr ’
coordenadas i,...,i tivermos
3%, dxn
FiZ1y ey Try T 1y ey Tn)
fr(zy, e,z veesTm)
f(x): r 1 r+1s
-fT‘+1( Lrt1s -..,an)
fn(xr+1, ...,In) -J
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Agora considere {2 uma codistribuicdo diferenciavel. Definimos a codistribuicéao
diferenciavel L ¢ por

LfQ=sp{wa W EQ}
Dizemos que §2 & invariante por { se Lf QC Q2. Para uma distribuicdo A nao-singular,
a nocao de invariancia de uma distribuicdo A € equivalente a noco de invariancia da
cod.istribuigéo AJ‘. De fato, seja A uma distribuicdo diferenciavel tal que [f,A]JCA e
seja Q=AJ‘. Assim, de (5.15) podemos escrever para todo TEA e todo WER

<Lew, 7>=L¢ <W,7 > —<w,[f, T]>
mas como [f,7T]EA, segue-se que qu) €€2. Por outro lado, se supusermos wa eN

segue-se que [f,T]EA=Q”L. Em outras palavras

L,2CR o [[,A]CA,Q=A" 1.17)

Seja N=R" com suas coordenadas candnicas. Note que para cada x €R”?
podemos associar canonicamente Ty R" com o proprio R”. Seja ¥ um subespaco de R”
e seja A a distribuicao tal que A(p)=%" para todo p €ER"” (com a devida associacdo).
Seja f(x)=Ax onde A & uma matriz (n,n). Entdo é facil verificar que [f,A]CA se e
s0 se AY CY¥. Em outras palavras, a nocao de invaridncia para campos lineares

coincide com a defini¢cao de invaridncia de subespacos.

1.8 Fungoes, Distribui¢des e Codistribuicdes Analiticas em Variedades Conexas

Seja N uma wvariedade analitica conexa de dimensdo n. Entao podemos definir
objetos tais como funcdes, distribuigdes e codistribuicSes analiticas em N. A
analiticidade vai nos garantir que tais objetos gozem de propriedades bastante uteis,

tais como dimensdes genéricas de matrizes de funcdes analiticas, de codistribuicdes e
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de distribui¢coes. Em outras palavras, tais objetos terdo posto (dimensido constante)
em uma subvariedade aberta e densa em N cujo complemento é bastante “magro”. Um

resultado fundamental é o principio da extensdo analitica :

Teorema 1.29: (Prz‘ncépz’o da Extensdo Analitica) Seja N uma wvariedade
analitica conexa de dimensao n e sejam o:N—R e B:N~R duas funcoes
analiticas tais que o(x)=pB(x) para todo xz de um aberto ndo vazio GCN.

Entao o(x)=p8(x) para todo x EN.

Prova : Tal resultado é valido quando N é um aberto conexo de um espaco
euclidiano R" (vide Dieudonné[8)], cap.9 , (9.4.2)). Assim, seja F={x EN: a(x)=ﬁ(x)}
e seja V o interior de F. Por defini¢do, temos V aberto contendo G. Mostraremos
que V e fechado e portanto, como N & conexa, segue-se que V=N, De fato, seja g
um ponto aderente de V e seja (U,¢) uma carta de q. Assim, existe uma sequéncia Xz
de pontos de V que converge para q. Logo existe x suficientemente grande tal que
X, €U. Portanto, como x, EV e V é aberto, existe um aberto Q que contém x, e
a|Q=pBIQ. Seja P=QNU. Logo, a0p '|¢(P)= Bop '|#(P) e assim o o¢™'[g(U)=
Bop ' |¢(U) pelo resultado acima citado de [8] . Assim, a(q)=p(q) e portanto q €V.

Assim todo ponto aderente a V pertence a V e portanto tal conjunto é fechado. a

A seguir apresentamos as defini¢do de conjunto globalmente analitico e do

corpo de fungdes meromorficas.
Definigao 1.30: Um subconjunto globalmente analitico T« C N & um subconjun-

to da forma

I‘a={oc EN : alx)=0, com o : N~R analética}
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4

E facil mostrar que ToUTg= T,z e TaNTg= T 2,,2 © @ssim a classe de
a
subconjuntos globalmente analiticos & fechada com relagdo a um numero finito de

operacoes de uniao e interseccao.
DefinicGo 1.31 : O conjunto % das fungdes meromorficas de N & o conjunto

%:{K : K.=% com o.: N—~R e B:N~R anal%ticas}
Uma “fun¢@o” meromorfica & um objeto abstrato. A palavra “fung¢do” é um pouco
abusiva, ja que ndo especificamos o seu dominio. Note que uma funcado meromorfica
K=o/B ndo esta definido necessariamente em todo N, ja que 8 pode se anular em um
subconjunto globalmente analitico Is. Logo K fica bem definida e analitica a menos
de um subconjunto globalmente analitico. Como a soma e o produto de funcoes
analiticas & também uma funcao analitica, o conjunto ¥ possui estrutura formal de
corpo com as operagdes de soma e multiplicaco definidas por :

o/ Br+on/By = (aBy+0,81)/(8182)

o/ B X ay/By= (o, )/ (B,85)
Note que o elemento neutro da adicdo em % & (0/1), onde 1 é a funcéo identicamente

igual a 1 e o elemento neutro da multiplicagdo e (1/1). Defina :

(a_a)g_(x(ﬁﬁ)
) (o/B) = Xy ox;
X, 32
L(c/B) = (Lra)B8— a(L+B)

ﬁz

e como derivadas parciais e derivadas de Lie de fun¢des analiticas sdo fungdes
analiticas, segue-se que tais derivadas de fungdes meromorficas sdo também

meromorficas.
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Proposicdo 1.32 : Seja a:N~R uma funcdo analitica que nao seja identi-
camente nula. Entao Ta & um conjunto fechado de interior wvazio ( em

outras palavras, seu complementar e aberto e denso ).

Prova : T. & fechado porque é a imagem inversa do fechado {0} por uma funcao
continua. Possui interior vazio porque, se o se anulasse em algum aberto, entio o

seria identicamente nula pelo principio de extensao analitica. |

Do resultado acima vemos que uma fungdo meromoérfica é bem definida e
analitica numa subvariedade aberta e densa. Note agora que 3(3”={(1/1,...,1/n)’ :
J/iEE}G} ¢ um espago vetorial de dimensdo n sobre o corpo % com as operagdes de
soma e multiplicacdo por escalar definidas de maneira natural. Note que o pésto de
uma matriz de funcdes meromorficas quando calculado sobre o corpo ¥ €& a maior
ordem de um determinante menor que ndo & uma funcio identicamente nula. Por

exemplo, para a matriz de func¢des reais

1/x x-1 0
1 X 0
0 0 x-1

notamos que seu posto calculado em 3 & igual a 3. Porém, seu pdsto gquando
calculado sobre R para x=2 e x=1 € igual a 2. Para x&{0,1,2} o posto sobre R &

igual a 3. Para x=0 a matriz n3o é bem definida.

A proposicdo a seguir mostra que podemos definir o pdsto generico de uma

matriz de funcgdes analiticas ( ou de fung¢des meromérficos ) :

= . n, . .
Proposicao 1.33 : Seja MiN-R™™ que associa a cada x € N uma matriz
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(n,m) M(x) tal que {M(x)}ij=mij(9:), onde cada mi;: N—R e analitica. Seja r o
posto da wmatriz M de funcoes analiticas calculado sobre 0 corpo das
funcoes meromor ficas, denotado por r=D(M) e denominado posto genérico
de M. Entao existe uma funcao analitica ndo identicamente nula B:N~—R tal
que:

- (i) postolM(x)l=r para x¢Tg,

(i) postolM(x)l<r para xE€T,

Prova: Note que os determinantes menores da matriz M sdo fun¢des analiticas.
Assim, pelo teorema de extensfo analitica, cada det. menor ¢ identicamente nulo ou
nao se anula num conjunto globalmente analitico. Portanto existe um nimero inteiro
rgmin{n,m} gue representa a ordem maxima dos determinantes menores ndo
identicamente nulos. Denote estes determinantes por B,(x), : €1 e seja B=> B E
=y |
imediato verificar que r coincide com o pdsto de M calculado sobre o corpo % e que

(i) e (ii) sdo satisfeitos para Tg4. g

Como o complementar de I'; & aberto e denso, ¢ facil mostrar que D(M) é o
posto maximo de M em qualquer aberto de N. Note também gue a proposicao anterior
vale para uma matriz de funcbes meromomorficas se nos restringirmos a
subvariedade aberta e densa onde tais fungdes sdo analiticas. A idéia de conjunto
globalmente analitico pode ser generalizada dando origem ao conceito de conjunto

analitico, como veremos a seguir.

Definicao 1.34 : Um subconjunto TC N e dito ser analitico em TEN se existir
um aberto UEC.N‘, com EEUz, e uma aplicacao analitica aE:UfHR tal que
TN Uz=Fzs onde

Iz={z €Uz : ag@ =0}

Um subconjunto TCN e dito ser anal%tz’co se ele for anal%tico para todo
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T eN. Um subconjunto analitico ¢ dito ser regularmente proprio se para

todo ponto T, a funcdo analitica az nado for identicamente nula.

Nao é dificil mostrar que a classe dos conjuntos analiticos é fechada com
relacao a um numero finito de operacdes de unido e interseccao. A proposicio

seguinte caracteriza os conjuntos analiticos regularmente proprios.

Proposicdo 1.35 : Um subcon junto analitico ¢ regularmente Proprio se e sO se
ele for um conjunto fechado de interior vazio, isto e, seu complementar e

uma subvariedade aberta e densa.

Prova : Suponha inicialmente T regularmente proprio. Note que I'= U I‘ﬂUi.

XEN
Logo :

assim €& imediato que N —T & aberto, pois (Ui—ri) é aberto pela continuidade de
cada Az Pelo principio de extensdo analitica e do fato de cada A nido ser

identicamente nulo, segue-se que (Uﬁ—l‘g) & denso em U? e portanto N —T & denso

em N.

Agora suponha que o complementar de I' é aberto e denso em N. Logo nao
podemos ter oy identicamente nula para nenhum X, pois caso contrario I conteria o

aberto Uﬁ. 0

Mostraremos agora que uma distribui¢do (codistribui¢do) analitica possui
dimensao constante r num conjunto aberto e denso cujo complementar & um conjunto
analitico e dimens@o menor ou igual a r neste conjunto analitico. Tal dimensdo sera

denominada dimensdo genérica da dist. ( codist.).
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Teorema 1.36 : Seja A uma distribuicdo (codistribuicio) analitica de N.
Entao existe um subconjunto analitico regularmente proprio TCN e um

inteiro r denominado dimensao generica de A e denotado por r=D(4A), tais

que
(1) dlAa@))=r,z¢Tl
(i) d(A@))<r ,xz €T

Prova : Uma distribuicio analitica & localmente finitamente gerada (vide

Sussmanm(34]), isto &, para todo ponto XEN existe uma vizinhanca aberta U, tal
que, em Uz ¢

A=sp{6,,...,0p}
onde {61,...,65} € um conjunto de campos analiticos de N. Assim, existe um aberto

VzCUsz com xXEVz e uma carta local (Vg ¥=). Nestas coordenadas podemos

escrever :
a2 )
61(X)=Zmu(x) 8*{ ) XEVa} s J=1lyeeey D
=1 o
onde as fungdes my;(x) sdo analiticas para i=i,...,n1 € j=1,...,p. Em particular a

dimensdo de A(x) é determinada pelo posto da matriz M(x) tal que {M(x)}ij=m”(x).
Pela proposicao 1.33 aplicada nesta construcdo, vé-se que, para todo ponto x €N,
existe um inteiro ndo negativo rx, um aberto V. e uma funcdo analitica az:Ve—R
nao identicamente nula tal que a dimensdo de d(A)=rz em Vz—Tu, e d(A)<r. em
Tax, onde I‘am={q EVz cxac(q)=0}. Resta mostrar somente que r. nao depende de x.
Como N é conexa, entdo N é conexa por caminhos. Assim, dados dois pontos X, e x;
de N existe um caminho continuo o:[0,1}~N tal que o(0)=x, e o(l)=x,. Defina o
subconjunto AC[0,1], pondo A={t €[0,1]: rc(t)=rxl}. Note que A é nao vazio, e &

aberto e fechado em [0,1] em virtude da propriedade anteriormente mostrada. Logo
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A=(0,1] e isto conclui a demonstracao. O

Note que a prova foi feita para uma distribuicao analitica. Argumentos

similares podem ser usados para uma codistribuig¢ao analitica 2.

A partir dos resultados anteriores vemos que, para uma (co)distribuicao
analitica em uma variedade analitica conexa, podemos definir a sua dimensao genérica
D(A). Note que, da densidade de N —T em N, concluimos que DA) & a dimensdo

mazima de A em qualquer aberto de N.

De posse desses resultados podemos definir o posto genérico de uma aplicacdo

analitica entre variedades analiticas :

Corolario 1.37 : Sejam N, M variedades analiticas de dimensado n e m
respectivamente. Sejo F:N—M uma aplicacio analitica. Entdo existe um
subconjunto analitico regularmente proprio TCN e um inteiro r denominado
posto generico de F e denotado por r =D(F,), tais que

(i) posto(F«(z))=7r , x &T

(i) posto(Fx«(x))<r ,x €T

Prova : Defina a codistribuicao analitica em em N pondo

Qx) = F* (T2, M)

Note que em cada ponto x €N teremos d(£2(x))= posto (F*(x))=posto(F.(x)). Entéo o

resultado desejado € consequéncia do teorema anterior aplicado a 2. O

1.9. Algumas Notac¢des Particulares

Ao longo desta tese utilizaremos algumas notacoes nao Standards (Vide
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Isidori[19] ) que listaremos a seguir.

Se N & uma variedade diferenciavel e h: N —~R’ & uma aplicacdo diferenciavel,
denotaremos por sp{dh} a codistribuigéo sp{dhl,...,dht}. A distribuigdo sp{dh}J‘
sera denotada por kerdh ou ainda ker h.. Se (Us=(X13 eeey Xry Vyprseees ¥u)) € um

sistema de coordenadas locais entao 2 denotara a linha de campos (ai 9 ).

ox X’ """ 3%,
ah} oh,

oh > a matriz (l,r) tal que {— ~=<dhi,§?h>. Se
3

Donotaremos por 3% Y <dh,

)

ax ax ¥ ax,

f=(fy,....,f») & um vetor de r fun¢des diferencidveis, entio %f denotara o campo

i
diferencidvel dado por 3 f, 2,
=k

1.10. Notas e Reféncias

Uma introducdo as variedades diferencidveis pode ser encontrada em
Boothby(3] ou Warner{36]. Uma abordagem bastante diferente no que diz respeito ao
fibrado tangente pode ser encontrada em Abraham e Marsden([l]. O resumo
apresentado neste capitulo se baseou fortemente nos apéndices e capitulos
introdutérios de Isidorif19] e Nijmeijer e Van-der-Schaft[27]. A secdo 1.8 contém
fatos sobre variedades analiticas que sao casos particulares de teorias mais gerais
(vide [12] e (13] ). No entanto a apresentacdo desta secdo se fez necessaria porque
ndo foi encontrada uma referéncia que tenha explicitamente todos os resultados

desejados.
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Cap. 2. Sistemas Nao-Lineares Afins

2.1. Introducao

Neste cap'itulo apresentaremos alguns fatos bem conhecidos de sistemas nao
lineares afins. O conceito de (f,g)-invaridncia sera brevemente apresentado, bem
001;10 sua aplicacao no Problema de Desacoplamento da Perturbacdo por Realimentacédo
Regular (PDPRR). A Estrutura Algebrica no Infinito sera também apresentada.
Mostraremos que tal estrutura rege a solubilidade dos problemas de desacoplamento
entrada-saida por realimentacdo dinamica do estado e invertibilidade & direita e a
esquerda do sistema. O conceito de posto sera definido para um sistema e para uma

realimentacao dinamica. A nocdo de realimentacdo dindmica regular serad estudada.

2.2, Sistemas nao Lineares Afins

Um sistema nao linear analitico afim (h,f,g,p) é um sistema dinimico que
q

evolui em uma variedade analitica de dimensdo n, denotada por N, sendo definido

por:
] m Mp

x(t) = f(x(t) + 30 g;(x(t) uy(t) + 3 py(x(t)) qut) 5 t>1, (2.1.a)
=1 =1

Y£= hi(x(t)) t==1 4 eese s ¢ 3 X(to) =X0 (2.1.b)

onde f, g1, .0y Emy DP1yeersPmp SEO CAMPOS analiticos em N e h=(h, ..... h,) € um vetor

de fungBes reais analiticas em N denominadas saidas do sistema. As fungdes
u,:lty,=)~R sdo as entradas do sistema nas quais temos acesso direto para
aplicacdo do valor que desejarmos. As fungdes q;:[to,=)~R sio as perturbacdes no
sistema, sendo desconhecidas e sem acesso. Geralmente a entrada u(:) é considerada

continua por partes e a perturbacdo q(-) é suficientemente regular ( por exemplo L))
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para que a solucao x(t) de (2.1) seja bem definida.

Denote as “matrizes” de campos coluna g=[g;....gn] e P=Ipyy e, Dnpl € os
vetores coluna respectivamente, de entradas u=(u,....,un) e de perturbacoes

q=(q1,»...,qmp)’, de maneira que a eq. (2.1.a) pode ser reescrita por :
x = f(x) 4+ g(x)u +p(x)q (2.1.c)

ao longo desta tese, denotaremos as distribuicdes analiticas, sp{p} por P, e sp{g} por

GO

2.2. Realimentacdo Regular de Estado

Considere o sistema (2.1.c) juntamente com uma lei de controle da forma
u=oux)+B(x)v (2.2)

onde c:U~R™ B:U~R™™ sho analiticas em um aberto UCN e v(:) € a nova
entrada externa, admitida na classe das funcgodes continuas por partes. Tal lei de
controle sera denominada realimentacdo local de estado analitica em U, ou por
simplicidade realimentagao de estado. Se a matriz 8 for nao singular em U, isto &
det(B(x))>£0 para todo x€U, entdo a tal lei de controle é chamada de
realimentacdo de estado localmente regular e analitica em U, ou simplesmente

realimentacao regular de estado. O sistema analitico, evoluindo em U, e dado por

x = f(x) 4+ &x)u +px)q (2.3.a)
y = h(x) (2.3.b)

onde
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(2.3.c)

anc 1
n
]
® +
o
e

(2.3.d)

ot
I
m

¢ denominado sistema em malha fechada com a realimentacdo regular.

2.3. Invariancia, (f,g)-invariancia e o Problema de Desacoplamento de Perturbagoes

O problema de desacoplamento da perturbacdo para sistemas lineares
encontrou uma solucdo elegante através das nog¢bes de A-invariancia e (A,B)-
invariancia. A generalizacdo dessas nogoes deu origem aos conceitos de invariancia e
(f,g)-invaridncia de sistemas nao lineares afins, definidos a seguir. Antes de
apresentar tais conceitos, definiremos a nocdo de “desacoplamento da

perturbacao” e em seguida daremos o enunciado do problema em questao.

Definicdo 2.1 : Para um sistema (2.1.c), denote a saida obtida a partir de
uma condicao inicial xz,€N, uma entrada u(-) e uma perturbacao q(-) por
Ylt, o, u(-),q(+)). Dizemos que ha desacopiamento da perturbacao ou
simplesmente que a perturbacao nao Influencia a salda se para todo xo€N, toda
entrada u(-) e todo par de perturbacdes qg-) e g-(+), tivermos

Y(t, 20, u( ), @1(-)) =y(t, o, u(-),@5(+)) onde um deles for bem definido.

Definicao 2.2: (Problema de Desacoplamento da Perturbacao por
Realimentacao Regular - PDPRR) E o problema de encontrarmos uma
realimentacao regular e analitica em uma vizinhanca aberta U de zy €N tal
que, a saida do sistema em malha fechada (2.3) néo seja influenciada pela

perturbacao q.

Por definicdo, o PDPRR & um problema local. Obviamente se U=WN teremos a
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versao global do mesmo problema.

A definicao a seguir introduz o conceito de invariancia para sistemas nio

lineares afins,

Definicdo 2.3 : Uma distribuicdo analitica A em N e dita ser invariante pelo
sistema (2.1) se
[f,AlCA (2.4.a)

(g5, AICA (j=1,...,m) (2.4.b)

Denote por x(t,x,,u(-),q(-)) a solucdo do sistema (2.1) a partir de uma condicéao
inicial x, em t=t,, uma entrada u(.) e uma perturbacao q(-) aplicadas. Se A é uma
distribuicdo integravel, tal distribuicao induz para todo ponto X de N uma
subvariedade integral, denominada folha de A que passa por X. O conceito de

invariancia possui o seguinte significado geometrico para o sistema (2.1) :

Proposicao 2.4 : Seja o sistema (2.1) sem perturbagoes, isto ¢, ¢q=0. Sejam z,
e T, pontos de uma mesma folha induzida por A. Entao, para t—t,
suficientemente pequeno teremos que x(t,z,u(-),0) e xz(t,zo,ul-),0) sdo

pertencentes a mesma folha de A.

Uma realimentacdo de estado pode tornar invariante uma distribuicdo A que

nao era originalmente invariante gerando o conceito de (f,g)-invariancia.
Definicao 2.5: Uma distribuicao A e localmente Cf,gl-invariante ou

simplesmente (f,gl-invariante se para todo x €N, existir uma realimentacao

(2.1.a-b) analitica e regular em um aberto UCN contendo z tal que A seja
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invariante pelo sistema em malha fechada, isto €
[f,A]C A (2.5.a)
[g,AlCA (fj=1,...,m) (2.5.b)

onde f e g=I[g,...g=]l sao dados por (2.3.c-d).

Note que as equagdes (2.5.a-b) fazem sentido apenas em U. No caso em que

U=N, dizemos que A & globalmente (f,g)-invariante.

O resultado a seguir, sob certas condicdes de regularidade, caracteriza

. . - .\ .
geometricamente o conceito de (f,g)-invariancia :

Teorema 2.6 : Suponha que as distribuicoes A,G e ANG sao nado singulares e
A & involutiva. Nestas condicdes, a distribuicio A & (f,g)l-invariante se e
somente se

[f,AlCA4G (2.6.a)

[g,A1CA+G (5=1,...,m) (2.6.0)

A classe I(f,g,kerdh) das distribui¢cdées contidas em kerdh que satisfazem a
(2.6.a-b) é ndo vazia ( a distribuicdo identicamente nula pertence a esta classe), e
fechada pelas operagbes de soma e fechamento involutivo. Assim, pode-se mostrar

gue
Proposicao 2.7: A classe I(f,g,ker dh) possui um elemento mazimal involutivo

A*(f,g,kerdh), que contem todos os elementos desta classe, e gue

denotaremos, guando o contexto o permitir, por A*.

51



A determinacdo de A* pode recair num sistema de equacdes diferenciais
parciais, dificultando em termos praticos, a solucao de tal problema (vide [19] e [27]).
No entanto, sob certas condi¢gdes de regularidade, um algorlitimo permite a

computagao de A* :

Proposicao 2.8 : ( Computacao do elemento mazimal de I(f,g,dh) ). Calcule a
sequencia de distribuicoes analiticas :

Qo=sp{dh,, ..., dh,} 2.7.a)

Q=D+ L p(2eNGD + SLg (Db

=1

(2.7.0)

e suponha que G, e QkﬂG‘L sao mdo singulares para k<n. Entdo, para

.—=Q, para j>k* e A*:Q,;‘;.

algum k* <n, teremos ]

k

Nas mesmas condi¢Ges de regularidade da proposicdo anterior, o algoritmo de
Krener [22] permite computar A* e ao mesmo tempo determinar a realimentacéo
regular que torna A* invariante pelo sistema em malha fechada correspondente. Na

verdade, tal algoritimo computa em cada passo a eq. (2.7.b).

Algor%tmo 2.9: (Krener [22]) Suponha gque, para as eq. (2.7), G, e QkﬂGJ‘
sao nao singulares para k<n em torno de ..

Passo 0 :

Suponha que d(2)=po. Apos uma permutacdo adequada das saidas
teremos Qo=sp{dh1,...,dhpo}. Defina ¢o=(hy...,hps) de maneira que

Qo=sp{d¢o} em torno de x;.

Passo k+1 :



Suponha que, apdos o passo k, os vetores de fungdes Do(X),y onv s Pr()

foram definidos de maneira que Q,=sp{d¢,} para ;=0,...,k. Entdo calcule
b= <Ay, f(@) +g@)u > =4, 4,(2) +B, 4, (@) u (2.8)

Como Q;U'\GL e ndo singular em torno de %, @ matriz B.4+, sera nao
singular em torno de x, com posto AT Apos uma possivel permutacdo nos
elementos de ¢, entao podemos assumir que as primeiras Ty4+, linhas de

B+, sao L.I. em torno de x,. Assim, podemos escrever :

b |_|An@+Br@u -
i;k A&+1($)+Bk+l($)u

onde By, possui posto pleno de linha 7,4, em torno de z,. Seja C, (%) wma
inversa & direita de By, isto & Byy,Cy,=Ir , em torno de %o e seja Cyy,

uma matriz tal que B,y C,4,=0, isto &, as colunas de Cy(z) geram o

subespago Ker B, (). Defina :

1 =—C 1 4sy

Big,= [:ék-i-l ék-i-l]

Verifica-se que Biaa e nao singular em torno de %y, Faga u=o, 4, +pB, 4,0,

teremos de (2.9), que

g’k _| 0~ ) +|}‘I7'k-i-1 0 Jv=
ak : Ak+1+Bk+lck+1Ak+1 B’k+lck+1 0

53



I 0
_ 0 Tr+1
‘[ok+1<w>]+{ Ten@ 0 ]"’

(2.10)

Como cada linha de B4, ¢ LI com relagio as linhas de B, 4 (%), segue-

se que o,4,(x) e T,4,(x) sdo independentes da escolha de C, ., e Cp+,- Mais

ainda, pode-se mostrar que
Q1= Span{d¢k’ A0t di+1}

Como por hipotese 2,4, e nao singular em torno de 2z, podemos escolher
funcoes apropriadas dos vetores de funcoes Ot ATy, PAra formar um
vetor de funcgoes Ek'*'l de maneira que o conjunto de diferenciais {d¢k, dak_,_l}

seja LI em torno de xy ¢ tenhamos :

Q= Span{d¢ks d5k+1}

Finalmente, defina ¢,4,=(¢x's6,4,").

E'ste algorétimo termina num passo k¥*<n gquando Qk*=Qk*_l. A
realimentacdao CHNEY e tal que a eq. (2.5 & obedecida numa vizinhanca

aberta U de xg. O

A observacao seguinte caracteriza a invariancia pela existéncia de um sistema

de coordenadas no qual a estrutura do sistema se torna muito especial.

Observacao 2.10 : Suponha que A seja involutiva, invariante pelo sistema (2.1)

e que
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AC kerdh (2.11.a)
PCA (2.11.b)
Seja x €N um ponto regular de A com d[A(:c)]=6. Pelo teorema (ocal) de

Frobenius, podemos tomar uma carta local (U, =(T1y eees Ty Tsp1y ey ) tal que

S

da@]=s e A@m={L -
. Z

} para todo z €U. Denote z,=(x,,...,x;) e
s
Zy=(Zs41y...,Zn). Neste caso, verifica-se que (2.4.a-b) e (2.11.a-b) séao

equivalentes a termos, nestas coordenadas, o sistema (2.1) descrito por :

i1=.f1(21s22)‘f‘91(21,22)'214-231(2;,22)(1 (2.12.a)
22=f2(zz) + g?(Zg)u (2.12.b)
y="h(z,) (2.12.¢)

Ve-se de (2.12.a-b-c) que a perturbacdo gq ndo influencia a saida Y, quaisquer
que sejam a condicao inicial (z,,z,) e a entrada u(.) aplicada. Note também que,
localmente falando, a distribuicdio A induz folheagoes onde cada folha é& definida
deixando-se 2z, constante ¢“variando-se” z,. Geometricamente, as condi¢des acima
garantem que cada folha é mapeada por h em um mesmo valor de Y e que
x(t, xo,u(-),0,(+)) e x(t,xqu(-),g,(-)) pertencem sempre a uma mesma folha para
quaisquer par de perturbagles q,(-) e q,(-) . Mais ainda, podemos enunciar o seguinte

resultado :

Teorema 2.11: Num sistemma (2.1), a perturbacdo g(-) néo influenciara a
saida Y se e sO se existir uma distribuicao invariante A obedecendo a (2.11.a-

b).

Baseado neste resultado, podemos provar o seguinte teorema :
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Teorema 2.12: Suponha que A", A*NG e G sdo ndo singulares (em torno de

Zo). Entdo o PDDRR é soluvel (em torno de x,) se e somente se PC A*.

Assim, para solucionar o problema PDDRR em torno de um ponto Xo no qual
nossas hipoteses de regularidade so satisfeitas, executa-se o algoritimo de Krener e
verifica-se se PCA*. Em caso afirmativo, o algoritmo fornece a realimentagdo
regular desejada num passo k*. No caso em que P ndo esta contida em A*, o problema

nao possui solucao.

2.4. O Problema de Desacoplamento Entrada-Saida Por Realimentagdo Regular

de Estado (PDRRE)

Um problema frequente na sintese de sistemas de controle ¢ o problema de
desacoplamento entrada-sa'ida, isto &, conseguir através de umae lei de controle
adequada, que um vetor de saidas Y1,...5¥; Seja controlado independentemente ( ou
nao interativamente) por um conjunto de entradas externas vy,...,v,. Em outras
palavras, dizemos que um sistema & desacoplado entrada saida—quando cada entrada
v, s6 influenciar a saida y,; para ;=i sendo que a saida y; deve ser “controlada”

pela entrada u, para :=1,..., l. Podemos assim definir :

Definicao 2.13 : (Problema Local de Desacoplamento por Realimentacao Regu-
lar de Estado PDRRE) E o problema de encontrarmos uma realimentacdo
(o, B) Tegular e analitica numa vizinhanca U de x, de maneira que o sistema

em malha fechada (2.3) seja desacoplado entrada-saida.
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As condi¢Bes necessarias e suficientes de solugao de tal problema por
realimentacdo regular de estado dependem essencialmente do posto de uma matriz,

denominada matriz de desacoplamento, definida a seguir

Definicao 2.14 : (Matriz de Desacoplamento) Seja um sistema na forma
(2.1.). Seja U uma vizinhanca aberta de %, e suponha que para cada funcao
saida Yi=hix) (t1=1,...,1) exista um inteiro r; denominado grau relativo da
saida y: de maneira gque

(1) LgJL’}hi(a:)=0 para todo k, 0<k<r;—1 e todo x €U.

(i9) [ LglL?"m(mo) LgmL?_lhi(xo) ]#[0 e 0]

Entao podemos definir em U a matriz Alx) com 1 linhas e m colunas,

Ti=1

denominada matriz de desacoplamento, pondo {A(:z:)}“ ={L gij h,-(x)}.

Para a classe de sistemas afins onde as condi¢des (i) e (ii) da defini¢do

anterior sdao satisfeitas, o teorema a seguir soluciona o PDRRE :

Teorema 2.15 : Suponha que as condicdes (i) e (i) da definicao 2.14 sao
satisfeitas para uma viz. aberta U de um ponto z,. Entdo o PDRRE & soluwvel
em uma vizinhanca aberta V de xz, se e sb6 se Alzo) possuir posto igual ao
nitmero de saidas. Em caso afirmativo, a lei de controle u=c(x) +58(z)v,
dada por

a(x) =—AY(z) bz)

Blx)= at(x)

Ty

onde b{x)=( L}l hi(x), .... ,Lf h(z)Y e AT(x) & tal que A(m)A+(a:)=[Iz 0 ], fornece

solucao para o PDRRE numa viz. aberta V de Ty
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Observacao 2.16 : Pode-se mostrar que, se A(x,) possui posto 1, entdao as
diferenciais:

I'i=1

dhl,deh,,....,de h,

dhuy AL phyy e dL'd Ry
formam wum conjunto L.I. numa vizinhanca aberta de z,. Em particular,
existe um  sistema de coordenadas locais (Xy,...,%,Z,4,) tal que
zi=(hy L phy ....L?-ih,)‘, G=1,..,1) e x4, &€ um vetor de (n—glri) funcoes.
Mostra-se tambem que o sistema em malha fechada com a lei de controle
definida no teorema 2.16, quando escrito neste sistema de coordenadas

locais e dado por :
Ty=dA, 2+ by v,

Ty =A%+ byv,

:i;a+1 S fz+1{:cl’ ey Ly $:+1) e Zl Q:+1t‘:b ...,;‘53,'.'6&1) Uy
j:
yi=Cylezy) , 1=1,...,1

onde A; e b; e ¢, sGo matrizes respectivamente (ry,r,), (r,1) e (1,r;) , dadas

por :
[ ] [
0 1 0 0 0
{15= b1=
0o 0 0 .. 1 0
0 0 0 0 1 J
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para :=1,...,l. Note que o subsistema linear corresponsente a cada saida Y
e cada entrada v, ¢ minimal (controldvel e observavel) e possui funcdo de
transferéncia dada por #(s)=(1/s"Yvs). Porisso, tal sistema & dito estar
desacoplado em integradores. Note que uma realimentacao de estado
adequada pode impor os polos de cada subsistema (A4;,b;). Se i_in:n, entao

0 subsistema nao linear correspondente as coordenadas Ty esta ausente e o

sistema em malha fechada se reduz a um sistema linear controlavel. O

Uma outra abordagem para o problema (equivalente, porém mais geometrica)
pode ser encontrada em Nijmeijer e Schumacher[25]. Neste trabalho, e definida a
chamada estrutura (geometrica) no infinito, e a solubilidade do PDRRE depende
essencialmente desta estrutura e dos inteiros r,. No entanto, verifica-se que esta
estrutura ndo ¢ adequada quando tratamos do mesmo problema por realimentacdo
dinamica (vide [7]). A sec¢do seguinte trata da abordagem adequada para OS NOSSOS

propositos.

2.5 A Estrutura Algebrica no Infinito

Os trabalhos de Fliess [9] e [10], com uma abordagem proveniente da Algebra-
Diferencial, trouxeram nova luz aos problemas de invertibilidade a direita e a
esquerda para sistemas nao lineares. Antes da publicacio dos mesmos, a
invertibilidade a esquerda foi caracterizada por um algor'itimo {Singh[33]) e e

equivalente a capacidade de deduzirmos a entrada de um sistema a partir do

conhecimento da saida e da condigao inicial, se restringirmos o conjunto de entradas
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adequadamente. A invertibilidade a direita e (grosseiramente) equivalente a
“independéncia” entre as equacoes diferenciais que regem o comportamento de cada
saida(veja Fliess[9},[10]). Pode também ser caracterizada por uma propriedade de
reproducibilidade (veja [30]). Sabe-se também que a invertibilidade 3 direita &
diretamente ligada ao problema de desacoplamento entrada-saida [6], [71,[30] e pode ser
definida pelo posto genérico de certas matrizes Jacobianas (vide Nijmeijer [23]).
Para nossos propositos apresentaremos a estrutura algébrica no infinito [7]. Para isso
seja, por simplicidade, N um aberto de R”" e considere o sistema (2.1), sem

perturbagoes, evoluindo em N. Defina as derivadas formais das saidas, pondo

indutivamente :
(0) o)
v = h(x) (2.13.a)
(k) -1 (k)
+ 5] 0 5] +
= (4 eu) - T TR (2.13.b)
X t=0 3du
Assim, vemos que yto](x), ym(x,ulol),....., y(p’(x,uf'ol,...,u(p-”) sdo vetores de fungdes
polinomiais em um],...,u[p'” com coeficientes que sdo fungdes analiticas em N. Agora

considere o espaco linear & de dimensio n+p.m gerado pelas diferenciais formais
o =1) ~ o . 0 -1
{dx,du[  ceydu® } sobre o corpo ¥, das fun¢des racionais em u'%...,u® " com

coeficientes meromorficos em N. Note que as diferenciais formais

(%) k-1 (k)
) _ 9y Ay )
=it B du (2.14.b)

sao elementos de §. Portanto &, ={dx, dy(o],....,dy(k]},k=0,..., p, S20 subespacos de §
sobre o corpo ¥,. Como as saidas sio definidas por uma fun¢do h que so depende de
X, entdo 80=sp{dx}. Seja di =d(8; +sp{dx}) sobre o corpo ¥p. Defina a sequéncia

crescente de inteiros o,=d,—d,.,, :+=1,...,p. Dos resultados de [7], ndo ha vantagem
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estrutural em tomarmos p>n porque neste caso a sequencia de inteiros o, & tal que
0y=0;-; para :>n. Assim, toma-se usualmente p=n e denomina-se a sequéncia de
inteiros (oy,...,0,) de estrutura no infinito do sistema. O inteiro o,, para
i=1,...,n—1, & denominado numero de zeros no infinito de ordem menor ou
igual a :. O inteiro p=0, é denominado numero total de zeros no infinito, ou
siniplesmente posto do sistema. Note que p=d(6r) —d(8,.;). Mostra-se que

p<min{l,m}, 1=dimensao do vetor de saidas e m=dimensio do vetor de entradas.

Agora, definamos a aplicacdo 7V, N X (R™)™~ N X (RY*, pondo :

Yl u?, " e (v Ly, k=0, ..., (2.15)

e considere a matriz jacobiana

0) (%)
) .’u[n-n):a(x,yl sy Y )

©
Jelx,u .. a(x,u{m, ) (2.16)

As matrizes J, para x=0,...,n, possuem elementos no corpo %,, sendo que suas
linhas representam as diferenciais formais das derivadas das saidas quando escritas
na base {dx,du(o],....,du(n_”}. Resulta que a dimensdo de 8, +sp{dx} coincide com o
posto de J, tomado sobre o corpo ¥n, e pelos resultados do cap. 1, secao 1.8,

teremos d(8, +sp{dx}) =D(J,).

Seja E=R® e suponha que B & um aberto de N XE. Defina a lei de controle

da forma :
u=o(x,z)4+8(x,z)v (2.17.a)
z=V¥(x,z)+®(x,z) v (2.17.b)
onde o,B3,¥ e ® sdo analiticas em B, z€E € o estado do compensador e v(t) ER™ & o
novo vetor de entradas. Tal lei de controle define, em malha fechada, o novo sistema

(h, f,g) evoluindo numa variedade analitica B aberta em N XE, e dado por
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x = f(x,2) + g(x,z)v (2.18.a)

y = h(x,z) =h(x) (2.18.b)
onde
R Y (2.18.0)

Um.a lei de controle da forma (2.17) & denotada por (o, 8,¥,®d) e é denominada

realimentacao dindmica de estado ou simplesmente realimentacdo dindmica.
Para o sistema (2.18) podemos considerar as derivadas formais do vetor de

entradas u do sistema (h,f,g) considerado como saida do sistema (f,g). Para isso

denote X=(x' z') e defina

' = () +8() v el
[k_] _ x [k]

W T F g )y 3 Bu e e
X t=0 Qv

De forma analoga ao exposto anteriormente, podemos considerar as diferenciais

formais

0] [ ~ . .
e os subespagos ¥, =sp{dx, dz,du( ],...,du[ ]} sobre o corpo ¥. das fungdes racionais
(0) (Tl+5‘] - ’ o - ~
em v ..,V com coeficientes meromorficos em X sobre B, O posto de uma
realimentacdo e definido por R=d(¥" ,)—d(¥ 4. ). Mostra-se que R<m, onde m é a

dimensao do vetor de entradas u. Se R=m a realimentagao dinamica € dita regular.

Os seguintes resultados sao explicitos em [7] :

Teorema 2.17 : O problema de desacoplamento dindmico entrada saéda e

soluvel por realimentacao dindmica (regular) se e somente se o posto do
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sistema for igual ao numero de saidas e isto ¢ equivalente ao sistema ser

invertivel 4 direita.

Um compensador solugdo para o problema de desacoplamento entrada-saida

dindmico pode ser obtido via algoritmo de extensao dindmica ( vide cap 3).

Teorema 2.18 : Um sistema é invertivel a esquerda se e somente se o posto

do sistema for igual ao numero de entradas.

Um sitema inverso a esquerda pode ser obtido com o auxilio do algoritmo de

Singh [33].

Teorema 2.19 : Uma realimentacdo dindamica regular nao altera o poésto do
sistema, isto e, w numero total de zeros no infinito é invariante por

realimentacdo dindmica regular.

O seguinte resultado € uma consequécia imediata dos resultados de [7].

Lema 2.20 : Seja (o, B,¥,®) uma realimentacéo analitica regular em B, Seja

§BX(R™"~ N X (R™" a aplicacdo analitica definida por
vln-n

“1"11)

(D] 10)
02, Z, 0, any )=(z,u ,...,u

onde u'" & definida em (2.19). Entédo, a matriz jacobiana

J6 — B(m,ulm, ...,um-”}
—8( Q) _[r=1)
ByZ, B syl )

possui posto pleno de linha sobre o corpo %e. Em particular o posto generico
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de J§ e pleno de linha.

Prova : Note inicialmente que sobre o corpo %., sp{dx, duio],...,dutn_”} & um
subespacgo de sp{dx, dz, dvlo],...,dv(n-”}. Pela prova do lema 3.3 pag. 668 de [7],
teremos que para todo inteiro p<n-s, o conjunto sp{dx,duto),...,du(p]} e linearmente
independente sobre ¥.. Em particular, para p=n—1, observando que as linhas de J§
sdo os coeficientes das diferenciais de {dx, dum),...,du(n-“} com relagdo a base sp{dx,

¢] =1
dz, dv' ],...,dv(n ’}, segue-se o resultado esperado. O

2.6. Notas e Referencias

O conceito de (A,B)-invariancia em sistemas lineares é devido aos trabalhos de
Basile e Marro [2] e Wonham e Morse [38]. Tais trabalhos permitiram uma solucao
geométrica elegante para os problemas de desacoplamento da perturbagdo e
desacoplamento entrada-saida. Para uma apresentacdo completa da abordagem

geométrica de controle nao linear, veja Wonham[37].

A generalizagdo do conceito de (A,B)-invariancia para sistemas nao lineares
afins é devida a Isidori et al. [20], [21], Hischorn [14), Nijmeijer [24]. O algoritmo 2.9
¢ devido a Krener[22]. Tais conceitos permitiram obter uma solugao elegante para o
problema de desacoplamento entrada-saida e desacoplamento de perturba¢des por
realimentacao regular do estado. Para uma apresentacao completa do assunto veja os
livros textos [19] e [27]. Uma versio mais fraca do problema de desacoplamento

entrada-saida para sistemas ndo-lineares & apresentada em Silva[28].
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A primeira defini¢do precisa de estrutura no infinito e sua relacdo com os

problemas de desacoplamento é devida a Nijmeijer e Schumacher[25].

A invertibilidade a esquerda foi caracterizada inicialmente pelo algor'itmo de
Singh[33]. A relagdo entre a invertibilidade a direita e o problema de desacoplamento
dinamico entrada saida foi estudada por Fliess [9], [10]. Algoritmos especificos para
construgdo do compensador solugdo para o problema de desacoplamento dinamico
entrada saida foram estudados por Descusse e Moog [5] e [6], Nijmeijer e Respondek
[26] e Singh [33]. Para a classe de sistemas lineares afins, Di Benedetto, Moog e
Grizzle [7] mostraram que os trabalhos [9],[10],[6], (26] e [33] podem ser unificados

num sO conceito denominado estrutura algebrica no infinito.
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Cap.3 - Problema de Desacoplamento da Perturbacao
por Realimentacdo Dinamica Regular do Estado (PDPRDR)

3.1. Introducao

Neste capitulo discutiremos o Problema de Desacoplamento da
Perturbacao por Realimentacdo Dindmica Regular do estado (PDPRDR) para

sistemas ndo lineares afins.

Em sistemas lineares, sabemos que o problema de desacoplamento das
perturbacdes e soluvel por realimentacao dinamica se e somente se tal problema for
soltivel por realimentacdo (estatica) de estado. De fato, isto & uma consequéncia dos
resultados de Schumacher [22], onde € mostrado que um (A, B)-invariante dinamico
(em um espago de estados estendido) induz um (A, B)-invariante no espaco original.
No entanto, para sistemas ndo lineares afins, pode-se exibir exemplos (vide [16]) onde
o problema de desacoplamento da perturbacdo por realimentacdo (estatica) regular de

estado ndo € soluvel mas o PDPRDR o é (veja também o exemplo do Anexo 1).

O PDPRDR foi originalmente estudado em [16] e [17] onde foi utilizado o
algoritmo de Singh[33] para o desenvolvimento das condicdes de solubilidade. As
condigdes obtidas em [16] e [17] sdo algoritmicas. Nossa contribuicdo sera mostrar
que a solubilidade do problema PDPRDR é dependente das propriedades geométricas
do chamado sistema estendido (SE), exibindo condicdes necessarias e suficientes de
solubilidade do PDPRDR. Para o caso em que o problema é sollvel, apresentaremos
uma técnica de construgdo do compensador solucdo baseada numa versido do algoritmo
de extensao dinamica encontrada em [7]. Como um subproduto de nosso trabalho,

obteremos uma técnica geométrica de computacdo da estrutura algebrica no infinito.

O capitulo sera organizado como se segue. Na se¢do 3.2 definiremos o
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problema tratado (PDPRDR). Na sec@o 3.3 definiremos o Sistema Estendido (SE) e o
Sistema Compensado Estendido (SCE). Na se¢do 3.4 mostraremos que as derivadas
formais das saidas podem ser substituidas por derivadas de Lie ao longo do campo f
do sistema SE. Na se¢do 3.5 mostraremos o algoritmo de extensdo dindmica e algumas
de suas propriedades geométricas, Mostraremos também que a dimensdo generica de
uma sequencia de codistribuicdes permite computar a estrutura no infinito. Na secao
3.6, desenvolveremos o ferramental geométrico utilizado para demonstra¢ao do nosso

resultado principal, que & apresentado somente na secao 3.7.

3.2. O Problema de Desacoplamento da Perturba¢do por

Realimentacao Dinamica Regular PDPRDR

Nesta secao, definiremos o Problema de Desacoplamento da Perturbacdo por
Realimentacao Dinamica Regular (PDPRDR). Definiremos o Sistema em Malha
Fechada com uma Realimenta¢do Dinamica de Estado e o denominaremos de Sistema
Compensado (SC). Para isso, seja a quadrupla (h,f,g,p) representando um sistema
ndo linear analitico afim evoluindo em uma variedade analitica de dimenséo n,

denotada por N. Em outras palavras :

m mp
x(1) = f(x(t)) + 2 gy(x(t) uy(t) + 3 p,(x(1)) q,(t) 5 t >t (3.1.a)
=1 =1
y;= h,(x(1)) f=s 5 s 5 [t . x(tg) =x¢ (3.1.b)
onde f, g,..., €my Diy++sPmp SAO CAMPOS analiticos em N e h=(h, ..... h,) € um vetor

de funges reais analiticas em N denominadas saidas do sistema. As funcdes
u,:{ty,«)~R s@o as entradas do sistema nas quais temos acesso direto para

aplicacao do valor que desejarmos. As funcdes q,:(te,~)~R sdao as perturbacoes no
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sistema, sendo desconhecidas e sem acesso.

Denote as “matrizes” de campos coluna g=[g; ....gn] e P=IDys+eesPmp] € oOS
vetores coluna de entradas u=(uy....,u=)’ e de perturbagdes q=(q1,...,qmp)’, de

maneira que a eq. (3.1.a) pode ser reescrita por :

X = f(x) + gx)u -+ px)q (3.1.¢)

Deseja-se uma realimenta¢ao dinamica regular (o,B,¥,®) (regular no sentido do
Cap.2)
u=oal(x,z)+B(x,z)v (3.2.a2)
2=V(x,2)+®(x,2) v (3.2.b)
onde z€ E=R® & o estado do compensador e v(t)ER™ é o novo vetor de entradas,
de maneira que o novo sistema (h,f,g) evoluindo numa variedade analitica B aberta

em N XE, e dado por

x = f(x,2) + 8(x,2) +p(x)q (3.3.a)
y = h(x) (3.3.b)
onde
7 _[f+ea = _[eB = _[p
f—[ ~ ] g—[q,] p—[o] (3.3.0)

seja tal que a perturbacdo q ndo influencie a saida y (veja definicdo de influéncia
no cap 1), O sistema da eq. (3.3.a-b-c) sera denominado Sistema Compensado (SC). A

distribuicio analitica em B definida por sp{ﬁ} sera denotada por P.
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3.3. O Sistema Estendido (SE) e o Sistema Compensado Estendido (SCE)

Seja (h,f,g,p) sistema ndo linear analitico afim da eq. (3.l.a-b). Seja
N=NX(R™)" a variedade analitica produto. Seja (U,¢) uma carta do atlas maximal
da variedade analitica conexa N. E importante ressaltar que a estrutura de
variedade analitica que daremos a N=NX(Rm)n ¢ proveniente do atlas maximal
construido a partir do atlas cujas cartas sdo da forma ¥: UX(R™)"~¢(U) X(R™)" onde
v(x,v)=(8(x),r), com xEN e ve(R™". E evidente que tal estrutura é de
variedade analitica ja que a mudanca de coordenadas entre ¥, ¥, provenientes
respectivamente ¢, e ¢,, € da forma (vide Cap.l) :

Y, sz_l( X, v)=(¢, O¢2—1(x), v)

Denote as fungdes coordenadas candnicas de (R™)" por (Wyy ..., Wwn) onde
w; 2 (R™)"—R™,=1,...,n. Sejam as proje¢des candnicas
7 itNeN, 7, : N (R™)" (3.4.2)
Escolhida uma carta (U,¢=(xy...,x=)) de N, induzimos wuma carta local
(UX(R™, 9 =(%, %1, ..., #0)] de N=NX(R™)", onde
X=¢om, , W,=w,0T, (3.4.b)

E note que as cartas desta natureza formam um atlas de N.

Agora seja o sistema estendido (SE) evoluindo na variedade N, denotado

por (ﬁ, f, g,D) e definido univocamente pelas relacCes:

(r)uf= for, +(gom,) W, (3.5.2)

(ronf= 3 (L2 om)w,, (3.5.b)
=1 ' ow;, i

(T)sE= 0 (3.5.¢c)

(TdsB= a—‘?hzowz (3.5.d)

(r)«p= pom, (3.5.¢)
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(72)ap=0 (3.5.1)

Assim, teremos o sistema analitico afim evoluindo em N e definido por :

g=F£)+8(6)u™ +p(€)q (3.6.a)

Yf=E!(E) i=1s"-s£ (3-6-b)

onde £EN é o estado, u™i[ty, )~ R™ & a entrada, a:[tgo)—~R"® sio as

perturbacGes e y €R’ & o vetor de saidas. Nas coordenadas (&, W, ..., W), teremos :

f+gw, 0 P
W, 0 0
Wn 0 0 (3.6.¢)
0 I
hi=h, =1, voeu , ¢ (3.6.d)

onde I @ a matriz identidade (m,m). Com a notacao do cap. 1, podemos escrever :

= 238 T . n-=1 a -

f—-[a—i]\F+gwl}+£; [5".‘.'—;] W (3.7.2)
2 B

8= 3% (3.7.b)
C—

P=Pxg (3.7.b)

-

Suponha agora que a perturbagdo q(t) e a entrada u(t) sdo funcdes suaves. E
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facil verificar por unicidade, que a solucdo x(t) obtida a partir da condi¢cdo inicial
x(ty)=xo, pela aplicacdo de uma entrada u(-) €C" no sistema (3.l1.a-b) pode ser obtida
a partir da solucao £(t) =(x(t),w,(t),...,wn(t)) do sistema (3.6.a) a partir da condigdo
inicial EO=(x0,u(t0),um(tG),...,um_”(to) ), pela aplicagio da entrada u'™(t) e da
perturbagao q(t). Mais ainda, vemos que E(t)=(x(t),u(t),um(t),...,um_ll(t)). Desta
f'or;ma, podemos afirmar que a variedade N & construida de maneira a termos acima de
X uma fibra composta das entradas e das suas derivadas até a ordem (n—1i). Da
teoria de equacoes diferenciais, como todos os objetos envolvidos na eq. (3.6.a) sdo
de classe C=, temos que a a solucdo £(t) ( e portanto x(t) ) esta bem definida num
intervalo [t; ty+4e€) , para e suficientemente pequeno que pode depender de X, da

entrada u(-) e da perturbaciao q(.).

Se (o,8,¥,®) & uma realimentacdo dinamica analitica (3.2.a-b) em BC N XE,
denotaremos o sistema estendido obtido a partir de (h,f,g,p) por (hyfe,ge,pe) € O
denominaremos sistema compensado estendido (SCE). Note que este sistema
evolui na variedade B X (R™)", Agora considere as proje¢des candnicas

T BX(R™)* =N, 7g:BX(R™)*—~E, 7I:BX(R™)*—(R™)" (3.8.a)
Escolhida uma carta (U,¢=(xy,...,xX-)) de N induzimos, analogamente ao caso
anterior, uma carta local (Xe, Ze, Wey.evy,Wen) de BX(R™)", onde

Xe=@ON] , Z2=2ZOTE, We,=W;0T5, (3.8.b)
e note que as cartas desta natureza formam um atlas de BX(R™)". Nestas

coordenadas teremos :

3 3 n-lc 5
fo={s)If +6 (e +BweD) 1+ (52U + B wey) + ;1[ 8Wei]wem (3.9.2)
Be= 5o— (3.9.b)

_ .2
Pe=P3.. (3.9.b)
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As distribuicBes analiticas sp{ﬁ}, de N, e sp{pe}, de BX(R™)", serao denotadas

respectivamente por P e P..

3.4. As Derivadas Temporais das Saidas ao Longo de uma Solucéo

Nesta segdo consideraremos as derivadas temporais das saidas do sistema
(3.1.a-b) ao longo de uma solugdao quando a perturbagdo esta ausente, isto e, p=0. No
lema 3.11 da seg¢ao (3.6), a situacdo onde uma perturbacdo é& aplicada sera
considerada. Como nao fixamos a classe de diferenciabilidade da entrada u(.) s
denominaremos tais derivadas de derivadas formais. Para os nossos interesses,
trabalharemos com o sistema estendido (SE), pois as derivadas de Lie de h pelo
campo f produzirao as derivadas formais desejadas de ordem 0 até n. Para isso,
considere o sistema (3.6.a-b) sem pertubagdes, isto &,p=0. Defina a aplicacéo
analitica ™ :N—R’, x=0,...,n, pondo

% _L%n (3.10)

-,

Proposicao 3.1 : Suponha que «<n, entdo
(1) Tome uma carta (U,¢) de N e a carta induzida (%, ...,1.) de N.
Nessas coordenadas teremos

(=1) %=1 ~ (k)

= Yy ~
ai (f+gw1)+i=1 8'!1)1 wi+1

= oY
g* %Y

vo ~(k) - ~ . . ~ ~ o v ~
(i1) ¥ e uma funcdo polinomial em (W), ..., Wy ) com coeficientes que sdo

funcoes analiticas de N. Em particular, g)(k]:]:/o—JRz & analitica.
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Prova : Para x=0 tais afirmac¢des sdo imediatas. Suponha que (i) e (ii) sdo validas

para x, com x<m, e provemos que elas sdo validas para x+1. De fato, teremos da

expressao de f em coordenadas :

= (k) = (k]

Sty ay
y[ Y

k
(f+gw,)+ ;1 (3.11)

i

onde somamos somente até x devido ao fato de (ii) valer para x. Para mostrar que
(ii) vale para x-+1, basta notar que, da eq. anterior, a hipotese (ii) para x garante
que as derivadas parciais de L ’ff Eli com relagdo as funcdes coordenadas sio funcgoes

polinomiais de Wwy,...,W, com coeficientes analiticos em N. Como f e g dependem

apenas de X, segue-se que (ii) e verdadeiro para x+1. |

Rebatize agora as variaveis (%X,W;,...,Wn) para (}"(,u,um,....,um-”). Note que as
expressoes

79 = h(x) (3.12.2)

g = ay[k 1)(f‘+gu)+ Z oy l:_:,] u® (3.12.b)

calculam indutivamente as derivadas formais das saidas (vide eq (2.13.a-b)). Se a
entrada for pelo menos de classe C" e a solucdo for bem definida em t, entdo as
derivadas formais de ordem k<n no instante t serao as derivadas temporais das
saidas calculadas em E=(52(t),u(t),u[1](t),....,um-”(t)). Analogamente, para o sistema
(SCE) da eq. (3.9), podemos definir as derivadas formais das entradas

ug]:?BX(Rm)"HIRm, pondo (vide eq. (3.2.3)) :
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us) = (a+Bw.) (3.13.2)
ue'=Ls ul™, 1=1,...,n—1 (3.13.b)
Por simplicidade ndo escreveremos o subescrito  em ufa“. Rebatizaremos We,

1-1)
para v,

3.5. O Algoritimo de Extensio Dinamica

A relacao entre desacoplamento dinamico e invertibilidade a direita foi
recentemente esclarecida por Fliess [9], [10] cujo trabalho inspirou diversos autores
a desenvolver algoritmos concretos para construgcao do compensador dinamico que
fornega solugdao para este problema [32],[5],(6], [26]. Em [7] é mostrado que estes
algoritmos constroem uma base para a sequéncia de subespacos §,C §,C... C8, (vide
cap. 2), fornecendo a estrutura algebrica no infinito (04 eee.son). Na versao que
apresentamos nos interessaremos mais com oS aspectos geometricos relacionados com
o sistema em malha fechada 3,:(h,f.,gr) obtido no enésimo passo do algoritmo. Em
particular estaremos interessados em exibir a maior distribuig¢do (f.,gn)-invariante A
contida em Kerdh, ja que queremos mostrar que ¥, € um candidato a solucao do

PDPRDR.

Algorétmo 3.2 (Extensao Dinamica Algeébrica [71) :

Passo 1 :Seja %, o sistema (3.1.a-b) com p=0. Calcule
Y =<ady, f(x) +g(@)u>=a,(x) +b(zx)u (3.14)

Como b, & uma matriz de funcdes meromor ficas, podemos definir seu pdsto

no corpo ¥, das funcoes meromor ficas de z.
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o,= posto by(x) (3.15)

Permute, se necessario, os componentes da saida ate que as o, primeiras

linhas de b, sejam linearmente independentes. Assim :

y=| ¥ ||E@ 48 (3.16)
o a,\(z) +by(z)u
Seja
u=ct,(x) +B8(xz)v, (3.17)

onde v;=(?"; ¥")), de maneira que
(1) By(z) & nao singular no corpo %,.

(ii) J, =D,
Tal par (o,B,) sempre eziste. De fato, a menos de uma reordenacdo nas

entradas, podemos formar uma matriz 511 a partir das primeiras o

colunas de b, tal que by, seja ndo singular no corpo %,. Seja

Bi=
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onde as operacoes matriciais foram feitas sobre o corpo %,. Desta escolha e

de (3.16), teremos

I,

b:
‘5)(0

onde o zero superior é consequéncia da definicio de B e o zero inferior é

obtido pois senao o posto de b, sobre %, seria superior a o,.

Para qualquer escolha de o e B obedecendo (i) e (ii) acima,teremos

Il

Dy (3.18.a)

<2

1

7 =d\(2) +ey(2)D, (3.18.b)

pois se em Y, houvesse um termo aditivo fi(x)d, com fiz) ndo nulo isso
implicaria (como acima) que o poésto de b, & maior que o,. Introduza uma

extensao dinamica

V=10, (3.19.a)
e rebatize o0s componentes restantes de v,

0, =1, (3.19.b)

Seja T, o subconjunto analitico de N tal que o,B, e B, sdo analiticos em

Vi=N-—T,. Seja X, o sistema afim (h,f,g,) cujo estado ¢ xl=(gJ e cuja

1

entrada e u1=[g'], formado pelo sistema X, a realimentacdao de estado (3.17)
1

e a extensao dinamica (3.19). Em outras palavras
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z=f(x)+glzx)u

T u=oalx) +ﬁ(${gl] (3.20)

1

que denotaremos por

:.xl =f'|($1) -1-91(:1:1) U,y
s (3.21)
Y =h(xz)

Seja 36, o corpo das fung¢des meromorficas em V ,XRU‘. Entao note que

(@) de (3.18) temos que y=<dy,fi+g,> ¢ um vetor de elementos (analiticos)
de %,.

(b) =, & um sistema analitico em V,XR°".

(¢) Calculando
yw]z <d’y’ fl(mi) —f—glfml)u] P — aﬂtxl) —f_b'z(xl) U,

Teremos que a; e b, sdo formados por elementos (analiticos) de 36,. De
(3.19.a) segue-se que as primeiras o, linhas de a, sao nulas e as primeiras

o, linhas de b, formam a matriz [i’c,-l 0 J

Passo k+1 : No passo k, um sistema ¥, da forma

Er = frl@r) +gul@y) us
% (3.22)
y=h(z)
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Joi construido de maneira que :

{(a) y;ck]=y§¢kj(xk) e um vetor de elementos do corpo ¥%r das funcoes

meromorficas em V, XR*.
(b)-E,c & um sistema analitico em VX R°*.
Caleulando :
Y™ = <, @) + gl > = g (1) b4 () i (3.23)

Podemos definir

O 4= POStO b, 4 (24) (3.24)
sendo o posto tomado sobre 0 corpo ¥.. Suponha por construcdo que

(c) 4s primeiras oy linhas de a,4, sdo nulas e as primeiras o, linhas de b+,

formam a matriz [Iok 0 J

Permute, se necessario, as ultimas l—o. componentes da saida de
maneira que as primeiras o,4, linhas de b, 4+, sejam independentes sobre o

corpo %,. Decomponha y*" de modo que

—(x+ - -
U(k+!]= y:;f.,.l” . ak+1(mk) +bk+1(xk)u (3.25)
‘ e | |Gt @) +Hhp (@) u
Seja a realimentacao de estado com elementos em %K.
Upe =0y (T2) + By (1) V4 (3.26)
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- 59 s S s .
onde v, 4., =(T’, 4, ¥, 4,), de maneira que

(1) Bo+,(@x) € ndo singular no corpo %y.

53y Rty
(1) Yoy =Tty

Tal par (o, 4, 8,+,) sempre existe.
Para o sistema resultante em matha fechada podemos escrever :

~{k+ —

TN R (3.27.a)
~(kF1) o

Yrr = (i) €44 (X3) Ty 4, (3.27.b)

) X I o 1
Seja T,4, 0 subconjunto analitico de V,XR “ tal que Crt1sBrty € By, ' SGO

A o " - ST :
analiticos em V. =V, XR *“—T, . . Agora introduza a extensdo dinamica
1 et

(3.28.a)

Vity = YUy

e rebatize os componentes restantes de v, 4,
(3.28.0)

Vpy = Uy
Lx .
— e cuja
Vp+1

Seja T o sistema afim (hf, 4,0,4,) cujo estado & x4, ~
: u ) ) N
entrada e uk+1=[ ﬁk+l J, formado pelo sistema ., a realimentac¢do de estado
xt1
(3.26) e a extensdo dinamica (3.28). Em outras palavras

Ty =F1(x3) + G2 )y
v
Zog ! Uy =ak+,(ﬂ:k)+.@;_.+,(?3x{-k+l] (3.29)
Uty
B.k-f'l: Uy, oy
Yy =h(z)
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que denotaremos por

d:k+1 =fk+1(mk+l) +gk+1(xk+1) Uy 49 (3.30)

T .
“x+1

y=h(x)
Assim podemos afirmar que

k+1) . Znn
(a) y;.h) e um vetor de elementos (analiticos) de %, 4+,

. . e Oxt
) Z,4, € um sistema analitico V4, XR “™,

(¢) Calculando
y[k+2) = /dygck-;ll’ fk+1(xk+1) +gk+1(xk+1)u’k+1 > =
= Oy Bppy) +0, 4@ ) Uy 4
temos que as primeiras oy, linhas de a,4, s@o nulas e as primeiras Oty

linhas de b, , formam a matriz [Iok_'_1 0 ]

Fim do passo k+1 e da descricao do algor%tmo O

Observacdo 3.3 : E preciso ressaltar que tal aZgor%tmo S0 serd executado até
0o passo n, onde n & a dimensao da variedade N. De fato, para »>n teremos
Oxr=0%-1. (Vide [7] ). Note que existird um subconjunto analitico fechado de
interior wvazio FCN=N><]R01><...><IRG" tal que, em V=N-—-T teremos que
s B B! sdo analiticas em V. Com isso, wverifica-se facilmente qgue o

sistema . sera analitico em V. O

Proposicdo 3.4: Em V teremos :
(1) O sistema Zn:(h,fa,gn) € obtido do sistema (h,f,g) em malha

fechada com uma realimentacdo dindmica analitica regular.
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(i1) Se d[sp{g}]=m em N, entao sp{gn} e ndo singular de dimensdo m.

Prova : A prova de (i) € consequéncia dos seguintes fatos que podem ser facilmente
verificados com a abordagem de [7] :

(1) Uma realimentacao regular de estado & em particular uma realimentacao

dinamica regular.

(2) A colocacdo de integradores em série com algumas entradas deixando as

outras intactas € uma realimentacdo dindmica regular.

(3) Uma realimentag¢do dinamica regular nao altera o pdsto do sistema.
Considere agora o sistema X,:(h,f,g). E evidente que o pdsto do sistema cuja
entrada é w e cuja saida & também u possui posto m. Note agora que em cada passo
do algoritmo de extensao, obtemos X, a partir de ¥, , através de uma realimentagdo
regular de estado e o acrescimo de integradores em algumas entradas. Assim, X, é
obtido de X,.; por uma realimentagdo dinamica regular que em cada passo nao

alterara o pdsto do sistema onde u é a saida e u, é a entrada.

Para provar (ii) basta notar que a aplicacdo de uma realimentacao regular de
estado u=a(x)+AB(x)v, e a colocacao de integradores em série com as primeiras p

entradas de v fornece o sistema (f,§) com um vetor w(t) de m entradas, definido

por:
X=F(X)+E(X)w

onde

SIS Dot IS b

sendo v=(¥ V'), 8=[B A particoes respectivamente nos primeiros p componentes
de v e nas primeiras p colunas de B. Assim, se sp{g} possui dimensao m, segue-se
que sp{g,@} possuira dimensio m—p e assim é imediato verificar que sp{E} possui

dimensao m. Logo podemos proceder facilmente a prova de (ii) por induc¢ado ao longo
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dos passos do algoritmo 3.2. |

Agora defiremos duas sequéncias de codistribuigcdes f)k e O (k=0,...,n)
respectivamente em abertos de N=NXR™" e N=NXR7!X..XR°". Tais

codistribuicdes terdo um papel crucial em nosso desenvolvimento.

Assim defina
Q=sp{dhy, ..., dh,} (3.31.2)

considerada como uma codistribuicdo analitica de T*N e considere o algoritimo

Qe =y + Lf(fz,,__l) ) K=1y 000y Ml (3.31.b)

Defina as sequencias de codistribuicdes analiticas

ﬁk=sp{dL‘%h : p=m,...,n} (3.32.a2)

D +sp{dxf=sp{dx}+sp{dL%h : s=0,...,n} (3.32.b)

onde por abuso de notagdo sp{dx} denotara a codistribuicde tal que

Sp{dx}(i) ={x;)" lT;rI(E)N], onde 7, ¢ definida em (3.4.a).

Neste ponto ¢é interessante ressaltar a conexdo entre as codistribuicées
(3.32.b) e os subespagos &, +sp{dx} da secdo 2.5 do cap.2. Para isso note que, de
acordo com a secao 1.8 do cap. 1, os inteiros

S (0 JR——

dk——nfi){sp{.dx} +§”2;c] y k=04 400y,
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onde D ¢ “dimensdo genérica” em N, estao bem definidos e representam exatamente a
dimensao destas codistribui¢des no complementar de um subconjunto analitico
fechado de interior vazio. Defina VN como sendo o subconjunto aberto e denso
com complementar analitico onde as distribui¢des Q, e Qk—}—sp{dx},( k=0,...,01) S20
ndo singulares, isto &, possuem dimensio maxima (vide secdo 1.8). Note que d,
coi-ncide com o posto genérico da aplicagdo Y :N=NX(R™"~ N X(R*)* tal que
‘Yk(x,ulo],...,u(n-”)n—o(x,ym,...,ylkl), t=0,..,1n

De fato, (Y.)s quando escrita em coordenadas equivale a matriz Jacobiana da eq.
(2.16). Portanto, a sequéncia de inteiros (o,,...,0), onde o;=d,—d,_,, coincide com a

estrutura algébrica no infinito do sistema.

Seja VC N definida na observagio (3.3). Considere o sistema X, produzido no
final do enésimo passo do algor'itmo 3.2. Como tal sistema & analitico em V, podemos

definir a sequéncia de codistribui¢cGes analiticas em V :

Qo=sp{dh} (3.33.a)
=i+ L 4 (@) —sp{dh,dL Fobsies dL‘}nh} (3.33.b)
Note que para qualquer particdo (com reordenacdo) h.J=(ﬁj’ hy) , 5=0,...,n i

correspondente ao passo j do algoritimo 3.2, tem-se

sp{d L% r}=sp{d L Ry dl% bl

Seja U a subvariedade aberta e densa em V, com complementar analitico, tal que as
codistribui¢des analiticas Qs (_Zk—}—sp{d:z:}, t=0,...,n s@o nao singulares. Assim

podemos enunciar as seguintes propriedades geométricas de X,:

Lema 3.5 : Em U valem as seguintes afirmativas :
(i) f_lkﬂsp{dac} e uma codistribuicdo analitica nao singular, «=0,...,n.
—(k)

(i1 ) L’}nﬁkzyk =Tg 5 k=1,u,n

(i44) L’}nﬁk=@§j"(x,51,...,ﬁk) , x=l,..,n
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(iv) sp{gn} C () ‘L, x=0,...,n—1

@)  Lp(Lz En)=Lfn§n =0

(W) Lg(L} Rn)=Lg,Ba=[ o, 0 ]
(vii) dL}in?in € Qpey +sp{dLJ’énEn}

(viid) [Y_Z;Cﬂsp{gn}‘l‘] ¢ uma codistribuicdo analitica e ndo singular para

(ix) A=(_2n‘L e a distribuicao (fr,gn)-invariante maximal contida em

sp{dh} 'L, sendo nao-singular, involutiva e tal que [f2, A]CA e [gn, Al

Prova : (i) Temos

8 @ Nspldx}] = d[Q, + spldx)) —d@,) — d[splax}).
Como S—lk,sp{dx} e +sp{dx} séo codistribui¢des ndo singulares e analiticas, entéo
S_Zkﬂsp{dx} ¢ ndo singular. Sabemos que o anulador de uma distribuicdo R
(respectivamente, codistribuicdo) analitica nio singular é uma codistribuigdo ‘Ra‘L
(respec.distribuicao) analitica ndo singular, Lembremos tambem que (°Ra‘L)_L=“Ra.
Segue-se da igualdade S_lkﬂ sp{dx}= [K—Z,_;J‘—f—sp{dx}‘L]J‘ e do fato acima aplicado
repetidas vezes, que S’_Zkﬂsp{dx} ¢ ndo singular e analitica.

(ii), (iii), (iv) Note da equagdo (3.18) que

'?1 . ’_<dH13 f‘77.> + <dHl’ gn> U =
. e —~ ~ n =
3\, _<dh1’ f'n> <dh1, gn>

- (3.34)
_§1(xlvl)
e assim, vé-se que

Lfnﬁl=<dﬁls fr>=v, , <dHL, gn > =0,

Lfnﬁ1=<dﬁ1, fn>=§r1(x,71) <dﬁngn>=0,

Por indugdo, suponha que (ii),(iii) e (iv) sdo verdadeiras para =1, —1.
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Mostremos que tais afirmacdes sdo validas para x<n. Para isso observe gque, da eq.

(3.27), decorre que

] o, e

. - N Un=
90 || <ALE By fa>| | <dLE B >
v
B h[k]k (3.35)
Y (Xk)

e assim, vé-se que
Lf, he=%r ,  <dLf'hy, gn>=0,
Lf By =970 , <dLf ' hiyga> =0,
e isso mostra (ii), (iii), (iv).
(v),(vi) Note que, da eq. (3.28.a), podemos escrever :
Vn=<dVz, T2 >+ <d¥n,gr > Un=1Tn
e assim <dV,,f,>=0 e <d7n,gn>=[ g, O ]
(vii) De (ii) e (iii) vemos que
S_lk —|—sp{dx}=sp{dx, dv,, ...,de} , k=0,...,n
sendo que o conjunto do lado esquerdo da eq. acima é LI ( lembre que os pontos de
U sdo da forma (X, V1, ..., V) ). De (ii) e (iii) vemos também que podemos escrever as
diferenciais de‘fk h, da forma :
dh=1,dx (3.36.a)
deJfkﬁk =77kdx—l—ji=1 Ve3dV, , k=1,...yn (3.36.b)
Onde 7; e v, sdo vetores linha de funcdes analiticas adequados.Mas de (ii) teremos
st'fk h, =d¥,. Assim, é facil verificar que
S—lk ﬂsp{dx} =sp{770 dx,, ...,T]kdx} , «=0,...,1 (3.37.a)
Qs ='sp{770 dx,, ...,T]kdx} —l—sp{dvl, ...,dvk} , x=0,...,1 {3.37.b)
De (i) segue-se que existe T com 0<A<n tal que

N:dx Esp{Todx,, ..., M., dx} (3.38)
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pois caso contrario a dimensdo de .M sp{dx} suplantaria n. Logo
dL{ by ~Tdx+2 v, dv, €sp{Nodx,, evrs Ty 4%, Vs, oer, 4V} +5p{d V5 } =
=
=0, +spfd L?nﬁﬁ} (3.39)

Portanto

T 7§ g o 7 h THp
dLF "' hy =Lp dLT br) € Q;_l—I—Lf-n(Q;_l)+Sp{denh;}+sp{den hs}
e como (_2;=(—2;_1—!—Lfn($_2;_1), dL?nH; € Q; , h,y, é um subvetor de h, e h, é um

subvetor de Hk+1’ segue-se gue
dLF by, € Qg +sp{d LE Boy ) (3.40)

E como s6 usamos (3.39) para mostrar (3.40), segue-se por inducdo que (vii) &

verdadeiro.

(viii) De (iv) segue-se que (viii) é verdadeiro para x=0,...,n—1, pois , é ndo
singular em U e portanto [ﬁkﬂsp{gn} L]=[S—2kJ‘+Sp{gn}]‘L=f_2,,_ ¢ tambem n3o
singular. Assim resta mostrar tal fato para x=n. Para isso defina

gr=primeiras o, colunas de g,

gr=ultimas m—o, colunas de gx.
De (iv), (vi) e de (vii) vemos que

<dL7f7: Hn, Zn > Io'n 0

n"A = (3.41)
<den hn; gn> X 0
. : e 8 o = 1 e

E assim de (iv) e da eq. anterior, e facil verificar que [Qn l]sp{gn}]—sp{gn}
mostrando pela prop. (3.4) que a distribuicdo do lado esquerdo da ultima equacgdo &

ndo singular. Como 2, sp{gn} sao nao singulares e
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42 +spen)) = 4@ ) +displen) —d[Tn L Nspignl)
segue-se que S—)n‘]‘-{—sp{gn} e nao singular e portanto [Y—Znﬂsp{gn}“L] & também nio
singular, ja que [ﬁn ﬂsp{gn}"‘]=[§n‘l‘-i—sp{gn}]‘l‘.
(ix) Considere o algoritmo (vide teo. 2.6, e proposicdes 2.7 e 2.8)
Qo=sp{dn}
ﬁk= ﬁk—l -+ Lfn[ﬁkqﬂsip{gn} _L] 4L gn[ﬁk-l Nsp{gn} _L]
Pelo lema 3.5 parte (iv) e facil verificar por inducdo que as codistribuicdes geradas
pelo algoritimo acima coincidem com as da eq. (3.33) para x=0,...,n. De fato, isso &
verdadeiro para x=0. Suponha valido para x—1, com x—1<n. Entao,
S_lk_1=sp{de~nh;j=0,...,k—l } Do lema 3.5 parte (iv) teremos ﬁk_lﬂsp{gn}“‘=(_2k e
Lgn(st{nh)=dLgn( L%nh)=d<dL§nh,gn>=O, mostrando o resultado para x. Note agora
que, pela definicdo de U e do lema 3.5 parte (viii) temos que as codistribuicdes f_Zk,
Qe ﬂsp{gn}J‘ (x=0,...,n) s8o ndo singulares. Assim, se mostrarmos que :
(a)L fn[(—?.n] CQ-
(0)L g, (2] Cn
resulta do teo. 2.6, prop. 2.7 e 2.8 que A é distribuig¢do (fn,gn)-invariante maximal
contida em kerdh, sendo involutiva (por ser gerada por um conjunto de diferenciais
de funcgdes) e nao singular em U. Note de (1.17) que (a) e (b) sao equivalentes a
(c) If,,A]CA
(d) [gn, AIC AL
Para mostrar (a) aplica-se o lema 3.5 partes (v) e (vii) , resultando em dL?:'1 h.=0 e
dL}‘:lﬁnEﬁn. Assim
Ly [@n)=L; (sp(dL} BrndLi fin 5 4=0,...,n))C

C QntspfdLpt ha dLpH '} =

I
o]

Para mostrar (b) aplica-se o lema 3.5 parte (iv) resultando em Lgn(dLjan)=0,

Lg,(dLt ha)=0, ;=0,...,n—1. Em particular,
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Lo (.- C Q-
Pelo lema 3.5 partes (vi), (vi) e (vii), teremos
Lgn(dLE he)=dLg (L hn)=dlls 0 1=0
Lg,(dL{ fin) € Lg, [, +5p(dL} Ba}]C 0n
logo, das trés Ultimas equagdes acima, teremos
L g @n)=L go[ Qs+ SP(ALE BrydL] Bin})C

Cn+(sp(L g (4L} Bl Lg (AL} fir) 5 9=0,...,0}]C G O

3.6 Ferramental Geometrico para a Solucdo do Problema de Desacoplamento

da Perturbacado por Realimentacdo Dinamica Regular (PDPRDR)

Nesta secao desenvolveremos o ferramental geométrico para a demonstracao
do nosso resultado principal, apresentado somente na se¢ao 3.7. Tal ferramental &
baseado na geometria do sistema estendido (SE) e na geometria do sistema
compensado estendido (SCE). O lema 3.7 e a proposicdo 3.8 serao utilizados na prova
da necessidade do nosso resultado principal. O lema 3.5 da secdo 5 e a proposicio
3.10 serao utilizados para demonstracdo da suficiéncia. Os outros resultados da
presente secdo sdo apenas auxiliares. O lema auxiliar a seguir ¢ utilizado na prova

do lema 3.7 e generaliza a proposicdo 3.1 :

Lema 3.6 : Seja o sistema analitico evoluindo em uma variedade analitica N
de dimensdo m, dado pela eq. (3.1.a-b). Seja Qe (x=0,...,n) a sequencia de
codistribuicoes definida pela eg. (3.32) e suponha que IBCf'ZkL para x<pg,
onde 0<p<n—1. Entdo as derivadas formais das saidas de ordem ate p-+1,

ao longo da solucao deste sistema, sao dadas por

(i) ylk]=L},h 3 k=0,...,p
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(i1) y(p+”=L§+1h+ <dL3’-,h,z'J> q

Prova : Calculemos as derivadas formais em coordenadas. Para » =0 a igualdade (i) e

imediata. Suponhamos que (i) & valida para x. Entgo,
(%)

k=1 (&)
(xt1) 3y Ay wty
v = feutrpa)+ ;:0 T

(&) (®)

3y - oy™ s+ | By
=z (f+gu)+ ;=0 mu +35% P

13+1
f

Assim, se x=p, a eq. acima fornece (ii). Caso contrario teremos <dL%h,ﬁ>=0,

=<dL;§h,f>+<dL;~fh,f)>q=L h+<dL’I§h,§>q
fornecendo (i) para x+1 e concluindo a prova. Cabe observar que uma condicao
suficiente para que as derivadas formais coincidam com as derivadas temporais das

saidas é que a entrada u(-) e a perturbacfo q(-) sejam funcdes “suaves”. O

O lema a seguir € uma condi¢do geométrica do si¢ema SCE, necessaria para

solucao do PDPRDR.

Lema 3.7 : Suponha gque wuma realimentacdo dindmica analitica (o, B,¥,d)

fornece solucao local para o problema de desacoplamento de disturbios em

um aberto BCNXE. Seja (he,fesge,Pe) 0 sistema compensado estendido (SCE)

da eq. (3.9), definido em M=BX[R™". Seja y5': MR’ (x=0,...,n) tal que
Yz, 2,02, ..., oF )= L"}ehe

e defina a sequencia Qi (x=0,...,n~1) de codistribuicdes em M, pondo

@ =sp{dL% he : 1=0,...,x}

Entéo PCQELT  (x=0,...,n-1).

Prova : Seja x<n—1 o menor inteiro tal que exista £. € M tal que P.(f.) nio estd
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contido em ‘L(Ee). Em outras palavras

<dye’,pe> (£)5 0
Assim, por continuidade, <dy%’ pe> serd niao nulo num aberto A C A que contém
€e. Pelo lema 3.6 aplicado ao sistema compensado, teremos

(&

e+l +
T B 4 dy®, pe>q

y

Assim, para uma condicdo inicial (x,z,) e se v(-) & uma entrada C= tal que
0 k=1 ’ s . ~

(%0y Zoy VIV (), v, v ](to)) € Ae, teremos que e possivel construir uma perturbacio

a(:) que influencie a saida. O

Seja uma realimentacdo dindmica analitica da forma (3.2) em um aberto
BCN>¥E e defina a aplicacdo analitica (vide lema 2.20)

§:BX(R™)" =N

pondo
&( X,z,VKOJ, ...,v[n-”)=(x,u‘0), ...,u"n-l])
onde
u? =l x,2) + Blx,2) v
¢”=Lf1f?ﬂ P
e

e sejam as aplicagoes analiticas ygd:fBX(]R”‘)"‘-—oRL e ’S’r[k]:N»—-IR‘ tais que

ye'=LEh, «=0,...,n

=L% h , «=0,...,n

A proposicdo seguinte mostra que os campos [ e f. sdo §-relacionados. Isso
implicara na “regra da cadeia”, isto &, as derivadas formais das saidas do sistema
compensado (SC) sdo obtidas das derivadas formais das saidas do sistema (SCE) pela
composicao da aplicacdo §. Tal propriedade permitira fazer o transporte (“push
forward” por §) da condigdo necessaria da proposicio 3.7 (que & uma condicao

geomeétrica sobre o SCE) para uma condi¢cdo sobre o SE, ou seja, da variedade N.

90



Mais ainda, tal proposi¢do garantira que este transporte atingira pelo menos um

aberto de N.

Proposicao 3.8 : Entao :
(i) Sefe=F06
@ y2' =5™06, x=0,...,n
(iid) Suponha que a realimentacdo dinamica que da origem ao sistema

compensado e regular. Entdo, existe um conjunto aberto DC BX(R™)" tal

que 8(D) & aberto em N.

Prova : Inicialmente mostraremos que f¢ e f sdo d-relacionados, isto &,

§.fo=Fo6 (3.42)
Para isso suponha que (wy...,wr), onde w,ER™, :=1,...,n, e o sistema de
coordenadas canonico de (R™)" e seja (z) o sistema de coordenadas candnico de FE.
Sejam as projec¢des canonicas

T NN, WZ:NH(IR’")"

Tt BX(R™) =N, TZ:BX(R™)"—E, 15 :BX(R™)*—~(R™)"
Escolhida uma carta (U,¢ =(x,,...,%x-)) de N, induzimos cartas locais (&, Wy,...,Wn) de
N=NX(R™)" e (Xe, Ze, Weps ooy Wen) de BX(RR™)", onde

X=0 0T, s W, =W,0T,

Xe=@ON] , Ze=ZOMg, We,=W,0T5,
As cartas desta natureza formam um atlas de N e BX(R™)*. Assim e suficiente
mostrar que a igualdade (3.42) vale nestas coordenadas. Para isso observe que para
todo ¢ €N e ¢ EBX(R™)" teremos da definicdo de fef. (eq. (3.7.a) e eq. (3.9.a) :

<d®,f> () = <dx, T +gw; > (7,(£))
<dXe,fe> (§) = <dx, f+gu'”> (73(5))

e do fato de
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Xe=X00
N =7, 00
wWM=w%,08 , :=1,..,n
Teremos
<d%,fof(§)> = <dxe,fol)> =
= <d(Rod),fel§)> =
= <dX,0.f($)>.
Analogamente, da definicao de f e de u'” teremos :
<A T> (O =L 0=,y

(2=

<du™, fo> () =Lp u* ™ (¢)=u)

(1)
mas note que u

=W,4,00(¢) e portanto
<dWiy, T o8(§)> = W, 0 6(¢)
=u(e)
= <du®,f.()>
= <d(W,08),fo(¢)>
= <dWy, 6uFe($) >,
Logo, como (3.42) vale coordenada a coordenada, ela é valida em BX(R™)". Agora

~ (k)

mostremos que ylekj=y 06, x=0,...,n por inducdo em x. Para »=0, tal afirmacdo e

imediata porque y=h(x) s0 é fun¢do de x. Supondo valida para k, teremos :
yeT™ =L, (L% h)

=Lfe(L’ffhoa)

=<d(L’%ho&), fe>

= <dL’%h,6*fe>=

= <dLth,fos>=(1%"h)os =5 os

Como a realimentacdo é regular, pelo lema 2.20 teremos que a matriz jacobiana
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”7-'1])

Q)
vy a(x,u ', ..., u

(0) (n=1)
s v )

Jé(x, z, v(ol, T,
Ax,z,v' ...

possui posto genérico pleno de linha. Em particular, dos resultados da secdo 1.8 do
cap'itulo 1, existe uma subvariedade aberta e densa D com complementar analitico tal
que o posto de J§ e pleno de linha em D. Logo a imagem de D é um aberto em P:I, pois
a a-plica(;éo § restrita a D € uma submersido ( uma submersio & uma aplicacao aberta,

vide cap.l). a

A proposicao a seguir define uma proje¢do T entre os espacos de estados do
sistema estendido (SE) e do sistema ¥, obtido no enésimo passo do algoritmo 3.2.
Mostramos também que as derivadas formais do sistema sado obtidas das derivadas de
Lie L?nh compostas com 7. Tal resultado permitira o transporte das nossas condi¢Ges
suficientes em N sobre condicdes em U que vdo garantir que X, forneca uma solucio

para o PDPRDR.
Proposi¢cdo 3.9: Defina a aplicacdo analitica TN =N X ]Rm}( . XR™ tal que

tm=1j 37(1) 3-(n)
(X, Uy a, U Y=(x,h,’, ..., Rz

bt

onde h; =L},5i, onde h; é o subconjunto das entradas obtido no i-ésimo
passo do algor%tmo (3.2). Entdo existe U C N aberto e denso em K/, comple-
mentar de um subconjunto analitz‘co, tal que

(1) 7|U:0~U é uma submersdo sobrejetiva de classe C%;

(ii) L?h(E)= L}nhow(s), para todo £ U .

(i#1) Sejam as sequéncias de codistribuicdes QU e Qe , =0,...,n

definidas respectivamente em U e U por (3.32) e (3.33). Entdo em U
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teremos :

(fit.a) 7*Qom = , x=0,...,n

(18.b) T( +sp{dx)) om = +sp{dx} , k=0,...,7

(iit.c) ®* (% ﬂsp{dz})Oﬂ':Qkﬂsp{d:z} s x=0,...,n

mais ainda, A(Q) =d (), A(Qx +sp{dx}) = d(Qx +sp{dx)) )
d(Q Nsp{dx}) = d(f)k Nsp{dz}) , ==0,...,m e portanto todas essas
codistribuicoes sao anal%ticas e nao singulares, respectivamente em

UedU.

Prova : Como 7 é analitica por defini¢do, construiremos U e mostremos inicialmente
que ® |U:U—TU é uma submersao sobrejetiva. Para isso note pelo lema (3.5) parte (ii)
que o sistema compensado X, fornecido no enésimo passo do algoritimo 3.2 & tal que

que a escolha da condig¢8o inicial (x,¥V,...,V,) em U define as derivadas das saidas :

V,=y =L ¢ h, (3.43.2)
Seja 6:UX(R™)"—N é a aplicagio analitica tal que 8(x,Vy...,¥n,u',...,u" )=
(x,u(ol, v ™) onde ul0]=(xe(Xn)+ﬂe(Xn)Un e um=Lfeu[i_” si=1l,...,n—1. Pela

proposicao (3.6) e pelo lema (3.5) parte (ii), teremos:

LfieHi=Vi= (L%HJO& (3.43.b)
assim concluimos de (3.43.2) e (3.43.b) que

TOO(X, Ty eeey Vs Uy veey U ) = (X, Vyy ve, ¥ ) (3.43.¢c)
Logo (Tod8 ) UX(R™)") contém U, ou seja, ™ mapeia a imagem de § num conjunto que
contém U. Note agora que (7o d)s &€ uma aplicacdo linear sobrejetiva para cada ponto
de UX(R™)". Mas temos (T08)y=—T.8, e portanto 7, €& uma aplicacdo linear
sobrejetiva para todo ponto da imagem da aplicagdo §. Como a realimentacao dinamica

considerada & regular (prop. (3.4)) , pela proposicao (3.7) existe um aberto

BCUX(R™)" tal que A=6(B) & um aberto de N. Em particular 7, € uma submersao
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em A e portanto possui pdsto genérico plenc em N. Seja 01 CN o complementar de
um conjunto analitico fechado de interior vazio tal que W, é uma aplicacdo linear

sobrejetiva em U. Por definicdo teremos que U, contém a imagem de ¢. Defina
0=ﬁlﬂw'1(1—1). Segue-se que (i) & verdadeira para U. Para provar (ii) note de
(3.43.b) e (3.43.c) e do lema 3.5 partes (ii) e (iii), que
| Ly h=L¢ homos
portanto, pela proposicdo 3.8 e a equacao anterior, teremos
Ltfnho7r06=(LiFh)o6

Assim vale a igualdade LEnHiOW=(L%h¢) para todo ponto da imagem de 6. Em
particular isto ocorre no aberto ACT YU)CN. Como tais fungdes sdo analiticas em

Y1), segue-se pelo principio da extensdo analitica que a igualdade vale em 7™ U)

e portanto em 0.

Provemos agora (iii). Pela proposicdao parte 3.9 (ii), teremos

y“'=Lih—(L} hyom
por outro lado, fungoes coordenadas (x,,...,X») de N induzem em U e U fungdes X; e
X; tais que

X, =%X,;07
Mostremos agora que, se 0:U~R e 8:U~R sdo analiticas tais que §=90"’r, entao
7*d8 o7 =df. Note que tal afirmagsio faz sentido pois 7** em ¢€U é uma aplicacao
linear de T;\'(E)U em TEfJ. Por outro lado, seja 7 ETEG. Por definigao :

<T*AO(T(E), T > =

= <dO(T(E), TWT > =

= <d@om(), F>= <d(), 7>
E como isto ¢ valido para todo # ETE fl, segue-se a igualdade esperada. Assim,
podemos escrever :

T* o7r=7r*‘sp{dL f\n h : ;=0,..., k}O T
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=sp{7r*dLIJ;nho7r : j=0,...,k}

=sp{dL%h : j=0,...,k}=ﬁk
e procede-se analogamente para +sp{dx}, mostrando-se (iii.a) e (iii.b). Como = &
uma submersdo, T, € um mapa linear sobrejetivo e portanto ®™* € um mapa linear
injetivo. Assim 7%, num ponto ¢ de 0, mapeia um subspaco de T;r(E)ﬁ em um
subespaco de TZI-J de mesma dimensao de TEfJ. De (iii.a) e (iii.b) vemos que
W*(ﬁkﬂsp{dx})owcﬁkﬂsp{dx} sendo que a igualdade decorre da igualdade

dimensional. 0

A proposicdo seguinte € a passagem de nossas condi¢oes definidas em N para o

sistema 2., sendo crucial na prova do resultado principal desta tese.
Proposi¢cdo 3.10 : Para todo £t €U e k=0,...,n—1, teremos

POC(Ounsplan))H(6) = Pm()C(Gnspldny)Lix(e)
Prova : Lembremos que fung¢des coordenadas (xy,...,X») de N induzem em U e U
funcdes X; e X, tais que X,=%,om. Por definicdo de P e P, os valores de suas
componentes nas diregdes 8%{ sao coincidentes, isto e

<d(X;0m), p>(£)=<dX,, D >(7(€)) (3.44)
Localmente, em torno de cada ponto de U, existe um conjunto de campos covetores
dado por {Dl,...,Ds} tal que wizjz_:la”dij tais que ﬁkﬂsp{dx}=sp{®1,...,@s}. Assim
pela proposicao 3.9), teremos

Q, ﬂsp{dx} =7r*sp{€)1, ,oT)s} oOT = sp{w*@l OTyuee, T s 07\'}.

Assim, e suficiente mostrar que,
<T*Wiom, P>(€)=0 & <W, p>T(£)N=0, i=1,..., s

Mas isso é imediato pois, pela prova da proposi¢ao 3.9 teremos W*d'ijﬂ':di'(j e pela
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eq. (3.44) segue-se que:

<7f*<£—)g_ om, p>(£)= <7f*(zaud§,1 o7), p>(€)=
J=1

I

Zn?au <7T*HdX,07m), D>(8)=
J=1

—Sa,, <d%, p>(E)= ( eq. (3.44)=)
J=1

=30y, <dR,, >(R(E))
J=1

= <3 8%y, B>(R(E) = <@y, B >((E) a
J=1

3.7. Solucao do Problema de Desacoplamento

da Perturbacdo por Realimentacdo Dinamica Regular (PDPRDR)

Nesta segdo utilizaremos os resultados da secdo 3.6 para mostrar as condiges
necessarias e suficientes de solucdo do PDPRDR. No caso em que tais condicbes sdo
satisfeitas, o algoritimo de extensdo dindmica da se¢do 3.5 permite a construcio do

compensador solu¢ao. Enfim, enunciamos o resultado principal de nossa tese :

Teorema 3.11: A realimentacdo dindmica regular («,B,¥,®) fornece solucdo
para o problema de desacoplamento de perturbacoes PDPRDR num aberto
BCN X E se e somente se, para todo ponto ¢ de V tivermos :

P(&) (G-, N splda)) ()

Prova : (a) Necessidade :

Suponha que existe solugdo local para o PDPRD. Seja a aplicacio i'r(kJ:I‘\'I»—-]RZ

tal que S}'(k"=L%h. Seja §: M —N definida na proposicao (3.6). Note que
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vi(x, 2, v'?, ..., v* =L ?eh =
=Lh 06=5"“06
Pelo lema (3.7), se % =sp{de~ehe ; j=0,...,;<}, entao P.C Qz‘L (x =0, ...,n-1).
Assim, para todo € € M, teremos
O=<dL § h,pe>(f)=
=<d(L ;éh 08), pe >(£) =
= <dL %h 06,84 pe>(£) (x==0, ..., n-1)
em particular, se W € [Qkﬂsp{dx}]w(E)) ET;'(E)I:I, (x=0,...,n-1) , entdo
<W,8xpe(§)>=0
Note que w=iaj dX;, onde a;cR (fixamos o ponto). Note também que, pela definicdo
f=
3

de P e pe, que as suas componentes nas direcdes - coincidem, isto &

<d(%,06), pe(£) > = <d%,, H(6(£)) >. Logo

0= < W, Fxpe(€) > =

I
iMs=

<
Il
&

<2 8;dX;04pe(8)> =

=

J

a, <d§j3 6*96(2) > =
1

I

—
=]

a; <d(§{j O 6), pe(E) >

.
I
e

[l
M=

a; <dX, p(6() > =

1

.
I

a;dx,, p(o(g)) > =

I
K./\
M=

= <w, p(6(£)) >
Seja A(E)=[ﬁn_lﬂsp{dx}]—]_(s). Logo, P(¢) C A(¢), pelo menos para cada ponto £ da
imagem da aplicacdo §. Como a realimentacdo dinamica é regular, pela proposi¢cao 3.§
esta imagem contém um aberto de N. Pela definicdo, V & aberto e denso em N, segue-
se que P(¢) CA(¢) para § em um aberto de V. Lembre que A(¢) ¢ uma distribuicao
analitica e nio singular em V e portanto fica bem definida a igualdade de dimensdes
genéricas DP+A)=D(A), j4 que a dimensido generica ¢ a dimensdo maxima em

qualquer aberto (vide sec¢do 1.8 do cap.l). Logo, P(¢)C A(¢) em V pois caso contrario
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a dimensdo genérica D(P+A) ultrapassaria D(A).

(b) Suficiéncia :

Suponha que P(£) C[ﬁn_lﬂ sp{dx}]J_(E) para todo ponto £ de V. Em particular
isto é verdadeiro para ¢ €U, j& que as codistribuicBes €2, 2, + sp{dx} e 2, Nsp{dx)}
sao nao singulares em U pela prop. 3.9 e V é definido como sendo o conjunto onde
estas codistribuicoes sd3o ndo singulares. Lembremos que mU)=UCN & a
subvariedade aberta e densa onde as codistribuicdes f—lk, §k+sp{dx}, ﬁkﬁsp{dx},
x«=0,...,n sdo analiticas e nao singulares. Pela proposicdo 3.10 teremos que
?C[(—Zkﬂsp{dx}]‘l‘ (=0,...,n-1) em U (lembremos que ﬁij_ZJH). Agora considere o
sistema 3, fornecido no passo n do a1g0r1t1mo 3.2, juntamente com a perturbacao :

Xn ={n(Xn) +gnlxn) un+ D(x)q

y =h(x)
Seja Azﬁn‘]‘. Pela lema (3.5) parte (ix) e pelos resultados da seg¢do 2.3 do cap. 2,
para mostrar que o sistema acima fornece uma solucido para o PDPRDR é suficiente
mostrar que PCA. De fato, pela definicdo de p temos <dV,p>=0. Do lema (3.5)
parte (ii) segue-se que <dL‘i;~nHj,E>=<d\7j,§>=0 ; =0,...,n. Assim, das equacdes
(3.36) e (3.37) da prova do lema 3.5 e do fato de PC(Q.Nsp{dx}), x=0,...,n—1,
segue-se que <dL?nﬁJ,§>=O, ~0,...,n—1. Logo

PC (sptdL} hydLf By 190, .,n—1} +sp(dL} Ta}) L=

— [Qnes +sptdL] B} - (3.45)

e portanto resta mostrar que P C [sp{ de hin ]‘L. Mas isso & consequéncia direta da

eq. (3.45) e do lema (3.5) parte (vii). |

Observacdo 3.12:Seja zy,—=hny, isto &, a i-ésima saida do grupo de p—on
saidas hn obtido no enésimo passo do algoritmo de extensdo dindamica.
Mostra-se facilmente com a tecnica da observacao 2.16 que existe um

sistema local de coordenadas {zl,...,zp,zp_,_l} em U , onde
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Zy= (Zio, Lfnzio, ...,L}nzio)
R ’ —
e z,4, ¢ algum vetor adequado de [n+3 o;—(n+1)p] funcdes analiticas em U.
i=1

Ademais, nestas coordenadas o sistema (hn, f2,g=) pode ser escrito por

Zy =4z, + by,

Zo=AoZo+boup

m
. i
Z 4= fp+1(zl, eesy Zpy z,o+1) +5 =§:1 gp.H(le vee3 Zpy zp+l) Uy

Ziq =Ci Zi 1=1,a seeg P

onde 4, , by , ¢; sGo matrizes respectivamente (n+1,n+1), (n+1,1) e (1,n+1),

dadas por :
r i r 1
0 1 0 0 0
4= b=
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
Ct=[ 1 0 0 www 0 ]

para :=1,...,I. Note que o subsistema linear corresponsente a cada saida 1
e cada entrada u; ¢ minimal (controldvel e observdvel) e possui funcdo de
transferéencia dada por (1/3”“). Porisso, tal sistema e dito estar
desacoplado em integradores. Note que wuma realimentacao de estado
adequada pode impor os polos de cada subsistema (A4 0;). Se
‘n—l—ilcg=(n +1)p, ou equivalentemente, se

= -1

n=np—3 o, (3.46)

1=1
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entdo o subsistemma ndo linear correspondente as coordenadas Z,4, esta
ausente e o sistema em malha fechada se reduz a um sistema linear
controlavel. No entanto, se isto ocorrer o PDPRDR jamais tera solucao
porque neste caso teremos ﬁ%:o e a maior distribuicao (fa,gn)-invariante
contida em kerdh sera nula. Assim, para solucionarmos o PDPRDR com
est.abz'lidade com auzilio do algor%tmo de extensdo dindamica e preciso
estudar a estabilidade do subsistema mnao linear correspondente as

coordenadas do subvetor z ... 8]

3.8. Notas e Referéncias

O algoritmo de extensdo dinamica foi desenvolvido por Descusse e Moogl5],
[6], Nijmeijer ¢ Respondek [26] e Respondek e Nijmeijer[30]. A estrutura algebrica no
infinito bem como a versao do algoritmo de extensao dinamica aqui apresentada, &
devida a Di Benedetto, Grizzle and Moog[7]. A relacéo entre o sistema estendido (SE)
e a estrutura algebrica no infinito é devido a Silva[29] com uma abordagem
ligeiramente distinta. O PDPRDR foi inicialmente estudado em Huijberts, Nijmeijer e
Van der Wegen [16] e [17] onde a sua solubilidade podia ser deduzida pelo algoritmo
de Singh [33]. Uma aplicagdo do PDPRDR no controle de um motor de inducao foi
apresentada em [18]. O teorema 3.11, que caracteriza geometricamente a solubilidade
do PDPRDR, bem como o fato do compensador solucdo poder ser construida pelo

algoritmo de extens@o dinamica, até onde sabemos, sio fatos inéditos.
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Conclusoes

Neste trabalho mostramos, por métodos elementares de geometria diferencial,
as condicdes necessarias e suficientes de solucdo do Problema de Desacoplamento de
Perturbacoes por Realimentacao dinamica regular de estado (PDPRDR) (Teorema
3.11). Tais condi¢Oes sao referentes a geometria de um sistema estendido, que evolui
numa variedade estendida N=NX(R™)". E importante ressaltar que a condig¢ao
obtida na variedade estendida poderia ser interpretada na variedade original N
mediante um tipo de projecdo ndo linear pela aplicacdo de um algoritmo de [35] (vide
[16], [17], onde tal técnica foi aplicada). Assim, ¢ de se esperar que tal condic¢do
possa ser expressa em fun¢@o da geometria dos campos f,g,p e da aplicacao saida h
na variedade N. No entanto, devido a complexidade do algor,itmo de projecao de [35]
as condicdes na variedade N se tornam dificeis de se interpretar a partir do sistema
(h, f, g, p). Em termos de verificacdo computacional da solubilidade, & provavel que
o trabalho de calculo da condicdo do teorema 3.11 seja bem mais simples do que a
execuc¢ao do algoritmo de extensdo dinamica. No entanto o algor'itmo de extensao
dindmica ja fornece o compensador solucdo do problema no caso em que o mesmo for
soluvel. Note que o PDPRDR sera solGvel com desacoplamento entrada-saida
simultdneo se e sO se as condicdes do teorema 3.11 forem atendidas e o posto do

sistema for igual ao nimero de saidas.

Neste trabalho nao consideramos o PDPRDR com estabilidade (veja observacio
3.12). Para tanto, um estudo da Dindmica Zero (Zero Dynamics) do sistema deve ser

realizado (veja Isidori [19], pag. 289).

A observacdo 3.12 nos mostra tambem uma estreita ligacdo entre o algor'itmo
de extensaoc dinamica e o problema de linearizacdo interna por realimentacdo dinamica
(PLIRD). Ressaltamos que o PLIRD ainda € um problema em aberto, possuindo apenas
contribuicoes parciais (veja por exemplo [4]). Como pesquisa futura, esperamos dar

uma contribuicao para tal problema estudando a geometria do sistema estendido (SE)
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sem fixarmos a aplicagao saida h. E importante ressaltar que a geometria do sistema
estendido, em particular das codistribuicdes flk definidas pelas equa¢des (3.31.a-b),
governa a solubilidade dos problemas de invertibilidade a direita e a esquerda,
desacoplamento entrada saida e o problema de desacoplamento da perturbagdo, sendo
portanto objeto de comprovada utilidade nos problemas de sintese de controle nio

linear.
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Anexo-1 - Exemplos

A.l. Exemplo 1

Considere o sistema afim em R® (n=3) com duas entradas u, e u, ( m=2) e

duas saidas VY1 ¥2 (:=2) dado por

Yi=X, Y2=Xp

._.,
I

o o o
)
Il
P
w
o

Calculando as derivadas das saidas até a ordem n=3 vemos que

1) (1)

Yy =X =W
(#) (-1)

Y1 =u

(1) ¢8)]

Y2 =X =Xzu,

(2) 1)
Y2 =Usu;+ Xzu,

vz =uu+upuy’ 4 upuy’ 4 x5 uf?
Calculando as codistribui¢des 2, e € +sp{dx} definidas na eq. (3.31.a-b) vamos
obter
flo =sp {dxl, dxz} sp {dx}-l— fl0=sp{dx} do=3, oy,=0
Q,= ﬁo +L f(fzo) — sp{dxl,dxz, du,,xzdu, 4+ u, dx3} =
=] sp{dxl, dxg,duy, u, dxs}

sp{ dx} +ﬁ1= sp{dx}+sp{du1} d,=4, 0,=d,—dg=1

ﬁz = ﬁl +L ; (fll) . sp{dxl, dx,,du,, du[lll, u,dx;, u(lndxs —{—ulduz}
sp{ dx} +f22 = sp{dx} - sp{dul, du(l1 ], uldug}

d2 =6 s Oy =d2 _d1=2

Vé-se que ndo ha necessidade de determinarmos 2, para determinarmos o pdsto do

sistema p=0,;. De fato, como o,=2 e a estrutura no infinito € uma lista nio
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decrescente com cri_{max{m,a}, teremos o;=2. Note que
n=l
n=nor,—» o;=32—-3=3
=1
Pela observacdo 3.12, vemos que o algoritmo de extensdo dinamica permitira o
desacoplamento com linearizacdo exata e imposicdo de pélos. No entanto, tal sistema
ndo permitira a solucio do PDPRDR para nenhuma colecdao de campos coluna de

perturbacoes p(x).

Obs : Verifica-se que tal sistema nao e desacoplavel por realimentacido de estado.

5]

A.2. Exemplo 2

Mostraremos que o teorema 3.11 permite verificar que o PDPRDR é solfivel

para o seguinte sistema considerado em [18] :

.\.'32){-_3—'—:(41.11
:::4=Ll2

}'{5=X5u1 +4q

Para este sistema, verifica-se pelo algoritmo 2.9 que o problema de desacoplamento
da perturbacdo por realimentacdo regular de estado (sem dinimica) ndo & soltvel, Jja
que a distribuicao (f,g)-invariante maximal contida em kerdh é nula.Calculando-se as

derivadas das saidas com q =0 teremos

a)
Yll

I

Xy
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1] Q)

Yi =Xz,

(2) (0) (1)

Yi =XsW; -+Xou,

(3) 1042 11 1) (2)
yi =x(uy )+ xsuy 4xsuy %0

(03, (1) () (1) 12) (o) (1]

() [0)y3 121 12) 2)
yi =xz(up ) 25 uuyp Xy vy FXs Uy X0 up +XsUy +Xsu

1 FXeuy

Yl20]= Xz

Yz =% +x4uf

v5) =%+ uzul’ 4xaul’
y§3’=x1u'1°’+u'g"u‘lm+u5_,°' uflzl—l-ui?lull_“—l—xqu‘]zj

1) 12

(4) 2 (o)
Yz =XW, +Xuy ' +u;

(1) i1] 1 (2]
w4 u w4 P 4

01 (3] (1

(W] z 12
+up uy +ub a4 2ul ul? =

2 Ui +Xqu,

Com isso verifica-se que fz.,ﬁsp{dx} =sp{dxl,dx3,x.,dy',_”—xzdy;”} e como
P=3p{£(:}, veé-se que PC[ﬁqﬂsp{dx}]J‘ e assim, pelo teorema 3.12 a execucdo do

algoritimo de extensdo dinamica fornecera uma solucido para o PDPRDR.
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