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Resumo

Oliveira, A. Controle Otimo de Sistemas Lineares com Saltos Markovianos e Ruidos
Multiplicativos sob o Critério de Média Variancia ao Longo do Tempo. 2011. XXXf. Tese

(Doutorado) - Escola Politécnica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2011.

Este estudo considera o modelo de controle 6timo estocastico sob um critério de média-
variancia para sistemas lineares a tempo discreto sujeitos a saltos markovianos e ruidos mul-
tiplicativos sob dois critérios. Inicialmente, consideramos como critério de desempenho a
minimizagao multiperiodo de uma combinagéo entre a média e a variancia da saida do sis-
tema sem restricbes. Em seguida, consideramos o critério de minimizagdo multiperiodo da
variancia da saida do sistema ao longo do tempo com restricbes sobre o valor esperado
minimo. Condicbes necessarias e suficientes explicitas para a existéncia de um controle
6timo sao determinadas generalizando resultados anteriores existentes na literatura. O con-
trole 6timo é escrito como uma realimentacao de estado adicionado de um termo constante.
Esta solucao é obtida através de um conjunto de equacdes generalizadas a diferencas de
Riccati interconectadas com um conjunto de equacgdes lineares recursivas. Como aplicagéo,
apresentamos alguns exemplos numéricos praticos para um problema de selegao de portfélio
multiperiodo com mudancga de regime, incluindo uma estratégia de ALM (Asset and Liability
Management). Neste problema, deseja-se obter a melhor alocacédo de portfélio de forma a
otimizar seu desempenho entre risco e retorno em cada passo de tempo até o final do hori-

zonte de investimento e sob um dos dois critérios citados acima.

Palavras-chave: controle étimo estocastico, controle por média-variancia, saltos marko-

vianos, ruidos multiplicativos, otimizacao multiperiodo.



Abstract

Oliveira, A. Optimal Control of Linear Systems with Markov Jumps and Multiplicative
Noises under a Multiperiod Mean-Variance Criterion. 2011. XXXf. Thesis - Ph.D. - Escola

Politécnica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2011.

In this work we consider the stochastic optimal control problem of discrete-time linear sys-
tems subject to Markov jumps and multiplicative noise under two criterions. First, we consider
an unconstrained multiperiod mean-variance trade-off performance criterion. In the sequence,
we consider a multiperiod minimum variance criterion subject to constraints on the minimum
expected output along the time. We present explicit necessary and sufficient conditions for
the existence of an optimal control strategy for the problems, generalizing previous results in
the literature. The optimal control law is written as a state feedback added with a deterministic
sequence. This solution is derived from a set of coupled generalized Riccati difference equa-
tions interconnected with a set of coupled linear recursive equations. As an application, we
present some practical numerical examples on a multiperiod portfolio selection problem with
regime switching, including an Asset and Liability Management strategy. In this problem it is
desired to find the best portfolio allocation in order to optimize its risk-return performance in

every time step along the investment horizon, under one of the two criterions stated above.

Keywords: stochastic optimal control, mean-variance trade-off control, Markov jump sys-

tems, multiplicative noise, multiperiod optimization.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivo

O objetivo do presente estudo é apresentar um modelo de controle étimo estocastico sob um
critério de média-variancia para sistemas lineares a tempo discreto sujeitos a saltos Marko-

vianos e ruidos multiplicativos.

Recentemente, a literatura sobre sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos e/ou rui-
dos multiplicativos tem recebido grande atengao. Este tipo de modelo tem encontrado muitas
aplicacées de engenharia em areas como fissdo nuclear e transferéncia de calor. Em fi-
nangas, sua aplicagao tem sido em otimizagao de portfélios, e muitos resultados relacionados
com o controle destes sistemas tém sido derivados. Como teremos oportunidade de verificar,
a introducao de saltos markovianos e ruidos multiplicativos nas variaveis de estado e/ou con-

trole possibilitam uma modelagem mais adequada para problemas de elevada complexidade.

A estratégia de controle 6timo é derivada a partir de um conjunto de equacdes de dife-
rengas de Riccati e alguns parametros obtidos de algumas equacgdes recursivas. Estes re-
sultados generalizam o caso escalar de média-variancia final 6tima com mudanga de regime
Markoviano, otimizando os passos intermediarios até o final do horizonte de tempo do pro-

blema de investimento.
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1.2 Motivacao

Nesta tese, a motivacao para o estudo deste problema é a sua aplicagdo a otimizagao in-

tertemporal de portfélios de investimentos.

Em particular, o problema de selecao de portfélio de investimentos em horizontes longos
de tempo, como é o caso de fundos de previdéncia, é essencialmente um problema de alo-
cacao multiperiodo. Além das incertezas associadas as variaveis de mercado necessarias
ao aprecamento dos ativos que compdem a carteira, por conta de flutuagées de curto prazo
devido a volatilidade do mercado mais as mudancas estruturais nos chamados fundamentos

econdémicos, temos o passivo, que possui um perfil muito peculiar.

Mais especificamente, a necessidade de se considerar a dindmica do passivo se deve a
dois aspectos: possuir um periodo de aquisi¢cao de direitos através de contribuicdes periddi-
cas e, a partir de um certo momento, o contribuinte passa a usufruir da renda sobre o capital
resultante de suas contribuigdes tipicamente até o fim da vida. Ha ainda planos que permitem
inclusive a reversao do beneficio a pensao. Por este motivo, a expectativa de vida constitui-
se em um fator de extrema importancia para um processo de otimizacédo de tao longo prazo.
Desta forma, a aplicagcdo de um modelo de otimizagdo multiperiodo, com as caracteristicas

descritas acima, é adequada ao problema em questéo.

1.3 Estrutura

A presente tese esta estruturada de maneira a apresentar uma revisao literaria percorrendo
rapidamente a evolugao historica da Teoria de Finangas e da Teoria de Controle, bem como
os trabalhos realizados a este respeito. Nos dois capitulos subsequentes, desenvolvemos
os resultados teoricos principais. Em seguida, apresentamos resultados numéricos de forma
a mostrar como os varios parametros influem no modelo. Na segunda metade do trabalho,
desenvolvemos o problema de otimizacdo para um fundo de penséo através da gestdo de
ativos e passivos, mais conhecido por Asset and Liability Management ou ALM. No ultimo
capitulo, sdo feitas as consideracdes finais comentando os resultados e sinalizando possiveis

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

Como o objetivo proposto consiste em apresentar uma solugao para um problema de finangas
utilizando conceitos e teorias desenvolvidas originalmente para aplicagbes em engenharia,
ndo seria adequado fazermos uma revisdo exclusivamente de um ou outro assunto. Em-
bora seja um fato inegavel que o ponto central do trabalho seja a aplicacdo das técnicas de
controle para resolver um problema de otimizagcao multiperiodo de um portfélio de investi-
mentos, é razoavel que fagamos uma revisao geral da disciplina de finangas com o objetivo

de contextualizar a relevancia pratica do problema que desenvolveremos ao longo desta tese.

Assim, na primeira parte fazemos uma breve revisdo dos trabalhos mais relevantes que
formam o corpo de conhecimentos que definem a Teoria Moderna de Financas. Naturalmente,
seria inviavel ambicionarmos fazer uma revisao de todas as vertentes e ramificagdes que esta
ciéncia tem desenvolvido ao logo de mais de seis décadas com uma enorme quantidade de
contribui¢cdes. Por este motivo, nos centramos naquelas mais marcantes que, de certa forma,
pode-se dizer que compdem os pilares de sustentacdo e que tém influenciado em todas as

demais contribuigbes dentro desta disciplina.

Na segunda parte, abordamos a teoria de controle. Indo de um enfoque mais geral para
outro mais especifico, partimos de uma descricao da evolugao histérica da discplina onde
fica claro que sua grande vocacao desde sempre tem sido a de resolver problemas eminen-
temente praticos. Em seguida, comentamos alguns conceitos centrais que serdo utilizados
ao longo desta tese e que entendemos ser Gtil na descrigdo da evolugao dos trabalhos. Este
topico esta subdividido de forma a abordar primeiramente as contribuicdes recentes mais

relevantes do ponto de vista te6rico em torno da linha do presente trabalho e, depois, as con-
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tribuicdes mais relevantes do ponto de vista de aplicagao essencialmente em finangas e, em

particular, em otimizacéao de portfolios de investimentos.

2.1 Financas

Na sequéncia, apresentamos de forma sucinta os avangos mais relevantes que impulsionaram
o desenvolvimento da chamada Teoria Moderna de Finangas. O objetivo € duplo: apresentar
sua evolugao historica, bem como sua origem e a evolugdo dos problema com os quais nos

propomos a trabalhar.

2.1.1 Evolucao Historica

Embora, ao menos em parte, a histéria da humanidade possa ser contada através de sua
relacdo com a riqueza, seja com propdsito de sustento ou sobrevivéncia, seja com o objetivo
de acumulo, curiosamente a disciplina de finangas, compreendida por um corpo de conceitos
e teorias especificas, € muito mais recente. Nao que o0 homem nao tivesse a preocupacao e
o interesse em explicar as relagdes de troca entre os agentes. Mas tal fato ocorreu sobretudo
com o desenvolvimento da chamada Teoria Econdmica em que autores como em [62] esta-
belecem como marco as ideias de Adam Smith do século XVIIl. No entanto, ao longo destes
mais de dois séculos de estudos econémicos, o enfoque tem sido em explicar a natureza do
capitalismo através de suas caracteristicas mais relevantes como fatores que determinam o

volume de produgéo, a distribuigdo da riqueza e da renda, entre outros.

Por outro lado, é consenso que a Teoria Moderna de Financas tem com Harry M. Markowitz
em [75] seu trabalho inicial. Isto ndo significa, porém, que antes deste trabalho absolutamente
nada de significativo tenha sido produzido. De fato, bem no inicio do século XX, na tese de
doutorado de Louis Bachelier em [7], temos a inédita tentativa de se explicar o comportamento
dos precos das acdes na Bolsa de Valores francesa. Para alcancar este propésito, o jovem
matematico Louis Bachelier propde uma abordagem heuristica denominada passeio aleatério
do qual, segundo Feller [49], quando levado ao limite infinitesimal de tempo, temos o processo

de Wiener ou Movimento Browniano', bem como outros processos difusivos.

Ainda, segundo Feller, o trabalho de Bachelier inspirou A. Kolmogorov a desenvolver os fundamentos formais

do processo de Markov.
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Contudo, duas hipéteses feitas na definicdo do passeio aleatério merecem registro: a
variacao dos precos de um passo para outro de tempo independe das variacdes anteriores e
segue uma distribuicdo normal. Veremos mais a frente que estas hipdteses exerceram grande

influéncia em trabalhos posteriores mais de 60 anos a frente.

Outro exemplo, no mesmo sentido anterior a Markowitz, é o trabalho de John von Neu-
mann, que pode ser visto em [90] onde o autor sustenta que as pessoas, enquanto agentes
econbmicos que tomam decisdes, ndo sao isolados uns dos outros. De acordo com seu
exemplo, ndo sdo como Robinson Crusoe vivendo e tomando decisdes de forma isolada e
independente das decisdes dos demais individuos. Ao contrario, em sua Teoria do Jogos, as
decisdes de cada individuo afetam as dos demais. Portanto, para um individuo maximizar sua
satisfacao € preciso que a faca em termos do valor esperado de sua funcao utilidade que, por
sua vez, embute averséo ou toleréncia ao risco. A questao central é que o individuo procura
maximizar o valor esperado, uma vez que, devido a interagdo entre os agentes, os possiveis
resultados deixam de ser deterministicos, passando a carregar a incerteza de sua realizacao

efetiva.

Contudo, é apenas em [75] que pela primeira vez € apresentada uma abordagem obje-
tiva e consistente para o problema de selecao de um portfélio de investimentos, em que os
conceitos de risco e retorno sao trabalhados pela primeira vez de forma a mostrar uma re-
lacdo matematica explicita entre os mesmos. Sua construgao inicio considerando-se que um
investidor utiliza como medida de referéncia para tomada de decisdao de investimento o re-
torno que, por sua vez, esta associado a um horizonte de tempo. Markowitz observa que o
processo de decisdo de investimento envolve a expectativa com relagado ao retorno de forma
prospectiva, porém, por se tratar de uma decisdo no momento presente, o retorno esperado
deve ser descontado para refletir seu adequado valor no tempo. Por outro lado, também
observa que devido ao fato de a natureza da decisdo envolver o futuro, a incerteza sobre o
verdadeiro resultado a ser realizado é retratada pela variancia dos retornos. Assim, Markowitz
conclui que o processo de investimento, que implica a determinacédo de um portfélio de ativos,
visa sempre maximizar o retorno esperado, em termos presentes, em fung¢ao da sua variancia

Ou risco associado.
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Por se tratar de um portfélio de investimentos, Markowitz observa que o risco do conjunto
de ativos que o compdem, considerado através da variancia dos retornos, ndo € apenas
resultado de um somatério simples dos riscos individuais, mas depende também de suas
correlagbes. A partir deste ponto, decorre que o risco de um portfélio tende a cair com o
numero de ativos envolvidos, evidenciando o efeito de diversificacdo. Assumindo-se que
racionalmente um investidor deve sempre buscar um portfélio com o maior retorno esperado
para um determinado nivel de risco, Markowitz estabelece o conceito de curvas com mesmo
retorno esperado e curvas de mesma variancia, a partir das quais introduz o conceito de
portfolios eficientes. De acordo com sua teoria, estes sédo os portfélios que possuem o melhor

retorno esperado possivel para um determinado nivel de risco.

Posteriormente, em [76], esse modelo de média-variancia, estatico de um periodo, é ex-
plicado de forma mais detalhada, apresentando uma solugéo para se determinar conjuntos
de portfélios eficientes pelo método simplex de otimizacao, além de introduzir os conceitos
de utilidade ao problema de selecao de portfélio. Com estes dois trabalhos, Markowitz es-
tabeleceu uma série de conceitos considerados fundamentais na disciplina de finangas. Por
exemplo, o fato indissociavel de que somente é possivel buscar niveis de retornos superi-
ores incorrendo-se em riscos incrementais ou de que € possivel maximizar o retorno para
dado patamar de risco e que este pode ser, até um certo ponto, reduzido através da diversifi-
cacao. Mais adiante, em [77], Markowitz implementa detalhadamente os modelos de selegao
de portfélio mais gerais considerando-se inclusive fungdes utilidade ndo quadraticas e algo-
ritimos para calculo de fronteira eficiente que caracteriza o lugar geométrico dos portfolios

eficientes.

Dada sua relevancia, em termos de aplicacdo, ao presente trabalho, apresentamos a
seguir alguns de seus resultados bésicos extraidos de [26]. Para maiores detalhes, além
desta referéncia, recomendamos [76], [77] e [47]. Considere uma carteira com retorno P
composta por n ativos com retornos Ry, ..., R,, retorno esperado ry,...,r, € matriz de co-

variancia .. Investe-se uma proporcao w; no ativo com retorno R; de modo que

i=1 =1
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Introduz-se seguinte notacéo vetorial

wq R’y 1
w= R = , e= ,
Wn R, 1
r1 E(Ry)
r= | =EmR=| ¢ |
T'n E(R,)

Y =cov(R)=E(R—1)(R—1)").
Segue que a média do retorno P, denotada por p, é dada por
pw=FE(P)=EWR)=JER)=udur
e a variancia de P, denotada por o2, é dada por
2

o =uwXw.

Deseja-se resolver o seguinte problema de otimizagdo. Para um dado valor i de rentabili-

dade desejada, temos:

min w'Yw
sujeito a: W'r = p,

Je=1, we R". (2.2)

Assume-se que ¥ > 0 e que r ndo é multiplo de e (r # ae). Definem-se as seguintes

variaveis:
a =Y e,
v=r'S"1r,
=X,

§ = ay — >
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Assim, demonstra-se? que a solucéo para o problema de média-variancia (2.2) é dada por

w = hu+ g em que h e g, ndo dependentes de p, sdo dados por

o v

— _271 - 271
h 5 T 5 e,
Y w-1 (0 1
=5 — =¥
s T e T

Os portfélios eficientes de Markowitz, no entanto, consideram apenas ativos de risco, ou
seja, seus retornos embutem uma incerteza. A partir deste trabalho pioneiro, outros autores
comegam a analisar as implicagdes da existéncia de um ativo dito livre de risco para a deter-
minag¢do de um portfélio eficiente. Em contraposicao aos demais ativos, este se caracteriza
por possuir variancia nula e ser descorrelacionado dos demais ativos. A rentabilidade espe-
rada para este caso, em condigdes de equilibrio, deve ser tal que remunere o investidor ao
postergar o consumo do presente para o futuro, além de refletir a expectativa de crescimento

de longo prazo da economia.

Desta forma, o ativo livre de risco tem um papel central na Teoria de Apregcamento de
Ativos (APT) ao possibilitar o aprecamento relativo dos ativos de investimento em relagédo a
um referencial comum. Por exemplo em [103], ap6s a analise econémica sobre a taxa de juros
considerando aversao ao risco e preferéncia de liquidez, Tobin considera a situagdo em que
um investidor cria um portfélio como uma combinacao linear entre o ativo livre de risco (caixa)
e os portfélios eficientes contidos na fronteira eficiente de Markowitz. Com base no perfil de
risco e preferéncia de liquidez, Tobin segmenta o problema de selecao de portfélio em duas
etapas: a primeira de investimento ou alocagdao nos moldes de uma otimizagao de Markowitz;
a segunda, de financiamento compreendendo uma combinagao dos portfélios eficientes com
o ativo livre de risco, considerando a aversao ou tolerancia ao risco do investidor. Em outras
palavras, ap6s o investidor escolher o portfélio com ativos de risco pertecente a fronteira
eficiente de Markowitz, ele define quanto de sua riqueza sera alocada entre este portfélio € o
ativo livre de risco. Esse processo é normalmente referenciado na literatura como Teorema

da Separacgao de Fundos.

Como decorréncia ou ampliacdo deste trabalho de Tobin, Sharpe desenvolve em [97] um
dos estudos mais importantes em finangas. Incialmente, ele amplia o conceito restrito de ativo

livre de risco de Tobin para considerar ativos financeiros que possibilitem retorno esperado

2Ver a demonstracdo em [26], p. 20.
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positivo e varidncia nula. Sharpe afirma que este retorno esperado equivale a taxa de juros
pura a qual pode ser entendida como uma remuneracao equivalente a taxa de crescimento
de longo prazo da economia mais um prémio de liquidez. Assim, a combinagéo linear de

portfélios apresentada em Tobin passa a considerar este novo conceito de ativo livre de risco.

A partir desta formulacdo, Sharpe denomina a reta tangente a fronteira eficiente de Capital
Market Line (CML), na qual todos investidores racionais querem investir. Isto se deve ao fato
de que, como os portfolios pertencentes a CML dominam os demais possiveis portfolios, esta
é a fronteira eficiente de todo o mercado, e o portfélio de Markowitz pertencente a CML é
denominado de portfélio de mercado. O ponto desta linha em que um investidor prefere estar
depende de seu perfil de risco. Se for um investidor com aversao ao risco, deve emprestar
parte de seus recursos a taxa livre de risco e o restante deve aplicar no portfélio de mercado.
Caso tenha disposic¢ao ao risco, o investidor podera alavancar sua posicao tomando recursos

a taxa livre de risco e aplicar no portfélio de mercado.

Portanto, o problema original (2.2) de selecao de portfélio apenas com ativos de risco,
transforma-se no problema a seguir quando da presenca de um ativo livre de risco. Como no
caso anterior, temos que w representa o vetor de pesos de ativos de risco. Com a ressalva
que neste caso o somatério de seus elementos ndo precisa valer 1, pois introduzimos um
ativo livre de risco, cujo retorno seré dado por ;. Considerando r # rye, temos o seguinte

problema de otimizagao:

min w'Sw
sujeito a: w'r + (1 —W'e)ry = p,

we R". (2.3)

Neste caso, demonstra-se® que a solugdo para o problema de média-variancia (2.3) é

dada por

W — (N_Tf) 1y _ e
(r—rfe)’Efl(r—rfe)Z ( 5€):

A partir desta nova fronteira eficiente, Sharpe observa que o mercado oferece remune-
racbes associadas a dois componentes distintos de pregos: preco do tempo, o qual esta as-

sociado ao ativo livre de risco, e preco de risco, o qual oferece um retorno esperado adicional

3Ver a demonstracdo em [26], p. 32.
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por unidade de risco. Assim, Sharpe propde um modelo capaz de explicar o preco dos ativos
em equilibrio de mercado considerando que apenas o risco nao diversificavel ou sistematico
deve estar contemplado no prego de risco. O risco sistematico, por sua vez, € estimado a
partir de uma regressao unifatorial entre o excesso de retorno de mercado e o0 excesso de
retorno do ativo. Em outras palavras, estima-se quanto do retorno de um ativo pode ser expli-
cado pelo retorno do portfélio de mercado. Este tipo de modelo, em conjunto com trabalhos
de [73] e [88], é denominado em finangas de Capital Asset Princing Model ou CAPM e forma
a base conceitual para se estimar precos de agdes, bem como o custo de capital para uma

empresa.

Contemporaneo ao trabalho de Tobin, Modigliani e Miller apresentam o que pode ser con-
siderado o primeiro e mais influente trabalho em financas corporativas onde analisam o custo
de capital de uma empresa frente a sua estrutura de capital. Em [84] e [86], argumentam que
o custo de capital total ao qual uma empresa esta sujeita independe de sua estrutura de ca-
pital, ou seja, da sua composicao entre passivos de terceiros e capital préprio, uma vez que o
valor de uma empresa esté diretamente relacionado com o risco de seu negdcio. Na sequén-
cia, em [85] os autores apresentam a Teoria da Irrelevancia dos Dividendos. J& era consenso
entre analistas que os retornos em acgdes derivam de ganhos de capital e recebimento de
dividendos. No entanto, acreditava-se que o valor de uma empresa e, consequentemente,
de sua agao também dependia dos dividendos pagos. Com este trabalho, Modigliani e Miller
mostram que o pagamento de dividendos, por ter um efeito de reduzir os recursos disponiveis
a empresa, reduz o valor da agdo no mesmo montante, ndo contribuindo para criacao de valor
para o acionista. Dai a irrelavancia dos dividendos para determinar o valor da agédo de uma

empresa e seu custo de capital.

Em paralelo ao desenvolvimento dos conceitos propostos por Sharpe-Lintner-Mossin no
CAPM, Eugene Fama desenvolve um estudo pioneiro em sua tese de doutorado, com a orien-
tacao de Benoit Mandelbrot, sobre o comportamento dos precos das agdes, o qual pode ser
visto em [48]. Mais especificamente, Fama desenvolve uma série de testes empiricos sobre
o0 modelo de passeio aleatério, desenvolvido originalmente por Louis Bachelier no comego
do século XX, com o propésito de atestar sua validade. Assim, o autor conclui que 0 mod-
elo encontra forte suporte empirico. Como consequéncia deste resultado, surge a Hipotese

de Mercado Eficiente (EMH) através da qual argumenta-se que quanto mais eficiente for um
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mercado, mais rapidamente reagira a novas informacdes e, portanto, menos correlacionados
no tempo séo os precos. Logo, menos passivel de se prever o futuro com base em padrdes
passados, invalidando procedimentos comumente aplicados pelos chamados grafistas, que
se baseiam na identificagdo de padrbes evolutivos nos pregos dos ativos para tentar prever
seu comportamento futuro. Em outras palavras, EMH explica por que bater o mercado é uma
tarefa das mais dificeis. Portanto, baseando-se nas hip6teses da racionalidade dos investi-
dores e no papel da informagdo nos mercados, a EMH da suporte a algumas das premissas

mais fundamentais utilizadas nos modelos de financas desde Markowitz até os tempos atuais.

Com base na Hipétese de Mercado Eficiente de Fama e nos conceitos de mercados livres
de arbitragem e de portfélio replicante, Fischer Black e Myron Scholes em [15] e, paralela-
mente, Robert Merton em [80] desenvolvem o modelo analitico de aprecamento de opc¢des eu-
ropeias que desempenham um papel fundamental no mercado de op¢des em todo o mundo.
Assim, vemos que em pouco mais de 20 anos foram construidos os pilares ou conceitos basi-
cos da Teoria Moderna de Financas a partir dos quais muitos outros trabalhos tém sido rea-
lizados. Por exemplo, no apregamento de opgdes e derivativos em geral, processos numeéri-

cos mais sofisticados como arvores recombinantes, ndo recombinantes ou Monte Carlo.

Na linha do CAPM, temos modelos multifatoriais. Estudos de eficiéncia de mercados é um
assunto ainda néo resolvido definitivamente até os dias de hoje. Igualmente, acontece com
os problemas de selecdo de portfolios, sobretudo por conta da necessidade de se buscar
solucdes que consideram a caracteristica intertemporal do problema, uma vez que a maioria
das questodes criticas nesta area encontra-se em segmentos de mercado como Seguro e Pre-
vidéncia, que requerem a construcao de portfélios geradores de renda para seus participantes
em horizontes de investimento que podem se estender por décadas. De fato, este é o campo

pratico de finangas onde o presente trabalho encontra sua aplicagdo mais relevante.

Por este motivo, faremos na préxima subsecdo, uma rapida revisdo dos principais traba-
lhos realizados nesta area a partir do trabalho original de Markowitz. Na se¢ao posterior, com-
plementaremos esta questao abordando trabalhos aplicados a este mesmo tema, porém, que

se utilizam de um ferramental matematico analogo ao que aplicaremos em nossa abordagem.
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2.1.2 O Problema de Selecao de Portfdlio

Como pudemos ver na seg¢do anterior, a partir de seu trabalho original em [75], Markowitz
estabelece os fundamentos para o que é conhecido atualmente como Teoria Moderna de
Portfélio ou MPT. Em seu trabalho, mostra que o problema de selecdo de ativos deve ser
considerado do ponto de vista de portfélio, e ndo de maneira individualizada. Também mostra
que investidores racionais definem seus portfélios com base no retorno esperado frente ao
risco retratado pela variancia dos retornos. Assim, a partir da covariancia entre os retornos,
o efeito de diversificagdo surge como um dos fundamentos mais relevantes para as financgas.
Subsequentemente, em [76] e [77], Markowitz oferece mais detalhes da abordagem de se-
lecdo de portfélio por média-variancia aprofundando alguns conceitos do trabalho original e
apresentando algoritmos numéricos para sua solugédo. Algumas extensdes e outros detalhes

podem ser vistos, por exemplo, em [47] e [81], entre outros estudos.

A partir deste trabalho, varias vertentes comegam a surgir. Como normalmente ocorre
em muitos ramos da pesquisa, a grande maioria identifica limitagées na abordagem original e
propde refinamentos. Exemplos de trabalhos neste sentido podem ser vistos em [67], [22] e
[82] e nas suas referéncias. A questdo essencial reside no fato de que as estimacdes de port-
folios sdo muito sensiveis aos parametros de entrada, prejudicando a robustez da estimativa.
Mais especificamente, o problema reside nos retornos esperados e suas variancias, os quais
normalmente sdo estimados a partir de séries histéricas e, de acordo com [12] e [14], podem

representar alocagdes extremas, expondo o investidor a riscos indesejados.

Assim, Jorion em [67] propde um meétodo de simulagdo que explicitamente mede o erro
de estimacdo. Ja em [22], Chopra e Ziemba argumentam que o impacto de erros de esti-
magao para a distribuicdo de retornos é cerca de dez vezes mais relevante do que 0s erros
de estimacao nas variancias e covariancias. Entre estes dois Ultimos parametros, argumen-
tam que as variancias sdo cerca de duas vezes mais relevantes, mas que estas estimativas
de erros sdo bastante sensiveis ao perfil de tolerancia a risco do investidor. Assim, propdem
metodologias de estimacao para estes parametros cujo propésito € evitar excessivos erros na
estimacao de alocacéo. Por outro lado, Michaud em [82] prop6e uma abordagem heuristica
via reamostragem pelo método de bootstrapping. Basicamente, o método consiste em re-
alizar uma simulagao de Monte Carlo para obter um grande nimero de amostras, a partir da

distribuic@o de retornos histéricos, considerando os parametros amostrais como sendo os da
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populagdo. Assim, uma fronteira eficiente é calculada para cada amostra sendo obtida uma

fronteira média final.

Embora a reamostragem ofereca uma melhora em relagdo aos métodos anteriores, ainda
nao € satisfatéria, uma vez que pode ser demonstrado que uma média de maximos gera um
resultado de alocagédo sub6timo. Assim, surgem outras abordagens para estimar os parame-
tros do modelo, tais como shrinkage estimators em [63] ou estimagdo bayesiana em [50],
entre outros. De fato, Jorion em [65] e [66] e Larsen e Resnick em [68] mostram que a
abordagem por shrinkage estimators geram portfélios com composi¢oes 6timas mais estaveis
ao longo do tempo. Na abordagem bayesiana, além da reducao da sensibilidade dos re-
sultados, é possivel combinar informagdes de diferentes fontes. Na verdade, o conhecido
modelo de Black-Litterman apresentado nos trabalhos [12], [13] e [14] é considerada a mais
bem-sucedida aplicagdo da metodologia bayesiana ao problema de sele¢ao de portfélio. De
acordo com Svetlozar et al. [92], tal fato se deve a possibilidade de gestores de portfélio es-
pecificarem cenarios sobre os retornos esperados dos ativos que desejam, e caso nenhum
cenario de retornos esperados seja expresso para determinados ativos, estes sdo centrados

nos retornos esperados de equilibrio através da aplicagao do CAPM.

Um outro refinamento proposto na literatura pode ser visto em Sharpe e Tint [98], no qual
os autores estendem o modelo de média-varidncia para considerar passivos. Desta forma,
buscam minimizar a variancia dos retornos do superavit, definido como a diferenga entre
ativos e passivos, sujeito a determinado retorno médio do mesmo. Como consequéncia,
a politica 6tima passa a depender da covariancia de retornos entre as duas pontas. Em
decorréncia deste modelo, os autores observam que a tendéncia do investidor é aceitar um

retorno esperado menor nos ativos que apresentam maior covariancia entre ativos e passivos.

No entanto, conforme mencionamos anteriormente, um problema da formulag¢ao original
esta no fato de ser uma otimizagéo estatica para um unico periodo, ndo permitindo que sejam
realizadas alocagfes dinamicas através de politicas de otimizacdo que considerem varios
passos de tempo, ou seja, que considerem a otimizacdo de forma intertemporal. Dada a
relevancia desta questao, varios foram os estudos de modelos para transformar a abordagem
em multiperiodo. Mossin em [89] pode ser considerado um dos primeiros a propor um modelo
de otimizagao intertemporal, levando em conta uma fung¢ao utilidade exponencial, retornos

descorrelacionados no tempo e sem aplicagcdes e resgates, para o investidor maximizar sua
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riqueza ao final do horizonte de investimento. Mossin também mostra que uma fungéao utili-
dade exponencial é 6tima para um investidor em multiperiodo, uma vez que, por possuir um
coeficiente de aversao ao risco constante, ou seja, dita isoelastica, a alocagdo € a mesma em
todos os periodos. Hakansson, por outro lado, estende o trabalho de Mossin em [52], [53] e
[54] para considerar funcdes utilidades logaritmicas que permitem tornar renda uma variavel

aleatéria, bem como adicionar a incerteza sobre o tempo de vida do individuo.

Paralelamente a Mossin, Samuelson em [95] e Merton em [78] propdem modelos de
otimizacao consumo-investimento multiperiodos maximizando uma fungéo utilidade exponen-
cial. No caso de Samuelson, é implementada uma otimizagao utilizando programagéao es-
tocéastica dinamica sobre um modelo discreto no tempo, enquanto em Merton temos um mo-
delo em tempo continuo. Vale ainda notar que este trabalho de Merton é parte integrante de
sua tese de doutorado [79], na qual aplica a Teoria de Controle a otimizagdo de uma decisao

intertemporal de consumo-investimento.

Desta forma, podemos ver que o problema de sele¢do de portflio comega a cruzar o
caminho da Teoria de Controle Moderno, o qual abordamos na préxima secao, sendo uma
de suas partes especificamente dedicadas a apresentar a evolugcéo de trabalhos aplicados a

otimizacao multiperiodo de portfélios de investimento.
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2.2 Teoria de Controle Moderno e o Controle Otimo

Tendo em vista 0 exposto acima sobre o problema de finangas, vamos nesta se¢ao abordar a
evolucdo da Teoria de Controle Moderno e o Controle Otimo. Incialmente, contextualizamos
sua evolucéao a partir de uma perspectiva histérica, mostrando sua relevancia para a resolucao
de problemas essencialmente praticos. Em seguida, argumentamos que, por se tratar de
uma disciplina aplicada e ao mesmo tempo suficientemente geral, sua aplicagao tem se dis-
seminado por outros ramos do conhecimento humano além das fronteiras da engenharia,

alcangando areas como medicina, economia e finangas.

Com o propdésito de apresentar uma solu¢ao para um problema em financas, apresenta-
mos alguns aspectos ou caracteristicas relevantes, tais como o conceito do regulador linear
quadratico e tipos relevantes de sistemas lineares a tempo discreto, incluindo conceitos de
saltos markovianos e ruidos multiplicativos. Por fim, apresentamos as linhas de trabalho que
tém sido desenvolvidas neste segmento e a contribuicdo que o presente trabalho pretende

oferecer.

2.2.1 Evolucao Histérica

Ao longo da histéria da humanidade, vemos que 0s avangos cientificos e tecnoldgicos nao
ocorrem de maneira uniforme ou linear no tempo. Pelo contrario, vém em ondas que se con-
centram em determinados momentos, viabilizando novas realizagbes pelo homem capazes
de transformar definitivamente a sociedade, constituindo-se, em algumas ocasides, em ver-
dadeiros divisores de agua no curso da histéria.

Alguns dos exemplos de avancgos tecnoldgicos e cientificos com poder de transformacao
vém desde a Antiguidade com a utilizagdo de aparelhos simples para a marcagéao do tempo
como a clepsidra, até o invento do relégio mecéanico na Idade Média, passando por maquinas
a vapor no século XVIII, e até motores de combustao interna, pilotos automaticos e amplifi-
cadores eletronicos ja no inicio do século XX.

Segundo Hendricks, Jannerup e Sorensen [58], no entanto, um fator decisivo para o éxito
destes e outros inventos foi a utilizacdo do controle de realimentacao ou controle automatico.
Por exemplo, a clepsidra somente teve sua precisao na marcagao do tempo melhorada com

o invento de um regulador baseado em uma boia. O rel6gio mecanico somente pbde se



CAPITULO 2. REVISAO DA LITERATURA 16

tornar mais preciso e confiavel a partir da utilizacdo do regulador do escape. Aquecedores a
vapor se difundiram a partir da utilizacao da véalvula de seguranga para controle de pressao.
Motores de combustédo a diesel se tornaram viaveis com a criagdo do regulador de pressao
de combustivel.

De acordo com Bernstein [9], a relevancia dos reguladores sempre foi obscurecida por
grandes inventos como os citados acima. No entanto, o autor ressalta que o controle au-
tomatico teve um papel crucial nas grandes ondas de desenvolvimento tecnolégico e cienti-
fico, como a Revolucao Industrial, a Era da Aviacdo, a Era Espacial e a Era de Eletrénica.
Por este motivo, termina por concluir que o controle automatico realizado através de regu-
ladores como o escape, o regulador de velocidade, o eleréo, o giroscépio e o amplificador se
constituem em um "fio invisivel na histéria da tecnologia”.

No entanto, em [58] os autores observam que, de forma geral, até o evento da Segunda
Guerra Mundial o progresso nesta area foi conquistado mais através de inventos criativos do
que através de uma teoria sélida. Assim mesmo, este periodo € marcado sobretudo pela
criagdo de uma teoria para explicar e resolver o problema da instabilidade dos sistemas de
controle. Neste caso, Alexandr Lyapunov propbds um critério geral de estabilidade para sis-
temas néo lineares, assim como condi¢des sob as quais 0 método de linearizagao, estudado
havia algum tempo, fornece uma avaliagdo correta da estabilidade do sistema.

Ainda no final do século XIX, temos a descoberta da eletricidade em 1880 com Thomas
Edison e a identificacdo do elétron em 1897 por Thompson. Assim, no inicio do século XX
temos o comecgo da Era da Eletr6nica com a invengao do diodo retificador termoibnico (1904
- John Flemming) e o triodo amplificador termoi6nico (1906 - Lee de Forest). Estes inventos
permitiram a criacdo de amplificadores de radiofrequéncia com realimentacao positiva (1912
- Edwin Armstrong) e negativa (1927 - Harold Black). O crescente uso de amplificadores em
receptores de radiofrequéncia levou a necessidade de se analisar a estabilidade de tais sis-
temas, o que fez com que Harry Nyquist desenvolvesse a analise de funcéo de transferéncia
(1940), resultando na derivagéo do critério de estabilidade de Nyquist e Hendrik Bode aos
gréaficos de magnitude e frequéncia de fase.

A partir do desenvolvimento dos conceitos de fungao de transferéncia, diagramas de blo-
cos e métodos no dominio das frequéncias, Albert Hall e Norbert Wiener desenvolvem méto-
dos no dominio das frequéncias para resolver problemas de ruidos em radares. Em 1942,

Wiener baseia-se em modelos estocasticos para dar origem ao filtro de Wiener. Apds a Se-
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gunda Guerra Mundial, os conceitos e os métodos desenvolvidos até entdo foram ampliados
e aprofundados de forma a melhorar o desempenho dos sistemas. Tais fatos permitiram sua
aplicacao comercial generalizada em controladores eletrénicos, pneumaticos e hidraulicos.

Com o inicio da Era Espacial, o problema de controle balistico se tornou um desafio
natural, tanto para o lancamento de um foguete quanto de um missil. Formulado através
de um conjunto de equagdes diferenciais ndo lineares, inicia-se a abordagem de espaco de
estados. Assim, os fenémenos fisicos envolvidos no problema passam a ser tratados por um
conjunto de equacdes que, quando linearizadas, dao origem a um sistema de Entrada Multipla
e Saida Multipla (MIMO em inglés), em contraposi¢do aos sistemas Entrada Unica e Saida
Unica (SISO em inglés). Esta abordagem, ainda conforme em [58], possibilita o tratamento
de sistemas MIMO de maneira natural e permite uma conveniente formulagao matricial.

No entanto, em fung&o do elevado numero de variaveis de estado e de controle que tais
sistemas possuem, torna-se necessario otimizar a resposta do sistema, por exemplo, mini-
mizando algum indicador de erro ou desvio em relagdo a resposta esperada para cada pos-
sivel estado. Assim, Richard Bellman aplica a programacao dinamica para o controle 6timo de
sistemas a tempo discreto em 1957. Em 1960 e 1961, Rudolf Kalman apresenta um controle
6timo para sistemas a tempo discreto, equagdes para o regulador linear quadratico (LQR),
filtragem 6tima e uma teoria de estimacao para sistemas a tempo discreto e o filtro de Kalman
para tempo continuo, encontrando aplicacdo imediata nos programas aeroespaciais.

Desta forma, podemos ver que o controle 6timo de sistemas € um assunto multidisciplinar
por natureza, uma vez que surgiu da propria necessidade do homem em buscar solugdes
para problemas essencialmente praticos ao longo da histéria. Assim, nao é de se estranhar o

fato de vermos sua aplicacéo de forma crescente na solucéo de problemas em financas.

2.2.2 Aspectos Relevantes

Neste contexto de aplicagdo em problemas de finangas, Costa e Okimura [31] afirmam que
surgiram estudos com enfoque em sistemas lineares estocésticos com dinamica linear e custo
quadratico, ou seja, a utilizacao do regulador LQR. De fato, Bertsekas [11] afirma que se trata
de uma formulacao popular de um problema de regulacao onde a funcao de custo quadratica
€ uma alternativa interessante por penalizar fortemente grandes desvios em detrimento dos

pequenos desvios.
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Ainda em [11], demonstra-se que sistemas lineares a tempo discreto e sujeitos a ruidos
aleatorios independentes com média nula e variancia finita, como o exemplificado abaixo s&o

passiveis de ser resolvidos a partir de um funcional de custo quadratico

2(k+1) = A(k)z(k) + B(k)u(k) + w(k),
k=0,1,...,T—1

em que z(k) é denominada de variavel de estado do sistema no instante &, u(k) denota
o controle do sistema e w(k) o ruido. As matrizes A(k) e B(k) possuem as dimensdes
apropriadas. Este sistema apresenta um comportamento estocastico no tempo em funcao da
presenca do ruido. Uma aplicagdo comum deste tipo de sistema pode ser visto em [11] para

controle de estoques.

Uma outra classe, dentro do grupo acima, é constituida pelos sistemas sujeitos a mudanca

aleatéria de regime ou com saltos markovianos como o apresentado abaixo

z(k +1) = Aggey (k) (k) + Bogw) (k)u(k),
y(k) = Cogry (k)x (k) + Doy (k)u(k),
z(0) = xg, 0(0) =6y, k =0,1,...,T — 1,

em que x, refere-se ao estado inicial do sistema, y(k) é a saida do sistema no instante &k
e as matrizes Ay ), Bok), Cor) © Dor) SA0 matrizes reais ndo estocasticas com as dimen-
sbes apropriadas, porém dependentes do estado de regime ou modo de operacao associado
ao parametro (k). Embora este sistema ndo possua uma variavel de ruido explicita, como
no caso anterior, ainda assim apresentara um comportamento estocastico em fung¢ao da in-
certeza relacionada ao regime em que o sistema esta operando em cada passo de tempo.
Ainda de acordo com [31], este tipo de sistema encontra aplicagées em sistemas aeronau-

ticos, roboticos, receptores térmicos solares, modelos macroecondémicos, em finangas, entre

outros. Para este ultimo caso, pode ser consultado em Costa e Araujo [25].
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Uma variante importante e mais geral da classe de modelos acima s&o os chamados
modelos com ruidos multiplicativos na variavel de estado e na de controle, sendo sua forma

geral como descrita abaixo
2k 4+ 1) =( Ao (k) + D Aggr o (k)wz (k) (k) + (Bogey (£) + 3 B o(k)w (k) )uh),
s=1 s=1

y(k) = Cogwy(k)(k) + Doqy (K)u(k),
I(O) = Ty, 0(0) :0071{?:0,17...,T—1

em que, da mesma forma que no modelo anterior, =, refere-se ao estado inicial do sistema,
y(k) é a saida do sistema no instante k£ e as matrizes flg(k), ﬁg(k),s, Bg(k), Eg(k),s, Cogr) € Doy
sdo matrizes reais nao estocasticas com as dimensdes apropriadas, dependentes do modo
de operagdo associado ao parametro 6(k).

Note que este sistema possui varidveis de ruido explicitas {w?(k);s = 1,...e" k =
0,1,...., 7 — 1} e {w¥(k);s = 1,...¢" k= 0,1,...,7 — 1} em que ambas possuem média
nula e variancia unitaria. Claramente, este sistema apresenta um comportamento estocastico,
seja em fungdo da incerteza relacionada ao regime em que esta operando em cada passo
de tempo, seja em relacédo ao ruido associado as variaveis de estado e controle. Aplicacées
deste tipo de abordagem tém recebido maior atencdo nos ultimos anos em virtude de sua
maior generalidade. Assim, pode-se encontrar aplicagdes tanto em engenharia quanto em
finangcas, bem como em fissdo nuclear e transferéncia de calor, modelagem de populacées,
estudos imunologicos e otimizagéo de portfolios em finangas. Em particular, para este ultimo

caso, destacamos os trabalhos em [31], [32] e [33].

Por ultimo, vale a pena comentar a questédo do efeito da mudancga de regime em fungéo do
modo de operacado do sistema. Como falamos anteriormente, este efeito é capturado através
do parametro #(k) o qual pode assumir em cada passo de tempo um entre N modos pos-
siveis. Em outras palavras, trata-se de uma Cadeia de Markov. Por exemplo, em nosso caso
a utilizaremos para definir quantos estados de mercado desejamos associar aos parametros
de risco e retorno para cada ativo em cada passo de tempo, bem como a probabilidade de
migrar de um estado para outro.

Com isto, o sistema se comporta de maneira linear entre passos de tempo, mas pode ter

seu regime alterado em cada passo em fungdo das probabilidades de transicdo associadas

e o0 estado atual do sistema. Note ainda que, pelo fato de ser considerado um processo
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markoviano, a eventual transigcdo de estado no préximo passo depende somente do estado
atual do sistema, ndo importando quais foram os modos de operacéao percorridos até o passo
atual. Um maior detalhamento sobre Cadeias de Markov pode ser encontrado em Dragan,

Morozan e Stoica [44].

2.2.3 Evolucao de Trabalhos

Recentemente, a literatura sobre sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos e/ou ruidos
multiplicativos tem recebido grande atengao. Este tipo de modelo tem encontrado muitas apli-
cagdes tanto em engenharia quanto em finangas, bem como em fissdo nuclear e transferéncia
de calor, modelagem de populagdes, estudos imunoldgicos e otimizacao de portfélios em fi-

nancgas, e muitos resultados relacionados com o controle destes sistemas tém sido derivados.

Alguns exemplos de aplicagdes em outras areas podem ser encontrados em Sura et
al. [102] e em Stoica e Yaesh [101]. No primeiro caso, os autores desenvolvem um mo-
delo estocastico em tempo discreto com ruidos multiplicativos para prever o comportamento
climatico. No segundo, os autores desenvolvem uma versao nao simétrica de redes de Hop-
field sujeita a ruidos multiplicativos e saltos markovianos. Possiveis aplicagdes, segundo os
autores, sao encontradas em problemas relacionados ao estudo da coordenagédo motora hu-

mana via um lago de realimentagao visual.

No entanto, para termos uma visdo em perspectiva da evolucao dos trabalhos em otimiza-
¢ao de sistemas lineares e de sua aplicagdo em finangas, apresentamos a seguir uma breve
revisdo dos principais trabalhos. Inicialmente, apresentamos a evolugao de um ponto de vista
da contribuicao teérica. Nela veremos, por exemplo, de que forma tem sido a evolugcédo de

questbes como estabilidade e observabilidade para sistemas lineares estocasticos.

Também veremos a aplicacdo de controle 6timo neste contexto, bem como com a intro-
ducao de saltos markovianos e/ou ruidos multiplicativos nas variaveis de estado e controle.
Devido ao fato de, como ja mencionamos, ser esta uma ciéncia essencialmente aplicada a
resolucdo de problemas praticos, veremos como esta evolugéo tedrica tem se refletido na
aplicacao em problemas de financas em geral e, sobretudo, em problemas de otimizacao de

portfélio que € o nosso propdsito.
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Contribuicoes Teodricas

Do ponto de vista da evolugdo de trabalhos teéricos, temos que em Chen, Li e Zhou [21]
os autores consideram a otimizacdo de controladores LQR. Eles afirmam que a hipotese
de que a matriz de peso de controle deve ser positiva definida é uma heranca dos casos
deterministicos. No entanto, para o caso estocastico os autores demonstram que alguns
problemas de LQR com matriz de peso de controle indefinida e, em particular negativa, ainda
podem ser bem-postos devido a natureza estocastica dos sistemas. Mais especificamente,
quando o termo de difusdo na equacgédo de estado é dependente do controle. Os autores
apresentam o problema através de um exemplo simples em uma dimenséao, considerando o

seqguinte problema LQR deterministico

"1 1
minimizar : J :/ 3 [xQ(t) + r(t)u?(t) | dt + §x2(1)
0
. d(t) =0,
sujeito a :
z(0) =0,

em que com r(¢) < 0 o problema nao é bem-posto, pois, J = fol sr(t)u?(t)dt — —oo quando

|u(t)| — +oo. Considerando a versao estocastica temos

minimizar : J = E{/1 % [m2(t) + r(t)u2(t)] dt + %xQ(l)}

dx(t) = u(t)dW (t),
z(0) = 0.

sujeito a :

Considerando z(t) = fot u(s)dW (s) no funcional de custo, obtem-se

1

J = §E/1 [r(t) + (2 —t)|u(t)dt

tornando o problema bem-posto com o controle étimo u*(¢) = 0.

Seguindo esta mesma linha, em Lim e Zhou [72] é estudado o problema estocastico LQR
completamente observado com restricdes quadraticas. Condicbes suficientes sdo estabele-
cidas para que o problema seja considerado bem-posto. De fato, os autores mostram que
0 problema aparente de ndao convexidade pode se transfomar em um problema convexo em
virtude de a incerteza ser dependente do controle. Desta forma, os autores derivam o controle

6timo de forma explicita a partir da teoria de dualidade.
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Em [87], Moore, Zhou e Lim apresentam um estudo sobre modelos LQG parcialmente
observados, em que o termo estocastico depende tanto do controle quanto do estado. Uma
estimativa subétima de estado para controladores lineares realimentados € apresentada em
funcdo de uma linearizagdo. Estes modelos linearizados incluem termos bilineares no ruido
de estado e controle. Os controladores sédo calculados resolvendo-se uma equacgéao de Riccati

generalizada discreta no tempo.

Em [4], Ait Rami e Zhou analisam o problema LQ de controle estocastico étimo com hori-
zonte de tempo infinito, em que o termo de difusdo também depende das variaveis de estado
e controle. Neste caso, é permitido que as matrizes de pesos para o controle e para o estado
sejam indefinidas, levando a um problema LQ indefinido que ainda assim é considerado bem-
posto em funcdo da incerteza associada ao controle. Desta forma, o problema leva a uma
equacao algébrica estocastica de Riccati (SARE). Para analisar esta equagao estocastica de
Riccati do ponto de vista analitico e computacional, os autores introduzem as desigualdades
de matrizes lineares (LMI). Através desta analise, os autores derivam uma condicdo verificavel
suficiente para avaliar se o problema LQ original esta bem-posto, assim como uma condi¢cao
necessaria para seu controle 6timo. Com isto, de acordo com os autores, este trabalho repre-

senta a primeira tentativa de aplicar LMI para resolver problemas LQ estocasticos indefinidos.

Nos trabalhos subsequentes [3] e [2], 0s autores consideram um problema LQ estocastico
com a possibilidade de matrizes de pesos indefinidas para o estado, o controle e da fungéo
custo. O obijetivo é identificar uma equacgao do tipo Riccati cuja solucdo seja equivalente a
solucao do problema LQ estocastico indefinido considerado. Para isto, os autores introduzem
um novo tipo de equacao diferencial de Riccati denominada equacéao diferencial generalizada
de Riccati, a qual fornece uma solucédo completa para o problema considerado. Adicional-
mente, através da solugdo desta equagéo generalizada de Riccati, os autores mostram como
podem ser identificados os controles 6timos para malha aberta e fechada. Para a solugao
desta equacéao generalizada de Riccati, os autores introduzem uma condi¢cdo LMI necesséria
e suficiente para este objetivo. Desta forma, o trabalho estende a teoria LQ padrédo para
modelos com ruidos multiplicativos e aditivos no estado, no controle e com pesos quadrati-
cos. Estes modelos, argumentam os autores, fornecem boas aproximagdes para sistemas

estocasticos nao lineares que surgem naturalmente em areas como financas.
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Por ultimo, em [106], Wu e Zhou demonstram que a solugédo para um problema de con-
trole estocastico LQ, com horizonte infinito de tempo e matrizes de pesos indefinidas para as
variaveis de estado e controle, € equivalente a existéncia de uma solucdo de estabilizagao
estatica para uma equacgao algébrica de Riccati generalizada (GARE). De fato, um dos obje-
tivos do trabalho é aprimorar os resultados contidos nos trabalhos acima. Especificamente,
€ demonstrado neste trabalho que a solugdo do problema LQ é necessaria e suficiente para
a existéncia de uma solucdo de estabilizacao estatica para a GARE. Além disto, qualquer
controle 6timo é representado como a soma de uma parte ndo homogénea e outra de uma

realimentacao linear de estados.

Uma outra alternativa é abordada em Zhu [115], em que é apresentada uma aproximagao
por equagdes diferenciais ordinarias lineares convencionais para as equagdes estocasticas
de Riccati aplicadas ao problema do regulador linear quadratico (LQR) estocastico.

Ja uma outra linha é apresentada por Beghi e D’Alessandro [8], em que temos a derivagao
de uma lei de controle 6timo para sistemas estocasticos lineares discretos no tempo com
critério de desempenho quadratico e ruido dependente do controle. A andlise inclui o estudo
de uma equacao algébrica de Riccati generalizada em tempo discreto (GRDE) e o comporta-

mento assintético de sua solugéo para o sistema
2(t+1) = A(t)z(t) + B(tyu(t) + Y wi(t)G (t)o(t) + D(t)w(t),
=1

onde v(t) e w(t) sdo ruidos brancos gaussianos independentes de z(0) com o funcional de

custo a ser minimizado dado por

J = %E[Z—(xT(t)Q(t)x(t) +ul () R(t)x(t)) + xT(N)Mx(N)].

As solucdes de equilibrio sdo obtidas de uma GRAE dada por
P=A"PA—- ATPB[R+ B"PB +Q(P)| 'BTPA+C"C.

Assim, os autores consideram o controle étimo para sistemas estocasticos lineares a

tempo discreto com ruido dependente do controle e critério de desempenho quadratico.

Questoes referentes a estabilizacdo, observabilidade e detectabilidade de sistemas es-
tocasticos lineares discretos no tempo sdo abordadas nos trabalhos realizados em [16], [42],
[43], [110] e [112]. Em Boukas e Liu [16], os autores consideram os problemas de estabili-

dade e estabilizagdo de sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos singulares em tempo
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continuo. Sao fornecidas condi¢cbes suficientes para que o sistema seja estocasticamente
estavel utilizando-se uma abordagem de LMI. Desta forma, sdo analisados dois modelos de
controladores: um com restricdes e outro com a hip6tese de que a matriz de realimentagao

possui posto de coluna completo.

A estabilidade em termos exponenciais é considerada em Dragan e Morozan [42]. Os
autores a definem através de um critério de média quadratica exponencial para uma classe de
sistemas lineares estocasticos discretos no tempo sujeitos a ruidos aleatérios independentes
e com saltos markovianos. Também é considerado o caso em que os coeficientes do sistema
dependem do estado anterior da cadeia de estados markovianos. Na verdade, a estabilidade
exponencial € considerada sob a ética de trés definicbes que nem sempre sdo equivalentes,

segundo os autores.

Uma definicao é feita em termos da estabilidade exponencial da evolucao definida por uma
sequéncia de operadores lineares positivos sobre um espaco ordenado de Hilbert. Assim, é
permitido que se caracterize a estabilidade exponencial baseada na existéncia de algumas
funcbes quadraticas de Lyapunov. As outras definicdes sao dadas em termos de tipos difer-

entes de comportamento exponencial da trajetoria dos sistemas.

Logo em seguida, em [43], os mesmos autores abordam o problema da observabilidade
e detectabilidade estocasticas para a mesma classe de sistemas lineares. A definicdo dos
autores para a observabilidade estocastica estende para esta classe de sistemas a definicao
da observabilidade uniforme de um sistema linear deterministico variante e discreto no tempo.
Menos restrita que as defini¢cdes introduzidas em trabalhos anteriores, a definicdo para ob-
servabilidade introduzida ndo implica sempre detectabilidade estocastica, como seria espe-

rado, sendo esta questdo apresentada através de alguns exemplos.

Mais recentemente, em [110], é estudado por Zhang e Boukas o problema de estabilidade
e estabilizagdo para uma classe de sistemas lineares discretos e continuos no tempo sujeitos
a saltos markovianos com probabilidades de transicdo parcialmente desconhecidas. Como
sistemas com probabilidades de transicdo completamente conhecidos ou desconhecidos séao
dois casos especiais do sistema considerado, este sistema é considerado mais geral sob este
aspecto. Além disto, neste trabalho os autores argumentam que, em contraste com outros
estudos sobre probabilidades de transi¢do incertas, o conceito proposto de probabilidades

parcialmente desconhecidas ndo requer nenhum conhecimento dos elementos desconheci-
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dos. As condicoes suficientes para a estabilidade estocastica sdo derivadas via formulagao
de LMI. Ja em [112], os autores estéo interessados no mesmo problema, porém adicionando

atrasos variantes no tempo.

Como podemos ver, a consideracao de mudancas de regime via saltos markovianos é uma
questdao que vem sendo trabalhada de forma crescente ndo apenas para efeito de andlise
de observabilidade e estabilidade de sistemas lineares estocasticos. Exemplos de estudos
especificos para sistemas lineares estocasticos com saltos markovianos podem ser vistos
em [71], [46], [28], [29], [30], [112], [111], [91], [59] e [27]. De fato em [71], Li, Zhou e Ait
Rami estudam um problema de controle LQ estocastico com saltos markovianos em seus
parametros. Em contraste com o caso deterministico, as matrizes associadas ao controle e
ao estado podem ser indefinidas. Os autores mostram que quando a cadeia de Markov é
conhecida e invariante no tempo, o problema LQ estocastico indefinido é equivalente a um
sistema de equacdes algébricas generalizadas conjuntas de Riccati (GCARE) que envolvem
restricbes de igualdades e desigualdades. Para analisar estas equacdes sao utilizadas LMIs

que resolvem as GCAREs por programacao semidefinida.

Em [28], Costa e Paulo consideram o controle 6timo sob um critério de desempenho for-
mado por uma combinagéo linear de uma parte quadratica e uma parte linear nas variaveis de
estado e controle. J&4 em [29], os autores consideram a existéncia de solugdes estabilizantes
maxima e em média quadratica para um conjunto de equacgdes do tipo GCARE como em [71],
sempre levando em conta sistemas lineares discretos no tempo com ruidos multiplicativos no
controle e no estado, sujeitos a saltos markovianos. As matrizes de pesos para o estado e 0
controle sao permitidas que sejam indefinidas. No primeiro trabalho, os autores apresentam
condicdes necessarias e suficientes sob as quais o problema é bem-posto e uma solugéo
de realimentacao de estado pode ser derivada a partir de um conjunto de equagdes gene-
ralizadas a diferencas de Riccati (GCRDESs) interconectadas com um conjunto de equagdes
recursivas lineares. No segundo trabalho, é apresentada uma condicao suficiente sob a qual
existe uma solucdo maxima e se estabelece uma condigcdo necessaria e suficiente com a
qual ha uma solugao estabilizante para o conjunto de equacgdes algébricas generalizadas de
Riccati (GCAREs).

Mais recentemente em [111], Zhang e Boukas estudam o problema de filtragem H ., para

uma classe de sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos com probabilidades de tran-
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sicao parcialmente desconhecidas. Em [91], Primbs e Sung desenvolvem uma abordagem de
Controle Preditivo de Modelo, do inglés Model Predictive Control, para resolver o problema de
estabilizar um sistema linear estocastico com ruidos multiplicativos no estado e no controle
e sujeito a restricoes. Os autores mostram que através de programacao semidefinida podem
ser realizadas otimiza¢des on-line relativamente trataveis, indicando ser possivel implemen-
tagdes em tempo real. Ja para Zhang, Hou e Ma, em [59], o objetivo é resolver o problema
de controle de horizonte finito H,/H.,, para sistemas lineares discretos no tempo sujeitos a
saltos markovianos e ruidos multiplicativos. Por ultimo, em [27], Costa e Benites obtém um es-
timador linear de minima média quadratica (LMMSE) para a mesma classe de sistema linear
dos casos anteriores. No entanto, assume-se que a cadeia de Markov néo esta disponivel.
Assim, o estimador, que é um tipo de filtro de Kalman, é obtido utilizando-se argumentos

geométricos e pode ser convenientemente implementado em forma de recorréncia.

Contribuicoes Aplicadas as Financas

Do ponto de vista de aplica¢des da Teoria de Controle Moderno em finangas, verificamos que
um aspecto que tem recentemente recebido grande atengao relaciona-se com o problema de
otimizacdo de média-variancia multiperiodo. Otimizacdo de média-variancia para portfélios
de investimento constitui-se um problema cléssico em finangas introduzido por Markowitz [76]
o qual estabeleceu os fundamentos da Teoria Moderna de Portfélio e que comentamos mais
detidamente na secao inicial deste capitulo. Contudo, o objetivo central da otimizacado de
portfélio em finangas é especificamente maximizar o retorno esperado para um dado nivel de
risco, minimizar o risco esperado para um dado nivel de retorno esperado ou minimizar um

compromisso entre variancia e o retorno esperado de um portfélio.

Atualmente, ha uma vasta literatura sobre este assunto, com algumas extensées, con-
forme pode ser visto, por exemplo, em [56], [96], [23], [47], [77], [60], [61], [93], [100] e
[107] entre outros. Em Hanson [56], temos um trabalho com foco em controle de processos
estocasticos com difusées em saltos em tempo continuo. Mais especificamente, o autor man-
tém sua atencdo no controle de sistemas estocasticos em tempo continuo sujeitos a saltos
markovianos apresentando aplicagdes em problemas de finangas, tais como apregamento de
opcdes e otimizacdo de portfélio sujeito a saltos, entre outros pontos. Em Sarychev et al.

[96], temos um compéndio de trabalhos recentes que oferece uma visdo do crescente entre-
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lagamento da Teoria de Controle e Financas apresentando trabalhos que vao desde apreca-
mento de opg¢des, passando por otimizacao de portfélio e chegando a aplicacdes em risco
operacional. Em Cornuejols e Tutlincu [23], temos uma das primeiras obras especificamente
dedicadas a apresentar de forma estruturada como modelos de otimizagao, tais como progra-
macao linear, quadratica, dinamica ou estocéastica e otimizag¢ao robusta, podem ser aplicados

em problemas de financgas.

Por sua vez em Elton et al. [47], temos uma das referéncias mais completas sobre Teo-
ria Moderna de Portfélio, além dos trabalhos originais de Markowitz, Tobin, Sharpe e Lint-
ner, entre outros. Além das questdoes conceituais acerca da teoria de portfélio, apresenta de
forma concisa, porém suficientemente detalhada, o modelo para calculo de fronteira e portfélio
eficientes. No entanto, em Markowitz e Todd [77] pode ser encontrado o trabalho mais com-
pleto e detalhado acerca da implementagéo do modelo geral de média-variancia de Markowitz

através do método simplex de programacao linear.

Em uma linha alternativa a otimizacao de portfélios pode ser vista em [61] e [60] onde
0s autores apresentam um algoritmo minimax como uma ferramenta para a otimizacao de
estratégias de hedging de opcdes que buscam minimizar seu erro de cobertura considerando
custos de transacao. J& em Rustem, Becker e Marty [93] temos uma aplicagédo de estratégia

do tipo min-max robusta como uma extenséao da abordagem de média-variancia de Markowitz.

No trabalho apresentado em Steinbach [100], temos o desenvolvimento de uma abor-
dagem de média-variancia multiperiodo baseada em cenarios. O autor descreve a relagao
entre a funcao objetivo e as restricoes para varios modelos de um periodo incluindo mode-
los de semivaridncia. Estes resultados sdo entao utilizados como blocos de construgcdo no
desenvolvimento e analise do modelo proposto.

Em [107], Cui, Li e Wang consideram o problema de sele¢do de portfélio por média-
variancia dinamica e argumentam que esta formulacéo néo satisfaz o principio de otimalidade
de Programagéo Dinamica por ocorrer um fenémeno de inconsisténcia temporal. Observam
que os investidores podem ter incentivos para se desviar da politica de otimizagao por média-
variancia previamente estabelecida sob determinadas circunstancias. De fato, demonstram
que os investidores se comportam irracionalmente com respeito a politica de alocacao étima
previamente estabelecida quando sua riqueza ultrapassa determinado valor durante o pro-

cesso de investimento.
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A versao multiperiodo deste problema tem sido estudada recentemente tanto na versao
continua quanto na discreta. No primeiro caso, o problema aplicado de Markowitz foi estu-
dado em [113] por Zhou e Li utilizando uma teoria quadratica linear estocastica desenvolvida
com o objetivo de intoduzir uma abordagem geral ao estudo de otimizagcao de média-variancia
de um portfélio. Baseando-se na teoria geral para o problema LQ estocastico de [21], Chen,
Li e Zhou derivam politicas eficientes em forma fechada ou analitica em conjunto com uma
expressao explicita para a fronteira eficiente. Em particular, o problema de otimizagao desen-
volvido refere-se a maximizacao da riqueza terminal do investidor, minimizando sua varian-
cia terminal. A dificuldade na solug¢do decorre do fato de que a varidncia possui um termo
quadratico para o retorno esperado com coeficientes variantes no tempo. A solugcdo ado-
tada baseia-se na abordagem sugerida por Ng e Li em [70], em que consiste em embutir o
problema original, ndo tratavel por técnicas de programacao dinamica, dentro de um prob-
lema auxiliar. Na sequéncia, mostra-se que este problema auxiliar otimiza um problema LQ

estocastico, o qual pode ser explicitamente resolvido pela teoria linear quadratica.

De fato, o caso da versao discreta do problema de alocacgao foi estudado em [70]. Mais es-
pecificamente, é considerada uma soluc¢ao analitica 6tima para uma formulagao multiperiodo
do modelo de Markowitz. Em particular, os autores derivam politicas eficientes em forma
fechada ou analitica em conjunto com uma expressao explicita para a fronteira eficiente. As-
sim, este trabalho pode ser considerado uma generalizagao do modelo de Markowitz para o

caso multiperiodo.

Mais adiante, esta abordagem foi generalizada por Zhu, Li e Wang em [116] para incluir
o controle do risco de faléncia utilizando-se uma abordagem dual por Lagrange, permitindo,
assim obter uma solucdo analitica para a politica de portfélio 6timo. Ja em [24], Costa e
Nabholz propdem uma solugao para otimizar o portfélio considerando o caso com restrigcdes
intermediarias. De fato, o objetivo é generalizar os resultados de Ng e Li [70] para o caso em
que as variancias e valores esperados intermediarios do portfélio também sejam considerados
no critério de desempenho e/ou restricées do problema. Outra generalizagao de [70] pode ser
vista em Leippold, Trojani e Vanini [69], em que é considerado um portfélio com passivos.

Em Zheng e Ma [51] e em Wu e Li [105] é considerada a incerteza no tempo de inves-

timento. Em Calafiore [18] é proposta uma abordagem alternativa através de programagao

quadratica convexa no lugar da programacgao estocastica para problemas com muitos ativos
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e passos de tempo. Em [99], Sadjadi, Seyedhosseini e Hanssanlou apresentam uma abor-
dagem de programacao fuzzy linear capaz de determinar a alocacdo de investimentos em
cada passo de tempo. Em [45], por sua vez, Gelikyurt e Ozeckici apresentam um modelo
discreto no tempo de otimizagao de portfélio multiperiodo, em que a evolugdo do mercado,
compreendido por um conjunto de fatores socioecondmicos que afetam os retornos dos ativos,

€ descrita por uma cadeia de Markov.

Por outro lado, Canakoglu e Ozeckici [6] consideram um problema de selecdo de portfélio
baseado no conceito econémico de utilidade, representado pela classe de fungdes utilidade
do tipo HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion) por ser uma das mais gerais e mais uti-
lizadas na pratica devido as suas propriedades, e seus parametros mudam de acordo com
um mercado markoviano que nao pode ser perfeitamente observado, caracterizando a infor-
magao imperfeita presente na maioria dos mercados. De fato, os autores utilizam um modelo
de cadeia de Markov escondida para descrever a relagao entre uma parte do mercado, com-
posta por investidores que dispdem de informacdes observaveis para tomada de deciséo, e

um outro grupo que nao dispde de informagdes diretamente observaveis.

Uma outra abordagem é proposta por Dombrovskii e Gerasimov em [37] e [38]. No
primeiro trabalho, os autores propéem um modelo dindmico para o portfélio de investimento
no espaco de estados. De fato, o portfélio € descrito por uma rede estocastica dindmica com
critério quadratico para rastrear um portfolio definido pelo investidor. No segundo trabalho, os
autores generalizam os resultados anteriores considerando o caso de volatilidade estocastica
em lugar de um modelo de volatilidade homocedastica no tempo, como é o caso do modelo
de Black-Sholes utilizado originalmente para modelar a evolu¢cdo dos precos dos ativos de
risco. Desta forma, os autores argumentam que o modelo se aproxima mais da realidade
do mercado, uma vez que a variagdo dos precos dos ativos no mercado financeiro nédo é

constante no tempo.

Finalmente, Dombrovskii, Gal’'perin e Fedosov [36] consideram que os precos dos ativos
de risco seguem equacgoes estocasticas contendo perturbagdes regulares correspondentes as
oscilacbes dos precos de agdes, como fungao de eventos regulares que ocorrem no mercado
financeiro, e perturbacdes em forma de pulsos aleatérios no tempo descrevendo eventos raros
e extremos. Adicionalmente, os parametros das equacgdes variam em fungao de mudangas

de regime de mercado modeladas por uma cadeia de Markov discreta.
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Na sequéncia, em [39], Dombrovskii e Lyashenko partem para a otimizagdo dinamica de
portfélios de investimento, considerando sistemas discretos no tempo com controle LQ es-
tocéastico e ruidos multiplicativos no estado e no controle. A solugédo do problema é derivada
sob a forma de matrizes inter-relacionadas para um controlador estatico e um dinamico.
Seguindo esta abordagem, em [34] é considerada a tarefa de gestdo de um porfélio com
custos transacionais com restricées. O problema é proposto considerando o método de con-
trole preditivo de modelo (MPC) para resolver o problema de controle dindmico com restrigoes.
A partir destes resultados, em [41] Dombrovskii et al. obtém equagdes que otimizam um mo-
delo de controle preditivo para malha aberta e fechada e estabelece uma estratégia de con-
trole preditivo com respeito as restricoes explicitas sobre as variaveis de controle. Os resul-
tados obtidos sao aplicados ao controle de um portfélio cujos ativos possuem volatilidades

estocasticas.

Enquanto neste trabalho os autores oferecem um método de obtencao de estratégias para
um modelo de controle preditivo para sistemas discretos com ruidos multiplicativos e parame-
tros aleatérios representando uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes, em [35]
0s autores propdem parametros dependentes cuja dindmica é descrita por uma equacao de
autorregressdo multidimensional. Ja em [40], Dombrovskii e Ob"edko consideram que os
parametros do modelo de controle preditivo dependem de saltos markovianos e com a possi-

bilidade de considerar restricdes explicitas no controle.

Seguindo a abordagem de otimizacao de sistemas lineares discretos no tempo, em [108]
e [114], Zhou e Yin apresentam uma selecao de portfélio de Markowitz com mudanca de
regime, o qual é resolvido por um problema de controle auxiliar indefinido LQ de um sistema
linear com salto markoviano e ruidos multiplicativos. Sob um outro ponto de vista, em [17],
[5] e [19] os autores consideram o problema de alocagdo de média-variancia multiperiodo
em tempo discreto para 0 caso em que os parametros estao sujeitos a saltos markovianos
seguindo uma abordagem muito parecida com a de [70]. Deve-se ressaltar que, nestes casos,
somente os valores finais de média e variancia do portfélio sdo considerados, o que simplifica
consideravelmente o problema.

O caso em que se consideram valores intermediarios para a média e a variancia do port-

folio é abordado em Zhu, Li e Wang [116] para o caso sem saltos e em [104], [25], [105] para

0 caso em que o mercado esta sujeito a saltos markovianos e em [31], [32] e [33], incluindo-se
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ruidos multiplicativos. Em particular, a abordagem desenvolvida em [32] e [33], que contém
os resultados da primeira parte desta tese, generaliza a abordagem apresentada em Costa e
Okimura [31], uma vez que desenvolve um modelo que determina uma estratégia de otimiza-
cao para o portfélio considerando as resti¢coes intermediarias em todos os passos de tempo
até o vencimento da estratégia, enquanto que em [31] o modelo otimiza apenas o risco e

retorno terminais.

2.2.4 Contribuicao

Do exposto na segao anterior, vemos que os resultados previamente obtidos na literatura
internacional consideram ou apenas 0 caso escalar ou apenas com restricdes na média e
variancia final. Neste trabalho, genera- lizamos as abordagens anteriores para o caso multi-
dimensional, por admitir a consideragédo da otimizagdo ndo apenas do lado dos ativos, mas
também dos passivos, e com restricbes em todos os instantes de tempo. S&o considera-
dos dois critérios de desempenho. O primeiro é composto de uma combinagao linear sem
restricoes ao longo do tempo para um compromisso entre risco e retorno da saida do sis-
tema. No segundo critério € composto por uma minimizagdo de uma combinagéo linear das

variancias ao longo do tempo sob algumas restricées do valor minimo da saida do sistema.

A estratégia de controle 6timo é derivada a partir de um conjunto de equagdes genera-
lizadas a diferencas de Riccati e de alguns parametros obtidos de algumas equagdes recursi-
vas. Especificamente, estes resultados generalizam o caso escalar de média-variancia obtido
em [17], [5] e [19] com saltos markovianos, em [70] para o caso sem saltos e, adicionalmente,
estende os resultados de [31], que considera o caso multidimensional aplicado apenas para
a otimizacao da média-variancia final.

Como ja comentado, consideramos o0 caso no qual o compromisso de risco retorno inter-
mediario de uma saida de um sistema em tempo discreto com saltos markovianos e ruidos
multiplicativos sdo considerados na fungao custo, o que dificulta ainda mais a solugdo do
problema. Adicionalmente, sdo derivadas condigdes explicitas necessérias e suficientes para

a otimalidade da estratégia de controle.

De forma geral, a sequéncia do trabalho esté estruturada da seguinte forma: no préximo
capitulo apresentamos o problema de controle 6timo multiperiodo com as notacées e defini-

¢des que serdo consideradas na derivacdo do modelo. Apresentamos o sistema linear es-
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tocastico que utilizaremos ao longo do trabalho conceituando cada um de seus parametros.
Por fim, apresentamos os problemas de otimizacdo que pretendemos resolver, bem como
0 problema auxiliar que precisaremos utilizar, conforme os trabalhos citados anteriormente.
No capitulo seguinte, derivamos as solugdes para os problemas de otimizagao considerados

para, em seguida, apresentarmos as aplicagcdes numéricas dos mesmos.



Capitulo 3

Problema de Controle Otimo Multiperiodo

Dado que nosso objetivo central é apresentar um modelo de otimizagdo multiperiodo aplicado
a sistemas lineares em tempo discreto, sujeitos a saltos markovianos e ruidos multiplicativos,
iniciamos o desenvolvimento do modelo apresentando neste capitulo os elementos basicos

que servirdo de suporte para a solucao final.

Primeiramente, estabelecemos um conjunto de notacdes e definicbes que servirdo de
base para todo o desenvolvimento do trabalho. Na sequéncia, apresentamos o problema de
otimizagao e especificamos as formulagdées que utilizaremos. Posteriormente, apresentamos
dois resultados auxiliares em forma de proposi¢cdes que servirdo de base para o desenvolvi-
mento do Teorema 1, que estabelece a lei de controle 6timo para o problema auxiliar A (A, v),

apresentado na ultima segao do capitulo.

Como veremos, a importancia deste problema A (), v) se deve ao fato de ndo ser possivel
obter uma solugéo direta dos problemas de otimizagdo por programacgao dindmica, uma vez
que, a presencga de um termo nao linear do valor esperado da saida impossibilita sua solugéao
direta. Assim, este problema auxiliar viabiliza a solugao apresentada no capitulo seguinte.
Com o propdsito de ilustrar a aplicagdo pratica do modelo desenvolvido, apresentamos nos
capitulos posteriores esta aplicacao ao modelo ao problema de selegédo de portfdlio de inves-

timentos.

33
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3.1 Notacoes e Definicoes

Conforme mencionado, iniciamos estabalecendo um conjunto de notacdes e definicdes. Ao
longo do trabalho, o espaco euclidiano n-dimensional sera representado por R™ e o0 espacgo
linear de todas as matrizes reais m x n por B(R",R™), com B(R") := B(R",R").

Utilizamos a notagdo padrdo para A € B(R"), A > 0 (A > 0 respectivamente) para
denotar que a matriz A é positiva semidefinida (positiva definida) e tr(A) para representar
o trago de A. A imagem e o espago nulo de uma matriz A € B(R",R™) sera representado
respectivamente por Im(A) e Ker(A) e A’ representara a matriz transposta de A.

Relembramos que Im(A) = Ker(A’)*, onde X' representa o complemento ortogonal de
um subespago linear X'. O produto de Kronecker entre duas matrizes A e B sera representado
por A ® B. A matriz identidade, de dimensao apropriada para o contexto em que aparece,
sera representada por .

Denotamos por H™™ o espago linear formado pelas matrizes N-sequenciais reais V' =
(Vi,...,Vy)comV; € B(R",R™),i=1,..., N e, por simplicidade, faga H" := H"".

Dizemos que V = (V4,...,Vy) €e H"t se V € H" e paracadai =1,...,N,V; > 0. O
espago linear limitado de todos operadores de H" para H™ sera representado por B(H", H™)
e, em particular, B(H") := B(H", H").

Para um conjunto S definimos 15 como a fungao indicadora usual, isto é:

1 sewesS
15(W) =
0 caso contrario
Para uma sequéncia de matrizes quadradas n dimensionais A(0),..., A(t), usamos a
seguinte notagao:
t
A(t) ...A(s) parat>s
[[a) < { AQ A parat =
I—s 1 parat < s

Para uma matriz A € B(R",R™), a inversa generalizada de A (ou inversa Moore-Penrose

de A) é definida como uma Gnica matriz AT € B(R™, R"), tal que’

Ver [94], p. 12-13.
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i) AATA = A;
i) ATAAT = At
iii) (AATY = AAT;

iv) (AtA)Y = AlA.

O operador valor esperado sera representado por E(.).

3.2 O Sistema Linear com Saltos Markovianos e Ruidos Mul-
tiplicativos

Como argumentamos no capitulo anterior, sistemas lineares com saltos markovianos e ruidos
multiplicativos constituem uma grande classe de sistemas de estudos em controle 6timo. Suas
aplicagbes ocorrem em vdrias areas do conhecimento. Particularmente em finangas, sua

aplicacao esta na otimizagao de carteiras de investimentos.

Por este motivo, analisaremos o problema de otimizagao de média-variancia considerando
0 seguinte sistema linear com saltos markovianos e ruidos multiplicativos em um espaco de

probabilidades (2, P, F):

ol + 1) =(Aagey () + 3 Ao (k)T (k) ) (k) + (Bogw (k) + Z Bageo (k) (k) )u(k),
2(0) = xo, 6(0) = 6o, 7 (3.1)
Com a seguinte saida escalar do sistema (3.1):
y(t) = Low (t)2(t) (3.2)
em que

e O parametro (k) denota uma cadeia de Markov variante no tempo assumindo valores

em {1,..., N} com matriz de probabilidade de transi¢do P(k) = [p;;(k)].

De forma geral, este pard@metro estd associado com os possiveis estados ou modos nos

quais o sistema linear acima pode operar ao longo do tempo. Assim, pode-se ver que
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os elementos p;;(k) contidos em P(k) determinam a probabilidade de o sistema mudar
de regime de um passo de tempo para outro. Portanto, o sistema (3.1) tendera a evoluir
no tempo transitando pelos diferentes estados de acordo os valores das probabilidades
pij (k). Assim, dizemos que o sistema pode saltar de um modo para outro fazendo
com que a equacao (3.1) acima seja estocastica em relagdo aos estados ou modos de

operagao.

Deve-se notar que um caso particular para P(k) é quando temos uma matriz diago-
nal, ou seja, a matriz P(k) equivale a matriz identidade. Neste caso, uma vez que o
sistema (3.1) se encontra em determinado estado 6(k), permanecerd indefinidamente

neste mesmo estado.

No caso de aplicacdo deste modelo em financas para otimizagao de carteira de inves-
timentos, este parametro 0(k) tem por fungdo representar os possiveis estados que
0 mercado pode assumir. Por exemplo, em um modelo que possui um mercado que
pode operar em baixa, alta ou neutralidade, a cadeia de Markov possui trés estados
possiveis. Consequentemente, o parametro P(k) serd uma matriz de transigdo entre
estes trés estados. Mais especificamente, seus elementos p;;(k) representam a proba-
bilidade de mudar para qualquer um dos possiveis estados no momento seguinte k + 1,
condicionado ao estado em que o sistema se encontra no momento k. Estes possiveis

estados de mercado muitas vezes sao chamados por modos de operagcdo do mercado.

A introdugéo de cadeias de Markov para modelar os modos de mercado nao € inédita,
como pudemos ver no capitulo anterior, mas pode-se dizer que é relativamente recente.
Ter a possibilidade de introduzir mudangas abruptas de regime de mercado em modelos
de otimizacao de carteiras é sem duvida uma questao importante que possui dois aspec-
tos: um referente ao mercado ou exégeno ao modelo e outro do préprio modelo. Quanto
ao primeiro aspecto, vemos que a volatilidade dos mercados tem sido recorrente. Nao a
volatilidade normal que todo mercado apresenta mesmo em normalidade de operagao,
mas aquela que surge no prenuncio das crises financeiras cada vez mais frequentes e
que se estendem por longos periodos de tempo, podendo contagiar outros mercados,
inclusive fazendo com que ativos de varias classes depreciem substancialmente neste
periodo. Na maioria dos casos, porém, as crises sdo precedidadas de longos e fortes

periodos de crescimento econdémico em que os ativos tém seus pregos sobrevaloriza-
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dos e com volatilidade de curto prazo bastante baixa. A combinacao destes periodos da
origem ao conhecido fendmeno de heterocedasticidade da volatilidade dos mercados.
Um grande tema de debate ainda nos dias atuais, mas que parece estar longe de um

consenso?.

O segundo aspecto, muito relevante em problemas de financas, refere-se ao horizonte
de tempo aplicavel. Modelos com horizonte de tempo curto apresentam menor relevan-
cia com relagdo a questdes de mudanca de regime de mercado. Isto se deve ao fato de
que a incerteza a ser avaliada considera a informacéo do passado recente, o qual deve
ter uma influéncia bem maior sobre seus resultados. Bons exemplos neste sentido sao
modelos de risco de mercado que em geral procuram prever situagées adversas em
horizontes que véao tipicamente de um a dez dias. Modelos de otimiza¢ao de alocacao
de capital podem possuir horizontes bem mais amplos, podendo alcancar décadas.
Em situagcdes como estas, avaliar as incertezas futuras dando énfase apenas as infor-
macodes do passado recente pode gerar resultados muito distorcidos, podendo invalidar
qualquer tomada de decisdo. Neste caso, é preciso considerar um espectro mais am-
plo de possibilidades para o mercado, resgatando situagbes que evidentemente tém

probabilidade de ocorrer novamente, mas que nao aparecem ha algum tempo.

e As condigbes iniciais 0, e o s&o assumidas serem independentes de {w*(k)} e {w¥(k)},

com z, um vetor aleatério n-dimensional com segundos momentos finitos.

e Os ruidos multiplicativos {w?(k);s = 1,...¢%k = 0,1,...,7 — 1} e {wi(k);s =
1,...e" k=0,1,...,T —1} sdo ambos variaveis aleatérias com média nula e variancia
unitéria e E(wi (k)wj(k)) = 0, E(wj'(k)wj(k)) = 0, paratodo k e i # j, e independente

da cadeia de Markov {#(k)}. O coeficiente de correlagdo mutua entre w (k) e wi (k) é

representado por E(w? (k)wi (k)) = ps, s, (k). Sem perda de generalidade, assumimos

52

U

que e =¢e¥ ="

De acordo com sua prépria notagdo e o sistema (3.1) mostra, os ruidos w?(k) e w¥(k)
estdo associados ao estado z e ao controle u do sistema, respectivamente, mostrando
que ambas as variaveis estao sujeitas a incertezas em seus valores em cada passo

de tempo k, independentemente dos modos de operacdo do mercado. Note que os

2Por exemplo, veja [74].
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vetores = e u possuem dimensao dependente do niumero de varidveis de estado a serem

controladas pelo sistema.

Por sua vez, no caso da aplicagcao deste sistema em finangas, o qual apresentaremos
nos capitulos seguintes, veremos que estas variaveis de estado serdo formadas pelos
ativos que compdem o portfolio além de eventuais referéncias como indices de mercado

ou evolugéo do passivo, conforme o problema.

e Temosparacadak=0,1,....T—1les=1,...,¢e:

) A(k) = (Au(k), ..., An(k)) € HY;

i)y A,(k) = (Asi(k), ..., Aon(k)) € HY,

iii) B(k) = (Bi(k),..., Bn(k)) € H™"

iv) By(k) = (Bsa(k),...,Bsn(k)) € H™",

v) L(t) € H™!.

Neste modelo, A(k) representa as matrizes que fornecem a dinamica da evolugédo do
valor esperado para as variaveis de estado no passo seguinte e em cada modo de
operagao. Nesta mesma linha, Es(k) representa as matrizes que fornecem as respecti-
vas incertezas, representadas pelo desvio padréo, associadas aos elementos contidos
em A(k). Em B(k), temos a representagdo das matrizes que fornecem a dinamica da
evolugdo para o valor esperado das variaveis de controle em relagdo a variavel de es-

tado de referéncia, enquanto B, (k) contempla as respectivas incertezas marginais em

termos de desvio padréao.

No caso da aplicagao deste sistema em otimizagao de portfélio, A(k) contém o conjunto
de matrizes de retornos esperados do ativo de referéncia em cada passo de tempo k
e cada modo de operacdo de mercado. As matrizes contidas em ﬁs(k), por sua vez,
possuem as respectivas volatilidades. As matrizes B(k) contemplam o excesso de
retorno dos demais ativos frente ao ativo de referéncia e em Es(k;) temos os respectivos

excessos de volatilidade.

e Quanto a Ly (t), pode ser um escalar ou um vetor, dependendo do problema em

questdo. Sua fungado é fundamentalmente relacionar o vetor de espacgo de estados do
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sistema com sua saida. Em otimizacao de portfélio, geralmente é reduzido a um escalar
unitario quando se esta otimizando uma carteira de investimentos apenas considerando-
se seus ativos. No entanto, quando a saida do sistema depende de um benchmark ou
trata-se de um modelo de ALM para um fundo de pensao, este pardmetro passa a ser

um vetor, como veremos em capitulos a frente.

o Fazemos 11;(0) = E(zol{g,=i}), 1(0) € RN com p(0)' = (11 (0) -~ pn(0)), e
Qi(0) = E(2(0)x(0)'1ig,=i3), Q(0) = (Q1(0), ..., Qn(0)) € H"*.

e Fazemos m;(k) = P(0(k) = i) e m(k) = <7T1(/€), ,WN(k)) Ou seja, o vetor 7(k)

contém as probabilidades de a cadeia estar em cada um dos N estados no passo k.

e Seja F; o o-campo gerado por {(6(s),z(s));s = 0,...,7}, e escreva U(1) = {u, =
(u(7),...,u(T—1));u(k) é um vetor aleatério m-dimensional com segundos momentos
finitos, Fj,-mensuravel paracada k =7,..., T — 1}.

e Por simplicidade, escrevemos U = U(0). O superescrito “ indicara que a lei de controle

u estd sendo aplicada em (3.1), (3.2).

3.3 Apresentacao do Problema

Em problemas de otimizagdo de carteiras de investimento, em particular de otimizagdo de

média-variancia, ha trés formulagdes usualmente utilizadas, conforme em Meucci [81]:
i) maximizar o retorno esperado para determinado nivel de risco;
ii) minimizar o risco esperado para determinado nivel de retorno;
iii) minimizar um compromisso entre risco e retorno esperado da carteira.

Como apresentado no capitulo anterior, generalizamos para o caso multidimensional e
com restricdes em todos os passos de tempo até o instante final para os casos i e #2i. Sob

este ponto de vista, trabalharemos com dois critérios:

1. composto de uma combinagao linear sem restricbes ao longo do tempo para um com-
promisso entre risco e retorno da saida do sistema o qual denominaremos de problema

PU (v,€);
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2. composto por uma minimizagdo de uma combinacao linear das variancias ao longo do
tempo sob algumas restricdes do valor minimo da saida do sistema, denominado de

problema PC (v, ¢).

Na sequéncia detalhamos estes dois casos.

3.3.1 Problema PU (v, §)

Correspondente a descricao do objetivo (¢i2) acima, trata-se em esséncia de um problema
de média-variancia sem restricdes que consideraremos representado por PU (v, &) e definido

como:

PU (v,€) : miney Y (VVar (5 (1) = €O E (" (1)) (39

em que os vetores:

sdo parametros de entrada para este problema e podem ser entendidos como sendo coefi-
cientes de aversao ao risco, dada uma relagcao de preferéncia entre a saida esperada e o nivel
de risco associado para qualquer instante t desde o primeiro momento até o vencimento 7.
Em outras palavras, os vetores v/ e £’ definem conjuntamente, em cada instante de tempo, o
peso relativo entre o valor esperado e a incerteza associada a saida y“ (t), podendo exigir que
uma estratégia v € U dé maior énfase a incerteza ou ao valor esperado da saida, conforme

0 caso.

3.3.2 Problema PC (v,¢)

Correspondente a descricao do objetivo (i7) acima, consideraremos o problema de média-

variancia com restrigdes, representado por PU (v, §),

PC (v,€) : mingey i (V(t)Var (" (1)) )

sujeitoa : E(y*(t)) > e(t), t=1,...,T, (3.4)
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em que o vetor ¢ = (e(1),...,¢(T)) > 0 representa o valor esperado minimo para a saida do
sistema. Este tipo de formulacéo é util sobretudo para a otimizacédo de portfélios que buscam
uma rentabilidade minima tipicamente obtida de alguma referéncia de mercado ou benchmark
a ser batido.

Ao longo do préximo capitulo, vamos desenvolver a solugdo para o problema PU (v, &)
e da solugdo deste problema obteremos uma solugao para o problema PC (v, ¢). Adicional-
mente, apresentaremos condi¢cdes necessarias e suficientes para a existéncia de um controle

6timo para estes problemas generalizando resultados anteriores na literatura.

3.4 O Problema Auxiliar A (\,v)

Deve-se notar que o problema PU (v, &) envolve uma fungdo nao linear do termo do valor
esperado em Var(y“(t)) = E(y“(t)?) — E(y“(t))?, impedindo de ser resolvido diretamente
por programagao dindmica. Por esta razdo, resolvemos o problema auxiliar representado por
A (), v), adotando um procedimento similar ao que foi usado em [70] e [116] considerando o

problema auxiliar A (A, v), em que A = (A\(1),..., A(T)):

T

AN\ v): mingy E {Z (V(t)y“ () = At)y" (1) >} : (3.5)
t=1

Para o problema A (), v) os parametros de entrada sdo \ e v.

Assim, o primeiro grande objetivo do proximo capitulo sera determinar uma lei de controle
6timo u(k) através do Teorema 1. Em seguida, através da Hipétese H e da Proposicéo 5,
mostramos que o parametro \ a ser obtido através do Teorema 2, ndo altera a lei de controle
6timo u(k) obtida anteriormente e que este A\, em fungdo de £ e v, é a solugdo para PU (v, §).
De posse da solugéo para este problema, derivamos a solugdo do problema PC (v, €) através

do Teorema 3.



Capitulo 4

Solucao dos Problemas

Neste capitulo, desenvolvemos a solugdo para os dois problemas: PU (v, £), que otimiza uma
combinacao entre a variancia e o valor esperado da saida do sistema ao longo do tempo sem
restricdes, e PC (v, €), que minimiza a variancia de saida ao longo do tempo com restrigdes
sobre o valor esperado. Também apresentamos explicitamente condicdes necessarias e sufi-
cientes para a existéncia de um controle 6timo para estes problemas generalizando resultados
anteriores na literatura. Resolvemos o problema PU (v, &) e a partir de sua solugéo resolve-

mos o problema PC (v¢).

Como afirmamos anteriormente, o problema PU (v, &) depende de um termo néo linear
do valor esperado da variavel de saida por conta da variancia. Portanto, este problema nao
pode ser resolvido diretamente por programacao dinadmica. Por esta razdo, adotamos um pro-
cedimento similar ao que foi usado em [70] e [116] considerando o problema auxiliar A (A, v),
conforme apresentamos no capitulo anterior. A solugcéo para este problema € obtida através
do Teorema 1 apresentado na primeira parte deste capitulo. Neste caso, o parametro \ esta
implicito nesta lei de controle 6timo e, portanto, é parte integrante da solugdo do problema
A\ ).

De posse deste resultado, desenvolvemos na segunda parte do capitulo as solugdes para
os problemas PU (v,&) e PC (v,¢€). Para alcangarmos este objetivo, mostramos através da
Hipétese H e da Proposicdo 5 como este A associa a solugdo do problema PU (v,§) a lei
de controle 6timo do problema auxiliar A (A, v). Através das Proposigdes 8 e 9, obtemos
as condigdes necessarias a existéncia de uma estratégia de controle 6timo para o problema

PU (v,€). Baseado nestas condigdes, determinamos no Teorema 2 o A que, aplicado a lei

42
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de controle étimo do problema A (), v), gera a estratégia de controle étimo para o problema
PU (v,€). Na sequéncia, mostramos através da Proposigdo 10 que uma estratégia de controle
pertencente ao conjunto de solugdes 6timas do problema PU (v,&) e sujeita a E (y* (t)) =
¢(t) é a solugao 6tima para o problema PC (v, €). No Teorema 3, temos a respectiva condigdo
suficiente e a derivacao explicita de sua solu¢cao. Em seguida, generalizamos este problema

para uma formulacdo em Programacao Quadrética.

4.1 Proposicoes Auxiliares

Para alcancarmos o objetivo de derivarmos uma lei de controle 6timo para o problema au-
xiliar A (\,v) através do Teorema 1, apresentamos preliminarmente duas proposi¢des nesta
secdo. A primeira refere-se ao complemento de Schur utilizado em Algebra Linear. A segunda
proposicao apresenta um resultado importante sobre a relagdo entre os espagos nulos de

duas matrizes.

A primeira destas proposi¢des sera Util para obtermos o resultado da Proposicao 3, a qual,
em conjunto com a Proposicao 2, contribuird para obtermos o resultado da Proposicéo 4, que
é a base do resultado do Teorema 1 de onde temos a lei de controle étimo do problema auxiliar

A\ ).

Proposicao 1. Considere Y € B(R") e M € B(R™) comY > 0e M > 0. SejaAeB
matrizes estocdsticas (isto é, cada elemento da matriz é uma varidvel aleatéria) em B(R") e

B(R™,R") respectivamente. Entao:
T
o E(A'YA)— E(AYB) (E(B/YB + M)) E(B'YA)>0e
T
o E(A'YB) = E(AYB) <E(B’YB) + M) (E(B'YB) + M).

Proposicdo 2. ParaG = G' € B(R") e H € B(R",R™) segue que H(I — GG') = 0 se e
somente se Ker(G) C Ker(H).
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4.2 Resultados Intermediarios

Considerando-se os resultados contidos nas proposi¢oes anteriores, apresentamos a Proposi-
cao 3, que fornece um resultado Gtil para o desenvolvimento da Proposicao 4, a qual fornece
o resultado central do Teorema 1 que estabelece a lei de controle 6timo do problema auxiliar
A\ ).

Antes, definimos os seguintes problemas para o problema auxiliar (3.5), em que k£ €

{0,...,T—1}:

J (x (k) ,9 (]C) s k) = HlinukeU(k)E {Z < V(t)yuk (t)Q _ )\(t)y“’“ (t)) ‘ J—_'k} )

Note que estes problemas J (z (k) ,0 (k) , k) sdo resolvidos recursivamente do final para
0 comeco através do chamado método backward, ou seja, iniciamos com k£ = T e voltamos
até o instante inicial. Nesta situacdo, a solucdo encontrada para estes problemas sera a
mesma do problema auxiliar A (\,v). Este fato é importante porque apresentaremos uma
solugdo para o problema auxiliar A (A, ) no Teorema 1 baseada na solugdo dos problemas
J(z(k),0(k), k).

Para resolver o problema (3.5), utilizaremos a equagéo de otimalidade de Bellman, escrita
em termos dos operadores definidos na sequéncia.

Considerando-se que k = 0,..., 7 -1, X ¢ H*, V € H*', v ¢ H',ei = 1,..., N,
os seguintes operadores £(k,.) € B(H"), A(k,.) € B(H"), G(k,.) € B(H",H"™), R(k,.) €
B(H",H™), e os operadores néo lineares K(k,.), P(k,.) serdo Uteis, para X € H" e i =
1,...,N
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X) = sz‘j(k‘)Xj, (4.1)
Ai(k, X) =Ay(k) E(k, X) Ay(k) + Z Ai (k) E(k, X) A o(k), (4.2)

/

Gi(k, X) =(Ai(k) &k, X)Bi( +Zzpm iy (K&l X) B (R)]), (43)

Ru(h, X) = BL(RYE(h, X)Bu(k) + 3 B (RVE (k. X)Boh), (4.
’Cz(k7X) :Rz(kaX)ng(kvX)7 (45)
Pu(k, X) = Ay(k, X) — Gi(k, X)Ri(k, X)TGi(k, X) + v(k) La(k) Li(k). (4.6)

O operador em (4.1) representa o valor esperado de Xy ;1) condicionado a f(k) = i. Ao
mesmo tempo, o operador em (4.2) pode ser entendido como sendo E(A(k)' Xgu1)A(K)|Fr),
em que A(k) = Ay (k) + Zil Eg(k)78(k)w§(k). O operador em (4.3) pode ser interpretado
como sendo E(B(k) Xy A(K)|Fr), em que B(k) = By (k) + S, Bogy.«(k)w (k). Ja
o operador em (4.4) pode ser visto como sendo E(B(k)' Xg(x+1)B(k)|Fr). Por ultimo, o ope-
rador em (4.5) é associado ao ganho de realimentacao do controle étimo e o operador em
(4.6) se relaciona com as equacgdes de diferencas de Riccati generalizadas acopladas.

Também definimos os seguintes operadores ndo-lineares V(k, .,.), D(k, .,.,.) e H(k,.) €

B(H™!, H"™). Para X e H", V e H"!,y e H',ei=1,...,N:

Vilk, X, V) = &(k,V) (A-(k) Bi(k)K;(k, X)) + MK)Li(k), (4.7)
Di(k, X, V,7) = &k, ) — 5 (k, V)Bi(k)Ri(k, X) By(k) E(k, V), (4.8)
Hi(k, V) = Bi(k)’&(k, VY. (4.9)

Estes operadores (4.7), (4.8) e (4.9) estao relacionados com a presencga do termo linear
na fungao custo do problema (3.5).

Na sequéncia, utilizaremos a equacao de otimalidade de Bellman, escrita em fung¢édo dos

resultados das proposi¢des auxiliares a seguir.
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Proposi¢do 3. Se P = (P,,...,Py) e H"" eV = (V4,...,Vy) € H™! entdo P(k, P) € H"*
e

Gi(k, P) = Gi(k, PYRi(k, P)'Ri(k, P). (4.10)

Proposicdo 4. Se P = (P,,...,Py) e H"", V = (V,...,Vy) € H"!, v € H' e para cada
i=1,...,N,
Hi(k,V) € Im(R;(k, P)) (4.11)

entdo para qualquer u, € U(k),

E(”(k?)y(k)Q — ME)y(k) + z(k+ 1) Pyganyz(k + 1) — Vggeanyz(k + 1) + 79(k+1)|-7:k> =

(k) Py (k, P)z(k) + (u(k’) + ag(k)(lv(k))>/R9(k)(k;7 P) <u(k‘) + ag(k)(l'(k?))>

~ Vo (k, P, V)2 (k) + Doy (k, PV, 7)), (4.12)
emqueparai=1,...,N,
1

ai(x) = Rilk, P)! (Gi(k, P)a = SHilk, V). (4.13)

Definimos as seguintes sequéncias parak = 1,7 —1,...,0 que serdo Uteis na sequéncia
P(k) = P(k,P(k+1)), P(T)=uv(T)(L{Ly,...,LyLy), (4.14)

V(k) =V(k,P(k+1),V(k+1)), V(T)=XT)(Li,...,Ln), (4.15)
v(k)=D(k,P(k+1),V(k+1),v(k+ 1)), v(T)=0. (4.16)

Em (4.14) temos uma sequéncia que corresponde ao conjunto de equacgdes de Riccati de
diferencas generalizadas acopladas, enquanto a sequéncia em (4.15) e (4.16) estdo associ-
adas a presencga dos termos lineares contidos em (3.5). Em resumo, as Proposicoes 1,2 e 3
forneceram resultados importantes de Algebra Linear para derivarmos a Proposicdo 4, cujos
resultados servem de base para o Teorema 1, a seguir, que fornece a solucédo do problema

auxiliar A (A, v), base da solugéo para o problema PU (v, ¢).
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4.3 Resultados Principais

Conforme dito anteriormente, o problema PU (v, &) depende de um termo néo linear do valor
esperado da variavel de saida por conta da variancia. Portanto, este problema nao pode ser
resolvido diretamente por programagéao dinamica e, por esta razdo, adotamos um procedi-
mento similar ao que foi usado em [70] e [116], considerando o problema auxiliar A (A, v),
conforme apresentamos no capitulo anterior.

A solucao para este problema é obtida através do Teorema 1, apresentado a seguir. Neste
caso, o parametro \ esta implicito nesta lei e, portanto, é parte integrante da solucao deste
problema. De forma simplificada, este teorema aplica a equacado de Bellman em conjunto
com os resultados obtidos na Proposicéo 4 e os problemas J (x (k) ,0 (k) , k) definidos ante-

riormente dependentes de cada passo de tempo k € {0,..., T — 1}.

4.3.1 Lei de Controle Otimo do Problema Auxiliar

Da Proposicéo 4 temos o seguinte teorema, o qual fornece a solugao para o problema auxiliar

A\ ).
Teorema 1. Separacadak =0,1,...,T — 1,
Hi(k,V(k+1)) € Im(R;(k, P(k+1))), (4.17)
entdo as fungées valores J(x(k),0(k), k) do problema (3.5) sdo dados por
J(x(k), 0(k), k) =x(k) Poy (k) (k) — Vo) (k) (k) + Yo (k), (4.18)
e uma lei de controle otimo é obtida com

(k) = = Rogey(, POk -+ 1) (Goge (. P(k -+ D)ar(k) — 5 Hago (b, V(E+ 1)) (4.19)

4.3.2 Lei de Controle Otimo

De posse dos resultados obtidos até o0 momento, buscaremos as solugdes para os problemas
PU (v,£) e PC (v,¢€). Do teorema anterior, temos uma lei de controle étimo para o problema
auxiliar A (\,v). No entanto, esta solugdo ndo apresenta de forma explicita uma lei para o

parametro A\. Assim, antes de obter a solugao para os problemas principais, necessitamos
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estabelecer uma relagéo explicita entre \ e o teorema anterior. Mais do que isto, precisamos
dissociar \ desta lei de controle com o objetivo de preservar todos os resultados obtidos até o
momento e, a0 mesmo tempo, utilizar este A\ para determinar as solu¢des para os problemas
PU (v,&) e PC (v,¢). Tal fato serad possivel considerando a Hipétese H e a Proposi¢éo 5
apresentada na sequéncia.

De posse deste resultado, cumpriremos com o objetivo desta secao, que € o de estudar
os problemas (3.3) e (3.4). Os resultados principais sdo apresentados nos Teoremas 2 e 3,
nos quais apresentamos condi¢des explicitas para a existéncia de uma estratégia de controle
6timo para os problemas PU (v,£) e PC (v,¢). Antes, porém, apresentamos as seguintes

definicbes, parai = 1,..., N, Uteis nos desenvolvimentos seguintes:

Ki(k)

Ki(k,P(k+1)),
Ri(k, P(k + 1)) H;(k, V(k + 1)),

Ui(k)
Afl(k) = Az(k) - Bi(k)Ki(k)v

pu(R)AT (k) . pai(k)AS (K)
A(k) = ' - ' ,
pin(R)AT(K) ... paw (k) AR (k)
sy mi(k)pia (k) Bi(k)Ui (k)
V(k) = : )

S mi(k)pin (k) By (k) Uy ()
L) = (Li(k) ... Ln(k) ).
71 (k)By(k)Ry(k, P(k + 1)) By (k) ... 0

0 7TN(I€>BN(I€)RN(I€,P(I€—|—1>>TBN<I€)/
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e
k—1
) (H M)) u(0), o' = (a(1),...,a(T)),
(HA )Z —DY 1< <=1 T
13-
b(i.j) =5 ) gl t+1)g(jt+1), 1<j<ii=1....T
t=0
~ b(i,7) 1>
b(i, j) = :
b(j,i) i<
N
c= Y tr(P(0)Q:(0)),
=1
N
d=> Vi(0)p(0),
=1
N
€= Z 7Tz(0 Vi
=1
Para apresentarmos a Hipétese H e a Proposicao 5, necessitamos considerar alguns re-
sultados que auxiliam em seu desenvolvimento. Assim, considerando ¢ = 1,..., N, k =
0,...,7 — 1, definimos P;(k) = <p,~1(k) piN(/f)> e da relagéo (4.6) temos
Ei(k,V(k+1)) Zpu Vitk +1) = paVi(k + 1) + ...+ pinVn (k + 1).
Portanto,
Vi(k+1)
E(k,V(k+1)) =paVilk+ 1) +... +pinVn(k+ 1) = [Pl<k) ® I]
VN(I{? + 1)/

Assim, definimos o vetor 7 (k) € RY" como segue:

Vi(k)
Thy=|
Viv (k)

Logo,

Sk, V(E+1)) = [R(k) ® 1} Tk +1).
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E, aplicando esta relagdo em (4.9), temos
Hi(k, V(k + 1)) = Bi(k) []Pi(/c) ® z} Tl +1).
Com relagdo a 7 (k), partindo de (4.15), podemos ver que

Vi(k) = Vi(k, P(k + 1), V(k + 1))
— &k, V(k+1)) (/L(k:) — By(k)K(k, P(k + 1))) AR Li(k).

Das definigdes do inicio desta se¢éo, pode-se ver facilmente que

Vi(k) = Vi(k, P(k + 1),V (k + 1)) = E(k, V (k + 1)) AS (k) + X(k)Li(k)
Vi(k) = pn AL R)Vi(k + 1) + ...+ pin ALKV (k + 1) + X(E)L; (k)

P A (k)

Vi) = (Vitk+1) .. Valk+1)) ; )L ()
pin A (k)

Vi(k) = ( Vilk+1) ... Vn(k+1) )Ai(k) + k) L; (k).

Logo,
Vilk) = A;(K)T (k+ 1) + Mk)Li (k).

E, da definicao de 7 (k), temos que T (k) = A(k)'T (k+1)+ A(k)L(k)’, sendo que T(T) =

MT)L(T)" e estabelecendo que A(0) = 0, obtemos de forma recursiva que

7(t) =20 (T a)Lo). (4.20)

=j—1
Definindo H;(k) € B(RT~* R™) como segue
Hik) = B@k) o 1) L+ 1y o (T A@)LTY), @21

faremos a seguinte hip6tese ao longo da sec¢éao.

Hipotese H: Paracada:=1,..., N, k=0,..., T —1
H;(k) € Im(R;(k, P(k+ 1))). (4.22)

Note que esta hipétese ndo depende de A, uma vez que ndo é fungdo de V(k + 1), como é o

caso de H;(k,V(k+1)) do Teorema 1. Com isto, podemos encontrar uma solugdo para A que
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determinara o controle 6timo u(k)* de forma independente dos resultados daquele teorema e
dos operadores definidos em (4.6), (4.8), (4.14), (4.15) e (4.16).

O resultado a seguir é importante porque mostra como H;(k), que independe de ), se
relaciona com H;(k, V (k + 1)) do teorema anterior, que, por sua vez, depende implicitamente
de \.

Proposicao 5. Se H;(k) € Im(R;(k, P(k + 1))) for valida, entdo,
Hi(k,V(k+1)) € Im(R;(k, P(k+1)))

é satisfeita para qualquer \ € R”.

4.3.3 Resultados Auxiliares

De posse destes resultados, vamos determinar uma solugéo para o problema PU (v,£) em
funcao deste \. Para este objetivo, definimos na sequéncia uma férmula para os parametros
d e e, apresentados na proxima proposicdo, como funcao explicita de \. Em seguida, apre-
sentamos uma férmula explicita para E(y*(T)) e 3.,_, v(t)Var(y*(t)) em termos do vetor A
e a(t), B(i,j) e ¢ quando a estratégia de controle (4.19) é aplicada ao sistema (3.1). Estes
resultados serdo importantes para determinar a fungdo custo dos problemas de otimizacao

considerados.

Por dltimo, apresentamos a Proposicdo 8, na qual temos a condi¢ao suficiente para a
existéncia de uma estratégia de controle 6timo u € II (PU (v, £)). Desta forma, sob a Hipétese
H e dos resultados apresentados nas Proposi¢des 5, 6, 7 e 8, apresentaremos na, proxima
segdo, o Teorema 2, que contém a solugéo \(v, ) que gera o controle 6timo u* para o pro-
blema PU (v,&). Sempre lembrando que as demonstragdes encontram-se nos respectivos

apéndices.

Proposicao 6. As seguintes identidades sdo validas:
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Apresentamos a seguir uma féormula explicita para E(y*(T)) e Zthl v(t)Var(y“(t)) em

termos do vetor A e a(t), b(i, j), c quando a estratégia de controle (4.19) é aplicada ao sistema

(3.1).

Proposicao 7. Se a estratégia de controle (4.19) é aplicada ao sistema (3.1), entdo

T

E(y"(t) = a(t) + > Ms)b(t, s). (4.23)

s=1
Mais ainda, sob a hipotese H,

T T

S vtVar(y (1) = e~ S Mwalt) — 5 3 ST ADAGIL )+

t=1 t=1 j=1 i=1

A(t) — v(t) (a(t) + 3 M)t s)) } <a(t) + i A(s)b(t, s)).

(4.24)

M-
—

Com isto, apresentamos a Proposi¢cao 8, na qual temos a condicao suficiente para a
existéncia de uma estratégia de controle étimo u € II (PU (v,¢)).
Seja I1 (PU (v,&)) e I1 (A (A, v)) denotam, respectivamente, o conjunto de solugdes 6timas
para os problemas PU (v,&) e A(\,v). Obtemos a seguir, sob a hipétese H, uma condigdo
suficiente para a existéncia de uma estratégia de controle 6timo u € II (PU (v,&)). Assim,
definimos o conjunto de estratégias de controle /* como segue. Dizemos que u* € U* se

puder ser escrita como
1
u (k) = =Ry (k, P(k + 1))T<Qe(k)(ka P(k +1))a(k) = 5 Houw (k, V(k + 1))>, (4.25)

para algum vetor X' = (\(1),...,A(T)). Sob a hipétese H e a Proposicéo 5, temos do Teorema

1 que u* € IT (A (), v)). Definimos para qualquer u € U o custo C(u) como

C(u) = (vt)Var(y"(t) — O E"(1))). (4.26)

t=1
Proposicao 8. Suponha que a hipdtese H seja vélida. Para qualquer u € U, tomando A(t) =
)+ 2v(t)E(y (1), N = (A1),...,\(T)), temos que u* € U* satisfaz

C(ut) < C(u). (4.27)

Ainda mais que u* € U* é tal que C(u*) = miny.ey- C(u®) entdo u* € 11 (PU (v, §)).
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Em outras palavras, o problema PU (v, ), definido em (3.3), busca uma estratégia u* €
U* que minimiza seu custo, como explicitado em 4.26. Como, sob a hip6tese H e a Proposicao
5 anteriores, conseguimos dissociar A de H;(k, V(k + 1)) do Teorema 1, podemos determinar
uma estratégia que seja solugdo para o problema PU (v, ) ou, em outras palavras, determi-
nar um u* € I1(PU (v,€)) e simultaneamente satisfazer as condigdes do Teorema 1 para o
problema auxiliar A (A, v). A proposigdo 8 acima mostra que com A(t) = £(t) + 2v(t) E(y"(t))

temos o menor custo possivel para o problema PU (v, §).

4.3.4 Solucao para o Problema PU (v,¢)

O préximo teorema fornece condigbes necessarias e suficientes para a existéncia de uma
estratégia de controle 6timo para o problema PU (v, £) sob a hipétese H, sendo este o primeiro
resultado principal.

Para isso introduzimos
b(1,1) ... b(1,T) v(l) ... 0
B = : : , I'= : : ) (4.28)

o(T,1) ... b(T,T) 0 ... uT)

Note que B =B, pois B(i,j) = E(j,z') e, portanto, B — 2BI'B = (@ — Q@F@)’. Antes ainda

considere o resultado auxiliar na proposigao a seguir
Proposicao 9. Se a Hipotese H é valida entao B — 2BI'B > 0.
Assim, o primeiro resultado central € dado pelo Teorema 2 a seguir.

Teorema 2. Suponha que a hipotese H seja valida. Se B — 2BI'B > 0, entdo uma estratégia

de controle 6timo u* para o problema PU (v, ) é dada por (4.25) com
A= (I —2I'B)~'(¢ + 2la), (4.29)
e neste caso
Clu)=c— (Ta+§&)a— %(5 +20a) (B~ — 2I) ' (€ + 2T'a). (4.30)

Por outro lado, se existe uma estratégia de controle étimo v € U para o problema PU (v,§),
entdo B — 2BI'B > 0 e u* como em (4.25) é uma estratégia de controle 6timo para o problema
PU (v,£) em que \ satisfaz

(B — 2BI'B)\ = B(£ + 2Ta). (4.31)
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4.3.5 Solugédo para o Problema PC (v, ¢)

Consideramos agora o problema PC' (v, ¢). Caso tenhamos um u* € II(PU (v,£)) que res-
peite E(y* (t)) = ¢(t) parat = 1,...,T, entdo este u* sera a solugéo 6tima para o proble-
ma PC (v,€). Este fato é apresentado na Proposigdo 10 a seguir e a respectiva condi¢éo

suficiente e a derivagao explicita da solugcao sado apresentadas no Teorema 3 na sequéncia.

Proposicéo 10. Suponha que u* € 11 (PU (v,¢)) é tal que E(y* (t)) = €(t) parat = 1,...,T.

Entdo u* é uma solugdo étima para o problema PC' (v, ¢).

Temos a seguinte condigao suficiente e uma derivagédo explicita para o problema PC (v, ¢),

que corresponde ao segundo resultado principal.

Teorema 3. Suponha que a hipdtese H seja valida e que B — 2BTB > 0. Seja
E=B"-2e—B a (4.32)

Se & > 0 entdo a estratégia de controle 6timo u* para o problema PC (v, ¢) é dada como em

(4.25) com X\ como em (4.29) e £ como em (4.32).

Sob a hipétese H e considerando estratégias de controle como em (4.25), podemos for-
mular uma versao geral para o problema PC (v, ¢). De fato, para uma estratégia de controle
u* € U* e definindo que (y%') = (y“k(l) y“A(T)), uma primeira versdo para o pro-
blema PC (v, €) pode ser escrita como

T
PC (v, €) : min ey~ Z v(t)Var(y*

t=1

A
(t))
sujeito a : Aqu(y%A) = beq,

Aing EWE) > bing, t=1,...,T, (4.33)

em que A.y, Aing begs bing S80 as novas matrizes e vetores indicando que as restrigbes
necessarias para o problema PC (v,¢) s80 Ay = 0, Aing = I, beg = 0, bing = €(t). As-
sim, pode-se ver que este problema reflete exatamente a formulagédo apresentada em (3.4),

em que a restrigio é dada por E (y* (t)) > €(t).
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Por outro lado, de (4.23) e (A.33), este novo problema pode ser reescrito como um pro-

blema de programacao quadratica da seguinte forma:
1 ~ ~ ~ ~
PC (v, €) : minygpr 5)\’ (B — 2]B%FIB%))\ — 2d'TBA
sujeito a : A B = by — Acga,

AingBA > bing — Aiga, t=1,...,T, (4.34)

em que as matrizes e vetores A, Aing, beg, bing @ssumem as formas: A., = 0, Ay = 1,
beg = 0, bing = €.

A vantagem da formulagédo contida em (4.34) em relagao a (4.33) é que, em funcao dos
resultados desenvolvidos nas se¢des anteriores, podemos simplificar o problema de otimiza-
cdo. Este fato ocorre porque, ao se determinar a estratégia de controle 6timo u* € U* em
funcdo de um \ € RT, trocamos um problema de otimizagédo baseado no somatério das va-
ridncias da saida y“A (t), com restrigdes sobre seu valor esperado em cada passo de tempo,
por outro problema em formulacdo matricial cuja solugao A determina a estratégia de controle
étimo u?.

De forma analoga ao caso do Teorema 2, no qual concluimos que a existéncia de uma
estratégia de controle 6timo u* ocorre por conta de B — 2BI'B > 0, para o problema de
otimizacdo em (4.34) o custo é também uma funcdo convexa em A € R”. Pois, a partir de

seu custo, temos que
VC(uw) = (B — 2BI'B)A — 2¢'TB, V2C(u*) =B — 2BI'B > 0.

Como no caso do Teorema (2), notamos que B — 2BI'B > 0 implica det(B) # 0 e det(I —

QFE) # 0. No que segue que as solugdes 6timas de (4.34) sao globais.

No entanto, um ponto importante a ser ressaltado para o problema em (4.34) refere-se ao
fato de que a relagéo para & no Teorema 3 é vélida somente quando E (y* (t)) = €(t), de onde
decorre que b;,, = € — a. Contudo, para que este resultado do Teorema 3 n&o seja violado, €
preciso que £(t) > 0, em decorréncia do exposto na Proposi¢gdo 10. Portanto, uma condigdo
adicional deve ser incorporada ao problema (4.34) a partir de (4.29). Assim, impondo-se que
£(t) > 0 em (4.29) chegamos a (I — 2I'B)A > 2Ta.

Desta forma, a formulagédo para as matrizes e os vetores anteriores passam a ser A, = 0,
Appg = [IE%, I — 21“@]’, beg = 0, bing = [€ — a,2l'a]’, estabelecendo a formulagéo geral para o

problema PC (v, €) sob a forma de um problema de Programacgao Quadratica.
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4.4 Comentarios Finais

Consideramos o problema de controle 6timo por média-variancia para sistemas lineares a
tempo discreto com saltos markovianos e ruidos multiplicativos. O critério de desempenho
considerado foi o de minimizar ao longo do tempo uma combinacédo entre a média e a va-
riancia da saida do sistema e minimizar a variancia da saida do sistema ao longo do tempo
com restricdes sobre o valor esperado minimo. Condigdes necessarias e suficientes explicitas
para a existéncia de um controle étimo foram determinadas generalizando resultados anteri-
ores existentes na literatura. O controle 6timo é escrito como uma realimentacédo de estado
adicionado de um termo constante (equacgao (4.19)). Esta solugado é obtida através de um
conjunto de equacdes generalizadas a diferencas de Riccati (4.14) interconectadas com um

conjunto de equacdes lineares recursivas (4.15).



Capitulo 5

Modelos de Otimizacao de Portfolios de

Investimentos

O problema de otimizacdo multiperiodo apresentado nos capitulos anteriores é passivel de
ser aplicado para varios propositos, como ja comentamos no capitulo 2. No entanto, sua apli-
cagao na otimizagao de portfélio de investimentos é de grande interesse. De fato, o problema
de selecado de portfélio € um tema que desde o trabalho orignal de Markowitz vem sendo

estudado.

Em sua formulacéo original, vimos que este problema foi resolvido através de Progra-
macao Quadratica para um unico periodo a frente. Portanto, o investidor necessita tomar
decisdes da alocacao de recursos, atendendo as suas exigéncias de risco e retorno, incor-
porando todas informacdes disponiveis bem como suas expectativas acerca da rentabilidade
futura dos ativos considerados no momento inicial. Por alocacdo entende-se o valor com-
prado ou vendido de cada ativo componente do portfélio de investimentos, seja em termos

absolutos ou em termos relativos ao valor do patriménio corrente.

Por outro lado, investimentos com horizonte de tempo mais longos requerem que esta
otimizacao seja realizada de forma dinamica no tempo para permitir que o investidor incorpore
novas informacgdes e expectativas a fim de continuar perseguindo seu objetivo de retorno para
um dado risco. Em outras palavras, é necessario ter a flexibilidade de permitir que o investidor
revise sua alocacao e faga o rebalanceamento do portfélio em fungdo das circunstancias
em que se encontra em dado momento. Pudemos ver no capitulo 2 que alguns trabalhos

consideram esta questao de alguma forma.

57
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Neste trabalho, porém, generalizamos as abordagens anteriores para o caso multidimen-
sional, por admitir a consideracéo da otimizacdo ndo apenas da ponta ativa como também da
passiva, e com restricoes em todos os instantes de tempo. Além disto, consideramos uma
dindmica evolutiva para as variaveis de estado e controle sujeitas a incertezas por conta de
sua associacao com ruidos multiplicativos e condicionadas ao modo de operag¢ao ou estado

emque o mercado se encontra.

De modo a apresentar a aplicacdo do modelo a situacdes praticas de relevancia para qual-
quer investidor, desenvolvemos nas se¢des seguintes as formulagdes para os problemas de
otimizacao de portfélios de investimentos sob a 6tica do modelo apresentado anteriormente.
A principio, desenvolvemos a formulagdo para um problema de otimizagao para um portfélio
apenas com ativos de risco. Além de ser o problema mais largamente apresentado na lite-
ratura, tem aplicagdo em portfélios que possuem objetivo de retornos absolutos. No segundo
caso, formulamos o problema para um portfélio com ativos de risco e um benchmark contra

o qual se deseja medir desempenho do portfolio.

Tipicamente, fundos de investimentos que possuem alguma restricdo ou objetivo de ras-
trear seu retorno em relagdo a um indice constitui um exemplo pratico deste problema. Na
terceira seg¢do veremos o0 caso de quando, adicionalmente ao caso anterior, consideramos
um ativo livre de risco dentro da carteira. Por ultimo, apresentamos uma formulagdo para um
caso de ALM em que, além de um benchmark, podemos ter fluxos de entradas e saidas de
recursos. Um exemplo de aplicacao classica deste exemplo € para Fundo de Pensao que
possuem objetivos de investimentos de longo prazo frente a um indicador de referéncia, mas

devem gerar riqueza ao longo do tempo de forma a honrar o passivo atuarial.
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5.1 Modelo de Otimizacao para um Portfélio com Ativos de

Risco

Nesta primeira formulagéo, consideramos um modelo em que queremos otimizar o valor de
um portfélio frente ao seu risco sem considerarmos nenhuma referéncia externa como um
indice de mercado. Portanto, buscamos otimizar os retornos absolutos decidindo em cada
passo de tempo a melhor alocagéo de recursos entre seus ativos.

Consideramos um modelo com m + 1 ativos de risco representados pelo vetor aleatério de
pregos S(t) € R™*!. Consequentemente, seus retornos séo representados por R(t) € R™*L,

Portanto, podemos escrever que

_ /
S®:(&@ww&mﬁ07 (5.1)

— !/
RU)=:<RK®,”.,Rm+Aw>, (5.2)

em que
Si(t+1)

Ri(t) = ———+— 5.3
=53 53)
Como anteriormente, {6 (¢);¢t =0,...,T} é uma cadeia de Markov com um ndmero finito
de estados discretos no tempo assumindo valores em {1,..., N}. Este parametro 6 (¢) re-

presentara um estado de mercado para cada instante de tempo ¢ definindo como os pregos
dos ativos evoluem até o final do horizonte de investimentos 7'.

Os vetores {w(t)" = (wi(t),...,wms1(t)); t = 0,...,T} formam uma sequéncia de ve-
tores aleatérios independentes de dimensao (m + 1) com média nula e matriz de covariancias
igual a matriz identidade e independentes dos estados de mercado.

Definimos os retornos dos ativos entre os passos t e t + 1 da seguinte forma:

Roq)(t) = €+ fow)(t)] + Foq) (H)w(?), (5.4)

em que ¢ = [1,¢], sendo e € R™ um vetor unitario. O vetor figy (t) € R™"! contém os
retornos esperados para cada ativo e ay)(t) € Rm+Lm+l & g matriz de correlagbes dos

retornos dos ativos, ambos condicionados ao estado de mercado do instante ¢.

Por conveniéncia, decompomos jig ) (t) da seguinte forma:

o) () = : (9.9)
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em que

toe) 2(t)
ﬂ@(t) (t) = : . (5.6)
1oty m+1(t)

De forma analoga, podemos escrever gy (t) da seguinte maneira

Goy(t) = | (5.7)
Fo(t)(t)
em que
O'H(t),l(t) = (0‘9(75)71’1(15), e 709(t),1,m+1(t>) (58)
e
Ua(t)&l(t) e Ue(t),2,m+1(t)
oy (t) = : : . (5.9)
o) m+11(t) o Oo)merm1(t)

Como consequéncia desta decomposicao, é facil notar que o vetor de retornos dos ativos

Rg(t) (t) pode ser escrito como

Ry (t) = ’ : (5.10)

em que
Ry 2(t)
Ry (t) = : . (5.11)
Roet),m+1(1)

Com estas decomposicdes, temos o processo de retornos sobre os ativos conveniente-
mente estruturado facilitando a determinagao da dindmica de evolugao do valor do portfélio
em cada passo de tempo e estado de mercado. Antes ainda, devemos definir a quantidade
de riqueza alocada em cada um dos ativos a cada instante de tempo, condicionada ao estado
de mercado em que o portfélio se encontra.

Assim, considere U;(t) como sendo a quantidade de riqueza alocada no i-ésimo ativo, nas

condi¢des acima, em que i = 1,...,m + 1. Definimos o vetor U(¢) como sendo

U = (Uht),.., Una(0)) (5.12
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Decompondo este vetor de forma andloga aos anteriores, temos

Ui (t)
Uity= 1| (5.13)
U(t)
com
Us(t)
Ut) = : . (5.14)
Um+1 (t)

Como decorréncia, representamos por XY (¢) o valor da carteira associada a estratégia de
investimento U. Para simplificar a notagcao, omitiremos o indice U sempre que nao prejudique
o entendimento. Também considere que e representa um vetor unitario m-dimensional. Assim,

temos que

X(t)=Ut) +U(t)e. (5.15)
Portanto, a riqueza alocada no ativo de referéncia sera’

Ui(t) = X(t) = U(t)e. (5.16)

Considerando-se que o portfélio é autofinanciado, ou seja, em cada instante de tempo néao

ha fluxos liquidos sendo aportados, o processo de riqueza é dado por
X(t+1) = Ry 1 (UL () + Roy (1) U (2). (5.17)

Substituindo (5.16) em (5.17), temos

X(t+1) = Ry ()X (t) + Pyy 1)U (1), (5.18)

em que
Py (t) = Roqwy(t) — Roqya(t)e’ (5.19)
Considerando . o o-campo gerado pelas variaveis aleatérias {(0(k), x(k)); k =0,...,7},

para cada k& queremos encontrar a variavel de controle U(k), Fi-mensuravel, de forma a

"Note que, por conveniéncia e sem perda de generalizacéo, adotaremos sempre o primeiro ativo como sendo
de referéncia, porém qualquer outro dos m + 1 ativos poderiam assumir este papel. Mais adiante veremos a

implicacdo da escolha deste ativo para a definicdo dos parametros do modelo.
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minimizar um compromisso entre o valor esperado do portfélio e o respectivo risco associado,
ou minimizar o risco sobre o valor do portfélio ao longo do tempo considerando que esteja
restrito a determinada rentabilidade minima. Em outras palavras, podemos aplicar o problema
PU (v,€) ou PC (v,€).

Para colocar o problema na formulagcdo apresentada para o modelo desenvolvido nos

capitulos anteriores, considere que z(t) = X (¢) e u(t) = U(t) e de (5.18) temos
2(t + 1) = Ry a () 2(t) + Pogy (1) u(?). (5.20)
Considerando-se as relagdes (5.4) e (5.19), vemos que
Row 1 (t) = [(1+ ptogey.1 (1)) + oo 1 (Dw ()] (t) + (Raw (1) — Rogeya(t)e) u(t). (5.21)

Por outro lado, a relacéo (5.19) pode ser escrita como

Py (t) = (fioe) () — pow.1 (£)€) + (5o () — Taa (Hw(t)e). (5.22)

Definindo-se que D?® sdo os elementos na s-ésima coluna de uma matriz D, pode-se

mostrar que

m+1
Pyy(t) = (fror (1) — ) + Z Thie,1(1)e )W’ (2). (5.23)
No que decorre que
m+1
z(t+1) =[(1 + poa(t +Zae<t)1 J=(t)

m+1
Ut = a0 () + 3 iy 1) = O (Y (Ouh). (524

Entdo, paras =1,...,m + 1, definimos que

Agy (1) = 14 powy 1 (t),
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Desta maneira, o problema pode ser escrito na forma de (3.1) e (3.2), ou seja,

m+41 m+41

2t +1) =(Aay (1) + D Ay (0w (1)) () + (Bogy (6) + 3 Bago (D)) ) ult),

l’(O) = Xy, 6(0) = 60,

Lo (t) = 1. (5.25)

Assim, conseguimos aplicar as estratégias de otimizacao desenvolvidas nos capitulos an-
teriores. Note que, por termos adotado o primeiro ativo como sendo de referéncia, as ma-
trizes Ay (1), Aig(t)vs@), By (t) e Eg(t),s(t) dependem explicitamente de seus parametros de
retorno e risco. De forma geral, podemos ver que as matrizes Ag(t) (t) e Zg(t)ys(t) consideram
um processo difusivo para o ativo de referéncia correlacionado-o com os demais ativos. Para
0 caso das matrizes B@(t) (t) e é@(t)’s(t), temos um processo para o excesso de retorno e risco

para os demais ativos em relagdo ao ativo de referéncia.

Por dltimo, vemos que o parametro Ly (1) € um escalar. Consequentemente, a saida y(t)
a ser otimizada reflete apenas o valor de um portfélio de ativos através dos quais as decisdes
de alocagao ao longo do tempo, contidas nos vetores u(t), serdo executadas. Como veremos
nos modelos subsequentes, este parametro Ly (t) passara a ser um vetor no lugar de um

escalar.
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5.2 Modelo de Otimizacao para um Portfélio com Ativos de

Risco e um Benchmark

Nesta segunda formulagéo, consideramos um modelo em que queremos otimizar o valor de
um portfélio frente ao seu risco em relagdo a uma referéncia externa como um indice de
mercado. Assim, otimizamos os retornos relativos decidindo em cada passo de tempo a
melhor alocagéo de recursos dos ativos componentes do portfélio em relagéo a evolugédo do

respectivo benchmark.

Consideramos um modelo com m + 1 ativos de risco, sendo o ultimo o benchmark, e
representados pelo vetor aleatério de pregos S(t) € R™. Consequentemente, seus retornos
séo representados por R(t) € R™. Por outro lado, o benchmark sera representado por B(t) €

R. Portanto, podemos escrever que

— /
St = (Su(t).-.. Su(®)) (5.26)
— /
R(t) = (Rl(t), . .,Rm(t)) , (5.27)
em que
Sit+1)
R(t)=—F——=,1=1,..., 5.28
(t) O m (5.28)
e para o benchmark, temos
B(t+1)
= 2
Como anteriormente, {6 (¢);¢t =0,...,T} é uma cadeia de Markov com um ndmero finito
de estados discretos no tempo assumindo valores em {1,..., N}. Este parametro 6 (¢) re-

presentara um estado de mercado para cada instante de tempo ¢ definindo como os pregos
dos ativos evoluem até o final do horizonte de investimentos 7'.

Os vetores {w(t)" = (wi(t),...,wnms1(t)); t = 0,...,T} formam uma sequéncia de ve-
tores aleatérios independentes de dimenséo (m + 1) com média nula e matriz de covariancias

igual a matriz identidade e independentes dos estados de mercado.

Definimos os retornos dos ativos entre os passos t e t + 1 da seguinte forma

Rowy(t) = [€+ gy (t)] + Gogy (t)w(t), (5.30)
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em que € = [l,e, 1), sendo e € R™ um vetor unitario. O vetor figy) (t) € R™ contém
os retornos esperados para cada ativo e gy (t) € Rm+Lm+l & 3 matriz de correlacdes dos

retornos dos ativos, ambos condicionados ao estado de mercado do instante ¢.

Por conveniéncia, decompomos jig (t) da seguinte forma

po(),1(t)
oy (1) = | fiony () | (5.31)
MG(t),m-‘rl(t)
em que
po(o),2(t)
=1 | (5.32)
Ho(t)m (1)

Gowy(t) = | Gowy(t) |- (5.33)

em que
O'O(t),l(t) = (Ug(t)71’1(t), ce O9(8), 1mt1 (t)), (534)
O'H(t),m+1(t) = (O-G(t),m—i-l,l(t); Ce 70-9(t),m+1,m+1(t>> (535)
e
ooy 21(t) .. Tow)2me(t)
o (t) = E - : . (5.36)
O'G(t),m,l(t) <o 09(t),mm+1 (t)

Como consequéncia desta decomposicao, é facil notar que o vetor de retornos dos ativos

Re(t)(t) pode ser escrito como

Ror)1(t)
Roy(t) = | Rowy(t) | (5.37)
Roym+1(t)
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em que

Ro)2(t)
Rowy (t) = : : (5.38)

Ro(tym ()

Como no caso anterior, temos o processo de retornos sobre os ativos convenientemente
estruturado facilitando a determinacao da dinamica de evolugéo para o valor do portfélio em
cada passo de tempo e estado de mercado. Antes ainda, devemos definir a quantidade de
riqueza alocada em cada um dos ativos a cada instante de tempo, condicionada ao estado de

mercado em que o portfélio se encontra.

Assim, considere U;(t) como sendo a quantidade de riqueza alocada no i-ésimo ativo, nas

condicdes acima, em que i = 1,...,m. Definimos o vetor U(t) como sendo
!/
Uwz(mwwwmﬁ». (5.39)

Decompondo este vetor de forma andloga aos anteriores, temos

Ui (t)
uit)y= | (5.40)
U(t)
com
Us(t)
Ult) = 2 B (5.41)
Un(t)

Como decorréncia, representamos por XY (¢) o valor da carteira associada a estratégia de
investimento U. Para simplificar a notagcao, omitiremos o indice U sempre que nao prejudique

o entendimento. Também considere que e representa um vetor unitario m-1-dimensional.

De forma anéloga ao caso anterior, temos que
X(t) = U (t) + U(t)e. (5.42)

Portanto, a riqueza alocada no ativo de referéncia sera

Uy(t) = X(t) = U(t)e. (5.43)
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Considerando-se que o portfélio é autofinanciado, ou seja em cada instante de tempo nao

ha fluxos liquidos sendo aportados, 0 processo de riqueza € dado por
X(t+1) = Ry (YU () + Rogy (1)U (). (5.44)

Substituindo (5.43) em (5.44), temos

X(t+1) = Ry ()X (1) + By (1)U (2), (5.45)

em que
Pyay(t) = Ry (t) — Roya(t)e. (5.46)
Considerando . o o-campo gerado pelas variaveis aleatérias {(0(k), x(k)); k= 0,..., 7},

para cada k& queremos encontrar a variavel de controle U(k), Fi-mensuravel, de forma a

aplicar o problema PU (v, &) ou PC (v, €), como no caso anterior.

Pode-se demonstrar a partir de (5.45) e (5.46) que, da mesma forma do modelo anterior,

a varidvel de estado X (t) sera

X(t+1) =[(1 + powa(t) +Zaet)1 )X (t)
+ [(froey (1) — powa ()e’) + Z — OO DU, (5.47)

Adicionalmente, o processo de evolugdo do benchmark pode ser conseguido a partir de
(5.29) e (5.30) para obtermos

m+1
B(t+1) = [(1+ o) mea(t +Zaet>m+l w ()] B(1). (5.48)

Para colocar o problema na formulagdo apresentada para o modelo desenvolvido nos

capitulos anteriores, considere que
z(t) = , (5.49)

u(t) = U(1). (5.50)
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Juntando-se (5.47), (5.48), (5.49) e (5.50), temos

X(t+1 1+ t 0
t+1)) _ [ (L + pogy 1 (t)) (5.51)
B(t+1) 0 (1+ ,Ue(t),m+1(t))
m+1
o t 0 X(t
4 Z 0(t),1( ) ws(t)} ( )
s=1 0 Tot).m+1 () B(t)
o (1) — e\ T (65, ) — 08, (B .
+[ (Me(t)() Me(t),l() ) Z ( 0(1;)() 0(t)1(> ) ws(t)]U(t)
0 —1 0
(5.52)
Entdo, paras =1,...,m + 1, definimos que
(1+M0t,1(t)) 0
Agy (1) = v :
0 (1 + po(t)m+1(t))
~ a5 (t) 0
Ag),s(t) o)L . ,
0 Ué(t),m+1(t)
(ftoe) () — poya(t)e’)
Be(t)(t) _ () ) ,
0
~ (G () — oy 1 (D)€
Bg(t)’s(t> _ o(t) 0(t),1

Assim, o problema pode ser escrito na forma de (3.1) e (3.2), ou seja,

m+41 m+41
r(t+1) = (Aem O+ Ae(w,s(t)ws(t))w(t) + (Bem O+ Bf)(t),s(t)ws(t))u(t),
s=1 s=1
iIZ’(O) = Xy, 6(0) = 60,
y(t) = Lo (t)x(t),
Loy (t) =[1 —1]. (5.53)
Assim, conseguimos aplicar as estratégias de otimizagdo desenvolvidas nos capitulos an-
teriores. Note que, por termos adotado o primeiro ativo como sendo de referéncia, as matrizes

Ag(t) (1), Eg(t),s(t), Bg(t)(t) e Eg(t),s(t) dependem explicitamente de seus parametros de re-

torno e risco. Adicionalmente ao caso anterior, vemos que neste modelo as matrizes Ay (t)
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e Z@(t),s(t) possuem uma dimens&o a mais para considerar a dinamica do benchmark. Con-
sequentemente, as matrizes Bg(t)(t) e Eg(t),s(t) possuem uma linha adicional contendo um

vetor de zeros.

Por dltimo, vemos que o parametro Ly (t) passa a ser um vetor com duas dimensdes.
Consequentemente, a saida y(t) a ser otimizada reflete o valor de um portfélio de ativos em
relagdo ao benchmark, ou seja, temos que y(t) = X (t) — B(t).

Um caso particular e simples, porém muitas vezes de interesse pratico, é quando conside-
ramos o ativo de referéncia como sendo livre de risco. Neste caso, nenhuma das formulagdes
expostas neste capitulo se alteram, bastando somente considerar sua correlagdo como sendo
nula nas matrizes de correlagdes em relagdo a todos os demais ativos, ou seja, basta fazer-

mos og(,1(t) = 0.
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5.3 Modelo de ALM para Fundos de Pensao

Nesta ultima formulagao, consideramos um modelo em que queremos otimizar o valor de um
portfolio frente ao seu risco em relagao a uma referéncia externa como um indice de mercado
ou meta atuarial e considerando um processo estocastico para as aplicacées e resgates liqui-
dos de recursos. Assim, otimizamos os retornos em relacdo a meta atuarial decidindo em
cada passo de tempo a melhor alocagédo de recursos dos ativos componentes do portfélio,

considerando-se a dindmica do fluxo de entradas e saidas de recursos.

Consideramos um modelo em que temos um ativo de referéncia, eventualmente livre de
risco, e m — 1 ativos de risco representados pelo vetor aleatério de pregos S(t) € R™. Con-

sequentemente, seus retornos sdo representados por R(t) € R™.

Assumiremos uma sequéncia de valores { D(t);t = 0, ...,T—1} que pode representar um
fluxo liquido de riqueza, ou seja, total de saques ou beneficios pagos descontado do total de
aportes recebidos em cada passo de tempo. Também consideramos uma sequéncia de va-
lores para o passivo {Y'(¢);t = 0,...,T—1} representando a valorizagao do patriménio frente
a rentabilidade minima imposta pela meta atuarial a qual o portfélio esta sujeito. Também

consideramos as seguintes equacdes para a evolucéo de S;(t), Y (t) e D(t),

Si(t +1) = Ro)i(t)Si(t), (5.54)
Y(t+1) = Roaym+1(t)Y (t) — D(?), (5.55)
D(t+1) = Ry msa(t)D(L). (5.56)

Para os ativos, temos, como no modelo anterior

— /
S(t) = (Sl(t), » .,Sm(t)> : (5.57)
— /
R(t) = (Rl(t), . .,Rm(t)) . (5.58)
Como para os casos anteriores, {6 (t);t=0,...,T} é uma cadeia de Markov com um
numero finito de estados discretos no tempo assumindo valoresem {1, ..., N}. Este parametro

6 (t) representara um estado de mercado para cada instante de tempo ¢ definindo como os
precos dos ativos evoluem até o final do horizonte de investimentos 7. Os vetores {w(t)" =
(wi(t), ..., wmea(t)); t = 0,...,T} formam uma sequéncia de vetores aleatdrios indepen-
dentes de dimensao (m + 2), com média nula e matriz de covariancias igual a matriz identi-

dade e independentes dos estados de mercado.
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Definimos os retornos dos ativos entre os passos t e t + 1 da seguinte forma:

R (t) = [€ + fow)(D)] + oy (t)w(t), (5.59)

emque & = [1,e,1,1], sendo e € R™! um vetor unitario. O vetor figy (t) € R™*2 contém
os retornos esperados para cada ativo e o) (t) € R™+2m+2 & 3 matriz de correlacdes dos

retornos dos ativos, ambos condicionados ao estado de mercado do instante ¢.

Seguindo a mesma abordagem dos outros casos, decompomos /i) (t) da seguinte forma:

Ho(),1 ()
~ flo (1)
fio(r) (1) = , (5.60)
Ho(t),m+1 <t>
Loty m+2(t)
em que
. toe),2(t)
fuoq) (t) = : (5.61)
Ho(t),m (t)
De forma analoga, podemos escrever 7y (t) da seguinte maneira
o)1 (t)
_ Fo(t)(t)
o (t) = : (5.62)
oo(t)m+1(t)
o(t),m+2(t)
em que
O'H(t),l(t) = (JG(t),l,l(t)7 R 70-9(t),1,m+2<t)>a (563)
Ua(t),m—i—l(t) = (Ue(t),erl,l(t), e ,Ug(t)’erl’erQ(t))p (5.64)
00(t),m+2 (t) = (Je(t),m+271<t), c. ,O’g(t)7m+27m+2(t)> (565)
e
‘79(75)72,1@) <o 00(1),2,m+2 (t)
o) (t) = : - : : (5.66)

Totyma(t) . To)mm+2(t)
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Como consequéncia desta decomposicdo, vemos que o vetor de retornos dos ativos

Rg(t)(t) pode ser escrito como

Roe)1(t)
_ Ro (1)
Ry (t) = ©
Roym+1(t)
Ro(t)m+2(t)

(5.67)

em que

Ry (t) = : - (5.68)
Ro)m(t)

Como nos outros modelos, temos o processo de retornos convenientemente estruturado
facilitando a determinagao da dindmica de evolugao para o valor do portf6lio em cada passo de
tempo e estado de mercado. Antes ainda, devemos definir a quantidade de riqueza alocada
em cada um dos ativos a cada instante de tempo, condicionada ao estado de mercado em

que o portfélio se encontra.

Assim, considere U;(t) como sendo a quantidade de riqueza alocada no i-ésimo ativo, nas

condigdes acima, em que i = 1, ..., m. Definimos o vetor U(t) como sendo
/
Ut) = (Ul(t), . .,Um(t)) : (5.69)

Decompondo este vetor de forma analoga aos anteriores, temos

Ui(t)
v =\ (5.70)
U(t)
com
Us(t)
U(t) = S (5.71)
Un(t)

Como decorréncia, representamos por XY (¢) o valor da carteira associada a estratégia de
investimento U. Para simplificar a notagao, omitiremos o indice U sempre que nao prejudique

o entendimento. Também considere que e representa um vetor unitario m-1-dimensional.
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Considere que
X(t)— D(t) = Uy(t) + U(t)e. (5.72)
Portanto, a riqueza alocada no ativo de referéncia seré
Uy(t) = X(t) = U(t)'e — D(t). (5.73)
Como temos um portfélio autofinanciado, temos
X(t+1) = Ryuyr (UL (t) + Ry (t)'U (). (5.74)

Substituindo (5.73) em (5.74), temos

~

X(t+1) = Ry 1 ()X (t) — Ry 1 (1) D(t) + Poy (1)U (2), (5.75)

em que
Poy(t) = Roy(t) — Roya(t)e’. (5.76)
Considerando F, o o-campo gerado pelas variaveis aleatérias {(0(k), x(k)); k =0,...,7},

para cada k& queremos encontrar a variavel de controle U(k), Fi-mensuravel, de forma a

aplicar o problema PU (v, &) ou PC (v, €), como anteriormente.

Assim, é facil concluir que a variavel de estado X (¢) pode ser escrita como

X(t+1) =[(1+ po,i(t) +Zoa<t)1 X ()
= [(1+ poery 1 (2) + 2‘79 t)1 t)1D(1)
+ [(f1oq) (t) — powya(t)e') + Z — 03y ()W (H]U(2). (5.77)

De forma analoga, podemos ver a partir de (5.55) que o processo de evolugao do passivo

é
m-+2
Y (t+1) = [(1+ togmei (1) + Z Oiymir (DW (B)]Y (1) — D(2). (5.78)
Enquanto a partir de (5.56) vemos que o processo de evolugao do fluxo liquido de recursos
é

m+2
D(t+1) = [(1 4 ptogma(t +Zaemm+2 w* ()] D(t). (5.79)
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Para colocar o problema na formulacdo apresentada para o modelo desenvolvido nos

capitulos anteriores, considere que

X(t)
z(t) = | vy (5.80)
D(t)
u(t) = U(2). (5.81)
Juntando-se (5.77), (5.78), (5.80) e (5.81), temos
X(t+1) (1 + poery 1 (1)) 0 —(1+ pog)1(1))
vt | =] 0 (1+ po s (1)) -1
D(t+1) 0 0 (1 + po(ymr2(t))
o [ To1(0) 0 —0g () X(t)
- Z 0 g;(t),m+1 (t) 0 w(t)| | Y(t)
s=1
0 0 Tot) m+2(t) D(t)
(Ao (t) — mowa@)e) N o [ (050 (8) = 051 ()e))
+] 0 +3 0 w ()] U()
s=1
0 0
(5.82)
Entdo, paras = 1,...,m + 2, definimos que
(1 + gy (1)) 0 —(1+ poya(t))
A9(t) (t) = 0 (1+ M@(t),m+1(t)) —1 )
0 0 (1 + o) mr2(t))
U;(t),1(t) 0 _Ug(t),1(t)
Agr,s(t) = 0 Thymea(t) 0 :
0 0 Totyma(t)

By (t) = 0 ,
0
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(Goy () — a1 (D))
Bo),s(t) = 0
0

Desta forma, o problema pode ser escrito na forma de (3.1) e (3.2), ou se€ja,

z(t+1) =<f‘_19(t>(t) +> Ze(t),s(t)ws(t)ﬁ( ) + (Be w(t) + Z By ) (t),

CI)(O) = Xy, 0(0) = 90,

y(t) = Lo (t)x(t),
Lo (t) = [1 —10]. (5.83)

Assim, conseguimos aplicar as estratégias de otimizagao desenvolvidas nos capitulos an-
teriores. Note que, por termos adotado o primeiro ativo como sendo de referéncia, as ma-
trizes /_lg(t) (1), /Tg(t),s(t), Bg(t)( ) e Bg( s(t) dependem explicitamente de seus parametros,
como nos outros modelos desenvolvidos. Adicionalmente ao caso anterior, vemos que neste
modelo as matrizes flg(t) (t) e g@(t),s(t) possuem uma dimensao a mais para considerar, além
da dinamica do passivo, a evolucao dos fluxos de aplicagdes e resgates. Consequentemente,

as matrizes By (t) e Bg( s(t) possuem uma linha adicional contendo um vetor de zeros.

Por altimo, vemos que o parametro Ly (1) passa a ser um vetor com trés dimensdes para
considerar cada uma das variaves de estados X (t), Y (¢) e D(t). Consequentemente, a saida
y(t) a ser otimizada reflete o valor de um portfélio de ativos em relagédo ao passivo, ou seja,

temos que y(t) = X (t) — Y (t) sendo que a variavel D(t) esta refletida em Y ().

5.4 Conclusoes

De acordo com o exposto nas sec¢des anteriores, vemos que 0 modelo de otimizagao proposto
neste trabalho é suficientemente geral a ponto de poder ser adaptado para diversos problemas
de selecao de portfolio em finangas. Em particular, fica mais claro através destas formulacées
que, além de o modelo tedrico apresentado tratar o caso estético de otimizagdo para um
anico periodo como um caso particular, também permite considerar a otimizagao para varias

dimensbes. Mais concretamente, pode-se ver que o modelo possibilita fazer a otimizagéo
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desde um portfélio composto exclusivamente por ativos até, por exemplo, outro que considera

a dindmica do passivo incluindo fluxos de resgates e aplicagdes ao longo do tempo.

No proximo capitulo, vamos apresentar resultados numéricos decorrentes da aplicacao
deste modelo a situacdes praticas comparando seus resultados com o modelo de otimizacao
terminal, ou seja, que visa otimizar o resultado apenas ao final do horizonte de investimentos.
Com o objetivo de oferecer uma visdo mais ampla de suas caracteristicas, este modelo sera
aplicado inicialmente para um caso em que otimizamos um portfélio apenas com ativos. Na
sequéncia, temos um exemplo de um portfélio que possui um indice de mercado de referéncia
contra o qual procura uma relagéo risco retorno intertemporalmente superior. No terceiro e

ultimo caso, apresentamos um exemplo simples de ALM para fundos de pensao.



Capitulo 6

Exemplos Numéricos

Para que os exemplos numéricos deste capitulo estejam préximos da realidade, apresenta-
mos inicialmente os dados de mercado que utilizamos para construir os parametros de en-
trada do modelo. Referimo-nos especificamente as matrizes que compdem o sistema linear
das relacdes 3.1 e 3.2, além dos modos de operacdo do mercado e sua respectiva matriz de
transicdo de estados. Como veremos, utilizamos alguns ativos de renda fixa e de renda va-

riavel, além de uma commodity e alguns indicadores de mercado e indices macroeconémicos.

Na sequéncia, apresentamos os resultados para trés tipos de problemas de otimizagéao de
selecao de portfélio. No primeiro caso, temos uma carteira somente com ativos de risco. No
segundo, temos o caso de otimizacdo do desempenho de uma carteira relativa a um bench-
mark e, no terceiro caso, temos um problema de ALM ou Asset and Liability Management

tipico de fundos de penséao.

6.1 Estimacao dos Parametros de Entrada do Modelo

Nosso objetivo nesta seg¢do € apresentar os parametros utilizados para estimar as matrizes
Agiry (8), Agiy (), Bowy(t) € By (t), além da matriz de transigéo de estados P(k). Essencial-
mente, os parametros a que nos referimos sdo o vetor de retornos esperados para cada ativo
considerado, a matriz de covariancias de retornos e os N estados de mercado contidos no
parametro {6(k); k = 0,...,T} que representa a cadeia de Markov e que faz com que os dois

primeiros parametros sejam expandidos para todos os estados considerados.

77
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6.1.1 Séries Temporais
Para cobrir um espectro relativamente amplo de alternativas de alocagédo, consideramos

ativos de renda fixa e de renda variavel, além de uma commodity e alguns indicadores de mer-

cado e indices macroeconémicos. Mais especificamente, temos os ativos da tabela abaixo:

Tipo Segmento Codigo Descrigiao Apelido
Indice Macroecondmico IPCA Indice de Pregos ao Consumidor IPCA

Indice Macroeconfmico |BGE  Variagdo da Taxa de Desemprego  IBGE
indice Renda Fixa col Certificado de Depdsito Interbancario  COI

Indice Renda Fixa | RFM _ IndicedeRendaFixa . REM ..
indice Renda Yarigvel  [BOV indice Bovespa IBOY

Prego Renda “Wariavel BBESA3  Banco do Brasil ON BB

Prego Renda Variavel  ITUB4 [tad Unibanco PN ITAL

Prego Renda VWariavel  CSEMA3 Cia. Siderdrgica Macional OM CSN

Preco Renda “ariavel PETR4  Petrobras PN PETROBRAS
Preco Renda Varidvel  WALES  Cia. Wale PNA WALE

Preco Fi F¥ SPOT Taxa de Cambio BRLWISD & vista Fi

Preco Commodity 0210000 QOuro QURD

Tabela 6.1: Lista de Ativos

O IPCA (indice de Precos ao Consumidor Amplo) coletado pelo IBGE em onze regides
metropolitanas desde 1980, é o indice de inflagdo oficial do Brasil, sendo utilizado para
medicao das metas inflacionarias pelo governo e reflete o custo de vida para familias com
renda mensal entre um e quarenta salarios minimos. Também do IBGE, a taxa de de-
semprego informada mensalmente pela Pesquisa Mensal de Emprego (PME), com base na
Populacdo Economicamente Ativa (PEA), é determinada com base nas seis maiores regides
metropolitanas do pais, que classifica como desempregados os individuos que néo estao tra-

balhando, estao disponiveis e procuraram ativamente por trabalho nos trinta dias anteriores.

Certificado de Depdsito Bancario (CDI) é a taxa de juros média diaria do mercado inter-
bancério, ou seja, oriunda da troca de recursos entre bancos. Por este motivo, pode ser
considerada um dos principais indicadores do custo do dinheiro no mercado. Devido a sua
alta liquidez e baixa volatilidade, € normalmente considerada pelo mercado como sendo a
principal proxy para taxa livre de risco. Assim, levaremos em conta neste estudo o CDI como
um ativo livre de risco. Ja o IRFM é um indice elaborado pela ANBIMA (Associagao Brasileira
das Entidades dos Mercados de Capitais), que reflete a evolugao, a precos de mercado, da
carteira de titulos publicos federais prefixados. Mais especificamente, as Letras de Tesouro
Nacional (LTN) e as Notas do Tesouro Nacional tipo F (NTN-F). Pertencente a uma familia

de indices de mercado, serve como referéncia ou benchmark para a industria de gestao de
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fundos de investimentos.

Na renda variavel, temos o indice Bovespa. Largamente conhecido e utilizado, é o prin-
cipal balizador do desempenho do mercado acionario brasileiro. Constituido em janeiro de
1968, trata-se de uma carteira teérica rebalanceada a cada quatro meses com base no volume
negociado nos ultimos doze meses. Atualmente é composto por 67 agdes que representam
cerca de 80% do volume transacionado. As cinco agdes consideradas contribuem com mais

de um quinto do IBOVESPA e sao atualmente alguns dos ativos mais antigos no indice.

A taxa de cambio real contra ddlar a vista (FX SPOT) é o preg¢o ou equivaléncia entre a
moeda local corrente frente ao délar, comumente utilizado como referéncia internacional do
mercado de troca de moedas. Para o ouro, por sua vez, temos a cotacdo equivalente em
reais para um grama do metal negociado no mercado internacional com base na onga troy ou

31,103478 gramas.

Em termos de fonte de dados, utilizamos o IBGE para os indices macroeconémicos,
Economatica para o IRFM e Ouro e para os demais a Bloomberg. Em termos de janela
de tempo para construcédo das séries, utilizamos o intervalo de 2 de janeiro de 2001 até 7
de julho de 2011. Portanto, uma janela pouco maior que dez anos de observagdes diarias
ou mensais, conforme 0 caso, passando por periodos desde estresse de mercado até forte
crescimento. Apesar de parecer um detalhe sutil, veremos na sequéncia que para construir
um modelo com maior granularidade de estados de mercado é necessario um volume ade-
quado de dados sem os quais estimativas de retorno esperado e covariancias podem ficar

comprometidos para determinados estados.

Como estes parametros de retorno e risco dependem da caracterizagao dos estados de
mercado, apresentamos inicialmente o método com o qual obtivemos estes estados e, na
sequéncia, como estimamos estes parametros que constituem a base para a obtencéo das

matrizes Ag(t) (t), gg(t)(t), Bg(t) (t) e Eg(t) (t)

6.1.2 Modos de Operacao do Mercado

Para definir os modos de operacao do mercado, utilizamos o IBOVESPA, cuja série de precos
e retornos podem ser vistos na figura 6.1. Em azul, temos a evolug&o do indice no periodo. O
indice que inicia em 15.425 pontos e, em média, valeu cerca de 36.900 pontos, é caracterizado

por pelo menos dois regimes: o primeiro de volatilidade de curto prazo ou diédria que confere
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a série o padrao tipico de ruido caracteristico de séries financeiras; o segundo, de tendéncias
de longo prazo, apresentando um crescimento acentuado de 2003 até meados de 2008 por
conta do forte ingresso de capitais no pais, bem como do crescimento da economia mundial
e relativa estabilidade econdmica do pais. Neste periodo, o indice alcanga seu maximo na
série considerada, ultrapassando os 73.500 pontos depois de sair do minimo de 8.500 pontos.
Portanto, apesar da volatilidade de curto prazo do periodo, o IBOVESPA cresceu quase nove
vezes, obtendo uma rentabilidade média de 30% ao ano neste periodo. Porém os efeitos
da crise nos mercados externos, decorrentes do subprime nos Estados Unidos, fez com que
o indice caisse para 34.100 pontos em seis meses, gerando uma rentabilidade anualizada

negativa no periodo de aproximadamente 65%.

Estes fatos evidenciam que ao longo deste tempo € preciso identificar, de alguma forma,
estes regimes de curto e longo prazo. Assim, pode-se diferenciar situa¢cdes de mercado com
relativa estabilidade, onde podemos ter retornos positivos ou negativos de baixa amplitude,
porém com alta frequéncia, de movimentos mais fortes com retornos acentuados que podem
representar realizagdes mais acentuadas ap6s um periodo relativamente longo de cresci-
mento e vice-versa. Além disto, dependendo do caso podera ser possivel separar movimen-
tos ainda mais extremos que denotem estresses de mercado ou de crescimento atipicamente

forte.

Algumas abordagens seriam possiveis para alcancar este objetivo. Por se tratar de uma
analise sobre uma série temporal de precos, um caminho natural é buscar alguma solucéao
através da aplicacdo de modelos econométricos. Uma alternativa mais simples, porém, seria
como a adotada por Okimura em [31]. Contudo, utilizaremos os retornos logaritmicos mé-
dios semanais para um periodo de 12 semanas, ou seja, construimos uma série de retornos
semanais, em base logaritmica, considerando a variacdo dos pre¢cos em uma janela de 12
semanas. Desta janela de 3 meses pretendemos obter uma série de retornos que nao seja
totalmente imune a volatilidade de curto prazo, mas que consiga evidenciar os movimentos
de médio e longo prazo contidos no indice. Apenas como observagao, considerar uma janela
de 3 meses para estimar os retornos é aproximadamente equivalente ao método apresen-
tado no Riskmetrics [1] para estimar volatilidades pelo método de média moével ponderada

exponencialmente ou, do inglés, exponentially-weighted moving average (EWMA).
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Figura 6.1: Evolugéo do IBOVESPA

Esta série de retornos também esta representada na figura 6.1, em vermelho. Ao con-
siderar um retorno médio de 12 semanas, vemos que a série de retornos apresenta certa
inércia nao ficando totalmente sujeita aos ruidos de curto prazo, ao mesmo tempo em que
aparentemente evidencia os momentos de maiores quedas ou elevagbes de mercado. Em
particular, vemos mais claramente épocas de maior estresse de mercado com quedas mais
pronunciadas, como em 2001, por conta da crise da Argentina, em 2002, com o pré-Lula e
a de 2008 que comentamos anteriormente. Também vemos que o periodo de relativa longa
valorizagao possui alguns pontos de queda por realiza¢ao de lucros. Em resumo, vemos que,
apesar do crescimento do indice no longo prazo, ha no curto, um risco elevado de grandes
perdas, o que deve conferir a distribuicdo de retornos uma acentuada assimetria, denotando

a possibilidade de grandes perdas ainda que com frequéncia menor que de ganhos.

Na figura 6.2 temos uma primeira tentativa para fazer um ajuste de distribuicdo ao his-
tograma da série de retornos do indice. Experimentamos uma distribuicdo normal. Pela figura
da esquerda, vemos aparentemente um ajuste relativamente aceitavel na parte mais central
dos dados, ficando prejudicado o ajuste para retornos muito negativos. Este fato fica mais
evidente quando vemos esta mesma informagéo através do grafico a direita, em que temos
os dados empiricos em azul e em vermelho a distribuicao estatistica, sendo ambos represen-
tados quantil por quantil em uma escala logaritmica. Este grafico € comumento conhecido
na literatura estatistica como qqgplot. Quanto maior o ajuste da distribuicao teérica aos da-

dos, mais sobrepostos devem ficar. Assim, fica claro que mesmo para a parte central, a
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distribuicdo normal ndo acomoda muito bem os dados, ficando muito pior nas caudas. Esta
observacao nao deveria causar surpresa, uma vez que € senso comum que 0s retornos nao

seguem uma distribuicdo normal por conta de os eventos mais fortes de mercado deman-

darem distribuicbes com caudas mais grossas.
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Figura 6.2: Ajuste da Distribuicdo Normal

Uma alternativa, entao, seria a distribuicdo t-Student, conforme a figura 6.3. Por aco-
modar melhor eventos de cauda, vemos que 0s retornos negativos se aproximam mais da
distribuicdo. Inclusive os retornos de maior frequéncia, sdo muito bem representados pela
distribuicdo, mas ainda assim, ndo de forma plenamente satisfatéria, uma vez que, retornos
maiores ficam claramente fora do modelo.
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Figura 6.3: Ajuste da Distribuicao de t-Student
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A terceira alternativa que encontramos é ajustar uma distribuicdo de valores extremos
como uma Weibull na figura 6.4. Apesar de normalmente este tipo de distribuicao ser utilizado
para modelar séries histoéricas de maximos ou minimos, devido a distribuicdo empirica dos
retornos, vemos claramente que ela acomoda melhor os dados. Este fato pode ser visto tanto
pelos graficos quanto pelos pardmetros estimados para os trés casos e apresentados no
anexo. Como o método de ajuste das distribui¢cdes foi o de Maxima Verossimilhanga (MLE),
pode-se ver que a verossimilhanca (/log-likelihood) calculada é crescente entre os modelos e,
consequentemente, maior para este ultimo caso.
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Figura 6.4: Ajuste a EVT

Uma vez ajustada a distribuicéo, fica mais clara a presenca de cinco estados de mercado
ilustrados na figura 6.5. Com base no primeiro e no segundo momentos da distribuicao ajus-
tada, padronizamos os retornos a fim de identificar de forma simples os pontos mais plausiveis
de separacgao dos estados. Temos uma regido central de estabilidade com retornos pequenos
em torno do zero. Uma regido acima, com retornos semanais positivos ao redor de 1%, ca-
racterizando um mercado de alta e outro estado com retornos semanais ainda superiores,
definindo um crescimento bastante forte que denominamos de boom. Do outro lado, temos
um mercado com perdas semanais variando entre 1% e 2%, denotando um estado de baixa de
mercado. O ultimo estado possui retornos negativos ainda mais acentuados, caracterizando

estresses de mercado.
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Figura 6.5: Evolugdo do IBOVESPA

Na tabela 6.2, podemos ver os detalhes da segmentagcdo dos estados mais concreta-
mente. Da série de 502 retornos semanais, vemos o0s intervalos de retornos semanais minimo
e maximo que caracterizam cada estado de mercado, bem como o numero de observagdes
da série de retornos classificadas em cada estado. Como era de se esperar, as maiores
frequéncias de ocorréncias encontram-se nos estados mais centrais. Estados de estresse
ou de boom ocorrem em menor numero. Adicionalmente, pode-se notar que boons de mer-
cado ocorreram 1,6 vezes mais do que estresses, denotando a tendéncia de crescimento.
No entanto, a cauda da distrbuicdo de retornos na ponta negativa denota uma probabilidade
nao desprezivel de elevada severidade nas perdas caso o mercado entre em momentos de

estresse. Na ultima coluna, temos a frequéncia com que cada um destes estados ocorre.

Intervalo de Retornos
Estados | Descricio Minimo Maximo | Ocorréncias | Frequéncia
1 Estresse inf -26% 19 4%
2 Baixa -2B% 0.2% 127 25%
3 Estabilidade 0.2% 0.9% 224 45%
4 Alta 0.9% 1.7% 1m 20%
5 Boom 1.7% inf 31 5%

Tabela 6.2: Estados de Mercado

Como decorréncia desta segmentacao, temos na tabela 6.3 a matriz de classificacao das
ocorréncias de transicdo de estados para a série de retornos em questdo. Por exemplo,
pode-se ver que das 224 ocasides que tivemos retornos classificados no estado de mercado
3 (Estabilidade), em 25 delas passaram para o estado 2 (Baixa), em 171 permaneceram no

estado 3, em 27 passaram para o estado 4 (Alta) e uma Unica vez passaram para o estado 5
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(Boom). Note que embora tenhamos 502 observag¢des de retornos, temos apenas 501 tran-

siches, porque, por construgdo, o retorno mais recente ndo tem informagéo sobre o estado

seguinte.

Estados 1 2 3 4 5 Total

1 14 8 0 0 0 19

2 3 =) 2 0 0 126

3 0 25 171 7 1 224

1 0 2 26 B4 9 101

5 0 0 0 10 21 31

Total 19 126 224 101 31 501

Tabela 6.3: Matriz de Classificacdo de Estados

Com base nesta informacéao, estimamos a matriz de transicdes de estados da tabela 6.4,
em que a soma de cada linha deve necessariamente totalizar 100% das observagdes classi-
ficadas naquele estado. Destas ultimas duas tabelas, vemos que a principal tendéncia é de
permanecer no mesmo estado no passo seguinte, uma vez que as maiores frequéncias estao
na diagonal principal. Também pode-se ver que quanto mais longe desta diagonal, menor € a
frequéncia demonstrando que saltos abruptos de dois ou mais estados sdo decrescentemente
provaveis. Assim, a partir da teoria de Cadeias de Markov, a qual pode ser vista em maiores
detalhes em [49], pode-se verificar que a distribui¢cao limite para as probabilidade de estados
gerada por esta matriz serd equivalente as frequéncias contidas na ultima coluna da tabela

6.2.

Estados 1 2 3 4 5
1 737% 26.3% 0 0 0
2 40% 746% 21.4% 0 0
3 0 M2% 763% 121% 0.4%
4 0 20% 257% B3.4% B89%
5 0 0 0 32.3% B7.7%

Tabela 6.4: Matriz de Transicdo de Estados
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6.1.3 Estimacao dos Retornos Esperados

Na tabela 6.5, temos os retornos esperados para cada ativo em cada estado de mercado,
com base nos retornos histéricos. Tendo-se em mente que o estado 5 reflete 0 mercado com
maior crescimento e o estado 1 o mercado esta em estresse, o comportamento qualitativo
dos retornos esté dentro do esperado do ponto de vista econémico. A medida que o mercado
melhora, é possivel ter um aumento da inflagao, por conta do aquecimento da economia, fato
confirmado pela queda na taxa de desemprego. Por outro lado, podemos ter uma elevacao no
CDI em decorréncia da elevagao na taxa SELIC como instrumento que 0 governo possui para
conter a disparada da inflagdo. Consequentemente, titulos do governo prefixados aumentam
a rentabilidade. Ja o mercado de renda variavel como um todo tende a perder fortemente em
situacdes de mercado desfavoraveis, mas por outro lado se valorizam de forma exuberante
em mercados otimistas. A taxa de cambio reflete a situagdo comumente vivida pelo pais nas
Ultimas décadas. Em mercados otimistas, ha um ingresso massivo de recursos de investi-
dores estrangeiros para aplicar na Bolsa valorizando as a¢des e derrubando o cambio em
virtude da abundancia da oferta de do6lar no mercado. O raciocinio no sentido do estresse de
mercado € exatamente o oposto. Por ultimo, o ouro, que em situacdo de mercado otimista

ndo sai do lugar, mas no estresse é um porto seguro para os investidores.

Ativos 1 2 3 4 5
IPCA £.B0% 5.39% 5.32% B.69% 10.10%
IBGE B.50% 11.73% -2 E3% | -16.18% | -10.84%
[wi]] 15.92% 15.32% 14.86% | 15.18% | 17.26%
IRFM 14.08% 18.72% 16.76% | 17.268% | 23.20%
IBOV -50.90% 27 0E% | 3285% | 71.99% | 268.88%
BB -84 54% 2B E2% | BA0E% | B4.33% | 344.20%
ITAD -87 46% B.45% 23.00% | B9.35% | 225.03%
CSN -96.61% -35.20% | BB.24% | 100.47% | 140.88%
PETROBRAS -85.41% S10042% | 10.30% | 118.59% | 240.88%
VALE -64.86% -12.83% | 4500% | B9.99% | BE.19%
FX 324.12% 28.18% | -14.53% | -20.22% | -42.23%
QURO 229.14% 17 .06% 3.67% 29.28% | 0.18%

Tabela 6.5: Retornos Esperados Anualizados por Estado de Mercado
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6.1.4 Estimacao das Covariancias
De forma analoga ao caso anterior, temos nas tabelas 6.6, 6.7, 6.8, 6.9 e 6.10 as respectivas

matrizes de covariancias entre os retornos dos varios ativos, em termos percentuais. Pode-se

notar a elevacao da volatilidade na situacédo de estresse de mercado em relacdo aos demais

estados.

Ativos col IPCA FX BB ITAU CSN_ PETROBRAS VALE IBOV IRFM IBGE  OURO
col 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 00000 00000 00000 00000
IPCA 0.0000  0.0000  0.0000 0.0001 -0.0003  0.0002 0.0001 0.0002 00000 00000 00000 00001
FX 0.0000  0.0000 03738 -0.4055 -0.4903  -0.4763 0.2267 -0.3046 02831 0128 -00032 03109
BB 0.0000 00001 -0.4055 1.3026 1.3618 0.8478 0.7935 07545 08063 00529 00263 -0.2474
ITAU 0.0000  -0.0003 -0.4903 1.3618 2.1100 0.6536 1.0631 02472 1.0311 00592 00138 -0.2595
CSN 0.0000 00002  -0.4763 0.8475 0.8536 1.1618 0.6063 06031 05730 00354 00142 -0.2907
PETROBRAS 0.0000  0.0001  -0.2267 0.7935 1.0631 0.6063 1.0942 07999 07312 00328 -0.0057 -0.0379
VALE 0.0000 0.0002 -0.3046 0.7545 0.9479 0.6031 0.7999 08155 06783 00263 00165 -0.1534
IBOV 0.0000  0.0000  -0.2831 0.8068 1.0311 0.5730 07312 06783 07215 00335 00024 01727
IRFM 0.0000 00000 -0.0129 0.0529 0.0592 0.0354 0.0325 00263 0.0335 00042 00024 -0.0052
IBGE 0.0000 00000 -0.0032 0.0263 0.01338 0.0142 -0.00657 -0.0165 0.0024 00024 00086 -0.0043
OURO 0.0000  0.0001  0.3109 -0.2474 -0.2895  -0.2907 0.0379 -0.1534 01727 -0.0052 -0.0043 03651

Tabela 6.6: Matriz de Covariancias para o Modo 1
Ativos col IPCA FX BB ITAU CSN  PETROBRAS VALE IBOV IRFM IBGE  OURO
col 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 00000 0.0000 00000 0.0000
IPCA 0.0000 0.0000  0.0000 0.0003 0.0002 - -0.0002 0.0001 0.0000 00000 00000 00001 -0.0001
FX 0.0000 00000 006875 -0.0752 0.0766  -0.0800 -0.0530 -0.0072 00803 -0.0036 00009 00476
BB 0.0000 00003 -0.0752 0.4505 0.2485 0.2146 0.1582 00883 019292 0009 00023 -0.0611
ITAU 0.0000 00002 -0.0766 0.2485 0.3618 0.1954 0.1866 01099 02081 00070 00024 -0.0529
CSN 0.0000 -0.0002 -0.0600 0.2146 0.1954 0.5037 0.2190 01995 02207 00043 -0.0059 00128
PETROBRAS 0.0000 0.0001  -0.0530 0.1582 0.1866 0.2190 0.3060 01290 01725 00057 00035 0.0088
VALE 00000 00000 -0.0072 0.0883 0.1099 0.1995 0.1290 02188 01109 -00002 00089 0.0350
IBOV 0.0000 0.0000  -0.0603 0.1992 0.2061 0.2207 01725 0.1109 01852 00059 00046 -0.0255
IRFM 0.0000  0.0000  -0.0036 0.0096 0.0070 0.0043 0.0057 00002 00059 00014 -0.0003 -0.0032
IBGE 0.0000 0.0001  0.0009 0.0028 0.0094  -0.0059 0.0085 0.0083 00045 -0.0003 00161 00029
OURO 0.0000  -0.0001  0.0476 -0.0611 0.0528 0.0128 0.0053 0.0350 00255 -0.0032 00029 01129

Tabela 6.7: Matriz de Covariancias para o Modo 2
Ativos col IPCA FX BB ITAU CSN_ PETROBRAS VALE IBOV IRFM IBGE  OURO
col 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000 00000 00000 O.0000
IPCA 0.0000  0.0000  0.0000 0.0001 0.0001 0.0004 0.0001 0.0000  0.0001 00000 00001 -0.0001
FX 0.0000 0.0000 0.0343 -0.0341 -0.0311 -0.0331 -0.0346 -0.0246 -00332 -0.0009 -0D.0034 00227
BB 0.0000 00001 -0.0341 0.2163 0.1079 0.0887 0.0585 00567 00833 00027 00016 -00273
ITAU 0.0000 00001 -0.031 0.1079 01679 0.0339 0.0715 0.0306 00916 0005 00038 -00239
CSN 0.0000 00004 -0.0331 0.0887 0.0889 0.3210 01225 01382 01168 00030 00121 00142
PETROBRAS 0.0000  0.0001  -0.0346 0.0585 0.0715 01225 0.1530 00958 00920 00017 00004 -00106
VALE 0.0000 0.0000 -0.0245 0.0567 0.0806 01382 0.0968 02101 00885 00009 00070 -0.0005
IBOV 0.0000 00001 -0.0332 0.0833 0.0216 01168 0.0920 00869 00284 00024 00033 -00185
IRFM 0.0000  0.0000  -0.0009 0.0027 0.0018 0.0030 0.0017 0.0003 00024 00005 0.0000 -0.0007
IBGE 0.0000  0.0001  -0.0034 0.006 0.0039 0.0121 0.0004 0.0070 00033 00000 00162 -0.0014
OURO 0.0000  -0.0001  0.0227 -0.0273 -0.0239  -0.0142 -0.0106 -0.0005  -0.0185 -0.0007 -0.0014 00727

Tabela 6.8: Matriz de Covariancias para o Modo 3
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Ativos cDl IPCA FX BB ITAU CSN_ PETROBRAS  VALE 1IBOV IRFM IBGE  OURO
(w1} 0.0000 00000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 00000 0.0000 00000 0.0000 0.0000
IPCA 0.0000  0.0000  0.0001 -0.0004 -0.0005  0.0000 -0.0002 -0.0003 -0.0001 00001 00002 0.0001
FX 0.0000  0.0001  0.0383 -0.0493 -0.0361  -0.0287 -0.0206 -0.0060 -0.0326 -0.0007 00035 0.0300
BB 0.0000  -0.0004  -0.0493 0.2361 0.0954 0.0440 0.0338 0.0603 0.0784 00007 -0.0033 -0.0409
ITAU 0.0000  -0.0005 -0.0361 0.0954 018s7 01012 0.0777 00823 01026 -0.0002 -0.0105 -0.0160
CSN 0.0000 00000 -0.0287 0.0440 0012 02352 0.0693 00871 00847 0.0004 -0.0047 -0.0081
PETROBRAS 0.0000  -0.0002  -0.0206 0.0338 0.0777 0.0693 0.1609 00796 0.0882 -0.0001 -0.0071 0.0083
VALE 0.0000  -0.0003  -0.0060 0.0608 00823 0.0871 0.0796 01671 00735 -0.0008 -0.0057 0.0102
IBOV 0.0000  -0.0001 -0.0326 0.0784 01026 0.0847 0.0888 00785 01010 00006 -0.0073 -0.0117
IRFM 0.0000 00001 -0.0007 0.0007 -0.0002  0.0004 -0.0001 -0.0003 00005 0.0005 00011 -0.0002
IBGE 0.0000 00002 0.0036 -0.0033 -0.0106  -0.0047 -0.0071 -0.0057 00073 00011 00227 0.0060
OURO 0.0000  0.0001  0.0300 -0.0409 -0.0160  -0.0081 0.0083 00102 -0.0117 -0.0002 0.0060 0.0858

Tabela 6.9: Matriz de Covariancias para o Modo 4

Ativos COl___IPCA FX BB ITAU CSN__PETROBRAS _VALE __ IBOV___IRFM__ IBGE__ OURO
col 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000 00000  0.0000 00000 0.0000 O.0000
IPCA 0.0000  0.0001  0.0004 0.0006 0.0003  0.0005 -0.0002 00001 00002 00001 00003 O.0002
FX 0.0000 0.0004 00573 0.0533 -0.0422 00112 -0.0344 00272 004533 -0.0032 -0.0043 0.0397
BB 0.0000 0.0006 -0.0533 02110 0.0843 00857 0.0619 00000 00851 00031 -0.0027 00235
ITAU 0.0000 0.0003 -0.0492 0.0843 02238 01108 0.091 00614 01327 00057 00025 -00577
CSN 0.0000  0.0005 -0.0112 0.0857 01108 02769 0.0926 01072 01050 00027 -0.0002 -00237
PETROBRAS 0.0000 -0.0002 -0.0344 0.0619 0.091 0.0926 0.1946 00802 00952 00051 00171 00210
VALE 0.0000  0.0001 00272 0.0000 00814 01072 0.0802 02681 00274 -00023 -00295 0.0266
IBOV 0.0000 0.0002 -0.0483 0.0851 01327 01050 0.0992 00274 01285 0005 0.0086 -0.0453
IRFM 0.0000  0.0001  -0.0032 0.0031 0.0057 00027 0.0051 £.0023 00085 00011 00016 -0.0016
IBGE 0.0000  0.0003 -0.0048 -0.0027 0.0025  -0.0009 0.0171 00295 00086 00016 00224 -0.0049
OURO 0.0000  0.0002  0.0397 0.0235 -0.0577 00237 -0.0210 00266 -0.0453 -0.0016 -0.0043 0.0873

Tabela 6.10: Matriz de Covariancias para o Modo 5

88
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6.2 Resultados Numéricos das Simulacoes

Em funcdo dos parametros estimados acima, podemos simular os modelos formulados no
capitulo anterior estimando as matrizes Ay (t), Zg(t) (t), Bo(t) € Eg(t) (t), em conformidade

com cada caso.

Nesta secao, apresentamos os resultados para trés tipos de problemas de otimizacao de
selecéo de portfélio. No primeiro caso, temos uma carteira somente com ativos de risco. No
segundo, temos o caso de otimizagdo do desempenho de uma carteira relativa a um bench-
mark; e, no terceiro caso, temos um problema de ALM ou Asset and Liability Management

tipico de Fundos de Penséo.

Para efeitos de comparacao de resultados, adotamos como referéncia o trabalho desen-
volvido por O.L.V. Costa e R. Okimura em [31], por se tratar de um modelo bastante proximo
do presente trabalho, diferindo essencialmente por ter como objetivo otimizar o custo apenas

no término do horizonte de investimentos.

6.2.1 Simulacao de um Portfélio com Ativos de Risco

Nesta primeira simulagdo, consideramos uma carteira composta pelas cinco agdes contidas
na tabela 6.1, ou seja, Banco do Brasil, Itau, CSN, Petrobras e Vale, para um horizonte de
investimento de 25 semanas. O objetivo € minimizar um compromisso entre risco e retorno,
sem restricdes. Assim, aplicamos o problema PU (v, &). Para efeito de todas as simulagdes,
sempre utilizaremos v = 1. Para todos os casos, fazemos uma simulagdo de Monte Carlo
para 10 mil trajetérias distintas, com passo de tempo de uma semana. Partimos de um inves-
timento inicial de uma unidade monetaria e do estado de mercado de estabilidade. Ao todo
consideramos os cinco estados obtidos na secao anterior. O detalhamento dos resultados

podem ser encontrados nas tabelas em anexo.

O gréfico da figura 6.6 mostra o comportamento do valor esperado do portfélio obtido das
10 mil trajetérias simuladas desde a data de inicio do investimento até o final do horizonte
de investimento. Vemos que, por se tratar de um problema de otimizagdo sem restrigdes, 0
modelo que otimiza apenas o risco e retorno terminais gera um valor superior durante todo
o tempo e de forma crescente. Isto se deve ao fato de que, como 0 modelo ndo necessita

minimizar o custo em cada passo de tempo, tem uma liberdade muito maior para buscar
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estratégias de alocacao mais rentaveis, fazendo com que na média o valor da carteira tenda
a ter um crescimento mais acentuado. Ao final do periodo de investimento, o valor esperado
da carteira pelo modelo de otimizacao terminal chega a 2.39, enquanto para o multiperiodo

chega a 2.08.

Otimizagdo Terminal

Otimizagao Mutiperiodo

Valor Esperado do Portfélio

I I |
0 5 10 15 20 25
Tempo em Semanas

Figura 6.6: Valor Esperado do Portfélio

No entanto, vemos que este crescimento superior do valor do portfélio vem as custas de
se expor a um maior risco’ ou incerteza, tendo mais chances de sofrer perdas superiores ao

modelo de otimizagao multiperiodo, conforme pode ser visto na figura 6.7.

De fato, se normalizarmos o valor esperado do portfélio em fung¢ao do risco incorrido, fica
facil verificar que o desempenho passa a ser claramente favoravel ao modelo que realiza a
otimizacdo multiperiodo. Este fato fica evidente através da figura 6.8. Nela vemos que a
valor esperado do portfélio por unidade de risco, considerando-se a otimizagdo multiperiodo,

€ bastante superior ao caso de otimizagao terminal.

"Mais especificamente, nos referimos ao desvio padrdo dos valores simulados do portfélio em cada passo de

tempo.
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Otimizagdo Terminal

Otimizagdo Multiperiodo

Risco Estimado do Portfélio

Figura 6.7: Risco Estimado do Portfélio

Otimizagdo Terminal
Otimizagdo Multiperiodo

Desempenhe Ajustado ao Risco

Figura 6.8: Desempenho Ajustado ao Risco

Uma maneira alternativa de avaliar este ponto pode ser visto através do grafico da figura
6.9. Nele vemos a diferenca percentual dos valores anteriores calculados para a otimizacao

multiperiodo frente aos respectivos valores do caso de otimizagao terminal. Por exemplo, na
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curva verde referente ao valor esperado do portfélio, pode se ver que os valores obtidos para
o caso multiperiodo ficam abaixo do caso de otimizacdo terminal, tipicamente entre 10% e
14%. Contudo, o risco é ainda menor, o que, neste caso, conta favoravelmente ao modelo
de otimizagdo multiperiodo. Neste caso, o risco fica abaixo entre, 20% e 40%. A combinagéo
deste dois efeitos gera a curva em azul referente ao desempenho ajustado ao risco, que fica

claramente favoravel para o modelo multiperiodo, ficando em média 30% acima.

—— Desempenho Ajustado a0 Risco
——— Valor Esperado do Portfslio
— Risco Estimado do Portfélio

entre Otimizagao Multiperiodo & Terminal

Figura 6.9: Desempenho Comparativo Entre Modelos

Nos graficos 6.10 e 6.11, podemos ver a alocagdo em cada ativo em relagéo ao valor da
carteira, para cada passo de tempo. Em termos gerais, os comportamentos sdo semelhantes,
uma vez que tomam decisdes de alocagdo em cada ativo de forma parecida diferindo a in-
tensidade que se expdem a cada ativo. Por exemplo, enquanto na otimizagdo multiperiodo
o portfdlio fica vendido em Petrobras cerca de 4 vezes o patriménio, na otimizagdo termi-
nal fica 7 vezes. Em compensacao, este ultimo modelo inicia comprado quase 5 vezes seu
patriménio e no outro caso nao chega a 3 vezes. De forma geral, pode-se verificar que o
modelo de otimizacao terminal parte de alocagcdo mais forte o que Ihe rende um crescimento
maior do patriménio nos primeiros 3 meses e depois acaba convergindo para uma alocacao

préxima do modelo multiperiodo no resto do tempo.
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05 em Relagdo a0 Valor do Portfélio

Valor do Portfo|
B T T T T /
1

Alocagdo % dos Ativ

—— BRADESCO
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——CsN -
—— PETROBRAS
——VALE

Figura 6.10: Alocacao com Otimizacao Terminal

Com isso, vemos que utilizar uma estratégia de otimizar a cada passo de tempo ou apenas
no final do horizonte de investimento é uma decisdo que depende essencialmente do apetite
de risco do investidor. Caso esteja disposto a correr mais risco para tentar alcancar retornos
superiores, podera fazer uso de um modelo de alocagdo com otimizacao terminal apenas.

Caso contrério, o mais racional seria utilizar-se de um modelo de otimizagdo multiperiodo.

s em Relagéo a0 Valor do Portfdlio

Alocagdo % dos Afivo

—— BRADESCO
—— Al
——csn
4 —— PETROBRAS B
——VALE

Figura 6.11: Alocagdo com Otimiza¢cao Multiperiodo
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6.2.2 Simulacao de um Portfélio com Ativo Livre de Risco e um Bench-

mark

Neste problema, consideramos uma carteira composta pelos quatro ativos da tabela 6.1: CDlI,
FX, IBOV e IRFM e o IPCA como benchmark para um horizonte de investimento de 25 se-
manas. O objetivo é minimizar o risco sujeito a alcangar uma rentabilidade minima. Assim,
aplicamos o pro- blema PC (v, ¢). Em particular, temos o caso de um modelo de otimizagao
para um portfélio com ativos de risco e um benchmark. Neste caso, como Ly (t) = [1,—1], a
saida é simplesmente o valor do portfélio ativo liquido do benchmark ou y(t) = X (t) — B(t).
Portanto, desejamos minimizar o erro de rastreamento ou tracking error do portfélio em re-

lagédo ao IPCA, considerando um excesso de rentabilidade minimo de 6% ao ano.

Apenas recordando que todos os demais critérios para a simulagdo sdo os mesmos do
exemplo anterior, vemos da figura 6.12 o comportamento do valor esperado liquido do port-
folio obtido das 10 mil trajetérias simuladas desde a data de inicio do investimento até o final
do horizonte de investimento. Neste caso, temos uma reta de pontos verdes que representa
a rentabilidade minima exigida de 6% ao ano. Por se tratar de um problema de otimizagao
com restricao intertemporal sobre este pardmetro de rentabilidade, vemos que no caso mul-
tiperiodo o modelo seleciona uma alocacao de portfélio capaz de gerar um crescimento da
carteira ativa acima do IPCA, de forma a superar, com folga, a rentabilidade minima excedente

de 6% ao ano requerida pelo investidor.

Ja o caso do modelo de otimizagao terminal permance a maior parte do tempo abaixo do
minimo, porém no vencimento da estratégia o valor esperado liquido supera ligeiramente a
rentabilidade minima exigida. De fato, atinge uma rentabilidade de 6.2% ao ano acima do
IPCA. No caso multiperiodo, por outro lado, a estratégia implementada atinge uma rentabili-
dade de 8.4% ao ano acima do IPCA. Portanto, resulta aproximadamente em um excesso de
retorno de 2.2 pontos percentuais em relagdo ao retorno minimo exigido acima do IPCA para
a estratégia de otimizacéo terminal. Em outras palavras, um investidor com $100 no inicio do
periodo tera ao final de um ano aproximadamente $106.65 se apenas corrigir seu capital pelo
IPCA, $113.09 se adotar uma estratégia com otimizacédo terminal e um valor esperado final de
$115.35 se adotar uma estratégia com otimizagdo multiperiodo. Logo, esperaria ter um ganho

adicional em torno de 17.3% acima do ganho esperado para o caso de otimizagao terminal.



CAPITULO 6. EXEMPLOS NUMERICOS 95

0.035

0025 -

S
T
1

Valor Esperado do Portfslio
*

0015 . -

0005 -

Figura 6.12: Valor Esperado Liquido do Portfélio

Mesmo nao tendo um desempenho superior para o valor esperado liquido, a estratégia
implementada pelo modelo de otimizagao terminal possui risco superior ao do modelo multi-
periodo de acordo com figura 6.13. Para ilustrar esta questdo, podemos ver na figura 6.14 os
quantis de 5%, 25%, 50%, 75% e 95% da distribuicdo das trajetérias simuladas para a evolugdo
da varidvel de saida y(t). As curvas pontilhadas referem-se ao modelo multiperiodo, e o con-
junto de linhas cheias refere-se a otimizacdo terminal. E notéria a diferenca entre os dois
casos. Enquanto para o modelo multiperiodo a dispersao de valores é razoavelmente estavel,
no caso de otimizagao terminal, a estratégia implementada gera maior dispersdo nos valores
simulados, sobretudo nos primeiros 3/4 de tempo. Mesmo com a curva do quantil contendo os
5% dos casos mais favoraveis para a otimizacdo terminal convergindo, ainda fica claramente
descolada das demais curvas, 0 que acaba puxando o valor esperado liquido para alcangar o
objetivo final, no entanto ainda com maior dispersao de valores e, consequentemente, maior
risco.

A combinacdo destes efeitos pode ser vista na figura 6.15, que mostra que o valor liquido
do portfélio ajustado por unidade de risco estimado é bastante favoravel a estratégia imple-

mentada pelo modelo multiperiodo.
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Otimizago Terminal
Otimizago Multiperiodo
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Figura 6.13: Risco Estimado do Portfélio
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Figura 6.14: Dispersao da Simulacao

Em termos de comparacgao conjunta destas medidas vemos na figura 6.16 que enquanto a
estratégia implementada pelo modelo multiperiodo proporciona um valor esperado liquido no

minimo 34% superior e, em média, 87% superior, o risco € no minimo 40% inferior, 0 que gera
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um efeito combinado que faz com que o desempenho ajustado ao risco no caso multiperiodo

seja em média 3 vezes superior.

Otimizacdo Terminal
OtimizagZo Multiperiodo

20

stado ao Risco

Desempenho Aju

Figura 6.15: Desempenho Ajustado ao Risco

Variagéo % Otimizagdo Multiperfodo vs Terminal

Figura 6.16: Desempenho Comparativo Entre Modelos
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Detalhando ainda mais, podemos ver pelas figuras 6.17 e 6.18 a efetiva diferenca das
estratégias implementadas em cada caso. No modelo multiperiodo a estabilidade na alocacao
é clara. A carteira fica alocada cerca de 93% de seu patriménio em CDI, que é livre de risco
para efeito de nossos exemplos, e o restante em titulos publicos prefixados. pode-se ver pelos
retornos estimados na secao anterior que a rentabilidade minima acima do IPCA exigida no

problema é praticamente alcancada pelo CDI.

em Relagdo ao Valor do Portfslio
b
T
1

Alacagdo % de Ativos

—CDl

— BOV
— IRFM

Figura 6.17: Alocagdo com Otimizagao Terminal

Ja no caso do modelo de otimizacao terminal, temos que o modelo inicialmente busca
uma estratégia alavancada arbitrando o CDI contra os titulos publicos prefixados e ficando
levemente comprado em Bolsa e cAmbio. Esta estratégia que, em algum grau, permance boa
parte do tempo na carteira, é a responsavel pelo risco mais elevado, mas que nao acaba se
traduzindo em um desempenho superior ao modelo com otimizagcao multiperiodo para este

horizonte de tempo.
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Figura 6.18: Alocagdo com Otimizacao Multiperiodo

6.2.3 Simulacao de ALM para Fundo de Pensao

Para o caso de ALM, consideramos uma carteira X (¢) composta por cinco ativos: CDI,
FX, IBOV, IRFM e Ouro. O passivo Y (t) seguird um processo determinado pelo IPCA, e
a dindmica de saques e resgates liquidos D(t) serd obtida da variagdo da taxa de desem-
prego do IBGE. Consideraremos um horizonte de investimento de um ano ou 52 semanas. O
objetivo é minimizar o risco sujeito a alcangar uma rentabilidade minima. Assim, aplicamos
o problema PC (v,¢). Para este caso, como Ly (t) = [1,—1,0], a saida sera o valor do
portfélio ativo liquido do crescimento do passivo em funcdo do IPCA mais os fluxos liqui-
dos de aplicacoes e resgates. Mais especificamente, teremos a variavel de saida dada por
y(t) = X(t) — Y (t). Portanto, desejamos minimizar o erro de rastreamento do portfélio em
relagdo ao passivo corrigido pelo IPCA e liquido das aplicacdes e resgates, considerando um

excesso de rentabilidade minima de 6% ao ano.

Todos os demais critérios para a simulacdo sdo os mesmos dos exemplos anteriores, a
excecdo do valor de partida do ativo que se inicia com 94% do valor do passivo e D(0) =
0.0006. Assim, o objetivo sera de atingir um E(y(t)) = X(t) — Y(t) > ¢ = 6% saindo de um
valor X (0) — Y (0) = —0.06.
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Nas figuras 6.19 e 6.20 temos o comportamento do valor esperado liquido do portfélio
obtido das 10 mil trajetérias simuladas desde a data de inicio do investimento até o final do
horizonte de investimento. No primeiro grafico vemos a evolugao dos valores esperados do
passivo e da carteira ativa separadamente para a otimizagao multiperiodo e terminal. Uma
diferenga fundamental entre os dois modelos pode ser vista na evolu¢ao do valor esperado da
carteira ativa nos dois casos. Enquanto na otimizagéo terminal seu crescimento é paulatino,
ultrapassando o valor do passivo em aproximadamente 4 meses, no caso multiperiodo o
modelo busca uma estratégia que desde o primeiro passo de tempo gera um resultado que
atende a restricdo F(y(t)) = X(t) — Y (t) > ¢ = 6%. Como veremos mais adiante, para o

modelo atender imediatamente a esta restrigdo acaba pagando o prego da elevagao do risco.

115 T T T

—— Ativos: Otimizaso Terminal
Ativos: Otimizaggo Mullieperiodo
Passivo

+  Crescimento Esperada Benchmark

Figura 6.19: Valor Esperado do Portfélio Aberto

Ja no grafico da figura 6.20 podemos ver os resultados consolidados do valor esperado
do portfélio liquido dos passivos. Assim, & possivel avaliar o atendimento do objetivo de
rentabilidade exigida frente ao risco para cada caso. A otimizag&o terminal alcanga o obje-
tivo apenas no final do periodo, praticamente igualando o retorno minimo exigido acima do
IPCA. Mais especificamente, chega em 6.1% acima do IPCA. No caso multiperiodo, por outro
lado, a estratégia implementada atinge uma rentabilidade de 8.5% ao ano acima do IPCA, ou

seja, resulta aproximadamente em um excesso de retorno de 2.4 pontos percentuais ao ano
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em relacao ao retorno minimo exigido acima do IPCA pela otimizacdo terminal. Em outras
palavras, um investidor com $100 no inicio do periodo tera ao final de um ano aproximada-
mente $106.65 se apenas corrigir seu capital pelo IPCA, $112.77 se adotar uma estratégia
com otimizacgao terminal, e um valor esperado final de $115.14 se adotar uma estratégia com
otimizacdo multiperiodo. Logo, esperaria ter um ganho adicional em torno de 18.6% acima do

ganho esperado para o caso de otimizagao terminal.

ao Benchmark

Valor Esperado do Portfélio frente

Figura 6.20: Valor Esperado do Portfolio Consolidado

Na figura 6.21, temos o risco para cada estratégia. Devido a necessidade que o modelo
multiperiodo possui de encontrar uma alocag¢ao que atenda as condi¢cées de contorno do
problema, ele gera um pico de risco no primeiro momento, convergindo ao longo do tempo

para o mesmo patamar de risco do modelo de otimizagao terminal.
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Figura 6.21: Risco Estimado do Portfélio
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Figura 6.22: Desempenho Ajustado ao Risco

No entanto, vemos na figura 6.22 que o valor liquido esperado para a carteira ajustada ao

risco é notoriamente favoravel ao modelo multiperiodo.
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Por dltimo, nas figuras 6.23 e 6.24 temos a evolugao das estratégias de alocacao de cada
modelo. Para o caso multiperiodo ndo apresentamos especificamente o primeiro passo por

possuir valores muito elevados que distorcem a analise a partir do segundo passo.

T
—CDl
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— OURO

Alosagiio % Ativos em Relagio ao Valor Esperado do Portfélio

Figura 6.23: Alocagdo com Otimizacao Terminal
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Figura 6.24: Alocagcao com Otimizagcao Multiperiodo
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Deste momento em diante, vemos na figura 6.24 uma alocacao em CDI que oscila entre
90% e 95% do patrimo6nio da carteira. Em segundo lugar vemos a formacgao de uma posicédo

comprada em titulos publicos prefixados e as demais posi¢coes vao para zero.

Ja a figura 6.23 mostra uma alocacao de seis meses para frente, bastante em linha com
o caso multiperiodo. No entanto, notamos uma espécie de convergéncia assintética com o
passar do tempo, sendo que nos primeiros quatro meses ha posi¢oes significativas em ativos
com risco como Cambio, Bolsa e Ouro. Assim, vemos que ha uma diferenga qualitativa nos

riscos incorridos nos dois modelos.

Enquanto no modelo multiperiodo o elevado risco se deve a abrupta estratégia de alo-
cagao que o modelo procura realizar para atender imediatemente a condicdo de contorno
da rentabilidade minima, no caso de otimizagado terminal vemos que seu risco tem origem

essencialmente na estratégia que monta com a carteira de ativos.

6.3 Comentarios Gerais

Neste capitulo, procuramos ilustrar desde a estimagao dos parametros para o0 modelo desen-
volvido nos capitulos anteriores até a simulagao de trés situacdes de relevancia pratica. Além
dos resultados intrinsecos a este modelo de otimizacdo multiperiodo, também contrastamos
seu desempenho com um modelo de otimizacao terminal apresentado em [31]. Vimos que,
embora em alguns casos possa ser gerado um valor esperado para a evolugao da variavel
de saida superior ao mesmo resultado oriundo de um modelo de otimizagdo terminal, sua
maior virtude estd em ser mais consistente em buscar estratégias que ponderem de forma
mais equilibrada a relagéo risco retorno ao longo do tempo, resultando em um desempenho

ajustado ao risco mais equilibrado do que ao se otimizar apenas no vencimento da estratégia.



Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho, consideramos o problema de média-variancia através do emprego de con-
trole 6timo estocastico em sistemas lineares a tempo discreto com ruidos multiplicativos e
saltos markovianos. Os critérios de desempenho considerados foram o de minimizacao de
um compromisso entre a variancia e a esperanca da saida do sistema, e uma combinacéao
linear da varidncia com restrigdo sobre o valor esperado da saida. Em todos os casos foram

considerados critérios de otimizagao multiperiodo.

Foram apresentadas condi¢oes explicitas para a existéncia de uma estratégia de con-
trole 6timo para os problemas acima e foi apresentada uma forma explicita para calcula-
la em 4.19, generalizando resultados anteriores na literatura. Esta lei de controle étimo é
escrita com a realimentagdo da variavel de estado adicionada a uma sequéncia deterministica.
Esta solugéo foi derivada a partir de um conjunto de equagdes recursivas generalizadas de
diferencas de Riccati acopladas em 4.14 e interconectadas com um conjunto de equacées

lineares recursivas acopladas em 4.15.

Como exemplo de aplicacao destes resultados, apresentamos trés problemas de selegéo
de portfélio multiperiodo com mudancga de regime. Neste tipo de problema, deseja-se encon-
trar a melhor alocagao entre os ativos de uma carteira com o objetivo de minimizar a soma
das variancias do portfélio ao longo do tempo, observando que seu valor esperado em cada
momento pelo menos alcance uma rentabilidade minima ou, alternativamente, otimizar uma

relac&o risco retorno sem restrigcoes.
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Para aplicar este tipo de problema ao modelo desenvolvido no trabalho, mostramos a
maneira de fazer a formulagao dos diversos casos, assim como estimar os parametros neces-
sarios para sua simulacdo numérica. Desta forma, apresentamos dois exemplos de apli-
cagao para carteiras de investimento e uma para ALM em situagdes préximas da realidade
do mercado brasileiro. A titulo de comparacao de seus resultados, consideramos 0 modelo
de otimizagao terminal apresentado em [31], por se tratar de um caso particular do presente
modelo. Assim, pudemos ver que devido as restricdes multiperiodo do presente modelo, este
acaba buscando estratégias de alocagao que apresentam um desempenho do valor esperado
de sua saida ajustado ao risco superior ao modelo que considera a otimizacdo somente no

final do horizonte de tempo.

7.1 Trabalhos Futuros
Com vistas ao desenvolvimento futuro, podemos citar:

1. Maximizar o valor esperado da saida, restringindo-se sua variancia em cada momento.
Trata-se de uma terceira estratégia de relevancia pratica. E comum na gestdo de in-
vestimentos buscar estratégias de alocagao que oferecam ao investidor o maior retorno
possivel, controlando-se o risco ao longo do tempo. No entanto, seria essencialmente
necessario desenvolver uma formulagdo adequada para o valor esperado e 0 risco
neste problema, nos mesmos moldes do que foi realizado na Proposi¢cao 7. Uma outra
derivagdo neste mesmo sentido também pode ser a de considerar outras medidas de

risco como critério de controle, como, por exemplo, drawdown maximo.

2. Restricdo nas variaveis de controle. Pelas simulacdes realizadas, fica claro que se-
ria um avango fundamental para sua aplicacao pratica, uma vez que nao é desejavel
termos no curto prazo decisdes de alocagdo que permitam alavancagens excessivas
na carteira, ainda mais as que permitem posicdes vendidas elevadas. Contudo, uma
solucédo analitica que considere esta questdo deve elevar ainda mais a complexidade
do modelo. Ainda assim, julgamos ser um topico de alta relevancia pratica e tedrica,
uma vez que nao temos noticia de estudos que incorporem este tipo de restricao tanto

em solucdes analiticas quanto numéricas.
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3. Extensao para considerar horizonte de tempo infinito. Por exemplo, problema de se-
lecdo de portfolio com prazo indefinido ou que pressupde um modo perpétuo de fun-
cionamento, tipico de fundos de previdéncia aberto, onde ao mesmo tempo em que
novos beneficios sdo concedidos, temos o ingresso de novos contribuintes, € um caso

de aplicacao pratica de interesse.

4. Considerar o caso em que os parametros Ay (¢), Zg(t)(t), Bg(t) (t) e Eg(t)(t> possuem
incertezas paramétricas, ou seja, além de as variaveis de estado e saida possuirem
um comportamento estocastico em funcédo dos ruidos multiplicativos e da mudanca de
regime através do processo markoviano de estados, os elementos que compdem es-
tas matrizes também passariam a ser incertos. Este fato poderia ser de interesse, na
medida em que se considere processos com horizonte de tempo mais elevado. Por ex-
emplo, problemas de selegéo de portfdlio que considerem varios anos a frente poderiam
considerar que os fatores de mercado possuem incertezas para descrever sua evolugao

ao longo do tempo.

5. Incorporar momentos de ordem superior. Praticantes e pesquisadores que ja lidaram
com dados de mercado sabem que a distribuicdo dos retornos dos ativos dificilmente
segue um formato que se ajuste a uma distribuicao gaussiana. Maiores detalhes podem
ser vistos, por exemplo, em Mandelbrot [74] ou, mais recentemente, em Chao-lin [20] e
Harvey et al. [57]. O fato de muitos modelos em finangas utilizam-se desta premissa
é sobretudo pela facilidade do tratamento matematico, compreensao do modelo e esti-
macao, segundo Jondeau et al. em [64]. Contudo, principalmente com as frequentes
situagoes fora da normalidade, este tipo de premissa pode ser bastante perigosa, po-
dendo levar a decisdes de investimento incorretas devido a subestimacao de eventos
extremos. Assim, é de relevancia pratica e atual incorporar aos modelos de selecao de
portfélio momentos de ordem superior como curtose e assimetria, os quais poderiam
contribuir para tornar a distribuicdo do processo de riqueza ao longo do tempo mais

proxima da realidade.

6. Risco de Insolvéncia. Basicamente sao trés questbes: a primeira referente a incor-
poracao do risco de crédito dos ativos em conjunto com o risco de mercado classica-
mente considerado nos problemas de selecédo de portfdlio. De fato, com as recorrentes

crises financeiras é cada vez mais nitida a demanda por modelos capazes de integrar
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abordagens que, até entdo, tém sido consideradas de forma separada. A segunda
questao refere-se a consideracao do controle de solvéncia, na linha proposta em [116],
decorrente da possibilidade de determinadas alocag¢des permitirem a ocorréncia de va-
lores negativos para o portfélio ao longo do horizonte de tempo considerado. A terceira
questéo refere-se ao controle de insolvéncia de um portfélio em virtude do descasa-
mento entre a rentabilidade obtida ao longo do tempo, em fungédo das alocagdes rea-
lizadas em cada estado de mercado, e as exigéncias em termos de resgates do pas-
sivo. Embora haja uma questao subjacente em termos do controle do risco de liquidez,
nos referimos ao caso classico de fundos de pensao, em que os investidores realizam
aportes periodicos no fundo com vistas a adquirir o direito de fazer resgates no futuro
de forma a complementar ou garantir sua renda em caso de aposentadoria. Em outras
palavras, o fundo assume a obrigacdo de honrar os compromissos assumidos frente a
seus cotistas no futuro e, caso esta situagdo n&o venha a ocorrer, o fundo podera ser

considerado insolvente frente a seus contribuintes.

7. Preferéncias entre risco e retorno. Sobretudo para problemas de alocagéo de recursos
de longo prazo, é necessario que se considere modelos de utilidade esperada para
estimar de forma explicita a dinamica da aversao individual e absoluta ao risco. De
acordo com Zenios e Ziemba [109], a escolha de uma sequéncia de funcdes utilidade
para cada passo de tempo pode forcar a trajetéria do processo de riqueza ao longo dos
diferentes cenarios do problema de otimizacdo. Com este objetivo, diferentes tipos de
funcdes utilidade podem ser aplicadas para desempenhar esta funcao com diferentes
propriedades de risco, como, por exemplo, utilidade quadratica, logaritmica, poténcia

ou exponencial, conforme pode ser visto, por exemplo, em Hakansson [55].

8. Passivo atuarial considerando tdbuas de mortalidade para o problema de ALM. No caso
apresentado, utilizamos um processo estocastico para representar o comportamento do
passivo. No entanto, a principal caracteristica deste tipo de problema é seu horizonte
de investimento ser de muito longo prazo, podendo atravessar décadas ou geragoes.
Assim, é importante que o problema de selecdo de portfélio neste caso considere o
principal risco subjacente a este tipo de investimento: o descasamento entre retornos
esperados, ajustados ao risco, para os diferentes ativos disponiveis para alocacéao frente

as metas atuariais e a crescente expectativa de vida da populacéo. Estes trés fatores
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sdo comumente apontados como a causa da insolvéncia da maioria dos planos de
previdéncia, conforme pode ser visto em Bertocchi, Schwartz e Ziemba [10] e Micocci,
Gregoriou e Masala [83]. Assim, seria de grande interesse pratico que uma abordagem
como a apresentada no presente trabalho fosse capaz de contemplar esta questdo em

sua formulacéo.



Apéndice A

Demonstracao de Proposicoes

A.1 Proposicao 1

Considere Y € B(R") e M € B(R™)comY > 0e M > 0. Seja A e B matrizes estocasticas
(isto é, cada elemento da matriz é uma variavel aleatéria) em B(R") e B(R™, R") respectiva-

mente. Entao:
T
o E(A'YA)— E(AYB) <E(B’YB + M)> E(B'YA)>0e

o E(A'YB) = E(AYB) <E(B’YB) + M)T<E(B’YB) + M).

Demonstragdo. De acordo com a Proposi¢ao 3 em [28], considere a seguinte matriz estocas-

tica:

Y YB
Q= @ Qr _ >0

Qly Q2 BY R

emque R= B'YB+ M.

A partir do complemento de Schur, temos que:
e Q=Y =>0;

e derivado das propriedades da inversa de Moore-Penrose onde YYY =Y, temos:
Qi =YB =QuQ,Q1,=YY'VYB.
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e Da mesma forma, temos:
Qa2 — Q15Q1,Q1a=R—-BYY'YB=R-BYB=M >0.

Assim,

A0 Y YB A0 AYA AYB
0 I BY R 0 I B'YA R

Tomando-se o valor esperado, temos:

E(A'YA) E(AYB) _ Qi Qo -,
E(BYA) E(R) Q' Om)

Novamente, utilizando o complemento de Schur, temos
0< Qu — Q1:Q5,Q, = E(A'YA) — E(A'YB)E(R)'E(B'Y A)
demonstrando a primeira desigualdade.
Por outro lado, tomando-se
Qu2 = BE(A'Y B) = Q12Q4,Q2 = E(A'Y B)E(R)'E(R)

demonstramos a segunda relagao. O
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A.2 Proposicao 2

Para G = G’ € B(R") e H € B(R",R™) segue que H(I — GGT) = 0 se e somente se
Ker(G) C Ker(H).

Demonstragdo. Conforme pode ser visto em maiores detalhes em [2], mostramos a impli-

cacgao reversa utilizando decomposigao de valor singular (SVD) da matriz G, de forma que

em que X é uma matriz diagonal ndo-singular e V é tal que VV’ = [. Mais ainda, V é

decomponivel em V' = <V1 V2> onde as colunas de V, formam uma base para Ker(G).

Pode-se deduzir entdo que a inversa generalizada da matriz G, ou seja, G é dada por

Portanto, H(I — GG') = HV,VJ, e como GV, = 0, temos que HV, = 0 completando a

prova. O
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A.3 Proposicao 3
SeP=(P,...,Py)eH" eV = (V4,...,Vy) € H"!, entdo P(k, P) € H"" e
Gi(k, P) = Gi(k, P)R;(k, P)'R;(k, P). (A.1)
Demonstragdo. O resultado segue da segunda relagao da Proposicao 1 apo6s definir que
o M =0;

o A

Ai(R) + 325 Ay o (R)w? (k);

o B=Bi(k)+ Y, B;o(k)w(k);

Assim, considerando as hipéteses feitas para {w?(k)} e {w¥(k)} na se¢do de Notagdes e

Defini¢cdes e os operadores em (4.6), vemos que

E(AYA) = B(A;(k) + ) Ay (kywi (k) Ek, PY(Ai(k) + Y Ay (R)wi (k)] =

&€

E[Ai(k) &k, P)Ay(k) + Ai(k)' Ei(k, P) Z A s (k)w? (k) +

s
s=1
€

D wl (k) Aia(k) E(k, PYAi(k) + > wk (k) Ai s (k) Ei(k, P) Y A; o(k)w? (k)] =
A(k)YEi(k, P)A;(k) + A;(k)E(k, P) Z A;(B)E[w® (k)] +
> " Bl (k)] Ao (k)E(k, PYAi(k) + Y Ai (kY Ei(k, P) Y Aio(k)Elw? (k) wE (k).

Portanto

E(A'Y A) = Ay(k)E(k, PYA;(k) + Yoy Ais(k) Eik, X)Aiy(k) = Aj(k, P).
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Para E(A'Y B), temos

E(AY B) VS Ao () (6)Y £k, PYBA(R) + 3 B ()t (k)] =

s1=1 so=1

E[A; (k)& (k, P)Bi(k) + A; (k)& (k, P) Z B, (k)

so=1

Z w31 A; 81 + Z wsl A; 51 '&(k, P) Z Ei,Sz (k)w;;(k)] =

s1=1

A; (k)& (k, P)Bi(k) + A; (k)& (k, P) Z By, (k) E[w® (k)] +

so=1

so=1

Z E sl A 151 k) gl(kv P)Bl<k) + Z *’ZZ}S1 (k>/gl(k7 P) Z §i752<k)E[w§1 (k)/wu (k)]
s1=1 s1=1 so=1
Portanto

E(A'YB) =

:m

(/f)’g (/’~C P)B;(k)

Para E(B'Y B), temos

E(BYB) )+ Z B VE(k, P)(Bi(k) + > Biy(k)wi(k))] =

BAkYE (k. PYBA(K) + Bi(KVE (k. P) " Bua(h)E]

Z E[wg(k)/]éi,s(k)/gi(k7 P)B;(k) + Z Ei,s(k),gz’(ka P) Z Els(k)E[wg(k)'wZ(k)]

Portanto

E(B'Y B) = By(k)&(k, P)Bi(k) + 35, Bio(k) &k, X) By o(k) = Ry(k, P).

Das relagdes acima, obtemos para P;(k, P) a seguinte relagao

Pi(k, P) = Ai(k, P) — Gi(k, PYRi(k, P)iGi(k, P) + v(k)L;(k)'L;(k) =
E(A'Y A) — E(A'Y B)E(B'Y BY'E(A'Y B + v(k)L;(k)' Li(k).



APENDICE A. DEMONSTRACAO DE PROPOSICOES 115

Adicionalmente, considerando-se da Proposicao 1, com M = 0, que
E(AYB)=E(AYB)E(B'YB)'E(B'YB)
é facil verificar que

Gi(k, P)' = Gi(k, P)Ri(k, P)'R;(k, P).
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A.4 Proposicao 4

SeP=(P,...,Py) e ",V =(V4,...,Vy) e H*!,y € H' e paracadai = 1,..., N,
Hi(k, V) € Im(R;(k, P)), (A.2)

entdo para qualquer u; € U(k),

E(”(k)y(k)2 — ME)y(k) + z(k+ 1) Pygpanyz(k + 1) — Vggeanyz(k + 1) + 79(k+1)|fk> =

(k) Pogey(, P (k) + (k) + aogey (w(8) ) Rogo(h, P) (ulk) + aogey (x(k)

— Vo (k, P, V)z(k) + Doy (k, P, V,7), (A.3)
emqueparat=1,..., N,
a;(z) = Ri(k, P)! (gi(k, P)z — %H(k V)). (A.4)

Demonstragdo. Partindo-se da equagao (3.1), temos
2k + 1) Pognya(k + 1) = | (2(k) Ao (k) + )3 w? (k) Augeo (k)] ) +
( ) [Bok) (k +Zw Be (k),s ( )])}PG(IC—H [(Ae ) (k +ZA9 (k),s (B )w? (k)| (k))-i‘

([Be(k)(k) + Z Ee(k),s(k)w?(k)]u(k))] = (x(/f)/[Ae(k)(k)/ + Z w?(k)/gé?(k),s(kY])

Pote+n) ([Be(k)(/f) + D Bow.s (k)w! (k)]U(k)) :

s=1
Considerando-se as hipéteses feitas para {w?(k)} e {w¥(k)} na segdo de Notagdes e

Definigdes, o operador &;(k, X) de (4.6) e por se tratar de um sistema markoviano, temos que

E<P9(k+1)|fk> = E( o(k+1) |0 (K > szg i = Eory (K, P).
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Portanto, o valor esperado da relagdo acima, condicionado ao estado atual #(k) em que

se encontra o mercado, é dado por

Bk + 1) Fygye(b + 1)| 7 ) =

w(k)’@e(k)(/f)'ge ) (s P) Aggry (K ZAO )(’@P)ge(m,s(k))fv(kH

20 (kY (Ao (k) €y, P) Bogao (k) + Z Z v U)oy (K) Eutey (s P) By () k) +

s1=1s2=1

U(/f)/<ée(k (K) Eory (K, P) Bogry (k) + ZBG(k ) (K, P)Bory s (k))u(k). (A.5)
De forma analoga, temos que

‘/b(k+1)x(k + 1) =

3

Votk+1) [(Ae J(k) + > Agrys (k)w? (k) (k) + (B (k) +Z§e(k)7s(k)w;‘(k))u(k) :

s=1

Também temos que
B (Va1 ) = B (Vogws [0k) ) = pr Vi = En (. V).

Assim, o valor esperado desta relagdo acima, condicionado ao estado atual (k) em que se

encontra o mercado, € dado por
B (Voo + 1)IF2) = oo (k. V) Aoy (B2 (k) + B (k)u(k) ). (A.6)
Da mesma forma dos casos anteriores, pode-se facilmente mostrar que

E(%(k+1)|fk) = Eory (K, 7). (A7)

Note que nas equacgdes (A.5), (A.6) e (A.7) utilizamos o fato de que, embora a o-algebra F;,
seja maior que a o-algebra gerada pelas variaveis aleatérias 6(j),0 < j < k, ainda temos que
E1t9k+1)=11|Fr] = por);(k), considerando o Corolario 7.2 em [42]. Portanto, observando-se
que, a partir da relagéao (3.2), o valor da variavel de saida no passo k é conhecido em fungéao

do valor da variavel de estado no mesmo passo, conclui-se que



APENDICE A. DEMONSTRACAO DE PROPOSICOES 118

o B(y(k)IF) = ylh);
o B(y(k?|F) = y(k)*

Considerando este fato em conjunto com as equagdes (A.5), (A.6) e (A.7) narelacao (A.3),

temos

E(”(k)y<k)2 - )\(k)y(k) + x(k + 1>/P9(k+1)x(k + 1) - Vb(k+1)$(k + 1) + 70(k+1)’fk) =

ZAQ ), P) Ao (k) ) (k) + 22 (kY ( Aggsy (k) oy (k, P) Bagey (k) +

523 e () B () ot P) B0 )8) (8 By (0 € (. P) B (1)

s1=1s2=1

Z Bony (k) €otey (&, P) Bogeo (k) ) (k) + Eagey (k, V) | Aggsy (6) (k) + Bogay (K)u(k) | + Eagey (k7).

Rearranjando os termos e considerando os operadores em (4.6), chega-se facilmente ao

seguinte resultado

E(”(k)y(k’)g — AE)y(k) + x(k + 1) Pogpyyz(k + 1) = Voggnyz(k + 1) + 79(k+1)|fk> =
{0k (Aagsy (k, P) + () Log (k) Loey (k) ) (k)
+ 20(k) Goy (k. PYu(k) + u(k) Rog (k. P)ul }

- {Ee(k)(ka V) (Ae(m(k)x(/{?) + By (k)u (k)> + /\(k)Le(k)(k)x(k)} + &y (k). (A8)

Estabelecendo por simplicidade que z(k) = z, u(k) = u, 0(k) = i, reorganizando os termos
do lado direito de (A.8) e considerando apenas os termos independentes em u, obtemos uma

f(u), tal que

F(u) = wRi(k, PJu+2('Gi(k, PY — %&.(/@, V)B/(H) ) (A9)
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Como, por hipotese, P € H"', ou seja, é simétrica positiva semidefinida, temos que
Im(R;(k, P)) = Im(R;(k, P)T), e da se¢éo de Notagdes e Definigbes, vemos que Im(R;(k, P)T)
= Ker(R;(k, P)")*.

Portanto, de (A.2) concluimos que H;(k,V) € Im(R;(k, P)"), e assim Ker(R;(k, P)") C
Ker(H;(k,V)"). Com isto, segue da Proposigdo 2 que

Hi(k, V) = H;(k,V)Ri(k, P)'R;(k, P). (A.10)
Por outro lado, considerando-se o resultado da Proposi¢cao 3 em (A.9) temos
1 _
F(w) = 'Rk, Pyu+2(2'Gilk, PYRyk, P) Rk, P) = SE(k, V) Bi(k) Ju

Como, a partir dos operadores n&o lineares em (4.8), temos que H;(k, V) = &(k,V)Bi(k) e,

considerando (A.10) aplicando-os na relagdo acima temos

F(u) = w'Ri(k, P)u + 2<x’gi(k, PYRi(k, P)'Rs(k, P) — %H(k: V) Ri(k, P)IRi(k, P))u -

u'R;(k, P)u+ 2(1:’91»(!@, P) — %H(k: V)') Ri(k, P)'Ri(k, P)u.

Chamando de «a;(z)" = (a:’gi(k, P) — 3H;(k, V)’)Ri(k, P)' e aplicando na relagio acima, é

facil verificar que
fu) =(u+ ai(2))Ri(k, P)(u+ a;(x)) — ai(x) Ri(k, P)ai(x). (A11)
Note agora que utilizando a propriedade (ii) da inversa generalizada de forma a ter

Ri(k, P)'R;(k, P)Ri(k, P)' = R;(k, P)T,
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chegamos facilmente em

—a(z)R;(k, P)a(x) = — (x’gl-(k, PYR;(k, P)'Gi(k, P)x — &(k,V)B;(k)Ri(k, P)'G;(k, P)z+

1 _ _
L&k V) BR)R:(k, P) (€, V) Bi(R))' ) (A12)
Assim, temos que o resultado obtido na equacéao (A.8) pode ser reescrito da seguinte forma

o' (As(k, P) 4+ v(k)Li(k) Li(k))z + 22'G;(k, P)'u + w'R; (k, P)u + &(k,~)—

E:(k, V) (As(k)z + Bi(k)u) + A(k)Li(k)x] =

o' (Ai(k, P) 4+ v(k)Li(k) Li(k)x — [E(k, V) Ay(k) + ME)Li(k)]z + E(k, ) + f(u) =

&' (A;(k, P) + v(k)L;(k) Li(k) — Gi(k, P)'Ri(k, P)'Gi(k, P))z—

[E:(k, V) (Ai(k) — Bi(k)Ri(k, P)'Gi(k, P)) + \(k) Li(k)]a+

(u+ a;(2))Ri(k, P)(u+ a;(x)) + [E:(k,~) — i&(k, V)B;(k)Ri(k, P) (&(k, V) Bi(k))'] =

' Pi(k, P)x — Vi(k, P,V)x + D;(k, P,V,~v) + (u + a;(z))Ri(k, P)(u + a;(z)),

demonstrando (A.3) e completando a prova da proposigao. O
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A.5 Proposicao 5

Se H,(k) € Im(Ri(k, P(k + 1)) for valida, entdo, H;(k,V(k + 1)) € Im(Ry(k, P(k + 1))) é

satisfeita para qualquer \ € R”.

Demonstracdo. A partir de (4.20), podemos escrever que

k+1

T(k+1) Z A (H A(EY)]L(;)
Tk +1) = Ak + DL(k + 1) + A(k + 2) (kﬁ A ) (k +2) ...+)\(T)< kﬁ A(E)’)]L(T)’
Ak +1)
TU+1) = (Lik+1) ... ( ;f;;,lA(e)')L(T)') : ,
A(T)

Como temos

Hi(k,V(k+1))

B;(k)' [m(k) ® 1} Tlh+1)

Hi(k,V(k+1))

By [Pk @] (Lik+1y o (T @)Ly )| 0 |
A(T)

e considerandoi = 1,..., N,k =0,...,T — 1 e definindo H;(k) € B(RT~* R™) como segue

1K) = BRE® e D (Lek+1) . (I AG)LEY), (A13)
vemos que
Ak +1)
Hi(k,V(k+1)) = H;(k) : : (A.14)
A(T)

Assim, se H;(k) € Im(R;(k, P(k+1))) for valida, entdo de (A.14) temos que H,;(k, V (k+1)) €
Im(R;(k, P(k + 1))), demonstrando o resultado. O
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A.6 Proposicao 6

As seguintes identidades sao validas:

Demonstragdo. De (4.20) temos que

d = p(0)'T(0) = T(0)'u(0) = 3 AG)L(i) (f[ A(R) ) u(0) = 37 M(i)a(i)

=1

mostrando a primeira identidade. Para a segunda identidade v(¢) € R", como

v1(t)
v(t) = : ,vi(t) = Hi (6, V(E+ 1)) Ri(t, P(t+ 1) H(, V(¢ +1)).
un (t)
Escrevendo §(t)" = <71 (t) ... 7N(t))’ temos que 4(t) satisfaz a seguinte equagao recursiva

(veja (4.8) e (4.16))

Assim, temos que

/=1 s=(+1
e em particular
T T
5(0) :—32( I1 P(T—s))v(T—@. (A.15)

n(k+1) ==(0) J[P0). (A.16)
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Combinando as equacgdes (A.15), (A.16) e da definicdo e temos que

1 T
e=m :—ZZW (HIP’ —s) (T —0)
(=1 s=0+1
1 T 0
- Z;ﬂ- <s 7]11 I]P ) )
= T tfu(T )
-1 k:ow(k)’v(k). (A17)
Por outro lado, temos que
T(k+1)Z(k)T (k+1) Zm (b, V(k+ 1) R (k, P(k 4+ 1) H(k, V(k +1))
= 7(k)"v(k) (A.18)
e de (4.20),
T(t+1)Z)T(t+1) (Z AG (H AR YLGY) 2t (22 20 ( T A6y)Loy)
_fZ:E:A Yg(it+1)g(j, t + 1) (A.19)
i=t+1 j=t+1

Finalmente, de (A.17), (A.18) e (A.19) segue que

~
L

D
q>|»~
M-

T
> MDAt + 1)g(G.t+ 1)

ljtl

-
Il

0=
i—1

Fjg

j—1
g(i,t+1)g(j,t +1) —l—Z)\ Zgzt—l—l)g(j,t—l—l)’}
=0 i=j+1 t=0
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<
||M’ﬂ
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— —
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=
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completando a prova. O
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A.7 Proposicao 7

Se a estratégia de controle (4.19) é aplicada ao sistema (3.1), entao

E(y"(t) = a(t) + > Ms)b(t, s). (A.20)
Mais ainda, sob a hipotese H,
v Var(y(0) = = S A0al) - 3 37 S ADAG )+
3 {)\(t) — () <a(t) + 3 M), s)) } <a(t) + 3" M), s)).
(A.21)
Demonstragdo. Aplicando a lei de controle (4.19) em (3.1) segue que
z'(k+1) (Ae ) (k) + Z Abr),s ) “(k)+ (Ba(k + Z Bo,s )

[—Rf)(k)(k’ P(k+1))f (ge(m(k’, P(k+1))z"(k) — 57{0(@(1@ V(k+ 1)))} :
Rearranjando os termos, temos
a“(k+1) = <Ae(k (k) = Bowy (k) Ragy (k, P(k + 1)) Goqry (k, P(k + 1)))“’“(/{?)

+ (Z Aoy o) ZBe EYRogwy (K, Pk + 1)) Gogo O, P(K + 1)) ) 2" (k)

( )+ Z Bagey o (W) () ) Rogay (k, Pk + 1) o (B, V(5 + 1)), (A.22)
Por fim, com as relagdes do inicio do capitulo, chegamos em

z*(k+1) (Ad )+ Z(Ae (k).s — Bog.s (/f)Ke(k>(k)w?(/f)))x"(k)+

( )+ Z Bogey (k) (k) ) Usao (k). (A.23)

Definindo zj'(k) = x"(k)1igu)=i}, © pi(k) = E(2(k)), p(k) = (ua(k) --- pun(k)), temos

que

i (k + 1) :E(zg(k + 1)) - E(x“(k: + 1)1{9@:@) — E(:p“(k + 1)|]—“k).
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Considerando a relagdo em (A.23), temos

il +1) = B| (A (k) + Z(Ae s — Bageyo (R Koo (k) (k) ) ) 2 (k) +
(Bg(k + ZBH s )Ug o (k)| 7.
Logo,
B+ 1) zpw B)AS(k pr K)UL(K),

ou, em outras palavras,
1
ulk+1) = A(R)u(k) + 5V (k). (A.24)

Iterando (A.24) a partir de k£ = 1, segue facilmente que

uwr=OjAw>mm+§‘_(fIAw)vm. (A25)

=0

De (A.25), temos que

= L(t) (ﬂA(£)> 1(0) + 12_: (H A0 ) (A.26)

s+1

30 z(s)( TT A1)

J=s+1 k=j—1
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e, portanto,
tzzw) (;; A(g)) V(s) = t: L(¢t) CH;A ) 21 A(j (;ﬁlA(k)’)L(])

- Z ixmw (HA ) (ﬁfx
= 2 il Ayt s +1)g(j, s + 1)
= i : A(J)g(t, s +1)g(d s + 1) Lijzsi1y
= t: A() : g(t,s +1)g(j,s + 1) + Z:)\(J) : gt s+1)g(j, s +1)
-9 : A)b(t, 5) + 2 i A(4)b(j, 1)
= Zi)\(j)g(t,j). (A.27)

Combinando (A.26) com (A.27) segue (A.20).
Para mostrar (A.21), note que da hipdtese H temos que (4.17) esta satisfeita e, portanto,

(4.18) também,
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Logo, de (A.20), (A.28) e a Proposicao 6 segue que

completando a prova. O
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A.8 Proposicao 8

Suponha que a hipétese H seja vélida. Para qualquer v € U, tomando A(t) = &(t) +
20(t)E(y"(t)), N = (M(1),...,\T)), temos que u* € U* satisfaz

C(u?) < C(u). (A.29)
Ainda mais que u* € U* é tal que C(u) = min,.cy- C(u) entdo v € II (PU (v, €)).

Demonstragdo. Primeiro, mostraremos que (A.29) é vélida. De fato, considere \(t) = £(t) +

2v(t)E(y"(t)) e defina u* como em (4.25). Do Teorema 1 e (4.19) temos que

B(Y (w05 07 - X0 ) < B(Y (o7 —xow*@)). (30

Adicionalmente, temos que

mostrando (A.29).
Se u* € U* for tal que para qualquer u¢ € U*, temos que C(u") < C(u°), entdo de (A.29),

para qualquer v € U, podemos encontrar ¢ € R tal que v* € U* e C(u*) < C(u), logo
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C(u*) < C(us) < C(u), isto é, C(u?) < min,eyC(u). Como v* € U* C U, segue que
C(u*) > min,eyC(u), e assim C(u*) = min,cyC(u), mostrando que v* € II(PU (v,§)),

completando a prova. O
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A.9 Proposicao9

Se a Hipotese H é valida, entéo, B — 2BI'B > 0.

Demonstragdo. Da Proposicao 7 e utilizando a notacao de (4.28), podemos reescrever (4.24)

como

T
Z t)\Var(y ))
— L
=c—aTa—2dTB+ 5)\/ (B — QBFB))\. (A.33)

Um vez que esta desigualdade em (A.33) é valida para cada A € RT, devemos ter B —
2BI'B > 0. De fato, se houvesse um autovalor negativo »r < 0 com um autovetor associ-
ado v, # 0 € R”, entdo, considerando A\ = fv,, com ¢/ € R, obteriamos de (A.33) que
ST v(t)Var(y* (t) = ¢ — a'Ta + ((50r|v |1 — 2a/TBuv,). Escolheriamos, entdo, ¢ > 0 tal
que ¢ — a'Ta + 0(30r|v,||* - 2a/I'Bv,) < 0, contrariando a desigualdade (A.33). O



APENDICE A. DEMONSTRACAO DE PROPOSICOES 131

A.10 Proposicao 10

Suponha que u* € I1 (PU (v,€)) é tal que E(y* (t)) = ¢(t) parat = 1,...,T. Entdo u* é uma

solugado 6tima para o problema PC (v, ¢).

Demonstragdo. Suponha, por contradigdo, que podemos achar u € U tal que E(y“(t)) > €(t)
parat=1,....TeY <V(t)Var (y (t))) >y (V(t)Var (y* (t)) ) Entao

7~
/N
-
)
~
N—
<
)
=
—~
<
:-)(-
S
~
N—
N—
|
I
e
~
N—
&>
—
Ned
IS
—
~
N~—
S~—
N——
|
o
—~
IS
*
N~—

que € uma contradicdo com a otimalidade de u*. O

Note que para termos 527, (V(t)Var(y“(t)) - f(t)E(y“(t))) <57, (I/(t)Var(y“(t)) -
5(t)e(t)>, é necessario que £(t) > 0, caso contrario a desigualdade nao é verificada. Logo,

u* é uma solugdo 6tima para o problema PC (v, €) se, e somente se, £(t) > 0.
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Demonstracao dos Teoremas

B.1 Teorema 1
Separacadak =0,1,...,7 —1,
Hi(k, V(k+ 1)) € Im(Ri(k, P(k + 1)), (B.1)
entdo as fungdes valores J(z(k),0(k), k) do problema (3.5) sdo dados por
J(w(k),0(k), k) =2 (k) Pory (k)x(k) — Vo) (k)x (k) + o) (k), (B.2)
e uma lei de controle 6timo é obtida com

(k) = — Rog(k, Pk + 1))t (gg(k)(k;, Pk +1)z(k) — %Hg(k)(k:, Vik+ 1))). (B.3)

Demonstragéo. Para k = T ndo h& controle a ser considerado por estarmos no ultimo passo
da estratégia e nao ser possivel fazer nenhum tipo de rebalanceamento da carteira. Assim,

segue de (4.18) e das definicoes (4.14), (4.15) e (4.16)
J(x(T),0(T),T) = v(T)x(T) g(T)Lg(T)x(T) — MT)Lo¢ryx(T).

Suponha, a partir da hip6tese de inducao, que (B.2)-(B.3) atende para £ + 1. Também

considere o custo de cada passo k dado por v(k)y(k)* — A(k)y(k). Da equagédo de Bellman

132
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e (A.8), (A.3), temos que para z(k) = =, 0(k) = 1,

J(z,i,k) = inf {E(u(k)y(k)2 AR)y(R) + Tk +1),00k + 1),k + 1)|J-"k> }

ueR™

- uigr%ﬂ{E(u(k)y(k)Q — AR)y(E) + 2(k + 1) Pogorny (k + Da(k + 1)

— Vo (b + Dk + 1) + e (k + 1)1 5 ) |
Ou seja, partimos do passo final £ = T e retornamos no espaco discreto de tempo k resol-
vendo de forma recursiva o problema de otimizagao determinando o controle étimo u(k) que
minimiza o custo envolvido em cada passo. Comparando o resultado obtido em (B.4) com o

de (A.3), conclui-se que quando u(k) = —ag)(x(k)) nesta dltima equagédo, temos o menor

valor esperado possivel para

E(”(k)y(k)2 — MK)y(k) + 2k + 1) Ppgrnyz(k + 1) = Vogegnyz(k + 1) + 79(k+1)\]:k> =
C(}(k:)’Pg(k)(k, P)w(k:) + (u(k’) + ag(k)(x(k))>’739(k)(k, P) <u(k‘) + ag(k)(x(k))>

— Vo (k, P,V)x(k) + Do (k, P, V, 7).

Portanto, do valor de ag(x(k)), fornecido pela Proposicdo 4, obtemos a lei de controle

6timo

(k) = = Ragey(k, PO+ 1) (Goag (k, PO+ 1))a(k) — 5 Hago (b, Vk +1))).
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B.2 Teorema 2

Suponha que a hipétese H seja vélida. Se B — 2BI'B > 0, entdo uma estratégia de controle

6timo u* para o problema PU (v, &) é dada por (4.25) com
A= (I—2IB)"}(¢ +2la), (B.5)
e neste caso
Clu)=c— (Ta+§&)a— %(g +2Ta) (B~ — 2I") (£ + 2Ta). (B.6)

Por outro lado, se existe uma estratégia de controle 6timo u € U para o problema PU (v, &),
entdo B — 2BI'B > 0 e u* como em (4.25) é uma estratégia de controle étimo para o problema

PU (v,£), em que ) satisfaz

(B — 2BI'B)\ = B(£ + 2Ta). (B.7)

Demonstragdo. Da Proposicao 5 se a Hipétese H for verificada, entdo para qualquer \ tem-se
que (4.17) é valido paracada k = 0,...,T — 1. De acordo com (A.20) e (A.21) temos que

W) == S ADat) — 5 3 S ADAGG )+

j=1 i=1

i {20 =@ = vty (a) + i A(s)b(t5)) b (alt) + f; A(s)b(t,5))

t= s= s=1
1

N (B — 2BIB)A — (B(¢ + 2Ca))'A + ¢ — (Ta +&)a. (B.8)
Tomando o gradiente VC(u*) e a matriz hessiana V?C(u") de (B.8) segue que
VC(u*) = (B — 2BIB)A — (B(€ + 2Ta)), V2C(u)) =B — 2BI'B.

Portanto, sob a hipotese que V2C(u) = B — 2BI'B > 0 segue que o minimo global de
(B.8) é A, tal que VC(u*) = 0, ou seja, (B(I — 2I'B))A = B(¢ + 2I'a). Notamos que
B — 2BT'B > 0 implica que de det( ) # 0edet(I — 21“@) =+ 0 obtemos (B.5). Substituindo
(B.5) em (B.8) obtemos (B.6). Finalmente, da Proposigéo 8 temos que u* minimiza C(u) em U.
Por outro lado, se u € I (PU (v,¢)), entdo escolhendo A(t) = £(t) + 2v(t) E(y“(t)), temos da
Proposico 8 que N = (A(1), ..., A(T)) é o minimo global de (B.8) e, portanto, B — 2BI'B > 0
e \ satisfaz (B.7). |
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B.3 Teorema3
Suponha que a hipétese H seja valida e que B — 2BI'B > 0. Seja
¢=(B'—20)e—B 'a. (B.9)

Se ¢ > 0, entdo a estratégia de controle 6timo u* para o problema PC (v, €) é dada como em

(4.25) com A como em (B.5) e £ como em (4.32).

Demonstragdo. De (A.20), E(y*'(t)) = €(t), t = 1,...,T é equivalente a ¢ = a + B2 e,
portanto, A = E‘l(e—a). Substituindo este valor em (B.5), segue que (B.9) deve ser satisfeito.

Logo, se & > 0, entdo da Proposi¢ao 10 temos o resultado desejado. O



Apéndice C

Resultados Numeéricos

C.1 Séries Temporais

Distribution: Hormal

Log likelihood: 1503.3

Domain: -Inf « ¥ < Inf
Mean: 0.0017241
Variance: 0.000146594

Parameter Estimate Skd. Err.
ma 0.0017241 0.000541125
=igma 0.0121241 0.000383206

Estimated cowvariance of parameter estimates:

AL =sigma
ma 2.92816e-007 2.98785e-024
sigma 2.98785e-024 1.46847e-007

Tabela C.1: Resultado de Ajuste da Normal

Distribution: t location-scale
Log likelihood: 1524.34

Domain: —Inf <« ¥ « Inf
Mean: 0.00338126
Variance: 0.000158401
Parameter Estimate Std. Err.
T 0.00338126 0.000504017
=sigma 0.00896848 0.000533652
nu 4.06326 0.8243867

Estimated covariance of parameter estimates:

o =igma nu
T 2.54033e-007 -8.24041e-008 -0.00013%2077
sigma -8.24041e-008 2.84T785e-007 0.000312189
nu -0.000138077 0.000312189 0.67958

Tabela C.2: Resultado de Ajuste da Student
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Distribution:

Log likelihood:

Domain:
Mean:

Variance:

Parameter

mu
sigma

Estimated

mu
sigma

Tabela C.3: Resultado de Ajuste da EVT

mu
1
-4

Estimate
0.00714785
0.00947856

.98391e-007
.53976e-008

Extreme
1549,43

value

-Inf <« y < Inf
0.00167667
0.000147786

5td.
0.000445411
0.000325764

Err.

sigma

-4.53976e-008
1.06122e-007

C.2 Resultados das Simulacoes

covariance of parameter estimates:

C.2.1 Simulacao de um Portfélio com Ativos de Risco

Tempo EY EY mult [ VarY Vary mult EG EG mult
0 1.0000 1.0000 ( 0.0000 0.0000 Inf Inf
1 1.0920 1.0565 | 0.3338 0.2035 327N 51917
2 1.1664 1.1030 | 0.4383 02723 26614  4.0510
3 1.2317 11497 | 0.5138 0.3179 2,397 3.6166
4 1.2950 1.1947 | 0.5691 03529 22824 33851
5 1.3617 1.2331 06154 03349 22126 32171
6 1.4245 12825 | 06538 04183 21787 30625
7 1.4889 13276 | 0.6361 0.4471 217 2.9692
3 1.5502 13733 | 0.7180 0.4679 21592 2939
9 1.6130 1.4180 | 0.7338 0.4837 21834 29315
10 1.6757 1.4643 | 0.7467 0.4993 2241 29292
11 1.7334 185072 | 0.7654 05179 22647 29104
12 1.7837 1.5479 | 0.7798 0.5359 22873 2.5884
13 1.8373 1.5940 [ 0.7907 05473 23236 29126
14 1.8876 16388 | 0.7999 05556 23598 29497
15 1.9431 16806 | 0.7998 05624 24205 29885
16 1.9945 17236 | 0.8054 05639 24765 3.0297
17 20413 17683 | 0.8016 05794 25466 3.0520
18 2.0904 1.8055 | 0.80119 0.5852 26069 3.0695
19 2.1364 1.8493 | 07972 0.5832 26798 31N
20 21814 18886 | 0.8077 0.5935 27007 3181
21 22287 1.9297 | 0.7935 0.5924 27876 3.2873
22 22728 1.9681 0.78%6 0.5921 28783 3.2854
23 23156 20105 [ 0.7332 0 B0ES 29378 33130
24 23552 20451 07722 0&B1Ea 30498 3.3156
25 23830 20828 [ 0.7336 05240 30473 33375

Tabela C.4: Resultados da Otimizagao
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Tempo BB ITAU ON CSN PETROBRAS VALE
0 4.4270 -3.3751 4.8195 -7.0B658 2.1944
1 2.8279 -2.3449 3.1023 -3.5534 1.2975
2 217683 -1.7335 2.1550 -2.5607 0.9553
3 1.8070 -1.35596 1.6525 -1.5344 0.5445
4 1.5215 -1.1201 1.3125 -1.5174 0.8039
5 1.3690 -0.9765 1.1356 -1.3146 0.7865
6 1.2040 -0.5364 0.9583 -1.1341 0.8083
7 1.1081 -0.7222 0.56370 -0.5749 0.7520
8 0.5961 -0.6017 0.6873 -0.75383 0.7170
9 0.2035 -0.5480 0.6461 -0.7433 0.7365
10 0.8445 -0.4308 0.5802 -0.6708 0.7269
11 0.7787 -0.4051 0.4925 -0.5438 0.6776
12 0.7361 -0.3630 0.4540 -0.4830 0.6559
13 0.7227 -0.3390 0.4476 -0.4577 0.6564
14 0.6585 -0.3046 0.4083 -0.3559 0.6337
15 0.6403 -0.2671 0.3517 -0.3733 0.6184
16 0.6123 -0.2448 0.3568 -0.2956 0.5710
17 0.5872 -0.2233 0.3380 -0.2589 0.5870
18 0.5622 -0.1830 0.3127 -0.2425 0.5606
19 0.5558 -0.1824 0.3026 -0.2295 0.5504
20 0.5075 -0.1443 0.2641 -0.1891 0.5719
21 0.4553 -0.1232 0.2445 -0.1307 0.5212
22 0.4870 -0.1202 0.2507 -0.1393 0.5219
23 0.4455 -0.0815 0.1955 -0.0468 0.4873
24 0.4553 -0.0934 0.2150 -0.0289 0.4520

Tabela C.5: Alocagéo % sobre Valor do Portfélio com Otimizacao Terminal
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Tempo BB ITAU ON CSN PETROBRAS  VALE
0 27691 -1.9514 2.9073 -4, 1278 1.4020
1 1.9752 -1.4367 1.9995 24716 0.9337
2 1.5875 -1.1287 1.4873 -1.6663 0.7503
3 1.3130 -0.8059 1.1518 -1.24858 0.6899
9 1.1639 07739 0.9642 -1.0173 0.6631
5 1.0663 -0.6751 0.8207 -0.8515 0.6497
] 0.9966 -0.6056 0.7371 -0.7546 0.6565
7 0.2460 -0.5656 0.6943 07327 0.6579
8 0.8926 -0.4557 0.6093 -0.6374 0.6337
9 0.8021 -0.4302 0.5243 -0.5435 0.6473
10 0.7743 -0.3816 0.4536 -0.50490 0.6377
11 0.7456 -0.3786 0.4810 -0.4759 0.6280
12 0.7184 -0.3533 0.4504 -0.4022 0.5867
13 0.7143 -0.3309 0.4409 -0.4135 0.5892
14 0.6554 -0.2789 0.3523 -0.3665 0.6045
15 0.6453 0.2755 0.3553 -0.3541 0.5955
16 0.61453 0.2475 0.3624 -0.3312 0.6010
17 0.6043 -0.2291 0.3394 -0.2732 0.5542
18 0.5763 -0.2061 0.3123 02178 0.5344
19 0.5583 -0.1853 0.3012 -0.2055 0.5413
20 0.54490 -0.1835 0.2994 -0.2024 0.5378
21 0.5477 -0.1764 0.2932 01722 0.5076
22 0.5373 -0.1852 0.2873 01749 0.51a0
23 0.5135 01477 0.2650 01091 0.4734
24 0.5061 -0.1479 0.2660 01016 0.4774

Tabela C.6: Alocacao % sobre Valor do Portfélio com Otimizacdo Multiperiodo
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C.2.2 Simulacao de um Portfélio com Ativo Livre de Risco e um Bench-

mark

Tempo EY EY mult VarY Var¥ mult EG EG mult
0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 Mah Mah
1 0.0005 0.0015 0.0031 0.0005 01636 28277
2 0.0011 0.0030 0.0041 0.0007 02623 415822
3 0.0017 0.0045 0.0046 0.0009 0.3697 52223
4 0.0024 0.0061 0.0049 0.0010 0.4521 B.3604
5 0.0031 0.0076 0.0050 0.0010 06245  7.2990
6 0.0040 0.0092 0.0051 0.0011 07765 53275
7 0.0049 o.o107 0.0051 0.0012 058760 92941
3 0.0060 0.0123 0.0051 0.o012 11795 101249
9 0.0070 0.0138 0.0050 0.0012 14013 11.1428
10 0.0082 0.0154 0.0048 0.0013 1.7001 120975
11 0.0094 0.0170 0.0045 0.0013 20704 131095
12 0.0106 0.0185 0.0042 0.0013 25017 143112
13 0.0119 0.0z 0.0040 0.0013 25578 151269
14 0.0132 0.0217 0.003% 0.0014 33596 159475
15 0.0145 0.0233 0.0037 0.0013 3.9040  17.5361
16 0.0159 0.0249 0.0035 0.0013 45590 185713
17 0.0173 0.0265 0.0032 0.0014 53325 195313
18 0.0184 0.0z2a1 0.0031 0.0014 61123 205020
19 0.0Z03 0.0z297 0.0032 0.0014 6.4305  21.0593
20 0.0217 0.0314 0.0029 0.0014 TASTE 222733
21 0.0233 0.0330 0.0029 0.0014 81307 Z3.0696
22 0.0Z45 0.0346 0.0026 0.0014 96232 Z4.4601
23 0.0263 0.0363 0.0024 0.0014 10.8855 255239
24 0.0279 0.0379 0.0024 0.0014 11.5430  2B5.2581
25 0.0295 0.0396 0.0024 0.0014 121884 277214

Tabela C.7: Resultados da Otimizacao



APENDICE C. RESULTADOS NUMERICOS

Tempo Col FX IBOV IRFM
0 11599 01808  0.0457  -0.3864
1 11724 01384 0.0348  -0.3456
2 11887 01128 0.0277  -0.2992
3 11429 00913 00232 -0.2574
9 11217 00773 028 -0.2188
5 10972 00sss 00171 -0.1811
6 103808 00564 00149 -0.1521
7 10520  0.0501 023 01214
8 10462 00437 00113 -0.1012
9 10310 00380  0.0037 00787
10 1070 00339 00035 -0.0524
11 1.0071 00Xes 00075 -0.0444
12 05394 00250 000BE 00310
13 0500 00218 00058 00177
14 09815 00134 00052 00085
15 0.9771 001Es  0.0048 00019
16 0.9671 00148 00038 00143
17 0.9621 0012 00032 00220
18 0.9571 00114 0.0027 00288
19 09555 00098 00025 00322
20 09535 00035 00024 00357
21 09457 00079 00021 n.a414
22 0.9451 00070 0.0016 00453
23 0.9421 00054  0.0010 00505
24 09395 00082 00008  0.0535

Tabela C.8: Alocagéo % sobre Valor do Portfélio com Otimizacao Terminal
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Tempo (]| FX 1BOW IRFM
0 09160 00005  -0.0013  0.0347
1 09185 00007  -0.0010  0.0313
2 09204 00006 -0.0007  0.0797
3 09226 00006  -0.0005 Q0.0772
4 09238 00007 -0.0003  0.0757
5 09253 00005  -0.0002 0.0743
6 0.9231 00011 00001 00740
[ 0.9231 00008 0.00M 0.07 1
8 09270 0000 00001 04072
9 nezra 0001 0.0oo0  0.0710
10 08273 00005 00000 0.0714
11 09289 00007  0.0001 0.0704
12 09274 00009 00000 0.0718
13 09287 00008 00000  0.0705
14 09287 00010 00000 0.0702
15 09286 00007 00000  0.0707
16 09277 00007  -0.0000 0.0717
17 08276 00007  -0.0000 0.0715
18 08230 00005 -0.0002 0.0715
19 09275 000065 00002 0072
20 09282 00006  -0.0002 Q00714
21 09280 00006  -0.0003 0.0717
22 09274 00009 00003 00724
23 0.9231 00007 00004 00717
24 09260 00010 -0.0005  0.0735

Tabela C.9: Alocacao % sobre Valor do Portfélio com Otimizacdo Multiperiodo
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APENDICE C. RESULTADOS NUMERICOS

C.2.3 Simulacao de ALM para Fundo de Pensao

Tempo EY EY mult VarY VarY mult EG EG mult
0 -0.0600  -0.0600 0.0000 0.0000 Inf Inf
1 0.0545  0.0038 0.0121 0.1694 -4.4865 00222
2 -0.0430  0.0049 0.0161 0.1580 -3.0490 0.0310
3 -0.0438  0.0057 0.01583 014581 -2.3945 0.0384
4 -0.038%  0.0065 0.0194 0.1378 -2.0051 0.0475
5 0.0343  0.0078 0.0199 01273 -1.7245 0.0609
6 -0.0300 0.0095 0.0201 0.1179 -1.4912 0.0806
7 0.0260 0.0109 0.0196 01087 -1.3224 0.1007
8 00223 0027 0.0195 0.1031 -1.1443 01234
9 -0.0191 0.0140 0.0193 0.0952 -0.9913 0.1472
10 0.0160 0.0154 0.01534 0.0853 -0.8690 0.1806
11 0.013 0.0170 0.0174 0.07582 -0.7524 02172
12 0.0104 00181 0.0165 0.0695 -0.6307 0.2608
13 0.0078  0.0196 0.0148 0.0609 0.5275 03225
14 0.0054  0.0213 0.0138 0.0565 -0.3508 03774
15 -0.0031 0.0230 0.0130 0.0546 -0.2382 0.4220
16 0.0010 0.0249 0.0126 0.0543 -0.0774 0.4589
17 0.0011 0.0264 0.0123 0.0549 0.0398 0.4813
18 0.0031 0.0230 0.0105 0.0s10 0.29587 0.5485
19 0.0051 0.0295 0.0098 0.0470 0.5187 06272
20 0.0070 0.0308 0.0036 0.0385 0.8122 0.7995
21 0.0089 0.0323 0.0073 0.0359 1.2158 0.9001
22 0.0107 0.0337 0.0066 0.0282 1.6218 1.1948
23 00125 00353 0.0058 0.0269 21395 1.3086
24 0.0142 0.0369 0.0057 0.0259 2.4823 1.4240
25 0.0158 0.0336 0.0061 0.0246 26759 1.5653
26 0.0175 0.0404 0.0067 0.0189 26213 21347
27 0.0152 0.0421 0.0060 0.0165 3.2067 25454
28 0.0209 0.0439 0.0057 0.0167 3.6918 26233
29 0.0226 0.0455 0.0043 0.0154 5.2357 29441
30 0.0243 0.0471 0.0043 0.0149 5.5501 31564
31 0.0260 0.0438 0.0036 0.0148 7.1531 3.3021
32 0.0276 0.0505 0.0035 0.0158 8.0023 3.2033
33 0.0293 0.0522 0.0034 0.0149 8.7168 3.4978
34 0.0309 0.0539 0.0026 0.0228 11.8972 23672
35 0.0326 0.0554 0.0022 0.0094 146806 5.8854
36 0.0343 0.0571 0.0me 0.0067 18.1152 85037
37 0.0359 0.0588 0.0019 0.0059 18.7654 99716
38 0.0376 0.0605 0.0018 0.0049 21,1695 12.2657
39 0.0352 0.0622 0.00M9 0.0041 20,5492 15.2518
10 0.0409 0.0639 0.0016 0.0033 251193 19.4447
“ 0.0425 0.0656 0.001s 0.0026 28.3800 24.8137
2 0.0442 0.0673 0.0ms 0.0025 29.8139 26.4440
43 0.0459 0.0691 0.00s5 0.0025 314481 rri
4 0.0475 0.0708 0.0015 0.0023 32 3653 30.6558
45 0.0452 0.0725 0.0015 0.0022 336418 33.5269
16 0.0509 0.0743 0.00s 0.0022 34.9500 33.8418
7 0.0526 0.0760 0.00s 0.0021 36.0857 37.0400
13 0.0543 0.0778 0.0014 0.0019 377070 41.2620
19 0.0560 0.0796 0.0014 0.0017 38.9550 47.8639
50 0.0577 0.0813 0.0014 0.0016 39.8932 51.9729
| 0.0585 0.0831 0.0013 0.0015 44,5009 56.3146

Tabela C.10: Resultados da Otimizacao
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Tempo (u1]] FX IBOV IRFM QURO
0 01618 | -0.8413 | -0.2046 | 20814 | 01262
1 -0.0901 | -0.7021 | -01673 | 1.8277 | 01318
2 00325 | 058588 | 01359 | 15723 | 012689
3 01470 | 05075 | 01126 | 1.3573 | 0.1148
4 02673 | -0.4362 | 0.0219 [ 1.1561 0.1047
5 03641 | 03738 | 00765 | 09934 | 0.0228
6 0.4310 | 0.3138 | 00672 | 08719 | 0.0780
7 08079 | -0.2643 | 00853 | 0.7442 | 0.0676
8 08673 | -0.2227 | 00470 | 06450 | 0.0573
9 06172 | 01847 | 00410 | 05635 | 0.0500
10 06652 | -0.1653 | 0.0334 | 0.4501 0.0436
1 06957 | 01377 | 0.0295 | 04324 | 0.0361
12 07299 | 01173 | 00255 | 03828 | 0.0304
13 07574 | 0.0874 | 00221 | 03365 | 0.0286
14 07864 | -0.0834 | 00182 | 0.2832 | 0.0220
15 08036 | 0.0702 | 00165 | 0.26853 | 0.0178
16 08223 | 00624 | 0.M37 | 02377 | 0.0161
17 08377 | 005238 | 00121 | 0.2146 | 0.0127
18 08526 | -0.0428 | 00085 | 01835 | 0.0113
19 08645 | 0.0373 | 00080 | 01712 | 0.0097
20 08720 | 00306 | 00075 | 01587 | 0.0074
21 08826 | 0.0246 | 00057 | 01413 | 0.0065
22 08390 | 00210 | 00042 | 01315 | 0.0055
23 08951 | 0.0176 | 0.0041 [ 01221 0.0045
21 08969 | -0.0147 | 00032 | 01180 | 0.0038
25 08988 | 0.0132 | 00036 | 0.1145 | 0.0035
26 08028 | 00118 | 00032 | 01093 | 0.0028
27 09086 | -0.0100 | 00027 | 01037 | 0.0025
28 002 | 00087 | 00022 [ 00986 | 0.0021
20 09143 | -0.0070 | 00016 | 0.0225 | 0.0018
30 0.9154 | -0.0054 | -0.0016 | 0.0903 | D.0013
3 09180 | -0.0033 | -0.0013 | 0.0854 | 0.0007
32 09168 | -0.0035 | -0.0014 | 0.0873 | 0.0008
33 09157 | -0.0022 | 0.0010 | 0.0831 0.0004
H 0.9207 | -0.0023 | -0.0009 | 0.0521 0.0004
35 09211 | -0.0017 | 00008 | 0.0810 | 0.0003
36 09229 | -0.0011 | -0.0007 | 0.0788 | 0.0001
&7 09229 | -0.0011 | 00006 [ 0.0736 | 0.0001
38 0.9232 | -0.0005 | -0.0007 | 0.0781 | -0.0001
39 09243 | -0.0005 | 00005 | 0.0769 | -0.0001
40 0.9246 | -0.0005 | -0.0005 | 0.0766 | -0.0002
M 09247 | 0.0000 | -0.0004 | 0.0758 | -0.0002
42 09235 | -0.0002 | 00005 | 0.0771 | -0.0002
43 09245 | -0.0002 | -0.0005 | 0.0764 | -0.0002
u 09246 | -0.0003 | -0.0005 | 0.0764 | -0.0001
45 09240 | -0.0001 | 00005 | 0.0768 | -0.0001
46 09235 | 00000 | 00005 | 0.0768 | -0.0002
47 0.9241 0.0003 | 0.0005 | 0.0763 | -0.0003
48 09252 | 0.0004 | 00005 | 0.0751 | -0.0004
49 09237 | 0.0007 | -0.0005 | 0.0766 | -0.0004
50 09232 | 0.0010 | 00006 | 0.0769 | -0.0005
a 09235 | 0.0014 | 0.0007 | 0.0765 | -0.0007

Tabela C.11: Alocacao % sobre Valor do Portfélio com Otimizagdo Terminal
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Tempo ol EX IBOV IRFM QUROD
0 -14.0339 | -11.86896 | -2.8177 | 27.7515 | 1.7697
1 05983 | 00453 | 0.0110 | -0.0450 | -0.0103
7 0.9a601 0020 | 00073 | -0.0085 | -0.0169
3} 057458 | 00284 | 00104 | -0.0121 | -0.0025
4 0.9112 | 00232 | -0.0080 | 0.0812 | -0.0106
5 0.9569 | 00015 | 0.0045 | 0.0379 | -0.0011
6 05207 | 00292 | 00032 | 0.0452 | 00013
7 0.9091 00179 | -0.0047 | 0.0853 | -0.0076
8 05380 | 00179 | 00005 | 0.0505 | -0.0070
9 0.9334 | 00119 | -0.0006 | 0.06158 | -0.0064
10 094265 | 00030 | 00005 | 0.0572 | -0.0033
11 05318 | 00129 | 0.0020 | 0.0554 | -0.0021
12 05092 | 00066 | -0.0046 | 0.0962 | -0.0074
13 0.9143 | 00076 | -0.0019 | 0.0836 | -0.0041
14 0.9212 | 00051 | 0.0003 | 0.0712 | -0.0011
15 053587 | 00040 | 00016 | 0.0572 | -0.0015
16 05332 | 0MZ2 | 0.0031 0.0478 | -0.0013
7 05334 | 00089 | 00023 | 00526 | -0.0022
18 09408 | 00028 | 0.0015 | 0.05855 | -0.0009
19 09455 | 00005 | 00025 | 0.0523 | -0.0009
20 05276 | 00008 | -0.0001 | 0.0729 | -0.0012
21 09178 | -0.0005 | -0.0025 | 0.0877 | -0.0022
22 0.9216 | -0.0045 | 0.0006 | 0.0825 | 0.0014
23 09138 | -0.0033 | -0.0026 | 0.0930 | -0.0010
24 090%7 | 00005 | -0.0021 | 0.0921 | -0.0001
25 05211 | -0.0036 | -0.0002 | 0.0333 | 0.0001
26 05202 | 00007 | -0.0M13 | 0.0313 | -0.0009
21 0.9289 | 00014 | -0.0005 | 0.0740 | -0.0009
28 09277 | 00029 | 00000 | O.0657 | -0.0013
2 05254 | 00029 | -0.0001 | 0.07F23 | -0.0005
30 05235 | 00024 | 00005 | O.0682 | 0.0001
3 0.9292 | 00037 | 0.0001 0.0681 | -0.0011
32 05818 | 00053 | -0.0011 | 0.0762 | -0.0023
33 05277 | 00038 | 0.0001 0.0623 | -0.0010
34 05326 | 00015 | 00006 | O.0663 | -0.0010
35 05274 | 00012 | 0.0007 0.0716 | -0.0004
36 0.9286 | 00013 | -0.0003 | 0.0740 | -0.0006
37 0.9261 00013 | -0.0003 | 0.0734 | -0.0005
38 0.9251 00017 | -0.0005 | 0.0745 | -0.0007
39 05245 | 00015 | -0.0005 | O.0747 | -0.0006
40 0.9264 | 00013 | -0.0003 | 0.0732 | -0.0006
£ 05243 | 00012 | -0.0005 | 0.0745 | -0.0006
42 05258 | 00012 | -0.0004 | 0.073% | -0.0005
43 05256 | 00009 | -0.0005 | O.0F46 | -0.0005
H 0.9286 | 00012 | -0.0005 | 0.0742 | -0.0005
45 0.9287 | 00011 | -0.0005 | 0.0743 | -0.0006
46 05262 | 00009 | -0.0003 | 0.0736 | -0.0004
47 0.9261 00011 | -0.0005 | 0.07392 | -0.0006
48 05264 | 00014 | -0.0005 | 0.07F32 | -0.0006
49 0.9264 | 00015 | -0.0004 | 0.0731 | -0.0006
50 09262 | 00014 | -0.0005 | 0.0735 | -0.0007
51 0.9261 00017 | -0.0006 | 0.0735 | -0.0007

Tabela C.12: Alocagao % sobre Valor do Portf6lio com Otimizagdo Multiperiodo
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