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RESUMO 

 

Neste trabalho se pesquisou a identificação por subespaços para modelos de 
sistemas lineares invariantes no tempo em espaço de estados operando em tempo 
discreto, aplicado a sistemas em malha aberta e malha fechada. Dentro da 
identificação em malha aberta foram estudados os casos determinístico e estocástico 
– determinístico para os métodos MOESP e N4SID. Como resultado deste estudo se 
apresentou um novo método, MON4SID, que usa a técnica MOESP para encontrar a 
matriz de observabilidade estendida e N4SID para recuperar as matrizes do sistema, 
a partir dos dados de entrada e saída. Duas variantes do método MON4SID são 
apresentadas para o caso determinístico e uma para determinístico - estocástico. Para 
verificar seu desempenho, este método foi aplicado a três tipos de processos: 
processo MIMO, sistema SISO e um processo benchmark MIMO da Shell. Foram 
usados nove algoritmos para identificar os diferentes processos e seus resultados 
foram comparados. Em todos eles o método MON4SID teve um bom desempenho. 

 
Para o caso de identificação em malha fechada, foram estudados os métodos 

MOESPC e N4SIDC para malha fechada. Estes métodos surgem como uma extensão 
dos métodos aplicados para malha aberta, mas a forma de solucionar o problema para 
malha fechada é diferente, por exemplo, o método MOESP computa um sistema 
global a partir do qual as matrizes da planta e do controlador são estimadas, através 
de uma redução de ordem e o método N4SID computa as matrizes da planta através 
do problema de mínimos quadrados, mas é necessário conhecer os parâmetros de 
Markov do controlador. Como resultado deste estudo foi apresentado o método 
MON4SIDC, o qual se baseia no método MON4SID para malha aberta. Este novo 
método usa a técnica MOESP para computar o sistema global e depois as matrizes da 
planta são estimadas por meio do método dos mínimos quadrados. Neste método não 
é necessário ter nenhum conhecimento do controlador. Um sistema simulado é usado 
para avaliar o desempenho do algoritmo MON4SIDC e seu resultado é comparado 
com outros algoritmos existentes na identificação para malha fechada PEM, 
N4SIDC, ARXS e MOESPC. O método MON4SIDC teve um bom desempenho, 
inclusive para sistemas com ruído, o que não aconteceu para o caso PEM e ARXS. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
ABSTRACT 

 
 

In this work it was researched subspace identification for models of linear 
time invariant systems in state space operating in discrete time, applied to open and 
closed loop systems. In the open loop identification the deterministic and stochastic - 
deterministic cases were studied for the methods MOESP and N4SID. As a result of 
this study a new method MON4SID is presented, which uses the technique MOESP 
to find the extended observability matrix and N4SID to compute the system matrices, 
from a set of input-output measurements. Two variants of the method MON4SID are 
presented for the case deterministic and one for deterministic - stochastic. To verify 
its performance, this method was applied to three types of processes: process MIMO, 
system SISO and a MIMO benchmark process of Shell. Nine algorithms were used 
to identify the different processes and their results are compared. In all of them the 
method MON4SID had a good performance.  

 
For the closed loop identification, the methods MOESPC and N4SIDC were 

studied. These methods appear as an extension of the methods applied for open loop 
identification, but the form of solving the problem for closed loop is different. For 
instance, the method MOESP computes a global system from which the plant 
matrices and controller matrices are computed through an order reduction and the 
method N4SID computes the plant matrix through the problem of least squares, but it 
is necessary to know the Markov parameters of the controller. As a result of this 
study the method MON4SIDC was presented, which uses the method MON4SID for 
open loop. This new method uses the technique MOESP to compute the global 
system and the plant matrices are estimated through the problem of least squares. In 
this method it is not necessary to have any knowledge about the controller. A 
simulated system is used to evaluate the performance of the algorithm MON4SIDC 
and its results are compared with other existent algorithms for closed loop 
identification: PEM, N4SIDC, ARXS and MOESPC. The method MON4SIDC 
presented a good performance, even with systems with noise, what did not occur 
with PEM and ARXS. 
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CAPÍTULO 1 

 
1. INTRODUÇÃO 
A identificação em malha fechada é de grande interesse para muitas aplicações da 

engenharia. Por razões de segurança ou restrições de qualidade, é necessário que os 

experimentos para identificação sejam executados em malha fechada, como indicado 

por muitos pesquisadores [SÖDERSTROM; STOICA, 1989; LJUNG, 1999].  

 

Os métodos de identificação em malha fechada tiveram seu desenvolvimento nos 

últimos 30 anos. A análise de sob que condições é possível a identificação em malha 

fechada, foi tema de muita atenção para vários pesquisadores [BOX; MACGREGOR, 

1976; GUSTAVSSON; LJUNG; SÖDERSTROM, 1977; SÖDERSTROM; STOICA, 

1989]. Por isto, foram desenvolvidas várias estratégias para esta identificação 

[SÖDERSTROM; STOICA, 1989; LJUNG, 1999]. Diferentes considerações foram 

feitas para o problema de identificação em malha fechada, vários esquemas foram 

sugeridos e diferentes configurações da malha realimentada foram consideradas. Desta 

forma, muitos sistemas e modelos foram parametrizados de diferentes maneiras. O 

problema fundamental da identificação em malha fechada é a correlação entre os dados 

de entrada e os ruídos não medidos. A identificação tradicional em malha fechada está 

dentro do enfoque do método de predição de erro (PEM). Um estudo nesta área foi feito 

por Forssell e Ljung (1999). Baseado nessas análises, os métodos de identificação em 

malha fechada podem ser classificados em três grandes grupos: identificação direta, 

identificação indireta e identificação conjunta dos dados de entrada - saída. A vantagem 

do método PEM é que a convergência e variância assintótica dos resultados estão 

disponíveis, para maiores detalhes ver [LJUNG, 1978; LJUNG, 1985]; e sua 

desvantagem é que envolve parametrizações complicadas, o que representa uma 

dificuldade para a identificação de sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas 

(MIMO). Como uma alternativa para este problema, surgem os métodos de 

identificação por subespaços. Dado que sistemas de grandes dimensões são comumente 
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encontrados na indústria, a aplicação dos algoritmos de identificação por subespaços 

neste campo é bastante promissora [MERCÉRE, et al, 2008; ROBERTO, et al, 2008; 

VAN WINGERDEN, et al, 2007; VAN WINGERDEN; VERHAEGEN, 2008a; VAN 

WINGERDEN; VERHAEGEN, 2008b]. Quando se considera um sistema em malha 

aberta, os métodos de identificação por subespaços têm grande aceitação na indústria, 

devido a uma parametrização simples e geral para sistemas MIMO. Estes métodos estão 

dentro do teorema unificado proposto por [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1995], que 

engloba vários métodos, dentre os quais tem-se: Canonical Variate Analysis (CVA) 

[LARIMORE, 1990], Multivariable Output-Error State sPace (MOESP) 

[VERHAEGEN; DEWILDE, 1992], Numerical Algorithms for Subspace State Space 

(N4SID) [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994]. Baseado na unificação do teorema, 

todos estes algoritmos podem ser interpretados como uma decomposição de valores 

singulares de uma matriz peso. Propriedades estatísticas tais como consistência e 

eficiência dos algoritmos foram pesquisadas por [JANSSON; WAHLBERG, 1998; 

KNUDSEN, 2001; GUSTAFSSON, 2002; BAUER; LJUNG, 2002; BAUER, 2003]. A 

identificação por métodos de subespaços para sistemas MIMO operando em malha 

fechada vem sendo tema de pesquisa na última década. Na identificação conjunta dos 

dados de entrada e saída aplicando métodos por subespaços pode-se citar 

[VERHAEGEN, 1993]. Para esta identificação, se faz a suposição que o canal da 

realimentação seja linear. Isto geralmente demanda mais esforço computacional, por 

isso várias tentativas foram realizadas para identificar diretamente a dinâmica da planta, 

sem estimar o canal de realimentação. Por exemplo, a modificação do método N4SID 

(malha aberta) para o método de identificação por subespaços em malha fechada foi 

apresentada em Van Overschee e Bart De Moor (1997). No entanto, esta identificação 

requer o conhecimento de um número finito dos parâmetros de Markov do controlador. 

Vários outros modelos de identificação em malha fechada, baseados em subespaços, 

foram propostos, ver [LJUNG; MCKELVEY, 1996; JANSSON, 2003; LJUNG, 2003; 

CHIUSO; PICCI, 2005; KATAYAMA, 2005; VAN WINGERDEN, et al, 2009]. Em 

geral, estes métodos necessitam de alguma informação do sistema e de suas 

propriedades estatísticas, para maiores detalhes ver [BAUER, 2004; CHIUSO; PICCI, 

2004].  
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1.1 Objetivo 
O objetivo deste trabalho é estudar uma nova abordagem para o problema de 

identificação em malha fechada, aplicando-se técnicas por subespaços, enfatizando-se 

os seguintes pontos: 

a) Estudar os métodos de identificação por subespaços (MOESP e N4SID) para 

sistemas em malha aberta que sejam lineares e invariantes no tempo, operando em 

tempo discreto. 

b) Estudar os métodos de identificação por subespaços (MOESPC e N4SIDC) para 

sistemas em malha fechada, que sejam lineares e invariantes no tempo, operando em 

tempo discreto. 

c) Propor métodos de identificação para malha aberta como resultado da mistura 

dos métodos MOESP e N4SID. 

d) Comparar estes métodos com um método tradicional de identificação, a saber, 

PEM – “prediction error method”, mediante exemplos simulados. 

e) Propor métodos de identificação para malha fechada como resultado da mistura 

dos métodos MOESPC e N4SIDC. 

f) Comparar estes métodos com um método tradicional de identificação, isto é, 

PEM, mediante exemplos simulados. 

  

1.2  Justificativa 
A principal motivação para a realização deste trabalho reside nos bons resultados 

obtidos por Peter Van Overschee e Bart De Moor (1997). Este trabalho apresenta dois 

teoremas para a identificação de sistemas em malha fechada. que podem ser aplicados 

também (com algumas restrições) ao caso em malha aberta.  

Os métodos de identificação por subespaços representam uma modesta carga 

computacional quando comparados com os métodos tradicionais como PEM, 

especialmente quando o número de entradas e saídas é grande.  

Uma desvantagem destes métodos é que precisam conhecer alguma informação do 

controlador. Outra desvantagem é que se a ordem do modelo for grande, tem que se 

aplicar um método para reduzi-la, o que leva a fazer novas iterações no algoritmo. Além 

disso, existem os problemas de instabilidade e de cancelamento de pólos e zeros, o que 

restringe a planta a ter fase mínima. 
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1.3 Metodologia 
É necessário o uso de ferramentas da teoria de sistemas, da geometria e da álgebra linear 

numérica. Estima-se a matriz em blocos de Hankel (M) a partir dos dados de entrada e 

saída, fatora-se esta matriz (M) para obter estimativas das matrizes de observabilidade e 

controlabilidade estendida e a ordem do modelo. Por fim, estimam-se as matrizes do 

sistema a partir das estimativas (M) e da matriz de observabilidade estendida. 

 

1.4 Revisão bibliográfica 
As referências bibliográficas para este trabalho são divididas em dois grandes grupos: 

a) Literatura básica: este grupo é composto por livros que descrevem os conceitos 

básicos da teoria de sistemas lineares, propriedades matemáticas de sistemas 

dinâmicos em malha fechada e álgebra linear. 

b) Literatura avançada: neste grupo se encontram os trabalhos específicos que 

descrevem os métodos associados à identificação de sistemas em malha fechada 

usando métodos por subespaços. Foram retirados de publicações específicas ou 

de teses relacionadas ao tema. 

 

Seguem algumas indicações das principais referências adotadas para cada um dos 

grupos descritos acima, bem como uma breve descrição do conteúdo de cada obra 

citada e comentários relevantes. 

 

1.4.1 Literatura básica 

Sistemas lineares 

[OGATA,1997] contém uma introdução aos sistemas dinâmicos. Ele prima pelo caráter 

didático e pela clareza de exposição. Para uma introdução a sistemas em tempo discreto 

fez-se uso da obra [OGATA, 1995], na qual se encontra no capítulo 5 representações 

em espaço de estados de sistemas em tempo discreto. 

 

Identificação de sistemas por métodos tradicionais 

[GARCIA, 2001; AGUIRRE, 2004], nos quais se encontram definições básicas de 

identificação de sistemas, modelos matemáticos, modelos de processos e de 

perturbações, bem como se abordam as técnicas clássicas de identificação de sistemas. 
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Álgebra linear 

[STRANG, 1993] foi usado para se estudar: vetores, matrizes, subespaços, 

ortogonalidade para subespaços, decomposição QR e a decomposição de valores 

singulares (SVD). 

 

Processos estocásticos 

[PAPOULIS, 1984]: neste livro se encontram definições como processos estacionários e 

não estacionários, assim como propriedades de processos estocásticos. 

 

[KOVACS, 1996] é um livro muito didático. Nele se revisam conceitos sobre variáveis 

aleatórias, processos estocásticos, ergodicidade, processos de Markov e processos 

aleatórios gaussianos. 

 

1.4.2 Literatura avançada 
 Os seguintes livros foram utilizados no trabalho: 

[HEALY, 1986]: onde se pode encontrar conceitos de projeções ortogonais de 

subespaços e algumas propriedades estatísticas. 

 

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]: se constitui em uma das referências básicas 

para a realização deste trabalho. Apresenta a identificação por subespaços para malha 

aberta de um modo bastante detalhado.  

 

[KAILATH; SAYED, 1999]: onde se pode encontrar a definição de matriz em blocos 

de Toeplitz e Hankel, as quais foram usadas para o processo de identificação por 

subespaços. 

 

[LJUNG, 1999]: é um livro básico para a identificação de sistemas clássicos, mas nos 

últimos capítulos trata um pouco da identificação por subespaços, onde se compreende 

as definições de matrizes de ponderação. 

 

[PEREIRA DA SILVA, 2003]: é um material didático onde se pode achar definições de 

sistema observável, não observável, controlável, não controlável, estabilidade, assim 
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como suas respectivas propriedades e caracterizações.    

 

Os seguintes artigos tratam de identificação por subespaços em malha aberta: 

[MOONEN et al., 1992]: apresenta algoritmos por subespaços para identificação dos 

modelos em espaço de estados para sistemas discretos, diretamente dos dados de 

entrada/saída. 

 

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994a]: trata da identificação por subespaços para 

sistemas lineares discretos invariantes no tempo, aplicando o algoritmo N4SID para o 

caso MIMO. 

 

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994b]: descreve como podem ser determinadas as 

bases do espaço de estados dos modelos identificados com os algoritmos de 

identificação por subespaços.  

 

[FAVOREEL et al.,  2000]: mostra, de forma geral, a identificação por subespaços, faz 

uma comparação dos algoritmos na literatura como N4SID, IV- 4SID, MOESP, CVA.  

 

[VERHAEGEN, 1994a]: realiza um estudo da identificação em malha aberta, mostra 

dois algoritmos para tal identificação, gera outra variante do algoritmo MOESP, explica 

a diferença entre o algoritmo MOESP e o algoritmo N4SID. 

 

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1995]: neste artigo se indica a similaridade dos três 

(MOESP, CVA, N4SID) algoritmos de identificação por subespaços para sistemas 

combinados (determinístico e estocástico). Mostra-se que os três algoritmos são casos 

especiais de um teorema geral. 

 

[DE MOOR et al., 1999]: neste artigo se encontram conceitos sobre identificação por 

subespaços para sistemas discretos, contínuos, lineares e bilineares.  

 

[GUSTAVSSON, 2002]: apresenta uma variante do modelo MOESP em relação a 

variáveis instrumentais e matrizes peso, para a identificação por subespaços em malha 
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aberta. Estuda-se a consistência do modelo proposto. 

 

[DE COCK; DE MOOR, 2003]: este artigo dá uma introdução curta sobre os algoritmos 

de identificação por subespaços para malha aberta. Trata-se dos algoritmos 

determinístico, estocástico e a combinação de ambos. 

 

[CHUI; MACIEJOWSKI, 2005]: enfoca a identificação por subespaços mediante a 

aproximação dos primeiros parâmetros de Markov, depois encontra as matrizes do 

sistema em malha aberta da mesma forma que os métodos encontrados na literatura por 

subespaços. 

 

Os seguintes artigos tratam de identificação por subespaço em malha fechada: 

[GUSTAVSSON et al., 1977]: neste artigo se mostra como o método de predição de 

erro é aplicado para a identificação em malha fechada. Encontra-se também uma 

classificação dos diferentes tipos de algoritmos com relação à estrutura do modelo, aos 

métodos aplicados, dentre outros. Expõe-se também um resumo de cada um destes 

métodos. 

 

[LJUNG; MCKELVEY, 1996]: apresenta uma combinação entre os métodos por 

subespaços e o método tradicional (ARX). A idéia é encontrar uma estimativa da 

seqüência de espaço de estados. Para este fim, aplicando-se o método ARX encontra-se 

a seqüência de saídas com k - passos preditores, aplica-se na seqüência encontrada a 

decomposição de valores singulares para achar a ordem do sistema. Por último, usando 

a técnica de mínimos quadrados, se encontram as matrizes do sistema (técnica usada 

nos métodos por subespaços). 

 

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1997]: para obter a identificação por subespaços em 

malha fechada é preciso coletar os i primeiros parâmetros de Markov do controlador. 

Baseado em dois novos teoremas da projeção ortogonal e oblíqua são obtidas as 

matrizes do sistema. Apresenta-se uma estratégia de passagem destes teoremas para 

aqueles utilizados na identificação em malha aberta.  
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[CHOU; VERHAEGEN, 1997]: a identificação em malha fechada, utilizando o método 

por subespaços, é baseada na formulação das variáveis de erro (EIV). Este método é 

similar ao aplicado no método MOESP, mas utiliza uma análise estocástica do processo.  

 

[FORSSELL; LJUNG, 1999]: enfoca a identificação em malha fechada via o método 

tradicional da predição de erro (PEM). Apresenta também um estudo das propriedades 

estatísticas relacionadas à função de transferência e aos parâmetros estimados. 

 

[WANG et al., 1999]: apresenta um novo algoritmo baseado no modelo N4SID para a 

identificação em malha fechada, o qual não precisa conhecer os parâmetros de Markov 

do controlador e sim o controlador, os sinais de referência e os dados de saída; com 

estes dados obtêm-se as matrizes da planta. 

 

[KATAYAMA, 2002]: com base nos resultados do artigo [PICCI; KATAYAMA, 

1996], apresenta-se um novo método de identificação por subespaços aplicado à malha 

fechada, usando a decomposição ortogonal do processo em conjunto de entradas e 

saídas. O problema de identificação é dividido em dois subproblemas: identificação da 

componente determinística e da componente estocástica. Para isto, pode-se aplicar 

qualquer dos métodos por subespaços dados na literatura. 

 

[ZHAO; WESTWICK, 2003]: neste artigo apresenta-se uma modificação do método 

MOESP para sistemas em malha fechada. Usando as entradas das referências passadas 

como variável instrumental (PR-MOESP), elabora uma comparação deste método com 

o método EIV-MOESP. 

 

[CHIUSO; PICCI 2004]: neste artigo se analisam as polarizações da identificação por 

subespaços em malha fechada, dando ênfase ao estudo da condição inicial. Além disso, 

mostra-se um procedimento alternativo para a construção do vetor de espaço de estados 

e de um novo método de identificação por subespaços. 

 

[HUANG et al., 2005]: propõe-se uma identificação em malha fechada usando o 

método da projeção ortogonal e a decomposição em valores singulares, apresenta-se 
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também um novo modelo baseado no modelo de erro na variável (EIV). Propõe um 

método para eliminar as polarizações dos modelos por subespaços. 

 

[KATAYAMA et al., 2005]: o objetivo deste artigo é, aplicando qualquer método 

tradicional por subespaços, obter o modelo em malha fechada em espaço de estados da 

planta e do controlador, baseado nos dados do sinal de referência, nos dados de entrada, 

nos dados de saída e em uma entrada adicional exógena denominada sinal 

determinístico. Este problema é similar àquele tratado em [VERHAEGEN, 1993], mas a 

forma de encontrar a planta e o controlador é diferente.   

 

[CHIUSO; PICCI, 2005]: neste artigo demonstra-se que se os dados amostrados são 

infinitos, baseado na idéia do modelo de identificação para predição, a identificação por 

subespaços aplicada à malha fechada será bem sucedida. 

 

[QIN, 2006]: uma visão geral da identificação por métodos de subespaços é apresentada 

neste artigo e tratada para o caso de identificação em malha aberta e malha fechada. 

Esta apresentação é muito didática. 

 

1.5 Estrutura do trabalho 

Nesta seção é apresentada a estrutura do trabalho, composta pelos capítulos que são 

descritos a seguir: 

 

Capítulo 1: Introdução. Fornece uma visão geral do trabalho, apresentando o objetivo 

que se pretende alcançar, a justificativa para sua execução, a metodologia empregada, a 

revisão bibliográfica para orientar o leitor interessado em se aprofundar no assunto e o 

sumário estruturado. 

 

Capítulo 2: Apresenta o problema de identificação por subespaços para malha aberta e 

solução via o método MOESP. Este método, desenvolvido por Michael Verhaegen, 

primeiro calcula a matriz de observabilidade a partir de uma matriz em blocos de 

Hankel, construída a partir dos dados de entrada e saída, depois se calculam as matrizes 

do sistema. Este método faz uso de projeções ortogonais.  
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Apresenta-se a identificação para os casos: puramente determinístico (MOESP), 

estocástica (PIMOESP) e determinística – estocástica (POMOESP). Cada método 

apresenta a solução do problema através de teoremas e como conseqüência se obtêm os 

algoritmos, os quais foram implementados no Matlab 6.5, para os diferentes casos.  

 

Capítulo 3: Trata o problema de identificação por subespaços para sistemas em malha 

aberta através do método N4SID. Este método foi desenvolvido por Van Overschee e 

De Moor. Este capítulo começa com a definição de projeção oblíqua, a qual é necessária 

para fazer a identificação por este método. Neste caso, calcula-se a seqüência de estados 

a partir de uma matriz em blocos de Hankel, construída a partir dos dados de entrada e 

saída, depois as matrizes do sistema são computadas através do método de mínimos 

quadrados. 

 Neste capítulo é apresentada a identificação puramente determinística e determinística 

–  estocástica. A identificação em cada caso é apresentada através de algoritmos, os 

quais forem implementados no Matlab 6.5. 

 

Capítulo 4: Com base nos métodos estudados MOESP no capítulo 2 e N4SID no 

capítulo 3, nesta secção, se apresenta o método alternativo MON4SID; que combina os 

métodos MOESP e N4SID. Os algoritmos propostos determinam as matrizes A e C de 

forma similar ao método MOESP, logo, se calcula a nova matriz de observalibilidade 

estendida. As matrizes do sistema são estimadas em função dos estados do sistema, 

através das projeções oblíquas.  

Se apresentam três algoritmos para o caso determinístico e dois algoritmos para o caso 

determinístico – estocástico. 

 

Capítulo 5: Neste capítulo se apresentam as simulações para os casos determinístico e 

determinístico – estocástico. Foram consideradas 3 modelos: um modelo em espaços de 

estado com matrizes aleatórias, sistema MIMO, um modelo em espaços de estados, 

sistema SISO, usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN  OVERSCHEE, DE MOOR, 

1996] e um modelo de um processo benchmark da Shell, sistema MIMO, [COTT, 1995; 

ZHU, 1997].  Foram usados 9 algoritmos para avaliar o desempenho dos modelos 

propostos. 
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Capítulo 6: Apresenta o problema de identificação em malha fechada, aplicando o 

método N4SIDC. Este surge como uma extensão do método N4SID aplicado para 

malha aberta. A base desta identificação é feita por dois teoremas principais, o primeiro 

mostra a projeção ortogonal das saídas futuras sobre uma matriz auxiliar N (que contém 

os dados de entradas e saídas passadas). A importância deste teorema é mostrar que a 

projeção é uma combinação linear dos estados estimados e da matriz auxiliar. O 

segundo teorema mostra que a seqüência de estados pode ser encontrada diretamente a 

partir de uma projeção oblíqua das saídas futuras em certa matriz auxiliar sobre os 

dados de entradas e saídas passadas, sendo que esta projeção é obtida com base no 

primeiro teorema. Como foi mencionado anteriormente, para este caso é necessário 

conhecer os parâmetros de Markov do controlador.  

 

Capítulo 7: Mostra uma extensão da família MOESP na identificação em malha 

fechada. Este método é apresentado por Verhaegen, o qual estima um modelo global a 

partir do sinal de referência considerado como entrada e como saída considera os sinais 

de entrada do controlador, da planta e saída da planta. Deste sistema global são 

computados a planta e o controlador, através de uma redução de ordem. 

 

Capítulo 8: Neste capítulo é apresentado um método alternativo MON4SIDC para a 

identificação da planta de um sistema em malha fechada e suas simulações são feitas 

através de um modelo simulado. Este método não precisa ter nenhum conhecimento 

prévio sobre o controlador. A idéia é a mesma apresentada no capítulo 7, mas a forma 

de obter as matrizes da planta é diferente. A identificação em malha fechada via o 

método MON4SIDC é dada para 3 casos: sistema puramente determinístico, sistema 

com pouco ruído e com muito ruído e seus resultados foram comparados com outros 

métodos  de identificação para malha fechada: PEM, N4SIDC, MOESPC, ARXS.  

 

Capítulo 9: Apresenta as conclusões deste trabalho, as contribuições e trabalhos 

futuros. 

 

Apêndice A: Apresenta-se a base matemática para poder entender a identificação por 
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subespaços, a qual reside na teoria matemática de Espaços Vetoriais. Nesse sentido, são 

estudados conceitos estritamente algébricos, como bases, independência linear e 

dimensão, assim como conceitos topológicos, como norma e produto interno. Usando as 

ferramentas desta teoria são explicados e exemplificados conceitos como projeção 

ortogonal e oblíqua. 

 

Apêndice B: Apresentam-se as demonstrações dos teoremas do capítulo 2. 

 

Apêndice C: Apresentam-se as demonstrações dos teoremas do capítulo 5. 

 

Apêndice D: Apresentam-se as demonstrações dos teoremas do capítulo 6. 

 

Apêndice E: Apresentam-se as demonstrações dos teoremas do capítulo 7. 

 

Apêndice F: Apresentam-se os diferentes algoritmos usados na tese. 

 

 



 

 

13

 

 

CAPÍTULO 2 
 

 

MÉTODOS DE IDENTIFICAÇÃO POR 

SUBESPAÇOS 
 

Existem métodos de identificação como “Métodos de Predição do Erro” (Prediction 

Error Methods - PEM) e os Métodos das Variáveis Instrumentais (Instrumental Variable 

Methods - IVM), que são muitos populares. Recentemente, os métodos de identificação 

por subespaços têm emergido como uma alternativa para os métodos tradicionais. 

Nos métodos de identificação de sistemas dinâmicos por subespaços são tratados 

modelos de sistemas lineares invariantes no tempo em espaço de estados operando em 

tempo discreto. Pelas restrições citadas, pode parecer uma classe altamente restrita de 

modelos (especialmente por serem lineares), no entanto é bastante surpreendente como 

muitos processos industriais podem ser descritos com precisão por este tipo de modelo. 

Por outro lado, existe um grande número de ferramentas disponíveis de projeto de 

controladores para tais sistemas e modelos. Para empregar tais métodos é necessário o 

uso de ferramentas de teoria de sistemas, geometria e álgebra linear. 

Estes métodos têm sua origem na teoria de espaço de estados desenvolvida nos anos 

60/70 [HO; KALMAN, 1966; ZEIGER; McEWEN, 1974; KUNG, 1978]. 

 

O problema da identificação por subespaços é apresentado através da teoria da 

realização. 

  

2.1 Teoria da realização  
Considere um sistema linear discreto invariante no tempo (SLIT) dado por: 

)()()1( kBukAxkx +=+                         (2.1a) 

)()()( kDukCxky +=                                                 (2.1b) 
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Os vetores mku ℜ∈)(  e lky ℜ∈)(  são, respectivamente os valores medidos das 

entradas e saídas no instante k  dos processos com m  entradas e l  saídas. O vetor 
nkx ℜ∈)(  é o vetor de estados do processo em tempo discreto no instante k . nxnA ℜ∈  

é a matriz dinâmica do sistema,  nxmB ℜ∈  é a matriz de entrada, lxnC ℜ∈  é  a matriz de 

saída, lxmD ℜ∈  é a matriz de transmissão direita.  

 

Tomando-se a transformada Z da resposta ao impulso em (2.1), se tem: 

BAzICDzG 1)()( −−+=                                              (2.2) 

a qual é chamada matriz de transferência do SLIT.  

 

Se no sistema (2.1) é dada uma condição inicial )0(x  e as entradas )(ku , ,...1,0=k , são 

conhecidas, então o vetor de estados )(kx , ,...2,1=k , é obtido de forma recursiva e 

assim as saídas )(ky , ,...1,0=k  são determinadas [SANTOS MIRANDA, 2004] como: 

∑
−

=

−−++=
1

0

1 )()()0()(
k

i

ikk kBuCAkDuxCAky               (2.3) 

 

Na equação (2.3) podem acontecer os seguintes casos: 

i)  Se 0)( =ku , ,...1,0=k , a equação (2.3) se reduz a 

    )0()( xCAky k= ,    ,...1,0=k                            (2.4) 

  então a equação (2.4) é chamada de resposta à entrada zero.  

ii) Também, se a condição inicial 0)0( =x , se tem 

    ∑
−

=

−−+=
1

0

1 )()()(
k

i

ik kBuCAkDuky ,  ,...1,0=k                         (2.5) 

   a qual é a resposta para uma entrada externa )(ku  e é chamada de resposta para o    

estado zero.  

 

Portanto, a resposta para um SLIT pode ser sempre expressa como a soma da resposta à 

entrada zero com a resposta para o estado zero, isto é, equação (2.3). 

 

Os parâmetros de Markov são muito usados nesta tese, sendo computados a partir da 

resposta ao impulso do sistema (2.1). Considerando a resposta ao impulso da equação 
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(2.3), se obtém [vide apêndice B.1]: 





=

=
=

− ,...2,1,
0

)( 1 kBCA
kD

kg k
               (2.6) 

onde lxmkg ℜ∈)(  e ),...)1(),0(( gg  é chamada de resposta ao impulso ou parâmetros de 

Markov do sistema (2.1). 

 

Observar que dadas as matrizes (A, B, C, D), a matriz de transferência e a matriz de 

transferência ao impulso ou parâmetros de Markov podem ser unicamente determinadas 

pelas equações (2.2) e (2.6), respectivamente. 

 

O problema inverso é: dada )(zG  (matriz de transferência) ou )(kg  (parâmetros de 

Markov), encontrar as matrizes (A, B, C, D). Este problema é chamado de teoria da 

realização. Existem duas formas de apresentar este problema. 

 

Problema 1 Suponha que a seqüência da resposta ao impulso { },..1,0),( =kkg  ou a 

matriz de transferência )(zG  do SLIT seja dada. O problema da realização é encontrar a 

dimensão n  e o sistema de matrizes (A, B, C, D).  

 

Problema 2 Suponha que os dados de entrada e saída { }1,..,1,0),(),( −= Nkkyku  

sejam dados. O problema é identificar a dimensão n  e o sistema de matrizes (A, B, C, 

D).  Este é exatamente o problema de identificação por subespaços para SLIT. 

 

A teoria da realização de sistemas para o caso determinístico pretende, em primeira 

instância, resolver o seguinte problema: dada a função de transferência, como encontrar 

um ou mais modelos no espaço de estados, que representem tal sistema. Existem 

técnicas que permitem solucionar tal problema, sobretudo para o caso SISO. Como a 

generalização para o sistema MIMO não é trivial, uma alternativa é trabalhar com as 

matrizes de resposta ao impulso. Existem muitas técnicas para solucionar este problema, 

porém a teoria da realização, utilizando a decomposição de valores singulares (SVD), 

tornou-se predominante por ser computacionalmente robusta. 
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A seguir, apresenta-se o método de Ho-Kalman, pois foi base para o surgimento dos 

métodos de subespaços. 

 

2.2  Método de Ho-Kalman  
O método da realização de Ho-Kalman [H0; KALMAN, 1966] provê uma completa 

solução para o problema 1.  

 

Observar que se a resposta do sistema (2.1) é dada por ),..)1(),0(( gg , da equação (2.6) 

obtém-se que )0(gD = , desta forma só resta identificar as matrizes ),,( CBA . 

 

Suponha que o sistema (2.1) foi excitado por uma entrada u  tal que: 

....}0,0,0),1(),2(),3({...., −−−= uuuu                (2.7) 

Isto significa que se assume valor diferente de zero para 1−≤k   e zero para ,...1,0=k  

Aplicando-se a entrada (2.7) ao sistema discreto (2.1), observa-se a saída para 

,...1,0=k Isto é mostrado na figura 2.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.1 Resposta para um sistema SLIT com entrada zero 

 

Não é difícil provar que para a seqüência de entradas (2.7), a saída é [vide apêndice 

B.2]: 

......)3()3()2()2()1()1()( +−++−++−+= ukgukgukgky ,   ,..2,1,0=k  .             (2.8) 

Isto é, 

                      -4  -3    -2   -1   0    1    2   3    4             

k 

y
u
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∑
−

−∞=

−=
1

)()()(
i

iuikgky    ,        ,..2,1,0=k  .             (2.9) 

A equação (2.9) é a resposta à entrada zero com estado inicial )0(x , o qual é 

determinado pelas entradas passadas. Isto é mostrado na figura 2.1, em que a linha 

pontilhada representa a saída )(ky  para ,...3,2,1 −−−=k  

A equação (2.8) pode ser expressa em forma matricial: 



















−
−
−


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














=



















MOOMM

L

L

L

M

)3(
)2(
)1(

)5()4()3(
)4()3()2(
)3()2()1(

)2(
)1(
)0(

u
u
u

ggg
ggg
ggg

y
y
y

                    (2.10) 

então se define a matriz de Hankel de dimensão infinita como: 

=∞H



















OOMM

L

L

L

)5()4()3(
)4()3()2(
)3()2()1(

ggg
ggg
ggg

            (2.11) 

A matriz ∞H  é  formada pelos parâmetros de Markov. 

 

A equação (2.10) pode ser expressa como: 

−∞+ = uHy                (2.12) 

onde +y  e −u  são vetores de dimensão infinita definidos por: 



















=+

M

)2(
)1(
)0(

y
y
y

y  ,  



















−
−
−

=−

M

)3(
)2(
)1(

u
u
u

u . 

Sejam 





















=Γ∞

M

2CA
CA
C

  e ][ 2 LBAABB=∆∞  as matrizes infinitas de observabilidade 

e controlabilidade, respectivamente; por simples inspeção observa-se que:  

∞∞∞ ∆Γ=H                                                                       (2.13) 

Para um valor finito de índice, se for possível fatorar a matriz ∞= HH como em (2.13), 

então as matrizes A, B, C podem ser computadas dos primeiros blocos das matrizes de 
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observabilidade e controlabilidade, respectivamente. Pode-se encontrar uma fatoração 

de H por meio da decomposição em valores singulares (SVD), da seguinte forma: 

[ ]



















==

T

T
T

V

V
S

S
UUUSVH

2

1

22

11
21 0

0
 

onde nxnS ℜ∈11  e 022 =S , e definem-se as matrizes Γ  e ∆  como: 
12/1

111 )( −=Γ TSU  

)( 1
2/1

11
TVST=∆ . 

 

Apresenta-se, a seguir, um teorema básico das propriedades da matriz em blocos de 

Hankel, o qual tem um importante papel nesta tese. 

 

Teorema 2.1 (propriedades da matriz de Hankel)  

Suponha que ),,( CBA  seja de fase mínima (isto é, sistema estável e pólos dentro do 

círculo unitário), então os seguintes enunciados são equivalentes: 

i) A matriz em blocos de Hankel da equação (2.11) tem posto finito se e 

somente se a resposta ao impulso tem uma fatorização da forma (2.6). 

ii)  A matriz em blocos de Hankel tem posto n , isto é, nHposto =)( .  

Ademais, a matriz H tem fatorização da forma: 

∆Γ=Γ∆= −1TTH  , 

onde T  é uma matriz não singular. 

iii) Seja o vetor de estados para 0=k , dado por −Γ= ux )0( . Então (2.12) é dado 

por: 

      )0(xy Γ=+                                  (2.14) 

       

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN DER VEEN; DEPRETTERE; 

SWINDLEHURST, 1993]. 

 

Por limitações na computação das matrizes, usa-se um número finito de termos da 

resposta ao impulso na matriz de Hankel. Deste modo, se pode usar um truncamento da 

matriz H da forma: 
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jmxkl
jk R

jkgkgkg

jggg
jggg

H ∈











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


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Da mesma forma para as matrizes kΓ  e j∆  





















=Γ

−1k

k

CA

CA
C

M
   e   [ ]BAABB j

j
1−=∆ L                    (2.15) 

onde k e j têm que ser maiores que n , a ordem do sistema. Usualmente se usa 

jkn ≤< . 

 

A seguir apresenta-se o algoritmo que soluciona o problema 1. Para maiores detalhes 

pode-se consultar [H0; KALMAN, 1966; ZEIGER; McEWEN, 1974]. 

 

 

Algoritmo da realização determinística 

 

1. Calcule a SVD da matriz jkH , como  

[ ] T
sssT

n

T
ss

nsjk VU
V

V
UUH ∑∑ =




















=

00
0

. 

2. Encontrar a matriz de controlabilidade estendida e a matriz de observabilidade:  

,2/1 TU ssk ∑=Γ   T
ssj VT ∑−=∆ 2/11  

 onde nxnT ℜ∈  é uma matriz não singular. 

3. Encontrar A, B e C das matrizes kΓ  e j∆ . 

 

2.3  Identificação por subespaços 
Nesta seção apresenta-se a solução do problema 2, enunciado na seção 2.1, baseada no 

método de identificação por subespaços.  

Os métodos lineares de identificação por subespaços estão relacionados com sistemas e 

modelos da forma: 
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)()()()1( kwkBukAxkx ++=+                  (2.16a) 

     )()()()( kvkDukCxky ++=                             (2.16b) 

com 

( ) 0≥



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


=
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


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
pqT
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q
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q

p

p

RS
SQ

vw
v
w

E δ  

 
lkv ℜ∈)(  e nkw ℜ∈)(  são sinais de vetores não medidos, )(kv  corresponde ao ruído 

na medição e )(kw  ao ruído do processo. Assume-se que )(kv  e )(kw  tenham média 

zero, sejam seqüências vetoriais de ruído branco estacionário e não sejam 

correlacionados com as entradas  )(ku . As seqüências de ruído )(kw  e )(kv  têm matriz 

de covariância gaussiana ( ) nxnT
kk QwwE ℜ∈= , ( ) lxlT

kk RvvE ℜ∈= , ( ) nxlT
kk SvwE ℜ∈= , 

E é o operador esperança matemática e δ é o delta de Kronecker.  

 

A equação (2.16), que representa sistemas dinâmicos, é descrita pictoricamente na 

figura 2.2, que cobre processos de sistemas físicos, econômicos, biológicos, etc. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.2 Sistema dinâmico com entradas )(ku , saídas )(ky  e distúrbios )(kv  e 

)(kw . 

 

Os algoritmos de identificação por subespaços sempre consistem em dois passos. O 

primeiro passo toma a projeção de certos subespaços gerados a partir dos dados, para 

encontrar uma estimativa da matriz de observabilidade estendida e/ou uma estimativa 

dos estados do sistema desconhecido. O segundo passo é recuperar as matrizes do 

Sistema

Identificação 

A , B, C, D, Q, R, S 

)(kw)(kv
)(ku )(ky
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sistema a partir da matriz de observabilidade estendida ou das estimativas dos estados. 

Uma das importantes idéias ao se desenvolver a identificação por subespaços foi a re-

introdução do conceito dos estados )(kx  de um sistema dinâmico dentro do sistema de 

identificação. Em contraste com os algoritmos de identificação “clássicos”, muitos dos 

algoritmos por subespaços primeiro estimam / calculam os estados (implícita ou 

explicitamente), em seguida o modelo em espaço de estados é determinado. Esta é uma 

importante diferença entre os métodos clássicos, por exemplo PEM e os métodos por 

sub-espaços, como se ilustra na figura 2.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.3 Identificação por subespaços versus identificação clássica  

 

A figura 2.3 mostra que a identificação de sistemas tem como objetivo a construção de 

modelos a partir dos dados de entrada e saída. O lado esquerdo mostra uma 

aproximação do método por subespaços: os estados de Kalman podem ser estimados 

diretamente dos dados de entrada e saída, depois é fácil obter as matrizes do sistemas A, 

B, C, D. O lado direito é uma aproximação clássica: primeiro se obtêm as matrizes do 

sistema com as quais depois podem ser estimados os estados. 

 

Os algoritmos de identificação por subespaços calculam modelos em espaço de estados, 

a partir de dados de entrada e saída. É uma prática comum distinguir três casos distintos 

Dados de Entrada –Saída  
)(ku , )(ky  

Estados de Kalman Matrizes do Sistema 

Mínimos 
Quadrados 

Filtro de 
Kalman 

Matrizes do sistema Estados de  Kalman 

Identificação por Sub-Espaços    Identificação Clássica 
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na identificação de sistemas por subespaços [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]: 

a) O caso puramente determinístico ( 0)()( == kvkw ) 

b) O caso puramente estocástico ( 0)( =ku ) 

c) O caso combinado determinístico/estocástico. 

 

Existem vários métodos de identificação por subespaços para malha aberta, por 

exemplo, N4SID, MOESP, CVA etc. O método N4SID para os três casos foi estudado 

na dissertação de mestrado [SANTOS MIRANDA, 2004], por isso, no capítulo 3 se 

apresentam os teoremas sem demonstrações. 

  

No capítulo 4 propõe-se um algoritmo de identificação por subespaços para malha 

aberta MON4SID, para isto precisa-se entender como funciona o método MOESP para 

o caso determinístico e estocástico.  

 

A notação matricial usadas nesta tese pU , fU , pY , fY ,... etc, é definida no apêndice 

B.3. 

 

2.3.1 Método MOESP 

Esta classe de algoritmo é conhecida como Multivariable Output-Error State sPace 

(MOESP). Existe o método MOESP básico, do qual um grande número de variações foi 

criado para diferentes tipos de problemas, tais como o caso sem ruído, ruído branco na 

saída, o modelo erro de saída e o modelo inovação. O primeiro modelo a ser ilustrado é 

o MOESP básico, usado para identificação de processos sem ruído. Cabe realçar que se 

dará uma idéia de como funciona este método, porém maiores detalhes podem ser 

encontrados em [VERHAEGEN, 1990; VERHAEGEN; DEPRETTERE, 1991; 

VERHAEGEN; PATRICK, 1992a,b; VERHAEGEN, 1993a,b,c; VERHAEGEN, 

1994a].  

 

2.3.2 Algoritmo Básico MOESP 

Este algoritmo soluciona o problema de tipo determinístico conforme figura 2.4.  
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Figura 2.4 Modelo determinístico 

 

Para este caso aborda-se o método de identificação por subespaços para sistemas 

puramente determinísticos, com ruído de processo )(kw  e de medição )(kv  nulos, isto 

é, 0)()( ≡≡ kvkw . A implementação deste algoritmo é feita mediante projeções 

ortogonais de subespaços e a decomposição LQ é feita tomando-se a transposta da 

decomposição QR, isto é: 

 

% Programa decomposição LQ 

function [R11,R21, R22] = lq(U,Y) 

    km = size(U,1);          kp = size(Y,1); 

[Q,L] = qr([U,Y]′,0);           Q = Q′;            L = L′; 

  R11 = L(1:km,1:km);    R21 = L(km+1,km+kp,1:km);    

  R22 = L(km+1:km+kp,km+1:km+kp); 

 

A representação matricial da projeção ortogonal pode ser facilmente computada através 

da decomposição LQ. Uma justificativa de usar esta decomposição pode ser vista no 

apêndice B.4. 

 

Formulação do Problema: Dado um conjunto de entradas mku ℜ∈)( e saídas 
lky ℜ∈)(  para um sistema desconhecido de ordem n : 

)()()1( kBukAxkx +=+                     (2.17a) 

     )()()( kDukCxky +=                            (2.17b) 

Determine: A ordem n do sistema e as matrizes ),,,( DCBA . 

 

Idéia do Algoritmo MOESP básico 

Apresenta-se a seguir uma idéia do funcionamento do método MOESP básico, isto é, 

conhecendo somente os dados de entrada e saída do sistema (2.17), de que forma são 

Planta )(ku )(ky
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computadas as matrizes do sistema. 

  

Para o sistema (2.17) se tem a seguinte equação recursiva [vide apêndice B.3, equação 

(B3.10)]: 

NikiNkiNik UHXY ,,,,, +Γ=                        (2.18) 

Considerando 1=k  na equação (2.18) se obtém: 

NiiNiNi UHXY ,,1,1,,1 +Γ=                        (2.19) 

onde lixNNiY ][ ,,1 , lixni ][Γ , nxNNX ][ ,1 , lixmiiH ][  e mixNNiU ][ ,,1 . 

 

A matriz NiY ,,1  também pode ser expressa em função das projeções ortogonais como: 

NiY ,,1  = NiY ,,1 / NiU ,,1  + NiY ,,1 / ⊥
NiU ,,1                          (2.20) 

onde o lado direito de NiY ,,1  na equação (2.20) é a soma da projeção ortogonal do espaço 

linha de NiY ,,1  sobre o espaço de linhas da matriz NiU ,,1  e a projeção ortogonal do espaço 

linha de NiY ,,1 sobre o complemento ortogonal do espaço de linhas da matriz NiU ,,1 . 

A decomposição LQ da matriz 








Ni

Ni

Y
U

,,1

,,1  é denotada por [vide apêndice B.4, equação 

(B4.11)]: 

















=









2

1

2221

11

,,1

,,1 0
Q
Q

RR
R

Y
U

Ni

Ni              (2.21) 

 

Da equação (2.21) se obtém: 

111,,1 QRU ji =                       (2.21a) 

222121,,1 QRQRY ji +=                     (2.21b) 

onde mixmiR ][ 11 , lixmiR ][ 21  e lixliR ][ 22  são as matrizes triangular inferior e mixNQ ][ 1 , lixNQ ][ 2  

são as matrizes ortogonais. 

 

Se o sinal de entrada é persistentemente excitante, então miU Ni =)(posto ,,1  [vide 

apêndice B.7, equação (B 7.6)], logo a matriz 11R é não singular, assim NiURQ ,,1
1

111
−= .  
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Então (2.21b) pode ser escrito como 

222,,1
1

1121,,1 QRURRY NiNi += −                                              (2.22) 

 

Observa-se, da equação (2.21b), que se 1Q e 2Q são ortogonais, então o primeiro termo 

do lado direito da equação (2.22) é o span para os vetores linha da matriz NiU ,,1  e o 

segundo termo é ortogonal a este. Isto quer dizer que a matriz NiY ,,1  pode ser expressa 

em termos das projeções ortogonais da matriz  NiU ,,1  e de seu complemento ortogonal 

⊥
NiU ,,1 . Isto é 

NiY ,,1 / NiU ,,1 = 121QR                                   (2.23) 

NiY ,,1 / ⊥
NiU ,,1 = 222QR                                                                (2.24) 

 

Ver apêndice B.4, equações  (B 4.5) e (B 4.6). 

 

Logo, substituindo-se (2.23) e (2.24) na equação (2.21b), se obtém: 

NiY ,,1  = NiY ,,1 / NiU ,,1  + NiY ,,1 / ⊥
NiU ,,1 .                                          (2.25) 

 

Observa-se que NiY ,,1  pode ser obtido de duas formas diferentes, isto é, através das 

equações (2.19) e (2.25), porém cada uma tem significado diferente. Assim , igualando-

se as equações (2.19) e (2.25), resulta: 

111,1 QRHX iNi +Γ 222121 QRQR +=                                                  (2.26) 

 

Observa-se na equação (2.26) que o lado direito é uma soma ortogonal, mas o lado 

esquerdo é soma direta, isto quer dizer que estes termos não são necessariamente 

ortogonais. Isto implica que ≠Γ Ni X ,1 222QR  e ≠111QRHi 121QR . 

 

O objetivo do algoritmo MOESP é computar a matriz de observabilidade estendida iΓ . 

Então multiplica-se a equação (2.26) por TQ2  de ambos os lados, obtendo-se: 

222,1 RQX T
Ni =Γ  
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onde se supôs que posto( T
NQX 2,1 ) n=  e posto( iΓ ) n= , o qual é igual ao posto( 22R ) n= . 

Assim, pode-se obter a imagem da matriz de obervabilidade estendida iΓ . A dimensão 

n  é obtida através de SVD da matriz 22R : 

22R T
T

T

VU
V

V
UU 111

2

11
21 00

0
][ Σ=



















Σ
=                       (2.27) 

onde )dim( 1Σ=n , lixnU ][ 1  e )(2 ][ nlilixU − .  

 

Logo: 

222,1 RQX T
Ni =Γ = TVU 111Σ  

 Define-se: 
2/1

11Σ=Γ Ui . 

Agora se computam as matrizes do sistema, sendo que a matriz C é facilmente obtida 

de: 

):1,:1( nlC iΓ=  

e a matriz A é obtida de: 

):1,:1():1),1(:1( nillAnil ii +Γ=−Γ  

 

Para obter as matrizes B e D, vide apêndice B.5. 

 

Os teoremas são importantes, pois através deles é possível programar os algoritmos. A 

seguir apresenta-se o teorema MOESP para o caso determinístico.  

 

2.3.2.1 Teorema (MOESP ORDINÁRIO, caso determinístico) [VERHAEGEN, 

1992a] 

Hipóteses 

1. A entrada )(ku  satisfaz a condição: 

                                       nmi
X

U

N

Ni +=












,1

,,1posto                             (2.28) 

2. i > n 

3. A fatoração RQ da matriz de Hankel dos dados de entrada e saída é dada por: 
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                                                 















=









2

1

2221

11

,,1

,,1 0
Q
Q

RR
R

Y
U

Ni

Ni                  (2.29) 

4. A matriz SVD da matriz lixliR ℜ∈22  é : 

                                       
































=

⊥

−
−

⊥
T

n

Tnlin

n
nli

n

n

nli V
V

S
SUUR

)(
0

0 2
22                                       (2.30) 

5.                                          ( )( ) lliilUposto n =+−⊥ :,:1)1(  

 

Tese  

6. O sistema de matrizes A, B, C e D pode ser encontrado das seguintes equações. 

                                                          )2()1(
nTn UAU =                                                     (2.31) 

                                                                :),:1( lUC nT =                                             (2.32) 
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


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)1(
0

0
                  

                                  (2.33) 

onde ( ) 1
11211
−⊥=Ξ RRU T . 

 

A prova deste teorema pode ser encontrada no apêndice B.6. 

 

Comentários deste teorema 

Para satisfazer a hipótese 1, vários estudos foram realizados em relação ao sinal de 

entrada )(ku . Um estudo do tipo estatístico pode ser visto em [GOPINATH, 1969]. Um 

estudo do tipo algébrico, o qual é aplicado nesta tese, pode ser encontrado em [DE 

MOOR, 1988]. Nesta tese se considera )(ku  um sinal de entrada persistentemente 

excitante de ordem 2i [LJUNG, 1999]. 

A hipótese 5 do teorema acima é necessária para encontrar o sistema de matrizes D e B. 
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Algoritmo MOESP   (caso determinístico) 

 

1. Construir as matrizes de Hankel  NiU ,,1  e NiY ,,1 . 

2. Calcular a fatoração RQ (ou LQ) dos dados de entrada e saída, equação 

(2.32): 

















=









2

1

2221

11

,,1

,,1 0
Q
Q

RR
R

Y
U

Ni

Ni  

3. Calcular a SVD da matriz 22R  dada na equação (2.33) do teorema acima. 

4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em Sn e 

particionar o SVD para obter nU .  

5. Determinar as matrizes A e C das equações (2.31) e (2.32) 
)2()1(

nTn UAU =                                                                                    

:),:1( lUC nT =  

6. Determinar as matrizes B e D da equação (2.33) do teorema acima. 

 

A implementação deste algoritmo no programa Matlab 6.5 poder ser encontrada no 

apêndice F. 

 

Como foi mencionado anteriormente, o caso determinístico é puramente acadêmico. A 

seguir apresenta-se um sistema com ruído na saída, que é mais realista. O algoritmo 

PIMOESP (Past-Input do algoritmo MOESP) é uma solução para este problema.   

 

A notação matricial usada no algoritmo PIMOESP é dada no apêndice B.7. 

 

2.3.3 Algoritmo PIMOESP 

Este algoritmo soluciona o problema de ruído na saída, conforme figura 2.5.  

 

 

 

 

Figura 2.5 Modelo com ruído aditivo na saída 

Planta )(ku )(ky

)(kv

+
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Nesta seção aborda-se o método de identificação por subespaços para sistemas com 

perturbação externa na saída, que pode ser gerada por erro do instrumento de medição e 

é representada por )(kv , que é ruído branco com média zero [vide apêndice B.7, 

definição B7.2]. 

 

A figura 2.5 pode ser interpretada como a saída de um sistema determinístico 

perturbado por um ruído )(kv , isto é: 

)()()( kvkykz +=  

onde )(ky  é o sinal de saída do sistema determinístico. Pela equação (2.17b), obtém-se: 

)()()()( kvkDukCxkz ++=             (2.29) 

Sem perda de generalidade e fazendo abuso da notação, pode-se representar a saída do 

algoritmo PIMOESP )()( kzky = , então da equação (2.29), resulta:  

 )()()()( kvkDukCxky ++=                        (2.30) 

 

O modelo representado na figura 2.5 é aplicado na identificação de sistemas, mediante 

métodos paramétricos do tipo ARMAX, ARX e OE, modelos definidos em Ljung 

(1999).  Para solucionar este tipo de problema é comum aplicar uma variável 

instrumental, ver [SÖDERSTROM; STOICA, 1989; LJUNG, 1999]. 

 

O método PIMOESP é uma extensão do modelo MOESP ordinário, com aplicação de 

variáveis instrumentais (VI). Vários tipos de VI podem ser sugeridos, eles podem ser 

significativamente diferentes na computação numérica, no problema de estimação. Em 

[VERHAEGEN 1992a] dois tipos de VI são propostos: 

1. Baseado nas entradas passadas 

2. Baseado na reconstrução dos estados estimados, denotada por RS  

 

O primeiro leva a estimativas assintóticas sem polarização (Bias) quando a saída é 

perturbada por um processo estocástico independente das entradas, No entanto, uma 

análise de sensibilidade do cálculo para dados finitos foi melhor para o caso 2. Para 

maiores detalhes ver [VERHAEGEN 1992a]. 
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Para encontrar estimativas sem polarização existem vários caminhos, geralmente 

aplicam-se projeções ou se costuma colocar filtros nos dados de entrada e saída. Em 

qualquer caso é importante que a informação do modelo seja preservada. Para isto, 

geralmente se faz restrições com relação ao posto dos estados. 

Estas duas últimas considerações são impostas no modelo PIMOESP. Primeiro, a 

operação da variável instrumental é apresentada como a projeção de certas matrizes 

dentro de um subespaço construído a partir de uma variável instrumental. Segundo, 

certas matrizes afetadas pela variável instrumental têm que satisfazer as restrições do 

posto dos estados. 

 

O objetivo do algoritmo PIMOESP é estimar o espaço coluna da matriz observabilidade 

estendida iΓ , a partir uma matriz de Hankel construída com os dados de entrada e dados 

da saída perturbada. 

 

Formulação do problema  

Dado: Um conjunto de entradas mku ℜ∈)( e saídas lky ℜ∈)(  para um sistema 

desconhecido de ordem n , dado por: 

)()()1( kBukAxkx +=+                     (2.31a) 

)()()()( kvkDukCxky ++=                           (2.31b) 

onde )(kv é um sinal de ruído branco com média zero, não-correlacionado com os dados 

de entrada. 

Determine: A ordem n do sistema e as matrizes ),,,( DCBA . 

 

Idéia do Algoritmo PIMOESP 

Como foi dito anteriormente, o objetivo do método PIMOESP é computar uma 

estimativa da matriz obervabilidade estendida e a partir dela estimar as matrizes do 

sistema (2.31). Mas primeiro são apresentadas algumas restrições que são aplicadas 

neste método. 

 O algoritmo PIMOESP faz uso das duas seguintes restrições: 

a) )(kv  é  um sinal do tipo ruído branco com média zero 

b) A variável instrumental considerada é a matriz dos dados passados NiU ,,1 . 
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Uma pergunta natural é porque considerar )(kv  do tipo ruído branco com média zero? 

Para responder esta pergunta, precisa-se do seguinte corolário. 

 

Corolário 1 Seja qxqM ][ uma matriz simétrica e ][ 21
rqr

QQQ
−

=  (com qr < ) uma matriz 

ortogonal, tal que )(posto 1Q  seja um subespaço invariante de M, isto é,  11 QMQ ⊂ ,  

então 1Q  é um sub-espaço invariante de IM 2σ+ , para qualquer número real σ . 

 

A prova deste corolário pode ser encontrada em [VERHAEGEN, 1992b]. 

 

Da equação (B 8.28),  [ver apêndice B.8], tem-se que: 

RvPRR
N

T
ixi

T

N
+ΓΓ=

∞→ 22222 )(1lim                                    (2.32) 

Logo, se T
ixi PM ΓΓ= 2  e substituindo-se M por seu SVD, isto é, =)(MSVD  TUSU ΓΓΓ , 

onde nxnS ℜ∈Γ , então a equação (2.32) é dada por: 

RvUSURR
N

TT

N
+= ΓΓΓ∞→

)(1lim 2222                                  (2.33) 

 

Foi visto na seção 2.3.2 (algoritmo MOESP ordinário), que se não existir o termo Rv  na 

equação (2.33), o espaço coluna de iΓ  é computado do espaço coluna da matriz ΓU , isto 

é, existe um subespaço coluna invariante 1Q  da matriz M. Logo, pelo corolário 1, 1Q  é 

um sub-espaço invariante da matriz [ IM 2σ+ ] , mas para garantir esta afirmação tem-

se que impor que a matriz covariância Rv  seja proporcional à matriz identidade. 

A restrição da matriz Rv  corresponde a )(kv  ser ruído branco com média zero, pois 

desta forma se satisfaz a seguinte propriedade estatística: IVVERv T 2)( σ== [vide 

apêndice B.7, definição B7.2]. 

 

Outra pergunta é porque considerar os dados de entradas passadas como variável 

instrumental? [vide apêndice B9]. 

 

 



 

 

32

 

Da equação ( B 9.10)   

T
NNiN

T
NxxiN

T
NN

WV
N

WQP
N

WQR
N ,,12222

1lim1lim1lim
∞→∞→∞→

+Γ=                              (2.34) 

 

Na equação (2.34) se o termo esquerdo é conhecido e o último termo do lado direito é 

zero, então pode-se encontrar o espaço coluna da matriz iΓ . Logo, a variável 

instrumental escolhida tem que satisfazer: 

i) 01lim ,,1 =
∞→

T
NNjN

WV
N

 

ii) nWQP
N

T
NxxiN

=






 Γ
∞→ 2

1limposto  

assim a variável instrumental escolhida é NiN UW ,,1= . 

 

A seguir apresenta-se a idéia do método PIMOESP. 

 

A versão Past-Input do algoritmo MOESP, conhecida como PIMOESP, soluciona o 

problema para o sistema (2.31), usando o método das variáveis instrumentais. 

Formando a matriz de Hankel de dimensões apropriadas como na secção 2.3.2, não é 

difícil obter para o sistema (2.31) a seguinte representação [vide apêndice B.7]: 

NikNikiNkiNik VUHXY ,,,,,,, ++Γ=                       (2.35) 

onde NikV ,,  é a matriz de Hankel dos valores do ruído. 

 

Considerando 1=k  na equação (2.35), se obtém: 

NiNiiNiNi VUHXY ,,1,,1,1,,1 ++Γ=                                                  (2.36) 

A matriz NiY ,,1  é chamada de saídas passadas e o termo NiU ,,1  de entradas passadas. 

 

Considerando 1+= ik  na equação (2.35), resulta: 

NiiNiiiNiiNii VUHXY ,,1,,1,1,,1 ++++ ++Γ=                                           (2.37) 

 

Logo, a matriz NiiY ,,1+  é chamada de saídas futuras e o termo NiiU ,,1+  de entradas futuras. 
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O primeiro passo é eliminar o termo NiiiUH ,,1+  da equação (2.37). Isto é possível 

multiplicando-se (2.37) pelo operador projeção ⊥
+

Π
NiiU ,,1

.  Agora, para remover a matriz 

de ruído da equação (2.37), emprega-se uma variável instrumental W , com as restrições 

i) e ii) citadas acima, isto é, ser correlacionada com os estados mas não-correlacionada 

com a matriz de ruído NiiV ,,1+ . 

 

Das hipóteses do problema 2.3, o ruído é não correlacionado com os dados de entrada, 

então o método PIMOESP escolhe como variável instrumental a matriz de entrada dos 

dados passados, NiUW ,,1= . 

 

Multiplicando-se ambos lados da equação (2.37) por ⊥
+

Π
NiiU ,,1

W e com ∞→N , se 

obtém: 

WX
N

WY
N NiiNii UNiiNUNiiN

⊥
+

⊥
+

ΠΓ=Π
∞→+∞→ ,,1,,1

,,,1
1lim1lim                             (2.38) 

onde NiUW ,,1=  e  Nii
T

NiiNii
T

NiiU UUUUI
Nii

,,1
*

,,1,,1,,1 )(
,,1

++++−=Π ⊥
+

, o símbolo ( )* indica a 

pseudo inversa. 

 

A equação (2.38) pode ser eficientemente encontrada através da decomposição LQ, isto 

é : 
































=
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













+

+

3
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,,1

0
00

Q
Q
Q

RRR
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R

Y
W

U

Nii

Nii

            (2.39) 

 

Agora é preciso estimar o espaço coluna da matriz iΓ .  

Como o número de dados tende a infinito, se tem as seguintes relações: 

T
NiiN

T
NiiN

QX
N

QY
N

)(1lim)(1lim 2,12,,1 +∞→+∞→
Γ=                                  (2.40) 

( )111,11,,1 )(1lim)(1lim RHQX
N

QY
N i

T
NiiN

T
NiiN

+Γ= +∞→+∞→
                  (2.41) 
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Se a entrada for persistentemente excitante e nQX
N

T
Nii =Γ + ))(1(posto 2,1 , então para 

ni >  o espaço coluna de 32)/1( RN  é uma estimativa consistente para o espaço coluna 

de iΓ . Este resultado é obtido da equação (2.39) e (2.40). Para encontrar o espaço 

coluna da matriz 32)/1( RN ,  usa-se SVD: 

T
T

T
n VU

V

VS
UUR

N 111
2

1
2132 00

0
][1

Σ=



















=  

Define-se: 
2/1

1 ni SU=Γ  

A matriz C é facilmente obtida de 

):1,:1( nlC iΓ=                       (2.42) 

e a matriz A é obtida de 

):1,:1():1),1(:1( nillAnil ii +Γ=−Γ                      (2.43) 

 

Para obter as matrizes B e D emprega-se a equação (2.39) e (2.41), para obter: 

i
TT HURRU )()()( 2

1
11312

⊥−⊥ =               (2.44) 

Denotando ( ) 1
11312
−⊥=Ξ RRU T  , então a equação (2.44) é dada por: 

i
T HU )( 2

⊥=Ξ  

 

As matrizes B e D são encontradas da mesma forma que no algoritmo MOESP 

ordinário. 

 

A seguir apresenta-se o teorema PIMOESP.  

 

2.3.3.1 Teorema 2 (PIMOESP) [VERHAEGEN, 1992b] 

Seja )(ku uma entrada persistentemente excitante para o sistema (2.31) e seja )(ky  o 

sinal de saída expresso na equação (2.30).  O sinal )(kv é ruído branco com média zero, 

independente dos dados de entrada. Dada a fatoração LQ: 
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
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Nii

           (2.45) 

 

Então se tem: 

T
NiiN

T
NiiN

QX
N

QY
N

)(1lim)(1lim 2,12,,1 +∞→+∞→
Γ=                                 (2.46) 

( )111,11,,1 )(1lim)(1lim RHQX
N

QY
N i

T
NiiN

T
NiiN

+Γ= +∞→+∞→
                  (2.47) 

 

A prova deste teorema pode ser encontrada no apêndice B.10. 

 

Comentários deste teorema 

As equações (2.46) e (2.47) formam a base do método PIMOESP, o qual é resumido no 

algoritmo PIMOESP. As matrizes A e C são encontradas a partir de 32R , vide apêndice 

B.10. Intuitivamente, 232QR  é a projeção das saídas dentro das entradas passadas. As 

matrizes B e D são computadas a partir de 31R e 11R , vide apêndice B.10. 

Intuitivamente, 131QR é a projeção das saídas dentro das entradas futuras. 

 

Algoritmo PIMOESP 

1. Construir as matrizes de Hankel NiNii UU ,,1,,1 ,+  e NiiY ,,1+  

2. Calcular a fatoração LQ, equação (2.45). 

3. Calcular a SVD da matriz 32)/1( RN  dada na equação (2.45). 

4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em Sn e 

particionar a SVD para obter 1U  e 2/1
1 ni SU=Γ : 

T
T

T
n VU

V

VS
UUR

N 111
2

1
2132 00

0
][1

Σ=



















=  

5. As matrizes A e C  são encontradas das equações: 

):1,:1():1),1(:1( nillAnil ii +Γ=−Γ  

):1,:1( nlC iΓ=  
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6.  As matrizes B e D são encontradas da equação (2.44). 

 

A implementação deste algoritmo no programa Matlab 6.5 poder ser encontrada no 

apêndice F. 

 

2.3.4 Algoritmo POMOESP 

O algoritmo POMOESP (Past - Output do algoritmo MOESP) soluciona o problema de 

ruído na saída e ruído nos estados, conforme figura 2.6. 

 

 

 

 

Figura 2.6 Modelo com ruído corrompido na saída e ruído nos estados 

 

Nesta seção aborda-se o método de identificação por subespaços para sistemas com 

perturbação externa na saída, que pode ser erro do instrumento de medição, 

representada por )(kv e ruído nos estados, representado por )(kw . Ambos os sinais são 

ruído branco com média zero. 

 

A figura 2.6 é um modelo mais realístico, a identificação deste modelo é realizada pelo 

método direto (modelos tradicionais [LJUNG 1999; SÖDERSTROM; STOICA, 1989]) 

ou pelo método indireto (modelos MOESP, N4SID, CVA, etc). 

Uma aproximação indireta do método de identificação por subespaços é dada pelo 

modelo POMOESP, que é uma extensão do modelo PIMOESP, pois a diferença entre 

estes modelos é dada pelo sinal kw , conforme figuras 2.4 e 2.5. A figura 2.6 representa 

a equação 2.16.  

 

Para o sistema (2.16) se pode escrever o sistema inovação na forma [VIBERG, 1995]: 

)()()()1( kwkBukAxkx ++=+         (2.48a) 

     )()()()( kvkDukCxky ++=                      (2.48b) 

onde  

)()( kKekw =   e  )()( kekv = , K  denota o ganho de Kalman.  

Planta 
)(ku )(ky

)(kv

+

)(kw
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De forma geral, o problema de identificação por subespaços pode ser visto como 

encontrar uma aplicação f  entre a seqüência dos dados de entrada – saída e os 

parâmetros desconhecidos do sistema (2.48).  

 

 

 

 

 

Figura 2.7  Aplicação f  entre a seqüência dos dados de entrada – saída e os parâmetros 

desconhecidos do sistema 
 

Para encontrar estes parâmetros a partir dos dados de entrada e saída, existe um passo 

intermediário, que é a aproximação de uma estrutura de subespaço a partir de um espaço 

definido pelas matrizes em blocos de Hankel, construída a partir dos dados de entrada – 

saída. 

 

Na família dos algoritmos MOESP [VERHAEGEN, 1993a] esta estrutura de subespaço 

é a matriz de observabilidade estendida.    

 

As notações matriciais e definições usadas no método POMOESP são definidas no 

apêndice B.11. 

 

Formulação do problema 

 Dado: Um conjunto de entradas mku ℜ∈)( e saídas lky ℜ∈)(  para um sistema 

desconhecido de ordem n , dado pela equação (2.48), onde )(kw e )(kv são sinais do 

tipo ruído branco com média zero, não-correlacionados com os dados de entrada. 

Determine: A ordem n do sistema, as matrizes ),,,( DCBA  e o ganho de Kalman K . 

 

A solução deste problema é dada em [VERHAGEN, 1994a], em que se consideram dois 

tipos de sinais de entrada: 

1) Sinal de entrada )(ku ruído branco com média zero 

2) Sinal de entrada )(ku  arbitrário (persistentemente excitante)  

f

(A, B, C, D) u(k) 
 y(k) 
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No método POMOESP, o sinal de entrada é considerada do tipo 2 . 

A seguir apresenta-se a idéia do método POMOESP. 

 

Idéia do Algoritmo POMOESP 

O objetivo neste método é o mesmo dos casos anteriores, isto é, computar a matriz de 

obervabilidade estendida a partir dos dados de entrada e saída. 

 

Para o sistema (2.25) se tem a seguinte representação [vide apêndice B.11]: 

NikNikiNikiNkiNik VWUHXY ,,,,,,,,, +Φ++Γ=                                  (2.49) 

 

Considerando 1+= ik  na equação (2.49) tem-se: 

NiiNiiiNiiiNiiNii VWUHXY ,,1,,1,,1,1,,1 +++++ +Φ++Γ=                           (2.50) 

 

onde NiiY ,,1+  é a matriz em blocos de Hankel das saídas futuras e NiiU ,,1+  é a matriz em 

blocos de Hankel das entradas futuras. 

 

Da mesma forma que no algoritmo MOESP e PIMOESP, é preciso obter uma 

aproximação da matriz de observabilidade estendida iΓ . Por este motivo é preciso 

eliminar os dois últimos termos do lado direito da equação (2.50). Isto é feito em dois 

passos: 

 

Primeiro passo  

Para eliminar o termo NiiiUH ,,1+ , aplica-se o operador projeção ⊥Π
fUi , onde 

Niif ,,1+= . 

 

Segundo passo  

Precisa-se de uma variável instrumental para eliminar os ruídos. A variável instrumental 

NiU ,,1 que foi usada no método PIMOESP é uma possível candidata, desde que: 

01lim ,,1,, =
∞→

T
NiNikN

UW
N

      e     01lim ,,1,, =
∞→

T
NiNikN

UV
N
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Da mesma forma se pode mostrar que: 

01lim ,,,,1 =
∞→

T
NikNiN

WY
N

      e     01lim ,,,,1 =
∞→

T
NikNiN

VY
N

 

Então a variável instrumental no método POMOESP é escolhida como a combinação 

das entradas e saídas passadas: 









=

Ni

Ni

Y
U

Z
,,1

,,1 . 

Portanto, Verhaegen (1994) considera a seguinte projeção ortogonal:  
T

U Z
f
⊥Π  ,  onde Niif ,,1+= . 

Multiplica-se a equação (2.50) por T
U Z

f
⊥Π  de ambos os lados, resultando: 

+Π+ΠΓ=Π ⊥⊥⊥ +∞→+∞→+∞→

T
UNiiiN

T
UNiiN

T
UNiiN

ZUH
N

ZX
N

ZY
N fff

,,1,1,,1
1lim1lim1lim    

          + +ΠΦ ⊥+∞→

T
UNiiiN

ZW
N f

,,1
1lim T

UNiiN
ZV

N f
⊥Π+∞→ ,,1

1lim              (2.51) 

Pela projeção ortogonal  ⊥Π+
fUNiiU ,,1 = 0  e por serem os ruídos não correlacionados com 

os dados de entrada – saída, então os dois últimos termos da equação (2.51) 

correspondem á matriz nula para ∞→N . 

 

Portanto, à equação (2.51) pode ser expressa como: 

T
UNiiN

T
UNiiN

ZX
N

ZY
N ff

⊥⊥ ΠΓ=Π +∞→+∞→ ,1,,1
1lim1lim                     (2.52) 

 

A equação (2.52) pode ser eficientemente encontrada através da decomposição LQ, isto 

é : 
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Q
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           (2.53) 

 

Agora é preciso estimar o espaço coluna da matriz iΓ .  
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Se o sinal de entrada ku for persistentemente excitante e o número de dados tender a 

infinito, então se têm as seguintes relações: 

=+∞→
)(1lim 2,,1

T
NiiN

QY
N NN

1lim
∞→

)( 2,1
T

Nii QX +Γ        (2.54) 

=+∞→
)(1lim 3,,1

T
NiiN

QY
N NN

1lim
∞→

)( 3,1
T

Nii QX +Γ        (2.55) 

=
∞→

)(1lim 1,,1
T

NiN
QY

N ∞→N
lim 







 +Γ )(1)(1
211,1 RH

N
QX

N i
T

Ni     (2.56) 

=
∞→

)(1lim 2,,1
T

NiN
QY

N ∞→N
lim 







 +Γ )(1)(1
222,1 RH

N
QX

N i
T

Ni     (2.57) 

=+∞→
)(1lim 1,,1

T
NiiN

QY
N ∞→N

lim 






 +Γ + )(1)(1
111,1 RH

N
QX

N i
T

Nii      (2.58) 

[vide apêndice B.12]. 

 

Logo, das equações (2.54) e (2.55) tem-se que: 

[ ] ][1lim1lim 32,4342
TT

NiiNN
QQX

N
RR

N
Γ=

∞→∞→
                    (2.59) 

[vide apêndice B.13]. 

 

Assim, para encontrar uma estimativa do espaço coluna da matriz iΓ , toma-se a SVD da 

matriz [ ]4342 RR : 




















=

T

T
n

V

V
S

S
UURR

2

1

2
214342 0

0
][][  

Logo, o espaço coluna de 1U aproxima consistentemente a matriz de observabilidade 

estendida iΓ .  

As matrizes A e C podem ser calculadas da mesma forma que no algoritmo MOESP 

(considerando 1Ui ≈Γ ). A matriz C é facilmente obtida de: 

):1,:1( nlC iΓ=  

e a matriz A é obtida de 

):1,:1():1),1(:1( nillAnil ii +Γ=−Γ                 (2.60) 
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Para obter as matrizes B e D empregam-se as equações (2.56) , (2.57) e (2.58) para 

obter [vide apêndice B.14]: 

[ ] [ ])()()(11
121413231
T

f
T

p
T

pi QXQXQX
N

RRR
N

Γ= + 

+ [ ] )(1
112221 ςORRR

N
Hi +                (2.61) 

Logo, como o espaço coluna da matriz iΓ  e seu respectivo complemento ortogonal é 

igual às matrizes 1U e ⊥
1U , então, multiplicando-se a equação (2.61) por ( )TU ⊥

1 de ambos 

os lados, resulta: 

( )TU ⊥
1 [ ] =413231

1 RRR
N

( )TU ⊥
1 [ ] )(1

112221 ς+ ORRR
N

Hi                (2.62) 

Como o sinal de entrada é persistentemente excitante, então a matriz [ ]112221 RRR  

tem pseudo-inversa à direita. Multiplicando-se a equação (2.62) por esta inversa, se 

obtém: 

( )TU ⊥
1 [ ]413231

1 RRR
N

[ ] =







*

112221
1 RRR
N

( )TU ⊥
1 )(ς+ OHi  

Esta última equação pode ser reescrita como: 

( ) )(1 ς+=Ξ ⊥ OHU i
T . 

onde: 

( )TU ⊥=Ξ 1 [ ]413231
1 RRR
N

[ ]
*

112221
1








 RRR
N

. 

Por último, pode-se recuperar as matrizes ),( DB : 

.
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A seguir apresenta-se o teorema POMOESP. 

 

2.3.4.1 Teorema 3 (POMOESP) [VERHAEGEN, 1994a] 

Seja )(kw  o processo de ruído e )(kv a medida de ruído do sistema (2.16), sendo ambos 

ruído branco com média zero, independente da entrada )( ju  para todo k ,  j  e do estado 

inicial 0x . Suponha que )(ku seja uma entrada persistentemente excitante para o sistema 

(2.16) e que se tenha a seguinte fatoração LQ: 
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            (2.64) 

 

Então se satisfaz: 

T
fiN

T
fN

QX
N

QY
N

)(1lim)(1lim 22 Γ=
∞→∞→

                                   (2.65) 

T
fiN

T
fN

QX
N

QY
N

)(1lim)(1lim 33 Γ=
∞→∞→

                     (2.66) 

=
∞→

)(1lim 1
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pN
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N ∞→N
lim 







 +Γ )(1)(1
211 RH

N
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=
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)(1lim 2
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)(1lim 1
T

fN
QY

N ∞→N
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

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 +Γ )(1)(1
111 RH

N
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T

fi        (2.69) 

 

A prova deste teorema pode ser encontrada no apêndice B.12. 
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Algoritmo POMOESP 

 

1. Construir as matrizes de Hankel pf UU ,  e pf YY , . 

2. Calcular a fatoração LQ, equação (2.64). 

3. Calcular a SVD da matriz ][ 4342 RR . 

4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em Sn e 

particionar a SVD para obter 1U  e  2U . 

5. As matrizes A e C são encontradas das equações: 

):1,:1():1),1(:1( nillAnil ii +Γ=−Γ  

):1,:1( nlC iΓ=  

6.  As matrizes B e D  são encontradas da equação (2.63). 

 

A implementação deste algoritmo no programa Matlab 6.5 poder ser encontrada no 

apêndice F 
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CAPÍTULO 3 
 

 

IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS  

PELO MÉTODO N4SID 
 

Para solucionar o problema da teoria da realização (ver capítulo 2, item 2.1) existem 

diferentes formas, uma delas é através dos métodos de identificação por subespaços. 

Como exemplo, o método MOESP, desenvolvido por Michael Verhaegen, primeiro 

calcula a matriz de observabilidade a partir de uma matriz em blocos de Hankel, 

construída a partir dos dados de entrada e saída, depois se calculam as matrizes do 

sistema. Este método faz uso de projeções ortogonais. 

 

Outra forma de solucionar o problema citado acima, é o método N4SID (Numerical 

algorithms for Subspace State Space System IDentification), apresentado por Peter Van 

Overschee e Bart de Moor, isto é, calcula-se uma estimativa dos estados do processo a 

partir de uma matriz em blocos de Hankel, construída a partir dos dados de entrada e 

saída, depois se determinam as matrizes do sistema.  Este método faz uso de projeções 

oblíquas.  

 

Como foi mencionado anteriormente, os teoremas apresentados neste capítulo não são 

demonstrados, para demonstrações e maiores detalhes vide [VAN OVERSCHEE; DE 

MOOR, 1996; SANTOS MIRANDA, 2004]. 

 

A seguir apresenta-se a idéia do método N4SID. 

 

3.1 Modelos por subespaços 
Os modelos por subespaços citados neste capítulo estão relacionados com sistemas e 

modelos da forma inovativa (ver capítulo 2) 
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)()()()1( kwkBukAxkx ++=+           (3.1a) 

     )()()()( kvkDukCxky ++=                        (3.1b) 

com 

( ) 0≥







=




















pqT

T
q

T
q

p

p

RS
SQ

vw
v
w

E δ            (3.1c) 

 

onde:  

1)]([ mxku  vetor de entrada do processo. São dados conhecidos. 

1)]([ lxky  vetor de saída do processo. São dados conhecidos. 

1)]([ nxkx  vetor de estados do processo. São dados não conhecidos. 

1)]([ nxkw  vetor de ruído do processo, é um sinal não medido. 

1)]([ lxkv  vetor de ruído na medição , é um sinal não medido. 

 

nxnA][   matriz dinâmica do sistema, é uma matriz desconhecida 

nxmB][   matriz de entrada do sistema, é uma matriz desconhecida 

lxnC][   matriz de saída do sistema, é uma matriz desconhecida  

lxmD][   matriz de transmissão direta, é uma matriz desconhecida. 

 

nxnQ][ , nxlS][  e lxlR][  são as matrizes de covariância das seqüências de ruído )(kw  e 

)(kv .  E é operador esperança matemática e δ é o delta de Kronecker. 

 

A justificativa de encontrar um modelo inovativo é que a seqüência de estados )(kx  

seja recuperada dos dados de entrada e saída. Então se procurará um sistema em espaço 

de estados da forma inovativa. 

 

Por um instante, suponha (idealmente) que seja possível coletar no intervalo de tempo 

[0, N], as amostras )}({ ky , )}({ ku e )}({ kx do processo )}({ ky , )}({ ku e )}({ kx . Desde 

que os processos são gerados pelos dados amostrados, então as matrizes construídas em 

cada instante de tempo k são finitas, )}({ kY , )}({ kU  e )}({ kX , e são representadas 
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pelas fórmulas: 

)]1(....)1()([ −++= NkukukukU                                        (3.2) 

)]1(....)1()([ −++= NkykykykY                             (3.3) 

)]1(....)1()([ −++= NkxkxkxkX                           (3.4) 

 

As equações (3.2), (3.3) e (3.4) também satisfazem o sistema (3.1), isto é: 

kkkk WBA ++=+ UXX 1                       (3.5) 

kkkk DC VUXY ++=                             

ou, em forma matricial  









+








=







 +

k

k

k

k

k

k

V
W

U
X

θ
Y

X 1                         (3.6) 

onde  







=

DC
BA

θ  corresponde aos parâmetros desconhecidos. A equação (3.6) pode 

ser interpretada como um modelo de regressão.  Se na equação (3.6), as matrizes 1+kX , 

kY , kX  e kU são dadas, então o parâmetro desconhecido θ  pode ser calculado pelo 

método dos mínimos quadrados, isto é: 
2

1

,,,
minˆˆ

ˆˆˆ
Fk

k

k

k

DCBA U
X

Y
X

DC
BA









−








=








= + θθ            (3.7) 

onde θ̂  denota a estimativa de θ  (as estimativas são denotadas por )ˆ( o ) e 2

F
 denota 

a norma de Frobenius de uma matriz.  

 

Da equação (3.7), resulta: 
1

1ˆ
−

+














































=

T

k

k

k

k

k

k

k

k

U
X

U
X

U
X

Y
X

θ
T

 

As estimativas das matrizes de covariância do processo e do ruído de medição são 

obtidas de: 
T

Niii

Niii

Niii

Niii
T vvv

www
vvv
www

NRS
SQ

















=









−++

−++

−++

−++

11

11

11

111
ˆˆ
ˆˆ

ρρρ
ρρρ

ρρρ
ρρρ

L

K

L

K
                    (3.8) 

 



 

 

47

 

onde kkkk uBxAxw ˆˆˆ 1 −−= +ρ   e  kkkk uDxCyv ˆˆˆˆ −−=ρ   para 1,..., −+= Niik são os 

resíduos dos mínimos quadrados. 

Então em um caso ideal, quando se têm os dados de entrada, saída e a seqüência de 

estados para dois instantes de tempo sucessivos k e k +1, a identificação do parâmetro 

θ  no sistema (3.6) é trivial. 

Mas infelizmente, na prática, 1+kX e kX  não são obtidos e têm que ser estimados dos 

dados de entrada e saída. Isto é um ponto importante nos métodos de identificação por 

subespaços, a diferença entre estes métodos reside na forma de como obter a seqüência 

de estados estimados. 

Uma forma de estimar 1+kX e kX  é através da projeção oblíqua de certas matrizes em 

blocos de Hankel, construída a partir dos dados de entrada e saída. Esta projeção 

oblíqua é computada eficientemente através da decomposição QR (notação dada no 

método N4SID, para a decomposição LQ). 

 

3.2 Definição da Projeção Oblíqua 
Dadas duas matrizes pxjA ℜ∈  e qxjB ℜ∈  foi visto que se pode encontrar a projeção 

ortogonal da matriz A sobre a matriz B, a qual é denotada por A/B. Pode-se encontrar 
⊥BA / , isto é, a projeção ortogonal da matriz A sobre o complemento ortogonal da 

matriz B. Pode-se interpretar estas projeções no espaço de dimensão 2=j , conforme 

mostrado na figura 3.1. 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.1 Interpretação da projeção ortogonal no espaço j-dimensional (j=2 neste 

caso) 

Define-se BBBB T
B )(=Π  o operador projeção da matriz B, e BB

I Π−=Π ⊥  o operador 

projeção do complemento ortogonal da matriz B. Assim, as projeções ortogonais podem 

A 

B 

TBA /

BA /
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ser definidas como: BABA Π=/  e ⊥Π=⊥
B

ABA /  . Então a matriz A  pode ser expressa 

como combinação linear destas projeções ortogonais: 

BAABA // −=⊥   

Logo: 

( )( )BBBBIABAA T
j

*/ −=−  

( )( )BBBBIABAA T
j

*/ −+=  

( )BB IAAA Π−+Π=  

⊥Π+Π=
BB AAA .              (3.9) 

ou 
⊥+= BABAA //  

 

Estas projeções podem ser encontradas usando-se decomposições QR (ou LQ), que 

depois são aplicadas para encontrar os espaços linha ou coluna de certas matrizes. 

 

Ao invés de se decompor A  como uma combinação linear de duas matrizes ortogonais, 

pode-se decompô-la como uma combinação linear de duas matrizes não-ortogonais 
qxjB ℜ∈  e rxjC ℜ∈  e de seus respectivos complementos ortogonais ⊥B  e ⊥C .  A idéia 

é fazer a projeção ortogonal da matriz A sobre a matriz em blocos 







C
B

 com a condição 

de que a intersecção dos espaços fila de B e C seja nula. Esta projeção é mostrada na 

figura 3.2 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.2 Interpretação da projeção ortogonal no espaço j-dimensional (j =3 neste 

caso).  
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Pela equação (3.9), a matriz A pode ser expressa por: 
⊥









+








=

C
B

A
C
B

AA //            (3.10) 

Como a matriz 







C
B

A /  encontra-se no espaço formado pelas matrizes B e C, então neste 

espaço pode-se encontrar as componentes ortogonais da matriz 







C
B

A / , isto é: 

CABA
C
B

A BC +=







/            (3.11) 

Na equação (3.11) o lado esquerdo é a projeção ortogonal e o lado direito é a soma 

direta de subespaços. 

Substituindo-se a equação (3.11) na equação (3.10), resulta: 
⊥









++=

C
B

ACABAA BC /         (3.12) 

onde: 

BA C    é a projeção oblíqua de A  em B  sobre C   

CA B    é a projeção oblíqua de A  em C  sobre B , [DE COCK; DE MOOR, 2003].  

 

A projeção oblíqua é ilustrada na figura 3.3  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.3 Interpretação da projeção oblíqua no espaço j-dimensional (j=3 neste caso e 

p = q = r =1). 
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Definição 3.1: Projeção Oblíqua. A projeção oblíqua do espaço de linhas de pxjA ℜ∈  

no espaço de linhas de qxjB ℜ∈  sobre o espaço de linhas de rxjC ℜ∈  é definida como: 

[ ] C
BBBC
CBCC

BCACA
TT

TT
TT

B ⋅



















⋅=

+

colunas
rprimeiras

/                                    (3.13) 

 

Muitas vezes os corolários são uma ferramenta para aplicação a casos práticos. Então 

uma definição equivalente da projeção oblíqua é apresentada a seguir. 

 

Corolário 3.1: projeções oblíquas. A projeção oblíqua do espaço de linhas de 
pxjA ℜ∈  no espaço de linhas de qxjB ℜ∈  sobre o espaço de linhas de rxjC ℜ∈  pode ser 

definida como: 

[ ] [ ] CBCBACA B ⋅⋅= ⊥⊥ */ .                                                   (3.14) 

 

A notação matricial usada nesta tese são definidas no apêndice C.1.  

 

3.3  Método N4SID 
Este capítulo é baseado no livro de PETER VAN OVERSCHEE e BART DE MOOR 

Subspace Identification for Linear Systems (1996). Apresenta-se, a seguir, o método 

N4SID para o caso determinístico e combinado determinístico e estocástico. Para o caso 

puramente estocástico ver [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] e [SANTOS 

MIRANDA, 2004]. 

 

3.3.1 Método N4SID, Identificação determinística 

Nesta sub-seção aborda-se o método de identificação por subespaços para sistemas 

puramente determinísticos, com ruído de processo )(kw  e de medição )(kv  nulos, isto 

é, 0)()( ≡≡ kvkw . O objetivo deste capítulo é entender como usar os conceitos e 

ferramentas da álgebra linear para a identificação determinística, que é depois aplicada a 

sistemas combinados determinístico e estocástico. 

Como, na prática, os dados amostrados são corrompidos por ruído, a identificação de 

sistemas puramente determinísticos é aplicada de forma acadêmica. 
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O problema da identificação determinística pode ser postulado como: 

 

Formulação do Problema 

Dado: s  amostras das entradas mku ℜ∈)(  e das saídas lky ℜ∈)(  geradas pelo seguinte 

sistema determinístico desconhecido, de ordem n : 

)()()1( kBukAxkx dd +=+                (3.15a) 

       )()()( kDukCxky d +=          (3.15b)   

onde nd kx ℜ∈)(  é um vetor de estados, sendo que o superscrito “d” denota 

determinístico. 

Determine: 

• A ordem n  do sistema desconhecido. 

• As matrizes do sistema lxmlxnnxmnxn DCBA ℜ∈ℜ∈ℜ∈ℜ∈ ,,, . 

 

O sistema descrito pelas equações (3.15a) e (3.15b) pode ser representado pelo 

diagrama de blocos mostrado na figura 3.4. 

 

Sem perda de generalidade, muitas vezes se usara a notação )(kFFk = , onde F 

representa qualquer seqüência no tempo k. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.4 Um sistema linear determinístico invariante no tempo. 

 

Na figura 3.4 o símbolo ∆ representa atraso. As entradas e saídas são conhecidas, os 

estados são desconhecidos, mas são determinados como um resultado intermediário no 

algoritmo de identificação por subespaços. 

 

B ∆ 

A

C

D

+ + 
d
kx 1+  d

kx  ky  
 

ku  
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Idéia do Algoritmo N4SID , caso determinístico 

A idéia é recuperar a seqüência de estados. Para isto, tem-se que demonstrar que: 

i) A seqüência de estados d
fX  está contida no espaço fila de fW  

ii) A seqüência de estados d
fX  está contida no espaço fila de pW  

iii) Aplicando-se o teorema da dimensão de Grassmann, obtém-se:  

[ ] [ ]( ) nWfilaWfila fp =∩ espaçoespaçodim  

 

Para sua demonstração vide apêndice C.2.  

 

Em [KATAYAMA, 2005] demonstra-se que esta interseção é n dimensional, e qualquer 

base para a intersecção entre passado e futuro representa uma seqüência de estado 

válida.  

 

De i) e ii) vê-se que d
fX  encontra-se em fW  (futuro) e pW  (passado), respectivamente. 

Isto quer dizer que o vetor de estados serve como uma memória levando informação 

entre o passado e o futuro. O vetor de estados d
fX  pode ser computado através da 

projeção oblíqua pUf WY
f

. 

A equação (C2.1) é dada por: 

fi
d
fif UHXY +Γ=               (3.16) 

A seqüência de estados d
fX  pode ser expressa como a combinação linear das entradas 

passadas e saídas passadas [vide apêndice C3]: 

pp
d
f WLX =               (3.17) 

Substituindo-se a equação (3.17) na equação (3.16), resulta: 

fippif UHWLY +Γ=            (3.18) 

Com a finalidade de eliminar o último termo da equação (3.18), multiplica-se ambos os 

lados da equação (3.18) por ⊥Π
fU
, obtendo-se: 

⊥⊥⊥ Π+ΠΓ=Π
fff UfiUppiUf UHWLY  

ou 
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321
0

//
=

⊥⊥⊥ +Γ= ffifppiff UUHUWLUY            (3.21) 

⊥⊥ Γ= fppiff UWLUY //             (3.20) 

Multiplica-se a equação (3.20) por [ ] pfp WUW
*

/ ⊥  de ambos os lados, resultando: 

[ ][ ] [ ]
444 3444 21

1

**
////

J

pfpfppipfpff WUWUWLWUWUY
=

⊥⊥⊥⊥ Γ=                        (3.21) 

onde o termo J1 na equação (3.21) é dado por: 

[ ] ppfpfp WWUWUWJ == ⊥⊥
*

//1            (3.22) 

Substituindo-se a equação (3.22) na equação (3.21), se obtém: 

[ ][ ] ppipfpff WLWUWUY Γ=⊥⊥
*

//             (3.23) 

Substituindo-se a equação (3.17) na equação (3.23), resulta: 

[ ][ ]
3214444 34444 21
d
fp

fUf X

ppi

WY

pfpff WLWUWUY
==

⊥⊥ Γ=

⊥/

*
//  

d
fipUf XWY

f
Γ=⊥              (3.24) 

ou 
d
fi Xi Γ=ϑ               (3.25) 

onde o símbolo iϑ  denota a projeção oblíqua: 

pUf WYi
f
⊥=ϑ               (3.26) 

 

A projeção oblíqua pode ser eficientemente computada através da fatoração QR (ou 

LQ). O vetor seqüência de estados pode ser computado através da SVD da matriz iϑ , 

isto é: 

( ) 















= T

T

V
VS

UUi
2

11
21 00

0
ϑ TVSU 111=            (3.27) 

ii
d
fX ϑ⋅Γ= *               (3.28) 

onde TSUi ⋅=Γ 2/1
11 , para alguma matriz não singular T. 

 

Da mesma forma, encontra-se 1−iϑ , projeção oblíqua para a seqüência de estados d
iX 1+ , 
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dada por: 
+−

− −= pUfi WY
f

/1ϑ               (3.29) 

e a seqüência de estados é expressa por: 

111 −
+
−+ ϑΓ= ii

d
iX               (3.30) 

Uma vez estimadas, d
iX  e d

iX 1+  das equações (3.28) e (3.30), respectivamente, o último 

passo é calcular as matrizes do sistema A, B, C e D, pelo método dos minímos 

quadrados, aplicado ao seguinte conjunto de equações lineares: 



















=









 +

ii

d
i

ii

d
i

U
X

DC
BA

Y
X 1  .           (3.31) 

 

Este método é mostrado no Algoritmo 1, usando estados.  

 

OUTRA FORMA DE COMPUTAR AS MATRIZES (A, B, C, D) 

Observar a equação (3.28); para estimar a seqüência de estados d
f

d
i XX = , primeiro se 

calcula a matriz observabilidade estendida TSUi ⋅=Γ 2/1
11 . Conhecida iΓ , é fácil obter as 

matrizes A e C. 

 

Determinando as matrizes A e C 

A matriz A  é determinada pela seguinte equação: 

iiA ΓΓ= +  

 onde iΓ denota a matriz iΓ  sem as l (número de saídas) primeiras filas e a matriz C 

como as primeiras l filas de iΓ . Agora só falta determinar as matrizes B e D.  

 

Determinando as matrizes B e D 

Multiplica-se a equação (3.16) por ⊥Γi  de ambos os lados, resultando: 

fiifiifi UHXY ⊥⊥⊥ Γ+ΓΓ=Γ             (3.32) 

onde a matriz xlinli
i

)( −⊥ ℜ∈Γ tem posto completo e satisfaz 0=ΓΓ⊥
ii . Substituindo-se 

esta última condição em (3.32), se obtém: 
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fiifi UHY ⊥⊥ Γ=Γ              (3.33) 

 As matrizes B e D são encontradas a partir da matriz em blocos iH . Multiplica-se a 

equação (3.33) por *
fU  de ambos os lados, resultando: 

iiffi HUY ⊥⊥ Γ=Γ *               (3.34) 

com: 

( ) +⊥ ⋅⋅Γ= ffii UYMMM K21  

( ) ⊥Γ= iiLLL K21  

Calcula-se B e D de:  

















Γ



















=

















 −

B
DI

L

LLL
LLLL

M

M
M

i

l

i

i

ii

i

0
0

000

032

121

2

1

K

KKKKK

K

K

M
        (3.35) 

 

Isto é mostrado no Algoritmo 2, usando a matriz de observabilidade estendida. 

 

A seguir apresenta-se o Teorema N4SID para o caso determinístico. 

 

3.3.1.1.Teorema 1: Identificação determinística 

Suponha as seguintes hipóteses: 

1. A seqüência de entradas ku  é persistentemente excitante de ordem i.2 . 

2. A intersecção dos espaços de filas de fU  e o espaço de filas de d
pX  é vazia. 

3. As matrizes de ponderação lixliW ℜ∈1  e jxjW ℜ∈2  são tais que 1W  tem posto 

completo e 2W  obedece: )(posto)(posto 2WWW pp = . 

1W  e 2W  determinam a base no espaço de estados em que o modelo será 

identificado [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. 

 

Definindo-se a projeção oblíqua iϑ  como: 

      pUf

def

i WY
f

/=ϑ  (3.36) 

e a decomposição em valores singulares: 
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      ( ) 















=ϑ

T

T

i V
VS

UUWW
2

11
2121 00

0
 (3.37) 

                    TVSU 111=  (3.38)

  

       Então tem-se que: 

1. d
fii X⋅= Γϑ                       (3.39) 

2. A ordem do sistema é igual ao número de valores singulares presentes na 

equação (3.37) que sejam diferentes de zero. 

3. TSUWi ⋅= − 2/1
11

1
1Γ                      (3.40)  

sendo nxnT ℜ∈  uma transformação de similaridade arbitrária e não-singular. 

4. A parte da seqüência de estados d
fX  que se encontra no espaço de colunas de 

2W  pode ser recuperada a partir de: 

Td
f VSTWX 1

2/1
1

1
2 ⋅= −                       (3.41) 

5. ii
d
fX ϑΓ ⋅= +            (3.42) 

 

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR 1996; 

SANTOS MIRANDA, 2004]. 

 

As principais conseqüências do teorema de identificação determinística são: 

a) A seqüência de estados d
fX  pode ser determinada diretamente a partir dos dados ku  

e ky , sem o conhecimento prévio das matrizes do sistema A, B, C e D; e 

b) A matriz de observabilidade estendida iΓ  pode ser determinada diretamente dos 

dados de entrada e saída. 

As matrizes do sistema podem ser extraídas dos resultados intermediários de d
fX  e iΓ , 

mediante algoritmos de identificação usando estados e algoritmos de identificação 

usando a matriz de observabilidade estendida, respectivamente, conforme 

esquematizado na figura 3.5. 
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Figura 3.5 Diagrama esquemático de obtenção das matrizes do sistema 

 

A descrição de ambos os algoritmos é feita a seguir [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 

1996]. 

 

 

Algoritmo determinístico 1 

(empregando estados) 

 

1. Calcule as projeções oblíquas 

pUfi WY
f

/=ϑ              

+−
− −=ϑ pUfi WY

f
/1  

2. Calcule a SVD da projeção oblíqua ponderada 
T

i USVWW =ϑ 21  

3. Determine a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 

encontre 1U  e 1S , através do particionamento adequado da SVD. 

4. Determine iΓ  e 1−Γi  como:   

TSUWi ⋅=Γ − 2/1
11

1
1  ii Γ=Γ −1  

onde iΓ denota a matriz iΓ  sem as l filas (número de saídas)  passadas de iΓ .  

5. Determine d
iX  e d

iX 1+  como: 

Dados de entrada e saída 
( )(,)( kyku ) 

d
iX iΓ

Matrizes do sistema  

Algoritmo 2: 
usa matriz de obser- 
vabilidade estendida 

 

Algoritmo1: 
 usa estados 
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ii
d
iX ϑ*Γ=  1

*
11 −−+ Γ= ii

d
iX ϑ  

6. Solucione o seguinte conjunto de equações lineares para obter A, B, C e D: 



















=









 +

ii

d
i

ii

d
i

U
X

DC
BA

Y
X 1  

 

 

 

Algoritmo determinístico 2  
(empregando a matriz de observabilidade estendida) 

 

1. Calcule a projeção oblíqua 

pUfi WY
f

/=ϑ  

2. Calcule a SVD da projeção oblíqua ponderada 
T

i USVWW =ϑ 21  

3. Determine a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 

encontre 1U , 2U  e 1S , através do particionamento adequado da SVD. 

4. Determine iΓ  e ⊥Γi  como: 

2/1
11

1
1 SUWi
−=Γ  12 WU T

i =Γ⊥  

5.  Determine a matriz do sistema A a partir de iΓ  como  iiA ΓΓ= + , onde iΓ denota 

a matriz iΓ  sem as l (número de saídas) primeiras filas. 

6.   Determine C como as primeiras l filas de iΓ   

Com : 

( ) +⊥ ⋅⋅Γ= ffii UYMMM K21  

( ) ⊥Γ= iiLLL K21  

 

calcule B e D de: 
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
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


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 −
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M

M
M

i

l

i

i

ii

i

0
0

000

032

121

2

1

K

KKKKK

K

K

M
. 

 

Estes algoritmos estão implementados no apêndice F 

 

Os modelos determinísticos são puramente acadêmicos. A seguir, apresenta-se o 

método N4SID para um problema mais real, isto é, modelo determinístico - estocástico. 

 

3.3.2 O Método N4SID, Identificação determinística - estocástica 

Os métodos de identificação por subespaços estimam seqüências de 

estados diretamente dos dados de entrada e saída, explicitamente ou implicitamente, 

com uma projeção ortogonal ou oblíqua dos espaços de filas de certas matrizes em 

blocos de Hankel de dados (de entrada e saída) nos espaços de filas de outras matrizes 

em blocos de Hankel, seguido por uma decomposição em valores singulares (SVD) para 

determinar a ordem, a matriz de observabilidade e/ou a seqüência de estados.  A 

extração do modelo em espaço de estados então se alcança através da solução do 

problema dos mínimos quadrados.  Cada um destes passos pode ser executado usando-

se algoritmos lineares numéricos bem conhecidos da álgebra, tais como a decomposição 

em valores singulares e a decomposição QR.  

  

Formulação do problema 

Este trabalho se desenvolve sobre um espaço de Hilbert, a identificação determinística-

estocástica se faz para modelos em espaço de estados de tempo discreto, lineares, 

invariantes no tempo. 

 

O problema de identificação determinística - estocástica pode ser postulado como: 

Dados: s  amostras medidas das entradas )(ku  e das saídas )(ky  geradas pelo sistema 

(3.1).  

Determine a ordem n  do sistema desconhecido, as matrizes do sistema A, B, C, D e as 

matrizes de covariância de ruído Q, S, R. 
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O sistema (3.1) na forma de diagrama dee blocos é mostrado na figura 3.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.6 Sistema linear combinado determinístico-estocástico  

 

Idéia do algoritmo N4SID caso: determinístico - estocástico 

A idéia é a mesma apresentada no sistema determinístico, isto é, recuperar a seqüência 

de estados a partir dos dados de entrada e saída, mas a forma como obtê-lo é diferente, 

pois agora o sistema tem seqüência de ruído. 

 

O objetivo de um procedimento de identificação é encontrar um modelo cujo 

comportamento entrada-saída se aproxime daquele do processo real.  Este objetivo é 

resolvido classicamente minimizando-se um “critério do erro de predição”, o qual 

expressa o “desempenho da predição” do modelo no conjunto fornecido de dados.  A 

solução minimizante é designada como o modelo ótimo (veja, por exemplo, [LJUNG, 

1999]).  

 

Como indicado acima, deseja-se encontrar um modelo que prediga o comportamento do 

processo de forma suficientemente exata.  Isto pode ser formulado como: prediga as 

saídas futuras ( fY ) tão exatamente quanto possível, usando toda a informação que possa 

ser obtida dos dados passados ( pW ) e usando o conhecimento das entradas que serão 

apresentadas ao sistema no futuro ( fU ). 

 

Devido à linearidade do sistema, propõe-se combinar linearmente as entradas passadas 

B C 

)(ky

A 

D 

∆  
)(ku

)(kw

)1( +kx )(kx

)(kv

+ + 
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( pW ) e futuras ( fU ) para predizer as saídas futuras ( fY ). Denotam-se as combinações 

lineares, respectivamente, por pL e uL . A qualidade da predição é medida pela norma 

de Frobenius, isto é: 

[ ]
2

)(
min

Ff

p
upf

L
L U

W
LLY

mixli
u

ilmxli
p









−

ℜ∈
ℜ∈ +

 

Seja:  

[ ] fupp
f

p
upi ULWL

U
W

LLZ +=







= . 

A combinação ótima do passado ( pW ) para predizer o futuro é pp WL ⋅ , que é 

exatamente igual à projeção oblíqua iϑ = pp WL ⋅ . 

 

Para conseguir este objetivo, tem-se que: 

i)   Expressar iZ  como combinação linear das matrizes   pW  e fU . 

ii) Demonstrar que a combinação ótima do passado ( pW ) para predizer o futuro é 

pp WL ⋅  e é exatamente igual à projeção oblíqua de iϑ = pp WL ⋅ . 

 

Os itens i) e ii) são realizados através dos três teoremas que são apresentados mais 

adiante, no entanto, apresenta-se uma seqüência para satisfazer os itens citados acima. 

 

Para satisfazer o item i) considere-se a seguinte seqüência:  

a) Escrever os estados estimados pelo filtro de Kalman kx̂  como uma combinação 

linear das entradas passadas 10 ,...., −kuu , saídas passadas 10 ,...., −kyy  e do estado 

inicial estimado 0x̂ .  

b) Assim, a seqüência de estados iX̂  pode ser obtida por: 

     [ ]11 ˆˆˆˆ
−++= jiiii xxxX K [ ]












ΩΩ−∆ΓΩ−=

p
i

d
ii

d
iii

i

W
X

HA 0
ˆ

 

c) Expressar as saídas futuras iZ  como uma combinação linear das entradas passadas 

pW  e futuras fU . Isto é feito pela projeção ortogonal: 
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







=+=

f

p
ffuppi U

W
YULWLZ /  = f

d
iii UHX +Γ ˆ          (3.43) 

 

Se a interseção dos espaços iX̂  e fU  for vazia, então uma estimativa da seqüência iX̂  

pode ser encontrada através da projeção oblíqua de fY  em pW  sobre fU : 

pUf

def

i WY
f

/=ϑ = ii X~⋅Γ              (3.44) 

Desta forma é satisfeita a parte ii). 

 

Apresenta-se, a seguir, duas formas para determinar as matrizes do sistema (3.1), 

empregando o vetor de estados.  

 

Encontrando as matrizes do sistema via seqüência de estados iX~  

A seqüência de estados iX~ é calculada pela equação (3.44) a partir dos dados de entrada 

e saída, sem o conhecimento das matrizes do sistema: 

iiiX ϑ⋅Γ= *~                                                        (3.45) 

Analogamente, a seqüência de estado 1
~

+iX  pode ser determinada como: 

def

i =+1ϑ +−
− pUf WY
f

/ = 11
~

+− ⋅Γ ii X        

1
*

11
~

+−+ Γ= iiiX ϑ                           (3.46) 

Então as matrizes do sistema podem ser computadas da seguinte equação linear: 


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


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



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
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



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


 +

v
w

U
X

DC
BA

Y
X

ii

i

ii

i

ρ
ρ

~~
1                      (3.46) 

onde wρ  e vρ  são matrizes residuais. Estas matrizes residuais são perpendiculares a 

iX~  e iiU , assim a equação (3.46) pode ser solucionada pelo método dos mínimos 

quadrados. 

 

Este método produz estimativas com polarização, pois a seqüência de estados iX̂ não é 

calculada diretamente através dos dados de entrada e saída, mas sim por sua estimativa 
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iX~ . O problema é que a nova seqüência do filtro de Kalman 1
~

+iX  tem estado inicial 

diferente que a seqüência iX~ , isto é: 

Estado inicial para iX~ = pU
d
p UX

f
/        

Estado inicial para 1
~

+iX = +
− pU

d
p UX

f
/        

 

Sob estas hipóteses estaria errado escrever a equação (3.46). Pode ser provado (ver 

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1995]) que a diferença entre iX̂  e 1
~

+iX  é zero 

quando se satisfaz um dos seguintes enunciados: 

1. ∞→i  

2. O sistema é puramente determinístico 

3. A entrada determinística ku é ruído branco. 

Quando um dos enunciados acima é satisfeito, então se pode substituir iX̂  e 1
ˆ

+iX  por 

iX~  e 1
~

+iX  , logo as matrizes do sistema são encontradas da equação (3.46). 

 

Encontrando as matrizes do sistema via seqüência de estados iX̂  

A seqüência do filtro de Kalman iX̂ está relacionada com a projeção ortogonal dada na 

equação (3.43): 









=

f

p
f

def

i U
W

YZ /  = f
d
iii UHX +Γ ˆ           (3.47) 

Analogamente, a seqüência 1
ˆ

+iX  esta relacionada com: 











= −

+
−

+
f

p
f

def

i U
W

YZ /1  = −
−+− +Γ f
d
iii UHX 111

ˆ           (3.48) 

Os estados iniciais da seqüência iX̂ e 1
ˆ

+iX  são iguais e são dados por [VAN 

OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]: 









=

f

pd
p U

U
XX /ˆ

0 . 
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Considere o sistema inovação (3.1) (com kkk eKw =  , kk ev = ) e seus estados estimados 

iX̂ e 1
ˆ

+iX : 

iiiiii eKBUXAX ++=+
ˆˆ

1          (3.49) 

iiiiii eDUXCY ++= ˆ          (3.50) 

 

As equações (3.49) e (3.50) podem ser expressas como: 
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1                      (3.51) 

 

onde wρ  e vρ  são matrizes residuais. Estas matrizes residuais são perpendiculares a 

iX̂  e iiU , assim as matrizes do sistema podem ser encontradas da equação (3.51) 

através do método dos mínimos quadrados. Infelizmente, não é possível determinar as 

seqüências iX̂ e 1
ˆ

+iX  diretamente dos dados de entrada – saída (pois não se tem um 

teorema que garanta isso, não se podendo então aplicar a solução via equação (3.46), 

pois como foi dito, os estados iniciais são diferentes). 

No entanto, das equações (3.47) e (3.48), pode-se expressar iX̂ e 1
ˆ

+iX  como: 

][ˆ *
f

d
iiii UHZX Γ=             (3.52) 

][ˆ
11

*
11

−
−+−+ Γ= f
d
iiii UHZX            (3.53) 

Nas equações (3.52) e (3.53) os únicos termos desconhecidos são d
iH  e d

iH 1− . iZ  e 

1+iZ  são determinados pelas equações (3.47) e (3.48), respectivamente. fU  e −
fU  são 

matrizes dadas e por último o termo *
iΓ  pode ser calculado da equação (3.44) através da 

projeção oblíqua. 

 

Das equações (3.51), (3.52) e (3.53) resulta: 

{
{
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onde: 

[ ]
[ ] 






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



Γ−

Γ−Γ
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d
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d
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HCD

HAHB
*

*
1

*
1

0
          (3.55) 

 

Observar que as matrizes B e D aparecem linearmente na matriz Τ . Portanto a equação 

(3.54) pode ser solucionada através do problema dos mínimos quadrados para as 

matrizes A, C e Τ .  

Encontradas as matrizes A e C, as matrizes B e D podem ser encontradas da equação 

(3.55), ver [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. 

 

 A seguir apresentam-se os teoremas que solucionam os objetivos i) e ii) citados acima. 

 

3.3.2.1 Teorema 2. Filtro de Kalman para estado não-estacionário de sistema 

determinístico - estocástico  

Suponha as seguintes hipóteses: 

Dado: a estimativa de estado inicial 0x̂ , a matriz de covariância da estimativa de estado 

inicial 0P  e as medições de entrada 10 ,...., −kuu e saída 10 ,...., −kyy  

Então: o estado estimado kx̂  pelo filtro de Kalman de estado não-estacionário pode ser 

explicitamente escrito como: 
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onde:  

( )( ) 1
00

−
ΓΓ−Γ−∆=Ω T

kkk
T
k

kC
k

def

k PLPA          

 

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 

1996; SANTOS MIRANDA, 2004]. 
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Este teorema mostra como os estados estimados pelo filtro de Kalman kx̂  podem ser 

escritos como uma combinação linear das entradas passadas 10 ,...., −kuu , saídas passadas 

10 ,...., −kyy  e do estado inicial estimado 0x̂ . Assim, a seqüência de estados iX̂  pode ser 

obtida por: 

[ ]11 ˆˆˆˆ
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     (3.56)  

onde 0X̂  corresponde à seqüência de estados iniciais. 

 

Esta seqüência de estados é gerada por um banco de filtros de Kalman não-

estacionários, trabalhando em paralelo em cada uma das colunas da matriz em blocos de 

Hankel das entradas e saídas passadas pW . 

 

A seqüência de estados do filtro de Kalman definida em (3.56) não é única. A seqüência 

depende de como se escolhe a seqüência de estados iniciais 0X̂ .  

 

Emprega-se a seguinte notação para indicar a seqüência de estados do filtro de Kalman 

com estado inicial 0X̂  e matriz inicial 0P :  

[ ]00 ,ˆ
ˆˆ

PXii XX = . 

 

3.3.2.2 Teorema 3.  Projeção ortogonal 

Suponha as seguintes hipóteses: 

1. As entradas determinísticas ku  não estão correlacionadas com o ruído do 

processo kw  nem com o ruído de medição kv . 

2. A seqüência de entradas ku  é persistentemente excitante de ordem i.2 . 

3. O número de dados medidos tende para infinito ∞→N . 

4. O ruído de processo kw  e o ruído de medição kv  não são identicamente zero. 
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Tem-se então que: 
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


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f

def

i U
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YZ / = f
d
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com: 

iX̂ [ ]00 ,ˆ
ˆ

PXi

def
X=                           

     

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 

1996; SANTOS MIRANDA, 2004]. 

 

A importância do teorema 3 é que ele revela uma forma pela qual a seqüência de 

estados do filtro de Kalman iX̂ se relaciona com os dados de entrada e saída.  A matriz 

projetada iZ  pode ser encontrada a partir dos dados de entrada e saída, sem se conhecer 

as matrizes do sistema.  A projeção iZ  pode ser considerada como uma predição ótima 

das saídas futuras fY , dadas as entradas e saídas passadas pW  e as entradas futuras fU . 

 

As fórmulas para a seqüência do estado inicial 0X̂  e a matriz inicial 0P  podem ser 

expressas da seguinte forma: 
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Apresenta-se a seguir o teorema principal para o problema da identificação 

determinística - estocástica.  Este teorema permite o cálculo do espaço de filas de uma 

seqüência de estados do filtro de Kalman iX̂  e do espaço de colunas da matriz de 

observabilidade estendida iΓ , diretamente dos dados de entrada e saída, sem 

conhecimento das matrizes do sistema.  As matrizes do sistema podem ser recuperadas 

da seqüência de estados iX̂  ou a partir da matriz de observabilidade estendida iΓ . Uma 

descrição do procedimento de identificação combinada é apresentada na figura 3.7. 
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Figura 3.7 Descrição do procedimento de identificação determinística-estocástica por 

subespaços.   

 

3.3.2.3 Teorema 4: identificação determinística-estocástica  

Suponha as seguintes hipóteses: 

1. A seqüência de entradas ku  não está correlacionada com o ruído do processo kw  

nem com o ruído de medição kv . 

2.  A seqüência de entradas ku  é persistentemente excitante de ordem i.2 . 

3. O número de dados medidos tende para infinito ∞→N . 

4. O ruído do processo kw  e o ruído de medição kv  não são identicamente zero. 

5. As matrizes de ponderação lixliW ℜ∈1  e jxjW ℜ∈2  definidas pelo usuário são 

tais que 1W  tem posto completo e 2W  obedece: )(posto)(posto 2WWW pp = . 

6. Definindo-se a projeção oblíqua iϑ  como: 

pUf

def

i WY
f

/=ϑ  

      e a decomposição em valores singulares: 

      ( ) 















=ϑ

T

T

i V
VS

UUWW
2

11
2121 00

0 TVSU 111=                     (3.57) 

Então tem-se que: 

1. iii X~⋅Γ=ϑ ,   com:   iX̂ [ ]00 ,ˆ
ˆ

PXi

def
X=    

2. A ordem do sistema (3.1) é igual ao número de valores singulares presentes na 

equação (3.57) que sejam diferentes de zero. 

3. TSUWi ⋅=Γ − 2/1
11

1
1    

g )~(ˆ
ii XX  g iΓ  

Matrizes do sistema A, B, C, D, Q, R, S 

Teoremas  3 e 4 

Dados de  entrada e saída )(ku  e )(ky  
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sendo nxnT ℜ∈  uma transformação de similaridade arbitrária e não-singular. 

4. A parte da seqüência de estados iX~  que se encontra no espaço de colunas de 2W  

pode ser recuperada a partir de:   T
i VSTWX 1

2/1
1

1
2

~ ⋅= −       

       

5. iiiX ϑ⋅Γ= +~                                

 

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR 1996] 

ou [SANTOS MIRANDA, 2004]. 

 

Comentários sobre este teorema: 

• A hipótese 1 do teorema é satisfeita para sistemas em malha aberta. Em malha 

fechada o ruído poderá ser realimentado nas entradas através do regulador. 

• A hipótese 2 diz que ku deveria ter pelo menos i  senóides com freqüências 

distintas. 

• A hipótese 3 é necessária somente para uma análise assintótica. Na prática, é 

suficiente ter uma quantidade grande de dados. 

• Pode-se notar que a seqüência de estados iX~ recuperada deste teorema difere da 

seqüência de estados iX̂  introduzida no teorema 3, devido a seus estados iniciais 

0X̂  serem diferentes. 

Pelo Teorema 3: 









=

f

pd
p U

U
XX /ˆ

0                     

Pelo Teorema 4:  

pU
d
p UXX

f
/ˆ

0 =                      

 

 

A seguir apresentam-se os algoritmos que são consequências dos teoremas 3 e 4 [VAN 

OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. 
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Algoritmo 1 N4SID  

(Empregando seqüência de estados iX~ ) 

 

7. Calcule as seguintes projeções oblíquas: 

pUfi WY
f

/=ϑ   

+−
+ −= pUfi WY

f
/1ϑ        

8. Calcule a SVD da projeção oblíqua ponderada: 

21 WW iϑ TUSV=  

9. Determine a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 

particione a SVD para obter 1U  e 1S . 

10. Determine iΓ  e 1−Γi  como : 

2/1
11

1
1 SUWi
−=Γ ,  ii Γ=Γ −1  

onde iΓ  denota a matriz iΓ  sem as l filas. 

11. Determine as seqüências de estados: 

iiiX ϑ⋅Γ= +~  

111
~

+
+
−+ ⋅Γ= iiiX ϑ  

12. Solucione o conjunto de equações lineares para encontrar A, B, C e D: 









+




















=











 +

v

w

ii

i

ii

i

U
X

DC
BA

Y
X

ρ
ρ~~

1  

13. Determine Q, S e R dos resíduos, como: 

( )







⋅








=







 T
v

T
w

v

w
jT E

RS
SQ

ρρ
ρ
ρ
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Algoritmo 2 N4SID  

(Empregando seqüência de estados iX̂ ) 

 

1. Calcule as projeções ortogonal e oblíqua de: 

pUfi WY
f

/=ϑ      







=

f

p
fi U

W
YZ /   










= −

+
−

+
f

p
fi U

W
YZ /1  

2. Calcule a SVD da projeção oblíqua ponderada: 

21 WW iϑ TUSV=  

3. Determine a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 

particione a SVD para obter 1U  e 1S . 

4. Determine iΓ  e 1−Γi  como : 

2/1
11

1
1 SUWi
−=Γ ,  ii Γ=Γ −1  

onde iΓ  denota a matriz iΓ  sem as l filas. 

5. Solucione o seguinte conjunto de equações lineares para se obter A, C e K : 









+⋅+⋅Γ⋅








=













 ⋅Γ ++
+
−

v

w
fii

ii

ii UKZ
C
A

Y
Z

ρ
ρ11  

6. Determine B e D de K, A, C, iΓ , 1−Γi , através da seguinte equação: 









=



































B
D

N

K

K

K

K

K

K

i

i

2

22

12

1

21

11

M

M

 

com: 
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







Γ

⋅







































−

−−
−−−

−−−−
−

−−
−−−

−−−−

=
−−

−

−

−−−

1

2

4232

23222

2122212

11

413312

11312211

1111221111

0
0

000

00
0

000

00
0

i

l

i

i

iil

ii

ii

iiii

I

L

LL
LLL

LLLLI
LM

LMLM
LMLMLM

LMLMLML

N

K

KKKKK

K

K

K

K

KKKKK

K

K

K

 

 

7. Determine Q, S e R dos resíduos, como: 

( )







⋅








=







 T
v

T
w

v

w
jT E

RS
SQ

ρρ
ρ
ρ

 

 

Estes algoritmos estão implementados no apêndice F. 

 

 

Comentários 

1. O método N4SID usa a projeção oblíqua das “futuras” saídas )( fY  dentro das 

entradas e saídas passadas )( pW , ao longo das “futuras” entradas )( fU : 

      pUfi WY
f

/=ϑ . 

      Desta projeção se obtém a matriz de seqüência de estados, que serve para calcular as 

matrizes do sistema ( DCBA ,,, ), pelo método dos mínimos quadrados. Os resíduos 

do problema dos mínimos quadrados são usados para calcular as matrizes de 

covariância de ruído e uma estimativa do ganho de Kalman pode ser encontrada. 

2.  A matriz de Hankel dos dados de entrada e saída é da forma TT
f

T
p

T
f

T
p YYUU ][ . 

3. No método POMOESP a matriz de Hankel dos dados de entrada e saída é 
TT

f
T
p

T
p

T
f YYUU ][ . 

4. O método POMOESP usa as entradas e saídas passadas como uma variável 

instrumental, para dar uma estimativa consistente das matrizes ( DCBA ,,, ). Isto é 
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feito por meio de uma projeção ortogonal executada por uma fatorização LQ e SVD. 

Desta projeção se recupera uma estimativa da matriz de observabilidade estendida 

iΓ , da qual as matrizes A e C podem ser estimadas. Segundo, pode-se encontrar uma 

estimativa da matriz de Toeplitz iH , da qual as matrizes B e D podem ser 

estimadas, como uma solução do problema de mínimos quadrados. 

5.  A forma de encontrar as matrizes do sistema dos algoritmos MOESP e N4SID  é 

mostrada na figura 3.8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.8 Algoritmos de identificação MOESP e N4SID. 

6.  Existem outros métodos de identificação por subespaços, por exemplo, o método  

Canonical Variate Analysis  CVA [LARIMORE, 1983, 1990].  Estes três métodos 

MOESP, N4SID e CVA foram unificados em um só teorema em [VAN 

OVERSCHEE; DE MOOR, 1995].   

 

Inspirado nos métodos MOESP e N4SID, a seguir apresenta-se o método MON4SID, o 

qual é uma mistura dos métodos MOESP e N4SID. 

Dados de entrada e saída 
)(ku  e )(ky  

Encontrar a ordem do sistema n  
e a matriz de observabilidade  iΓ  

A e C )~(ˆ
ii XX  

Matrizes do sistema 
 A, B, C, D, Q, R, S 

Matrizes  
B, D, Q, R, S 

Método 
MOESP 

Método 
N4SID 
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CAPÍTULO 4 
 

 

ALGORITMOS PROPOSTOS 
 

Com base no algoritmo MOESP estudado no capítulo 2 e no algoritmo N4SID estudado 

no capítulo 3, se apresenta o método alternativo MON4SID que combina os métodos 

MOESP e N4SID. 

 

4.1 Algoritmo proposto: MON4SID 
O algoritmo proposto determinam as matrizes A e C de forma similar ao método 

MOESP, logo, se calcula a nova matriz de observabilidade estendida iΓ  . As matrizes B, 

D, Q, R e S são estimadas em função dos estados do sistema )~(ˆ
ii XX , através das 

projeções oblíquas, de forma similar aos algoritmos 3 e 4  do algoritmo N4SID. 

A forma de ordenar LQ (usada pelo método MOESP) ou QR (usada pelo método 

N4SID) é diferente para ambos os métodos (ver comentários 2 e 3) .  

O método MON4SID usa a fatoração LQ, portanto é preciso encontrar as projeções 

oblíquas a partir desta. 

 

Sejam as matrizes arbitrárias A, B e C com fatoração LQ, dadas por: 
















=

















333231

2221

11

0
00

LLL
LL

L

A
C
B

             (4.1) 

Afirma-se que a projeção oblíqua CA B/  é dada por:  

 [ ] 







=

2

1
2221

*
2232./

Q
Q

LLLLCA B               (4.2) 

Para tal, primeiro se projeta a projeção ortogonal do espaço fila da matriz A  sobre o 
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espaço fila formado pelas matrizes 







C
B

, isto é (ver apêndice B): 









=









2

1
3231 ][/

Q
Q

LL
C
B

A              (4.3) 

Como foi mencionado anteriormente, a projeção ortogonal também pode ser expressa 

como a combinação linear dos espaços fila de B e C: 

CLBL
C
B

A cb +=







/               (4.4) 

Estes espaços fila são as projeções oblíquas da matriz A, isto é: 

BLBA bC =    é a projeção oblíqua de A  em B  sobre C   

CLCA cB =    é a projeção oblíqua de A  em C  sobre B  

 

Para se calcular a projeção oblíqua de A  em C  sobre B , parte-se da relação (4.1) e se 

obtém: 

111QLB =     e    222121 QLQLC +=             (4.5) 

Substituindo-se na equação (4.4) a equação (4.5), resulta: 

















=+=









2

1

2221

11 0
][/

Q
Q

LL
L

LLCLBL
C
B

A cbcb           (4.6) 

Igualando-se as equações (4.3) e (4.5), se obtém: 










2

1
3231 ][

Q
Q

LL 















=

2

1

2221

11 0
][

Q
Q

LL
L

LL cb  

][ 3231 LL ][ 222111 LLLLLL cbb +=                       (4.7) 

Da equação (4.7) resulta: 

3222 LLLc =  

*
2232LLLc =               (4.8) 

Portanto, a projeção oblíqua CLCA cB =  é dada por: 

CLLCA B
*
2232=  

][ 2221
*
2232 LLLLCA B = .             (4.9) 
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Fazendo uso da equação (4.9), um novo método é apresentado. 

 

4.1.1 Método MON4SID 1 para sistema determinístico usando estados 

Este método soluciona o problema apresentado na seção 3.3.1. O método usa a técnica 

MOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida iΓ e o método N4SID é 

aplicado para encontrar as matrizes (A,B,C,D) através do problema de mínimos 

quadrados. 

 

A matriz de observabilidade estendida iΓ  pode ser derivada pela simples fatoração LQ 

de uma matriz construída a partir das matrizes em blocos de Hankel TT
f

T
p

T
p

T
f YYUU ][ , 

na forma: 
































=

















3

2

1

3332

22

31

21

11

0
00

Q
Q
Q

LL
L

L
L
L

Y
W
U

f

p

f

          (4.10) 

 

Como foi visto no capitulo 2, uma estimativa da matriz iΓ ,  pode ser computada pela  

SVD da matriz 32L , isto é: 

T
T

T
n VSU

V

V
S

S
UUL =




















=

2

1

2
2132 0

0
][          (4.11) 

A ordem n do sistema (3.15) é igual ao número de valores singulares mais significativos 

em S. O espaço coluna de 1U é uma aproximação consistente para iΓ  [VERHAEGEN, 

1992a], isto é: 

1Ui =Γ  

 

É claro que o sistema (3.15) pode ser reescrito como: 



















=









 +

ii

d
i

ii

d
i

U
X

DC
BA

Y
X 1           (4.12) 

 

Logo, para computar as matrizes do sistema (A,B,C,D) é necessário conhecer as 

matrizes da seqüência dos estados d
iX  e d

iX 1+ , as quais são dadas pelas equações (3.28) 
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e (3.30), isto é: 

ii
d
iX ϑ⋅Γ= *               (4.13) 

111 −
+
−+ ϑΓ= ii

d
iX            (4.14) 

onde as projeções oblíquas pUfi WY
f

/=ϑ   e +−
+ −= pUfi WY

f
/1ϑ    podem ser computadas 

através da equação (4.9). 

 

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo: 

 

 

 

Algoritmo determinístico MON4SID 1 

(empregando estados) 

 

7. Construir as matrizes de Hankel pf UU ,  e pf YY , . 

8. Calcular a fatoração LQ, equação (4.10). 

9. Calcular a SVD da matriz 32L . 

10. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 

particionar a SVD para obter 1U  . 

11. Determinar iΓ  e 1−Γi  como:   

1Ui =Γ  ii Γ=Γ −1  

onde iΓ denota a matriz iΓ  sem as l filas (número de saídas)  passadas de iΓ .  

12. Determine d
iX  e d

iX 1+  pelas equações (4.13) e (4.14). 

13. Solucionar o seguinte conjunto de equações lineares para obter A, B, C e D: 



















=









 +

ii

d
i

ii

d
i

U
X

DC
BA

Y
X 1  

 

O algoritmo 2 para sistema determinístico desenvolvido pelo método N4SID, permite 

apresentar um outro algoritmo, MON4SID 2. 
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4.1.2 Método MON4SID 2 para sistema determinístico usando matriz de 

observabilidade estendida 

Este método soluciona o problema apresentado na seção 3.3.1. O método usa a técnica 

MOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida iΓ  da qual se obtêm as 

matrizes A e C, e o método N4SID é aplicado para computar as matrizes B e D através 

do problema de mínimos quadrados. 

 

A matriz de observabilidade estendida iΓ  é computada da mesma forma que no método 

MON4SID 1, logo as matrizes A e C podem ser calculadas através de: 

):1,:1():1),1(:1( nillAnil ii +Γ=−Γ          (4.15) 

):1,:1( nlC iΓ=             (4.16) 

Por último, as matrizes B e D são computadas da mesma forma que no algoritmo 2 para 

sistema determinístico N4SID. 

 

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo: 

 

Algoritmo determinístico MON4SID 2 
(empregando a matriz de observabilidade estendida) 

 

1. Construir as matrizes de Hankel pf UU ,  e pf YY , . 

2. Calcular a fatoração LQ, equação (4.10). 

3. Calcular a SVD da matriz 32L . 

4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 

particionar a SVD para obter 1U  e 2U . 

5. Determinar iΓ  e ⊥Γi  como:   

1Ui =Γ  2Ui =Γ⊥  

6. Determine a matriz do sistema A a partir de iΓ  como  iiA ΓΓ= + , onde iΓ denota a 

matriz iΓ  sem as l (número de saídas) primeiras filas. 

7.  Determine C como as primeiras l filas de iΓ   
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     com: 

( ) +⊥ ⋅⋅Γ= ffii UYMMM K21  

( ) ⊥Γ= iiLLL K21  

      calcular B e D de: 

      















Γ



















=

















 −
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A diferença entre o algoritmo determinístico MON4SID 2 e o algoritmo determinístico 

2 N4SID é que o primeiro faz uso da projeção ortogonal e o segundo da projeção 

oblíqua. A forma de computar a matriz de observabilidade estendida é diferente para 

ambos os algoritmos, isto é, no algoritmo MON4SID 2 não é necessário computar 2/1
1S . 

 

Usando o algoritmo MON4SID 1 para sistemas determinísticos é apresentado outro 

algoritmo, o MON4SID 3, o qual computa uma seqüência de estados totais para depois 

computar as matrizes do sistema (A,B,C,D). 

 

4.1.3 Método MON4SID 3 para sistema determinístico usando estados totais 
Este método soluciona o problema apresentado na seção 3.3.1. O método usa a técnica 

MOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida iΓ e o método N4SID é 

aplicado para computar as matrizes (A,B,C,D) através do problema dos mínimos 

quadrados. 

 

A matriz de observabilidade estendida iΓ  é computada da mesma forma que no método 

MON4SID 1. 

Como foi visto anteriormente, para computar as matrizes do sistema (A,B,C,D) a partir 

da equação (4.12) é necessário conhecer as matrizes da seqüência dos estados d
iX  e 

d
iX 1+ , portanto o problema agora é computar as sequências de estados. 
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A projeção oblíqua iϑ  dada por: 

pUfi WY
f

/=ϑ             (4.17) 

ela pode ser computada a partir de (4.9), isto é: 

pUfi WY
f

/=ϑ = 








2

1
2221

*
2232 ][

Q
Q

LLLL          (4.19) 

Uma estimativa da seqüência de estados totais é dada por: 

( ) *
iX Γ= pWLLLL ][ 2221

*
2232           (4.20) 

Logo uma estimativa das matrizes d
iX  e d

iX 1+  é dada através de: 

d
iX = ]...[ 221 −+++ Nkkkk xxxx                (4.21) 

d
iX 1+ = ]...[ 1321 −++++ Nkkkk xxxx                 (4.22) 

 

Assim, o sistema de matrizes (A,B,C,D) pode ser determinado pela equação (4.12). 

 

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo: 

 

 

Algoritmo determinístico MON4SID 3 

(empregando estados totais) 

 

1. Construir as matrizes de Hankel pf UU ,  e pf YY , . 

2. Calcular a fatoração LQ, equação (4.10). 

3. Calcular a SVD da matriz 32L . 

4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 

particionar a SVD para obter 1U  . 

5. Determinar iΓ  como:  1Ui =Γ   

6.  Determinar X  pela equações (4.18) e as seqüências de estados d
iX  e d

iX 1+  . 

7.  Solucionar o seguinte conjunto de equações lineares para obter A, B, C e D: 
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A diferença entre o algoritmo determinístico 1 e algoritmo determinístico 3 é que este 

último não precisa computar duas projeções ortogonais (isto é iϑ  e 1+iϑ ) para estimar as 

seqüências de estados passados e futuros, estas duas seqüências de estados são 

computadas a partir de uma seqüência de estados totais, a qual tem uma só condição 

inicial, evitando problemas de polarização. 

 

Sistemas determinísticos não simulam sistemas reais, pois estes sempre se encontram 

perturbados por ruídos. A seguir se apresentam dois algoritmos para identificação 

determinística – estocástica. 

 

4.2 Método MON4SID 4 para sistema determinístico - estocástico 
Este método soluciona o problema apresentado na seção 3.3.2 O método usa a técnica 

do método POMOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida iΓ e o 

método N4SID é aplicado para computar as matrizes (A,B,C,D) através do problema de 

mínimos quadrados.  

Este método é uma extensão do método MON4SID 1. Uma estimativa das matrizes de 

covariância do processo e do ruído de medição são obtidas através da equação (3.8). 

 

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo: 

 

Algoritmo determinístico estocástico MON4SID 4 

 

1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 1. 

2. Solucione o conjunto de equações lineares para encontrar A, B, C e D: 
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3. Determine Q, S e R dos resíduos, como: 
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O algoritmo MON4SID 3 para sistema determinístico apresentado anteriormente, 
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permite apresentar um outro algoritmo para o caso determinístico - estocástico. 

 

4.2.1 Método MON4SID 5 para sistema determinístico - estocástico 

Este método soluciona o problema apresentado na sessão 3.2.3. Este método é uma 

extensão do método MON4SID 3. Uma estimativa das matrizes de covariância do 

processo e do ruído de medição são obtidas através da equação (3.8). 

 

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo: 

 

Algoritmo determinístico estocástico MON4SID 5 

 

1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 3. 

2. Solucione o conjunto de equações lineares para encontrar A, B, C e D: 
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3. Determine Q, S e R dos resíduos, como: 
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CAPÍTULO 5 
 

SIMULAÇÃO DOS ALGORITMOS 

DETERMINÍSTICOS E ESTOCÁSTICOS 
 

Na modelagem fenomenológica do processo, o modelo é desenvolvido a partir de toda 

informação disponível sobre o processo. Por outro lado, métodos de identificação 

normalmente não pressupõem qualquer conhecimento prévio do sistema, justificando o 

nome "identificação caixa-preta". Os algoritmos apresentados nos capítulos 2, 3 e 4 são 

aqui usados para fazer identificação determinística e estocástica do tipo caixa preta, 

conforme representado na figura 5.1 

 

 

 

Figura 5.1 Modelo dos sistemas caixa preta 

 

Nos modelos caixa - preta não se conhece o sistema, então fornecidos os dados de 

entrada e saída é preciso encontrar um modelo que represente tal sistema. Os dados de 

entrada e saída são gerados a partir de três tipos de modelos implementados em Matlab: 

 

* Modelo em espaço de estados: estes modelos são dados pelas equações (2.17) e  

(2.48) para sistemas determinísticos e determinístico – estocásticos, respectivamente. 

Eles são determinados caso se conheçam as matrizes do sistema, as quais podem ser 

dadas ou geradas na forma aleatória. São considerados aqui os seguintes modelos em 

espaço de estados: 

- Modelo em espaços de estados com matrizes aleatórias, sistema MIMO.  

- Modelo em espaços de estados, sistema SISO, usado por [VERHAEGEN, 1993; 

VAN  OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. 

* Modelo de um processo benchmark da Shell, sistema MIMO, [COTT, 1995; ZHU, 

1997] 

Modelo 
desconhecido

Dados de 
entrada 

Dados de 
saída 
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A justificativa para usar estes modelos é: 

- Se a ordem de um sistema for conhecida, o modelo obtido tem a mesma ordem. 

- Nos sistemas de controle é muito usado o diagrama de Bode para desenhar um 

controlador digital, portanto o modelo encontrado através dos algoritmos de 

identificação tem que responder às mesmas freqüências do sistema real. 

 

5.1 Identificação determinística 

Os algoritmos para identificação determinística citados nos capítulos 2, 3 e 4 forem 

implementados no Matlab 6.5, onde N4sid1 denota aqui o algoritmo determinístico 1 

(empregando estados) , N4sid2 denota aqui o algoritmo determinístico 2 (empregando 

matriz de observabilidade estendida), MOESP denota aqui o algoritmo MOESP (caso 

determinístico). Os algoritmos propostos para sistemas determinísticos são: MNS1 

denota aqui o algoritmo MON4SID 1 (empregando estados), MNS2 denota aqui o 

algoritmo MON4SID 2 (empregando a matriz de observabilidade estendida) e MNS3 

denota aqui o algoritmo MON4SID 3. 

 

Com o objetivo de ver o desempenho destes algoritmos, foram comparados com os 

algoritmos N4SID, MPVerh e PEM. O N4SID se encontra implementado no Toolbox 

do Matlab, MPVerh denota aqui o método MOESP implementado por Michael 

Verhaegen. 

No total foram usados 9 algoritmos para fazer a identificação determinística e os 

resultados são apresentados através de tabelas. 

 

Comparar a simulação do modelo obtido com dados medidos é provavelmente a forma 

mais usual de se validar um modelo. Nesse caso, deseja-se saber se o modelo reproduz 

ao longo do tempo os dados observados. Para a validação, não se deve usar os dados 

utilizados para obter o modelo.  

 

Para se avaliar a qualidade do modelo, aplicam-se indicadores de desempenho. Os 

indicadores de desempenho mais usados são média relativa do erro quadrático (MRSE) , 

média da variância relativa (MVAF) e o FIT, os quais são definidos como: 
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onde y é a saída real e ŷ  é a saída estimada pelo modelo obtido. O índice MRSE é 

muito usado na literatura e o índice MVAF é usado pelo SMI toolbox. O índice FIT é 

usado pela função “compare” no Matlab. Estes índices de desempenho são empregados 

para se avaliar a qualidade do modelo produzido por cada algoritmo. 

A identificação neste caso é feita para sistemas puramente determinísticos e sistemas 

com ruídos de baixa e alta intensidade, os quais não ingressam no processo, mas são 

considerados ruídos de medição. 

 

5.1.1 Identificação puramente determinística 

Um sistema puramente determinístico é apresentado na figura 5.2, onde u representa os 

dados de entrada e y representa os dados de saída. 

 

 

Figura 5.2 Sistema puramente determinístico 

 

A seguir apresenta-se, em tabelas, a implementação dos sistemas determinísticos usados 

para coletar os dados, os quais foram implementados através de funções do Matlab 6.5. 

  

5.1.1.1 Modelo em espaço de estados com matrizes aleatórias 

A função “drss” do Matlab 6.5 permite gerar um modelo discreto em espaços de 

estados, com matrizes do sistema (A,B,C,D) na forma aleatória. A ordem escolhida do 

modelo é  4, que é igual ao posto (A). Gerou-se um sistema MIMO de duas entradas e 

Planta u y 
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duas saídas. Isto é mostrado na tabela 1. 

 

Tabela 1 
Modelo em espaço de estados gerado na forma aleatória 

 
% M = idss(drss(Ordem do modelo, N° de saídas, N° de entradas)) 

M = idss(drss(4,2,2));          %  modelo de 4 ordem  

[A,B,C,D]=th2ss(M);          %  recuperando as matrizes do sistema 

 

As matrizes do sistema são dadas por: 

 

 

A =       B =  

 

 

C =       D =  

 

As matrizes dadas acima foram usadas para coletar os dados de saída, os quais foram 

salvos para realizar testes com os outros algoritmos, pois do contrário, cada vez que se 

computar o modelo M, geram-se diferentes matrizes do sistema. Este modelo é 

observável e controlável.  

 

Obtidas as matrizes do sistema, o passo seguinte é coletar os dados de entrada e saída do 

sistema determinístico. 

O sinal de entrada para o sistema M é um sinal PRBS, o qual é persistentemente 

excitante e o sinal de saída é gerado através da função “sim” do Matlab, isto é mostrado 

na tabela 2. 

 
Tabela 2 

Gerando o sinal de entrada e saída 
 

% U = IDINPUT(N,TYPE,BAND,LEVELS) 

ut =idinput([1000, 2],'prbs',[0 0.3]);       %  sinal de entrada 

yt = sim(M,ut)                                         %  sinal de saída 

 

    0.2075    0.6037    0.0467    0.3296 
    0.0647   -0.1354    0.8093    0.2532 
   -0.6549    0.2657   -0.1127    0.4057 
   -0.2056   -0.5368   -0.0829    0.3546 

     0.1542         0 
   -0.3429   -0.9224 
   -0.4785    1.5295 
    0.5955   -0.0031 

    -0.2141         0   -0.9223         0 
   -2.4532         0    0.0617   -0.2908 

             0    2.1346 
   -0.5508    0.5446 
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Tempo t(s) 

y2 

u2 

y2
 

u2
 

Para o modelo M com sinal de entrada ut, foram coletados 1000 dados, dos quais 700 

foram aplicados para identificação e o restante para validação. 

Os sinais pré-tratados (feito pelo comando “detrend” do Matlab) usados na identificação 

são mostrados nas figuras 5.3 e 5.4. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figura 5.3 Sinal de saída y1 e entrada u1 usados na identificação do modelo em espaço 

de estados com matrizes aleatórias (caso puramente determinístico) 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figura 5.4 Sinal de saída y2 e entrada u2 usados na identificação do modelo em espaço 

de estados com matrizes aleatórias (caso puramente determinístico) 

 

O passo seguinte é encontrar o melhor modelo que simule o processo M, para os 

algoritmos citados acima. Isto é mostrado na tabela 3. A ordem n = 6 mostrada na figura 

5.5 é dada pelos valores singulares mais significativos da matriz S, a qual é obtida da 

SVD de certas projeções oblíquas ou ortogonais, dependendo do algoritmo sendo 

aplicação. Ver algoritmos do capítulo 2 e 3. 

Tempo t(s) 

y1
 

u1
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                                                         Ordem do sistema (n) 

Figura 5.5 Valores singulares para o modelo em espaço de estados com matrizes 

aleatórias (identificação puramente determinístico) 

 

Tabela 3 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo em espaço de 

estados com matrizes aleatórias (caso puramente determinístico) 
 

300 dados de validação Yv Algoritmos Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF % 
N4sid1 0.328 100 14.25*10-13 100 
N4sid2 0.328 100 9.252*10-13 100 
MOESP 0.266 100 4.946*10-13 100 
MNS1 0.268 100 9.881*10-13 100 
MNS2 0.343 100 2.808*10-13 100 
MNS3 0.406 100 1.07*10-13 100 

MPVerh 0.297 100 1.88*10-13 100 
N4sidMatlab 0.844 99.97 0.0274 100 

PEM 1.844 99.975 0.0274 100 
 

Analisando os valores da tabela 3, todos os modelos tiveram um bom desempenho em 

termos de validação. Verifica-se que o tempo de processamento para obtenção do 

modelo é menor para MOESP, MNS1 e MPVerh. Com o objetivo de visualizar o 

desempenho do algoritmo proposto, optou-se pelo método MNS1 para identificar o 

processo. 

A figura 5.6 mostra as saídas do processo real e aquelas geradas pelo modelo 

determinístico identificado (linha vermelha). Pode-se observar que o modelo 

S
V

D
 



 

 

89

 

identificado reproduz muito bem as principais características do processo. Foram 

consideradas condições iniciais nulas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.6 Comparação das respostas do processo real (linha continua) versus modelo 
(linha pontilhada) em espaço de estados com matrizes aleatórias (caso 
puramente determinístico) 

 

A figura 5.7 mostra a saída simulada versus a saída real, gerada pela função compare do 

Matlab 6.5, a qual mostra o valor do indicador FIT. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.7 Comparação através do FIT das respostas do processo real versus modelo 
em espaço de estados com matrizes aleatórias (caso puramente 
determinístico) 

Tempo t(s)

Tempo t(s)
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Uma comparação da resposta em freqüência do modelo real com o modelo estimado foi 

feita para poder determinar se o comportamento de entrada-saída está suficientemente 

caracterizado, isto é, se a dinâmica do sistema fica suficientemente bem caracterizada.  

 

A figura 5.8 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do processo real. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.8 Comparação da resposta em freqüência do processo versus modelo em 

espaço de estados com matrizes aleatórias (identificação puramente 

determinístico) 

 

Da figura 5.8 pode-se observar que a resposta em freqüência do modelo obtido é similar 

à do sistema real, mas se é conhecida a ordem do sistema real, esta não é 

necessariamente a mesma para o modelo obtido, portanto as matrizes do sistema real e 

do modelo obtido têm diferentes dimensões. As matrizes do modelo obtido são dadas 

por: 

 

 

 

w (rad/s) w (rad/s) 

|G
| 

|G
| 
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   -0.8458   -0.3721   -0.0488   -0.1807    0.0420   -0.1142 

   -0.2352    0.4636    0.7839    0.2699    0.0919    0.0325 

    0.0394   -0.7524    0.3641    0.4447   -0.1109    0.0103 

    0.0525    0.0675   -0.0113    0.3321   -0.1097   -0.3361 

    0.0000    0.0000    0.0000   -0.0001    1.0018    0.0082 

   -0.0000   -0.0000   -0.0000    0.0000   -0.0004    0.9982 

    

  -0.1814    3.2799 

    0.1236    0.3198 

   -0.0525   -1.5857 

   -1.0032    0.5198 

   -0.0001    0.0001 

      0.0000   -0.0000 
 

-0.3505    0.2081    0.1006   -0.3232   -0.2805    0.0406 

-0.3448    0.2530   -0.4933    0.6984   -0.0306    0.0914 

      -0.0000    2.1346 

      -0.5508    0.5446 

 

5.1.1.2 Modelo em espaço de estados usado por [VERHAEGEN, 1993] e [VAN 

OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 

Em [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] é citado um 

exemplo para fazer a identificação em malha fechada de uma planta e seu controlador. 

Esta planta representa um sistema SISO e é usada neste caso para fazer a identificação 

em malha aberta. As matrizes do sistema que simulam a planta são dadas por: 

a = [4.40 1 0 0 0; -8.09 0 1 0 0; 7.83 0 0 1 0; -4 0 0 0 1; 0.86 0 0 0 0]; 

b = [0.00098 ; 0.01299 ; 0.01859 ; 0.0033 ; -0.00002]; 

c = [1 0 0 0 0]; 

d=[0]; 

Este mesmo exemplo será usado na identificação em malha fechada nos capítulos 

posteriores. 

Dadas as matrizes do sistema, o passo seguinte é coletar os dados de entrada e saída. 

Isto é mostrado na tabela 4. 

A = 

B = 

C = 

D = 
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Tabela 4 
Gerando os dados de entrada e saída 

 
N = 1000;                                         % numero de dados a coletar 

 ny = 1                                               % numero de saídas 

u1 =idinput([N, ny],'prbs',[0 0.3]); 

ut = [u1-mean(u1)]                            % dados coletados  

yt = dlsim(a,b,c,d,ut);                        % saidas coletadas  

 

Para este modelo com sinal de entrada u1, foram coletados 1000 dados, dois quais 700 

se aplicaram para identificação e o restante para validação. 

 

Os sinais pré-tratados usados na identificação são mostrados na figura 5.9 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.9 Sinal de saída e entrada usados na identificação do modelo em espaços de 

estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996] 

(caso puramente determinístico) 

 

O passo seguinte é encontrar o melhor modelo que simule o processo, conforme 

mostrado na tabela 5. A ordem n = 7 do sistema é dada pelos valores singulares mais 

significativos, como mostra a figura 5.10. 

 

 

 

Tempo t(s) 

y1
 

u1
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                                                           Ordem do sistema (n) 

Figura 5.10 Valores singulares para o modelo em espaços de estados usado por 

[VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996] (identificação 

puramente determinístico) 

 

Tabela 5 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo em espaço de 

estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996] 
(identificação puramente determinístico) 

 

300 dados de validação Yv Algoritmos Tempo FIT % MRSE % MVAF % 
N4sid1 0.234 100 0.0039 100 
N4sid2 0.203 100 0.0046 100 
MOESP 0.203 100 22962*10-10 100 
MNS1 0.203 100 79482*10-10 100 
MNS2 0.218 100 11719*10-10 100 
MNS3 0.203 100 9629800*10-10 100 
MPVerh 0.25 100 9.9797*10-10 100 
N4sidMatlab 0.359 100 0.0031 100 
PEM 1.187 100 0.0044 100 

 

Analisando-se os valores da tabela 5, todos os modelos tiveram um bom desempenho 

em termos de validação.Verifica-se que o tempo de processamento para obtenção do 

modelo é menor para N4sid2, MOESP, MNS1 e MNS3. Com o objetivo de visualizar o 

desempenho do algoritmo proposto, optou-se pelo método MNS1 para identificar o 

processo. 
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A figura 5.11 mostra as saídas do processo real e aquelas geradas pelo modelo 

determinístico identificado (linha verde). Pode-se observar que o modelo identificado 

reproduz muito bem as principais características do processo. Foram consideradas 

condições iniciais nulas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.11 Comparação das respostas do processo real (linha contínua) versus modelo 
(linha pontilhada) em espaço de estados usado por [VERHAEGEN, 1993; 
OVERSCHEE, DE MOOR, 1996] (caso puramente determinístico) 

 

Foi feita uma comparação da resposta em freqüência do sistema real com o modelo 

estimado para poder determinar se o comportamento de entrada-saída está 

suficientemente caracterizado, isto é, se a dinâmica do sistema fica suficientemente bem 

caracterizada. A figura 5.12 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do 

processo real. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
Figura 5.12 Comparação da resposta em freqüência do processo versus modelo em 

espaços de estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE 
MOOR, 1996] (identificação puramente  determinístico) 

Tempo t(s)

w (rad/s) 

dB
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Da figura 5.12 pode-se observar que o modelo obtido tem uma resposta em freqüência 

similar à do modelo real.  

As matrizes do modelo obtido são dadas por: 

1.0042   -0.3298   -0.1163    0.3923    0.4458    1.2675 
0.0264    0.9657     0.7354   -0.1746   -0.9898   -1.6335 

  -0.0008   -0.0203    0.9270   -0.8898   -0.5309   -2.1901 
  -0.0001   -0.0013    0.0101     0.7757    1.3582    1.4488 
  -0.0000   -0.0004   -0.0120   -0.2565    0.7279    1.8932 
   0.0000    0.0000   -0.0000    0.0001   -0.0008    0.9970 

 

 
   -3.4418 
    3.0566 
    1.0346 
    0.0351 
    0.0794 
    0.0000 

 

         -0.2851   -0.5013    0.5450    0.4153   -0.3297    0.2598 

         -2.3451e-008 

 

5.1.1.3 Modelo de um processo benchmark da Shell 

O processo benchmark da Shell [COTT, 1995; ZHU, 1997] é um modelo de uma coluna 

de destilação com duas entradas e duas saídas. 

 

As entradas do sistema são: 

D =  fluxo de vapor destilado  

Q = carga do refervedor  

 

O modelo da pressão é dado por: 

+
+−

−−
+

+−
+−

= −−

−

−−

−

)(
5740.05298.11

0918.01055.0)(
5740.05298.11

4022.06096.0)( 21

1

21

1

tQ
qq

qtD
qq

qtP  

 )(
59445.05945.11 21 te

qq
Ns

p−− +−
 

onde )(tep  é ruído branco que gera perturbações na pressão P. O parâmetro Ns é usado 

para o nível de ruído na simulação. Para este caso considera-se Ns = 0. 

A = 

B = 

C = 

D = 

As saídas do sistema são: 

P = pressão da coluna 

X = impureza do produto 
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O modelo da impureza ( X ) é ligeiramente não linear e é dado por: 

)(
06595.06595.11

)1(9235.0
1500)7(

5000000765.0)( 21 te
qq

NstX
tQ

tX x−− +−
+−+

−−
=  

onde )(tex  é ruído branco que gera perturbações na composição X .  

 

O modelo benchmark da Shell implementado no Simulink do Matlab 6.5 é mostrado na 

figura 5.13. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.13 Modelo benchmark da Shell com entradas D, Q e saídas P, X. 

 

O processo trabalha em torno dos valores nominais: D_nom = 20; Q_nom = 2500; 

P_nom = 2800; X_nom = 500.  

Foram coletados 1000 dados, dos quais 700 se aplicaram para a identificação e o 

restante para validação.   

 

A ordem n = 11 do sistema é dada pelos valores singulares mais significativos, como 

mostra a figura 5.14.  
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Figura 5.14 Valores singulares para o modelo benchmark da Shell (identificação 

determinístico) 

 

O passo seguinte é encontrar o melhor modelo que simule o processo, conforme 

mostrado na tabela 6.  

 

Tabela 6 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo benchmark da 

Shell (caso determinístico) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Analisando-se os valores da tabela 6, o método PEM teve o pior desempenho em termos 

de validação. Verifica-se que o tempo de processamento para obtenção do modelo é 

menor para o algoritmo MOESP, motivo pelo qual optou-se por este método para 

identificar o processo, conforme mostrado na figura 5.15. 

Ordem do sistema (n)

300 dados de validação Yv Algoritmos Tempo 
(s) FIT % MRSE % MVAF % 

N4sid1 0.281 100 4.5733*10-10 100 
N4sid2 0.265 100 1.5466*10-10 100 
MOESP 0.188 100 1.4778*10-10 100 
MNS1 0.281 100 3.6195**10-4 100 
MNS2 0.312 100 0.0046 100 
MNS3 0.437 100 4.6522*10-11 100 

MPVerh 0.297 100 1.8744*10-10 100 
N4sidMatlab 2.329 100 6.8220*10-5 100 

PEM 7.782 74.75 11.7262 88.5114 
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Figura 5.15 Comparação das respostas do processo real (linha contínua) versus modelo 

(linha pontilhada) benchmark da Shell (caso determinístico) 

 

A figura 5.15 mostra as saídas do processo real e aquelas geradas pelo modelo MOESP 

determinístico identificado (linha pontilhada). Pode-se observar que o modelo 

identificado reproduz muito bem as principais características do processo. Foram 

consideradas condições iniciais nulas.  As matrizes do modelo obtido são dadas por: 
 

    0.9815    0.2289   -0.0198    0.0007    0.0168    0.1709   -0.1317   -0.1049    0.0340   -0.0392    0.0004 

    0.0042    0.9397   -0.0017   -0.0534   -0.3749   -0.2269    0.2243    0.1833   -0.0467    0.0099   -0.1824 
    0.0016   -0.0033    0.8950   -0.3620   -0.0085    0.0674    0.0073   -0.0320    0.0124    0.0233    0.0696 
    0.0002   -0.0002    0.0157    0.6371   -0.2714    0.1768    0.0830   -0.0391    0.0146    0.0980    0.2135 
    0.0000   -0.0001   -0.0005    0.0244    0.9610   -0.3552    0.3003    0.1704   -0.0424    0.0750    0.0012 
   -0.0000    0.0001   -0.0009    0.0277   -0.0264    0.6692    0.7192    0.0698    0.0595    0.0981    0.0289 
   -0.0000    0.0001   -0.0002    0.0143   -0.0672   -0.3715    0.3030   -0.6545    0.3011    0.0400    0.4495 
   -0.0000    0.0000    0.0001   -0.0043    0.0061    0.0113    0.2408   -0.4915   -0.4476   -0.4393   -0.3259 
   -0.0000    0.0000   -0.0000    0.0008    0.0007    0.0084   -0.0717   -0.2813   -0.5549    0.7387   -0.1429 
    0.0000   -0.0000   -0.0000    0.0005   -0.0023   -0.0106    0.0073    0.2266   -0.6139   -0.2795    0.6946 
   -0.0000    0.0000    0.0000   -0.0005    0.0003   -0.0009    0.0521    0.0935    0.0810    0.4034    0.3928 
 
    0.0173    0.0428 
   -0.0970   -0.0643 
   -1.0606   -0.9560 
   -0.0725    0.2599 
   -0.0005   -0.0113 
   -0.0029   -0.0102 
    0.0006   -0.0122 
    0.0001    0.0071 
   -0.0000   -0.0054 
    0.0002   -0.0034 
    0.0002    0.0007 

A= 

B= 

Tempo t(s) 
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   -0.0083    0.0462    0.4490    0.6861    0.1508   -0.1258   -0.0790    0.0327   -0.0179   -0.0683   -0.1447 
   -0.2962    0.4683   -0.0499    0.0068    0.3721    0.4790   -0.4064   -0.3334    0.0965   -0.0648    0.1808 
 
   -0.6096   -0.1055 
   -0.0000    0.0000 
 

A coleta de dados do processo real está sempre alterada por ruídos. Sistemas puramente 

determinísticos têm interesse apenas acadêmicos. Então se agregaram ruído de processo 

para os dados de entrada e saída. Neste caso, deseja-se saber como funciona o método 

de identificação por subespaços para o modelo dado em 5.1.1.1. 

 

5.1.2 Identificação com ruído de baixa (3%) e alta (80%) intensidade para o 

modelo dado em 5.1.1.1 

Sistemas com ruído na medição são mostrados na figura 5.16. 

 

 

 

 

 

Figura 5.16 Sistema com ruído na medição 

 

Observe-se que o ruído não afeta a planta, somente afeta os sinais coletados de entradas 

e saídas. 

A forma como foram coletados os dados com ruídos de baixa (3%) e alta (80%) 

intensidade para o sistema dado em 5.1.1.1 é mostrada na tabela 7. 

 

Tabela 7 
Dados coletados com ruído 

 
Ruídos de baixa intensidade (3%) Ruídos de alta intensidade (80%) 

 [nu,N]=size(u) ; 

Urt=[u+0.03*std(u)*randn(N,nu)]; 

[ny,N]=size(y) ; 

Yrt=[y+0.03*std(y)*randn(N,ny)]; 

 [nu,N]=size(u) ; 

Urt=[u+0.8*std(u)*randn(N,nu)]; 

[ny,N]=size(y) ; 

Yrt=[y+0.8*std(y)*randn(N,ny)]; 

Planta 

u y 
ruído ruído

+ + 

C= 

D= 
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Os sinais de entrada usados na validação para o sistema com ruídos de baixa (3% ) e 

alta (80%) intensidade são mostrados nas figuras  5.17 e 5.18. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.17  Dados de entrada com 3% de ruído para o modelo em espaço de estados 

com matrizes aleatórias.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.18  Dados de entrada com 80% de ruído para o modelo em espaço de estados 

com matrizes aleatórias.  

 

Os sinais de saída usados na validação para o sistema com ruídos de baixa (3% ) e alta 

(80%) intensidade são mostrados nas figuras  5.19 e 5.20. Para poder visualizar o efeito 

do ruído na saída são amostrados 140 pontos dos dados de validação. 

 

 

 

Tempo t(s)

Tempo t(s)
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Figura 5.19  Dados de saída com 3% de ruído para o modelo em espaço de estados com 

matrizes aleatórias.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.20  Dados de saída com 80% de ruído para o modelo em espaço de estados 

com matrizes aleatórias.  

 

Quando o sistema esta perturbado por ruído, muitas vezes, encontrar a ordem n do 

sistema a partir da decomposição de valores singulares não é fácil, uma alternativa é 

Tempo t(s)

Tempo t(s)



 

 

102

 

dada pelo critério de Akaike. Isto será mostrado com maior detalhe na seção 5.1.3. 

Neste este caso  n = 4 foi obtida pelo critério de Akaike. 

 

Os resultados da simulação são mostrados nas tabelas 8 e 9. 

Tabela 8 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos com ruídos de baixa 
intensidade (3%) aplicada ao modelo em espaço de estados com matrizes 

aleatórias. 
 

300 dados de validação Yv Algoritmos Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF % 
N4sid1 0.266 95.24 4.75 99.79 
N4sid2 0.250 95.21 4.78 99.79 
MOESP 0.266 95.18 4.82 99.78 
MNS1 0.328 95.32 4.67 99.80 
MNS2 0.359 95.18 4.81 99.78 
MNS3 0.328 95.24 4.76 99.79 

MPVerh 0.281 95.15 4.84 99.78 
N4sidMatlab 1.328 95.21 4.79 99.79 

PEM 1.734 95.22 4.78 99.79 
 

Analisando-se os valores da tabela 8, o modelo MNS1 é melhor em termos de 

validação. Verifica-se que o tempo de processamento é menor para o algoritmo N4sid2. 

Tabela 9 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos com ruídos de alta 

intensidade (80%) aplicada ao modelo em espaço de estados com matrizes 
aleatórias. 

 

300 dados de validação Yv Algoritmos Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF % 
N4sid1 0.422 21.64 78.3 38.59 
N4sid2 0.406 21.90 78.04 38.99 
MOESP 0.265 16.6 83.31 30.52 
MNS1 0.516 21.44 78.50 38.27 
MNS2 0.563 21.86 78.08 38.93 
MNS3 0.609 21.59 78.35 38.50 

MPVerh 0.203 21.37 78.58 38.15 
N4sidMatlab 0.735 21.08 78.8 37.69 

PEM 1.828 21.03 78.91 37.62 
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Analisando-se os valores da tabela 9, o modelo N4sid2 é melhor em termos de 

validação, verifica-se que o tempo de processamento para obtenção do modelo é menor 

para o algoritmo MPVerh. 

 

Dos resultados das tabelas 8 e 9 pode-se observar que os valores para todos os 

algoritmos são quase iguais, pois o ruído não ingressa no processo. 

 

5.2 Identificação determinístico – estocástica 

Os algoritmos combinados determinístico e estocástico simulam melhor os processos 

reais. Foram considerados 9 algoritmos onde N4sidE denota o algoritmo 1 N4SID 

(empregando seqüência de estados iX~ ) , N4sidO denota o algoritmo 2 N4SID 

(empregando seqüência de estados iX̂ ), POMOESP denota o algoritmo POMOESP 

dado no capítulo 2. Os algoritmos propostos nesta tese para sistemas determinísticos –

estocásticos são: MNSE1 denota o algoritmo MON4SID 4 (empregando estados), 

MNSE2 denota aqui o algoritmo MN4SID 5, CCA denota o algoritmo de 

[KATAYAMA, 2005] para sistemas determinísticos estocásticos. 

Com o objetivo de ver o desempenho destes algoritmos, foram comparados com os 

algoritmos N4SIDMatlab, MOESPV e PEM. O N4SIDMatlab se encontra 

implementado no Toolbox do Matlab, MOESPV denota o método MOESP 

implementado por Michael Verhaegen. 

Os resultados destes algoritmos para fazer a identificação determinístico – estocástica 

são apresentados através de tabelas. 

 

Para avaliar os algoritmos consideram-se três exemplos: 

a) Exemplo apresentado por Overschee e De Moor, sistema MIMO 

[OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. 

b) Modelo em espaços de estados, sistema SISO, usado por [VERHAEGEN, 1993; 

VAN OVERSCHEE, DE MOOR, 1996]. 

c) Modelo de um processo benchmark da Shell, sistema MIMO, [COTT, 1995; 

ZHU, 1997]. 

Estes modelos são usados para coletar os dados de entrada e saída, os quais são 

aplicados na identificação determinístico – estocástica. Os resultados destes algoritmos 
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são comparados através dos indicadores de desempenho FIT, MRSE e MVAF, os quais 

são descritos no item 5.1. 

 

5.2.1 Exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 

Este exemplo simula um sistema inovativo da forma: 

)(1 kkkk eKbuaxx ++=+            (5.1)            

kkkk educxy ++=                         

com 

( )[ ] reeE T
sk =               (5.2) 

 

onde as matrizes do sistema são dadas por:  

    a = [0.603 0.603 0 0;-0.603 0.603 0 0;0 0 -0.603 -0.603;0 0 0.603 -0.603]; 

    b = [1.1650,-0.6965;0.6268 1.6961;0.0751,0.0591;0.3516 1.7971]; 

    c = [0.2641,-1.4462,1.2460,0.5774;0.8717,-0.7012,-0.6390,-0.3600]; 

    d = [-0.1356,-1.2704;-1.3493,0.9846]; 

 

A matriz K é o ganho de Kalman, sendo dado por: 

    K = [0.1242,-0.0895;-0.0828,-0.0128;0.0390,-0.0968;-0.0225,0.1459]*4; 

ke  na equação (5.1) é ruído branco com média zero e variância 1, tendo matriz de 

covariância   r = [0.0176,-0.0267;-0.0267,0.0497]. 

 

A equação (5.2) diz que a matriz de covariância do ruído é r, o problema é encontrar um 

ruído que satisfaça (5.2). Como r é uma matriz positiva então, pela fatoração de 

Cholesk, r pode ser decomposta em duas matrizes da forma: RRr T= , onde R é uma 

matriz triangular superior. 

 

Define-se ke ( ruído procurado) como:  T
kk Re ξ= , onde kξ  é ruído branco com média 

zero e variância 1, assim ke é um ruído com média zero, variância 1 e matriz de 

covariância r. Isto pode ser facilmente comprovado pelo Matlab, através do comando 

cov(ξ ) = r.  
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Devido à linearidade do sistema, a saída da equação (5.1) pode ser expressa como a 

soma de um sistema determinístico mais um sistema estocástico, ver figura 5.21. 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.21 Sistema determinístico – estocástico na forma inovativa 

 

Na figura 5.21 os blocos da planta determinística e estocástica são determinados pelos 

sistemas: 

 Sistema determinístico Sistema estocástico 

k
d
k

d
k BuAxx +=+1        

k
d
k

d
k DuCxy +=  

k
s
k

s
k KeAxx +=+1        

k
s
k

s
k eCxy +=  

 

Dadas as matrizes do sistema (5.1), o passo seguinte é coletar os dados de entrada e 

saída. O sinal de entrada para este sistema é um sinal PRBS, o qual é persistentemente 

excitante. O sinal de saída para o sistema determinístico mais estocástico da figura 5.21 

é gerado através da função “DLSIM” do Matlab, isto é mostrado nas tabelas 10 e 11. 

 

Tabela 10 
Sinal de saída para o sistema determinístico - estocástica 

 
Sistema determinístico Sistema estocástico 

N= 2000                  % N dados coletados 

u1 = prbs(N,0.1);    % gerando a entrada 1 

u2 = prbs(N,0.1);    % gerando a entrada 2 

 

ut = [u1-mean(u1)  u2-mean(u2)];  % entrada 

yd = dlsim(a,b,c,d,ut);                      % saída 

  

 

L=2;                    % numero de saídas  

 

e = rand(N,L)*chol(r);         % entrada 

ys = dlsim(a,k,c,eye(L),e);   % saída 

 

 

yd 

yd+ys 
+ 

Planta 
estocástica 

Planta 
determinística 

u 

= y 

ys 
e 
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y 2
 

u2
 

Tabela 11 
Coletando os dados de entrada e saída para o sistema determinístico - estocástica 

 
yds = yd + ys;                                               % saída determinística mais estocástica 
 uu = detrend(ut);     yy = detrend(yds);        % Tratamento dos dados 
   u = uu(1:1500,:);     y = yy(1:1500,:);        % Dados para identificar 
 uv = uu(1501:N,:);   yv = yy(1501:N,:);      % dados para validar 
 

Para o sistema (5.1) com sinal de entrada ut, foram coletados 2000 dados, dos quais 

1500 se aplicaram para identificação e o restante para validação. 

Os sinais pré-tratados usados para a identificação são mostrados nas figuras 5.22 e 5.23. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.22 Sinal de saída y1 e entrada u1 usado para identificação do exemplo 

apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.23 Sinal de saída y2 e sinal de entrada u2 usado para identificação do exemplo 

apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 

Tempo t(s)

Tempo t(s)

y 1
 

u1
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A ordem do sistema n = 4 é dada pelos valores singulares mais significativos, como 

mostra a figura 5.24. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.24 Valores singulares do exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE 

MOOR, 1996] 

 

O passo seguinte é encontrar o melhor modelo que simule o processo, para os 

algoritmos citados em 5.1.2. Isto é mostrado na tabela 12.  

 

Tabela 12 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o exemplo apresentado 

por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 
 

300 dados de validação Yv 
Algoritmos Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF % 
N4sidE 0.344 94.0518 3.0911 99.8854 
N4sidO 0.391 94.0780 3.0399 99.8880 
POMOESP 0.562 94.0606 3.0736 99.8864 
MNSE1 0.500 94.0814 3.0405 99.8881 
MNSE2 0.578 94.0789 3.0396 99.8879 
CCA 0.516 94.1175 2.9600 99.8904 
MOESPV 1.532 94.0404 3.2039 99.8809 
N4sidMatlab 2.500 94.06 3.4033 99.8708 
PEM 4.265 94.1145 2.9930 99.8890 

 

 

Ordem do sistema (n) 

S
V

D
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Analisando-se os valores da tabela 12, os métodos CCA e PEM tiveram melhor 

desempenho em termos de validação. Verifica-se que o tempo de processamento para 

obtenção do modelo é menor para o algoritmo MNS1E. Optou-se pelo método CCA 

para identificar o processo, porque apresentou melhor desempenho em termos de 

validação. 

 

A figura 5.25 mostra as saídas do processo real e aquelas geradas pelo modelo 

identificado (linha vermelha). Pode-se observar que o modelo identificado reproduz 

muito bem as principais características do processo. Foram consideradas condições 

iniciais nulas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.25 Comparação das respostas do processo real (linha contínua) versus modelo 

(linha pontilhada) para o exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE 

MOOR, 1996] 

 

Foi feita uma comparação da resposta em freqüência do modelo real com o modelo 

estimado para poder determinar se a dinâmica do sistema fica suficientemente bem 

caracterizada. A figura 5.26 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do 

processo real. 
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Figura 5.26 Comparação da resposta em freqüência do processo versus modelo 

(exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]) 

 

Da figura 5.12 pode-se observar que a resposta em freqüência do modelo obtido é 

similar à do modelo real.  

 

5.2.2 Modelo usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 

1996] 

[VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] citam como exemplo 

para fazer a identificação em malha fechada uma planta e seu controlador. Esta planta 

representa um sistema SISO e é usada neste caso para fazer a identificação em malha 

aberta de um sistema em espaço de estados na forma inovativa. As matrizes do sistema 

que simulam a planta são dadas por: 

 

a = [4.40 1 0 0 0; -8.09 0 1 0 0; 7.83 0 0 1 0; -4 0 0 0 1; 0.86 0 0 0 0]; 

b = [0.00098 ; 0.01299 ; 0.01859 ; 0.0033 ; -0.00002]; 

c = [1 0 0 0 0];     

d=[0]; 

w (rad/s) w (rad/s) 

|G
| 

|G
| 
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k=[2.3;-6.64;7.515;-4.0146;0.86336]; 

( )[ ] 9/1=T
sk eeE ; 

 

Dadas as matrizes do sistema, o passo seguinte é coletar os dados de entrada e saída. O 

sinal de entrada é uma seqüência de ruído branco com variância 1. Foram coletados 

1200 pontos, dois quais 1000 se aplicaram para a identificação e 200 para a validação. 

 

Os sinais pré-tratados usados para identificação são mostrados na figura 5.27. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.27 Sinal de saída y e sinal de entrada u usado na identificação do modelo 

usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 

 

O passo seguinte é encontrar o melhor modelo que simule o processo. Para validar o 

modelo foram usados três critérios de desempenho FIT, MRSE e MVAF, os quais são 

mostrados na tabela 13. A ordem n = 7 do sistema é dada pelos valores singulares mais 

significativos. 

 

Com o objetivo de comparar o desempenho de um algoritmo determinístico aplicado a 

um processo determinístico – estocástico, foi usado o algoritmo N4sid1, conforme é 

mostrado no final da tabela 13. 
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u 1
 

y1
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Tabela 13 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo usado por 

[VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 
 

200 dados de validação Yv 
Algoritmos Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF % 
N4sidE 0.265 62.2119 0.8599 99.9754 
N4sidO 0.250 61.7476 0.8581 99.9755 
POMOESP 0.391 62.3795 0.8602 99.9754 
MNSE1 0.234 76.2849 0.9596 99.9693 
MNSE2 0.281 62.4434 0.8575 99.9755 
CCA 0.265 75.8276 0.9026 99.9728 
MOESPV 0.422 66.3063 1.6087 99.9182 
N4sidMatb 0.766 62.3949 0.8583 99.9755 
PEM 1.782 68.2044 0.8248 99.9776 
N4sid1 0.218 61.75 37.9048 83.2161 

 

Analisando-se os valores da tabela 13, todos os modelos tiveram um bom desempenho 

em termos de validação, exceto o algoritmo N4sid1. Isto é uma desvantagem para este 

algoritmo, que foi implementado somente para sistemas determinísticos. Verifica-se que 

o tempo de processamento para obtenção do modelo é menor para MNSE1 e N4sidO. 

Com o objetivo de visualizar o desempenho do algoritmo proposto, optou-se pelo 

método MNSE1 para identificar o processo. 

A figura 5.28 mostra as saídas do processo real e aquelas geradas pelo modelo 

identificado (linha verde). Pode-se observar que o modelo identificado reproduz muito 

bem as principais características do processo. Foram consideradas condições iniciais 

nulas. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 5.28 Comparação das respostas do processo real (linha contínua) versus modelo 

(linha pontilhada) usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN 
OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] 

Tempo t(s)



 

 

112

 

Foi feita uma comparação da resposta em freqüência do processo real com o modelo 

estimado para poder determinar se a dinâmica do sistema fica suficientemente bem 

caracterizada. A figura 5.29 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do 

processo real. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.29 Comparação da resposta em freqüência do processo real versus modelo 

usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 

1996] 

 

Da figura 5.29 pode-se observar que o modelo obtido para baixas freqüências é bom, 

para altas freqüências se afastam.  

 

5.2.3 Modelo de um processo benchmark da Shell 

O sinal de entrada é uma seqüência PRBS. Com Ns = 0.5, o qual é chamado de 50% de 

ruído na pressão. Este ruído tem desvio padrão 1,231. Foram coletados 1200 pontos, 

dois quais 1000 se aplicaram para a identificação e 200 para validação. 

 

Os sinais pré-tratados usados para identificação são mostrados nas figuras 5.30 e 5.31. 

 

 

 

modelo 

w (rad/s)

dB
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Figura 5.30 Sinal de saída y1 e entrada u1 usados para identificação do modelo de um 

processo benchmark da Shell (com 50% de ruído) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.31 Sinal de saída y2 e entrada u2 usados na identificação do modelo de um 

processo benchmark da Shell (com 50% de ruído) 

 

Tentar encontrar a ordem do sistema através dos valores singulares mais significativos, 

muitas vezes não é possível, como mostra a figura 5.32. 
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Figura 5.32  Valores singulares do modelo de um processo benchmark da Shell (com 

50% de ruído) 

 

Outro procedimento é selecionar o valor n que minimize os erros de estimação, técnica 

usada por algoritmos como o PEM, o que requer maior esforço computacional. Existe 

um critério estatístico que pode ajudar a obter a ordem do modelo, Critério de 

Informação de Akaike (AIC), definido em [AKAIKE, 1973]. 

nerror PnnAIC 4)](ln[.)( 2 += ση   

onde η  é o número de dados usados na identificação, )(2 nerrorσ  é a variância do erro de 

modelagem para um modelo de ordem n com nP   parâmetros. 

 

O índice )(nAIC normalmente atinge um mínimo para um determinado número de 

parâmetros no modelo.  

 

A aplicação do critério AIC ao modelo benchmark da Shell é mostrada na figura 5.33, 

onde se pode observar que o valor mínimo ocorre para n=7. 
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Figura 5.33 Espectro de valores AIC do modelo de um processo benchmark da Shell 

(com 50% de ruído) 

 

O passo seguinte é encontrar o melhor modelo que simule o processo, conforme é 

mostrado na tabela 14.  

 

Tabela 14 
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo de um 

processo benchmark da Shell (com 50% de ruído) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

200 dados de validação Yv 
Algoritmos Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF % 
N4sidE 0.578 21.4518 3.9489 99.5655 
N4sidO 0.547 26.9055 3.7871 99.5931 
POMOESP 0.610 3.0649 3.9925 99.5602 
MNSE1 0.766 27.7873 3.7932 99.5895 
MNSE2 0.812 29.5887 3.8393 99.5814 
CCA 0.765 12.2782 3.5051 99.6450 
MOESPV 0.359 4.7341 4.5739 99.4010 
N4sidMatlab 0.812 22.5534 3.5225 99.6430 
PEM 4.625 20.4207 3.4315 99.6644 

 

Ordem do sistema (n)

   
   

   
  A

IC
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Analisando-se os valores da tabela 14, o modelo CCA é o melhor em termos de 

validação dado pelo critério MVAF. Verifica-se que o tempo de processamento para 

obtenção do modelo é menor para o modelo MOESPV. Optou-se pelo método CCA 

para identificar o processo. 

 

A figura 5.34 mostra as saídas do processo real e aquelas geradas pelo modelo 

identificado (linha azul). Pode-se observar que o modelo identificado reproduz muito 

bem as principais características do processo. Foram consideradas condições iniciais 

nulas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.34 Comparação das respostas do processo real (linha contínua) versus modelo 

(linha pontilhada) de um processo benchmark da Shell (com 50% de ruído) 

 

Um processo que opere em malha aberta pode representar um problema. Por exemplo, 

sistemas instáveis em malha aberta podem ser de operação indesejável ou inconcebível 

em casos reais, e ainda a presença de integradores no sistema em malha aberta pode 

representar uma dificuldade para operação sem controle por um período longo de 

tempo. Além disso, por questões operacionais, muitas vezes não é possível interromper 

o funcionamento do processo com controlador para realizar o procedimento de 

identificação. 

 

Tempo t(s) 
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Um sistema operando em malha fechada é apresentado na figura 5.35. Este sistema é 

usado em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] para fazer identificação em malha 

fechada. 

As matrizes do sistema são definidas em 5.1.3. 

As matrizes do controlador são dadas por: 

Ac=[2.65 -3.11 1.75 -0.39; 1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0];  

Bc=[1; 0; 0; 0]; 

Cc=[-0.4135 0.8629 -0.7625 0.2521];    

Dc=[0.61]; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.35 Sistema em malha fechada do modelo em espaços de estados usado por 

[VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996]  

 

O sinal de referência é uma seqüência de ruído branco com variância 1. Foram 

coletados 1200 pontos, dos quais 1000 se aplicaram para a identificação. Para fazer a 

identificação em malha aberta foi usado o modelo N4sidE. A aplicação do critério AIC 

neste modelo é mostrada na figura 5.36, onde se pode observar que o valor mínimo 

ocorre para n = 6. 
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w (ran/s)

dB
 

Ordem do sistema (n)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.36 Espectro de valores AIC do modelo em espaços de estados usado por 

[VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996] 

 

Foi feita uma comparação da resposta em freqüência do modelo real com o modelo 

estimado. A figura 5.37 mostra o diagrama de Bode dos processos simulado e real. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.37 Comparação da resposta em freqüência do processo real versus modelo em 

espaços de estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE 

MOOR, 1996] 

modelo 
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Da figura 5.37 pode-se concluir que o modelo N4sidE não caracteriza a dinâmica do 

sistema, portanto aplicar métodos de identificação em malha aberta para identificar 

processos em malha fechada não é recomendado.  

 

No capítulo seguinte se estuda identificação em malha fechada. 
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CAPÍTULO 6 
 

 

IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS POR 

SUBESPAÇOS EM MALHA FECHADA 
 

Neste capítulo se lida com a identificação em malha fechada para os métodos em espaço 

de estados de tempo discreto que foram tratados nos capítulo 2 e 3, onde foram 

aplicados para malha aberta.  

 

6.1 Introdução 
A identificação em malha fechada é de interesse especial para aplicações em casos 

práticos na indústria. Freqüentemente, é necessário realizar os experimentos de 

identificação em malha fechada (com realimentação). As razões podem ser que a planta 

não seja estável em malha aberta, ou pelo fato que a planta deva ser controlada por 

razões de produção, de segurança ou econômicas.   

Vários algoritmos de identificação por subespaços operando em sistemas com 

realimentação forem apresentados nas últimas décadas. Pode-se citar: [VAN DER 

KLAUW, et al, 1991; VERHAEGEN, 1993; LJUNG; MCKELVEY, 1996; VAN 

OVERSCHEE; DE MOOR, 1997; CHOU; VERHAEGEN, 1999]. Trabalhos mais 

recentes são apresentados em [CHIUSO; PICCI, 2002; QIN; LJUNG, 2003; JANSSON, 

2003; CHIUSO; PICCI, 2003; LIN, et al, 2004; HUANG, et al, 2005; KATAYAMA; et 

al, 2005]. 

 

Um dos problemas na identificação em malha fechada é referente à correlação entre os 

dados de entrada e o ruído não medido [SÖDERSTROM; STOICA, 1989; LJUNG, 

1999]. Um dos métodos tradicionais na identificação em malha fechada é o Método de 

Predição de Erro (PEM). Um estudo nesta área é feito por Forssell e Ljung (1999). 
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Baseado em suas análises, os métodos de identificação em malha fechada podem ser 

categorizados em três grandes grupos: 

 

Método direto: Se aplica o método PEM usando os sinais de entrada e saída como se o 

sistema estivesse em malha aberta, sem considerar o sinal de referência para encontrar o 

modelo. O método funciona independentemente da complexidade do controlador; não 

necessita de algoritmos ou softwares específicos; sistemas instáveis ou com restrições 

podem ser tratados sem problemas, desde que o sistema seja estável em malha fechada. 

 

Método indireto: Identificar o sistema em malha fechada a partir do sinal de referência 

(considerado como sinal de entrada) e do sinal de saída e fazendo uso do conhecimento 

do controlador, estimar o modelo da planta. A vantagem deste método é que se pode 

aplicar qualquer método de identificação, pois é um problema em malha aberta. O maior 

problema é que qualquer erro no conhecimento do controlador se reflete na estimativa 

do modelo da planta. Não funciona se o controlador apresentar não linearidades. 

 

Método conjunto de entrada e saída: considera tanto os sinais de entrada e saída, 

como um sistema comandado pelo sinal de referência. A partir destes dados estimar o 

modelo da planta e o controlador. Fornece estimativa consistente do sistema, 

independente dos modelos de ruído usados, desde que o controlador tenha 

realimentação com uma determinada estrutura linear. 

 

Existem outros métodos mais recentes, como a parametrização tailor-made, o método de 

dois estágios ou a parametrização Youla dual, descrito extensivamente em Van den Hof 

(2004) e o método das projeções, descrito por Forsell e Ljung (1999). 

 

A vantagem do método PEM é que a convergência e variância assintótica dos resultados 

estão disponíveis, para maiores detalhes ver [LJUNG, 1978; LJUNG, 1985]; os quais 

são importantes para aplicações de identificação para controle [HJALMARSSON, 

2003]. A desvantagem do método PEM é que ele envolve um complicado conjunto de 

parâmetros, motivo pelo qual torna-se difícil para identificar modelos de múltiplas 

entrada e múltiplas saídas (MIMO).  
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Para solucionar este problema surgem o métodos de identificação por subespaços 

(SIM), entre os quais pode-se citar: análise da variável canônica (CVA) [LARIMORE, 

1990], MOESP [VERHAEGEN; DEWILDE, 1992] e N4SID [OVERSCHEE ; DE 

MOOR, 1994]. Estes 3 métodos forem unificados num só teorema proposto por Van 

Overschee e de Moor (1995). Em 1996 Jansson e Wahlberg propuseram um novo 

método de SIM. Baseado no teorema da unificação, estes métodos podem ser 

interpretados como a decomposição dos valores singulares de uma matriz peso.  

 

Propriedades estatísticas, tais como consistência e eficiência dos algoritmos foram 

pesquisadas por [JANSSON; WAHLBERG, 1998; KNUDSEN, 2001; GUSTAVSSON, 

2002; LJUNG, 2003; BAUER, 2003].  

 

Como o SIM é uma técnica nova, há muitas dificuldades, citadas em [QUIN; LJUNG, 

2003], que propuseram o método SIM parcimonioso (PARSIMs) para aplicação em 

malha aberta. Na tese de doutorado de um de seus orientados, Weilu Lin (2005) propõe 

o método SIM parcimonioso (PARSIMs) aplicado a malha fechada. 

 

Verhaegen (1993) propõe um SIM para malha fechada, mas o modelo encontrado é de 

ordem elevada, assim tem que se reduzir o modelo para obter a representação em espaço 

de estados da planta e do controlador. Este processo de redução da ordem introduz uma 

carga computacional extra. Ljung e McKelvey (1996) pesquisaram o SIM através da 

realização clássica e propõem uma aproximação recursiva baseado no modelo ARX 

para a identificação em malha fechada. A desvantagem é que a parametrização do 

modelo ARX não é aplicada para um modelo qualquer, que não tenha estrutura ARX. 

Em 1997 Van Overschee e De Moor apresentaram o modelo SIM aplicado a um sistema 

em malha fechada. 

 

6.2 Método N4SIDC 
Nesta secção apresenta-se o problema de identificação em malha fechada, aplicando o 

método N4SIDC. Este surge como uma extensão do método N4SID aplicado para 

malha aberta.   
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6.2.1 Modelo em espaço de estados em malha fechada 

Um modelo em espaço de estados em malha fechada é mostrado na figura 6.1 [VAN 

OVERSCHEE; DE MOOR, 1997]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.1 Modelo em malha fechada 

 

Na figura 6.1 )(ku  é o sinal de entrada, )(ky  é o sinal de saída e )(kr  é o sinal de 

referência. )(kv  é o ruído não medido e )(kw  é o ruído de medição. São distúrbios que 

atuam na planta linear )(zP . O controlador linear é representado por )(zℑ . 

 

6.2.2 Problema de identificação em malha fechada 

Considerar )(ku mℜ∈ , )(ky lℜ∈ e )(kr mℜ∈  como os sinais de entrada, saída e 

referência gerados pelo sistema em malha fechada da figura 6.1. Os sinais são 

interconectados através dos seguintes sistemas de espaço de estados. 

 

a) Equações da planta: são descritas pela seguinte equação de diferenças: 

)()()()1( kwkBukAxkx ++=+                      (6.1a) 

)()()()( kvkDukCxky ++=                      (6.1b) 

com 

( ) 0≥




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
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E δ  

 

A matriz de transferência para o caso puramente determinístico é dada por: 

( ) BAIzCDzP 1)( −−+= lxmℜ∈  

P(z) 

ℑ (z) 

)(kr )(ku )(ky

)(kw )(kv

+ 
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Da mesma forma que no capítulo 3, o sistema (6.1) é partido em dois subsistemas: parte 

determinística e parte estocástica.  

 

b) Equações do controlador: são descritas pela seguinte equação de diferenças: 

)()()1( kyBkxAkx c
c

c
c +=+                      (6.2a)  

      )()()()( kyDkxCkrku c
c

c −−=                        (6.2b) 

com cxncn
cA ℜ∈ , xlcn

cB ℜ∈ , cmxn
cC ℜ∈ , mxl

cD ℜ∈ . A matriz de transferência do 

controlador é dada por: 

( ) cccncc BAzICDz 1)( −−+=ℑ mxlℜ∈  

 

Considerar que o problema de identificação em malha fechada seja bem posto, no 

sentido que as saídas )(ky  sejam unicamente determinadas pelos estados da planta e do 

controlador e pela entrada de referência. Esta condição genérica é satisfeita quando a 

matriz ( )cl DDI +  é não singular. 

 

Sob as considerações citadas acima, o problema de identificação em malha fechada 

pode ser enunciado como: 

 

Dado 

• Dadas amostras de entradas e saídas de um problema bem posto: )(ku , )(ky  

para 22,..,1,0 −+= ijk  onde ∞→j . 

• Os primeiros parâmetros de Markov do controlador )(zℑ : 10 ,.., −içç  

Encontrar  

• A ordem n  do sistema 

• As matrizes do sistema DCBA ,,,  por uma transformação de similaridade 

• As matrizes RSQ ,,  

 

No apêndice D.1 se apresentam as matrizes em blocos de Hankel utilizadas neste 

capítulo. 
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6.2.3 Idéia básica para a identificação por subespaços em malha fechada 

A seguir apresenta-se uma idéia básica da identificação por subespaços do modelo 

N4SIDC. Uma apresentação mais formal é enunciada pelos teoremas de identificação 

em malha fechada, apresentados a partir da sub-seção 6.24. 

 

Para o sistema (6.1) se tem as seguintes equações matriciais combinadas de estados e de 

entrada e saída 
s

iiii
d
i

d
iiiii YUHXY 12121212 −−−− ++Γ=                (6.3) 

10012 −− ∆+= i
d
i

did
ii UXAX                 (6.4) 

Estas equações são as mesmas dadas no capítulo 3 (teorema 2), só que com outros 

índices. 

Substituindo-se a equação (6.4) na equação (6.3) se obtém: 

[ ] s
iiii

d
ii

d
i

di
iii YUHUXAY 121210012 −−−− ++∆+Γ=              (6.5) 

Desta última equação se obtém: 

[ ]121012012 −−−− +∆Γ++Γ= ii
d
ii

d
ii

s
ii

di
iii MHUYXATY                (6.6) 

A prova da equação (6.6) pode ser encontrada no apêndice D.2. 

Aplicando-se na equação (6.6) a projeção ortogonal sobre a matriz 














−

−

10

10

i

i

Y

N
, isto é: 

[ ]12
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12
ˆ

−
−

−

− +Γ=













= ii

d
iiii

i

i

iii MHXT
Y

N
YZ               (6.7) 

onde a matriz iX̂  é interpretada como o estado estimado pelo filtro de Kalman de 

estado não estacionário e é dada por: 

[ ]











ΩΩ−∆ΓΩ−=

p
i

d
ii

d
iiii W

XHAX 0
ˆˆ   

e  

12000 /ˆ
−= iNXX  

Maiores detalhes assim como a prova desta projeção dada pela equação (6.7) são 

apresentados na seção 6.2.4.   
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A projeção ortogonal da equação (6.7) é importante, pois dela se pode obter a seguinte 

projeção oblíqua sobre 














−

−

10

10

i

i
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U
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iiMiii XT
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Y ~
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1212 Γ=













=ϑ

−

−

−−                 (6.8) 

Na equação (6.8) são conhecidas as matrizes 12 −iiY , 10 −iY e 10 −iU , mas para a matriz 

121212 −−− += ii
c
iiiii YHUM  é necessário ter os i  parâmetros de Markov do controlador, 

isto é, conhecer c
iH . Desta forma é fácil obter iϑ . 

Aplica-se SVD na matriz iϑ  para determinar a ordem n  do sistema e faz-se uma 

partição adequada na SVD para obter os estados estimados iX~ . Por último, encontram-

se as matrizes CBA ,, e D . Tudo isto é apresentado no algoritmo 1 para malha fechada. 

 

A seguir se enuncia o conceito de seqüência de estados do filtro de Kalman. Para 

maiores detalhes ver [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. 

 

6.2.4 Definição 1 Estado do Filtro de Kalman 

Dada uma matriz simétrica nxnP ℜ∈0  e uma matriz de seqüência de estado inicial 

nxjkX ℜ∈0 , a seqüência de estados do filtro de Kalman k
iX  é definida como: 

[ ]110,0
ˆˆˆ −++





 = jiiiPkX

k
i xxxX L  

    ( ) ( ) 10100 −− Ω+Ω−∆+ΓΩ−= iii
d
ii

d
i

k
ii

def

YUHXA            (6.9) 

( )( ) 1
00

−
ΓΓ−Γ−∆=Ω T

iii
T
i

iG
i

def

i PLPA            (6.10) 

 

A seguir se pretende solucionar o problema de identificação em malha fechada 

enunciado na seção 6.2.2. Depois discutem-se dois teoremas de projeção para malha 

fechada, que mostram como a seqüência de estados do filtro de Kalman de estado não 

estacionário e as matrizes relacionadas ao sistema (6.1) podem ser recuperadas de um 

conjunto de matrizes. 
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Não se recomenda aplicar os algoritmos de identificação por subespaços [CVA, 

MOESP, N4SID] para situações em malha fechada, pois os algoritmos por subespaços 

para malha aberta não funcionam para sinais medidos em malha fechada, tendo em vista 

que os distúrbios )(kv e )(kw  e a entrada )(ku  são correlacionados. Este fato é provado 

em [LJUNG; McKELVEY, 1996]. 

 

6.2.5 Teorema da projeção para malha fechada 

Dado que os sinais de entrada são correlacionados com os distúrbios, então são 

necessárias outras matrizes auxiliares N  e M , com a propriedade que estas novas 

matrizes sejam não correlacionadas com estes distúrbios. 

 

6.2.5.1 Teorema 1 Teorema da projeção em malha fechada 

Hipóteses  

1. O sinal de referência kr  é não correlacionado com o ruído de processo kw  e de 

medição kv . 

2. A matriz 120 −iN tem posto máximo mi2 . 

3. O número de dados medidos tende para infinito ∞→j . 

4. O problema de malha fechada é bem posto, isto é, a matriz ( )cl DDI +  é invertível. 

Tese 



















=

−

−

−

−

10

10

10

12 /

i

i

i

ii

def

i

M

Y

U

YZ  

      













=

−

−

−
10

10

12 /
i

i

ii Y

N
Y             (6.11) 

       [ ]12
ˆ

−+Γ= ii
d
iiii MHXT             (6.12) 

com 

[ ]0,0ˆ
ˆ

PX
k
ii XX = ,              (6.13) 

12000 /ˆ
−= iNXX              (6.14) 

[ ]T
xnnnxnssxx SRSP 1

0
−−Σ−Σ−=             (6.15) 
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A prova deste teorema pode ser encontrada no apêndice D.3. 

 

A hipótese 1 do teorema 3 para malha aberta na secção 3.4.4 é a mesma da hipótese 2 

deste teorema, só que ao invés de se usar a matriz de entrada 120 −iU ,emprega-se a 

matriz transformada 120 −iN . 

Este teorema é muito parecido com o teorema 3 para malha aberta, dado na secção 

3.4.4, no qual é dado que: 

12

12

10

10

12
ˆ/ −

−

−

−

− +Γ=



















= ii
d
iii

ii

i

i

ii

def

i UHX

U

Y

U

YZ           (6.16) 

Comparando-se as equações (6.12) e (6.16) se tem as seguintes diferenças:  

* a matriz iT  em (6.12); 

* as entradas 12 −iiU  da equação (6.16) são substituídas pela matriz 12 −iiM na equação 

(6.12); e 

* o estado inicial dado no teorema 3 para o caso de malha aberta 12000 /ˆ
−= iUXX  é 

substituído para o caso de malha fechada pelo estado inicial 12000 /ˆ
−= iNXX  da 

equação (6.14). 

 

6.2.6 Teorema principal para malha fechada  

A importância deste teorema é que ele permite o cálculo do espaço filas de uma 

seqüência de estados do filtro de Kalman e do espaço colunas do produto iT  e a matriz 

observabilidade estendida )( iiT Γ , diretamente dos dados de entrada e saída, sem o 

conhecimento das matrizes do sistema. 

 

6.2.6.1 Teorema 2 teorema principal para malha fechada 

Hipóteses  

As mesmas dadas no teorema 1 e definindo-se a projeção oblíqua ϑ  como: 














=ϑ

−

−

−−
10

10

1212 /
i

i

iiMii

def

i Y

U
Y             (6.17) 
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E a decomposição de valores singulares: 

( ) 















=ϑ T

T

i V
VS

UU
2

11
21 00

0 TVSU 111=           (6.18) 

Teses  

1. A matriz iϑ  é igual ao produto da matriz iT  e da matriz de observabilidade 

estendida e a seqüência de estados do filtro de Kalman iX~ : 

)~( iiii XT Γ=ϑ  

com: 

    iX~ [ ]0,0
~ PX

k
i

def

X=  

    













=

−

−

−
10

10

1200 /ˆ~

i

i

iiM Y

U
XX  

 

   [ ]T
xnnnxnssxx SRSP 1

0
−−Σ−Σ−=  

 

2. A ordem do sistema dada pelas equações (6.1) é igual ao número de valores 

singulares presentes na equação (6.18) que sejam diferentes de zero. 

3. O produto da matriz iT  e da matriz de observabilidade estendida pode ser 

recuperada de: 
2/1

11SUT ii =Γ . 

4. A parte da seqüência de estado iX~  pode ser recuperada de: 

T
i VSX 1

2/1
1

~ = ( ) iiiT ϑΓ= + . 

 

A prova deste teorema pode ser encontrada no apêndice D.4. 

 

 

6.2.6.2 Algoritmo 1: Usando estados 

Este algoritmo explica como encontrar uma estimativa das matrizes do sistema 

CBA ,, e D  e das matrizes Q , R  e S , a partir dos teoremas 1 e 2. 
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Observa-se que do teorema 1 se obtém iX̂  (seqüência de estados estimados), equação 

(6.13). Agora imagine que iX̂  e 1
ˆ

+iX  (onde [ ]0,0ˆ11
ˆ

PX
k
ii XX ++ = ) sejam dadas. Ambas são 

seqüências de estados do filtro de Kalman para o mesmo banco de filtro de Kalman de 

estados não estacionário [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. Têm-se as seguintes 

equações: 

iiiiiii EKBUXAX ++=+
ˆˆ

1             (6.19) 

iiiiiii EDUXCY ++= ˆ             (6.20) 

ou em forma matricial:  

ii
i

ii

i

ii

i E
I

K
U
X

DC
BA

Y
X









+




















=












+

ˆˆ
1            (6.21) 

 

Infelizmente, na equação (6.21) não se pode aplicar o método dos mínimos quadrados, 

pois por hipótese a inovação iiE  não é ortogonal às entradas iiU . Portanto, dados os 

estados iX̂  e 1
ˆ

+iX , não é possível determinar o sistema de matrizes a partir das 

equações (6.19) e (6.20) pelo método dos mínimos quadrados. 

 

Pelo teorema 1 é possível mostrar que o termo inovação iiE  na equação (6.19) e (6.20) 

é perpendicular ao espaço linha de iX̂  e iiM . Para a prova ver [VAN OVERSCHEE; 

DE MOOR, 1997].  

Então com ajuda de uma nova matriz iiM , as equações (6.19) e (6.20) podem ser 

apresentadas como: 

 

( )
ii

ci

ii

icmc

ii

i E
T

TBDK
M
X

DT
DTDIB

CT
CTBDA

Y
X








 −
+



















 −−
=












++

1

11

1

1

1

11
ˆˆ

      (6.22) 

( ) 1
1

−+= cl DDIT  é não singular, pois o problema é bem posto. Então se são dadas as 

seqüências iX̂  e 1
ˆ

+iX , pode-se aplicar o método dos mínimos quadrados na equação 

(6.22) para estimar as matrizes do sistema, pois os resíduos iiE  são perpendiculares ao 
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espaço linha de iX̂  e iiM . 

Observe que o estado estimado iX̂  é dado para a projeção iZ  (ver teorema 1), da 

mesma forma se pode provar que: 



















=

−+

−++

121

0

0

1211 /

ii

i

i

iii

M

Y

U

YZ













=

−

−+
i

i

ii Y

N
Y

0

120

121 /  [ ]1211111
ˆ

−+−+−− +Γ= ii
d
iiii MHXT       

com 

      [ ]0,0ˆ11
ˆ

PX
k
ii XX ++ = . 

 

O ponto aqui é como determinar as seqüências de estados iX̂  e 1
ˆ

+iX  a partir das 

projeções iZ  e 1+iZ . Para isto, da equação (6.12) se obtém: 

12
ˆ

−+Γ= ii
d
iiiiii MHTXTZ              (6.23) 

 

Como foi mencionado anteriormente, da equação (6.23) se obtém a projeção oblíqua 

)~( iiii XT Γ=ϑ , com 2U da equação (6.18), encontra-se de (6.23)  

1222 )( −= ii
d
ii

T
i

T MHTUZU               (6.24) 

O termo desconhecido aqui é )( d
ii HT , que pode ser considerado da forma: 



















κκκ

κκ
κ

=κ=

−− 021

01

0

0
00

L

LLLL

L

L

ii

d
ii HT  

Com lxmℜ∈κ ,  então a equação (6.24) fica: 

1222 −κ= ii
T

i
T MUZU              (6.25) 

Para encontrar κ  pode-se multiplicar a equação (6.25) por +
− )( 12iiM , mas pode ocorrer 

que esta matriz seja mal condicionada. Em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1997] se 

mostra como obter a matriz κ . Uma vez encontrada κ  é muito fácil encontrar:  

[ ]12
ˆ

−
+ κ−ϕ= iiii MZX  
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[ ]12111
ˆ

−++
+

+ κ−ϕ= iiii MZX  

onde 2/1
11SUT ii =Γ=ϕ   e )(o  indica a matriz em blocos sem as últimas linhas. 

 

Algoritmo 1 para malha fechada 

 

1. Construa as matrizes 121212 −−− += ii
c
iiiii YHUM  e  1211121121 −+−−+−+ += ii

c
iiiii YHUM , 

onde c
iH  e c

iH 1−  contêm os parâmetros de Markov do controlador. 

2. Calcule as projeções ortogonal e oblíqua: 














=ϑ

−

−

−−
10

10

1212 /
i

i

iiMii

def

i Y

U
Y ,  



















=

−

−

−

−

10

10

10

12 /

i

i

i

ii

def

i

M

Y

U

YZ  e   


















=

−+

−++

121

0

0

1211 /

ii

i

i

iii

M

Y

U

YZ  

3. Calcule as SVD da projeção oblíqua T
i USV=ϑ . 

4. Determine a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S  e 

encontre 1U , 2U  e 1S  através do particionamento adequado das SVD. 

5. Determine 2/1
11SUT ii =Γ=ϕ  e κ .  

6. Determine os estados  

[ ]12
ˆ

−
+ κ−ϕ= iiii MZX , 

[ ]12111
ˆ

−++
+

+ κ−ϕ= iiii MZX . 

7. Solucione o seguinte conjunto de equações lineares: 

τ+



















=












+

ii

i

ii

i

M
X

SS
SS

Y
X ˆˆ

2221

12111  

       com iiciiii YDUM += . 

8. Determine as matrizes CBA ,, e D , ( 1T ) como: ( ) 1
22012

−−= SCISB m , 

( ) 1
22022

−−= SCISD m , 21011 SBCSA += , ( ) 1
01

−+= DCIT l  e 21
1

1 STC −= . 

9. Determine as matrizes Q , R  e S  dos resíduos como: 

[ ]
T

nT
j

n
T T

BCI
E

T
BCI

RS
SQ









ττ








=








−− 1

1

0
1

1

0

00
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6.2.6.3 Algoritmo 2 usando estados 

No algoritmo 1 mostra-se que a seqüência de estados iX̂  não pode ser encontrada 

diretamente das projeções e precisa-se encontrar primeiro a matriz κ , para assim poder 

encontrar as seqüências de estados. No entanto, pelo teorema 2 mostra-se que a 

seqüência de estados iX~  pode ser encontrada diretamente da projeção oblíqua iϑ . 

Analogamente, a seqüência de estados 1
~

+iX  pode ser determinada mediante a projeção 

oblíqua: 

 














=ϑ

−+−++
i

i

iiMiii Y

U
Y

0

0

1211211 / 111
~

+−− Γ= iii XT  

 

Desta forma encontram-se as matrizes iX~  e 1
~

+iX . O problema é que ambas seqüências 

de estado do filtro de Kalman têm diferentes estados iniciais: 

 

Estado inicial para iX~ =














−

−

−
10

10

120 /ˆ
i

i

iiM Y

U
X  

 

Estado inicial para 1
~

+iX =













−+

i

i

iiM Y

U
X

0

0

1210 /ˆ  

 

No entanto, justamente como no caso para malha aberta, o efeito desta diferença de 

estados iniciais desaparece quando converge o filtro de Kalman, isto é, quando ∞→i . 

Para maiores detalhes ver [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. Baseado nesta 

observação apresenta-se um novo algoritmo. 
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Algoritmo 2 para caso em malha fechada 

  

1. Construa as matrizes 121212 −−− += ii
c
iiiii YHUM  e  1211121121 −+−−+−+ += ii

c
iiiii YHUM , 

onde c
iH  e c

iH 1−  contêm os parâmetros de Markov do controlador. 

2. Calcule as projeções ortogonal e oblíqua: 














=ϑ

−

−

−−
10

10

1212 /
i

i

iiMii

def

i Y

U
Y    e   














=ϑ

−+−++
i

i

iiMiii Y

U
Y

0

0

1211211 / . 

3. Calcule as SVD da projeção oblíqua T
i USV=ϑ . 

4. Determine a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S  e 

encontre 1U , 2U  e 1S  através do particionamento adequado das SVD. Determine 
2/1

11SU=ϕ . 

5. Determine os estados:  

iiX ϑϕ= +~         e      11 )(~
+

+
+ ϑϕ= iiX . 

 Solucione o seguinte conjunto de equações lineares: 

τ+



















=











 +

ii

i

ii

i

M
X

SS
SS

Y
X ~~

2221

12111  

      com iiciiii YDUM += . 

6. Determine as matrizes CBA ,, e D , ( 1T ) como: ( ) 1
22012

−−= SCISB m , 

( ) 1
22022

−−= SCISD m , 21011 SBCSA += , ( ) 1
01

−+= DCIT l  e 21
1

1 STC −= . 

7. Determine as matrizes Q , R  e S  dos resíduos como: 

[ ]
T

nT
j

n
T T

BCI
E

T
BCI

RS
SQ









ττ








=








−− 1

1

0
1
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0

00
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CAPÍTULO 7 
 

 

IDENTIFICAÇÃO EM MALHA FECHADA PELO 

MÉTODO MOESPC 
 

Nesta secção apresenta-se o problema de identificação em malha fechada, aplicando o 

método MOESP. Este método foi estudado no capítulo 2. 

 

 

7.1 Modelo em espaço de estados em malha fechada método 

MOESPC 
Um modelo em espaço de estados em malha fechada é mostrado na figura 7.1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7.1 Representação em blocos de um modelo em malha fechada 

 

Na figura 7.1 o bloco pontilhado representa um sistema desconhecido, neste bloco 

assume-se que a planta desconhecida consiste em uma parte determinística, 

representada pelo bloco P e uma parte estocástica, representada pelo filtro linear F e 

kw seqüência de ruído branco com média zero.  

P 2r  
2e )(ky

)(kw

1r

C 

F 

1e )(ku

-
+ + +
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Este sistema desconhecido está operando em malha fechada com um compensador, o 

qual é denotado pelo bloco C. Assume-se que o compensador não cause nenhum 

cancelamento da dinâmica da planta. Baseado na configuração da figura 7.1 apresenta-

se o problema de identificação em malha fechada. 

 

7.2 Problema de identificação em malha fechada (método MOESPC) 
Dado: 

2r   é o vetor de valores de referência   

1r   é uma excitação externa 

2e    seqüência do erro entre a saída do sistema e o sinal 2r  

1e      seqüência de saída no controlador 

)(ku   seqüência da saída do controlador adicionada ao ruído 1r  

)(ky   saída do sistema  

 

As perturbações atuam sobre os sinais internos 2e , 1e , )(ku  e )(ky . O processo 

estocástico )(kw  não é correlacionado com as seqüências externas 2r  e 1r , as quais são 

ruídos não mensuráveis. 

 

O problema é determinar um modelo em espaço de estados para a parte determinística P 

da planta a ser identificada.   

 

7.2.1 Idéia básica para a identificação por subespaços em malha fechada (método 

MOESPC) 

A seguir apresenta-se uma idéia básica da identificação por subespaços do modelo 

MOESPC. Uma apresentação mais formal é enunciada através do teorema de 

identificação em malha fechada, enunciada na seção 7.3. 

 

A idéia é fazer uso da função de transferência. Algoritmos usando função de 

transferência  são propostos e aplicados para diferentes situações praticas ver 

[PHADKE; WU, 1974; CAINES; CHAN, 1975]. Dentro da identificação por 

subespaços o problema é a identificação para sistemas estocásticos, isto é, a 
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determinação do modelo de Markov a partir dos dados de entrada e saída. A partir do 

modelo de Markov se calcula uma representação em espaço de estados da planta P, o 

controlador C e o filtro inovativo linear F, que descreve as diferentes perturbações que 

atuam no sistema. Mas [CAINES; CHAN, 1976] demonstraram, através de diferentes 

experimentos, que para este tipo de aproximação, pequenas variações na matriz de 

covariância (dos dados de entrada e saída) reproduzem grandes variações para o modelo 

de Markov obtido. 

 

Este problema é superado, caso se agregue ao sistema uma seqüência de entrada externa 

conhecida, tal como 2r  e 1r , ver [GUSTAVSSON, 1977]. Isto é necessário para garantir 

a identificação em malha fechada.  

 

Verhaegen (1993) também trata o problema de identificação da planta e o controlador 

quando se usam explicitamente sinais externos 2r  e 1r   em adição a sinais internos. No 

entanto, contrário aos métodos citados acima, a análise e solução deste problema são 

dadas em espaço de estados. Isto é usando o método MOESP (aplicado para malha 

aberta, ver capitulo 2) obtém-se um modelo de estado global, da função de transferência 

dos sinais 2r  e 1r  para 2e , 1e , )(ku  e )(ky , ver figura 7.2 

 
 
 
 
 

 

Figura 7.2 Modelo Global em bloco 

 

Deste modelo em espaço de estados global, um modelo em espaço de estados da planta 

P e do controlador C pode ser computado, para isto não se precisa conhecer o 

controlador. 

 

7.3 Identificação em malha fechado pelo método MOESPC 
Como foi dito anteriormente, este método usa estimativas de certas matrizes de 

ransferência. As relações de entrada e saída na figura 7.1 são representadas em termos 

Sistema 
desconhecido 

 2r  
 1r  

 2e  
 1e  

 )(ku  
 )(ky  
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da função matriz de transferência. Por exemplo, para o controlador C, tem-se que: 

)()()( 21 zezCze =               (7.1) 

onde )(z denota a transformada z usual, por comodidade nas operações se omite a 

notação explícita )(z . Logo, da figura 7.1 se derivam as seguintes relações: 

wFPCICrPCICrCPICPe 2
1

2
1

1
1

1 )()()( −−− +−+++−=          (7.2) 

wFPCIrPCIrCPIPe 2
1

2
1

1
1

2 )()()( −−− +−+++−=          (7.3) 

wFPCICrPCICrPCIu 2
1

2
1

1
1 )()()( −−− +−+++=          (7.4) 

wFPCIrPCIPCrCPIPy 2
1

2
1

1
1 )()()( −−− +++++=                (7.5) 

 

Denotando 1)(
11

−+−= CPICPH er , 1)(
12

−+= PCICH er  e wFCPICv 2
1

1 )( −+=  na 

equação (7.2), resulta: 

( ) ( ) 1211 1211
vrHrHe erer −+=                    (7.6) 

 

Denotando 1)(
21

−+−= CPIPH er , 1)(
22

−+= PCIH er  e wFCPIv 2
1

2 )( −+=  na 

equação (7.3), resulta: 

( ) ( ) 2212 2221
vrHrHe erer −+=               (7.7) 

 

Denotando 1)(
1

−+= PCIH ur , 1)(
2

−+= PCICH ur  na equação (7.4), resulta: 

( ) ( ) 121 21
vrHrHu urur −+=               (7.8) 

 

Denotando 1)(
1

−+= CPIPH yr , 1)(
2

−+= PCIPCH yr  na equação (7.5), resulta: 

( ) ( ) 221 21
vrHrHy yryr −+=              (7.9) 

 

As equações (7.6)-(7.9) mostram que é possível determinar a função de transferência da 

planta e do controlador através das relações [VERHAEGEN, 1993]: 
11 )()(

12111

−− −== ureruryr HHHHP          (7.10) 

ou  
11 )()(

12222

−− == eryruryr HHHHP           (7.11) 
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e 
11 )()(

1112111

−− −== yrererer HHHHC           (7.12) 

11 )()(
2222212

−− −== erurerer HHHHC           (7.13) 

 

Assumindo-se que todas as inversas nas equações acima existam, obtém-se um 

mecanismo para estimar a planta e o controlador. Diferentes possibilidades existem para 

este propósito, como o método de predição de erro ou a técnica de variável 

instrumental, descritos em Söderstrom e Stoica (1989) e Ljung (1999), respectivamente. 

Aparte das dificuldades relacionadas às parametrizações para modelos MIMO (ver 

Ljung, 1987), não existe um caminho que garanta para as funções de transferências 

dadas em (7.2) - (7.5) um denominador comum. Para solucionar este problema é 

considerado um modelo global em espaço de estados, ver figura 7.2. Deste modelo 

global se pode computar as matrizes de transferências individuais. No entanto, não é 

necessário fazer isto, pois como é mostrado na seção seguinte, as equações (7.6) até 

(7.9) podem ser calculadas a partir de um sistema global, desta maneira é possível 

computar P e C.  

 

Para entender isto, considerar 0)( =kw  na figura 7.1 e defina-se o modelo global no 

espaço de estados como: 

[ ] 







+=+

)(
)(

)()1(
2

1
21 kr

kr
BBkAxkx           (7.14) 




























+



















=



















)(
)(

)(

)(
)(
)(
)(

2

1

4241

3231

2221

1211

4

3

2

1

2

1

kr
kr

DD
DD
DD
DD

kx

c
c
c
c

ky
ku
ke
ke

        (7.15) 

 

Seja np  a ordem da planta P e nc  a ordem do controlador C, então ncnpRkx +∈)( . Das 

equações (7.14) e (7.15), uma representação para a função de transferência yrH
1

 e  urH
1

 

é dado pelo quádruplo de sistemas de matrizes ],,,[ 4141 DCBA  e ],,,[ 3131 DCBA ,  

respectivamente. Agora usando regras de concatenação e operações matriciais, se obtém 

um modelo em espaço de estados para a expressão P dada na equação (7.10), para 
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maiores detalhes ver [FRANCIS, 1987]: 

=P ],,,[ 4141 DCBA x 1
3131 ],,,[ −DCBA  

=P ],,,[ 4141 DCBA x ],,,[ 1
313

1
31

1
3113

1
311

−−−− −− DCDDBCDBA  

( )











−



















−
−

= −−

−

−

−

−
1

31413
1

314141
311

1
311

3
1

311

3
1

311 ;;;
0

DDCDDC
DB

DB
CDBA

CDBA
P       (7.16) 

 

Analogamente, se obtém uma expressão para o controlador C definido em (7.13): 

=C ],,,[ 3232 DCBA x 1
2222 ],,,[ −DCBA  

=C ],,,[ 4141 DCBA x ],,,[ 1
222

1
22

1
2222

1
222

−−−− −− DCDDBCDBA  

( )











−



















−
−

= −−

−

−

−

−
1

22322
1

223231
222

1
222

2
1

222

2
1

222 ;;;
0

DDCDDC
DB

DB
CDBA

CDBA
C       (7.17) 

  

Como foi dito anteriormente, a planta e ou controlador podem ser obtidos diretamente 

de um sistema global, usando a equação (7.16) e (7.17) respectivamente. Nestas 

equações se necessita a existência da inversa das matrizes 1
31
−D  e 1

22
−D , as quais são 

dadas pelo seguinte teorema. 

 

7.3.1 Teorema 

A planta P dada na figura 7.1 tem representação em espaço de estados da forma: 

)()()1( kuBksAks pp +=+           (7.18) 

    )()()( kuDksCky pp +=           (7.19) 

onde npRks ∈)(  e o controlador C dado na figura 7.1 tem a representação: 

 )()()1( 2 keBkvAkv cc +=+           (7.20) 

    )()()( 21 keDkvCke cc +=           (7.21) 

onde ncRkv ∈)( . A planta e o controlador se encontram em malha fechada na forma da 

figura 7.1, estão bem definidos, no sentido que as matrizes )( Cp DDI +  e )( pc DDI +  

têm inversa. Considerando-se 0)( =kw  na figura 7.1, então as matrizes P e C expressas 

pelas equações (7.16) e (7.17), respectivamente, existem para todas as possíveis 
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escolhas das matrizes pD  e cD . 

 

Para a prova deste teorema, ver apêndice E. 

 

Comentários  

Com os modelos de espaço de estados individual (7.18), (7.19) e (7.20), (7.21) se pode 

ter um espaço de estados global da forma (7.14) e (7.15), explicitamente como: 









+








=








+
+

)(
)(

)(
)(

)1(
)1(

2

1

kr
kr

B
kv
ks

A
kv
ks

          (7.22) 
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



+








=



















)(
)(

)(
)(

)(
)(
)(
)(

2

12

1

kr
kr

D
kv
ks

C

ky
ku
ke
ke

          (7.23) 

 

onde as matrizes do sistema global ),,,( DCBA  dadas em (7.22) e (7.23) são definidas 

em função das matrizes ),,,( pppp DCBA  e ),,,( cccc DCBA , da forma: 

D =





















ΦΦ
Φ−Φ−

Φ−Φ−
Φ−Φ−

=



















cpp

cpcpc

cpp

cpcpc

DDD
DDIDDDI

DDID
DDIDDD

DD
DD
DD
DD

)(

)(

4241

3231

2221

1211

         (7.24) 

onde 1)( −+=Φ cp DDI . Para as demais matrizes BA, e C ver apêndice E.1. 

Logo, o sistema global dado pelas equações (7.14)-(7.15) é o mesmo que o sistema 

global dado pelas equações (7.22)-(7.23), com as seguintes notações: 









=

2221

1211

aa
aa

A ; [ ] 







==

2221

1211
21 bb

bb
BBB ;  



















=



















=

4241

3231

2221

1211

4

3

2

1

cc
cc
cc
cc

C
C
C
C

C  e  



















=

4241

3231

2221

1211

DD
DD
DD
DD

D                       (7.25) 
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Então, se pode obter a planta P através da equação (7.16) e a matriz 3131 dD =  é definida 

por: 

pcpc DDDIDID 1
31 )( −−−=            (7.26)  

A matriz da equação (7.26) tem inversa e é expressa por [ver apêndice E.2]: 

pc DDID +=−1
31  .           (7.27) 

 

 Analogamente, a inversa da matriz 22D  necessária na equação (7.17) para computar o 

controlador C, é dada por [ver apêndice E.3]: 

 cp DDID +=−1
22             (7.28) 

 

Desta forma, fazendo uso das equações (7.25), (7.26), (7.27) e (7.28) se pode obter a 

planta P e o controlador C através das equações (7.16) e (7.17), respectivamente. 

 

Um estudo sobre a influência das matrizes pD  e cD na existência dos modelos em 

espaço de estados para P ou C é dado em [VERHAEGEN, 1993]. 

 

A representação em espaço de estados da planta e do controlador obtida pelas equações 

(7.16) e (7.17), respectivamente, são de fase não mínima. Para ver isto considerar, por 

exemplo, o modelo da planta dado em (7.16) e aplicando uma transformação linear T, 

resulta [ver apêndice E.4]: 

( )











−
















−

= −−
−−

1
31413

1
3141441

3113
1

311

;;
0

;
0

0
DDCDDCC

DBCDBA
A

P      (7.29) 

 

Neste caso, tem-se um sistema com ncnp +  modos não controláveis [VERHAEGEN, 

1993]. Descartando estes modos, o modelo da planta se reduz a: 

( ) ( ) ( )[ ]1
31413

1
31414

1
3113

1
311 ;;; −−−− −−= DDCDDCDBCDBAP        (7.30)  

 

Esta redução do modelo da planta (ou controlador) é válida quando se faz uso de um 

modelo global em espaço de estados, sob as considerações descritas no teorema 1.  
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ALGORITMO MOESPC PARA MALHA FECHADA 

 

1. Coletar os dados como: 

U=[r1 r2] 

Y=[e1 e2 u y] 

 

2. Aplicar qualquer algoritmo MOESP para malha aberta, obtendo as matrizes do 

sistema global. 

 

3. Computar as matrizes da planta e do controlador.  

 

4. Aplicar redução para as matrizes da planta e do controlador. 
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CAPÍTULO 8 
 

 

MÉTODO MON4SIDC PROPOSTO PARA MALHA 

FECHADA E SIMULAÇÕES 
 

Existem diversos métodos de identificação por subespaços aplicados a malha fechada, 

os quais diferem uns dos outros pela configuração do sistema e pela implementação dos 

algoritmos. Como foi visto nos capítulos 6 e 7, é possível fazer uma extensão dos 

métodos de identificação por subespaços para malha fechada a partir dos métodos para 

malha aberta. Por exemplo, para aplicar o método N4SID para malha fechada é 

necessário ter algum conhecimento sobre o controlador. No caso do método MOESP é 

necessário conhecer a ordem do controlador, e de um sistema global são obtidas as 

matrizes da planta e do controlador através de uma redução de ordem. 

 

Neste trabalho se apresenta um método alternativo para a identificação da planta de um 

sistema em malha fechada, o qual não precisa ter nenhum conhecimento prévio sobre o 

controlador.   

 

8.1 Método MON4SIDC para malha fechada  
O método MON4SID para malha aberta foi apresentado no capítulo 4. A idéia de 

aplicar este método para identificação em malha fechada foi inspirado no modelo 

MOESP para malha fechada, o qual foi apresentado no capítulo 7.  

 

O método MON4SIDC identifica um sistema MIMO trabalhando em malha fechada, 

como mostra a figura 8.1. 
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Figura 8.1 Representação de um modelo em malha fechada 

 

Da mesma forma como foi visto no capítulo 7, o método MON4SIDC considera como 

entrada o sinal de referência Tkrkr )]()([ 21 = )(kr  e como saídas )(ku  e )(ky , que 

denotam o sinal de entrada e saída do processo, respectivamente. Os sinais )(kw e )(kv  

são chamados ruídos do processo e de medição, respectivamente, e são definidos da 

mesma forma que no capítulo 3. 

 

A planta P dada na figura 8.1 tem representação em espaço de estados da forma: 

)()()()1( kwkuBksAks pp ++=+           (8.1) 

    )()()()( kvkuDksCky pp ++=           (8.2) 

com npRks ∈)(  e o controlador C dado na figura 8.1, tem a representação: 

 )()()1( kuBkxAkx ccccc +=+           (8.3) 

    )()()( kuDkxCky ccccc +=            (8.4) 

 

A partir das equações (8.1)-(8.4) se pode encontrar o modelo global em espaço de 

estados do sistema em malha fechada, o qual é dado por: 

)(
)(
)(

)(
)(

)1(
)1(

2

1 kW
kr
kr

B
kx

ks
A

kx
ks

cc

+







+








=








+

+
          (8.5) 
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1 kV
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
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
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+








=








           (8.6) 

 

onde as matrizes (A, B, C, D) têm dimensões apropriadas e são definidas por: 

 

P C )(1 kr )(ku )(ky

)(kw )(kv

+ 
    - 

+ 

)(2 kr

)(kuc  )(kyc
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
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             (8.7) 

onde 1)( −+=Φ cp DDI .  

Supondo que a planta e o controlador na forma da figura 8.1 se encontre bem definido, 

isto quer dizer que a matriz )( cp DDI +  tem inversa e portanto existe Φ . 

 

A equação (8.7) mostra que as matrizes do sistema em malha fechada ficam 

determinadas em termos das matrizes da planta e do controlador. Estas matrizes não são 

únicas, pois é possível obter um sistema equivalente através de uma transformação 

linear. 

 

 8.1.1 Problema de identificação em malha fechada 

Considerar )(kr e [ )(ku )(ky ] como os sinais de entrada e saída gerados pelo sistema 

em malha fechada da figura 8.1. Os sinais são interconectados através das equações 

(8.5) e (8.6). 

Sob as considerações citadas acima, o problema de identificação em malha fechada 

pode ser enunciado como: 

 

Dado 

• Dadas amostras de entradas e saídas de um problema bem posto: )(kr  e 

)(ku , )(ky  para 22,..,1,0 −+= ijk  onde ∞→j . 

Encontrar  

• A ordem n  do sistema 

• As matrizes do sistema pppp DCBA ,,,  por uma transformação de similaridade. 

 

8.1.2 Identificação pelo Método MON4SIDC 

Fazendo abuso de notação, o sistema de equações dado por (8.5) – (8.6) pode ser 

representado por: 
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)()()()1( kWkBrkXAkX ++=+                  (8.8) 

      )()()()( kVkrDkXCkY ++=                  (8.9) 

onde: 









=

)(
)(

)(
kx

ks
kX

c

 ,  







=

)(
)(

)(
ky
ku

kY    

 

Aplicando-se o método MON4SID estudado no capitulo 4, encontram-se as matrizes (A, 

B, C, D) dadas pelas equações (8.8) e (8.9). 

 

Dado o sinal de entrada )(kr e as matrizes do sistema em malha fechada (A, B, C, D), 

dadas pelas equações (8.8) e (8.9), é possível obter uma saída estimada de Y  para o 

sistema determinístico denotado por: 

)()(
~

)1(
~

kBrkXAkX +=+                 (8.10) 

      )()(
~

)(
~

krDkXCkY +=                 (8.11) 

como o sinal )(
~

kY  contém os dados de entrada e saída da planta sem ruído, então é fácil 

computar uma estimativa das matrizes da planta ),,,( pppp DCBA . Isto é feito 

aplicando-se qualquer método estudado no capítulo 4 para malha aberta.  

 

 

Algoritmo MON4SIDC para malha fechada 

  

5. Coletar os dados como: 

U=r 

Y=[u  y] 

 

6. Aplicar o algoritmo MON4SID para malha aberta, obtendo as matrizes do 

sistema global. 

7. Computar as matrizes da planta 
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8.2 Simulações 
Nesta seção se apresenta um sistema simulado para avaliar o desempenho do algoritmo 

MON4SIDC, o qual é usado para comparar o método proposto com outros algoritmos 

existentes: PEM, N4SIDC, ARXS, MOESPC. N4SIDC denota aqui o algoritmo 1 de 

Van Overschee; De Moor, (1997) apresentado no capítulo 6, ARXS, o algoritmo de 

Ljung and MacKelvey (1996) e MOESPC, o algoritmo de Verhaegen (1993) 

apresentado no capítulo 7. 

Este exemplo simulado foi usado por Verhaegen (1993), Overschee; De Moor (1997), 

Huang et al., (2005) e Katayama (2005) na identificação em malha fechada.  

O sistema é uma planta experimental de laboratório, que consiste em dois pratos 

circulares girados por um servomotor elétrico com um eixo flexível. Para maiores 

detalhes ver [HAKVOORT, 1990].  

O modelo da planta é dado pelas equações (8.1) e (8.2), onde: 
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4

83.7
09.8
4.4

´A























−

= −

02.0
3.3
59.18
99.12
98.0

10, 3B























=

0
0
0
0
1

, TC
 























−

−
=

86336.0
0146.4
515.7

64.6
3.2

, K
  e 0=D   

)(ke , é ruído branco, o qual gera os distúrbios na planta.  

 

O controlador tem uma descrição em espaço de estados da mesma forma que (8.3) e 

(8.4), onde: 

















 −−

=

0
1
0

39.0

1
0
0
75.1

0
1
0

11.3

0
0
1
65.2

cA ,  



















=

0
0
0
1

cB  ,   



















−

−

=

2521.0
7625.0

8629.0
4135.0

T
CC  e 61.0=cD . 

Como entrada exógena para o sistema foi considerado o sinal PRBS, o qual é 

persistentemente excitante. A simulação foi no Simulink do Matlab 6.5.  

 

Foram considerados três tipos de identificação:  

a) Identificação puramente determinística, para o caso )(ke =0. 

b) Identificação com pouco ruído. 

c) Identificação com muito ruído. 
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8.2.1 Identificação puramente determinística 

Para a identificação puramente determinística foi considerado )(ke =0, como mostra a 

figura 8.2. Foram coletadas 3000 amostras e i =20 (número de blocos linha da matriz de 

Hankel). 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.2 Sistema puramente determinístico em malha fechada 

 

 

Os sinais usados na identificação são mostrados na figura 8.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.3 Sinal de entrada r e saída y usados na identificação em malha fechada 

(puramente determinística) 

 

Identificação em malha fechada aplicando o método MON4SIDC 

Coletados os dados de entrada r (k) e saída [u(k) y(k)], o passo seguinte é encontrar a 

ordem do sistema global n = 9, dada pelos valores singulares mais significativos, como 

mostra a figura 8.4. 

 

 

Tempo t(s) 
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Ordem do sistema (n) 

 

Figura 8.4 Valores singulares para o sistema em malha fechada (identificação 

puramente determinística) 

  

Computadas as matrizes do sistema global, o passo seguinte é computar as matrizes da 

planta a partir do sistema em espaço de estados, dado pelas equações (8.10) e (8.11).  

A ordem da planta para o sistema dado pelas equações (8.10) e (8.11) é n =5, dada pelos 

valores singulares mais significativos, como mostra a figura 8.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Ordem do sistema (n) 

 

Figura 8.5 Valores singulares para computar a planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística) 
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A verificação do desempenho do algoritmo foi feita através da comparação do diagrama 

de Bode do sistema real versus o modelo simulado e alocação de pólos dentro do círculo 

unitário do sistema real versus o simulado, como mostram as figuras 8.6 e 8.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.6  Comparação do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método MON4SIDC) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.7 Comparação da posição dos pólos da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método MON4SDIDC) 

w (rad/s)

dB
 



 

 

152

 

Da figura 8.6 pode-se observar que a resposta em freqüência do modelo obtido é similar 

à do sistema real. Da figura 8.7 pode-se observar que o posicionamento dos pólos do 

processo real e do modelo obtido são os mesmos. Destas duas figuras pode-se dizer que 

o modelo simula muito bem o sistema real. 

As matrizes da planta simulada são: 

 
    1.0001   -0.1442   -0.0001    0.1177   -0.0225 
    0.0032    0.9892    0.3580    0.0457    0.0118 
   -0.0005   -0.0616    0.9312   -0.2696    0.0830 
   -0.0001   -0.0007   -0.0329    0.7152    0.6415 
    0.0000    0.0015   -0.0170   -0.5701    0.7644 

 
  -13.4967 
    9.6992 
    0.0138 
    0.3883 
    0.1307 

     
        -0.2193   -0.3188    0.4639    0.3383   -0.0353 
 
        [-1.3411]*e-013 
  

A identificação para o método N4SIDC foi feita com a ordem do sistema da planta  n = 

5. A figura 8.8 mostra o diagrama de Bode para o algoritmo 1 em malha fechada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.8  Comparação do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método N4SIDC) 

Ap= 

Bp= 

Cp= 

Dp= 

w (rad/s)

dB
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Da figura 8.8 pode-se ver que o algoritmo N4SIDC não acompanhou o sinal real (para 

altas freqüências), isto não quer dizer que o método seja ruim, pois, considerando-se a 

ordem da planta n=7, como mostra a figura 8.9, o método teve um ótimo desempenho, 

como mostra a figura 8.10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

Ordem do sistema (n) 
 

Figura 8.9 Valores singulares para computar a planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método N4SIDC) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.10  Comparação do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada 

(puramente determinística, método N4SIDC) 
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Figura 8.11 Comparação da posição dos pólos da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método N4SIDC) 

 

Das figuras 8.10 e 8.11 se pode dizer que o algoritmo N4SIDC teve um bom 

desempenho.  

As matrizes da planta simulada para o método N4SIDC são: 

 
    0.9752    0.0482    0.1507   -0.0080   -0.0053 
   -0.0810    1.0565    0.1007   -0.0194   -0.0192 
   -0.1797    0.0390    0.8919    0.0570   -0.1215 
   -0.0082    0.0268    0.0820    0.7697    0.6864 
    0.0034   -0.0343   -0.1329   -0.5505    0.7095 
  
[5.4253  -3.4405    0.8688   -1.2632    2.0890] T  
 
  [-0.1965   -0.2179    0.0556   -0.0394    0.1032] 
 
   [0.0069]. 

 

A identificação pelo método ARXS foi feita com ordem do sistema da planta  n= 5.  

As figuras 8.12 e 8.13 mostram o diagrama de Bode e a locação de pólos, 

respectivamente.  

 

 

 

An= 

Bn= 

Cn= 

Dn= 
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Figura 8.12  Comparação do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método ARXS) 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

Figura 8.13 Comparação da posição dos pólos da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método ARXS) 

 

As matrizes da planta simulada para o método ARXS são: 

w (rad/s)

dB
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             1.0440   -0.3521   -0.0614   -0.3772   -0.6156 
    0.0122    1.0320     0.6419    0.2435    1.0468 
   -0.0035   -0.0311    0.6801    0.8180    0.2355 
   -0.0006    0.0019   -0.0529    0.7883    1.4025 
    0.0015   -0.0037    0.0471   -0.2390    0.8556 

 
Bx =[ -3.7703    2.7729    0.5933    0.0359   -0.0989] T  
Cx =[ -0.2429   -0.4569    0.6637   -0.3323    0.3031] 
Dx = [0]. 
 

Das figuras 8.12 e 8.13 se pode dizer que o algoritmo ARXS teve um bom desempenho.  

 

A identificação para o método PEM foi feita com a ordem da planta  n= 5. As figuras 

8.14 e 8.15 mostram o diagrama de Bode e a locação de pólos, respectivamente.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.14  Comparação do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método PEM) 

 

Das figuras 8.14 e 8.15 se pode dizer que o algoritmo PEM teve um bom desempenho.  

As matrizes da planta simulada para o método PEM  são: 

 
         0     1.0000         0               0                0 
         0         0         1.0000           0                0 
         0         0              0            1.0000          0 
         0         0              0                0            1.0000 
    0.8600   -4.0000    7.8300   -8.0900       4.4000 

BP =[ 0.0010    0.0173    0.0868    0.2529    0.5421] T  

Ax = 

w (rad/s)

dB
 

AP= 
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CP =[   1     0     0     0     0] 
DP =[ 2.8033] * e-015 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.15 Comparação da posição dos pólos da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método PEM) 

 

A identificação para o método MOESPC foi feita com a ordem da planta  n= 5. As 

figuras 8.16 e 8.17 mostram o diagrama de Bode e a locação de pólos, respectivamente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.16  Comparação do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método MOESPC) 
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Figura 8.17 Comparação da posição dos pólos da planta do sistema em malha fechada 

(identificação puramente determinística, método MOESPC) 

 

As matrizes da planta simulada para o método MOESPC  são: 

 
    1.0003   -0.0673   -0.0086    0.0875    0.0019 
    0.0025    0.9770   -0.2240    0.0681    0.0086 
    0.0001    0.0992    0.9556    0.1852   -0.0080 
    0.0001   -0.0083    0.0183    0.6943    0.6345 
   -0.0000   -0.0002    0.0026   -0.5740    0.7728 

 
Bm =[  -20.8688   10.6452    4.1258    0.4315    0.0931] T  
Cm =[  -0.1778   -0.2245   -0.3611    0.3902    0.0099] 
Dm = [ -1.7126]*e-013 
 
Das figuras 8.16 e 8.17 se pode dizer que o algoritmo MOESPC teve um bom 

desempenho.  

 

Para este caso particular, sistema determinístico operando em malha fechada, todos os 

algoritmos tiveram um bom desempenho, mas um sistema sempre esta perturbado por 

ruídos. Com o objetivo de simular um sistema mais realista, foi adicionado ruído branco 

no processo da planta. 

 

8.2.2 Identificação com pouco ruído  

Foi adicionado ruído branco com média zero e variância 0,001 na planta do processo.  

Foram coletadas 3000 amostras e i =20 (número de blocos linha da matriz de Hankel). 

Os sinais usados na identificação são mostrados na figuras 8.18. 

Am= 
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Figura 8.18 Sinal de entrada r e saída y usados na identificação em malha fechada com 

pouco ruído 

 

Da figura 8.18  e 8.3 é possível ver a diferença do sistema com pouco ruído e sem ruído. 

 

A ordem do sistema global n = 7 é dada pelos valores singulares mais significativos. Os 

resultados da identificação são mostrados nas figuras 8.19  a  8.23. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.19 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos pelo método 

MON4SIDC (identificação com pouco ruído) 

 

Do lado esquerdo da figura 8.19 pode-se observar que o modelo obtido pelo método 

MON4SIDC é bom em baixas freqüências e em altas se afasta um pouco, mas 

acompanha o sinal real. O lado direito da figura 8.19 mostra que a planta simulada é 

estável, pois os pólos do modelo simulado não saem do círculo de raio unitário.  
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Figura 8.20 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos pelo método 

N4SIDC (identificação com pouco ruído) 

 

O diagrama de bode, lado esquerdo da figura 8.20, mostra que o modelo obtido pelo 

método N4SIDC para baixas freqüências é bom, para altas freqüências se afasta. O lado 

direito da figura 8.20 mostra que os pólos do modelo estimado se encontram dentro do 

círculo de raio unitário. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.21 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos pelo método 

ARXS(identificação com pouco ruído) 
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O lado direito da figura 8.21 mostra o diagrama de Bode do modelo estimado pelo 

método ARXS versus o modelo real. Pode-se observar que o modelo obtido para baixas 

freqüências não acompanha o sinal real, para altas freqüências se afasta um pouco mas 

acompanha o sinal real.  O modelo obtido é estável, como mostra o lado direito da 

figura 8.21. Observa-se que os pólos estimados não coincidem com os reais.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.22 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos pelo método PEM 

(identificação com pouco ruído) 

 

Da figura 8.22 pode-se observar que o modelo PEM teve um bom desempenho. O lado 

direito da figura 8.22 mostra que o modelo obtido pelo método PEM é estável. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.23 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos pelo método 

MOESPC (identificação com pouco ruído) 
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O lado esquerdo da figura 8.23 mostra a comparação da resposta em freqüência do 

processo da planta versus o modelo obtido pelo método MOESPC. Pode-se observar 

que para este caso o modelo obtido para baixas e altas freqüências se afasta. O lado 

direito da figura 8.23 mostra que o modelo obtido é estável. Este modelo teve melhor 

desempenho para ordem do sistema n= 9 como mostra a figura 8.24. Esta figura mostra 

que o modelo obtido para baixas freqüências é bom, para altas freqüências se afasta. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.24 Comparação do diagrama de Bode para n =9 pelo método MOESPC 

(identificação com pouco ruído) 

 

Com o objetivo de validar o desempenho do algoritmo MON4SIDC, agregou-se mais 

ruído na planta do processo. 

 

8.2.3 Identificação com muito ruído 

Foi adicionando ruído branco com média zero e variância 0,01 na planta do processo.  

Foram coletadas 3000 amostras e i =20. Os sinais usados na identificação são mostrados 

na figura 8.25. 

 

A ordem do sistema global n = 7 é dada pelos valores singulares mais significativos. Os 

resultados da identificação são mostrados nas figuras 8.26 - 8.30. 
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Figura 8.25 Sinal de entrada r e saída y usados na identificação em malha fechada com 

muito ruído 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.26 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos para método 

MON4SIDC (identificação muito ruído) 

 

Do lado esquerdo da figura 8.26 pode-se observar que o modelo obtido pelo método 

MON4SIDC para baixas freqüências é bom, para altas freqüências se afasta. O lado 

direito da figura 8.26 mostra que o modelo obtido é estável.  
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Figura 8.27 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos para método 

N4SIDC (identificação muito ruído) 

 

O modelo obtido pelo método N4SIDC é instável como mostra o lado direito da figura 

8.27. O modelo obtido tenta caracterizar a dinâmica do planta em baixas freqüências, 

para altas freqüências se afasta. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.28 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos para método ARXS 

(identificação muito ruído) 

 

O modelo obtido pelo método ARXS não acompanha a dinâmica do sistema em baixas 

ou altas freqüências. O modelo obtido é instável como mostra  a figura 8.28.   

Do lado esquerdo da figura 8.29 pode-se observar que o modelo obtido pelo método 

PEM tenta acompanhar a dinâmica da planta, porém para altas freqüências se afasta. O 
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modelo obtido é instável, pois existe um pólo que não está dentro do círculo de raio 

unitário, como mostra o lado direito da figura  8.29. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.29 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos para método PEM 

(identificação muito ruído) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.30 Comparação do diagrama de Bode e alocação de pólos para método 

MOESPC (identificação muito ruído) 

 

O modelo obtido pelo método MOESPC é marginalmente estável como mostra o lado 

direito da figura 8.30. O lado esquerdo desta figura mostra que o modelo obtido não 

caracteriza a dinâmica da planta. Das figuras 8.26 a 8.30 se pode ver que o algoritmo 

MON4SIDC teve o melhor desempenho. Observa-se que os pólos dados pelos 

algoritmos PEM e ARXS saem do círculo de raio unitário. 
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CAPÍTULO 9 
 

 

CONCLUSÕES E FUTURAS PESQUISAS 
 

Neste trabalho se estudou o método de identificação por subespaços para sistemas 

discretos invariantes no tempo, que trabalham em malha aberta e em malha fechada. Em 

ambos casos foi feito um estudo teórico dos métodos MOESP e N4SID.  

A seguir, na seção 9.1 se apresentam as conclusões para sistemas em malha aberta, na 

seção 9.2 para sistemas em malha fechada e em 9.3 se apresentam as contribuições 

desta tese e, por último, na seção 9.4, se enunciam possíveis pesquisas que poderiam ser 

feitas no futuro. 

 

9.1 Para sistemas em malha aberta 
1. A teoria da identificação por subespaços foi apresentada em detalhe com as 

demonstrações dos teoremas principais para cada caso: identificação 

determinística e combinação determinística - estocástica. Isto foi feito para o 

método MOESP e método N4SID. 

 

2. Com base no item 1 citado acima, observa-se que o método MOESP considera a 

matriz de Hankel dos dados de entrada e saída da forma TT
f

T
p

T
p

T
f YYUU ][  e para 

o método N4SID a matriz de Hankel dos dados de entrada e saída da forma 
TT

f
T
p

T
f

T
p YYUU ][ . 

 

3. Tentar apresentar um novo método, mistura dos métodos MOESP e N4SID, 

usando suas respectivas matrizes de Hankel, levaria a um maior esforço 

computacional e tempo de processamento. Neste trabalho se apresenta uma 

alternativa ao  problema citado na frase anterior, através do método MON4SID o 

qual considera a matriz de Hankel dos dados de entrada e saída da forma 
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TT
f

T
p

T
p

T
f YYUU ][  (como no método MOESP), a partir da qual são computadas as 

projeções oblíquas (como no método N4SID). 

 

4. No método N4SID é necessário computar duas projeções oblíquas para 

recuperar as matrizes do sistema, portanto, é necessário ter duas condições 

iniciais, isto pode levar a problemas de polarização. Para solucionar este 

problema, no método proposto MON4SID se computa uma projeção oblíqua, 

chamada aqui de seqüência de estados totais, a qual tem uma só condição inicial. 

Desta seqüência são computadas as seqüências de estados passados e de estados 

futuros. As matrizes do sistema (A,B,C,D) são computadas através do método de 

mínimos quadrados. 

 

5. O número de linhas i da matriz de Hankel dos dados de entrada e saída é dado 

pelo usuário e está diretamente relacionado com o número de dados coletados. 

Idealmente, se os dados são infinitos, o sistema identificado simula muito bem o 

sistema real, mas na prática isso não acontece. Então, considerando diferentes 

valores para i, é possível obter um melhor modelo. 

 

6. Com o objetivo de comparar o desempenho dos algoritmos apresentados neste 

trabalho, foram usados nove algoritmos em três processos diferentes e para se 

avaliar a qualidade dos modelos, aplicam-se indicadores de desempenho. Os 

indicadores de desempenho mais usados são média relativa do erro quadrático 

(MRSE), médio da variância relativa (MVAF) e o FIT. De acordo com FIT, os 

modelos obtidos pelo método MON4SID tiveram um bom desempenho. 

 

7. Querer fazer uma comparação das matrizes do sistema real com o sistema 

simulado para o caso MIMO, não é recomendável, pois um mesmo sistema pode 

ter muitas representações em espaços de estados, além disso, nem sempre o 

melhor modelo simulado tem que ter a mesma ordem do modelo real. 
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9.2 Para sistemas em malha fechada 
1. Tentar aplicar métodos de identificação em malha aberta para identificar 

processos em malha fechada não é recomendado, pois os dados de entrada da 

planta estão correlacionados com os dados de saída. 

 

2. Existem diversos métodos de identificação por subespaços aplicados a malha 

fechada, estes métodos diferem uns dos outros pela configuração do sistema e 

pela implementação dos algoritmos. Como foi visto nos capítulos 6 e 7, é 

possível fazer uma extensão dos métodos de identificação por subespaços para 

malha fechada, a partir dos métodos para malha aberta. Por exemplo, para 

aplicar o método N4SID para malha fechada é necessário ter algum 

conhecimento sobre o controlador. No caso do método MOESP é necessário 

conhecer a ordem do controlador, logo de um sistema global são obtidas as 

matrizes da planta e do controlador através de uma redução de ordem. 

 

3. A teoria da identificação por subespaços para sistemas operando em malha 

fechada foi apresentada em detalhes com as demonstrações dos teoremas 

principais para o caso de MOESP e N4SID. 

 

4. Para solucionar o problema citado no item 2, apresentou-se o método 

MON4SIDC, o qual usa o método MON4SID para identificar a planta de um 

sistema operando em malha fechada e seus resultados são comprados com outros 

algoritmos existentes na literatura: PEM, N4SIDC, ARXS e MOESPC. O 

algoritmo proposto tem vantagem sobre o método N4SIDC no sentido que não 

precisa ter algum conhecimento do controlador e sobre o modelo MOESP, fazer 

redução de ordem para computar a planta do sistema em malha fechada. 

 

5. O sistema de uma planta experimental de laboratório, que descreve dois pratos 

circulares girados por um servomotor elétrico com um eixo flexível é muito 

usado por diversos pesquisadores como: Verhaegen (1993), Overschee; De 

Moor (1997), Huang, et al., (2004), Katayama (2005), entre outros. Este 

exemplo é usado neste trabalho para fazer a identificação de um sistema em 
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malha fechada através do método proposto. Para este sistema, foram 

considerados três tipos de identificação: identificação puramente determinística 

(sistema sem ruído), identificação com pouco ruído (ruído com variância 0,001) 

e identificação com muito ruído (ruído com variância 0,01). Para verificar o 

desempenho dos algoritmos foi feita a comparação do diagrama de Bode do 

sistema real versus o modelo simulado e a alocação de pólos do sistema real 

versus o simulado. No caso do sistema puramente determinístico, considerando 

ordem da planta do sistema n = 5, todos os modelos tiveram um ótimo 

desempenho, exceto para o método N4SIDC. Isto não quer dizer que o modelo 

seja ruim, pois pode acontecer que para outra ordem o modelo tenha um bom 

desempenho (neste caso n = 9). No caso de pouco ruído, com ordem da planta n 

= 7, não tiveram bom desempenho os algoritmos ARXS e MOESPC, mas com n 

=9 o método MOESPC teve melhor desempenho. Na identificação com muito 

ruído, os métodos N4SIDC, ARXS e PEM apresentaram pólos instáveis (fora do 

círculo unitário). Para este caso particular, o método MON4SIDC apresentou um 

bom desempenho em relação à planta do sistema real em malha fechada. 

 

6. A desvantagem do método MON4SIDC é que não estima diretamente a ordem 

da planta, mas sim uma ordem do sistema global. A ordem da planta é estimada 

a partir do sistema simulado dos dados de entrada e saída da planta. 

 

9.3 Contribuições deste trabalho 
1. Os métodos MOESP e N4SID foram apresentados de forma didática para os 

diferentes tipos de identificação. 

 

2. Foram feitas demonstrações dos diferentes teoremas, para os métodos de 
identificação por subespaços para os métodos MOESP e N4SID. Cabe ressaltar 
que alguns teoremas se encontram demonstrados nos artigos destes métodos de 
forma rápida, no entanto, nesta tese, estes mesmos teoremas são demonstrados 
de forma detalhada. Outros teoremas que somente são enunciados nos artigos 
sem demonstração, foram aqui demonstrados, como por exemplo: o teorema 
principal de identificação para malha fechada pelo método N4SIDC, teorema do 
sistema global usado na identificação em malha fechada pelo método MOESPC, 
etc. 
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3. Apresentação dos métodos MON4SID (três algoritmos) como mistura dos 

métodos MOESP e N4SID para sistemas puramente determinísticos. 
 

4. Apresentação dos métodos MON4SID (dois algoritmos) como mistura dos 
métodos MOESP e N4SID para um sistema determinístico – estocástico. 

 
5. Apresentação do modelo MON4SIDC como mistura do modelo MOESP e 

N4SID para identificar a planta de um sistema operando em malha fechada. 
 

6. Apresentação da implementação em Matlab 6.5 dos diferentes algoritmos 
citados na tese. 

 

9.4 Trabalhos futuros 
1. Os algoritmos de identificação por subespaços descritos neste trabalho são do 

tipo caixa preta, no sentido que nenhum conhecimento “a priori” do processo 

pode ser incluído. Entretanto, na prática, muitas características do processo são 

freqüentemente conhecidas (integrador, estabilidade, ganho em regime 

estacionário, etc). A possibilidade para incluir estes conhecimentos nos 

algoritmos de identificação por sub-espaços realçaria extremamente seu valor 

prático. 

 

2. A maioria dos sistemas tem um comportamento não linear, exceto em uma 

determinada faixa de operação, onde pode ser considerado linear. Modelos 

lineares aproximam sistemas não lineares ao redor de um ponto de operação. O 

desempenho do modelo linear (isto é, suas características preditivas) é 

deteriorado, caso se varie o ponto de operação do sistema. Para descrever 

globalmente o comportamento do sistema deve-se recorrer a modelos não 

lineares. Seria muito interessante poder fazer um estudo de identificação de 

sistemas usando-se o método de identificação por subespaços em malha aberta 

para sistemas não lineares. 

 

3. Estudar a identificação por subespaços em malha fechada com os métodos de 

identificação usados para sistemas não lineares. 
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APÊNDICE A 

 
INTRODUÇÃO A ESPAÇOS VETORIAIS  

 

O objetivo deste capítulo não é se aprofundar em conceitos matemáticos de análise 

funcional, demonstrações de teoremas etc, mas sim, apresentar os conceitos 

fundamentais necessários para poder entender os capítulos desta tese.  

 

Neste capítulo define-se o seguinte: dado um conjunto F quaisquer que satisfaça certas 

propriedades de adição e produto, então o conjunto F é um corpo. Dado um conjunto de 

vetores V que satisfaça oito propriedades sobre um corpo F, então V é chamado de 

espaço vetorial. Sendo V um espaço vetorial, pode-se perguntar que conjunto gera o 

espaço V; suponha que seja B tal conjunto (B subconjunto de V ), então o conjunto B, 

cujos elementos são linearmente independentes, chama-se de base do espaço vetorial V . 

Além disso, seja n o número de elementos da base, então a dimensão de V é n. Se no 

espaço vetorial V define-se uma norma , então V é chamado de espaço vetorial 

normado. Isto permite calcular a magnitude de um vetor. Dados os elementos do espaço 

vetorial normado, deseja-se saber se estes elementos são ortogonais, então é preciso 

definir a função produto interno denotada por ),( •• . Assim, dois elementos do espaço 

vetorial são ortogonais se seu produto interno é igual a zero. Sejam Agora dois espaços 

vetoriais V e W define-se transformação linear à aplicação T que leva vetores de V a W 

via T. Se T está definido de V em V, então T é chamado de operador (exemplos: matriz, 

derivada, projeções ortogonais, projeções oblíquas etc). Todos estes conceitos são 

apresentados a seguir.  

 

A.1 Corpo 
Definição A.1.1 Um Corpo consiste em um conjunto F de elementos chamados 

escalares e duas operações chamadas adição e multiplicação definidas sobre F que 

satisfazem as seguintes propriedades. 
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Adição ou soma 

β+α=βα+βα
→+

),(),(
:

a

FFxF
 

 

A todo par de escalares α  e β  em F corresponde um escalar βα +  em F chamado 

soma de α  e β  tal que: 

C.1   βα + = αβ +  

C.2 )()( γβαγβα ++=++              

C.3  Existe um elemento neutro denotado por 0, tal que  00 =+α  

C.4 Existe um único elemento ∈−= αβ F tal que  βα + =0 

 

Produto 

αβ=βα•βα
→•

),(),(
:

a

FFxF
 

Para quaisquer escalares α  e ∈β F corresponde um escalar ∈αβ F chamado produto de 

α  e β  tal que:  

C.5 αβ = βα  

C.6 )()( βγαγαβ =  

C.7 Existe um elemento não nulo 1 tal que:  αα =1  

C.8  αγαβγβα +=+ )(  

       Para todo F∈γ . 

 

Exemplo A.1.1 Considere o conjunto de números reais ℜ  ou o conjunto dos números 

complexos, isto é ℵ seja ℜ=F  (ou ℵ=F ) com as definições usuais de soma e 

produto, então ℜ  (ou ℵ ) é um corpo. 

 

A.1.2 Espaço Vetorial 
Definição A.1.2 Um Espaço Vetorial ou espaço linear ou espaço vetorial linear sobre 

um corpo F consiste em um conjunto não vazio, V, de elementos chamados vetores e de 

duas operações chamadas adição vetorial e multiplicação por um escalar, definidas 

sobre V e F , conforme indicado a seguir: 
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Adição vetorial                 Multiplicação por um escalar 

wvwvVwv
VVxVV

+=
→

),(),(
:

a
   

vvVv
VFxVV

α=αα
→

),(),(
:

a
 

Se v,w  ∈V, então v + w ∈V;    Se v∈V e α ∈F, então α v∈V 

 

O conjunto V é um espaço vetorial sobre F se satisfaz os seguintes axiomas: 

V.1  v + w = w + v         

V.2  v + (w + u) = (v +w) + u     

V.3  Existe um elemento ∈0  V, tal que v + 0  = 0  + v = v,    

V.4  Para cada v∈V, existe um elemento -v ∈V tal que v + (-v ) = (-v ) + v = 0  

V.5  vv )()( αβ=βα   

V.6  wvwv α+α=+α )(  

V.7   vvv β+α=β+α )(         

V.8  1v = v           

Para todo v, w e u∈V ;   βα, ∈F. 

Um espaço vetorial V sobre um corpo F será denotado por (V, F) ou simplesmente por 

V, sempre que possível. 

 

Exemplo A.1.2 O espaço ( nℜ , ℜ ) é um espaço vetorial sobre ℜ , com a adição de 

vetores e a multiplicação por escalar definida como: 

 ( )nnnn yxyxyxyxyyyyxxxx ++++=+ ,....,,,),....,,,(),....,,,( 332211321321     e 

),....,,,(),....,,( 321321 nn xxxxxxxx αααα=α    onde ix,α e ∈iy ℜ . 

onde v= ),....,,,( 321 nxxxx  e  w= ),....,,,( 321 nyyyy ∈ nℜ  . 

 

Exemplo A.1.3 Seja o espaço de matrizes nmM , , que está formado pelo conjunto de 

todas as matrizes nxm  sobre um corpo arbitrário F. Então nmM , é um espaço vetorial 

sobre F em relação às operações usuais de adição de vetores e multiplicação por um 

escalar. 

 

Observe que os exemplos A.1.2 e A.1.3 são espaços vetoriais, pois satisfazem as oito 



 

 

180

 

propriedades desde V1 até V8. 

 

A.1.3 Subespaço Vetorial  
Definição A.1.3 Seja (V, F ) e W um subconjunto de V  (W ⊂ V).  

W é um Subespaço vetorial de V, se W é ele próprio um espaço vetorial sobre F em 

relação à adição de vetores e à multiplicação por escalar em V.  

 

O seguinte teorema e corolário gera um critério simples para identificar subespaços. 

 

Teorema A.1.1: Um subconjunto W não vazio, de um espaço vetorial V é um subespaço 

vetorial de V se estiverem satisfeitas as seguintes condições. 

i)  Para todo u e w W∈   ⇒     u + w W∈  

ii)  Para todo F∈α  e u W∈  ⇒    Wu ∈α . 

 

Corolário A.1.1 se V é um espaço vetorial e W ⊂ V, então W é subespaço vetorial de V 

se e somente se: 

i) ∈0 W   (ou W ≠ 0)  e 

ii) ∈β+α tu W  para todo ∈tu, W e ∈βα, F 

 

Observação A.1.1 

Todo espaço vetorial V admite pelo menos dois subespaços vetoriais: o subespaço nulo 

e o próprio espaço vetorial V. Estes subespaços são chamados de subespaços triviais. Os 

demais subespaços, se existirem, são chamados subespaços próprios.   

 

Exemplo A.1.4 Considere o sistema homogêneo AX = 0 , onde 33xA ℜ∈   e 3ℜ∈X . 

Seja G = }e,,][{ 321321 RxxxxxxX T ∈=  o conjunto de todas as soluções 

homogêneas. Então G é um subespaço vetorial de 3ℜ . 

 

Exemplo A.1.5 O conjunto 2ℜ , não é um subespaço de 3ℜ , pois 2ℜ não é um 

subconjunto de 3ℜ . 
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Exemplo A.1.6 Seja V= nmM , o espaço de matrizes nxm . Então o subconjunto 1W , de 

matrizes triangulares (superior) e o subconjunto 2W  de matrizes simétricas são 

subespaços de V, pois não são-vazios e são fechados em relação à adição matricial e à 

multiplicação por escalar. 

 

A.1.4 Combinação Linear 

Definição A.1.4 Sejam },..,,{ 21 nvvv vetores em um espaço vetorial V. Diz-se que um 

vetor v∈V é combinação linear de nvvv ,..,, 21 se existem escalares ∈αααα n,..,,, 321 F 

tal que  

∑
=

α=α++α+α=
n

i
iinn vvvvv

1
2211 ... . 

 

Exemplo A.1.6 Considere os seguintes vetores de 2ℜ , )1,3(1 =v  e )0,2(2 =v . Então 

v=(1,2) ∈  2ℜ é uma combinação linear de 1v e 2v . 

com efeito: 

 )01,23((2,0)(3,1) 212121 α+αα+α=α+α=v   mas  v = (1,2) 

)1,23((1,2) 121 ααα +=   do qual se obtêm   11 −=α    e  22 =α     

Assim ( ) 21 21 vvv +−=   então v é uma combinação linear de 1v e 2v . 

 

 

 

 

 

Figura A1 Vetor v em combinação linear de 1v e 2v . 

 

A.1.5 Soma e Soma Direta 
Sejam U e W subespaços de V. Então  S = U + W é o conjunto de todos os vetores u + w 

tais que Uu ∈ e  Ww∈ . 

 

Teorema A.1.2 A soma S de dois subespaços vetoriais U e W de V é um subespaço 

v
1v

2v0



 

 

182

 

vetorial. A intersecção U ∩ W é também um subespaço de V. 

 

Exemplo A.1.7 Sejam U = {(a,b,0);  ℜ∈ba, } e W= {(0,0,c);  ℜ∈c }. Então  
3}e,);,,{( ℜ=ℜ∈=+= cbacbaWUS . 

Sejam U e W subespaços de V. Diz-se que V é a soma direta de U e W e representa-se 

por : 

V= U ⊕ W 

se V = U+W  e }0{=∩WU . 

 

Exemplo A.1.8 Sejam U = {(a,0,b,0);  Rba ∈, } e W= {(0,c,0,d);  ℜ∈dc, }. Então  
4}e,,);,,,{( ℜ=∈⊥=+= dcbadcbaWUS  e  }0{)}0,0,0,0{( ==∩WU , logo  

S= U ⊕ W. 

Foi visto que a soma de dois espaços vetoriais é outro espaço vetorial, isto é gera outro 

espaço vetorial. Uma definição mais formal é dada a seguir. 

 

2.4  Subespaços gerados 

Seja V um espaço vetorial e A= },..,,{ 21 nvvv V⊂  com φ≠A . O conjunto S de todos os 

vetores de V que sejam combinações lineares dos vetores de A é um subespaço vetorial 

de V. Então o conjunto A gera S (S = ger(A)). 

 

Observação 1.2 

i) Os vetores nvvv ,..,, 21 são os geradores do espaço S. S = ger(A) 

ii) }quetais....{)( n2211 FvvvSSpan in ∈αα++α+α=  

iii) A é o conjunto gerador 

 

Exemplo A.1.9 Seja o espaço vetorial 3ℜ=V e A= },,,{ 4321 vvvv V⊂ , onde )1,1,1(1 =v , 

)0,1,1(2 =v , )0,0,1(3 =v , )2,0,0(4 =v . Qual é o espaço gerado pelos vetores de A? 

Solução: seja ),,( zyxv =  um elemento dos S = ger(A), então: 

44332211 vvvvv α+α+α+α=  

)2,,2,3(),,( 4321 αααα== zyxv  
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Se ℜ∈=α a4  ⇒  az 21 −=α ;  azy 22 +−=α  e yx −=α3  

 ⇒ 4321 )()2()2(),,( avvyxvazyvazzyxv +−++−+−==  

Logo os vetores },,,{ 4321 vvvv geram V=S= 3ℜ . 

  

Observa-se no exemplo A.1.9 que com quatro vetores se gera 3ℜ , mas se 

},,{ 321 eeeA = , onde ie para i=1,2,3 são os vetores canônicos, também geram 3ℜ . Então 

como caracterizar um conjunto de vetores que geram um espaço vetorial?. Para 

responder esta pergunta é preciso definir quando dois vetores são linearmente 

independentes (LI).  

 

A.1.7 Dependência e independência linear 

Definição A.1.5 Um conjunto de vetores },..,,{ 21 nvvv  de um espaço (V,F) é chamado 

linearmente dependente sobre o corpo F se e somente se existirem escalares 

∈nαααα ,....,,, 321 F não todos nulos  tais que: 

0,...., n2211

n

1i
=α++α+α=α∑

=

vvvv nii               (A.1) 

Caso contrario, o conjunto de vetores },..,,{ 21 nvvv é chamado linearmente 

independente em (V,F). 

 

Exemplo A.1.10 Seja 2ℜ=V  e )2,1(1 =v , )1,0(1 =v , então },{ 21 vv  é LI. 

 

Teorema 1.2 As linhas não-nulas de uma matriz em forma escalonada são linearmente 

independentes. [LIPSCHUTZ, 2004]. 

 

A seguir caracterizam-se os conjuntos geradores, cujos vetores são LI. Formam uma 

base do espaço vetorial. O número de elementos do conjunto dá a dimensão do espaço 

vetorial. 

 

A.1.8 Base e dimensão 

Definição A.1.6 Um conjunto },..,,{ 21 nvvvB = ⊂ V é uma base do espaço vetorial V se: 
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i) B é LI       ii)  B gera V ⇔  ger(B) = V. 

 

Exemplo A.1.11 O conjunto },{ 21 eeB = 2ℜ⊂  é uma base do espaço vetorial 2ℜ , onde 

)0,1(1 =e  e )1,0(2 =e , pois B é LI e B gera 2ℜ . B é chamada base canônica. 

 

Diz-se que um espaço vetorial V tem dimensão finita n ou que é n-dimensional e se 

escreve  dim V = n. 

 

Teorema A.1.3 Se o conjunto },..,,{ 21 nvvvB =  é uma base de um espaço vetorial n-

dimensional então todo vetor ∈x V pode ser escrito de uma única maneira na forma: 

∑
=

α=
n

1i
ii vx   ∈iα ℜ  

Os iα  são as componentes de x com respeito à base B. 

Prova 

A prova será feita por contradição. Suponha que exista uma outra combinação linear 

dos vetores da base tal que: 

∑
=

β=
n

1i
iivx  

Então pode-se escrever: 

0)(
n

1i
=α−β∑

=
iii v  

Como os vetores de uma base são LI isto implica que ii αβ = . 

 

Teorema A.1.4 Se V um espaço vetorial de dimensão finita, então toda base de V tem o 

mesmo número de elementos [LIPSCHUTZ, 2004]. 

 

Este teorema diz que a escolha de base num espaço vetorial não é única, mas o número 

de elementos de cada uma das bases é sempre o mesmo.  

 

Até agora se mostra que é possível representar cada vetor de um espaço vetorial V , por 

meio de uma ênupla, desde que se tenham escolhido uma base B de V. Ocorre então a 



 

 

185

 

pergunta: como se modifica esta representação do vetor, caso seja expressado em outra 

base (pois V tem várias bases). O seguinte enunciado aclara essa dúvida. 

 

Escolha duas bases },..,,{ 21 nvvvB = W={ nwww ,..,, 21 } de V. Como B é uma base, cada 

vetor em W pode ser escrito de maneira única (Teorema A.1.3) como combinação linear 

dos elementos de B: 

nnnnnn

nn

nn

vcvcvcw

vcvcvcw
vcvcvcw

+++=

+++=
+++=

.....
........................

.....
.....

2211

22221212

12121111

 

 

Seja P a transposta da matriz de coeficientes acima: 

 

P



















=

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

K

KKKK

K

K

21

22212

12111

 

 

P é chamada matriz de mudança de base (ou matriz de Transição) da velha base B para 

a nova base W. Como B é LI então a matriz P é invertível. De fato, sua inversa 1−P é a 

matriz de transição da base W de volta à base B. 

 

Seja },..,,{ 21 nvvvB =  uma base de um espaço vetorial V sobre um corpo F e suponha 

que P = ( )ijp  seja uma matriz arbitrária não singular sobre F. Então os n vetores   

  nniiii vpvpvpw +++= .....2211   para todo ni ,..,2,1=  

são LI e assim formam outra base W de V.  

 

Exemplo A.1.12 Considere um espaço vetorial V no qual se define o sistema: 

                                           kk1k BuAxx +=+                                        (A.1.2) 

                                              kkk DuCxy +=               (A.1.3) 

Seja uma base },..,,{ 21 nxxxB =  (dos vetores de estado) do espaço V. 
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Define-se um novo vetor de estado  

                                          )(ˆ)( kxPkx =                                                                  (A.1.4) 

onde P é uma matriz não singular (isto é, existe a inversa de P) .  

Substituindo-se (A.1.4) nas equações (A.1.3) e (A.1.4) se obtém: 

                                           )()(ˆ)1(ˆ kBukxAPkxP +=+                                           (A.1.5) 

)()(ˆ)( kDukxCPky +=  

Multiplicando-se ambos lados da equação (A.1.5) por 1−P , se obtém 

)()(ˆ)1(ˆ 11 kBuPkxAPPkx −− +=+  

Definindo-se AAPP ˆ1 =−   , BBP ˆ1 =−   ,   CCP ˆ=       e       DD ˆ=  

se obtém um novo sistema: 

                                          )(ˆ)(ˆˆ)1(ˆ kuBkxAkx +=+                (A.1.6) 

                                               )(ˆ)(ˆˆ)( kuDkxCky +=  

Na nova base W={ nxxx ˆ,...,ˆ,ˆ 21 }. 

 

Os dois sistemas são equivalentes e os vetores de estado )(kx  e )(ˆ kx estão relacionados 

pela matriz P. Dado que a matriz P seja qualquer matriz não singular, então existe uma 

quantidade infinita de espaço de estado. 

 

Definição A.1.7 A dimensão de um espaço vetorial V não nulo é o número de vetores 

de uma base para B. Denota-se por: dim(V). 

 

Se B não possui base, dim(V) = 0. 

 

Exemplo A.1.13 Seja a matriz mxnA , então dim(A)=mxn 

 

Observação A.1.2 Seja V um espaço vetorial de dim(V) = n. Se VS ⊂  é um subespaço 

de V, então dim(S) n≤ . Se dim(S) = n, então S=V. 

 

Teorema A.1.5 Sejam U e W subespaços de dimensão finita de um espaço vetorial V. 

Então U + W tem dimensão finita e 
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dim(U + W) = dim U + dim W – dim (U ∩ W) 

 

A.1.9 Espaço linha e espaço coluna de uma matriz  
Seja A uma matriz arbitrária nxm  sobre um corpo F (F=ℜ ). 



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

 

As linhas de A,  

( ) ( )mnmmmn aaaRaaaR ,...,,,....,,...,, 21112111 ==  

podem ser encaradas como vetores em nℜ e, daí, geram um subespaço de nℜ , chamado 

espaço linha de A. Isto é 

esplin A=ger( mRRR ,...,, 21 ) 

 

Analogamente, as colunas de A podem ser encaradas como vetores em nℜ  e, daí, geram 

um subespaço de mℜ  chamado espaço coluna de A, denotado espcol A.  

 

Alternativamente, espcol A= esplin TA  . 

 

Teorema A.1.6 Toda matriz é equivalente por linhas a uma única matriz em forma 

canônica reduzida por linhas. A prova pode ser vista em [LIPSCHUTZ, 2004]. 

 

Estamos familiarizados com funções ordinárias, tais como a função f definida pela 

equação f(x) = x2. Essa função transforma um número real em outro número real, no 

caso, no seu quadrado. Por exemplo, o número 2 é transformado em 4, isto é, f(2) = 4. 

Enunciam-se agora funções que transformam vetores em vetores. Se A é uma matriz m x 

n, então a equação T(x) = Ax define uma função T, que transforma um vetor x em nℜ em 

um vetor Ax, em mℜ . Assim, T é uma função de nℜ para mℜ . 

 

A.1.10 Aplicações lineares 
Sejam V e W espaços vetoriais sobre o mesmo corpo F. Uma aplicação T:V → W é 



 

 

188

 

chamada de aplicação linear (ou transformação linear ou homomorfismos de espaços 

vetoriais) e se verifica que: 

T( 1α v1 + 2α v2)= 1α T(v1)+ 2α T(v2)                                    (A.1.7) 

para quaisquer v1 e v2 em V e quaisquer escalares 1α e 2α  em F.  

 

A equação (A.1.7) mostra que uma transformação linear satisfaz o princípio da 

superposição. 

Sendo T uma função, cada vetor Vv ∈ tem um só vetor imagem Ww∈ , que será 

indicado por Tvw = . 

 

Exemplo A.1.14 T: 32 ℜ→ℜ definida por T(x,y) = ),2,3( yxyx −− é uma transformação 

linear. 

Observações A.1.3  

i) Se T(0) ≠ 0, T não é linear. 

ii) Quando em T: V → W, V = W, então a transformação linear é chamada de Operador 

Linear. 

iii) Uma matriz Amxn sempre determina uma transformação linear T: mn ℜ→ℜ  onde  

T(v) = Av. 

iv) Seja uma transformação linear T: V → W seja B={ nvvv ,..,, 21 } uma base de V . Então 

para todo Vv ∈  se pode expressar nnvvvv α++α+α= ..2211 , assim sua imagem  é 

)(..)()()..()( 22112211 nnnn vTvTvTvvvTvT α++α+α=α++α+α=  

Se )(),..,(),( 21 nvTvTvT  são conhecidas, então sempre é possível obter a imagem de 

T(v).  

 

A.1.11 Núcleo de uma transformação linear 

Definição A.1.7 Chama-se de núcleo de uma transformação linear T: V → W, ao 

conjunto de todos os vetores Vv ∈ tal que T(v) = 0.  

Indica-se esse conjunto por  

}0)(;{)ker()( =∈== vTVvTTN  
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Exemplo A.1.15 

Seja a transformação linear 32: ℜ→ℜT  tal que )83,4(),,( zyxzyxzyxT +++−= .  

O núcleo 

⇔=ℜ∈= )}0,0(),,(;),,{()( 3 zyxTzyxTN )0,0()83,4( =+++− zyxzyx  

Resolvendo, para az = , obtem-se ax 3−=   e  ay = .  

Assim });1,1,3({)( RaaTN ∈−= ; o vetor (-3,1,1) gera o espaço N(T). 

 

A.1.12 Imagem de uma transformação linear 

Definição A.1.8 Chama-se de imagem de uma transformação T: V → W, ao conjunto de 

vetores Ww∈ que são imagens de pelo menos um vetor Vv ∈ . Indica-se este conjunto 

por )Im(T , ou seja 

Im (T) = {w ∈ W; T(v) = w, para algum v ∈ V}. 

Im (T) ⊂ W é um subconjunto, um subespaço. 

 

 

 

 

 
O seguinte teorema relaciona a noção de dimensão com a de aplicação linear T:V → W. 

No caso de V ter dimensão finita, subsiste a seguinte relação fundamental. 

 

Teorema A.1.5 Seja V de dimensão finita e T: V → W uma aplicação linear. Então: 

dim(V ) =dim(ker (T )) + dim(Im (T )) 

 

Exemplo A.1.16 Seja 32: ℜ→ℜT  tal que )0,,(),,( yxzyxT = . Então a 2)Im( ℜ=T  e 

ℜ=)ker(T , assim 3= )dim( 3ℜ =1+2.  

 
Observação A.1.4 Seja T: V → W uma aplicação linear. Define-se o posto de T como a 

dimensão de sua imagem e nulidade de T como a dimensão de seu núcleo. Assim, pelo 

V W
Im(T )

N(T )

T

.0
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teorema A.1.5 tem-se que: 

posto T + nulidade T = dim V 

O posto de uma matriz foi definido como a dimensão de seu espaço coluna e espaço 

linha. Note também que, encarando a matriz A como uma aplicação linear, então ambas 

as definições se correspondem, pois a imagem de A é precisamente seu posto coluna. 

 

Exemplo A.1.17 

Considere um sistema de m equações lineares com n incógnitas sobre um corpo F: 

nnnnnn

nn

nn

ccc

ccc
ccc

bv.....vv
........................

bv.....vv
bv.....vv

2211

22222121

11212111

=+++

=+++
=+++

 

 que é equivalente à equação matricial 

Av = b 

onde A= )( ijc é a matriz de coeficientes e v = (vi ) e  b = (bi ) são os vetores coluna das 

incógnitas e das constantes, respectivamente. Ora, a matriz A pode ser encarada como 

uma aplicação linear 

A: mn ℜ→ℜ  

Assim, a solução da equação Av=b pode ser vista como a pré-imagem de b∈ mℜ sobre a 

aplicação linear A: mn ℜ→ℜ . Além disso, a solução da equação homogênea associada 

Av=0 pode ser vista como o núcleo da aplicação linear A. 

 

O Teorema A.1.5 sobre aplicações lineares gera a seguinte relação: 

dim(ker A)=dim nℜ  – dim(Im A) = n –posto A 

Mas n é precisamente o número de incógnitas no sistema homogêneo Av=0.  

 

A.1.13 Distância, Norma e Produto Interno em um espaço vetorial  
Para poder realizar operações algébricas em espaços vetoriais é necessária uma medida 

(métrica), mas isto ocorre da de forma natural quando se define uma norma, da qual se 

obtém um produto interno. Com estas definições se pode tratar tópicos conhecidos em 

ℜ , como limite, derivada, integral, projeções etc. Cabe aclarar que um espaço  vetorial 
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V pode ter várias métricas e normas e se pode definir diferentes produtos internos. 

 

A.1.13.1 Métrica 

Seja V um conjunto arbitrário, chama-se espaço métrico a um par (V, d), quando existe 

uma função ℜ→VxVd : que obedece as propriedades: 

d.1 0),( ≥yxd  e igual a zero se e somente se yx = . 

d.2 ),(),( xydyxd =  

d.3 ),(),(),( zydyxdzxd +≤  para qualquer x, y e z ∈V (desigualdade do triângulo) 

 

Exemplo A.1.18 Seja o espaço ( dn ,ℜ ), define-se a métrica usual:  

d((x1,..,xn ),(y1,..,yn )) = 22
22

2
11 )(..)()( nn yxyxyx −++−+−  

 

Introduzindo a idéia de origem (fazendo 0=y ) e fazendo a métrica ter um 

comprimento definido, independente de x, define-se a seguir, norma ou comprimento de 

um vetor x ∈V representado por x . 

 

A.1.13.2 Norma  

Chama-se espaço normado a um par (V, ), onde V é um espaço vetorial sobre um 

corpo F (ℜ  ou ℵ ) e  +ℜ→V:  é uma função que verifica as seguintes condições, 

N.1 x  = 0 se e somente se x = 0, 

N.2 xx λλ =  

N.3 yxyx +≤+  

para x, y ∈  V e  λ  um escalar ( ∈λ  F): 

 

À função  chama-se de norma.Todo espaço normado é em particular um espaço 

métrico, com a métrica yxyxd −=),( . Neste caso a norma é recuperada da métrica d 

através de )0,(xdx = . Mas nem toda métrica em um espaço vetorial é definida por 

uma norma. 
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Exemplo A.1.19 Para 1 p≤ < ∞ , o espaço pl  consiste no conjunto das sucessões 

),...,( 1 nxxx =  tais que  

∞<






∑
∞

=

p

i

p
ix

1

1
 

A norma de um elemento de ∈x pl  é 
p

i

p
ip

xx

1

1








= ∑

∞

=

. 

A prova poder ser vista em [BACHMAN; NARICE, 2000].   

 

Exemplo A.1.20 Seja A mxnR∈ . A definição da norma de uma matriz pode ser 

compatível com a norma de um vetor. A norma mais popular de uma matriz é a norma 

de Frobenius, dada por: 

∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijF

aA
1 1

2  

 

A.1.13.3 Espaços com produto interno 

Suponha que V seja um espaço vetorial real ou complexo sobre um campo F (ℜ  ou ℵ ). 

Um produto interno em V é uma aplicação  

),(,
:)(,

yxyx
FVxV

a><
→

 

onde (x,y) denota o produto interno dos dois vetores e <x,y> representa somente a 

ordem dos vetores em VxV. Esta aplicação é um produto interno se satisfaz: 

p.1 (x,y)= ),( yx          ; x,y ∈V, onde a barra denota o complexo conjugado 

p.2 ),(),(),( zyzxzyx β+α=β+α       ;  ∈βα , F      e      x,y,z ∈V 

p.3 0),( ≥xx para todo x∈ V  e  00),( =⇔= xxx  

 

Os espaços com produto interno são chamados de espaços pré-Hilbert. 

Se V é um espaço de Banach (vide [BACHMAN; NARICE, 2000]) que satisfaz as 

propriedades de produto interno, então V é um espaço de Hilbert. 
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Por p.3 ).( xx  é não negativo e então sua raiz quadrada positiva existe. Utiliza-se a 

notação  ),( xxx = ou em forma equivalente 

                                                   xxxxx T== ),(2                           (A.1.8) 

Se 1=x , então x é chamado vetor unitário e se diz normalizado.  

Dois vetores de um espaço vetorial V são ortogonais, se (x,y)=0. 

O ângulo θ  entre dois vetores x e y é definido por
yx
yx ),(cos =θ   para π≤θ≤0  

A.1.13.4 Conjunto ortogonal de vetores 

Seja V um espaço vetorial e },..,,{ 21 nvvvB = ⊂ V é ortogonal se dois vetores quaisquer, 

distintos são ortogonais, isto é 0),( =ji vv  para ji ≠ . 

  

Teorema A.1.6 Um conjunto ortogonal de vetores },..,,{ 21 nvvvA =  não nulos é LI. 

 

A.1.13.5 Base Ortogonal e Base Ortonormal 

Diz-se que uma base },..,,{ 21 nvvvB =  de V é ortogonal se o conjunto de vetores é um 

conjunto ortogonal. 

 

Diz-se que uma base },..,,{ 21 nvvvB =  de V é ortonormal se B é uma base ortogonal e 

todos seus vetores são unitários. 

Seja B uma base de V, então existe uma base ortogonal B~  para V, isto é possível 

mediante o processo de ortogonalização de Gram – Schmidt. 

 

A.1.14 Complementos ortogonais  
Seja W ⊂ V, V é um espaço vetorial com produto interno, o complemento ortogonal de 

W, denotado por ⊥W  consiste dos vetores em V que são ortogonais a todo vetor w∈ W: 
⊥W ={v∈V: (v,w)=0 para todo w∈ W }. 
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Figura A.2 Espaços complementares, observa-se que ⊥∈Wv . 

 

É fácil mostrar que ⊥W  é um subespaço de V. 

No exemplo A.1.17 se b=0 então Av=0, assim W é o conjunto solução formado pelos 

vetores v. Mas pode-se dar outra interpretação a W, aplicando-se a noção de 

ortogonalidade. Especialmente cada vetor solução v é ortogonal a cada linha de A e, 

consequentemente, W é complemento ortogonal do espaço linha de A. 

 

Teorema A.1.7 Seja W um subespaço de V. então V é soma direta de W e ⊥W , isto é 
⊥⊕= WWV . 

 

A.1.15 Matrizes Ortogonais 
As matrizes com o mesmo número de linhas e colunas são chamadas de matrizes 

quadradas. Umas das propriedades destas matrizes é a comutatividade AB=BA. Se 

A=( )ija  e B=( )ijb  são matrizes quadradas de ordem n, a diagonal (ou diagonal 

principal) de A consiste nos elementos nnaaa ,..,, 2211 . O traço de A (trace A) é a soma dos 

elementos das diagonais. As potências de A são definidas como: AAA =2 , ..., 

AAA nn =+1  e IA =0 , onde I é a matriz identidade. A matriz quadrada A é invertível (ou 

não singular) se existe uma matriz B tal que AB=BA=I, tal matriz B é única e é chamada 

de inversa de A, e se denota por 1−A . Também se o determinante de A e´ diferente de 

zero então a matriz A é invertível. Se kAAA ,..,, 21  são invertíveis, então seu produto é 

invertível e 1
1

1
1

11
21 ...),..,,( −−

−
−− = AAAAAA kkk . Se A é uma matriz quadrada com a 

propriedade AAT = , então A é simétrica e A é anti-simetrica se AAT −= . 

Uma matriz real A é ortogonal se IAAAA TT == . Note que uma matriz ortogonal A é 

W

Ww ∈1

v V∈  
 



 

 

195

 

necessariamente quadrada e invertível, com inversa TAA =−1 .  

 

Teorema A.1.8 Seja A uma matriz quadrada. Então as seguintes afirmações são 

equivalentes: a) A é ortogonal, isto é, 1−= AAT ; b) as linhas de A formam um conjunto 

ortonormal; c) as colunas de A formam um conjunto ortonormal.  

 

O teorema é válido para o produto interno usual em ℜ n . Não é válido se atribuímos 

outro produto interno em ℜ n .  

 

Vários problemas algébricos envolvendo matrizes podem ser resolvidos deixando-as em 

alguma forma especial (diagonal, triangular, entre outras); isto é possível através de 

uma seqüência de transformações ortogonais elementares. Por exemplo, para solucionar 

um problema linear AX=B uma forma de atacar este problema é pelo método de 

eliminação gaussiana, este método é equivalente a fatorar a matriz A em produto LU, 

onde L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular superior, a partir de 

daí podemos calcular o determinante de A e sua inversa 111 −−− = LUA . Este método é 

aplicado quando a matriz A é quadrada, mas se A é uma matriz mxn existem outras 

formas de solucionar este problema pelo método de Cholesky, Fatoração QR mediante 

Householder, decomposição em valores singulares. Quando o posto de A é menor que n, 

o sistema é indeterminado. Nestes casos se diz que A é de posto deficiente. Sabe-se que 

tal problema não tem solução única e habitualmente se exige a condição de norma 

mínima. 

O algoritmo completamente estável para estes casos é a decomposição dos valores 

singulares (DVS). Uma alternativa é a fatoração QR, que é estável quase sempre, a qual 

pode ser calculada no Matlab pelo comando [Q R]=qr (A,0) e a solução do problema 

inicial é  X=R\(Q´*B). 

 

A.1.16 Fatoração QR 
Para considerar a decomposição QR, é necessária a transformação de Househlder. 

 

Lema A.1.1 Considere dois vetores x ≠ y ∈ nℜ  com yx = . Então existe um vetor 
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u ∈ nℜ  tal que 

                                       ( )xuuIy T2−= ,   1=u               (A.1.9a) 

 

O vetor u é unicamente definido por 

                                                       
yx
yxu

−
−

±=               (A.1.9b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura A.3 Transformação de Householder 

 

Prova 

Se yx ≠  então 0≠− yx  assim 0≠− yx . Defina-se um vetor 
yx
yxu

−
−

±=  o qual 

existe e ∈ nℜ , com norma 

     1=
−
−

=
−
−

=
yx
yx

yx
yxu . 

Agora prova-se que o vetor u satisfaz a condição ( )xuuIy T2−=  

 

Observe que 

                                           ( ) xuuxxuuI TT 22 −=−                (A1.10) 

Substituindo-se a equação (A.1.9b) em (1.10) 

Span{u} 

Span{u} ⊥  

x

Px=y
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( ) x
yx
yx

yx
yxxxuuxxuuI

T

TT
























−
−

±
−
−

±−=−=−
)(.)(222  

( ) x
yx

yxyxxxuuI
T

T













−

−−
−=− 2

))((22        (A.1.11) 

Se (x,y)=(y,x) então xyyx TT =  e pela equação (A.1.8) aplicada em (A.1.11) 

( )
)()(

))((2))((22 2 yxyx
xyxxyxxx

yx
yxyxxxuuI T

TTT
T

−−
−−

−=












−
−−

−=−  

( ) yxx
xyxx

xyxxyxx
yyxyyxxx

xyxxyxxxuuI TT

TT

TTTT

TT
T +−=

−
−−

−=
+−−

−−
−=−

)(2
))((2))((22  

( ) yxuuI T =− 2  

 

Por último, prova-se a unicidade de u. Para isso supor que exista outro vetor v em nℜ  

que também satisfaça o Lema 1.1 com 1=v . 

Então o vetor y pode ser achado mediante o vetor u e o vetor v: 

xvvIxuuIy TT )2()2( −=−=  então xvvxxuux TT 22 −=−  ⇒  )()( xvvxuu TT = , x∀  

 

Como x é arbitrário então seja x = u ( ou x = v) então  

)()( uvvuuu TT =   ⇒  )( uvvuu T=       mas   1=u  

)( uvvu T=  ⇒  )( uv
yx
yx

yx
yx T

−
−

±=
−
−

±   assim 

uvT=±1  mas usando o fato que 1122 ==u  

uvu T=± 2   ⇒    ),(),( uvuu =±    ⇒   vu =± . 

Portanto u é único. 

 

A matriz ( )TuuIP 2−=  do Lema 1.1 é chamada da transformação de Householder, a 

qual é simétrica e satisfaz  

IuuuuuuIuuIP TTTT =+−=−= )(44)2( 22    ⇒   IPPP ==2              
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Então a matriz P é simétrica ( TPP = ) e IPPPPP T ===2  ⇒  TPPP ==−1 , isto 

implica que P é uma transformação ortogonal e se pode interpretar como um operador 

que faz yPx =   ou xPy = . 

 

Apresenta-se a seguir, uma idéia para depois encontrar a matriz QR. Seja o vetor a 

∈ nℜ . O problema é transformar o vetor a  para o vetor b (b ∈ nℜ ,  b é construído), 

com as restrições  ba = , isto é: 

 Dado  



















=

na

a
a

a
...

2

1

 transformar a  para o vetor 



















=

0
...
0

1b

b   isto é  (Pa = b) ,   ba = = 1b    

Como ba = , se tem 1ba =      então  ab ±=1 .  

Assim define-se 

















 −

=−=

na

a
ba

baa
K

2

11

~     e 

22
2

2
111

2
1

22
2

2
11

2 ...2...)()~,~(~
nn aabbaaaabaaaa ++++−=+++−==  

2
1

2
111

22
111

22
2

2
1

2
111

2 22...)2(~ bbbaabbaaaabbaa n ++−=++−=+++++−=  

ababba T ~2)(2~
111

2 −=−=                (A.1.12) 

Observe que se o sinal de 1b  é igual ao sinal de 1a , então existe a possibilidade que 

11 ba − tenha valor pequeno. Esta dificuldade pode ser solucionada escolhendo-se o 

sinal de 1b  oposta a 1a . 

Da mesma forma que no Lema 1.1 define-se o operador  

                                                          
aa
aaIP

T

~~
~~2

−=               (A.1.13) 

Substituindo-se (A.1.12) na equação (A.1.13) se obtém 
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11

2 ~
~~~~

~
~~2

~~
~~2

ab
aaI

ab
aaI

a
aaI

aa
aaIP

T

T

TTT

+=+=−=−=             (A.1.14) 

 

Agora aplica-se o operador P ao vetor a para obter o vetor b, mas antes observe que se 

1ba =  é fácil notar que 2
1

2 baaaT ==  (pois 2
11 bb = ), então 2

1baaT = . E da 

definição de a e b se obtém  11ababT = .  

)(
))((

)(
))((

)(
))((

~
~~

111

11
2

1

11111111 bab
abbbaa

bab
abaabaaa

bab
babaaa

ab
aaIPa

TTTT

−
−−

−=
−

−−
−=

−
−−

−=







+=

bbaa
bab

abbbaaPa =+−=
−

−−
−=

)(
)()(

111

111                  (A.1.15) 

bPa = . 

 

Portanto conhecendo baa −=~  e 1b , o vetor a pode ser transformado no vetor b com as 

especificações dadas acima. Sabe-se que este método é muito eficiente e computável, 

pois só as primeiras componentes de a são modificadas na computação.  

 

Com estas idéias básicas apresenta-se, a seguir, a decomposição QR, a qual é muito 

aplicado na álgebra linear numérica. 

 

Lema 1.2 Toda matriz retangular mxnRA∈ , nm >  é decomposta no produto de duas 

matrizes: 

QRA =                 (A.1.16) 

donde mxnQ ℜ∈  é uma matriz ortogonal com n
T IQQ =  e nxnR ℜ∈  é uma matriz 

triangular superior. O lado direito da equação (A.1.16) é chamado de decomposição QR 

da matriz A. 

Prova 

A decomposição QRA =  é equivalente a RAQT = , então a matriz TQ  é uma 

transformação ortogonal que transforma a matriz A em uma matriz triangular superior.  

Isto é feito pelo método de transformação de Householder. 

Seja )1(:,)1( Aa =  a primeira coluna do vetor A. Defina au ~)1( =  e 1b  da forma: 
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
















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a
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a       ⇒    













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
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1
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a
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

















=

0
...
0

1

)1(

b

b  

donde )1()1(
1 ab ±= . De acordo com  (A.1.13), se obtém o operador 

 

( )
( ) )1()1(

)1()1(
)1(

ub
uuIP T

T

+=  

Defina )1()1( AAP = , (considere [ ]mxm
maaaA )()2()1( KMM= ), assim: 
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Observa-se que )1(:,)1(A  é o mesmo que a equação (A.1.15), motivo pelo qual se obtém 

[ ]mxm
mPaPaPaAP )()2()1()1( MKM=  
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L

 

Assim o vetor na primeira coluna de )1(A é o vetor )1(b  e os demais vetores colunas de 
)1(A  encontram-se afetados por )1(P . Na transformação seguinte o vetor )1(:,)1()1( Ab =  

não é modificado, e assim é colocado como a primeira coluna de R. 

Agora encontra-se a segunda coluna do vetor )1(A . Para isso define-se )2(a ,  )2(u  e )2(b  

como: 
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donde )2(
2 ab ±= .  E )2(P   é definida por 
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             (A.1.17) 

)2(P  é uma matriz ortogonal, em efeito (aplicando a formula A.1.12) 
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 Assim multiplicando )1(A  por )2(P  se obtém 
)2()1()2()1()2( AAPPAP ==  isto é: 
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                (A.1.18) 

 

Note que a primeira linha e coluna de )2(A são as mesmas de )1(A . 

Repetindo-se este procedimento até a n-coluna, se obtém a matriz triangular inferior 
)(nA da forma: 

                                          







==−

0
)()1()1()( R

AAPPP nnn L              (A1.19)      

Como cada componente de )( jP  para nj ,..,1=  é ortogonal e simétrica, então  









==

0
)()()2()1( R

QAPPPA nnL  

onde nxnR ℜ∈  é triangular superior  e mxnQ ℜ∈  é ortogonal, isto completa a prova. 

 

A decomposição em QR é aplicada para achar uma base ortonormal para um conjunto 

de vetores. 

 

A.1.17 Projeções  

Definição A.1.2 Suponha que nℜ  seja dado pela soma direta de subespaços V e W, isto 

é nℜ =V ⊕ W   ,    WV ∩ ={0}. 

Então o vetor nx ℜ∈  pode ser unicamente expresso como 

                                             wvx +=   , Vv ∈  e Ww∈         (A.1.20) 

donde v é a projeção de x sobre V ao longo de W e w é a projeção de x sobre W ao longo 

de V.  

 

Como a projeção é um operador linear em nℜ , então ela pode ser expressa como uma 

matriz. 

 

Para definir a projeção ortogonal (isto é, a projeção entre dois espaços ortogonais, por 

exemplo, V e ⊥V ) são necessárias algumas propriedades da matriz projeção. Assim se 
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enunciará a seguir algumas propriedades de uma matriz P idempotente, para depois 

demonstrar que toda matriz projeção é idempotente. 

 

Lema A.2 Suponha que a matriz nxnP ℜ∈  seja idempotente (isto é PP =2 ) se e 

somente se,   

                                                 )Im()( PIPKer n −=              (A.1.21) 

Prova  

⇒ ] Suponha que PP =2   então demonstrar que )Im()( PIPKer n −=  

é provar que )Im()( PIPKer n −⊂  e )Im()( PIPKer n −⊃  

Seja )(PKerx ∈  então 0=Px , observa-se que xPIx )( −=  resulta que )Im( PIx −∈ , 

assim )Im()( PIPKer n −⊂ . 

Seja nx ℜ∈ , tem-se que xPIPxPPxPxPx )(0 2 −=−=−= , então )()( PKerxPI ∈−  

significa que )()Im( PKerPI ⊂− . Isto prova (A.1.21). 

 

⇐ ] Se )Im()( PIPKer n −=  então provar que P é idempotente  

Para qualquer vetor nRz ∈ , seja sua imagem zPIx )( −= , então pela hipótese se tem 

que )(PKerx ∈ , então xPPxPxxPzPIPPx 2)()(0 −=−=−==  para qualquer vetor 
nRz ∈ , implica que PP =2 . 

 

Corolário A.1.1 Suponha que se a matriz nxnP ℜ∈  seja idempotente, então  

)()Im( PKerPn +=ℜ  

   )()Im( PKerPn ⊕=ℜ             (A.1.22) 

Prova  

Para qualquer vetor nRx ∈  pode ser expressado como xPIPxx )( −+=  então por 

(A.1.21) , 

)()Im()Im()Im( PKerPPIPn +=−+=ℜ              (A.1.23) 

 

Agora seja )()Im( PKerPx ∩∈ . Então se tem )Im(Px ∈  e )(PKerx ∈ , assim 

)Im(Px ∈  então Pyx =  para ny ℜ∈   e para )(PKerx ∈  então Px=0 . Da hipótese 
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PP =2  se obtém que  xPyPxPxPPx ===== )(0 2 . Como x é um vetor arbitrário 

então )()Im(}0{ PKerP ∩= , assim o lado direito de (A.1.23) é expresso como a soma 

direita, isto é )()Im( PKerPn ⊕=ℜ . 

 

Lema A.1.3 A matriz nxnP ℜ∈ é a matriz projeção sobre )Im(P  ao longo de )(PKer  se 

e somente se P é uma matriz idempotente. 

Prova 

⇒ ] Se P é a matriz projeção sobre )Im(P  ao longo de )(PKer , então se provará que P 

é uma matriz idempotente. Pela definição A.1.2 (considerando V=Im (P) e W= Ker (P)) 

então para qualquer nx ℜ∈ , wvx += ,  Vv ∈  e Ww∈  onde v é a projeção de x sobre 

V ao longo de W. 

Para qualquer nx ℜ∈ ,  )Im(PPxv ∈=   e  0= Px )(PKer∈ . 

Seja vPvPxP ==)(                    (A.1.24) 

pois a projeção de v V∈  sobre V ao longo de W é o mesmo vetor v, isto é 0+= vv ,  

pelo qual Pvv = . Mas Pxv = , substituindo-se na equação (A.1.24) 

PxvPvPxP ===)(  então PP =2  para qualquer nRx ∈ . 

 

⇐ ] P é uma matriz idempotente então se provará que P é a matriz projeção sobre 

)Im(P  ao longo de )(PKer  

Define-se },/{ nxPxvvV ℜ∈==  e },)(/{ nxPxPIwwW ℜ∈−== . Pelo corolário 

A.1.1 e lema A.2 implica que nx ℜ∈  é decomposto unicamente como 

wvxPIPxx +=−+= )(  ,     Vv ∈  e Ww∈   com }0{=WV I  

Pela definição A.1.2 P é a matriz projeção sobre )Im(PV =  ao longo de )(PKerW = . 

 

A.1.18 Projeção ortogonal 

Definição A.1.5 Suponha que V ⊂ nℜ então para qualquer nx ℜ∈  pode ser unicamente 

expresso como 

wvx +=   ,  Vv ∈  e ⊥∈Vw             (A.1.25) 
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Isto é um caso particular da definição A.1.2 com ⊥= VW  e v é chamado de projeção 

ortogonal de x sobre V.  Isto é mostrado na figura 1.4. 

 

 

 

 

 

Figura A.4 Projeção ortogonal 

 

Existe uma condição necessária e suficiente que caracteriza uma projeção ortogonal e é 

dada por: 

 

Lema A.1.5 A matriz nxnRP ∈  é a projeção ortogonal sobre Im(P) se e somente se 

satisfaz as duas condições  

i) PP =2   ii) PPT =  

prova é só aplicar o lema A.1.3 

 

Apresenta-se a seguir, uma forma de encontrar a matriz projeção P. Inicialmente 

apresenta-se para uma reta e depois para um subespaço. 

 

A.1.18.1 Projeção sobre uma reta 

Dado um ponto ),..,,( 21 mbbbb = mℜ∈  e uma reta que passe pelo origem na direção do 

vetor ),..,( 21 maaaa = mℜ∈ . Seja p um ponto sobre a reta. Imagine que se esteja 

olhando sobre o ponto b para encontrar o ponto p que fecha a b. Esta é a idéia de 

ortogonalidade. Assim a reta que une b até p é perpendicular ao vetor a. 

 

A projeção p é múltipla do vetor a (isto é p= x~ a). Caso se conheça x~  então encontra-se 

a projeção p e assim encontra-se a matriz projeção P. 

Observe que a reta b-p é ortogonal ao vetor a, então: 

(a,b-p) = (a,b- ax~ ) = 0 ⇒ (a,b)-(a, ax~ ) = 0  ⇒ baT - aax T~ =0  ⇒
aa
bax T

T

=~       (A.1.26) 

p= x~ a   ( x~  é um escalar) 

0                        
                      v 

V 

x 
w 

W= TV
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Figura A.5 Projeção sobre uma reta 

 

Matriz projeção  

Seja a projeção p = Pb
aa
baaxa T

T

==~   onde a matriz P é definida como 
aa

aaP T

T

= . 

A matriz P é mxm mas o posto (P) = 1, pois se esta projetando dentro do espaço 

unidimensional uma reta que é a. 

 Pelo Lema A.1.3 outra matriz projeção é (I-P), a qual produz o outro lado de e. 

 

A.1.18.2 Projeção sobre um subespaço  

Sejam n vetores naaa ,..,, 21 . Supostos que sejam LI. Generalizando a idéia para o caso 

unidimensional, encontra-se uma combinação linear nnaxaxax ~...~~
2211 +++  que feche o 

vetor b. O problema é projetar qualquer vetor b sobre o espaço n-dimensional gerado 

pelos vetores { naaa ,..,, 21 }. 

Se n=1 (só um vetor) é a projeção sobre uma reta. A reta é o espaço coluna de uma 

matriz A. Em geral a matriz A tem n colunas naaa ,..,, 21 . Suas combinações em mℜ  são 

os vetores xA~  no espaço coluna. Então procura-se p = xA~  (a projeção) que é o espaço 

coluna. 

Procura-se x~  para achar a projeção p e assim encontramos a matriz projeção P. 

p 
p 

b 

b 
a 

0 

(ponto)

(ponto)

(vetor) 

(vetor) 

(vetor) 
e = b-p
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Figura A.6 Projeção ortogonal de um vetor b sobre um subespaço gerado por A. 

 

O vetor erro xAbe ~−=  é perpendicular ao subespaço gerado pela combinação linear 

dos vetores naaa ,..,, 21  do espaço coluna de A (isto é  Im(A)). 

Como o espaço nulo de TA  é ortogonal ao espaço coluna em mℜ , cada vetor y do 

espaço nulo de TA  é perpendicular a cada coluna de A (isto é  Im(A)). 

Então e tem que pertencer a )()( AKertAN T = . Assim, observa-se que tomando-se 

apropriadamente os vetores  

M

0)~(1 =− xAbaT

      ou  















=
















−

















0~
1

xAb
a

a

T
n

T

M  em forma equivalente 0=eAT   (A.1.27) 

0)~( =− xAbaT
n  

 

Então )()( AKertANe T =∈ . 

Da equação (A.1.27) se tem 0)~( =− xAbAT  ⇒  bAAAx TT 1)(~ −= . Observe que 
1)( −AAT  existe pois a matriz AAT  é nxn e é invertivel (tem colunas LI). Assim a 

projeção de b sobre o subespaço é dada por: 

p= bAAAAxA TT 1)(~ −=  

 

Esta fórmula mostra a matriz projeção que produz  p = Pb 
TT AAAAP 1)( −=  

 

A.1.18.3 Projeção oblíqua 

A seguir apresenta-se a matriz projeção ortogonal e matriz projeção oblíqua. 

Coluna 1a  

Coluna 2a  
p= PbxA =~  

b 
e 
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Seja B uma matriz mxn,  

mxnmnmm

n

n

bbb

bbb
bbb

B



















=

121

22221

11211

K

MMMM

K

L

 , as linhas da matriz B podem ser 

expressas na forma T
iniii bbbb ][ 21 K=  para mi ,..,2,1= . Então se tem um conjunto 

de vetores },..,,{ 21 mbbb . Se um elemento b pertence ao espaço linha de B, então pode-se 

expressa-lo como uma combinação linear dos vetores linhas da matriz B: 

α=α=



















α

α
α

=α++α+α= ∑
=

T
m

i
ii

m

mmm Bbbbbbbbb
1

2

1

212211 ]...[...
M

 

onde [ ] T
mαα=α K1 . 

 

Seja b = x/B a projeção ortogonal de um vetor arbitrário x no espaço linha de B que 

pode ser escrita como α= TBb ; então b satisfaz 0)( =− bbx T  (por projeção ortogonal). 

Então =− bbx T)(  0)( =αα− TTT BBx , assim: 

0=αα−α TTTT BBBx ⇒ 0)( =αα− TTTT BBBx  ⇒ 0=α− TBBBx  (transpondo) 

                                                            BxBBT =α               (A.1.28) 

 

Na equação (A.1.28) a solução de α  depende de TBB : 

Se TBB  é não singular, então : BxBBT 1)( −=α . 

Se TBB é singular, utiliza-se a pseudo – inversa de TBB : BxBBT +=α )(  

 

Portanto a projeção b = x/B é dada por: 

xBxBBBBb B
TTT Π==α= +)(  

onde  

                                                        BBBB TT
B

+=Π )(              (A.1.28) 

é o operador projeção ortogonal  no espaço linha de B 

 

Seja ia um vetor linha de A, a projeção ortogonal de ia  no espaço linha de B é: 
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iBaBa Π=/    ou    B
T
iaBa Π=/  

Então pode-se descrever matematicamente a projeção ortogonal do espaço linha de A 

sobre o espaço linha de B por: 

BBBABABA TT
B

+=Π= )(/               (A.1.29) 

Pode-se decompor a matriz A como a combinação linear de duas matrizes ortogonais é 

dizer B e ⊥B conforme mostrado na figura 1.6. 

 

 

 

 

 

 

Figura A.7 Projeção ortogonal de A no espaço linha de B. 

 

    ⊥Π+Π=
BB AAA                (A.1.30) 

Das equações (1.39) e (1.40) pode-se escrever 

       ⊥
⊥ Π+Π=+=

BB AABABAA //        (A.1.31) 

onde  

                                                    BB I Π−=Π⊥           (A.1.32) 

e ⊥BA / é a projeção do espaço linha de A no complemento ortogonal do espaço de 

linhas da matriz B.  

 

Analogamente, pode-se decompor A como combinação linear de duas matrizes B e C 

não ortogonais e de seus complementos ortogonais através das projeções ortogonais 

ABC ],[Π  e ABC ],[
⊥Π : 

                                         =+= ⊥]/[]/[ BCABCAA ABC ],[Π + ABC ],[
⊥Π        (A.1.33) 

Cuja representação aparece na figura 1.7. 

 

 

 

A 

B

TBA /

BA /
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Figura A.8 Projeção obliqua 

 

A matriz A foi projetada ortogonalmente no espaço [C B] (denotada por ]/[ BCA )  e não 

seu complemento ortogonal  ⊥][ BC (denotado por ⊥]/[ BCA ),  depois a matriz   

]/[ BCA  foi projetada no espaço C , esta projeção é denotada por AP BC , . De forma 

análoga a matriz ]/[ BCA  foi projetada no espaço B, esta projeção é denotada por 

AP CB, . Desta forma de obtém que ]/[ BCA = AP BC , + AP CB, . Então a formula (A.1.43) 

pode ser expressa como: 

=+= ⊥]/[]/[ BCABCAA AP BC , + AP CB, + ⊥]/[ BCA  

 

Ao termo APBA CBC ,/ =  se chama de projeção oblíqua sobre B ao longo de C. 

 

 Definição A.1.6 A projeção oblíqua do espaço de linhas de pxjA ℜ∈  no espaço de 

linhas de qxjB ℜ∈  sobre o espaço de linhas de rxjC ℜ∈  é definida como: 

[ ] C
BBBC
CBCC

BCACA

colunas
rprimeiras

TT

TT
TT

B ⋅



















⋅=

+

/                                     

Muitas vezes os corolários são uma ferramenta para aplicação a casos práticos. Então 

uma definição equivalente da projeção obliqua é apresentada a seguir: 

⊥][ BC

A
⊥]/[ BCA

]/[ BCA
C

B

AP BC ,

AP CB,

][ BC
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Corolário A.1.2 A projeção oblíqua do espaço de linhas de pxjA ℜ∈  no espaço de 

linhas de qxjB ℜ∈  sobre o espaço de linhas de rxjC ℜ∈  pode ser definida como: 

[ ] [ ] CBCBACA B ⋅⋅=
+⊥⊥/ .           

                               

A.1.19 Métodos dos mínimos quadrados e SVD 
Como foi dito anteriormente, uma das aplicações das projeções ortogonais é na solução 

do problema de mínimos quadrados. Antes de enunciar esta aplicação, apresenta-se 

primeiro algumas idéias.  

 

Seja nxrA ℜ∈ com rArank =)(  e A=)Im(A nℜ⊂ .  Seja a decomposição QR da 

matriz A dada por 

A= [ ] RQ
R

QQ A
T
AA =








0

, mxn
AQ ℜ∈                  (A.1.26) 

Como R é não singular se tem A = )Im()Im( AQA = , isto é o vetor coluna de AQ  forma 

uma base ortonormal da )Im(A =A  e T
AQ  forma uma base ortonormal do complemento 

ortogonal ( )⊥)Im(A  (isto é ⊥A ). 

 

Agora define-se a matriz AP  como 
nxnT

AAA RQQP ∈=               (A.1.27) 

É claro que a matriz AP é uma projeção sobre a )Im( AP (aplicar lema A.1.5). Então 

qualquer vetor nz ℜ∈  é decomposto de forma única como 

yxz +=   com ∈x A  e ∈y ⊥A  

Assim tem-se que  

zPx A=   e  zPIy A)( −=                                        (A.1.28) 

Então AP  e )( API −  são projeções ortogonais sobre A  (= )Im(A ) e ⊥A , 

respectivamente. 

 

Isto permite minimizar a norma de um vetor. Isto é enunciado no seguinte Lema: 
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Lema A.1.6 Suponha que A  seja um subconjunto de nℜ .  Então para qualquer 
nz ℜ∈ , zPA  é o único vetor que satisfaz o seguinte: 

Ax ∈
min zPzxz A−=−  

Prova 

Se nz ℜ∈  e como A ⊂ nR , então pode ocorrer que ∈z A  ou ∉z A .  

Se ∈z A  então  yzz +=   com ∈z A  e ∈y ⊥A  , onde zPA = z   é único. 

Se ∉z A  então, para qualquer ∈x A  se tem pela equação (A.1.28) que  x- zPA ∈  A , 

mas )( API − z é ortogonal a A , assim x- zPA ⊥ )( API − z, por tanto, 
2222 )()()()( zPxzPIzPxzPIxzPzPzxz AAAAAA −+−=−−−=−+−=−  

O lado direito da equação acima é mínimo para zPA = x , o qual é único (pois 

zPzxz A−=− ) .  

 

A.1.19.1 Decomposição em valores singulares (SVD) 

Lema A.1.7 Suponha que o posto de mxnA ℜ∈  seja ),min( mnr ≤ . Então existem 

matrizes ortogonais mxmRU ∈  e nxnRV ∈  tais que 

TVUA 






Σ
=

00
0

 ,       



















=Σ

rσ

σ
σ

O
2

1

              (A.1.29) 

onde m
T IUU = ,  n

T IVV =    e     0.... 121 ===≥≥≥ + prr σσσσσ  ,  ),min( nmp =  

Diz-se que pσσσ ,..,, 21  são os autovalores da matriz A e (A.1.29) é sua decomposição 

em valores singulares (SVD). 

Prova 

Hipóteses: dada a matriz A, posto (A) = r, demonstra-se que existem matrizes ortogonais 

U e V tais que TVUA Σ= . 

Observe-se que nxnT AA ℜ∈  é definida não negativa. Se a matriz AAT  tiver n vetores 

LI, então se pode diagonalizar mediante uma transformação de similaridade. Caso 

contrario se diagonalizará por uma transformação ortogonal nxnV ℜ∈ . 

Seja nλλλ ,..,, 21  os autovalores da matriz ( AAT ) e seus correspondentes auto vetores 
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denotados por n
nvvv ℜ∈,..,, 21 . Então se tem 

iii
T vAvA λ=          para ni ,..,1=  

Mas como o posto(A) = posto( AAT )= r então se tem: 

0...... 121 =λ==λ>λ≥≥λ≥λ + nrr  

Define-se: 

ii λ=σ2     para ni ,..,1=    e   [ ]rr VVV ~=  

onde 

][ 21 rr vvvV L=  e ][~
21 nrrr vvvV L++=  

Desta forma estamos demonstrando a existência da matriz V, agora provar que é 

ortogonal 

[ ] n
rn

r

r
T

rr
T

r

r
T

rr
T

r
rrT

r

T
rT I

I
I

VVVV
VVVV

VV
V
V

VV =







=








=








=

−0
0

~~~
~~

~  

Obseve-se que os auto vetores iv  para ni ,..,1=  formam uma base ortogonal do qual se 

pode ter uma base ortonormal. 

E que: 

ii
T vAvA 2σ=   para ri ,..,1=               (A.1.30) 

00 == ii
T vAvA     para  nri ,..,1+=              (A.1.31) 

 

Agora por último precisamos definir a matriz U para isto observe da equação (A.1.30) 

se tem 

  2
+Σ= rr

T VAVA                          (A.1.32) 

onde ),..,,( 22
2

2
1

2
rdiag σσσ=Σ+ , multiplicando na equação (A.1.32)  pela esquerda pela 

matriz A e por 1−
+Σ  pela direita e considerando que rI=ΣΣ +

−
+

1 , temos 
2
+Σ= rr

T AVAVAA  
121 −

++
−
+ ΣΣ=Σ rr

T AVAVAA               (A.1.33) 

Da equação (A.1.33) se define  
1−

+Σ= rr AVU  mxrℜ∈                (A.1.34) 

então substituindo a equação (A.1.34) na equação (A.1.33) se tem 

     2
+Σ= rr

T UUAA           (A.1.35) 
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Claramente observamos que ),..,,( 22
2

2
1 rσσσ são autovalores de TAA , então os vetores de 

rU formam uma base ortonormal, isto é: 

rrr
T

rr
TT

rr
TT

rr
T
r IVVAVAVAVAVUU =ΣΣΣ=ΣΣΣ=ΣΣ=ΣΣ= −

++
−
+

−
++

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

1211211111 )()()(  

rr
T
r IUU =  

Como as r das n colunas de TA  são LI, podemos encontrar uma matriz  )(~ rmmx
rU −ℜ∈  

tal que  

0~ =r
TUA               (A.1.36) 

Onde  mr
T
r IUU =~~ . 

Desta forma se define a matriz [ ] mxm
rr UUU ℜ∈= ~ . 

Esta matriz satisfaz m
T IUU = , isto é 

[ ] m
rm

r

r
T
rr

T
r

r
T
rr

T
r

rrT
r

T
rT I

I
I

UUUU
UUUU

UU
U
U

UU =







=








=








=

−0
0

~~~
~~

~  

Observe que  

0)0()~(~)(~ 111 =Σ=Σ=Σ= −
+

−
+

−
+

T
rr

TT
rr

TT
rr

T
r VUAVUAVUU  

 

Agora somente nos resta demonstrar TVUA Σ= , isto é 

[ ] 







=












=

r
T
rr

T
r

r
T
rr

T
r

rrT
r

T
rT

VAUAVU
VAUAVU

VVA
U

U
AVU ~~~

~~
~            (A.1.37) 

Observe de rr
T
r IUU = , se tem   

rr
T
r IAVU =Σ−

+
1 ⇒  111

++
−
+ Σ=ΣΣr

T
r AVU  ⇒  1

+Σ=r
T
r AVU  

Da equação (A.1.31) se tem 0~ =rVA , por isto 0~ =r
T
r VAU  e 0~~ =r

T
r VAU  e como rU~ é 

ortogonal a rU , é dizer 0),~( =rr UU ⇒ 0~~),~( 1 =Σ== −
+r

T
rr

T
rrr AVUUUUU . 

Então a equação (A.1.37) se pode expressar como: 

Σ=






Σ
= +

00
0

AVU T  

Do qual se obtém 
TVUA Σ= . 
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É claro que a equação (A.1.29) pode ser expressada como 
T

rr
T VUVUA +Σ=Σ=  

Onde mxr
rU ℜ∈   e  nxr

rV ℜ∈ . 

 

A.1.19.2 Mínimos quadrados  

Considere o sistema da equação   

                                                           EY +Θψ=                 (A.1.38) 

O qual pode ser representado na forma Axb =  onde ψ=A , Yb =  e Θ=x (observe 

que o erro E nesta representação não foi considerado). 

A solução do problema bAx =  é achar o vetor de parâmetros x. Surgem perguntas de 

forma natural como: sob que condições o problema tem solução, se existe uma única, 

solução, se não existe solução se pode obter um vetor x que minimize a norma bAx − . 

Observe que se a solução não é exata, pode-se definir um vetor de erro dado por 

bAx −=ξ  onde se considera E=ξ . 

 

Um método para solucionar bAx =  é aplicar a eliminação gaussiana. 

A matriz mxnA  pode ser considerada como uma transformação linear. Se 

[ ]naaaA ...21= , onde }...,,,{ 21 naaa são vetores colunas da matriz A e formam uma base 

de nℜ  ( posto(A) = n), então ao encontrar a combinação linear dessa base com os 

respectivos pesos [ ]n
T xxxx ...21=  que geram o vetor b, resolve o problema. Mas o 

problemas surgem se: 

1. A matriz A tenha posto r n=  

2. A matriz A tenha posto r m=  

3. A matriz A tenha posto r ),min( mn<  

 

Exemplo A.1.21 Considerar o problema Ax=b, onde a matriz A é singular de posto 

nr < .  









=
















2
2

12
36

2

1

x
x

 

Com m= n = 2 > r =1. Sua solução não é exata, mas pode-se determinar uma solução 
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aproximada. Como A é singular, a inversa de A, 1−A , não existe, então uma tentativa é 

multiplicar à esquerda ambos os membros da equação pela matriz TA  para obter: 

 bAAxA TT =                (A.1.39) 

Se o termo AAT  for não singular (isto é: det ( TA A) 0≠ ) então existe a inversa. 

Multiplica-se então ambos membros da equação (A.1.39) pela inversa obtendo-se: 

bAAAAxAAA TTTT 11 )()( −− =  

onde  

bAbAAAIx TT ∗− == 1)(  

onde TT AAAA 1)( −∗ = é chamada matriz pseudo- inversa de A à esquerda. 

Desta forma, para o exemplo dado, se tem a solução aproximada 









=
















==

∗
∗

16,0
33,0

2
2

12
36

bAx  

  

A seguir enuncia-se uma idéia do problema de mínimos quadrados. Seu objetivo é 

minimizar a norma bAx
nx

−
ℜ∈

min , mxnA ℜ∈  e mb ℜ∈  , onde nm ≥ .  Suponha que 

posto (A) = n e  a decomposição QR de A seja dada por: 









=

0
R

QA ,    mxmQ ℜ∈ , nxnR ℜ∈  

Como a norma é invariante sob a transformação ortogonal, se tem 
2

2

122

0
)( 








−








=−=−

b
b

x
R

bAxQbAx T ,  onde 







=

2

1

b
b

bQT  com nb ℜ∈1  e 

nmb −ℜ∈2 . 

Assim tem-se que:  
2

2
2

1
2 bbRxbAx +−=−  . 

Como o termo 2
2b  não depende de x, então o problema de mínimos quadrados se 

reduz a 

1bRx =    ou 
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

















=





































nnnn

n

n

x

x
x

r

rr
rrr

α

α
α

MMMOMM

K

K

2

1

2

1

222

11211

000

0
 

Assim a solução de 11, ,..., xxx nn −  se obtém em forma recursiva. 

 

Como foi mencionado anteriormente, se posto (A) é menor que n, alguns elementos da 

diagonal de R são zeros. Então a solução do problemas de mínimos quadrados não é 

única. Mas adicionando-se uma restrição de norma x  mínima, pode-se obter uma 

única solução. 
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APÊNDICE B 
 

B.1 Prova da equação (2.6) 

Supor que o sistema (2.1) tenha como entrada um sinal de impulso unitário discreto 

dado por: 





≠
=

===
0,0
0,1

)(
k
k

kuu kk δ          (B 1.1) 

Com o estado inicial sendo nulo, 0)0(0 == xx , a partir do instante em que ocorre o 

impulso tem-se (na equação 2.1) 

 

Para o instante 0=n ⇒ 1)0(0 == uu      (isto é por (B 1.1)) 

001 BuAxx +=   ⇒    BBux == 01  

000 DuCxy +=  ⇒ 000 gDDuy ===       (B 1.2) 

 

Para o instante 1=n ⇒ 0)1(1 == uu      (isto é por (B 1.1)) 

112 BuAxx +=   ⇒    ABx =2  

111 DuCxy +=  ⇒ 11 gCBy ==  

 

Para o instante 2=n ⇒ 0)2(2 == uu      (isto é por (B 1.1)) 

223 BuAxx +=   ⇒    BAABAx 2
3 )( ==  

222 DuCxy +=  ⇒ 21 )( gCABABCy ===  

 

Suponha que é verdadeiro para 1−= kn ⇒ 0)1(1 =−=− kuuk      (isto é por (B 1.1)) 

11 −− += kkk BuAxx   ⇒    BABAAx kk
k

12 )( −− ==  

111 −−− += kkk DuCxy  ⇒ 1
22

1 )( −
−−

− === k
kk

k gBCABACy  

 

Prova-se agora que se cumpre para todo kn = ⇒ 0)( == kuuk      (isto é por (B 1.1)) 

11 −− += kkk BuAxx   ⇒    BABAAx kk
k

12 )( −− ==  
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111 −−− += kkk DuCxy  ⇒ 1
22

1 )( −
−−

− === k
kk

k gBCABACy      (B 1.3) 

Portanto da equação (B 1.2) e (B 1.3) temos que a resposta do sistema (2.1) ao impulso 

é dada por: 





=

=
=

− ,...2,1,
0

1 kBCA
kD

g kk  

 

B.2 Prova da equação (2.8) 

 Para provar a equação (2.8), precisamos primeiro provar a seguinte equação  

123
2

4
3

1
1

0 ...... −−−−−−
− ++++++= BuABuBuABuAuAx k

k                    (B 2.1) 

 

Seja a sinal de entrada u  no sistema (2.1), é dada pela equação (2.7) 

 

Para o instante 1−=n  ⇒  )1(1 −=− uu  

110 −− += BuAxx    

Para o instante 2−=n  ⇒  )2(2 −=− uu  

221 −−− += BuAxx   ⇒ 122110 )( −−−−− ++=+= BuBuAxABuAxx  

122
2

0 −−− ++= BuABuxAx  

Para o instante 3−=n  ⇒  )3(3 −=− uu  

332 −−− += BuAxx   ⇒ 122
2

0 −−− ++= BuABuxAx  

123
2

3
3

0 −−−− +++= BuABuBuAxAx  

 

Supor que é valido para  kn −=  ⇒  )( kuu k −=−  

kkk BuAxx −−+− +=1   ⇒ 123
2

4
31

0 .. −−−
−

−
−

−
−

− ++++++= BuABuBuABuAuAxAx k
k

k
k  

  

Então para 1−−= kn  ⇒  )1(1 −−=−− kuu k  

11 −−−−− += kkk BuAxx    

                   ⇒ 123
2

4
3

1
1

10 .. −−−
−

−
−

−−
−

−− ++++++= BuABuBuABuAuAxAx k
k

k
k      (B 2.2)        

 

A equação (B 2.2) depende sempre do estado anterior e para ,...3,2,1 −−−=k  pode-se 
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expressar como: 

123
2

4
3

1
1

0 ......)0( −−−−−−
− ++++++== BuABuBuABuAuAxx k

k . 

 

Prova-se agora (2.8), da formula (2.4) temos que: 

)0()( xCAky k=    

substituindo  (B 2.2) na equação (2.4)  

)..(...)( 123
2

4
3

1
1

−−−−−−
− ++++++= BuABuBuABuAuACAky k

kk  

12
1

3
2

4
3

1
12

123412

........)( −−
+

−
+

−
+

−−
−

++++−

++++++= uBCAuBCAuBCAuBCAuBCAky
kkkkk g

k

g

k

g

k

g

k
k

g

k
32132132132143421      (B 2.3) 

Substituindo (2.6) na expressão anterior: 

......)( 44332211 ++++= −+−+−+−+ ugugugugky kkkk    ,     ,.....2,1,0=k s 

 

B.3 Notações usadas na tese 

Por motivos de clareza e compreensão, considere na equação (2.16) o caso kk vw == 0  , 

logo a equação (2.16) é dada por 

kkk BuAxx +=+1                         (B 3.1a) 

  kkk DuCxy +=                              (B 3.1b) 

 

O sinal de saída para o instante sk =  é expressado por: 

sss uDxCy ][][ +=          (B 3.2) 

 

para o instante 1+= sk   

1111 )( ++++ ++=+= ssssss DuBuAxCDuCxy  

11 ++ ++= ssss DuCBuCAxy  









+=

+
+

1
1 ][][

s

s
ss u

u
DCBxCAy         (B 3.3) 

 

para o instante 2+= sk   

21211222 )()( ++++++++ +++=++=+= ssssssssss DuCBuBuAxCADuBuAxCDuCxy  

21
2

2 +++ +++= sssss DuCBuCABuxCAy    
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














+=

+

++

2

1
2

2 ][][

s

s

s

ss

u
u
u

DCBCABxCAy              (B 3.4) 

para o instante 3+= sk   

321
2

322333 )()( +++++++++ ++++=++=+= sssssssssss DuCBuCABuABuxACADuBuAxCDuCxy
 

321
23

3 ++++ ++++= ssssss DuCBuCABuBuCAxCAy    



















+=

+

+

+
+

3

2

123
3 ][][

s

s

s

s

ss

u
u
u
u

DCBCABBCAxCAy             (B 3.5) 

continuando até o instante 1−+= isk  a equação B11 pode ser expressada 























+=

−+

−+

+
−−−

−+

1

2

1
321

1 ][][

is

is

s

s

ii
s

i
is

u
u

u
u

DCBBCABCAxCAy ML    (B 3.6) 

O sinal de saída, é expressada na forma matricial através das equações (B 3.2), (B 3.3), 

(B 3.4),...e (B 3.6)  


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









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
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
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



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+
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2
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s

s
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s

i

i
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s

s
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u

u
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D
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C

y
y

y
y

M

L

L

OMM

L

L

MM                             (B 3.7) 

Observe-se que o índice s  pode assumir diferentes valores fixos portanto se terá 

diferentes equações matriciais da forma (B 3.7), isto é: 
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
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  +
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
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   (B 3.8) 

A equação (B 3.8) pode-se expressar em forma mais general como: 


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




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   (B 3.9) 

A equação (B 3.9) pode ser expressa a traves da forma compacta como: 

NikiNkiNik UHXY ,,,,, +Γ=                  (B 3.10) 

Onde as matrizes em blocos de Hankel dos dados de entrada e saída são representadas 

por: 



















=

−+++−+

+++

−++

21

21

11

,,

iNkikik

Nkkk

Nkkk

Nik

uuu
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uuu

U

L

MOMM

L

L

                 (B 3.11) 



















=

−+++−+
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,,

iNkikik

Nkkk

Nkkk

Nik

yyy

yyy
yyy

Y

L

MOMM

L

L

                (B 3.12) 

 

os sub índices ( ),, jik  indicam: k  é o índice que representa o primeiro elemento da 

matriz, i  é o número de linhas blocos da matriz e N  representa o número de colunas da 

matriz. 
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Matriz de dados de entradas passadas e Futuros 

Considerando 0=k  na equação (B 3.11) se tem NiU ,,0   

pi

iNii

N

N

Ni UU

uuu

uuu
uuu

U ==



















= −

−+−

−

10

21

21

110

,,0

L

MOMM

L

L

                    (B 3.13) 

A matriz definida em (B 3.13) é chamada de matriz de Hankel dos dados de entrada 

passadas. A notação 1,,0 −NiU  é usada no método MOESP por Verhaegen e a notação 

10 −= ip UU  é usada no método N4SID por Van Overschee e Bar De Moor. 

 

Considerando ik =  na equação (B 3.11) se tem NiiU ,2,   

fii

iNii

Niii

Niii

Nii UU
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uuu
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U ==
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

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MOMM

L

L

                  (B 3.14) 

A matriz definida em (B 3.14) é chamada de matriz de Hankel dos dados de entrada 

futuras. A notação 1,2, −NiiU  é usada no método MOESP por Verhaegen. E a notação 

12 −= iif UU  é usada no método N4SID Van Overschee e Bar De Moor. 

 

Matriz de dados de saídas passadas e Futuros 

Da mesma forma que em (B 3.13) e (B 3.14) são definidas as matrizes de hankel das 

saídas passadas e futuras, denotada respectivamente por  

1,,0 −NiY  e 1,2, −NiiY                      (B 3.15) 

notação usada em Verhaegen e 10 −= ip YY , 12 −= iif YY  notação usada por Van Overschee e 

Bar De Moor. 

 

A matriz estendida de observabilidade iΓ  , onde o i ( ni > ) denota o número de linhas 

de  blocos, é definida como: 
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 lxi

l

l
l
l

CA

CA
CA
C

n

i

def

i

K

43421

K























=Γ

−1

2   ,  lxnnxn CA ℜ∈ℜ∈ ,                               (B 3.16) 

Assumindo-se que o par { }CA, seja observável, então o posto( iΓ ) = n . 

 

Seqüência de estados  

Assim como as matrizes em blocos de Hankel, as seqüências de estados desempenham 

um importante papel nos algoritmos de identificação por sub-espaços. Define-se a 

seqüência de estados  iX  como: 

NkX ,  
def

= Nxn
NkNkkk xxxx ℜ∈−+−++ )....( 121                (B 3.17) 

onde o subscrito “k” denota o primeiro elemento da seqüência de estados. 

 

Como no caso anterior, se define a seqüência de estados passados e futuros como: 

pX = 0X  = [ ]1210 .... −− NN xxxx        seqüência de estados passados.        (B 3.18) 

fX = iX  = [ ]121 .... −+−++ NiNiii xxxx      seqüência de estado futuros.            (B 3.19) 

 

Notação usada no método N4SID. Para o caso MOESP estes estados passados são 

definidos 1,0 −NX  e estados futuros 1, −NiX  

 

A matriz em blocos triangular inferior de Toeplitz iH é definida como: 
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   imxilℜ∈               (B 3.20) 

 

B.4 Justificativa de usar a decomposição LQ 

No apêndice A foi definido a projeção ortogonal do espaço linha de A sobre o espaço 
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linha de B denotado por 

( ) BBBABBA TT
def */ =                      (B 4.1) 

    

Onde *)(•  denota a matriz pseudo-inversa de Moore- Penrose de (• ).  

 

E a projeção da matriz A no complemento ortogonal do espaço de linhas da matriz B, é 

expressada por 

BAABA
def

// −=⊥                      (B 4.2) 

 

A representação matricial destas projeções (B 4.1) e (B 4.2), pode ser facilmente 

computada através da decomposição LQ da matriz 







A
B

. 

Seja A e B matrizes de posto completo e LQ a decomposição da matriz 







A
B

, denotada 

por: 

















==




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


T

T
T

Q
Q

LL
L

LQ
A
B

2

1

2221

11 0
                   (B 4.3) 

Donde )()( qpxqpL ++ℜ∈  é uma matriz triangular inferior, com qxqL ℜ∈11 , pxqL ℜ∈21 , 
pxpL ℜ∈21  e )( qpNxQ +ℜ∈  é uma matriz ortogonal, isto é,  

[ ] 







=








=

p

q
T

T
T

I
I

QQ
Q
Q

QQ
0

0
21

2

1         (B 4.4) 

Então a representação matricial das projeções ortogonais (B 4.1) e (B 4.2) são 

expressadas como 
TQLBA 121/ =           (B 4.5) 

TQLBA 222/ =⊥          (B 4.6) 

 

Prova 

Prova-se inicialmente (B 4.5) 

Da equação (B 4.3) temos: 
TQLB 111=            (B 4.7) 
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TT QLQLA 222121 +=          (B 4.8) 

 

Substituindo-se (B 4.7) e (B 4.8) na equação (B 4.1), se obtém 

( )( ) ( ) TTTTTTTT QLQLQLQLQLQLBA 111
*

111111111222121 )(/ +=  

( ) ( ) TTTTTTT QLQLQLLQQLQLBA 111
*

111111111222121 )(/ +=  

( ) TTTTT QLQLQLLLBA 111
*

1111111121 )(/ =             

( ) TTT QLLLLLBA 111
*

11111121/ =           

 

Pela definição da matriz pseudo-inversa de Moore- Penrose, ver apêndice A 

( )( ) TTTTT QLLLLLLLLLBA 1111111
1

111111111121/ −
=  

T

I

TT

I

TT QLLLLLLLLLBA 1111111
1

11
1

11
1

11
1

111121 )()()()(/
4342143421

−−−−=  

T

I

I

QLLLLLBA 11111
1

11
1

1121 )()(/
444 3444 21

43421
−−=  

TQLBA 121/ = .                     (B 4.9) 

 

Agora se prova (B 4.2) 

Substituindo-se (B 4.8) e (B 4.9), na equação (B 4.2) 

T
def

QLABAABA 121// −=−=⊥  
TTT QLQLQLBA 121222121/ −+=⊥  

TQLBA 222/ =⊥                    (B 4.10) 

 

Portanto se queremos encontrar a projeção ortogonal AYp =  saídas passadas sobre o 

espaço linha BU p =  entradas passadas, denotada por BAUY pp // = , então a 

representação matricial através da composição LQ é dada por 


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                (B 4.11) 
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Logo 
T

pp QLUYBA 121// == . 

 

B.5 computando as matrizes B e D 

Para a estimação das matrizes B e D. Da equação (2.27) se tem 0222 =RU T  e 02 =Γi
TU  

Multiplica-se a equação (2.26) por TU 2 de ambos lados, resulta:  

12121112 QRUQRHU T
i

T =  

Multiplica-se TQ1 pela direita nesta última equação, obtém-se: 

  1
112122
−= RRUHU T

i
T        (B 5.1) 

esta equação é linear com respeito às matrizes B e D, então pode-se usar o método dos 

mínimos quadrados para eles. Defina-se 

 ][ 212 i
T LLLU K=  ,  ][ 21

1
11212 i

T MMMRRU K=−  

 

da equação (B 5.1) se tem: 

1
23

121 ... MBCALBCALCBLDL i
i

i
i =++++ −−
−  

2
3

32 ... MBCALCBLCBL i
i =+++ −  

11 −− =+ iii MCBLDL  

   ii MDL =  

do qual se obtém as matrizes B e D. 

 

B.6 Prova do Teorema (MOESP ORDINÁRIO, caso determinístico) 

A demonstração é feita através, da seguinte seqüência. 

a) Provar, nXpost Ni =Γ )( ,1  

b) Provar 2222 QRQR xxi =Γ  

c) Aplicar SVD à matriz 22R   

d) Recuperar as matrizes (A, B, C, D) ≈ ),,,( TTTT DCBA  

 

Aplicando a decomposição RQ (ou LQ) na hipótese 1, se obtém 
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,,1 0                  (B 6.1) 

Como a sinal de entrada )(ku  é persistentemente excitante de ordem 2i então, 

miUposto Ni =)( ,,1  e pela decomposição LQ, 11R e 2xR  são matrizes quadradas 

invertivel, isto é miRposto =)( 11  e nRposto x =)( 2 . 

Da equação (B 6.1) se obtém 

111,,1 QRU Ni =            (B 6.2) 

xxxN QRQRX 211,1 +=           (B 6.3) 

 

Para provar a parte a) : nXpost Ni =Γ )( ,1 , é preciso o seguinte lema 

Lema B.1. Desigualdade de Sylvester, para maiores detalhes ver [KAILATH 1980, 

p.655]: 

Seja mxnRM ∈1  e  nxpRM ∈2 então 

)}(),(min{)()()( 212121 MpostMpostMMpostnMpostMpost ≤≤−+ . 

 

Multiplica-se a equação (B 6.2) por iΓ  de ambos lados, resulta: 

)( 211,1 xxxiNi QRQRX +Γ=Γ         (B 6.4) 

xxixiNi QRQRX 211,1 Γ+Γ=Γ         (B 6.5) 

Multiplica-se a equação (B 6.5) por T
xQ , se obtém: 

2,1 xi
T
xNi RQX Γ=Γ           (B 6.6) 

 

Multiplica-se a equação (B 6.6) por xQ , se obtém: 

xxiNi QRX 2,1 Γ=Γ   

Logo 

)()( 2,1 xxiNi QRpostXpost Γ=Γ        (B 6.7) 

 

aplicando Lema B.1 para a matriz xxi QR 2Γ , e fazendo uso de npost i =Γ )( ,  
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nQRposto xx =)( 2 , temos: 

)}(),(min{)()()( 212121 xxxxxx QRpostpostQRpostnQRpostpost Γ≤Γ≤−+Γ  

},min{)( 21 nnQRpostnnn xx ≤Γ≤−+  

nQRpostn xx ≤Γ≤ )( 21  

de donde se conclui que: 

nQRpostXpost xxiNi =Γ=Γ )()( 2,1                                         (B 6.8) 

 

Prova-se agora parte b)  2222 QRQR xxi =Γ  

Da hipótese 3 do teorema (2.3.3) temos 
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
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











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


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,,1 0
Q
Q

RR
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Ni

Ni                                                     (B 6.9) 

  

da equação B47 obtém-se 

222121,,1 QRQRY Ni +=                                                                               (B 6.10) 

 

a equação (219)  é expressada por 

NiiNiNi UHXY ,,1,1,,1 +Γ=     , ou   

NiiNiNi UHYX ,,1,,1,1 −=Γ                                                                          (B 6.11) 

 

substituindo-se(B 6.10) e (B 6.2) na equação (B 6.11), se obtém: 

111222121,1 QRHQRQRX iNi −+=Γ    

Ou em forma matricial 

 [ ] 







−=Γ

2

1
221121,1 Q

Q
RRHRX iNi                                                               (B 6.12) 

 

igualando as equações (B 6.5) com (B 6.12), resulta: 

xxixiNi QRQRX 211,1 Γ+Γ=Γ [ ] 







−=

2

1
221121 Q

Q
RRHR i  

xxixi QRQR 211 Γ+Γ 22211121 )( QRQRHR i +−=                                        (B 6.13) 
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multiplica-se a equação (B 6.13) por TQ1  de ambos lados e fazendo uso das 

propriedades da matriz ortogonal 021 =QQ , 01 =QQx  e mi
T IQQ =11 , se obtém: 

1xi RΓ 1121 RHR i−=                                                                                    (B 6.14) 

da mesma forma multiplica-se na equação (B 6.13) por TQ2 de ambos lados e fazendo 

uso das propriedades da matriz ortogonal, se obtém: 
T

xxi QQR 22Γ 22R=   ou, 

2222 QRQR xxi =Γ                                                                                          (B 6.15) 

da equação (B 6.8) temos que: nQRpost xxi =Γ )( 2 , substituindo-se (B 6.8) na equação 

(B 6.15), resulta: 

nQRpostQRpost xxi ==Γ )()( 2222  

nQRpost =)( 222                                                                                            (B 6.16) 

a equação (B 6.16) quer dizer que o espaço coluna da matriz 222QR  é igual ao espaço 

coluna da matriz iΓ , esta informação é importante para a identificação a traves do 

método MOESP. 

 

Pela hipótese 1 do teorema 2.3.3, 22R  é uma matriz ivertivel, e da equação (B 6.16) 

conclui-se que nRpost =)( 22 . 

 

Aplicando-se  SVD à matriz 22R , se obtém  
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                                       T
nn VSUR =22                                                                (B 6.17) 

Pelo citado acima temos que o espaço coluna de 22R  é igual ao espaço coluna de iΓ . 

da equação (B 6.17), o espaço coluna de 22R  é igual a nU , então existe uma matriz 

nxnRT ∈  não singular chamada matriz de transformação, tal que: 

                                      ni UT =Γ                                                                    (B 6.18) 

da definição iΓ  matriz oservabilidade estendida, temos que: 
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agora é fácil recuperar as matrizes A e C ou TA  e TC  

:),:1( lUC nT =  

)2()1( :),:1(:)),1(:1( nnTnTn UillUAilUAU =+=−= . 

 

Por último computa-se as matrizes B e D 

a equação (2.19) e (B 6.10) é dada por: 

 

NiiNiNi UHXY ,,1,1,,1 +Γ=  

222121,,1 QRQRY Ni +=  

 

substituindo-se as equações (B 6.2) , (B 6.17) e (B 6.18) na equação (B 6.19), resulta: 

2121111,1
1 )()()( QVSUQRQRHXTU T

nnniNn +=+−                                                     (B 6.20) 

como ( ) 0=⊥
n

T
n UU , multiplica-se (B 6.20) por ( )TnU ⊥ de ambos lados, resulta: 

( ) 0)()( 12111 =− ⊥⊥ QRURHU T
ni

T
n  

Ou 

0)()( 2111 =− ⊥⊥ RURHU T
ni

T
n                                                                                   (B 6.21) 

pelo argumento da equação (B 6.1) temos que, 11R  é uma matriz invertivel, multiplica-

se (B 6.21) por 1
11)( −R  de ambos lados, se obtém: 

0)()()( 1
1121 =− −⊥⊥ RRUHU T

ni
T

n  

ou 

i
T

n
T

n HURRU )()()( 1
1121

⊥−⊥ =                                                                                 (B 6.22) 

Denota-se ( ) 1
1121
−⊥=Ξ RRU T

n   e substituindo-se esta notação na equação (B 6.22) resulta: 

i
T

n HU )( ⊥=Ξ                                                                                             (B 6.23) 

⇒           222121,,1,1 QRQRUHX NiiNi +=+Γ                 (B 6.19) 
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Como as matrizes TA  e TC  foram computadas em função da matriz nU  a matriz iH  e a 

equação (B 6.23) pode ser expressada como: 
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                           (B 6.24) 

da equação (B 6.24) é fácil recuperar as matrizes TB  e D. 

 

B.7 Notações matriciais usadas no algoritmo PIMOESP 

Os sinais nesta teses, são realizações de processos estocásticos ergódigos 

[OVERSCHEE DE MOOR, 1996]. Isto é, para ∞→N  existe um processo estocástico 

ergódigo m
jU ℜ∈  e l

kV ℜ∈   tais que 

]....[ 11 −++ jNjj uuu  e   ]....[ 11 −++ kNkk vvv  

são realizações de jU  e kV  respectivamente, e pela ergocidade, temos que 

[ ]T
kj

T
ik

N

i
ijN

VUEvu
N

=−+
=

−+→∞ ∑ 1
1

1
1lim        (B 7.1) 

onde E[ ] é o operador expectância. 

  

Outra forma de representar a equação (B 7.1) é: 

        [ ]T
kjN

T
ik

N

i
ij VUEOvu

N
=+−+

=
−+∑ )(1

1
1

1 ς     (B 7.2) 

onde )(ςNO  é uma matriz limitada de dimensão apropriada de norma ς , a qual é zero 

para ∞→N . 

 

Da mesma forma da equação (B 3.10), pode-se obter  

NikNikiNkiNik VUHXY ,,,,,,, ++Γ=                                 (B 7.3) 

onde NikV ,,  é uma matriz de Hankel cujos elementos kv são os ruídos, e é construída da 

mesma forma que a equação (B 3.11). 
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Definição B7.1 Uma seqüência ergódiga m
k Ru ∈   é persistentemente excitante de 

ordem i desde o instante k, se e sô se  

miUU
N

posto T
NikNikN

=







∞→ ,,,,
1lim  .   (B 7.4) 

 

A condição (B 7.4) pode ser denotada como: 

                   miOUU
N

posto kk
N

T
NikNik =






 + )(1

,,,, ς                (B 7.5) 

 

Para N suficientemente grande, a definição de persistência de excitação da seqüência ku  

pode ser interpretada da mesma forma que para dados finitos, isto é [VERHAEGEN 

1992b], 

        ( ) miUposto Nik =,,     (B 7.6) 

 

Definição B7. 2  A seqüência m
k RU ∈ é uma seqüência de ruído branco, se tem media 

zero e satisfaz as seguintes condições 
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Baixo a hipóteses da ergocida, a equação (B 7.7) se pode expressar como: 

                                                            miu
T

NikNikN
IUU

N
2

,,,,
1lim σ=

∞→
             (B 7.11) 

Ou 

         T
NikNik UU

N ,,,,
1 )(22 ςσ Nmiu OI +=             (B 7.12) 
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B.8 Teorema 8.1 

Suponha as seguintes hipóteses  

1. Seja )(ku uma sinal persistentemente excitante, tal que  

      nmi
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U
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2. i > n 

3. A fatoração LQ das matrizes  
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4. Dado os limites 

u
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T
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        (B 8.6) 

  0)(1lim ,,1,,1 =
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T
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                       (B 8.7) 

  0)(1lim ,,1,1 =
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T
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                    (B 8.8) 

Então tem-se que 

  RvPRR
N

T
ixi

T

N
+ΓΓ=

∞→ 22222 )(1lim          (B 8.9) 

 

Prova 

Por comodidade considerar a seguinte notação Nip UU ,,1=  , Nip YY ,,1=  ,  Nip VV ,,1=  e 
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Np XX ,1= . 

Da equação (B 8.2) se obtém: 

111QRU p =                                         (B 8.10) 

 222121 QRQRYp +=                         (B 8.11) 

 

Na equação (B 7.3), para o caso 1=k , é dada por: 

NiNiiNiNi VUHXY ,,1,,1,1,,1 ++Γ=    

ou em forma equivalente  

ppipip VUHXY ++Γ=                               (B 8.12) 

 

Igualando as equações (B 8.11) e (B 8.12) resulta: 

 =+ 222121 QRQR ppipi VUHX ++Γ  .                          (B 8.13) 

 

Da equação (B 8.3) temos que: 

xxxp QRQRX 211 +=                          (B 8.14) 

 

Substituindo-se (B 8.14) e (B 8.10) na equação (B 8.13), se obtém: 

=+++Γ pixxi VQRHQRQR )()( 1112211 222121 QRQR +  

ou 

=++Γ+Γ pixixi VQRHQRQR 1112211 222121 QRQR +                      (B 8.15) 

  

da hipóteses (B 8.7) temos que : 

0)(1lim =
∞→

T
ppN
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                           (B 8.16) 

a equação (B 8.16) pode ser expressada na forma [vide apêndice B.7, equação (B 7.2)] 

)()(1 ςOUV
N

T
pp =                    (B 8.17) 

 

Substituindo-se a equação (B 8.10) na equação (B 8.16), obtém-se: 
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                         (B 8.18) 

 

multiplica-se a equação (B 8.14) por T
pV  de ambos lados resulta: 

T
pxx

T
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T
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aplicando limite para ∞→N , nesta última equação, obtemos: 
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pela hipótese (B 8.8), a equação (B 8.19), resulta: 
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Substituindo-se a equação (B 8.18) na equação (B 8.21), resulta: 
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onde ( ))()()( 324 eOeOeO +−=  

 

Como os limites da hipóteses (B 8.4) e (B 8.6) existem, então os limites dos fatores 
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Então da equação (B 8.223) pode-se definir uma nova seqüência de números reais de 

matrizes limitadas )(5 eO  , tais que 
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onde 

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11145  tende a zero quando ∞→N . 

 

A equação (B 8.23) expressada em termos do limite é: 
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T
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Da equação (B 8.15) se obtém: 

−++Γ+Γ pixxixi VQRHQRQR 111211 222121 QRQR =                          (B 8.25) 

Multiplica-se a equação (B 8.25) por TQ2  de ambos lados, resulta 
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Por último calcular o produto TRR )( 2222  , e substituindo-se a equação (B 8.23) neste 

produto, se obtém: 
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tomando limite para ∞→N , a equação (B 8.27) resulta: 
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B.9 Prova de: Outra pergunta é porque considerar os dados de entradas passadas 

como variável instrumento? 

Suponha que a variável instrumento é ixNW ℜ∈ . 

A equação (B 8.25) é dada por: 

−++Γ+Γ pixxixi VQRHQRQR 111211 222121 QRQR =                        

ou 

( ) pxxiixi VQRQRQRHQR +Γ+−+Γ 212111111             (B 9.1) 

Multiplica-se a equação (B 8.25) por TQ1 de ambos lados, resulta: 

( ) T
pixxixi QVQRHQRQR 1111211 ++Γ+Γ TT QQRQQR 12221121 +=  

T
pixi QVRHR 1111 ++Γ 21R=  

                                 pixi VQRHQR ++Γ 11111 121QR=               (B 9.2) 

 

Substituindo-se a equação (B 9.2) na equação (B 9.1) se obtém: 

=222QR ( )( ) pxxipixiixi VQRVQRHQRQRHQR +Γ+++Γ−+Γ 21111111111  

=222QR pxxip VQRV +Γ+− 2  
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Da equação (B 8.18) se obtém que: 
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Substituindo-se a equação (B 9.4) na equação (B 9.3), resulta: 
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Agora o uso da variável instrumental no caso PIMOESP corresponde à multiplicação na 

equação (B 9.5) por TW , isto é 
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Agora, Suponha que TT

N
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N 1
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Então tomando o limite para ∞→N , na equação (B 9.6), resulta: 
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Desta última equação concluímos que a variável instrumento escolhida tem que 

satisfazer as seguintes condições 

i)Tem que ser estatisticamente independente da sinal de ruído, isto é 01lim =
→∞

T
pN
WV

N
 

ii) E nWQR
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 Γ 2
1 . 

 

B.10 Prova do teorema 2 

A equação (2.45) é dada por : 
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            (B 10.1) 

Provaremos primeiro a equação (2.46) 

T
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T
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Para provar a equação (2.46) é preciso provar: 

i) 01lim 2 =
∞→

T
fN
QV

N
. 

Em efeito, como os dados de entrada é linearmente independe em relação à sinal )(kv , 

então  
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T
pf UVEUV
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   quando ∞→N                                    (B 10.2) 

substituindo a equação (B 10.1) na equação (B 10.2), se obtém: 
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                               (B 10.4) 

substituindo-se a equação (B 10.2)  na equação (B 10.4), resulta: 

01lim 222 =
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.                   (B 10.5) 

 

Por ser )(ku sinal de entrada persistentemente excitante, então a matriz 22R  é não 

singular, então da equação (B 10.5) temos: 

01lim 2 =
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T
fN
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N
. 

 

De (2.37) e  (B 10.1) temos que : 

ffifif VUHXY ++Γ=  

fifif VQRHXY ++Γ= 111                          (B 10.6) 

Multiplica-se a equação (B 10.6) por TQ2  de ambos lados, resulta 
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Da equação (B 10.1) pode-se expressar fY  como: 

333232131 QRQRQRYf ++=                         (B 10.8) 

Multiplica-se a equação (B 10.8) por TQ2 de ambos lados, resulta: 
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Igualando as equações (B 10.9) e (B 10.7) se obtém: 
T

f
T

fi QVQXR 2232 +Γ=                       (B 10.10) 

tomando limite para ∞→N  na equação (B 10.10) 
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o último termo do lado direito na equação (B 10.11) é zero, portanto  

T
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Para encontrar as matrizes A e C, aplica-se SVD em 32R  (ver algoritmo MOESP 

ordinario). 
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a matriz C é facilmente obtida de 
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e a matriz A é obtida de 
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Agora se provara (2.47) 
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Da equação (B 10.10)  

fifif VQRHXY ++Γ= 111                      (B 10.12) 

multiplica-se a equação (B 10.12) por TQ1 ambos lados, resulta: 
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Da equação (B 10.1) fY  pode ser expressa como: 

 333232131 QRQRQRYf ++=                       (B 10.14) 

multiplica-se a equação (B 10.14) por TQ1  de ambos lados, resulta 
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Igualando as equações (B 10.15) e (B 10.13)   
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tomando limite para ∞→N  na equação (B 10.16) 
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Encontrando as matrizes B e D 

Como 1U é uma estimativa consistente do espaço coluna da matriz observabilidade 

estendida iΓ  e TU )( 2
⊥ complemento ortogonal de 1U , então a equação (B 10.17) pode 

ser reduzida: 
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Por ser )(ku  sinal de entrada persistentemente excitante, então a matriz 11R  é não 

singular, portanto da equação (B 10.18), resulta: 
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denotando ( ) 1
11312
−⊥=Ξ RRU T   e ∞→N , a equação (B 10.19) é expressada por 
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)()( 2 eOHU i
T +=Ξ ⊥  

 

Logo as matrizes B e D são encontradas da mesma forma que no algoritmo MOESP 

ordinário. 

 

B.11 Notações matriciais usadas no algoritmo POMOESP 

Alem das notações citadas no algoritmo MOESP ordinário y algoritmo PIMOESP 

define-se a seguinte equação matricial das saídas: 

 

NikNikiNikiNkiNik VWUHXY ,,,,,,,,, +Φ++Γ=                 (B 11.1) 

 

Não é difícil obter esta equação recursiva, pois é somente agregar as duas últimas 

matrizes na equação (B 3.10), por exemplo a equação (B 3.7) pode ser expressada para 

o caso POMOESP como: 
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A equação (B 11.2) pode-se expressar em forma mais general como: 
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A equação (B 11.3) pode ser expressa a traves da forma compacta como: 

NikNikiNikiNkiNik VWUHXY ,,,,,,,,, +Φ++Γ=                (B 11.4) 

Onde iΦ  é a matriz em blocos de Toeplitz, definida como: 
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E as matrizes em blocos de ruídos dos estados e ruído de saída do processo são 

expressas por: 
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B.12 Prova do teorema 3 

A equação (2.63) é dada por: 





















f

p

p

f

Y
Y
U
U

=





































=





















+

+

4

3

2

1

44434241

333231

2221

11

,,1

,,1

,,1

,,1

0
00
000

Q
Q
Q
Q

RRRR
RRR

RR
R

Y
Y
U

U

Nii

Ni

Ni

Nii

              (B 12.1) 

Provaremos primeiro a equação (2.64) expressada por: 

T
fiN

T
fN

QX
N

QY
N

)(1lim)(1lim 22 Γ=
∞→∞→

                (B 12.3) 

 

Considerando 1+= ik  na equação (B 11.4) temos 

NiiNiiiNiiiNiiNii VWUHXY ,,1,,1,,1,1,,1 +++++ +Φ++Γ=                                  (B 12.4) 

 

Multiplica-se a equação (B 12.4) por 
N
1 TQ2 de ambos lados, resulta 

+Φ++Γ= ++++ 4342143421
21

2,,12,,12,12,,1
1111

I

T
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T
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T
Nii

T
Nii QW

N
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N
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N
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43421

3
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1

I

T
Nii QV

N ++        (B 12.5) 

Onde os últimos ter termos, isto é 21, II  e 3I  tendem a zero quando ∞→N  

Em efeito 

No caso 1I  

Da equação (B 12.1) o termo Niif UU ,,1+=  é expresso como: 

111,,1 QRUU Niif == +                    (B 12.6) 

Multiplica-se a equação (B 12.6) por TQ2 de ambos lados, resulta: 



 

 

246

 

021112,,1 ==+
TT

Nii QQRQU  . 

 

Para os casos 2I  e 3I  

Da equação (B 12.1) o termo Nip UU ,,1=  é expresso como: 

222121,,1 QRQRUU Nip +==                   (B 12.7) 

 

Em efeito, como os dados de entrada é linearmente independe em relação à sinal )(kv , 

então  

0][11
,,1,,1 === +

T
jk

T
NiNii

T
pf UVEUV

N
UV

N
   quando ∞→N                           (B 12.8) 

 

substituindo a equação (B 12.7) na equação (B 12.8), se obtém: 
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N
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N
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f
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ou 

0)(lim1lim1lim 222211 ==+
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TT
fN

TT
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                              (B 12.10) 

 

Portanto da equação (B 12.10) temos que: 
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Ou 

011lim 222 =
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R
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                (B 12.12) 

Por ser o sinal de entrada )(ku  persistentemente excitante, então a matriz 22
1 R
N

 é 

invertivel, então multiplica-se a equação (B 12.11) por 
1

22
1 −


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resulta: 
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01lim 2 =
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T
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N
.                  (B 12.13) 

 

Baixo o mesmo argumento se demonstra: 
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Para ∞→N , a equação (B 12.5) é dada por: 
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N
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Ou em forma equivalente 

T
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. 

 

Agora se provará (2.65) 

T
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N
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Para provar (2.65) precisamos primeiro provar que: 

i) )(1 ςOWY
N

T
fp =                  (B 12.15) 

ii) )(1
1 ςOWQ

N
T
f =                 (B 12.16) 

iii) )(1
2 ςOWQ

N
T
f =                (B 12.17) 

 

Em efeito provaremos primeiro a parte i) 

Seja 1=k na equação (B 11.4) e multiplica-se esta por T
Nii

T
f W

N
W

N ,,1
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+=  de ambos 

lados, resulta: 
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Por ser ku  independentemente de jw  para todo jk,  (ver equação (B 12.8)), o termo I2 

é )(ςO . O mesmo acontece para os termos I3 e I4, por propriedade de ruído branco de 

jw  e jv  [ver definição B 7.2], portanto a equação (B 12.8) é expressa por: 
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Afirmamos que o termo )(1 ςOI =  para ∞→N , em efeito,  

Como a seqüência de estados passados é dada por pX = [ ]NN xxxx 121 .... − , então 

da equação (2.48) se obtém a equação dos estados em função do estado inicial 0x , isto 

é: 
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Desta forma a equação (B 12.19) caracteriza os elementos dos estados passados pX . 

 

Seja a seqüência do processo de ruído é jW = [ ]121 .... −+−++ jNjNjj wwww  onde cada 

elemento desta seqüência representa o vetor coluna da matriz  NiiW ,,1+  definida por: 
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Agora computando: 
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Pela hipótese do problema, a equação (B 12.20) é expressada como: 

)(][1 ξOWXpE
N

T
j = . 

 

Pelo exposto acima, então a equação (B 12.19) resulta: 

)(1 ςOWY
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T
fp = . 

Prova-se agora a parte ii) )(1
1 ςOWQ

N
T
f =  

Da equação (B 12.1)  Niif UU ,,1+=  é expresso como: 

111,,1 QRUU Niif == +  

e por ser linearmente independe do ruído, resulta: 
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N
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T
ff

T
f ==                (B 12.21) 

 

Por ser a entrada ku persistentemente excitante, então a matriz 11R  é invertivel, portanto 

a equação (B 12.21) é expressa como: 

)(1
1 ςOWQ

N
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Por último, prova-se agora a parte iii) )(1
2 ςOWQ

N
T
f =  

Isto foi demonstrado na equação (B 12.14). 

Agora prova-se a equação (2.65)  

Da equação (B 12.1) Nip YY ,,1=  é expresso como: 

333232131,,1 QRQRQRYY Nip ++==                (B 12.22) 

Multiplica-se a equação (B 12.22) por T
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Aplicando i), ii) e iii) na equação (B 12.23) se obtém: 
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N
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N
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Por ser a entrada ku persistentemente excitante, então a matriz 33R  é invertivel, portanto 

a equação (B 12.23) é expressa como: 

)(1
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f = .                 (B 12.24) 

 Da mesma forma obtemos: 
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Multiplica-se a equação (B 12.4) por 
N
1 TQ3 de ambos lados, resulta 
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Onde os últimos ter termos, isto é 21, II  e 3I  tendem a zero quando ∞→N  

Em efeito 

Para 1I  

Multiplica-se a equação (B 12.6) por TQ3 de ambos lados, resulta: 

031113,,1 ==+
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Nii QQRQU                 (B 12.27) 

 

Para os casos 2I  e 3I  é demonstrado pelas equações (B 12.24) e (B 12.25) 

respectivamente, portanto a equação (B 12.26) é expressa por: 
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Agora prova-se a equação (2.66): 
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Seja 1=k na equação (B 11.4) e multiplica-se esta por TQ
N 1
1  de ambos lados, resulta: 
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substituindo-se a equação (B 12.7) na equação (B 12.28) resulta 
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Por ser ku  independentemente de jw  , jv para todo jk,  (ver equação (B 12.8)), o termo 

I1e I2 é )(ςO .  

 

Portanto a equação (B 12.18) é expressa como: 
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Ou em forma equivalente 
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Agora prova-se (2.67) 

Seja 1=k na equação (B 11.4) e multiplica-se esta por TQ
N 2
1  de ambos lados, resulta: 
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substituindo-se a equação (B 12.7) na equação (B 12.28) resulta 
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Por ser ku  independentemente de jw  , jv para todo jk,  (ver equação (B 12.8)), o termo 

J1e J2 é )(ςO .  

 

Portanto a equação (B 12.18) é expressa como: 
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ou em forma equivalente 
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Agora se prova a equação (2.68) 

Considerando 1+= ik  na equação (B 11.4) temos 

NiiNiiiNiiiNiiNii VWUHXY ,,1,,1,,1,1,,1 +++++ +Φ++Γ=                                (B 12.30) 

Multiplica-se a equação (B 12.30) por 
N
1 TQ1 de ambos lados, resulta 
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++          (B 12.31) 

Por ser ku  independentemente de jw  , jv para todo jk,  (ver equação (B 12.8)), os dois 

últimos termos do lado direito na equação (B 12.31) é )(ςO , portanto, temos: 
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Substituindo-se a equação (B 12.6) na equação (B 12.32), resulta: 
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ou em forma equivalente 
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Portanto o teorema 3 esta demonstrado. 

   

B.13 Prova da equação (2.59) 

Da equação (B 12.1) fY  é expresso por: 

444343242141 QRQRQRQRYf +++=                (B 13.1) 

Multiplica-se a equação (B 13.1) por TQ2  de ambos os lados, resulta: 

422 RQY T
f =                     (B 13.2) 

Substituindo-se a equação (B 13.2) na equação (B 2.64), se obtém: 
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N
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N
T

fi +Γ=                  (B 13.3) 

 

Multiplica-se a equação (B 13.1) por TQ3  de ambos lados, resulta: 

433 RQY T
f =                     (B 13.4) 

Substituindo-se a equação (B 13.2) na equação (B 2.65), se obtém: 

)()(11
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N
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Expressando em forma matricial as equações ( B 13.3) e (B 13.5), resulta: 
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Ou em forma equivalente 
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[ ] ][1lim1lim 32,4342
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. 

 

B.14 Prova da equação (2.61) 

Da equação (B 12.1) fY  é expresso por: 

333232131 QRQRQRYp ++=                          (B 14.1) 

Multiplica-se a equação (B 14.1) por TQ1  de ambos lados, resulta: 

311 RQY T
p =                     (B 14.2) 

Substituindo-se a equação (B 14.2) na equação (B 2.66), se obtém: 
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Multiplica-se a equação (B 14.1) por TQ2  de ambos lados, resulta: 

322 RQY T
p =                     (B 14.4) 

Substituindo-se a equação (B 14.4) na equação (B 2.67), se obtém: 
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T

pi              (B 14.5)  

Multiplica-se a equação (B 13.1) por TQ1  de ambos lados, resulta: 

411 RQY T
f =                     (B 14.6) 

Substituindo-se a equação (B 14.6) na equação (B 2.68), se obtém: 

=
→∞ 41

1lim R
NN ∞→N

lim 






 +Γ )(1)(1
111 RH

N
QX

N i
T

fi              (B 14.7) 

  

Expressando em forma matricial as equações ( B 14.3) , (B 14.5) e (B 14.7), resulta: 

[ ] [ ])()()(11
121413231
T

f
T

p
T

pi QXQXQX
N

RRR
N

Γ= + 

                          + [ ] )(1
112221 ςORRR

N
Hi + . 
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APÊNDICE C 
C.1 Notação usada no capítulo 3 

      Matrizes em blocos de Hankel 

 
filas

im

filas
im

filas
im

m

m
m
m

m
m

uuuu

uuuu
uuuu
uuuu

uuuu
uuuu

linhas
i

linhas
i

U

Niiii

Niiii

Niiii

Niiii

N

N

def

i

⋅⋅

⋅

⋅

































−++−

++++

−+++

−++−

−

− =
2

2212212

321

121

211

321

1210

120

K

K

K

KKKKK

K

K

K

KKKKK

K

K

  

• Os elementos da matriz 120 −iU  são vetores, isto é, mu ℜ∈0 , mu ℜ∈1 ,......, 

m
jiu ℜ∈−+ 22 . Isto quer dizer que cada linha da matriz 120 −iU  tem m filas e, como ela 

contém 2.i linhas,  a matriz 120 −iU  possui 2.m.i filas. 

• O número de linhas “i” é um índice definido pelo usuário e deve ser um 

valor alto, isto é, ele deve ser pelo menos tão grande quanto a ordem máxima do 

sistema que se deseje identificar ( ni > ).  

• O número de colunas N  é tipicamente dado por: 12 +−= isN , onde “s”  é 

o número de amostras coletadas dos dados de entrada. 

• A matriz 120 −iU   pode ser escrita como: 











=














=

































−

−

−++−

++++

−+++

−++−

−

− =
f

p
def

ii

idef

jiiii

jiiii

jiiii

jiiii

j

j

def

i U
U

U

U

uuuu

uuuu
uuuu
uuuu

uuuu
uuuu

U
12

10

2212212

321

121

211

321

1210

120

K

KKKKK

K

K

K

KKKKK

K

K

 

 

ou então como: 

 

Entradas 
passadas 

Entradas 
futuras 
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































−++−

++++

−+++

−++−

−

− =

2212212

321

121

211

321

1210

120

jiiii

jiiii

jiiii

jiiii

j

j

def

i

uuuu

uuuu
uuuu
uuuu

uuuu
uuuu

U

K

KKKKK

K

K

K

KKKKK

K

K

 

         









=

−+ 121

0

ii

i
def

U
U











= −

+

f

p
def

U
U

 

 

As matrizes em blocos de Hankel das saídas −+
− fpfpi YYYYY ,,,,120  são definidas de 

forma similar. 

 

Notação usada: 

Tempo U Y W X 
 
 
Passado 

 
10 −iU = pU  

 
+= pi UU 0  

 
10 −iY = pY  

 
+= pi YY0  

pW =  










p

p

Y

U
  

+
pW














=

+

+

p

p

Y

U
 

 
d
pX = dX 0  

 
 
Futuro 

 
fii UU =−12  

 
−

−+ = fii UU 121  

 
fii YY =−12  

 
−

−+ = fii YY 121  

fW =  










f

f

Y

U
   

+
fW














=

+

+

f

f

Y

U
 

 
d
fX = d

iX  

 

A matriz estendida de controlabilidade  d
i∆ , onde i ( ni > ) denota o número de colunas 

de blocos, é definida como: 

[ ] linhasnBABBABA
colunasmxi

ii
def

d
i 44444 344444 21

K21 −−=∆ nxmiℜ∈, , nxmnxn BA ℜ∈ℜ∈ ,             

 

Entradas  
Passadas = p 

Entradas  
Futuras = f 

i +1 

i -1 
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C. 2  Idéia do algoritmo N4SID caso determinístico 

i) A seqüência de estados d
fX  está contida no espaço linha de fW  

iv) A seqüência de estados d
fX  esta contida no espaço linha de pW  

v) Aplicando-se o teorema da dimensão de Grassmann  

[ ] [ ]( ) nWlinhaespaçoWlinhaespaço fp =∩dim  

Prova 

Primeiro provaremos i): 

Da equação (B 3.10), se obtém: 

fifif UHXY +Γ=                      (C 2.1) 

Isolando a seqüência de estado na equação (C 2.1) : 

fiifif UHYX **
Γ−Γ=           (C 2.2) 

A equação (C 2.2) demonstra que o vetor de estados é uma combinação linear do espaço 

linha da matriz fY  e fU  , portanto fX  está contido no espaço linha fW : 

fiifif UHYX **
Γ−Γ= ∈  )( fWspan .        (C 2.3) 

 

Agora se prova ii) 

Da equação (B 3.10), se obtém: 

pipip UHXY +Γ=                      (C 2.4) 

Isolando a seqüência de estados na equação (C 2.4) : 

piipip UHYX **
Γ−Γ=          (C 2.5) 

Associado ao sistema (3.15), o vetor de estados para o instante de tempo ik + é 

expresso como: 

[ ]


















−+

+
+=+ −−

)1(

)1(
)(

)()( 21

kiu

iu
iu

BBABAixAikx kkk

M
L  

Então variando o valor do índice k  se obtém a seqüência de estado: 

pkp
k

p UXAX ∆+=           (C 2.6) 

Substituindo a equação (C 2.5) na equação (C 2.6), resulta: 
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( ) pkpiipi
k

p UUHYAX ∆+Γ−Γ=
**  

pi
k

pii
k

kp YAUHAX )()( **
Γ+Γ−∆=        (C 2.7) 

 

A equação (C 2.7) demonstra que o vetor de estados é uma combinação linear do espaço 

linha da matriz pY  e pU  , portanto fX  está contido no espaço linha pW  

[ ] pi
k

ii
k

kp WAHAX **
ΓΓ−∆=   ∈  )( pWspan .      (C 2.8) 

      

Por último provaremos iii): 

Então provemos primeiro   nXposto f =)(  

Por definição da seqüência de estado temos 

nXposto f ≤)(           (C 2.9) 

Por hipótese, na identificação de sistemas: )()( kk postonposto Γ==∆  com nk >   e 

pela equação (C 2.6) temos: 

nUXApostoXposto pkp
k

f ≥∆+= )()(                 (C 2.10) 

por ser o sinal de entrada ku  persistentemente excitante. 

 

Portanto das equações (C 2.10) e (C 2.9), resulta: 

nXposton f ≤≤ )(                    (C 2.11) 

Da equação (C 2.11) concluímos:  nXposto f =)( . 

Da equação (C 2.4) e da matriz pU , obtem-se: 

pipip UHXY +Γ=                    (C 2.12) 

pp UU =  

Da equação (C 2.12), se obtém: 

nmi
U
X

posto
U
Y

posto
p

p

p

p +=







=








                  (C 2.13) 

Da mesma forma obtemos: 

nmi
U
Y

posto
f

f +=







                    (C 2.14) 
















Γ
=








⇒

p

p

mi

ii

p

p

U
XH

U
Y

I0
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 nmi

U

U
Y
Y

posto

f

p

f

p

+=





















2                   (C 2.15) 

 

Agora aplicando o teorema de Grassmann: 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] 







−+=∩

f

p
fpfp W

W
postoWpostoWpostoWfilaespaçoWfilaespaçodim  

    nnminminmi =+−+++= )2()()(  

[ ] [ ]( ) nWfilaespaçoWfilaespaço fp =∩dim . 

 

C.3  Prova da equação (3.17) 

Na equação (C 2.8), denotando  [ ]**
i

k
ii

k
kp AHAL ΓΓ−∆= , resulta: ppp WLX = . 
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APÊNDICE D 
 
 

D.1 Matrizes utilizadas no capítulo 6 

Além da notação dos capítulos anteriores, apresentaremos as seguintes matrizes: 

Matriz de observabilidade e de controlabilidade do controlador, dadas por: 

cmixn

i
cc

cc

c

c
i

AC

AC
C

ℜ∈





















=Γ

−1

M
   e [ ] xlicn

cccc
i

c
c
i BBABA ℜ∈=∆ −

L
1      D.1.1 

 

A matriz em blocos triangular inferior de Toeplitz do controlador é dada por: 

mixli

cc
i

ccc
i

ccc
i

cc

cccccc

ccc

c

def
c
i

DBACBACBAC

DBCBAC
DBC

D

H ℜ∈























=

−−−

0
0
0
0

0
00

432
K

OKKK

K

K

K

                 D.1.2 

 

A matriz em blocos triangular inferior de Toeplitz iT  é definida como: 

( ) lixlic
iili

def

i HHIT ℜ∈+=
−1            D.1.3 

 

Pela hipótese, na identificação em malha fechada, de que o sistema seja bem posto, 

temos que existe a inversa da matriz iT . 

Da mesma forma que foram definidas as matrizes em blocos de entrada 120 −iU e saída 

120 −iY , podemos definir a matriz em blocos de referência 120 −iR . 

 

Para simplificar as futuras demonstrações, definem-se matrizes auxiliares N e M, estas 

matrizes não são matrizes em blocos de Hankel, 

[ ]1202120 −− += i
c
ii

def

qp YHUN                  D.1.4 
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A matriz qpN  é formada por todas as linhas compreendidas entre a linha p até a linha q. 

qp
c

pqqp

def

qp YHUM 1+−+=             D.1.5 

onde 120 −≤≤≤ iqp . 

 

Para gerar as matrizes N ou M precisamos dos primeiros parâmetros de Markov, pois os 

dados de entrada e saída são conhecidos. 

 

Da equação (D.1.4) pode-se deduzir o seguinte: 

1011 −+−+− ∆Γ++= p
c
p

c
pqqp

c
pqqp

def

qp YYHUN          D.1.6 

         101 −+− ∆Γ+= p
c
p

c
pqqp YM             D.1.7 

 

A demonstração da equação (D.1.6) não é tão simples como menciona o artigo [VAN 

OVERSCHEE; DE MOOR, 1997]. Apresentamos uma idéia desta demonstração sem o 

rigor matemático. 

Seja: 

 

 

 

 

55
0123

012

01

0

0
0
0
0

0
00
000

xDAAAA
DAAA

DAA
DA

D

H























=  e  

7510

9

8

7

6

9

8

7

6

5

8

7

6

5

4

7654

6543

5432

4321

3210

x
y
y
y
y
y

y
y
y
y
y

y
y
y
y
y

yyyy
yyyy
yyyy
yyyy
yyyy

Y























=  

 

Então o produto de HY  é dado por: 

 

= 2010 YY p =−  

= 53YY qp =  

= 31=+− pqH  
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











++++++++

++++++

++++

++

=

54
0

3
1

2
2

1
3

43
0

2
1

1
2

0
3

43
0

2
1

1
2

32
0

1
1

0
2

32
0

1
1

21
0

0
1

21
0

10
0

10

DyyAyAyAyADyyAyAyAyA

DyyAyAyADyyAyAyA

DyyAyADyyAyA

DyyADyyA

DyDy

HY  

  

       

75109
0

8
1

7
2

6
3

98
0

7
1

6
2

5
3

98
0

7
1

6
2

87
0

6
1

5
2

87
0

6
1

76
0

5
1

76
0

65
0

65

x
DyyAyAyAyADyyAyAyAyA

DyyAyAyADyyAyAyA

DyyAyADyyAyA

DyyADyyA

DyDy













++++++++

++++++

++++

++

D.1.8 

 

Considerando a sub-matriz de HY formada por todas as linhas compreendidas entre a 

linha p até a linha q (incluindo os extremos), então para 3=p  e 5=q  o produto HY é 

expresso como: 

 

 

[ ]








++++++++

++++++

++++

=

54
0

3
1

2
2

1
3

43
0

2
1

1
2

0
3

43
0

2
1

1
2

32
0

1
1

0
2

32
0

1
1

21
0

0
1

DyyAyAyAyADyyAyAyAyA

DyyAyAyADyyAyAyA

DyyAyADyyAyA

HY qp  

 

63109
0

8
1

7
2

6
3

98
0

7
1

6
2

5
3

98
0

7
1

6
2

87
0

6
1

5
2

87
0

6
1

76
0

5
1

x
DyyAyAyAyADyyAyAyAyA

DyyAyAyADyyAyAyA

DyyAyADyyAyA









++++++++

++++++

++++

 D.1.9 

 

A equação (D.1.9) pode ser expressa como a soma de duas matrizes:  

 

+
















++++

++++

++++

=

7
2

6
3

6
2

5
3

2
2

1
3

1
2

0
3

7
1

6
2

6
1

5
2

2
1

1
2

1
1

0
2

7
0

6
1

6
0

5
1

2
0

1
1

1
0

0
1

yAyAyAyAyAyAyAyA

yAyAyAyAyAyAyAyA

yAyAyAyAyAyAyAyA

HY

L

L

L
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







++++

++

L

L

L

54
0

3
1

43
0

2
1

43
0

32
0

32

DyyAyADyyAyA

DyyADyyA

DyDy

      

              








++++

++

109
0

8
1

98
0

7
1

98
0

87
0

87

DyyAyADyyAyA

DyyADyyA

DyDy

 D.1.10 

 

A equação (D.1.10) pode ser expressa novamente como: 

[ ] =qpHY
















23

12

01

AA
AA
AA










7321

6210

yyyy
yyyy

L

L
+

































10954

9843

8732

01

0 0
00

yyyy
yyyy
yyyy

DAA
DA

D

L

L

L

 

Esta última equação pode ser expressa por: 

[ ] =qp
cYH qppq

c
pp

c
pq

c YHY 1101 +−−+− +∆Γ                              D.1.11 

 

Para facilitar as contas e sem perda de generalidade, foram adotadas as seguintes 

convenções: 

Para os elementos da matriz cH  levar em consideração que: c
r

cc
r BACA =  para todo 

,..2,1,0=r  . 

Para os elementos da matriz cΓ  levar em consideração que: r
cc

r ACA =  para todo 

,..2,1,0=r  . 

Para os elementos da matriz c∆  levar em consideração que: c
r

c
r BAA =  para todo 

,..2,1,0=r  . 

 

Desta forma, pode-se obter a matriz: 

1011 −+−+− ∆Γ++= p
c
p

c
pqqp

c
pqqp

def

qp YYHUN . 

 

A matriz 121 −+ iiM não é igual à matriz 12 −iiM , a diferença é que na primeira matriz 

faltam as primeiras i linhas em blocos (denotada por 12 −iiM ). 
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A matriz 121 −+ iiM  pode ser expressa como: 

iic
c
iiiii YBMM 112121 −−−+ Γ−=           D.1.12 

 

A seqüência de estados é definida como: 

[ ]11 −++= jiiii xxxX L ,  [ ]c
ji

c
i

c
i

c
i

xxxX
11 −++

= L ,  [ ]d
ji

d
i

d
i

d
i

xxxX
11 −++

= L  

e 

[ ]s
ji

s
i

s
i

s
i

xxxX
11 −++

= L , onde os índices c, d e s são usados para indicar os estados 

do controlador, estados determinísticos e estados estocásticos, respectivamente. 

 

Para a análise teórica se supõe que ∞→j  . Assume-se que sejam são ergódigos, então 

se pode substituir as médias pela esperança matemática [VAN OVERSCHEE; DE 

MOOR, 1996]. 

 [ ] [ ]•=•
∞→ j

Ej
j

def 1lim  

Com esta definição de Ej , pode-se definir as matrizes de correlação como: 

( ) 








Σ
=
















−

−

xxxn

T
xnnn

def
TT

i
i

S
SR

XN
X

N
Ej 0120

0

120                              D.1.13 

( ) 








∆Γ
Γ∆

=






















−−

−

−

i
G
ii

T
i

TG
ii

def
Ts

ii
Ts

is
ii

s
i

L
L

YY
Y
Y

Ej
)(

)()( 12120
12

120                D.1.14 

( ) 








ΣΣ
ΣΣ

=




















sssd

T
sddd

def
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onde 

[ ]Ts
k

s
k
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ss xxE )(=Σ , [ ]Ts
k

s
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yxEG )(1+=  , [ ]Ts

k
s
k
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yyE )(0 =Λ  e [ ]GAGGAi
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G
i L1−=∆  

 

Para maiores informações ver [VAN OVERSCHEE; BART DE MOOR, 1996]. 

 

D.2 Prova da equação 6.6 

Para provar a equação (6.6):  

[ ]121012012 −−−− +∆Γ++Γ= ii
d
ii

d
ii

s
ii

di
iii MHUYXATY ,        D.2.1 
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primeiro considere a equação (6.5), a qual é dada por: 

[ ] s
iiii

d
ii

d
i

di
iii YUHUXAY 121210012 −−−− ++∆+Γ= .         D.2.2 

Nesta equação o termo que contém 12 −iiU pode ser expresso como uma combinação 

linear da matriz 12 −iiM  e da matriz 12 −iiY , para isto considera-se a equação (D.1.5), para 

o caso particular de ip =  e 12 −= iq , isto é: 

121212 −−− += ii
c
iiiii YHUM   ⇒  121212 −−− −= ii

c
iiiii YHMU        D.2.3 

 

Substituindo (D.2.3) em (D.2.2), obtém-se: 

[ ] ( ) s
iiii

c
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d
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d
i
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iii YYHMHUXAY 12121210012 −−−−− +−+∆+Γ=  

[ ] s
iiii

c
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d
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d
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d
i
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iii YYHHMHUXAY 12121210012 −−−−− +−+∆+Γ=  

( ) s
iiii

d
ii

d
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iii

c
i

d
i YMHUXAYHHI 121210012 −−−− ++∆Γ+Γ=+        D.2.4 

 

Fazendo: 

[ ]c
i

d
i HHIT +=−1 , a equação (D.2.4)  pode ser expressa como: 

[ ]121012012 −−−− +∆Γ++Γ= ii
d
ii

d
ii

s
ii

di
iii MHUYXATY . 

 

D.3 Prova do teorema 1 

Primeiro provaremos a equação (6.11). Para isto, considerar: 
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Para obter as matrizes do segundo membro em (D.3.1) se usaram as equações (D.1.4) e 

(D.1.7), isto é , de (D.1.4): 

[ ]qp
c

pqqp

def

qp YHUN 1+−+=  , fazendo 0=p  e 1−= iq , obtém-se: 

[ ]101010 −−− += i
c
iii YHUN  

de (D.1.7) 

101 −+− ∆Γ+= p
c
p

c
pqqpqp YMN , fazendo ip =  e 12 −= iq , obtém-se: 
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101212 −−− ∆Γ+= i
c
i

c
iiiii YMN  

 

No segundo membro em (D.3.1) a matriz do lado esquerdo é uma matriz triangular 

superior e sua diagonal está inteiramente formada por uns, isto implica que tem posto 

completo. Então, por uma propriedade de posto de uma matriz: 
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O posto de uma matriz é invariante na troca de linhas, isto prova a equação (6.11). 

 

Agora provaremos a equação (6.12) 

Em primeiro lugar provaremos duas propriedades que serão utilizadas na prova desta 

equação: 

[ ] xni
T

i
s

i
d

i SNYXEj 212012002 )( Γ=+Γ −−           D.3.2 

[ ] sdi
Tds

i XYEj ΣΓ=− 20120 )(            D.3.3 

 

Para provar a equação (D.3.2) precisa-se do sistema puramente estocástico, o qual é 

dado por: 

kkk wA +=+
ss xx 1      

kkk vC +=+
ss xy 1 , 

Variando-se k se obtém a seguinte equação recursiva: 

[ ] 120120

2

32

10

12

120

0

00
000

−−

=

−−

−

−

− +



















+





















= ii

w
iH

ii

s
j

s

i

s
i VW

CACA

C
xx

CA

CA
C

Y

4444 34444 21
L

LLLL

L

L

L
M

 



 

 

267

 

120120202120 −−− ++Γ= ii
w
i

s
i

s
i VWHXY .           D.3.4 

 

Substituindo-se (D.3.4) em (D.3.2) resulta: 

[ ]T
i

s
i

d
i NYXEj 12012002 )( −−+Γ = [ ]T

iii
w
i

s
i

d
i NVWHXXEj 12012012020202 )( −−− ++Γ+Γ  

      = [ ]T
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w
ii NVWHXEj 120120120202 )( −−− ++Γ       D.3.5 

É fácil mostrar que: 
cc

iii XRN 02120120 Γ−= −− .           D.3.6 

 

Faremos explicitamente os casos k=0,1; o resultado geral segue sem muita dificuldade. 

Lembremos que as equações do controlador (6.2a,b) são: 

kc
c
kc

c
k yBxAx −=+1             D.3.7 

c
kckkck xCryDu −=+ .           D.3.8 

Considerando 0=k  nas equações (D.3.7) e (D.3.8): 

001 yBxAx c
c

c
c −=  

c
cc xCryDu 0000 −=+ ⇒ c

cc xCryDu 0000 −=+ . 

Para 1=k  nas equações (D.3.7) e (D.3.8): 
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c

c
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c
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c
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c
cckccc xACryDyBCu 0101 −=++  

ou em forma matricial: 
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Em forma recursiva se obtém: 
cc

iiqp
c

pqqpqp XRYHUN 021201 Γ−=+= −+−  

cc
iiqp XRN 02120 Γ−= − .            D.3.9 

Usando a linearidade em Ej , de (D.3.5) se obtém: 

 [ ]T
i

s
i

d
i NYXEj 12012002 )( −−+Γ = [ ]T

iii
w
ii NVWHXEj 120120120202 )( −−− ++Γ  
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    = [ ]T
ii NXEj 12002 )( −Γ + [ ]T

ii
w
i NWHEj 1201202 )( −− + [ ]T

ii NVEj 120120 )( −−  

                       = [ ]T
ii NXEj 12002 )( −Γ + [ ]T

ii
w
i NWEjH 1201202 )( −− + [ ]T

ii NVEj 120120 )( −−  D.3.10 

De (D.1.13) se tem que: 

[ ]T
ii NXEj 12002 )( −Γ = xniS2Γ  

e pela hipótese do teorema 1 para malha fechada se tem que: 

[ ]T
ii

w
i NWEjH 1201202 )( −− = [ ] [ ] Tc

i
T

i
w
i

T
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w
i XWEjHRWEjH )()()( 2012021201202 Γ− −−− =0 

[ ]T
ii NVEj 120120 )( −− =0 

 

Então a equação (D.3.10) fica expressa como: 

[ ] xni
T

i
s

i
d

i SNYXEj 212012002 )( Γ=+Γ −− . 

Para provar (D.3.3 ) 

[ ] sdi
Tds

i XYEj ΣΓ=− 20120 )(  

se procede da mesma forma que na prova anterior, substituindo-se esta última equação 

em (D.3.4) e pela hipóteses do teorema 1 para malha fechada se tem que: 

 

[ ]=−
Tds

i XYEj )( 0120 ( )[ ]Td
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w
i

s
i XVWHXEj )( 0120120202 −− ++Γ  

   = ( )[ ]Tds
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i
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[ ] sdi
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Agora provaremos a equação (6.12), que é dada pela projeção ortogonal: 
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A projeção ortogonal é dada por [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]: 

[ ] [ ]( ) BBBBABA +φφ= ,,/  , onde [ ] [ ]TABEjBA =φ ,   
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Projetando 12 −iiY  sobre 
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Esta projeção ortogonal é uma combinação linear dos elementos 10 −iU  , 12 −iiM  e 10 −iY . 

Do outro lado, da equação (6.6) se obtém que: 
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Quando se projeta 12 −iiY  sobre o subespaço 
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 como na equação (6.12) observa-se 

que o termo 2 na equação (D.3.12) não muda, pois ele se encontra no espaço linha onde 

se está projetando. Então precisamos encontrar a projeção do termo 1. Da mesma forma 

que foi definida em [apêndice A], a equação (D.3.11) ficaria expressa como: 
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d
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Para encontrar o primeiro e o segundo termos do segundo membro desta equação, 

introduzimos a seguinte notação: 
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Observa-se que todos os termos são conhecidos, exceto o termo 10 −iY   

 

É fácil verificar que, ver [SANTOS MIRANDA, 2004]: 
s
ii

d
i

d
iii YUHXY 10101010 −−−− ++Γ=         D.3.15 

de (D.1.4) se obtém que: 

101010 −−− += i
c
iii YHUN           D.3.16 

Substituindo-se (D.3.16) em (D.3.15) se obtém que: 

( ) s
ii

c
ii

d
i

d
iii YYHNHXY 1010101010 −−−−− +−+Γ=  

s
ii

c
i

d
ii

d
i

d
iii YYHHNHXY 1010101010 −−−−− +−+Γ=  

( ) s
ii

d
i

d
iii

c
i

d
ili YNHXYHHI 10101010 −−−− ++Γ=−  

Como ( )c
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Agora efetuando as operações em (D.3.13) e (D.3.14) e usando-se as equações 

auxiliares (D.3.2) e (D.3.3), se obtém: 
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Então a projeção ortogonal é expressa por: 
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Usando a matriz inversa do Lema para a matriz N e com Ω  definido em (6.10), 0P e 0X̂   



 

 

271

 

como em (6.14)-(6.15) finalmente se obtém: 
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Na equação (D.3.19) se têm os seguintes termos: 
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Substituindo-se (D.3.20) e (D.3.21) em (D.3.19) se obtém: 
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Por último fazendo 
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D.4. Prova do teorema 2 Principal 

Idéias para a demonstração: Observa-se em (6.17) que a matriz iϑ  é a projeção oblíqua 

das saídas futuras 12 −iiY  em 12 −iiM  sobre 10 −iW  onde: 
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A idéia desta demonstração é obter a projeção oblíqua em termos da projeção ortogonal, 

o seguinte gráfico mostra isto: 
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Figura D.4.1 Projeção oblíqua das saídas futuras 12 −iiY  em 12 −iiM  sobre 10 −iW .  

 

Da projeção ortogonal se obtém que: 













−

−

−
12

10

12 /
ii

i

ii M

W
Y = 101212 / −−− iiiMii WY + 121012 / −−− iiiWii MY         D.4.1 

Se em (D.4.1) eliminarmos o segundo termo do segundo membro, então se obtém a 

projeção oblíqua, isto é: 













−

−

−
12

10

12 /
ii

i

ii M

W
Y = 101212 / −−− iiiMii WY  = iϑ          D.4.2 

 

Agora demonstraremos o teorema 2: 

Para fazer esta demonstração, considerar primeiro a projeção ortogonal obtida no 

teorema 1 para malha fechada: 



















=

−

−

−

−

12

10

10

12 /

ii

i

i

ii

def

i

M

Y

U

YZ [ ]12
ˆ

−+Γ= ii
d
iiii MHXT           D.4.3 

Usando a expressão de iX̂  definida no teorema 1: 

12 −iiY













−

−

12

10

ii

i

M

W
 

12 −iiM

10 −iW












−

−

−
12
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12 /
ii

i

ii M

W
Y

121012 / −−− iiiWii MY

101212 / −−− iiiMii WY

Projeção oblíqua 

Projeção oblíqua 

Projeção ortogonal
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( ) ( ) 1010
1

0
ˆˆ

−−
− Ω+Ω−∆+ΓΩ−= iii

d
iiiii

i
i YUHXAX          D.4.4 

e  0X̂  definida por: 

12000 /ˆ
−= iNXX = 1210010120

12

10
0 /// −−−−

−

−
+=














iiiNiiiN

ii

i
NXNX

N

N
X       D.4.5 

 

Da definição das matrizes auxiliares, equação (D.1.15): 

qp
c

pqqp

def

qp YHUM 1+−+= ,   

se obtém: 

1212 −− =
iiii MN ,             D.4.6 

 

Substituindo-se (D.4.6) em (D.4.5): 

12100101200 //ˆ
−−−−

+= iiiNiiiM MXNXX ,          D.4.7 

Substituindo-se (D.4.4) em (D.4.3): 

iZ ( ) ( )( )[ ]121010
1

0
ˆ

−−−
− +Ω+Ω−∆+ΓΩ−Γ= ii

d
iiii

d
iiiii

i
ii MHYUHXAT ,      D.4.8 

Substituindo-se (D.4.7) em (D.4.8): 

iZ ( )[ ] ( )( )[ 1010
1

1210010120 // −−
−

−−−−
Ω+Ω−∆++ΓΩ−Γ= iii

d
iiiiiiNiiiMii

i
ii YUHMXNXAT  + 

]12 −+ ii
d
i MH ,    D.4.9 

 

Se em (D.4.9) se eliminam os termos que contêm a matriz 12 −iiM , então se obtém a 

projeção oblíqua: 

 

iZ ( )[ ] ( )( )[ ]1010
1

10120 / −−
−

−−
Ω+Ω−∆+ΓΩ−Γ= iii

d
iiiiiiMii

i
ii YUHNXAT  

 

ou em forma matricial: 
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iZ ( )( )[ ]




















ΩΩ−∆ΓΩ−Γ=

−

−

−−−

10

10

101201
/

i

i

iiiM

i
d
iiiii

i
ii

Y

U

NX
HAT       D.4.10 

 

A equação (4.10) é a projeção oblíqua denotada por iϑ : 

)~( iiii XT Γ=ϑ  

onde: 

( )( )[ ]




















ΩΩ−∆ΓΩ−=

−

−

−−−

10

10

101201
/~

i

i

iiiM

i
d
iiiii

i
i

Y

U

NX
HAX  

 

Comparando-se esta última expressão com o estado do filtro de Kalman em (D.4.4), se 

mostra que iX~ é efetivamente uma seqüência do estado de filtro de Kalman, com estado 

inicial 0
~X  e matriz de covariância 0P definida por: 

iX~ [ ]0,0
~ PX

k
i

def

X=  ;   













=

−

−

−
10

10

1200 /ˆ~

i

i

iiM Y

U
XX  e  [ ]T

xnnnxnssxx SRSP 1
0

−−Σ−Σ−=  

Isto prova a parte 1 do teorema 2 para malha fechada. 

 

Agora provaremos a parte 2 do teorema. 

Para provar que a ordem do sistema é n, considerar a projeção oblíqua: 

)~( iiii XT Γ=ϑ TVSU 111=  

Observa-se que iΓ  tem somente n colunas e ii XX ˆ~ =  tem somente n filas e a matriz iT  

é inversível de posto completo lixli , então por propriedade de posto de uma matriz se 

tem que: 

))~(())~(( iiiii XpostoXTposto Γ=Γ  

É o mesmo que posto de iϑ  o qual é a ordem do sistema, isto é n. 
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Prova das partes 3 e 4 do teorema 

A decomposição da projeção oblíqua iϑ na equação (6.18) pode ser desdobrada em duas 

partes: 

iϑ TVSSU 1
2/1

1
2/1

11= . Usando a seguinte notação, 

2/1
11SUT ii =Γ  e  T

i VSX 1
2/1

1
~ = , 

e de )~( iiii XT Γ=ϑ  obtém-se: 

( ) iiii TX ϑΓ= +~ . 
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APÊNDICE E 

 
E.1 Prova do teorema 7.3.1 
Sem perda de generalidade e sem criar confusão, considere f=f(k) onde f é qualquer 

função no instante k.  

Da figura 7.1 obtêm-se: 

11 reu +=               E.1.1 

yre −= 22               E.1.2 

 

A equação (7.19) é dada por: 

uDsCy pp +=              E.1.3 

Substituindo-se a equação (E.1.1) na equação (E.1.3) resulta: 

)( 11 reDsCy pp ++=  

11 rDeDsCy ppp ++=             E.1.4 

 

A equação (7.21) é dada por: 

21 eDvCe cc +=                 E.1.5 

 

Substituindo-se a equação (E.1.5) na equação (E.1.4) resulta: 

12 )( rDeDvCDsCy pccpp +++=            E.1.6 

 

Substituindo a equação (E.1.2) na equação (E.1.6) obtém-se: 

12 )( rDyrDDvCDsCy pcpcpp +−++=  

 12 rDyDDrDDvCDsCy pcpcpcpp +−++=  

12 rDrDDvCDsCyDDy pcpcppcp +++=+  

12)( rDrDDvCDsCyDDI pcpcppcp +++=+          E.1.7 

 

Pela hipótese do teorema, a matriz )( cp DDI +  tem inversa.  

Seja: 
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 1)( −+=Φ cpDDI              E.1.8 

Multiplicando-se ambos dos lados da equação (E.1.7) pela equação (E.1.8), resulta: 

12 rDrDDvCDsCy pcpcpp Φ+Φ+Φ+Φ=              E.1.9 

 

O objetivo é expressar os estados da planta e do controlador em função das entradas 1r  e 

2r . 

A equação (7.18) é dada por: 

uBsAks pp +=+ )1(            E.1.10 

 

Substituindo-se a equação (E.1.1) na equação (E.1.10) resulta: 

)()1( 11 reBsAks pp ++=+  

11)1( rBeBsAks ppp ++=+           E.1.11 

 

Substituindo-se a equação (E.1.5) na equação (E.1.11) resulta: 

12 )()1( rBeDvCBsAks pccpp +++=+  

12)1( rBeDBvCBsAks pcpcpp +++=+                    E.1.12 

 

Substituindo-se a equação (E.1.2) na equação (E.1.12) resulta: 

12 )()1( rByrDBvCBsAks pcpcpp +−++=+  

12)1( rByDBrDBvCBsAks pcpcpcpp +−++=+        E.1.13 

 

Substituindo-se a equação (E.1.9) na equação (E.1.13) resulta: 

1122 )()1( rBrDrDDvCDsCDBrDBvCBsAks ppcpcppcpcpcpp +Φ+Φ+Φ+Φ−++=+  

22)1( rDDDBvCDDBsCDBrDBvCBsAks cpcpcpcppcpcpcpp Φ−Φ−Φ−++=+  

11 rBrDDB ppcp +Φ−  

12 )()()()()1( rDDBBrDDDBDBvCDDBCBsCDBAks pcppcpcpcpcpcpcppcpp Φ−+Φ−+Φ−+Φ−=+  

+Φ−+Φ−+Φ−=+ 1)()()()1( rDDIBvCDDIBsCDBAks pcpcpcppcpp   

    + 2)( rDDIDB cpcp Φ−       E.1.14 
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Da mesma forma para os estados do controlador, tem-se que a equação (7.20) é dada 

por: 

)()()1( 2 keBkvAkv cc +=+           E.1.15 

 

Substituindo-se a equação (E.1.2) na equação (E.1.15) resulta: 

)()1( 2 yrBvAkv cc −+=+  

yBrBvAkv ccc −+=+ 2)1(           E.1.16 

 

Substituindo-se a equação (E.1.2) na equação (E.1.16) resulta: 

)()1( 122 rDrDDvCDsCBrBvAkv pcpcppccc Φ+Φ+Φ+Φ−+=+  

122)1( rDBrDDBvCDBsCBrBvAkv pccpccpcpccc Φ−Φ−Φ−Φ−+=+  

21 )()()1( rDDBBrDBvCDBAsCBkv cpccpccpccpc Φ−+Φ−Φ−+Φ−=+  

21 )()()1( rDDIBrDBvCDBAsCBkv cpcpccpccpc Φ−+Φ−Φ−+Φ−=+     E.1.17 

 

Logo, as equações (E.14) e (E.17) podem ser expressas na forma matricial: 









+








=








+
+

)(
)(

)(
)(

)1(
)1(

2

1

kr
kr

B
kv
ks

A
kv
ks

         E.1.18 

onde 













Φ−Φ−

Φ−Φ−
=

cpccpc

cpcppcpp

CDBACB

CDDIBCDBA
A

)(
        E.1.19 

e 













Φ−Φ−

Φ−Φ−
=

)(

)()(

cpppc

cpcppcp

CDIBDB

CDIDBDDIB
B         E.1.20 

 

Da mesma forma: 

Substituindo-se a equação (E.1.2) na equação (E.1.5) resulta: 

)( 21 yrDvCe cc −+=  

yDrDvCe ccc −+= 21           E.1.21 
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Substituindo-se a equação (E.1.9) na equação (E.1.21) resulta: 

)( 1221 rDrDDvCDsCDrDvCe pcpcppccc Φ+Φ+Φ+Φ−+=  

1221 rDDrDDDvCDDsCDrDvCe pccpccpcpccc Φ−Φ−Φ−Φ−+=  

121 )()( rDDrDDDDvCDDCsCDe pccpcccpccpc Φ−Φ−+Φ−+Φ−=  

211 )()( rDDIDrDDvCDDIsCDe cpcpccpcpc Φ−+Φ−Φ−+Φ−=      E.1.22 

 

Substituindo-se a equação (E.1.2) na equação (E.1.9) resulta: 

)( 1222 rDrDDvCDsCre pcpcpp Φ+Φ+Φ+Φ−=  

2122 rrDrDDvCDsCe pcpcpp +Φ−Φ−Φ−Φ−=  

212 )( rDDIrDvCDsCe cppcpp Φ−+Φ−Φ−Φ−=        E.1.23 

 

Substituindo-se a equação (E.1.1) na equação (E.1.22) resulta: 

121 ])()([ rrDDIDrDDvCDDIsCDu cpcpccpcpc +Φ−+Φ−Φ−+Φ−=  

21 )()()( rDDIDrDDIvCDDIsCDu cpcpccpcpc Φ−+Φ−+Φ−+Φ−=     E.1.24 

 

Logo, as equações (E.1.22), (E.1.23), (E.1.24) e (E.1.9) podem ser expressas na forma 

matricial: 









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






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                    E.1.25 

onde 








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                    E.1.26 
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




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
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        E.1.27 
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O modelo global é dado pelas equações (E.1.18) e (E.1.25), isto é: 


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

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                                             E.1.28  
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                                                        E.1.29 

 

E.2 Prova da equação (7.26) 

Igualando as equações (7.15) e (E.1.29) se obtém que: 


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
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




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DDIDDDI

DDID
DDIDDD
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4241

3231

2221

1211

       E.1.30 

 

Da equação (E.1.30) obtém-se: 

pc DDID Φ−=31  

ou  

pcpc DDDIDID 1
31 )( −−−=           E.1.31 

a inversa da matriz  dada em (E.1.31) é necessária para computar as matrizes da planta 

através da equação (7.16),  aplicando matriz inversa de Leman, obtém-se: 

pc DDID +=−1
31 . 

 

E.2 Prova da equação (7.28) 

Igualando as equações (7.15) e (E.1.29) se obtém que: 
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
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4241

3231
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1211

         E.1.32 

Da equação (E.1.32) obtém-se: 

cpDDID Φ−=22  
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ou  

cpcp DDDDIID 1
22 )( −−−=           E.1.33 

a inversa da matriz  dada em (E.1.33) é necessária para computar as matrizes do 

controlador através da equação (7.17).  

 

Para encontrar a inversa da matriz dada pela equação (E.1.33) basta demonstrar: 

ccppcpcp DDDIDDDDDI 11 )()( −− −=−         E.1.34 

 

Pela hipótese do teorema 7.3.1 existem 1)( −+ Cp DDI  e 1)( −+ pcDDI  então existem 

1)( −
CpDD  e 1)( −

pcDD , isto quer dizer: 

1)).(( −= pcpc DDDDI            E.1.35 

Considerar: 

cc DD =  

cc DID .=             E.1.36 

Substituindo-se a equação (E.1.35) na equação (E.1.36) resulta: 

cpcpcc DDDDDD .)).(( 1−=           E.1.37 

Multiplicando-se ambos os lados da equação (E.1.37) pela matriz pD , resulta: 

cpcpcpcp DDDDDDDD .)).(( 1−=  

 cpcpcpcp DDDDDDDD .)()( 1−=          E.1.38 

Multiplicando-se ambos os lados da equação (E.1.38) pela matriz 1)( −
cpDD , resulta: 

cpcpcpcpcpcp DDDDDDDDDDDD .)()()()( 111 −−− =  

cpcp DDDDI .)( 1−=            E.1.39 

Somando-se ambos os lados da equação (E.139) pela matriz cpDD , obtém-se: 

cpcpcpcp DDDDDDIDD .)( 1−+=+          E.1.40 

considerar: 

)()( 1
cpcp DDDDI −=             E.141 
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Substituindo-se a equação (E.1.41) na equação (E.1.40) resulta: 

cpcpcpcpcpcp DDDDDDDDDDDD .)()()( 11 −− +=+  

cpcpcpcp DDDIDDDDDI ].)([])([ 11 −− +=+ . 

 

Observar que (aplicando, matriz inversa de Leman): 
11111 .)..(.)( −−−−− +−=+ IDDIDIDIIDDI cpcpcp  

cpcpcp DDDIDIDDI 11 )()( −− +−=+         E.1.42 

 

Substituindo-se a equação (E.1.34) na equação (E.1.42) resulta: 

cpcpcp DDDDIIDDI 11 )()( −− +−=+         E.1.43 

O lado direito da equação E.1.43 é dado pela equação (E.1.33), isto é: 

 

22
1)( DDDI cp =+ −           E.1.44 

Da equação (E.1.44) obtém-se: 

)()( 1
22 cpDDID +=− . 

 

E.4 Prova da equação (7.29) 

Considerar a transformação linear T , dada por: 


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




=

10
11

T   então  






 −
=−

10
111T  

Aplicando esta transformação ao sistema dado pela equação (7.16), obtém-se: 
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=B~ 
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APÊNDICE F 
 

 
Algoritmo MOESP   (caso determinístico) 

 
function [A,B,C,D]=Mo_Ord(u,y,i); 
 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
%  Matriz de Hankel 
UT=hank(u,i); YT=hank(y,i); 
U=UT(m*i+1:2*m*i,:);     % Entradas futuras 
Y=YT(L*i+1:2*L*i,:);      % Saídas futuras 
 
% Matriz LQ 
im=size(U,1); iL=size(Y,1);  r=triu(qr([U;Y]'))'; 
L11=r(1:im,1:im);  
L21=r(im+1:im+iL,1:im);  
L22=r(im+1:im+iL,im+1:im+iL); 
 
% Calculando a SVD da matriz 22L  
 [Un,ss,Vn]=svd(L22);   SS=diag(ss); 
 t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS); hold on; plot(t,SS,'k*'); title('valores singulares'); 
n = input('   Ingresse ordem do sistema '); 
 
% Determinando as matrizes A e C 
un1=Un(1:(i-1)*L,1:n); 
un2=Un(L+1:i*L,1:n); 
 A=un1\un2;        
 C=un1(1:L,:); 
 
% Determinando as matrizes B e D 
u2=Un(:,n+1:i*L);    
K=u2'*L21*inv(L11); 
 qL=L*i-n; 
 sig=zeros(i*qL,m); 
 
for k=1:i 
    sig((k-1)*qL+1:k*qL,:)=K(:,(k-1)*m+1:k*m); 
end 
  Q=u2'; 
 
  QQ=zeros(qL*i,i*L); 
 for k=1:i 
      QQ((k-1)*qL+1:k*qL,1:(i-(k-1))*L)=Q(:,(k-1)*L+1:L*i); 
  end 
IU=[eye(L) zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L) un1]; 
 
  DB=(QQ*IU)\sig; 
 
  D=DB(1:L,:); 
  B=DB(L+1:L+n,:); 
 
  %  FIN DO ALGORITMO  
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Algoritmo PIMOESP 
 

function [A,B,C,D]=PI_MOESP(u,y,i); 
 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
U   = hank(u,i);  Y = hank(y,i);    
 
% Para algoritmo PIMOESP precisamos de h=[Uf Up Yf]  
UP  = U(1:m*i,:);     
UF  = U(m*i+1:2*m*i,:);   
YF  = Y(L*i+1:2*i*L,:);   
h   = [UF;UP;YF]; 
 
% Matriz LQ 
RR   = triu(qr(h'))';     
R   = RR(1:(2*m+L)*i,1:(2*m+L)*i);           % Truncamento da matriz R 
clear U Y; 
R32=R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,m*i+1:2*m*i); 
 
% Calculando a SVD da matriz 32R  
[Un,ss,Vn]=svd(R32);   SS=diag(ss); 
 t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS); hold on; plot(t,SS,'k*'); title('valores singulares'); 
n = input('   Ingresse ordem do sistema '); 
 
% Calculando a matriz A e C 
un1=Un(1:(i-1)*L,1:n);  
un2=Un(L+1:i*L,1:n); 
A=un1\un2;         
C=un1(1:L,:); 
  
% Determinando as matrizes B e D 
u2=Un(:,n+1:i*L); 
R11 = R(1:m*i,1:m*i);      
R31 = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,1:m*i);    
K=u2'*R31*inv(R11); 
  
 qL=L*i-n; 
 sig=zeros(i*qL,m); 
for k=1:i 
    sig((k-1)*qL+1:k*qL,:)=K(:,(k-1)*m+1:k*m); 
end 
  Q=u2'; 
 
  QQ=zeros(qL*i,i*L); 
 for k=1:i 
      QQ((k-1)*qL+1:k*qL,1:(i-(k-1))*L)=Q(:,(k-1)*L+1:L*i); 
  end 
 IU=[eye(L) zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L) un1]; 
   
  DB=(QQ*IU)\sig; 
   
D=DB(1:L,:); 
B=DB(L+1:L+n,:); 
   
  %  FIN DO ALGORITMO  
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Algoritmo POMOESP 
 

function [A,B,C,D]=P0_MOESP(u,y,i); 
 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
% PARA ALGOTIMO MOESP PRECISAMOS DE h=[Uf Up Yp Yf]  
U   = hank(u,i);                   Y = hank(y,i);    
UP  = U(1:m*i,:);     
UF  = U(m*i+1:2*m*i,:);     
h   = [UF;UP;Y]; 
 
% MATRIZ LQ 
R   = triu(qr(h'))';     
R   = R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i);           % Truncamento da matriz R 
clear U Y; 
 
R11 = R(1:m*i,1:m*i); 
R21 = R(m*i+1:2*m*i,1:m*i); 
R22 = R(m*i+1:2*m*i,m*i+1:2*m*i); 
R31 = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,1:m*i); 
R32 = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i, m*i+1:2*m*i); 
R41 = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,1:m*i); 
R42 = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,m*i+1:2*m*i); 
R43 = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,2*m*i+1:(2*m+L)*i); 
 
% CALCULANDO A SVD DA MATRIZ [R42 R43] 
[Un,ss,Vn]=svd([R42 R43]);  SS=diag(ss); 
t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS); hold on; plot(t,SS,'k*'); title('valores singulares'); 
n = input('   Ingresse ordem do sistema '); 
 
% CALCULANDO A MATRIZ A E C 
 un1=Un(1:(i-1)*L,1:n);  un2=Un(L+1:i*L,1:n); 
 A=un1\un2;         
 C=un1(1:L,:); 
  
 % CALCULANDO AS MATRIZES B E D 
 u2=Un(:,n+1:i*L); 
 R1C= [R21 R22 R11];    R2C= [R31 R32 R41];    K=u2'*R2C/R1C; 
  
 qL=L*i-n; 
 sig=zeros(i*qL,m); 
for k=1:i 
    sig((k-1)*qL+1:k*qL,:)=K(:,(k-1)*m+1:k*m); 
end 
  Q=u2'; 
 
  QQ=zeros(qL*i,i*L); 
 for k=1:i 
      QQ((k-1)*qL+1:k*qL,1:(i-(k-1))*L)=Q(:,(k-1)*L+1:L*i); 
  end 
 IU=[eye(L) zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L) un1]; 
   
  DB=(QQ*IU)\sig; 
  D=DB(1:L,:); 
  B=DB(L+1:L+n,:); 
% FIN DO ALGORITMO 
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Algoritmo determinístico 1 (N4SID) 
(empregando estados) 

 
 
function [A,B,C,D]=Det1_N4sid(u,y,i); 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
U=hank(u,i); Y=hank(y,i);       h=[U;Y]; 
R = triu(qr(h'))';     
R=R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i);      % Trucanmento de R; 
clear U;Y; 
 
% Computando Projeçao obliqua 
Up = R(1:m*i,:);                                % Entradas Passadas 
Uf = R(m*i+1:2*m*i,:);                      % Entradas futuras  
Yp = R(2*m*i+1:2*m*i+L*i,:);            % Saídas Passadas   
Yf = R(2*m*i+L*i+1:(2*m*i+2*L*i),:);    % Saídas futuras 
Wp = [Up;Yp]; 
 
AB=Yf -Yf*(Uf')*pinv(Uf*(Uf'))*Uf;             CB=Wp -Wp*(Uf')*pinv(Uf*(Uf'))*Uf; 
Oi= AB*pinv(CB)*Wp; 
 
clear AB CB 
 
% Computando a outra projecao obliqua 
Uf_    = R(m*(i+1)+1:2*m*i,:);      Yf_     = R(i*(2*m+L)+L+1:2*i*(m+L),:); 
Upmas  = R(1:m*(i+1),:);            Ypmas   = R(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:); 
Wpmas  = [Upmas;Ypmas]; 
 
AB=Yf_ -Yf_*(Uf_')*pinv(Uf_*(Uf_'))*Uf_;  CB=Wpmas -Wpmas*(Uf_')*pinv(Uf_*(Uf_'))*Uf_; 
Oi_= AB*pinv(CB)*Wpmas; 
clear AB CB 
 
[U,S,V] = svd(Oi); 
ss = diag(S); plot(ss); 
 
n = input('      Ordem do sistema ? '); 
 
% Encontrando U1 
U1 = U(:,1:n);      
 
% Determine ri e Ri_ 
ri = U1*diag(sqrt(ss(1:n)));          ri_= ri(1:L*(i-1),:); 
Xi     = pinv(ri)*Oi;                       Xi_mas = pinv(ri_)*Oi_; 
 
%   6 determine as matrizes A,B,C,D 
  Uii = R(m*i+1:m*i+m,:);         Yii = R((2*m+L)*i+1:(2*m+L)*i+L,:); 
   K = [Xi;Uii];                             J = [Xi_mas;Yii]; 
 
X=J/K; 
A=X(1:n,1:n) ; 
B=X(1:n,n+1:n+m) ; 
C=X(n+1:n+L,1:n) ; 
D=X(n+1:n+L,n+1:n+m) ; 
 
% FIN DO ALGORITMO 
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Algoritmo determinístico 2 (N4SID) 
(empregando a matriz de observabilidade estendida) 

 
function [A,B,C,D]=Det_N4sid2(u,y,i); 
 [m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u); [L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
U   = hank(u,i);   Y = hank(y,i);   h=[U;Y];  R   = triu(qr(h'))';    
R   = R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i);           % Truncamento 
clear U Y; 
 
% Computando Projeçao obliqua 
Up = R(1:m*i,:);                          % Entradas Pasadas 
Uf = R(m*i+1:2*m*i,:);                   % Entradas futuras  
Yp = R(2*m*i+1:2*m*i+L*i,:);            % Saidas Pasadas   
Yf = R(2*m*i+L*i+1:(2*m*i+2*L*i),:);     % Saidas futuras 
Wp = [Up;Yp]; 
 
AB=Yf -Yf*(Uf')*pinv(Uf*(Uf'))*Uf;       % projecao ortogonal  
CB=Wp -Wp*(Uf')*pinv(Uf*(Uf'))*Uf; 
Oi= AB*pinv(CB)*Wp;                     clear AB CB; 
 
[U,S,V] = svd(Oi);   S1 = diag(S);   plot(S1); n   = input('      Ordem do sistema ? '); 
U1  = U(:,1:n);                     % Matriz para obter Mat Obsrva estendida = [ri] Lx n 
S2  = sqrt(S1(1:n)); 
U2  = U(:,n+1:L*i);                 % Matriz complemento rotogonal de ri  de [1:L,n+1:Li] 
 
% Considerando W=I, 
ri      = U1*diag(sqrt(S2(1:n)));     % Matriz de Observabilidade estendida = ri 
ri_ortg = U2';                        % Matriz complemento ortogonal de ri 
 
ri_ =  ri(1:L*(i-1),:);              % matriz de onservabildade extendida sem as ultimas linhas 
rri =  ri(L+1:L*i,:);                % ri sem as primeiras L linhas. 
A = pinv(ri_)*rri;       C = ri(1:L,:);    
 
% Calculando as Mtraizes B e D 
% Primeiro encontramos MM e LLL  
Mm  =   ri_ortg*Yf*pinv(Uf); LL  =   ri_ortg; 
T=(L*i-n);                           % T = Numero de linhas de LLL 
LLL = zeros(i*T,L*i); 
 
% Computando LLL 
for k=1:i 
LLL((k-1)*T+1:k*T,1:(i-k+1)*L) = LL(:,(k-1)*L+1:L*i); 
end 
 
% e  MM 
M = zeros(i*T,m); 
for k=1:i 
    M(T*(k-1)+1:k*T,:)=Mm(:,m*(k-1)+1:k*m); 
end 
 
% Aux, donde   M = LLL*Aux*[D;B] 
Aux    = [eye(L,L),  zeros(L,n) ; zeros(L*(i-1),L) , ri_];   LLLAux = LLL*Aux; 
 
%soluçao do [D;B]=LLLAux\M  e  Recuperando as matrizes   
DB = LLLAux\M;   D = DB(1:L,:);     B = DB(L+1:L+n,:); 
% FIN DO ALGORITMO 
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Algoritmo 1 N4SID  
(Empregando seqüência de estados iX~ ) 

 
function [A,B,C,D]=N4sid1(u,y,i); 
 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u); [L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
U   = hank(u,i);      Y = hank(y,i);       h=[U;Y]; 
R   = triu(qr(h'))';     
R   = R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i);           % Truncamento da matriz R 
clear U Y; 
 
Up  = R(1:m*i,:);                            % Entradas passadas 
Uf  = R(m*i+1:2*m*i,:);                      % Entradas futuras 
Yp  = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,:) ;               % Saidas passadas 
Yf  = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,:);            % Saidas futuras         
Wp  = [Up;Yp];                      
 
G   = pinv(Uf*(Uf'))*Uf;                     % auxiliar para computar A/B 
AB  = Yf -Yf*(Uf')*G;                            % Projeçao ortogonal de Yf/Uf 
CB  = Wp -Wp*(Uf')*G;                            % Projeçao ortogonal de Wp/Uf 
Obli= AB*pinv(CB)*Wp;                         % Projeçao Obliqua 
clear AB CB G; 
 
[Un,ss,Vn] = svd(Obli); 
% Determine a ordem dos valores singulares, %U1 e S1  
 SS = diag(ss); plot(SS); 
 
% Determine n  
n   = input('      Ordem do sistema ? '); 
U1  = Un(:,1:n);                   % Matriz para obter Mat Obsrva estendida = [ri] Lixn 
S1  = sqrt(SS(1:n)); 
 
% Considerando W=I, 
ri  = U1*diag(sqrt(SS(1:n)));      % Matriz de Observabilidade estendida = ri 
ri_ =  ri(1:L*(i-1),:);            % matriz de onservabildade extendida sem as as ultimas linhas 
 
% Determine as sequencia de estados 
% precisamos computar a proj Oi+1=Yf_/Uf_ Wpmas 
Uf_    = R(m*(i+1)+1:2*m*i,:);            Yf_  = R(i*(2*m+L)+L+1:2*i*(m+L),:); 
Upmas  = R(1:m*(i+1),:);            Ypmas   = R(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:); 
Wpmas  = [Upmas;Ypmas]; 
 
GG     = (Uf_')*pinv(Uf_*(Uf_'))*Uf_; 
AB     = Yf_ -Yf_*GG; 
CB     = Wpmas -Wpmas*GG; 
Obli_mas= AB*pinv(CB)*Wpmas; 
 
% e suas seudos inversas 
Xi     = pinv(ri)*Obli;                Xi_mas = pinv(ri_)*Obli_mas; 
 
%   Determine as matrizes A,B,C,D 
Uii = R(m*i+1:m*i+m,:);         Yii = R((2*m+L)*i+1:(2*m+L)*i+L,:); 
   J = [Xi_mas;Yii];                 KK = [Xi;Uii];  
   X=J/KK; 
A = X(1:n,1:n) ;B = X(1:n,n+1:n+m) ;C = X(n+1:n+L,1:n) ;D = X(n+1:n+L,n+1:n+m) ; 
% FIM DO ALGORITMO 
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Algoritmo 2 N4SID 
(Empregando seqüência de estados iX̂ ) 

 
function [A,B,C,D]=N4sid2(u,y,i); 
 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
U   = hank(u,i);     
Y = hank(y,i);      
h=[U;Y];           
 
R   = triu(qr(h'))';     
R   = R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i);           % Truncamento da matriz R 
clear U Y; 
 
Up  = R(1:m*i,:);                            % Entradas passadas 
Uf  = R(m*i+1:2*m*i,:);                      % Entradas futuras 
Yp  = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,:) ;               % Saídas passadas 
Yf  = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,:);           % Saídas futuras         
Wp  = [Up;Yp];                      
 
G   = pinv(Uf*(Uf'))*Uf;                      % auxiliar para computar A/B 
AB  = Yf -Yf*(Uf')*G;                            % Projeção ortogonal de Yf/Uf 
CB  = Wp -Wp*(Uf')*G;                           % Projeção ortogonal de Wp/Uf 
Obli= AB*pinv(CB)*Wp;                         % Projeção Oblíqua 
 
clear AB CB G; 
 
[Un,ss,Vn] = svd(Obli);  
SS = diag(ss); 
 plot(SS); 
 
% Determine a ordem dos valores singulares, %U1 e S1  
n   = input('      Ordem do sistema ? '); 
U1  = Un(:,1:n);                   % Matriz para obter Mat Obsrva estendida = [ri] Lixn 
S1  = sqrt(SS(1:n)); 
 
% Considerando W=I, 
ri  = U1*diag(sqrt(SS(1:n)));      % Matriz de Observabilidade estendida = ri 
ri_ =  ri(1:L*(i-1),:);               % matriz de onservabildade extendida sem as ultimas linhas 
 
% CALCULANDO AS PROJECOES ORTOGONAIS 
Zi=[R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,1:(2*m+L)*i)];              % formula***   da Teses 
Zimas=[R((2*m+L)*i+L+1:2*(m+L)*i,1:(2*m+L)*i+L)];       % Formula **** da teses 
 
Yii=R(2*m*i+L*i+1:2*m*i+L*i+L,1:(2*m+L)*i+L);           % formula****  da teses 
Uif=Uf(:,1:(2*m+L)*i+L);                                % se escolhe 5 colunas para dimensionar con Yii 
 
XY=[pinv(ri_)*Zimas;Yii];          
XU=[pinv(ri)*Zi,zeros(n,L);Uif]; 
 
ACK=XY/XU;                          % recuperar A C e K a traves de minimos quadrados 
 
% Recuperando as matriz A e C e K 
A = ACK(1:n,1:n);         
C = ACK(n+1:n+L,1:n);         
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K = ACK(:,n+1:end); 
 
% Obtendo as matriz B e D 
LL=[A;C]*pinv(ri); 
 
% 0bservar que LL=[L1;L2]  onde [L1]nxLi     e   [L2] LxLi 
L1=LL(1:n,:);  
L2=LL(n+1:n+L,:); 
M=pinv(ri_); 
 
% observar que K=[km1;km2] 
km1=K(1:n,:);      
km2=K(n+1:n+L,:); 
K1=zeros(i*n,m);  
K2=zeros(i*L,m); 
 
for k=1:i 
    K1(n*(k-1)+1:k*n,:)=km1(:,m*(k-1)+1:k*m); 
    K2(L*(k-1)+1:k*L,:)=km2(:,m*(k-1)+1:k*m); 
end 
 
 % Agora formando a matriz N    
   MM=[zeros(n,L) M]; 
   ML=MM-L1; 
     
L22=-L2(:,L+1:L*i);     
L2_=[eye(L)-L2(:,1:L), L22]; 
N2=zeros(L*i,L*i);  
N1=zeros(i*n,L*i); 
 
for k=1:i 
N1(n*(k-1)+1:k*n,1:(i-k+1)*L)=ML(:,(k-1)*L+1:L*i); 
N2(L*(k-1)+1:k*L,1:(i-k+1)*L)=L2_(:,(k-1)*L+1:L*i); 
end 
    
N=[N1;N2]* [eye(L,L) , zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L), ri_]; 
 
% por ultimo extraindo as matrizes B e D 
% [K1;K2]=N[D;B] 
DB=N\[K1;K2]; 
 
% recuperando as matrizes 
D=DB(1:L,:); 
B=DB(L+1:n+L,:); 
 
 
% FIN DO ALGORITMO 
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Algoritmo determinístico MON4SID 1 
(empregando estados) 

 
 
% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)];  pxNdat    matriz 
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)];  mxNdat    matriz 
% n = dim(x);   
% k=numeros de blocos fila 
 
function [A,B,C,D]=MON4SID1(u,y,k); 
 
%  ADIMENSIONANDO OS DADOS 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
clear m,N,L 
 
% 1. Construir as matrizes de Hankel pf UU ,  e pf YY , . 
[p,Ndat]=size(y); [m,Ndat]=size(u); 
N=Ndat-2*k                  % Numero de Colunas da matriz em blocos se Hankel 
ii=0; 
for i=1:m:2*k*m-m+1 
    ii=ii+1; 
    U(i:i+m-1,:)=u(:,ii:ii+N-1);        % Dados da matriz U 
end 
 
ii=0; 
for i=1:p:2*k*p-p+1 
    ii=ii+1; 
    Y(i:i+p-1,:)=y(:,ii:ii+N-1);          % Dados da matriz Y 
end 
 
UUf=U(k*m+1:2*k*m,:);  % Entradas futuras 
YYf=Y(k*p+1:2*k*p,:);  % Saídas futuras 
UUp=U(1:k*m,:);  % Entradas passadas 
YYp=Y(1:k*p,:);   % Saídas passadas 
Wp=[UUp;YYp];  
Wf=[UUf;YYf]; 
H=(1/N)*[UUf;Wp;YYf];  % Matriz de Hankel  
 
% 2.  Decomposição LQ ou QR 
[Q,L]=qr(H',0); 
R=L'; 
 
%************************************************************** 
%         COMPUTANDO GAMA METODO MOESP 
%************************************************************** 
% 3. Calcular a SVD da matriz 32L . 
L32 = R( k*(2*m+p)+1:2*k*(m+p),k*m+1:k*(2*m+p)); 
i=k;  L=p 
[Un,ss,Vn]=svd(L32); 
 
% 4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 
particionar a SVD para obter 1U  . 
SS=diag(ss); 
plot(SS) 
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 n = input('   Ingrese ordem do sistema '); 
 
% 5. Determinar iΓ e 1−Γi  como 
ri=Un(:,1:n);    % Matriz observabilidade estendida  
ri_= ri(1:L*(i-1),:); 
 
 %**************************************************************************** 
 % COMPUTANDO MATRIZES A, B, C, D  "METODO N4SID" 
 %*************************************************************************** 
   
  %  COMPUTANDO A PROJECAO OBLIQUA 
L21=R(k*m+1:k*(2*m+p),1:k*m);  
L22=R(k*m+1:k*(2*m+p),k*m+1:k*(2*m+p)); 
  Oi=L32*inv(L22)*[L21 L22];     % PORJEÇAO OBLIQUA 
   
  % Projecao obliqua para O1+1 
  Uf_= R(m+1:m*k,:);         Yf_= R(k*(2*m+L)+L+1:2*i*(m+L),:); 
  Up = R(m*i+1:2*m*i,:);     Yp = R(2*m*i+1:2*m*i+L*i,:);              
  Ui = R(1:m,:);                    Yi = R(k*(2*m+L)+1:k*(2*m+L)+L,:); 
  
Upmas  = [Up;Ui] ;     
Ypmas = [Yp;Yi];          
Wpmas  = [Upmas;Ypmas]; 
 
  AB=Yf_ -Yf_*(Uf_')*pinv(Uf_*(Uf_'))*Uf_; 
  CB=Wpmas -Wpmas*(Uf_')*pinv(Uf_*(Uf_'))*Uf_; 
  Oi_= AB*pinv(CB)*Wpmas; 
  clear AB CB 
 
% 6.  Determine d

iX  e d
iX 1+  pelas equações (4.13) e (4.14). 

  Xi= [pinv(ri)*Oi zeros(n,L*k)]; 
  Xi_mas = pinv(ri_)*Oi_; 
 
%   7. Determine as matrizes A,B,C,D 
KK = [Xi;Ui];                    
J = [Xi_mas;Yi]; 
X=J/KK; 
 
A=X(1:n,1:n) ; 
B=X(1:n,n+1:n+m) ; 
C=X(n+1:n+L,1:n) ; 
D=X(n+1:n+L,n+1:n+m) ; 
 
% FIN DO ALGORITMO 
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Algoritmo determinístico MON4SID 2 

(empregando a matriz de observabilidade estendida) 
 
% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)];  pxNdat    matriz 
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)];  mxNdat    matriz 
% n = dim(x);  k=numeros de blocos fila 
 
function [A,B,C,D]=MON4SID2(u,y,k); 
 
%    ADIMENSIONANDO OS DADOS 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
clear m,N,L 
 
% 1. Construir as matrizes de Hankel pf UU ,  e pf YY , . 
[p,Ndat]=size(y); [m,Ndat]=size(u); 
N=Ndat-2*k                  % Numero de Colunas da matriz em blocos se Hankel 
ii=0; 
for i=1:m:2*k*m-m+1 
    ii=ii+1; 
    U(i:i+m-1,:)=u(:,ii:ii+N-1);        % Dados da matriz U 
end 
 
ii=0; 
for i=1:p:2*k*p-p+1 
    ii=ii+1; 
    Y(i:i+p-1,:)=y(:,ii:ii+N-1);          % Dados da matriz Y 
end 
 
UUf=U(k*m+1:2*k*m,:);  % Entradas futuras 
YYf=Y(k*p+1:2*k*p,:);  % Saídas futuras 
UUp=U(1:k*m,:);  % Entradas passadas 
YYp=Y(1:k*p,:);   % Saídas passadas 
Wp=[UUp;YYp];  
Wf=[UUf;YYf]; 
H=(1/N)*[UUf;Wp;YYf];  % Matriz de Hankel  
 
% Decomposicao LQ ou QR 
[Q,L]=qr(H',0); 
R=L'; 
 
%*************************************************************************************** 
%         COMPUTANDO GAMA metodo MOESP 
%*************************************************************************************** 
% 3. Calcular a SVD da matriz 32L . 
L32 = R( k*(2*m+p)+1:2*k*(m+p),k*m+1:k*(2*m+p)); 
i=k;  L=p 
[Un,ss,Vn]=svd(L32); 
 
% 4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 
particionar a SVD para obter 1U  . 
SS=diag(ss); 
plot(SS) 
 n = input('   Ingresse ordem do sistema '); 
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% 5. Determinar iΓ  e 1−Γi  como:   
ri=Un(:,1:n);    % Matriz observabilidade estendida  
un1=Un(1:(i-1)*L,1:n);  
un2=Un(L+1:i*L,1:n); 
 
 % COMPUTAMO as matrizes A C 
A=un1\un2;         
C=un1(1:L,:); 
  
%*************************************************************************************** 
%                      COMPUTANDO MATRIZES D e B  "METODO N4SID" 
%**************************************************************************************** 
  U2  = Un(:,n+1:L*i);      % Matriz complemento rotogonal de ri   
  ri_ortg = U2';            % Matriz complemento ortogonal de ri 
  ri_ =  ri(1:L*(i-1),:);                   % matriz de onservabildade extendida sem as ultimas linhas 
 
  % Calculando as Mtraizes B e D 
  % Primeiro encontramos MM e LLL  
  Uf = R(1:m*i,:);                        % Entradas futuras COMPUTADAS DE R 
  Yf = R(2*m*i+L*i+1:(2*m*i+2*L*i),:);    % Saídas futuras   COMPUTADAS DE R 
 
  Mm  =   ri_ortg*Yf*pinv(Uf); 
  LL  =   ri_ortg; 
 
  T=(L*i-n);                              % T = Numero de linhas de LLL 
  LLL = zeros(i*T,L*i); 
 
% Computando LLL 
for k=1:i 
LLL((k-1)*T+1:k*T,1:(i-k+1)*L) = LL(:,(k-1)*L+1:L*i); 
end 
 
% e  MM 
M = zeros(i*T,m); 
for k=1:i 
    M(T*(k-1)+1:k*T,:)=Mm(:,m*(k-1)+1:k*m); 
end 
 
% Aux, donde   M = LLL*Aux*[D;B] 
Aux    = [eye(L,L),  zeros(L,n) ; zeros(L*(i-1),L) , ri_]; 
LLLAux = LLL*Aux; 
 
%soluçao do [D;B]=LLLAux\M   
DB = LLLAux\M; 
 
% Recuperando as matrizes   
D = DB(1:L,:); 
B = DB(L+1:L+n,:); 
 
%  FIM DO ALGORIMO    
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Algoritmo determinístico MON4SID 3 
(empregando estados totais) 

 
% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)];  pxNdat    matriz 
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)];  mxNdat    matriz 
% n = dim(x);  
%  k=numeros de blocos fila 
 
function [Kn,A,B,C,D]=MON4SID3(u,y,k); 
 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
clear m,N,L 
 
% 1. Construir as matrizes de Hankel pf UU ,  e pf YY , . 
[p,Ndat]=size(y);  
[m,Ndat]=size(u); 
N=Ndat-2*k 
ii=0; 
for i=1:m:2*k*m-m+1 
    ii=ii+1; 
    U(i:i+m-1,:)=u(:,ii:ii+N-1);        % Dados da matriz 
end 
 
ii=0; 
for i=1:p:2*k*p-p+1 
    ii=ii+1; 
    Y(i:i+p-1,:)=y(:,ii:ii+N-1);        % Dados da matriz 
end 
 
UUf=U(k*m+1:2*k*m,:); YYf=Y(k*p+1:2*k*p,:); 
UUp=U(1:k*m,:);       YYp=Y(1:k*p,:);  Wp=[UUp;YYp]; 
 
H=(1/N)*[UUf;Wp;YYf]; 
 
% 2. Calcular a fatoração LQ, equação (4.10). 
[Q,L]=qr(H',0); 
L=L'; 
 
L22= L(k*m+1:k*(2*m+p),k*m+1:k*(2*m+p)); 
L32 = L( k*(2*m+p)+1:2*k*(m+p),k*m+1:k*(2*m+p));   i=k; 
 
% 3. Calcular a SVD da matriz 32L . 
[Un,ss,Vn]=svd(L32);  
   
 % 4. Determinar a ordem do sistema por inspeção dos valores singulares em S e 
particionar a SVD para obter 1U  
SS=diag(ss);  
t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS); 
hold on; plot(t,SS,'k*'); title('valores singulares'); 
 
n = input('   Inprese ordem do sistema ');  
 
U1=Un(:,1:n);    
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% 5. Determinar iΓ  como 
gama=U1; 
 
% 6. Determinar X  pela equações (4.18) e as seqüências de estados d

iX  e d
iX 1+  

 X=pinv(gama)*L32*inv(L22)*Wp; 
 
XX=X(:,2:N); 
X=X(:,1:N-1); 
 
% 7. Solucionar o seguinte conjunto de equações lineares para obter A, B, C e D: 
U=UUf(1:m,1:N-1); 
Y=YYf(1:p,1:N-1); 
 
ABCD=[XX;Y]/[X;U]; 
A=ABCD(1:n,1:n); 
B=ABCD(1:n,n+1:n+m); 
C=ABCD(n+1:n+p,1:n); 
D=ABCD(n+1:n+p,n+1:n+m); 
 
%  FIM DO ALGORIMO    

 
 
 

Algoritmo determinístico estocástico MON4SID 4 
 
 
% 1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 1. 
 
% 2. Solucione o conjunto de equações lineares para encontrar A, B, C e D: 

 
% 3. Determine Q, S e R dos resíduos, como: 
% do algoritmo MON4SID1 obtemos KK e J e n 
res=J-[A B;C D]*KK; 
cov=res*res'; 
 
% Determine  Q, R S de cov 
Qs=cov(1:n,1:n); 
Ss=cov(1:n,n+1:n+L); 
Sts=cov(n+1:n+L,1:n); 
Rs=cov(n+1:n+L,n+1:n+L); 
 
n   % ordem do sistema 
LqL=dlqe(A,eye(n),C,Qs,Rs);      
 
K=A*LqL;                      % ganho do filtro de Kalman 
 
%  FIM DO ALGORIMO    
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Algoritmo determinístico estocástico MON4SID 5 
 
% 1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 3. 
 
% 2. Solucione o conjunto de equações lineares para encontrar A, B, C e D: 

 
% 3. Determine Q, S e R dos resíduos, como: 
% do algoritmo MON4SID3 obtemos XX, Y, X, U e n 
% Encontrando  os residuais 
res=[XX;Y]-ABCD*[X;U];;   
cov=res*res'; 
 
% Determine  Q, R S de cov 
L    % numero de saídas do processo; 
Qs=cov(1:n,1:n); 
Ss=cov(1:n,n+1:n+L); 
Sts=cov(n+1:n+L,1:n); 
Rs=cov(n+1:n+L,n+1:n+L); 
 
n   % ordem do sistema 
LqL=dlqe(A,eye(n),C,Qs,Rs);      
 
K=A*LqL;                      % ganho do filtro de Kalman 
 
%  FIM DO ALGORIMO    

 
 
 

Algoritmo 1 para malha fechada  
N4SIDC 

 
% Se precisa conhecer as matrizes do controlador (Ac,Bc,Cc,Dc)  
% ou as entradas impulso do controlador  
 
% Dados de entrada:  
% R : Sinal de referencia 
% U : Sinal de entrada da planta 
% Y : Sinal de saída da planta 
% (A,B,C,D): matrizes do controlador 
% i= 10   
 
% Dados de saida 
% As matrizes da planta  
 
function [AA,BB,CC,DD,K]=N4SIDmf1(u,y,A,B,C,D,i); 
 
% CONTROLADOR 
A = [2.65 -3.11 1.75 -0.39; 1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0]; B = [1 0 0 0]'; 
 C = [-0.4135 0.8629 -0.7625 0.2521]; D = 0.61; 
 
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
U   = hank(u,i);                    
Y = hank(y,i);        
h=[U;Y]; 
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R   = triu(qr(h'))';     
RR   = R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i);           % Truncamento da matriz R 
clear U Y; 
 
% CONSTRUENCDO A MATRIZ Hc  controlador 
[L,d]=size(C);    
ri=C;   
     
 for k=2:i     
     ri((k-1)*L+1:k*L,:)=ri((k-2)*L+1:(k-1)*L,:)*A; 
 end 
  
rr=[D;ri*B]; 
[LL,m]=size(D); 
    
Hc=zeros(LL*i,m*i); 
for k=1:i; 
    Hc((k-1)*LL+1:LL*i,(k-1)*m+1:k*m)=rr(1:LL*(i-k+1),:); 
end 
 
% 1. Construa as matrizes 121212 −−− += ii

c
iiiii YHUM  e  1211121121 −+−−+−+ += ii

c
iiiii YHUM , 

onde c
iH  e c

iH 1−  contêm os parâmetros de Markov do controlador. 
 
 
%  CONSTRUENDO A MATRIZ M 
Uf=RR(m*i+1:2*m*i,:); 
Yf=RR((2*m+L)*i+1:2*i*(m+L),:); 
 
Mf=Uf+Hc*Yf;                              % Saidas Futuros 
 
% construendo MF_ 
Hc_=Hc(1:m*(i-1),1:L*(i-1)); 
Uf_=RR(m*(i+1)+1:2*m*i,:); 
Yf_=RR(i*(2*m+L)+L+1:2*i*(m+L),:); 
 
Mf_=Uf_+Hc_*Yf_;                          % Saidas pasadas 
 
% 2.  CALCULANDO PROJECAO OBLIQUA E ORTOGONAL 
Up=RR(1:m*i,:);     
Yp=RR(2*m*i+1:(2*m+L)*i,:);      
 Wp=[Up;Yp]; 
 
% Projeçao oblíqua. 
MfT=Mf'; 
Yf_Mf= Yf-Yf *MfT * pinv(Mf *MfT)*Mf  ; 
Wp_Mf =Wp-Wp*MfT * pinv(Mf *MfT)*Mf ; 
Obli=Yf_Mf * pinv(Wp_Mf)*Wp    ;    
   
 
% Analogamente para a outra projeção 
Upmas=RR(1:m*(i+1),:); 
Ypmas=RR(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:); 
Wpmas=[Upmas;Ypmas]; 
 
Mft=Mf_'; 
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Yf_MMf= Yf_-Yf_*Mft*pinv(Mf_*Mft)*Mf_ ; 
Wp_MMf =Wpmas-Wpmas*Mft * pinv(Mf_ *Mft)*Mf_ ; 
Obli_mas=Yf_MMf * pinv(Wp_MMf)*Wpmas    ;    
 
   
% 3.  Calculando os SVD da projeção oblíqua ponderada 
Uu,Ss,Vv]=svd(Obli); 
% Determine a ordem dos valores singulares, %U1 e S1  
%  Plotando os valores singulares significativos 
 SS = diag(Ss); 
 H  = length(SS); 
 plot(H); 
  
% Determine n por inspeção dos valores %singulares da gráfica 
n   = input('      Ordem do sistema  '); 
 
% 4. DERTERMINE Gg 
U1=Uu(:,1:n);     
S1=sqrt(SS(1:n)); 
U2=Uu(:,n+1:L*i);  % colunas Li pois ri e uma matriz de (nxLi) 
 
Gg=U1*diag(sqrt(S1(1:n)));   
 
% 5.  DETERMINE OS ESTADOS 
xi=pinv(Gg)*Obli; 
Gg_1=Gg(1:L*(i-1),:); 
ximas=pinv(Gg_1)*Obli_mas; 
 
 
%6.  Compute  S e os Residuias 
D = 0.61  % Matriz do controlador 
 
Uii=RR(m*i+1:m*i+m,:); 
Yii=RR((2*m+L)*i+1:(2*m+L)*i+L,:); 
Mii=Uii+D*Yii; 
 
K=[xi;Mii]; 
J=[ximas;Yii]; 
Xs=J/K; 
 
% 7. residuais T 
res=J-Xs*K; 
 
%8. Determine A,B,C,D, (T1) com Co dado 
%[m,nc]=size(C); 
S11=Xs(1:n,1:n); 
S21=Xs(n+1:n+m,1:n); 
S12=Xs(1:n,n+1:n+m); 
S22=Xs(n+1:n+m,n+1:n+m); 
 
BB=S12*inv(eye(m)-D*S22) 
DD=S22*inv(eye(m)-D*S22); 
T1=inv(eye(L)+DD*D); 
CC=inv(T1)*S21; 
AA=S11+BB*D*S21; 
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% matrizes da planta (AA, BB, CC, DD) 
 
%9. DETERMINE Q S R DOS RESIDUAIS 
clear Ss; 
cov = res*res';    % covariancia 
Qs = cov(1:n,1:n); 
Ss = cov(1:n,n+1:n+L); 
Rs = cov(n+1:n+L,n+1:n+L);  
   
n   % ordem do sistema 
LqL=dlqe(AA,eye(n),CC,Qs,Rs);      
 
K=AA*LqL;                      % ganho do filtro de Kalman da planta 
 
%  FIM DO ALGORIMO    

 
 

Algoritmo 2 para caso em malha fechada 
N4SIDC 

 
% Se precisa conhecer as matrizes do controlador (Ac,Bc,Cc,Dc)  
% ou as entradas impulso do controlador  
 
% Dados de entrada:  
% R : Sinal de referencia 
% U : Sinal de entrada da planta 
% Y : Sinal de saída da planta 
% (A,B,C,D): matrizes do controlador 
 
% Dados de saida 
% As matrizes da planta  
 
function [Ap,Bp,Cp,Dp,K]=N4SIDmf2(u,y,i); 
 
% CONTROLADOR 
A = [2.65 -3.11 1.75 -0.39; 1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0]; B = [1 0 0 0]'; 
 C = [-0.4135 0.8629 -0.7625 0.2521]; D = 0.61; 
 
 
 [m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);  
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y); 
 
U   = hank(u,i);                   Y = hank(y,i);       h=[U;Y]; 
R   = triu(qr(h'))';     
RR   = R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i);           % Truncamento da matriz R 
clear U Y; 
 
% CONSTRUENCDO A MATRIZ Hc  controlador 
[L,d]=size(C);   ri=C;   
     
 for k=2:i     
     ri((k-1)*L+1:k*L,:)=ri((k-2)*L+1:(k-1)*L,:)*A; 
 end 
  
rr=[D;ri*B]; 
[LL,m]=size(D); 
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Hc=zeros(LL*i,m*i); 
for k=1:i; 
    Hc((k-1)*LL+1:LL*i,(k-1)*m+1:k*m)=rr(1:LL*(i-k+1),:); 
end 
 
%  CONSTRUENDO A MATRIZ M 
Uf=RR(m*i+1:2*m*i,:); 
Yf=RR((2*m+L)*i+1:2*i*(m+L),:); 
Up=RR(1:m*i,:);    Yp=RR(2*m*i+1:(2*m+L)*i,:);      Wp=[Up;Yp]; 
 
Mf=Uf+Hc*Yf;                              % Saidas Futuros 
 
% Saidas perpendiculares futuras 
Rfp=Yf - (Yf/Mf)*Mf; 
 
 
% saidas perpendiculares pasadas 
Rpp=Wp-(Wp/Mf)*Mf; 
 
% Projeçao obliqua 
Obli=(Rfp/Rpp)*Wp; 
 
%   Calculando os SVD da projeção oblíqua  
[Uu,Ss,Vv]=svd(Obli); 
SS = diag(Ss); 
H  = length(SS); 
plot(H);  
  
% Determine n por inspeção dos valores singulares da gráfica 
n   = input('      Ordem do sistema  ') 
 S1=sqrt(SS(1:n)); 
U1=Uu(:,1:n);                       % determine U1; 
U2=Uu(:,n+1:L*i)';                  % determine U2 = complemento ortogonal de U1 
 
% Determine gam e gamm 
gam=U1*diag(sqrt(S1(1:n)));   
gamm=gam(1:L*(i-1),:); 
 
% As pseudo inversas 
gam_inv = pinv(gam); 
gamm_inv = pinv(gamm); 
 
% Determine Zi e Zip   
Upmas=RR(1:m*(i+1),:);  
Ypmas=RR(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:);  
Wpmas=[Upmas;Ypmas]; 
 
% construendo MF_ 
Hc_=Hc(1:m*(i-1),1:L*(i-1)); 
Uf_=RR(m*(i+1)+1:2*m*i,:); Yf_=RR(i*(2*m+L)+L+1:2*i*(m+L),:);  
 
Mf_=Uf_+Hc_*Yf_;                          % Saidas pasadas 
 
spi=[Up;Yp;Mf]; 
spip=[Upmas;Ypmas;Mf_]; 
 
Zi=Yf*pinv(spi)*spi; 
Zip=Yf_*pinv(spip)*spip; 
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% Determine K como  
Lhs = U2*Zi; 
Lhs = Lhs(:); 
Rhs = zeros(2*i*(L*i-n)*(L+m),i*L*m); 
 
for k=1:i 
    Mk = Mf((k-1)*m+1:k*m,:); 
    Uk = U2(:,(k-1)*L+1:i*L); 
    ax = [1:(i-k+1)*L]; offs = [0:L*i:L*i*m-1]; 
    L1 = length(ax);  
    L2 = length(offs); 
    axt = kron(ones(1,L2),ax) + kron(offs,ones(1,L1)); 
    Rhs(:,axt) = Rhs(:,axt) + kron(Mk',Uk); 
end 
sol = Rhs\Lhs; 
    % Computando a matriz K 
    K = zeros(L*i,m*i); 
     
    for k=1:i 
        ax = [1:L];  
      offs = [(k-1)*L:L*i:L*i*m-1]; 
        L1=length(ax);  
        L2=length(offs); 
        axt = kron(ones(1,L2),ax) + kron(offs,ones(1,L1)); 
        Kk = reshape(sol(axt),L,m); 
        for ki = k:i 
        K((ki-1)*L+1:ki*L,(ki-k)*m+1:(ki-k+1)*m) = Kk; 
        end 
     end 
         
 %   Determine os estados 
   Xi = gam_inv * (Zi -K*Mf); 
  Xip = gamm_inv * (Zip - K(1:L*(i-1),1:m*(i-1))*Mf_); 
       
%  Determine as matrizes da planta  
 Rhs = [Xi;Mf(1:m,:)]; 
 Lhs = [Xip;Yf(1:L,:)]; 
 
XXX = Lhs/Rhs; 
 
S11 = XXX(1:n,1:n); 
S12 = XXX(1:n,n+1:n+m); 
S21 = XXX(n+1:n+L,1:n); 
S22 = XXX(n+1:n+L,n+1:n+m); 
   clear A; B; C;  
   C0= D; 
   clear D; 
    
    tt = inv(eye(m) - C0*S22); 
    Bp = S12*tt; 
    Dp = S22*tt; 
    Ap = S11 + B*C0*S21; 
    TLi = eye(L) + D*C0; 
    Cp = TLi*S21; 
 
% Determine Q S R desde os residuais 
 res = Lhs - XXX*Rhs;    % Residuais 
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cov = res*res';     
Qs = cov(1:n,1:n); 
Ss = cov(1:n,n+1:n+L); 
Rs = cov(n+1:n+L,n+1:n+L);  
 
  
%  FIM DO ALGORIMO    
 

 
Algoritmos N4sid Matlab 
(sistema determinístico) 

T   = input('      Sample time  ') 
n   = input('      Ordem do sistema  ') 
ny   = input('      Numero de saída  ') 
z=[y u];             %  ingrese os dados de entrada e saida 
TR=30 ;     % Numero maior que a ordem do sistema 
th=n4sid(z,n,ny,TR,[1,0,0],324480,T,'trace')   
[A,B,C,D]=th2ss(th);  %recuperando as matrizes do sistema 

 
 
 

Algoritmos PEM Matlab 
(sistema determinístico) 

 
n = 4;           % orden do sistema 
ny = 2;         % numero de saidas 
z=[y u]; 
teta=canstart(z,n,ny,[1,0,0]) 
TH= pem(z,teta); 
[A,B,C,D]=th2ss(TH);  %recuperando as matrizes do sistema 
 
 
 

Algoritmos MOESP (Verhaegen) 
(sistema determinístico) 

 
s=30;        % Número maior que ordem do sistema 
% u = dados de entrada; 
% y = dados de saída 
[Sn, R]=dordpo(u,y,s); 
n=4;  % orden do sistema 
[A,C]=dmodpo(R,n); 
[B,D]=dac2bd(A,C,u,y); 
 

 
Algoritmos N4sid Matlab 

(sistema determinístico-estocástico) 
 

T= 1;  % Sample time 
TR=20;     % Numero maior que a ordem do sistema 
n = 7;      % Ordem do sistema 
ny = 2;     % Numero de saidas 
z=[y u];  % Dados de saída e entrada 
th=n4sid(z,n,ny,TR,[1,1,1],324480,T,'trace') ; 
 
[A,B,C,D,Kn]=th2ss(th);  %recuperando as matrizes do sistema 
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Algoritmos PEM Matlab 

(sistema determinístico estocástico) 
 

n = 6;       % orden do sistema 
ny = 2;          % numero de saidas 
z=[y u]; % Dados de saída e entrada 
teta=canstart(z,n,ny,[1,1,1]) 
TH= pem(z,teta); 
[Aa,Ba,Ca,Da,Ka,x0]=th2ss(TH);  %recuperando as matrizes do sistema 

 
 

Algoritmos MOESP (Verhaegen) 
(sistema determinístico – estocástico) 

 
s=20;  % Número maior que ordem do sistema 
% u = dados de entrada; 
% y = dados de saída 
[Sn, R]=dordpo(u,y,s); 
n=7;  % orden do sistema 
[A,C,K]=dmodpo(R,n); 
[B,D]=dac2bd(A,C,u,y); 

 
 
 

ALGORITMO ARXS 
 

% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)];  pxNdat    matriz 
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)];  mxNdat    matriz 
 
function [A,B,C,D]=arxs(ys,us) 
[m,N]=size(us); if m > N; us=us'; end; [m,N]=size(us);  
[L,N]=size(ys); if L > N; ys=ys'; end; [L,N]=size(ys); 
clear m,N,L 
 
z=[ys us]; 
maxo=10;               % oderm maximal  
na= maxo + 3;        % numero de deley das saidas 
nb= maxo + 3;        % numero de deley nas entradas 
[Sy,ny]=size(ys);     % ny numero de saidas 
 
[N,nz]=size(z); 
y=z(:,1:ny); 
u=z(:,ny+1:nz); 
nu=nz-ny;                % nu numero de entradas 
nk=1; 
m=arx(z,[na*ones(ny,ny) nb*ones(ny,nu) nk*ones(ny,nu)]); 
[a,b]=th2arx(m);   % recupera os coeficientes 
[dum,nca]=size(a); 
[dum,ncb]=size(b); 
 
thy=-a(:,ny+1:nca)'; 
thu=b(:,nu+1:ncb)' 
%nk=1 
 
FIY=[]; 
FIU=[]; 
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for kk=1:na 
    FIY(:,(kk-1)*ny+1:kk*ny)=y(na-kk+1:N-kk,:); 
end 
 
for kk=1:nb 
    FIU(:,(kk-1)*nu+1:kk*nu)=u(nb-kk+1:N-kk,:); 
end 
 
dalen=N-max([maxo,na,nb]); 
 
Y1=zeros(dalen,maxo); 
 
%Y1 e o vetor de k-pasos preditores 
 
for kk=1:maxo; 
    Ydum=FIY*thy + FIU*thu; 
    Y1(:,(kk-1)*ny+1:kk*ny)=Ydum; 
    FIY=[Ydum FIY(:,1:(na-1)*ny)]; 
    FIU=[zeros(dalen,nu) FIU(:,1:(nb-1)*nu)]; 
end 
 
[U,S,V]=svd(Y1); 
diag(S) 
Dg=diag(S); 
t=1:length(Dg); 
 
figure(2);hold off; 
plot(t,Dg); 
hold on 
plot(t,Dg,'k*'); 
 
%determine o valor de n por inspeção dos valores %singulares da gráfica 
n = input('      Ordem do sistema ? '); 
 
X=Y1*V(:,1:n); 
start=max([maxo,nb,na])+1; 
 
yr=y(start:N,:); 
C=X\yr      % estima minimos quadrados de C 
e1=yr-X*C; 
C=C'; 
 
Xnew=X(2:dalen,:); 
Xr=X(1:dalen-1,:); 
abk=[Xr u(start:N-1,:) e1(1:dalen-1,:)]\Xnew; 
 
% Estimativa dos minimos quadraos de a , b e k 
abk=abk'; 
A=abk(1:n,1:n); 
B=abk(1:n,n+1:n+nu); 
K=abk(1:n,n+nu+1:n+nu+ny); 
D=zeros(ny,nu); 
 
% FIM DO ALGORITMO 
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MATRIK DE HANKEL 
 
function yh=hank(y,i); 
 
[m,my]=size(y); if m > my; y=y'; end; [m,my]=size(y); 
 
%i=10  %numero ingressado pelo usuário 
 
M=length(y); % 
Ndat=M-2*i+1;   % o numero de colunas da matriz de hankel 
yh=zeros(2*i*m,Ndat);  
 
for s=1:2*Ndat; 
    yh((s-1)*m+1:s*m,:)=y(:,s:s+Ndat-1); 
end 
yh=(1/sqrt(Ndat))*yh; 
 
 




