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RESUMO

Neste trabalho se pesquisou a identificagdo por subespacos para modelos de
sistemas lineares invariantes no tempo em espaco de estados operando em tempo
discreto, aplicado a sistemas em malha aberta e malha fechada. Dentro da
identificagdo em malha aberta foram estudados os casos deterministico e estocastico
— deterministico para os métodos MOESP e N4SID. Como resultado deste estudo se
apresentou um novo método, MON4SID, que usa a técnica MOESP para encontrar a
matriz de observabilidade estendida e N4SID para recuperar as matrizes do sistema,
a partir dos dados de entrada e saida. Duas variantes do método MON4SID sao
apresentadas para o caso deterministico € uma para deterministico - estocastico. Para
verificar seu desempenho, este método foi aplicado a trés tipos de processos:
processo MIMO, sistema SISO e um processo benchmark MIMO da Shell. Foram
usados nove algoritmos para identificar os diferentes processos e seus resultados
foram comparados. Em todos eles o método MON4SID teve um bom desempenho.

Para o caso de identificagdo em malha fechada, foram estudados os métodos
MOESPC e N4SIDC para malha fechada. Estes métodos surgem como uma extensao
dos métodos aplicados para malha aberta, mas a forma de solucionar o problema para
malha fechada ¢ diferente, por exemplo, 0 método MOESP computa um sistema
global a partir do qual as matrizes da planta e do controlador sdao estimadas, através
de uma reducdo de ordem e o método N4SID computa as matrizes da planta através
do problema de minimos quadrados, mas € necessario conhecer os parametros de
Markov do controlador. Como resultado deste estudo foi apresentado o método
MON4SIDC, o qual se baseia no método MON4SID para malha aberta. Este novo
método usa a técnica MOESP para computar o sistema global e depois as matrizes da
planta sdo estimadas por meio do método dos minimos quadrados. Neste método nao
¢ necessario ter nenhum conhecimento do controlador. Um sistema simulado ¢ usado
para avaliar o desempenho do algoritmo MON4SIDC e seu resultado ¢ comparado
com outros algoritmos existentes na identificacdo para malha fechada PEM,
N4SIDC, ARXS e MOESPC. O método MON4SIDC teve um bom desempenho,
inclusive para sistemas com ruido, o que ndo aconteceu para o caso PEM e ARXS.



ABSTRACT

In this work it was researched subspace identification for models of linear
time invariant systems in state space operating in discrete time, applied to open and
closed loop systems. In the open loop identification the deterministic and stochastic -
deterministic cases were studied for the methods MOESP and N4SID. As a result of
this study a new method MON4SID is presented, which uses the technique MOESP
to find the extended observability matrix and N4SID to compute the system matrices,
from a set of input-output measurements. Two variants of the method MON4SID are
presented for the case deterministic and one for deterministic - stochastic. To verify
its performance, this method was applied to three types of processes: process MIMO,
system SISO and a MIMO benchmark process of Shell. Nine algorithms were used
to identify the different processes and their results are compared. In all of them the
method MONA4SID had a good performance.

For the closed loop identification, the methods MOESPC and N4SIDC were
studied. These methods appear as an extension of the methods applied for open loop
identification, but the form of solving the problem for closed loop is different. For
instance, the method MOESP computes a global system from which the plant
matrices and controller matrices are computed through an order reduction and the
method N4SID computes the plant matrix through the problem of least squares, but it
is necessary to know the Markov parameters of the controller. As a result of this
study the method MON4SIDC was presented, which uses the method MON4SID for
open loop. This new method uses the technique MOESP to compute the global
system and the plant matrices are estimated through the problem of least squares. In
this method it is not necessary to have any knowledge about the controller. A
simulated system is used to evaluate the performance of the algorithm MON4SIDC
and its results are compared with other existent algorithms for closed loop
identification: PEM, N4SIDC, ARXS and MOESPC. The method MON4SIDC
presented a good performance, even with systems with noise, what did not occur
with PEM and ARXS.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

A identificacdo em malha fechada ¢ de grande interesse para muitas aplicagdes da
engenharia. Por razdes de seguranca ou restrigdes de qualidade, ¢ necessario que os
experimentos para identificacdo sejam executados em malha fechada, como indicado

por muitos pesquisadores [SODERSTROM; STOICA, 1989; LJUNG, 1999].

Os métodos de identificagdo em malha fechada tiveram seu desenvolvimento nos
ultimos 30 anos. A andlise de sob que condi¢des ¢ possivel a identificacio em malha
fechada, foi tema de muita aten¢do para varios pesquisadores [BOX; MACGREGOR,
1976; GUSTAVSSON; LJUNG; SODERSTROM, 1977; SODERSTROM; STOICA,
1989]. Por isto, foram desenvolvidas vdrias estratégias para esta identificagcdo
[SODERSTROM; STOICA, 1989; LIUNG, 1999]. Diferentes consideragdes foram
feitas para o problema de identificagdo em malha fechada, vérios esquemas foram
sugeridos e diferentes configuracdes da malha realimentada foram consideradas. Desta
forma, muitos sistemas e modelos foram parametrizados de diferentes maneiras. O
problema fundamental da identificagdo em malha fechada ¢ a correlagdo entre os dados
de entrada e os ruidos ndo medidos. A identificacdo tradicional em malha fechada esta
dentro do enfoque do método de predi¢cao de erro (PEM). Um estudo nesta area foi feito
por Forssell e Ljung (1999). Baseado nessas analises, os métodos de identificagdo em
malha fechada podem ser classificados em trés grandes grupos: identifica¢do direta,
identificacdo indireta e identificacdo conjunta dos dados de entrada - saida. A vantagem
do método PEM ¢ que a convergéncia e variancia assintotica dos resultados estdo
disponiveis, para maiores detalhes ver [LJUNG, 1978; LJUNG, 1985]; e sua
desvantagem ¢ que envolve parametrizagdes complicadas, o que representa uma
dificuldade para a identificacdo de sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas
(MIMO). Como uma alternativa para este problema, surgem os métodos de

identificacao por subespagos. Dado que sistemas de grandes dimensdes sao comumente



encontrados na industria, a aplicagao dos algoritmos de identificagdo por subespacos
neste campo ¢ bastante promissora [MERCERE, et al, 2008; ROBERTO, et al, 2008;
VAN WINGERDEN, et al, 2007; VAN WINGERDEN; VERHAEGEN, 2008a; VAN
WINGERDEN; VERHAEGEN, 2008b]. Quando se considera um sistema em malha
aberta, os métodos de identificagdo por subespacgos tém grande aceitacdo na industria,
devido a uma parametrizagao simples e geral para sistemas MIMO. Estes métodos estao
dentro do teorema unificado proposto por [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1995], que
engloba varios métodos, dentre os quais tem-se: Canonical Variate Analysis (CVA)
[LARIMORE, 1990], Multivariable Output-Error  State sPace (MOESP)
[VERHAEGEN; DEWILDE, 1992], Numerical Algorithms for Subspace State Space
(N4SID) [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994]. Baseado na unificagdo do teorema,
todos estes algoritmos podem ser interpretados como uma decomposicao de valores
singulares de uma matriz peso. Propriedades estatisticas tais como consisténcia e
eficiéncia dos algoritmos foram pesquisadas por [JANSSON; WAHLBERG, 1998;
KNUDSEN, 2001; GUSTAFSSON, 2002; BAUER; LJUNG, 2002; BAUER, 2003]. A
identificagdo por métodos de subespacos para sistemas MIMO operando em malha
fechada vem sendo tema de pesquisa na ultima década. Na identificacdo conjunta dos
dados de entrada e saida aplicando métodos por subespagos pode-se citar
[VERHAEGEN, 1993]. Para esta identifica¢do, se faz a suposicdo que o canal da
realimentacdo seja linear. Isto geralmente demanda mais esforco computacional, por
1Sso varias tentativas foram realizadas para identificar diretamente a dinamica da planta,
sem estimar o canal de realimentacdo. Por exemplo, a modificagdo do método N4SID
(malha aberta) para o método de identificacdo por subespagos em malha fechada foi
apresentada em Van Overschee e Bart De Moor (1997). No entanto, esta identificagdo
requer o conhecimento de um numero finito dos parametros de Markov do controlador.
Varios outros modelos de identificagdo em malha fechada, baseados em subespagos,
foram propostos, ver [LJUNG; MCKELVEY, 1996; JANSSON, 2003; LJUNG, 2003;
CHIUSO; PICCI, 2005; KATAYAMA, 2005; VAN WINGERDEN, et al, 2009]. Em
geral, estes métodos necessitam de alguma informag¢do do sistema e de suas
propriedades estatisticas, para maiores detalhes ver [BAUER, 2004; CHIUSO; PICCI,
2004].



1.10bjetivo

O objetivo deste trabalho é estudar uma nova abordagem para o problema de
identificacdo em malha fechada, aplicando-se técnicas por subespacos, enfatizando-se
0s seguintes pontos:

a) Estudar os métodos de identificagdo por subespacos (MOESP e N4SID) para
sistemas em malha aberta que sejam lineares e invariantes no tempo, operando em
tempo discreto.

b) Estudar os métodos de identificagdo por subespagos (MOESPC e N4SIDC) para
sistemas em malha fechada, que sejam lineares e invariantes no tempo, operando em
tempo discreto.

C) Propor métodos de identificacdo para malha aberta como resultado da mistura
dos métodos MOESP e N4SID.

d) Comparar estes métodos com um método tradicional de identificacdo, a saber,
PEM — “prediction error method”, mediante exemplos simulados.

e) Propor métodos de identificagdo para malha fechada como resultado da mistura
dos métodos MOESPC e N4SIDC.

f) Comparar estes métodos com um método tradicional de identificacdo, isto €,

PEM, mediante exemplos simulados.

1.2 Justificativa

A principal motivagdo para a realizagdo deste trabalho reside nos bons resultados
obtidos por Peter Van Overschee e Bart De Moor (1997). Este trabalho apresenta dois
teoremas para a identificacdo de sistemas em malha fechada. que podem ser aplicados
também (com algumas restricdes) ao caso em malha aberta.

Os métodos de identificagdo por subespacos representam uma modesta carga
computacional quando comparados com os métodos tradicionais como PEM,
especialmente quando o numero de entradas e saidas ¢ grande.

Uma desvantagem destes métodos ¢ que precisam conhecer alguma informagdo do
controlador. Outra desvantagem ¢ que se a ordem do modelo for grande, tem que se
aplicar um método para reduzi-la, o que leva a fazer novas iteragdes no algoritmo. Além
disso, existem os problemas de instabilidade e de cancelamento de polos e zeros, o que

restringe a planta a ter fase minima.



1.3 Metodologia

E necessério o uso de ferramentas da teoria de sistemas, da geometria e da 4lgebra linear
numérica. Estima-se a matriz em blocos de Hankel (M) a partir dos dados de entrada e
saida, fatora-se esta matriz (M) para obter estimativas das matrizes de observabilidade e
controlabilidade estendida e a ordem do modelo. Por fim, estimam-se as matrizes do

sistema a partir das estimativas (M) e da matriz de observabilidade estendida.

1.4Revisao bibliografica
As referéncias bibliograficas para este trabalho sdo divididas em dois grandes grupos:

a) Literatura basica: este grupo ¢ composto por livros que descrevem os conceitos
basicos da teoria de sistemas lineares, propriedades matemadticas de sistemas
dinamicos em malha fechada e algebra linear.

b) Literatura avan¢ada: neste grupo se encontram os trabalhos especificos que
descrevem os métodos associados a identificacao de sistemas em malha fechada
usando métodos por subespagos. Foram retirados de publicacdes especificas ou

de teses relacionadas ao tema.

Seguem algumas indicagdes das principais referéncias adotadas para cada um dos
grupos descritos acima, bem como uma breve descricdo do conteudo de cada obra

citada e comentarios relevantes.

1.4.1 Literatura basica

Sistemas lineares
[OGATA,1997] contém uma introdugdo aos sistemas dindmicos. Ele prima pelo carater
didatico e pela clareza de exposi¢ao. Para uma introdugdo a sistemas em tempo discreto
fez-se uso da obra [OGATA, 1995], na qual se encontra no capitulo 5 representacdes

em espaco de estados de sistemas em tempo discreto.

Identificagdo de sistemas por métodos tradicionais
[GARCIA, 2001; AGUIRRE, 2004], nos quais se encontram defini¢des basicas de
identificacdo de sistemas, modelos matematicos, modelos de processos e de

perturbagdes, bem como se abordam as técnicas classicas de identificagdo de sistemas.



Algebra linear
[STRANG, 1993] foi usado para se estudar: vetores, matrizes, subespacos,
ortogonalidade para subespacos, decomposicio QR e a decomposi¢do de valores

singulares (SVD).

Processos estocasticos
[PAPOULIS, 1984]: neste livro se encontram definigdes como processos estacionarios e

ndo estacionarios, assim como propriedades de processos estocasticos.

[KOVACS, 1996] ¢ um livro muito didatico. Nele se revisam conceitos sobre varidveis
aleatorias, processos estocasticos, ergodicidade, processos de Markov e processos

aleatorios gaussianos.

1.4.2 Literatura avancada
Os seguintes livros foram utilizados no trabalho:
[HEALY, 1986]: onde se pode encontrar conceitos de projecdes ortogonais de

subespacos e algumas propriedades estatisticas.

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]: se constitui em uma das referéncias basicas
para a realizagdo deste trabalho. Apresenta a identificacdo por subespagos para malha

aberta de um modo bastante detalhado.

[KAILATH; SAYED, 1999]: onde se pode encontrar a definicdo de matriz em blocos
de Toeplitz e Hankel, as quais foram usadas para o processo de identificagdo por

subespacos.

[LJUNG, 1999]: ¢ um livro basico para a identificacdo de sistemas cldssicos, mas nos
ultimos capitulos trata um pouco da identificagdo por subespacos, onde se compreende

as defini¢des de matrizes de ponderagao.

[PEREIRA DA SILVA, 2003]: ¢ um material didatico onde se pode achar defini¢cdes de

sistema observavel, ndo observavel, controlavel, ndo controlavel, estabilidade, assim



como suas respectivas propriedades e caracterizagoes.

Os seguintes artigos tratam de identificacdo por subespacos em malha aberta:
[MOONEN et al., 1992]: apresenta algoritmos por subespagos para identificacdo dos
modelos em espaco de estados para sistemas discretos, diretamente dos dados de

entrada/saida.

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994a]: trata da identificagdo por subespacos para
sistemas lineares discretos invariantes no tempo, aplicando o algoritmo N4SID para o

caso MIMO.

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994b]: descreve como podem ser determinadas as
bases do espaco de estados dos modelos identificados com os algoritmos de

identificagdo por subespacos.

[FAVOREEL et al., 2000]: mostra, de forma geral, a identificacdo por subespacos, faz
uma comparagao dos algoritmos na literatura como N4SID, IV- 4SID, MOESP, CVA.

[VERHAEGEN, 1994a]: realiza um estudo da identificagdo em malha aberta, mostra
dois algoritmos para tal identificagdo, gera outra variante do algoritmo MOESP, explica

a diferenca entre o algoritmo MOESP e o algoritmo N4SID.

[VAN OVERSCHEE; DE MOOQOR, 1995]: neste artigo se indica a similaridade dos trés
(MOESP, CVA, N4SID) algoritmos de identificagdo por subespagos para sistemas
combinados (deterministico e estocastico). Mostra-se que os trés algoritmos sdo casos

especiais de um teorema geral.

[DE MOOR et al., 1999]: neste artigo se encontram conceitos sobre identificacdo por

subespacos para sistemas discretos, continuos, lineares e bilineares.

[GUSTAVSSON, 2002]: apresenta uma variante do modelo MOESP em relacdo a

varidveis instrumentais e matrizes peso, para a identificagdo por subespagos em malha



aberta. Estuda-se a consisténcia do modelo proposto.

[DE COCK; DE MOOR, 2003]: este artigo d4 uma introdu¢ao curta sobre os algoritmos
de identificagdo por subespagos para malha aberta. Trata-se dos algoritmos

deterministico, estocastico € a combina¢ao de ambos.

[CHUI; MACIEJOWSKI, 2005]: enfoca a identificacdo por subespacos mediante a
aproximagdo dos primeiros parametros de Markov, depois encontra as matrizes do
sistema em malha aberta da mesma forma que os métodos encontrados na literatura por

subespacos.

Os seguintes artigos tratam de identificacdo por subespaco em malha fechada:
[GUSTAVSSON et al., 1977]: neste artigo se mostra como o método de predicao de
erro ¢ aplicado para a identificacdo em malha fechada. Encontra-se também uma
classificacdo dos diferentes tipos de algoritmos com relagdo a estrutura do modelo, aos
métodos aplicados, dentre outros. Expde-se também um resumo de cada um destes

métodos.

[LJUNG; MCKELVEY, 1996]: apresenta uma combinacdo entre os métodos por
subespacos ¢ o método tradicional (ARX). A idéia ¢ encontrar uma estimativa da
seqliéncia de espaco de estados. Para este fim, aplicando-se o método ARX encontra-se
a seqliéncia de saidas com k - passos preditores, aplica-se na seqiiéncia encontrada a
decomposicdo de valores singulares para achar a ordem do sistema. Por ultimo, usando
a técnica de minimos quadrados, se encontram as matrizes do sistema (técnica usada

nos métodos por subespacos).

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1997]: para obter a identificagdo por subespagos em
malha fechada é preciso coletar os i primeiros pardmetros de Markov do controlador.
Baseado em dois novos teoremas da projecdo ortogonal e obliqua s3o obtidas as
matrizes do sistema. Apresenta-se uma estratégia de passagem destes teoremas para

aqueles utilizados na identificacdo em malha aberta.



[CHOU; VERHAEGEN, 1997]: a identificacdo em malha fechada, utilizando o método
por subespacos, ¢ baseada na formulacdo das varidveis de erro (EIV). Este método ¢

similar ao aplicado no método MOESP, mas utiliza uma anélise estocastica do processo.

[FORSSELL; LIUNG, 1999]: enfoca a identificacdo em malha fechada via o método
tradicional da predi¢do de erro (PEM). Apresenta também um estudo das propriedades

estatisticas relacionadas a funcao de transferéncia e aos parametros estimados.

[WANG et al., 1999]: apresenta um novo algoritmo baseado no modelo N4SID para a
identificagdo em malha fechada, o qual ndo precisa conhecer os parametros de Markov
do controlador ¢ sim o controlador, os sinais de referéncia ¢ os dados de saida; com

estes dados obtém-se as matrizes da planta.

[KATAYAMA, 2002]: com base nos resultados do artigo [PICCI; KATAYAMA,
1996], apresenta-se um novo método de identificagdo por subespagos aplicado a malha
fechada, usando a decomposicdo ortogonal do processo em conjunto de entradas e
saidas. O problema de identificagdo ¢ dividido em dois subproblemas: identificacdo da
componente deterministica ¢ da componente estocastica. Para isto, pode-se aplicar

qualquer dos métodos por subespacgos dados na literatura.

[ZHAO; WESTWICK, 2003]: neste artigo apresenta-se uma modificacdo do método
MOESP para sistemas em malha fechada. Usando as entradas das referéncias passadas
como variavel instrumental (PR-MOESP), elabora uma comparagdo deste método com

o método EIV-MOESP.

[CHIUSO; PICCI 2004]: neste artigo se analisam as polarizagcdes da identificagao por
subespacos em malha fechada, dando énfase ao estudo da condi¢do inicial. Além disso,
mostra-se um procedimento alternativo para a construg¢do do vetor de espaco de estados

e de um novo método de identificagdo por subespagos.

[HUANG et al., 2005]: propde-se uma identificagio em malha fechada usando o

método da projecdo ortogonal e a decomposicdo em valores singulares, apresenta-se



também um novo modelo baseado no modelo de erro na variavel (EIV). Propde um

método para eliminar as polariza¢cdes dos modelos por subespacos.

[KATAYAMA et al., 2005]: o objetivo deste artigo é, aplicando qualquer método
tradicional por subespacos, obter o modelo em malha fechada em espago de estados da
planta e do controlador, baseado nos dados do sinal de referéncia, nos dados de entrada,
nos dados de saida e em uma entrada adicional exdgena denominada sinal
deterministico. Este problema ¢ similar aquele tratado em [VERHAEGEN, 1993], mas a

forma de encontrar a planta e o controlador ¢ diferente.

[CHIUSO; PICCI, 2005]: neste artigo demonstra-se que se os dados amostrados sdao
infinitos, baseado na idéia do modelo de identificacdo para predigdo, a identificagdo por

subespacos aplicada a malha fechada serd bem sucedida.

[QIN, 2006]: uma visao geral da identificacao por métodos de subespacos ¢ apresentada
neste artigo e tratada para o caso de identificagdo em malha aberta e malha fechada.

Esta apresentagao ¢ muito didatica.

1.5 Estrutura do trabalho
Nesta se¢ao ¢ apresentada a estrutura do trabalho, composta pelos capitulos que sao

descritos a seguir:

Capitulo 1: Introducdo. Fornece uma visdo geral do trabalho, apresentando o objetivo
que se pretende alcancar, a justificativa para sua execu¢do, a metodologia empregada, a
revisdo bibliografica para orientar o leitor interessado em se aprofundar no assunto e o

sumario estruturado.

Capitulo 2: Apresenta o problema de identificagdo por subespagos para malha aberta e
solucdo via o método MOESP. Este método, desenvolvido por Michael Verhaegen,
primeiro calcula a matriz de observabilidade a partir de uma matriz em blocos de
Hankel, construida a partir dos dados de entrada e saida, depois se calculam as matrizes

do sistema. Este método faz uso de proje¢des ortogonais.
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Apresenta-se a identificagdo para os casos: puramente deterministico (MOESP),
estocastica (PIMOESP) e deterministica — estocastica (POMOESP). Cada método
apresenta a solug¢do do problema através de teoremas e como conseqiiéncia se obtém os

algoritmos, os quais foram implementados no Matlab 6.5, para os diferentes casos.

Capitulo 3: Trata o problema de identificagdo por subespagos para sistemas em malha
aberta através do método N4SID. Este método foi desenvolvido por Van Overschee e
De Moor. Este capitulo comeca com a defini¢do de projecao obliqua, a qual é necessaria
para fazer a identificagdo por este método. Neste caso, calcula-se a seqiiéncia de estados
a partir de uma matriz em blocos de Hankel, construida a partir dos dados de entrada e
saida, depois as matrizes do sistema sdo computadas através do método de minimos
quadrados.

Neste capitulo ¢ apresentada a identificagdo puramente deterministica e deterministica
— estocastica. A identificacdo em cada caso ¢ apresentada através de algoritmos, os

quais forem implementados no Matlab 6.5.

Capitulo 4: Com base nos métodos estudados MOESP no capitulo 2 e N4SID no
capitulo 3, nesta sec¢do, se apresenta o método alternativo MON4SID; que combina os
métodos MOESP e N4SID. Os algoritmos propostos determinam as matrizes 4 ¢ C de
forma similar ao método MOESP, logo, se calcula a nova matriz de observalibilidade
estendida. As matrizes do sistema sao estimadas em fun¢do dos estados do sistema,
através das projecdes obliquas.

Se apresentam trés algoritmos para o caso deterministico e dois algoritmos para o caso

deterministico — estocastico.

Capitulo S: Neste capitulo se apresentam as simulagdes para os casos deterministico e
deterministico — estocastico. Foram consideradas 3 modelos: um modelo em espagos de
estado com matrizes aleatérias, sistema MIMO, um modelo em espacos de estados,
sistema SISO, usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE, DE MOOR,
1996] e um modelo de um processo benchmark da Shell, sistema MIMO, [COTT, 1995;
ZHU, 1997]. Foram usados 9 algoritmos para avaliar o desempenho dos modelos

propostos.
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Capitulo 6: Apresenta o problema de identificagio em malha fechada, aplicando o
método N4SIDC. Este surge como uma extensdo do método N4SID aplicado para
malha aberta. A base desta identificagdo ¢ feita por dois teoremas principais, o primeiro
mostra a projecao ortogonal das saidas futuras sobre uma matriz auxiliar N (que contém
os dados de entradas e saidas passadas). A importancia deste teorema ¢ mostrar que a
proje¢do ¢ uma combinacdo linear dos estados estimados e da matriz auxiliar. O
segundo teorema mostra que a seqiiéncia de estados pode ser encontrada diretamente a
partir de uma projecao obliqua das saidas futuras em certa matriz auxiliar sobre os
dados de entradas e saidas passadas, sendo que esta projecdo ¢ obtida com base no
primeiro teorema. Como foi mencionado anteriormente, para este caso ¢ necessario

conhecer os parametros de Markov do controlador.

Capitulo 7: Mostra uma extensdo da familia MOESP na identificagdo em malha
fechada. Este método ¢ apresentado por Verhaegen, o qual estima um modelo global a
partir do sinal de referéncia considerado como entrada e como saida considera os sinais
de entrada do controlador, da planta e saida da planta. Deste sistema global sao

computados a planta e o controlador, através de uma redu¢do de ordem.

Capitulo 8: Neste capitulo ¢ apresentado um método alternativo MON4SIDC para a
identificacdo da planta de um sistema em malha fechada e suas simulagdes sao feitas
através de um modelo simulado. Este método ndo precisa ter nenhum conhecimento
prévio sobre o controlador. A idéia ¢ a mesma apresentada no capitulo 7, mas a forma
de obter as matrizes da planta ¢ diferente. A identificagdo em malha fechada via o
método MON4SIDC ¢ dada para 3 casos: sistema puramente deterministico, sistema
com pouco ruido e com muito ruido e seus resultados foram comparados com outros

métodos de identificacdo para malha fechada: PEM, N4SIDC, MOESPC, ARXS.

Capitulo 9: Apresenta as conclusdes deste trabalho, as contribui¢cdes e trabalhos

futuros.

Apéndice A: Apresenta-se a base matematica para poder entender a identificagdo por
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subespacos, a qual reside na teoria matematica de Espagos Vetoriais. Nesse sentido, sao
estudados conceitos estritamente algébricos, como bases, independéncia linear e
dimensdo, assim como conceitos topoldgicos, como norma e produto interno. Usando as
ferramentas desta teoria sdo explicados e exemplificados conceitos como projegao
ortogonal e obliqua.

Apéndice B: Apresentam-se as demonstragdes dos teoremas do capitulo 2.

Apéndice C: Apresentam-se as demonstragdes dos teoremas do capitulo 5.

Apéndice D: Apresentam-se as demonstragdes dos teoremas do capitulo 6.

Apéndice E: Apresentam-se as demonstracdes dos teoremas do capitulo 7.

Apéndice F: Apresentam-se os diferentes algoritmos usados na tese.
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CAPITULO 2

METODOS DE IDENTIFICACAO POR
SUBESPACOS

Existem métodos de identificacio como “Métodos de Predicao do Erro” (Prediction
Error Methods - PEM) e os Métodos das Variaveis Instrumentais (Instrumental Variable
Methods - IVM), que sdo muitos populares. Recentemente, os métodos de identificacao
por subespagos t€ém emergido como uma alternativa para os métodos tradicionais.

Nos métodos de identificagdo de sistemas dindmicos por subespagos sdao tratados
modelos de sistemas lineares invariantes no tempo em espaco de estados operando em
tempo discreto. Pelas restrigdes citadas, pode parecer uma classe altamente restrita de
modelos (especialmente por serem lineares), no entanto ¢ bastante surpreendente como
muitos processos industriais podem ser descritos com precisdo por este tipo de modelo.
Por outro lado, existe um grande numero de ferramentas disponiveis de projeto de
controladores para tais sistemas e modelos. Para empregar tais métodos é necessario o
uso de ferramentas de teoria de sistemas, geometria e algebra linear.

Estes métodos tém sua origem na teoria de espago de estados desenvolvida nos anos

60/70 [HO; KALMAN, 1966; ZEIGER; McEWEN, 1974; KUNG, 1978].

O problema da identificagdo por subespagos ¢ apresentado através da teoria da

realizacgao.

2.1Teoria da realizacao

Considere um sistema linear discreto invariante no tempo (SLIT) dado por:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (2.1a)
y(k)=Cx(k)+ Du(k) (2.1b)
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Os vetores u(k)eR™ e y(k)eR' sdo, respectivamente os valores medidos das
entradas e saidas no instante k£ dos processos com m entradas e / saidas. O vetor
x(k) e R" € o vetor de estados do processo em tempo discreto no instante k. 4 € R™
¢ a matriz dindmica do sistema, B € R™™ ¢é a matriz de entrada, C € R™ é a matriz de

saida, D € R"™ ¢ a matriz de transmissdo direita.

Tomando-se a transformada Z da resposta ao impulso em (2.1), se tem:
G(z)=D+C(zI - A)'B (2.2)

a qual ¢ chamada matriz de transferéncia do SLIT.

Se no sistema (2.1) é dada uma condicao inicial x(0) e as entradas u(k), k =0,1,..., sdo
conhecidas, entdo o vetor de estados x(k), k=1,2,..., ¢ obtido de forma recursiva e

assim as saidas y(k), £ =0,l,... sdo determinadas [SANTOS MIRANDA, 2004] como:

(k) = CA* x(0) + Du(k) + kj CA"" Bu(k) (2.3)

i=0

Na equagdo (2.3) podem acontecer os seguintes casos:

1) Se u(k)=0, k=0,1,..., aequagdo (2.3) se reduz a
y(k)=CA*x(0), k=0,1,.. (2.4)
entdo a equagdo (2.4) ¢ chamada de resposta a entrada zero.

i1) Também, se a condi¢do inicial x(0) =0, se tem

(k) = Du(k) + i CA*" ' Bu(k), k=0,,... (2.5)

a qual ¢ a resposta para uma entrada externa u(k) e ¢ chamada de resposta para o

estado zero.

Portanto, a resposta para um SLIT pode ser sempre expressa como a soma da resposta a

entrada zero com a resposta para o estado zero, isto ¢, equacao (2.3).

Os parametros de Markov sdo muito usados nesta tese, sendo computados a partir da

resposta ao impulso do sistema (2.1). Considerando a resposta ao impulso da equagdo
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(2.3), se obtém [vide apéndice B.1]:
D k=0

2.6
CA*'B, k=12,.. (26)

g(k) ={

onde g(k)eR™™ e (g(0),g(1),...) é chamada de resposta ao impulso ou parametros de

Markov do sistema (2.1).

Observar que dadas as matrizes (4, B, C, D), a matriz de transferéncia e a matriz de
transferéncia ao impulso ou parametros de Markov podem ser unicamente determinadas

pelas equagdes (2.2) e (2.6), respectivamente.

O problema inverso ¢: dada G(z) (matriz de transferéncia) ou g(k) (parametros de

Markov), encontrar as matrizes (4, B, C, D). Este problema é chamado de teoria da

realizag¢ao. Existem duas formas de apresentar este problema.

Problema 1 Suponha que a seqiiéncia da resposta ao impulso {g(k), k = 0,1,..} ou a
matriz de transferéncia G(z) do SLIT seja dada. O problema da realizagdo ¢ encontrar a

dimensao n e o sistema de matrizes (4, B, C, D).

Problema 2 Suponha que os dados de entrada e saida {u(k), yv(k), k=01, ,N —1}

sejam dados. O problema ¢ identificar a dimensdo n e o sistema de matrizes (4, B, C,

D). Este ¢ exatamente o problema de identificacdo por subespacos para SLIT.

A teoria da realizagdo de sistemas para o caso deterministico pretende, em primeira
instancia, resolver o seguinte problema: dada a fungao de transferéncia, como encontrar
um ou mais modelos no espago de estados, que representem tal sistema. Existem
técnicas que permitem solucionar tal problema, sobretudo para o caso SISO. Como a
generalizacdo para o sistema MIMO ndo ¢ trivial, uma alternativa ¢ trabalhar com as
matrizes de resposta ao impulso. Existem muitas técnicas para solucionar este problema,
porém a teoria da realizagdo, utilizando a decomposi¢dao de valores singulares (SVD),

tornou-se predominante por ser computacionalmente robusta.
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A seguir, apresenta-se 0 método de Ho-Kalman, pois foi base para o surgimento dos

métodos de subespacos.

2.2 Método de Ho-Kalman
O método da realizacdo de Ho-Kalman [HO; KALMAN, 1966] prové uma completa

solugdo para o problema 1.

Observar que se a resposta do sistema (2.1) ¢ dada por (g(0),g(1),..), da equacao (2.6)

obtém-se que D = g(0), desta forma so resta identificar as matrizes (4, B,C).

Suponha que o sistema (2.1) foi excitado por uma entrada u tal que:
u={...,u(=3),u(-2),u(-1),0,0,0....} (2.7)
Isto significa que se assume valor diferente de zero para k£ <—1 e zero para k =0,1,...

Aplicando-se a entrada (2.7) ao sistema discreto (2.1), observa-se a saida para

k =0,1,...Isto ¢ mostrado na figura 2.1.

Figura 2.1 Resposta para um sistema SLIT com entrada zero

Nao ¢ dificil provar que para a seqiiéncia de entradas (2.7), a saida ¢ [vide apéndice
B.2]:
y(k)=glk+Du(-D)+ gk +2u(-2)+ gk +3u(-3)+....., k=012,.. (2.8)

Isto é,



(k) = Zl“ gk—iu@@) , k=012, .
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(2.9)

A equacdo (2.9) ¢ a resposta a entrada zero com estado inicial x(0), o qual ¢é

determinado pelas entradas passadas. Isto ¢ mostrado na figura 2.1, em que a linha

pontilhada representa a saida y(k) para k£ =—-1,-2,-3,...

A equagdo (2.8) pode ser expressa em forma matricial:

yO) | | g) g@2) gB) - ||u=D
y) | g2 gB) gM@) - ||u(=2)

y2)| |gB) g4 gB) - ||u=3)

entdo se define a matriz de Hankel de dimenséao infinita como:

g g@2) g0
g(2) gB3) g@)
g3 g4 g©)

A matriz H, ¢ formada pelos pardmetros de Markov.

A equacdo (2.10) pode ser expressa como:
y.=Hu

onde y, e u_ sdo vetores de dimensdo infinita definidos por:

(2.10)

(2.11)

(2.12)

y(0) u(=1)
| y@ _|u(=2)
y+ - ) u_ - .
y(2) u(=3)
C
‘ CA ) C s
Sejam I, = e A, =[B AB A B---] as matrizes infinitas de observabilidade

AZ

e controlabilidade, respectivamente; por simples inspecdo observa-se que:

H,=T_ A,

(2.13)

Para um valor finito de indice, se for possivel fatorar a matriz H = H, como em (2.13),

entdo as matrizes A, B, C podem ser computadas dos primeiros blocos das matrizes de
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observabilidade e controlabilidade, respectivamente. Pode-se encontrar uma fatoragao
de H por meio da decomposi¢do em valores singulares (SVD), da seguinte forma:

H=USV" =[U, UJ{S” X }{Vq

0 S, VzT
onde S;, e R™ e S,, =0, e definem-se as matrizes I' ¢ A como:
I'= (UISIII/Z)T_I

A=T(S,°V).

Apresenta-se, a seguir, um teorema basico das propriedades da matriz em blocos de

Hankel, o qual tem um importante papel nesta tese.

Teorema 2.1 (propriedades da matriz de Hankel)

Suponha que (4, B,C) seja de fase minima (isto ¢, sistema estavel e polos dentro do

circulo unitario), entdo os seguintes enunciados sdo equivalentes:

1) A matriz em blocos de Hankel da equagdo (2.11) tem posto finito se e
somente se a resposta ao impulso tem uma fatoriza¢ao da forma (2.6).

i1) A matriz em blocos de Hankel tem posto n, isto é, posto(H)=n.
Ademais, a matriz H tem fatorizagdo da forma:
H=TA=TTT'A ,
onde 7 ¢ uma matriz ndo singular.

i) Seja o vetor de estados para k£ =0, dado porx(0) =T'u_. Entdo (2.12) ¢ dado
por:

y, =Tx(0) (2.14)

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN DER VEEN; DEPRETTERE;
SWINDLEHURST, 1993].

Por limitacdes na computacdo das matrizes, usa-se um numero finito de termos da
resposta ao impulso na matriz de Hankel. Deste modo, se pode usar um truncamento da

matriz H da forma:
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gl)y g2 - g(Jj)
_ g(z) g(3) g(] +1) kil x jm
. . . . € R

H

ksj
gk) gk+1) - glk+j-1)
Da mesma forma para as matrizes I, € A,

C

c4 |
r=| . e A, =|B 4B - 4B 2.15)

CAk71

onde k£ e j tém que ser maiores que n, a ordem do sistema. Usualmente se usa

n<k<j.

A seguir apresenta-se o algoritmo que soluciona o problema 1. Para maiores detalhes

pode-se consultar [HO; KALMAN, 1966; ZEIGER; McEWEN, 1974].

Algoritmo da realizacio deterministica

1. Calcule a SVD da matriz H, ;, como
of ¥’
H,=U U 2 C=UD
kj [ s n]|: 0 Oj||:I/nT} sZs K

2. Encontrar a matriz de controlabilidade estendida e a matriz de observabilidade:
rk :USZ}V/Z T, Aj :T—IZi/Z VST

onde 7' € R™ ¢é uma matriz ndo singular.

3. Encontrar 4, B ¢ C das matrizes I, € A .

2.3 Identificacio por subespacos

Nesta se¢do apresenta-se a solu¢do do problema 2, enunciado na se¢do 2.1, baseada no
método de identificagdo por subespacos.

Os métodos lineares de identificagdo por subespacos estdo relacionados com sistemas e

modelos da forma:
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x(k+1)= Ax(k) + Bu(k) + w(k) (2.16a)
y(k)= Cx(k) + Du(k) + wk) (2.16b)
com

Aer R{E S

v(k)eR' e w(k)eR" sdo sinais de vetores ndo medidos, v(k) corresponde ao ruido
na medi¢do e w(k) ao ruido do processo. Assume-se que v(k) e w(k) tenham média

zero, sejam seqiiéncias vetoriais de ruido branco estaciondrio e nao sejam

correlacionados com as entradas u(k) . As seqiiéncias de ruido w(k) e v(k) tém matriz
de covaridncia gaussiana E(wkw,f): QeR™, E(vkv,f)z ReR", E(wkv,f): SeR™,

E ¢é o operador esperanga matematica e o ¢ o delta de Kronecker.

A equacdo (2.16), que representa sistemas dindmicos, ¢ descrita pictoricamente na

figura 2.2, que cobre processos de sistemas fisicos, econdmicos, bioldgicos, etc.

iv(k) i (k)
u(k) (k)

> Sistema >

L »| [Identificagdo | |

'

A,B,C,D,0O,R, S

Figura 2.2 Sistema dinamico com entradas u(k), saidas y(k) e distarbios v(k) e

w(k) .

Os algoritmos de identificagdo por subespagos sempre consistem em dois passos. O
primeiro passo toma a proje¢do de certos subespagos gerados a partir dos dados, para
encontrar uma estimativa da matriz de observabilidade estendida e/ou uma estimativa

dos estados do sistema desconhecido. O segundo passo € recuperar as matrizes do
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sistema a partir da matriz de observabilidade estendida ou das estimativas dos estados.
Uma das importantes idéias ao se desenvolver a identificagdo por subespagos foi a re-

introducao do conceito dos estados x(k) de um sistema dindmico dentro do sistema de

identificacdo. Em contraste com os algoritmos de identificagdo “cldssicos”, muitos dos
algoritmos por subespacos primeiro estimam / calculam os estados (implicita ou
explicitamente), em seguida o modelo em espaco de estados ¢ determinado. Esta ¢ uma
importante diferenca entre os métodos classicos, por exemplo PEM e os métodos por

sub-espacos, como se ilustra na figura 2.3.

Dados de Entrada —Saida

u(k), y(k)
Identificacdo por Sub-Espacos Identificacao Classica
Estados de Kalman Matrizes do Sistema
Minimos Filtro de
Quadrados Kalman
Matrizes do sistema Estados de Kalman

Figura 2.3 Identificacdo por subespacos versus identificagdo classica

A figura 2.3 mostra que a identificagdo de sistemas tem como objetivo a construcao de
modelos a partir dos dados de entrada e saida. O lado esquerdo mostra uma
aproximacdo do método por subespagos: os estados de Kalman podem ser estimados
diretamente dos dados de entrada e saida, depois ¢ facil obter as matrizes do sistemas 4,
B, C, D. O lado direito ¢ uma aproximagdo cléssica: primeiro se obtém as matrizes do

sistema com as quais depois podem ser estimados os estados.

Os algoritmos de identifica¢do por subespagos calculam modelos em espaco de estados,

a partir de dados de entrada e saida. E uma pratica comum distinguir trés casos distintos



22

na identificagao de sistemas por subespagos [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]:
a) O caso puramente deterministico (w(k) =v(k)=0)
b) O caso puramente estocastico (u(k)=0)

¢) O caso combinado deterministico/estocastico.

Existem varios métodos de identificacdo por subespacos para malha aberta, por
exemplo, N4SID, MOESP, CVA etc. O método N4SID para os trés casos foi estudado
na dissertagdo de mestrado [SANTOS MIRANDA, 2004], por isso, no capitulo 3 se

apresentam os teoremas sem demonstragdes.

No capitulo 4 propde-se um algoritmo de identificagdo por subespacos para malha
aberta MON4SID, para isto precisa-se entender como funciona o método MOESP para

0 caso deterministico e estocastico.

A notacdo matricial usadas nesta tese U s Ups Y, Y, ete, € definida no apéndice

B.3.

2.3.1 Método MOESP

Esta classe de algoritmo ¢ conhecida como Multivariable Output-Error State sPace
(MOESP). Existe o método MOESP basico, do qual um grande nlimero de variagdes foi
criado para diferentes tipos de problemas, tais como o caso sem ruido, ruido branco na
saida, o modelo erro de saida e o0 modelo inovagdo. O primeiro modelo a ser ilustrado é
o MOESP basico, usado para identificagdo de processos sem ruido. Cabe realgar que se
dard uma idéia de como funciona este método, porém maiores detalhes podem ser
encontrados em [VERHAEGEN, 1990; VERHAEGEN; DEPRETTERE, 1991;
VERHAEGEN; PATRICK, 1992a,b; VERHAEGEN, 1993a,b,c; VERHAEGEN,
1994a].

2.3.2 Algoritmo Basico MOESP

Este algoritmo soluciona o problema de tipo deterministico conforme figura 2.4.
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u(k) y(k)
— " »| Planta ——»

Figura 2.4 Modelo deterministico

Para este caso aborda-se o método de identificagdo por subespacos para sistemas

puramente deterministicos, com ruido de processo w(k) e de medicdo v(k) nulos, isto
¢, wk)=v(k)=0. A implementacdo deste algoritmo ¢ feita mediante projecdes
ortogonais de subespacos ¢ a decomposicao LQ ¢ feita tomando-se a transposta da

decomposicao QR, isto é:

% Programa decomposi¢do LQ
function [R11,R21, R22] =1q(U,Y)
km = size(U,1); kp = size(Y,1);
[Q.L]=qr([U,Y]',0); Q=Q% L=L%
R11 =L(1:km,1:km); R21 = L(km+1,km+kp,1:km);
R22 = L(km+1:km+kp,km+1:km+kp);

A representagdo matricial da projecdo ortogonal pode ser facilmente computada através
da decomposi¢do LQ. Uma justificativa de usar esta decomposi¢do pode ser vista no

apéndice B.4.

Formulacao do Problema: Dado um conjunto de entradas wu(k)eR" e saidas

y(k) e R' para um sistema desconhecido de ordem 7 :

x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) (2.17a)
y(k) = Cx(k)+ Du(k) (2.17b)

Determine: A ordem 7 do sistema e as matrizes (4, B,C, D).

Idéia do Algoritmo MOESP basico
Apresenta-se a seguir uma idéia do funcionamento do método MOESP basico, isto &,

conhecendo somente os dados de entrada e saida do sistema (2.17), de que forma sao
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computadas as matrizes do sistema.

Para o sistema (2.17) se tem a seguinte equacdo recursiva [vide apéndice B.3, equagdo
(B3.10)]:
Yk,i,N = FiXk,N + HiUk,i,N (2.18)

Considerando k =1 na equacdo (2.18) se obtém:

Yl,i,N = rin,N + HiUl,i,N (2.19)

Onde [Yl,i,N]lixN > [ri]lixn s [XI,N]ch s [Hl ]lixmi € [Ul,i,N]mixN .

A matriz Y ; , também pode ser expressa em fungdo das proje¢des ortogonais como:

Yov =Yn/Ugn + Yl,i,N/Uli,N (2.20)
onde o lado direito de Y|, , na equagdo (2.20) ¢ a soma da projegdo ortogonal do espago
linha de Y, , sobre o espago de linhas da matriz U, ; , € a proje¢do ortogonal do espago

linha de Y, , sobre o complemento ortogonal do espago de linhas da matrizU |, .

1,i,N

U,
A decomposicdo LQ da matriz { WV} ¢ denotada por [vide apéndice B.4, equagdo

(B4.11)]:
A
Yl,i,N R21 Rzz Qz

Da equagao (2.21) se obtém:

U =RiG (2.21a)
Yu,_/ =R,,0, + R,,0, (2.21b)
onde [R,,],.nis [Bo ] © [Ryy ] SA0 as matrizes triangular inferior e [Q,],..v»> [O, |

sd0 as matrizes ortogonais.

Se o sinal de entrada € persistentemente excitante, entdo posto(U,; ) =mi [vide

apéndice B.7, equagdo (B 7.6)], logo a matriz R, ¢ ndo singular, assim O, = R;'U LiN -
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Entdo (2.21b) pode ser escrito como

Yl,i,N = R21R1_11U1,i,N + RzzQz (2.22)

Observa-se, da equagdo (2.21b), que se Q,eQ, sdo ortogonais, entdo o primeiro termo

do lado direito da equagdo (2.22) € o span para os vetores linha da matriz U, ¢ o
segundo termo € ortogonal a este. Isto quer dizer que a matriz Y, , pode ser expressa

em termos das projegdes ortogonais da matriz U, ,, e de seu complemento ortogonal

Uy, - Istoé
Yn/Upn=R0 (2.23)
Yl,i,N /Uli‘,zv =R,0, (2.24)

Ver apéndice B.4, equagdes (B 4.5) e (B 4.6).

Logo, substituindo-se (2.23) e (2.24) na equacao (2.21b), se obtém:
Yl,i,N = Yl,i,N/Ul,i,N + Yl,z‘,N/Uli‘,N- (2.25)

Observa-se que Y ;, pode ser obtido de duas formas diferentes, isto ¢, através das

equacdes (2.19) e (2.25), porém cada uma tem significado diferente. Assim , igualando-
se as equacdes (2.19) e (2.25), resulta:
LX vy +HR 0 =R, 0 +R,,0, (2.26)

Observa-se na equacao (2.26) que o lado direito ¢ uma soma ortogonal, mas o lado
esquerdo ¢ soma direta, isto quer dizer que estes termos ndao sao necessariamente

ortogonais. Isto implica que T',X, , # R,,0, ¢ H.R 0, # R0, .

O objetivo do algoritmo MOESP ¢é computar a matriz de observabilidade estendida T .

Entio multiplica-se a equagio (2.26) por Q. de ambos os lados, obtendo-se:

Fin,NQZT = Rzz
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onde se supds que posto( XLNQzT )=n e posto(I,)=n, o qual € igual ao posto(R,, )=n.
Assim, pode-se obter a imagem da matriz de obervabilidade estendida I';. A dimensdo

n ¢ obtida através de SVD da matriz R,, :

Ro-w,u1> | oz (2.27)
0 0 sz

onde n=dim(X)), [U,],,, € [Uz]h.x(,,._n).

Logo:
rin,NQZT =R,,= UllelT
Define-se:
r,=Uzx".
Agora se computam as matrizes do sistema, sendo que a matriz C ¢ facilmente obtida

de:
C=I(1:1,1:n)
e a matriz 4 é obtida de:

FA:li@-D1:m)A=T,(+1:ill:n)
Para obter as matrizes B ¢ D, vide apéndice B.5.

Os teoremas sdo importantes, pois através deles € possivel programar os algoritmos. A

seguir apresenta-se o teorema MOESP para o caso deterministico.

2.3.2.1 Teorema (MOESP ORDINARIO, caso deterministico) [VERHAEGEN,
1992a]

Hipoteses
1. A entrada u(k) satisfaz a condi¢do:
Ul,i,N .
posto| —=— |=mi+n (2.28)
Xl,N
2. i>n

3. A fatoracdo RQ da matriz de Hankel dos dados de entrada e saida ¢ dada por:
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e el
= (2.29)
Yl,i,N R, Ry |0,

4. A matriz SVD da matriz R, e R"" é:

n |li-n
n | li-n VT
R,=,U\WU; 5,10 (2.30)
01, [LZ)
5. posto(U (1 —1) +1:1i,:)) =1
Tese
6. O sistema de matrizes 4, B, C e D pode ser encontrado das seguintes equagoes.
U4, =U® (2:31)
C,=U,1:1) (2.32)
2l im) Uri:1,)" Ur(Gi-D)+1:4,:)"
EC,m+1:2m) Ut(+1:20)" L 0 L]0 (P
: B : L0 0 0|U,” \B;
EC,mi—1)+1:mi)| |USIG-1)+1:1,:)" 0 0
(2.33)

7 —
onde E = (Ull) R,R.
A prova deste teorema pode ser encontrada no apéndice B.6.

Comentarios deste teorema
Para satisfazer a hipdtese 1, varios estudos foram realizados em relagdo ao sinal de

entrada u(k) . Um estudo do tipo estatistico pode ser visto em [GOPINATH, 1969]. Um
estudo do tipo algébrico, o qual é aplicado nesta tese, pode ser encontrado em [DE
MOOR, 1988]. Nesta tese se considera u(k) um sinal de entrada persistentemente

excitante de ordem 2i [LJUNG, 1999].

A hipdtese 5 do teorema acima € necessaria para encontrar o sistema de matrizes D e B.
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Algoritmo MOESP (caso deterministico)

1. Construir as matrizes de Hankel U, € Y}, .
2. Calcular a fatoracdo RQ (ou LQ) dos dados de entrada e saida, equagao
(2.32):
Un R 0 [1G
{Y } ) {Rzl sz {Qj
3. Calcular a SVD da matriz R,, dada na equacdo (2.33) do teorema acima.
4. Determinar a ordem do sistema por inspe¢ao dos valores singulares em S, €

particionar o SVD para obter U, .

5. Determinar as matrizes 4 e C das equagdes (2.31) e (2.32)
U(l)AT — U(2)
C,=U,:1:)
6. Determinar as matrizes B ¢ D da equagao (2.33) do teorema acima.

A implementacdo deste algoritmo no programa Matlab 6.5 poder ser encontrada no

apéndice F.

Como foi mencionado anteriormente, o caso deterministico ¢ puramente académico. A
seguir apresenta-se um sistema com ruido na saida, que ¢ mais realista. O algoritmo

PIMOESP (Past-Input do algoritmo MOESP) ¢ uma solucdo para este problema.

A notacao matricial usada no algoritmo PIMOESP ¢ dada no apéndice B.7.

2.3.3 Algoritmo PIMOESP

Este algoritmo soluciona o problema de ruido na saida, conforme figura 2.5.

v(k)

u(L» Planta 1

y(k)
>

Figura 2.5 Modelo com ruido aditivo na saida
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Nesta secao aborda-se o método de identificagdo por subespagos para sistemas com
perturbagdo externa na saida, que pode ser gerada por erro do instrumento de medicdo e

¢ representada por v(k), que ¢ ruido branco com média zero [vide apéndice B.7,

definicao B7.2].

A figura 2.5 pode ser interpretada como a saida de um sistema deterministico

perturbado por um ruido v(k), isto é:

z(k) = y(k) +v(k)
onde y(k) ¢ o sinal de saida do sistema deterministico. Pela equacao (2.17b), obtém-se:
z(k) = Cx(k) + Du(k) +v(k) (2.29)
Sem perda de generalidade e fazendo abuso da notagdo, pode-se representar a saida do

algoritmo PIMOESP y(k) = z(k), entdo da equagdo (2.29), resulta:
y(k) = Cx(k)+ Du(k) +v(k) (2.30)

O modelo representado na figura 2.5 ¢ aplicado na identificagdo de sistemas, mediante
métodos paramétricos do tipo ARMAX, ARX e OE, modelos definidos em Ljung
(1999). Para solucionar este tipo de problema ¢ comum aplicar uma varidvel

instrumental, ver [SODERSTROM; STOICA, 1989; LIUNG, 1999].

O método PIMOESP ¢ uma extensao do modelo MOESP ordinario, com aplicacao de
varidveis instrumentais (VI). Varios tipos de VI podem ser sugeridos, eles podem ser
significativamente diferentes na computagdo numeérica, no problema de estimagdo. Em
[VERHAEGEN 1992a] dois tipos de VI sdo propostos:

1. Baseado nas entradas passadas

2. Baseado na reconstrug@o dos estados estimados, denotada por RS

O primeiro leva a estimativas assintdticas sem polarizagdo (Bias) quando a saida ¢
perturbada por um processo estocastico independente das entradas, No entanto, uma
analise de sensibilidade do calculo para dados finitos foi melhor para o caso 2. Para

maiores detalhes ver [VERHAEGEN 1992a].
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Para encontrar estimativas sem polarizagdo existem varios caminhos, geralmente
aplicam-se projegdes ou se costuma colocar filtros nos dados de entrada e saida. Em
qualquer caso ¢ importante que a informag¢do do modelo seja preservada. Para isto,
geralmente se faz restrigdes com relagao ao posto dos estados.

Estas duas tultimas consideracdes sao impostas no modelo PIMOESP. Primeiro, a
operacdo da variavel instrumental ¢ apresentada como a projecdo de certas matrizes
dentro de um subespaco construido a partir de uma variavel instrumental. Segundo,
certas matrizes afetadas pela variavel instrumental tém que satisfazer as restricdes do

posto dos estados.

O objetivo do algoritmo PIMOESP ¢ estimar o espago coluna da matriz observabilidade

estendida I',, a partir uma matriz de Hankel construida com os dados de entrada e dados

da saida perturbada.

Formulac¢io do problema

Dado: Um conjunto de entradas u(k)eR”e saidas y(k)eR' para um sistema
desconhecido de ordem 7, dado por:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (2.31a)
v(k) = Cx(k)+ Du(k)+v(k) (2.31b)
onde v(k) ¢ um sinal de ruido branco com média zero, nao-correlacionado com os dados

de entrada.

Determine: A ordem #n do sistema e as matrizes (A4, B,C, D).

Idéia do Algoritmo PIMOESP

Como foi dito anteriormente, o objetivo do método PIMOESP ¢ computar uma
estimativa da matriz obervabilidade estendida e a partir dela estimar as matrizes do
sistema (2.31). Mas primeiro sdo apresentadas algumas restricoes que sdo aplicadas
neste método.

O algoritmo PIMOESP faz uso das duas seguintes restrigdes:

a) v(k) ¢ um sinal do tipo ruido branco com média zero

b) A variavel instrumental considerada ¢ a matriz dos dados passados U, , .
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Uma pergunta natural € porque considerar v(k) do tipo ruido branco com média zero?

Para responder esta pergunta, precisa-se do seguinte corolario.

Corolario 1 Seja [M ], uma matriz simétrica e Q= [0, O,] (com r <g ) uma matriz

r q-r
ortogonal, tal que posto (Q,) seja um subespago invariante de M, isto ¢, MQ,c Q,,

entdo O, é um sub-espago invariante de M + o’/ , para qualquer niimero real o .

A prova deste corolario pode ser encontrada em [VERHAEGEN, 1992b].

Da equagao (B 8.28), [ver apéndice B.8], tem-se que:
},im %Rzz (R),)" =T,P,I + Ry (2.32)

Logo, se M =T P e substituindo-se M por seu SVD, isto ¢, SVD(M)= U.S.U[,

onde S, € R™, entdo a equagdo (2.32) ¢ dada por:

lim %RZZ (R,)" =U.S.U +Ry (2.33)

Foi visto na secdo 2.3.2 (algoritmo MOESP ordinario), que se ndo existir o termo Rv na
equagdo (2.33), o espago coluna de I, é computado do espago coluna da matriz U, isto
¢, existe um subespago coluna invariante O, da matriz M. Logo, pelo corolario 1, Q, €

um sub-espago invariante da matriz [ M + &>/ ] , mas para garantir esta afirmagio tem-
se que impor que a matriz covariancia Rv seja proporcional a matriz identidade.

A restrigdo da matriz Rv corresponde a v(k) ser ruido branco com média zero, pois

desta forma se satisfaz a seguinte propriedade estatistica: Rv=E(VV")=c"I[vide

apéndice B.7, defini¢ao B7.2].

Outra pergunta ¢ porque considerar os dados de entradas passadas como variavel

instrumental? [vide apéndice B9].
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Da equagao ( B 9.10)
. 1 T . 1 T : 1 T
lim —— R,O W, = }/lm _ripngxWN + Il\,lm _N Vl,i,NWN (2.34)

TN Ny

Na equacao (2.34) se o termo esquerdo ¢ conhecido e o ultimo termo do lado direito é

zero, entdo pode-se encontrar o espago coluna da matriz I,. Logo, a variavel

instrumental escolhida tem que satisfazer:

i) kiL?OLNVwWNT =0

1
i) posto| lim—T.P.OW! |=n
)P (N—m\/ﬁ PO, Nj

assim a varidvel instrumental escolhida é W, =U, . .

A seguir apresenta-se a idéia do método PIMOESP.

A versao Past-Input do algoritmo MOESP, conhecida como PIMOESP, soluciona o
problema para o sistema (2.31), usando o método das variaveis instrumentais.
Formando a matriz de Hankel de dimensdes apropriadas como na sec¢do 2.3.2, ndo ¢
dificil obter para o sistema (2.31) a seguinte representagdo [vide apéndice B.7]:

Yk,i,N = riXk,N + HiUk,i,N + Vk,i,N (2.35)

onde V, ,, ¢ amatriz de Hankel dos valores do ruido.

Considerando & =1 na equacdo (2.35), se obtém:

Yl,i,N = rin,N + HiUI,i,N + Vl,i,N (2.36)

A matriz Y, ¢ chamada de saidas passadas e o termo U, , , de entradas passadas.

Considerando k& =i+1 na equacdo (2.35), resulta:

Yi+l,i,N = 1ﬂinufl,N + HiUH-l,i,N + Vi+1,i,N (2.37)

Logo, amatriz Y, ,,, ¢ chamada de saidas futuras e o termo U, , , de entradas futuras.
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O primeiro passo € eliminar o termo H,\U,, ., da equagdo (2.37). Isto ¢ possivel
multiplicando-se (2.37) pelo operador proje¢ao IT . . Agora, para remover a matriz

de ruido da equacao (2.37), emprega-se uma variavel instrumental 7, com as restrigdes
1) e i1) citadas acima, isto €, ser correlacionada com os estados mas nao-correlacionada

com a matriz de ruido V,,, , .

Das hipodteses do problema 2.3, o ruido € ndo correlacionado com os dados de entrada,

entdo o método PIMOESP escolhe como variavel instrumental a matriz de entrada dos

dados passados, W =U, .

Multiplicando-se ambos lados da equagdo (2.37) por II,. W e com N — o, se

obtém:
.1 1
]{/IE;FXHJ’NHU,% N - ]1/11;1;10 N FX HUiLi.NW (238)

onde W=U,;, e II =1- U+11N(Uz+11NU+11N) U.,;n» 0 simbolo ( )* indica a

1
UI+|<i N

pseudo inversa.

A equagdo (2.38) pode ser eficientemente encontrada através da decomposi¢do LQ, isto

Uinin R, 0 019
W =Ry Ry 0|0 (2.39)
Ry Ry Ry | O

Agora ¢ preciso estimar o espago coluna da matriz T,.

Como o numero de dados tende a infinito, se tem as seguintes relacoes:

ro 1 .
Ilvlg}o\/_ z+1,i,N(Q2) _Ilvlg;loﬁri)(i-ﬂ,N(Qz) (2.40)

lim — !

Noooo \/— 1+11N(Q1) _jki_r)l;loﬁ(ri)(Hl,N(QJT+HiR11) (2.41)
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. . 1 .
Se a entrada for persistentemente excitante € posto (—=17X,, y (0,)")=n, entdo para

JN

i>n o espaco coluna de (1/N)R,, ¢ uma estimativa consistente para o espago coluna
de TI,. Este resultado ¢ obtido da equagdo (2.39) e (2.40). Para encontrar o espago

coluna da matriz (1/ N)R,,, usa-se SVD:

1 Sn 0 I/IT T
—R;, =[U, U,] r |~ Uz
N v,

0 0
Define-se:
r,=US."
A matriz C ¢ facilmente obtida de
C=TI.(1:11:n) (2.42)
e a matriz 4 ¢ obtida de
FA:lG-D1:m)A=T,(+1:il1:n) (2.43)

Para obter as matrizes B e D emprega-se a equacao (2.39) e (2.41), para obter:
U2) Ry (R =(WU;)" H, (2.44)
Denotando = = (U Iy )T R, R, entdo a equagdo (2.44) é dada por:

E=U)H,

As matrizes B e D sdo encontradas da mesma forma que no algoritmo MOESP

ordinario.
A seguir apresenta-se o teorema PIMOESP.

2.3.3.1 Teorema 2 (PIMOESP) [VERHAEGEN, 1992b]

Seja u(k)uma entrada persistentemente excitante para o sistema (2.31) e seja y(k) o
sinal de saida expresso na equacao (2.30). O sinal v(k) ¢ ruido branco com média zero,

independente dos dados de entrada. Dada a fatoracao LQ:
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Ul,i,N =Ry Ry, 0 Qz (2.45)
R

Entao se tem:

]lvlin \/_ l+11N(Q2) - hm \/lﬁriXm,N (Qz)T (2.46)
Il\,lilolo \/_ 1+l i, N(Ql) - hm \/IN (riXi+l,N (Q])T + HiRn) (247)

A prova deste teorema pode ser encontrada no apéndice B.10.

Comentarios deste teorema
As equacdes (2.46) e (2.47) formam a base do método PIMOESP, o qual ¢ resumido no

algoritmo PIMOESP. As matrizes 4 e C sdo encontradas a partir de R,,, vide apéndice
B.10. Intuitivamente, R,,0, ¢ a projecdo das saidas dentro das entradas passadas. As
matrizes B e D s3o computadas a partir de R, e R, vide apéndice B.10.

Intuitivamente, R,,Q, ¢ a projecdo das saidas dentro das entradas futuras.

Algoritmo PIMOESP

1. Construir as matrizes de Hankel U, \,U,.\ € ¥,y

2. Calcular a fatoracao LQ, equagao (2.45).
3. Calcular a SVD da matriz (1/ N)R,, dada na equacgdo (2.45).

4. Determinar a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S, e

particionar a SVD para obter U, e T, =U,S)"*:

=[U,U ] =UZV,
N 0 oy

5. As matrizes A e C sdo encontradas das equagoes:
Fa:l@-D1:m)A=T,(+1:il1:n)
C=I,1:11:n)
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6. As matrizes B e D sdao encontradas da equagao (2.44).

A implementagdo deste algoritmo no programa Matlab 6.5 poder ser encontrada no

apéndice F.

2.3.4 Algoritmo POMOESP
O algoritmo POMOESP (Past - Output do algoritmo MOESP) soluciona o problema de

ruido na saida e ruido nos estados, conforme figura 2.6.

lw(k) l v(k)
u(k) y(k)

—»| Planta |—» @H

Figura 2.6 Modelo com ruido corrompido na saida e ruido nos estados

Nesta secdo aborda-se o método de identificagdo por subespacos para sistemas com
perturbagdo externa na saida, que pode ser erro do instrumento de medicdo,

representada por v(k)e ruido nos estados, representado por w(k). Ambos os sinais sao

ruido branco com média zero.

A figura 2.6 ¢ um modelo mais realistico, a identificagdo deste modelo ¢ realizada pelo
método direto (modelos tradicionais [LJUNG 1999; SODERSTROM; STOICA, 1989])
ou pelo método indireto (modelos MOESP, N4SID, CVA, etc).

Uma aproximagdo indireta do método de identificagdo por subespagos ¢ dada pelo
modelo POMOESP, que ¢ uma extensdo do modelo PIMOESP, pois a diferenca entre

estes modelos ¢ dada pelo sinal w, , conforme figuras 2.4 e 2.5. A figura 2.6 representa

a equagao 2.16.

Para o sistema (2.16) se pode escrever o sistema inovagao na forma [VIBERG, 1995]:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k) (2.48a)
y(k) =Cx(k)+ Du(k)+v(k) (2.48b)
onde

w(k) = Ke(k) e v(k)=e(k), K denota o ganho de Kalman.
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De forma geral, o problema de identificagdo por subespacos pode ser visto como

encontrar uma aplicagdo f entre a seqiiéncia dos dados de entrada — saida e os

parametros desconhecidos do sistema (2.48).

/
— A

(A7 B’ C) D)

Figura 2.7 Aplicagdo f entre a seqiiéncia dos dados de entrada — saida e os parametros

desconhecidos do sistema

Para encontrar estes parametros a partir dos dados de entrada e saida, existe um passo
intermediario, que ¢ a aproximacao de uma estrutura de subespago a partir de um espago
definido pelas matrizes em blocos de Hankel, construida a partir dos dados de entrada —

saida.

Na familia dos algoritmos MOESP [VERHAEGEN, 1993a] esta estrutura de subespago

¢ a matriz de observabilidade estendida.

As notagdes matriciais ¢ defini¢des usadas no método POMOESP s3ao definidas no

apéndice B.11.

Formulac¢io do problema
Dado: Um conjunto de entradas u(k)eR"e saidas y(k)eR' para um sistema
desconhecido de ordem n, dado pela equagdo (2.48), onde w(k)e v(k)sdo sinais do

tipo ruido branco com média zero, ndo-correlacionados com os dados de entrada.

Determine: A ordem 7 do sistema, as matrizes (A4, B,C, D) e o ganho de Kalman K .

A solugdo deste problema ¢ dada em [VERHAGEN, 1994a], em que se consideram dois
tipos de sinais de entrada:

1) Sinal de entrada u(k) ruido branco com média zero

2) Sinal de entrada u(k) arbitrario (persistentemente excitante)
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No método POMOESP, o sinal de entrada ¢ considerada do tipo 2 .
A seguir apresenta-se a idéia do método POMOESP.

Idéia do Algoritmo POMOESP
O objetivo neste método € o mesmo dos casos anteriores, isto €, computar a matriz de

obervabilidade estendida a partir dos dados de entrada e saida.

Para o sistema (2.25) se tem a seguinte representacao [vide apéndice B.11]:

Yk,i,N = riXk,N + HiUk,i,N +q)iVVk,i,N + Vk,i,N (2.49)

Considerando k =i+1 na equagdo (2.49) tem-se:

Yi+1,i,N = FiXHl,N + HiUi+1,i,N +(I)iVVi+l,i,N + Vi+1,i,1v (2-50)

onde Y, ,, ¢ a matriz em blocos de Hankel das saidas futuras e U,,,,, ¢ a matriz em

1

blocos de Hankel das entradas futuras.

Da mesma forma que no algoritmo MOESP e PIMOESP, ¢ preciso obter uma

aproximagdo da matriz de observabilidade estendida I',. Por este motivo ¢ preciso

eliminar os dois ultimos termos do lado direito da equacdo (2.50). Isto é feito em dois

Ppassos:

Primeiro passo

Para eliminar o termo HJU,,,,, aplica-se o operador projegdo II onde

i

f=i+Li,N.

Segundo passo
Precisa-se de uma variavel instrumental para eliminar os ruidos. A varidvel instrumental

U,, y que foi usada no método PIMOESP ¢ uma possivel candidata, desde que:

1
T . T
Ul,i,N =0 S }}g}o ﬁVk,i,N Ul,i,N

lim lW

N—>o© N ki.N

=0
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Da mesma forma se pode mostrar que:
li 1 Y W, =0 li 1 Y, v Viiy=0
1M =8y W in = € M=k iy Viy =

N—owo N N—0 N

Entdo a variavel instrumental no método POMOESP ¢ escolhida como a combinagao

U,,
Z — |: 1,1,N:| )
Yiw

Portanto, Verhaegen (1994) considera a seguinte projecao ortogonal:

das entradas e saidas passadas:

T . .
HU%Z ,onde f=i+1Li,N.

Multiplica-se a equagdo (2.50) por I1 ,Z " de ambos os lados, resultando:
S

. 1 T . 1 T . 1 T
LIEOWK“J’NHU}Z = ]ngoﬁriXHLNHUjZ + LIEOWH’U"W?’VHU}Z +
.1 P | T
+]IV1L11W<I>[VK+U,NHU%Z + LIEOWV"“%NHU,LZ (2.51)

Pela projecdo ortogonal U, ; NHU# =0 e por serem os ruidos nao correlacionados com

os dados de entrada — saida, entdo os dois ultimos termos da equagdo (2.51)

correspondem 4 matriz nula para N — .

Portanto, a equagdo (2.51) pode ser expressa como:

.1
Ilvlg}oﬁ Yi+l,i,N

1
M,.2" =lim—T,X,,,I,,2" (2.52)

N—o© N

A equagdo (2.52) pode ser eficientemente encontrada através da decomposicao LQ, isto

é:
U Ui+1,i,N R, 0 0 0 9
Z+ZLI’N - Uiin _ R, R, O 012 (2.53)
Y Yin Ry Ry Ry 0110
i+1,i,N Y;Jrl,z N R41 R42 R43 R44 Q4

Agora € preciso estimar o espago coluna da matriz I,.
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Se o sinal de entrada u, for persistentemente excitante e o nimero de dados tender a

infinito, entdo se tém as seguintes relagdes:

lim —— \/— Y.n(0y) = lim \/IN [X.v(0)) (2.54)
Il\gn\/_ Vi (05) = }g‘}oﬁ LX o (0) (2.55)
]1V1m\/1_ Y, v(O)) = hm [\/INFiXI,N(QIT)-FﬁHi(RZI)j (2.56)
}E}n \/_ li,N(QZT) = },li?o (ﬁEXI,N(QzT)"FﬁHi(Rzz)j (2.57)
lim —— \/— Y.,v(Q) = lim (ﬁerHLN(Q{HﬁH,.(RH)j (2.58)

[vide apéndice B.12].

Logo, das equacdes (2.54) e (2.55) tem-se que:
lim——[R, R,]=lim—TX, [0} O] (2.59)
N_m\/_ 43 N—m\/ﬁ Nl 3 .

[vide apéndice B.13].

Assim, para encontrar uma estimativa do espaco coluna da matriz I';, toma-se a SVD da

o
[Ry, Ry;1=[U U ]|: 0 S j||:V jl

Logo, o espago coluna de U, aproxima consistentemente a matriz de observabilidade

matriz [R, Ry]:

estendida T,.
As matrizes 4 e C podem ser calculadas da mesma forma que no algoritmo MOESP
(considerando I, = U,). A matriz C ¢ facilmente obtida de:
C=I,1:11:n)
e a matriz 4 ¢ obtida de

C(:1G=1)1:m)A=T,(+1:il1:n) (2.60)
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Para obter as matrizes B ¢ D empregam-se as equacoes (2.56) , (2.57) e (2.58) para
obter [vide apéndice B.14]:

ﬁ[Rsl Ry, R41]:Fiﬁ[Xp(Q1T) Xp(QzT) Xf'(QlT)]+
+Hiﬁ[R21 Ry, R11]+0(§) (2.61)

Logo, como o espaco coluna da matriz I, e seu respectivo complemento ortogonal ¢

1

igual as matrizes U, e U;", entdo, multiplicando-se a equagio (2.61) por (U ﬁ )T de ambos
os lados, resulta:

1 (Y L
(Ul) W[RSI Ry, R41]—(U1) Hi\/ﬁ[RZI R,, R11]+O(Q) (2.62)

Como o sinal de entrada € persistentemente excitante, entdo a matriz [R21 R,, R“]

tem pseudo-inversa a direita. Multiplicando-se a equacdo (2.62) por esta inversa, se

obtém:

(o ﬁ[R31 R, R,] [ﬁ [R, R, R“]j =) H,+0@)
Esta Giltima equagdo pode ser reescrita como:
== H,+0@.
onde:

*

1

E:(Ull)r ﬁ[Rm R, R41][W[R21 Ry Rll]) .

Por ultimo, pode-se recuperar as matrizes (B, D) :

E(,1:m) UG- +1:1i,:)" Ur(l:1,:)"
E(m+1:2m) | 0 Ur(G-1)+1:4,)" - US({+1:20:)"
: 0 0 :
Z(,m@i —1)+1:mi) 0 UG -1)+1:1i,:)"

U ((-2)+1:G D7) 0

: : (B 5 63
U (1:1,) 0\D (2.63)
0 1,
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A seguir apresenta-se o teorema POMOESP.

2.3.4.1 Teorema 3 (POMOESP) [VERHAEGEN, 1994a]

Seja w(k) o processo de ruido e v(k)a medida de ruido do sistema (2.16), sendo ambos
ruido branco com média zero, independente da entrada u(j) para todo k, j e do estado
inicial x,. Suponha que u(k) seja uma entrada persistentemente excitante para o sistema
(2.16) e que se tenha a seguinte fatoracao LQ:

U, Uinin R, 0 0 019

Up — Ul,i,N — R21 R22 0 O QZ (264)
YP Yl:i:N R31 R32 R33 O Q3
Y f Yi+1,t N R41 R42 R43 R44 Q4
Entdo se satisfaz:
1
]IVIEBO\/— /(Qz) = hm\/ﬁrin(Qz)T (2.65)
1 r
lim J—Y /(@) = lim =T X,(0,) (2.66)
li LY =1 LFX ! +LH R 2.67
Nlil::lo,\/ﬁ p(Ql )= ngolo \/ﬁ i p(Ql) \/ﬁ (Ry) (2.67)
1 1
lim — = hm —TI X Y+ —H.(R 2.68
fraves \/— p(Qz) \/ﬁ i p(Qz) \/ﬁ 1( ») ( )
1 1
lim—7Y, = hm —T X, (0O)+—H.(R 2.69
N;)oo\/_ (Ql ) \/ﬁ i f(Ql ) \/ﬁ l( 11) ( )

A prova deste teorema pode ser encontrada no apéndice B.12.
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Algoritmo POMOESP

1. Construir as matrizes de Hankel U HU, eY, Y.

2. Calcular a fatoragdo LQ, equacao (2.64).
3. Calcular a SVD da matriz [R,, R,;].

4. Determinar a ordem do sistema por inspecdo dos valores singulares em S, e

particionar a SVD para obter U, e U,.
5. As matrizes A e C sdo encontradas das equagdes:
LA:lG-D1:n)A=T,(I+1:il,1:n)
C=I,1:11:n)

6. As matrizes B e D sdo encontradas da equagdo (2.63).

A implementa¢do deste algoritmo no programa Matlab 6.5 poder ser encontrada no

apéndice F
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CAPITULO 3

IDENTIFICACAO DE SISTEMAS
PELO METODO N4SID

Para solucionar o problema da teoria da realizagdo (ver capitulo 2, item 2.1) existem
diferentes formas, uma delas ¢ através dos métodos de identificacdo por subespacos.
Como exemplo, o método MOESP, desenvolvido por Michael Verhaegen, primeiro
calcula a matriz de observabilidade a partir de uma matriz em blocos de Hankel,
construida a partir dos dados de entrada e saida, depois se calculam as matrizes do

sistema. Este método faz uso de projegdes ortogonais.

Outra forma de solucionar o problema citado acima, ¢ o método N4SID (Numerical
algorithms for Subspace State Space System IDentification), apresentado por Peter Van
Overschee e Bart de Moor, isto €, calcula-se uma estimativa dos estados do processo a
partir de uma matriz em blocos de Hankel, construida a partir dos dados de entrada e
saida, depois se determinam as matrizes do sistema. Este método faz uso de projecdes

obliquas.

Como foi mencionado anteriormente, os teoremas apresentados neste capitulo ndo sao
demonstrados, para demonstragdes e maiores detalhes vide [VAN OVERSCHEE; DE
MOOR, 1996; SANTOS MIRANDA, 2004].

A seguir apresenta-se a idéia do método N4SID.

3.1 Modelos por subespacos

Os modelos por subespagos citados neste capitulo estdo relacionados com sistemas e

modelos da forma inovativa (ver capitulo 2)
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x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k) (3.1a)
y(k) = Cx(k)+ Du(k) +v(k) (3.1b)

com

Eﬁvjjj (W v )} - (SQT Zj 5,20 (3.10)

onde:

(u(k)] . vetor de entrada do processo. S3o dados conhecidos.

(O] 1 vetor de saida do processo. Sdo dados conhecidos.

[x(k)] . vetor de estados do processo. Sao dados ndao conhecidos.

(W(h)] . vetor de ruido do processo, ¢ um sinal ndo medido.

(k)] . vetor de ruido na medic¢ao , € um sinal ndo medido.

[4] ... matriz dindmica do sistema, ¢ uma matriz desconhecida

[B] . matriz de entrada do sistema, ¢ uma matriz desconhecida

[C],., matriz de saida do sistema, ¢ uma matriz desconhecida

(D] ... matriz de transmissdo direta, ¢ uma matriz desconhecida.

(0] ,..» [S],, e [R],, sdo as matrizes de covariancia das seqiiéncias de ruido w(k) e

v(k). E & operador esperanca matematica e o ¢ o delta de Kronecker.

A justificativa de encontrar um modelo inovativo € que a seqiiéncia de estados x(k)

seja recuperada dos dados de entrada e saida. Entdo se procurard um sistema em espaco

de estados da forma inovativa.

Por um instante, suponha (idealmente) que seja possivel coletar no intervalo de tempo
[0, N], as amostras {y(k)},{u(k)}e{x(k)}do processo {y(k)}, {u(k)}e {x(k)}. Desde
que os processos sao gerados pelos dados amostrados, entdo as matrizes construidas em

cada instante de tempo k sdo finitas, {¥Y(k)}, {U(k)} e {X(k)}, e sdo representadas
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pelas formulas:

U, =[u(k) uk+1) .. u(k+N-1)] (3.2)
Y, =[y(k) yk+1) ... y(k+N-1)] (3.3)
X, =[x(k) x(k+1) ... x(k+N-1)] (3.4)

As equagoes (3.2), (3.3) e (3.4) também satisfazem o sistema (3.1), isto é:
X,,= AX, + BU, + W, } (3.5)
Y, = CX, + DU, + V,

ou, em forma matricial
X X w,
Y I Y (3.6)
Yk Uk Vk
A :
onde @ = {C D} corresponde aos pardmetros desconhecidos. A equagdo (3.6) pode

ser interpretada como um modelo de regressdo. Se na equagdo (3.6), as matrizes X,,,,
Y,, X, e U,sdo dadas, entdo o parametro desconhecido & pode ser calculado pelo

método dos minimos quadrados, isto ¢:

~ 141 B X X
6= ‘il ]f = min gk
C D 4.B.C.D Yk Uk

onde @ denota a estimativa de 6 (as estimativas sdo denotadas por (5)) e || ||; denota

2

(3.7)

F

a norma de Frobenius de uma matriz.

Da equagao (3.7), resulta:

LesT T

As estimativas das matrizes de covaridncia do processo ¢ do ruido de medicdo sdo

obtidas de:

[Q SA'J_ 1 [pwi PWia e-s pWHN—l](pWi PV e pWHN—lJT

I R (3.8)
S" R PV PV o PVana NPV PV 0 PVana

N
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onde pw, =%, —Ax, —Bu, ¢ pv, =y, —Cx, —Dii, para k=i,.,i+N—1sio os
residuos dos minimos quadrados.

Entdo em um caso ideal, quando se t€ém os dados de entrada, saida e a seqiiéncia de
estados para dois instantes de tempo sucessivos k € k +1, a identificacdo do parametro
@ no sistema (3.6) ¢ trivial.

Mas infelizmente, na pratica, X,,, e X, ndo sdo obtidos e tém que ser estimados dos
dados de entrada e saida. Isto ¢ um ponto importante nos métodos de identificagdo por
subespacos, a diferenca entre estes métodos reside na forma de como obter a seqiiéncia
de estados estimados.

Uma forma de estimar X,, e X, ¢ através da proje¢do obliqua de certas matrizes em
blocos de Hankel, construida a partir dos dados de entrada e saida. Esta projecao
obliqua ¢ computada eficientemente através da decomposi¢cdo QR (notagdo dada no

método N4SID, para a decomposi¢do LQ).

3.2 Definicao da Projecao Obliqua

Dadas duas matrizes 4 R” e BeR? foi visto que se pode encontrar a projecio
ortogonal da matriz 4 sobre a matriz B, a qual ¢ denotada por A/B. Pode-se encontrar
A/ B*, isto é, a projecdo ortogonal da matriz 4 sobre o complemento ortogonal da
matriz B. Pode-se interpretar estas projegoes no espaco de dimensdo j =2, conforme

mostrado na figura 3.1.

A/B"

A/ B B

Figura 3.1 Interpretacdo da projecao ortogonal no espaco j-dimensional (j=2 neste

caso)
Define-se I1, = B(BB")B o operador proje¢io da matriz B, e IT,, =1-T11, o operador

projecdo do complemento ortogonal da matriz B. Assim, as proje¢des ortogonais podem
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ser definidas como: A/B=All, e A/B* = AIl , - Entdo amatriz 4 pode ser expressa

como combinacao linear destas projecdes ortogonais:
A/B*=A4-A4/B
Logo:

A—A/B= A(Ij —B(BBT)*B)

a=4/B+4l1,-B(8B") B)

A=A, + A(I -11,)

A= ATL, + AT . (3.9)

ou

A=A/B+A/B*

Estas projecdes podem ser encontradas usando-se decomposi¢cdes QR (ou LQ), que

depois sdo aplicadas para encontrar os espacos linha ou coluna de certas matrizes.

Ao invés de se decompor 4 como uma combinagdo linear de duas matrizes ortogonais,

pode-se decompd-la como uma combinacgdo linear de duas matrizes nao-ortogonais

BeR® e CeR"™Y e de seus respectivos complementos ortogonais B e C*. A idéia

¢ fazer a proje¢do ortogonal da matriz 4 sobre a matriz em blocos {C} com a condicao

de que a interseccdo dos espacos fila de B e C seja nula. Esta projecdo ¢ mostrada na

figura 3.2

A

Figura 3.2 Interpretacdo da projecdo ortogonal no espago j-dimensional (j =3 neste

caso).
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Pela equacao (3.9), a matriz 4 pode ser expressa por:

L]
A=A)|" |+4/ (3.10)
C C

. B :
Como a matriz A4/ [C} encontra-se no espacgo formado pelas matrizes B e C, entdo neste

. . B| .
espago pode-se encontrar as componentes ortogonais da matriz 4/ L} , isto ¢€:

A/{g}=A/CB+A/BC (3.11)

Na equacdo (3.11) o lado esquerdo ¢ a proje¢do ortogonal e o lado direito ¢ a soma
direta de subespacos.

Substituindo-se a equagdo (3.11) na equagdo (3.10), resulta:
1
B
A:A/CB+A/BC+A/[C} (3.12)

onde:

Al .B ¢éaprojegdo obliquade 4 em B sobre C

A/ ,C ¢éaprojecdo obliquade 4 em C sobre B, [DE COCK; DE MOOR, 2003].

A projec¢do obliqua ¢ ilustrada na figura 3.3

Figura 3.3 Interpretacdo da projecao obliqua no espago j-dimensional (j=3 neste caso e

p=q=r=1).
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Defini¢iio 3.1: Projecio Obliqua. A projecio obliqua do espaco de linhas de 4 € R*Y

no espago de linhas de B € R*’ sobre o espaco de linhas de C € R’ ¢é definida como:

cc’ cB"Y
A/, C=4|C" B"| -C 3.13
’ [ ] [(BCT BBT] ]prlmelras r ( )

colunas

Muitas vezes os corolarios sdo uma ferramenta para aplicacdo a casos praticos. Entao

uma defini¢cdo equivalente da projecao obliqua ¢ apresentada a seguir.

Corolario 3.1: projecdes obliquas. A projecdo obliqua do espaco de linhas de
A e R™ no espaco de linhas de B € R sobre o espaco de linhas de C € R™ pode ser
definida como:

4/,C=|4/B"][c/B*]"C. (3.14)
A notac¢do matricial usada nesta tese sao definidas no apéndice C.1.

3.3 Método N4SID

Este capitulo ¢ baseado no livro de PETER VAN OVERSCHEE ¢ BART DE MOOR
Subspace Identification for Linear Systems (1996). Apresenta-se, a seguir, o método
N4SID para o caso deterministico e combinado deterministico e estocastico. Para o caso
puramente estocastico ver [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] e [SANTOS
MIRANDA, 2004].

3.3.1 Meétodo N4SID, Identificacdo deterministica

Nesta sub-se¢do aborda-se o método de identificacdo por subespagos para sistemas
puramente deterministicos, com ruido de processo w(k) e de medicdo v(k) nulos, isto
¢, wk)=v(k)=0. O objetivo deste capitulo é entender como usar os conceitos ¢
ferramentas da 4lgebra linear para a identificacdo deterministica, que ¢ depois aplicada a
sistemas combinados deterministico e estocastico.

Como, na pratica, os dados amostrados sdo corrompidos por ruido, a identificacdo de

sistemas puramente deterministicos € aplicada de forma académica.
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O problema da identificagdo deterministica pode ser postulado como:

Formulac¢ao do Problema

Dado: s amostras das entradas u(k) € R™ e das saidas y(k) € R’ geradas pelo seguinte

sistema deterministico desconhecido, de ordem 7 :

x? (k+1) = Ax? (k) + Bu(k) (3.15a)
y(k) = Cx? (k) + Du(k) (3.15b)

onde x‘(k)eR” é um vetor de estados, sendo que o superscrito “d” denota

deterministico.
Determine:

e A ordem n do sistema desconhecido.

e As matrizes do sistema 4 € R™, BeR™, CeR™, DeR™.

O sistema descrito pelas equagdes (3.15a) e (3.15b) pode ser representado pelo

diagrama de blocos mostrado na figura 3.4.

Sem perda de generalidade, muitas vezes se usara a notacdo F, = F(k), onde F

representa qualquer seqiiéncia no tempo k.

Z/lk xk+1 X yk

@)

» D

Figura 3.4 Um sistema linear deterministico invariante no tempo.

Na figura 3.4 o simbolo A representa atraso. As entradas e saidas sdo conhecidas, os
estados sdo desconhecidos, mas sdo determinados como um resultado intermediario no

algoritmo de identificagdo por subespagos.
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Idéia do Algoritmo N4SID , caso deterministico

A 1déia € recuperar a seqiiéncia de estados. Para isto, tem-se que demonstrar que:
1) A seqiiéncia de estados X jf esta contida no espago fila de W,
i1) A seqiiéncia de estados X jf esta contida no espaco fila de W,

iil)  Aplicando-se o teorema da dimensdo de Grassmann, obtém-se:

dim(espago ﬁla[Wp Jm espaco ﬁla[Wf J) =n

Para sua demonstragao vide apéndice C.2.

Em [KATAYAMA, 2005] demonstra-se que esta interse¢do ¢ n dimensional, e qualquer
base para a intersec¢do entre passado e futuro representa uma seqiiéncia de estado

valida.

De i) e ii) vé-se que X ;1. encontra-se em W, (futuro) e W, (passado), respectivamente.

Isto quer dizer que o vetor de estados serve como uma memoria levando informagao

entre o passado e o futuro. O vetor de estados X? pode ser computado através da
projecdo obliqua Y, / o, W,

A equacao (C2.1) ¢ dada por:

Y, =T.X{+HU, (3.16)
A seqiiéncia de estados X ;Z pode ser expressa como a combinagdo linear das entradas

passadas e saidas passadas [vide apéndice C3]:

d
Xi=L,W, (3.17)
Substituindo-se a equagao (3.17) na equagdo (3.16), resulta:
Y, =L, W,+HU, (3.18)
Com a finalidade de eliminar o ltimo termo da equacgao (3.18), multiplica-se ambos os

lados da equagéo (3.18) por IT ., obtendo-se:
f
YfHU/L =IL, WPHU% +HiUfHU%

ou
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€L €L €L
Y, /Ut =T,L, W, /Ut +HU,U? (3.21)
H/_J

=0

Y, /U;=T,L,W,IU; (3.20)
Multiplica-se a equagdo (3.20) por [Wp /U j] W, de ambos os lados, resultando:

v,/ utllw, vt w, =rL, w iUt ot w, (3.21)

=J1

onde o termo J1 na equagado (3.21) ¢ dado por:

N=w, [Uw, 1t w, =w, (3.22)
Substituindo-se a equagao (3.22) na equagao (3.21), se obtém:

v, iutlw,iut] w, =t w, (3.23)
Substituindo-se a equagdo (3.17) na equacao (3.23), resulta:

[Yf /U.;][Wp /Ufl] *Wp :rin Wp
—

:Yf/ufl w, =X'/
d
Y)W, =T.X; (3.24)
ou
Ji=T X (3.25)

onde o simbolo 9/ denota a projecdo obliqua:

=Y, /., (3.26)

A projecao obliqua pode ser eficientemente computada através da fatoragao QR (ou

LQ). O vetor seqiiéncia de estados pode ser computado através da SVD da matriz 97,

isto €é:
S o\yT
9i = (U, Uz)[ol OJ[V‘T]=UISIKT (3.27)
2
X1=17-9 (3.28)

onde I, =U,S,”” - T, para alguma matriz ndo singular 7.

Da mesma forma, encontra-se $_, , projegdo obliqua para a seqiiéncia de estados X

i+l°
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dada por:
4.,=Y /U‘; w, (3.29)

e a seqiiéncia de estados € expressa por:

X!

i+1

=T"9,, (3.30)

d
i+l

Uma vez estimadas, X e X!, das equagdes (3.28) e (3.30), respectivamente, o tltimo

passo ¢ calcular as matrizes do sistema A, B, C e D, pelo método dos minimos

quadrados, aplicado ao seguinte conjunto de equacdes lineares:
X)) (4 B\[X/
= . (3.31)
K\i C D Ui\i

Este método ¢ mostrado no Algoritmo 1, usando estados.

OUTRA FORMA DE COMPUTAR AS MATRIZES (A, B, C, D)
Observar a equagdo (3.28); para estimar a seqiiéncia de estados X/ = X j, primeiro se
calcula a matriz observabilidade estendida T, =U,S,"* - T . ConhecidaT,, ¢ facil obter as

matrizes 4 e C.

Determinando as matrizes A e C

A matriz 4 ¢ determinada pela seguinte equagao:
A= Fi+ﬁ
onde l?l.denota a matriz I', sem as / (nimero de saidas) primeiras filas e a matriz C

como as primeiras / filas de I',. Agora s falta determinar as matrizes B e D.

Determinando as matrizes B e D

Multiplica-se a equagio (3.16) por I de ambos os lados, resultando:

L L L
Y, =ITX, +[7HU, (3.32)
onde a matriz T;" e R tem posto completo e satisfaz I['T, =0. Substituindo-se

esta ultima condi¢ao em (3.32), se obtém:
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Ffo = FfH,Uf (3.33)
As matrizes B e D sdo encontradas a partir da matriz em blocos H,. Multiplica-se a

equacao (3.33) por U;. de ambos os lados, resultando:

'Y, U, =T, H, (3.34)
com:

(M, M, .. M)=T'Y, U

(, L, ... L)=T"

Calcula-se B e D de:

MY (L L, ... L, L
M,| |L, L, .. L 0l(I, 0YD

= 3.35
2 (o T\ B (3:33)
M ) \L o 0 0

Isto ¢ mostrado no Algoritmo 2, usando a matriz de observabilidade estendida.

A seguir apresenta-se o Teorema N4SID para o caso deterministico.

3.3.1.1.Teorema 1: Identificacao deterministica

Suponha as seguintes hipoteses:

1. A seqiiéncia de entradas u, ¢ persistentemente excitante de ordem 2.7 .
2. A intersec¢do dos espagos de filas de U, e o espago de filas de X ;’ ¢ vazia.
3. As matrizes de ponderagio W, e R™ e W, e R” sio tais que W, tem posto

completo € W, obedece: posto(W,) = posto(W ,W,) .

W, e W, determinam a base no espaco de estados em que o modelo serd

identificado [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996].

Definindo-se a proje¢do obliqua §, como:

def

S, =Y/, W, (3.36)

e a decomposi¢ao em valores singulares:
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we W, :(Ul Uz{Sl OJ(Vl j (3.37)

0 o\r’

~USV] (3.38)

Entdo tem-se que:

L& =1;-x¢ (3.39)

2. A ordem do sistema ¢ igual ao nimero de valores singulares presentes na

equacdo (3.37) que sejam diferentes de zero.

3. ry=wlus’?er (3.40)

sendo 7 € R™" uma transformagio de similaridade arbitraria e ndo-singular.

4. A parte da seqiiéncia de estados X ;1. que se encontra no espaco de colunas de

W, pode ser recuperada a partir de:

Xj,’.Wz =7'.s!"2p (3.41)
5. X§ =1+, (3.42)

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR 1996;
SANTOS MIRANDA, 2004].

As principais conseqiiéncias do teorema de identificacdo deterministica sdo:

a) A seqiiéncia de estados X “; pode ser determinada diretamente a partir dos dados u,
€ ¥k, sem o conhecimento prévio das matrizes do sistema 4, B, Ce D; e

b) A matriz de observabilidade estendida I', pode ser determinada diretamente dos

dados de entrada e saida.

As matrizes do sistema podem ser extraidas dos resultados intermedidrios de X ‘; e[,

mediante algoritmos de identificacdo usando estados e algoritmos de identificacdo
usando a matriz de observabilidade estendida, respectivamente, conforme

esquematizado na figura 3.5.
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Dados de entrada e saida

(u(k), y(k))

Algoritmol: l Algoritmo 2:
usa estados ¢ ¢ usa matriz de obser-
vabilidade estendida

X! T,

1

v

Matrizes do sistema

Figura 3.5 Diagrama esquematico de obtenc¢ao das matrizes do sistema

A descricdo de ambos os algoritmos ¢ feita a seguir [VAN OVERSCHEE; DE MOOR,
1996].

Algoritmo deterministico 1

(empregando estados)

1. Calcule as projecoes obliquas
S =Y/, W,
8., =Y/ o- w,
2. Calcule a SVD da proje¢ao obliqua ponderada
w3 W, =USV"
3. Determine a ordem do sistema por inspecdo dos valores singulares em S e

encontre U, e S, através do particionamento adequado da SVD.

4. Determine I', e I, | como:
I, = I/V171U1S11/2 T I, =1,
onde I', denota a matriz I', sem as / filas (nimero de saidas) passadas de I'’.

d
i+1

5. Determine X id e X' como:
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X'=r'9 X

i+l

= ri*—l 3

Solucione o seguinte conjunto de equagdes lineares para obter 4, B, C e D:

X (4 B\[X]
Yi\i - ¢ D Uz‘\i

Algoritmo deterministico 2

(empregando a matriz de observabilidade estendida)

Calcule a projecao obliqua

9, :Yf/u,. w,

Calcule a SVD da projecao obliqua ponderada

W W, =USV"

Determine a ordem do sistema por inspecao dos valores singulares em S e

encontre U,,U, e S, através do particionamento adequado da SVD.

Determine I, e I;" como:

r.=w'us,"’ r-=ulw,

Determine a matriz do sistema A4 a partir de I, como A4 = zl?l , onde ITZ denota

amatriz I', sem as / (nimero de saidas) primeiras filas.

Determine C como as primeiras / filas de I,

Com
(M, M, ... M)=T'-Y,-U;
(, L, ... L)=T}

calcule B e D de:
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Ml Ll L2 Ll—l Li

M,| |L, L, .. L 0|(l, 0YD
) . (0 F,»][B]'

M,) (L 0 0 0

Estes algoritmos estdo implementados no apéndice F

Os modelos deterministicos sdo puramente académicos. A seguir, apresenta-se o

método N4SID para um problema mais real, isto ¢, modelo deterministico - estocastico.

3.3.2 O Método N4SID, Identificacdo deterministica - estocastica

Os métodos de identificagdo por subespagos estimam seqiiéncias de
estados diretamente dos dados de entrada e saida, explicitamente ou implicitamente,
com uma projecao ortogonal ou obliqua dos espacos de filas de certas matrizes em
blocos de Hankel de dados (de entrada e saida) nos espacos de filas de outras matrizes
em blocos de Hankel, seguido por uma decomposi¢do em valores singulares (SVD) para
determinar a ordem, a matriz de observabilidade e/ou a seqiiéncia de estados. A
extragdo do modelo em espagco de estados entdo se alcanca através da solucdo do
problema dos minimos quadrados. Cada um destes passos pode ser executado usando-
se algoritmos lineares numéricos bem conhecidos da algebra, tais como a decomposicao

em valores singulares e a decomposicao QR.

Formulag¢io do problema
Este trabalho se desenvolve sobre um espaco de Hilbert, a identificagdo deterministica-
estocastica se faz para modelos em espaco de estados de tempo discreto, lineares,

invariantes no tempo.

O problema de identificacdo deterministica - estocastica pode ser postulado como:
Dados: s amostras medidas das entradas u(k) e das saidas y(k) geradas pelo sistema
(3.1).

Determine a ordem 7 do sistema desconhecido, as matrizes do sistema A4, B, C, D ¢ as

matrizes de covariancia de ruido Q, S, R.
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O sistema (3.1) na forma de diagrama dee blocos ¢ mostrado na figura 3.6.

w(k) v(k)

k
u(k) x(k +1) x(k) HE)

—» B D—>» A C—»@—»

» D

Figura 3.6 Sistema linear combinado deterministico-estocéstico

Idéia do algoritmo N4SID caso: deterministico - estocastico
A idéia ¢ a mesma apresentada no sistema deterministico, isto €, recuperar a seqiliéncia
de estados a partir dos dados de entrada e saida, mas a forma como obté-lo ¢ diferente,

pois agora o sistema tem seqiiéncia de ruido.

O objetivo de um procedimento de identificagdo € encontrar um modelo cujo
comportamento entrada-saida se aproxime daquele do processo real. Este objetivo ¢é
resolvido classicamente minimizando-se um “critério do erro de predi¢do”, o qual
expressa o “desempenho da predi¢do” do modelo no conjunto fornecido de dados. A
solucdo minimizante ¢ designada como o modelo 6timo (veja, por exemplo, [LJUNG,

19997).

Como indicado acima, deseja-se encontrar um modelo que prediga o comportamento do
processo de forma suficientemente exata. Isto pode ser formulado como: prediga as

saidas futuras (Y, ) tdo exatamente quanto possivel, usando toda a informagéo que possa
ser obtida dos dados passados (W) e usando o conhecimento das entradas que serdo

apresentadas ao sistema no futuro (U ).

Devido a linearidade do sistema, propde-se combinar linearmente as entradas passadas
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(W,) e futuras (U , ) para predizer as saidas futuras (Y, ). Denotam-se as combinagdes
lineares, respectivamente, por L, e L, . A qualidade da predigdo ¢ medida pela norma
de Frobenius, isto é:

Gplix(m+l)i
LPE‘R‘ ‘ 7
L E\thm
u

2
min [, -z, L]Bf”}
F

Seja:

z,=[t, L][Zj LW, +LU,.

A combina¢do oOtima do passado (W,) para predizer o futuro ¢ L, -W,, que ¢

exatamente igual a projecdo obliqua 4, =L -W,.

Para conseguir este objetivo, tem-se que:

1) Expressar Z, como combinagéo linear das matrizes W, e U,.
ii) Demonstrar que a combinagdo Otima do passado (W,) para predizer o futuro €

L, W, e ¢ exatamente igual & projegéo obliquade 9 =L, -W,.

Os itens 1) e ii) sdo realizados através dos trés teoremas que sdo apresentados mais

adiante, no entanto, apresenta-se uma seqii€ncia para satisfazer os itens citados acima.

Para satisfazer o item 1) considere-se a seguinte seqiiéncia:

a) Escrever os estados estimados pelo filtro de Kalman X, como uma combinagdo
linear das entradas passadas u,,....,u, ,, saidas passadas y,,....,y, , € do estado
inicial estimado x,.

b) Assim, a seqiiéncia de estados X . pode ser obtida por:

i+l

)Acl.ﬂ_l]: [Ai —Q,ri‘ Af —Q,-H,-d‘ Qi] io

p

c) Expressar as saidas futuras Z, como uma combinacdo linear das entradas passadas

W, e futuras U , . Isto € feito pela projecdo ortogonal:
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w .
— d
Z,=LW,+LU, =Y, /[U'f’ J -I X, +H!U, (3.43)

Se a interse¢do dos espagos X, e U, for vazia, entdo uma estimativa da seqiiéncia X,

pode ser encontrada através da projegéo obliqua de ¥, em W, sobre U, :

def

8,=Y,/, W,=T,-X, (3.44)

Desta forma ¢ satisfeita a parte i1).

Apresenta-se, a seguir, duas formas para determinar as matrizes do sistema (3.1),

empregando o vetor de estados.

Encontrando as matrizes do sistema via seqiiéncia de estados X,

A seqliéncia de estados X . ¢ calculada pela equagdo (3.44) a partir dos dados de entrada

e saida, sem o conhecimento das matrizes do sistema:
X =r-9 (3.45)

Analogamente, a seqiiéncia de estado X, pode ser determinada como:

def

S.=Y/ W+:Fi—l'jzi+1

i+l frupte

X i+l = Fi*—llg'

i+l

(3.46)
Entdo as matrizes do sistema podem ser computadas da seguinte equacao linear:
X, 4 B\(X,
i+l — i + pW (346)
Yi\i ¢ D Ui\i Pv

onde pw e pv sdo matrizes residuais. Estas matrizes residuais sdo perpendiculares a

~

X, e Ui‘i, assim a equagdo (3.46) pode ser solucionada pelo método dos minimos

l

quadrados.

Este método produz estimativas com polarizacdo, pois a seqiiéncia de estados X, ndo ¢

calculada diretamente através dos dados de entrada e saida, mas sim por sua estimativa
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X .. O problema ¢ que a nova seqiiéncia do filtro de Kalman X ., tem estado inicial
diferente que a seqiiéncia X ., 1sto €:

R v _ d
Estado inicial para X, =X » / v, U »

Estado inicial para X, =X?/ U®*

P Uy p

Sob estas hipodteses estaria errado escrever a equagdo (3.46). Pode ser provado (ver

A ~

[VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1995]) que a diferenca entre X, e X

i i+1

é zero

quando se satisfaz um dos seguintes enunciados:
l.i>»®
2. O sistema ¢ puramente deterministico

3. A entrada deterministica u, ¢ ruido branco.
Quando um dos enunciados acima ¢ satisfeito, entdo se pode substituir X, e X, por

X, e X,

logo as matrizes do sistema s3o encontradas da equacao (3.46).

Encontrando as matrizes do sistema via seqiiéncia de estados X,

A seqiiéncia do filtro de Kalman X ; esta relacionada com a projegdo ortogonal dada na
equagdo (3.43):
def w A
Z, =Y, /| "|=TX +H'U, (3.47)
U, :

Analogamente, a seqiiéncia X, esta relacionada com:

def w: A
Z,,=Y; /(UP_ J =T X, +H U; (3.48)

i+1
7

A A

Os estados iniciais da seqiiéncia X, e X,, sdo iguais e sdo dados por [VAN

i+l

OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]:

X U
X, =X, /{U”} :
!
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Considere o sistema inovacao (3.1) (com w, =K,e, , v, =¢,) e seus estados estimados

Xi € )A(Hl :
X, =AX, +BU, +Ke (3.49)
Y, =CX, + DU, +¢, (3.50)

As equagoes (3.49) e (3.50) podem ser expressas como:
X, 4 B\[X,
i+l — i + pW (351)
Yz‘\i ¢ D Ui\z‘ P

onde pw e pv sdo matrizes residuais. Estas matrizes residuais sdo perpendiculares a

X e Ui‘[, assim as matrizes do sistema podem ser encontradas da equacdo (3.51)

1

através do método dos minimos quadrados. Infelizmente, ndo ¢ possivel determinar as
seqiiéncias X, e X,,, diretamente dos dados de entrada — saida (pois ndo se tem um

teorema que garanta isso, ndo se podendo entdo aplicar a solucdo via equacao (3.46),

pois como foi dito, os estados iniciais sdo diferentes).

No entanto, das equagdes (3.47) e (3.48), pode-se expressar X e X ., como:

X, =T[z, H'U,] (3.52)
X,.=T [z, H.U;] (3.53)
Nas equagdes (3.52) e (3.53) os Unicos termos desconhecidos sdio H' e H! . Z. e
Z,,, séo determinados pelas equagdes (3.47) e (3.48), respectivamente. U, e U, sdo

matrizes dadas e por tltimo o termo T, pode ser calculado da equagdo (3.44) através da

projecdo obliqua.

Das equagoes (3.51), (3.52) e (3.53) resulta:

r’. z A\ .

s |z T U P (3.54)
Y' C Ter:02 pV
l‘l — ——

Termo 1 Termo 3
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onde:
r;—le‘d—l ]_ Ari*Hid
[Djo]-cr; H{

(P

(3.55)

Observar que as matrizes B e D aparecem linearmente na matriz T . Portanto a equagao
(3.54) pode ser solucionada através do problema dos minimos quadrados para as
matrizes 4, Ce T.

Encontradas as matrizes 4 ¢ C, as matrizes B ¢ D podem ser encontradas da equagdo

(3.55), ver [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996].
A seguir apresentam-se os teoremas que solucionam os objetivos 1) e ii) citados acima.

3.3.2.1 Teorema 2. Filtro de Kalman para estado nao-estaciondrio de sistema
deterministico - estocastico
Suponha as seguintes hipdteses:

Dado: a estimativa de estado inicial X,, a matriz de covariancia da estimativa de estado
inicial P, e as medi¢des de entrada u,,....,u, ,esaida y,,....,»y, ,
Entdo: o estado estimado x, pelo filtro de Kalman de estado nio-estacionario pode ser

explicitamente escrito como:

fckz(Ak—rik\ Ay - QHY| Qk) Uy

onde:

Q, 2(aS - a* 7 Yz, -1, 17 )

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR,
1996; SANTOS MIRANDA, 2004].
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Este teorema mostra como os estados estimados pelo filtro de Kalman X, podem ser

escritos como uma combinagdo linear das entradas passadas u,,....,u,_, , saidas passadas

Voses Vi, € do estado inicial estimado x,. Assim, a seqiiéncia de estados X, pode ser

obtida por:
X[ :[)%i X e )’EH_/—I] = [A[ _Qiri‘ A _QiHid‘ Qi] U_Z
A
= [A —Qifi‘ A’ —Qi]—]id‘ Qi]{Wj (3.56)

onde X, corresponde a seqiiéncia de estados iniciais.

J4

Esta seqiiéncia de estados é gerada por um banco de filtros de Kalman nao-
estacionarios, trabalhando em paralelo em cada uma das colunas da matriz em blocos de

Hankel das entradas e saidas passadas W, .

A seqiiéncia de estados do filtro de Kalman definida em (3.56) ndo € tnica. A seqiiéncia

depende de como se escolhe a seqiiéncia de estados iniciais X.

Emprega-se a seguinte notacao para indicar a seqiiéncia de estados do filtro de Kalman

com estado inicial X, e matriz inicial F:

A A

X, :Xi[)?O,PO]'

3.3.2.2 Teorema 3. Projecio ortogonal
Suponha as seguintes hipdteses:

1. As entradas deterministicas u#, ndo estdo correlacionadas com o ruido do
k
processo w, nem com o ruido de medigao v, .
2. A seqliéncia de entradas u, € persistentemente excitante de ordem 2.7 .
k

3. O numero de dados medidos tende para infinito N — oo.

4. O ruido de processo w, ¢ o ruido de medi¢do v, ndo sdo identicamente zero.
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Tem-se entao que:

def w A
Z, =Y, /( pjzr,.X,. +H/U,
Uf

com:

A def
X = Xlin)

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR,
1996; SANTOS MIRANDA, 2004].

A importancia do teorema 3 ¢ que ele revela uma forma pela qual a seqiiéncia de
estados do filtro de Kalman X se relaciona com os dados de entrada e saida. A matriz
projetada Z, pode ser encontrada a partir dos dados de entrada e saida, sem se conhecer
as matrizes do sistema. A projecdo Z, pode ser considerada como uma predi¢do 6tima

das saidas futuras Y, , dadas as entradas e saidas passadas W, e as entradas futuras U, .

As formulas para a seqiiéncia do estado inicial X, e a matriz inicial P, podem ser
expressas da seguinte forma:

X U
Xo=X, /(UP]
f

€ 1

U U

d P d P
{Xp /[U,»] Xy /[Ufj }

P, =-®

Apresenta-se a seguir o teorema principal para o problema da identificacdo

deterministica - estocastica. Este teorema permite o calculo do espago de filas de uma
seqiiéncia de estados do filtro de Kalman X ; € do espago de colunas da matriz de
observabilidade estendida I',, diretamente dos dados de entrada e saida, sem
conhecimento das matrizes do sistema. As matrizes do sistema podem ser recuperadas
da seqiiéncia de estados X, ou a partir da matriz de observabilidade estendida T',. Uma

descri¢dao do procedimento de identificagdo combinada ¢ apresentada na figura 3.7.
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Dados de entrada e saida u(k) e y(k)

Teoremas 3 e4
v v
X i ()? $) y

| |
v

Matrizes do sistema 4, B, C, D, O, R, S

Figura 3.7 Descricdo do procedimento de identificacdo deterministica-estocastica por

subespacos.

3.3.2.3 Teorema 4: identificacdo deterministica-estocastica

Suponha as seguintes hipoteses:

1.

A seqiiéncia de entradas u, ndo estd correlacionada com o ruido do processo w,
nem com o ruido de medicdo v, .
A seqiiéncia de entradas u, € persistentemente excitante de ordem 2.i .

O numero de dados medidos tende para infinito N — 0.

O ruido do processo w, e o ruido de medi¢do v, ndo sdo identicamente zero.

As matrizes de ponderagio W, e R™" e W, e R/ definidas pelo usuario sio

tais que W, tem posto completo e W, obedece: posto(W,) = posto(W ,IV,).

Definindo-se a proje¢do obliqua 3, como:

def

9, = Yf/U/ w,
e a decomposi¢dao em valores singulares:
S, oY/
w9w, =(U, Uz)(ol OJ(VLTJ =U,SV’ (3.57)

Entdo tem-se que:

def

l. ,9[:1"[-)?” com: )E'ii)A(A[A ]

i|Xy,R
2. A ordem do sistema (3.1) ¢ igual ao nimero de valores singulares presentes na
equacdo (3.57) que sejam diferentes de zero.

3. T,=w'US/*-T
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sendo 7 € R™" uma transformagio de similaridade arbitraria e ndo-singular.

4. A parte da seqiiéncia de estados X . que se encontra no espago de colunas de I,
pode ser recuperada a partir de: X W, =T siey!

5. X. =T"-&

1 l 1

A prova deste teorema pode ser encontrada em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR 1996]
ou [SANTOS MIRANDA, 2004].

Comentarios sobre este teorema;

. A hipdtese 1 do teorema ¢ satisfeita para sistemas em malha aberta. Em malha

fechada o ruido poderd ser realimentado nas entradas através do regulador.

. A hipoétese 2 diz que u, deveria ter pelo menos i sendides com freqii€ncias
distintas.
o A hipétese 3 € necessaria somente para uma analise assintotica. Na pratica, €

suficiente ter uma quantidade grande de dados.
o Pode-se notar que a seqiiéncia de estados X, recuperada deste teorema difere da
seqiiéncia de estados X, introduzida no teorema 3, devido a seus estados iniciais

X, serem diferentes.

Pelo Teorema 3:

. U
Xy=X; /{ ”}
U,
Pelo Teorema 4:

X,=X//, U,

A seguir apresentam-se os algoritmos que sdo consequéncias dos teoremas 3 ¢ 4 [VAN

OVERSCHEE; DE MOOR, 1996].
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Algoritmo 1 N4SID

(Empregando seqiiéncia de estados X, )

Calcule as seguintes projecdes obliquas:

9=Y,1, W,
G =Y, 1, W)

Calcule a SVD da proje¢ao obliqua ponderada:

W.9W, =USV"

Determine a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S e
particione a SVD para obter U, e S,.

Determine I'; e I', , como :

L=w7Us", T, =T,

onde I', denota a matriz I', sem as / filas.

. Determine as seqiiéncias de estados:

~

X, =T"-9

1 1 1

~

— + .
Xi+l _Fi—l l91'4—1

Solucione o conjunto de equacdes lineares para encontrar 4, B, C e D:

‘?H»l _ A B ‘X'\;i + pw
Yi\i - ¢ D Ui\i Py

Determine Q, S e R dos residuos, como:

(& =) )
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Algoritmo 2 N4SID

(Empregando seqiiéncia de estados X, )

1. Calcule as projegdes ortogonal e obliqua de:

$=Y,/, W Z—Y/Wp Z —Y_/Wp+
=Ly ly W, =1y U, i =Ly U;

2. Calcule a SVD da proje¢ao obliqua ponderada:
W.9W, =USV"
3. Determine a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S e

particione a SVD para obter U, e S,.

4. Determine I, e I', , como :
I = VVl_lUISIHZ’ Iy =1,
onde I', denota a matriz I', sem as / filas.

5. Solucione o seguinte conjunto de equagdes lineares para se obter 4, C e K :

r: -z A
il Tl ) ‘F,.+~Z[+K-U/+ P
Yi\i c . Py

6. Determine Be Dde K, 4, C, I',,I',_,, através da seguinte equacao:

K
K

11

12

Kl\i D
_ — N

201
K

22

K

2]i

com:



_Ll\l M, _Ll\z M, _Ll\i—l i-1 _Ll\i
M, _Ll\z M, _L1\3 M., _Ll\i 0
Mz_Ll\z. Ms_L1\4 0 0
N Mi—l _Ll‘l O O O
- I, _Lz\l _Lz\z _Lz\i—l _Lz\i
_Lz\z _L2\3 _Lz\i 0
Ly, 0 0 0

7. Determine Q, S e R dos residuos, como:
Q0 S Pl (1 1
- FE. .
[ST R J pv (pw pv )

Estes algoritmos estdo implementados no apéndice F.

Comentarios
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1. O método N4SID usa a proje¢do obliqua das “futuras” saidas (¥,) dentro das

entradas e saidas passadas (W), ao longo das “futuras” entradas (U, ) :

9.=Y, 1, W,.

Desta proje¢do se obtém a matriz de seqiiéncia de estados, que serve para calcular as

matrizes do sistema ( 4, B,C, D), pelo método dos minimos quadrados. Os residuos

do problema dos minimos quadrados sdo usados para calcular as matrizes de

covariancia de ruido e uma estimativa do ganho de Kalman pode ser encontrada.

2. A matriz de Hankel dos dados de entrada e saida ¢ da forma [U, U; Y, Y/ ]".

3. No método POMOESP a matriz de Hankel dos dados de entrada e saida ¢é

T T T TqT
UGS

4. O método POMOESP usa as entradas e saidas passadas como uma variavel

instrumental, para dar uma estimativa consistente das matrizes ( 4, B,C, D). Isto ¢
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feito por meio de uma projecao ortogonal executada por uma fatorizagao LQ e SVD.
Desta proje¢do se recupera uma estimativa da matriz de observabilidade estendida

I';, da qual as matrizes 4 e C podem ser estimadas. Segundo, pode-se encontrar uma
estimativa da matriz de Toeplitz H,, da qual as matrizes B e D podem ser

estimadas, como uma solu¢do do problema de minimos quadrados.
5. A forma de encontrar as matrizes do sistema dos algoritmos MOESP e N4SID ¢

mostrada na figura 3.8

Dados de entrada e saida

u(k) e y(k)
[

Encontrar a ordem do sistema n

e a matriz de observabilidade I
Método Método
MOESP N4SID

deC X,(X)
Matrizes Matrizes do sistema

B,v D) Q} R) S A; B) C) D} Q} R) S

Figura 3.8 Algoritmos de identificagdo MOESP e N4SID.

6. Existem outros métodos de identificagdo por subespagos, por exemplo, o método
Canonical Variate Analysis CVA [LARIMORE, 1983, 1990]. Estes trés métodos
MOESP, N4SID e CVA foram unificados em um s6 teorema em [VAN
OVERSCHEE; DE MOOR, 1995].

Inspirado nos métodos MOESP e N4SID, a seguir apresenta-se o método MON4SID, o
qual ¢ uma mistura dos métodos MOESP e N4SID.
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CAPITULO 4

ALGORITMOS PROPOSTOS

Com base no algoritmo MOESP estudado no capitulo 2 e no algoritmo N4SID estudado
no capitulo 3, se apresenta o método alternativo MON4SID que combina os métodos

MOESP ¢ N4SID.

4.1 Algoritmo proposto: MON4SID

O algoritmo proposto determinam as matrizes 4 e C de forma similar a0 método

MOESP, logo, se calcula a nova matriz de observabilidade estendida I, . As matrizes B,

D, O, R e S sdo estimadas em funcio dos estados do sistema X.(X,), através das
projecdes obliquas, de forma similar aos algoritmos 3 e 4 do algoritmo N4SID.

A forma de ordenar LQ (usada pelo método MOESP) ou QR (usada pelo método
N4SID) ¢ diferente para ambos os métodos (ver comentarios 2 e 3) .

O método MON4SID usa a fatoracdo LQ, portanto ¢ preciso encontrar as projecoes

obliquas a partir desta.

Sejam as matrizes arbitrarias 4, B ¢ C com fatoragdo LQ, dadas por:

Bl (L, 0 0
Cl=|L, L, O (4.1)
A L31 L32 L33

Afirma-se que a projecdo obliqua 4/, C ¢ dada por:

Al,C=Ly,.L»[L, Lzz][g } (4.2)

Para tal, primeiro se projeta a proje¢do ortogonal do espago fila da matriz A4 sobre o
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espaco fila formado pelas matrizes {C} , isto € (ver apéndice B):

B _ o
[ 2]

Como foi mencionado anteriormente, a proje¢ao ortogonal também pode ser expressa

como a combinacao linear dos espacos filade B e C:
B
A /{C} =L,B+LC (4.4)

Estes espacos fila sdo as proje¢des obliquas da matriz A, isto é:

A/ -B=L,B ¢ aprojegio obliquade 4 em B sobre C

A/ ,C=L,C ¢éaprojegio obliquade 4 em C sobre B

Para se calcular a proje¢do obliqua de 4 em C sobre B, parte-se da relagdo (4.1) e se

obtém:
B=L,0, e C=L,0+Ly,0, (4.5)
Substituindo-se na equacao (4.4) a equagdo (4.5), resulta:
B Lll 0 Ql
Al |=LB+LC=[L, L] (4.6)
C LZI L22 QZ

Igualando-se as equagdes (4.3) e (4.5), se obtém:

0, ~ L, 01O
[L,, L32]{Q2:|—[Lb LC]{Lzl sz{Qj

Ly, Ly,] =[L,L,+L,L, L.Ly] (4.7)
Da equacao (4.7) resulta:
LL, =Ly,

L =LyL» (4.8)

Portanto, a projegdo obliqua 4/ ,C =L,C é dada por:
Al ;C =Ly,L »C

A/ ,C=Ly,L 2L, Ly]. (4.9)



76

Fazendo uso da equacao (4.9), um novo método ¢ apresentado.

4.1.1 Método MONA4SID 1 para sistema deterministico usando estados
Este método soluciona o problema apresentado na secao 3.3.1. O método usa a técnica

MOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida I',e o método N4SID ¢

aplicado para encontrar as matrizes (4,B,C,D) através do problema de minimos

quadrados.

A matriz de observabilidade estendida I'; pode ser derivada pela simples fatoragdo LQ

de uma matriz construida a partir das matrizes em blocos de Hankel [U ; U ; Y pT Y fT 1,

na forma:
U, L, 0 0 )G
W, |=|Ly Ly 0|0, (4.10)
va L31 L32 L33 Q3

Como foi visto no capitulo 2, uma estimativa da matriz I',, pode ser computada pela

SVD da matriz L, , isto é:

Sn 0 VIT T
L, =[U, V1| 5, ||y —USV (4.11)

A ordem 7 do sistema (3.15) € igual ao nimero de valores singulares mais significativos
em S. O espago coluna de U, ¢ uma aproximacdo consistente para I, [VERHAEGEN,

1992a], isto é:
=0,

E claro que o sistema (3.15) pode ser reescrito como:
X)) (4 B\[X/
= (4.12)
K\i C D Ui\i

Logo, para computar as matrizes do sistema (4,B,C,D) ¢ necessario conhecer as

matrizes da seqiiéncia dos estados X ¢ X/

i+l

as quais sdo dadas pelas equagdes (3.28)



77

e (3.30), isto é:
X' =19 (4.13)

d
Xi+1

=59, (4.14)

onde as proje¢des obliquas 9, =Y,/ v, W, ¢ Y., =Y, /, W, podem ser computadas
N ‘ f

através da equacao (4.9).

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo deterministico MON4SID 1

(empregando estados)

7. Construir as matrizes de Hankel U ,, U, ¢ ¥,.Y .
8. Calcular a fatoracao LQ, equagao (4.10).
9. Calcular a SVD da matriz L,, .

10. Determinar a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S e

particionar a SVD para obter U, .
11.  Determinar I', e I', ; como:
Ir=U, I, = 5
onde I, denota a matriz I, sem as / filas (numero de saidas) passadas de I’,.

12. Determine Xid e X’ pelas equagdes (4.13) e (4.14).

i+l

13. Solucionar o seguinte conjunto de equacdes lineares para obter 4, B, C e D:
X)) (4 B\[X!
Yi\i - ¢ D U;\i

O algoritmo 2 para sistema deterministico desenvolvido pelo método N4SID, permite

apresentar um outro algoritmo, MON4SID 2.
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4.1.2 Método MON4SID 2 para sistema deterministico usando matriz de
observabilidade estendida
Este método soluciona o problema apresentado na secdo 3.3.1. O método usa a técnica

MOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida I', da qual se obtém as

matrizes 4 e C, e o0 método N4SID ¢ aplicado para computar as matrizes B e D através

do problema de minimos quadrados.

A matriz de observabilidade estendida I', ¢ computada da mesma forma que no método

MONA4SID 1, logo as matrizes 4 ¢ C podem ser calculadas através de:

FA:lG-D1:m)A=T,(+1:il1:n) (4.15)
C=I,(:1L1:n) (4.106)
Por ultimo, as matrizes B e D sdao computadas da mesma forma que no algoritmo 2 para

sistema deterministico N4SID.
Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo deterministico MON4SID 2
(empregando a matriz de observabilidade estendida)

1. Construir as matrizes de Hankel U ,,U, e ¥,,Y,.

2. Calcular a fatoracao LQ, equagao (4.10).
3. Calcular a SVD da matriz L., .

4. Determinar a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S e

particionar a SVD para obter U, e U, .
5. Determinar I, e T;" como:
I, =0, Fil =U,
6. Determine a matriz do sistema A a partir de I, como A= EITI, onde I?,.denota a
matriz I, sem as / (nimero de saidas) primeiras filas.

7. Determine C como as primeiras / filas de T
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com:
(M, M, .. M)=T'Y, U,
(L, L, ... L)=T"
calcular B e D de:
M)\ (L L, .. L, L
My| |L, Ly .. L 0|, 0YD
Sl o lo T\ B)
M. L 0 ... 0 0

1 1

A diferenga entre o algoritmo deterministico MON4SID 2 e o algoritmo deterministico
2 N4SID ¢ que o primeiro faz uso da projecdo ortogonal e o segundo da projegao

obliqua. A forma de computar a matriz de observabilidade estendida ¢ diferente para

ambos os algoritmos, isto é, no algoritmo MON4SID 2 nido ¢ necessario computar Slm.

Usando o algoritmo MON4SID 1 para sistemas deterministicos ¢ apresentado outro
algoritmo, o MON4SID 3, o qual computa uma seqiiéncia de estados totais para depois

computar as matrizes do sistema (4,8,C.D).

4.1.3 Método MON4SID 3 para sistema deterministico usando estados totais
Este método soluciona o problema apresentado na sec¢ao 3.3.1. O método usa a técnica
MOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida I';e o método N4SID ¢

aplicado para computar as matrizes (4,B,C,D) através do problema dos minimos

quadrados.

A matriz de observabilidade estendida I', ¢ computada da mesma forma que no método
MONA4SID 1.

Como foi visto anteriormente, para computar as matrizes do sistema (4,B,C,D) a partir
da equagdo (4.12) é necessario conhecer as matrizes da seqiiéncia dos estados X! e
Xd

i+1°

portanto o problema agora ¢ computar as sequéncias de estados.



A projecdo obliqua 9 dada por:
8=Y 1y W,

ela pode ser computada a partir de (4.9), isto ¢é:

: 0
9 :Yf /U, Wp=L32L n[L, Lzz](Qlj
2

Uma estimativa da seqiiéncia de estados totais ¢ dada por:
X = (Fi)* Ly, L »[L, Lzz]Wp

d
i+1

Logo uma estimativa das matrizes X e X, ¢ dada através de:
d _
X7 =[x Xy Xpne X2

d _
Xia =X Xy Xpasee Xy ]
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(4.17)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Assim, o sistema de matrizes (4,8,C,D) pode ser determinado pela equacao (4.12).

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo deterministico MON4SID 3

(empregando estados totais)

1. Construir as matrizes de Hankel U ,, U, ¢ ¥,.Y,.

2. Calcular a fatoragdo LQ, equacao (4.10).

3. Calcular a SVD da matriz L, .

4. Determinar a ordem do sistema por inspe¢ao dos valores singulares em S e
particionar a SVD para obter U, .

5. Determinar I', como: I, =U,

6. Determinar X pela equagdes (4.18) e as seqiiéncias de estados X ¢ X

i i+l

7. Solucionar o seguinte conjunto de equagdes lineares para obter 4, B, C e D:

X)) (4 B\[X!
Yi\i - C D Ui\i
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A diferenga entre o algoritmo deterministico 1 e algoritmo deterministico 3 € que este
ultimo ndo precisa computar duas projecdes ortogonais (isto € & e 4,,) para estimar as
seqliéncias de estados passados e futuros, estas duas seqliéncias de estados sdo

computadas a partir de uma seqiiéncia de estados totais, a qual tem uma s6 condi¢do

inicial, evitando problemas de polarizagao.

Sistemas deterministicos ndo simulam sistemas reais, pois estes sempre se encontram
perturbados por ruidos. A seguir se apresentam dois algoritmos para identificacdo

deterministica — estocastica.

4.2 Método MON4SID 4 para sistema deterministico - estocastico
Este método soluciona o problema apresentado na se¢do 3.3.2 O método usa a técnica

do método POMOESP para calcular a matriz de observabilidade estendida I’e o

método N4SID ¢ aplicado para computar as matrizes (4,B,C,D) através do problema de
minimos quadrados.
Este método ¢ uma extensdao do método MON4SID 1. Uma estimativa das matrizes de

covariancia do processo e do ruido de medicdo sdo obtidas através da equagdo (3.8).

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo deterministico estocastico MON4SID 4

1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 1.
2. Solucione o conjunto de equacdes lineares para encontrar 4, B, C e D:
‘XNle A B ‘?i IDW
= +
Yi\i ¢ D Ui\i Py
3. Determine Q, S e R dos residuos, como:

(& W=l )

O algoritmo MON4SID 3 para sistema deterministico apresentado anteriormente,
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permite apresentar um outro algoritmo para o caso deterministico - estocastico.

4.2.1 Método MONA4SID 5 para sistema deterministico - estocastico

Este método soluciona o problema apresentado na sessdo 3.2.3. Este método ¢ uma
extensdo do método MON4SID 3. Uma estimativa das matrizes de covarincia do
processo e do ruido de medigdo sdo obtidas através da equacao (3.8).

Este método pode ser resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo deterministico estocastico MON4SID 5

1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 3.
2. Solucione o conjunto de equacdes lineares para encontrar 4, B, C e D:
‘XNle A B ‘?i IDW
= +
Yi\i ¢ D Ui\i Py
3. Determine Q, S e R dos residuos, como:

]
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CAPITULO 5

SIMULACAO DOS ALGORITMOS
DETERMINISTICOS E ESTOCASTICOS

Na modelagem fenomenolédgica do processo, o modelo ¢ desenvolvido a partir de toda
informagdo disponivel sobre o processo. Por outro lado, métodos de identificagdo
normalmente ndo pressupdem qualquer conhecimento prévio do sistema, justificando o
nome "identificacdo caixa-preta". Os algoritmos apresentados nos capitulos 2, 3 e 4 sdo
aqui usados para fazer identificacdo deterministica e estocastica do tipo caixa preta,

conforme representado na figura 5.1

Dados de —» Modelo » Dados de
entrada > desconhecido > saida

Figura 5.1 Modelo dos sistemas caixa preta

Nos modelos caixa - preta ndo se conhece o sistema, entdo fornecidos os dados de
entrada e saida ¢ preciso encontrar um modelo que represente tal sistema. Os dados de

entrada e saida sdo gerados a partir de trés tipos de modelos implementados em Matlab:

* Modelo em espaco de estados: estes modelos sdo dados pelas equagdes (2.17) e
(2.48) para sistemas deterministicos e deterministico — estocdsticos, respectivamente.
Eles sdo determinados caso se conhecam as matrizes do sistema, as quais podem ser
dadas ou geradas na forma aleatéria. Sdo considerados aqui os seguintes modelos em
espago de estados:

- Modelo em espacos de estados com matrizes aleatdrias, sistema MIMO.

- Modelo em espagos de estados, sistema SISO, usado por [VERHAEGEN, 1993;

VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996].

* Modelo de um processo benchmark da Shell, sistema MIMO, [COTT, 1995; ZHU,
1997]
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A justificativa para usar estes modelos ¢:

- Se a ordem de um sistema for conhecida, o modelo obtido tem a mesma ordem.

- Nos sistemas de controle ¢ muito usado o diagrama de Bode para desenhar um
controlador digital, portanto o modelo encontrado através dos algoritmos de

identificacao tem que responder as mesmas freqiiéncias do sistema real.

5.1 Identificacao deterministica

Os algoritmos para identificagdo deterministica citados nos capitulos 2, 3 e 4 forem
implementados no Matlab 6.5, onde N4sidl denota aqui o algoritmo deterministico 1
(empregando estados) , N4sid2 denota aqui o algoritmo deterministico 2 (empregando
matriz de observabilidade estendida), MOESP denota aqui o algoritmo MOESP (caso
deterministico). Os algoritmos propostos para sistemas deterministicos sdo: MNSI
denota aqui o algoritmo MON4SID 1 (empregando estados), MNS2 denota aqui o
algoritmo MON4SID 2 (empregando a matriz de observabilidade estendida) e MNS3
denota aqui o algoritmo MON4SID 3.

Com o objetivo de ver o desempenho destes algoritmos, foram comparados com os
algoritmos N4SID, MPVerh e PEM. O N4SID se encontra implementado no Toolbox
do Matlab, MPVerh denota aqui o método MOESP implementado por Michael
Verhaegen.

No total foram usados 9 algoritmos para fazer a identificacdo deterministica e os

resultados sdao apresentados através de tabelas.

Comparar a simulacdo do modelo obtido com dados medidos ¢ provavelmente a forma
mais usual de se validar um modelo. Nesse caso, deseja-se saber se o modelo reproduz
ao longo do tempo os dados observados. Para a validagdo, nao se deve usar os dados

utilizados para obter o modelo.

Para se avaliar a qualidade do modelo, aplicam-se indicadores de desempenho. Os
indicadores de desempenho mais usados sao média relativa do erro quadratico (MRSE) ,

média da variancia relativa (MVAF) e o FIT, os quais s@o definidos como:



85

MRSE (%) = % :

N _ A~
MVAF (%) :%-Z[I—M]-IOO
i=1

FIT (%) =norma (MJ.IOO

onde y ¢ a saida real e p ¢ a saida estimada pelo modelo obtido. O indice MRSE ¢

muito usado na literatura e o indice MVAF ¢ usado pelo SMI toolbox. O indice FIT ¢
usado pela fungdo “compare” no Matlab. Estes indices de desempenho sdo empregados
para se avaliar a qualidade do modelo produzido por cada algoritmo.

A identifica¢do neste caso ¢ feita para sistemas puramente deterministicos e sistemas
com ruidos de baixa e alta intensidade, os quais ndo ingressam no processo, mas sao

considerados ruidos de medicao.

5.1.1 Identificacdo puramente deterministica
Um sistema puramente deterministico ¢ apresentado na figura 5.2, onde u representa os

dados de entrada e y representa os dados de saida.

u

> Planta —by

Figura 5.2 Sistema puramente deterministico

A seguir apresenta-se, em tabelas, a implementacdo dos sistemas deterministicos usados

para coletar os dados, os quais foram implementados através de fungdes do Matlab 6.5.

5.1.1.1 Modelo em espaco de estados com matrizes aleatorias
A funcdo “drss” do Matlab 6.5 permite gerar um modelo discreto em espacos de
estados, com matrizes do sistema (4,B,C,D) na forma aleatoria. A ordem escolhida do

modelo ¢ 4, que ¢ igual ao posto (4). Gerou-se um sistema MIMO de duas entradas e
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Tabela 1

Modelo em espaco de estados gerado na forma aleatoria
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% M = idss(drss(Ordem do modelo, N° de saidas, N° de entradas))
M = idss(drss(4,2,2)); % modelo de 4 ordem
[A,B,C,D]=th2ss(M); % recuperando as matrizes do sistema

As matrizes do sistema sdo dadas por:

0.2075 0.6037 0.0467 0.3296
0.0647 -0.1354 0.8093 0.2532
_|-0.6549 0.2657 -0.1127 0.4057
-0.2056 -0.5368 -0.0829 0.3546

-0.2141 0 -0.9223 0
C=|-2.4532 0 0.0617 -0.2908

A

4 0.1542 0 )
-0.3429 -0.9224
-0.4785 1.5295

KO'S%S -0.003 1/

~
0 2.1346

-0.5508 0.5446
- J

As matrizes dadas acima foram usadas para coletar os dados de saida, os quais foram

salvos para realizar testes com os outros algoritmos, pois do contrario, cada vez que se

computar o modelo M, geram-se diferentes matrizes do sistema. Este modelo ¢

observavel e controlavel.

Obtidas as matrizes do sistema, o passo seguinte ¢ coletar os dados de entrada e saida do

sistema deterministico.

O sinal de entrada para o sistema M ¢ um sinal PRBS, o qual ¢ persistentemente

excitante e o sinal de saida ¢ gerado através da fun¢do “sim” do Matlab, isto € mostrado

na tabela 2.

Tabela 2

Gerando o sinal de entrada e saida

% U = IDINPUT(N,TYPE,BAND,LEVELS)

ut =idinput([ 1000, 2],'prbs',[0 0.3]); % sinal de entrada
yt = sim(M,ut) % sinal de saida
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Para o modelo M com sinal de entrada ut, foram coletados 1000 dados, dos quais 700
foram aplicados para identificacdo e o restante para validacao.
Os sinais pré-tratados (feito pelo comando “detrend” do Matlab) usados na identificacao

sdo mostrados nas figuras 5.3 ¢ 5.4.

10 T T T T T T
= Ofy f
10 | | | | | |
0 100 200 300 400 500 B0 700
T T T T T T
| |
s Of |
AE
0 100 200 300 400 500 B0 700
Tempo {(s)

Figura 5.3 Sinal de saida y1 e entrada u1 usados na identificagdo do modelo em espago

de estados com matrizes aleatérias (caso puramente deterministico)

| d i
10 1 | | | | |
0 100 200 300 400 500 500 700
T T T T T T
1 &
s ol
WI
- l
0 100 200 300 400 500 500 700
Tempo {(s)

Figura 5.4 Sinal de saida y2 e entrada 2 usados na identificacdo do modelo em espago

de estados com matrizes aleatorias (caso puramente deterministico)

O passo seguinte ¢ encontrar o melhor modelo que simule o processo M, para os
algoritmos citados acima. Isto ¢ mostrado na tabela 3. A ordem n = 6 mostrada na figura
5.5 ¢ dada pelos valores singulares mais significativos da matriz S, a qual é obtida da
SVD de certas projecdes obliquas ou ortogonais, dependendo do algoritmo sendo

aplicacdo. Ver algoritmos do capitulo 2 e 3.
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Figura 5.5 Valores singulares para o modelo em espago de estados com matrizes

aleatorias (identificagdo puramente deterministico)

Tabela 3

Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo em espaco de
estados com matrizes aleatorias (caso puramente deterministico)

Algoritmos Tempo (s) 300 dados de validacio Yv
FIT % MRSE % | MVAF %

Ndsid1 0.328 100 14.25%10°" 100
N4sid2 0.328 100 9.252%10°"° 100
MOESP 0.266 100 4.946%10"° 100
MNS1 0.268 100 9.881*107"° 100
MNS2 0.343 100 2.808*10°" 100
MNS3 0.406 100 1.07*10" 100
MPVerh 0.297 100 1.88%10" 100
N4sidMatlab 0.844 99.97 0.0274 100
PEM 1.844 99.975 0.0274 100

Analisando os valores da tabela 3, todos os modelos tiveram um bom desempenho em

termos de validagdo. Verifica-se que o tempo de processamento para obtencdo do

modelo ¢ menor para MOESP, MNSI e MPVerh. Com o objetivo de visualizar o

desempenho do algoritmo proposto, optou-se pelo método MNS1 para identificar o

Processo.

A figura 5.6 mostra as saidas do processo real e aquelas geradas pelo modelo

deterministico identificado (linha vermelha). Pode-se observar que o modelo
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identificado reproduz muito bem as principais caracteristicas do processo. Foram

consideradas condi¢des iniciais nulas.

1 1 1 1
] a0 100 150 200 250 300

— 2y
5r —  ydsv []

-5 |

10 1 1 1 1 1
0 a0 100 150 200 250 300

Tempo t(s)

Figura 5.6 Comparacao das respostas do processo real (linha continua) versus modelo
(linha pontilhada) em espago de estados com matrizes aleatdrias (caso
puramente deterministico)

A figura 5.7 mostra a saida simulada versus a saida real, gerada pela fun¢do compare do

Matlab 6.5, a qual mostra o valor do indicador FIT.

Feasured Output and Simulated RModel Output

10
— Measured Output
— bhkAodelo Fit: 100%%
5 - —
= o
-5 .
-10 L L L L L
] f=1m} 100 150 =200 =250 S0a
1 — Measured Output
— kAodelo Fit: 1002
= -
= u] 1
o |
10 . . L L L
] E=1m] 100 150 =200 =250 =300

Tempo t(s)

Figura 5.7 Comparacdo através do FIT das respostas do processo real versus modelo
em espago de estados com matrizes aleatdrias (caso puramente
deterministico)
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Uma comparagado da resposta em freqii€éncia do modelo real com o modelo estimado foi
feita para poder determinar se o comportamento de entrada-saida esta suficientemente

caracterizado, isto €, se a dindmica do sistema fica suficientemente bem caracterizada.

A figura 5.8 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do processo real.

Entrada 1 -= Saida 1 Entrada 2 -= Saida 1

1.5 15
— 1 . 10
Qo
IR=q . 5
a . . . 1] . . .
1] 0z 0.4 0B (5] 1] 0z 0.4 0.E n.a
Entrada 1 -» Saida 2 Entrada 2 -> Saida 2
2 15
16} .
10
o ! '
_ 5
A .
D 1 1 1 D 1 1 1
0 02 0.4 0B os 0 0z 0.4 & g
w (rad/s) w (rad/s)

Figura 5.8 Comparagdo da resposta em freqiiéncia do processo versus modelo em
espaco de estados com matrizes aleatorias (identificagdo puramente

deterministico)

Da figura 5.8 pode-se observar que a resposta em freqiiéncia do modelo obtido ¢ similar
a do sistema real, mas se é conhecida a ordem do sistema real, esta nido ¢
necessariamente a mesma para o modelo obtido, portanto as matrizes do sistema real e
do modelo obtido t€m diferentes dimensdes. As matrizes do modelo obtido sdo dadas

por:
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(7-0.8458 -0.3721 -0.0488 -0.1807 0.0420 -0.1142 )
-0.2352  0.4636 0.7839 0.2699 0.0919 0.0325
0.0394 -0.7524 0.3641 0.4447 -0.1109 0.0103
A= 0.0525 0.0675 -0.0113 0.3321 -0.1097 -0.3361
0.0000 0.0000 0.0000 -0.0001 1.0018 0.0082
\_O.OOOO -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0004 0.9982

(20.1814 3.2799 )
0.1236 0.3198
g | -0.0525 -1.5857
-1.0032 05198
-0.0001  0.0001
0.0000 -0.0000
\_ Y,

_[-0.3505 0.2081 0.1006 -0.3232 -0.2805 0.0402]
—0.3448 0.2530 -0.4933 0.6984 -0.0306 0.091
_[7-0.0000 2.1346

| -0.5508 0.5446]

5.1.1.2 Modelo em espaco de estados usado por [VERHAEGEN, 1993] e [VAN
OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]

Em [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] ¢ citado um

exemplo para fazer a identificagdo em malha fechada de uma planta e seu controlador.

Esta planta representa um sistema SISO e ¢ usada neste caso para fazer a identificagao

em malha aberta. As matrizes do sistema que simulam a planta sao dadas por:

a=[4401000;-8.090100;7.830010,-40001;0.860000];

b =10.00098 ; 0.01299 ; 0.01859 ; 0.0033 ; -0.00002];

c=[10000];

d=[0];

Este mesmo exemplo sera usado na identificagdo em malha fechada nos capitulos

posteriores.

Dadas as matrizes do sistema, o passo seguinte ¢ coletar os dados de entrada e saida.

Isto € mostrado na tabela 4.
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Tabela 4
Gerando os dados de entrada e saida
N =1000; % numero de dados a coletar
ny =1 % numero de saidas
ul =idinput([N, ny],'prbs',[0 0.3]);
ut = [ul-mean(ul)] % dados coletados
yt = dlsim(a,b,c,d,ut); % saidas coletadas

Para este modelo com sinal de entrada u1, foram coletados 1000 dados, dois quais 700

se aplicaram para identificagdo e o restante para validacao.

Os sinais pré-tratados usados na identificagdao sao mostrados na figura 5.9

700

150 ] ] ] ] ] 1
1] 100 200 300 400 500 500
15 T T T T T T
1 ;
05— |
ol I
05+ |
e | 1 |
o 100 200 300 400 500 BOO
Tempo t(s)

700

Figura 5.9 Sinal de saida e entrada usados na identificacdo do modelo em espacos de

estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996]

(caso puramente deterministico)

O passo seguinte ¢ encontrar o melhor modelo que simule o processo, conforme

mostrado na tabela 5. A ordem n = 7 do sistema ¢ dada pelos valores singulares mais

significativos, como mostra a figura 5.10.
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Figura 5.10 Valores singulares para o modelo em espacos de estados usado por

[VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996] (identificacio

puramente deterministico)

Tabela 5
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo em espaco de
estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996]
(identificacdo puramente deterministico)

Algoritmos | Tempo 300 dados de validacdo Yv
FIT % MRSE % MVAF %

Ndsidl 0.234 100 0.0039 100
Ndsid2 0.203 100 0.0046 100
MOESP 0.203 100 22962%107"° 100
MNSI 0.203 100 79482%107™° 100
MNS2 0.218 100 11719%107"° 100
MNS3 0.203 100 9629800*10™"° 100
MPVerh 0.25 100 9.9797%107"° 100
N4sidMatlab | 0.359 100 0.0031 100
PEM 1.187 100 0.0044 100

Analisando-se os valores da tabela 5, todos os modelos tiveram um bom desempenho
em termos de validacdo.Verifica-se que o tempo de processamento para obtencdo do
modelo ¢ menor para N4sid2, MOESP, MNS1 e MNS3. Com o objetivo de visualizar o
desempenho do algoritmo proposto, optou-se pelo método MNSI1 para identificar o

Processo.
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A figura 5.11 mostra as saidas do processo real e aquelas geradas pelo modelo
deterministico identificado (linha verde). Pode-se observar que o modelo identificado
reproduz muito bem as principais caracteristicas do processo. Foram consideradas

condi¢des iniciais nulas.

[=1u]

B0

40

20

-4n0

-60

-g0

-100

-120

o 5IEI 1 EIIEI 1 5IEI ZDID 25IEI 300
Tempo t(s)
Figura 5.11 Comparagdo das respostas do processo real (linha continua) versus modelo

(linha pontilhada) em espago de estados usado por [VERHAEGEN, 1993;
OVERSCHEE, DE MOOR, 1996] (caso puramente deterministico)

Foi feita uma comparagdo da resposta em freqiiéncia do sistema real com o modelo
estimado para poder determinar se o comportamento de entrada-saida estd
suficientemente caracterizado, isto €, se a dindmica do sistema fica suficientemente bem
caracterizada. A figura 5.12 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do

Processo re
60 T T T T T T T T T T T T

— FReal
— Modelo

40 b

201

20 F

_an |

-B0 |

80| b

Ll 1 1 I 1 [ A |
107 10" 10"

w (rad/s)

Figura 5.12 Comparagdo da resposta em freqiiéncia do processo versus modelo em
espacos de estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE
MOOR, 1996] (identifica¢do puramente deterministico)
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Da figura 5.12 pode-se observar que o modelo obtido tem uma resposta em freqiiéncia
similar a do modelo real.
As r}atrizes do modelo obtido sao dadas por:

1.0042 -0.3298 -0.1163 0.3923 0.4458 1.2675

0.0264 0.9657 0.7354 -0.1746 -0.9898 -1.6335
A =| -0.0008 -0.0203 0.9270 -0.8898 -0.5309 -2.1901
-0.0001 -0.0013 0.0101 0.7757 1.3582 1.4488
-0.0000 -0.0004 -0.0120 -0.2565 0.7279 1.8932

0.0000 0.0000 -0.0000 0.0001 -0.0008 0.9970
N~ /

\

~ ™
-3.4418

3.0566

g—| 1.0346
0.0351
0.0794

(_0.0000_)

—

| -0.2851 -0.5013 0.5450 0.4153 -0.3297 0.2598]
D =[_-2.3451e-008 ]

5.1.1.3 Modelo de um processo benchmark da Shell
O processo benchmark da Shell [COTT, 1995; ZHU, 1997] ¢ um modelo de uma coluna

de destilagao com duas entradas e duas saidas.

As entradas do sistema sdo: As saidas do sistema sdo:
D = fluxo de vapor destilado P = pressao da coluna
QO = carga do refervedor X = 1mpureza do produto

O modelo da pressao ¢ dado por:

_ —0.6096+0.4022¢ "
1-1.5298¢~" +0.5740¢

—~0.1055-0.0918¢""
1-1.5298¢~" +0.5740¢

P(t) D(t)+ - 0(0) +

Ns

e (¢
1-1.5945¢" +0.59445¢* » 0

onde e, (¢) ¢ ruido branco que gera perturbagdes na pressdo P. O pardmetro Ns ¢ usado

para o nivel de ruido na simulacdo. Para este caso considera-se Ns = 0.
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O modelo da impureza ( X') ¢ ligeiramente ndo linear e ¢ dado por:

X(0)=0.0765—2000 6 9235~ 1)+ Ns

O(t—17)—-1500 1-1.6595¢7" +0.06595¢ *
q q

e (?)

onde e (¢) ¢ ruido branco que gera perturbacdes na composicdo X .

O modelo benchmark da Shell implementado no Simulink do Matlab 6.5 é mostrado na

figura 5.13.

SISTEMA DETERMINISTICO .

_ -0.6096+0.40227” _
utts 1) >

1-1.52987 1+0.57402 2

Signal From P

Watsp ace PxD i

-0.1055-0.09157 ]
utf:,2) > Ll

1-1.5298z 1+0.574022

Signal Fram

Watspace? P _

0.0765%5es

Figura 5.13 Modelo benchmark da Shell com entradas D, Q e saidas P, X.

O processo trabalha em torno dos valores nominais: D nom = 20; Q nom = 2500;
P_nom =2800; X nom = 500.
Foram coletados 1000 dados, dos quais 700 se aplicaram para a identificagdo e o

restante para validacao.

A ordem n = 11 do sistema ¢ dada pelos valores singulares mais significativos, como

mostra a figura 5.14.
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Figura 5.14 Valores singulares para o modelo benchmark da Shell (identificagdo

deterministico)

O passo seguinte ¢ encontrar o melhor modelo que simule o processo, conforme

mostrado na tabela 6.

Tabela 6
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo benchmark da
Shell (caso deterministico)

Algoritmos Tempo 300 dados de valida¢do Yv
(s) FIT % | MRSE % MVAF %
Ndsidl 0.281 100 4.5733*%10°1° 100
N4sid2 0.265 100 1.5466*107"° 100
MOESP 0.188 100 1.4778*107° 100
MNS1 0.281 100 3.6195%*10™ 100
MNS2 0312 100 0.0046 100
MNS3 0.437 100 4.6522*%1071 100
MPVerh 0.297 100 1.8744%107"° 100
Nd4sidMatlab | 2.329 100 6.8220%10 100
PEM 7.782 74.75 11.7262 88.5114

Analisando-se os valores da tabela 6, 0 método PEM teve o pior desempenho em termos
de validagdo. Verifica-se que o tempo de processamento para obten¢ao do modelo ¢
menor para o algoritmo MOESP, motivo pelo qual optou-se por este método para

identificar o processo, conforme mostrado na figura 5.15.
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Figura 5.15 Comparagdo das respostas do processo real (linha continua) versus modelo

(linha pontilhada) benchmark da Shell (caso deterministico)

A figura 5.15 mostra as saidas do processo real e aquelas geradas pelo modelo MOESP
deterministico identificado (linha pontilhada). Pode-se observar que o modelo
identificado reproduz muito bem as principais caracteristicas do processo. Foram

consideradas condi¢des iniciais nulas. As matrizes do modelo obtido sdo dadas por:

/0.9815 0.2289 -0.0198 0.0007 0.0168 0.1709 -0.1317 -0.1049 0.0340 -0.0392 0.0004\

0.0042 0.9397 -0.0017 -0.0534 -0.3749 -0.2269 0.2243 0.1833 -0.0467 0.0099 -0.1824
0.0016 -0.0033 0.8950 -0.3620 -0.0085 0.0674 0.0073 -0.0320 0.0124 0.0233 0.0696
0.0002 -0.0002 0.0157 0.6371 -0.2714 0.1768 0.0830 -0.0391 0.0146 0.0980 0.2135
0.0000 -0.0001 -0.0005 0.0244 0.9610 -0.3552 0.3003 0.1704 -0.0424 0.0750 0.0012
-0.0000 0.0001 -0.0009 0.0277 -0.0264 0.6692 0.7192 0.0698 0.0595 0.0981 0.0289
-0.0000 0.0001 -0.0002 0.0143 -0.0672 -0.3715 0.3030 -0.6545 0.3011 0.0400 0.4495
-0.0000 0.0000 0.0001 -0.0043 0.0061 0.0113 0.2408 -0.4915 -0.4476 -0.4393 -0.3259
-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0008 0.0007 0.0084 -0.0717 -0.2813 -0.5549 0.7387 -0.1429
0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0005 -0.0023 -0.0106 0.0073 0.2266 -0.6139 -0.2795 0.6946
\-0.0000 0.0000 0.0000 -0.0005 0.0003 -0.0009 0.0521 0.0935 0.0810 0.4034 0.3928/

(00173 0.0428 )
20.0970 -0.0643
-1.0606 -0.9560
20.0725  0.2599
-0.0005 -0.0113
20.0029 -0.0102
0.0006 -0.0122
0.0001  0.0071
20.0000 -0.0054
0.0002 -0.0034
\.0.0002 0.0007-
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-0.2962  0.4683 -0.0499 0.0068 0.3721 0.4790 -0.4064 -0.3334 0.0965 -0.0648 0.180
D= -0.6096 -0.1055
-0.0000 0.0000

A coleta de dados do processo real estd sempre alterada por ruidos. Sistemas puramente

C= [—0.0083 0.0462 0.4490 0.6861 0.1508 -0.1258 -0.0790 0.0327 -0.0179 -0.0683 —0.144j
8

deterministicos tém interesse apenas académicos. Entdo se agregaram ruido de processo
para os dados de entrada e saida. Neste caso, deseja-se saber como funciona o método

de identificag@o por subespagos para o modelo dado em 5.1.1.1.

5.1.2 Identificagdo com ruido de baixa (3%) e alta (80%) intensidade para o
modelo dado em 5.1.1.1

Sistemas com ruido na medi¢ao sdo mostrados na figura 5.16.

ruido ruido

u _N:)_py

Planta T
-

Figura 5.16 Sistema com ruido na medigado

Observe-se que o ruido nao afeta a planta, somente afeta os sinais coletados de entradas
e saidas.
A forma como foram coletados os dados com ruidos de baixa (3%) e alta (80%)

intensidade para o sistema dado em 5.1.1.1 é mostrada na tabela 7.

Tabela 7
Dados coletados com ruido

Ruidos de baixa intensidade (3%) Ruidos de alta intensidade (80%)
[nu,N]=size(u) ; [nu,N]=size(u) ;
Urt=[u+0.03*std(u)*randn(N,nu)]; Urt=[u+0.8*std(u)*randn(N,nu)];
[ny,N]=size(y) ; [ny,N]=size(y) ;
Yrt=[y+0.03*std(y)*randn(N,ny)]; Yrt=[y+0.8*std(y)*randn(N,ny)];
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Os sinais de entrada usados na validacdo para o sistema com ruidos de baixa (3% ) e

alta (80%) intensidade sdo mostrados nas figuras 5.17 ¢ 5.18.

00

1
100 150 =200 250 Soo

Tempo t(s)

Figura 5.17 Dados de entrada com 3% de ruido para o modelo em espago de estados

com matrizes aleatorias.
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Figura 5.18 Dados de entrada com 80% de ruido para o modelo em espaco de estados

com matrizes aleatorias.

Os sinais de saida usados na validagdo para o sistema com ruidos de baixa (3% ) e alta
(80%) intensidade sdo mostrados nas figuras 5.19 e 5.20. Para poder visualizar o efeito

do ruido na saida sdo amostrados 140 pontos dos dados de validagao.
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Figura 5.19 Dados de saida com 3% de ruido para o modelo em espago de estados com

matrizes aleatorias.
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Figura 5.20 Dados de saida com 80% de ruido para o modelo em espaco de estados

com matrizes aleatorias.

Quando o sistema esta perturbado por ruido, muitas vezes, encontrar a ordem n do

sistema a partir da decomposi¢cdo de valores singulares ndo ¢ facil, uma alternativa ¢
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dada pelo critério de Akaike. Isto serd mostrado com maior detalhe na segdo 5.1.3.

Neste este caso n =4 foi obtida pelo critério de Akaike.
Os resultados da simulagdo sdo mostrados nas tabelas 8 ¢ 9.
Tabela 8

Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos com ruidos de baixa
intensidade (3%) aplicada ao modelo em espaco de estados com matrizes

aleatorias.
. 300 dados de validacido Yv
Algoritmos | Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF %
N4sidl 0.266 95.24 4.75 99.79
N4sid2 0.250 95.21 4.78 99.79
MOESP 0.266 95.18 4.82 99.78
MNSI1 0.328 95.32 4.67 99.80
MNS2 0.359 95.18 4.81 99.78
MNS3 0.328 95.24 4.76 99.79
MPVerh 0.281 95.15 4.84 99.78
N4sidMatlab 1.328 95.21 4.79 99.79
PEM 1.734 95.22 4.78 99.79

Analisando-se os valores da tabela 8, o modelo MNS1 ¢é melhor em termos de

validagdo. Verifica-se que o tempo de processamento ¢ menor para o algoritmo N4sid2.

Tabela 9

Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos com ruidos de alta
intensidade (80%) aplicada ao modelo em espaco de estados com matrizes

aleatorias.

Algoritmos Tempo (s) FIT % 300 dad(;\s/IdReS\];:a};:iagao Y‘I;/IV AF %
N4sidl 0.422 21.64 78.3 38.59
Nd4sid2 0.406 21.90 78.04 38.99
MOESP 0.265 16.6 83.31 30.52
MNS1 0.516 21.44 78.50 38.27
MNS2 0.563 21.86 78.08 38.93
MNS3 0.609 21.59 78.35 38.50
MPVerh 0.203 21.37 78.58 38.15

N4sidMatlab 0.735 21.08 78.8 37.69

PEM 1.828 21.03 78.91 37.62
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Analisando-se os valores da tabela 9, o modelo N4sid2 ¢ melhor em termos de
validagdo, verifica-se que o tempo de processamento para obten¢cdo do modelo ¢ menor

para o algoritmo MPVerh.

Dos resultados das tabelas 8 e 9 pode-se observar que os valores para todos os

algoritmos sdo quase iguais, pois o ruido ndo ingressa no processo.

5.2 Identificacao deterministico — estocastica
Os algoritmos combinados deterministico e estocastico simulam melhor os processos

reais. Foram considerados 9 algoritmos onde N4sidE denota o algoritmo 1 N4SID

(empregando seqiiéncia de estados )N(l.) , N4sidO denota o algoritmo 2 N4SID

(empregando seqii€éncia de estados b'e ), POMOESP denota o algoritmo POMOESP

dado no capitulo 2. Os algoritmos propostos nesta tese para sistemas deterministicos —
estocasticos sdo: MNSEI denota o algoritmo MON4SID 4 (empregando estados),
MNSE2 denota aqui o algoritmo MN4SID 5, CCA denota o algoritmo de
[KATAYAMA, 2005] para sistemas deterministicos estocasticos.

Com o objetivo de ver o desempenho destes algoritmos, foram comparados com os
algoritmos N4SIDMatlab, MOESPV e PEM. O N4SIDMatlab se encontra
implementado no Toolbox do Matlab, MOESPV denota o método MOESP
implementado por Michael Verhaegen.

Os resultados destes algoritmos para fazer a identificacdo deterministico — estocéstica

sdo apresentados através de tabelas.

Para avaliar os algoritmos consideram-se trés exemplos:
a) Exemplo apresentado por Overschee e De Moor, sistema MIMO
[OVERSCHEE; DE MOOR, 1996].
b) Modelo em espacgos de estados, sistema SISO, usado por [VERHAEGEN, 1993;
VAN OVERSCHEE, DE MOOR, 1996].
¢) Modelo de um processo benchmark da Shell, sistema MIMO, [COTT, 1995;
ZHU, 1997].
Estes modelos sdao usados para coletar os dados de entrada e saida, os quais sdo

aplicados na identificacdo deterministico — estocastica. Os resultados destes algoritmos
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sao comparados através dos indicadores de desempenho FIT, MRSE e MVAF, os quais

sdo descritos no item 5.1.

5.2.1 Exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]

Este exemplo simula um sistema inovativo da forma:

X,,= ax, + bu, + K(e,) (5.1)
Y= ¢x, + du, + e,

com

E[ek (eST )]: r (5.2)

onde as matrizes do sistema sdo dadas por:
a =[0.603 0.603 0 0;-0.603 0.603 0 0;0 0 -0.603 -0.603;0 0 0.603 -0.603];
b =1[1.1650,-0.6965;0.6268 1.6961;0.0751,0.0591;0.3516 1.79711;
¢ =10.2641,-1.4462,1.2460,0.5774;0.8717,-0.7012,-0.6390,-0.3600];
d=1[-0.1356,-1.2704;-1.3493,0.9846;

A matriz K é o ganho de Kalman, sendo dado por:
K =10.1242,-0.0895;-0.0828,-0.0128;0.0390,-0.0968;-0.0225,0.1459]*4;

e, na equacao (5.1) ¢ ruido branco com média zero e variancia 1, tendo matriz de

covariancia r=[0.0176,-0.0267;-0.0267,0.0497].

A equacgdo (5.2) diz que a matriz de covariancia do ruido € r, o problema ¢ encontrar um
ruido que satisfaca (5.2). Como r ¢ uma matriz positiva entdo, pela fatoracdo de

Cholesk, » pode ser decomposta em duas matrizes da forma:» = R" R, onde R é uma

matriz triangular superior.

Define-se e, ( ruido procurado) como: e, =& R', onde &, é ruido branco com média
zero e variadncia 1, assim e, ¢ um ruido com média zero, varidncia 1 e matriz de

covariancia r. Isto pode ser facilmente comprovado pelo Matlab, através do comando

cov(&)=r.
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Devido a linearidade do sistema, a saida da equacao (5.1) pode ser expressa como a

soma de um sistema deterministico mais um sistema estocastico, ver figura 5.21.

yd

—> Planta
deterministica
: yd+ys =y
e ) Planta

estocastica
Vs

Figura 5.21 Sistema deterministico — estocastico na forma inovativa

Na figura 5.21 os blocos da planta deterministica e estocdastica sdo determinados pelos

sistemas:
Sistema deterministico Sistema estocastico
x? = Ax? + Bu x!  =Ax) + Ke
k+1 k k k+1 k k
d d K s
v, =Cx; +Du, v, =Cx, +e,

Dadas as matrizes do sistema (5.1), o passo seguinte ¢ coletar os dados de entrada e
saida. O sinal de entrada para este sistema ¢ um sinal PRBS, o qual ¢ persistentemente
excitante. O sinal de saida para o sistema deterministico mais estocastico da figura 5.21

¢ gerado através da fungdo “DLSIM” do Matlab, isto € mostrado nas tabelas 10 e 11.

Tabela 10
Sinal de saida para o sistema deterministico - estocastica

Sistema deterministico Sistema estocastico

N=2000 % N dados coletados
ul = prbs(N,0.1); % gerando a entrada 1
u2 =prbs(N,0.1); % gerando a entrada 2 L=2; % numero de saidas

ut = [ul-mean(ul) u2-mean(u2)]; % entrada | e =rand(N,L)*chol(r); % entrada

yd = dlsim(a,b,c,d,ut); % saida | ys =dlsim(a,k,c,eye(L),e); % saida
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Tabela 11
Coletando os dados de entrada e saida para o sistema deterministico - estocastica

yds =yd + ys; % saida deterministica mais estocastica

uu = detrend(ut); yy = detrend(yds); % Tratamento dos dados
u=uu(1:1500,:); y=yy(1:1500,:); % Dados para identificar

uv =uu(1501:N,:); yv=yy(1501:N,:); % dados para validar

Para o sistema (5.1) com sinal de entrada utz, foram coletados 2000 dados, dos quais
1500 se aplicaram para identificacdo e o restante para validagao.

Os sinais pré-tratados usados para a identificacdo sdo mostrados nas figuras 5.22 e 5.23.

10 | |
5_ —
=
D /|
5
10 | |
0 500 1000 1500
0.5 ‘ ' ' _
s 0 ‘
0sp | |
0 500 1000 1500
Tempo t(s)

Figura 5.22 Sinal de saida yl e entrada ul usado para identificagdo do exemplo

apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]

i T T
N
> oh |
A | | ]
u] 500 1000 1500
0s T T —
o 0 ‘
3 ‘
0.5 1 |
u] 500 1000 1500

Tempo t(s)
Figura 5.23 Sinal de saida y2 e sinal de entrada u2 usado para identificagao do exemplo

apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]




A ordem do sistema n = 4 ¢ dada pelos valores singulares mais significativos, como

mostra a figura 5.24.

[

Figura 5.24 Valores singulares do exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE
MOOR, 1996]

1D 1 1 1 1
o Z 4 G B 12 14 1B

Ordem do sistema (n)

O passo seguinte ¢ encontrar o melhor modelo que simule o processo, para os

algoritmos citados em 5.1.2. Isto ¢ mostrado na tabela 12.

Tabela 12
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o exemplo apresentado

por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]

. 300 dados de validacao Yv
Algoritmos | Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF %
NdsidE 0.344 94.0518 3.0911 99.8854
N4sidO 0.391 94.0780 3.0399 99.8880
POMOESP 0.562 94.0606 3.0736 99.8864
MNSE1 0.500 94.0814 3.0405 99.8881
MNSE2 0.578 94.0789 3.0396 99.8879
CCA 0516 94.1175 2.9600 99.8904
MOESPV 1.532 94.0404 3.2039 99.8809
N4sidMatlab | 2.500 94.06 3.4033 99.8708
PEM 4.265 94.1145 2.9930 99.8890
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Analisando-se os valores da tabela 12, os métodos CCA e PEM tiveram melhor
desempenho em termos de validagdo. Verifica-se que o tempo de processamento para
obtencdo do modelo ¢ menor para o algoritmo MNSIE. Optou-se pelo método CCA
para identificar o processo, porque apresentou melhor desempenho em termos de

validacao.

A figura 5.25 mostra as saidas do processo real e aquelas geradas pelo modelo
identificado (linha vermelha). Pode-se observar que o modelo identificado reproduz
muito bem as principais caracteristicas do processo. Foram consideradas condigdes

iniciais nulas.

10 T T T T T T T T

— ylw
sl —  ylsw
= 0Or
s -
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a a0 100 150 200 2580 300 350 400 450 500
1D T T T T T T T T
— v
sL —  ydaw R
o o
= _
_-] D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a a0 100 150 200 2a0 300 Fa0 400 450 500

Tempo t(s)
Figura 5.25 Comparagdo das respostas do processo real (linha continua) versus modelo

(linha pontilhada) para o exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE
MOOR, 1996]

Foi feita uma comparacdo da resposta em freqiiéncia do modelo real com o modelo
estimado para poder determinar se a dindmica do sistema fica suficientemente bem
caracterizada. A figura 5.26 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do

processo real.
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Entrada 1 -= Saida 1 Entrada 2 -= Saida 1
G 12
10
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5
2
4
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a 0z 0.4 N5 0.8 1] 0.z 0.4 0.5 0.8
Entrada 1 -= Saida 2 Entrada 2 -= Saida 2
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o
4
2
2
1] . . : 1] . . .
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Figura 5.26 Comparacdo da resposta em freqiiéncia do processo versus modelo

(exemplo apresentado por [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996])

Da figura 5.12 pode-se observar que a resposta em freqiiéncia do modelo obtido ¢

similar a do modelo real.

5.2.2 Modelo usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR,
1996]

[VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] citam como exemplo

para fazer a identificagdo em malha fechada uma planta e seu controlador. Esta planta

representa um sistema SISO e ¢ usada neste caso para fazer a identificagdo em malha

aberta de um sistema em espago de estados na forma inovativa. As matrizes do sistema

que simulam a planta sdo dadas por:

a=[4401000;-8.090100;7.830010;-40001;0.8600 0 0];
b =1[0.00098 ; 0.01299 ; 0.01859 ; 0.0033 ; -0.00002];
c=[10000];

d=[0];
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k=[2.3;-6.64;7.515;-4.0146;0.86336];
E[ek (e.s-T)]: 1/9;

Dadas as matrizes do sistema, o passo seguinte ¢ coletar os dados de entrada e saida. O
sinal de entrada ¢ uma seqiiéncia de ruido branco com variancia 1. Foram coletados

1200 pontos, dois quais 1000 se aplicaram para a identificagdo e 200 para a validagao.

Os sinais pré-tratados usados para identificagdo sdo mostrados na figura 5.27.

y1

-30

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 100 200 =00 400 s00 =00 Foo S00 900 1000

a 100 200 300 400 S00 600 FOO 800 200 1000
Tempo t(s)

Figura 5.27 Sinal de saida y e sinal de entrada u usado na identificagdo do modelo

usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]

O passo seguinte ¢ encontrar o melhor modelo que simule o processo. Para validar o
modelo foram usados trés critérios de desempenho FIT, MRSE e MVAF, os quais sao
mostrados na tabela 13. A ordem n = 7 do sistema ¢ dada pelos valores singulares mais

significativos.

Com o objetivo de comparar o desempenho de um algoritmo deterministico aplicado a
um processo deterministico — estocastico, foi usado o algoritmo N4sidl, conforme ¢

mostrado no final da tabela 13.
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Tabela 13

Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo usado por
[VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]

) 200 dados de validag¢io Yv
Algoritmos | Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF %
N4sidE 0.265 62.2119 0.8599 99.9754
N4s1dO 0.250 61.7476 0.8581 99.9755
POMOESP 0.391 62.3795 0.8602 99.9754
MNSEI1 0.234 76.2849 0.9596 99.9693
MNSE2 0.281 62.4434 0.8575 99.9755
CCA 0.265 75.8276 0.9026 99.9728
MOESPV 0.422 66.3063 1.6087 99.9182
N4sidMatb 0.766 62.3949 0.8583 99.9755
PEM 1.782 68.2044 0.8248 99.9776
N4sid1 0.218 61.75 37.9048 83.2161

Analisando-se os valores da tabela 13, todos os modelos tiveram um bom desempenho

em termos de validacao, exceto o algoritmo N4sidl. Isto ¢ uma desvantagem para este

algoritmo, que foi implementado somente para sistemas deterministicos. Verifica-se que

o tempo de processamento para obten¢do do modelo ¢ menor para MNSEI e N4sidO.

Com o objetivo de visualizar o desempenho do algoritmo proposto, optou-se pelo

método MNSEI para identificar o processo.

A figura 5.28 mostra as saidas do processo real e aquelas geradas pelo modelo

identificado (linha verde). Pode-se observar que o modelo identificado reproduz muito

bem as principais caracteristicas do processo. Foram consideradas condi¢des iniciais

nulas.

-10

1 L L 1 L 1 1 1 L
o 20 40 =1u] S0 100 120 140 160 150 200

Tempo {(s)

Figura 5.28 Comparacgdo das respostas do processo real (linha continua) versus modelo

(linha pontilhada) usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN
OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]
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Foi feita uma comparagdo da resposta em freqiiéncia do processo real com o modelo
estimado para poder determinar se a dindmica do sistema fica suficientemente bem
caracterizada. A figura 5.29 mostra o diagrama de Bode do processo simulado e do

processo real.

]

dB

a0 ' L MR | L L MR |
10" 107 10

w (rad/s)

Figura 5.29 Comparagao da resposta em freqiiéncia do processo real versus modelo
usado por [VERHAEGEN, 1993; VAN OVERSCHEE; DE MOOR,
1996]

Da figura 5.29 pode-se observar que o modelo obtido para baixas freqiiéncias ¢ bom,

para altas freqiiéncias se afastam.

5.2.3 Modelo de um processo benchmark da Shell
O sinal de entrada ¢ uma seqiiéncia PRBS. Com Ns = 0.5, o qual ¢ chamado de 50% de
ruido na pressdo. Este ruido tem desvio padrao 1,231. Foram coletados 1200 pontos,

dois quais 1000 se aplicaram para a identificacdo e 200 para validagao.

Os sinais pré-tratados usados para identificagdo sdo mostrados nas figuras 5.30 ¢ 5.31.



113

20 T T T T T T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 100 200 300 400 a0o BO0O 0o aoo S00 1000
2 T T T T T T T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 100 200 300 400 a0o BO0O 0o aoo S00 1000

Tempo t(s)

Figura 5.30 Sinal de saida y1 e entrada u1 usados para identificagdo do modelo de um

processo benchmark da Shell (com 50% de ruido)
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Figura 5.31 Sinal de saida y2 e entrada u2 usados na identificagdo do modelo de um

processo benchmark da Shell (com 50% de ruido)

Tentar encontrar a ordem do sistema através dos valores singulares mais significativos,

muitas vezes ndo ¢ possivel, como mostra a figura 5.32.
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Figura 5.32 Valores singulares do modelo de um processo benchmark da Shell (com

50% de ruido)

Outro procedimento ¢ selecionar o valor n que minimize os erros de estimagao, técnica
usada por algoritmos como o PEM, o que requer maior esfor¢o computacional. Existe
um critério estatistico que pode ajudar a obter a ordem do modelo, Critério de

Informacao de Akaike (AIC), definido em [AKAIKE, 1973].
AIC(n) = n.In[o”

error

(n)]+4F,

onde 77 ¢ o nimero de dados usados na identificagio, o’

error

(n) ¢€ a variancia do erro de

modelagem para um modelo de ordem n com P, paradmetros.

O indice AIC(n)normalmente atinge um minimo para um determinado niimero de

parametros no modelo.

A aplicacdo do critério A/C ao modelo benchmark da Shell ¢ mostrada na figura 5.33,

onde se pode observar que o valor minimo ocorre para n=7.
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Figura 5.33 Espectro de valores AIC do modelo de um processo benchmark da Shell
(com 50% de ruido)

O passo seguinte ¢ encontrar o melhor modelo que simule o processo, conforme ¢

mostrado na tabela 14.

Tabela 14
Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos para o modelo de um
processo benchmark da Shell (com 50% de ruido)

. 200 dados de validacido Yv
Algoritmos | Tempo (s) FIT % MRSE % MVAF %
NasidE 0.578 214518 3.9489 99.5655
NésidO 0.547 26.9055 3.7871 99.5931
POMOESP 0.610 3.0649 3.9925 99.5602
MNSEI 0.766 27.7873 3.7932 99.5895
MNSE2 0.812 29.5887 3.8393 99.5814
CCA 0.765 12.2782 3.5051 99.6450
MOESPV 0.359 47341 45739 99.4010
NésidMatlab | 0.812 22.5534 3.5225 99.6430
PEM 4.625 20.4207 3.4315 99.6644
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Analisando-se os valores da tabela 14, o modelo CCA é o melhor em termos de
validacdo dado pelo critério MVAF. Verifica-se que o tempo de processamento para
obtencdo do modelo ¢ menor para o modelo MOESPV. Optou-se pelo método CCA

para identificar o processo.

A figura 5.34 mostra as saidas do processo real e aquelas geradas pelo modelo
identificado (linha azul). Pode-se observar que o modelo identificado reproduz muito
bem as principais caracteristicas do processo. Foram consideradas condi¢des iniciais

nulas.

1 1 1 1 1
o 20 40 =1 30 100 120 140 160 130 200

V2

1 1 1 1 1
o 20 40 50 f=1u] 100 120 140 160 180 200

Tempo t(s)

Figura 5.34 Comparagdo das respostas do processo real (linha continua) versus modelo

(linha pontilhada) de um processo benchmark da Shell (com 50% de ruido)

Um processo que opere em malha aberta pode representar um problema. Por exemplo,
sistemas instaveis em malha aberta podem ser de operagao indesejavel ou inconcebivel
em casos reais, e ainda a presen¢a de integradores no sistema em malha aberta pode
representar uma dificuldade para operagdo sem controle por um periodo longo de
tempo. Além disso, por questdes operacionais, muitas vezes nao ¢ possivel interromper
o funcionamento do processo com controlador para realizar o procedimento de

identificacao.
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Um sistema operando em malha fechada ¢ apresentado na figura 5.35. Este sistema ¢
usado em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996] para fazer identificagdo em malha
fechada.

As matrizes do sistema sao definidas em 5.1.3.

As matrizes do controlador sao dadas por:
Ac=[2.65-3.111.75-0.39;1000;0100;00 1 0];

Bce=[1; 0; 0; 0];

Cc=[-0.4135 0.8629 -0.7625 0.2521];

Dc=[0.61];
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yinFC=nHDoudn)
=+ TFEedn+Buln)

- Va1
winFE Cxn A Duln) winFE Cxn A Duln)
G st T s+ Buln) : st TR A+ Buln) E

Scope
War
AB

CC

Sistema no contralador Sistema na planta

= (e +11=A X0+ Buld) + K ed)
Kok +11=Ac Xo (K + Be [rk) - vk
u k= Co Xe )+ De [rk)- vk w ()= CH0+ Duldd + el

Figura 5.35 Sistema em malha fechada do modelo em espacos de estados usado por

[VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996]

O sinal de referéncia ¢ uma seqiiéncia de ruido branco com variancia 1. Foram
coletados 1200 pontos, dos quais 1000 se aplicaram para a identificacdo. Para fazer a
identificacdo em malha aberta foi usado o modelo N4sidE. A aplicagdo do critério AIC
neste modelo ¢ mostrada na figura 5.36, onde se pode observar que o valor minimo

ocorre para n = 6.
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Figura 5.36 Espectro de valores AIC do modelo em espacos de estados usado por

[VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE MOOR, 1996]

Foi feita uma comparagdo da resposta em freqiiéncia do modelo real com o modelo

estimado. A figura 5.37 mostra o diagrama de Bode dos processos simulado e real.

=]

. modelo

dB

w (ran/s)

Figura 5.37 Comparagao da resposta em freqii€ncia do processo real versus modelo em
espacos de estados usado por [VERHAEGEN, 1993; OVERSCHEE, DE
MOOR, 1996]
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Da figura 5.37 pode-se concluir que o modelo N4sidE ndo caracteriza a dinamica do
sistema, portanto aplicar métodos de identificagdo em malha aberta para identificar

processos em malha fechada nao ¢ recomendado.

No capitulo seguinte se estuda identificacdo em malha fechada.
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CAPITULO 6

IDENTIFICACAO DE SISTEMAS POR
SUBESPACOS EM MALHA FECHADA

Neste capitulo se lida com a identificagdo em malha fechada para os métodos em espago
de estados de tempo discreto que foram tratados nos capitulo 2 e 3, onde foram

aplicados para malha aberta.

6.1 Introducao

A identificagdo em malha fechada ¢ de interesse especial para aplicacdes em casos
praticos na industria. Freqiientemente, ¢ necessario realizar os experimentos de
identificacdo em malha fechada (com realimentacdo). As razdes podem ser que a planta
ndo seja estdvel em malha aberta, ou pelo fato que a planta deva ser controlada por
razdes de producido, de seguranga ou econdmicas.

Vérios algoritmos de identificacdo por subespacos operando em sistemas com
realimentacdo forem apresentados nas ultimas décadas. Pode-se citar: [VAN DER
KLAUW, et al, 1991; VERHAEGEN, 1993; LJUNG; MCKELVEY, 1996; VAN
OVERSCHEE; DE MOOR, 1997; CHOU; VERHAEGEN, 1999]. Trabalhos mais
recentes sdo apresentados em [CHIUSO; PICCI, 2002; QIN; LIUNG, 2003; JANSSON,
2003; CHIUSO; PICCI, 2003; LIN, et al, 2004; HUANG, et al, 2005; KATAYAMA; et
al, 2005].

Um dos problemas na identificagdo em malha fechada ¢ referente a correlagdo entre os
dados de entrada e o ruido ndo medido [SODERSTROM; STOICA, 1989; LJUNG,
1999]. Um dos métodos tradicionais na identificagdo em malha fechada ¢ o Método de

Predicdo de Erro (PEM). Um estudo nesta area ¢ feito por Forssell e Ljung (1999).
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Baseado em suas analises, os métodos de identificacdo em malha fechada podem ser

categorizados em trés grandes grupos:

Método direto: Se aplica o método PEM usando os sinais de entrada e saida como se o
sistema estivesse em malha aberta, sem considerar o sinal de referéncia para encontrar o
modelo. O método funciona independentemente da complexidade do controlador; ndo
necessita de algoritmos ou softwares especificos; sistemas instdveis ou com restrigdes

podem ser tratados sem problemas, desde que o sistema seja estavel em malha fechada.

Método indireto: Identificar o sistema em malha fechada a partir do sinal de referéncia
(considerado como sinal de entrada) e do sinal de saida ¢ fazendo uso do conhecimento
do controlador, estimar o modelo da planta. A vantagem deste método é que se pode
aplicar qualquer método de identificacdo, pois € um problema em malha aberta. O maior
problema ¢ que qualquer erro no conhecimento do controlador se reflete na estimativa

do modelo da planta. Nao funciona se o controlador apresentar ndo linearidades.

Método conjunto de entrada e saida: considera tanto os sinais de entrada e saida,
como um sistema comandado pelo sinal de referéncia. A partir destes dados estimar o
modelo da planta e o controlador. Fornece estimativa consistente do sistema,
independente dos modelos de ruido usados, desde que o controlador tenha

realimentacdo com uma determinada estrutura linear.

Existem outros métodos mais recentes, como a parametrizacao tailor-made, o método de
dois estdgios ou a parametrizagdo Youla dual, descrito extensivamente em Van den Hof

(2004) e o método das projecdes, descrito por Forsell e Ljung (1999).

A vantagem do método PEM ¢ que a convergéncia e varidncia assintotica dos resultados
estdo disponiveis, para maiores detalhes ver [LJUNG, 1978; LJUNG, 1985]; os quais
sdo importantes para aplicacdes de identificagdo para controle [HIALMARSSON,
2003]. A desvantagem do método PEM ¢ que ele envolve um complicado conjunto de
parametros, motivo pelo qual torna-se dificil para identificar modelos de multiplas

entrada e multiplas saidas (MIMO).
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Para solucionar este problema surgem o métodos de identificagdo por subespacos
(SIM), entre os quais pode-se citar: analise da variavel canonica (CVA) [LARIMORE,
1990], MOESP [VERHAEGEN; DEWILDE, 1992] e N4SID [OVERSCHEE ; DE
MOOR, 1994]. Estes 3 métodos forem unificados num s6 teorema proposto por Van
Overschee ¢ de Moor (1995). Em 1996 Jansson e Wahlberg propuseram um novo
método de SIM. Baseado no teorema da unificagdo, estes métodos podem ser

interpretados como a decomposi¢do dos valores singulares de uma matriz peso.

Propriedades estatisticas, tais como consisténcia e eficiéncia dos algoritmos foram
pesquisadas por [JANSSON; WAHLBERG, 1998; KNUDSEN, 2001; GUSTAVSSON,
2002; LJUNG, 2003; BAUER, 2003].

Como o SIM ¢ uma técnica nova, ha muitas dificuldades, citadas em [QUIN; LJUNG,
2003], que propuseram o método SIM parcimonioso (PARSIMs) para aplicacdo em
malha aberta. Na tese de doutorado de um de seus orientados, Weilu Lin (2005) propde

o método SIM parcimonioso (PARSIMs) aplicado a malha fechada.

Verhaegen (1993) propde um SIM para malha fechada, mas o modelo encontrado ¢ de
ordem elevada, assim tem que se reduzir o modelo para obter a representacdo em espago
de estados da planta e do controlador. Este processo de reducdo da ordem introduz uma
carga computacional extra. Ljung e McKelvey (1996) pesquisaram o SIM através da
realizagao classica e propdem uma aproximacao recursiva baseado no modelo ARX
para a identificacido em malha fechada. A desvantagem ¢ que a parametrizagdo do
modelo ARX nio ¢ aplicada para um modelo qualquer, que ndo tenha estrutura ARX.
Em 1997 Van Overschee ¢ De Moor apresentaram o modelo SIM aplicado a um sistema

em malha fechada.

6.2 Método N4SIDC
Nesta seccdo apresenta-se o problema de identificagdo em malha fechada, aplicando o
método N4SIDC. Este surge como uma extensdo do método N4SID aplicado para

malha aberta.
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6.2.1 Modelo em espaco de estados em malha fechada
Um modelo em espaco de estados em malha fechada ¢ mostrado na figura 6.1 [VAN

OVERSCHEE; DE MOOR, 1997].

w(k) | v(k)

r(k)  u(k) y(k)

—>(—> P >

3(2) ——

Figura 6.1 Modelo em malha fechada

Na figura 6.1 u(k) ¢é o sinal de entrada, y(k) € o sinal de saida e (k) ¢ o sinal de
referéncia. v(k) € o ruido ndo medido e w(k) ¢ o ruido de medicao. Sdo disturbios que

atuam na planta linear P(z). O controlador linear ¢ representado por 3(z).

6.2.2 Problema de identificacio em malha fechada
Considerar u(k) e R",y(k)eR'e r(k) eR"™ como os sinais de entrada, saida e

referéncia gerados pelo sistema em malha fechada da figura 6.1. Os sinais sdo

interconectados através dos seguintes sistemas de espaco de estados.

a) Equagdes da planta: sdo descritas pela seguinte equacao de diferencas:

x(k+1)= Ax(k) + Bu(k) + w(k) (6.1a)
y(k)y= Cx(k) + Du(k) + v(k) (6.1b)
com

e {5 2o

A matriz de transferéncia para o caso puramente deterministico ¢ dada por:

P(z)=D+C(lz— A)'B e R™"



124

Da mesma forma que no capitulo 3, o sistema (6.1) ¢ partido em dois subsistemas: parte

deterministica e parte estocastica.

b) Equacdes do controlador: sdo descritas pela seguinte equagdo de diferengas:
x‘(k+1)= Ax°(k)y + B.y(k) (6.2a)
u(k) =r(k)—C.x“(k)— D, y(k) (6.2b)

com A eR"", B eR"", C eR"™, D, eR™. A matriz de transferéncia do
controlador ¢ dada por:

3(z)=D,+C.(el, —4.)'B eR™

Considerar que o problema de identificagdo em malha fechada seja bem posto, no

sentido que as saidas y(k) sejam unicamente determinadas pelos estados da planta e do

controlador e pela entrada de referéncia. Esta condi¢ao genérica ¢ satisfeita quando a

matriz (/, + DD, ) é nio singular.

Sob as consideragdes citadas acima, o problema de identificacio em malha fechada

pode ser enunciado como:

Dado

e Dadas amostras de entradas e saidas de um problema bem posto: u(k), y(k)
para k=0,,..,j+2i—2 onde j — .
e Os primeiros parametros de Markov do controlador 3(z): ¢,..,¢, ,
Encontrar
e A ordem n do sistema

e As matrizes do sistema A4,B,C,D por uma transformacao de similaridade

e Asmatrizes O,S,R

No apéndice D.1 se apresentam as matrizes em blocos de Hankel utilizadas neste

capitulo.
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6.2.3 Idéia basica para a identificacio por subespacos em malha fechada
A seguir apresenta-se uma idéia basica da identificagdo por subespagos do modelo
N4SIDC. Uma apresentacdo mais formal ¢ enunciada pelos teoremas de identificacdo

em malha fechada, apresentados a partir da sub-secao 6.24.

Para o sistema (6.1) se tem as seguintes equagdes matriciais combinadas de estados e de
entrada e saida

+Y!

Yi\2i—1 = FiXiTZi—l + HidUi\Zi—l i2i-1 (6.3)

X, =AX+A U,

z‘2i—l

(6.4)

i1
Estas equagdes sdao as mesmas dadas no capitulo 3 (teorema 2), s6 que com outros
indices.

Substituindo-se a equagdo (6.4) na equacao (6.3) se obtém:

+HUp, | +7 (6.5)

Y, =T |_AiX(§l + Ai U, i2i-1

i|2i-1 i1
Desta ultima equacdo se obtém:
+TAI U,

0[i-1

i yvd s
Yo, =TIRA XY +Y,

i i|2i-1 + HidMi\zl‘—lj (6~6)
A prova da equagdo (6.6) pode ser encontrada no apéndice D.2.

N, .
Aplicando-se na equagao (6.6) a projecao ortogonal sobre a matriz [ ! 1} , isto ¢é:
0‘1—1

No\i—l A d
Z =Y | =Ti[1“[Xi+Hl. Ml.‘zl._l] (6.7)

0[i-1
onde a matriz X . € interpretada como o estado estimado pelo filtro de Kalman de

estado ndo estacionario e ¢ dada por:

P

% =l4-ar, A - Q.H! |, ] {%}

(&

X, :Xo/No\zi—l
Maiores detalhes assim como a prova desta proje¢cdo dada pela equagdo (6.7) sdo

apresentados na se¢do 6.2.4.
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A projegao ortogonal da equacdo (6.7) ¢ importante, pois dela se pode obter a seguinte

U

0]i-1
|2i-1

projecdo obliqua sobre ( }ao longo de M

0]i-1

Uo\i—l ~
9 = Yi\2i—1 Mipi1| y =TI.X, (6.8)
0]i-1

Yo\i—l e U

Na equagdo (6.8) sdo conhecidas as matrizes Y, ofi-1

i2i-12 mas para a matriz

M = Ui‘zl._1 +H; Yi‘zl._1 ¢ necessario ter os i parametros de Markov do controlador,

i|2i-1
isto ¢, conhecer H; . Desta forma ¢ facil obter 9,.
Aplica-se SVD na matriz 8, para determinar a ordem n do sistema e faz-se uma

particao adequada na SVD para obter os estados estimados X .. Por tltimo, encontram-

se as matrizes 4,B,Ce D . Tudo isto ¢ apresentado no algoritmo 1 para malha fechada.

A seguir se enuncia o conceito de seqiiéncia de estados do filtro de Kalman. Para

maiores detalhes ver [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996].

6.2.4 Definicao 1 Estado do Filtro de Kalman

Dada uma matriz simétrica P, € R™ e uma matriz de seqiiéncia de estado inicial

X! eR™, aseqiiéncia de estados do filtro de Kalman X/ ¢ definida como:

Xik[X(l)chO} :[)’&i )ei+l ),&H-j—l]
dif(A - Qiri )X(f + (A‘f - QiHid )UO\H + QiYo\i—l (6'9)
0, = (a7 -4 RT N ~T.RLT ) (6.10)

A seguir se pretende solucionar o problema de identificagdo em malha fechada
enunciado na se¢do 6.2.2. Depois discutem-se dois teoremas de proje¢do para malha
fechada, que mostram como a seqiiéncia de estados do filtro de Kalman de estado nao
estacionario e as matrizes relacionadas ao sistema (6.1) podem ser recuperadas de um

conjunto de matrizes.
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Nao se recomenda aplicar os algoritmos de identificacdo por subespagos [CVA,
MOESP, N4SID] para situagdes em malha fechada, pois os algoritmos por subespagos
para malha aberta ndo funcionam para sinais medidos em malha fechada, tendo em vista

que os distirbios v(k)e w(k) e a entrada u(k) sdo correlacionados. Este fato ¢ provado

em [LJUNG; McKELVEY, 1996].

6.2.5 Teorema da projecio para malha fechada
Dado que os sinais de entrada sdo correlacionados com os disturbios, entdo sdo
necessarias outras matrizes auxiliares N e M , com a propriedade que estas novas

matrizes sejam nao correlacionadas com estes disturbios.

6.2.5.1 Teorema 1 Teorema da proje¢do em malha fechada

Hipoteses

1. O sinal de referéncia », ¢é ndo correlacionado com o ruido de processo w, e de
medi¢do v, .

2. A matriz N,

oj2i—1 t€m posto maximo 2mi .
3. O numero de dados medidos tende para infinito j — .

4. O problema de malha fechada é bem posto, isto é, a matriz (7, + DD,) é invertivel.

Tese
Uo\i—l
def
Z; = Y;\zH/ YO\H
MO\H
N,
=¥, " 6.11)
Yo\z‘—l
=Tk, +HM,,,,] (6.12)
com
X, = X150 0] (6.13)
X, =X,/ Ny, (6.14)

B=-, -3 -S,R,S"] (6.15)

Xn= "nn Xxn
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A prova deste teorema pode ser encontrada no apéndice D.3.

A hipdtese 1 do teorema 3 para malha aberta na sec¢do 3.4.4 ¢ a mesma da hipotese 2

deste teorema, s6 que ao invés de se usar a matriz de entrada U, ,,emprega-se a

matriz transformada NO‘ bil1-

Este teorema ¢ muito parecido com o teorema 3 para malha aberta, dado na sec¢ao

3.4.4, no qual ¢ dado que:

U
YRS
U

) 0fi-1
def

Z, =Y

1‘21’—

=I",X, + H{U,

i|2i-1

(6.16)

|i-1
i|2i-1
Comparando-se as equagdes (6.12) e (6.16) se tem as seguintes diferencas:

* amatriz 7, em (6.12);
* as entradas Ul.‘zl._l da equacdo (6.16) sdo substituidas pela matriz Ml.‘zl._1 na equacao
(6.12); e

* o estado inicial dado no teorema 3 para o caso de malha aberta X, =X,/ Ugaier €

substituido para o caso de malha fechada pelo estado inicial )A(O =X,/N, da

[2i-1

equacgdo (6.14).

6.2.6 Teorema principal para malha fechada
A importincia deste teorema ¢ que ele permite o calculo do espaco filas de uma

seqiiéncia de estados do filtro de Kalman e do espago colunas do produto 7, e a matriz
observabilidade estendida (7[I,), diretamente dos dados de entrada e saida, sem o

conhecimento das matrizes do sistema.

6.2.6.1 Teorema 2 teorema principal para malha fechada
Hipoteses
As mesmas dadas no teorema 1 e definindo-se a projecao obliqua $ como:

0%y s [T (6.17)
P 2i-1 My, Y :

0fi-1
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E a decomposicao de valores singulares:

S, o\ w!
&ZWI%{JOIé}%w%T (6.18)

Teses

1. A matriz 8, ¢é igual ao produto da matriz 7, e da matriz de observabilidade

estendida e a seqiiéncia de estados do filtro de Kalman X, :

8, =TL(X))
com
 def
vk
X, = i [%o.R]

B=z. -z, -s,R,s]]

xn nn-— Xxn

2. A ordem do sistema dada pelas equagdes (6.1) ¢ igual ao niimero de valores
singulares presentes na equacgao (6.18) que sejam diferentes de zero.

3. O produto da matriz 7, e da matriz de observabilidade estendida pode ser
recuperada de:
T, =U,S,"".

4. A parte da seqiiéncia de estado X . pode ser recuperada de:

X, =S8 =(r)s,.
A prova deste teorema pode ser encontrada no apéndice D.4.
6.2.6.2 Algoritmo 1: Usando estados

Este algoritmo explica como encontrar uma estimativa das matrizes do sistema

A,B,CeD e das matrizes O, R e S, a partir dos teoremas 1 e 2.
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Observa-se que do teorema 1 se obtém X . (seqiiéncia de estados estimados), equagdo

. . ora 1mmagine que A. € A. onae A. = 5 sejam dadas. Ambas sdo
6.13). Agora imagine que X, e X, (onde X, =X/ ; .1) sejam dadas. Amb

i+1[x
seqiiéncias de estados do filtro de Kalman para o mesmo banco de filtro de Kalman de

estados nao estacionario [OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. Tém-se as seguintes

equacoes:
X, =A4X,+BU, +KE, (6.19)
Y, =CX,+ DU, +E, (6.20)

ou em forma matricial:
XH—I A B )A(i Ki
_ + Ei\i (6.21)
Yi\i ¢ D U;\i 1

Infelizmente, na equagdo (6.21) ndo se pode aplicar o método dos minimos quadrados,

pois por hipdtese a inovagao E,, nao ¢ ortogonal as entradas U, - Portanto, dados os

estados X, e X,,, ndo ¢é possivel determinar o sistema de matrizes a partir das

i+l

equacgdes (6.19) e (6.20) pelo método dos minimos quadrados.

Pelo teorema 1 € possivel mostrar que o termo inovagao Ei‘i na equacao (6.19) e (6.20)

¢ perpendicular ao espago linha de X e M i Para a prova ver [VAN OVERSCHEE;

DE MOOR, 1997].

Entdo com ajuda de uma nova matriz Ml.‘l., as equagoes (6.19) e (6.20) podem ser

apresentadas como:

Xia | _ A_BDCTIC|B(1’”_D”TID) Xy + K, =BD 1, o (6.22)
0 R 7o R | Y |

ili ili

T, =(1,+DD,)" é nio singular, pois o problema é bem posto. Entio se sio dadas as

A

seqiiéncias X, e X,,,, pode-se aplicar o método dos minimos quadrados na equagao

1

(6.22) para estimar as matrizes do sistema, pois os residuos Ei‘i sdo perpendiculares ao
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espaco linha de X, e M,,.

Observe que o estado estimado X . ¢ dado para a projecdo Z, (ver teorema 1), da

mesma forma se pode provar que:

Uo\i o
- d
Zin :Ym\zH / Yo\i :Ym\z, /[ ] lr XH—I +H, z+1\2i—1J
Yy,
Mi+1\21>1
com
v k
X; Xi+1[)20,fb]'

O ponto aqui ¢ como determinar as seqiiéncias de estados X, e X,, a partir das

projecdes Z, e Z,,,. Paraisto, da equacdo (6.12) se obtém:

Z =TUX. +TH'M (6.23)

i|2i-1

Como foi mencionado anteriormente, da equacao (6.23) se obtém a projecdo obliqua

9, =TT.(X,), com U, da equagio (6.18), encontra-se de (6.23)

U, Z,=U, (TH )M, , (6.24)
O termo desconhecido aqui é (T.H"), que pode ser considerado da forma:
K, 0 0
TH ! n K, K, 0
K., K, K,
Com k € R"™, entdo a equagdo (6.24) fica:
UlZ =U] x M, (6.25)

Para encontrar k¥ pode-se multiplicar a equagao (6.25) por (M ,,. )", mas pode ocorrer

i|2i-1
que esta matriz seja mal condicionada. Em [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1997] se

mostra como obter a matriz k. Uma vez encontrada k € muito facil encontrar:

)A(i =(P+[Zi _KMi\Zi—IJ



132

A

Xi+l

9+ lZm -K Mi+1\2i—1J

onde 9 =TT, =U,S|”*> e (o) indica a matriz em blocos sem as tltimas linhas.

Algoritmo 1 para malha fechada

L. Construa as matrizes Mi\zi—l = Ui\zi—l + HiCYi\zi—l ¢ Mi+1\2i—1 = Ui+1\2i—1 + Hic—1Yi+1\2i—1 >
onde H; e H,, contém os pardmetros de Markov do controlador.
2. Calcule as projecdes ortogonal e obliqua:
U, U,.
def []0‘1.71 dof 0‘1—1 0‘1
9 = Y;\Zi—l /M,-p,-_l y s L= Y;\zH/ YO\H e Z, :Ym\zH / Yo\i
0li-1
MO\H i+1]2i-1
3. Calcule as SVD da projecio obliqua 9, =USV " .
4. Determine a ordem do sistema por inspecdo dos valores singulares em S e

encontre U,, U, e S, através do particionamento adequado das SVD.
5. Determine ¢ =7, =U,S,"” e «.
6. Determine os estados

)A(i =¢" lZi _KMi\zi—lJ’

A

XHI = 9+lZi+l kM

i+1)2i-1 J :

7. Solucione o seguinte conjunto de equagdes lineares:
X _[Sn S12:| X;

= +1
Yi\i S21 Szz M ili

8. Determine as matrizes A4,B,CeD, (I;) como: B=S12(1m—C0S22)_1,

com Ml.‘l. :Ul.‘l. +D.Y,,.

D= Szz(lm _Coszz)_la A= S11 +BC0S21 s T :(11 +DC0)_1 © C:T1_1S21-

9. Determine as matrizes O, R ¢ S dos residuos como:

S\ (I. BC I BC. )\
QT — n _10 E , [TTT] n _10
s” R 0 T J 0 T
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6.2.6.3 Algoritmo 2 usando estados
No algoritmo 1 mostra-se que a seqiiéncia de estados X . ndo pode ser encontrada

diretamente das projecdes e precisa-se encontrar primeiro a matriz k , para assim poder

encontrar as seqiiéncias de estados. No entanto, pelo teorema 2 mostra-se que a

seqliéncia de estados X . pode ser encontrada diretamente da proje¢do obliqua 3I,.

Analogamente, a seqiliéncia de estados X .1 pode ser determinada mediante a projecdo

obliqua:

Uo\i ~
9,0=Y 1/ =T, T X

+1‘2i71 Ml'+1‘2l'—1 Y‘ i-1
0|i

Desta forma encontram-se as matrizes X, e X,,,. O problema ¢ que ambas seqiiéncias

de estado do filtro de Kalman tém diferentes estados iniciais:

~ A UO i-1
Estado inicial para X,=X,/,, |
l‘21—l Y'O‘i_l
c . > ~ Uo\i
Estado inicial para X, =X,/ Vit | y

0fi

No entanto, justamente como no caso para malha aberta, o efeito desta diferenga de
estados iniciais desaparece quando converge o filtro de Kalman, isto ¢, quando i — .
Para maiores detalhes ver [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]. Baseado nesta

observacao apresenta-se um novo algoritmo.
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Algoritmo 2 para caso em malha fechada

=U 1+H4"Y

Construa as matrizes M, , =U 1Y apict s

i|2i-1

il2i-1 +HiCY;\2i—l ¢ MHI\Z[—I i+ 2i—
onde H e H;, contém os parametros de Markov do controlador.

Calcule as projec¢des ortogonal e obliqua:

S.djy‘z_l L (UOHJ e 9,.,=Y_ ./ [U‘”J.
i il2i i2i-1 Yo\H i+ i+12i-1 Mis|2i1 Yo\,-

Calcule as SVD da projegio obliqua 9, =USV " .

Determine a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S e
encontre U,, U, e §, através do particionamento adequado das SVD. Determine
¢o="U, S11/2 .

Determine os estados:

X. = (p+\9‘ € )?Hl = (9)+8i+1 :

Solucione o seguinte conjunto de equagdes lineares:

7.

Xin _ {Sn S12:| X,
= +7T
Y;\i S21 Szz Mi\i

Determine as matrizes A4,B,CeD, (I;) como: B=S12(1m—C0S22)_1,

com Ml.‘l. = Ul.‘l. +DY,,.

D= Szz(lm _Coszz)_la A= S11 +BC0S21 s T :(11 +DC0)_1 © C:T1_1S21-

Determine as matrizes O, R ¢ S dos residuos como:

s\ (I. BC I BC )\
QT — n _10 E , [TTT] n _10
s” R 0 T J 0 T
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CAPITULO 7

IDENTIFICACAO EM MALHA FECHADA PELO
METODO MOESPC

Nesta seccdo apresenta-se o problema de identificacdo em malha fechada, aplicando o

método MOESP. Este método foi estudado no capitulo 2.

7.1 Modelo em espaco de estados em malha fechada método

MOESPC

Um modelo em espaco de estados em malha fechada ¢ mostrado na figura 7.1.

y(k)
>

r e k)i
2-‘()62> C 1 _171();> P ’é

Figura 7.1 Representagdo em blocos de um modelo em malha fechada

Na figura 7.1 o bloco pontilhado representa um sistema desconhecido, neste bloco
assume-se que a planta desconhecida consiste em uma parte deterministica,
representada pelo bloco P e uma parte estocastica, representada pelo filtro linear F e

w, seqiiéncia de ruido branco com média zero.
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Este sistema desconhecido esta operando em malha fechada com um compensador, o
qual ¢ denotado pelo bloco C. Assume-se que o compensador ndo cause nenhum
cancelamento da dinadmica da planta. Baseado na configuracdo da figura 7.1 apresenta-

se o problema de identificagdo em malha fechada.

7.2  Problema de identificacio em malha fechada (método MOESPC)

Dado:

7, ¢ o vetor de valores de referéncia

n ¢ uma excitagdo externa

e, seqiiéncia do erro entre a saida do sistema e o sinal 7,
e seqiiéncia de saida no controlador

u(k) seqiiéncia da saida do controlador adicionada ao ruido #

y(k) saida do sistema

As perturbagdes atuam sobre os sinais internos e,, e,, u(k) e y(k). O processo
estocastico w(k) ndo € correlacionado com as seqiiéncias externas r, € 7;, as quais sao

ruidos ndo mensuraveis.

O problema ¢ determinar um modelo em espago de estados para a parte deterministica P

da planta a ser identificada.

7.2.1 Idéia basica para a identificacdo por subespacos em malha fechada (método
MOESPC)

A seguir apresenta-se uma idéia basica da identificacdo por subespagos do modelo

MOESPC. Uma apresentagdo mais formal ¢ enunciada através do teorema de

identificagdo em malha fechada, enunciada na se¢do 7.3.

A idéia ¢ fazer uso da fun¢do de transferéncia. Algoritmos usando funcdo de
transferéncia sdo propostos e aplicados para diferentes situagcdes praticas ver
[PHADKE; WU, 1974; CAINES; CHAN, 1975]. Dentro da identificagdo por

subespacos o problema ¢ a identificacdo para sistemas estocasticos, isto €, a
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determinagdo do modelo de Markov a partir dos dados de entrada e saida. A partir do
modelo de Markov se calcula uma representacdo em espago de estados da planta P, o
controlador C e o filtro inovativo linear F, que descreve as diferentes perturbacdes que
atuam no sistema. Mas [CAINES; CHAN, 1976] demonstraram, através de diferentes
experimentos, que para este tipo de aproximacao, pequenas variacdes na matriz de
covariancia (dos dados de entrada e saida) reproduzem grandes variagdes para o modelo

de Markov obtido.

Este problema ¢ superado, caso se agregue ao sistema uma seqii€ncia de entrada externa
conhecida, tal como 7, e 7;, ver [GUSTAVSSON, 1977]. Isto € necessario para garantir

a identificacdo em malha fechada.

Verhaegen (1993) também trata o problema de identificacdo da planta e o controlador
quando se usam explicitamente sinais externos 7, € r; em adigdo a sinais internos. No
entanto, contrario aos métodos citados acima, a andlise e solugdo deste problema sao
dadas em espaco de estados. Isto ¢ usando o método MOESP (aplicado para malha
aberta, ver capitulo 2) obtém-se um modelo de estado global, da fun¢do de transferéncia

dos sinais 7, e 7, para e,, e, u(k) e y(k), ver figura 7.2

e

h Sistema » 612

r desconhecido Ly u(k)
—” IR

Figura 7.2 Modelo Global em bloco

Deste modelo em espago de estados global, um modelo em espago de estados da planta
P ¢ do controlador C pode ser computado, para isto ndo se precisa conhecer o

controlador.

7.3 Identificacido em malha fechado pelo método MOESPC

Como foi dito anteriormente, este método usa estimativas de certas matrizes de

ransferéncia. As relacdes de entrada e saida na figura 7.1 sdo representadas em termos
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da funcao matriz de transferéncia. Por exemplo, para o controlador C, tem-se que:
e(2) =C(2)e,(2) (7.1)
onde (z)denota a transformada z usual, por comodidade nas operagdes se omite a

notacao explicita (z). Logo, da figura 7.1 se derivam as seguintes relagdes:

e, =—CP(I+CP)"'r,+C(I+PC)"'r,—C(I+PC)"'F,w (7.2)
e,=—P(I+CP)"' rn+(I+PC)"'r,—(I+PC)"'F,w (7.3)
u=({I+PC)"'rn+C(UI+PC)"'r,-C(I+PC)"'F,w (7.4)
y=P(I+CP)"'r,+PC(I+PC)"'r,+(I+PC)"'F,w (7.5)

Denotando H,, =—CP(I+CP)" , H,, =C(I+PC)" e v=C(I+CP)"'F,w na

equacgdo (7.2), resulta:

2 :(H,,lel)r1 +(Hr2€l)r2—v1 (7.6)

Denotando H,, =-P(I+CP)", H, =(I+PC)" e v,=(I+CP)"'F,w na

equacdo (7.3), resulta:

e2=(Hrlez)rl +(Hr2e2)r2—v2 (7.7)

Denotando H,, =(/ +PC)", H, , = C(I +PC)™" naequagio (7.4), resulta:

uz(Hrlu)r1 +(Hr2u)”2_"1 (7.8)

Denotando H, ,=P(I+CP)" , H, ,=PC(I+PC)" na equagio (7.5), resulta:

y:(Hrly)r1+(Hrzy)r2—v2 (7.9)

As equagdes (7.6)-(7.9) mostram que € possivel determinar a fungdo de transferéncia da

planta e do controlador através das relagdes [VERHAEGEN, 1993]:

-1 -1
P=H (H ) =-H  (H,) (7.10)
ou

-1 -1
P=H_(H,)"'=H, (H,) (7.11)

ny



139

€
C=H,(H, )" =-H_,(H )" (7.12)
C=H, (H,)' =-H,(H.,)" (7.13)

Assumindo-se que todas as inversas nas equagdes acima existam, obtém-se um
mecanismo para estimar a planta e o controlador. Diferentes possibilidades existem para
este proposito, como o método de predicdo de erro ou a técnica de varidvel
instrumental, descritos em Sdderstrom e Stoica (1989) e Ljung (1999), respectivamente.
Aparte das dificuldades relacionadas as parametrizagdes para modelos MIMO (ver
Ljung, 1987), ndo existe um caminho que garanta para as func¢des de transferéncias
dadas em (7.2) - (7.5) um denominador comum. Para solucionar este problema ¢
considerado um modelo global em espaco de estados, ver figura 7.2. Deste modelo
global se pode computar as matrizes de transferéncias individuais. No entanto, ndo ¢
necessario fazer isto, pois como ¢ mostrado na se¢do seguinte, as equacdes (7.6) até
(7.9) podem ser calculadas a partir de um sistema global, desta maneira ¢ possivel

computar P e C.

Para entender isto, considerar w(k) =0 na figura 7.1 e defina-se o modelo global no

espago de estados como:

x(k +1) = Ax(k) + [B, Bz]{”(k)} (7.14)
1, (k)

e (k) ¢ D, D,

e, (k) _ &) x(k) + D, D, {’ﬂ(k)} (7.15)

u(k) C3 Dy, Dy, || 1, (k)

y(k) C, D, D,

Seja np a ordem da planta P ¢ nc a ordem do controlador C, entdo x(k) € R . Das
equagdes (7.14) e (7.15), uma representagdo para a fungdo de transferéncia H, , e H,,
¢ dado pelo quadruplo de sistemas de matrizes [4,B,,C,,D,] ¢ [4,B,,C;,D;, ],

respectivamente. Agora usando regras de concatenagdo e operagcdes matriciais, se obtém

um modelo em espago de estados para a expressdo P dada na equacdo (7.10), para
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maiores detalhes ver [FRANCIS, 1987]:
P=[4,B,,C;,D,]x [4,B,, CS’DSI]_I

P=[4,B,,C,,D,]x [A_BID3_11C3> Ble_lla _D3_11C3’ D3_11]

A -BD;! B,D;/
P= ( ! 31_?3 JL ! 3_11]2(04 - D, D;\C,); D,.D;! (7.16)
0 4-BD;C, )\ BD;

Analogamente, se obtém uma expressao para o controlador C definido em (7.13):

C=[4,B,,C;,Dy,]x [AaBzaczaDzz]_l
C=1[4,B,,C,,D,1x[4-B,D,,C,, B,D;,, - D;,C,, D}, ]

~B,D;, B,D;,
Co {A BzDzzsz J( 2 2_21}((73 —D32D2‘21C2); D,,D;, (7.17)
0 A-B,D,C,) \B,D}

Como foi dito anteriormente, a planta e ou controlador podem ser obtidos diretamente

de um sistema global, usando a equacdo (7.16) e (7.17) respectivamente. Nestas
equagdes se necessita a existéncia da inversa das matrizes D;, € D,,, as quais sio

dadas pelo seguinte teorema.

7.3.1 Teorema
A planta P dada na figura 7.1 tem representacdo em espaco de estados da forma:

s(k+1)= 4,s(k)+ B u(k) (7.18)
y(k)=C,s(k)+ D,u(k) (7.19)
onde s(k) € R™ e o controlador C dado na figura 7.1 tem a representagao:
v(k+1)=Av(k)+ B.e,(k) (7.20)
e, (k)=C.v(k)+ D.e,(k) (7.21)
onde v(k) e R™. A planta e o controlador se encontram em malha fechada na forma da
figura 7.1, estdo bem definidos, no sentido que as matrizes (/ +D,D.) ¢ (I +D.D,)

tém inversa. Considerando-se w(k) =0 na figura 7.1, entdo as matrizes P ¢ C expressas

pelas equacdes (7.16) e (7.17), respectivamente, existem para todas as possiveis
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escolhas das matrizes D, e D, .

Para a prova deste teorema, ver apéndice E.

Comentarios
Com os modelos de espaco de estados individual (7.18), (7.19) e (7.20), (7.21) se pode

ter um espago de estados global da forma (7.14) e (7.15), explicitamente como:

[s(k+1) _ 5B, g1 (7.22)
v(k +1) v(k) 1,y (k) |
_el(k)

e (k) | _ c[s(k)} D{n(k)} (7.23)
u(k) v(k) r, (k)

L y(k)

onde as matrizes do sistema global (4, B,C,D) dadas em (7.22) e (7.23) sdo definidas

em funcao das matrizes 4,,B,C,D, e (4,B,.,C.,D,), da forma:

p, D,| [-D®D, D.(I-®D,D,)

Lo| Dy Do | 0D, [-®D,D, (124)
D, D,| |I-D®D, D,(I-®D,D,)
D, D, @D, @D D,

onde ® = (I + DpDC)*1 . Para as demais matrizes A4, Be C ver apéndice E.1.

Logo, o sistema global dado pelas equagdes (7.14)-(7.15) € o mesmo que o sistema

global dado pelas equagdes (7.22)-(7.23), com as seguintes notacoes:

G C G
A:|:all a12:| ;BZ[BI Bz]:|:bll b12:| . C= G, _ G Cp o
a4y by by, G, Gy Cxp
C, Cy Cp
D, D,
D, D
D= " 7% (7.25)
D, Dy,

O
o
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Entdo, se pode obter a planta P através da equagdo (7.16) e a matriz D, =d,, ¢ definida
por:

D, =1-D,(I —DpDC)‘l D, (7.26)
A matriz da equacdo (7.26) tem inversa e € expressa por [ver apéndice E.2]:

Dy =1+DD, . (7.27)

Analogamente, a inversa da matriz D,, necessaria na equagao (7.17) para computar o
controlador C, ¢ dada por [ver apéndice E.3]:

D;, =1+D,D, (7.28)

Desta forma, fazendo uso das equagdes (7.25), (7.26), (7.27) e (7.28) se pode obter a

planta P e o controlador C através das equagdes (7.16) e (7.17), respectivamente.

Um estudo sobre a influéncia das matrizes D, e D, na existéncia dos modelos em

espaco de estados para P ou C ¢ dado em [VERHAEGEN, 1993].

A representagdo em espago de estados da planta e do controlador obtida pelas equagdes
(7.16) e (7.17), respectivamente, sdo de fase ndo minima. Para ver isto considerar, por
exemplo, o modelo da planta dado em (7.16) e aplicando uma transformagao linear 7,

resulta [ver apéndice E.4]:

P: A 0 . O . (C C _D D—IC )_ D D_l (7 29)
0 A-BD;C ) \BD; ) " —F T
Neste caso, tem-se um sistema com np +nc modos ndo controlaveis [VERHAEGEN,

1993]. Descartando estes modos, o modelo da planta se reduz a:

P = [(A - BID;11C3); (BlD;1l); (C4 - D41D;11C3); D41D;11] (7.30)

Esta reducdo do modelo da planta (ou controlador) ¢ valida quando se faz uso de um

modelo global em espaco de estados, sob as consideracdes descritas no teorema 1.
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ALGORITMO MOESPC PARA MALHA FECHADA
Coletar os dados como:
U=[rl 2]

Y=[el e2 uy]

Aplicar qualquer algoritmo MOESP para malha aberta, obtendo as matrizes do

sistema global.

Computar as matrizes da planta e do controlador.

Aplicar redugdo para as matrizes da planta ¢ do controlador.
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CAPITULO 8

METODO MON4SIDC PROPOSTO PARA MALHA
FECHADA E SIMULACOES

Existem diversos métodos de identificagdo por subespacos aplicados a malha fechada,
os quais diferem uns dos outros pela configuracao do sistema e pela implementacao dos
algoritmos. Como foi visto nos capitulos 6 e 7, ¢ possivel fazer uma extensao dos
métodos de identificagdo por subespacos para malha fechada a partir dos métodos para
malha aberta. Por exemplo, para aplicar o método N4SID para malha fechada ¢
necessario ter algum conhecimento sobre o controlador. No caso do método MOESP ¢
necessario conhecer a ordem do controlador, e de um sistema global sdo obtidas as

matrizes da planta e do controlador através de uma redugdo de ordem.

Neste trabalho se apresenta um método alternativo para a identificagdao da planta de um
sistema em malha fechada, o qual ndo precisa ter nenhum conhecimento prévio sobre o

controlador.

8.1 Método MON4SIDC para malha fechada
O método MON4SID para malha aberta foi apresentado no capitulo 4. A idéia de

aplicar este método para identificagdo em malha fechada foi inspirado no modelo

MOESP para malha fechada, o qual foi apresentado no capitulo 7.

O método MONA4SIDC identifica um sistema MIMO trabalhando em malha fechada,

como mostra a figura 8.1.
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1, (k) w(k) | v(k)
7, (k) u ()| c (. ulk) P y(k)>

Figura 8.1 Representagdo de um modelo em malha fechada

Da mesma forma como foi visto no capitulo 7, o0 método MON4SIDC considera como
entrada o sinal de referéncia [7 (k) r, (k)] =r(k) e como saidas u(k) e y(k), que
denotam o sinal de entrada e saida do processo, respectivamente. Os sinais w(k) e v(k)

sdo chamados ruidos do processo e de medicdo, respectivamente, e sdo definidos da

mesma forma que no capitulo 3.

A planta P dada na figura 8.1 tem representacdo em espaco de estados da forma:

s(k+1) = 4,s(k) + B u(k) + w(k) (8.1)
y(k)=C,s(k)+ D u(k)+v(k) (8.2)
com s(k) e R" e o controlador C dado na figura 8.1, tem a representacao:
x,(k+1)=A4.x,(k)+ B.u,(k) (8.3)
(k)= C.x (k) + Du, (k) (8.4)

A partir das equagdes (8.1)-(8.4) se pode encontrar o modelo global em espaco de

estados do sistema em malha fechada, o qual ¢ dado por:

s(k+1) }:A{S(k) }B{n(k)}mk) (8.5)
| x.(k+1) x, (k) r, (k)

u(k)}:C{S(k) }D{n(k)},,(k) (8.6)
EGIEXGI G

onde as matrizes (4, B, C, D) tém dimensdes apropriadas e sdo definidas por:
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_ {AP -B,D,®C, B,C, - BPDCCDDPCL} {BPDC (I-®D,C,) B,(- DCQDDP)}

- B,OC, 4,-B®D,C, B.(I-®D,C,) - B®D,
c_|~P2C, 1-DoC) D.(I-®D,C.) I-D®D, .
| @c, ®D,C, | ®D,C D, (5.7

onde ®=(/+D,D,)".

Supondo que a planta e o controlador na forma da figura 8.1 se encontre bem definido,

isto quer dizer que a matriz (/ + D,D,) tem inversa e portanto existe @ .

A equagao (8.7) mostra que as matrizes do sistema em malha fechada ficam
determinadas em termos das matrizes da planta e do controlador. Estas matrizes ndo sdo
unicas, pois ¢ possivel obter um sistema equivalente através de uma transformacao

linear.

8.1.1 Problema de identificacio em malha fechada

Considerar r(k)e [u(k) y(k)] como os sinais de entrada e saida gerados pelo sistema

em malha fechada da figura 8.1. Os sinais sdo interconectados através das equacdes
(8.5) e (8.6).
Sob as consideragdes citadas acima, o problema de identificacio em malha fechada

pode ser enunciado como:

Dado
e Dadas amostras de entradas e saidas de um problema bem posto: r(k) e
u(k), y(k) para k=0,,..,j+2i—2 onde j — .
Encontrar
e A ordem n do sistema

e As matrizes do sistema 4,,8,,C,,D, por uma transformag¢ao de similaridade.

8.1.2 Identificagcao pelo Método MON4SIDC
Fazendo abuso de notagdo, o sistema de equacdes dado por (8.5) — (8.6) pode ser

representado por:
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X(k+1)= A X(k)+ Br(k)+ W (k) (8.8)
Y (k)=CX(k)+Dr(k)+V(k) (8.9)
onde:
— s(k) — u(k)
X(k)= , Y(k)=
“ Lc(k)} © [y(k)}

Aplicando-se 0 método MON4SID estudado no capitulo 4, encontram-se as matrizes (4,

B, C, D) dadas pelas equagdes (8.8) e (8.9).

Dado o sinal de entrada r(k)e as matrizes do sistema em malha fechada (4, B, C, D),

dadas pelas equagdes (8.8) e (8.9), é possivel obter uma saida estimada de Y para o

sistema deterministico denotado por:

X(k+1)= A X(k) + Br(k) (8.10)
Y (k) = CX (k) + D r(k) (8.11)

como o sinal ¥ (k) contém os dados de entrada e saida da planta sem ruido, entdo ¢ facil

computar uma estimativa das matrizes da planta (4,,8,,C,,D,). Isto ¢ feito

aplicando-se qualquer método estudado no capitulo 4 para malha aberta.

Algoritmo MON4SIDC para malha fechada

5. Coletar os dados como:
U=r
Y=[u y]

6. Aplicar o algoritmo MON4SID para malha aberta, obtendo as matrizes do
sistema global.

7. Computar as matrizes da planta
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8.2 Simulacoes

Nesta se¢do se apresenta um sistema simulado para avaliar o desempenho do algoritmo
MONA4SIDC, o qual ¢ usado para comparar o método proposto com outros algoritmos
existentes: PEM, N4SIDC, ARXS, MOESPC. N4SIDC denota aqui o algoritmo 1 de
Van Overschee; De Moor, (1997) apresentado no capitulo 6, ARXS, o algoritmo de
Ljung and MacKelvey (1996) e MOESPC, o algoritmo de Verhaegen (1993)
apresentado no capitulo 7.

Este exemplo simulado foi usado por Verhaegen (1993), Overschee; De Moor (1997),
Huang et al., (2005) e Katayama (2005) na identificagdo em malha fechada.

O sistema é uma planta experimental de laboratorio, que consiste em dois pratos
circulares girados por um servomotor elétrico com um eixo flexivel. Para maiores
detalhes ver [HAKVOORT, 1990].

O modelo da planta ¢ dado pelas equacdes (8.1) e (8.2), onde:

44 1000 0.98 1 2.3

-809 0100 12.99 0 -6.64
. 5 r €D=0
A=| 78 0010|,B=10 18.59 |,C" =|0| , K=| 7.5I5

-4 0001 33 0 —4.0146

0.8 0000 -0.02 0 0.86336

e(k) , é ruido branco, o qual gera os disturbios na planta.

O controlador tem uma descricdo em espago de estados da mesma forma que (8.3) e

(8.4), onde:

2.65 -3.11 1.75 -0.39 1 -0.4135
10 0 0 0 . |1 08629 |ep —06l.
Ac = ’ Bz‘ = ’ c = ¢ ’
0 1 0 1 ' 0 -0.7625
0 0 1 0 0 0.2521

Como entrada exdgena para o sistema foi considerado o sinal PRBS, o qual ¢

persistentemente excitante. A simulagdo foi no Simulink do Matlab 6.5.

Foram considerados trés tipos de identificagdo:
a) Identificacdo puramente deterministica, para o caso e(k)=0.
b) Identificagao com pouco ruido.

c) Identificagao com muito ruido.
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8.2.1 Identificacio puramente deterministica
Para a identificagdo puramente deterministica foi considerado e(k)=0, como mostra a
figura 8.2. Foram coletadas 3000 amostras e i =20 (numero de blocos linha da matriz de

Hankel).

Sistema na planta
ik +17 =54 X)) + Buil)
v k)= G+ Dulk)

Sisterma no controlador
Ao+ =R Xe )+ Be [rk) - k]
ug= CeXed)+ De[rk)- wik]

Scopel

Figura 8.2 Sistema puramente deterministico em malha fechada

Os sinais usados na identificagdo sdo mostrados na figura 8.3.

—_— ¥

0.5+

N5+

0 a00 1000 1500 2000 2500 3000
Tempo t(s)

Figura 8.3 Sinal de entrada r e saida y usados na identificagdo em malha fechada

(puramente deterministica)

Identificacio em malha fechada aplicando o método MON4SIDC
Coletados os dados de entrada r (k) e saida [u(k) y(k)], o passo seguinte ¢ encontrar a
ordem do sistema global n = 9, dada pelos valores singulares mais significativos, como

mostra a figura 8.4.



150

107 ]
o
>
(@)
_“:I-H:I | i
_“:|-15 | i
) mﬂﬂnnmﬁﬁﬁﬁm
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Ordem do sistema (n)

Figura 8.4 Valores singulares para o sistema em malha fechada (identificagdao

puramente deterministica)

Computadas as matrizes do sistema global, o passo seguinte ¢ computar as matrizes da
planta a partir do sistema em espaco de estados, dado pelas equagdes (8.10) e (8.11).
A ordem da planta para o sistema dado pelas equagdes (8.10) e (8.11) ¢é n =5, dada pelos

valores singulares mais significativos, como mostra a figura 8.5.

10°
=)
S
0
ol
|
.Wﬂﬂﬂmﬂﬂﬂﬂmﬁﬁﬁﬁm
1] 5 10 15 20

Ordem do sistema (n)

Figura 8.5 Valores singulares para computar a planta do sistema em malha fechada

(identificacdo puramente deterministica)
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A verificacdo do desempenho do algoritmo foi feita através da comparagao do diagrama
de Bode do sistema real versus o modelo simulado e alocagdo de polos dentro do circulo

unitario do sistema real versus o simulado, como mostram as figuras 8.6 e 8.7.

alll

40}

201

dB
o]

40l — MON4SIDC
---- Real
_E|:| N
107 10" 10"

w (rad/s)

Figura 8.6 Comparacao do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada

(identificacdo puramente deterministica, método MON4SIDC)
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Figura 8.7 Comparacdo da posi¢do dos podlos da planta do sistema em malha fechada

(identificacdo puramente deterministica, método MON4SDIDC)
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Da figura 8.6 pode-se observar que a resposta em freqiiéncia do modelo obtido ¢ similar
a do sistema real. Da figura 8.7 pode-se observar que o posicionamento dos polos do
processo real e do modelo obtido sdo os mesmos. Destas duas figuras pode-se dizer que
o modelo simula muito bem o sistema real.

As matrizes da planta simulada sao:

1.0001 -0.1442 -0.0001 0.1177 -0.0225
0.0032 09892 0.3580 0.0457 0.0118
-0.0005 -0.0616 0.9312 -0.2696 0.0830
-0.0001 -0.0007 -0.0329 0.7152 0.6415
0.0000 0.0015 -0.0170 -0.5701 0.7644

Ap=

-13.4967
9.6992
Bp= | 0.0138
0.3883
0.1307

Cp:E0.2193 -0.3188 0.4639 0.3383 -0.0353]

Dp= [-1.3411]%e-013

A identificagdo para o método N4SIDC foi feita com a ordem do sistema da planta n =

5. A figura 8.8 mostra o diagrama de Bode para o algoritmo 1 em malha fechada.
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Figura 8.8 Comparacdo do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada

(identifica¢ao puramente deterministica, método N4SIDC)
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Da figura 8.8 pode-se ver que o algoritmo N4SIDC nao acompanhou o sinal real (para
altas freqliéncias), isto ndo quer dizer que o método seja ruim, pois, considerando-se a
ordem da planta n=7, como mostra a figura 8.9, o método teve um 6timo desempenho,

como mostra a figura 8.10.

10" | e
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SVD
|

1D-1I:I I

-15

R . Hﬂmﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂmmm'

a 5 10 15 20

Ordem do sistema (n)

Figura 8.9 Valores singulares para computar a planta do sistema em malha fechada

(identificacdo puramente deterministica, método N4SIDC)
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Figura 8.10 Compara¢do do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada

(puramente deterministica, método N4SIDC)
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Figura 8.11 Comparagdo da posi¢ao dos polos da planta do sistema em malha fechada

(identifica¢ao puramente deterministica, método N4SIDC)

Das figuras 8.10 e 8.11 se pode dizer que o algoritmo N4SIDC teve um bom

desempenho.

As matrizes da planta simulada para o método N4SIDC sao:

0.9752 0.0482 0.1507 -0.0080 -0.0053
-0.0810 1.0565 0.1007 -0.0194 -0.0192
An=1.0.1797 0.0390 0.8919 0.0570 -0.1215
-0.0082 0.0268 0.0820 0.7697 0.6864
0.0034 -0.0343 -0.1329 -0.5505 0.7095

Bn=[5.4253 -3.4405 0.8688 -1.2632 2.0890]"

Cn= [-0.1965 -0.2179 0.0556 -0.0394 0.1032]

Dn=[0.0069].

A identificacdo pelo método ARXS foi feita com ordem do sistema da planta n=5.

As figuras 8.12 e 8.13 mostram o diagrama de Bode e a locacdo de pdlos,

respectivamente.
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w (rad/s)

Figura 8.12 Compara¢do do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada

(identifica¢do puramente deterministica, método ARXS)
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Figura 8.13 Comparagdo da posi¢ao dos polos da planta do sistema em malha fechada

(identifica¢dao puramente deterministica, método ARXS)

As matrizes da planta simulada para o método ARXS sao:
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1.0440 -0.3521 -0.0614 -0.3772 -0.6156
0.0122 1.0320 0.6419 0.2435 1.0468
Ax=| -0.0035 -0.0311 0.6801 0.8180 0.2355
-0.0006 0.0019 -0.0529 0.7883 1.4025
0.0015 -0.0037 0.0471 -0.2390 0.8556

Bx =[-3.7703 2.7729 0.5933 0.0359 -0.0989]"
Cx =[ -0.2429 -0.4569 0.6637 -0.3323 0.3031]
Dx = [0].

Das figuras 8.12 e 8.13 se pode dizer que o algoritmo ARXS teve um bom desempenho.

A identificacdo para o método PEM foi feita com a ordem da planta »n= 5. As figuras

8.14 e 8.15 mostram o diagrama de Bode e a locagao de polos, respectivamente.
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Figura 8.14 Comparagdo do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada

(identifica¢dao puramente deterministica, método PEM)

Das figuras 8.14 e 8.15 se pode dizer que o algoritmo PEM teve um bom desempenho.

As matrizes da planta simulada para o método PEM sao:

~ ~
0 1.0000 0 0 0
0 0  1.0000 0 0
AP=1"g 0 1.0000 0
0 0 0 0 1.0000
0.8600 -4.0000 7.8300 -8.0900  4.4000

BP=[0.0010 0.0173 0.0868 0.2529 0.5421]"



157

CP=[ 1 0 0 0 0]
DP =[ 2.8033] * e-015

0Bl #
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Figura 8.15 Comparagdo da posi¢dao dos polos da planta do sistema em malha fechada

(identifica¢dao puramente deterministica, método PEM)

A identificacdo para o método MOESPC foi feita com a ordem da planta n= 5. As

figuras 8.16 e 8.17 mostram o diagrama de Bode ¢ a locagao de pdlos, respectivamente.

107 10" 10"
w (rad/s)

Figura 8.16 Compara¢do do diagrama de Bode da planta do sistema em malha fechada

(identificacdo puramente deterministica, método MOESPC)
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Figura 8.17 Comparagdo da posi¢do dos polos da planta do sistema em malha fechada

(identificacdo puramente deterministica, método MOESPC)

As matrizes da planta simulada para o método MOESPC sao:

1.0003 -0.0673 -0.0086 0.0875 0.0019
0.0025 0.9770 -0.2240 0.0681 0.0086
AmT 00001 0.0992 0.9556 0.1852 -0.0080
0.0001 -0.0083 0.0183 0.6943 0.6345
-0.0000 -0.0002 0.0026 -0.5740 0.7728

Bm =[ -20.8688 10.6452 4.1258 0.4315 0.0931]"

Cm=[ -0.1778 -0.2245 -0.3611 0.3902 0.0099]

Dm=[-1.7126]*e-013

Das figuras 8.16 e 8.17 se pode dizer que o algoritmo MOESPC teve um bom

desempenho.

Para este caso particular, sistema deterministico operando em malha fechada, todos os
algoritmos tiveram um bom desempenho, mas um sistema sempre esta perturbado por
ruidos. Com o objetivo de simular um sistema mais realista, foi adicionado ruido branco

no processo da planta.

8.2.2 Identificacio com pouco ruido
Foi adicionado ruido branco com média zero e variancia 0,001 na planta do processo.
Foram coletadas 3000 amostras e i =20 (nimero de blocos linha da matriz de Hankel).

Os sinais usados na identificacdo sdo mostrados na figuras 8.18.
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Figura 8.18 Sinal de entrada » e saida y usados na identificacdo em malha fechada com

pouco ruido

Da figura 8.18 e 8.3 ¢ possivel ver a diferenca do sistema com pouco ruido e sem ruido.

A ordem do sistema global n = 7 é dada pelos valores singulares mais significativos. Os

resultados da identificagdao sdo mostrados nas figuras 8.19 a 8.23.
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Figura 8.19 Comparacdo do diagrama de Bode e alocagdo de polos pelo método

MONA4SIDC (identificagdo com pouco ruido)

Do lado esquerdo da figura 8.19 pode-se observar que o modelo obtido pelo método
MON4SIDC ¢ bom em baixas freqiiéncias e em altas se afasta um pouco, mas
acompanha o sinal real. O lado direito da figura 8.19 mostra que a planta simulada ¢

estavel, pois os pdlos do modelo simulado ndo saem do circulo de raio unitario.
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Figura 8.20 Comparacdo do diagrama de Bode e alocagdo de polos pelo método

N4SIDC (identificagao com pouco ruido)

O diagrama de bode, lado esquerdo da figura 8.20, mostra que o modelo obtido pelo

método N4SIDC para baixas freqiiéncias é bom, para altas freqii€ncias se afasta. O lado

direito da figura 8.20 mostra que os pdlos do modelo estimado se encontram dentro do

circulo de raio unitario.
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Figura 8.21 Comparacao do diagrama de Bode e alocagdo de polos pelo método

ARXS(identificagdo com pouco ruido)
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O lado direito da figura 8.21 mostra o diagrama de Bode do modelo estimado pelo
método ARXS versus o modelo real. Pode-se observar que o modelo obtido para baixas
freqiiéncias ndo acompanha o sinal real, para altas freqiiéncias se afasta um pouco mas
acompanha o sinal real. O modelo obtido ¢ estavel, como mostra o lado direito da

figura 8.21. Observa-se que os polos estimados nao coincidem com os reais.
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10 10 10" -1 0.5 0 0.5 1
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Figura 8.22 Comparagdo do diagrama de Bode e alocacao de pdlos pelo método PEM

(identificagao com pouco ruido)

Da figura 8.22 pode-se observar que o modelo PEM teve um bom desempenho. O lado

direito da figura 8.22 mostra que o modelo obtido pelo método PEM ¢ estavel.
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Figura 8.23 Comparacdo do diagrama de Bode e alocagdo de pdlos pelo método

MOESPC (identificagdo com pouco ruido)
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O lado esquerdo da figura 8.23 mostra a comparagdo da resposta em freqiiéncia do
processo da planta versus o modelo obtido pelo método MOESPC. Pode-se observar
que para este caso o modelo obtido para baixas e altas freqliéncias se afasta. O lado
direito da figura 8.23 mostra que o modelo obtido ¢ estavel. Este modelo teve melhor
desempenho para ordem do sistema n= 9 como mostra a figura 8.24. Esta figura mostra

que o modelo obtido para baixas freqii€ncias ¢ bom, para altas freqiiéncias se afasta.
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Figura 8.24 Comparagdo do diagrama de Bode para n =9 pelo método MOESPC

(identificagdo com pouco ruido)

Com o objetivo de validar o desempenho do algoritmo MON4SIDC, agregou-se mais

ruido na planta do processo.

8.2.3 Identificacio com muito ruido
Foi adicionando ruido branco com média zero e variancia 0,01 na planta do processo.
Foram coletadas 3000 amostras e i =20. Os sinais usados na identificagao sao mostrados

na figura 8.25.

A ordem do sistema global n = 7 ¢ dada pelos valores singulares mais significativos. Os

resultados da identifica¢do sdo mostrados nas figuras 8.26 - 8.30.
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Figura 8.26 Comparacdo do diagrama de Bode e alocagdo de polos para método

MON4SIDC (identificagao muito ruido)

Do lado esquerdo da figura 8.26 pode-se observar que o modelo obtido pelo método

MONA4SIDC para baixas freqiiéncias ¢ bom, para altas freqiiéncias se afasta. O lado

direito da figura 8.26 mostra que o modelo obtido ¢ estavel.
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Figura 8.27 Comparacdo do diagrama de Bode e alocagdo de pdlos para método

N4SIDC (identificacdo muito ruido)

O modelo obtido pelo método N4SIDC ¢ instavel como mostra o lado direito da figura
8.27. O modelo obtido tenta caracterizar a dindmica do planta em baixas freqiiéncias,

para altas freqiiéncias se afasta.

saf- ] — h
05! * .

4  Pdlos estimados

Q + Pdlos Reais
_5|:| 'DE I _ahz
* ; .
E X N 02 04 05 08
10 10 10

w (rad/s)
Figura 8.28 Comparagao do diagrama de Bode e alocagao de pdlos para método ARXS

(identificagao muito ruido)

O modelo obtido pelo método ARXS ndo acompanha a dindmica do sistema em baixas
ou altas freqiiéncias. O modelo obtido ¢ instavel como mostra a figura 8.28.
Do lado esquerdo da figura 8.29 pode-se observar que o modelo obtido pelo método

PEM tenta acompanhar a dindmica da planta, porém para altas freqliéncias se afasta. O



dB

165

modelo obtido ¢ instavel, pois existe um polo que ndo esta dentro do circulo de raio

unitario, como mostra o lado direito da figura 8.29.
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Figura 8.29 Comparagao do diagrama de Bode e alocacdao de polos para método PEM

gt
Ant
ROt
-60

(identificagao muito ruido)

Al

0t
0t

ot

— MOESPC
---- Real

10

w (rad/s)

0.6}

0.4f

02}

0.2r

0.4t

- ,.,_*_‘,\
#+ Polos Reais *_
+  Polog estimados i

'I--*—l_"
PR
0.7 n.a [HR=] 1

Figura 8.30 Comparacdo do diagrama de Bode e alocagdo de polos para método

MOESPC (identificacdo muito ruido)

O modelo obtido pelo método MOESPC ¢ marginalmente estdvel como mostra o lado

direito da figura 8.30. O lado esquerdo desta figura mostra que o modelo obtido nao

caracteriza a dindmica da planta. Das figuras 8.26 a 8.30 se pode ver que o algoritmo

MONA4SIDC teve o melhor desempenho. Observa-se que os polos dados pelos

algoritmos PEM e ARXS saem do circulo de raio unitario.
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CAPITULO 9

CONCLUSOES E FUTURAS PESQUISAS

Neste trabalho se estudou o método de identificagdo por subespacos para sistemas

discretos invariantes no tempo, que trabalham em malha aberta e em malha fechada. Em

ambos casos foi feito um estudo tedrico dos métodos MOESP e N4SID.

A seguir, na secdo 9.1 se apresentam as conclusdes para sistemas em malha aberta, na

secdo 9.2 para sistemas em malha fechada e em 9.3 se apresentam as contribui¢des

desta tese e, por ultimo, na secdo 9.4, se enunciam possiveis pesquisas que poderiam ser

feitas no futuro.

9.1 Para sistemas em malha aberta

1.

A teoria da identificagdo por subespacos foi apresentada em detalhe com as
demonstragdes dos teoremas principais para cada caso: identificacdo
deterministica e combinagdo deterministica - estocéstica. Isto foi feito para o

método MOESP e método N4SID.

Com base no item 1 citado acima, observa-se que o método MOESP considera a

matriz de Hankel dos dados de entrada e saida da forma [U; U, Y, Y1 e para

o método N4SID a matriz de Hankel dos dados de entrada e saida da forma

T yiT vT yIqT
W, Uy ¥, Yr T

Tentar apresentar um novo método, mistura dos métodos MOESP e N4SID,
usando suas respectivas matrizes de Hankel, levaria a um maior esfor¢o
computacional e tempo de processamento. Neste trabalho se apresenta uma
alternativa ao problema citado na frase anterior, através do método MON4SID o

qual considera a matriz de Hankel dos dados de entrada e saida da forma
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[U; U, Y Y/]" (como no método MOESP), a partir da qual sdo computadas as

projecdes obliquas (como no método N4SID).

No método N4SID ¢ necessario computar duas projecdes obliquas para
recuperar as matrizes do sistema, portanto, ¢ necessario ter duas condigoes
iniciais, isto pode levar a problemas de polarizagdo. Para solucionar este
problema, no método proposto MON4SID se computa uma projecdo obliqua,
chamada aqui de seqiiéncia de estados totais, a qual tem uma sé condi¢do inicial.
Desta seqiiéncia sdo computadas as seqiiéncias de estados passados e de estados
futuros. As matrizes do sistema (4,B,C,D) sao computadas através do método de

minimos quadrados.

O numero de linhas i da matriz de Hankel dos dados de entrada e saida ¢ dado
pelo usuario e esta diretamente relacionado com o numero de dados coletados.
Idealmente, se os dados sdo infinitos, o sistema identificado simula muito bem o
sistema real, mas na pratica isso ndo acontece. Entdo, considerando diferentes

valores para i, ¢ possivel obter um melhor modelo.

Com o objetivo de comparar o desempenho dos algoritmos apresentados neste
trabalho, foram usados nove algoritmos em trés processos diferentes e para se
avaliar a qualidade dos modelos, aplicam-se indicadores de desempenho. Os
indicadores de desempenho mais usados sao média relativa do erro quadratico
(MRSE), médio da variancia relativa (MVAF) e o FIT. De acordo com FIT, os

modelos obtidos pelo método MON4SID tiveram um bom desempenho.

Querer fazer uma comparacdo das matrizes do sistema real com o sistema
simulado para o caso MIMO, ndo ¢ recomendavel, pois um mesmo sistema pode
ter muitas representagdes em espacos de estados, além disso, nem sempre o

melhor modelo simulado tem que ter a mesma ordem do modelo real.
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9.2 Para sistemas em malha fechada

1.

Tentar aplicar métodos de identificagdo em malha aberta para identificar
processos em malha fechada nao ¢ recomendado, pois os dados de entrada da

planta estdo correlacionados com os dados de saida.

Existem diversos métodos de identificagdo por subespagos aplicados a malha
fechada, estes métodos diferem uns dos outros pela configuragdo do sistema e
pela implementagao dos algoritmos. Como foi visto nos capitulos 6 ¢ 7, ¢
possivel fazer uma extensao dos métodos de identificagdo por subespagos para
malha fechada, a partir dos métodos para malha aberta. Por exemplo, para
aplicar o método N4SID para malha fechada ¢é necessario ter algum
conhecimento sobre o controlador. No caso do método MOESP ¢ necessario
conhecer a ordem do controlador, logo de um sistema global sdo obtidas as

matrizes da planta e do controlador através de uma redugdo de ordem.

A teoria da identificacdo por subespacos para sistemas operando em malha
fechada foi apresentada em detalhes com as demonstragdes dos teoremas

principais para o caso de MOESP e N4SID.

Para solucionar o problema citado no item 2, apresentou-se o método
MONA4SIDC, o qual usa o0 método MON4SID para identificar a planta de um
sistema operando em malha fechada e seus resultados sdo comprados com outros
algoritmos existentes na literatura: PEM, N4SIDC, ARXS e MOESPC. O
algoritmo proposto tem vantagem sobre o método N4SIDC no sentido que nao
precisa ter algum conhecimento do controlador e sobre o modelo MOESP, fazer

reducdo de ordem para computar a planta do sistema em malha fechada.

O sistema de uma planta experimental de laboratorio, que descreve dois pratos
circulares girados por um servomotor elétrico com um eixo flexivel ¢ muito
usado por diversos pesquisadores como: Verhaegen (1993), Overschee; De
Moor (1997), Huang, et al., (2004), Katayama (2005), entre outros. Este

exemplo ¢ usado neste trabalho para fazer a identificagdo de um sistema em
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malha fechada através do método proposto. Para este sistema, foram
considerados trés tipos de identificagdo: identificacdo puramente deterministica
(sistema sem ruido), identificagdo com pouco ruido (ruido com variancia 0,001)
e identificacdo com muito ruido (ruido com variancia 0,01). Para verificar o
desempenho dos algoritmos foi feita a comparagao do diagrama de Bode do
sistema real versus o modelo simulado e a alocacdo de polos do sistema real
versus o simulado. No caso do sistema puramente deterministico, considerando
ordem da planta do sistema n = 5, todos os modelos tiveram um o6timo
desempenho, exceto para o método N4SIDC. Isto ndo quer dizer que o modelo
seja ruim, pois pode acontecer que para outra ordem o modelo tenha um bom
desempenho (neste caso n = 9). No caso de pouco ruido, com ordem da planta »
=7, ndo tiveram bom desempenho os algoritmos ARXS e MOESPC, mas com n
=9 o método MOESPC teve melhor desempenho. Na identificagdo com muito
ruido, os métodos N4SIDC, ARXS e PEM apresentaram pdlos instaveis (fora do
circulo unitario). Para este caso particular, o método MON4SIDC apresentou um

bom desempenho em relacdo a planta do sistema real em malha fechada.

A desvantagem do método MON4SIDC ¢ que ndo estima diretamente a ordem
da planta, mas sim uma ordem do sistema global. A ordem da planta ¢ estimada

a partir do sistema simulado dos dados de entrada e saida da planta.

Contribuicoes deste trabalho

Os métodos MOESP e N4SID foram apresentados de forma didatica para os

diferentes tipos de identificacao.

Foram feitas demonstragdes dos diferentes teoremas, para os métodos de
identificagdo por subespagos para os métodos MOESP e N4SID. Cabe ressaltar
que alguns teoremas se encontram demonstrados nos artigos destes métodos de
forma rapida, no entanto, nesta tese, estes mesmos teoremas sdo demonstrados
de forma detalhada. Outros teoremas que somente sdo enunciados nos artigos
sem demonstracdo, foram aqui demonstrados, como por exemplo: o teorema
principal de identificacdo para malha fechada pelo método N4SIDC, teorema do
sistema global usado na identificacdo em malha fechada pelo método MOESPC,
etc.
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Apresentagdao dos métodos MON4SID (trés algoritmos) como mistura dos
métodos MOESP e N4SID para sistemas puramente deterministicos.

Apresentacdo dos métodos MON4SID (dois algoritmos) como mistura dos
métodos MOESP e N4SID para um sistema deterministico — estocastico.

Apresentacdo do modelo MON4SIDC como mistura do modelo MOESP e
N4SID para identificar a planta de um sistema operando em malha fechada.

Apresentagdo da implementagdo em Matlab 6.5 dos diferentes algoritmos
citados na tese.

Trabalhos futuros

Os algoritmos de identificagdo por subespagos descritos neste trabalho sdao do
tipo caixa preta, no sentido que nenhum conhecimento “a priori” do processo
pode ser incluido. Entretanto, na pratica, muitas caracteristicas do processo sao
freqiientemente conhecidas (integrador, estabilidade, ganho em regime
estacionario, etc). A possibilidade para incluir estes conhecimentos nos
algoritmos de identificagdo por sub-espacos realgaria extremamente seu valor

pratico.

A maioria dos sistemas tem um comportamento ndo linear, exceto em uma
determinada faixa de operagdo, onde pode ser considerado linear. Modelos
lineares aproximam sistemas ndo lineares ao redor de um ponto de operagdo. O
desempenho do modelo linear (isto ¢é, suas caracteristicas preditivas) ¢
deteriorado, caso se varie o ponto de operacdo do sistema. Para descrever
globalmente o comportamento do sistema deve-se recorrer a modelos nao
lineares. Seria muito interessante poder fazer um estudo de identificagdo de
sistemas usando-se o método de identificagdo por subespacos em malha aberta

para sistemas ndo lineares.

Estudar a identificagdo por subespacos em malha fechada com os métodos de

identificagdo usados para sistemas ndo lineares.
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APENDICE A

INTRODUCAO A ESPACOS VETORIAIS

O objetivo deste capitulo ndo ¢ se aprofundar em conceitos matematicos de analise
funcional, demonstragdes de teoremas etc, mas sim, apresentar 0s conceitos

fundamentais necessarios para poder entender os capitulos desta tese.

Neste capitulo define-se o seguinte: dado um conjunto F quaisquer que satisfaca certas
propriedades de adicdo e produto, entdo o conjunto F' ¢ um corpo. Dado um conjunto de
vetores V' que satisfaca oito propriedades sobre um corpo F, entdo V ¢ chamado de
espaco vetorial. Sendo ¥ um espago vetorial, pode-se perguntar que conjunto gera o
espago V; suponha que seja B tal conjunto (B subconjunto de V'), entdo o conjunto B,
cujos elementos sdo linearmente independentes, chama-se de base do espago vetorial V.

Além disso, seja n o nimero de elementos da base, entdo a dimensdo de V ¢ n. Se no

espaco vetorial J define-se uma norma ||

, entdo V' ¢ chamado de espago vetorial

normado. Isto permite calcular a magnitude de um vetor. Dados os elementos do espago
vetorial normado, deseja-se saber se estes elementos sdo ortogonais, entdo € preciso

definir a fungdo produto interno denotada por (e,e). Assim, dois elementos do espago

vetorial sdo ortogonais se seu produto interno € igual a zero. Sejam Agora dois espagos
vetoriais V' e W define-se transformagdo linear a aplicagdo 7T que leva vetores de Va W
via 7. Se T est4 definido de V' em V, entdo 7 ¢ chamado de operador (exemplos: matriz,
derivada, projecdes ortogonais, proje¢des obliquas etc). Todos estes conceitos sdo

apresentados a seguir.

A.1 Corpo
Definicio A.1.1 Um Corpo consiste em um conjunto F de elementos chamados
escalares e duas operagdes chamadas adi¢cdo e multiplicacdo definidas sobre F que

satisfazem as seguintes propriedades.
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Adicao ou soma
+:FxF —> F
(a,B) > +(o,p)=a+P

A todo par de escalares o e em F corresponde um escalar ¢ + f em F chamado
soma de a e f tal que:

Cl a+p=pf+a

C2(a+P)+y=a+(f+y)

C.3 Existe um elemento neutro denotado por 0, tal que a+0=0

C.4 Existe um Unico elemento f=-a €Ftalque a+ =0

Produto
o:FxF—> F
(o) > o(a,p) = off
Para quaisquer escalares a e f € F corresponde um escalar af3 € F chamado produto de
a e f tal que:
CS5 aff =fa

C.6 (af)y =a(fy)
C.7 Existe um elemento nao nulo 1 tal que: lo =«
C8 a(f+y)=af+ay

Paratodo ye F.

Exemplo A.1.1 Considere o conjunto de niimeros reais R ou o conjunto dos numeros
complexos, isto ¢ Xseja F=R (ou F=¥) com as definicdes usuais de soma e

produto, entdo R (ou X ) & um corpo.

A.1.2 Espaco Vetorial

Defini¢ao A.1.2 Um Espaco Vetorial ou espago linear ou espago vetorial linear sobre
um corpo F consiste em um conjunto nao vazio, V, de elementos chamados vetores e de
duas operagdes chamadas adicdo vetorial e multiplicagdo por um escalar, definidas

sobre Ve F', conforme indicado a seguir:



Adicao vetorial Multiplicacido por um escalar
V.vxV — V ViFxV—> V
v, Wy V(y,w)=v+w (o,v)> V(a,v)=av

Sevw eV, entdiov+w eV

SevelVe a eF,entio avelV

O conjunto ¥ € um espago vetorial sobre F se satisfaz os seguintes axiomas:

V.1
V.2

V3

V4
V.5
V.6
V.7
V.8

vtw=wty
vtwtu)=w+w)+u

Existe um elemento 0 € V,tal que v + 0=0+v= Vv,

Para cada ve V, existe um elemento -v e Vtalque v+ (-v)=(-v)+v=0
a(B)v = (ap)v
a(v+w)=av+aw
(a+Byv=av+pv
lv=v

Paratodov,weueV; o, eF.
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Um espaco vetorial V' sobre um corpo F sera denotado por (7, F) ou simplesmente por

V, sempre que possivel.

Exemplo A.1.2 O espago (‘R", R) é um espago vetorial sobre R, com a adi¢do de

vetores e a multiplicacdo por escalar definida como:

(X5 X5 X3500005 X, ) H (V15 Vas Viperens V) = (xl T VX V0, X5 F Vaseenns X, +yn) €

ou(x), Xy, X5,....X, ) = (0L X, AL X,,0 X;,....,00 X,) onde a,x,ey, €R.

onde v=(X,,X,,X3,.c...X,) € W=(1}, V5, V35eers V,) € R" .

Exemplo A.1.3 Seja o espago de matrizes M, ,, que esta formado pelo conjunto de

todas as matrizes mxn sobre um corpo arbitrario F. Entdo M, ,¢é um espago vetorial

sobre F' em relagcdo as operacgdes usuais de adicdo de vetores e multiplicagdo por um

escalar.

Observe que os exemplos A.1.2 e A.1.3 sdo espagos vetoriais, pois satisfazem as oito
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propriedades desde V1 até V8.

A.1.3 Subespaco Vetorial
Defini¢ao A.1.3 Seja (V, F') e Wum subconjunto de V' (W )).

W é um Subespaco vetorial de V, se W ¢ ele proprio um espago vetorial sobre F' em

relacdo a adi¢do de vetores e a multiplicagdo por escalar em V.

O seguinte teorema e corolario gera um critério simples para identificar subespagos.

Teorema A.1.1: Um subconjunto /¥ ndo vazio, de um espago vetorial /¢ um subespago
vetorial de V se estiverem satisfeitas as seguintes condicdes.
1) Paratodouew e W = utweW

il) Paratodo ace F eu elW = ouel.

Corolario A.1.1 se V' ¢ um espago vetorial e Wc V, entdo W ¢é subespago vetorial de
s¢ ¢ somente se:
1) 0eW (ouW=0) e

1) ou + Pt € W paratodo u,t e We o, eF

Observacio A.1.1
Todo espaco vetorial /" admite pelo menos dois subespagos vetoriais: o subespaco nulo
e o proprio espaco vetorial V. Estes subespacgos sdo chamados de subespagos triviais. Os

demais subespagos, se existirem, sdo chamados subespagos proprios.

Exemplo A.1.4 Considere o sistema homogéneo AX =0, onde 4e R e X eR’.
Seja G = {X' =[x, x,x,] , x,x,ex,eR} o conjunto de todas as solugdes

homogéneas. Entdo G é um subespago vetorial de ).

Exemplo A.1.5 O conjunto R*, ndo ¢ um subespago de R>, pois R’nio é um

subconjunto de R’ .
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Exemplo A.1.6 Seja V=M, o espaco de matrizes mxn. Entdo o subconjunto ¥, de

matrizes triangulares (superior) e o subconjunto W, de matrizes simétricas sao

subespacos de ¥V, pois ndo sdo-vazios e sdo fechados em relacdo a adicdo matricial e a

multiplicag@o por escalar.

A.1.4 Combinacao Linear
Defini¢do A.1.4 Sejam {v,,v,,..,v,} vetores em um espaco vetorial V. Diz-se que um
vetor ve V' é combinagdo linear de v,,v,,..,v, se existem escalares a,,a,,0;,..,0., €F

tal que

n
V=0V OV, OV, = DO

i=1

Exemplo A.1.6 Considere os seguintes vetores de R*, v, =(3,1) e v, =(2,0). Entio
v=(1,2) € R*¢é uma combinagio linear dev,e v,.
com efeito:
v=0o,3,1)+0,(2,0) =(0,3+a,2,0,1+,0) mas v=(1,2)
1,2)=(¢3+a,2, 1) do qual se obtém a=-1 ¢ a,=2

Assim v = (— l)v1 +2v, entdo v € uma combinacgdo linear dev,e v, .

P
(v

Figura A1 Vetor v em combinacio linear de v,e v, .

A.1.5 Soma e Soma Direta

Sejam U e W subespagos de V. Entdo S= U + W ¢ o conjunto de todos os vetores u + w

taisque uelUe wel.

Teorema A.1.2 A soma S de dois subespagos vetoriais U e W de V' é um subespago
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vetorial. A interseccao U W ¢ também um subespago de V.

Exemplo A.1.7 Sejam U = {(a,b,0); a,beR} e W= {(0,0,c); ceR}.Entdo
S=U+W ={(a,b,c); a,beceR=R".
Sejam U e W subespagos de V. Diz-se que V' € a soma direta de U e W e representa-se
por :
rI=Uew
se V=U+W e UW ={0}.

Exemplo A.1.8 Sejam U = {(a,0,b,0); a,be R} e W= {(0,c,0,d); c,d €R}.Entao
S=U+W ={(a,b,c,d); a,b,cedell=R"e UNW ={0,0,0,0)} ={0}, logo
S=UOW.

Foi visto que a soma de dois espagos vetoriais ¢ outro espaco vetorial, isto € gera outro

espaco vetorial. Uma definicdo mais formal ¢ dada a seguir.

2.4 Subespacos gerados
Seja V' um espago vetorial e 4A={v,,v,,..,v,} <V com A#¢. O conjunto S de todos os

vetores de V' que sejam combinagdes lineares dos vetores de 4 € um subespaco vetorial

de V. Entdo o conjunto 4 gera S (S = ger(A4)).

Observacao 1.2

1) Os vetores v,,v,,..,v, sd0 os geradores do espago S. S = ger(4)
1) Span (S) ={ov, +a,v, +...+a,v taisque o, < F}

1i1) 4 € o conjunto gerador

Exemplo A.1.9 Seja o espago vetorial V =R’e A= v, v,,v5,v,} <V, onde v, =(LL]),
v, =(1,1,0), v; =(1,0,0), v, =(0,0,2) . Qual € o espaco gerado pelos vetores de 4?
Solugdo: seja v =(x, y,z) um elemento dos S = ger(4), entdo:

V=04V, 0LV, + 0LV oLV,

v=(x,,2)=(30,,20,,0,,20,)
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Sea,=aeR = a,=z-2a; o,=y—z+2aeoa,=x-y
= v=(2,9,2)=(2=2a)v, +(y =z +2a)v, +(x = y)v; +av,

Logo os vetores {v,,v,,v,,v,} geram V=S=R>.

Observa-se no exemplo A.1.9 que com quatro vetores se gera R°, mas se
A={e,e,,e;}, onde e parai=1,2,3 sdo os vetores candnicos, também geram R’ . Entdo

como caracterizar um conjunto de vetores que geram um espago vetorial?. Para
responder esta pergunta ¢ preciso definir quando dois vetores sdo linearmente

independentes (LI).

A.1.7 Dependéncia e independéncia linear
Defini¢do A.1.5 Um conjunto de vetores {v,,v,,..,v,} de um espago (V,F) ¢ chamado

linearmente dependente sobre o corpo F se e somente se existirem escalares

a,,a,,0;,....,0, € F'nio todos nulos tais que:

n
DoV, = Ay +ayv, ety =0 (A1)
i=1

Caso contrario, o conjunto de vetores {v,v,,.,v,}¢é chamado linearmente

independente em (V,F).
Exemplo A.1.10 Seja V =R* e v, =(1,2), v, =(0,1), entdo {v,,v,} éLL

Teorema 1.2 As linhas ndo-nulas de uma matriz em forma escalonada sao linearmente

independentes. [LIPSCHUTZ, 2004].

A seguir caracterizam-se os conjuntos geradores, cujos vetores sdo LI. Formam uma
base do espago vetorial. O nimero de elementos do conjunto da a dimensao do espaco

vetorial.

A.1.8 Base e dimensao

Definicdo A.1.6 Um conjunto B = {v,,v,,..,v,} <V € uma base do espago vetorial V se:
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1) B¢ LI i1) B gera V < ger(B)=V.

Exemplo A.1.11 O conjunto B ={e,e,} — R’ é uma base do espaco vetorial R*, onde

e, =(1,0) e e, =(0,1), pois B é L1 e B gera R*. B é chamada base canonica.

Diz-se que um espaco vetorial V' tem dimensao finita » ou que ¢ n-dimensional e se

escreve dim V= n.

Teorema A.1.3 Se o conjunto B ={v,,v,,..,v,} ¢ uma base de um espago vetorial n-

dimensional entdo todo vetor x € V' pode ser escrito de uma tinica maneira na forma:
n
x= ZOLZ. v, a, €N
i=1

Os a, sdo as componentes de x com respeito a base B.

Prova
A prova sera feita por contradi¢do. Suponha que exista uma outra combinagdo linear

dos vetores da base tal que:

n
X = z Bv,
i1

Entdo pode-se escrever:
Z(Bz —o,)v, =0
i=1

Como os vetores de uma base sao LI isto implica que S =¢,.

Teorema A.1.4 Se J um espaco vetorial de dimensao finita, entdo toda base de V' tem o

mesmo numero de elementos [LIPSCHUTZ, 2004].

Este teorema diz que a escolha de base num espaco vetorial ndo ¢ tnica, mas o numero

de elementos de cada uma das bases ¢ sempre 0 mesmo.

Até agora se mostra que € possivel representar cada vetor de um espago vetorial V', por

meio de uma €nupla, desde que se tenham escolhido uma base B de V. Ocorre entdo a
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pergunta: como se modifica esta representagao do vetor, caso seja expressado em outra

base (pois V' tem varias bases). O seguinte enunciado aclara essa davida.

Escolha duas bases B ={v,,v,,...v,} W={w,w,,...,w, } de V. Como B ¢ uma base, cada
vetor em W pode ser escrito de maneira Unica (Teorema A.1.3) como combinagdo linear
dos elementos de B:
W, =¢V, +CVy et €V
Wy =CyVy +CpyVy F vt Cy, V

C Gy Cu
p= Cr Cpn Co
cln cZn s cnn

P ¢é chamada matriz de mudanca de base (ou matriz de Transi¢ao) da velha base B para

a nova base . Como B é LI entdo a matriz P ¢ invertivel. De fato, sua inversaP ™' é a

matriz de transi¢ao da base W de volta a base B.

Seja B={v,,v,,..,v,} uma base de um espago vetorial } sobre um corpo F e suponha
que P= (pij.) seja uma matriz arbitraria ndo singular sobre F. Entdo os n vetores

W, =p.V,+ pyVy +e.+ pv, paratodo i=12,..,n

sdo LI e assim formam outra base W de V.

Exemplo A.1.12 Considere um espago vetorial ' no qual se define o sistema:

x,,,= Ax, + Bu, (A.1.2)
vi= Cx, + Du, (A.1.3)

Seja uma base B = {x,,x,,..,x,} (dos vetores de estado) do espago V.
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Define-se um novo vetor de estado

x(k) = Px(k) (A.1.4)
onde P ¢ uma matriz ndo singular (isto €, existe a inversa de P) .
Substituindo-se (A.1.4) nas equagdes (A.1.3) e (A.1.4) se obtém:

Px(k +1)= APx(k) + Bu(k) (A.1.5)

y(k) = CPx(k)+ Du(k)
Multiplicando-se ambos lados da equagio (A.1.5) por P, se obtém
2k +1)= P APx(k) + P"'Bu(k)

Definindo-se P'4P=A4 ,P'B=B , CcP=C e D=D
se obtém um novo sistema:

2k +1) = A%(k) + Bu(k) (A.1.6)

y(k) = Ci(k) + Du(k)

Na nova base W={x,,%,,...,X, }.

Os dois sistemas sao equivalentes e os vetores de estado x(k) e x(k) estdo relacionados

pela matriz P. Dado que a matriz P seja qualquer matriz nao singular, entdo existe uma

quantidade infinita de espaco de estado.

Defini¢ao A.1.7 A dimensao de um espago vetorial /" ndo nulo é o nimero de vetores

de uma base para B. Denota-se por: dim(V).
Se B nao possui base, dim(}V) = 0.

Exemplo A.1.13 Seja a matriz 4

mxn 2

entdo dim(A4)=mxn

Observacao A.1.2 Seja V" um espaco vetorial de dim(¥?) =n. Se S < V' € um subespaco

de V, entdo dim(S) < n. Se dim(S) = n, entdo S=V.

Teorema A.1.5 Sejam U e W subespagos de dimensao finita de um espaco vetorial V.

Entdo U + W tem dimensdo finita e
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dim(U + W) = dim U + dim W — dim (U W)

A.1.9 Espaco linha e espaco coluna de uma matriz

Seja A uma matriz arbitraria m xn sobre um corpo F (F=R).

a, a4 a,
A= a, Qy a,,
aml amZ amn

As linhas de A4,
R = (all’aIZ""’aln )"""Rm = (aml’am2""’amn)
podem ser encaradas como vetores em ‘R"e, dai, geram um subespaco de R"”, chamado

espaco linha de A. Isto ¢
esplin A=ger( R, R,,...,R )
Analogamente, as colunas de 4 podem ser encaradas como vetores em R" e, dai, geram

um subespago de R” chamado espacgo coluna de A, denotado espcol 4.

Alternativamente, espcol A= esplin A" .

Teorema A.1.6 Toda matriz ¢ equivalente por linhas a uma Unica matriz em forma

canodnica reduzida por linhas. A prova pode ser vista em [LIPSCHUTZ, 2004].

Estamos familiarizados com fungdes ordinarias, tais como a fun¢do f definida pela
equacdo f{x) = x°. Essa fungdo transforma um niimero real em outro nimero real, no
caso, no seu quadrado. Por exemplo, o nimero 2 ¢ transformado em 4, isto ¢, f(2) = 4.

Enunciam-se agora fungdes que transformam vetores em vetores. Se 4 € uma matriz m x
n, entdo a equacao 7(x) = Ax define uma fung¢do 7, que transforma um vetor x em R "em

um vetor Ax, em R" . Assim, 7 é uma fungdo de R "para R".

A.1.10 Aplicacdes lineares

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo F. Uma aplicagdo T:V—>W ¢é
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chamada de aplicagdo linear (ou transformagdo linear ou homomorfismos de espacgos
vetoriais) e se verifica que:

T(oyvi+ ayvo)= a, Tv)+a, T(v2) (A.1.7)

para quaisquer v; € v, em V e quaisquer escalares o, e «, em F.

A equacdo (A.1.7) mostra que uma transformacao linear satisfaz o principio da
superposi¢ao.
Sendo 7 uma fungdo, cada vetor vel tem um s6 vetor imagem weW , que sera

indicado por w="Tv.

Exemplo A.1.14 T:R* — R’ definida por T(x,y) = (3x,—2y,x — ) é uma transformagio

linear.

Observagdes A.1.3

1) Se 7(0) # 0, T ndo ¢ linear.

i1) Quando em 7: V' — W, V' = W, entdo a transformacao linear ¢ chamada de Operador

Linear.

ii1) Uma matriz 4,,,, sempre determina uma transformagao linear 7: R" — R” onde
T(v) = Av.

1v) Seja uma transformacdo linear 7: V' — W seja B={v,,v,,..,v, } uma base de V. Entdo

paratodo veV se pode expressar v=ao,v, +a,v, +..+ 0,V , assim sua imagem ¢

n n?’

Twv)=T(a, v, +o,v, +.+a,v,)=0,T(v)+o,T(v,)+..+a,T(v,)

Se T(v,),T(v,),..,T(v,) sdo conhecidas, entdo sempre ¢ possivel obter a imagem de

().

A.1.11 Nucleo de uma transformacao linear

Definicdo A.1.7 Chama-se de nucleo de uma transformagdo linear 7: V — W, ao
conjunto de todos os vetores v €} tal que T(v) = 0.
Indica-se esse conjunto por

N(T)=ker(T)={veV; T(v)=0}
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Exemplo A.1.15
Seja a transformagdo linear T : R> — R’ tal que T(x,y,z) =(x—y+4z3x+y+8z2).
O nucleo

N(T)={(x,y,2) e R’; T(x,y,2)=(0,0)} & (x—y+4z,3x+ y+82)=(0,0)
Resolvendo, para z=a, obtem-se x=-3a ¢ y=a.

Assim N(T)={a(-3,1,1); a € R} ; o vetor (-3,1,1) gera o espago N(7).

A.1.12 Imagem de uma transformagao linear
Definicio A.1.8 Chama-se de imagem de uma transformagao 7: ' — W, ao conjunto de
vetores w e W que sdo imagens de pelo menos um vetor v € V. Indica-se este conjunto
por Im(7), ou seja

Im (7)={w € W; T(v) = w, para algum v € V'}.

Im (7) < W & um subconjunto, um subespaco.

O seguinte teorema relaciona a nog¢ao de dimensao com a de aplicagdo linear 72V — W.

No caso de V ter dimensao finita, subsiste a seguinte relacdo fundamental.

Teorema A.1.5 Seja V' de dimensdo finita e 7: '— W uma aplicacdo linear. Entao:

dim(V") =dim(ker (T")) + dim(Im (7))

Exemplo A.1.16 Seja 7:R° — R’ tal que T(x,y,z) =(x,1,0). Entio a Im(T)=R" e

ker(T) =R, assim 3=dim(R*) =1+2.

Observacgao A.1.4 Seja 7: V— W uma aplicagdo linear. Define-se o posto de 7' como a

dimensdo de sua imagem e nulidade de 7" como a dimensdo de seu ntcleo. Assim, pelo
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teorema A.1.5 tem-se que:

posto 7'+ nulidade 7= dim V'
O posto de uma matriz foi definido como a dimensdo de seu espago coluna e espago
linha. Note também que, encarando a matriz 4 como uma aplicacdo linear, entdo ambas

as defini¢des se correspondem, pois a imagem de A4 € precisamente seu posto coluna.

Exemplo A.1.17
Considere um sistema de m equacdes lineares com n incdgnitas sobre um corpo F:
€V, +C,Vy +eat, v, =b,
€V, +CpVy +.eatc,, vV, =b,
wmVn = Oy
que ¢ equivalente a equagao matricial
Av=">b

onde 4=(c;)¢ a matriz de coeficientes e v = (v;) ¢ b = (b;) séo os vetores coluna das

incognitas e das constantes, respectivamente. Ora, a matriz 4 pode ser encarada como
uma aplicacdo linear

A: R" > R"
Assim, a solucdo da equagdo 4v=b pode ser vista como a pré-imagem de be R"” sobre a
aplicacdo linear 4: R" — R". Além disso, a solu¢do da equacdo homogénea associada

Av=0 pode ser vista como o nucleo da aplicagdo linear 4.

O Teorema A.1.5 sobre aplicagdes lineares gera a seguinte relacao:
dim(ker A)=dim R" — dim(Im 4) = n —posto A

Mas n € precisamente o numero de incdgnitas no sistema homogéneo 4v=0.

A.1.13 Distancia, Norma e Produto Interno em um espacgo vetorial

Para poder realizar operagdes algébricas em espagos vetoriais ¢ necessaria uma medida
(métrica), mas isto ocorre da de forma natural quando se define uma norma, da qual se
obtém um produto interno. Com estas definicdes se pode tratar topicos conhecidos em

R, como limite, derivada, integral, proje¢des etc. Cabe aclarar que um espago vetorial
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V' pode ter varias métricas e normas e se pode definir diferentes produtos internos.

A.1.13.1 Métrica
Seja ¥ um conjunto arbitrario, chama-se espaco métrico a um par (V, d), quando existe
uma funcdo d : VxV — R que obedece as propriedades:

d.1 d(x,y) >0 eigual a zero se ¢ somente se x = y.
d.2 d(x,y)=d(y,x)

d.3 d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) para qualquer x, y e z € V' (desigualdade do tridngulo)

Exemplo A.1.18 Seja o espaco (R”,d ), define-se a métrica usual:

A1 V1o ) =0 = 317+ (6, = 12)7 o (5, = 2,)°

Introduzindo a idéia de origem (fazendo y=0) e fazendo a métrica ter um
comprimento definido, independente de x, define-se a seguir, norma ou comprimento de

um vetor x € V representado por ||x|| .

A.1.13.2 Norma

Chama-se espago normado a um par (¥, || ||), onde V' € um espago vetorial sobre um

corpo F (R ou N)e | [:¥ >R ¢ uma fungdo que verifica as seguintes condigdes,
N.1 |x| =0 se e somente se x =0,

N2 x| =[]

N3 ety < o]+ ]

parax,y € Ve A umescalar (A€ F):

A funcao || || chama-se de norma.Todo espaco normado ¢ em particular um espago
métrico, com a métrica d(x,y) = ||x - y|| . Neste caso a norma ¢ recuperada da métrica d

através de ||x|| =d(x,0). Mas nem toda métrica em um espaco vetorial ¢ definida por

uma norma.
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Exemplo A.1.19 Para 1< p <o, 0 espago /, consiste no conjunto das sucessdes

x =(x,...,x,) tais que

SR

@xﬂ <o

1
A norma de um elemento de x e/, ¢ ||x||p = (i|xi|pjp .
i=1

A prova poder ser vista em [BACHMAN; NARICE, 2000].

Exemplo A.1.20 Seja Ae R™. A definicdo da norma de uma matriz pode ser
compativel com a norma de um vetor. A norma mais popular de uma matriz ¢ a norma

de Frobenius, dada por:

A.1.13.3 Espacos com produto interno
Suponha que V seja um espacgo vetorial real ou complexo sobre um campo F (R ou N).
Um produto interno em V ¢ uma aplicagao

G):VxV > F
<x,y > (x,))

onde (x,y) denota o produto interno dos dois vetores e <x,y> representa somente a

ordem dos vetores em VxV. Esta aplicagdo ¢ um produto interno se satisfaz:
p-1 (x,y)=(x,») ; X,y €V, onde a barra denota o complexo conjugado
p2 (ax+PBy,z)=a(x,2)+P(y,2) ; a,feF e XxyzeV

p.3 (x,x)>0paratodoxe V e (x,x)=0<x=0

Os espacos com produto interno sdo chamados de espacos pré-Hilbert.
Se V é um espaco de Banach (vide [BACHMAN; NARICE, 2000]) que satisfaz as

propriedades de produto interno, entdo V ¢ um espago de Hilbert.
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Por p.3 (x.x) € ndo negativo e entdo sua raiz quadrada positiva existe. Utiliza-se a

notacao ||x|| =,/(x,x) ou em forma equivalente
||x||2 =(x,x)=x"x (A.1.8)
Se ||x|| =1, entdo x é chamado vetor unitario e se diz normalizado.

Dois vetores de um espaco vetorial ' sdo ortogonais, se (x,y)=0.

(x,)

[l 11

O angulo O entre dois vetores x e y ¢ definido porcos 0 =

para 0<0<m

A.1.13.4 Conjunto ortogonal de vetores

Seja ¥ um espago vetorial ¢ B ={v,,v,,..,v,} <V ¢é ortogonal se dois vetores quaisquer,

distintos sdo ortogonais, isto € (v,,v;) =0 para i # j.

Teorema A.1.6 Um conjunto ortogonal de vetores 4 = {v,,v,,..,v,} ndo nulos ¢ LI.

A.1.13.5 Base Ortogonal e Base Ortonormal

Diz-se que uma base B ={v,,v,,..,v,} de V € ortogonal se o conjunto de vetores ¢ um

conjunto ortogonal.

Diz-se que uma base B ={v,,v,,..,v,} de V ¢ ortonormal se B ¢ uma base ortogonal e
todos seus vetores sao unitarios.

Seja B uma base de V, entdo existe uma base ortogonal B para V, isto ¢ possivel

mediante o processo de ortogonaliza¢do de Gram — Schmidt.

A.1.14 Complementos ortogonais
Seja W c V, V' é um espago vetorial com produto interno, o complemento ortogonal de
W, denotado por W~ consiste dos vetores em V que sdo ortogonais a todo vetor we W:

Wt={veV: (v,w)=0 para todo we W }.
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velV

€

Figura A.2 Espacos complementares, observa-se que ve W ™.

E facil mostrar que W é um subespaco de V.

No exemplo A.1.17 se b=0 entdo Av=0, assim W ¢ o conjunto solu¢do formado pelos
vetores v. Mas pode-se dar outra interpretagdo a W, aplicando-se a nogdo de
ortogonalidade. Especialmente cada vetor solugcdo v ¢ ortogonal a cada linha de 4 e,

consequentemente, /¥ é complemento ortogonal do espaco linha de 4.

Teorema A.1.7 Seja W um subespaco de V. entdo V é soma direta de We W™, isto é

V=Waew".

A.1.15 Matrizes Ortogonais
As matrizes com o mesmo numero de linhas e colunas sdo chamadas de matrizes
quadradas. Umas das propriedades destas matrizes ¢ a comutatividade 4B=BA. Se

A=(a;) e B=(b;) sdo matrizes quadradas de ordem n, a diagonal (ou diagonal
principal) de 4 consiste nos elementos «,,,a,,,..,a,, . O trago de 4 (trace 4) ¢ a soma dos
elementos das diagonais. As poténcias de 4 sdo definidas como: 4> = A4, ...,

A"™"'=4"4 e A° =1, onde I é a matriz identidade. A matriz quadrada 4 ¢ invertivel (ou

ndo singular) se existe uma matriz B tal que AB=BA=I, tal matriz B ¢ inica e ¢ chamada
de inversa de 4, e se denota por 4~ . Também se o determinante de 4 ¢’ diferente de
zero entdo a matriz 4 ¢ invertivel. Se 4,,4,,.., 4, sdo invertiveis, entdo seu produto &
invertivel e (4,,4,,.,4,)" =4,'4,", .. 4. Se A é uma matriz quadrada com a

propriedade A" = A, entdo 4 é simétrica e A é anti-simetricase A" =—A.

Uma matriz real 4 é ortogonal se AA" = A" A= 1. Note que uma matriz ortogonal 4 é
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necessariamente quadrada e invertivel, com inversa 4™ = 4.

Teorema A.1.8 Seja 4 uma matriz quadrada. Entdo as seguintes afirmagdes sao
equivalentes: a) 4 ¢ ortogonal, isto é, A" = A”'; b) as linhas de 4 formam um conjunto

ortonormal; ¢) as colunas de 4 formam um conjunto ortonormal.

O teorema ¢ valido para o produto interno usual em R ". Nao ¢ valido se atribuimos

outro produto interno em R " .

Viérios problemas algébricos envolvendo matrizes podem ser resolvidos deixando-as em
alguma forma especial (diagonal, triangular, entre outras); isto € possivel através de
uma seqiiéncia de transformacdes ortogonais elementares. Por exemplo, para solucionar
um problema linear AX=B uma forma de atacar este problema ¢ pelo método de
eliminagdo gaussiana, este método ¢ equivalente a fatorar a matriz 4 em produto LU,
onde L ¢ uma matriz triangular inferior ¢ U ¢ uma matriz triangular superior, a partir de
dai podemos calcular o determinante de 4 e sua inversa 4~ =U'L™". Este método é
aplicado quando a matriz 4 ¢ quadrada, mas se 4 ¢ uma matriz mxn existem outras
formas de solucionar este problema pelo método de Cholesky, Fatoragdo QR mediante
Householder, decomposicao em valores singulares. Quando o posto de 4 ¢ menor que 7,
o sistema ¢ indeterminado. Nestes casos se diz que 4 ¢ de posto deficiente. Sabe-se que
tal problema ndo tem solu¢do Unica e habitualmente se exige a condicdo de norma
minima.

O algoritmo completamente estdvel para estes casos ¢ a decomposi¢do dos valores
singulares (DVS). Uma alternativa ¢ a fatoracao OR, que ¢ estavel quase sempre, a qual
pode ser calculada no Matlab pelo comando [Q R]=qr (4,0) ¢ a solugdo do problema
inicial ¢ X=R\(Q'*B).

A.1.16 Fatoracao QR

Para considerar a decomposicdo QR, ¢ necessaria a transformacgado de Househlder.

Lema A.1.1 Considere dois vetores x#y € R" com ||x|| =|| y|| Entdo existe um vetor
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u € R" tal que
y=1—2u"x, | =1 (A.1.9a)

O vetor u ¢ unicamente definido por

u=+>"7 (A.1.9b)
x>
X
Span{u}
/ [
\ Span{u}*
Px=y

Figura A.3 Transformacao de Householder

Prova
Se x#y entdo x—y#0 assim ||x—y|| # 0. Defina-se um vetor u = i”x—y” o qual
X=y
existe e € R", com norma
||u||= X—yi_ ||x—y|| ~1.
[e=AAl el

Agora prova-se que o vetor u satisfaz a condi¢do y = (] - 2uur)x
Observe que

(= 2uu” v = x—2uu”x (A1.10)

Substituindo-se a equagdo (A.1.9b) em (1.10)
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T
(I—ZMMT)X:x—2uuTx:x—2i(x_y).(i(x_y)J X
=y U -]

(I—?.uuT)xx—{(x”y)(x”zyf] x (A.L11)
x—y

Se (x,y)=(y,x) entdo x" y = y"x e pela equagdo (A.1.8) aplicada em (A.1.11)

(I—2uuT)X:x—2 (r=y)a—y) x:x_z(x—y)(xTx—yTx)
=5 (x=») (x—)

(I—2uuT)x:x—2 (¥ =)' x—y'x) _x_z(x—y)(xTx—yTx)

=x—x+
x'x—x"y—-y'x+y"y 2(x"x—y"x) 4

(I—2uuT)x:y

Por ultimo, prova-se a unicidade de u. Para isso supor que exista outro vetor v em R”
que também satisfaca o Lema 1.1 com ||v|| =1.

Entdo o vetor y pode ser achado mediante o vetor u e o vetor v:

y=0-2uu")x=-2w")x entdo x —2uu'x=x-2w'x = u(u'x)=v(v'x), Vx

Como x ¢ arbitrario entdo seja x = u ( ou x = v) entdo

u u)=v(v'u) = u||u|| =v(v'u)  mas ||u|| =1

u=v(vu) = + almP A b
o=l =

(v'u) assim

+1=1v"u mas usando o fato que ||u||2 =1"=1

i”u”z:vTu = Twu)=Wu) = FTu=v.

Portanto u € tnico.

A matriz P= (I —2uuT) do Lema 1.1 é chamada da transformacdao de Householder, a
qual € simétrica e satisfaz

P =(-2uu"Y =1-4uu" +du@'uyu’ =1 = P*=PP=1
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Entdo a matriz P ¢ simétrica (P=P") e P°=PP=PP' =] = P'=P=P", isto
implica que P ¢ uma transformagdo ortogonal e se pode interpretar como um operador

que faz Px=y ou Py=x.

Apresenta-se a seguir, uma idéia para depois encontrar a matriz QR. Seja o vetor a

€ M". O problema ¢ transformar o vetor a para o vetor b (b € R", b é construido),

com as restrigdes ||a|| = ||b , isto é:

Dado
a b,
a, 0.

a= transformar a para o vetor b = isto¢ (Pa=b), ||a|| = ||b|| =|b1|
a 0

Como Jo] =

, se tem ||a|| = |b1| entdo b, = i”a”.

Assim define-se

||2?||2 =(d@,d)=(a,—b) +a;+..+a. =a’ —2ab +b} +a; +...+a

|@]” = (-2ab, + b)) +al + a2 +..+ a? =-2ab, + b} + || =-2ab, +b? +b}

|a@|” = 2b,(b, —a,)=—2b"a (A.1.12)
Observe que se o sinal de b, ¢ igual ao sinal de a,, entdo existe a possibilidade que
|al —b1|tenha valor pequeno. Esta dificuldade pode ser solucionada escolhendo-se o

sinal de b, oposta a a,.

Da mesma forma que no Lema 1.1 define-se o operador
2a a’

=1 -
[l

Substituindo-se (A.1.12) na equagdo (A.1.13) se obtém

P (A.1.13)
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~ ~T ~ ~T ~ ~T

2a a 2a a aa aa
I+ =1+——

P=l-ol =1-220 aa
] |a] |a’ b'a ba,

(A.1.14)

Agora aplica-se o operador P ao vetor a para obter o vetor b, mas antes observe que se
||a|| = |b1| ¢ facil notar que a'a= ||a||2 =b (pois |b1| =4/b’), entdo a’'a=b. E da
definigdo de a € b se obtém b'a =bha, .

Pa [1_} _, la=b)a=b)" _  (a=b)a'a=b'a)_ _(a=b)b; ~ba)
14 b(a,—b,) b,(a,—b,) b,(a,—b,)

a— (a—b)b(b —a)
b(a,—b)

Pa =

=a—a+b=>b (A.1.15)

Pa=5b.

Portanto conhecendo @ =a—b e b, o vetor a pode ser transformado no vetor b com as

especificagdes dadas acima. Sabe-se que este método ¢ muito eficiente e computavel,

pois s6 as primeiras componentes de a sao modificadas na computagao.

Com estas idéias bésicas apresenta-se, a seguir, a decomposi¢do QR, a qual é muito

aplicado na algebra linear numérica.

Lema 1.2 Toda matriz retangular 4 € R™, m>n ¢ decomposta no produto de duas

matrizes:

A=0R (A.1.16)
donde QeR™ ¢ uma matriz ortogonal com Q'Q=1 e ReR™ ¢é uma matriz

triangular superior. O lado direito da equagdo (A.1.16) é chamado de decomposi¢cao OR
da matriz 4.

Prova
A decomposi¢io A=Q0OR ¢é equivalente a O'4A=R, entdio a matriz Q' ¢é uma
transformagao ortogonal que transforma a matriz 4 em uma matriz triangular superior.

Isto ¢ feito pelo método de transformacao de Householder.

)

Seja a” = A(:,]) a primeira coluna do vetor 4. Defina u"” =& e b, da forma:
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a,, a;, —b b,
a a

40| % S X N e S X
aml aml O

donde b = i”a(l)u. De acordo com (A.1.13), se obtém o operador

u(l)(u“)
(b(l)Yu(l)

Defina P"4 = AV, (considere 4=[a":a®:...a™] ), assim:

PY =1+

u(l)!u(l) f (a(l) _ b(l))(a(l) _b(l))T

PPA=AY =|T+—G——|4d=A+ v A
(b()) o) (b()) o)
1) Q) 1) NT
PO 4= [am:a(z) : a(m)L n (@ =b") (@ =57 ), [aa):a(z) : a(m)L
. xm * Xm
((ba))Tu(l))m
 _ O ol _pof o _ 1O ol _of
p 4| g0 @ —b )Zrlu)cl(a(l) =07 i ;om0 )::1(0(1) =57 i yom
((b )lu )lxl ((b )Iu )1X1 mxm

Observa-se que 4" (:,]) é o mesmo que a equagio (A.1.15), motivo pelo qual se obtém

PY4=|Pa": Pa® ...iPa™],,

[ M _ M ol _zmf M _ M ol _zmf
PO | pm: g @b ) @ =07 )iy o e (@ =)@ =D )y o
’ oY, o ( (D)T m
L ((b ) u )lxl (b u )lxl mxm
r o O m
b @, ay - a,
o M m
pO 4= 0 ay ay - a
oM )
L 0 amZ am3 o amn

Assim o vetor na primeira coluna de 4" ¢ o vetor 5" e os demais vetores colunas de
A" encontram-se afetados por P". Na transformacio seguinte o vetor b = 47 (:,1)

ndo ¢ modificado, e assim ¢ colocado como a primeira coluna de R.

@ () (2) e b(Z)

Agora encontra-se a segunda coluna do vetor 4"’. Para isso define-se a'”, u

COmo:
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0 0 ] [0 |
O
a Q)
2 a,, —b, b,
a® =| a® = uP =g® _p® =] GO ’ p® =0
O]
lerg L amZ B _0 i

donde b, = i”a(z)u. E P ¢ definida por

@(,,> 0 @2 .. (2)

po U W) _ T Pt P (A.1.17)
E>Yu® |5
0 p = Py

P & uma matriz ortogonal, em efeito (aplicando a formula A.1.12)

[P(z)] 2=1+2u(2)(u(2’)( N u(z)(u(z))Tu(z)(u(z))’ :[—4u(2)(u(2))1 +4u(2>Hu<z>H z(um)r B

(R FEN R TR N T A

PO pA g

Assim multiplicando A" por P se obtém

PP4Y = PPV 4= 47 isto &

PEON 7] 1 PON
b, 2P A, 611(2) 0 a,
0 |. al) al) . 0 al) . al)
P40 —| p@ ) :P(Z) : 22 p@ . 2n || _ b(l):P(Z)( : +| 22 ) L p? . 2n
M M ) )
L O am2 amn L 0 amz amn B
[ 1 ol T | )
a1(2) aln a1(2) aln
1) @
P 40 _| p0: 0 4 PO, p@| D ||| po: 0 L p@i. pof Do
) )
L 0 amn__ L 0 amn
[ )
12
)
PO 40 | pi: b, 2 p@)| Gan
)
L O —amn—_
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Q) (2) (2)
b a; ay - a
0 b a(z) a(z)
PP AN =| 7 ? 3 o= 4 (A.1.18)
(2) 2)
0O 0 a7 - a,,

Note que a primeira linha e coluna de 4”sdo as mesmas de A" .

Repetindo-se este procedimento até a n-coluna, se obtém a matriz triangular inferior

A™ da forma:

R
POPED L pO g = g0 = [0} (AL.19)

Como cada componente de P’ para j=1,..,n ¢é ortogonal e simétrica, entdo
X R
A=POP ... p 4" — 0
0

onde R € R™ ¢ triangular superior ¢ Q € R™" ¢ ortogonal, isto completa a prova.

A decomposicdo em QR ¢ aplicada para achar uma base ortonormal para um conjunto

de vetores.

A.1.17 Projecoes
Defini¢ao A.1.2 Suponha que R” seja dado pela soma direta de subespagos V' e W, isto
¢ R'=VEW , VnW={0}.
Entdo o vetor x € R” pode ser unicamente expresso como
X=v+w , velV eweW (A.1.20)

donde v ¢ a projecdo de x sobre V" ao longo de W e w ¢ a proje¢ao de x sobre W ao longo

de V.

Como a projecdo ¢ um operador linear em ‘R”, entdo ela pode ser expressa como uma

matriz.

Para definir a proje¢ao ortogonal (isto €, a proje¢do entre dois espagos ortogonais, por

exemplo, V' e V") sdo necessarias algumas propriedades da matriz projecdo. Assim se
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enunciard a seguir algumas propriedades de uma matriz P idempotente, para depois

demonstrar que toda matriz proje¢do ¢ idempotente.

Lema A.2 Suponha que a matriz PeR™ seja idempotente (isto é P°=P) se e
somente se,

Ker(P)=Im(/, — P) (A.1.21)
Prova
=] Suponha que P’ =P entdo demonstrar que Ker(P)=Im(I, — P)
¢ provar que Ker(P)c Im(/, —P) e Ker(P)> Im(/, — P)
Seja x € Ker(P) entdo Px =0, observa-se que x=(/ — P)x resulta que x € Im(/ — P),
assim Ker(P)c Im(/, — P).
Seja x € R", tem-se que 0= Px— Px = Px— P>x = P(I — P)x, entdo (I — P)x € Ker(P)
significa que Im(/ — P) < Ker(P). Isto prova (A.1.21).

<] Se Ker(P)=Im(I/, — P) entdo provar que P ¢ idempotente
Para qualquer vetor z € R", seja sua imagem x =(/ — P)z, entdo pela hipotese se tem
que x € Ker(P), entdo 0= Px = P(I — P)z = P(x — Px) = Px — P’x para qualquer vetor

zeR", implica que P> =P.

Corolario A.1.1 Suponha que se a matriz P € R™" seja idempotente, entdo
R" =Im(P) + Ker(P)
R" =Im(P) ® Ker(P) (A.1.22)
Prova
Para qualquer vetor x € R" pode ser expressado como x = Px+(/— P)x entdo por
(A.1.21),
R" =Im(P) + Im(/ — P) = Im(P) + Ker(P) (A.1.23)

Agora seja x elm(P)n Ker(P). Entio se tem xeIm(P) e xeKer(P), assim

xe€Im(P) entdo x=Py para yeR" e para x € Ker(P) entdo 0= Px. Da hipotese
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P’ =P se obtétm que 0=Px=P°x=P(Px)=Py=x.Como x é um vetor arbitrario
entdo {0} = Im(P) " Ker(P), assim o lado direito de (A.1.23) € expresso como a soma

direita, isto ¢ R" = Im(P) @ Ker(P).

Lema A.1.3 A matriz P € R™™ ¢ a matriz proje¢do sobre Im(P) ao longo de Ker(P) se

e somente se P ¢ uma matriz idempotente.
Prova

=] Se P ¢ a matriz projecao sobre Im(P) ao longo de Ker(P), entdo se provara que P
¢ uma matriz idempotente. Pela definicdo A.1.2 (considerando V=Im (P) e W= Ker (P))
entdo para qualquer xe R", x=v+w, vel e welW onde v ¢ a projecao de x sobre
J ao longo de W.

Para qualquer x e R", v=PxeIm(P) e 0=Px € Ker(P).

Seja P(Px)=Pv=v (A.1.24)
pois a projecdo de ve ) sobre V ao longo de W ¢ o mesmo vetor v, isto € v=v+0,
pelo qual v = Pv. Mas v = Px, substituindo-se na equacao (A.1.24)

P(Px)=Pv=v=Px entio P* = P para qualquer x € R".

<] P ¢ uma matriz idempotente entdo se provara que P é a matriz projecdo sobre

Im(P) ao longo de Ker(P)
Define-se V={v/v=Px, xeR"} e W={w/w=(—-P)Px, xeR"}.Pelo corolario

A.1.1 e lema A.2 implica que x € R" ¢ decomposto unicamente como
x=Px+(I-P)x=v+w, veV eweW com VW ={0}

Pela definicdo A.1.2 P ¢ a matriz projecdo sobre V' = Im(P) ao longo de W = Ker(P).

A.1.18 Projec¢ao ortogonal

Defini¢ao A.1.5 Suponha que V' R"entdo para qualquer x € R" pode ser unicamente
eXpresso como

X=v+w , veV ewel™ (A.1.25)
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Isto é um caso particular da defini¢io A.1.2 com W =V~ e v é chamado de proje¢io

ortogonal de x sobre V. Isto ¢ mostrado na figura 1.4.
w=v"

0 >
Figura A.4 Ptrojecdo ortogonal

Existe uma condi¢cdo necessaria e suficiente que caracteriza uma projecdo ortogonal e ¢

dada por:

Lema A.1.5 A matriz P R™ ¢ a proje¢do ortogonal sobre Im(P) se e somente se
satisfaz as duas condic¢oes
iy PP=P ii)P"' =P

prova ¢ sé aplicar o lema A.1.3

Apresenta-se a seguir, uma forma de encontrar a matriz proje¢do P. Inicialmente

apresenta-se para uma reta e depois para um subespaco.

A.1.18.1 Projecao sobre uma reta

Dado um ponto b =(b,,b,,...,b,) € R" e uma reta que passe pelo origem na dire¢ao do

vetor a =(a,,a,,.a,) €R"”. Seja p um ponto sobre a reta. Imagine que se esteja

olhando sobre o ponto b para encontrar o ponto p que fecha a b. Esta ¢ a idéia de

ortogonalidade. Assim a reta que une b até p € perpendicular ao vetor a.

A projecdo p € multipla do vetor a (isto € p=X a). Caso se conhega X entdo encontra-se
a projecao p e assim encontra-se a matriz projecao P.
Observe que a reta b-p € ortogonal ao vetor a, entao:

a'b

T
a a

(a,b-p) = (a,b-Xa)=0 =(a,b)-(a, Xa)=0 = a'b-Xa'a=0 =% =

(A.1.26)

p=Xa (X éum escalar)
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(vetor) b
a (vetor)

0 (vetor)

Figura A.S Projecao sobre uma reta

Matriz projecao

T T

) , ) aa
= Pb onde a matriz P é definida como P = —.
aa a a

Seja a projecdo p= ax =a

A matriz P é mxm mas o posto (P) = 1, pois se esta projetando dentro do espago
unidimensional uma reta que ¢ a.

Pelo Lema A.1.3 outra matriz projecao ¢ (I-P), a qual produz o outro lado de e.

A.1.18.2 Projecdo sobre um subespago

Sejam n vetores a,,a,,..,a, . Supostos que sejam LI. Generalizando a idéia para o caso
unidimensional, encontra-se uma combinacdo linear X,a, + X,a, +...+X,a, que feche o
vetor b. O problema ¢é projetar qualquer vetor b sobre o espaco n-dimensional gerado
pelos vetores {a,,a,,..,a, }.

Se n=1 (s6 um vetor) ¢ a projecdo sobre uma reta. A reta ¢ o espaco coluna de uma
matriz 4. Em geral a matriz 4 tem n colunas a,,a,,..,a, . Suas combinag¢des em R"” sdo
os vetores AX no espago coluna. Entdo procura-se p = AX (a proje¢do) que € o espago

coluna.

Procura-se X para achar a proje¢@o p e assim encontramos a matriz projecao P.



207

Coluna-a,

Figura A.6 Projecdo ortogonal de um vetor b sobre um subespago gerado por 4.

O vetor erro e=b— AX ¢ perpendicular ao subespago gerado pela combinagdo linear
dos vetores q,,a,,..,a, do espaco coluna de A (isto ¢ Im(4)).

Como o espago nulo de A" ¢é ortogonal ao espaco coluna em R”, cada vetor y do
espago nulo de A" ¢ perpendicular a cada coluna de A (isto é Im(4)).

Entdo e tem que pertencer a N(A")= Kert(4). Assim, observa-se que tomando-se
apropriadamente os vetores

r
a,

"(b—A%)=0 ) -
a ( , %) ou |! ||b—AX|=|0]| em forma equivalente 4'e=0 (A.1.27)

a’ (b— A%) =0

Entdo ee N(A") = Kert(A).
Da equagdo (A.1.27) se tem A" (b—AX)=0 = X=(4"A)"'A"b. Observe que
(A" A)™" existe pois a matriz A" 4 é nxn e é invertivel (tem colunas LI). Assim a

projegdo de b sobre o subespaco ¢ dada por:

p=A% = A(A"A) " Ab

Esta formula mostra a matriz proje¢dao que produz p = Pb

P=AA"4)"' A"

A.1.18.3 Projecao obliqua

A seguir apresenta-se a matriz proje¢ao ortogonal e matriz projecao obliqua.
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bll b12 In
. . 21 bzz 2n . .
Seja B uma matriz mxn, B=| . ) . , as linhas da matriz B podem ser
bml me A Imn _{yxn
expressas na forma b, =[b, b, ... b, 1" parai=1,2,.,m.Entdo se tem um conjunto

de vetores {b,,b,,..,b, }. Se um elemento b pertence ao espaco linha de B, entdo pode-se
expressa-lo como uma combinagdo linear dos vetores linhas da matriz B:

o
b=y + by 4.t o, =[b by b1 0 | =Y ob, = BTa

. i=1

o

m

onde ao=[a, ... a,]".

Seja b = x/B a projecdo ortogonal de um vetor arbitrario xno espago linha de B que
pode ser escrita como b = B” o ; entdo b satisfaz (x —b)" b =0 (por projecio ortogonal).
Entdo (x—b)'b= (x—B"a) ' B'a=0, assim:

x'B'o—a'BB'o=0= (x'B" —a"BB")o.=0 = Bx— BB a =0 (transpondo)

BB"o. = Bx (A.1.28)

Na equacdo (A.1.28) a solugiio de o depende de BB’ :
Se BB" é nio singular, entdo ;0. = (BB") ' Bx.

Se BB’ é singular, utiliza-se a pseudo — inversa de BB": o= (BB")" Bx

Portanto a proje¢do b = x/B ¢ dada por:
b=B"o=B"(BB")' Bx=T11,x
onde
I1,=B"(BB")'B (A.1.28)

¢ o operador projecdo ortogonal no espago linha de B

Seja a;,um vetor linha de 4, a projecdo ortogonal de a; no espaco linha de B é:
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a/B=Tl,a, ou a/B=a'll,
Entdo pode-se descrever matematicamente a proje¢ao ortogonal do espaco linha de 4
sobre o espaco linha de B por:

A/B=All,=AB"(BB")'B (A.1.29)
Pode-se decompor a matriz A como a combinacao linear de duas matrizes ortogonais ¢

dizer B e B* conforme mostrado na figura 1.6.

A/B"

> >

D

A/ B

Figura A.7 Projecao ortogonal de 4 no espago linha de B.

A=Al + AT, (A.1.30)
Das equacgoes (1.39) e (1.40) pode-se escrever
A=A/B+A/B" = A, + Al | (A.1.31)
onde
M, =1-T11, (A.1.32)
e A/B"¢ a projecdo do espacgo linha de 4 no complemento ortogonal do espaco de

linhas da matriz B.

Analogamente, pode-se decompor 4 como combinagdo linear de duas matrizes B e C

ndo ortogonais e de seus complementos ortogonais através das projecdes ortogonais
e pd e MemA:
A=A/[C B]+ A/[C B]" = H[CjB]A+Hl[c,B]A (A.1.33)

Cuja representagdo aparece na figura 1.7.
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Fe pA [C B]

A/[C B]

Figura A.8 Projecdo obliqua

A matriz 4 foi projetada ortogonalmente no espaco [C B] (denotada por A/[C B]) e ndo
seu complemento ortogonal [C B] (denotado por A/[C B]"), depois a matriz
A/[C B] foi projetada no espago C , esta projecdo ¢ denotada por F.,4. De forma
analoga a matriz 4/[C B] foi projetada no espaco B, esta proje¢ao ¢ denotada por
P, -A. Desta forma de obtém que A/[C B]=F.;A+P;.A. Entdo a formula (A.1.43)

pode ser expressa como:

A=A/[C B]+A/[C Bl = P.,A+P, . A+ A/[C B]
Aotermo A/, B = P, .A se chama de projecdo obliqua sobre B ao longo de C.

Defini¢io A.1.6 A projegdo obliqua do espago de linhas de 4 € R™ no espago de

linhas de B € R?’ sobre o espago de linhas de C € R" ¢é definida como:

T \*
w,c=dcr 5] cc’ CB c
B CT BB ! primeiras r

colunas

Muitas vezes os corolarios sdo uma ferramenta para aplicacdo a casos praticos. Entao

uma defini¢do equivalente da projec¢ao obliqua ¢ apresentada a seguir:
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Corolario A.1.2 A proje¢do obliqua do espaco de linhas de A4 e€R" no espaco de

linhas de B € R*’ sobre o espaco de linhas de C € R™ pode ser definida como:

4/,C=[4/B")[c/B*] -C.

A.1.19 Métodos dos minimos quadrados e SVD

Como foi dito anteriormente, uma das aplicacdes das projecdes ortogonais € na solugdo
do problema de minimos quadrados. Antes de enunciar esta aplicagdo, apresenta-se

primeiro algumas idéias.

Seja Ae R com rank(A)=r e Im(A)=A < R". Seja a decomposicio QR da

matriz 4 dada por
R
A= [QA o ]{0} =Q,R, Q,eR™ (A.1.26)

Como R ¢ ndo singular se tem A =Im(4) =Im(Q,), isto € o vetor coluna de Q, forma
uma base ortonormal da Im(4)=A e Q' forma uma base ortonormal do complemento

ortogonal (Im(4))" (isto ¢ A *).

Agora define-se a matriz P, como

P,=0,0, eR™ (A.1.27)
E claro que a matriz P,é uma projecio sobre a Im(P,) (aplicar lema A.1.5). Entdo
qualquer vetor z € R" é decomposto de forma unica como

z=x+y comxcA eyeA "

Assim tem-se que

x=Pz e y=(1—-P))z (A.1.28)
Entio P, e (I—-P,) sdo projegdes ortogonais sobre A (=Im(4)) e A -,

respectivamente.

Isto permite minimizar a norma de um vetor. Isto ¢ enunciado no seguinte Lema:
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Lema A.1.6 Suponha que A seja um subconjunto de R". Entdo para qualquer

zeR", P,z é o Unico vetor que satisfaz o seguinte:
min [z -] = |z - 77|

x €A

Prova

Se zeR" ecomo A < R", entdo pode ocorrerque ze A ou zgA .

Se zeA entio z=z+y comzeA e yeA ', onde P,z=z ¢énico.

Se z¢ A entdo, para qualquer x € A se tem pela equagdo (A.1.28) que x-Pze A ,
mas (/ — P,)z éortogonala A , assimx-P,z L (I —P,)z, por tanto,

”Z — )c”2 = "Z —Pz+ Pz~ x” = ||(I -P)z—(x- PAZ)”2 = ||(I - P, )z”2 + ||(x - PAZ)||2

O lado direito da equagdo acima ¢ minimo para P,z= x , o qual ¢ Unico (pois

|z ==l =2z

A.1.19.1 Decomposi¢do em valores singulares (SVD)

Lema A.1.7 Suponha que o posto de 4eR™ seja r <min(n,m). Entdo existem

matrizes ortogonais U € R™ e V € R™ tais que

0,
x 0] , o,
A=U [ X= . (A.1.29)
0 0 .
O-V
onde U'U=1,, V'V=I e o,20,2.0 20, =.=0,=0, p=min(m,n)

Diz-se que 0,,0,,..,0, sdo os autovalores da matriz 4 ¢ (A.1.29) ¢ sua decomposi¢io

em valores singulares (SVD).
Prova

Hipoteses: dada a matriz A, posto (4) = r, demonstra-se que existem matrizes ortogonais
UeVtaisque A=UxV".

Observe-se que A" 4eR™ ¢é definida ndo negativa. Se a matriz A" 4 tiver n vetores
LI, entdo se pode diagonalizar mediante uma transformacdo de similaridade. Caso
contrario se diagonalizara por uma transformagao ortogonal /" € SR™" .

Seja A,,A,,..,A, os autovalores da matriz (A" A) e seus correspondentes auto vetores
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denotados por v,,v,,..,v, € R". Entdo se tem

A" Av, =\, para i=1,..n

Mas como o posto(4) = posto( A" 4)= r entdo se tem:

M2Ah, 2.2k, >A,, =...=%, =0

Define-se:

oi=A, parai=l.,n e V= [V,, 17,]

onde

Vo=l vv eV, =y, vnv,]

Desta forma estamos demonstrando a existéncia da matriz V, agora provar que ¢

ortogonal
v’ 1 \vv. vV | [1, 0
viv=| v vl=| e ] —1
I/rT I/rTI/r I/rTI/r 0 Iﬂ*r
Obseve-se que os auto vetores v, para i =1,..,n formam uma base ortogonal do qual se

pode ter uma base ortonormal.
E que:
A" Av, =c’v, parai=1,.,r (A.1.30)

A"Av, =0v, =0 para i=r+1,.,n (A.1.31)

Agora por ultimo precisamos definir a matriz U para isto observe da equacdo (A.1.30)

se tem
AT AV, =32 (A.1.32)

onde X’ =diag(c;,c3,..,6-), multiplicando na equagido (A.1.32) pela esquerda pela
matriz 4 e por ' pela direita e considerando que 'S, =1, , temos

AAT AV, = AV S?

AA" AV =4V 223 (A.1.33)
Da equacdo (A.1.33) se define

U =AV.Y eR™ (A.1.34)
entdo substituindo a equacao (A.1.34) na equacdo (A.1.33) se tem

A44'U, =U 27 (A.1.35)
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Claramente observamos que (c7,G3,..,G-) sdo autovalores de 44", entdo os vetores de
U, formam uma base ortonormal, isto é:
UlU, =V ANAV S =2V (A" AV )] =2V (v 2hHs! =27 2257 =1,
U'u, =1,
Como as 7 das n colunas de 4" sdo LI, podemos encontrar uma matriz U, € ™"
tal que
AU, =0 (A.1.36)
Onde lerﬁ, =1I,.
Desta forma se define a matriz U = [U U ,]e R
Esta matriz satisfaz U'U =1, isto é

T N T Tr7 I 0
vu=2 o, 0|9V YU -1
0 oru 00 | o 1,

Observe que

UT, =&V 400, =27 (4'0,) =27 (0)=0

Agora somente nos resta demonstrar 4 =UZV", isto é

UTAV:FZ}A[K IZ]:F’:AV’ lf’:Aq (A.1.37)
U, U AV, U, AV,

Observe de U'U, =1, se tem

Uravs!=1 = UlArx's =3 = U4y, =3!

Da equacdo (A.1.31) se tem AV. =0, poristo U AV. =0 e U’ AV.=0 e comoU, ¢
ortogonal a U, , ¢ dizer (ﬁr,Ur) =0= (ljr,U,) = UrTUr = U,TAVVZ;] =0.

Entdo a equagdo (A.1.37) se pode expressar como:

T _ z+ 0 _
U AV = =2
0 0

Do qual se obtém
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E claro que a equagdo (A.1.29) pode ser expressada como
A=UzV"=Uz V'

Onde U, e R™ e V. e R™.

A.1.19.2 Minimos quadrados
Considere o sistema da equagao

Y=yO+F (A.1.38)
O qual pode ser representado na forma b= Ax onde A=y, b=Y e x =0 (observe
que o erro E nesta representagao nao foi considerado).
A solugdo do problema Ax =25 ¢ achar o vetor de parametros x. Surgem perguntas de
forma natural como: sob que condi¢des o problema tem solucdo, se existe uma Unica,
solugdo, se ndo existe solugcdo se pode obter um vetor x que minimize a norma ||Ax — b|| .

Observe que se a solucdo ndo ¢ exata, pode-se definir um vetor de erro dado por

& = Ax—b onde se considera & =E .

Um método para solucionar 4x =5 ¢ aplicar a eliminagdo gaussiana.

A matriz A4 pode ser considerada como uma transformagdao linear. Se

mxn
A=a, a, ..a,], onde {a,, a,,...a,} sio vetores colunas da matriz 4 ¢ formam uma base
de R" ( posto(4) = n), entdo ao encontrar a combina¢do linear dessa base com os
: T
respectivos pesos x' = [x1 X, ...xn] que geram o vetor b, resolve o problema. Mas o

problemas surgem se:
1. A matriz A tenha posto r=n
2. A matriz A tenha posto r=m

3. A matriz A tenha posto r < min(n,m)

Exemplo A.1.21 Considerar o problema Ax=b, onde a matriz 4 ¢ singular de posto

S

Com m=n =2 > r =1. Sua solu¢do ndo ¢ exata, mas pode-se determinar uma solugdo

r<n.
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aproximada. Como 4 é singular, a inversa de 4, A", ndo existe, entdo uma tentativa é
multiplicar a esquerda ambos os membros da equagio pela matriz 4" para obter:

A" Ax=A"b (A.1.39)
Se o termo A’ 4 for ndo singular (isto é: det (4" A) #0) entdo existe a inversa.

Multiplica-se entdo ambos membros da equagdo (A.1.39) pela inversa obtendo-se:
(A"A)" AT Ax=(A4"A)" A"b
onde
Ix=(A"A)" A"b=A"b
onde A" =(A4"A4)"' A" é chamada matriz pseudo- inversa de 4 a esquerda.

Desta forma, para o exemplo dado, se tem a solu¢ao aproximada
. [6 37721 [033
x=Ab= =
2 11|22 0,16

A seguir enuncia-se uma idéia do problema de minimos quadrados. Seu objetivo ¢

minimizar a norma min |[Ax—b

xeR"

, AeR™ e beR" , onde m>n. Suponha que
posto (A) =n e a decomposicao QR de A4 seja dada por:
R
A=Q{O}, QeR™, ReR™
Como a norma ¢ invariante sob a transformag¢ao ortogonal, se tem

o) Ls)

2

| 4x B[ = HQT(Ax _ b)”2 -

T bl n
, onde Qb= 5 com b eR" e

;
b, e R""
Assim tem-se que:
el = Rx =5 [ + o] -
Como o termo |b,|* nio depende de x, entio o problema de minimos quadrados se

reduz a

Rx=b ou



217

0O 0 0 7 |Ix| |a

nn n n

Assim a solugdo de x, x, ,,...,x; se obtém em forma recursiva.

Como foi mencionado anteriormente, se posto (4) ¢ menor que », alguns elementos da

diagonal de R sdo zeros. Entdo a solu¢ao do problemas de minimos quadrados ndo ¢

unica. Mas adicionando-se uma restricio de norma ||x|| minima, pode-se obter uma

unica solugao.
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APENDICE B

B.1 Prova da equaciao (2.6)
Supor que o sistema (2.1) tenha como entrada um sinal de impulso unitario discreto
dado por:

1 ,k=0

B 1.1
0 ,k#0 ( )

u, =u(k)=929, :{

Com o estado inicial sendo nulo, x, =x(0)=0, a partir do instante em que ocorre o

impulso tem-se (na equacao 2.1)

Para o instante n=0 = u, =u(0)=1 (isto é por (B 1.1))
x, =Ax,+Bu, = x,=Bu,=B

Vo=Cxy+Duy = y,=Du,=D=g, (B1.2)

Paraoinstante n=1=u, =u(1)=0  (isto é por (B 1.1))
X, =Ax,+Bu, = x,=A4B

»w=Cx,+Du, = y =CB=g

Paraoinstante n=2 = u, =u(2)=0  (isto &€ por (B 1.1))
X, = Ax, + Bu, = x,=A(AB)=A’B

v,=Cx,+Du, = y, =C(4AB)=CAB=g,

Suponha que ¢ verdadeiro para n=k—-1=u, ,=u(k—-1)=0  (isto é por (B 1.1))
x,=Ax,_ +Bu,_, = x,=A(A"B)=A4"B

Via =Cx +Duyy =y = C(Ak_ZB) =CA"’B = 8k

Prova-se agora que se cumpre paratodo n=k = u, =u(k)=0  (isto ¢ por (B 1.1))

x,=Ax,, +Bu,, = x,=A(AB)=4""B
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Via=Cx, +Duy, =y, = C(AkizB) =CA"’B = 8 (B 1.3)

Portanto da equagdo (B 1.2) e (B 1.3) temos que a resposta do sistema (2.1) ao impulso

D k=0
S Ve B k=10,

¢ dada por:

B.2 Prova da equacio (2.8)

Para provar a equacao (2.8), precisamos primeiro provar a seguinte equacao

Xp =t Ak—lu_k_1 +..+ A3Bu_4 + /12314_3 + ABu_, + Bu_, (B2.1)

Seja a sinal de entrada u no sistema (2.1), ¢ dada pela equacao (2.7)

Para o instante n=—1 = u_, =u(-1)

X, =Ax ,+Bu_,

Para o instante n=-2 = u_, =u(-2)

x,=Ax ,+Bu, = x,=Ax,+Bu,=A(Ax ,+Bu,)+Bu,
X, = A2x_2 + ABu_, + Bu

Para o instante n=-3 = u_, =u(-3)

x,=Ax +Bu, = x,=Ax,+ABu_,+Bu_,

x,=A’x_+ A’Bu_, + ABu_, + Bu_,

Supor que ¢ valido para n=—-k = u_, =u(-k)

— _ 4k k-1 -3 )
Xy=Ax,+Bu, =>xy=A"x, +A u,+.+A Bu_,+A Bu_,+ ABu_, + Bu_,

Entdopara n=—k -1 = u_, , =u(-k-1)
x,=Ax, ,+Bu_,_

= X, = Akx_k_1 + Ak_lu_k_l +.+ A_SBu_4 + A_ZBu_3 +ABu ,+Bu, (B2.2)

A equacgdo (B 2.2) depende sempre do estado anterior e para k =—1,-2,-3,... pode-se



expressar Como:

x(0)=x,=....+ Ak—lu_k_1 +..+ A3Bu_4 + /12314_3 + ABu ,+ Bu .

Prova-se agora (2.8), da formula (2.4) temos que:

y(k) =CA*x(0)

substituindo (B 2.2) na equagao (2.4)

y(k)y=CA*(..+ A u__ +..+ A’Bu_,+ A’Bu_, + ABu_, + Bu_,)
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y(k)=..+ CA*'Bu_,_, + ...+ CA""Bu_, + CA*’Bu_, + CA*"'Bu_, + CA*Bu_, (B 2.3)

&2-1 Ek+d 8k+3 Ek+2 &kl

Substituindo (2.6) na expressao anterior:

V(k)y=g U+ g U, F g U+ G Uyt , k=012,..5

B.3 Notacoes usadas na tese

Por motivos de clareza e compreensdo, considere na equagdo (2.16) o caso
logo a equagdo (2.16) ¢ dada por

X, = Ax, +Bu,

Y, =Cx, +Du,

O sinal de saida para o instante k£ =s ¢ expressado por:

¥, =[C]x, +[D]u,

para o instante k =s+1

Viu =Cx,, +Du, =C(Ax, + Bu )+ Du,,,

s+1

ys+1 = CAxs + CBuv + Dus+1

s+1

Voo =[CA] x, +[CB D]{”ﬁ }

para o instante k =s+2

Vor=Cx,,,+Du ,, =C(A4Ax,,, +Bu,, )+ Du ., =CA(Ax, + Bu )+ CBu

s+2 s+l s+l

V.., =CA*x, + CABu_+CBu,_, +Du_,,

s+l

w,=0=v,,

(B 3.1a)

(B 3.1b)

(B3.2)

(B 3.3)

+Du,,,
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uv
Yoy =[CA*1x, +[CAB CB D] u:m (B34
Ugpr
para o instante k =5 +3
Vs =Cx,,, +Du, ,=C(Ax,, + Bu,,)+ Du,,, = CA(A’x, + ABu,)+ CABu,,, + CBu,,, + Du,,,
V.3 =CA’x, + CA’Bu, + CABu,,, + CBu,_,, + Du,_,
us
V.3 =[CA’1x, +[CA’B CAB CB D] Zl (B 3.5)
us+z

s+3

continuando até o instante k =s +i—1 a equacao B11 pode ser expressada

u

N

us+1

Voua =[CA™x,+[CA°B CA”B -+ CB D] (B 3.6)

Z'ts-%—i—Z

u

L s+i-1 |

O sinal de saida, ¢ expressada na forma matricial através das equagdes (B 3.2), (B 3.3),

(B 3.4),...e (B 3.6)

v, C D 0 0 01|u,
Vo c4A CB 0 0|lu,

S A P o0 o ! (B3.7)
Veia | |CAT CA™B CA™B D 0||lu,,,

Ve | [ CAT |CA™B CA”B -+ CB D]||u,,, |

Observe-se que o indice s pode assumir diferentes valores fixos portanto se tera

diferentes equagdes matriciais da forma (B 3.7), isto ¢:

C
Yo Yoo | Y| v Ywa A
O A O N [x, x - x |- xu ]+
: Do : . : e
Yia Vi | Vswi| 7 Viwiz CA-
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D 0 0 0
CB 0 0 u, U U Uy
o P00 B o Y| (B3.S8)
CA™B CA™B D 0
2 i3 U, Uy Ug, Unyio
| CA*B CA™B - CB D

A equagdo (B 3.8) pode-se expressar em forma mais general como:

C
Vi Vst Vits Yien-1 CA
Vi Ve 7 Vi 7 Viaw | . i
: : ., : - . = : [xk X 0 KXy xk+N—1]
CA™
Vivict Viwi " Viwsti 77 Vianeiz2 Ke i1 |
D 0 0 0]
CB 0 0 U U = Uy 0 Upiny
n . 0 0 Up Uy 0 Uy 0 Uy (B 3.9)
CA™B CA™B D 0
CAi_zB CA,'_3B . CB D uk+i—l uk+i '” uk+s+i t uk+N+i—2

A equagdo (B 3.9) pode ser expressa a traves da forma compacta como:
Yoin =TXyn +HU, 5 (B 3.10)

Onde as matrizes em blocos de Hankel dos dados de entrada e saida sdo representadas

por:
U Uy o Upging
T B B3.11)
uk+i—l uk+i T uk+N+i—2
Vi Y 7 Viana
Vaw=| T4t T T (B3.12)
Yivi Viwi " Viawvio2

os sub indices (4,7, j) indicam: k£ ¢ o indice que representa o primeiro elemento da
matriz, i ¢ o numero de linhas blocos da matrize N representa o nimero de colunas da

matriz.
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Matriz de dados de entradas passadas e Futuros

Considerando £ =0 na equacdo (B 3.11) se tem UOJ, v

Uy Uy o Uy
ul u2 e uN

Ugin = =Uy, =U, (B 3.13)
U U o Uy

A matriz definida em (B 3.13) ¢ chamada de matriz de Hankel dos dados de entrada

passadas. A notagdo U, € usada no meétodo MOESP por Verhaegen e a notagdo

U, =U,,, ¢usadano método N4SID por Van Overschee ¢ Bar De Moor.

Considerando k =i na equagdo (B 3.11) se tem U, ,,

u, Uy Uiy
i+l i+2 i+N
Uiy = : A : —Ui‘Zi_l —Uf (B3.14)
Uy Uy o Uypin

A matriz definida em (B 3.14) ¢ chamada de matriz de Hankel dos dados de entrada

futuras. A notagdo U, ,,,_ € usada no método MOESP por Verhaegen. E a notagdo

U = U, ¢ usada no método N4SID Van Overschee e Bar De Moor.

|2i-1

Matriz de dados de saidas passadas e Futuros
Da mesma forma que em (B 3.13) e (B 3.14) s3o definidas as matrizes de hankel das

saidas passadas e futuras, denotada respectivamente por
Yoina © Yoo (B 3.15)

notagdo usada em Verhaegene ¥, = YO‘I._l Y, =Y,

2 notacao usada por Van Overschee e

Bar De Moor.

A matriz estendida de observabilidade I', , onde o i (i > n) denota o nimero de linhas

de blocos, é definida como:
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- C |1

o €A |1
[ =|CA> |I|Ixi , AeR"™, CeR™ (B 3.16)

cA™ 1

%f_/

n

Assumindo-se que o par {A, C }seja observavel, entdo o posto(I’;) = n.

Seqiiéncia de estados

Assim como as matrizes em blocos de Hankel, as seqiiéncias de estados desempenham
um importante papel nos algoritmos de identificagdo por sub-espacos. Define-se a
seqiiéncia de estados X, como:

def
Xy = 0 X o Xy Xpna) SIS (B 3.17)

onde o subscrito “4” denota o primeiro elemento da seqiiéncia de estados.

Como no caso anterior, se define a seqiiéncia de estados passados e futuros como:

X, =X, = [x, % o Xy, Xy4] seqiiéncia de estados passados. (B 3.18)

X, =X, = [x. x., . X.v, X.v,] seqiiéncia de estado futuros. (B3.19)

Notacdo usada no método N4SID. Para o caso MOESP estes estados passados sdo

definidos X, € estados futuros X, ,

A matriz em blocos triangular inferior de Toeplitz H, ¢ definida como:

D 0 0
CB D 0

H. =| CAB CB e R (B 3.20)

O o o o o

CA™B CA™B CA™B

B.4 Justificativa de usar a decomposicio LQ

No apéndice A foi definido a proje¢ao ortogonal do espacgo linha de A sobre o espago
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linha de B denotado por

def «
A/B=AB"(BB") B (B4.1)
Onde (e)" denota a matriz pseudo-inversa de Moore- Penrose de (o).

E a projecdo da matriz 4 no complemento ortogonal do espago de linhas da matriz B, ¢

expressada por

dej

of
A/B*=A-A/B (B 4.2)

A representacdo matricial destas projecdes (B 4.1) e (B 4.2), pode ser facilmente

B
computada através da decomposi¢cdo LQ da matriz [A} .

B
Seja 4 e B matrizes de posto completo e LQ a decomposicao da matriz LJ, denotada

por:

el 2
A L21 L22 QZT

Donde LeR¥P*7* ¢ uma matriz triangular inferior, com L, e R, L, e R™,
L, e R" e Qe R™P™ ¢ uma matriz ortogonal, isto ¢,
’ I, 0
T Ql q
= = B 4.4
0'0 [QJ[QI 0,] {0 Ij (B 4.4)
Entdo a representacdo matricial das projecdes ortogonais (B 4.1) e (B 4.2) sdo

expressadas como

A/B=L,0 (B 4.5)
A/B* =L,0; (B 4.6)
Prova

Prova-se inicialmente (B 4.5)
Da equacao (B 4.3) temos:
B=L1,0/ (B 4.7)



A= L21Q1T + LzzQzT

Substituindo-se (B 4.7) e (B 4.8) na equacao (B 4.1), se obtém
41B=(1,0] + 1,0} 1,07} (1,Q] (1, 0])") 1,0}

A1 B =Ly 0] + L0} 0L (0] (1,01 ) 1,0

A/B =L, (L,07 (L, 0T ) L0

A/B= L21L1T1 (LllLlTl) LanT

Pela definicdo da matriz pseudo-inversa de Moore- Penrose, ver apéndice A
1
A/B :LZILTI ((L{ILIILIILTI) LITILII llQlT

A/B=L, L[ (L)L) (L)' &)L L, L, 0f
%K_J %/_/

1 1

A/ B :L21 (Lll)il(Lll)ilLllLll QIT
)
I

A/B=L,0 .

Agora se prova (B 4.2)
Substituindo-se (B 4.8) e (B 4.9), na equagao (B 4.2)

A/BLd;fA—A/B:A—L o/
211

A/B' = L21Q1T +L22Q2T _LZlQlT

AIB" = LzzQzT

226

(B 4.8)

(B 4.9)

(B 4.10)

Portanto se queremos encontrar a projecdo ortogonal Y, = A4 saidas passadas sobre o

espago linha U, =B entradas passadas, denotada por Y, 6/U,=A/B, entio a

representacdo matricial através da composicao LQ ¢ dada por

m {U} , {LH OMQE}
= =LQ =
A Yp L, Ly QzT

(B4.11)
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Logo
A/B=Y,/U,=L,0/.

B.5 computando as matrizes B e D

Para a estimagio das matrizes B e D. Da equagdo (2.27)setem U,R,, =0 ¢ U,T. =0
Multiplica-se a equagio (2.26) por U, de ambos lados, resulta:
UIHR,0,=UIR,0,
Multiplica-se Q/ pela direita nesta ltima equagio, obtém-se:
U,H =U,R,R;] (B5.1)

esta equacao ¢ linear com respeito as matrizes B e D, entdo pode-se usar o método dos

minimos quadrados para eles. Defina-se

U2T=[L1 Lz Li]a U2TR21R1_11=[M1 Mz o M]

1

da equacao (B 5.1) se tem:
LD+L,CB+..+L_CA7B+LCA7B=M,
L,CB+ L,CB.+..+ LCA”B=M,
L. .D+LCB=M,|
LD=M,

do qual se obtém as matrizes B e D.

B.6 Prova do Teorema (MOESP ORDINARIO, caso deterministico)
A demonstragdo ¢ feita através, da seguinte seqli€ncia.

a) Provar, post(I'; X, ) =n

b) Provar I’ R ,O. =R,,0,

¢) Aplicar SVD a matriz R,,

d) Recuperar as matrizes (4, B, C, D)= (4,,B,,C;,D;)

Aplicando a decomposi¢do RQ (ou LQ) na hipotese 1, se obtém
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Uiin _mi R, 0 {Ql} (B 6.1)
Xin niR,IR, | O

Como a sinal de entrada u(k) ¢é persistentemente excitante de ordem 2i entlo,
posto(U,, y)=mi e pela decomposigdo LQ, R e R, sdo matrizes quadradas
invertivel, isto € posto(R,,) =mi e posto(R,)=n.

Da equagdo (B 6.1) se obtém
Uypin = R©, (B6.2)

XI,N = Rlel + RxZQx (B 6.3)

Para provar a parte a) : post(I; X, ) = n, € preciso o seguinte lema

Lema B.1. Desigualdade de Sylvester, para maiores detalhes ver [KAILATH 1980,
p.655]:
Seja M, e R™ ¢ M, € R" entdo

post(M,) + post(M,) —n < post(M,M,) <min{post(M,), post(M,)} .

Multiplica-se a equacdo (B 6.2) porI', de ambos lados, resulta:

LX v =L (RO +R,0,) (B 6.4)
L Xy =T RO+ TR0, (B 6.5)
Multiplica-se a equagio (B 6.5) por Q’, se obtém:

I Xl,NQxT =R, (B 6.6)

Multiplica-se a equacdo (B 6.6) por Q_, se obtém:
E Xl,N = 1—‘i RxZQx

Logo
post(l; X, ) = post(I; R ,0,) (B6.7)

aplicando Lema B.l1 para a matriz I,R,0., e fazendo uso de post(I,)=n,
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posto(R ,0.) =n, temos:
post(I)) + post(R ,0 ) —n < post(I'R ,0.) < min{post(I), post(R ,0.)}
n+n-n< post(I'R ,0, ) <min{n,n}
n< post(iR ,0.)<n

de donde se conclui que:

post(l; X, y) = post(I’; R,0,) = n (B 6.8)

Prova-se agora parte b) IR ,0 =R,,0,

Da hipotese 3 do teorema (2.3.3) temos

| omi li
{U""’N} _M R0 {Ql } (B 6.9)
Yl,i,N li R, R, 0,
da equagao B47 obtém-se
Yl,i,N = R21Q1 + RzzQz (B 6.10)

a equacao (219) ¢ expressada por

Yl,i,N = Fin,N + HiUI,i,N , ou

X y=Y,v—HU,, (B6.11)

substituindo-se(B 6.10) e (B 6.2) na equagdo (B 6.11), se obtém:
LX = RO, + Ry, 0, — H,R, |0,

Ou em forma matricial

Fin,N = [Rzl - HiR11|R22]|:gl :| (B 6.12)

2

igualando as equacdes (B 6.5) com (B 6.12), resulta:

0
Fi XI,N = Fi Rlel + FiRXZQx = [RZI - I_IfR11|Rzz:|[Q1

2

LR,O+TR,0 =R, —HR\)O + R, 0, (B6.13)
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multiplica-se a equagio (B 6.13) por O/ de ambos lados e fazendo uso das

propriedades da matriz ortogonal 0,0, =0, 0.0, =0 ¢ Q0 =1 ., se obtém:

I'R,=R, —HR, (B6.14)
da mesma forma multiplica-se na equagdo (B 6.13) por Q) de ambos lados e fazendo
uso das propriedades da matriz ortogonal, se obtém:

TR,0.0; =R, ou,

L'R,0, = R,0, (B 6.15)
da equagdo (B 6.8) temos que: post(I', R ,Q ) =n, substituindo-se (B 6.8) na equagao
(B 6.15), resulta:

post(I'; R ,0,) = post(R,,0,) =n

post(R,,0,)=n (B 6.16)
a equagdo (B 6.16) quer dizer que o espaco coluna da matriz R,,Q, ¢ igual ao espago

coluna da matriz I, esta informagdo ¢ importante para a identificagdo a traves do

método MOESP.

Pela hipotese 1 do teorema 2.3.3, R,, ¢ uma matriz ivertivel, ¢ da equagdo (B 6.16)

conclui-se que post(Ry,)=n.

Aplicando-se SVD a matriz R,,, se obtém

lion n |li-n VT
U+ ii
CLOUS (LmH

R,=U,S, V" (B 6.17)

Rzz = li|:Un

Pelo citado acima temos que o espago coluna de R,, ¢ igual ao espaco coluna de I;.
da equagdo (B 6.17), o espago coluna de R,, ¢ igual a U, , entdo existe uma matriz

T € R™ nao singular chamada matriz de transformagao, tal que:
r7=u, (B 6.18)

da defini¢do I', matriz oservabilidade estendida, temos que:
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CcT C,

(CTXT'AT) CoAr | U

CT)T'4™T)| Gy
agora ¢ facil recuperar as matrizes 4 ¢ Cou 4, e C;
C,=U(:1)
UVA, =U (1:1(i-1),)4, =U, ([ +1:il,)=U"?.
Por ultimo computa-se as matrizes B e D
a equacao (2.19) e (B 6.10) ¢ dada por:
Yov=LX vy +HU

= LX vy +HU  y= R, 0 + R,,0, (B 6.19)

Yl,i,N = R21Q1 + R22Q2

substituindo-se as equagoes (B 6.2) , (B 6.17) e (B 6.18) na equacao (B 6.19), resulta:
U,THX, v +H(R,0)=R,0+U,S V)0, (B 6.20)
como (U j)/Un =0, multiplica-se (B 6.20) por (U j)’ de ambos lados, resulta:

(O HR -0 Ry )0 =0

Ou

U HR,-U)R,=0 (B 6.21)
pelo argumento da equagdo (B 6.1) temos que, R, ¢ uma matriz invertivel, multiplica-
se (B 6.21) por (R,,)”" de ambos lados, se obtém:

U) H,=(U,) Ry(R))=0

ou

U,) Ry(R)=(U,) H, (B 6.22)
Denota-se = = (U jYRZlRfll e substituindo-se esta notacdo na equagao (B 6.22) resulta:

E — (U’j_)THi (B 6.23)
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Como as matrizes 4, e C, foram computadas em fun¢do da matriz U, a matriz H, e a

equagao (B 6.23) pode ser expressada como:

E(,1:m) UrQ:1,)" Ur((i-D)+1:4,:)"
S(om+1:2m) U120y 0 (QL](DJ
: ) : 0 0 0|U,” \B,
EC,m@i-D)+1:mi)| |US(IG-1)+1:6,:)" 0 0

(B 6.24)

da equacgdo (B 6.24) ¢ facil recuperar as matrizes B, e D.

B.7 Notagdes matriciais usadas no algoritmo PIMOESP
Os sinais nesta teses, sdo realizacdes de processos estocasticos ergddigos

[OVERSCHEE DE MOOR, 1996]. Isto ¢, para N — oo existe um processo estocastico
ergodigo U, eR" eV, € R’ tais que
[ up ety g1 € [V ViVl

sdo realizagdes de U, e V, respectivamente, e pela ergocidade, temos que

.1 E r ;
N_mﬁzuﬁi—lvkﬂ—l = E[Uij ] B7.1)
il

onde E[ ] € o operador expectancia.

Outra forma de representar a equagao (B 7.1) é:
1 N
= Zl ., Vo + 0y () = ElU VT | (B7.2)

onde O, (g) ¢ uma matriz limitada de dimensdo apropriada de norma g, a qual é zero

para N — .

Da mesma forma da equacgao (B 3.10), pode-se obter

Yon=LXy +HU v+ Vi (B7.3)
onde V,;, € uma matriz de Hankel cujos elementos v, sdo os ruidos, € € construida da

mesma forma que a equagdo (B 3.11).
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Definicdo B7.1 Uma seqiiéncia ergédiga u, € R” ¢ persistentemente excitante de

ordem i desde o instante £, se € sO se

.1 .
POStO(}/T}OFUk,i,NUL,NJ =mi . (B74)

A condigao (B 7.4) pode ser denotada como:

posto(% U Uiy + 0};(;’{)) =mi (B7.5)

Para N suficientemente grande, a defini¢do de persisténcia de excitacdo da seqiiéncia u,

pode ser interpretada da mesma forma que para dados finitos, isto ¢ [VERHAEGEN
1992b],
posto(Uk,i,N ): mi (B7.6)

Defini¢do B7.2 A seqiiéncia U, € R" ¢ uma seqiiéncia de ruido branco, se tem media

zero e satisfaz as seguintes condicoes

> :
E[UUT]= {g L | ’k’; :jf (B7.7)
Ou
U, I, 0
E U’j“ r vz, - ul]|=0? ? I 0 . (B 1.700)
Uk;l._l () (). I.m
Baixo a hipdteses da ergocida, a equagdo (B 7.7) se pode expressar como:
lim LU,U.,NU,(T, v=0.1, (B7.11)

N%wN

Ou

%Uk,i,NUkT,i,N =o.1, + 01%/ () (B7.12)

u’ mi
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B.8 Teorema 8.1

Suponha as seguintes hipdteses

1. Seja u(k)uma sinal persistentemente excitante, tal que
U,.
posto{ I’I’N} =mi+n (B&.1)
XI,N
2. 1>n
3. A fatoracdo LQ das matrizes
Yl,i,N X1,1v
¢ dada por:
mi | mi i |-
{Uw } _ Ry O Ql} (B 8.2)
Yl,i,N i| Ry R, _Qz
Yun [_"|R, 0 {Ql} (B 8.3)
XI’N n Rxl Rx2_ Qx
4. Dado os limites
.1
},IE}OWULI‘,N(UU‘,N)T =R, (B 8.4)
.1
}/T}ONVIJ,N(I/IJ,N)T =R, (B 8.5)
o1 r .. 1 T
}}B}ONRm(Rxl) + }JIE}OWsz(sz) =P, + P, (B 8.6)
.1
jlvl_r)roloﬁUl,i,N(Vl,i,N)T =0 (B 8.7)
.1
}Vl_r)roloﬁXl,N(Vl,i,N)T =0 (B 8.8)

Entao tem-se que

lim %RZZ(RH)T =[P, I + Ry (B 8.9)

Prova

Por comodidade considerar a seguinte notagdo U, =U,, , , ¥, =Y, , V, =V, €
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X, =X .
Da equacao (B 8.2) se obtém:
U,=R,0 (B 8.10)

Y, = RO, + R0, (B 8.11)

Na equagdo (B 7.3), para o caso k =1, ¢ dada por:
Yl,i,N = rin,N + HiUl,i,N + Vl,i,N
ou em forma equivalente

Y,=0X, +HU,+V, (B 8.12)

Igualando as equagdes (B 8.11) e (B 8.12) resulta:
RO +R,0, =T X, +HU,+V, . (B 8.13)

Da equagao (B 8.3) temos que:
X,=R,0 +R,0, (B 8.14)

Substituindo-se (B 8.14) e (B 8.10) na equagao (B 8.13), se obtém:
Fi(Rlel + RxZQZ) + Hi(RllQl) + Vp = R, 0 + R0,

ou

FinlQI + Fin2Q2 + HiRIIQI + Vp = R21Q1 + RzzQz (B 8.15)

da hipéteses (B 8.7) temos que :
1

%ig}oﬁVp(Up)T:O (B 8.16)
a equagao (B 8.16) pode ser expressada na forma [vide apéndice B.7, equagao (B 7.2)]

1
NVP(UP)T =0(¢) (B 8.17)

Substituindo-se a equagdo (B 8.10) na equacao (B 8.16), obtém-se:

SV (R,0)" =0(e)
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Ry =0(e)

1 1
WV,; WQI
ﬁVpr = O(e)ﬁﬁzegj_ (B 8.18)

multiplica-se a equacao (B 8.14) por VPT de ambos lados resulta:
XPVPT = RleleT + RxZQprT
aplicando limite para N — oo, nesta Ultima equagdo, obtemos:

! ! !
]{IILIOIONXPVPT = lim ~ ROV, + lim WRHQXVPT (B 8.19)

pela hipotese (B 8.8), a equagdo (B 8.19), resulta:

.1 .1
0= lim WRHQIVPT + lim NszQprT (B 8.20)
ou

1 1 T 1 T
0= T R, WQIVP +0,(e) +ﬁRx2QXVP +0;(e) (B 8.21)

Substituindo-se a equagdo (B 8.18) na equacao (B 8.21), resulta:

0,(0) = ﬁ&] (ﬁRJ O +~- R0V} (B 8.22)

onde O,(e) = —(02 (e)+ 0, (e))

Como os limites da hipoteses (B 8.4) e (B 8.6) existem, entdo os limites dos fatores

1 1
lim (—R e lim| ——R,, |também existem, portanto existe o limite do produto
\/ﬁ xlj [\/ﬁ llj

N—>w N>

-1
1 1
lim| —R,, | —R
Entdo da equagdo (B 8.223) pode-se definir uma nova seqiiéncia de nimeros reais de

matrizes limitadas O;(e) , tais que
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ROV =0,(@ (B8.23)

-1
onde O;(e) = {0 (e)—LRxl( \/lﬁ ] O(e)’ ] tende a zero quando N — .

JN

A equacao (B 8.23) expressada em termos do limite é:

lim — ! —R 0, V =0. (B 8.24)

N—)aoN

Da equacdo (B 8.15) se obtém:
FiRXIQI + rinZQx + HiRHQl + Vp - R21Q1 = R22Q2 (B 825)

Multiplica-se a equagio (B 8.25) por Q) de ambos lados, resulta
LR, o (er) +LR, Qv(QzT) + HiRnQ] (QzT) + Vp (QzT) - R, 0, (QzT) =R, 0, (QzT)
=0 =1 =0 =0 =1

TR,0.0, +V, 0y = R,,. (B 8.26)

Por ultimo calcular o produto R,,(R,,)" , e substituindo-se a equagio (B 8.23) neste

produto, se obtém:

1 1
R (Re)" =—([R,0,0] +7, 0/ SR 0,0 +7, 0] ]

iRzz (Rzz)T - N (F R, 0, Qz +V, Qz XQZQr RxT2 FT +Q2VPT)

1 1

—R,(R,) = ~ LR,LRLT +T R0V, +V, ORI +V V)]
=0s(e) =0s(e)
1 _ 1
R (Re)" = TRGRLTT 4T,04(e)+ Oy +N(VV ) (B 8.27)

tomando limite para N — oo, a equacao (B 8.27) resulta:

.1 1 |
Jim - Res(Rep)” = Jim - TR RETY 4T, i O(e) + lim 0@+ fim -(1,77)

=0 =0
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.1 .1 .1
},IEEOWRM (R,))" =T, %IEEOFszRxTzFiT + }}E}ON (VprT )

=Px2 =Rv

},im %Rzz (R,)" =T,P,T] +R, . (B 8.28)

B.9 Prova de: Outra pergunta é porque considerar os dados de entradas passadas

como variavel instrumento?

Suponha que a varidvel instrumento ¢ W e R™"
A equacgdo (B 8.25) ¢ dada por:
LR.O +TR,0, +HR 0 + Vp - R0 =R,0,

ou

(CR.O, +HR,0 - R0 )+TR,0, +V, (B9.1)
Multiplica-se a equagio (B 8.25) por O/ de ambos lados, resulta:

(GR.O, + TR0, + HRO, +V, 0! = Ry0O0] +Ry0,0]

'R, +HR,+ VPQIT =R,

FinlQl + HiRllQl + Vp = R21Q1 (B9.2)

Substituindo-se a equagdo (B 9.2) na equagao (B 9.1) se obtém:
Ry0, = (TR.Q + H RO ~([R.Q + HR O +V, )+ TR0, +7,

RZZQZ == Vp + RR,VZQX + Vp

RZZQZ = r‘iRXZQx - Vp + Vp (B 93)

Da equacdo (B 8.18) se obtém que:
1

WV” = O(e)(%Rﬂj_ o' (B 9.4)

Substituindo-se a equagao (B 9.4) na equacao (B 9.3), resulta:

ﬁRZZQz - ﬁRRﬁQX - 0<e)(ﬁRﬂj_ 0+ ﬁn (B9.5)
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Agora o uso da variavel instrumental no caso PIMOESP corresponde a multiplicacao na
equagdo (B 9.5) por W', isto é

1 | r Y ot Lyt
WRZZQZW ersz W' —0(e) WR“ ow +WVPW (B9.6)

-1
: 1 .
Agora, Suponha que ]{]E?O[WRITIJ QW exista.

Entdo tomando o limite para N — o, na equagao (B 9.6), resulta:

N—>ow

-1
T_ T T T b T
hm\/_ R,OW Ilvlilolo\/_FszQW hmOO(e)[WR“] ow +]1V1££10\/_VW

1 r
},12010\/_ R, O.W —113010\/_FRY2QW +]lv1£1010 NVW (B 9.10)

Desta ultima equagao concluimos que a variavel instrumento escolhida tem que

satisfazer as seguintes condi¢des

N—>w

1)Tem que ser estatisticamente independente da sinal de ruido, isto ¢ lim —NVPWT =0

. 1 T
1) E postol —T.R W |l=n
) p (\/N i x2Qx j

B.10 Prova do teorema 2

A equagdo (2.45) ¢ dada por :

Ui+1,i,N R, 0 0|6 Uf R, 0 0| G
Ul,i,N =Ry Ry 0 Qz ou Up =R, R, 0 Qz (B 10.1)
Yi+1,i,N Ry, R, Ry Q3 Yf Ry, Ry, Ry Q3

Provaremos primeiro a equacao (2.46)
1
hm = hm rx, !
\/— Y.(0,)" = T (©,)
Para provar a equacao (2.46) ¢ preciso provar:
1) hm Q2 =0.

Em efeito, como os dados de entrada ¢ linearmente independe em relagdo a sinal v(k),

entao
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%V/.U; :E[Vka]:O quando N — o (B 10.2)
substituindo a equagdo (B 10.1) na equagao (B 10.2), se obtém:
i%ng%;+%ngﬂg=0@) (B 10.3)
ou

hm 1 V Ql R + hrn v V Q2 i }viE}oO(e) =0 (B 10.4)
substituindo-se a equacdo (B 10.2) na equacdo (B 10.4), resulta:

]1& Ly O Ry, = (B 10.5)

Por ser u(k)sinal de entrada persistentemente excitante, entdo a matriz R,, ¢ ndo

singular, entdo da equacdo (B 10.5) temos:
lim — V Q2 =0.

N—)oo

De (2.37)e (B 10.1) temos que :
Y, =T X, +HU,+V,

Yf = Fin +HR O + Vf

(B 10.6)
Multiplica-se a equagio (B 10.6) por Q. de ambos lados, resulta
YfQZT = rinng + HiRanQzT + VszT
=0
YszT = FzXszT + VszT (B 10.7)
Da equag@o (B 10.1) pode-se expressar Y, como:
Yf =R, 0 + R;,0, + R;;0; (B 10.8)

Multiplica-se a equagio (B 10.8) por Q) de ambos lados, resulta:

YszT =Ry Q1Q2T + Ry, QzQzT + Ry, Q3Q2T
=0 =1 =0

Y,07 = R, (B 10.9)
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Igualando as equacdes (B 10.9) e (B 10.7) se obtém:
R, =T.X,0, +V,0; (B 10.10)

tomando limite para N — o na equacao (B 10.10)

lim —Y, Q2 = lim —R,, = lim— FXsz +}/1m (B 10.11)

Naoo\/_ N»oo\/_ 32 N%oo\/_ \/_ fQ2

o ultimo termo do lado direito na equagdo (B 10.11) ¢ zero, portanto

lim —— YQ2 =lim—IX Q2 .

N—>w ,/ N—>w /

Para encontrar as matrizes 4 e C, aplica-se SVD em R,, (ver algoritmo MOESP

ordinario).

K/U] Uz V!
0 OV

onde n=dim(Z,), [U,],, € [U, ], - Entdo
X0, =R,=UzV/

defina-se

r,=Uz"

a matriz C ¢ facilmente obtida de
C=I.(1:1,1:n)

e a matriz 4 ¢ obtida de

IA:lG-D1:n)A=T.(+1:ill:n).

Agora se provara (2.47)

1
}Ilglo\/_ 1+11N(Q1) _hmW(riXi+l,N(Ql)T+HiRll)

Da equagao (B 10.10)
Y, =TX,+HRQ +V, (B 10.12)

multiplica-se a equacio (B 10.12) por Q] ambos lados, resulta:
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Y/Q1T = rinQlT + H;R11Q1Q1T + V/’QIT
Hr_/

=/ =0

Y,0/ =T,.X,0 + HR, (B 10.13)

Da equagdo (B 10.1) Y, pode ser expressa como:
Yf =R;,0 + R,0, + R;;0; (B 10.14)

multiplica-se a equagio (B 10.14) por Q] de ambos lados, resulta

Y,0 =R,,0,0] +R;,0,0 +R; 0,0/
A =] =0 =0

Y,0" =R, (B 10.15)

Igualando as equagdes (B 10.15) e (B 10.13)
YleT =Ry = FinQlT +H R, (B 10.16)
tomando limite para N — o na equacao (B 10.16)

1 ;o1
H{}OX/_YQI _]1&\/_1231_51&(”13)(@ +ﬁHian. (B 10.17)

Encontrando as matrizes B e D

Como U, ¢ uma estimativa consistente do espaco coluna da matriz observabilidade
estendida T, e (U;)" complemento ortogonal de U,, entdo a equagdo (B 10.17) pode

ser reduzida:

1

"IN

(U H,——R,, +0(e) (B 10.18)

(U)\/_Sl

Por ser u(k) sinal de entrada persistentemente excitante, entdo a matriz R,; ¢ nado

singular, portanto da equagado (B 10.18), resulta:

Ry(Ry)" = (U H——=+0(e) (B 10.19)

JN

Uy

"

denotando = = (U j)TRmell e N > o, aequagao (B 10.19) é expressada por
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E=(U) H, +0(e)

Logo as matrizes B e D sdo encontradas da mesma forma que no algoritmo MOESP

ordinario.

B.11 Notacoes matriciais usadas no algoritmo POMOESP
Alem das notacdes citadas no algoritmo MOESP ordindrio y algoritmo PIMOESP

define-se a seguinte equa¢do matricial das saidas:

Y,

in =L Xy FHU v O W+ Vi (B11.1)
Nao ¢ dificil obter esta equagdo recursiva, pois ¢ somente agregar as duas ultimas
matrizes na equagao (B 3.10), por exemplo a equagdo (B 3.7) pode ser expressada para

o caso POMOESP como:

Vs C D 0 0 0]fu,
Vsa C4 CB 0 0]|ug,
S B A I S N | N B
Voia | | CAT CA™B CA™B D 0||u,.,
Veia| |CAT'| | CATPB CATB -+ CB D]|u,,, |
0 0 offw, | [v, |
CB - 00wy, Vol
+ . .0 0ff T |+ (B 11.2)
c4™ ca™ 0 0| Wy Vstiz2
[CA™ CcA” C 0| Wein | [Vesia |

A equagdo (B 11.2) pode-se expressar em forma mais general como:

F o
Vi Vi Views Yiena A
Yoo Vi ™ Viwsn 7 View | | -
: : - : .. . = : [xk X 7 X 7 xk+N—1]+
CA™
ykﬂ‘—l yk+i yk+s+i yk+N+i—2 i CA i-1 |
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D 0 0 O
CB 0 0 Uy Uy o Upye o Upvg
n . 0 0 U Upn 0 U 0 Uiy
CA™B CA™B D 0
CA=2B CASB ... CB D Upsin Upy 7 U 7 Upansio
0 0 0 O
W W ee e W e W
k e+ k k+N-1
CB 0 0 O i " "
4 : 0 0 Weo Wiz °0 Wi ©7 Wi
CA™ cA™ 0 0
CA™E C4? C 0 Wivictk Wiwi """ Wi 7 Wianein2
Vi Vir 7 Vi 7 Viana
v v e v e v
k k2 s+l K+ N
+ AR J Wl (B11.3)
Vk+i—1 vk+i o Vk+s+i o vk+N+i—2

A equacdo (B 11.3) pode ser expressa a traves da forma compacta como:

Yk,i,N = 1Her,N + HiUk,i,N +q)iVVk,i,N + Vk,i,N (B11.4)

Onde @, ¢ a matriz em blocos de Toeplitz, definida como:

0 0 0 O]
CB 0 0 0
O =| : 0 0 (B 11.5)
CA™ CcA™ 0 0
| CA™ A C 0]

E as matrizes em blocos de ruidos dos estados e ruido de saida do processo sdo

expressas por:

(B 11.6)



Vi Vier 7 Vi 7 Viena
V- Vi Visa 7 Vi 7 Vi
ki N . . . . .
vk+i—1 Vk+i T vk+s+i o Vk+N+i—2

B.12 Prova do teorema 3

A equacgdo (2.63) ¢ dada por:

Uf UHl,i N Rl 1 0 0 0 Ql
Up — Ul,i,N _ R21 Rzz 0 0 Qz
Yp Yl,l N R31 R32 R33 0 Q3
Yf Yi+1,i N R41 R42 R43 R44 Q4

Provaremos primeiro a equacao (2.64) expressada por:

.1 o1 ,
hlﬂﬁyf(gﬂ _]{,ILI}OWFI'Xf(Qz)

Considerando k =i+1 na equagdo (B 11.4) temos

Yi+1,i,N = FiXH—l,N + HiUi-H,i,N +(DiVVi+1,i N T V1+l i\N

Multiplica-se a equagdo (B 12.4) por de ambos lados, resulta

\/— 0,

1 1 1
Yt+1 i NQZ - r Xt+1 NQZ Hi Ui+1,i,NQ2T + q)i VVHI,[,NQZT +
JN \/_ JN S JN ——
1 r
+ \/ﬁ V;+1,i,NQ2

13
Onde os ultimos ter termos, isto € /,,/, e I, tendem a zero quando N — o

Em efeito

No caso I,

Da equagdo (B 12.1) o termo U, =U,,,, y € expresso como:

U U1+1 AN T R11Q1

Multiplica-se a equagdo (B 12.6) por Q. de ambos lados, resulta:
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(B 11.7)

(B 12.1)

(B 12.3)

(B 12.4)

(B 12.5)

(B 12.6)
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Ui+1,i,NQ2T = R11Q1Q2T =0

Para os casos 7, e [,
Da equagéo (B 12.1) o termo U, =U,, , € expresso como:

U,=U,y =R 0 + R0, (B 12.7)

Em efeito, como os dados de entrada ¢ linearmente independe em relagdo a sinal v(k),

entao

1 1
NVf.U; NVHI,NU“N EV,U1=0 quando N — o (B 12.8)

substituindo a equacdo (B 12.7) na equagdo (B 12.8), se obtém:

1 1
VG R+ V0 Ry = 0(e) (B 12.9)
ou

hm 1 V Ql R + hm NV QIR }viE}oO(e) =0 (B 12.10)

Portanto da equagdo (B 12.10) temos que:

jlvlgoNngR; (B 12.11)
Ou
lim —— Rl = (B 12.12)

Ve
N_m\/— Qz\/—

. . . ~ .1 ,
Por ser o sinal de entrada u(k) persistentemente excitante, entdo a matriz WRM ¢

-1
invertivel, entdo multiplica-se a equacao (B 12.11) por (ﬁ Rzrzj de ambos lados,

resulta:

e o ) )



Baixo 0 mesmo argumento se demonstra:

lim LW Q2 = lim — VOl =

Now [N Nosoo / (o0

Para N — o, a equagdo (B 12.5) ¢é dada por:

1
TYleNQz _\/_FXH-]NQZ +0(5)

Ou em forma equivalente

lim \/—Y(Qz) - lim J%F[Xf(ng.

Agora se provara (2.65)

]{gn\/— f(Q3) _hm\/lﬁrin(QﬂT

Para provar (2.65) precisamos primeiro provar que:

o1 r

) ﬁYPWf =0(s)

.o 1 T

i1) WQIWf =0(5)

W/ =0(c)

i) J—Qz

Em efeito provaremos primeiro a parte 1)

Seja k=1na equagao (B 11.4) e multiplica-se esta por %W;

lados, resulta:

Ly,
N

ou

1 1 1
T T T
l,i,NVVi+l,i,N = NI—;XI,NVVHU,N + ﬁHiUl,i,NVVi-H,i,N + W(DiVVl,i,N

1

N

1
roo b
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(B 12.13)

(B 12.14)

(B 12.15)

(B 12.16)

(B 12.17)

de ambos

T
W, VVH—l,i,N
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Yywr-Llrxwisluvwr s Lowwr+ Ly (B 12.18)
N . N P N P N P P
11 12 13 14

Por ser u, independentemente de w; para todo &, (ver equagdo (B 12.8)), o termo /2

¢ O(¢). O mesmo acontece para os termos /3 e /4, por propriedade de ruido branco de
w; e v, [ver defini¢do B 7.2], portanto a equagio (B 12.8) € expressa por:

L /e =ir,.XprT+0(g) (B 12.19)

11

Afirmamos que o termo /1= 0(g) para N — o, em efeito,

Como a seqiiéncia de estados passados ¢ dada por X p=[x1 Xy e Xy xN], entao

da equacgdo (2.48) se obtém a equacdo dos estados em fun¢do do estado inicial x,, isto
é:
X, =A%+ A"Bu_ +) 4w, (B 12.19)
i=1 i=1

Desta forma a equag@o (B 12.19) caracteriza os elementos dos estados passados X, .

Seja a seqiiéncia do processo de ruido € W, = [wj w

J+l WN+j_2 WN+j—1 J Onde Cada

1

elemento desta seqiiéncia representa o vetor coluna da matriz W, definida por:

Wi+1 Wi+2 Wi+s Wi+N
w. w. coe w. .o w.
2 i+3 i+s+2 i+1+N
W.o=W = i+
f i+li,N : : .. : ‘. :

Woi  Wain " Wanns " Wainva iy

Agora computando:
Ty_ T

E[Xp W, ]—E[[x1 Xy e Xy xN].Wf]

k k
E[XpW]]= EKA"xO +> A7 Bu, + ) Ai‘lwk_l] w }

i=1 i=1

Onde k=1,.,Nel=i+1,..2i+N-1

k k
E[Xp W)= A"E[x,w] 1+ Y A" BE[u, w1+ Y A" E[w,_,w] ] (B 12.20)

i=1 i=1
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Pela hipotese do problema, a equacao (B 12.20) ¢ expressada como:

1 T
NE[XP Wi 1=0(S).

Pelo exposto acima, entdo a equacdo (B 12.19) resulta:

1
NYpr.T =0(c).

Prova-se agora a parte ii) #QleT =0(¢)

Da equagdo (B 12.1) U, =U,,, € expresso como:

Uf = Ui+1,i,N =R,0

e por ser linearmente independe do ruido, resulta:
1 T _ 1 T _

WRIIQIW/' —NUfo =0(g) (B 12.21)

Por ser a entrada u, persistentemente excitante, entdo a matriz R, ¢ invertivel, portanto

a equagdo (B 12.21) ¢é expressa como:

1 r
WQle =0(g).

Por ultimo, prova-se agora a parte iii) ﬁQszT =0(g)

Isto foi demonstrado na equagao (B 12.14).
Agora prova-se a equagio (2.65)
Da equagdo (B 12.1) ¥, =Y, , ¢ expresso como:

Y leN = R31Q1 +R32Q2 + R33Q3 (B 12.22)

Multiplica-se a equagao (B 12.22) por %W; %Wlfl ;v de ambos lados, resulta:

1
Y NWT - R31Q1 WT + R32Qz WT + R33Q3

ou
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1

1 1
Y WT \/— 31 \/— Ql \/— 32 \/— Qz \/N R33 WQzW/T (B 12.23)
Aplicando 1), i1) e iii) na equagdo (B 12.23) se obtém:
1 1
0(g)= WRB WQszT (B 12.23)

Por ser a entrada u, persistentemente excitante, entdo a matriz R,, € invertivel, portanto

a equagao (B 12.23) ¢ expressa como:

Wl =0(). (B 12.24)

\/—Q3

Da mesma forma obtemos:

ﬁgy; - 0(c). (B 12.25)

Multiplica-se a equagdo (B 12.4) por ﬁ Q! de ambos lados, resulta

1

\/_Y 05 _\/_r)(fQ3 \/_H UfQ3 NCD ZI,QLT %rQi (B 12.26)
Onde os ultimos ter termos, isto € /,,/, e I, tendem a zero quando N — o

Em efeito

Para 7,

Multiplica-se a equagio (B 12.6) por Q. de ambos lados, resulta:

U@ =R,0,05 =0 (B 12.27)

Para os casos I, e I, é demonstrado pelas equagdes (B 12.24) e (B 12.25)

respectivamente, portanto a equacao (B 12.26) é expressa por:
\/— fQS = \/—FX Q3 +0(s)

ou
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lim \/—Y(Q3)  lim jﬁnxf(g})?

Agora prova-se a equacio (2.66):

]lvlin\/_ Y,(0f) = lim (\/IFF,-X,,(QITHﬁH,(Rm)J

Seja k =1na equacdo (B 11.4) e multiplica-se esta por ﬁQIT de ambos lados, resulta:

1 1

1 1
\/ﬁ 11NQ1 - merNQl WHI‘UU,NQIT +W(DiVVl,i,NQ1T +WVIJ,NQIT (B 12-28)
substituindo-se a equagéo (B 12.7) na equagdo (B 12.28) resulta
1 1 1 ;1 ;
\/N 11NQ1 - \/ﬁ FXI NQI \/N HiRZI +W(DiVVI,i,NQI +WV1J,NQ1
ou
1 T 1 T 1 1 r
WYPQ1 :WFiXle \/_HRZI + \/—(D W Ql N Vle (B 1229)
H_/

Por ser u; independentemente de w, , v, para todo k, j (ver equagdo (B 12.8)), o termo

lie 2 ¢ O(g).

Portanto a equag:ﬁo (B 12.18) ¢ expressa como:

X Ql H.R, +0(g).

Y O 1
O e gy

Ou em forma equivalente

1

]1&\/_ Y,(0)= lim (\/IFF,-X,,(QITHWH,(RZI)J

Agora prova-se (2.67)

Seja k =1na equagdo (B 11.4) e multiplica-se esta por ﬁQ; de ambos lados, resulta:
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1 1 1 1
\/ﬁ lzNQZ —WFXU\/QZ \/NHiUl,i,NQZT +WCD1‘VVI,5,NQ2T+WI/IJ,NQ2T (B 12-28)
substituindo-se a equacao (B 12.7) na equacao (B 12.28) resulta
1 1 1 ;1 ,
\/ﬁ 11NQ2 _WFX NQZ \/ﬁHiRzz"'Wq)in,i,NQz +WVl,i,NQ2
ou
1 1 1 T
\/_ Y,0 —\/_FX ol + \/_HR22+\/_CD WQ2 NVpQ2 (B 12.29)
ﬁ_/

Por ser u, independentemente de w, , v, para todo k, j (ver equagdo (B 12.8)), o termo

Jle J2& Oc).

Portanto a equagﬁo (B 12.18) ¢ expressa como:

1

JN

——T,X,0! +——H,R,, + O(5).

Wy
ou em forma equivalente

1

hm\/— p(Qz)_ hm (\/lﬁriXp(er)""WHi(Rzz)j-

Agora se prova a equacgio (2.68)
Considerando k =i+1 na equagdo (B 11.4) temos

Yi+1,i,N = FiXm,N + HiUi+1,i,N +q)in/;+l,i,N + Vi+1,i,N (B 12.30)
. 1
Multiplica-se a equagao (B 12.30) por W O/ de ambos lados, resulta

1

1
\/— 1ﬂXm NQI \/N HiUi+l,i,NQ1T +W(DiVVi+l,i,NQ1T +

1
TYM i NQ]

(B 12.31)

1
+ W Vi+1,i,NQ1T
Por ser u; independentemente de w, , v, para todo k, j (ver equagdo (B 12.8)), os dois

ultimos termos do lado direito na equagdo (B 12.31) ¢ O(g), portanto, temos:
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1 1
T __riXHl,NQlT +

Y .. T _
\/ﬁ ,+1,1,NQ1 \/ﬁ

Hz'UHl,i,NQlT +0(5) (B 12.32)

1
W

Substituindo-se a equagdo (B 12.6) na equacgao (B 12.32), resulta:

LriXm,NQlT +LH1'R11 +0(5) (B 12.33)

L Y NQIT =
JN JN JN
ou em forma equivalente

yggﬁ%(gf) - lim (ﬁn%&%ﬁmmmj.

Portanto o teorema 3 esta demonstrado.

B.13 Prova da equacao (2.59)
Da equagédo (B 12.1) Y, ¢ expresso por:

Y, = RO + Ry, + RyOs + R0, (B 13.1)
Multiplica-se a equagio (B 13.1) por Q) de ambos os lados, resulta:
Y,0, =R, (B 13.2)

Substituindo-se a equagdo (B 13.2) na equacao (B 2.64), se obtém:
1 1

—R,=—=TX,(0,) +0 B13.3
W ) m X g (Q,) () ( )
Multiplica-se a equagdo (B 13.1) por Q; de ambos lados, resulta:
Y,0! =R, (B 13.4)
Substituindo-se a equagdo (B 13.2) na equacao (B 2.65), se obtém:

1 1 r
—R,=—=TX +0 B 13.5
\/N 43 \/N iy (O;) () ( )

Expressando em forma matricial as equagoes ( B 13.3) e (B 13.5), resulta:

Ttk R=onx ol orlro

Ou em forma equivalente
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) 1 . 1
llmW[szz R43]: }JIE}OWF’X’N[QZT o5 1.

N—>o©

B.14 Prova da equacao (2.61)
Da equagédo (B 12.1) Y, ¢ expresso por:

Y, =R, 0 + Ry, O, + Ry, 0, (B 14.1)

Multiplica-se a equagio (B 14.1) por Q] de ambos lados, resulta:

Y,0/ =R, (B 14.2)
Substituindo-se a equagdo (B 14.2) na equacao (B 2.66), se obtém:

1 T 1
]lvlg}o\/— 317 }}E}O (WEX,;(Q )""WH,‘(Rm)j (B 14.3)
Multiplica-se a equagio (B 14.1) por Q, de ambos lados, resulta:
Y,0, =R, (B 14.4)
Substituindo-se a equagdo (B 14.4) na equacao (B 2.67), se obtém:

1 1
lim—R,, = hm —TX (O))+—H.(R B 14.5
Nesoo J_ 32 [\/ﬁ i p(Q2 ) \/N 1( 22)} ( )

Multiplica-se a equagdo (B 13.1) por Q] de ambos lados, resulta:
Y,0f =R, (B 14.6)

Substituindo-se a equagdo (B 14.6) na equagao (B 2.68), se obtém:
1 1
lim —— Ry, = lim | ——T,.X ( "Y+—H,(R )j (B 14.7)
N \/— (\/ﬁ f Q1 \/ﬁ 11

Expressando em forma matricial as equagdes ( B 14.3) , (B 14.5) e (B 14.7), resulta:

ﬁ[RSI Ry, R41]:Fiﬁ[Xp(Q1T) Xp(QzT) Xf'(QlT)]+

+H‘_[R21 R,, R11]+0(§)-
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APENDICE C

C.1 Notacao usada no capitulo 3

Matrizes em blocos de Hankel

u u u u m
0 1 2 N-1
Entradas
passadas ! o Uy Us Uy |m
linhas eee edm-d
U def u,, u; U Uy |M|filas|2-m-i
02i-1 =
u; Ui Uiy 2 Uiy | filas
! Uiy Uis Ui Uy |mim:l
Entradas  linhas|| ... e ..\ filas
futuras Uiy Uy; Upin e Uiy )M
° Os elementos da matriz U sdo vetores, isto é, u, € R", u, e R",......,

0[2i-1

Uy, , € R" . Isto quer dizer que cada linha da matriz U ,, , tem m filas e, como ela

02i-
contém 2.7 linhas, a matriz U, 021 POSSUL 2.m.i filas.

(Y32
1

. O numero de linhas ¢ um indice definido pelo usuério e deve ser um
valor alto, isto ¢, ele deve ser pelo menos tdo grande quanto a ordem maxima do
sistema que se deseje identificar (i > n).

o O nimero de colunas N ¢ tipicamente dado por: N =s5—2i+1, onde “s” ¢

o numero de amostras coletadas dos dados de entrada.

. A matriz U, 0201 pode ser escrita como:
uO ul uz coe uj*l
U, U, U, ... u;
def . )
U ef U, u; U; e ui+./_2 dif UO‘i—l dif Up
02i-1 = = = ——
ul ui+l ui+2 v u,urj,l Ui\zpl Uf
Uiy Ui U;ps ... U,
Upia Uy, Uy .. Uni,js

ou entao como:
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u, u, u, u,,
u, u, u, u,
i+1 Entradas
Passadas =p
def u, u; U, v ui+j—2
UO\ZH =
u, U, U, e Ui o
ui+1 z/liJrZ ui+3 e ui+j
i-1 Entradas
Futuras = f
Uiy Uy, Ui e Usirjon
. +
dif Uo\f dg Up
UHI‘Z[—I Uf

As matrizes em blocos de Hankel das saidas YO‘ZH,Y f ,Y Y ;,Y , sdo definidas de

forma similar.

Notacao usada:

Tempo U Y A4 X
W [U”
U, =U Y, =Y o X?=x4
Passado K ot e Y, 0
+ + + U+
Uo\,- =U, Yo\, =Y, w, [ f
YP

Uf
Ui\zi—l =U, Yi\zi—l =Y, W= Y X=X/
Futuro

77— —V- S
Um\zH =U, Ym\zH =Y, W; =

A matriz estendida de controlabilidade A, onde i (i >n) denota o nimero de colunas

de blocos, é definida como:

d dif i-1 i-2 . nxmi nxn nxm
Al =|A"'B A’B ... AB B|n linhas ,e R"™,4eR"™" BeR

mxi  colunas
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C. 2 Idéia do algoritmo N4SID caso deterministico

1) A seqiiéncia de estados X ‘f’ esta contida no espago linha de W,

1v) A seqliéncia de estados X ;Z esta contida no espago linha de W,

V) Aplicando-se o teorema da dimensao de Grassmann

dim(espago linhale Jm espaco linha [Wf J) =n

Prova
Primeiro provaremos i):
Da equagao (B 3.10), se obtém:
Y, =T X, +HU, (C2.1)
Isolando a seqiiéncia de estado na equagao (C 2.1) :
X, =Y, -T":HU, (C22)
A equacao (C 2.2) demonstra que o vetor de estados € uma combinagdo linear do espaco

linha da matriz ¥, e U, , portanto X , esta contido no espago linha ¥, :

X, =I':Y,-T'":HU, e span(W,). (C23)

Agora se prova ii)

Da equacdo (B 3.10), se obtém:

Y,=I'X, +HU, (C2.4)
Isolando a seqiiéncia de estados na equagao (C 2.4) :

X,=T.Y,-T':HU, (C2.5)
Associado ao sistema (3.15), o vetor de estados para o instante de tempo k+ié

expresso como:
u(i)
x(k+i)= A'x(i)+[4"B 4B B ”(if D
u(i +.k -1)
Entdo variando o valor do indice k£ se obtém a seqiiéncia de estado:

X,=AX,+AU, (C2.6)

Substituindo a equagdo (C 2.5) na equagdo (C 2.6), resulta:
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k * *
X, =4 (r Y, ~T ,-HZ.UP)+AkUp

X,=(A,—AT H)U, +(AT )Y, (C2.7)

A equagdo (C 2.7) demonstra que o vetor de estados ¢ uma combinagao linear do espago

linha da matriz ¥, e U, , portanto X, esta contido no espago linha W,

Xp:lAk—A’T iH, A"riJWp e span(W,). (C2.8)

Por ultimo provaremos iii):

Entio provemos primeiro  posto(X ;) =n

Por defini¢do da seqiiéncia de estado temos

posto(X ;) <n (C2.9)
Por hipotese, na identificagdo de sistemas: posto(A,)=n= posto(I',) com k>n e
pela equacao (C 2.6) temos:

posto(X ;) = posto(AkXp +AU,))2n (C2.10)

por ser o sinal de entrada u, persistentemente excitante.

Portanto das equagoes (C 2.10) e (C 2.9), resulta:
n< posto(X,)<n (C2.11)

Da equag@o (C 2.11) concluimos:  posto(X ;) =n.
Da equag@o (C 2.4) e da matriz U ,, obtem-se:

Y, =T,X, +HU, (C2.12)

Y, I, HI|lX,
U =U = =
p P Up 0 I, Up

Da equacgido (C 2.12), se obtém:

YP XP
posto U = posto U =mi+n (C2.13)
P

p
Da mesma forma obtemos:

Y.

posto[ / }zmi—i—n (C2.14)
U,
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N

posto =2mi+n (C2.15)

.

hS)

c

Agora aplicando o teorema de Grassmann:

dim(espcwo ﬁla[Wp]m espago ﬁla[WfDZ posto[Wp]+ poslo[Wf]— posto[g} }
S

=(mi+n)+(mi+n)—2mi+n)=n

dim(espag:o fila [WpJﬁ espaco fila [Wf J): n.

C.3 Prova da equacio (3.17)

Na equagéo (C 2.8), denotando L, = |_Ak —-A'T :Hi AT ,resulta: X, =L W, .
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APENDICE D

D.1 Matrizes utilizadas no capitulo 6
Além da notacgdo dos capitulos anteriores, apresentaremos as seguintes matrizes:
Matriz de observabilidade e de controlabilidade do controlador, dadas por:

CC
CC AC

re = eR™ e N=|a"B - 4B B|ewe D.1.1

1

cA™

c c

A matriz em blocos triangular inferior de Toeplitz do controlador ¢ dada por:

D, 0 0 0
ol CeB. D, 0 0
Hf =| C.A.B, C.B, D, 0 [eR™ D.1.2
0
_CcAci_ch CcAci_sBc CcAci_4Bc Dc_

A matriz em blocos triangular inferior de Toeplitz 7, ¢ definida como:

def

T =(1,+ HH) eR™ D.1.3

Pela hipotese, na identificagdo em malha fechada, de que o sistema seja bem posto,

temos que existe a inversa da matriz 7, .

Da mesma forma que foram definidas as matrizes em blocos de entrada U . e saida

0[2i-1

YO‘ZI._1 , podemos definir a matriz em blocos de referéncia Ro‘zl._1 )

Para simplificar as futuras demonstragdes, definem-se matrizes auxiliares N e M, estas

matrizes ndo sdo matrizes em blocos de Hankel,

def
N, = [U +HY
plq

0]2i-1 2i 0\2;‘71]

D.1.4
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A matriz N,,\q ¢ formada por todas as linhas compreendidas entre a linha p até a linha q.

def

M, =U, +H Y D.1.5
rla rla

q-p+17 plq

onde 0< p<g<2i-1.

Para gerar as matrizes N ou M precisamos dos primeiros parametros de Markov, pois os

dados de entrada e saida sdo conhecidos.

Da equacdo (D.1.4) pode-se deduzir o seguinte:
def

Npq == Up‘q +H;_p+1Yp‘q +Fqc—p+lACpYO‘p—l D.1.6
=My, T, A, D.1.7

A demonstragdo da equacdo (D.1.6) ndo ¢ tdo simples como menciona o artigo [VAN
OVERSCHEE; DE MOOR, 1997]. Apresentamos uma idéia desta demonstragdo sem o

rigor matematico.

Seja:
- - - == A
I=Hq—p+1:3 !
I
/ L oo oo oo oo o 1
PR R TR SETETE TS -
| I . Yy =Y
_ I _ oo
| D 0 O| 0 0 Yo V1t Vo Vs Vs s ysE i i e m e =t -
14 D 00 o0 I s ik o el 2, I i
I I
H=A4 A D 0 0| eYdy, y; ¥y Vs Y Vi Vso g - =Y, =V
2 1 0 I| € I
44 A4 D 0 Vs Yo Vs Ve V1 Vs Vol ooy
A4 4 4 4" D] Vi Vs Ve Vi Vs Ve Violsy

Entdo o produto de HY ¢ dado por:
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Dy, Dy,

Ay, + Dy, A%y, + Dy,
HY =| A'y,+ A%y, + Dy, A'y,+ A%y, + Dy,

A*y, + A'y, + A°y, + Dy, A’y +A'y, + Ay, + Dy,

_A3y0 +Azy1 +Aly2 +Aoy3 + Dy, Ag'y1 +Azy2 +Aly3 +A°y4 + Dy;
Dy; Dy; |
Ay, + Dy, Ay, + Dy,
A'ys+A4°ys+ Dy, A'ys+ Ay, + Dy, D.1.8
A’y + Ay, + A%y, + Dy, A’y +A'y, + A’y + Dy,
Ay + Ay + Ay, +Ay,+Dy, Ay, +Ay, +Ay +A4"y, +Dyy |, .,

Considerando a sub-matriz de HY formada por todas as linhas compreendidas entre a

linha p até a linha ¢ (incluindo os extremos), entdo para p=3 e g =5 o produto HY ¢

CXpPresso como:

Ay + 4%, + Dy,

[HY],), =| A7y, + 4"y, -|4;A°y2 + Dy, ; A’y +A'y, +A4°y, + Dy, ;

Ay, + A%y, +A'y,+A4°y, + Dy, Ay + Ay, +14'y, + Ay, + Dy,

. i Aly6 + Aoy7 ﬁEDyS i
Ay + Ay, +14°y, + Dy, Ays+A'y, +i4°y, + Dy, ; D.1.9
i Ayg+ ALy, + iAlyg + Ay, + Dy 316

______________________________________

A equagdo (D.1.9) pode ser expressa como a soma de duas matrizes:

A1y0+A0y1 Alyl"'AOyz"' Alys"'AOyé A1y6+A0y7
HY = A2y0+Aly1 A2y1+A1y2--- Az)’s"'Alyﬁ A2y6+Aly7 +
Ay, + Ay, Ay + Ay, Ay Ay, Ay + Ay,



Dy, Dy,
Aoyz + Dy, Aoys + Dy,
Alyz + A0y3 + Dy, A1y3 + A0y4 + Dy;

Dy, Dy
Aoy7 + Dy, Aoy8 + Dy,

Al)’7+Aoys+Dy9 A1y8+A0y9+Dy10

A equacgdo (D.1.10) pode ser expressa novamente como:

A A D 0 0]y,
[HY]p\q: Vel {yo D) y6}+ L D 0 ¥,
LT Yoo Y2 V3o o Vg 4 4" D v,

Esta ultima equagdo pode ser expressa por:

[HCY]p‘q = rcq—erlACp O‘p—l + ch_erlYp‘q

V3
Vs
Ys

V7
Vs
Yo
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D.1.10

g
Yo
Yio

D.1.11

Para facilitar as contas e sem perda de generalidade, foram adotadas as seguintes

convengoes:

Para os elementos da matriz H° levar em consideragdo que: 4" =C A, B, para todo

r=0.12,.. .

Para os elementos da matriz I'“ levar em consideragdo que: 4" =C. A4, para todo

r=0,L2,.. .

Para os elementos da matriz A° levar em consideragdo que: 4" = 4. B, para todo

r=01.12,. .

Desta forma, pode-se obter a matriz:

def i , .
N, =U, +H; Y, +To AY, .

p -p+1” plq -p+1=p

A matriz M,

2.1 N0 € igual a matriz M

if2i-1>

faltam as primeiras i linhas em blocos (denotada por M 201 ).

a diferenca ¢ que na primeira matriz
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A matriz M, , pode ser expressa como:

=M

M o ~TBY, D.1.12

i+1]2i-1 ctili

A seqiiéncia de estados ¢ definida como:

_ c _ |.c c . c d — d d . d
X, = lxi Xint xi+j—1J’ Xi - |.xi Xin xi+_/—1 J’ Xi lxi Xin xi+_/—1J
e
X = [xj X xj+j_1 J, onde os indices ¢, d e s sdo usados para indicar os estados

do controlador, estados deterministicos e estados estocasticos, respectivamente.

Para a andlise tedrica se supde que j — o . Assume-se que sejam sdo ergodigos, entdo

se pode substituir as médias pela esperanca matematica [VAN OVERSCHEE; DE
MOOR, 1996].

Ej[o]dzliml[o]

Jow ]

Com esta definicdo de Ej, pode-se definir as matrizes de correlagdo como:

(N, w(R ST
. |2i-1 T Ty nn xn
E]_ X, J(Nom_1 X, )}—[Sm Zxx] D.1.13
r YVOS - def L (AG)TFT
. ‘21 1 K T K T _ i i i
Ej YisziJ((Yoz,._l) Yoiy) )}_(E It L D.1.14
(x¢ w(s, 3!
E- 0 Xd T Xs T — dd sd D115
l ng(< O )} (% zm]
onde

def def def def
5, = Exo) ] 6= Elx,oD7], Ay = Elyi (07 ] e 4% =[47G--4G G|
Para maiores informagdes ver [VAN OVERSCHEE; BART DE MOOR, 1996].

D.2 Prova da equaciao 6.6
Para provar a equacao (6.6):

Yi\zH = T[FiAiXod + Y[\S2H + EAlj U

0[i-1

+HIM,,, |, D.2.1
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primeiro considere a equacao (6.5), a qual ¢ dada por:

Y

z\zi—lzr;[Ang+Ad 0ji 1J+H U\zz +Yz\21 D22

Nesta equacao o termo que contém Ui‘Zi_lpode Ser expresso como uma combinagdo
linear da matriz M 201 e da matriz Y, 21 » Para isto considera-se a equacao (D.1.5), para

o0 caso particularde p=i e g =2i—1, isto é:

Mi\zz‘—l = Ui\zz +H; Yz\zz = Ui\zz'—l = Mi\zz' —H; Y;‘Zz D.2.3
Substituindo (D.2.3) em (D.2.2), obtém-se:

Yi‘Zi—l = Fi lAng +Ad 0\ 1J+Hd (Mi\zi 1 H Y\zt )+ Yz\szt

Yoy :FilAng +AT U Uy 1J+H M, ~H{H{ Yy + Y

(1 +Hz'dHic )Yi\zi—l = FiAng +FiA[1{ Uo\i—l + HidMi\zz T Yz\szz D.24
Fazendo:

T = [] +H'H f], a equacdo (D.2.4) pode ser expressa como:

K\Zi—l = T|_FiAiXd + Y\Sz a7t EA‘f U + HidMi\zHJ'

0[i-1

D.3 Prova do teorema 1

Primeiro provaremos a equagdo (6.11). Para isto, considerar:

N Nyjiq I, 0 Hf Ui

T N = 0 1, T || M| D.3.1
Yo‘l_1 1zl 0 0 I 1ipa)
YO\H li YO\H

Para obter as matrizes do segundo membro em (D.3.1) se usaram as equagdes (D.1.4) e

(D.1.7), isto ¢ , de (D.1.4):

def
+H¢

q-p+1 p\q

[U ] fazendo p=0 e g=i—-1, obtém-se:

plg

1:p +HY, |

i 0‘
de (D.1.7)
Np‘ =M Aa +T° A Y fazendo p=i e ¢g=2i—1, obtém-se:

g-p+1 = pT0|p-1°
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_ C AC
Ni\zi—l _Mi\zi—l +1 AiYo\i—l

No segundo membro em (D.3.1) a matriz do lado esquerdo ¢ uma matriz triangular
superior e sua diagonal estd inteiramente formada por uns, isto implica que tem posto

completo. Entdo, por uma propriedade de posto de uma matriz:

I, 0 Hf Ui Uy
posto|| 0 I . TYA M, = posto| | M, ,
0 O I,
I metyiv(2me+1)i Yo\i—l P Yo\i—l
U,.
0‘1—1
No\zi—l
posto = posto Mi‘zi_1
0Ji-1
YO\H

O posto de uma matriz ¢ invariante na troca de linhas, isto prova a equacao (6.11).

Agora provaremos a equacio (6.12)

Em primeiro lugar provaremos duas propriedades que serdo utilizadas na prova desta

equacao:
Ej[(FZng + 0721'—1 )N()Tzi—l J: [,S,, D.3.2
Ej[YdTZi—l (Xg)TJ: 2y D.33

Para provar a equagdo (D.3.2) precisa-se do sistema puramente estocastico, o qual ¢

dado por:
X'k = AX ke +w,
Vin =Cx’r +v,,

Variando-se & se obtém a seguinte equagao recursiva:

C 0 0O - 0

s CA s s C 0 e 0
Yo\zm =l [xo xj—1]+ Wo\zm +V0\2571

CAZi—l CAFZ CAF3 . 0

W
=H;



267

Yoo =Top X+ H Wy 4V D.3.4
Substituindo-se (D.3.4) em (D.3.2) resulta:
[0, X3+ Yo, NG [F BT, XY 4T, X+ H Wy, + Vo NG,

= Ej|(T, X, + HY W,y + Vi NG D.3.5
E facil mostrar que:
Ny = Ry =12 X - D.3.6

Faremos explicitamente os casos k=0,1; o resultado geral segue sem muita dificuldade.

Lembremos que as equagdes do controlador (6.2a,b) sdo:

X = AX =By, D.3.7
u,+D.y, =r, —C x| . D.3.8
Considerando k& =0 nas equagdes (D.3.7) e (D.3.8):

x;, =A.x,—B.y,

uy,+D.y,=1,—C.xy =>u,+D.y,=1,—C.x, .

Para k =1 nas equagdes (D.3.7) e (D.3.8):

X, = A.x =B,y

u,+D.y,=r,—Cx; >u+D,y, =r, —C.Ax; —B.y, =

u,+CBy,+D.y =r —-—C.Ax,

ou em forma matricial:
uO + Dc 0 yO — rO _ Cc XOC )
ul Cch Dc yl 7"1 Cc Ac

Em forma recursiva se obtém:

Np\ =U pla +H, pHYp\q RO\Z:‘—I - X,
Np\q - Ro\zi—l -15.X5 - D3.9

Usando a linearidade em Ej, de (D.3.5) se obtém:

J=E|m,x, +HLW,

0j2i-1 0\21 ) o\z:‘—lJ

E|m,xd +7,.)

0‘21 0‘21
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= B0, X NG, [ Bl Wy DN | BV DN
=0, Bi(X NG, [+ Hy B Wy DN BV NG, ] D310
De (D.1.13) se tem que:
L, Ei|(XNG,, L F TS,
e pela hipotese do teorema 1 para malha fechada se tem que:

HyE\(w, o\z,oNop, [ 1B\ Wy R, - HEO )X ()T =

EJ[( o\zz o\zz J 0

Entdo a equacgao (D.3.10) fica expressa como:
B\, X + Y5, OND, [=T08,,.
Para provar (D.3.3)
Yy, (X)) |=T,2,

se procede da mesma forma que na prova anterior, substituindo-se esta ultima equagao

em (D.3.4) e pela hipdteses do teorema 1 para malha fechada se tem que:

E]|_ 0\2,1(X5)TJ:Ej|_(F2i Xy +Hy W, 0j2i-1 0\21 XX ) J
ZFZiEj[( X(; XXg)T]+ Hz‘YE][( Wo\zi—l XX(;])TJ—’_ Ej[(Vo\zi—l XX(?)TJ

E]|_ 0‘2, 1(Xg)TJ= le‘zsd .

Agora provaremos a equacao (6.12), que é dada pela projecao ortogonal:

/ No\i—l _ l A d J
Z; = Yz\zz Y =T|IX, + H; Mi\zi—l

0]i-1

A projecao ortogonal ¢ dada por [VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1996]:
A/B=4[4,B)(0[B. B)' B . onde §[4,B]=Ej|4B" |
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N UO\H
. 0[2i-1 ,
Projetando Y[‘ZH sobre = Ml.‘zl._1 se obtém:
0i—-1
| Y

0[i-1

NO\H NO\H NO\H NO\H NO\H
Yi‘2i—1 / =0 Yi\Zi—l ) ¢ ’
Yo\i—l Yo\i—l Yo\i—l Yo\i—l Yo\i—l

= -1
Yi\zi—l /{)]YOHJ = Ej[(}li\zi-l)(NTo\i—l‘YTo\i—l )] Lj [];O”J (NTO\M‘YTO\:'—I )] [];ml] D.3.11
0li-1 0[i-1

0]i-1

Esta projecao ortogonal é uma combinagao linear dos elementos U, Ofi-1 > M i1 © YO‘H .

Do outro lado, da equacao (6.6) se obtém que:

+T AU, +H'M : D.3.12

_ i yvd K
Yi‘2i—1 =T FiA Xo + Y[‘Zi—l 0li-1 i|2i-1

Termo 1 Termo 2

Uo\i—l
Quando se projeta ¥, , sobre o subespago | M, , | como na equagdo (6.12) observa-se

Y

0]i-1
que o termo 2 na equacao (D.3.12) ndo muda, pois ele se encontra no espago linha onde

se esta projetando. Entdo precisamos encontrar a projecao do termo 1. Da mesma forma

que foi definida em [apéndice A], a equacdo (D.3.11) ficaria expressa como:

-1

o /@OZIJ = gl v )Wy )| 5 (];[Oil](N " [V o ) {%

0li-1 0]i-1

+T, TAT U, +TH'M

0]i-1 il2i-1°

Para encontrar o primeiro ¢ o segundo termos do segundo membro desta equagao,
introduzimos a seguinte notagao:

F=Ej [(FiAng + Yi\szi—l xN(gzi—l Y()Ti—l )J: [Fl Fz] D.3.13

Ny N, N]
N =g | T YO‘TZ._I) { . 21} D.3.14
0]i-1 NZI sz
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Observa-se que todos os termos sdao conhecidos, exceto o termo YO‘Z._1

E facil verificar que, ver [SANTOS MIRANDA, 2004]:
Y

0]i-1

=T X  +H'U

0]i—

oi-1 t Y()Ti—l D.3.15
de (D.1.4) se obtém que:
Nyey =Uyiy +HfY0‘l._1 D.3.16

0[i-1

Substituindo-se (D.3.16) em (D.3.15) se obtém que:

d d c s
Yo\i—l = FiXo\i—l +H, (No\i—l —H; Yo\i—l )+ Yo\i—l
YO\H = Fng\H T HidNo\H - HidHiCYo\H + YOS\H
(Ili —H'H )Yo\i—l = FiXod\i—l + HidNo\i—l + YOTi—l

Como 7, ' = (I,l. —Hl.dHf) entdo:

Yy, =TOXd .+ HINg + Y5, ] D.3.17

|i-1

Agora efetuando as operagdes em (D.3.13) e (D.3.14) e usando-se as equagdes

auxiliares (D.3.2) e (D.3.3), se obtém:
F=TA'S,

Fy=[CA4(2, +2,+3, )07 +T,4'S, +TAS |17
N,=R,

N, = Ti[riAinn +Hid (I O)Rnn]

N,=T {rl. By +Zy +20 )07 +L,+T.S,, ((I)](H;’ J+m (1 0)sTIT +

ente oo [

Entdo a proje¢do ortogonal & expressa por:

D.3.18

i|2i-1

No\i—l O No\i-l d d
Z; = Y;‘Zi—l/ y =TFN"| — |+ LA Uo\i—l +TH M

0]i-1 0]i-1

Usando a matriz inversa do Lema para a matriz N e com Q definido em (6.10), P, e X 0
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como em (6.14)-(6.15) finalmente se obtém:

+o,(ry, , -HIN

0]i-1

Z,=Tr |4 - )5, ,R;'N

xn” “nn 0‘2[—1

)+ &'U, 4T H M, D319

0Ji-1

Na equagdo (D.3.19) se t€ém os seguintes termos:

— . . 1 A
SR 1No\zm ZEJ[XO N()T\zi—llﬁy[No\Zi—l NOT\Zi—IT No\zi—l :XO/No\zi—l =X, D.3.20

Xn nn

(T, —H/ Ny, ) =T,X] +Y;,, isto é obtido de (D.3.17)

0]i-1

=[X{ +Y,,= Y, — HU,, isto ¢ obtido de (D.3.15)

|i

(T —H Ny, ) =Yy, - H/U D.3.21

|i-1 0[i-1

Substituindo-se (D.3.20) e (D.3.21) em (D.3.19) se obtém:

Z, =TT, l(Ai _Qiri )XO + Qi(Y J+7;HidM

0Ji-1

d -1
—H, Uo\i—l )+ A; Uo\i—l i|2i-1

Zi = Tiri l(A[ _Qiri ))%0 + (A;l _QiHid )Uo\i—l + QiYo\i—l J+TiHidMi\2H

Por ultimo fazendo

A

X, = (Ai -Qr, ))2'0 +(A;l -QH/ yjo\i—l +Q Y,

i O‘i—l
se obtém que:

Y ~7|r X, + M, |
Zi_Yi‘Zi—] Y =4[LA; + i2i-11

0Ji-1

D.4. Prova do teorema 2 Principal

Idéias para a demonstragdo: Observa-se em (6.17) que a matriz 8§, € a proje¢ao obliqua

sobre W

das saidas futuras Yi‘zl._ Oji-1 onde:

W o= Uo\i—l
o YO\H

A idéia desta demonstracdo € obter a projecdo obliqua em termos da proje¢ao ortogonal,

p em Mi\zi—l

o seguinte grafico mostra isto:
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Projecdo obliqua

Yi‘Zi—l /Wo\i—l Mi‘Zi—l

Projecdo obliqua
Yi‘Zi—l /Mi‘Zi—l WO

W,
| 2i-1 / -
Mi\Zi—l

Projecao ortogonal

Figura D.4.1 Proje¢do obliqua das saidas futuras Yi‘zi_1 em M i2i-1 sobre Wo‘i_1 .
Da projecao ortogonal se obtém que:
Wo\i—l
Yi\zi—l / M :Yi\zi—l /Mi\zi—l Wo\i—l +Yi\2i—1 /Wo‘i_l Mi\zi—l D.4.1
i|2i-1

Se em (D.4.1) eliminarmos o segundo termo do segundo membro, entdo se obtém a

projecao obliqua, isto é:

Wo\i—l _ .
Yi\zi—l / M _Yi\zi—l /Mi\Zi—l Wo‘i_l - 81' D42

i|2i-1

Agora demonstraremos o teorema 2:
Para fazer esta demonstragdo, considerar primeiro a projecao ortogonal obtida no

teorema 1 para malha fechada:

U
1 / Yo\i—l
M

i 0[i-1
def

Z =Y

i 1‘21‘—

=Tk, + HM,,, ] D43
i|2i-1

Usando a expressdo de X, definida no teorema 1:
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£ =-ar)k,+(a-out, +o,, D.4.4
e X, definida por:

A _ No\i—l
X, :Xo/No\zi—l =X,/ ‘ =X, /Ni‘zl»_l No\i—l +X, /NO‘H Ni\zi—l D.4.5

i2i-1
Da definicao das matrizes auxiliares, equagdo (D.1.15):
def

Mp\q - Up\q + Hq—pHYp\q >
se obtém:

N.‘Z‘_l =M _ D.4.6

et 1‘21—1

Substituindo-se (D.4.6) em (D.4.5):
X, =X, /Mipi_1 No‘i_l + X, /No‘i_1 Mi‘zl._l, D.4.7
Substituindo-se (D.4.4) em (D.4.3):
Zi = Tl lri ((Ai - Qiri ))20 + (A;I o QiHid )’/O\i—l + QiYO\i—l )+ HidMi\zi—lL D.4.8
Substituindo-se (D.4.7) em (D.4.8):
z =1 |4 - )x, Ditgann Nojr * Xo vy Misi (a7 @iy, + 07, ) +

+H!M,, | D49

Se em (D.4.9) se eliminam os termos que contém a matriz M entdo se obtém a

i|2i-1°
proje¢do obliqua:
2, =T (@ = QT X iy, Now 6 =0, oy + 07,

i [ i O‘i—l

ou em forma matricial:



X,/

0" Miji NO\i—l
U
Y

0Ji-1

z,=1r|a -ar )& -oH) o

0[i-1

A equagdo (4.10) ¢ a projecao obliqua denotada por 9, :

9, =TT,(X,)
onde:
X,/ N,
%= —ar)a o) o] T T
UO\H
L YO\H
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D.4.10

Comparando-se esta tltima expressdo com o estado do filtro de Kalman em (D.4.4), se

mostra que X, ¢ efetivamente uma seqiiéncia do estado de filtro de Kalman, com estado

inicial X, e matriz de covariancia F,definida por:

U
Y,

0fi-1

def _

— Yk . — X
Xi _Xi [)?0,P0] s XO_XO/MiZil[ xn Y nn™ xn

O”J e P=-|5, -3 -S,R!S"]

Isto prova a parte 1 do teorema 2 para malha fechada.

Agora provaremos a parte 2 do teorema.

Para provar que a ordem do sistema ¢ n, considerar a projecao obliqua:

9, =TT(X,)=USV

Observa-se que I', tem somente n colunas e X, = X, tem somente # filas e a matriz 7,

¢ inversivel de posto completo /ix/i, entdo por propriedade de posto de uma matriz se

tem que:
posto(TT,(X,)) = posto(T,(X,))

E 0 mesmo que posto de 3, o qual ¢ a ordem do sistema, isto € n.
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Prova das partes 3 e 4 do teorema

A decomposi¢ao da projecdo obliqua 9, na equagdo (6.18) pode ser desdobrada em duas
partes:

9, =U,S,”> §/"*¥," . Usando a seguinte notagio,

I, =U,S,"” e )N(,. =8,

ede 9, =TI (X,) obtém-se:



E.1 Prova do teorema 7.3.1
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APENDICE E

Sem perda de generalidade e sem criar confusdo, considere f/~=f(k) onde f ¢ qualquer

funcdo no instante .
Da figura 7.1 obtém-se:

u=e +n

e=n->y

A equacdo (7.19) é dada por:
y=C,s+D,u

Substituindo-se a equagdo (E.1.1) na equagao (E.1.3) resulta:

yszerDp(e1 +7)

y=C,s+D,e +D,n

A equacdo (7.21) ¢ dada por:

e =Cv+D.e,

Substituindo-se a equagao (E.1.5) na equagdo (E.1.4) resulta:

y= Cps +Dp(CCv+DCe2)+Dpr1

Substituindo a equagdo (E.1.2) na equagdo (E.1.6) obtém-se:
y=C,s+D,Cv+D,D.(r,—y)+D,n

y=Cys+D,Cv+D,Dr,-D,D.y+D,n
y+D,D.y=C,s+D,Cv+D,D.r,+D,n

({+D,D,)y=C,s+D,Cv+D,D.r,+D,

Pela hipotese do teorema, a matriz (/ +D,D,) tem inversa.

Seja:

E.1.1
E.1.2

E.1.3

E.1.4

E.1.5

E.1.6

E.1.7
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®=(+D,D,)" E.1.8

Multiplicando-se ambos dos lados da equagdo (E.1.7) pela equagdo (E.1.8), resulta:
y=0C,;s+®D,Cyv+®D,D.r,+®D,n E.1.9

O objetivo ¢ expressar os estados da planta e do controlador em fungdo das entradas 7, e
7.

A equacdo (7.18) ¢ dada por:

stk+)=4,s+Bu E.1.10

Substituindo-se a equagdo (E.1.1) na equagdo (E.1.10) resulta:
stk+)=4,s+B, (e, +1)

stk+1)=4,s+B,e +B,r, E.1.11

Substituindo-se a equagdo (E.1.5) na equagao (E.1.11) resulta:
stk+1)=A,s+B,(Cv+D.e,)+B,n

stk+1)=A4,s+B,Cv+B,D.e,+B,n E.1.12

Substituindo-se a equagdo (E.1.2) na equagao (E.1.12) resulta:
stk+)=4,s+B,Cv+B,D.(r,—y)+ B,

stk+1)=4,s+B,Cv+B,D.r,—B,D.y+B,n E.1.13

Substituindo-se a equagao (E.1.9) na equagdo (E.1.13) resulta:
stk+)=4,s+B,Cv+B,D.r,-B,D(®C,s+®D,Cv+®D,Dr,+®D,r)+B,n
stk+)=4,s+B,Cv+B,D.,r,-BD®C s—B,D®D,Cv-B,D®D,D,.r

-B,D.® D, +B,n
s(k+1)=(4,-B,D,®C,)s+(B,C.—B,D,® D,C.)v+(B,D,~B,D.® D,D,)r, +(B,~B,D,® D)
s(k+1)=(4,-B,D,®C,)s+B,(I-D,® D,)C.v+B,(I-D,® D, )1, +

+ B D.(I-®D,D,), E.ll4
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Da mesma forma para os estados do controlador, tem-se que a equagao (7.20) ¢ dada
por:

v(k +1) = A v(k)+ B.e, (k) E.1.15

Substituindo-se a equagdo (E.1.2) na equagao (E.1.15) resulta:
vik+1)=Av+B.(r,—y)

vik+1)=Av+Br,—B.y E.1.16

Substituindo-se a equagdo (E.1.2) na equagao (E.1.16) resulta:
wk+1)=A4v+Br,-B(®C,;s+®D,Cv+®D,D.r,+D D)

wk+1)=4v+Br,-B®C,s-B®D,Cv-BPD,D,r,-B®D,r
wWk+1)=-B®C,s+(4.-B®D,C.)v-BPD,,+(B,-BDD,D,)r,

Wk +1)=-B,® C,s+ (4, —~B.® D,C.)v=B,® D1 +B,(I-® D,D,)r, E.1.17

Logo, as equagdes (E.14) e (E.17) podem ser expressas na forma matricial:

k+1 k k
S I R I E.1.18
v(k +1) v(k) r, (k)
onde
_[4,-B,D2C, B,(I-D,®D,)C, -
-B,0C, 4.—B,®D,C, o
€

~-B®D,  B,(I-®D,C,)

Da mesma forma:
Substituindo-se a equagdo (E.1.2) na equagao (E.1.5) resulta:
el :CCV+DC(I"2 _y)

e=Cv+Dr,—-D.y E.1.21
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Substituindo-se a equagao (E.1.9) na equagdo (E.1.21) resulta:
e=Cv+Dr,-D(PC,s+®D,Cv+®D,Dr,+®D,n)

e=Cv+Dnr,-DOC,s-D®D,Cv-DDD,Dr,-DPD,r
e=-D®C,;s+(C,-D.®D,C.)v+(D,-D.®D,D,)r,-—D.P DK

e,=-D,®C s+(I-D,®D,)Cv-D,® D1, +D,(I-D,D,)r, E.1.22

Substituindo-se a equagdo (E.1.2) na equagdo (E.1.9) resulta:
e,=1,-(®C,s+®D,Cv+®D,Dr,+®D,r)
e, =—0Cs-®DCv-DPD Dr,-DD,+r

e,=—®C,s—®D,Cy—®D,5+({~®D,D,)r, E.1.23

Substituindo-se a equagdo (E.1.1) na equagao (E.1.22) resulta:
u=[-D,®C,s+(~D,®D,)Cv—D,®D,1+D,(I-®D,D,)]+n

u=-D,®C,s+(I-D,®D,)Cy+(I-D,®D,)+D,(I-®D,D,)r, E.1.24

Logo, as equacdes (E.1.22), (E.1.23), (E.1.24) e (E.1.9) podem ser expressas na forma

matricial:
e (k)

e, (k)| _ C[s(m} D{n(k)} E.1.25
u(k) v(k) 1, (k)

y(k)
onde

~-D.®C, (I-D®D,)C,

~oC ~®D C.
C= g ¢ E.1.26
~-D.®C, (I-D®D,)C,
oC, ®D,C,
-D.®D, D,(I-®D,D,)
Y5 [-®D D,
D= g i’ E.1.27

[-D.®D, D,(I-®D,D,)
@D, @D D,
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O modelo global ¢ dado pelas equagdes (E.1.18) e (E.1.25), isto é:

[s(k +1) _ 5B, g 1) E.1.28
vk+1) | | vk) ry () N
_el(k)

e, (k)| _ C[s(m} D{n(k)} E.1.29
u(k) v(k) 1y (k)

Ly(k)

E.2 Prova da equacio (7.26)
Igualando as equagoes (7.15) e (E.1.29) se obtém que:

D, D, -D®D, D.(I-9D,D,)
D, D, T oD, [-®D,D, E.1.30
D, D,| |I-D®D, D.(I-®D,D,) o
D, D, @D, @D, D,

Da equacao (E.1.30) obtém-se:

Dy, =1-D,®D,

ou

D, =1-D,(I-D,D,)"'D, E.1.31

a inversa da matriz dada em (E.1.31) ¢ necessaria para computar as matrizes da planta

através da equacdo (7.16), aplicando matriz inversa de Leman, obtém-se:

Dy =1+D.D,.

E.2 Prova da equacio (7.28)
Igualando as equagoes (7.15) e (E.1.29) se obtém que:

p, D,| [-D®D, D.(I-®D,D,)

Dy Dpl_| —®D, = ®D,D. E.1.32
D, D, | |I-D®D, D.(I-®D,D,)

D4l D42 (DDP (DDPDC

Da equagao (E.1.32) obtém-se:
D,,=1-®D,D,
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ou
D,,=I-(I-D,D,)"'D,D, E.1.33

a inversa da matriz dada em (E.1.33) ¢ necessaria para computar as matrizes do

controlador através da equacao (7.17).

Para encontrar a inversa da matriz dada pela equacao (E.1.33) basta demonstrar:

(I-D,D,)"'D,D,=D,(I-D,D,)"'D, E.1.34

Pela hipotese do teorema 7.3.1 existem (/+D,D.)" e (I+D,D,)” entdo existem

(D,D.)" e (D.D,)™", isto quer dizer:

I=(D,D,).(D,D,)" E.1.35
Considerar:

D, =D,

D, .=1D, E.1.36

Substituindo-se a equagdo (E.1.35) na equagdo (E.1.36) resulta:

D, = (D(,Dp).(DCDp)‘l D, E.1.37
Multiplicando-se ambos os lados da equag@o (E.1.37) pela matriz D, resulta:

D,D, = Dp(DCDp).(DCDp)‘l.DC

D,D.=(D,D,)D, (DCDP)“.DC E.1.38
Multiplicando-se ambos os lados da equagao (E.1.38) pela matriz (DpDc)‘1 , resulta:
(p,0,)"'D,D.=(D,D,)(D,D.)D,(D.D,)".D,

I=D,(D.D,)".D, E.1.39
Somando-se ambos os lados da equagéo (E.139) pela matriz D, D, , obtém-se:
D,D,+1=D,D,+D,(D,D,)".D, E.1.40
considerar:

I=(D,D,)"(D,D,) E.141
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Substituindo-se a equagao (E.1.41) na equacao (E.1.40) resulta:
1 -1
D,D.+(D,D,) (D,D.)=D,D,+D,(D,D,)" .D,

[{+(D,D,)"1D,D, =D, [I+(D,D,)"1.D,.

Observar que (aplicando, matriz inversa de Leman):

-1 -1 -1 -1 -1
(I+D,D)"' =1"~1"D,(I+D,.1.D,) "' D,.I

(I+D,D)"'=1-D,(I+DD,)"D, E.1.42

Substituindo-se a equagdo (E.1.34) na equacdo (E.1.42) resulta:
(I+D,D,)"'=1-(I+D,D,)"'D,D, E.1.43

O lado direito da equacdo E.1.43 ¢ dado pela equagdo (E.1.33), isto é:

(I+D,D,)" =D, E.1.44
Da equacdo (E.1.44) obtém-se:
(1)22)_1 = (I+DpDc) .

E.4 Prova da equacao (7.29)

Considerar a transformagao linear 7', dada por:

1 1 N L1 -1
T= entao 7 =
0 1 0 1

Aplicando esta transformacao ao sistema dado pela equacao (7.16), obtém-se:

A=T"'AT
Z:‘l 1|(4 -BD;C, |[1 -1
0 1]l0 A4-BD;C, )0 1
~ (4 0
A= L
0 A-BD;C,

B=T"'B



Ezl 1|(B,D;}
0 B,Dy
~ 0
B J
B, D;,
C=CT
~ 4 1 1
C= (C4 _D41D31 Cs)
0 1
C= (C4 ¢, _D41D3_11C3)
D= D41D3_11

283
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APENDICE F

Algoritmo MOESP (caso deterministico)
function [A,B,C,D]=Mo_Ord(u,y,i);

[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

% Matriz de Hankel

UT=hank(u,i); YT=hank(y,i);

U=UT(m*i+1:2*m*i,:); % Entradas futuras
Y=YT(L*i+1:2*L*,:); % Saidas futuras

% Matriz LQ

im=size(U,1); iL=size(Y,1); r=triu(ar([U;Y]))’;
L11=r(1:im,1:im);

L21=r(im+1:im+iL,1:im);
L22=r(im+1:im+iL,im+1:im+iL);

% Calculando a SVD da matriz L,,

[Un,ss,Vn]=svd(L22); SS=diag(ss);

t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS); hold on; plot(t,SS,'k*); title('valores singulares);
n =input(' Ingresse ordem do sistema');

% Determinando as matrizes Ae C
un1=Un(1:(i-1)*L,1:n);
un2=Un(L+1:i*L,1:n);

A=un1\un2;

C=un1(1:L,:);

% Determinando as matrizes B e D
u2=Un(;,n+1:i*L);
K=u2"L21*inv(L11);

qL=L%i-n;

sig=zeros(i*qL,m);

for k=1:i
sig((k-1)*qL+1:k*qL,:)=K(:,(k-1)*m+1:k*m);
end
Q=u2

QQ=zeros(qL*i,i*L);
for k=1:i
QQ((k-1)*qL+1:k*qL,1:(i-(k-1))*L)=Q(:,(k-1)*L+1:L*i);
end
IU=[eye(L) zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L) un1];

DB=(QQ*IU)\sig;

D=DB(1.L,:);
B=DB(L+1:L+n,:);

% FIN DO ALGORITMO
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Algoritmo PIMOESP

function [A,B,C,D]=PI_MOESP(u,y,i);

[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

U =hank(u,i); Y = hank(y,i);

% Para algoritmo PIMOESP precisamos de h=[Uf Up Yf]
UP =U(1:m*,:);

UF = U(m*i+1:2*m*i,:);

YF = Y(L*i+1:2%"L,:);

h =[UF;UP;YF];

% Matriz LQ

RR = triu(gr(h")’;

R =RR(1:(2*m+L)*i,1:(2*m+L)*i); % Truncamento da matriz R
clearUY;

R32=R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,m*i+1:2*m"i);

% Calculando a SVD da matriz R,,

[Un,ss,Vn]=svd(R32); SS=diag(ss);
t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS); hold on; plot(t,SS,'k*); title('valores singulares);
n =input(' Ingresse ordem do sistema');

% Calculando a matrizAe C
un1=Un(1:(i-1)*L,1:n);
un2=Un(L+1:i*L,1:n);
A=un1\un2;

C=un1(1:L,:);

% Determinando as matrizes B e D
u2=Un(;,n+1:i*L);

R11 = R(1:m*i,1:m*);

R31 = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,1:m*i);
K=u2""R31*inv(R11);

qL=L%i-n;
sig=zeros(i*qL,m);
for k=1:i
sig((k-1)*qL+1:k*qL,:)=K(:,(k-1)*m+1:k*m);
end
Q=u2";

QQ=zeros(qL*i,i*L);

for k=1:i
QQ((k-1)*qL+1:k*qL,1:(i-(k-1))*L)=Q(:,(k-1)*L+1:L*i);

end

IU=[eye(L) zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L) un1];

DB=(QQ*IU)\sig;

D=DB(1:L,:);
B=DB(L+1:L+n,:);

% FIN DO ALGORITMO



Algoritmo POMOESP

function [A,B,C,D]=P0_MOESP(u,y,i);

[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

% PARA ALGOTIMO MOESP PRECISAMOS DE h=[Uf Up Yp Yf]
U = hank(u,i); Y = hank(y,i);

UP = U(1:m%,:);

UF = U(m*i+1:2*m*i,:);

h = [UF;UP;Y];

% MATRIZ LQ

R =triu(gr(h")";

R =R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)%); % Truncamento da matriz R
clearUY;

R11 = R(1:m*i,1:m*i);

R21 = R(m*i+1:2*m*i,1:m*i);

R22 = R(m*i+1:2*m*i,m*i+1:2*m*i);

R31 = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,1:m*i);

R32 = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i, m*i+1:2*m*i);

R41 = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,1:m*i);

R42 = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,m*i+1:2*m*i);

R43 = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*,2*m*i+1:(2*m+L)*i);

% CALCULANDO A SVD DA MATRIZ [R42 R43]
[Un,ss,Vn]=svd([R42 R43]); SS=diag(ss);

t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS); hold on; plot(t,SS,'k*"); title('valores singulares');

n = input(' Ingresse ordem do sistema ');

% CALCULANDO A MATRIZAEC
un1=Un(1:(i-1)*L,1:n); un2=Un(L+1:i*L,1:n);
A=un1\un2;

C=un1(1:L,);

% CALCULANDO AS MATRIZES BE D
u2=Un(:,n+1:i*L);
R1C=[R21 R22 R11]; R2C=[R31 R32 R41]; K=u2"R2C/R1C;

qL=L%i-n;
sig=zeros(i*qL,m);
for k=1:i
sig((k-1)*gL+1:k*qL,:)=K(:,(k-1)*m+1:k*m);
end
Q=u2

QQ=zeros(qL*i,i*L);

for k=1:i
QQ((k-1)*qL+1:k*qL,1:(i-(k-1))*L)=Q(:,(k-1)*L+1:L*i);

end

IU=[eye(L) zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L) un1];

DB=(QQ*IU)\sig;
D=DB(1.L,:);
B=DB(L+1:L+n,:);

% FIN DO ALGORITMO
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Algoritmo deterministico 1 (N4SID)
(empregando estados)

function [A,B,C,D]=Det1_N4sid(u,y,i);
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L.N]=size(y); if L > N; y=y"; end; [L,N]=size(y);

U=hank(u,i); Y=hank(y,i); h=[U;Y];

R = triu(gr(h"))’;

R=R(1:2*(m+L)*,1:2*(m+L)*i); = % Trucanmento de R;
clear U;Y;

% Computando Projecao obliqua

Up = R(1:m*i,:); % Entradas Passadas

Uf = R(m*i+1:2*m™*i,:); % Entradas futuras

Yp = R(2*m*i+1:2*m*i+L*i,:); % Saidas Passadas

Yf = R(2*m*i+L*i+1:(2*m*i+2*L*),:); % Saidas futuras

Wp = [Up;Yp];

AB=Yf -Yf*(Uf)*pinv(Uf*(Uf))*Uf; CB=Wp -Wp*(Uf')*pinv(Uf*(Uf"))*Uf;

Oi= AB*pinv(CB)*Wp;
clear AB CB

% Computando a outra projecao obliqua

Uf_  =R(m*@i+1)+1:2*m*i,:);  Yf_ = R(i*(2*m+L)+L+1:2**(m+L),:);
Upmas = R(1:m*(i+1),:); Ypmas = R(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:);
Wpmas = [Upmas;Ypmas];

AB=Yf_-Yf *(Uf_"y*pinv(Uf_*(Uf_"))*Uf_; CB=Wpmas -Wpmas*(Uf_')*pinv(Uf_*(Uf_"))*Uf_;
Oi_= AB*pinv(CB)*Wpmas;
clear AB CB

[U,S,V] = svd(Oi);
ss = diag(S); plot(ss);

n=input(' Ordem do sistema ?");

% Encontrando U1

U1 =U(,1:n);

% Determine ri e Ri_

ri = U1*diag(sqrt(ss(1:n))); ri_=ri(1:L*(i-1),:);

Xi = pinv(ri)*Oi; Xi_mas = pinv(ri_)*Oi_;

% 6 determine as matrizes A,B,C,D
Uii = R(m*i+1:m*i+m,:); Yii = R((2*m+L)*i+1:(2*m+L)*i+L,:);
K = [Xi;Uii]; J = [Xi_mas;Yii];

xX=J/K;

A=X(1:n,1:n) ;
B=X(1:n,n+1:n+m) ;
C=X(n+1:n+L,1:n);
D=X(n+1:n+L,n+1:n+m) ;

% FIN DO ALGORITMO
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Algoritmo deterministico 2 (N4SID)
(empregando a matriz de observabilidade estendida)

function [A,B,C,D]=Det_N4sid2(u,y,i);
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u); [L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

U = hank(u,i); Y =hank(y,i); h=[U;Y]; R = triu(gr(h"));
R =R(1:2*(m+L)*,1:2*(m+L)*); % Truncamento
clear U Y;

% Computando Projecao obliqua

Up = R(1:m*i,:); % Entradas Pasadas

Uf = R(m*i+1:2*m*i,:); % Entradas futuras

Yp = R(2*m*i+1:2*m*i+L*i,:); % Saidas Pasadas

Yf = R(2*m*i+L*i+1:(2*m*i+2*L*),:); % Saidas futuras

Wp = [Up;Yp];

AB=Yf -Yf*(Uf)*pinv(Uf*(Uf))*Uf; % projecao ortogonal

CB=Wp -Wp*(Uf')*pinv(Uf*(Uf"))*Uf;

Oi= AB*pinv(CB)*Wp; clear AB CB,;

[U,S,V] =svd(Oi); S1=diag(S); plot(S1);n =input(' Ordem do sistema ?");

U1l =U(,1:n); % Matriz para obter Mat Obsrva estendida = [ri] Lx n
S2 =sqrt(S1(1:n));

U2 =U(;,n+1:L%); % Matriz complemento rotogonal de ri de [1:L,n+1:Li]
% Considerando W=l,

ri = U1*diag(sqrt(S2(1:n))); % Matriz de Observabilidade estendida = ri

ri_ortg = U2"; % Matriz complemento ortogonal de ri

ri_ = ri(1:L*(@i-1),:); % matriz de onservabildade extendida sem as ultimas linhas
rri = ri(L+1:L%,:); % ri sem as primeiras L linhas.

A = pinv(ri_)*rri; C =ri(1:L,:);

% Calculando as Mtraizes B e D

% Primeiro encontramos MM e LLL

Mm = ri_ortg*Yf*pinv(Uf); LL = ri_ortg;

T=(L*i-n); % T = Numero de linhas de LLL
LLL = zeros(i*T,L*i);

% Computando LLL

for k=1:i

LLL((k-1)*T+1:k*T,1:(i-k+1)*L) = LL(:,(k-1)*L+1:L*i);
end

% e MM

M = zeros(i*T,m);

for k=1:i
M(T*(k-1)+1:k*T,:)=Mm(:,m*(k-1)+1:k*m);

end

% Aux, donde M = LLL*Aux*[D;B]
Aux = [eye(L,L), zeros(L,n); zeros(L*(i-1),L), ri_]; LLLAux = LLL*Aux;

%solugao do [D;B]=LLLAux\M e Recuperando as matrizes
DB = LLLAux\M; D =DB(1:L,:); B =DB(L+1:L+n,:);
% FIN DO ALGORITMO



Algoritmo 1 N4SID
(Empregando seqiiéncia de estados X, )

function [A,B,C,D]=N4sid1(u,y,i);
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[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u); [L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

U =hank(u,i); Y =hank(y,i); h=[U;Y];
R = triu(qr(h")’;

R =R(1:2*(m+L)*,1:2*(m+L)%); % Truncamento da matriz R
clearUY;

Up =R(1:m*i,:); % Entradas passadas

Uf = R(m*i+1:2*m*i,:); % Entradas futuras

Yp = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,:) ; % Saidas passadas

Yf = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,:); % Saidas futuras

Wp = [Up;Yp];

G = pinv(Uf*(Uf))*Uf; % auxiliar para computar A/B
AB = Yf-Yf*(Uf')*G; % Projecao ortogonal de Yf/Uf
CB = Wp -Wp*(Uf')*G; % Projecao ortogonal de Wp/Uf
Obli= AB*pinv(CB)*Wp; % Projegao Obliqua

clear AB CB G;

[Un,ss,Vn] = svd(Obli);
% Determine a ordem dos valores singulares, %U1 e S1
SS = diag(ss); plot(SS);

% Determine n

n =input( Ordem do sistema ?");

U1 =Un(,1:n); % Matriz para obter Mat Obsrva estendida = [ri] Lixn
S1 =sqrt(SS(1:n));

% Considerando W=l,
ri = U1*diag(sqrt(SS(1:n))); % Matriz de Observabilidade estendida = ri
ri_ = ri(1:L*(@i-1),:); % matriz de onservabildade extendida sem as as ultimas linhas

% Determine as sequencia de estados

% precisamos computar a proj Oi+1=Yf_/Uf_Wpmas

Uf_  =R(m*(i+1)+1:2*m*i,:); Yf_ = R(i*(2*m+L)+L+1:2**(m+L),:);
Upmas = R(1:m*(i+1),:); Ypmas = R(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:);
Wpmas = [Upmas;Ypmas];

GG = (Uf_)*pinv(Uf_*(Uf_"))*Uf_;
AB =Yf_-Yf *GG;

CB = Wpmas -Wpmas*GG;
Obli_mas= AB*pinv(CB)*Wpmas;

% e suas seudos inversas
Xi = pinv(ri)*Obli; Xi_mas = pinv(ri_)*Obli_mas;

% Determine as matrizes A,B,C,D
Uii = R(m*i+1:m*i+m,:); Yii = R((2*m+L)*i+1:(2*m+L)*i+L,:);
J = [Xi_mas;Yii]; KK = [Xi;Uii];
X=J/KK;
A =X(1:n,1:n) ;B = X(1:n,n+1:n+m) ;C = X(n+1:n+L,1:n) ;D = X(n+1:n+L,n+1:n+m) ;
% FIM DO ALGORITMO
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Algoritmo 2 N4SID
(Empregando seqiiéncia de estados X, )

function [A,B,C,D]=N4sid2(u,y,i);

[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

U = hank(u,i);

Y = hank(y,i);

h=[U;Y];

R = triu(qr(h")’;

R =R(1:2*(m+L)*,1:2*(m+L)%); % Truncamento da matriz R
clear UY;

Up =R(1:m*,:); % Entradas passadas

Uf = R(m*i+1:2*m*i,:); % Entradas futuras

Yp = R(2*m*i+1:(2*m+L)*i,:) ; % Saidas passadas

Yf = R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*,:); % Saidas futuras

Wp = [Up;Yp];

G = pinv(Uf*(Uf))*Uf; % auxiliar para computar A/B
AB = Yf-Yf*(Uf')*G; % Projecao ortogonal de Yf/Uf
CB = Wp -Wp*(Uf')*G; % Projegéo ortogonal de Wp/Uf
Obli= AB*pinv(CB)*Wp; % Projecéo Obliqua

clear AB CB G;

[Un,ss,Vn] = svd(Obli);

SS = diag(ss);

plot(SS);

% Determine a ordem dos valores singulares, %U1 e S1

n =input( Ordem do sistema ?");

U1 =Un(,1:n); % Matriz para obter Mat Obsrva estendida = [ri] Lixn
S1 =sqrt(SS(1:n));

% Considerando W=l,
ri = U1*diag(sqrt(SS(1:n))); % Matriz de Observabilidade estendida = ri
ri_ = ri(1:L*@i-1),:); % matriz de onservabildade extendida sem as ultimas linhas

% CALCULANDO AS PROJECOES ORTOGONAIS
Zi=[R((2*m+L)*i+1:2*(m+L)*i,1:(2*m+L)*i)]; % formula*** da Teses
Zimas=[R((2*m+L)*i+L+1:2*(m+L)*i,1:(2*m+L)*i+L)]; % Formula **** da teses

Yii=R(2*m*i+L*i+1:2*m*i+L*i+L,1:(2*m+L)*i+L); % formula**** da teses
Uif=Uf(:,1:(2*m+L)*i+L); % se escolhe 5 colunas para dimensionar con Yii

XY=[pinv(ri_)*Zimas;Yii];
XU=[pinv(ri)*Zi,zeros(n,L);Uif];

ACK=XY/XU,; % recuperar A C e K a traves de minimos quadrados
% Recuperando as matrizAeCe K

A = ACK(1:n,1:n);
C = ACK(n+1:n+L,1:n);



K = ACK(:,n+1:end);

% Obtendo as matrizB e D
LL=[A;CT*pinv(ri);

% Observar que LL=[L1;L2] onde [L1]nxLi e [L2] LxLi

L1=LL(1:n,:);
L2=LL(n+1:n+L,);
M=pinv(ri_);

% observar que K=[km1;km2]
km1=K(1:n,:);
km2=K(n+1:n+L,:);
K1=zeros(i*n,m);
K2=zeros(i*L,m);

for k=1:i
K1(n*(k-1)+1:k*n,:)=km1(:,m*(k-1)+1:k*m);
K2(L*(k-1)+1:k*L,:)=km2(:,m*(k-1)+1:k*m);
end

% Agora formando a matriz N
MM=[zeros(n,L) M];
ML=MM-L1;

L22=-L2(:,L+1:L*i);
L2_=[eye(L)-L2(;,1:L), L22];
N2=zeros(L*i,L*i);
N1=zeros(i*n,L*i);

for k=1:i
N1(n*(k-1)+1:k*n,1:(i-k+1)*L)=ML(:,(k-1)*L+1:L*i);
N2(L*(k-1)+1:k*L,1:(i-k+1)*L)=L2_(:,(k-1)*L+1:L*i);
end

N=[N1;N2]* [eye(L,L) , zeros(L,n);zeros(L*(i-1),L), ri_];
% por ultimo extraindo as matrizes B e D

% [K1;K2]=N[D;B]

DB=N\[K1;K2];

% recuperando as matrizes

D=DB(1.L,:);
B=DB(L+1:n+L,:);

% FIN DO ALGORITMO
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Algoritmo deterministico MON4SID 1
(empregando estados)

% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)]; pxNdat matriz
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)]; mxNdat matriz
% n = dim(x);

% k=numeros de blocos fila

function [A,B,C,D]=MON4SID1(u,y,k);

% ADIMENSIONANDO OS DADOS
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);
clear m,N,L

% 1. Construir as matrizes de Hankel U ,, U, ¢ ¥,.Y,.
[p,Ndat]=size(y); [m,Ndat]=size(u);

N=Ndat-2*k % Numero de Colunas da matriz em blocos se Hankel
ii=0;
for i=1:m:2*k*m-m+1

ii=ii+1;

U(izi+m-1,:)=u(:,iizii+N-1); % Dados da matriz U
end
ii=0;
for i=1:p:2*k*p-p+1

ii=ii+1;

Y (izi+p-1,:)=y(:,ii:ii+N-1); % Dados da matriz Y
end
UuUf=U(k*m+1:2*k*m,:); % Entradas futuras
YYf=Y(K*p+1:2*k*p,:); % Saidas futuras
UUp=U(1:k*m,:); % Entradas passadas
YYp=Y(1:k*p,:); % Saidas passadas
Wp=[UUp;YYp];
Wi=[UUf; Y YT];
H=(1/N)*[UUf;Wp;YYT]; % Matriz de Hankel

% 2. Decomposigdo LQ ou QR
[Q,L]=ar(H',0);
R=L";

0/ dhkkkkkkhkhkhkkkhhkhkhhhkkhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhkhhhhhhhhkhkhhhhhhhkkhhhhhhhkkk
0

% COMPUTANDO GAMA METODO MOESP

%**************************************************************

% 3. Calcular a SVD da matriz L,, .

L32 = R( k*(2*m+p)+1:2*k*(m+p),k*m+1:k*(2*m+p));
i=k; L=p

[Un,ss,Vn]=svd(L32);
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% 4. Determinar a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S e

particionar a SVD para obter U, .
SS=diag(ss);
plot(SS)
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n =input(' Ingrese ordem do sistema');

% 5. Determinar I e I', | como

ri=Un(:,1:n); % Matriz observabilidade estendida
ri_=ri(1:L*(i-1),:);

O/ dhkkkkkhkhkhkhkhkhkkkhhhkhhhkkhkhhhhhhhkhkhkhhhhhhkhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhkhkhhhkhkhhhkhkhhhhk
(o]

% COMPUTANDO MATRIZES A, B, C, D "METODO N4SID"

%***************************************************************************

% COMPUTANDO A PROJECAO OBLIQUA
L21=R(k*m+1:k*(2*m+p),1:k*m);
L22=R(k*m+1:k*(2*m+p),k*m+1:k*(2*m+p));

0Oi=L32%inv(L22)*[L21 L22]; % PORJEGCAO OBLIQUA

% Projecao obliqua para O1+1

Uf = R(m+1:m*k,:); Yf = R(k*(2*m+L)+L+1:2**(m+L),:);
Up = R(m*i+1:2*m*,:);  Yp = R(2*m*i+1:2*m*i+L*i,:);

Ui = R(1:m,:); Yi = R(k*(2*m+L)+1:k*(2*m+L)+L,:);

Upmas = [Up;Ui];
Ypmas = [Yp;Yi];
Wpmas = [Upmas;Ypmas];

AB=Yf_ -Yf_*(Uf_")*pinv(Uf_*(Uf_"))*Uf_;
CB=Wpmas -Wpmas*(Uf_")*pinv(Uf_*(Uf_"))*Uf_;
Oi_= AB*pinv(CB)*Wpmas;

clear AB CB

% 6. Determine X l.d e X fi

Xi= [pinv(ri)*Oi zeros(n,L*k)];
Xi_mas = pinv(ri_)*Oi_;

, pelas equacdes (4.13) e (4.14).

% 7. Determine as matrizes A,B,C,D
KK = [Xi;Ui];

J = [Xi_mas;Yi];

X=J/KK;

A=X(1:n,1:n);
B=X(1:n,n+1:n+m) ;
C=X(n+1:n+L,1:n);
D=X(n+1:n+L,n+1:n+m) ;

% FIN DO ALGORITMO
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Algoritmo deterministico MON4SID 2
(empregando a matriz de observabilidade estendida)

% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)]; pxNdat matriz
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)]; mxNdat matriz
% n =dim(x); k=numeros de blocos fila

function [A,B,C,D]=MON4SID2(u,y,k);

% ADIMENSIONANDO OS DADOS
[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);
clear m,N,L

% 1. Construir as matrizes de Hankel U ,,U, ¢ ¥,.Y,.
[p,Ndat]=size(y); [m,Ndat]=size(u);

N=Ndat-2*k % Numero de Colunas da matriz em blocos se Hankel
ii=0;
for i=1:m:2*k*m-m-+1

ii=ii+1;

U(izi+m-1,:)=u(:,iizii+N-1); % Dados da matriz U
end
ii=0;
for i=1:p:2*k*p-p+1

ii=ii+1;

Y (i:i+p-1,:)=y(:,iizii+N-1); % Dados da matriz Y
end
UUf=U(k*m+1:2*k*m,:); % Entradas futuras
YYf=Y(k*p+1:2*k*p,:); % Saidas futuras
UUp=U(1:k*m,:); % Entradas passadas
YYp=Y(1:k*p,:); % Saidas passadas
Wp=[UUp;YYp];
Wi=[UUf, Y YT];
H=(1/N)*[UUf;,Wp;YYT]; % Matriz de Hankel

% Decomposicao LQ ou QR
[Q,L]=qr(H',0);
R=L";

Oy ¥R EFRR R R kIR RhR AR * * * Fkkkkkhhkkhhrkhhrkhhrhhhrhhrrhkrrk * * *%

% COMPUTANDO GAMA metodo MOESP

0/ dhkkkkkhkhkhkhkkkhkhkhkhhhkkkhhhhhhhkkhhhhhhhkhkhhhhhhhhkhhhhhhhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhhhdhhhhhhkkhhhhhhkkkkx
0

% 3. Calcular a SVD da matriz L,, .

L32 = R( K*(2*m+p)+1:2*k*(m+p),k*m+1:k*(2*m+p));
i=k; L=p

[Un,ss,Vn]=svd(L32);

% 4. Determinar a ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares em S e
particionar a SVD para obter U, .

SS=diag(ss);

plot(SS)

n =input(' Ingresse ordem do sistema ');
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% 5. Determinar I', e I', | como:

ri=Un(:,1:n); % Matriz observabilidade estendida
un1=Un(1:(i-1)*L,1:n);
un2=Un(L+1:i*L,1:n);

% COMPUTAMO as matrizes A C
A=un1\un2;
C=un1(1:L,:);

0/ dhkkkkhkhkhkhkhkkkhkhhkhhhkhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhhkdhhhhhhhkdhhhhhhhhhhhhhhkhhhhhhhkkidkx
0

% COMPUTANDO MATRIZES D e B "METODO N4SID"

0/ dhkkkkhkhkhkhkkkkhhkhkhkhhkkhkhhhhhhkhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhkhkhkhhhhhhhkhkhhhhhhhkhkhkhhhhhhkkhkhhhhhkkhhhk
0

U2 = Un(:,n+1:L%); % Matriz complemento rotogonal de ri
ri_ortg = U2 % Matriz complemento ortogonal de ri
ri_ = ri(1:L*@i-1),:); % matriz de onservabildade extendida sem as ultimas linhas

% Calculando as Mtraizes B e D

% Primeiro encontramos MM e LLL

Uf = R(1:m*i,:); % Entradas futuras COMPUTADAS DE R

Yf = R(2*m*i+L*i+1:(2*m*i+2*L*),:); % Saidas futuras COMPUTADAS DE R

Mm = ri_ortg*Yf*pinv(Uf);
LL = ri_ortg;

T=(L*i-n); % T = Numero de linhas de LLL
LLL = zeros(i*T,L*);

% Computando LLL

for k=1:i

LLL((k-1)*T+1:k*T,1:(i-k+1)*L) = LL(:,(k-1)*L+1:L*);
end

% e MM

M = zeros(i*T,m);

for k=1:i
M(T*(k-1)+1:k*T,:)=Mm(:,m*(k-1)+1:k*m);

end

% Aux, donde M = LLL*Aux*[D;B]
Aux = [eye(L,L), zeros(L,n); zeros(L*(i-1),L) , ri_];
LLLAux = LLL*Aux;

%solucgao do [D;B]=LLLAux\M
DB = LLLAux\M;

% Recuperando as matrizes
D =DB(1.L,:);
B = DB(L+1:L+n,:);

% FIM DO ALGORIMO



Algoritmo deterministico MON4SID 3
(empregando estados totais)

% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)]; pxNdat matriz
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)]; mxNdat matriz
% n = dim(x);

% k=numeros de blocos fila

function [Kn,A,B,C,D]=MON4SID3(u,y,k);

[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L.N]=size(y); if L > N; y=y"; end; [L,N]=size(y);
clear m,N,L

% 1. Construir as matrizes de Hankel U, U, ¢ ¥,.,Y,.

[p,Ndat]=size(y);
[m,Ndat]=size(u);

N=Ndat-2*k
ii=0;
for i=1:m:2*k*m-m+1
ii=ii+1;
U(isi+m-1,:)=u(:,ii;ii+N-1); % Dados da matriz
end
ii=0;
for i=1:p:2*k*p-p+1
ii=ii+1;
Y (izi+p-1,:)=y(:,iizii+N-1); % Dados da matriz
end

UUf=U(K*m+1:2*k*m,:); YYT=Y(k*p+1:2*k*p,:);
UUp=U(1:k*m,:); YYp=Y(1:k*p,:); Wp=[UUp;YYp];

H=(1/N)*[UUf:Wp;YYT];

% 2. Calcular a fatoracdo LQ, equagao (4.10).
[Q,L]=ar(H',0);

L=L};

L22= L(k*m+1:k*(2*m+p),k*m+1:k*(2*m+p));
L32 = L( k*(2*m+p)+1:2*k*(m+p),k*m+1:k*(2*m+p)); i=k;

% 3. Calcular a SVD da matriz L,, .
[Un,ss,Vn]=svd(L32);

% 4. Determinar a ordem do sistema por inspe¢ao dos valores singulares em S e

particionar a SVD para obter U,
SS=diag(ss);

t=1:length(SS); figure(2);hold off; plot(t,SS);
hold on; plot(t,SS,'k*"); title('valores singulares');

n =input(" Inprese ordem do sistema ');

U1=Un(:;,1:n);
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% 5. Determinar I'; como
gama=U1;

% 6. Determinar X pela equagdes (4.18) e as seqiiéncias de estados X e X,
X=pinv(gama)*L32*inv(L22)*Wp;

XX=X(:,2:N);
X=X(:,1:N-1);

% 7. Solucionar o seguinte conjunto de equagdes lineares para obter 4, B, C e D:
U=UUf(1:m,1:N-1);
Y=YYf(1:p,1:N-1);

ABCD=[XX;Y1/[X;U];
A=ABCD(1:n,1:n);
B=ABCD(1:n,n+1:n+m);
C=ABCD(n+1:n+p,1:n);
D=ABCD(n+1:n+p,n+1:n+m);

% FIM DO ALGORIMO

Algoritmo deterministico estocastico MON4SID 4

% 1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 1.
% 2. Solucione o conjunto de equagées lineares para encontrar A, B, C e D:

% 3. Determine Q, S e R dos residuos, como:
% do algoritmo MONA4SID1 obtemos KKe J e n
res=J-[A B;C D]*KK;

cov=res*res';

% Determine Q, RS de cov
Qs=cov(1:n,1:n);
Ss=cov(1:n,n+1:n+L);
Sts=cov(n+1:n+L,1:n);
Rs=cov(n+1:n+L,n+1:n+L);

n % ordem do sistema
LgL=dIge(A,eye(n),C,Qs,Rs);

K=A*LqL; % ganho do filtro de Kalman

% FIM DO ALGORIMO



Algoritmo deterministico estocastico MON4SID 5

% 1. Compute os passos de 1 até 6 do algoritmo MON4SID 3.

% 2. Solucione o conjunto de equagoes lineares para encontrar A, B, C e D:

% 3. Determine Q, S e R dos residuos, como:

% do algoritmo MON4SID3 obtemos XX, Y, X,Uen
% Encontrando os residuais
res=[XX;Y]-ABCD*[X;U];;

cov=res*res’;

% Determine Q, R S de cov

L % numero de saidas do processo;
Qs=cov(1:n,1:n);
Ss=cov(1:n,n+1:n+L);
Sts=cov(n+1:n+L,1:n);
Rs=cov(n+1:n+L,n+1:n+L);

n % ordem do sistema
LgL=dIge(A,eye(n),C,Qs,Rs);

K=A*LqL; % ganho do filtro de Kalman

% FIM DO ALGORIMO

Algoritmo 1 para malha fechada
N4SIDC

% Se precisa conhecer as matrizes do controlador (Ac,Bc,Cc,Dc)
% ou as entradas impulso do controlador

% Dados de entrada:

% R : Sinal de referencia

% U : Sinal de entrada da planta

% Y : Sinal de saida da planta

% (A,B,C,D): matrizes do controlador
% i= 10

% Dados de saida
% As matrizes da planta

function [AA,BB,CC,DD,K]=N4SIDmf1(u,y,A,B,C,D,i);

% CONTROLADOR
A=1[2.65-3.111.75-0.39:1000;0100;0010]; B=[1000];
C = [-0.4135 0.8629 -0.7625 0.2521]; D = 0.61;

[m,N]=size(u); if m > N; u=u'; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

U = hank(u,i);
Y = hank(y,i);
h=[U;Y];
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R =triu(qr(h"));
RR =R(1:2*(m+L)*,1:2*(m+L)*); % Truncamento da matriz R
clearUY;

% CONSTRUENCDO A MATRIZ Hc controlador
[L,d]=size(C);
ri=C;

for k=2:i
ri((k-1)*L+1:k*L,:)=ri((k-2)*L+1:(k-1)*L,:)*A;
end

rr=[D;ri*B];
[LL,m]=size(D);

Hc=zeros(LL*i,m*);

for k=1:i;
He((k-1)*LL+1:LL*i,(k-1)*m+1:k*m)=rr(1:LL*(i-k+1),:);

end

+HSY

i+1)2i-1 =17 i+1)2i-17

e M. =U

% 1. Construa as matrizes M, =U. . +H'Y g
1‘21 1 1‘21 1 i l+l‘21 1

i|2i-1

onde H e H;, contém os parametros de Markov do controlador.

% CONSTRUENDO A MATRIZ M
Uf=RR(m*i+1:2*m*i,:);
Yf=RR((2*m+L)*i+1:2*i*(m+L),:);

Mf=Uf+Hc*Yf; % Saidas Futuros

% construendo MF_
Hc_=Hc(1:m*(i-1),1:L*(i-1));
Uf_=RR(m*(i+1)+1:2*m*i,:);
Yf_=RR(i*(2*m+L)+L+1:2*I*(m+L),:);

Mf_=Uf_+Hc_*Yf_; % Saidas pasadas

% 2. CALCULANDO PROJECAO OBLIQUA E ORTOGONAL
Up=RR(1:m*i,:);

Yp=RR(2*m*i+1:(2*m+L)*i,:);

Wp=[Up;Yp];

% Projecgao obliqua.

MfT=Mf";

Yf_Mf= YE-Yf *MFT * pinv(Mf *MfT)*Mf ;
Wp_Mf =Wp-Wp*MFT * pinv(Mf *MfT)*Mf ;
Obli=Yf_Mf * pinv(Wp_Mf)*Wp ;

% Analogamente para a outra projegao
Upmas=RR(1:m*(i+1),:);
Ypmas=RR(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:);
Wpmas=[Upmas;Ypmas];

Mft=Mf _;
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Yf_MMf= Yf_-Yf *Mft*pinv(Mf_*Mft)*Mf_;
Wp_MMf =Wpmas-Wpmas*Mft * pinv(Mf_ *Mft)*Mf_;
Obli_mas=Yf_MMf * pinv(Wp_MMf)*Wpmas

% 3. Calculando os SVD da projegéao obliqua ponderada
Uu,Ss,Vv]=svd(Obli);

% Determine a ordem dos valores singulares, %U1 e S1
% Plotando os valores singulares significativos

SS = diag(Ss);

H =length(SS);

plot(H);

% Determine n por inspec¢ao dos valores %singulares da grafica
n =input( Ordem do sistema ');

% 4. DERTERMINE Gg

U1=Uu(:,1:n);

S1=sqrt(SS(1:n));

U2=Uu(:,n+1:L*); % colunas Li pois ri e uma matriz de (nxLi)

Gg=U1*diag(sqrt(S1(1:n)));

% 5. DETERMINE OS ESTADOS
xi=pinv(Gg)*Obli;
Gg_1=Gg(1:L*(i-1),:);
ximas=pinv(Gg_1)*Obli_mas;

%6. Compute S e os Residuias
D =0.61 % Matriz do controlador

Uii=RR(m*i+1:m*i+m,:);
Yii=RR((2*m+L)*i+1:(2*m+L)%i+L,:);
Mii=Uii+D*Yii;

K=[xi;Mii];
J=[ximas;Yii];
Xs=J/K;

% 7. residuais T
res=J-Xs*K;

%8. Determine A,B,C,D, (T1) com Co dado
%[m,nc]=size(C);

S11=Xs(1:n,1:n);

S21=Xs(n+1:n+m,1:n);
S12=Xs(1:n,n+1:n+m);
S22=Xs(n+1:n+m,n+1:n+m);

BB=S12*inv(eye(m)-D*S22)
DD=S22*inv(eye(m)-D*S22);
T1=inv(eye(L)+DD*D);
CC=inv(T1)*S21;
AA=S11+BB*D*S21;
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% matrizes da planta (AA, BB, CC, DD)

%9. DETERMINE Q S R DOS RESIDUAIS
clear Ss;

cov = res*res’; % covariancia
Qs = cov(1:n,1:n);

Ss = cov(1:n,n+1:n+L);

Rs = cov(n+1:n+L,n+1:n+L);

n % ordem do sistema
LgL=dlge(AA,eye(n),CC,Qs,Rs);

K=AA*LqL; % ganho do filtro de Kalman da planta

% FIM DO ALGORIMO

Algoritmo 2 para caso em malha fechada
N4SIDC

% Se precisa conhecer as matrizes do controlador (Ac,Bc,Cc,Dc)
% ou as entradas impulso do controlador

% Dados de entrada:

% R : Sinal de referencia

% U : Sinal de entrada da planta

% Y : Sinal de saida da planta

% (A,B,C,D): matrizes do controlador

% Dados de saida
% As matrizes da planta

function [Ap,Bp,Cp,Dp,K]=N4SIDmf2(u,y,i);
% CONTROLADOR

A=[265-3.111.75-0.39;1000;0100;0010];B=[1000];
C =[-0.4135 0.8629 -0.7625 0.2521]; D = 0.61;

[m,N]=size(u); if m > N; u=u"; end; [m,N]=size(u);
[L,N]=size(y); if L > N; y=y'; end; [L,N]=size(y);

U = hank(u,i); Y = hank(y,i); h=[U;YT];

R = triu(qr(h")’;

RR =R(1:2*(m+L)*i,1:2*(m+L)*i); % Truncamento da matriz R
clear UY;

% CONSTRUENCDO A MATRIZ Hc controlador
[L,d]=size(C); ri=C;

for k=2:i
ri((k-1)*L+1:k*L,:)=ri((k-2)*L+1:(k-1)*L,:)*A;
end

rr=[D;ri*B];
[LL,m]=size(D);



Hc=zeros(LL*i,m*i);

for k=1:i;
He((k-1)*LL+1:LL¥i,(k-1)*m+1:k*m)=rr(1:LL*(i-k+1),:);

end

% CONSTRUENDO A MATRIZ M
Uf=RR(m*i+1:2*m*i,:);

Yf=RR((2*m+L)*i+1:2**(m+L),:);

Up=RR(1:m*,:); Yp=RR(2*m*i+1:(2*m+L)"4,:);  Wp=[Up;Yp;

Mf=Uf+Hc*YT; % Saidas Futuros

% Saidas perpendiculares futuras
Rfp=Yf - (Yf/Mf)*Mf;

% saidas perpendiculares pasadas
Rpp=Wp-(Wp/Mf)*Mf;

% Projecao obliqua
Obli=(Rfp/Rpp)*Wp;

% Calculando os SVD da proje¢ao obliqua
[Uu,Ss,Vv]=svd(Obli);

SS = diag(Ss);

H = length(SS);

plot(H);

% Determine n por inspecao dos valores singulares da grafica

n =input( Ordem do sistema ')

S1=sqrt(SS(1:n));

U1=Uu(:,1:n); % determine U1;

U2=Uu(:,n+1:L*i)}; % determine U2 = complemento ortogonal de U1

% Determine gam e gamm
gam=U1*diag(sqrt(S1(1:n)));
gamm=gam(1:L*(i-1),:);

% As pseudo inversas
gam_inv = pinv(gam);
gamm_inv = pinv(gamm);

% Determine Zi e Zip
Upmas=RR(1:m*(i+1),:);
Ypmas=RR(2*m*i+1:i*(2*m+L)+L,:);
Wpmas=[Upmas;Ypmas];

% construendo MF_

Hc_=Hc(1:m*(i-1),1:L*(i-1));

Uf_=RR(m*(i+1)+1:2*m*i,;); Yf_=RR(i*(2*m+L)+L+1:2**(m+L),:);
Mf_=Uf_+Hc_*Yf_; % Saidas pasadas

spi=[Up;Yp;Mf];
spip=[Upmas;Ypmas:Mf_];

Zi=Yf*pinv(spi)*spi;
Zip=Yf_*pinv(spip)*spip;
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% Determine K como

Lhs = U2*Zj;

Lhs = Lhs(:);

Rhs = zeros(2*i*(L*i-n)*(L+m),i*L*m);

for k=1:i
Mk = Mf((k-1)*m+1:k*m,:);
Uk = U2(:,(k-1)*L+1:i*L);
ax = [1:(i-k+1)*L]; offs = [0:L*i:L*i*m-1];
L1 = length(ax);
L2 = length(offs);
axt = kron(ones(1,L2),ax) + kron(offs,ones(1,L1));
Rhs(:,axt) = Rhs(:,axt) + kron(Mk',Uk);
end
sol = Rhs\Lhs;
% Computando a matriz K
K = zeros(L*i,m*i);

for k=1:i
ax = [1:L];
offs = [(k-1)*L:L*i:L*i*m-1];
L1=length(ax);
L2=length(offs);
axt = kron(ones(1,L2),ax) + kron(offs,ones(1,L1));
Kk = reshape(sol(axt),L,m);

for ki = k:i
K((ki-1)*L+1:ki*L,(ki-K)*m+1:(ki-k+1)*m) = KKk;
end

end

% Determine os estados
Xi =gam_inv * (Zi -K*Mf);
Xip = gamm_inv * (Zip - K(1:L*(i-1),1:m*(i-1))*Mf_);

% Determine as matrizes da planta
Rhs = [Xi;Mf(1:m,:)];
Lhs = [Xip;Yf(1:L,)];

XXX = Lhs/Rhs;

S11 = XXX(1:n,1:n);

S12 = XXX(1:n,n+1:n+m);

S21 = XXX(n+1:n+L,1:n);

S22 = XXX(n+1:n+L,n+1:n+m);
clear A; B; C;
C0=1D;
clear D;

tt = inv(eye(m) - C0*S22);
Bp = S12*t;

Dp = S22*;

Ap = S11 + B*C0*S21;
TLi = eye(L) + D*CQ;

Cp = TLi*S21;

% Determine Q S R desde os residuais
res = Lhs - XXX*Rhs; % Residuais



cov = res*res’;

Qs = cov(1:n,1:n);

Ss = cov(1:n,n+1:n+L);

Rs = cov(n+1:n+L,n+1:n+L);

% FIM DO ALGORIMO

Algoritmos N4sid Matlab
(sistema deterministico)
T =input( Sampletime ')
n =input(’ Ordem do sistema ')
ny =input(' Numero de saida ')
z=[y u]; % ingrese os dados de entrada e saida
TR=30; % Numero maior que a ordem do sistema
th=n4sid(z,n,ny,TR,[1,0,0],324480,T,'trace’)
[A,B,C,D]=th2ss(th); %recuperando as matrizes do sistema

Algoritmos PEM Matlab
(sistema deterministico)

n=4, % orden do sistema
ny = 2; % numero de saidas
z=[y u];

teta=canstart(z,n,ny,[1,0,0])
TH= pem(z,teta);
[A,B,C,D]=th2ss(TH); %recuperando as matrizes do sistema

Algoritmos MOESP (Verhaegen)

(sistema deterministico)

s$=30; % Numero maior que ordem do sistema
% u = dados de entrada;

% y = dados de saida

[Sn, R]=dordpo(u,y,s);

n=4; % orden do sistema
[A,Cl=dmodpo(R,n);

[B,D]=dac2bd(A,C,u,y);

Algoritmos N4sid Matlab

(sistema deterministico-estocastico)

T=1; % Sample time

TR=20; % Numero maior que a ordem do sistema
n=7, % Ordem do sistema

ny = 2; % Numero de saidas

z=[y u]; % Dados de saida e entrada

th=n4sid(z,n,ny,TR,[1,1,1],324480,T,'trace’) ;

[A,B,C,D,Kn]=th2ss(th); %recuperando as matrizes do sistema
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Algoritmos PEM Matlab
(sistema deterministico estocastico)

n = 6; % orden do sistema

ny = 2; % numero de saidas

z=[y u]; % Dados de saida e entrada

teta=canstart(z,n,ny,[1,1,1])

TH= pem(z,teta);

[Aa,Ba,Ca,Da,Ka,x0]=th2ss(TH); %recuperando as matrizes do sistema

Algoritmos MOESP (Verhaegen)
(sistema deterministico — estocastico)

s$=20; % Numero maior que ordem do sistema
% u = dados de entrada;

% y = dados de saida

[Sn, R]=dordpo(u,y,s);

n=7; % orden do sistema
[A,C,K]=dmodpo(R,n);

[B,D]=dac2bd(A,C,u,y);

ALGORITMO ARXS

% y=[y(1), y(2) ,...y(Ndat)]; pxNdat matriz
% u=[u(1), u(2) ,...u(Ndat)]; mxNdat matriz

function [A,B,C,D]=arxs(ys,us)
[m,N]=size(us); if m > N; us=us'; end; [m,N]=size(us);
[L,N]=size(ys); if L > N; ys=ys'; end; [L,N]=size(ys);

clear m,N,L

z=[ys us];

maxo=10; % oderm maximal

na= maxo + 3; % numero de deley das saidas
nb= maxo + 3; % numero de deley nas entradas

[Sy,ny]=size(ys); % ny numero de saidas

[N,nz]=size(z);

y=z(:,1:ny);

u=z(:,ny+1:nz);

nu=nz-ny; % nu numero de entradas

nk=1;

m=arx(z,[na*ones(ny,ny) nb*ones(ny,nu) nk*ones(ny,nu)l);
[a,b]=th2arx(m); % recupera os coeficientes
[dum,ncal=size(a);

[dum,ncb]=size(b);

thy=-a(;,ny+1:nca)’;
thu=b(:;,nu+1:ncb)'
Y%nk=1

FIV=;
FIU=[];
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for kk=1:na
FIY(:,(kk-1)*ny+1:kk*ny)=y(na-kk+1:N-kk,:);

end

for kk=1:nb
FIU(:,(kk-1)*nu+1:kk*nu)=u(nb-kk+1:N-kk,:);

end

dalen=N-max([maxo,na,nb]);
Y 1=zeros(dalen,maxo);
%Y1 e o vetor de k-pasos preditores

for kk=1:maxo;
Ydum=FIY*thy + FIU*thu;
Y1(:,(kk-1)*ny+1:kk*ny)=Ydum;
FIY=[Ydum FIY(;,1:(na-1)*ny)];
FIU=[zeros(dalen,nu) FIU(:,1:(nb-1)*nu)];
end

[U,S,V]=svd(Y1);
diag(S)
Dg=diag(S);
t=1:length(Dg);

figure(2);hold off;
plot(t,Dg);

hold on
plot(t,Dg,'k™");

%determine o valor de n por inspegéo dos valores %singulares da grafica
n =input’ Ordem do sistema ?");

X=Y1*V(:,1:n);
start=max([maxo,nb,na])+1;

yr=y(start:N,:);

C=X\yr % estima minimos quadrados de C
e1=yr-X*C;

C=C;

Xnew=X(2:dalen,:);
Xr=X(1:dalen-1,:);
abk=[Xr u(start:N-1,:) e1(1:dalen-1,:)]\Xnew;

% Estimativa dos minimos quadraos de a,b ek
abk=abk’;

A=abk(1:n,1:n);

B=abk(1:n,n+1:n+nu);
K=abk(1:n,n+nu+1:n+nu+ny);

D=zeros(ny,nu);

% FIM DO ALGORITMO
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MATRIK DE HANKEL
function yh=hank(y,i);
[m,my]=size(y); if m > my; y=y'; end; [m,my]=size(y);
%i=10 Y%numero ingressado pelo usuario

M=length(y); %
Ndat=M-2*i+1; % o numero de colunas da matriz de hankel
yh=zeros(2*i*m,Ndat);

for s=1:2*Ndat;
yh((s-1)*m+1:s*m,:)=y(:,s:s+Ndat-1);

end

yh=(1/sqrt(Ndat))*yh;
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