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Resumo
O presente estudo visa à análise comparativa do desempenho dos modelos

de estatística multivariada Multi-layer Perceptron Neural Networks, Random Forests

e Support Vector Machine na previsão de máxima concentração diária de ozônio na

baixa atmosfera na Região Metropolitana de São Paulo (RMSP), caracterizada pela

alta concentração de habitantes e intensa atividade econômica, onde a qualidade do

ar é afetada principalmente por episódios de altos níveis de ozônio. Foram aplica-

dos tanto modelos de regressão quanto de classificação. Nos casos de classificação,

estudou-se também o desempenho de dois modelos de análise de discriminantes: Li-

near Discriminant Analysis e Fisher Discriminant Analysis. Para a construção dos mo-

delos utilizou-se uma base de dados com medições de variáveis meteorológicas, além

da concentração de ozônio, fornecida pela Companhia Ambiental do Estado de São

Paulo (CETESB). Dada a grande importância e a complexidade do processo de forma-

ção de ozônio na baixa atmosfera, a Universidade de São Paulo (USP) e a CETESB

têm desenvolvido estudos no tema desde 1999, através dos quais produziram-se mo-

delos de previsão baseados em redes neurais, implementados pela equipe da CE-

TESB. O presente estudo é uma continuação do desenvolvimento anterior e contém

as seguintes inovações quanto à metodologia e resultados esperados: (1) ajuste de

novos modelos com novas estruturas, incluindo-se técnicas de Support Vector Ma-

chine, Random Forests e Discriminação; (2) uso de uma base de dados mais ampla

e atualizada, de modo a melhorar a representatividade dos modelos; (3) ajuste dos

modelos à nova legislação, Decreto Estadual 59.113 de 23/04/2013, que estabelece

novos padrões de qualidade do ar para os poluentes atmosféricos, dentre os quais o

ozônio. Embora nos casos de classificação nenhum dos modelos tenha apresentado

bons resultados, nos casos de regressão foi possível obter resultados melhores do que

os esperados. O modelo deMulti-layer Perceptron foi o que mostrou melhor desempe-

nho para prever concentrações máximas de ozônio, tanto para a previsão de máximas

concentrações baseadas em médias horárias quanto em médias móveis de 8 horas,

que resultaram em coeficientes de correlação 0,867 e 0,891, respectivamente.
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Abstract
The present study aims to compare the performance of the multivariate sta-

tistical models Multi-layer Perceptron Neural Networks, Random Forests and Support

Vector Machine applied to the prediction of daily maximum concentrations of ground-

level ozone in the Metropolitan Area of São Paulo (MASP), characterized by the high

population density and the intense economic activity, where the air quality is mostly af-

fected by high ozone levels. Both regression and classification models were applied. In

the classification cases, two more models were applied: Linear Discriminant Analysis

and Fisher Discriminant Analysis. The models were constructed using a database con-

taining meteorological variables and daily maximum ozone concentration values, which

were provided by the Environmental Agency of São Paulo State (CETESB). Given the

great importance and complexity of the process of ozone formation in the troposphere,

the University of São Paulo (USP) and CETESB have made studies in this area since

1999 and developed a prediction model based on neural networks, which was imple-

mented by CETESB. The present study is a continuation of the previous one and con-

tains the following innovations regarding the methodology and expected results: (1)

comparison with other models such as support vector machines, random forests and

discriminant analysis; (2) use of a wider and up-to-date database, which improves the

representativeness of the models; (3) the models took into acount the new legislation,

State decree 59113 of 04/23/2013, that establishes new air quality standards for ozone.

Although none of the classification models had a good performance, the regression

models yielded better than expected results. The multi-layer perceptron model was

the one with higher performance in the prediction of daily maximum ozone concentrati-

ons based both on hourly averages and on eight-hour moving averages, which yielded

correlation coefficients of 0.867 and 0.891 respectively.
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1 Introdução
Segundo a Organização Mundial da Saúde, em 2012, cerca de 7 milhões de

pessoas nomundomorreram devido à exposição à poluição atmosférica. Ou seja, uma

em cada oito mortes no mundo foi provocada pelo que hoje é considerado o maior risco

ambiental à saúde [WHO, 2016]. Por esse motivo, a previsão de episódios críticos

de poluição do ar é um assunto de crescente preocupação das autoridades, especi-

almente em grandes centros urbanos, onde há grande concentração de pessoas e

ocorre emissão mais intensa de poluentes.

O uso de modelos determinísticos para a previsão dos níveis de ozônio (O3)

na baixa atmosfera apresenta limitações, uma vez que ainda não são entendidos em

profundidade todos os fenômenos químicos e físicos que influenciam na produção e

na dispersão dos poluentes na atmosfera urbana. A complexidade é ainda maior pelo

fato de o O3 ser um poluente secundário, ou seja, é gerado na atmosfera como con-

sequência de interações entre poluentes precursores de sua formação, como óxidos

de nitrogênio (NOx) e compostos orgânicos voláteis (COVs), e condições meteorológi-

cas locais.

Em substituição aos modelos determinísticos, vários modelos estatísticos têm

sido propostos para a previsão de níveis de ozônio troposférico [Guardani et al., 2003,

Burrows et al., 1994,Borges et al., 2012,Lu and Wang, 2008,Sucar et al., 1997,Abdul-

Wahab and Al-Alawi, 2002]. Dentre os vários modelos propostos, destacam-se a aná-

lise de agrupamentos [Guardani et al., 2003], árvores de decisão [Burrows et al., 1994],

redes neurais do tipo multi-layer perceptron [Borges et al., 2012] e support vector ma-

chine [Lu and Wang, 2008]. Baseados na análise de dados históricos obtidos a partir

de estações monitoras da qualidade do ar, os modelos estatísticos são capazes de es-

tabelecer relações entre variáveis de entrada e de saída (predições) sem estabelecer

relações de causalidade.

Das várias metodologias estatísticas existentes, as redes neurais multi-layer

perceptron têm semostrado eficazes na captura das relações complexas e não lineares

entre variáveis meteorológicas e concentrações de poluentes no ar [Guardani et al.,

1999,Arhami et al., 2013], a exemplo do que se conhece quanto à aplicação desses

modelos a vários sistemas complexos, em diferentes áreas de interesse.

Além da seleção do modelo apropriado, o sucesso na aplicação de modelos
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estatísticos multivariados depende principalmente de dois fatores:

1. Qualidade dos dados disponíveis para ajuste de parâmetros dos modelos;

2. Seleção consistente das variáveis de entrada e de saída, de modo a representar

as correlações a serem estabelecidas.

A qualidade do ar em grandes centros urbanos é afetada por uma grande quan-

tidade de variáveis que representam as condições meteorológicas e as fontes emis-

soras, sendo, portanto, altamente dependente das condições locais em cada região

específica. Tal fato tem sido evidenciado nos relatórios de qualidade do ar publicados

anualmente pela CETESB [CETESB, 2016b], assim como em publicações anteriores

da equipe de pesquisa da USP sobre o tema [Guardani and Nascimento, 2004,Guar-

dani et al., 2003,Borges et al., 2012]. Desta forma, a construção de um modelo apro-

priado, capaz de fazer previsões com alto nível de confiança de forma rápida para cada

região urbana específica tem sido o foco de muitas pesquisas recentes.

1.1 Motivação

ARegiãoMetropolitana de São Paulo (RMSP) é uma dasmaiores regiões urba-

nas do mundo e é considerada o principal centro econômico do Brasil. Está localizada

a cerca de 50 km do mar, cerca de 700 m de altitude, entre duas cadeias montanho-

sas e na área de transição do sub-trópico para o trópico, tem clima local irregular com

grandes variações de condições em curtos períodos de tempo. Este comportamento

contrasta com boa parte dos demais grandes centros urbanos do hemisfério norte, os

quais apresentam clima relativamente regular, o que facilita as previsões climáticas e

de qualidade do ar. A RMSP contém uma população de cerca de 21 milhões de ha-

bitantes, ou seja, 48% da população total do estado de São Paulo, concentrados em

apenas 3,2% do território estadual [CETESB, 2014]. A deterioração atmosférica na

região é causada, especialmente, por emissões veiculares, visto que a região conta-

bilizou, em 2012, 49% da frota total de veículos do estado [CETESB, 2014].

Um dos poluentes mais problemáticos na RMSP é o O3, que é um poluente

secundário formado a partir de NOx e COVs. De acordo com o relatório de qualidade

do ar de 2015 da CETESB [CETESB, 2016b], a RMSP apresenta um longo histórico
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Figura 1.1: O3 - Distribuição percentual da qualidade do ar na RMSP [CETESB, 2016b]

Figura 1.2: O3 - Número de dias de ultrapassagem do padrão de qualidade do ar estadual na RMSP
[CETESB, 2016b]

de ultrapassagem dos padrões de qualidade do ar de O3 (Figura 1.1). Em 2015, fo-

ram observados 36 dias em que houve violação do padrão estadual de 8 horas (140

µg/m3), considerando-se todas as estações que medem os níveis de O3, conforme

mostra a Figura 1.2. O padrão estadual foi recentemente atualizado pelo Decreto Es-

tadual nº 59.113 em 2013 e estabelece metas mais rígidas para a redução gradual dos

níveis de poluentes atmosféricos de modo a alcançar os padrões estabelecidos pela

Organização Mundial da Saúde (WHO).

A formação de O3 depende tanto de fenômenos químicos quanto físicos como,

por exemplo, a presença de radiação solar, a forma como essa radiação se distribui no

ambiente, a dispersão dos poluentes primários, a existência ou não de vento e sua dire-

ção, entre outros. Como as condições meteorológicas na RMSP variam intensamente
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Figura 1.3: Série temporal das concentrações máximas diárias de O3 baseadas nas médias horárias,
medidas na estação Ibirapuera da CETESB

em intervalos curtos de tempo, o processo de formação de O3 é afetado, resultando

em concentrações máximas diárias que diferem muito de um dia para o dia seguinte,

como mostra a Figura1.3, cujos dados provêm da estação Ibirapuera da CETESB.

A CETESB possui na RMSP um total de 26 estações monitoras da qualidade

do ar, sendo que 19 delas são capazes de medir concentração de O3, conforme mostra

a Figura 1.4. A estação localizada no parque Ibirapuera, a 5,2 km do centro de São

Paulo, é geralmente utilizada como referência nos estudos de concentração de O3 da

região por dois motivos principais:

1. ela apresenta os mais elevados níveis de O3 de toda a região

2. o comportamento dos seus níveis de O3 é representativo do de várias outras

estações da RMSP, conforme foi constatado através de análises de agrupamen-

tos em um estudo anterior do departamento de Engenharia Química da USP em

conjunto com a CETESB [Guardani et al., 2003].

Portanto, a previsão de episódos de alta concentração de O3 baseada em aná-

lises com medidas da estação Ibirapuera tem forte representatividade da RMSP como

um todo. Prever esses episódios é de essencial importância para órgãos públicos,

especialmente nos últimos tempos devido à atualização dos padrões de qualidade do

ar pelo Decreto Estadual nº 59.113. A previsão possibilita a execução de medidas de

controle de emissões com antecipação, além de permitir que a população seja alertada

sobre os cuidados a serem observados.
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Figura 1.4: Distribuição das estações da Rede Automática da CETESB na RMSP [CETESB, 2014]

Os primeiros trabalhos publicados sobre aplicação de técnicas estatísticas mul-

tivariadas na previsão de níveis do poluente atmosférico O3 surgiram no início da dé-

cada de 1990 [Burrows et al., 1994,Comrie, 1997,Robeson and Steyn, 1990]. Desde

então, muitos artigos dedicados ao tema têm sido publicados, sendo a grande maioria

deles aplicada a cidades ou regiões específicas. Essas publicações têm contribuído

para o desenvolvimento da área por meio de aplicações envolvendo essencialmente

combinações de técnicas, que têm resultado emmelhorias na qualidade das previsões,

dependendo do local específico em que tais estudos são aplicados. Alguns exemplos

são apresentados por Feng et al. (2011), que combinou técnicas de redes neurais e

Support Vector Machine na predição de níveis de ozônio para a cidade de Pequim na

China e, mais recentemente, por Sundaramoorthi (2014), que combinou a técnica de

árvores de decisão com estimativa da densidade kernel.

No departamento de Engenharia Química da Universidade de São Paulo, estu-

dos com redes neurais do tipo multi-layer perceptron têm sido desenvolvidos desde a

década de 1990 [Guardani et al., 1999,Guardani and Nascimento, 2004,Borges et al.,

2012], sendo que o último deles dedicou-se a criar um modelo para as concentrações

média e máxima diárias de O3 usando como variáveis de entrada apenas dados me-

teorológicos.

Diferentes modelos de estatística multivariada foram, portanto, desenvolvidos

por autores ao redor de todo o mundo mas ainda não existe uma análise compara-
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tiva da eficiência dos modelos mais comuns (multi-layer perceptron, support vector

machine e análise de discriminantes) e mais recentes (métodos de conjunto de es-

pecialistas como random forests, criado a partir de árvores de decisão) aplicados à

previsão de níveis de concentração de O3 para dados de uma mesma região.

1.2 Objetivos

Este estudo tem por objetivo realizar uma análise comparativa da precisão dos

métodos de Multi-layer Perceptron (MLP), Random Forests (RF), Support Vector Ma-

chine (SVM) e Discriminant Analysis (LDA e Fisher) na predição da concentração má-

xima diária de O3 troposférico em três diferentes análises:

1. valores diários máximos de médias horárias;

2. valores diários máximos de médias móveis de 8 horas;

3. classificação das máximas de médias móveis de 8 horas em cinco diferentes

grupos, de acordo com critérios estabelecidos pelas CETESB.

As aplicações dos métodos foram feitas utilizando uma base de dados histó-

ricos dos anos de 2000 a 2016 contendo médias horárias de concentração de O3,

temperatura (T), umidade relativa (UR), pressão (Pr) e componentes da velocidade do

vento nos sentidos Norte-Sul (V) e Leste-Oeste (U). Os dados utilizados foram forneci-

dos pela CETESB, provenientes da estação de monitoração automática localizada no

Parque Ibirapuera, e pelo Instituto de Astronomia, Geofísica e Ciências Atmosféricas

da USP (IAG-USP), provenientes de sua estação meteorológica localizada no Parque

de Ciência e Tecnologia da USP.

O estudo consiste de 3 etapas: seleção das variáveis mais representativas do

fenômeno, a aplicação e comparação dos diferentesmodelos para o caso de regressão

(previsão de níveis de ozônio) e aplicação e comparação dos diferentes modelos para

o caso de classificação das observações.
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1.3 Estrutura da Dissertação

Esta dissertação é composta de cinco capítulos. No primeiro capítulo, Introdu-

ção, foram apresentadas as motivações do estudo e seus objetivos.

No segundo capítulo, Revisão Bibliográfica, são explicados os mecanismos

de formação de ozônio troposférico, bem como a teoria de cada um dos métodos de

Estatística Multivariada aplicados na predição do poluente.

No terceiro capítulo, Materiais e Métodos, são apresentadas a origem e a es-

trutura dos dados utilizados e nas técnicas de predição e a metodologia empregada

nas simulações. Neste capítulo também são definidos os indicadores de desempenho

para comparação dos modelos e a análise de sensibilidade aplicada para avaliar a

importância das variáveis de entrada.

No quarto capítulo, Resultados e Discussão, são apresentados a comparação

do desempenho dos modelos e os melhores ajustes obtidos, além da análise dos indi-

cadores de desempenho utilizados através do teste t de amostras pareadas.

No quinto e último capítulo, Conclusões, apresenta-se a síntese dos resultados

do estudo além de sugestões para próximos estudos.
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2 Revisão Bibliográfica
2.1 Ozônio Troposférico

O acúmulo de ozônio na troposfera poderia ser explicado por dois eventos di-

ferentes: transporte vertical da estratosfera, onde se localiza a camada de ozônio, ou

produção in situ.

Estima-se que o fluxo global de O3 da estratosfera para a troposfera seja 1−2×

1013 mol O3 por ano. Cada molécula de O3 pode participar de uma reação de fotólise e

produzir duas moléculas de OH, resultando em, no máximo, 2− 4× 1013 mols de OH•

por ano na troposfera.

A fotólise do O3 (através de radiação com comprimento de onda λ < 319nm)

produz O2 e um radical de oxigênio, que pode tanto estar no seu estado fundamental

(O) quanto no seu estado singlete (O(ID)).

O3 + hv −−→ O2 + O

O3 + hv −−→ O2 + O(ID)

O átomo no estado fundamental se combina rapidamente comO2 para reformar

o O3, na presença de uma terceira molécula (M). Porém o oxigênio singlete pode reagir

com com uma molécula de H2O e produzir dois radicais OH, como descrito abaixo.

O + O2 + M −−→ O3 + M

O(ID) + H2O −−→ 2OH•

Sabe-se que a principal fonte de OH• é a cadeia de reações acima, iniciadas

pela fotólise do O3, e que os principais sumidouros de OH• da troposfera são o CH4 e

o CO.

Para se manter o balanço troposférico de CH4 e o CO seriam necessários apro-

ximadamente 1014 mol OH• por ano. Se todo o O3 fornecido pelo fluxo estratosfera-

troposfera é capaz de originar apenas 2−4×1013 mols de OH• por ano, pode-se inferir

que a parcela restante de OH• é produzida a partir de O3 que é formado na própria

troposfera. Portanto, a formação e consumo de O3 in situ domina o balanço de O3

troposférico.
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Figura 2.1: Um diagrama de oxidação de COVs na Troposfera adaptado de [Clapp and Jenkin, 2001]
(traduzido para o português) [Man, 2017]

A formação de ozônio in situ, ou seja, na baixa atmosfera, pode ser descrita de

uma forma simplificada a partir da decomposição de dióxido de nitrogênio (NO2) e de

compostos orgânicos voláteis (COVs), conforme mostra o diagrama da Figura 2.1.

Por uma reação fotoquímica com a luz solar, o NO2 gera o átomo de oxigênio

que, ao se combinar com as moléculas de oxigênio presentes no ar, dá origem ao ozô-

nio de acordo com as reações seguintes [Finlayson-Pitts and Pitts Jr., 2012,CETESB,

2000,Seinfeld and Pandis, 2006]:

NO2 + hv λ <= 424nm−−−−−−−→ NO + O•

O• + O2 + M −−→ O3 + M

Em que M é uma terceira molécula responsável pela estabilização do interme-

diário formado pela adição de O com O2.

Vale notar que a reação fotoquímica ocorre na faixa da radiação da cor violeta

e logo abaixo da região visível (raios UV), como mostra a Figura 2.2.

O NO, gerado como produto da fotólise do NO2 reage rapidamente com o ozô-

nio formado para regenerar o NO2 [CETESB, 2000], segundo a reação abaixo:

O3 + NO −−→ NO2 + O2
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Figura 2.2: Região do espectro visível e de raios UV

Dessa maneira, o O3 mantém-se num estado estacionário que depende da

velocidade de fotólise do NO2 e da razão [NO2]/[NO]. Assim, se nenhum outro pro-

cesso convertesse NO em NO2 a concentração de ozônio não aumentaria significati-

vamente [CETESB, 2016a]. A Figura 2.3 apresenta um diagrama da reação fotoquí-

mica envolvendo a produção e das reações envolvendo o consumo de O3. Já a Figura

2.4 apresenta o comportamento típico ao longo do dia desses poluentes na RMSP. As

concentrações horárias são uma média de todos os dias de que se tem medidas na

estação Ibirapuera em Janeiro de 2017.

Figura 2.3: Reações envolvendo NOx [Seinfeld and Pandis, 2006]

Percebe-se que a concentração de NOx diminui à medida que a concentração

de ozônio aumenta. Os picos de O3 geralmente ocorrem no meio da tarde. Ao final da

tarde, devido à falta de radiação, prevalece a reação de O3 com NO, o que provoca

um aumento da concentração de NO2.
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Figura 2.4: Perfil de concentrações de poluentes ao longo do dia; dados provenientes do período de
Janeiro de 2017 da estação Ibirapuera da CETESB.

Conforme dito anteriormente, se nenhum processo convertesse NO em NO2,

a concentração de O3 se manteria aproximadamente estável ao longo do dia. No en-

tanto, quando os COVs estão presentes no ambiente, eles reagem para formar radi-

cais que ou consomem NO, dificultando sua reação com O3, ou convertem NO em

NO2 [Carter, 1994].

Os COVs são definidos pela CETESB como gases e vapores resultantes da

queima incompleta e evaporação de combustíveis e de outros produtos orgânicos [CE-

TESB, 2016a]. A União Européia define os COVs como qualquer composto orgânico

com ponto de ebulição menor do que 250 graus Celsius na pressão de 101,3 kPa [EU,

2004]. Eles serão representados aqui pela molécula de metano (CH4). A reação dos

COVs com radicais hidroxil presentes na atmosfera gera intermediários que aceleram

a prodrução de ozônio, conforme mostra a sequência de reações abaixo.

CH4 + OH• O2−−→ CH3O2 + H2O

CH3O2 + NO
O2−−→ HCHO + HO2 + NO2

HCHO + hv O2−−→ CO + HO2

3 (HO2 + NO −−→ NO2 + OH)

4 (NO2 + hv O2−−→ NO + O3)

CH4 + 8O2 −−→ CO + H2O + 2OH + 4O3

A oxidação da molécula de CO gera mais uma molécula de O3, portanto a
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máxima produção de ozônio a partir de CH4 é dada pela reação abaixo.

CH4 + 10O2 −−→ CO2 + H2O + 2OH• + 5O3

Ou seja, cada molécula de CH4 é capaz de gerar outras 5 moléculas de O3.

Essa produção máxima de ozônio ocorre somente quando os níveis de NOx são sufi-

cientemente altos para que o CH3O2 reaja apenas com o NO.

Nas reações acima, o CH4 foi utilizado como representante dos COVs. No

entanto, na prática os COVs com maior potencial de formação de O3 são aldeídos,

formaldeídos e xilenos [Martins et al., 2008].

De forma simplificada, a chave para a formação de ozônio depende de dois

fatores: a disponibilidade de radicais hidroxil na atmosfera (OH•) e a razão entre as

concentrações de COV e NOx.

Se a razão [COV]/[NOx] é mais baixa que um determinado limite, haverá ex-

cesso de NO2 na atmosfera, que reagirá com os radicais hidroxil produzindo HNO3.

OH• + NO2 + M −−→ HNO3 + M

Essa reação remove tanto o reagente NO2, precursor direto do ozônio, quanto

os radicais OH•, que dão início à cadeia de oxidação de COVs.

Se, por outro lado, a razão [COV]/[NOx] for tal que haja excesso de COVs, eles

reagirão com os radicais hidroxil, dando início à cadeia de oxidação e, portanto, ao

ciclo de formação de ozônio. Ou seja, para um determinado valor de [COV], existe

uma concentração [NOx] tal que o máximo possível de ozônio é gerado.

A concentração dessas espécies químicas na troposfera depende de fatores

como a taxa de emissão, que ocorre principalmente a partir de fontes móveis imensu-

ráveis, e a dispersão provocada pelas diferenças de pressão locais e pela velocidade

e direção do vento, além da intensidade da radiação no ambiente, que impacta direta-

mente a formação de O3.

Dada a complexidade de modelar esse sistema, os modelos determinísticos,

baseados no equacionamento das relações químicas e físicas, ainda não são enten-

didos em profundidade, o que limita sua aplicação para fins de previsão. Além disso,

há dificuldades adicionais, pois a frota de veículos na RMSP é baseada em gasolina e

etanol como combustíveis, o que torna mais complexo o ciclo fotoquímico.
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2.2 Métodos de Estatística Multivariada/Aprendizado de Máquina

A definição exata das áreas de estudo de Estatística Multivariada e Aprendi-

zado de Máquina (Machine Learning) ainda é nebulosa e, portanto, no presente es-

tudo, estes termos são usados como sinônimos, dado que ambas as áreas de estudo

abordam as técnicas aplicadas.

Os modelos de estatística multivariada são aplicados para definir uma função

ou um modelo que representa um fenômeno a partir de uma base de dados. A pla-

nilha de dados é normalmente organizada como apresentado a seguir: cada linha re-

presenta uma observação diferente e cada coluna representa uma variável que afeta

o fenômeno. A coluna final contém as respostas que se deseja obter. No exemplo

abaixo a coluna à direita contém as variáveis de saída (respostas).

Observações x1 x2 ... xP y

1 . . . . .

2 . . . . .

... . . . . .

N . . . . .

Comumente, osmodelos de estatísticamultivariada são aplicados a dois casos:

1. Regressão: obtenção de um ou mais valores contínuos a partir dos dados. Neste

caso y é uma variável contínua.

2. Classificação: obtenção de uma classe para cada observação. Neste caso y é

um vetor de valores 0 e 1 e de tamanho 1 × K, onde K representa o número de

classes possíveis.

Observações x1 x2 ... xP y1 y2 ... yK

1 . . . . 1 0 0 0

2 . . . . 0 0 0 1

... . . . . 0 1 0 0

N . . . . 1 0 0 0
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As observações da base de dados utilizada são normalmente dividas em dois

conjuntos: Training-set e Test-set. O primeiro é utlizado para ajuste do modelo e o

segundo é utilizado para verificar a eficácia deste modelo na previsão do fenômeno.

Todos os modelos utilizados, apresentados pela Figura 2.5, são explicados nas

subseções seguintes.

Figura 2.5: Modelos de estatística multivariada aplicados no estudo

2.2.1 Multi-layer Perceptron Neural Networks (MLP)

O método de MLP é uma ferramenta de modelagem poderosa da família das

redes neurais com comprovada eficácia no tratamento de problemas complexos [Or-

dieres et al., 2005]. O método tem sido aplicado em diversos estudos de previsão

de concentração de poluentes atmosféricos com resultados satisfatórios, sendo capaz

de capturar as relações não lineares e complexas entre variáveis meteorológicas e os

níveis de poluentes na atmosfera, sem detalhar as causas destas relações.

A técnica de MLP consiste na construção de camadas contendo neurônios, que

são unidades de processamento matemático das informações providas, cujas saídas

são obtidas segundo diferentes funções resposta, como mostra a Figura 2.6.

A primeira camada, ou camada de entrada, é composta pelas variáveis de en-

trada (input) extraídas da base de dados, portanto o número de neurônios desta ca-

mada será igual ao número de variáveis da base para cada observação.

A última camada, ou camada de saída, é composta por neurônios que repre-

sentam as variáveis de resposta que se deseja obter. Para previsão de níveis de ozô-
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Figura 2.6: Representação de um MLP

nio, por exemplo, a camada de saída contém apenas um neurônio, que é o neurônio

que expressa a concentração dessa espécie química.

A camada intermediária, chamada de camada oculta, é composta por tantos

neurônios quantos se queiram. Cada um deles corresponde a um valor númerico

gerado através da aplicação de uma função de ativação, ou função de transição, à

combinação linear dos dados da camada de entrada.

Figura 2.7: Representação de um neurônio j da estrutura da rede

A construção deste tipo de rede neural é feita aplicando-se um peso wp,j à

saída de cada neurônio xp da camada de entrada e somam-se todos os valores. Se o

número de neurônios da camada de entrada for P , a soma conterá P +1 termos, onde

o termo P +1 consiste do número 1 vezes um peso wP+1,j. A este termo dá-se o nome

de bias. A Equação 2.1 mostra o cálculo aplicado:

Sj = wP+1,j +
P∑

p=1

wp,j.xp . (2.1)
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O valor Sj obtido é aplicado a uma função de ativação f(Sj), conforme Equação

2.2, e o resultado Oj da função é utilizado para gerar os valores da camada seguinte

num processo semelhante. A Figura 2.7 demonstra o processo de formação de um

neurônio.

Oj = f(Sj) . (2.2)

Funções de ativação comuns são a função sigmoidal, linear e radial, represen-

tadas respectivamente pelas Equações 2.3, 2.4 e 2.5. Costuma-se utilizar a mesma

função de ativação para todos os neurônios de uma mesma camada. A escolha da

função de ativação que melhor se ajusta ao modelo depende fortemente da base de

dados. Neste estudo, as funções de ativação aplicadas foram a sigmoidal e linear por

terem gerado resultados significativamente melhores do que a radial em testes preli-

minares:

f(z) =
1

1 + e−z
, (2.3)

f(z) = a+ bz , (2.4)

f(z) = e−z2/2σ2 , (2.5)

onde a, b e σ são números escalares constantes.

As redes feed-forward, ou redes de sentido único, aquelas em que as entradas

dos neurônios de uma camada são compostas apenas pelos valores das saídas dos

neurônios da camada anterior, são as mais comuns. Normalmente existem apenas

três camadas: camada de entrada, camada de saída e camada intermediária, como

mostra a Figura 2.8, mas o número de camadas ocultas pode variar de zero a um

número inteiro qualquer e o número de neurônios em cada camada oculta também

pode ser definido conforme a conveniência.

A resposta da rede representada pela Figura 2.8 para uma observação n, consi-

derando que a função de ativaçao f(z) é a mesma para todos os neurônios da camada

oculta e da camada de saída, é dada pela Equação 2.6:
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y
(n)
k,calc = f

(
w

(2)
J+1,k +

J∑
j=1

w
(2)
j,k .f

(
w

(1)
P+1,j +

P∑
p=1

w
(1)
p,k.xp

))
. (2.6)

Figura 2.8: Representação de um MLP com pesos e bias

O treinamento (ou aprendizado) do MLP consiste de uma adaptação dos pesos

(wi,j) aplicados sobre as informações entre as camadas de neurônios, de forma a mini-

mizar uma função objetivo, que pode ser a média dos erros quadráticos (Equação 2.7),

geralmente utilizada nos casos de regressão, ou a entropia cruzada (cross-entropy,

Equação 2.10), utilizadas nos casos de classificação.

Amédia dos erros quadráticos (MSE) representa o valor acumulado para todas

as observações do training-set (de 1 a N ), das somas dos erros quadráticos entre os

valores experimentais e os calculados pelo MLP, para todas as saídas da rede (de 1 a

K):

MSE =
1

N

N∑
n=1

K∑
k=1

(y
(n)
k,calc − y

(n)
k,exp)

2 . (2.7)

A função entropia cruzada (E) é obtida a partir do conceito de verossimilhança

(L), que representa a probabilidade de se obter o conjunto de respostas da base de

dados, dadas as variáveis de input, ou seja:

L =
N∏

n=1

K∏
k=1

p(k|X(n))y
(n)
k,exp . (2.8)
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Se aplicarmos o log natural na função de verossimilhança multiplicada por -1,

teremos a entropia cruzada, que é dada pela Equação 2.9 [Ripley, 1996]:

E = (− lnL) = −
N∑

n=1

K∑
k=1

y
(n)
k,exp ln p(k|X

(n)) . (2.9)

Na prática, porém, utiliza-se a definição de Entropia Cruzada dada pela Equa-

ção 2.10, conforme explica Bishop (1995):

E = −
N∑

n=1

K∑
k=1

y
(n)
k,exp ln

p(k|X(n))

y
(n)
k,exp

, (2.10)

onde a probabilidade condicional de uma observação n pertencer à classe k, p(k|X(n)),

é dada pela função Softmax [Bridle, 1989], como mostra a Equação 2.11:

p(k|X(n)) =
exp y(n)k,calc∑K
k=1 exp y

(n)
k,calc

. (2.11)

Para se obter o conjunto de pesos (w), é preciso, em primeiro lugar, que o

conjunto de dados que constituem o training-set seja escolhido de tal forma que se

contemplem todas as informações relevantes do processo. Tendo esse conjunto de

dados, utiliza-se um algoritmo de otimização, a fim de se obter o conjunto de pesos

que minimize a função objetivo dada pela Equação 2.7 ou pela Equação 2.10.

Levenberg-Marquardt e Scaled Conjugated Gradient Backpropagation são dois

algorítmos de otimização mais comuns utilizados pelo software MATLAB para os casos

de regressão e classificação, respectivamente.

Todos os algorítmos citados fazem uso das derivadas da função objetivo em

relação a cada um dos pesos da rede
(

∂MSE

∂w
(i)
p,j

ou ∂E

∂w
(i)
p,j

)
. As derivadas parciais são

obtidas através do algoritmo back-propagation, que foi popularizado no artigo de Ru-

melhart, Hinton e Williams (1986). O método detalhado para várias funções objetivo

foi descrito por Ripley (1996).
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2.2.2 Árvores de Decisão (CART) e Random Forests (RF)

As Árvores de Decisão (CART - Classification and Regression Trees) são fer-

ramentas relativamente simples para classificação de dados. Existem dois tipos de

árvores de decisão: as utilizadas em problemas de classificação e em problemas de

regressão. A partir de um conjunto de dados, definem-se separadores (nós ou “split-

ters”), baseados em valores das variáveis de previsão envolvidas no sistema, de forma

a separar, sequencialmente, grupos de indivíduos semelhantes. As Figuras 2.9 e 2.10

ilustram um exemplo de árvore de classificação.

Figura 2.9: Distribuição gráfica de dados bidimensionais (X ∈ ℜ2) para um problema de classificação

O objetivo das técnicas baseadas em árvores de decisão é minimizar o erro em

cada grupo final, também denominado folha. Para o caso de classificação, deseja-se

minimizar a soma ponderada da entropia de cada folha, de modo que cada folha tenha

o máximo possível de uniformidade. A entropia de uma folha f é dada pela Equação

Figura 2.10: Estrutura da árvore de decisão
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2.12:

Ef = −
K∑
k=1

Nk,f

Nf

log
Nk,f

Nf

, (2.12)

onde Nf é o número de observações em uma folha e Nk,f é o número de observações

pertencentes à classe k na folha.

A soma ponderada das entropias de cada folha, ou a entropia total, para uma

árvore com F folhas é dada pela Equação 2.13:

E =
F∑

f=1

Nf

N
.Ef , (2.13)

onde N é o número de observações no training-set.

Assim, para árvores de classificação, a menor entropia ocorre quando cada

folha contém o máximo de observações pertencentes ao mesmo grupo. No processo

de construção da árvore, a cada nó escolhe-se uma variável xp e um valor para essa

variável que dividirá o grupo original em dois outros grupos de forma que a entropia

do estado final seja a menor possível. Essa divisão ocorre até que seja alcançado um

critério de parada ou até que exista apenas uma observação em cada folha (cresci-

mento máximo). O rótulo final de cada folha é igual à classe k com o maior número de

representantes nessa folha.

É importante notar que quanto mais a árvore se aproxima do seu crescimento

máximo, mais ela tende a ficar super ajustada aos dados do training-set (overfitting) e

pior será a previsão para as observações do test-set. Portanto é preciso encontrar um

equilíbrio entre o crescimento da árvore e a minimização da entropia.

No caso de árvores de regressão, deseja-se obter o menor desvio quadrático

possível damédia da folha para cada folha. Ou seja, o objetivo éminimizar a expressão

dada pela Equação 2.14:

E =
F∑

f=1

Nf∑
n=1

(
y
(n)
f − yf

)2
, (2.14)

onde cada y(n)f é o próprio valor experimental de y para a observação n alocada na folha

f. Na construção das árvores de regressão, não se fazem estimativas para o valor y,

uma vez que o que se deseja otimizar são os nós, ou as divisões, que compõem a

34



árvore. O valor de y para uma nova observação será igual ao valor da média da folha

(yf ) em que essa observação for alocada.

Árvores de decisão, em geral, são consideradas técnicas fracas de aprendiza-

gem, uma vez que são altamente dependentes do conjunto de dados iniciais e podem

apresentar elevada variância com alterações nesses dados. Para solucionar este pro-

blema utiliza-se a técnica de RF, que consiste na combinação de múltiplas árvores de

decisão. Esta técnica baseia-se no princípio de que várias técnicas de aprendizagem

fracas combinadas podem gerar um modelo de aprendizagem forte [Breiman, 1999].

O algoritmo de Random Forests possui duas etapas bem definidas:

1. Bootstrap Aggregation ouBagging: Criação de B subsets da base original (training-

set) por amostragem com reposição

2. Construção das árvores de decisão para cada subset criado

Na primeira etapa do algoritmo, para um training-set comN observações, constroem-

se B outros subconjuntos de dados com a mesma quantidade N de observações atra-

vés de amostragem aleatória com reposição. A este procedimento dá-se o nome de

bagging. O número B de subsets a serem gerados pode ser escolhido conforme a

conveniência. Quanto maior o número de subsets, maior a acurácia do modelo e, da

mesma forma, maior o custo computacional.

Na segunda etapa, constroi-se uma árvore de decisão para cada subset ge-

rado. As árvores devem ser construídas até sua máxima extensão, ou seja, até que

haja apenas uma observação em cada folha [Breiman, 2001]. Durante a construção da

árvore, para cada nó seleciona-se aleatoriamente um subconjunto m de variáveis xp

dentre as P variáveis existentes. A decisão de que variável será utilizada como critério

de separação do nó será feita com base no subconjunto de variáveis selecionadas. As-

sim, para uma base de dados cujas observações são descritas por X = [x1, x2, ..., xP ],

selecionam-se aleatoriamente, por exemplo, duas variáveis (m = 2): x1 e xP . A deci-

são de que separador utilizar neste nó específico deve levar em consideração apenas

x1 e xP . Esse processo de seleção aleatória de variáveis é feito em todos os nós de

todas as árvores.

A definição dos valores B (número de subsets gerados) em (número de variá-

veis selecionadas aleatoriamente) é feita conforme a conveniência e o desempenho
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das diferentes estruturas do modelo.

Obtém-se, assim, uma floresta de árvores construídas de forma aleatória, onde

cada nova observação a ser classificada passa por todas as árvores de decisão. Em

Random Forests não ocorre overfitting mesmo quando o número de árvores é muito

elevado. Esta constatação foi feita por Breiman (2001), que demonstrou, usando a

Lei dos Grandes Números, que a probabilidade de haver mais acertos do que erros

de classificação converge para um número determinado quando o número de árvores

cresce.

Para problemas de classificação, a observação será alocada no grupo com a

maior quantidade de votos e para problemas de regressão, o valor y da nova observa-

ção será uma média dos valores previstos por árvore.

2.2.3 Análise de Discriminantes

Discriminante Linear de Fisher

A técnica de LDA conhecida como Discriminante Linear de Fisher é utilizada

para problemas de classificação de observações. O objetivo é encontrar uma combina-

ção linear de todas as variáveis Xp×1 = [x1, x2, ..., xP ] de forma que o valor resultante

dessa combinação, chamado discriminante, tenha valores muito diferentes para ob-

servações pertencentes a classes diferentes e valores próximos para observações da

mesma classe [Hastie et al., 2008]. Ou seja, o discriminante d é um valor escalar ob-

tido pelo produto escalar entre vetor das variáveis X e um vetor de pesos a para cada

uma das observações, como mostra a Equação 2.15:

d = a′ · X . (2.15)

O discriminante, portanto, pode ser visto como a projeção dos dados sobre

um eixo de direção dada pelo vetor a, sendo este eixo escolhido de tal forma que

as projeções dos dados pertencentes a grupos diferentes tenham a maior separação

possível, como mostra a Figura 2.11.

Dada umas base de dados com as seguintes características:

K - número total de classes, ou grupos, existentes;

nk - número total de observações no grupo k;
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Figura 2.11: Representação gráfica dos discriminantes para dados bidimensionais

Xk - vetor p× 1 das médias das variáveis para as observações dentro do grupo

k;

X - vetor p× 1 das médias das variáveis para todas as observações.

Define-se a matriz Bp×p que representa a soma ponderada das distâncias qua-

dráticas entre grupos, dada pela Equação 2.16:

B =
K∑
k=1

nk(Xk − X)(Xk − X)′ . (2.16)

Adicionalmente, define-se a matriz Wp×p, que representa a soma da distância

quadrática entre as observações X(n)
k de um grupo k e a média Xk deste grupo, soma-

das para todos os grupos, como mostra a Equação 2.17:

W =
K∑
k=1

nk∑
n=1

(X(n)
k − Xk)(X(n)

k − Xk)
′ . (2.17)

Dado que o objetivo é separar o máximo possível os determinantes d de cada

grupo, deve-se maximizar a distância das médias dos determinantes de cada grupo

e minimizar a distância da dos determinantes das observações dentro de um mesmo

grupo. Ou seja, deve-se maximizar a razão dada por σ na Equação 2.22:

σ =

∑K
k=1 nk(dk − d)2∑K

k=1

∑nk

n=1 (d
(n)
k − dk)2

, (2.18)

σ =

∑K
k=1 nk(a′ · Xk − a′ · X)2∑K

k=1

∑nk

n=1 (a′ · X
(n)
k − a′ · Xk)2

, (2.19)
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σ =

∑K
k=1 nka′(Xk − X)(Xk − X)′a∑K

k=1

∑nk

n=1 a′(X
(n)
k − Xk)(X(n)

k − Xk)′a
, (2.20)

σ =
a′
(∑K

k=1 nk(Xk − X)(Xk − X)′
)
a

a′
(∑K

k=1

∑nk

n=1 (X
(n)
k − Xk)(X(n)

k − Xk)′
)
a
, (2.21)

σ =
a′Ba
a′Wa . (2.22)

O vetor a procurado é o obtido a partir da Equação 2.23:

a = argmax σ = argmax
a′Ba
a′Wa . (2.23)

Derivando-se σ tem-se:

∂σ

∂a =
2Ba(a′Wa)− 2(a′Ba)Wa

(a′Wa)2 = 0 . (2.24)

Aplica-se então a relação dada pela Equação 2.22, resultando nas seguintes

equações:

Ba(a′Wa)− σ(a′Wa)Wa
(a′Wa)2 = 0 , (2.25)

Ba(a′Wa)− σ(a′Wa)Wa = 0 , (2.26)

(B− σW)a = 0 , (2.27)

(W−1B− σI)a = 0 . (2.28)

O problema inicial resume-se, desta forma, a um problema de autovalores e

autovetores em relação à matriz W−1B. As soluções não triviais deste problema cor-

respondem aos vetores de pesos a procurados. Pode existir, para este problema,

mais de uma solução, isso significa que existe mais de um eixo sobre o qual projetar

os dados de forma que as condições propostas sejam satisfeitas.

Ao invés de se selecionar apenas uma das soluções para o cálculo do discrimi-
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nante e alocação de novas observações a um dos grupos, utilizam-se todos os pesos

ai obtidos como resposta.

Desta forma, considerando um nova observação X(0) não contida na base de

dados e considerando-se que a resolução da Equação 2.28 tenha gerado D respostas

possíveis (a1, a2, ..., ai, ..., aD) a alocação em um dos grupos ocorre segundo os passos

abaixo:

1. Calculam-se os valores de todos os discriminantes possíveis para X(0), um para

cada peso ad encontrado (d(0)1 , d(0)2 ,..., d(0)D )

2. Calculam-se os valores de todos os discriminantes possíveis para as médias Xk

de todos os grupos k ( d1,k, d2,k, ..., d1,k)

3. Aloca-se a observação X(0) no grupo para o qual a distância entre o discrimi-

nante da observação e o discriminante da média do grupo é a menor, segundo a

Equação 2.29:

min
D∑
i=1

(d
(0)
i − di,k)

2 , (2.29)

calculada para todos os grupos k = 1, 2, ..., K.

O número total (D) de discriminantes, ou seja, de pesos ai que podem ser

obtidos é igual a

D = min(K − 1;P ) , (2.30)

onde P é o número de variáveis que descrevem o problema, ou seja, o tamanho do

vetor X.

Discriminante Linear (LDA)

A técnica de LDA se baseia em duas hipóteses:

1. Todas as populações, que dão origem aos grupos de dados, possuem curva de

distribuição fk(x) normal;

2. As matrizes de covariância de cada grupo de dados, pertecentes a diferentes

populações, são iguais. Ou seja, Σk = Σ.
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A técnica se baseia simplesmente na maximização das probabilidades a pos-

teriori Pr(K = k|X = x), ou seja, a probabilidade de uma observação pertencer a um

grupo k, dado que ela é definida por x. Assim, pelo Teorema de Bayes, tem-se

Pr(K = k|X = x) = fk(x)πk∑K
l=1 fl(x)πl

, (2.31)

onde:

K - número total de classes, ou grupos, existentes;

πk - probabilidade a priori de uma observação pertencer ao grupo k.

Conforme a hipótese inicial, todas as populações possuem distribuição normal,

que é definida pela Equação 2.32:

fk(x) =
1

(2π)p/2|Σk|1/2
exp

(
−1

2
(x− µk)

′Σ−1
k (x− µk)

)
, (2.32)

onde:

µk - média da população k;

p - dimensão do vetor x;

Σk - matriz de covariância da população k.

Ao se comparar as probabilidades a posteriori de duas classes diferentes, tem-

se uma equação linear em x, como mostram as Equações 2.33 e 2.34:

log
Pr(K = k|X = x)
Pr(K = l|X = x) = log

fk(x)
fl(x)

+ log
πk

πl

, (2.33)

log
Pr(K = k|X = x)
Pr(K = l|X = x) = log

πk

πl

− 1

2
(µk + µl)

′Σ−1(µk − µl) + x′Σ−1(µk − µl) . (2.34)

Como na prática não se conhecem os parâmetros das populações, eles são

estimados pelos dados do training set:

1. π̂k =
nk

N
onde nk é o número de observações no grupo k e N é o número total de

observações no training set;

2. µ̂k =
∑nk

i=1 xi/nk;

3. Σ̂ =
∑K

k=1

∑nk

i=1(xi − µ̂k)(xi − µ̂k)/(N −K).
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A Equação 2.34 implica que o limite de cada grupo com relação a x, definido

pela igualdade Pr(K = k|X = x) = Pr(K = l|X = x), é um hiperplano de dimensão

p. Calculando-se o limite entre cada par de classes, pode-se dividir IRp em subregiões

a serem classificadas conforme cada uma das classes.

Desta forma, aloca-se uma nova observação x0 na classe cuja probabilidade a

posteriori, dada pela Equação 2.35, é a maior dentre todas as outras:

logPr(K = k|X = x0) = log πk −
1

2
µ′
kΣ

−1µk + µ′
kΣ

−1x0 . (2.35)

Discriminante Quadrático (QDA)

O QDA se diferencia do LDA pela segunda hipótese. Ou seja, no QDA não se

assume que as matrizes de covariâncias de cada grupo são iguais. Desta forma, a

Equação 2.34, que define os hiperplanos que separam as regiões de diferentes clas-

ses, não será mais linear e sim quadrática em relação a x.

As probabilidades a posteriori assumirão a forma abaixo:

logPr(K = k|X = x) = log πk−
1

2
log |Σk|−

1

2
(x−µk)

′Σ−1
k (x−µk)−

p

2
log (2π) . (2.36)

Como o termo−p
2
log (2π) é o mesmo para qualquer grupo, a comparação entre

as probabilidades a posteriori dos diferentes grupos é feita baseada nos valores dos

demais termos. Assim, define-se o discriminante quadrático como:

discQk = log πk −
1

2
log |Σk| −

1

2
(x− µk)

′Σ−1
k (x− µk) . (2.37)

Aloca-se uma observação x0 no grupo em que o valor de discQk for o maior em

comparação com os demais grupos.

2.2.4 Support Vector Machine (SVM)

A técnica de SVM surgiu nos anos 90 em meio à comunidade de Ciências da

Computação e tem crescido em popularidade desde então [James et al., 2013]. Essa

técnica pode ser usada tanto para aplicações de classificação quanto para regressão.
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Sua ideia fundamental é a de criar ”margens”, ou hiperplanos, que separem os dados

de classes diferentes e que estejam afastadas desses dados o máximo possível.

SVM para Classificação

Tomando como exemplo os dados da Figura 2.12, pode-se notar que as ob-

servações possuem uma separação bem definida, ou seja, não existem observações

de uma classe misturadas às observações de outra. Desta forma, existem inúmeros

hiperplanos que separariam essas observações de forma eficaz. O objetivo da téc-

nica de SVM é definir o hiperplano que separa os dados de forma a maximizar a sua

distância em relação a eles.

Figura 2.12: Dispersão de dados bidimensionais e separador SVM [James et al., 2013]

Neste processo de maximização, somente os dados que estão mais próximos

dos limites entre as classes serão utilizados. Esses dados, ou observações, são cha-

mados ”vetores de suporte”, e é por essa razão que o modelo recebe o nome de Sup-

port Vector Machine.

Para introduzir o modelo, considera-se primeiramente o caso em que as obser-

vações estão divididas em apenas duas classes diferentes. As variáveis que descre-

vem o problema são X(n) = [x
(n)
1 , x(n)2, ..., x

(n)
P ], com X ∈ ℜP e y(n) ∈ {−1, 1}. A base

de dados teria então o aspecto da tabela abaixo.
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Observações x1 x2 ... xP y

1 . . . . 1

2 . . . . -1

... . . . . -1

N . . . . 1

A equação de um hiperplano para a separação dos dados é apresentada pela

Equação 2.38, onde w é um vetor de tamanho P × 1 e b é um escalar:

w′ · X+ b = 0 . (2.38)

Assim, qualquer dado que se localiza acima deste hiperplano possui y = 1, e

qualquer dado que se localiza abaixo possui y = −1. Então se definirmos uma função

g(X(n)) = w′ · X(n) + b, teremos que g(X(n)) > 0 quando y(n) = 1 e, da mesma forma,

g(X(n)) < 0 quando y(n) = −1. Ou seja, a Equação 2.39 a seguir é válida para todas

as observações da base de dados:

y(n)(w′ · X(n) + b) > 0 para n = 1, 2, ..., N . (2.39)

Podem-se definir duas outras margens, uma acima e outra abaixo do hiper-

plano separador, Equações 2.40 e 2.41, respectivamente:

w′ · X+ b− 1 = 0 , (2.40)

w′ · X+ b+ 1 = 0 . (2.41)

Assim, como as observações estarão sempre nas margens, acima da margem

superior ou abaixo da margem inferior, a Equação 2.39 pode ser adaptada para a

seguinte forma:

y(n)(w′ · X(n) + b) ≥ 1 para n = 1, 2, ..., N . (2.42)

A distância do hiperplano separador em relação à margem superior é 1
||w|| , e

em relação à margem inferior é − 1
||w|| .
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O problema se resume então a uma otimização da forma:

max
w

1

||w||

sujeito a y(n)(w′ · X(n) + b) ≥ 1 n = 1, . . . , N.

Mas maximizar a quantidade 1
||w|| é o mesmo que minimizar ||w||2. Fazendo

essa alteração, termos um problema de otimização com função objetivo convexa e

restrições lineares, o que garante que é possível obter o ótimo global.

min
w

1

2
||w||2

sujeito a y(n)(w′ · X(n) + b) ≥ 1 n = 1, . . . , N.

Por se tratar de uma otimização limitada por restrições que são inequações,

aplicam-se as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Os multiplicadores KKT (µ(1),

µ(2), ..., µ(N)) apontarão quais restrições estão ativas. Como cada restrição é prove-

niente de uma observação da base de dados, as restrições ativas correspondem às

observações que estão sendo utilizadas na otimização e, portanto, elas indicam quais

são os vetores de suporte.

Finalmente, pode-se demonstrar que este problema de maximização pode ser

transformado em um problema de otimização dual da forma abaixo, que fornece o vetor

w e o escalar b procurados [Ng, 2016].

max
µ

W (µ) =
N∑

n=1

µ(n) − 1

2

N∑
n,i=1

y(n)y(i)µ(n)µ(i)(X(n) · X(i))

sujeito a µ(n) ≥ 0 n = 1, . . . , N

N∑
n=1

µ(n)y(n) = 0 .

Porém esta otmização é aplicável apenas quando as observações de classes

diferentes estão bem separadas. Para o caso em que há sobreposição de observações

de diferentes classes, como mostra a Figura 2.13, é preciso introduzir uma variável de

tolerância (ξ(n)) para a distância de algumas observações em relação ao hiperplano

separador.

A maximização da distância das margens adicionando-se as variáveis de tole-

rância fica, então, da forma abaixo. O parâmetro C regula o custo de se introduzir a
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Figura 2.13: Exemplo de dados com sobreposição de observações com de classes diferentes [James
et al., 2013]

tolerância para as observações e seu valor pode ser escolhido pelo usuário. Quanto

maior o valor de C, menores serão as tolerâncias e, portanto, as margens superior e

inferior se aproximarão do hiperplano separador e vice-versa.

min
w

1

2
||w||2 + C

N∑
n=1

ξ(n)

sujeito a y(n)(w′ · X(n) + b) ≥ 1− ξ(n) n = 1, . . . , N .

ξ(n) ≥ 0 n = 1, . . . , N .

Transformando-se para o problema de otimização dual, tem-se:

max
µ

W (µ) =
N∑

n=1

µ(n) − 1

2

N∑
n,i=1

y(n)y(i)µ(n)µ(i)(X(n) · X(i))

sujeito a 0 ≤ µ(n) ≤ C n = 1, . . . , N

N∑
n=1

µ(n)y(n) = 0 .

Até então, só foi abordado o caso em que os dados poderiam ser separados por

fronteiras lineares (hiperplano). Para generalizar o modelo para fronteiras não lineares,

substitui-se o produto escalar (X(n) · X(i)) da função W (µ) por Kernels K(X(n),X(i)).

Os Kernels mais comuns são o Linear, o Polinomial, o Radial e o Sigmoidal,

apresentados pelas Equações 2.43, 2.44, 2.45 e 2.46, respectivamente [Lorena and

Carvalho, 2007,Meyer et al., 2015]:
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K(X(n),X(i)) = (X(n) · X(i)) , (2.43)

K(X(n),X(i)) = (δ(X(n) · X(i)) + κ)d , (2.44)

K(X(n),X(i)) = exp (−δ||X(n) − X(i)||2) , (2.45)

K(X(n),X(i)) = tanh (δ(X(n) · X(i)) + κ) , (2.46)

onde δ, κ e d são parâmetros a serem definidos conforme a conveniência.

A utilização dos Kernels torna o problema de classificação aplicável a inúmeras

estruturas de dados. A Figura 2.14 apresenta dois exemplos de classificação com

Kernels. No quadro da esquerda, foi utilizado um kernel polinomial de ordem 3 e no

quadro da direita um kernel radial [James et al., 2013].

Figura 2.14: Esquerda: SVM com Kernel polinomial de ordem 3. Direita: SVM com Kernel radial [James
et al., 2013].

SVM para Regressão

A diferença dos casos de regressão para os de classificação se encontra prin-

cipalmente nas restrições da otimização. Na regressão deseja-se que as observações

estejam distantes do hiperplano separador de um valor máximo ε [Smola and Schol-

kopf, 1998].
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Figura 2.15: Representação gráfica de um caso de regressão com SVM [Smola and Scholkopf, 1998].

min
w

1

2
||w||2

sujeito a y(n) − (w′ · X(n) + b) ≤ ε n = 1, . . . , N

w′ · X(n) + b− y(n) ≤ ε n = 1, . . . , N .

Aplicando-se variáveis de tolerância (ξ(n), para quando o valor real supera o va-

lor da margem superior, e ξ∗(n), para quando o valor real é menor do que o da margem

inferior) ao problema, tem-se a formulação proposta por Vapnik (1995).

min
w

1

2
||w||2 + C

N∑
n=1

(ξ(n) + ξ∗(n))

sujeito a y(n) − (w′ · X(n) + b) ≤ ε+ ξ(n) n = 1, . . . , N

w′ · X(n) + b− y(n) ≤ ε+ ξ ∗(n) n = 1, . . . , N

ξ(n), ξ∗(n) ≥ 0 n = 1, . . . , N .

Assim, apenas as observações que distam do hiperplano separador de um

valor maior que ε contribuem com o custo de minimização da função objetivo. A Figura

2.15 traz uma representação do problema.

Da mesma forma que nos casos de Classificação, este problema pode ser co-

locado no formato de otimização dual e podem se utilizar os Kernels para regressão

de funções não lineares.
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3 Materiais e Métodos
3.1 Bases de Dados

Os dados de concentração de poluentes foram coletados em tempo real pela

CETESB [CETESB, 2016a], que possui uma rede de monitoração automática distri-

buída por todo o Estado de São Paulo. A RMSP conta com 26 estações fixas, sendo

que 19 delas são capazes de medir a concentração de ozônio. As estações estão dis-

tribuídas conforme o mapa já mostrado na Figura 1.4, o qual é reproduzido a seguir

pela Figura 3.1, com destaque para as estações que realizam medições de ozônio.

Figura 3.1: Distribuição das estações da Rede Automática da CETESB na RMSP [CETESB, 2014]

Os dados são disponibilizados a qualquer usuário via o sistemaQUALAR, aces-

sível em http://qualar.cetesb.sp.gov.br/qualar/home.do. Para o presente estudo, foram

utilizados os dados medidos na Estação Ibirapuera, com séries históricas de 01 de

Janeiro de 2000 a 31 de Agosto de 2016, que foram fornecidos diretamente, com base

no convênio existente entre a USP e a CETESB.

Os dados meteorológicos, usados como variáveis entrada para o modelo, fo-

ram obtidos da Estação Meteorológica do Instituto de Astronomia, Geofísica e Ciên-

cias Atmosféricas da USP (IAG-USP), localizada no Parque de Ciência e Tecnologia da

USP, a aproximadamente 7,9 km da estação Ibirapuera da CETESB, conforme Figura

3.2.

A base de dados utilizada contém médias horárias das medidas das seguintes

48



Figura 3.2: Distância entre o Parque Ibirapuera e o Parque de Ciência e Tecnologia da USP

variáveismedidas na superfície (pouco acima do nível do solo): Temperatura (em graus

Celsius), Pressão (em hPa), Umidade Relativa (em porcentagem), Direção do Vento

(de acordo com os pontos cardeais, colaterais e intermédios), Velocidade do Vento

(em km/h) e Concentração Máxima diária de Ozônio (em µg/m3). Para tornar o cálculo

mais coerente em termos numéricos, as variáveis Velocidade do Vento (VV) e Direção

do Vento (DV), esta última convertida para graus, foram combinadas de forma a se

obter as componentes da velocidade do vento no sentido Norte-Sul (V) e Leste-Oeste

(U):

U = V V sin
(
DV

π

180

)
, (3.1)

V = V V cos
(
DV

π

180

)
. (3.2)

A seleção destas variáveis meteorológicas como representativas do fenômeno

de formação deO3 foi baseada em resultados obtidos de estudos anteriores elaborados

pelo Laboratório de Simulação e Controle de Processos (LSCP) do Departamento de

Engenharia Química daUniversidade de São Paulo em conjunto com aCETESB [Guar-

dani et al., 1999, Borges et al., 2012]. Como neste estudo o objetivo é construir e

analisar o desempenho de modelos para a previsão de concentração de O3, é neces-

sário que as variáveis a serem consideradas sejam passíveis de ser previstas. Por
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este motivo, utilizaram-se variáveis meteorológicas e não medidas da concentração

de poluentes primários como NOx e COVs.

No entanto, como esses poluentes precursores do O3 são emitidos, em geral,

por fontes móveis, cujo padrão de circulação na RMSP difere em dias de semana e

em finais de semana, adicionou-se uma variável binária para diferenciar esses dias,

estabelecendo assim, indiretamente, um padrão de emissão de precursores.

Adicionou-se também como variável de entrada a concentração máxima de O3

do dia anterior a cada observação, devido à pressuposição de que concentrações do

dia anterior podem afetar a concentração do dia seguinte. Foram excluídas da base

de dados quaisquer observações com medidas faltantes.

A partir desses dados, foram construídas três diferentes bases para análise

das máximas diárias considerando as médias horárias de O3 (Figura 3.3) :

Figura 3.3: Bases de dados utilizadas e suas variáveis de entrada

1. MtMM: Temperatura diária máxima, pressão e umidade relativa mínimas, média

da tarde (das 13:00 às 17:00) das componentes da velocidade do vento nas dire-

ções Norte-Sul e Leste-Oeste, variável binária indicando dias da semana ou final

de semana e concentração máxima de O3 do dia anterior. Total de 7 variáveis

mais a concentração máxima diária de O3 e 5603 observações.

2. MMM: Temperatura diária máxima, pressão e umidade relativa mínimas, média

diária das componentes da velocidade do vento nas direções Norte-Sul e Leste-

Oeste, variável binária indicando dias da semana ou final de semana e concen-
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tração máxima de O3 do dia anterior. Total de 7 variáveis mais a concentração

máxima diária de O3 e 5594 observações.

3. MMT: Médias da manhã (das 8:00 às 12:00) e tarde (das 13:00 às 17:00) da

temperatura, pressão, umidade relativa e componentes da velocidade do vento

nas direções Norte-Sul e Leste-Oeste, variável binária indicando dias da semana

ou final de semana e concentração máxima de O3 do dia anterior. Total de 13

variáveis mais a concentração máxima diária de O3 e 5598 observações.

As três bases citadas foram testadas para os mesmos métodos de estatística

multivariada duas vezes: uma com a variável binária que indica dias da semana e outra

sem, uma vez que essa variável parece aprimorar os resultados em alguns testes e

prejudicar em outros.

A base de dados que gerou os melhores resultados para a previsão da máxima

diária das médias horárias de O3 foi, em seguida, aplicada para a previsão da máxima

diária considerando as médias móveis de 8 horas.

Esta última foi, então, aplicada para os casos de classificação, aqueles em que

a resposta obtida é o rótulo de uma classe, e as concentrações máximas de ozônio

foram classificadas em 5 classes diferentes segundo os índices de qualidade do ar de-

finidos pela CETESB, considerando as médias móveis de 8 horas para a concentração

de O3:

BOA: Concentração máxima de O3 de 0 a 100 µg/m3

MODERADA: Concentração máxima de O3 de 100 a 130 µg/m3

RUIM: Concentração máxima de O3 de 130 a 160 µg/m3

MUITO RUIM: Concentração máxima de O3 de 160 a 200 µg/m3

PÉSSIMA: Concentração máxima de O3 maior que 200 µg/m3

Figura 3.4: Classes segundo a concentração máxima de O3, considerando as médias móveis de 8
horas, conforme definido pela CETESB
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3.2 Metodologia de simulação

Regressão

Cada base de dados foi testada duas vezes para todas as configurações dos

modelos de regressão (MLP, RF e SVM): na primeira vez incluindo a variável binária

de dias da semana e na segunda excluindo-a. Foi então selecionada a configuração

ótima para cada modelo, conforme descrito nas seções 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5 e

3.2.6, e a ela foram aplicados indicadores de desempenho (IDs), descritos na seção

3.2.2. A base de dados que gerou os melhores valores de IDs foi mantida para análises

seguintes e as demais foram descartadas.

Os IDs obtidos para esta base foram, então, comparados através do teste t para

amostras dependentes, ou seja, o teste t aplicado para populações cujos elementos

estão relacionados, uma vez que as previsões são feitas exatamente para os mes-

mos dias. O test t, descrito na seção 3.2.7, permitiu analisar se os resultados obtidos

para um modelo são estatisticamente diferentes dos obtidos para outro. Finalmente,

pode-se concluir qual o melhor modelo de regressão para prever concentrações máxi-

mas de O3 segundo as médias horárias. A Figura 3.5 apresenta um fluxograma deste

processo.

Figura 3.5: Fluxograma do processo de decisão do melhor modelo para os casos de regressão

O melhor modelo, com as melhores configurações, foi então aplicado para a

previsão damáxima diária de O3 considerando as médias móveis de 8 horas, utilizando
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como variáveis de entrada as provenientes da base de dados commelhores resultados

na análise anterior.

Classificação

A base de dados usada na previsão da máxima diária de O3 considerando

as médias móveis de 8 horas foi adaptada conforme descrito na seção 3.1 para ser

aplicada em modelos de classificação. Ela foi então testada duas vezes para todos

os modelos da classificação (MLP, RF, SVM, LDA e Fisher), de forma semelhante ao

descrito nos casos de regressão: na primeira vez incluindo a variável binária de dias da

semana e na segunda excluindo-a. A configuração ótima para cada modelo foi selecio-

nada, conforme descrito nas seções 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6. Os erros percen-

tuais de classificação (descritos nas seções 3.2.1 e 3.2.2) dos modelos ótimos foram

comparados através do teste t para amostras dependentes e, finalmente, concluiu-se

qual o melhor modelo para esta aplicação. A Figura 3.6 apresenta o fluxograma do

processo de análise.

3.2.1 Validação Cruzada (VC)

Quando se comparam diferentes modelos e diferentes configurações de mo-

delos, o método mais indicado para se comparar o desempenho de cada modelo é o

de validação cruzada (VC) do tipo k-fold, que é um método que permite a utilização de

toda a base de dados para avaliação do desempenho de um modelo. Neste método

se particiona a base de dados inicial em k partes com o mesmo, ou aproximadamente

o mesmo, número de observações, treina-se um modelo em k − 1 partes, sendo elas

consideradas os dados de treino (training-set), e testa-se o desempenho do modelo

na parte não usada no treinamento, considerada o test-set. Repete-se este processo

k vezes, até se obter k diferentes valores de desempenho do modelo. A média des-

ses valores é então considerada uma estimação do erro de previsão do modelo com

determinados parâmetros [Hastie et al., 2008].

Neste estudo aplicou-se o método de VC do tipo 10-fold, assim cada base de

dados foi incialmente ordenada de forma aleatoria e em seguida divida em 10 grupos

com o mesmo, ou aproximadamente o mesmo, número de observações, conforme
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Figura 3.6: Fluxograma do processo de decisão do melhor modelo para os casos de classificação

Figura 3.7. Então, para cada configuração de um modelo treinou-se o modelo em 9

das 10 partes e testou-se seu desempenho, através da aplicação dos indicadores de

desempenho (IDs) descritos na seção 3.2.2 desta dissertação, na parte restante não

utilizada para o treinamento, que está representada por cinza na Figura 3.7. Esse

processo foi, então, repetido 10 vezes de forma que cada parte da base de dados

tenha sido utilizada como test-set uma vez. A estimativa do erro total de predição do

modelo é considerada a média dos 10 diferentes valores obtidos em cada uma das

iterações na VC, conforme Equação 3.3:

ID =
10∑
k=1

1

10
IDk . (3.3)

O desvio padrão dessa estimativa é dado pela Equação 3.4:

dpID =

√√√√ 10∑
k=1

(IDk − ID)2

(10− 1)
. (3.4)
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Figura 3.7: Representação da divisão da base de dados e aplicação do método de VC do tipo 10-fold;
as seções em cinza representam o test-set em cada uma das iterações do método

Para exemplicar o processo, toma-se como exemplo um caso de regressão

através de um MLP com um número h de neurônios na camada oculta. Para casos

de regressão, um dos IDs descrito na seção 3.2.2 é o MSE (Equação 2.7). Treina-se

então o MLP 10 vezes neste processo, obtendo-se 10 valores de MSE diferentes. O

erro de predição do modelo MLP para h neurônios na camada oculta é, então, dado

pela Equação 3.5, e o desvio padrão pela Equação 3.6:

MSE =
10∑
k=1

1

10
MSEk , (3.5)

dpMSE =

√√√√ 10∑
k=1

(MSEk −MSE)2

(10− 1)
. (3.6)

3.2.2 Indicadores de Desempenho (IDs)

Como IDs de todos os modelos de regressão foram usadas 4 medidas: Mé-

dia dos Erros Quadráticos (MSE, Equação 3.7), Média dos Erros Absolutos (MAE,

Equação 3.8), Média dos Desvios (MBE, Equação 3.9) e Coeficiente de Correlação

(R, Equação 3.10).

MSE =
1

N

N∑
n=1

(y
(n)
calc − y(n)exp)

2 . (3.7)
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MAE =
1

N

N∑
n=1

|y(n)calc − y(n)exp| . (3.8)

MBE =
1

N

N∑
n=1

(y
(n)
calc − y(n)exp) . (3.9)

R =

√√√√∑N
n=1 (y

(n)
exp − y(n)exp)

2 −
∑N

n=1 (y
(n)
exp − y

(n)
calc)

2∑N
n=1 (y

(n)
exp − y(n)exp)

2
. (3.10)

As duas primeiras indicam a distância dos resultados calculados por meio dos

modelos e os valores reais, ou experimentais. A MBE indica a tendência do modelo de

superestimar ou subestimar os resultados em relação aos valores reais. Para esses

três indicadores o melhor valor é o mais próximo de zero.

O R indica a força da lineariedade do modelo. Ou seja, num gráfico onde a

abscissa corresponde aos dados experimentais e a ordenada aos dados calculados, o

coeficiente R indica a relação de lineariedade entre essas duas medidas. Quanto mais

próximo de 1, mais forte é a relação.

Para os casos de classificação, o erro é calculado pela porcentagem observa-

ções classificadas erroneamente, conforme Equação 3.11:

Erro[%] =

∑N
n=1 I(y

(n)
exp ̸= y

(n)
calc)

N
. (3.11)

3.2.3 Multi-layer Perceptron Neural Networks (MLP)

Preprocessamento de dados

As redes neurais MLP para regressão e classificação foram ambas construídas

no softwareMATLAB com as funções feedforwardnet() e patternnet(), respectivamente.

Essas funções realizam um preprocessamento dos dados automaticamente em que

todos os valores da base de entrada são convertidos em valores no intervalo [-1,1]. O

valor máximo cada uma das variáveis considerando todas as observações da base é

convertido em 1, e o mínimo em -1.

A mudança da escala dos dados aumenta o desempenho do algoritmo de oti-

mização, uma vez que coloca todas as variáveis na mesma ordem de grandeza.
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Após a otimização do MLP, os dados são automaticamente convertidos para a

escala original.

Regressão

Para o caso de regressão, foram testadas 26 arquiteturas diferentes para cada

base de dados, conforme apresentado pela Figura 3.8. Utilizou-se apenas uma ca-

mada oculta, cujo número de neurônios variou de 3 a 15. A razão para a escolha

dessa configuração é que um MLP com uma única camada oculta com função de ati-

vação sigmoidal, sem restrições no número de neurônios ou tamanho dos pesos, pode

aproximar qualquer função continua com uma precisão arbitrária, conforme demons-

trou Cybenko (1989).

Foram testadas também duas configurações diferentes quanto às funções de

ativação. Uma com a função sigmoidal (Equação 2.3) na camada oculta e a função

linear (Equação 2.4) na camada de saída e outra com a função sigmoidal nas duas

camadas.

Com a aplicação de VC do tipo 10-fold, cada uma das arquiteturas para uma

mesma base de dados foi simulada 10 vezes, uma para cada porção diferente de cada

base como test-set.

Figura 3.8: Arquiteturas de MLPs testadas para os casos de regressão e iterações de VC

O treinamento de MLPs apresenta um fator de aleatoriedade no momento em

que os pesos w são inicializados na primeira etapa do processo de otimização. Por-

tanto, cada treinamento resulta em valores diferentes dos pesos e, consequentemente,
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em um ajuste diferente da MLP aos dados. Para minimizar o efeito da inicialização ale-

atória, cada configuração das MLPs foi treinada 10 vezes. Destas 10, o treinamento

que produziu o melhor resultado foi o escolhido.

A função objetivo utilizada em todos os casos de regressão foi a Média dos

Erros Quadráticos (MSE, Equação 2.7) e o algoritmo de otimização foi o Levenberg-

Marquardt, que é uma boa alternativa ao método de Gradiente Descendente devido

à sua rapidez de resolução. O treinamento de um MLP pelo MATLAB é interrompido

quando um dos dois critérios abaixo é satisfeito:

1. O módulo do gradiente da função objetivo no ponto estudado é menor do que um

valor pré-determinado (1e-7);

2. O valor da função objetivo calculado para um conjunto de observações de vali-

dação não diminui ao longo de 25 iterações, onde cada iteração corresponde à

apresentação de todas as observações para o algoritmo de otimização uma vez;

3. Um número máximo de 100 iterações é atingido;

4. O valor do parâmetro de Levenberg-Marquardt alcança um valor máximo (1e+10)

(para melhor entedimento do algoritmo Levenberg-Marquardt, consultar a refe-

rência [Marquardt, 1963]).

Classificação

Nos casos de classificação, foram testadas 13 arquiteturas diferentes, em que

a função objetivo foi a Entropia Cruzada (Equação 2.10), conforme apresentado pela

Figura 3.9. Para estes últimos casos, as funções de ativação foram sigmoidal, para a

camada oculta, e softmax (Equação 2.11), para a camada de saída.

Assim como nos casos de regressão, os modelos foram construídos software

MATLAB. O treinamento de cada MLP foi interrompido quando um dos três critérios

abaixo foi satisfeito:

1. O módulo do gradiente da função objetivo no ponto estudado é menor do que um

valor pré-determinado (1e-6);
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Figura 3.9: Arquiteturas de MLPs testadas para os casos de classificação e iterações de VC

2. O valor da função objetivo calculado para um conjunto de observações de vali-

dação não diminui ao longo de 25 iterações, onde cada iteração corresponde à

apresentação de todas as observações para o algoritmo de otimização uma vez;

3. Um número máximo de 1000 iterações é atingido;

Seleção da Melhor Arquitetura

Comparou-se então o erro de predição das diferentes configurações, dado pela

média do MSE (Equação 3.7) entre a iterações da VC (Equação 3.3), nos casos de

regressão, e pela média do erro percentual (Equação 3.11) entre as iterações da VC

nos casos de classificação. A arquitetura com omenor erro foi eleita como a arquitetura

ótima dentre todas as outras.

3.2.4 Random Forests (RF)

Diferentemente do modelo MLP, o RF não exige normalização dos dados, uma

vez que a diferença de escala das variáveis de entrada não prejudica o algoritmo de

otimização.

Osmodelos deRF foram construídos segundo ametodologia proposta por Brei-

man (2001), ou seja, fazendo-se sequencialmente os processos de bagging e constru-

ção de árvores até sua máxima extensão.

O número B de subsets gerados foi 150, pois para números maiores o custo

computacional foi muito alto e a melhora no desempenho não foi significativa.
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O número de váriáveism a serem consideradas na definição de cada nó variou

de 2 ao número total p de variáveis de entrada de cada base. Devido aos fatores de

aleatoriedade do modelo, cada configuração foi testada 10 vezes e o melhor teste foi

escolhido.

Figura 3.10: Configurações de RFs testadas

Todas as observações das bases de dados são usadas na construção dos sub-

sets e, portanto no treinamento dos modelos. Em cada subset gerado por amostragem

aleatória, aproximadamente um terço das observações não são utilizadas [Breiman,

2001]. Essas observações são chamadas de out-of-bag. A previsão de concentração

de ozônio para uma dada observação é feita utilizando-se somente as árvores que fo-

ram construídas a partir de subsets que não continham essa observação. Essemétodo

é chamado de estimação out-of-bag.

Com a aplicação de VC do tipo 10-fold, cada um dos 10 test-sets foi usado para

o cálculo do desempenho do modelo através da previsão out-of-bag.

A função objetivo é a MSE (Equação 2.7), para os casos de regressão, e a

Entropia Cruzada (Equação 2.10), para os casos de classificação.

Seleção da Melhor Configuração

De forma similar ao MLP, comparou-se o erro de predição das diferentes con-

figurações, dado pela média do MSE (Equação 3.7) entre a iterações da VC (Equação

3.3), nos casos de regressão, e pela média do erro percentual (Equação 3.11) entre

as iterações da VC nos casos de classificação. A configuração com o menor erro foi

eleita como a configuração ótima dentre as demais.
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3.2.5 Análise de Discriminantes

Os métodos de LDA e Fisher, aplicados apenas nos casos de classificação,

consistem na resolução de equações sem nenhum parâmetro ajustável. Não existe

também nenhum fator de aleatoriedade no processo de resolução. Portanto, LDA e

Fisher foram aplicados apenas 10 vezes para cada base de dados devido às iterações

de VC do tipo 10-fold. Todos as aplicações de LDA foram feitas através do software

MATLAB e as de Fisher através do software R.

Neste estudo não foi usado o modelo de discriminante quadrático porque ele

falhou em testes preliminares devido ao fato de o grupo de concentração mais alta de

O3 (grupo ‘PÉSSIMA’) conter apenas 7 observações, portanto a matriz de covariância

obtida para este grupo não é considerada representativa de uma população inteira.

3.2.6 Support Vector Machine (SVM)

Os problemas de SVM consistem na resolução de um problema de otimização

com função objetivo convexa e restrições lineares, dessa forma é possível atingir o

ótimo global. Não existe nenhum fator de aleatoriedade no processo de resolução.

Como parâmetros ajustáveis tem-se a escolha dos kernels. As opções disponí-

veis no pacote e1071 do software R, a ferramenta utilizada na aplicação desse método,

são os kernels linear, polinomial, radial e sigmoidal (Equações 2.43, 2.44, 2.45 e 2.46,

respectivamente). Os kernels polinomial, radial e sigmoidal possuem o seguintes pa-

râmetros a serem definidos: δ, κ e d. Os valores utililizados foram os valores definidos

como padrão no pacote e1071, de forma que os kernels aplicados são apresentados

pelas equações abaixo:

K(X(n),X(i)) = (X(n) · X(i)) , (3.12)

K(X(n),X(i)) =

(
1

P
(X(n) · X(i))

)3

, (3.13)

K(X(n),X(i)) = exp
(
− 1

P
||X(n) − X(i)||2

)
, (3.14)
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K(X(n),X(i)) = tanh
(
1

P
(X(n) · X(i))

)
, (3.15)

onde P é a dimensão dos dados, ou o número de colunas de X.

Para valor do custo C, outro parâmetro a ser definido, foram testados valores

de 1 a 101, variando 10 a 10. O valor que gerou os melhores resultados foi o esco-

lhido. Nos casos em que este valor foi 101, o limite do intervalo, testaram-se valores

progressivamente maiores até se encontrar um valor ótimo. As possíveis configura-

ções de SVM aplicadas para cada uma das bases de dados são representadas pela

Figura 3.11.

Figura 3.11: Configurações de SVMs testadas

Aqui, mais uma vez, cada uma das configurações foi simulada 10 vezes, uma

para cada porção diferente de cada base devido à VC do tipo 10-fold.

Seleção da Melhor Configuração

Assim como para MLP e RF, comparou-se o erro de predição das diferentes

configurações, dado pela média do MSE (Equação 3.7) entre a iterações da VC (Equa-

ção 3.3), nos casos de regressão, e pelamédia do erro percentual (Equação 3.11) entre

as iterações da VC nos casos de classificação. A configuração com o menor erro foi

eleita como a configuração ótima dentre as demais.
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3.2.7 Teste t para Amostras Dependentes

A aplicação de VC do tipo 10-fold faz com que, para cada configuração ótima

obtida para MLP, RF, SVM, LDA e Fisher, tenham-se 10 valores de cada ID. Assim,

por exemplo, para um MLP de h neurônios na camada oculta, num caso de regressão,

tem-se como resultado 10 valores de MSE, 10 de MBE, 10 de MAE e 10 valores de R.

No caso de classificação, tem-se 10 valores de erro percentual de classificação. As

médias de cada um destes indicadores representam o desempenho dessa configura-

ção do modelo de MLP.

Muitas vezes, as médias destes IDs (Equação 3.3) para modelos diferentes

possuem valores numericamente próximos, de forma que é impreciso considerar um

modelo melhor do que outro apenas pela inspeção visual. Portanto, para se testar se

as médias dos resultados de dois modelos são estatísticamente diferentes entre si, ou

seja, pertencem a populações de dados diferentes, aplica-se o teste t para amostras

dependentes para cada um dos IDs. As amostras, ou seja, os conjuntos dos 10 valores

de cada ID são consideradas dependentes porque estes valores foram obtidos a partir

de uma mesma base de dados.

Assim, por exemplo, num caso de regressão, onde se deseja decidir se a

MSE
MLP obtida na configuração ótima deMLP é estatísticamente diferente daMSE

RF

obtida na configuração ótima de RF, aplica-se o seguinte procedimento:

1. Define-se a variável D̄, conforme Equações 3.16 e 3.17:

D̄ =
1

10

10∑
k=1

Dk =
1

10

10∑
k=1

(
MSEMLP

k −MSERF
k

)
, (3.16)

D̄ = MSE
MLP −MSE

RF ; (3.17)

2. Calcula-se o seu desvio padrão conforme Equação 3.18:

dpD =

√√√√ 1

10− 1

10∑
k=1

(Dk − D̄)2 ; (3.18)

3. Calcula-se a estatística T, conforme Equação 3.19, cuja distribuição é do tipo t de

Student com (10 -1) graus de liberdade, uma vez que as populações comparadas
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possuem 10 representantes

T =

√
10(D̄ − µD)

dpD
, (3.19)

onde µD é o valor médio real da população de indivíduos Dk;

4. Aplica-se um teste de hipóteses do tipo:

H0 : µD = 0

H1 : µD ̸= 0

para um nível de significância α, geralmente igual a 5 ou 10% ;

5. Finalmente, testa-se a estatística T , obtendo-se o valor p (p-value) relativo a

ela. Se o valor p for maior do que α, isso significa que existe uma probabilidade

significativa de se obter valores tão extremos quanto T numa nova amostragem,

então não se pode rejeitar a hipóteseH0, e assim os valoresMSE
MLP eMSE

RF

não podem ser considerados estatisticamente diferentes. Ou seja:

Se p < α rejeita-se H0 e os resultados dos modelos são diferentes;

se p > α não se rejeita H0.

Este procedimento foi aplicado para todos os IDs (MSE, MBE, MAE e erro per-

centual) para comparar o resultado de todos os pares de modelos com configuração

ótima obtidos a partir de uma mesma base de dados. Para um entendimento mais

aprofundado do teste t para amostras dependentes, consultar a referência [Bussab

and Moretin, 2013].

3.2.8 Análise de Sensibilidade

Uma vez obtido o modelo de regressão que melhor correlaciona as variáveis

de entrada à concentração de ozônio, pode-se verificar a importância de cada uma
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das variáveis de entrada através da análise de sensibilidade. Para cada modelo (MLP,

SVM, RF, LDA e Fisher) deve-se aplicar um método diferente para a análise de sen-

sibilidade. Já antecipando que os melhores resultados foram obtidos com o modelo

MLP, neste estudo foi utilizado o método HIPR (Holdback Input Randomization) para

análise de sensibilidade, uma vez que esse método foi desenvolvido para aplicação

em redes neurais [Kemp et al., 2007].

O método HIPR consiste em comparar o desempenho das redes neurais, ou

seja, o MSE, quando os valores de uma das variáveis de entrada são subtituídos por

valores aleatórios. Ele funciona de acordo com as seguintes etapas:

1. Treina-se um modelo MLP com os dados originais

2. Utiliza-se o test-set para determinar a importância relativa das variáveis de en-

trada:

(a) Subtituem-se os valores de uma das variáveis de entrada por valores alea-

tórios dentro do mesmo intervalo dos valores reais;

(b) Calcula-se o MSE do test-set alterado;

(c) Repete-se o procedimento para todas as variáveis de entrada.

Todo este processo foi repetido 30 vezes, visando minimizar qualquer possível

viés obtido no processo de randomização dos valores. Obteve-se assim um valor de

MSEmédio para cada variável randomizada. A variável que, quando teve seus valores

alterados, resultou num MSE médio mais elevado é a variável mais importante do

modelo, a segunda variável com maior MSE médio é a segunda mais importante e

assim por diante. Estabelece-se assim uma ordem de importância das variáveis de

entrada.
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4 Resultados e Discussão
4.1 Regressão

4.1.1 Médias horárias

Para os casos de regressão, foram testados os modelos MLP, RF e SVM, como

mencionado anteriormente, uma vez que os modelos de discriminantes não são apli-

cáveis para regressão. Os resultados dos indicadores obtidos para todos os testes de

regressão e as configurações ótimas dos modelos para cada caso são apresentados

no Anexo A.

Os melhores IDs foram obtidos para a base MMT, que considerou as médias

da manhã e tarde de cada variável, seguida pela MMM e MtMM.

Os melhores resultados para os casos de regressão e com a base de dados

MMT juntamente com os parâmetros ótimos encontrados para cada modelo são apre-

sentados na Tabela 4.1. Os resultados estão ordenados do menor valor deMSE para

o maior.

Tabela 4.1: Melhores resultados e parâmetros para os casos de regressão

Observa-se que os modelos com a variável de dias da semana geraram re-

sultados ligeiramente melhores do que seus pares sem dias da semana. Também é

possível notar que os modelos de MLP apresentaram melhores valores dos IDs com

relação aos demais modelos, com exceção do indicador MAE, cujos valores foram

semelhantes para os modelos de MLP e SVM.
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Para se constatar se os resultados obtidos para cada modelo são estatística-

mente diferentes, ou seja, pertencem a populações diferentes, aplicou-se então o teste

t para amostras dependentes com confiança de 90% (α = 10%), cujos resultados são

apresentados pelas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5.

Tabela 4.2: Teste t para o índice MSE com 90% de confiança

Tabela 4.3: Teste t para o índice MAE com 90% de confiança

Tabela 4.4: Teste t para o índice MBE com 90% de confiança
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Tabela 4.5: Teste t para o índice R com 90% de confiança

Analisando-se em especial a Tabela 4.2, podem-se fazer duas constatações:

1. Não existe uma real diferença estatística para os pares de modelos com e sem

dias da semana, ainda que os primeiros tenham gerado IDs ligeiramente melho-

res;

2. Os modelos MLP e SVM, que apresentaram os melhores desempenhos, são

estatísticamente diferentes dos de RF quanto ao ID MSE, mas não podem ser

diferenciados entre si.

No entanto, quando se analisam os resultados do teste t para outros IDs, es-

pecialmente o MBE e o R, percebe-se que a diferença entre SVM e os melhores

modelos de MLP é clara. Os modelos de SVM apresentam um desvio absoluto MBE

muito maior do que os modelos de MLP. Além disso, os coeficentes R para os modelos

R19 e R20 de MLP são ou considerados estísticamente diferentes daqueles dos SVM

ou apresentam um valor p não maior do que 0,20 no teste t.

Portanto, pode-se concluir que de forma geral o modelo de MLP (R19) é o que

apresentamelhor desempenho na previsão de níveis deO3 para os casos de regressão

seguido por SVM (R23) e RF (R21).

As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam a comparação dos valores calculados

(output) pelos os valores medidos, ou experimentais (target), coletados pela estação

Ibirapuera da CETESB, para o modelo R19 de MLP, o melhor obtido, R23 de SVM e

R21 de RF, respectivamente.

Percebe-se que todos os modelos tendem a subestimar dados de alta concen-

tração de O3, ou seja, concentrações acima de 200 µg/m3 no entanto o modelo MLP é

o que apresenta maior coeficiente angular (0,76). Acredita-se que o pior desempenho
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Figura 4.1: Comparação entre valores calculados pelo modelo R19 de MLP e os valores medidos

Figura 4.2: Coparação entre os valores calculados pelo modelo R23 de SVM e os valores medidos

Figura 4.3: Comparação entre os valores calculados pelo modelo R21 de RF e os valores medidos
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na previsão dos valores mais altos deve-se à pouca quantidade de observações desse

tipo nas bases de dados, uma vez que os dias de ozônio muito alto são mais raros.

A Figura 4.4 traz a série temporal do valores previstos pelo modelo R19 de

MLP, o melhor modelo, e dos valores experimentais para dados de Julho de 2015 até

Agosto de 2016. Escolheu-se esse período de tempo para construção da série tem-

poral por ele abranger um espaço de um ano e por se tratar dos dados mais recentes

usados no modelo. Nota-se que, de forma geral, as curvas de dados calculados (Ycalc)

e experimentais (Yexp) apresentam o mesmo comportamento.

Análise de Sensibilidade

Uma vez obtido o modelo que melhor correlaciona as variáveis de entrada à

concentração máxima diária de ozônio (médias horárias), é possível analisar a impor-

tância de cada variável de entrada na concentração final aplicando-se o método HIPR

para o modelo R19 de MLP. Conforme explicado no capítulo Materiais e Métodos, este

método verifica a ordem de importância das variáveis de entrada ao aplicar valores

aleatórios para cada uma individualmente, verificando como estes valores impactam a

medida de erro do modelo, ou seja, a MSE.

A ordem de importância das variáveis é apresentada pela Figura 4.5. Pode-se

observar que as temperaturas e pressões impactam com maior intensidade os níveis

de ozônio. É interessante notar também que a variável Vtarde, a componente damédia

da velocidade do vento a tarde na direção Norte-Sul, é mais importante que a compo-

nente Utarde (direção Leste-Oeste). Outro aspecto importante é o fato de a variável

Dias da Semana afetar pouco os resultados, de acordo com o que foi verificado na

Tabela 4.1.

70



Fi
gu
ra
4.
4:

S
ér
ie
te
m
po
ra
ld
os

va
lo
re
s
ca
lc
ul
ad
os

pe
lo
m
od
el
o
R
19

de
M
LP

e
do
s
va
lo
re
s
m
ed
id
os

71



Fi
gu
ra
4.
5:

A
pl
ic
aç
ão

do
m
od
el
o
H
IP
R
pa
ra
ve
rif
ic
ar
a
im
po
rtâ
nc
ia
re
la
tiv
a
da
s
va
riá
ve
is
de

en
tra
da

no
m
od
el
o
R
19

72



4.1.2 Médias móveis de 8 horas

O melhor modelo, MLP, foi então aplicado na previsão de máximas diárias de

O3 considerando as médias móveis de 8 horas. As variáveis de entrada foram as

mesmas da base de dados MMT. Neste caso, de forma semelhante aos anteriores,

também foi aplicada a VC do tipo 10-fold na determinação dos melhores parâmetros

do modelo. Os resultados são apresentados pela Tabela 4.6 e pelas Figuras 4.7 e 4.6.

Tabela 4.6: Parâmetros ótimos para o modelo MLP considerando médias móveis de 8 horas para a
concentração de O3

Percebe-se que os resultados obtidos para asmáximas diárias considerando as

médias móveis de 8 horas de O3 foram melhores do que os resultados considerando

médias horárias. A razão para isso é que os valores de médias móveis de 8 horas

possuem variância menor quando comparados aos valores de médias horárias, como

mostra a Figura 4.8.

4.1.3 Previsão para dias futuros

A última aplicação do modelo R19, o melhor modelo para o caso de regressão,

foi feita para a previsão da concentração de ozônio para o dia posterior. Para tal,

Figura 4.6: Comparação entre os valores calculados pelo modelo MLP e os valores medidos conside-
rando médias móveis de 8 horas para a concentração de O3
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Figura 4.8: Concentrações máximas diárias de O3 em médias horárias e médias móveis de 8 horas

utilizaram-se as previsões metereológicas do modelo ETA 40 km, modelo utilizado pelo

Centro de Previsão do Tempo e Estudos Climáticos do Instituto Nacional de Pesquisas

Espaciais (CPTEC-INPE). Os dados foram fornecidos pela CETESB.

A Figura 4.9 compara os valores previstos com os valores reais de concentra-

ção máxima diária de O3 do dia 01 de Setembro de 2016 até o dia 30 de Novembro de

2016. Pode-se notar que as previsões não apresentam boa correlação com os valores

reais de concentração de O3. Atribui-se esse resultado ao fato de as previsões mete-

reológicas não terem apresentado boa correlação com as condições metereológicas

reais, como mostra o Anexo C.

A Figura 4.10 apresenta os resultados para o mesmo período de tempo uti-

lizando as condições metereológicas reais como variáveis de entrada. A correlação

neste caso foi alta, com R2 = 0, 846, tornando claro que o modelo desempenha bem

o seu papel de correlacionar as variáveis de entrada com a concentração máxima de

O3.
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Figura 4.9: Previsão da concentração máxima de O3 utilizando previsões metereológicas com 1 dia de
antecedência como variáveis de entrada

Figura 4.10: Previsão da concentração máxima de O3 utilizando condições metereológicas reais medi-
das pela estação do IAG

4.2 Classificação

Nos casos de classificação foram testados os cinco modelos: RF, MLP, SVM,

LDA e Fisher. Os cinco foram aplicados à base com as mesmas variáveis de entrada

da base MMT, que foi a que gerou melhores resultados para os casos de regressão. A

classificação das observações levou em conta os valores máximos diários das médias

móveis de 8 horas.

Neste estudo não foi usado o modelo de discriminante quadrático devido ao

pequeno número de observações no grupo de concentração mais alta de O3 (grupo

‘PÉSSIMA’). Como este grupo continha apenas 7 observações, a matriz de covariância
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obtida para ele não é representativa de uma população inteira.

A Tabela 4.7 mostra os resultados obtidos para todos os modelos, em erro

percentual de classificação, e as configurações ótimas.

Numa primeira análise, pode-se notar que o modelo C2 de MLP gerou o me-

lhor resultado, e que todos os modelos de MLP, RF e SVM geraram resultados muito

parecidos. As técnicas de LDA e Fisher geraram resultados iguais. Ao se analisar os

resultados do teste t, apresentados pela Tabela 4.8, percebe-se que os resultados de

MLP, RF e SVM são, efetivamente, iguais do ponto de vista estatístico. Eles diferem

apenas dos resultados de LDA e Fisher, com exceção do modelo C1 de MLP.

Portanto não foi possível se verificar qual o melhor modelo para a análise de

classificação dentre MLP, SVM e RF.

As Figuras 4.11 e 4.12 apresentam os resultados para o modelo C2 de MLP. A

Figura 4.11 apresenta, considerando as classes dadas como resposta pelo modelo, as

distribuição dos observações segundo suas classifcações reais. Nota-se que o modelo

não classificou nenhuma das observações no grupo ’́PÉSSIMA’́.

Tabela 4.7: Resultados e configurações ótimas para os casos de classificação
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Tabela 4.8: Teste t para o índice de erro percentual com 90% de confiança

A Figura 4.12 apresenta, considerando as classes reais dos dados, a porcenta-

gem das classificações do modelo para cada grupo. O único grupo que apresentou um

bom desempenho foi o grupo ’́BOA’́, os demais apresentaram porcentagens maiores

de dados classificados como pertencentes a outros grupos. Portanto os modelos de

classificação estudados não geraram bons resultados.

Figura 4.11: C2 MLP - Composição dos grupos definidos pelo modelo de acordo com as classificações
originais (target)
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Figura 4.12: C2 MLP - Composição dos grupos originais de acordo com as classificações feitas pelo
modelo (output)

.
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5 Conclusões
A partir dos resultados de ajuste dos modelos multivariados apresentados, fo-

ram obtidas as conclusões listadas a seguir. A escolha de variáveis para previsão tem

grande importância sobre o desempenho dos modelos de previsão de máxima diária

de O3. As variáveis de entrada que produziram os melhores ajustes foram as médias

de manhã e tarde de temperatura, pressão, umidade relativa e as componentes da

velocidade do vento nas direções Norte-Sul e Leste-Oeste, além da variável binária

para classificação dos dias em dias da semana ou finais de semana (base MMT).

O estudo comparou diferentes modelos multivariados para a previsão da má-

xima concentração diária de ozônio usando apenas variáveis de entrada meteoroló-

gicas. Dentre todos os modelos, o multilayer perceptron neural networks (MLP) apre-

sentou o melhor desempenho frente aos modelos RF e SVM. Ele apresentou melhores

resultados para os indicadores média dos desvios quadráticos (MSE) e coeficiente de

correlação (R). Para este último foi obtido o valor de 0,867, que é um valor alto para

modelos aplicados à previsão de fenômenos ambientais. O modelo prevê bem dados

de concentrações baixas e médias, mas tende a subestimar dados de concentrações

altas, ou seja, concentrações maiores do que 200 µg/m3.

Através do teste t para amostras pareadas, verificou-se que não houve impacto

significativo da variável de dias da semana nos modelos. O mesmo fato foi constatado

na análise de sensibilidade usando o método HIPR. A análise de sensibilidade apon-

tou como principais variáveis as temperaturas e pressões, além da componente da

velocidade do vento na direção Norte-Sul, a Vtarde.

A aplicação doMLP para a previsão demáximas deO3 segundomédiasmóveis

de 8 horas gerou um bom ajuste com relação aos dados medidos e um alto valor de R

(0,8913).

A aplicação do modelo para previsão de concentrações máximas dos dias se-

guintes, utilizando como dados de entrada as previsões das variáveis metereológicas,

não gerou bons resultados devido à baixa correlação das variáveis metereológicas

previstas com as reais. No entanto, ao fazer a mesma previsão com as variáveis de

entrada reais, o modelo teve excelente desempenho, podendo-se concluir então que

o erro nas previsões para o dia seguinte é devido principalmente às limitações das

previsões meteorológicas.
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Nos casos de classificação, não houve diferença significativa entre os desem-

penhos dos modelos e nenhum dos modelos conseguiu classificar observações no

grupo ‘PÉSSIMA’. Este resultado deve-se ao fato de existirem muito raras observa-

ções de concentração máxima, segundo a média móvel de 8 horas, pertencentes a

esse grupo. Por este mesmo motivo, não foi possível a aplicação de discriminantes

quadráticos neste estudo, uma vez o que número de observações da classe ‘PÉSSIMA’

não era representativo da população. No entanto, em um estudo anterior do Depar-

tamento em conjunto com a CETESB em que se consideraram as médias horárias

de concentração em vez das médias móveis de 8 horas, o modelo de discriminantes

quadráticos foi aplicado e foi eficiente na classificação de dados do grupo de mais alta

concentração de ozônio.

Assim, uma sugestão para os próximos passos seria aplicar o discriminante

quadrático para classificar as máximas médias horárias em grupos e então aplicar um

modelo de regressão por MLP para cada grupo individualmente. Essa abordagem po-

deria solucionar o problema da subestimação das concentrações mais altas de ozônio.

Uma outra sugestão é aplicar o modelo MLP de regressão e, a partir dos resul-

tados, classificar as observações em grupos. Como o modelo de regressão fornece

uma boa previsão, desde que os dados de meteorologia sejam também bem previstos,

a classificação em grupos a partir dos seus resultados seria confiável.
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A Resultados e Configurações dos Modelos de
Regressão
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B Resultados e Configurações dos Modelos de
Classificação

Abaixo são apresentados todos os testes efetuados para os casos de classifi-

cação.
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C Comparação das Variáveis Metereológicas Pre-
vistas com as Medidas

Figura C.1: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Tmanha (modelo ETA 40 km)
com os valores reais

Figura C.2: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Ttarde (modelo ETA 40 km)
com os valores reais
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Figura C.3: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Pmanha (modelo ETA 40 km)
com os valores reais

Figura C.4: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Ptarde (modelo ETA 40 km)
com os valores reais
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Figura C.5: Comparação dos valores previstos da variável metereológica URmanha (modelo ETA 40
km) com os valores reais

Figura C.6: Comparação dos valores previstos da variável metereológica URtarde (modelo ETA 40 km)
com os valores reais
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Figura C.7: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Umanha (modelo ETA 40 km)
com os valores reais

Figura C.8: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Utarde (modelo ETA 40 km)
com os valores reais
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Figura C.9: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Vmanha (modelo ETA 40 km)
com os valores reais

Figura C.10: Comparação dos valores previstos da variável metereológica Vtarde (modelo ETA 40 km)
com os valores reais

93


