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Resumo

Este trabalho apresenta uma anélise estatistica de contagens multivariadas proveniente
de varias populagées através de modelos de regressao . Foram considerados casos onde os
vetores respostas obedecam as distribui¢Ges Poisson Multivariada e Poisson Log-Normal
Multivariada. Esta distribuicdo admite correlagio de ambos sinais entre componentes do
vetor resposta, enquanto que as distribuigées mais usuais para dados de contagens (como a
Poisson Multivariada) admitem apenas correlagio positiva entre as componentes do vetor
resposta. Sdo discutidos métodos de estimagio e testes de hipdteses sobre os pardmetros
do modelo para o caso bivariado. Estes modelos de regressao foram aplicados a um
conjunto de dados referentes a contagens de dois tipos de defeitos em 100 gramas de fibras
téxteis de quatro maquinas craqueadeiras, sendo duas de um fabricante e as outras de
um segundo fabricante. Os resultados obtidos nos diferentes modelos de regressao foram
comparados. Para estudar o comportamento das estimativas dos parimetros de uma
distribui¢ao Poisson Log-Normal, amostras foram simuladas segundo esta distribuico .



Abstract

Regression models are presented to analyse multivariate counts from many populati-
ons. Due to the random vector characteristics, we consider two classes of probability mo-
dels: Multivariate Poisson distribution and Multivariate Poisson Log-Normal distribution.
The last distribution admits negative and positive correlations between two components
of a random vector under study, while other distributions (as Multivariate Poisson) admit
only positive correlation. Estimation methods and test of hypotheses on the parameters
in bivariate case are discussed. The proposed techniques are illustrated by numerical
examples, considering counts of two types of defects in 100g of textile fibers produced
by four machines, two from one manufacturer and the other two from another one. The
results from different regression models are compared.

The empirical distribution of Poisson Log-Normal parameter estimations are studied
by simulated samples.



Capitulo 1

Apresentacao

1.1 Introdugao

Em fun¢ido da atual situagio econdémica e com a necessidade de tornarem seus produ-
tos cada vez mais competitivos, as empresas, de modo geral, estio efetuando controle
cada vez maior sobre eles. Para um determinado produto, geralmente sio controlados
varios aspectos (varidveis) e para verificar se o processo de fabricacio esta sob controle
estatistico, as empresas utilizam entre outros instrumentos, grificos de controle da média
e da amplitude de cada varidvel individualmente. Se os dados observados de uma deter-
minada variavel estiverem dentro dos limites estabelecidos, o processo estd sob controle
estatistico. Ao usar este procedimento, supde-se que as variaveis sio independentes, o que
as vezes nao é verdade e nestes casos as empresas podem estar tomando decisdes erradas.

Em casos de varidveis que obedegam a uma distribuigao Normal Multivariada, métodos
que avaliam duas ou mais varidveis simultaneamente sio relativamente comuns. Entre es-
ses métodos, alguns utilizam a estatistica 7 de Hotelling [ALT (1986)]. De modo geral,
esses métodos estatisticos multivariados sio desenvolvidos para varidveis continuas e mui-
tas vezes sua utilizagdo pode ser inadequada quando as varidveis resultam de contagens.

Alguns exemplos de contagens multivariadas discutidos na literatura sio:

e nimero de acidentes sofridos por ferrovidrios ingleses em 2 periodos distintos [AR-



BOUS; KERRICH (1951)].
e nimero de bactérias de varios tipos em salas esterilizadas [AITCHISON; HO (1989)].

e nimero de defeitos na superficie e niimero de defeitos internos em lentes [AITCHI-

SON; HO (1989)].

Para modelar este tipo de dados existe uma vasta classe de distribui¢ses de contagens
multivariadas; entre elas destacam-se as distribui¢es Poisson Multivariada e Poisson
Composta Multivariada.

M’KENDRICK (1926) apresentou uma primeira versao da distribuicio Poisson Bi-
variada obtida a partir de equagoes diferenciais. Outros autores como MARITZ (1952),
HAMDAN; AL-BAYYATI (1969) ou MARSHALL; OLKIN (1985) apresentaram outras
maneiras de definir a distribuigao Poisson Bivariada e KAWAMURA (1979) as generali-
zou para o caso de dimensao maior que dois. HOLGATE (1964) e LOUKAS et al. (1986)
apresentaram diferentes métodos de estimagdo dos pardmetros dessa distribuicio.

ARBOUS; KERRICH (1951) utilizaram distribuiges Poisson Compostas para mo-
delar contagens multivariadas. KOCHERLAKOTA (1988) apresentou um tratamento
unificado para esta classe de distribui¢es, considerando o caso bivariado e vdrias opcdes
de composigao de variaveis continuas ou discretas univariadas com a distribuicio Poisson.
A distribuicdo Poisson Multivariada e as distribuigées Poisson Compostas Multivariadas
citadas em KOCHERLAKOTA (1988) apresentam uma caracteristica em comum: ad-
mitem apenas correlacio positiva entre as componentes. Contagens multivariadas que
apresentam correlagdes negativas entre as componentes ndo podem ser modeladas por
nenhuma das duas distribuigdes citadas. AITCHISON; HO (1989) apresentam um caso
particular de uma distribuigio Poisson Composta Multivariada, compondo uma varidvel
Log-Normal Multivariada com distribui¢des Poisson independentes, denominando-a dis-

tribuicdo Poisson Log-Normal Multivariada, aplicando-a a alguns conjuntos de dados e



fazendo comparagdes dos resultados obtidos sob esta distribui¢ao com aqueles obtidos a
partir da distribui¢do Poisson Bivariada. A principal vantagem da distribui¢ao Poisson
Log-Normal Multivariada sobre as anteriores é admitir correlagées tanto positivas quanto
negativas. Apesar desta vantagem, apresenta o inconveniente de nao ter uma forma
explicita para sua fungio de probabilidade, requerendo o uso de aproximagoes polinomi-
ais para calculo das probabilidades. Além disto, as estimativas de maxima verossimilhancga
dos seus parametros sé podem ser obtidos através de métodos iterativos.

Os trabalhos anteriormente mencionados referem-se 4 analise estatistica de contagens
multivariadas provenientes de uma tinica populac¢ao. Para ilustrar o tipo de problema que
sera enfocado neste trabalho, considere-se o seguinte exemplo de contagens multivariadas
envolvendo varias populagdes.

Exemplo 1.1 - Nas Tabelas 1.1 a 1.4 estdo resumidos os dados fornecidos por uma
indiistria téxtil referentes a contagens de dois tipos de defeitos (D; e D,) por 100 g de
fibras téxteis em quatro maquinas craqueadeiras, aqui denominadas de A;, Az, B1 e By,

com Aj, j = 1, 2 produzidas pelo fabricante A e as demais pelo fabricante B.



Tabela 1.1 - Frequéncia de amostras com defeitos do tipo D e Dy da Mdquina A;.

No de defeitos No de defeitos do tipo Dq

do tipo D, 0 1 2 3 4 5 6 7 ... Total
0 13 26 22 16 3 2 . v 82

1 3 9 12 7 5 2 1 39

2 2 1 1 4

3 1 2 1 4

4 1 1

Total 16 38 38 25 8 5 L | S 130

Tabela 1.2 - Frequéncia de amostras com defeitos do tipo Dy e D, da Mdquina Aj.

No de defeitos do No de defeitos do tipo D,
tipo D, o 1 2 3 4 5 6 7 ... Total
0 15 14 11 10 3 1 : e e 54
1 2 12 6 T 5 3 1 36
2 1 2 1 2 6
3 1 1 1 3
4 1 1

Total 17 27 19 19 9 7 0 2 ... 100



Tabela 1.3 - Frequéncia de amostras com defeitos do tipo Dy e Dy da Maquina Bj.

No de defeitos do No de defeitos do tipo Dy
tipo Dy 0 1 2 3 4 5 ... Total
0 11 35 21 13 5 1 ... 86
1 1 5 3 1 )| ¢ wed 11
2 1 2 3
Total 12 41 24 16 6 1 ... 100

Tabela 1.4 - Frequéncia de amostras com defeitos do tipo D, e Dy da Maquina B,.

No de defeitos do No de defeitos do tipo Dy
tipo D, 0 1 2 3 4 5 ... Total
0 20 35 17 7 4 1 84
1 4 7 3 2 16
Total 24 42 20 9 4 1 ... 100

No Exemplo 1.1, suponha que haja interesse em avaliar se o nimero de defeitos do
tipo D, est4 associado ao mimero de defeitos do tipo D,. Caso haja associagido, pode
haver interesse em verificar se ela é positiva ou negativa. A associagdo é positiva se o
nimero de defeitos do tipo D; tende a crescer com o aumento do nimero de defeitos do
tipo D, e é negativa se o nimero de defeitos do tipo D; tende a crescer com a diminuigao
do numero de defeitos do tipo D;.

Quando n elementos sao classificados segundo os atributos A e B, com respectivamente

r e s categorias de respostas possiveis e considerados como uma amostra aleatoria simples



de uma populagido multinomial com probabilidades p;;, ¢ = 1, ..., rej =1, ..., s,
>i; Pij = 1, um teste bastante conhecido para avaliar a associacio entre estes atributos é
baseado na estatistica Qui-quadrado de Pearson. Porém, para verificar se ha associacdo
entre os nimeros de defeitos do tipo D, e D,, este teste pode ser inadequado por varios
motivos: a presenca de caselas com frequéncia igual a zero é relativamente alta, requerendo
redugio da dimensdo da tabela para aplicd-lo, acarretando consequentemente, uma perda
de informacdo. Além disso, em muitas situacdes também hd interesse em se fazerem
inferéncias sobre o total de contagens (n), o que nio é possivel sob 0 modelo multinomial,
sob o qual n é considerado fixo.

A motivagdo em avaliar esta associagio estd vinculada ao fato de que com o conheci-
mento do comportamento de um dos tipos de defeitos é possivel prever o comportamento
do outro tipo de defeito. Atualmente, com um mercado altamente competitivo, as empre-

-sas de um modo geral, procuram meios alternativos para obter uma redugéo de custo e/ou

de tempo de producdo. A constatagdo de uma associagio como a descrita acima poderia
resultar uma simplificagio do processo, e consequentemente uma economia de recursos,
uma vez que nao haveria necessidade de coletar dados dos dois tipos de defeitos; nesse
caso, bastaria que se monitorasse apenas um deles, provavelmente o de menor custo e/ou
de maior facilidade.

Paralelamente, pode haver interesse em avaliar se a distribui¢io das respostas é ho-
mogeénea nas diferentes maquinas e/ou nos diferentes fabricantes, em termos de associacéio
e/ou em termos de taxas médias de defeitos. O uso de uma anélise de varidncia multivari-
ada neste tipo de dados pode ser inadequada, uma vez que ela é baseada na suposicao de
uma distribui¢do Normal Multivariada para o vetor resposta e numa mesma estrutura de
covaridncia em todas as populagdes. A andlise enfocada neste trabalho também poderia
gerar uma economia de recursos, pois poderia fornecer subsidios para um planejamento

amostral mais adequado. Por exemplo, retirando uma amostra das maquinas de cada



fabricante ao invés de coletar dados de todas elas.

1.2 Objetivos e estrutura do trabalho

Utilizando modelos de regressao, trabalhos foram desenvolvidos para analise estatistica de
contagens univariadas provenientes de mais de uma populacao; entre eles, FROME et al.
(1973) consideraram um modelo de Regressido Poisson para descrever a variavel resposta,
(no caso uma variavel univariada com distribui¢do Poisson ) em fung¢io de um conjunto
de varidveis preditoras. FROME et al. (1973) e KOCH et al. (1986) apresentaram alguns
métodos de estimacgio dos pardmetros; entre eles destacam-se: maxima verossimilhanga
(MV), minimos quadrados generalizados (MQG) e minimo qui-quadrado (MQQ).

Este trabalho enfocard a analise estatistica de contagens multivariadas provenientes
de varias populagdes, dando maiores detalhes para o caso de contagens bivariadas. Serao
também utilizados modelos de regressdo para descrever as relagbes entre as contagens
multivariadas e as varias populagdes, apresentando um método de estimacio e testes de
hipéteses sobre os pardmetros do modelo de regressio.

Na Segao 1.3 estao descritas algumas das principais distribui¢des utilizadas para mo-
delar contagens multivariadas com as respectivas propriedades: Poisson Multivariada e
Poisson Composta Multivariada. No Capitulo 2, estao apresentados modelos de regressao
para o caso de a distribui¢ao geradora dos dados ser Poisson Log-Normal Multivar{ada
e Poisson Multivariada. A escolha da primeira distribuicdo baseia-se na possibilidade
de esta distribui¢io admitir correlagées de ambos os sinais. Estido discutidos métodos
de estimacgdo e testes de hipitese sobre os parametros dos modelos. Além disto, estdo
descritos os problemas computacionais envolvidos na estimagio de seus parametros. No
Capitulo 3 estao apresentados exemplos de analise de contagens multivariadas utilizando
os dados do Exemplo 1.1. Os resultados apresentados foram obtidos considerando as

distribui¢des de probabilidade Poisson Log-Normal Bivariada, Poisson Bivariada e Poisson



independentes como modelos do mecanismo de geragao dos dados. No Capitulo 4 estao
apresentadas as distribui¢cdes empiricas das estimativas dos parametros de distribuigoes
Poisson Log-Normal Bivariada obtidas a partir de amostras simuladas. Finalmente no

ultimo capitulo estdo algumas sugestoes para futuras pesquisas.

1.3 Alguns modelos para contagens multivariadas

Nesta se¢ido estio apresentados dois modelos probabilisticos para contagens multivaria-
das: distribuicao Poisson Multivariada e distribuigio Poisson Composta Multivariada.
Para defini-los sio necessarias algumas distribui¢Ses correlatas: Bernoulli Multivariada e
Binomial Multivariada.

Considere a situagao onde ha interesse em estudar duas variaveis simultaneamente; por
exemplo, nimero de defeitos mecanicos e niumero de defeitos elétricos num certo perfodo
em determinado equipamento.

Sejam

1 se ocorreu defeito elétrico

Z

0 caso contrario

1 se ocorreu defeito mecanico
7y =

0 caso contrario

varidveis aleatdrias com distribui¢do de Bernoulli.
O resultado de uma tdnica observagio simultinea das duas varidveis pode ser disposto

na seguinte tabela:



Defeito Defeito mecanico

elétrico ocorreu nao ocorreu

ocorreu Z1=1,Z2=1 Z1=].,22=0 Z1=1

nao ocorreu /£;=0,Z,=1 Z7Z;=0,Z,=0 Z;=0

Zy=1 Z,=0
Neste caso, o vetor aleatério Z=(Z,, Z;)' pode assumir quatro valores (1,1), (1,0), (0,1) e
(0,0) com probabilidades p11, p1o, Po1 € poo respectivamente, Y, ; p;; = 1. Nestas condigdes

o vetor Z tem distribui¢do Bernoulli Bivariada, cuja fun¢ao de probabilidade é

P(Z) = P(Z1 =11, Z2 = 12) = piyiy (1.1)

onde ¢; assume valor 1 ou 0, j=1, 2. A expressdo (1.1) reescrita segundo a notagdo de

MARSHALL; OLKIN (1985) e outros autores é

P(Z) = p1pi3 " pt peg 2T (1.2)

onde u = min(Zy, Z,).

Suponha que esta variavel bidimensional tenha sido observada n vezes e sejam:

e U;; o nimero de vezes em que ocorreram os dois tipos de defeitos,

Uio 0 numero de vezes em que ocorreu apenas o defeito elétrico,

Uo1 o numero de vezes em que ocorreu apenas o defeito mecanico,

Uoo o niimero de vezes em que nio ocorreram defeitos,

Y1=U114+U10 0 ntimero total de ocorréncias de defeito elétrico,

Yy=U114Up o nimero total de ocorréncias de defeito mecanico.
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Nestas condigdes, o vetor aleatério bidimensional Y=(Y;,Y;)’ tem distribuigdo Bino-

mial Bivariada (MARSHALL; OLKIN, 1985), cuja fungdo de probabilidade é

n!
P(Y) = U1 ,Uo1 ,,U10 ,,Uo0 1.3
(Y) UXE:A U11|U01,U10|U00,P11 Po1 P10 Poo (1.3)

onde U= ( Ugo, Uo1, Uro, U11)' e A={U € N*: Un+Uo=Y: e Un+Un=Y>}.
Utilizando a notacdo de MARSHALL; OLKIN (1985), a expressido (1.3) pode ser

reescrita como

P(Yi=y,Ya=y) =
— mm(yl,yz) n e e ana
= Lo ( U Y1 — Uy Yo —U,N— Y — Y2 — U )pllplo Po1  Poo

(1.4)

A seguir estdo, respectivamente, as expressbes das fungées de probabilidade da distri-
bui¢io Bernoulli Multivariada e da distribui¢do Binomial Multivariada (KAWAMURA,

1979) para uma dimensio K

P(Z) = P(Zy = i1,..., 2k = iK) = Piyig..ix (1.5)
onde Z=(Zy,Z,,...,Zx)" rtepresenta um vetor de dimensio K, assumindo 2K valores
possiveis, (1,1,1,...,1), (1,0,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1), ..., (0,0,0,...,0) com pro-

babilidades pi11..1, P1oo..0s - -+, Poco..15 ---» Poco..0, respectivamente, Z Pirig.ix = 1
111205
e

P(Y) =

D; 1.6
= oI (16)
onde Y=(1, Y3, ..., Yx)' representa um vetor aleatorlo de dimensdo K; U = ( Up..1,

A UOO...11 seey UOO---O)’; A= {U € N2K: Eﬁ:l U'=Yl’ Zig:l Ui_—_)/‘l, ORJH Zi;{:l UizyK};
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o indice i=(%1,143,...,1x)’ representa um vetor de dimensio K, onde cada elemento i; é
igual a 1 ou 0; Uj é igual ao niimero de vezes em que ocorreu o vetor Z=(i1,13,...,ig)

em n observagdes.

1.3.1 Distribuicao Poisson Multivariada

O caso bivariado desta distribui¢io foi considerado por HOLGATE (1964) e, posterior-
mente, o caso multivariado por KAWAMURA (1979). Existem vérias formas de definir
esta distribui¢do e uma delas é semelhante ao caso univariado, como limite da dis.tri-
buigdo Binomial Multivariada (KAWAMURA, 1979). No caso bivariado, HAMDAN; AL-
BAYYATI (1969) calcularam o limite da expressio (1.4) considerando n — oo, p;; — 0,
por = 0, pro — 0, com np;; — A, npor — Ao1 € npro — Ao, onde Mg, Ao1 € A7 sdo

constantes, utilizando

lim |1 — (Mo + Aor + M) (n=y1—y2+u)

n—oo i

= exp{—(Aio + do1 + A1)}

para obter a fungio de probabilidade da distribuicio Poisson Bivariada:

P()/l=y17}/2=y2)=

,\(!61-'4) /\gyz—")

1”"‘=‘."6(y1v-‘/2) exp{-—(/\w + A01 + /\“)}%LWW se U1 Z 0, Yo > 0

0 caso contrario.

(1.7)

A funcéo de probabilidade da distribuigio Poisson Multivariada para dimensio K é
obtida similarmente, calculando-se o limite da expressio (1.6) para n — oo e Pi — 0 com

np; — Aj, Aj constante. O resultado deste limite é dado pela expressio
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2 UecA 133 exel= 303 %)
€

A se V1>0,...,Yx >0
P(Y) = [Ti vyt

0 caso contrario.

(1.8)

Uma outra maneira de definir a distribui¢io Poisson Multivariada é através de so-

mas de distribui¢ées Poisson univariadas independentes (KAWAMURA, 1979). No caso

bivariado, o vetor Y=(Y},Y;)’ é definido a partir de Y; = Uy; + Up e Y3 = Uy +-U01

onde Uig, Uo1, U1 sdo varidveis com distribui¢des de Poisson univariadas independentes

de parametros Ag, Ao1, A1, respectivamente, conforme MARSHALL; OLKIN (1985) e
KAWAMURA (1973). Desse modo

PYi=y,Ya=y) = PUwo+Un=y,Un0 + U1 =y2) =
min(y1,y2)

= > P(Un =u,Uio=y1 —u,Up = y2 — u).

u=0

(1.9)
Como Uy1, Uyo e Uy sao independentes, entdo P(Y] = y1, Y2 = y3) é dada pela expressao
(1.7). Este fato permite simular uma distribuigio Poisson Bivariada a partir de distri-
buigées Poisson univariadas independentes.

Generalizando esta definicio para uma dimensao K > 2, sejam Ujggo..0, Usioo..0,
Uoor0..05 -+ +» Unooo...1, Ut100..0, Uro10..04 - - -, Ur111..1 variaveis Poisson univariadas indepen-
dentes de parametros A1o00..0, A0100..05 A0010..05 - - -» A0000...1y A1100..0, A1010..05 « - -» M111..1
respectivamente e sejam os componentes do vetor Y dados por Yy = Y ; . U;, Y2 =
Yi=1 Uiy ..., Yk = ¥ ;=1 Uj. Entdo o vetor Y segue uma distribui¢do Poisson Multiva-
riada cuja funcdo de probabilidade est4 expressa em (1.8).

JOHNSON; KOTZ (1969) apresentaram um caso particular de distribuicio Poisson

Multivariada considerando apenas K+1 varidveis Poisson independentes: Uyogo..0, Un1oo..0,
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Uso10..05 -+ Uoooo..1 » Unini..a de pardmetros (Ajao..0 — A1111..1); (Aorco.0 — Ai11..1)s
(/\0010...0 - /\1111...1), sy ()\0000...1 . /\1111...1), Al111..1, respectivamente e o vetor Y com
a mesma definicao anterior. A distribuicio Poisson Multivariada assim definida apre-
senta a propriedade de equicovaridncia entre dois componentes quaisquer do vetor Y; a
covariancia comum é dada por Aq111..1.

HOLGATE (1964) considera as variaveis aleatdrias Uyg, Up1, Uy com distribuigGes
Poisson independentes de pardmetros (Ao — A11), (Ao1 — A11), A1, respectivamente. Essa
reparametrizagdo é bastante itil na dedugdo dos estimadores de MV dos parimetros

correspondentes. A expressdo (1.7) reescrita segundo esta reparametrizagio é

PM=y,Ya=y)=

um=i76(!l1 W2) eXp{—(x\w IS SO All)}% (/\mzyz\ll_li()!:l—u) (z\mzy);l_ll()v!z—u) )

(1.10)

A seguir estdo resumidas algumas propriedades desta distribuicio. O vetor de médias

da distribuigdo Poisson Multivariada é

( 2i1=1 Ai \
Efg:l Ai .
E(Y) = . (1.11)
\ ZiK=1 Ai )
No caso bivariado, temos:
Ao + A
E(Y) = . (1.12)

Ao1 + A
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A matriz de covaridncia da distribuicdo Poisson Multivariada é
( Zilzl /\i Zil=i2=l /\i . Z:i1=iK=l Ai \

2i1=i2=1 Ai Zig:l Ai C 0 Zig:ih—zl Ai
Var(Y) = : (1.13)

\ Zilzil(zl /\i Zi2=i1(=l /\i LR Zi}(:l /\l )

No caso bivariado, a matriz correspondente €

Ao + A A
Var(Y) = (1.14)
A1 Aot + An
O coeficiente de correlagio linear entre Y; e Y; é dada por
.
Corr(Y;,Y:) = Zigzh=L M (1.15)
\/(Zij:l /\i)(zik=l )‘i)
e no caso bivariado, temos
_ At
Corr(Y1,Y,) = (1.16)

\/(/\10 + A1) (o1 + /\11)-

A covaridncia entre Y; e Y deve satisfazer a desigualdade

0< > /\igmin(Z/\i,Z/\i). (1.17)

ij=ip=1 ;=1 =1

No caso bivariado, temos (HOLGATE, 1964):

0 < A1 £ min(Ao, Aor)- (1.18)

Como decorréncia de (1.17), o coeficiente de correlagdo linear entre ( Y; e Yi ) satisfaz a

: Li=1A | Ti=1 i
0 < Corr(Y;, V) <mun ! 1 & . 1.19
(5,18 (\‘ S\ S N (119)

desigualdade:
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No caso bivariado, a desigualdade correspondente é (HOLGATE, 1964):

0 S CO'I"I'(Yl, }/z) S min (\/)\10//\01, \//\01//\10) ; (120)

Conforme as expressoes (1.19) e (1.20), o coeficiente de correlacdo linear assume apenas
valores positivos.

A fungéo geradora de momentos (FGM) é dada por:

FGM(.51,52,...,3K)=exp{—2/\i+2)\isi} (1.21)
i i

onde st = sits? .. s}é" No caso bivariado, a FGM correspondente (KAWAMURA, 1973)

é

FGM(S], 32) = exp{—)\lo s /\01 = /\11 + /\1051 + /\0132 + )\118132}. (122)

Marginalmente Y; é uma varidvel com distribuigao Poisson de parametro igual a 3 ;. —q A;.
No caso bivariado, as distribui¢ées marginais de Y; e Y, sfo distribui¢bes Poisson de
pardmetros (Ao + A11) e (Ao1 + A11), respectivamente (KAWAMURA, 1973).

Conforme KAWAMURA (1987), valem as seguintes relacdes de recorréncia: |

YiP(Y) = > MP(Y -1i), (1.23)
Y2P(Y) = _2 MP(Y —1), (1.24)
Y P(Y) = 'Z MP(Y —1i) (1.25)

P(Y = 0) =exp{— A} (1.26)
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No caso bivariado, as relagoes de recorréncia sao (KAWAMURA, 1973):

nPM=y,Yo=1m) = MwP(Mi=pn—-1LYa=up)+

+MPYi=n-1,Yo =y —1), (1.27)

vPYVi=un,Ya=y) = aPMi=y,Ya=y—-1)+

M PYi=y—1,Y =y — 1) (1.28)

P(YI — 0’ )":3 == 0) :exp—(/\lu-l-/\cu +A11). (129)

Com as relagdes de recorréncia (1.23), (1.24) e (1.25) ou (1.27) e (1.28), é possivel obter
a distribuicdo de probabilidade a partir da probabilidade de um ponto Y # 0.

Para obter os estimadores de maxima verossimilhanga (MV') no caso bivariado, HOL-
GATE (1964) derivou a expressdo (1.10) em relagao aos parametros Ao, Aor € Ayp. As
expressoes apresentadas a seguir referem-se a uma observagao de contagens bivariadas Y,

sendo suprimido, para efeito de simplificacdo de notagao, o indice ¢

0

9 p(y) = —P(¥i,¥2) + P(Y; — 1,%5), (1.30)
o

a ¥
0oy

ad

- P(Y) = P(¥y,Y) - P("i - 1,Y;) -
11

—P(%;,Y; = 1)+ P(Y; = 1,Y; - 1). (1.32)
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Utilizando as expressées (1.30), (1.31) e (1.32), as relagées de recorréncia (1.27) e

(1.28) e considerando uma amostra de tamanho n, as equagdes de verossimilhanga

1 AP(Yy) & 1 AP(Y) &1 aP(Yy)

=1

equivalem a

Yi T
, . F—1=0, 1.34
(A0 — A1) (Mo — A1) (1.34)

Y, b =
= i —R—-1=0 1.35
(A1 = An) (o1 — An) (1.35)
e
1A Y, | A A1 )__ , :
=1 E—1=0 1.36
(Ao — A1) * (Ao1 — A11) ( + (Mo = A1) t (Mo1 — A1) ( )
onde
E=3Y R(Y;)
= #
e

N P(Ya-1Y,-1)
) ==y

Eliminando R das expressées (1.34), (1.35) e (1.36), chega-se as solugdes:

%o=F (1.37)
e
dor = Y5 (1.38)
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Substituindo Ajg e Agy pelos seus estimadores (1.37) e (1.38), respectivamente, em
qualquer uma das expressoes (1.34), (1.35) ou (1.36), obtém-se a equagio R = 1, cuja
solucio )y em termos de A pode ser obtida através de métodos iterativos.

A matriz de covariancia dos estimadores de MV é apresentada por HOLGATE (1964)

e corresponde a

R X . 1 Ao A An
Var( Ao, Ao, A )= - M1 Aot A (1.39)
A1 A AT
onde
\* = M (Mo + Aot — 2M11) — A2+ (Ao — 2M01) (Aor — 2A11)
(Moror — A} )(Q — 1) — (Mo + Aor — 2A11)
e

< PP -1,Y,-1)

Q= >

vh-1 P, Y)

A covaridncia entre (Y7, Y;) é igual a A;; e seu estimador pelo método dos momentos

(MM) é dado pela covaridncia amostral S;;. Este estimador é consistente, pois

lim E(51,) = T}Lngo(n — DAn/n= Ay (1.40)

Aodor + A1 + A3 4

n

Var(Sy:) = O(n™?%). (1.41)

HOLGATE (1964) sugeriu um estimador alternativo para Ay; denominado ”Double-
Zero” (DZ). Ele é obtido a partir das proporgées esperadas e observadas no ponto (0, 0).
A probabilidade de (Y; = 0,Y; = 0) é igual a exp{—(A10 + Ao1 — A1) }; seja ¢ a proporgio
observada do evento (¥; = 0,Y; = 0) numa amostra de n elementos de uma distribuigao
Poisson Bivariada. Entio fazendo exp{—(Ao + Ao1 — A1)} = 4 e, substituindo Ao e Aoy

por seus estimadores de MV, define-se um estimador alternativo para A1, dado por
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Mm=Y+Y+ ¢ (1.42)

HOLGATE (1964) mostrou que

exp{Ao + Aon — A} — 1

T

E(;\u)=/\“+ (1.43)

= exp{Ao+ o1 — A} —1

Var(i) = (1.44)

n
LOUKAS et al. (1986) sugeriram um outro estimador para A;; denominado ”Even-
Point ” (EP), cuja defini¢io esta a seguir.
A fungao geradora de probabilidade (FGP) da distribuigio Poisson Bivariada (KA-
WAMURA, 1973) é igual a

FGP(u,v) = i W P(Ys =i, Yo =j) =
= exi;{(f\m—f\u)(u—l)-l‘(f\m —Au)(v—=1)+
-|-/\“(T.£'U == l)} (1.45)

com u e v € R. Calculando a FGP nos pontos (1, 1) e (—1, —1) obtém-se, respectiva-

mente,

FGP(L,1)=1= ), PYi=1i,Y; =) (1.46)
i=0,7=0

FGP(—1,-1) = exp{=2(Mo+ do1 —2\1)} =
= Y Pi=%Y=2)+PYi=2+1Y,=2+1)-

1=0,7=0
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—P(Y1=2,Y,=2j+1)— P(Y; =2 + 1, Y, = 2j).

(1.47)

Somando (1.46) e (1.47), resulta que para o evento A={ Y, e Y; sdo paresou ¥j e Y;
sao impares},
_ 1 + exp{—?(z\m + /\01 s 2/\11)}

P(A) : . (1.48)

Seja ¢ a proporgido observada da ocorréncia do evento A numa amostra de tamanho

n. Igualando (1.48) a 4, obtém-se o estimador EP do pardmetro \;;, dado por

Y1+ Y, 26 —
/\;1:}/1:;-1/2+111(24 ) se §>n/2. (1.49)

A esperanga e a variancia de (1.49) sio respectivamente

1 exp{4(Xo+ dor — 2M11)}
8n 8n

(1.50)

exp{4()\10 + AOl b 2/\11)} -1
16n '

Var(A},) = (1.51)

Para os casos em que \g; € igual a Ajg, uma comparacio entre as eficiéncias dos
estimadores DZ, EP e MM em relagdo ao estimador de MV, em termos de varidncia
generalizada, estd em KOCHERLAKOTA; KOCHERLAKOTA (1992).

No caso da distribuigdo Poisson Bivariada, uma hipétese de interesse é Hy : A\;; = 0,
que corresponde a independéncia entre Y, e Y;. Considerando o Exemplo 1.1, isto cor-
responde a avaliar se o ndmero de defeitos do tipo D; nio esta associado ao ndmero de
defeitos do tipo D;. Algumas estatisticas para testar esta hipétese estio em KOCHER-

LAKOTA; KOCHERLAKOTA (1992).



21

1.3.2 Distribuicao Poisson Composta Multivariada

Considere a situagdo em que na expressio (1.8) A\; = k;7 onde k; é uma constante positiva
e 7 representa uma variavel aleatéria univariada discreta ou continua com uma funcio
de probabilidade P(r) (para o caso discreto) ou uma fungio densidade g(7) (para o caso
continuo) e com uma fungéo geradora de momentos M (t). Nestas condigdes, a distribui¢io
de Y é Poisson Composta Multivariada. Maiores detalhes sobre o caso trivariado pode
ser encontrado em (LIANG, 1989).

Nesta secio estao descritos alguns resultados desta classe de distribui¢des, dando mai-
ores detalhes para o caso bivariado com (Ajo—A11) = kio7, (Ao1 —A11) = kT e Ay = k7.

KOCHERLAKOTA (1988) apresentou um tratamento unificado para a distribuicio
Poisson Composta Bivariada, cujos principais resultados estdo descritos a seguir.

A fungdo de probabilidade de Y é dada por

P =y,Ya=y)=

=yl ( u ) ( p ) ul MO+ ()5 Lao=Ma)? Doy =)

U Y1 Yy2:

(1.52)
onde

¥ = —(Ao + ro1 — 2An1),

_ My
(Ao — A11)(Ao1 — i)

e MU)(t) representa a j-ésima derivada da fungio geradora de momentos M (1).

]

O momento fatorial conjunto da distribuigio Poisson Composta Bivariada é dado por

min(i,7)

z']'6u/‘t:+]—u
= (@ —u)l(J — u)lul

piq = (Mo) (Ao (1.53)

onde
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A
6= .
Moot

Hig) = E(Yl[i] Y‘z[j])a

yl[:'] representa Y1(Y; —1)... (Y1 — ¢+ 1) e g é 0 i-ésimo momento de .

De (1.53), obtém-se o coeficiente de correlagao linear entre Y; e Y3 dado por

AModo10? + i
VDo? + iAo Vo2 + i Aor]

Corr(Y1,Y,) = (1.54)

onde o representa a variancia de 7. Conforme (1.54), esta classe de distribuices também
’ . ~ e, » '2 g,
s6 admite correlagGes positivas, pois A1g, Ao1, A11 € 0 assumem somente valores positivos
e pjy = E(7) assume valores positivos no contexto da analise de contagens.
As expressbes (1.52), (1.53) e (1.54) correspondentes aos casos em que a varidvel
aleatéria 7 obedece as distribui¢des Gama, Poisson, Normal ou Inversa Gaussiana po-

dem ser encontradas em KOCHERLAKOTA (1988). Ainda segundo KOCHERLAKOTA

(1988), valem as seguintes relagées de recorréncia para ( ¥; > 1, Y3 > 1):

® sey; =Y
(Moo= ) (i +1)
P(Y) = Cor =) 72 PY+E;-E2)+
/\11 1
+(y1 — 1)——P(Y-E 1.55
(yl Y2 + )()\10_/\11) Ys ( 2) ( )
o se y1 < Yo
Ao — A 1
piy)y= Q=)@+ py g g4

(/\01 - /\11) Y1

A 1
+(y2—y +1) L

o —d (¥ ~E1) Lzl

com E; = (1,0) e E3 = (0,1).
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Um trabalho relacionado com a estimagdo dos parametros desta distribuigio quando
T obedece a uma distribuigio Normal encontra-se em PAPAGEQURGIOU et al. (1983),
onde sdo comparados em termos de varidncia generalizada, os estimadores obtidos segundo
os métodos EP, DZ e MM em relagio aos obtidos segundo o método MV.

Para maiores detalhes sobre esta classe de distribui¢ées, ver KOCHELAKQTA (1988),
LIANG (1989) e KOCHERLAKOTA; KOCHERLAKOTA (1992).

Os exemplos de distribui¢io Poisson Composta Bivariada citados em KOCHERLA-
KOTA (1988) sdo casos onde os parimetros da distribuicio Poisson Bivariada seguem
uma mesma distribuigdo univariada. Na segdo seguinte estd apresentado um caso onde
os parametros de distribui¢des Poisson independentes obedecem a uma distribui¢io mul-

tivariada.

1.3.3 Distribuicao Poisson Log-Normal Multivariada

Esta distribuigdo foi sugerida por AITCHISON; HO (1989). Sejam ¥, 3 =i, ...
K, varidveis aleatérias independentes com distribui¢io Poisson de parimetros A = (M,
A2y...,Ak)’ aleatérios obedecendo a uma distribui¢io Log-Normal Multivariada, cuja

funcio densidade é

9\ [ p, ) =
= (2m) K72 (A .. k)~ (det Z)~1/2 exp{~1/2[In(A) — p]' I} [In(N) — ]}

(1.57)

onde
dgi1 O12 ... O1K
012 022 ... 02K
i ! =
Il'—( 1y, H2, ..., ,UK) 12—

01K O2K ... OKK
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sao constantes e In(A) representa um vetor cujos elementos sio os logaritmos dos elemen-
tos de A. A fungdo de probabilidade da distribuigio Poisson Log-Normal Multivariada é

dada por

K
PY |, 2) = [ TLI(Y | A)g(A |, Z)dx (1.58)

+ j=1

onde f(Y; | A;) é a fun¢do de probabilidade da distribuicio Poisson de parametro A;.
Segundo AITCHISON; HO (1989), pode-se mostrar que

1
E(Y;) = exp{p; + 5%'} = q; (1.59)

Var(Y;) = a; + o} (exp{oj;} — 1). (1.60)

Das expressées (1.59) e (1.60), observa-se que Var(Y;) > E(Y;), de modo que as
distribui¢des marginais podem ter sobredispersio em relacio a distribuicdo Poisson.
Além disso, a covariincia e o coeficiente de correlagio linear entre Y; e Y; sao , res-

pectivamente

Cov(Y;,Y;) = ajaj(exp{oi;} — 1) (1.61)

(V.Y = exp{oi;} — 1
CO (K’}/J) [(exp{a.-.-} -1 +a,‘_l)(exp{0'jj} -1 +a;1)]1/2- (162)

De (1.61) e (1.62), constata-se que esta distribui¢io admite covaridncias ou correlacdes
tanto positivas quanto negativas.

O coeficiente de correlagio linear entre A; e A; é dado por

e exp{oij} — 1
Corrhin M) = Traxploa] = Diexplog] = D7 (1.63)

Comparando (1.62) e (1.63), observa-se que
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| Corr(Yi,Y;) |<| Corr(Ai, X)) |, (1.64)

de modo que a amplitude do coeficiente de correlagao linear entre duas varidveis Poisson
Log-Normal estd sempre limitada pela amplitude do coeficiente de correlagio linear entre
as duas varidveis Log-Normais subjacentes e é diretamente proporcional a «a; e a;.

A fungdo de probabilidade (1.58) nio apresenta uma expressio explicita, e para
calculos envolvendo esta fun¢do, uma reparametrizacio é muito ttil. Nesse sentido, note

que, correspondendo a matriz X, existe uma tnica matriz triangular

11 0 0 v 0

T21 T22 0 .o O
T = 731 T32 T33  «+ 0

TK1 TK2 TK3 ... TKK

tal que 3 = TT'. Desse modo, qualquer hipétese referente a X pode ser igualmente
expressa em termos de T.

No caso bivariado, quando o, for igual a zero, 74; é igual a zero, o que corresponde ao
caso em que Y; e Y; tém distribuigdes Poisson Log-Normais univariadas independentes.
No caso de 041 = 041 = 033 = 0, temos 73 = 79y = 732 = 0, 0 que corresponde ao caso
em que Y; e ¥, seguem distribui¢Ses Poisson univariadas independentes. Quando 74 = 0,
temos a situacdo em que a correlagdo entre A\; e Ay é perfeita com o9y = +,/011022.
Neste caso, Y] e Y; apresentam uma correlacio méxima e seguem distribui¢Ges Poisson
de pardmetros A e a\?, respectivamente, onde A tem distribuigio Log-Normal univariada
de parametros (u e a?).

Considere a seguinte transformacio:

In(A) — p = Tvv/2 (1.65)

onde v=(vy,vy,...,vk), que implica
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A = exp(p + Tvv?2) (1.66)

onde exp(p+Tv+/2) representa um vetor cujos elementos sio exponenciais dos elementos
de (u+Tv/2). Substituindo (1.66) em (1.58), obtém-se a funcio de probabilidade escrita

em termos de g e T:

PY |, T)=n"K2 | H(Y,u,T,v)exp(—=v'v)dv 1.67
RK

com

H(Y,pn,T,v) = exp{Y'(n+Tvv2) - 1exp(p + Tvv/2) -

~ 1 In[I(Y + 1x)]} (1.68)

onde I'(Y +1k) representa um vetor cujos elementos sdo valores de fungées gama calcula-
das nos elementos de (Y + 1x) e 1k representa um vetor K-dimensional, cujos elementos
sao iguais a 1.

Desse modo, reescrevendo a expressio (1.58) como (1.67), pode-se obter aproximada-
mente a probabilidade de Y através de métodos de integragio numérica. Maiores detalhes
sobre este assunto serdo dados na Secio 2.4.

O nimero de pardmetros da distribuigdo Poisson Log-Normal é 1K(K +3). Os es-
timadores de MV de u e T sdo obtidos iterativamente. Para isso, pode-se considerar o

método de Newton-Raphson, que serd visto com maiores detalhes na Segio 2.2.



Capitulo 2

Regressao Poisson

2.1 Introducgao

Com relagdo ao Exemplo 1.1, suponha que haja interesse em estudar como varia o
nimero médio de defeitos dos tipos Dy e D, relativamente as diferentes méquinas e/ou

fabricantes. Isto pode ser feito através de um modelo de Regressio

E(Y:) = f(Xi,8) (2.1)

onde Y; é uma observa¢io de Y, =1,...,n, X; = (X1, X2i,..., Xt) é um vetor com
t variaveis preditoras e B8=(f1, f2,...,0:) é um vetor de pardmetros. A funcio f(Xi,3)
relaciona o valor esperado da varidvel resposta (dependente) com as varidveis preditoras
(independentes).

Modelos de regressao envolvendo contagens univariadas foram considerados por varios
autores. FROME et al. (1973) consideraram um modelo de Regressao Poisson univari-
ada. KOCH et al. (1986) utilizaram um modelo log-linear, isto é, f(X;, 8) = exp(X!3)
para analisar um conjunto de dados referentes a contagens de um tipo de bactéria em
varios laboratdrios e apresentaram um procedimento para obter as estimativas de MV

dos parametros 3, tendo como estimador inicial o estimador de minimos quadrados ge-

neralizados (MQG)



28

» (0)

B = (X'diag[ju 0)]X)_1 X'diag[ )] [In(diag[N] ! )] (2.2)

com

Y=y ¥) seyi>0,i=1,.

p,(o) =

(y + 1) caso contrario,

onde y é uma amostra de contagens univariadas,

11 Ti2 ... T1t

21 T2 ... Ty
X =

Tt Toan o0 Tpt

é uma matriz de varidveis independentes e diag[N] é uma matriz diagonal tendo na dia-
gonal principal os elementos do vetor N=(Ny, Ny, ..., N,) onde N; corresponde a uma
medida de exposigdo associada & i-ésima observagio (populagéo em risco, por exemplo).

As estimativas dos pardmetros sio obtidas a partir de iteracdes da expressao

B =B 4 [Var(a™ )] x (v - e 0) (23)
onde Va\r(,fi(w)) = (X'diag[f:,(“’)]X)_1 é uma estimativa da matriz de covaridncia as-
sintdtica de 3 na w-ésima iteracio e ) = diag[N] [exp(X,B(w))] é um vetor contendo os
valores estimados de y na w-ésima iteracio, w = 1,2, ...

Neste capitulo serdo apresentados modelos de regressio para descrever as relagées
entre as contagens multivariadas provenientes de varias populacgdes, considerando como
resposta um vetor aleatério que obedece & distribui¢io Poisson Log-Normal Multivariada
ou a distribuicdo Poisson Multivariada. No restante desta se¢io estio apresentados alguns
exemplos de matrizes de especificagio X; para os dados do Exemplo 1.1 e as alternativas
para testes de hipéteses sobre os parametros dos modelos de regressio. Nas Secdes 2.2 e 2.3

estdo discutidos, respectivamente a estimagio dos pardmetros dos modelos de Regressio



29

Poisson Log-Normal Bivariada e Regressdo Poisson Bivariada através do método de MV;
na Secao 2.4 estao descritos alguns problemas computacionais envolvidos no procedimento
de estimacao.

Considere uma amostra aleatéria Y, Yo, ..., Y, do vetor resposta que obedece a

uma distribui¢do Poisson Log-Normal Multivariada. Entao

(Yi\ [ XB+(12vecdiag(Er) |
Y, X8 + (1/2)vecdiag(Xs)
E = exp (2.4)
\ Y. ) \ X8 + (1/2)vecdiag(X,) )

que pode ser reescrito como

E(Y) = exp{X8 + %vecdiag(Z‘)} (2.5)

onde Y = (Yy, Yy, ..., Y,), X = (X4, Xy, ..., X,,) é a matriz de especifica¢io do
modelo, vecdiag(X¥) = (vecdiag(X),vecdiag(Xs),...,vecdiag(X,))' e vecdiag(X;) é
um vetor de dimensdo K > 2, composto pelos elementos da diagonal da matriz ¥;. Os

parametros a serem estimados sio B e X;,i =1, ..., n.

Exemplo 2.1 - Considerem apenas os dados da Tabela 1.1, referentes ao ntimero

de defeitos dos tipos Dy e D, da craqueadeira A; e suponha ¥y =¥, =...= X¥,= X.

Os parametros a serem estimados sdo B4, =( f14,, f24,) € ¥ = ( Z“ glz ) Aqui o
12 02

parametro B4, estd relacionado ao nimero esperado de defeitos do tipo D;, ¢=1, 2, na

craqueadeira A; e a matriz

X=1,QL

onde I, é uma matriz identidade de dimensdo 2, n é igual ao tamanho da amostra obtida
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na maquina A; e @ representa o produto direto entre duas matrizes tal que,se C = A Q@ B

entao
/ allB (112B SN (LljB \
a21B (lzzB & - (lsz
C=
\ amB apB ... (l,ij )

Suponha que haja interesse em testar se existe associa¢do entre o niimero de defeitos
do tipo D; e o nimero de defeitos do tipo D; na maquina A;. Isto corresponde a testar
H():

012=0. O interesse em estudar associacao positiva ou negativa pode ser expresso

através das hipoteses alternativas H,: o713 > 0 ou o3 < 0, respectivamente.

Exemplo 2.2 - Considere agora os dados das Tabelas 1.1 a 1.4 e suponha no-

vamente 3y = ¥y, = ... = X,= ¥. Os parametros a serem estimados sio X e
’ A I

laz( :BlAn :3142, IB’BI, IB,Bz ) — 'ijz(ﬂljk‘) ﬂ?jk)l’ onde o parametro ﬂ‘ijk esta asso-

ciado ao niumero médio de defeitos do tipo D; na maquina j; com i=1,2; j= A, Bek =

1, 2. Neste exemplo
( ]'"Al ®XA1 \
1”.42 ®XA2

11131 ® XBl

k ]-11.32 ®X82 )
com

0
0

0 0
0 l

o O
o O

0 0 00 1
0 0>’x’*2‘<0 00

00 00
0 0)’x32“(0 0

o O
oo
N——”

0
1

O =

0
0

oo
o o
O
—_ o
~——

0
0
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onde n;, é o tamanho da amostra da maquina j.
Suponha que haja interesse em testar se o nimero médio de defeitos dos dois tipos é

igual nas quatro maquinas. Isto pode ser formulado através da hipStese

Ho: Ba, =B84, =B5p = Bp,- (2.6)

Alternativamente, pode haver interesse em testar se a magnitude da associacdo entre
o numero de defeitos dos dois tipos ndo varia entre as quatro maquinas. Isto equivale a

testar a hipotese

Hy : Cov(Y1a,, Y24,) = ... = Cov(YiB,, Y2B,), (2.7)
onde Yj;, representa o numero de defeitos do tipo D; na mdquina j,. Lembrando que
Cov(Y;,, Yaj,) =auj.caj [exp(orz) — 1], onde «;;, = E(Y;;,), a hipétese (2.7) pode ser

reescrita como

Ho : cpa, 004, = 014,004, = 4B, 03B, = Q1B,3B,. (2.8)

Substituindo a;;,=E(Y;;,) por exp(Bij, + 30ii), a hipdtese (2.8) expressa em termos dos

parametros 3 é dada por

Ho: 1,8, = 1384, = 1,85, = 1,05, (2.9)

Note que a nao rejeigdo da hipdtese (2.6) implica a ndo rejei¢do da hipétese (2.9), porém

a reciproca nao € verdadeira.

Exemplo 2.3 - Ainda considerando os dados das Tabelas 1.1 a 1.4, suponha que
haja interesse em comparar os diferentes fabricantes e/ou diferentes maquinas de um fa-
bricante com relagio ao niimero de defeitos dos dois tipos. Nesse caso, tanto os parametros

quanto a matriz X tém estrutura semelhante & do Exemplo 2.2 com
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00000), _ (10100000}
00000/’ ™M~ {01010000)])

o o

1000);3{3:(00001010).
01 00 b 000 0O0T1O0T1

Note que o parametro 3, , j=A, B, estd associado a diferenga entre as maquinas do
fabricante j quanto ao niimero médio de defeitos.

Suponha que haja interesse em saber se o nimero médio de defeitos dos dois tipos é
igual nas maquinas de fabricantes diferentes; isto corresponde a testar

IBAI . IHBl

,BA, == ,332-

Testar se o numero médio de defeitos é igual entre as maquinas dos dois fabricantes
corresponde  a testar a hipotese
,BA2 =0

Ho: (211)
Bp, = 0.

A hipétese (2.7) considerando a situagio do Exemplo 2.3, reescrita em termos de 3,

corresponde a

1584, = 0
Hy:{ 1385, = 0 (2.12)
1584, = 1"21331-
De modo semelhante, podem-se construir modelos de Regressio Poisson Multivariada.

Considere uma amostra aleatéria Yy, Yy, ..., Y, proveniente de uma distribuicio Poisson

Multivariada; utilizando um modelo log-linear, temos
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[ Y1\ (XLB\

Y, X8
E = exp (2.13)
\ Y» ) \ X.8 )
que pode ser reescrito como
E(Y) = exp{X3} (2.14)

onde Y = (Yy, Yy, ..., Y,), X = (Xy, Xy, ..., X,,)) é a matriz de especificacio do
modelo e Cov(Yi;,Yix) = 0%, j # k,i=1,...,n.

Exemplo 2.4 - Considere os dados da Tabela 1.1 como no Exemplo 2.1 e suponha
Cov(Yi,Y2) = 6%, 1 =1, ..., n. Entdo os parimetros a serem estimados sio 8 e 0.
Neste caso, a matriz de especificacdo X tem estrutura semelhante & do Exemplo 2.1 e
testar se existe associagao entre as frequéncias dos dois tipos de defeitos equivale a testar
a hipotese Hy : § = 0.

Exemplo 2.5 - Considere agora os dados das Tabelas 1.1 a 1.4 como no Exemplo
2.2 e suponha novamente Cov(Y,Yi2) = 6%, 7 = 1, ..., n. Neste caso, a matriz X
também tem estrutura idéntica & do Exemplo 2.2. A hipétese de igualdade do ndmero
médio de defeitos nas quatro maquinas pode ser expressa como (2.6).

Outros exemplos de modelos de Regressao Poisson Log-Normal Multivariada e Pois-
son Multivariada podem ser construidos envolvendo observagdes concomitantes do vetor
resposta e de variaveis preditoras, uma vez que as colunas da matriz X podem conter
variaveis continuas.

Nas Secoes 2.2 e 2.3, sera considerada a estimagdo dos parametros dos modelos (2.5) e
(2.14) respectivamente, através do método de MV que geralmente é obtida iterativamente.

Para isso pode-se considerar o método de Newton-Raphson (THISTED, 1988) que consiste
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em iterar a expressao

—(w) —~(w-1)

92 -1/ 5 o
e =6 (8@8@' log L,.(®) |@ 5" 1)) (0@ log L,(©) |@=§(w_1)) (2.15)

onde © ¢é o vetor de parametros de dimenséo r a ser estimado do modelo; @) & um valor

inicial fixo e L,(@)=[T, P(Y: | ®) é a fungio de verossimilhanga correspondente a uma
amostra de tamanho n, com w= 1, 2, .... O processo iterativo continua até que esteja

satisfeito algum critério de parada; por exemplo,
D = max | 8 — 6%V |< ¢,
1<<r !

(w) —~(w-1

-1 P oy ) :
onde é\(jw) e 55"’ ) correspondem ao j-ésimo elemento de @ " e @ , respectivamente
e € > 0 é um valor escolhido convenientemente.

A primeira derivada e a derivada parcial de segunda ordem de log L,,(®) sdo, respec-

tivamente
0 L 1 0
561 1) = L 57 Ter587 (¥ | ©) (2.16)
e
92 52
7606 08 L(@ ; | &yseae  Yil©) -

o7 (3671 ©) (6771 9))
(2.17)

Assintoticamente, \/ﬁ(@ — @) tem distribuicdo Normal (0, 15), onde I'g) é a Matriz

de Informagdo de Fisher, dada por

Ig=FE [B% log P(Y, @)] [5% log P(Y, @)]'. (2.18)
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Obtidos os estimadores de @, geralmente deseja-se fazer inferéncias sobre os pardmetros

através de testes de hipStese do tipo

Hy:RO =0 (2.19)

onde R é uma matriz de constantes devidamente escolhida.

Para testar a hipétese acima, pode-se empregar, por exemplo, a estatistica de Wald

W = &R’ [RVar(®)R| " RO (2.20)
onde Var(©) é um estimador consistente de Var(®); sob (2.19), W segue assintotica-

mente uma distribui¢do x?, onde ¢ é igual ao nimero de linhas de R.
§ (9) g

2.2 Estimagao em modelos de Regressao Poisson
Log-Normal Bivariada

Nesta segdo sera considerada a estimagido dos pardmetros de modelos de Regressio Poisson
Log-Normal Bivariada. A funcio de probabilidade correspondente ao vetor Y;=(Y;;, Y,

y +++y Yii) oriunda de uma distribuicdo Poisson Log-Normal Multivariada é dada por

K
P(Y:| X8, = [ TLA(Yal M)g(A | Xi, 8, 5:)dA (2.21)

+ =1

com g(A | Xy, 8, %) e f(Yu | M) expressas conforme (1.57) e (1.58), respectivamente. A

reparametrizagio

In(A) — X;8 = T:vvV2 (2.22)

implica

A = exp{X;8 + T;vv2} (2.23)
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onde v = (vy, vy, ..., vk)’ e T; é uma matriz triangular tal que X; = T, T:. Substituindo

(2.23) em (2.21), obtém-se a fungio de probabilidade expressa em termos de BeT;:

P(Y;: | X, 8, T:) =752 | H(Y;, X;,8,T;,v)exp(—v'v)dv 2.24)
RK

onde

H(Y,’,X,‘,,@,T,‘,V) = exp{Y:(XhB + T,‘V\/2—) - 1’K exp(X,-ﬂ + T,’V\/i) -
—1%In[I(Y; + 15)]}. (2.25)
No caso bivariado (K = 2) com t populagdes e supondo uma amostra de tamanho n
eTy=T:=...=T, =T, os pardmetros a serem estimados sio 3 = (8}, 85, ..., B,
onde B;= (B1j,B2;), j=1,..., t e
T = ( T 0 )‘
T21 T2
/

cujos elementos para efeito de simplicagdo, foram dispostos num tnico vetor ®' = (85,
,3'2, sy ,3:, T11, T21, T22) .

As expressGes doravante apresentadas referem-se a uma observacio de contagens bi-
variadas Y, sendo suprimido, para efeito de simplificagio de notacio, o indice i.

Lembrando que

P g P(Y)
76 P (Y) = , (2.26)
71 P(Y)

com T*= (111, 71, T22)/,
iP(Y) = —a—w'l H(Y,XB,T,v)exp{v'v}dv =
aﬂ aﬂ R2 ? 3 )
= 7! /1;2 H(Y,XB,T,v)exp{-v'v} x

X [X'Y = X'exp(XB + TvV2)| dv (2.27)
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que apos manipulagbes algébricas pode ser escrita na forma

%pm = X' [YP(Y) = (Y + 1,)#A] (228)

onde # é um operador tal que, se Z=R#S, entio o elemento (¢, j) de Z é igual ao produto

do elemento (7, ) da matriz R pelo elemento (7, 7) da matriz S com

P(Y + E,) }
A= ,
 P(Y + Eg)
onde E1=(1,0)’, E2=(0,1)’ €
9 P(Y) = o w‘lf H(Y,X,3,T v).ex (—v'v)dv =
aT~ T AT Jp TV VKR - .
= 7! /R H(Y,XB,T,v) exp(—v'v)b(v)dv (2.29)
com
[ (El'Y —exp{Ey'(X8 + Tv\/ﬁ)}) E1'vi/2 ]
b(v) = | (B2'Y — exp{E2(X8 + Tvv2)}) E1'vv2 |. (2.30)
| (B2'Y — exp{E2' (X8 + Tvv2)}) E2'vv/2 |

Integrando por partes, a expressio (2.29) pode ser escrita na forma
| I

[ Ey/'T'ME; ]
) —— ;
a‘?P(Y) = | E/T'M'E, (2.31)
| E2'T'ME; |

onde

M =YY'P(Y) - Y(Y' + 1)#A' — A#(Y + 1,)Y' — diag[(Y + 1,)#A] + B (2.32)
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M+ DY +2)P(Y+2E1) (1 +1)(Y2+1)P(Y + 1)
B = . (2.33)
M+ )2+ H)P(Y+ 1) (Y2+1)(Y2+2)P(Y +2E;z)

As derivadas parciais de segunda ordem de (2.24) em relagio a @ sao

52 32
. w3 (Y) g P(Y)
se0e  \Y)= 2.34
peoe’ V)= . (2:34)
aT-’aBP(Y) srare L (Y)

onde

5 _P(Y)=
23’53
=771 [ H(Y,X8,T,v)exp{—Vv'v}{ [X'Y - X'exp(X3 + Tv\/i)] X

x [X'Y — X'exp(XB + Tvv2)| — X'diag [exp(X8 + Tvv/2)| X}dv

(2.35)

que apds manipulagdes algébricas pode ser escrita como

92
a;TﬁP (Y) = X{YY'P(Y) - Y(Y'+ 1)#A"— A#(Y + L)Y —

—diag[(Y + 12)#A] + B}X.

(2:36)
[ 711C + 721D |
92

W‘D(Y) =| mD+mE (2.37)

7'22E

onde
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, 0 ‘ 0
C = Y1aﬁ,P(Y)—(Zyx+1)(Y1+1)a—ﬂ,P(Y+E1)+
+(M + 1)1+ )aﬂ P(Y +2Ey), (2.38)
D = "y P(Y)-Yi(Ya+ 1) ¢ P(Y +E2) - Y3(V; + 1)—; 0 P(Y +E1) +
= 1 ZdIB, 1 2 0,3’ 2 2011 dﬂ 1
+(Y1+1)(Yz+1)dﬂ P(Y + 1) (2.39)
E = EzaZ,P(Y)—(ZnH)(}@H)aﬂ P(Y + E3) +
-|-(Y2+1)(Y2+2)d(;, (Y + 2Es). (2.40)
Os valores de
9 pY +E1), 2 P(Y +9E P(Y +E
5;7(+1)’a_ﬂ'(+1)’d,3(+2)
d
95 P(Y +2Ez) e 8,6’ P(Y +13)

de (2.38), (2.39) e (2.40) sdo obtidos aplicando-se a expressio (2.28) adequadamente.

A segunda derivada de P(Y) com relagio a T* é igual a

[ T11F + T-“G ] [ E]_,M 0 ]
6'2
WP(Y) = mG+mH |+ | EZM 0 (2.41)
2H | i 0, M-z'-z ]

onde M; ; é o elemento (¢, 7) da matriz M, 0, é um vetor de dimensio 2 cujos elementos

sao iguais a zero,



40

F = Y2-2uP(Y) — (@Y + 1)(Yi + 1) =2 P(Y + Eq) +

1 T~ T~
+(M+ 1)1 +2) Jf; ——P(Y +2E,), (2.42)

0 0
e ,P(Y) Vit + Vg

=-Yo("i + 1) P(Y + E1) +

G = Vg P(Y + Eg) —

dT’

+(Y) +1)(%+1)%P(Y+12) (2.43)

H = deg,P(Y) (2}’2+1)(Y3+1)

HYe + 1)(Y2 +2)

(JT" (Y+E2)+

d :

Os valores de

)

d
8T*’ —P(Y + E;),

6
( 1)’ 6T =

d

o P(Y +2E2) e =

d

de (2.42), (2.43) e (2.44) sdo obtidos aplicando-se a expressio (2.31) adequadamente.

Considerando a matriz

( ]-m ®Xl \

ln-; ®X2
X = (2.45)

\ lm ®x! )

onde
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Xj=[% 2o .. Zi b Zjp .. Zd

i=1,2, ..., 2y = lg gl, k=1,2,...,7—1,7+1,..., t e supondo os elementos de

T* conhecidos, a Matriz de Informacio de Fisher de @*= (84, 3, ..., B8})' é dada por

(L O 0
0 L, . 0
(2:46)
\ 0 0 ... L
onde .
ayj — ofjexp(on;) + A —aujag;exp(ona;) + B
L.f = ) (247)
—aqjonjexp(onz;) + B]  cwj — o3 exp(oa;) + CF

lembrando que a;; = E(Y};), com

L 2 &, e PYHEy)?
Aj= E Z(K]"'I)Z'L——)—

Y1j=0Y2j=0 P(YJ) ‘
Bi= 3 > (M+1)(%;+1) L4 Pl()Y-() i +¥2)
Y1;=0Y2;=0 J

o oo . P(Y; + E3)?
C;= Yo + 1) —— .
P= 22 )

Também pode-se observar que

(Vi 0 ... 0 )
- 0 V, ... O
Var(®@*) = (2.48)
L0 0 ... V)

com
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! Qzj — agj exp(0a2;) + CF  aqjanjexp(on;) — B}
W= (2.49)

j Q05 exp(ory;) — Bf  arj — afj exp(o1;) + A}

onde D} é igual ao determinante de L;, j = 1. ..., ¢

2.3 Estimagao em modelos de Regressao Poisson Bi-
variada

Nesta segdo sera considerada a estimagao dos parametros do modelo de Regressao Poisson
Bivariada pelo método MV.
A fungdo de probabilidade de um vetor Y; = (Y;1, Yay, ..., Yix)' segundo uma distri-

bui¢do Poisson Multivariada é dada pela expressdo (1.8). Para o caso bivariado (K = 2),

In(A7) X:p
R
M1, 0?7

Al exp(X;3) -
= 51

com A} = (Aoi, Aori)'s 2 = 1,...,n. Paraefeito de simplificagiao de notagio, os pardmetros

considere a reparametrizac¢ao

que implica

de uma distribui¢do Poisson Bivariada Ajg, Aoy € Ay; serdo doravante denotados Ay, Az
e A respectivamente. A expressio (1.10) correspondente a fungio de probabilidade de

Y;=(Yi, Y:2)' reescrita em termos de 3 e 6; resulta em

6/1,‘ min(Y;,,Yi2) .
P(Ya,Y2) = |det (@) | ) exp [—l-lzeXP(Xi,@) + 03] x
1 u=0

[Ex'(expX;) — 0%~ [By'(expX,B) — 62 o2
(Yi — u)! (Yip —u)! u!

(2.52)
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com @,’ = (,B’,gi)’, A,‘ = (A:-*,/\,')'.

Para o caso bivariado (/{ = 2) com ¢ populagdes e supondo uma amostra de tamanho
neth =...=0, =0, os parametros a serem estimados foram dispostos num dnico vetor
© = (8',0) com B = (B1,8%,...,8.). As expressdes referentes 3 primeira derivada e
derivada parcial de segundo ordem de (2.52), necessarias para a obtencio das estimativas
dos parametros pelo método de Newton-Raphson e apresentadas a seguir, referem-se a
uma observagao de contagens bivariadas, sendo suprimido, para efeito de simplificacio de

notagao, o indice ¢. Lembrando que

. 5 P(Y)
a%P(Y) = 2 ; (2.53)
5 P(Y)

onde

d . 0
%P(Y) = X'diag (8/\* P(Y)) exp(XQ) (2.54)
com %P(Y) expressas em (1.30) e (1.31) e
d d oA ,
%P(Y) = mP(Y)% (2:55)
onde %P(Y) estd expressa conforme (1.32) e substituindo esses resultados em (2.55)
resulta

a%—P(Y) = [P(Y) - P(Y —E;) — P(Y — E2) + P(Y — 1,)] 26. (2.56)

As derivadas parciais de segunda ordem de (2.52) em relagio a ® sio

2aP(Y) —Z_P(Y)

92 af'ap a3 a6

P(Y) &P(Y)

30-’3‘23

onde
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5? ,
3573 ﬂP(Y) = X'LX (2.58)
b . 02 )
com 8 = diag | 5 P(Y)] dig [exp(X8)] + 2% P(Y) fexp(X)] exp(X ),
ii)
92 ‘
35750 ;P(Y) =268 (2.59)
com S = iP(Y) 9 P(Y —E;) - P(Y —Ez)+ —P(Y — 1,)
~ 38 a6’ 1 Bﬂ’ 2 6[-1’ 21
Os valores de
) 9
%P(Y El),% (Y-Ez)e 6[3 P(Y - 1,)

de (2.59) podem ser obtidos, aplicando-se a expressio (2.54) adequadamente.

iii)

;;P(Y) = a‘i (Y) - g oy P(Y —E1) ~ d‘i (Y — Ez) + a‘i (Y — 1,)| 462 +
+2[P(Y) = P(Y —E1) — P(Y - E3) + P(Y — 1,)]. (2.60)

Os valores de

0 8 0

de (2.60) podem ser obtidos, aplicando-se a expressio (1.32) adequadamente.



Considerando a matriz de especificagdo X idéntica a (2.45) e supondo @ conhecido,
resulta que ©* = In(A*), com @ = (81, 85,...,8,) e A" = (AT, A, ..., A). Pode-se

observar que

A, O 0
0 A, ... O !
—, 00 2 0"
Var(®*) = 2.61
(@)=, = (261
[ 0 o A |
| Ay A
com A; = — (HOLGATE, 1964). A expressdo (2.61), apds manipulagées
n; A /\2_
j
algébricas, pode ser escrita como
[B; 0 0
L 0O B, ... 0
Var(©*) = (2.62)
0 o B, |
-1 A
1 A; Mjte;
com B; = —
n; A ~1
A1jAz; 27

2.4 Aspectos computacionais

A obtencio de estimadores de MV consiste em achar um vetor © tal que L,(©) seja

maxima, que geralmente equivale a obter a solu¢ido do sistema de equagdes

0

Uma das maneiras de verificar se a solu¢io encontrada é um ponto de sela, de minimo
ou de maximo é analisar §%/90@0@' {log L,.(8)}, que neste iiltimo caso nio deve ser uma

matriz negativa definida.
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Outras formas de busca podem ser utilizadas para procurar a solucao do sistema de
equagdes, como calcular o valor de 9/9@{log L,(8)} (THISTED, 1988) para valores de
f; igualmente espagados, §; € ® mantendo outros componentes 8;, j # i constantes.
Em casos vetoriais, a busca se torna bastante trabalhosa devido ao grande niimero de
combinagdes de busca.

Um esquema iterativo para obtengao do estimador de MV, consta basicamente de trés

componentes:
e um método para decidir o valor inicial,
e um método para obter a proxima iteracao a partir da anterior
e um método para decidir a parada do processo iterativo.

O sucesso do processo iterativo depende muito da escolha adequada do valor inicial.
Ele deve ser escolhido de modo a garantir que seu valor esteja suficientemente préximo
da solucgdo, pois se estiver afastado, o processo iterativo pode divergir. E recomendivel
usar estimadores consistentes (os estimadores de MM, por exemplo) como valores ini-
ciais para 3 e X. Ajustes devem ser feitos quando o valor inicial de ¥ ndo for uma
matriz positiva-definida. No caso da Regressio Poisson Log-Normal Multivariada, este
ajuste é necessario quando ocorrerem casos de subdispersao, isto é, quando a variancia
amostral for menor que a média amostral. Nesta situagdo, AITCHISON; HO (1989) su-
gerem estabelecer um nimero positivo pequeno como valor inicial para o;; e tomar oy; e
0j; iguais a zero. Mesmo nao ocorrendo a subdispersio, a estimativa inicial de X' pode
nao ser positiva-definida. Nestes casos, AITCHISON; HO (1989) sugerem usar o ajuste
de Levenberg-Marquadt (THISTED, 1988), que consiste em adicionar constantes aos ele-
mentos da diagonal da estimativa inicial de X. Qutro ajuste é necessario quando o valor
inicial de 3?/0©8@' {log L..,(8)} corresponder a uma matriz negativa definida, podendo-se

também utilizar o ajuste de Levenberg-Marquardt, nesse caso.
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Atengao especial deve ser dada ao calculo de §*/3@0®{log L,,(8)}, pois essa matriz
estd relacionada a estimativa da variancia assintotica das estimativas e qualquer erro no
seu calculo pode gerar imprecisGes na obtencao do erro padrao das estimativas.

Muitas vezes, a tnica alternativa € iniciar com um valor arbitrario e observar o pro-
gresso das iteracdes, esperando que seja possivel ajustar o valor inicial ou o método ite-
rativo para obter convergéncia.

Para verificar a estabilidade da solugdo, THISTED (1988) sugere comegar o processo
iterativo em diferentes pontos iniciais e verificar se ha convergéncia para o mesmo resul-
tado.

Conforme (2.15), a w-ésima iteragao do procedimento de Newton-Raphson é determi-

nada pelo vetor

9? a
P = <W10g Ln(@) |@=é(w—1)) (8_@ IOg Ln(@) I@_@(‘“—l)>

que é conhecido como Passo de Newton (P). Muitas vezes P pode ser inadmissivel ou
seja, conduzir a pontos distantes da solu¢do. Uma sugestio dada por THISTED (1988)
para evitar este tipo de problema é concretizar a iteracao utilizando kP, com k£ < 1 e
avaliar o comportamento do processo iterativo.

No caso de um parametro, THISTED (1988) cita dois critérios de parada: absoluto
e relativo. O primeiro é mais conveniente quando a solu¢ido esta mais préxima do valor
zero, ja que o segundo critério poderia gerar problemas numéricos. O critério relativo
é mais satisfatério quando a solugdo é um valor grande. No caso de um parametro, é
possivel que | §(*) — §(*=1) | seja pequeno embora o valor de 9/98{log L,(8) ls<(sy} DAO
esteja proximo de zero. Na pratica, a sitna¢do inversa é mais comum, ou seja, o valor de
0/960{log Ln(8) |,_5,} esta proximo de zero e a diferenga | 6*) — §(*~1) | ndo satisfaz o
critério de convergéncia. E aconselhivel acompanhar a sequéncia das iteragoes, verificando
se (") estd suficientemente préximo de (=1 e se §/06{log L, () |—5(w)} €std préximo

de zero, para decidir se a convergéncia foi alcangada.
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No caso de estimagao de um vetor de pardmetros, THISTED (1988) sugere definir um
critério de parada absoluto ou relativo utilizando alguma medida derivada da norma do
vetor d=@® — @v-1),

Segundo THISTED (1988), um processo iterativo é dito ndo convergente quando depois
de um especificado nimero de iteragdes, o critério de parada nao foi alcangado. No
caso de o processo iterativo divergir, isto é facilmente verificivel; basta comparar os
valores de 8/06{log L,(8®))} e 9/00{log L,(6'”}. Maiores dificuldades sio encontradas
nos casos onde ocorrem oscilagées ou ciclos. Isto pode ocorrer quando a terceira derivada
do log L, (8) for mal comportada perto da solugao.

Além dos aspectos envolvidos no esquema iterativo para cilculo dos estimadores de
MYV, um outro igualmente importante deve ser levado em conta neste trabalho. Refere-
se ao calculo das probabilidades, uma vez que a fungiao de probabilidade da distribuigio
Poisson Log-Normal Multivariada ndo apresenta uma expressio explicita, sendo necessdrio
utilizar métodos de integragio numeérica na sua obtencio.

Segundo NAYLOR; SMITH (1982), integrais da forma

+oo
/_oo f(v) exp{—v?}dv (2.63)

podem ser aproximadas por

+00 . n
/ f(v)exp{—v*}dv = Zasn)f('v,('L)) + R, (2.64)
o i=1
onde «; é um numero de Christoffel, v; sdo as raizes dos polinémios de Hermite e

R, = rl/2 ()
T 2r@0)(2n - 1) (n+2)(n + 1)

para algum ¢, - 0o < € < 0.

As integrais multiplas como aquela da expressio (2.24) podem ser aproximadas por
Jre H(Y, X, 8, T,v)exp{(—Vv'v)}dv =

= Ty Do @ik - H(Y, X, B, Tl L o) (2.65)
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(1)

i3

J=1,..., K. Segundo AITCHISON; HO (1989), boas aproximagoes sao obtidas com

onde «j; sdo os numeros de Christoffel e v;j’ sdo as raizes dos polindmios de Hermite,

polinémios de grau 5.



Capitulo 3

Analise dos exemplos

3.1 Introducao

Neste capitulo estdo apresentadas algumas aplicagdes dos métodos descritos anteriormente
aos dados do Exemplo 1.1 correspondentes a comparagio das quatro craqueadeiras com
relagdo a frequéncia de defeitos de cada tipo e & associacio entre as frequéncias de defeitos
dos dois tipos. Como a procedéncia de duas maquinas é de um fabricante (A) e as outras
duas de um outro fabricante (B), neste contexto, ha interesse em estudar a homogeneidade
das distribui¢Ges de respostas entre as maquinas de cada um dos fabricantes bem como
entre as maquinas dos dois fabricantes.

Dadas as caracteristicas das respostas, foi analisada a adequagio de distribui¢oes Pois-
son independentes, distribui¢cGes Poisson Bivariada e distribui¢des Poisson Log-Normal
Bivariada como modelos probabilisticos para representacao dos dados através de testes
de aderéncia baseados na estatistica Qui-quadrado de Pearson, cujos resultados estdo

apresentados na Tabela 3.1.



51

Tabela 3.1 - Niveis descritivos referentes a testes de aderéncia aplicados aos
dados do Exemplo 1.1.

Poisson

Méquina Bivariada Log-Normal Bivariada independentes

Ay 0.8904 0.1998 0.2821
A, 0.1050 0.1654 0.0328
B,y 0.2890 0.0170 0.6092
B, 0.7231 0.4153 0.8274

Os resultados da Tabela 3.1 nio indicam com seguranga uma distribui¢io de pro-
babilidade mais adequada aos dados. Qualquer uma das trés distribuicdes consideradas
pode ser utilizada como modelo probabilistico para os dados da maquina A, ao passo que
com relagdo a maquina A,, duas das trés distribuigdes podem ser consideradas (apenas
distribui¢des Poisson independentes nido poderiam ser utilizadas). Anélises semelhantes
podem ser feitas com relacdo as mdquinas B; e B;. Uma das possiveis causas destes
resultados pode ser o fato de os dados estarem agrupados ou ao fato de haver grande
nimero de caselas com frequéncia zero.

Algumas recomendagdes baseadas nos exemplos apresentados em AITCHISON; HO
(1989) podem ser usadas como guia na escolha entre as distribuicdes Poisson Log-Normal
Bivariada e Poisson Bivariada numa anélise estatistica de contagens. E recomend4vel
utilizar uma distribuigao Poisson Log-Normal Bivariada em casos onde ha sobredispersio
amostral moderada (torno de 30%) em cada contagem e um coeficiente de correlagio
amostral moderado (em torno de 0.25) assim como em casos com sobredispersio alta
(superior a 70 %) em cada contagem e um coeficiente de correlagdo amostral negativo
moderado (em torno de —0.20). No entanto, é recomendével utilizar uma distribuicao

Poisson Bivariada em casos com subdispersdo amostral e/ou uma sobredispersio amostral
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baixa em cada contagem e um coeficiente de correlagao amostral positivo em torno de zero.

Pelas recomendagdes citadas, nio fica evidente qual deve ser a distribuigdo de pro-
babilidade mais adequada aos dados do Exemplo 1.1, visto nao ocorrer subdispersao
amostral ou sobredispersao amostral em todas as contagens (ver Tabela 3.2). Nesse
contexto, foram considerados modelos de Regressao Poisson Log-Normal Bivariada e mo-
delos de Regressao Poisson Bivariada para tentar responder as questdes de interesse. Esses
modelos podem ser respectivamente expressos nas formas (2.5) e (2.14).

Para ajustar esses modelos foi utilizado o método de MV através das iteragdes de
Newton-Raphson descrito em (2.15) e implementado através de uma subrotina desenvol-
vida na linguagem IML do SAS (ver Apéndices A e B).

Para simplificar a notagao, serd utilizado um unico indice para representar as ob-
servacgoes correspondentes as diferentes médquinas e fabricantes. Nesse sentido, os indices
¢ =1 a1 = 130 correspondem as observa¢des da maquina 1 do fabricante A; ¢ = 131 a
¢ = 230 correspondem as observagdes da maquina 2 do fabricante A; ¢ = 231 a : = 330 cor-
respondem is observagdes da méaquina 1 do fabricante B e 7 = 331 a ¢ = 430 correspondem
as observacoes da maquina 2 do fabricante B.

Na Secio 3.2 estio apresentados os detalhes sobre os modelos de Regressdo Poisson
Log-Normal Bivariada. Na Segdo 3.3 os dados foram reanalisados segundo os mode-
los de Regressao Poisson Bivariada. Neste caso, também foram obtidas as estimativas
da covariincia pelo Método de MV, Método dos Momentos (MM), Double-Zero (DZ) e
Even-Point (EP). Na Segao 3.4 estio comparados os ajustes dos diferentes modelos discu-
tidos nas Secdes 3.2 e 3.3 através do Critério de Informagio de Akaike (AIC) [KENDALL;
STUART; ORD (1983)].
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3.2 Utilizagao de modelos de Regressao Poisson Log-
Normal Bivariada

Nesta secao estdo apresentados os resultados obtidos com os modelos de Regressao Poisson
Log-Normal Bivariada considerando os dados do Exemplo 1.1.

Inicialmente serd considerado um modelo da forma (2.5), com n=430,

Xi=...=Xi30 = Xy,,
Xzt =...= X0 =XA2,
X3 = ... = Xa30 = Xp,,
Xazr =... = X430 = Xp,

o
o
(==}
o
o
o
o
—
o
o
o
oo

S——

1 0 0
0100000 0)’XA2_(0

0 0
o)’sz:<0

]
o
—
o
(=]
o

o O
o
o
o
—
o

o
o
o
o
—
o

oo
o O
o O
oo
o O
O
[ =]
SN

21 =...=Xi= SA”
Yim=...=Xn= 2A2,
(3.1)
2231 = a0 = 2330 == ZB”
2331 =...= 2430 = SBQ-

Os valores iniciais para o algoritmo utilizado na obtengio dos estimadores de MV

foram calculados a partir de

5O = log [ St = diasNaw) Ly (32)
Y]I\.YJk

j=A, B, k=1, 2, onde S;i, Y, sdo respectivamente a matriz de covaridncia amostral e

o vetor de médias amostrais correspondentes & maquina j;. Nos casos de subdispersao
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amostral ( mdquinas A,, By e Bs, (ver Tabela 3.2)), a utilizacio de (3.2) para obtengdo do
valor inicial para X fica prejudicada. Nestes casos, conforme sugestiao de AITCHISON;
HO (1989), foram estabelecidos valores pequenos e positivos ( 0.01) como valores iniciais
para oj;;,, e valores nulos para gy, € 04,1 = s =1, 2. Com relagdo & maquina A,
utilizou-se o ajuste de Levenberg-Marquadt [AITCHISON; HO (1989)], pois a expressio
(3.2) gerou uma matriz negativa-definida.

Com os valores iniciais para X'j; definidos, obtiveram-se os valores iniciais

ﬂg?c) = log (?jk) — (1/2)vecdiag (25-2)) (33)

j=A, Bek=1,2. Na Tabela 3.2 estdo as médias amostrais e suas respectivas variancias
e covariancias observadas, utilizadas para obter os valores iniciais de 8 e X no processo

iterativo.

Tabela 3.2 - Nimeros médios de defeitos observados e correspondentes
variancias e covariancias observadas.

Maquina

Aq A, By B,

No médio de de- 0.4846 0.6100 0.1700 0.1600
feitos do tipo Dy

Variancia amostral  0.5928 0.6645 0.2031 0.1358

No médio de de- 1.9615 2.0700 1.6600 1.300
feitos do tipo Dq

Varidncia amostral  1.8977 2.6516 1.2770 1.2424

Covariancia amostral 0.2668 0.5730 0.0382 -—0.0181

Na Tabela 3.3 estio resumidos os valores iniciais utilizados no processo iterativo.
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Tabela 3.3 - Valores iniciais utilizados no processo iterativo para estimacio

de B, e X sob o Modelo (3.1).

Maquinas
Parametro Ay A, B, B,
(0) —0.9138 —0.6959 —2.1539 —1.8376
{0) 0.6687  0.5307  0.5018  0.2574
o 0.3788  0.4032  0.7638  0.0100
o9 0.0100  0.3937  0.0100  0.0100
{9 0.0000  0.3742  0.0000  0.0000

As estimativas dos pardmetros com seus respectivos erros padrdes estimados (obtidos

de 2.18) estdo indicadas na Tabela 3.4.

Tabela 3.4 - Estimativa dos parimetros 8 e X e os respectivos erros padrdes

sob o Modelo (3.1).

Maquinas
Parametros Ay A, By B,
B —0.9630 —-0.7260 —2.2137 -—1.8326
(0.1969) (0.1762) (0.5721) (0.2500)
B2 0.6474 0.6302 0.5055 0.2624
(0.0694) (0.0925) (0.0781) (0.0877)
o1 0.4744 0.4954 0.8892 0.0000
(0.3057) (0.2093) (1.1208) (< 107*)
012 0.1577 0.3214 0.0481 0.0000
(0.0894) (0.0907) (0.1315) (< 107%)
022 0.0524 0.2085 0.0026 0.0000
(0.0455) ( 0.0831) (0.0136) (< 107%)
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Pode-se observar que algumas estimativas de o1y, j=A, B , k=1, 2, sdo muito
proximas de zero ( com erros padroes menores que 107%). Especificamente, as estima-
tivas dos componentes da matriz X' para miquina B, sdo todas iguais a zero, o que vem
sugerir que as frequéncias de defeitos dos tipos D; e D, sdo varidveis independentes com
distribuicdo Poisson, sendo esta suposi¢do confirmada através do teste de aderéncia (ver
Tabela 3.1).

Considere agora a hipdtese

Y4 = X,

Hoi (34)
Y = Xp

2

que sugere que o modelo (3.1) pode ser reduzido a um outro modelo da forma (2.5), com
as matrizes de especificagdo idénticas ao modelo inicial, porém com
21 = ... =2230=2A,

(3.5)
Yy =...= Y40 =Xp.

O nivel descritivo referente ao teste da hipStese (3.4) através da estatistica de Wald da
forma (2.20) é p = 0.7417, sendo plausivel considerar esta hipétese. Diante desse resultado
e utilizando procedimento anilogo aqueles empregados na andlise do modelo inicial (3.1),

pode-se ainda testar a hipdtese

Ho: X4 = Xp. (3.6)

O nivel descritivo do teste da hipdtese (3.6) é p = 0.0547, indicando evidéncias contrarias
a simplificagdo adicional ao modelo (3.5).

As estimativas dos pardmetros do modelo reduzido (3.5) foram obtidas utilizando
procedimento andlogo ao empregado no ajuste do modelo inicial. Sob este modelo; as

hipéteses de igualdade das taxas médias de defeitos e de homogeneidade de associagio
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das frequéncias dos dois tipos de defeitos nas varias maquinas podem ser respectivamente

€Xpressas Como

1 . 1 .
Ho:84+ -é—vecdzag(Z‘A) =...=0g,+ Evecdzag(EB) (3.7)

0124 = O12B
Ho 0 (38)
1 [,BAI + %vecdiag(ZA)] =... 5l [,332 + %vecdiag(SB)] )
Os niveis descritivos dos testes das hipdteses (3.7) e (3.8) através da estatistica de Wald
(2.20) sdo menores que 0.0001, indicando evidéncias contrarias a validade das mesmas.
Como as maquinas sao de diferentes procedéncias, ha interesse em estudar a homoge-

neidade das taxas médias de defeitos para as mdquinas de um mesmo fabricante. Esta

hipétese pode ser expressa como

Ho: B =Bj, (3.9)
j= A, B. O nivel descritivo referente ao teste da hipdtese (3.9) através da estatistica de
Wald é p = 0.2287, indicando que as taxas médias de defeitos podem ser consideradas
iguais para as maquinas de um mesmo fabricante. A hipétese de homogeneidade de
associagao das frequéncias dos dois tipos de defeitos em maquinas de um mesmo fabricante

pode ser expressa como

Ho: 138, =138, (3.10)
J = A,B. No entanto, sob o Modelo (3.5), a hipétese de igualdade das médias nas
maquinas j; € j2, j = A, B, implica a homogeneidade de associagdo entre as frequéncias

dos dois tipos de defeitos nas mesmas mdquinas (ver Exemplo 2.2). Assim, o resultado



do teste da hipdtese (3.9) indica que a associagdo entre as frequéncias dos dois tipos de
defeitos sao homogéneas para as maquinas de cada um dos fabricantes.

Desta forma, o modelo proposto (3.5) pode ser reduzido a um modelo da forma (2.5)

com
Xi=... =X =X,,
Xoa = = X430 = X
onde
1 000 0 01O
X*“(o 10 0>eXB‘(0 00 1)
e mantendo
212...-:2230:2,1 .
(3.11)
Yupr=...= Y=g

As estimativas dos parametros com os respectivos erros padrdes estimados (obtidos de

2.18) sob o Modelo (3.11) estdo indicadas na Tabela 3.5.

Tabela 3.5 - Estimativas dos parametros com os respectivos erros padrées

estimados sob o Modelo (3.11).

Parametro
Fabricante A B2 o1 o 022
A —0.8454 0.6417  0.4572 0.2265  0.1122

(0.1314) (0.0560) (0.1912) (0.0715) (0.1260)

B ~1.8579  0.3919  0.1122  0.0053  0.0002
(0.3382) (0.0582) (0.5782) (0.0553) (0.0048)

Essencialmente esse modelo reduzido indica que as taxas médias de defeitos e a asso-
ciagdo entre as frequéncias de defeitos dos dois tipos sao homogéneas para as maquinas

de um mesmo fabricante.
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Além da comparagdo do nimero de defeitos entre maquinas e fabricantes, outro enfo-
que de interesse é testar se a associagdo entre as frequéncias dos dois tipos de defeitos é

nula. Esta hipotese, sob o modelo reduzido (3.11), corresponde a
Ho 0125 = 0

J = A, B. Como foi constatada a heterogeneidade da distribui¢do das respostas entre os
fabricantes nas analises anteriores, esta hipétese serd testada separadamente para cada
fabricante. Os niveis descritivos correspondentes sio p = 0.0008 e p = 0.4622, respectiva-
mente para os fabricantes A e B, sugerindo que as frequéncias dos dois tipos de defeitos
apresentam uma associacdo positiva nas maquinas do fabricante A, enquanto que nas
maquinas do fabricante B, ndo existe associagido entre as frequéncias dos dois tipos de
defeitos.

As estimativas das taxas médias de defeitos e dos coeficientes de correlagio entre as
frequéncias dos dois tipos de defeitos com os respectivos erros padrées sob o Modelo (3.11)
estdo na Tabela 3.6.

Tabela 3.6 - Estimativa das taxas médias de defeitos e dos coeficientes de
correlagdo entre as frequéncias dos dois tipos de defeitos com os respectivos
erros padrées sob o Modelo (3.11).

Maquinas do Fabricante

A B
No médio de de- 0.5397 0.1650
feitos do tipo Dy (0.0562) (0.0290)
No médio de de- 2.0093 1.4800

feitos do tipo D, (0.1172) (0.0938)

Coeficiente de correlacio  0.2076 0.0026
entre as frequéncias dos  (0.0422) (0.0284)
defeitos do tipo D, e D,
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3.3 Utilizagao de modelos de Regressao Poisson Bi-
variada

Nesta segdo, os dados do Exemplo 1.1 foram reanalisados considerando modelos de
Regressdo Poisson Bivariada. Inicialmente, é considerado um modelo da forma (2.14)

com matrizes de especificacao X4,, X4,, Xp, e Xp, idénticas as do Modelo (3.1) e

01 = ---=0130=0A11
0131 = ... =30 = 0,42,
(3.12)
0‘231 = ... = 0330 = HBI,
9331 = ... = 0430 = 632.

Os valores iniciais para o algoritmo utilizado na obtencio dos estimadores de MV

foram calculados a partir de

ﬂﬁ) = In (?jk) (3.13)

8D = \/Ci (3.14)

onde Y ;. e C;j sdo respectivamente, o vetor das médias amostrais e a covaridncia amostral
correspondente a maquina jg, § = A, B e k = 1,2. Quanto Cj; < 0 (ver Tabela 3.2),
estabeleceram-se valores pequenos e positivos ( 0.01) como valores iniciais para 8.

As estimativas dos parametros com seus erros padrdes estimados (obtidos de 2.18 )

estao indicadas na Tabela 3.7.
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Tabela 3.7- Estimativas dos parametros com os respectivos erros padrdes
estimados sob o Modelo (3.12).

Maquina
Parametro Ay A, By B,
51 —0.7244 -0.4943 —1.7720 —1.8326

(0.1260) (0.1280) (0.2425) (0.2500)

Ba 0.6737  0.7275  0.5068  0.2624
(0.0626) (0.0695) (0.0774) (0.0877)

9 0.4565  0.6618  0.2081  0.0000
(0.0856) (0.0721) (0.1437) (0.2404)

Além da estimativa de MV da covariancia, outras estimativas deste parametro foram
obtidas pelo Método dos Momentos (MM) (1.40), Double-Zero (DZ) (1.42) e Even-Point
(EP) (1.49) cujos resultados estdo apresentados na Tabela 3.8 com os respectivos erros
padroes estimados.

Tabela 3.8 - Estimativas da covaridncia e correspondentes erros padroes es-
timados.

Estimativas da covaridncia
segundo os métodos de

Maquina MV MM DZ EP

A; 002084  0.2668 0.1435 *oxk
(0.0782)  (0.0996)  (0.2631)

A, 0.4381  0.5730  0.7829%  0.8099*
(0.0955)  (0.1471)  (0.2380)  (0.2069)

B, 0.0433  0.0382  —0.3773%*  kxx
(0.0598)  (0.0567)  (0.2844)

B, 0.0000 —0.0181** —0.1494**  ***
(<104)  (0.0436)  (0.2000)
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Examinando a Tabela 3.8 constata-se que os erros padroes estimados das estimativas de
MY das covariancias sao menores que os erros padrdes estimados das estimativas obtidas
’, " A . \ ’ » ' ’
por outros métodos (exceto para a covariancia correspondente a maquina B, através
do método dos Momentos). Isto mostra que nesta aplicacdo, a estimativa de MV da
covaridncia parece ser mais eficiente. Além disto, observou-se que algumas estimativas da

covariancia sido inadequadas. Mais especificamente,

* ndo atende aos limites estabelecidos : 0 < Cov(Y1,Y2) < min [ E(Yh) , E(Y2) ]

conforme (1.18).

** por defini¢io, a Cov(Y),Y2) corresponde ao parimetro de uma distribuigdo de

Poisson univariada, nio podendo assumir valores negativos (ver Segio 1.2).

*** por defini¢do, o estimador EP s6 pode ser obtido se & proporgio observada

do evento A= (Y; e Y; sdo pares ou Y; e Y, sdo impares) for maior que 0.5 con-
forme (1.49). Os casos assinalados ndo satisfazem esta restri¢do, impossibilitando a

obtengao da estimativa da covariancia pelo método EP.

As hipéteses de igualdade das taxas meédias de defeitos e de homogeneidade de asso-

ciagdo nas quatro maquinas podem ser respectivamente expressas como:

Ho:B, =...=B5, (3.15)

Ho H 9,41 = 0,42 = 951 = 032. (316)

Os niveis descritivos dos testes das hipdteses (3.15) e (3.16) sdo respectivamente p <
0.0001 e p = 0.0033, indicando evidéncias contrarias as duas hipoteses testadas. Como as

maquinas sdo de fabricantes diferentes, ha interesse em testar as hipdteses de igualdade
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das taxas médias de defeitos e de homogeneidade de associagdo entre as frequéncias dos
dois tipos das respostas para as maquinas de cada um dos fabricantes. Estas hipSteses

podem ser respectivamente expressas como

,BAl = :3A2
H() ) (317)
:BBI = ﬁBz
e
041 = 042
Hy: (3.18)
0p1 = Op,.

Os niveis descritivos referentes aos testes das hipéteses (3.17) e (3.18) sio respectivamente
p =10.1959 e p = 0.1421, indicando homogeneidade na distribuigio das respostas para as
maquinas de cada um dos fabricantes. Desta forma, o modelo proposto pode ser reduzido

a um outro modelo da forma (2.14), com

Xy =...= X0 =Xy,
X‘231=---=X430=X37
onde
1000 0010
XA_(OI oo)eXB‘(oo 01)
e

01 —...=0230=0A,
(3.19)
0231 = ... = 0430 = 05.

Em sintese, este modelo reduzido evidencia que as taxas médias de defeitos e a asso-
ciagao entre as frequéncias de defeitos dos dois tipos sao homogéneas para as maquinas

de um mesmo fabricante.
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As estimativas dos parametros com os respectivos erros padrées obtidos sob o Modelo

(3.19) estdo apresentadas na Tabela 3.9.

Tabela 3.9 - Estimativas dos pardmetros e os erros padrées correspondentes

sob o Modelo (3.19).

Parametro
Fabricante 3 B2 0
A —-0.6178 0.6975  0.3528

(0.0898) (0.0465) (0.0550)

B ~1.8018 0.39204  0.1128
(0.1741) (0.0581) (0.1718)

O interesse em avaliar se a associagido entre as frequéncias dos dois tipos de defeitos é

nula equivale a hipdtese
Ho . 01 =0

J = A, B. Como as andlises anteriores indicaram heterogeneidade da distribuicio de res-
postas entre os fabricantes, esta hipétese foi testada para cada fabricante separadamente,
observando-se os niveis descritivos p < 0.0001 e p = 0.2557, respectivamente para os
fabricantes A e B. Estes resultados sugerem que as frequéncias dos dois tipos de defeitos
apresentam associagado positiva apenas nas maquinas do fabricante A.

As estimativas das taxas médias de defeitos e dos coeficientes de correlagao entre as
frequéncias dos dois tipos de defeitos com os respectivos erros padrdes sob o Modelo (3.19)

estdo na Tabela 3.10.
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Tabela 3.10 - Estimativa das taxas médias de defeitos e dos coeficientes de
correlagao entre as frequéncias dos dois tipos de defeitos com os respectivos
erros padrées sob o Modelo (3.19).

Maquinas do Fabricante

A B
No médio de de- 0.5391 0.1650
feitos do tipo D, (0.0484) (0.0287)
No médio de de- 2.0087 1.4800
feitos do tipo D, (0.0934) (0.0860)
Coeficiente de correlagao  0.2937 0.0257

entre as frequéncias dos  (0.0519) (0.0228)
defeitos do tipo D; e D,

3.4 Comparagao dos modelos de regressao

Sob certos aspectos, os resultados obtidos sob os modelos de Regressao Poisson Log-
Normal Bivariada e de Regressiao Poisson Bivariada sio coerentes. Os diferentes modelos
de regressao indicam homogeneidade das respostas para maquinas do mesmo fabricante
tanto no que diz respeito a associagio das frequéncias dos dois tipos de defeitos quanto
as taxas médias de defeitos. Além disso, constatou-se que existe associa¢ao positiva entre
as frequéncias dos dois tipos de defeitos apenas para as maquinas do fabricante A.

Embora as distribui¢Ges Poisson Bivariada e Poisson Log-Normal Bivariada sejam di-
ferentes classes de distribuigdes, elas podem ser vistas como distribui¢des Multinomiais
com muitas categorias de respostas correspondendo is diferentes combinagoes de conta-
gens bivariadas. Sob este aspecto, o ajuste dos diferentes modelos de regressao pode ser
comparado através do Critério de Informacio de Akaike (AIC) [KENDALL; STUART;
ORD (1983)] dado por

AIC= -2V + 2p
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onde V ¢é o logaritmo da fungdo de verossimilhanga e p é o nimero de parimetros do
modelo de regressdo. Os valores do Critério de Informagao de Akaike correspondentes aos

varios modelos de regressido considerados neste trabalho estio na Tabela 3.11.

Tabela 3.11 - Valores do Critério de Informagio de Akaike (AIC).
Modelos de Regressio p \% AIC

Poisson Log-Normal  (3.1) 20 —1003.19 2046.38
Bivariada

(3.5) 14 —1004.93 2037.87

(3.11) 10 —1007.78 2035.55

Poisson Bivariada  (3.12) 12 —1020.91 2065.83

(3.19) 06 —1005.33 2022.66

Pelo AIC observa-se que o modelo (3.5) tem ajuste semelhante ao modelo (3.11). Con-
siderando todos os modelos de regressio, o melhor corresponde ao de Regressio Poisson
Bivariada (3.19) apresentando menor AIC.

No exemplo pratico apresentado, ndo houve evidéncia forte de que o modelo Poisson
Log-Normal Bivariada fosse mais adequado que o modelo Poisson Bivariado, visto que
as frequéncias de defeitos do Exemplo 1.1 ndo apresentam coeficientes de correlacdes
amostrais positivos moderados ou sobredispersio amostral moderada ou forte. No entanto,
utilizando uma amostra de tamanho 50 gerada sob uma distribuigao Poisson Log-Normal
Bivariada com covariancia entre as variveis igual a —0.0952, cujos dados estio resumidos
na Tabela 3.12, pode-se observar que neste caso, o modelo Poisson Log-Normal Bivariado
é mais adequado que o modelo Poisson Bivariado conforme discussio a seguir. Na Tabela

3.13 estao as estimativas dos parametros sob as duas distribuiges mencionadas.
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Tabela 3.12 - Frequéncias das observagdes de uma amostra simulada.

"
Y, 0 1 2 3 4 5 ... Total
0 3 9 3 2 1 1 19
1 7 7 2 1 1 18
2 2 3 1 6
3 2 1 1 4
4 2 1 3
Total 16 20 7 3 3 1 gas 50

Tabela 3.13 - Estimativas dos pardmetros e os correspondentes erros padrdes uti-
lizando os dados da Tabela 3.12.

Estimativas sob uma distribuigio

Parametro Valor Poisson Log-Normal Poisson Bivariada
Observado Bivariada

E(Y1)=1.0000 1.2000 1.2003 1.2000
(0.1776) (0.1549)

E(Y;)=1.0000 1.0800 1.0815 1.0800
(0.2353) (0.1470)

Var(Y1)=1.2214 1.5510 1.5746 1.2000
(0.4621) (0.1549)

Cov(Y1,Y2)=-0.0952 —0.3243 -0.2799 0.0000
(0.5341) (< 107%)

Var(Yy)=1.2214 1.3812 1.4217 1.0800
(0.3043) (0.1470)

A amostra simulada apresenta sobredispersoes amostrais de 29% e 28% para as con-
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tagens e um coeficiente de correlagao amostral de —0.22. Sob as distribui¢des Poisson
Log-Normal Bivariada e Poisson Bivariada, os logaritmos da fung¢io de verossimilhanga
sdo respectivamente —141.62 e —144.31, e os valores do Critério de Informagio de Akaike
sao respectivamente 293.25 e 294.63. Conforme a Tabela 3.13, as estimativas das médias
sao bastante semelhantes com erro padriao menor sob a distribuigdo Poisson Bivariada. As
estimativas das varidncias sob uma distribui¢do Poisson Log-Normal Bivariada apresen-
tam discrepancias inferiores a 1.9% em relagao aos valores observados embora apresentem
erros padroes maiores e as obtidas sob a outra distribuigdo apresentam erros padroes me-
nores, porém estao subestimadas com discrepancias superiores a 5% em relagao aos valores
observados. A estimativa da covaridncia sob uma distribui¢do Poisson Log-Normal Biva-
riada apresentou uma discrepancia de 13% em relagio ao valor observado e sob a outra
distribuicdo, o método iterativo forneceu estimativa nula para este pardmetro com 100%
de discrepancia. As observagbes acima levam a concluir que o modelo de distribui¢ao

Poisson Log-Normal Bivariada é mais adequado neste exemplo.



Capitulo 4

Distribuicao empirica das

estimativas dos parametros da
Poisson Log-Normal Bivariada
através de amostras simuladas

4.1 Introducgao

Amostras de distribui¢des Poisson Log-Normal Bivariadas foram simuladas para estudar
o comportamento das distribui¢ées empiricas das estimativas dos parametros correspon-

dentes. Neste capitulo estio descritos esses resultados.

4.2 Geragao das amostras

Inicialmente foram geradas 1000 amostras de tamanho 50 e 1000 amostras de tamanho

100 segundo uma distribui¢do Poisson Log-Normal Bivariada com parametros

0.2 0.1
— (— _ ' .
p=(=0.1,-0.1) e X (0_1 0_2>.

Com estes parametros, o valor esperado e a matriz de covaridncia de uma observacio Y

sao respectivamente

1 1.2214 0.1052
E(Y)= ( 1 ) e Var(Y) = (0.1052 1.2214 )
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Outras 1000 amostras de tamanhos 50 e 1000 amostras de tamanhos 100 foram geradas

segundo uma distribuigdo Poisson Log-Normal Bivariada com pardmetro g igual aquele
02 -0.1
—-0.1 0.2

covariancia de uma observagao Y gerada com estes parametros sdo, respectivamente

E(Y)= ( 1 ) e Var(Y) = ( 1.2214  —0.0952 )

utilizado na simulagdo anterior e ¥ = ( > O valor esperado e a matriz de

—0.0952 1.2214

Esse modelo de probabilidade admite covariancia negativa entre os dois componen-
tes de Y;. O interesse em gerar amostras a partir de uma distribuicio em que essa
covariancia € negativa esta centrado no fato de outras distribuigdes usualmente conside-
radas para modelar dados do tipo daqueles enfocados neste trabalho admitirem apenas
covaridncias positivas entre as componentes da varidvel resposta. Esse é o caso da dis-
tribuicao Poisson Multivariada e das distribui¢ées Poisson Compostas Bivariadas citadas
em KOCHERLAKOTA (1988).

Para gerar um vetor Y;=(Y;, Y2;)’ com distribui¢do Poisson Log Normal Bivariada de

parametros g e X foi utilizado o seguinte esquemas:

1) Gerar Zy; e Z,; variaveis aleatérias independentes segundo uma distribui¢io Normal

(0, 1).

2) Obter Z*;=(Z3;,23;)'= u + AZ; com Z;=(Z;,Z:)', A = Ty/diag(v) onde v é um
vetor composto pelos autovalores da matriz X e T é uma matriz cujas colunas sao
os autovetores de X; neste caso Z*; obedece a uma distribui¢io Normal Bivariada

de parametros g e X.
3) Obter A; = exp(Z7y;) e Ao = exp(Z3;).

4) Gerar (Y3;, Ya;)' varidveis aleatérias independentes segundo uma distribuigao Poisson

de pardmetros respectivamente iguais a Ay; e Ay.
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As fun¢Ges RANPOI e NORMAL do pacote estatistico SAS foram utilizadas para gerar
amostras aleatdrias sob as distribui¢ées Poisson e Normal, respectivamente (ver Apéndice

C).
4.3 Pontos iniciais utilizados no processo iterativo

Para cada amostra simulada, calculou-se a matriz X® conforme (3.2). Nos casos em que
a expressdo (3.2) gerou uma matriz negativa-definida foi utilizado o ajuste de Levenberg-
Marquadt [AITCHISON; HO (1989)]. Em caso de subdispersao, foi utilizada a sugestao
de AITCHISON; HO (1989), em que se consideram valores pequenos e positivos (por
exemplo: 0.01) para oy;, e valores nulos para o;; e 04, 1 = s = 1,2. As matrizes XYy;,
cujos elementos sio derivados dos elementos da matriz X, foram utilizadas como valores
iniciais no processo iterativo. Para que as matrizes 2';; fossem positivas definidas, alguns
cuidados foram tomados, tais como, manter o produto dos elementos da diagonal igual ao
produto dos mesmos elementos da matriz X(% e os elementos fora da diagonal (012,; =
o21,;) limitados a Vo908 de modo que as matrizes tivessem determinantes positivas.
Essas matrizes compéem uma malha regular limitada em torno de X(®; seus elementos

sao iguais a

(0)

O11,, = QK011
0
0’12;;]‘ S 0-21;;1' = 0{2)/2 + bJ
-1 _(0
T22; = Gy ol (4.1)

onde aj e bj sdo constantes, com ax € A = {2/4,3/4,1,5/4,6/4,4/6,4/5,4/3,2}, k=1,
...,9,b; € B= {0, 4590dd, 20=94d, (1—€)dd } com ¢ > 0 e dd = /o Doly) — (D, 5 =1,
..., 4. Para simplificagdo de notagéo, as matrizes X; foram enumeradas, utilizando um

tnico indice da seguinte forma: ¥y, = X7, X3 = X35, ;3= X3, Ty = Xy ¥an=23%,
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X=X ..., Yy=%,..., =X ,comm = j+4(k —1). Tendo a matriz
inicial X%, obteve-se o valor inicial p}, aplicando (3.3) adequadamente.

As matrizes X, cujos elementos sdo constantes, foram utilizadas como valores ini-
ciais no processo iterativo em amostras onde ndo houve convergéncia com os valores

iniciais calculados conforme (4.1). Como as amostras foram geradas com parametros

0.2 0.1 0.2 -0.1 e
Y= ( 0.1 0.2 ) ou X = ( _01 02 ), valores arbitrarios em tornos destes valores

foram escolhidos para compor as matrizes constantes X,, de modo a formar uma malha

limitada em torno dos parimetros X mencionados; seus elementos sao iguais a

Tilpg = 225 = Cp

T12,q = 0215 = deq (4-2)

onde ¢, e d, sio constantes, ¢, € C ={0.01, 0.05, 0.1, 0.2,0.3,0.4,0.5, 0.6}, p=1,..., 8,
ed, €D ={-1/2,-1/4,0,1/4,1/2},q¢=1, ..., 5. Novamente, para efeito de simplificagio
de notagdo, as matrizes X, foram enumeradas, utilizando um unico indice da seguinte
forma Xy =X, X =3, Y =%, 2=, =% =, ¥y =2, ...,
To=% = ..., T = X{, comr = q+5(p—1). O valor inicial g/ também foi
obtido, aplicando (3.3) adequadamente.

A obtencio das estimativas dos parametros nas amostras geradas obedeceu ao seguinte

esquema. Para uma dada amostra i:

Passo 1: Calcular os valores iniciais X7, e pf, conforme (4.1) e (3.3), respectiva-

mente, m =1, ..., 36.

Passo 2: Calcular os valores iniciais X7, e u!, conforme (4.2) e (3.3), respectiva-

mente, r =1, ..., 40.

Passo 3: Inicializar o processo com m = 1.
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Passo 4: Aplicar o procedimento iterativo de Newton-Raphson (2.15) para obter
as estimativas de MV dos parametros com valores iniciais X7 e u} . Se houver
convergéncia segundo o critério de parada estabelecido (ver Secdo 2.4) parar; caso

contrario fazer m = m + 1.
Passo 5: Se m > 36 ir para o Passo 6; caso contrario voltar para o Passo 4.
Passo 6: Inicializar o processo com r = 1.

Passo 7: Aplicar o procedimento iterativo de Newton-Raphson (2.15) para obter
as estimativas de MV dos parametros com os valores iniciais X'}, e p?.. Se houver
convergéncia segundo o critério de parada (ver Se¢do 2.4), parar, caso contrario fazer

r=r+1.

Passo 8: Se r > 40, parar; caso contrario voltar para o Passo 7.

O critério de parada utilizado na simulagéo foi o critério absoluto (ver Se¢ao 2.4)‘. 0
processo iterativo foi interrompido quando a maior diferenga absoluta entre as estima-
tivas dos componentes dos parimetros em sucessivas iteragdes era menor que 107%. A
estabilidade das estimativas dos pardmetros foi verificada através de uma subamostra de
tamanho 20. Utilizaram-se diferentes pontos iniciais, todos préximos da estimativa forne-
cida pelo procedimento de Newton-Raphson e observaram-se convergéncias para o mesmo
resultado.

Aplicado este esquema, observou-se que em apenas cerca de 80% das amostras simula-
das houve convergéncia do processo iterativo. Essa informacao esta detalhada na Tabela

4.1.
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Tabela 4.1 - Porcentagem de amostras onde houve convergéncia.

Covaridncia Tamanho da amostra

50 100
positiva  81.5 84.4
negativa  85.2 86.6

As possivels causas de ndo convergéncia em algumas amostras simuladas podem estar
relacionadas com os tamanhos das amostras utilizados nas simulagées, com a aproximagao
utilizada para calcular as probabilidades ou com o método iterativo para obter as estimati-
vas dos pardmetros. Esse problema é frequente na obtengio de estimativas de pardmetros

multivariados através de métodos iterativos, como menciona THISTED (1988).
4.4 Distribuicao empirica

Nas Tabelas 4.2 e 4.3 estdo apresentadas algumas estatisticas descritivas como médias
e desvios padrées amostrais das distribui¢ées empiricas das estimativas dos pardmetros

obtidas através de amostras simuladas.



Tabela 4.2 - Médias e desvios padroes amostrais das estimativas dos
parametros através de amostras simuladas - caso de covariancia positiva (ver
Se¢io 4.2).

Tamanho de amostra

Parametro 50 100

#1=—0.1000 —0.1196  —0.0967
(0.1907)  (0.1353)

py=—0.1000  —0.1105 —0.1046
(0.1922)  (0.1347)

11 =0.2000 0.2009  0.1971
(0.2072)  (0.1671)

12=0.1000 0.0652  0.0689
(0.1487)  (0.1105)

23=0.2000 0.2072  0.1816
(0.2100)  (0.1494)

E(Y;)=1.000 0.9946  1.0082
(0.1641)  (0.1133)

E(Y3)=1.0000 1.0064  0.9928
(0.1630)  (0.1132)

Var(Y;)=1.2214 1.2613 1.2576
(0.4822)  (0.3480)

Cov(Y;,Yy)=0.1052 0.0836  0.0799
(0.1801)  (0.1269)

Var(Y;)=1.2214 1.2818 1.2100
(0.4473)  (0.3092)
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Tabela 4.3 - Médias e desvios padrdes amostrais das estimativas dos

parametros através de amostras simuladas - caso de covaridncia negativa (ver
Secdo 4.2).

Tamanho de amostra

Parametro 50 100

p1=—0.1000 ~0.1173  —0.1031
(0.1892)  (0.1317)

p2=—0.1000 —0.1102  —0.1040
(0.1872)  (0.1315)

o11=0.2000 0.2232  0.2003
(0.2344)  (0.1660)

o12=—0.1000 ~0.0723  —0.0839
(0.1366)  (0.1093)

732=0.2000 0.1968  0.2000
(0.2099)  (0.1466)

E(Y;)=1.0000 1.0069  1.0031
(0.1588)  (0.1093)

E(Y;)=1.0000 1.0004  1.0023
(0.1549)  (0.1113)

Var(¥;)=1.2214 13210  1.2540
(0.5544)  (0.3426)

Cov(Y;, Y2)=—0.0952 —0.0630 —0.0753
(0.1293)  (0.1040)

Var(Yy)=1.2214 12615  1.2444
(0.4960)  (0.2878)

Examinado as Tabelas 4.2 e 4.3, observou-se que os desvios padrdes das estimativas
com amostras de tamanho 100 sio menores que os desvios padrdes das estimativas com
amostras de tamanho 50. As médias amostrais das estimativas de g com amostras de

tamanho 100 sdo mais préximas do valor esperado, com discrepincias entre 3% e 5%
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em relagao a este valor enquanto que as obtidas com amostras menores apresentaram
discrepancias entre 10% e 20%.

O mesmo comportamento foi observado com relagio as médias amostrais das esti-
mativas das varidncias, com discrepancias entre 1% e 3% em amostras de tamanho 100
e entre 3% a 8% em amostras menores. No entanto, pode-se notar que sao casos de
superestimacao deste parametro, independentemente do tamanho da amostra.

As médias amostrais das estimativas das médias estao préximas do valor esperado com
discrepancias inferiores a 0.8% em relagio a este valor, independentemen.te do tamanho
da amostra. No entanto, as médias amostrais das estimativas de oy, e das covaridncias
nao estao proximas dos valores esperados, apresentando discrepancias entre 15% e 35%
em relagao aos respectivos valores esperados, observando-se subestimacao para o caso da
covaridncia positiva e superestimagdo para o caso da covaridncia negativa.

Testes de aderéncia da hipdétese de normalidade foram efetuados com as distribuicdes
empiricas das estimativas dos parametros, utilizando o método de Shapiro-Wilks (ROYS-
TON, 1988) através do procedimento UNIVARIATE do pacote estatistico SAS, cujos

resultados estio resumidos na Tabela 4.4.
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Tabela 4.4 - Niveis descritivos referente ao teste de aderéncia da hipdtese de
normalidade das distribui¢ées empiricas das estimativas dos parametros.

Covariancia positiva  Covaridncia negativa

Parametro Tamanho de amostra Tamanho da amostra

50 100 50 100
M1 0.0262 0.0004 0.0006 0.0001
K2 0.0001 0.0001 0.0001 0.0350
o1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
o12 0.0001 0.9998 0.0001 0.9874
022 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

E(Y1) 0.2005 0.0060 0.1647 0.6684
E(Y3) 0.0731 0.7221 0.2210 0.4941
Var(Y:)  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Cov(Y1,Y2) 0.0000 0.0000 0.0164 0.5618

Var(Yy)  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000

Assintoticamente, a distribuigio das estimativas de MV dos pardmetros tem distri-
buigio Normal cujo pardmetro da varidncia est4 relacionada com a expressio (2.18).
Analisando a Tabela 4.4, observa-se que apenas algumas distribui¢ées empiricas das
estimativas dos parimetros obedecem a distribui¢bes normais. Entre essas, a maioria
estd relacionada com a estimagio da média. As possiveis causas para o fato de as dis-
tribuigdes empiricas nio seguirem distribui¢des normais podem estar relacionadas com
os tamanhos de amostras utilizados nas simulagdes, com a aproximagio empregada para
calcular as probabilidades e com o método iterativo utilizado para obter as estimativas

dos parametros.



Capitulo 5

Conclusoes e sugestoes

Este trabalho apresentou uma analise estatistica de contagens multivariadas proveni-
entes de varias populagdes através de modelos de regressao supondo que as contagens
obedecam a algumas distribuigdes de probabilidade como Poisson Multivariada e Poisson
Log-Normal Multivariada. O interesse nesta tltima distribui¢ao esta relacionado com o
fato de admitir correlacées de ambos os sinais entre as contagens; este ndo é o caso da dis-
tribuicio Poisson Multivariada e nem das distribui¢des Poisson Compostas Multivariadas
citadas em KOCHERLAKOTA (1988) que admitem apenas correlagoes positivas.

No Capitulo 3, foram apresentadas algumas aplicagdes de Regressdo Poisson Log-
Normal Bivariada e de Regressio Poisson Bivariada utilizando os dados de contagens de
dois tipos de defeitos em 100g de fibras téxteis produzidas por 4 maquinas craqueadeiras,
sendo duas de um fabricante e as outras de um segundo fabricante. Os diferentes mode-
los de regressio apontam resultados coerentes como heterogeneidade da distribuicdo de
respostas entre as maquinas e entre os fabricantes e homogeneidade da distribuicio de res-
postas em maquinas de um mesmo fabricante. Estes resultados podem fornecer subsidios
para planejar uma amostra mais adequada, por exemplo, estratificando a populagao das
méquinas, em dois estratos: maquinas do fabricante A e mdquinas do fabricante B. A
constatacio de uma associagio positiva entre as frequéncias dos dois tipos de defeitos

em maquinas do fabricante A poderia gerar uma economia de recursos, uma vez que o
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conhecimento do comportamento de um dos tipos de defeitos, poderia ser utilizado para
prever o comportamento do outro, nao sendo necessario coletar os dados dos dois tipos
de defeitos. Os resultados dos diferentes modelos de regressdo foram comparados através
do Critério de Informacao de Akaike que sugere como melhor modelo entre os propostos,
um dos modelos de Regressiao Poisson Bivariada. Este resultado estd de acordo com as
recomendagées citadas no Capitulo 3, visto que ha casos de subdispersdes em 3 mdquinas
e taxas de sobredispersdo inferiores a 30% nas contagens.

Ainda no Capitulo 3, um outro exemplo utilizando os dados de uma amostra simulada
de tamanho 50 sob uma distribui¢io Poisson Log-Normal Bivariada com correlagio nega-
tiva entre as contagens foi considerado. Os dados apresentam um coeficiente de correlagao
amostral de —0.22 e uma sobredispersio amostral em torno de 30% em cada contagem;
o Critério de Informagdo de Akaike sugere que um modelo Poisson Log-Normal Biva-
riado parece ser mais adequado neste caso. Este resultado também é coerente com as
recomendagées citadas no Capitulo 3.

No Capitulo 4, amostras foram simuladas segundo distribui¢ées Poisson Log-Normal
Bivariadas para estudar o comportamento da distribui¢do empirica das estimativas dos
parametros correspondentes. Foram utilizados dois conjuntos de valores iniciais, o pri-
meiro calculado a partir de momentos amostrais e o segundo com valores fixos. Em estudos
preliminares, a sugestdo de AITCHISON; HO (1988) de atribuir um valor inicial nulo para
o;; em caso de subdispersio mostrou-se eficiente apenas nos casos de coeficientes de cor-
relagdo entre as contagens préximos de zero ( menores que 0.01). Em outras situagdes,
houve necessidade de adotar valores iniciais ndo nulos para o;; com a finalidade de obter as
estimativas dos parametros pelo método de Newton-Raphson. Estas consideragoes foram
utilizadas na construgio dos valores iniciais. No final de todo processo, as estimativas dos
parametros foram obtidas em torno de 80% das amostras simuladas. Apesar de esta. ser

uma simulagdo restrita, constatou-se que valores iniciais derivados de momentos amostrais
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nem sempre sao eficientes para obter as estimativas dos pardmetros no processo iterativo
de Newton-Raphson. Observou-se também que as distribui¢des empiricas das estimativas
das médias de uma distribuicio Poisson Log-Normal Bivariada obedecem a uma distri-
bui¢dio Normal. As possiveis causas da nao normalidade nas distribui¢oes empiricas das
estimativas dos outros pardmetros podem estar relacionadas com os tamanhos das amos-
tras utilizados na simulagdo, com a aproximagio utilizada, para calcular as probabilidades
e com o método iterativo empregado para obter as estimativas dos parametros.

Uma sugestdo para futuras pesquisas é aplicar estes modelos de regressao em conta-
gens multivariadas de dimensdes maiores que dois, com ou sem observagoes concomjtaﬁtes
de covaridveis. Nestes casos, o leque de hipdteses de interesse tende a aumentar muito.
Outra possibilidade é utilizar outros métodos iterativos na obten¢do dos estimadores de
MYV. Entre eles, hd métodos semelhantes ao Newton-Raphson (THISTED, 1988) como
o método Newton discretizado, o método da Secante Generalizada ou o método Quasi-
Newton. Entre os algoritmos utilizados nos métodos Quasi-Newton, dois sio bastante
conhecidos: o algoritmo de Davidon-Fletcher-Powell e o de Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (THISTED, 1988). Além disso, outras aproximagoes para o cdlculo das proba-
bilidades de uma distribuicdo Poisson Log-Normal Multivariada podem ser empregadas.
Entre as aproximagges, existem as propostas por NAYLOR; SMITH (1982), CROUCH;
SPIELGMAN (1990) e LIU; PIERCE (1994).

Pode-se também planejar uma simulagio mais abrangente com vérios valores de , ma-
trizes X' e outros tamanhos de amostras para estudar melhor o comportamento assintético

das estimativas dos pardmetros da distribuicio Poisson Log-Normal Multivariada.
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Apéendice A

Programa para calcular as
estimativas de MV dos parametros
de uma distribuicao Poisson
Log-Normal Bivariada

Este programa foi escrito através da linguagem IML do pacote estatistico SAS. Ele é uti-
lizado para calcular as estimativas de MV dos parametros de uma distribui¢do Poisson
Log-Normal Bivariada através do método de Newton-Raphson. Esta listagem corresponde
a obtencido da estimativa dos parimetros do modelo Regressdo de Poisson Log-Normal
Bivariada (3.1). As estimativas para outros modelos de regressdo assim como as estima-
tivas dos parametros das amostras simuladas podem ser obtidas, com algumas alteracGes

apropriadas.

proc iml worksize=250; reset nolog linesize=132 pagesize=60;

*entrada de dados;
*dimensao de Z deve k x 3;
* onde 1. coluna = Y1;

* 2, coluna = Y2;

* 3. coluna = frequencia;

* dados da maquina A1l;
e EE s ssS s STS S SN ST S SESEsSs=SsssSn

Za={ 0013, 0126, 0222, 0316, 043,05 2,



103,119, 1212, 1 , 1
212,221,251, 3 , 3 3 2, , 42113}

Zb={ 0 0 15, 01 14, 0 2 11, 0 3 1
102,1112,126, 137,145,
1,222,231, 252,341

1

Zc={ 00 11, 01 35, 0 2
101,115,123, 13

1, 0313, 045, 06561,
, 141, 211, 2321%;

= N

* e s
Zd={ 0 0 20,0135, 0217, 037,044,051,
104, 117,123,132 13%;

*valores iniciais;

*dimensao de np e pO deve ser de beta+3;

*DIMENSAQ DE X DEVE SER 2 x BETA;

* np = igual ao vetor dos parametros na iteracao i+i;
* p0 = igual ao vetor dos parametros na iteracao i;
*X = matriz de planejamento;

* de dimensao 2 x beta;

*varcov = matriz de covariancia amostral;

*sigma = matriz parametro sigma ;

*yb = vetor das medias amostrais;

*k= dimensao da matriz sigma;

*vp = valor pequeno para iniciar sigma;

*r=tamanho do vetor do parametro(beta + T);
*b=tamanho do vetor beta;

* 8= numero de colunas de sigma ;

*¥ n= tamanho da amostra;

* t = numero de pares distintos dos valores de Y;
*ni= maior valor observado de Yi;

*n2= maior valor observado de Y2;

*fdp =matriz da probabilidade conjunta;

*pdbeta= primeira derivada em relacao a beta;

*pdt= primeira derivada em relacao a T;
*sdbeta=segunda derivda em relacao a beta para qq matriz X;
*m=segunda derivada em relacao a beta quando X igual a identidade;
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*sdp = segunda derivada parcial de beta e t;
*sdt= segunda derivada de t;

b=8; *==========> alterar convenientements;

n2=zero;

np = repeat(zero,1,r);
pO0= repeat (zero,1,r);
cc=repeat(zero,1,r) ;

¥====ss===s=====> alterar convenientemente;
0,01000000};

0,00010000 };
0,00000100 };
0, 0000000 1 };
varcova= {
varcovb= {
varcovcs {
varcovd=s {

sigmal = {
sigma2 = {
sigma3 = {
sigma4 = {
yba = { 0,0};

ybb = { 0,0};

ybe = { 0,0};

ybd = { 0,0};

pdbeta= repeat (zero,1,b);
pdzi=repeat(zero,1,b);
pdzz1=repeat(zero,1,b);
pdz2=repeat(zero,1,b);
pdzz2=repeat(zero,1,b);
pdz=repeat(zero,1,b);
sdbeta=repeat(zero,b,b);
sdbetazl=repeat(zero,b,b);
sdbetzzl=repeat(zero,b,b);
sdbetaz2=repeat(zero,b,b);



sdbetzz2=repeat(zero,b,b);
sdbetaz=repeat(zero,b,b);

m=raepeat(zero,b,b);
mzl=repeat(zero,b,b);
mzzl=repeat(zero,b,b);
mz2=repeat(zero,b,b);
mzz2=repeat(zero,b,b);
mz=repeat(zero,b,b) ;
pdt={0 0 0};

PDTZ1={0 0 0 };
PDTZZ1={0 0 0O};
PDTZ2={0 0 0};
PDTZZ2={0 0 0};
PDTZ={0 0 0};
s=ncol(sigmal);
vp={0.01};

* calculo dos valores

*macro para calculo das matrizes de

*e medias amostrais ;

start inicial ( z,

iniciais dos parametros;

n =sum(z[,3]);
y=(z(,1]111z[,2])¢;
t=ncol(y);

do k=1 to t;

yb =

end;

yb + y[,k]#z[k,3];

yb=yb/n;
do k= 1 to t;
varcov = varcov+( (y[,k]-yb)*(y[,k]-yb) ‘#z[k,3]1)/(n-1);

end;

finish;

inicial (za,varcova,yba);
inicial (zb,varcovb,ybb);
inicial (zc,varcovc,ybc);
inicial (zd,varcovd,ybd);

* impressao dos resultados;
* media , variancias e covariancias amostrais;

varcov,yb);

90



91

print yba; print varcova;
print ybb; print varcovb;
print ybc; print varcovc;
print ybd; print varcovd;

* a matriz inicial de sigma deve ser p.d. ;

* verificar o problema da subdispersao §

* Se houve subdispersao, iniciar com ;

* valores pequenos positivos para sigma(ii) e :

* zero para sigma(ij). -

* verificar se a matriz e positiva definia, 3

* senao usar o ajuste de Marquardt ;
et T :
k==sS=s=============c e e s P ;

* VARCOVA E YBA resumem as informacoes das 4 maquinas 3
e S=SSSss=sSS=sSSsSsSS=sSSSSsSsssooSsosSsSSS=Ss==SS=========s==== =

start sigma(varcov,yb,sigma)global(vp);
s=ncol(varcov);

D=varcov-diag(YB);

print d;

* verificar se ha subdispersao H

do i=1 to s-1;
do j=i+1 to s;
if vecdiag(d)[i] < 0 then do ;
sigmali,jl= 0.0 ;
sigmali,i]l= vp;
sigmalj,il=sigma[i,j];
end;
else do;
sigmali,i] = log( D[i,i]/(yb[il##2) + 1);
sigmali,j] = log( D[i,j]1/(ybl[il#yb[jl) + 1);
sigmalj,i]= sigmali,j];
end;
end;
end;
do i=s to s;
if vecdiag(d)[s] < O then do;
sigmal,s] =0.0;
sigmals,] = 0.0;
sigma[s,s] = vp;
end;



else do;
sigmals,s] = log( Dfs,s]/(yb[s]##2) + 1);
end;
end;
print sigma;
bt horter S g ;
* AJUSTE DE MARQUARDT ;
SN S wm Wess_ -

if det(sigma) < O then do;
a=abs(min(eigval (sigma)));
SIGMA=sigma+ 1.1#DIAG(alla);
end;

PRINT SIGMA;

finish;

run sigma(varcova,yba,sigmal);

run sigma(varcovb,ybb,sigma2);

run sigma(varcovc,ybc,sigma3);

*¥=s========> alterar convenientemente quando envolver;
* parametro sigma comum para varias populacoes;

*

sigmal=(sigmal+sigma2+sigma3+sigma4)/4;

print sigmal;

T1=ROOT(SIGMA1)¢;
print ti;

betaa= (log(yba)- 0.5#vecdiag(sigmal));
betab= (log(ybb)- 0.5#vecdiag(sigmal));
betac= (log(ybc)- 0.5#vecdiag(sigmal));
betad= (log(ybd)- O0.5#vecdiag(sigmal));
*¥s====ss=====>3]terar convenientements;
betal=betaa//betab//betac//betad;

PRINT BETA1;

i e e it b b T e e T S 3
*calculo da funcao densidade H
* atraves de aproximacoes, usando H
* polinomios de hermite ;
* de grau 5 A
%k

valores das raizes e constantes dos polimonios ;
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vi = { [5] 0.0 [5] -0.958572464613819 [5] 0.958572464613819
[5] -2.020182870456086 [5] 2.020182870456086};
{0.0, -0.958572464613819, 0.958572464613819,
-2.020182870456086, 2.0201828704560867;
v2= repeat(j1,5,1)°¢;
v=vl // v2;
alfal= { [5] 0.9453087204829 [10] 0.3936193231522
[10] 0.01995324205905};
j2= { 0.9453087204829, 0.3936193231522, 0.3936193231522,
0.01995324205905,0.01995324205905 };
alfa2= repeat(j2, 5,1)°¢;
alfafail2=alfail#alfa2;

j1

start fdp(x,beta,t,z,fdp)global(alfafal2,v,1l,n1,n2,zero);
ni=max(z[,1]);
n2=max(z[,2]);
fdp=repeat(zero, ni+5 ,n2+5);
xbeta=repeat(x*beta,1,25);
cte=xbetat+txvi#sqrt(2);
expcte=exp(cte);
do i =0 to ni+4;if i = 0 then fati=1;
else fati=fatix*i;
do j = 0 to n2+4; if j = 0 then fatj=1;
else fatj=fatj*j;
fatij= fati*fatj;
y=illj;
h=(alfafa12#(exp(y*cte -
1l*expcte))/(arcos(-1)))/fatij;

p=sum(h) ;
fdpli+t,j+1]=p;
end; end;
finish;

* macro para calcular a primeira derivada em relacao a beta;
* @ a t; e a derivada de segunda ordem em relacao a;
* beta R

start pdbeta(yl,y2,x,t,pdbeta,pdt,sdbeta,m,fdp);
y=y1//y2;
p=fdplyi+1,y2+1];
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A=fdply1+2,y2+1]1//fdply1+1,y2+2];

B=((y1+1)#(y1+2) #£dp[y1+3,y2+1]1 [ | (y1+1) #(y2+1) #£dp [y1+2,y2+2
1)/7 ((yi+1)#(y2+1)#£dp [y1+2,y2+2] | | (y2+1) #
(y2+2)#fdp[y1+1,y2+3]);

pdbeta=(x‘*x(Y#p - (y+1)#A))‘;

sdbeta=X‘*( Y*xY'#FDP{Y1+1,Y2+1] - Y*(Y‘+1)#A‘- A#(Y+1)*Y*¢ -

DIAG((Y+1)#A) +B)*X;

m=( Y*Y‘#FDP[Y1+1,Y2+1] - Y*(Y +1)#A - A#(Y+1)*Y‘ -
DIAG((Y+1)#A) +B);

PDT=(T([,1]1“*M[,11//

TC,11*M[2,]1¢//

TC,2]1“*M[,2])¢;
finish;
K o o e e e e e e e e e
R PROCESSO ITERATIVO -==========—cemem e 5

do iter=1 to 50;

passo= 1;

eps=0.00000000000001 ;

print iter passo eps;

*zera as matrizes para cada passo;

*1nv=soma acum do 1ln da fc de verossimilhanca;
*Inpd=primeira derivada do log verossimilhanca;
*Insd=segunda derivada do log verossimilhanca;

lnv=zero;

Inpd=repeat(zero,i,r);
lnsd=repeat(zero,r,r);
PO=BETAL1‘|It1[1,1]11t1[2,1](1t1[2,2];
sl=t1*tl‘;

P1=BETA1‘||s1[1,1]| Is1[2,1]1|Is1[2,2];

* monta o procedimento de newton-raphson;
* para cada uma das maquinas;
* entrar com os parametros adequados para rodar;

AR a S R e R R R s

* amostra da maquina a;

* Zza,Xa;

* alterar os dados de entrada nas linhas de comando assinaladas convenientemente;
R R R AR T e n s T e e e e e

*==========;
run fdp(xa,betal,tl,za,fdp); *===> trocar xa e za;



nt=nrow(za); *=====> trocar 2za;
do k=1 to nt;
y=(zal[,1]l1za[,2])¢; *=s====> trocar =za;
yi=y(1,k];
y2=y[2,k];
p=fdp[y1+1,y2+1];
lnv=1lnv+zalk,3]#log(p); #====s========> trocar za;
run pdbeta(yl,y2,xa,t1,pdbeta,pdt,sdbeta,m,fdp); *==> trocar xa;
lnpd=1npd+ zal(k,3]#(pdbetal|pdt)/p; *===> trocar za;
run pdbeta(y1+1,y2,xa,t1,pdzi,pdtzi,sdbetazi,mzi,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(y1+2,y2,xa,t1,pdzzi,pdtzzi,sdbetzzi,mzzl,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(yl,y2+1,xa,ti,pdzZ,pdtz2,sdbetz2,mz2,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(yl,y2+2,xa,t1,pdzz2,pdtzz2,sdbet222,mzz2,fdp);*=>trocar Xa;
run pdbeta(y1+1,y2+1,xa,t1,pdz,pdtz,sdbetaz,mz,fdp);*=>trocar xa;
C=Y1##2#PDBETA- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDZZ1;
D=Y1#Y2#PDBETA - Y1#(Y2+1)#PDZ2 - Y2#(Y1+1)#PDZ1
+(Y1+1)#(Y2+1)#PDZ;

E=Y2##2#PDBETA - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDZ2 +(Y2+1)#(Y2+2)#PDZZ2;
SDP=(T1[1,1]1#C + T1[2,1]#D)//

(T1[1,1]#D +T1[2,1]#E)//

(T1[2,2]#E);
F=Y1##2#4PDT- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDTZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDTZZ1;
G=Y1#Y2#PDT - Y1#(Y2+1)#PDTZ2 - Y2#(Y1+1)#PDTZ1

+(Y1+1)#(Y2+1)#PDTZ;

H=Y2##2#PDT - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDtZ2 +(Y2+1)#(Y2+2) #PDTZZ2;
SDT=(T1[1,1]#F + T1[2,1]#G + (M[1,1110))//

(T1(1,1]#G +T1[2,1]#H +(M[2,]1110))//

(T1[2,2]#H + (0llolIM[2,2]));

* CALCULAR A PRIMEIRA E A SEGUNDA DERIVADA;
* DO LOG DA FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA;

¥=====> trocar za;
LNSD=LNSD+Za[K,3]#(-
((PDBETA| |PDT) /P) ‘*((PDBETA| |PDT)/P) +
((sbbetal|sdp‘)//(sdp | Isdt))/p );

run fdp(xb,betai,tl,zb,fdp); ¥===> trocar xa e za;

nt=nrow(zb); *=====> trocar za;

do k=1 to nt;

y=(zb[,1]||zb[,2])¢; *=====> trocar za;
yi=y[1,k];

y2=y[2,k];
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p=fdp[y1+1,y2+1];
lnv=1nv+zb[k,3]#log(p); *=============> trocar za;
run pdbeta(yi,y2,xb,t1,pdbeta,pdt,sdbeta,m,fdp); *==> trocar xa;
lnpd=1npd+ zb(k,3]#(pdbetal|pdt)/p; #*===> trocar za;
run pdbeta(yi+1,y2,xb,t1,pdz1,pdtz1,sdbetazl,mz1,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(y1+2,y2,xb,t1,pdzzi,pdtzzi,sdbetzzi,mzzi,fdp);*=> trocar xa;
run pdbeta(yi,y2+1,xb,ti,pdzZ,pdtzZ,sdbetz2,mz2,fdp);*=>trocar Xa;
run pdbeta(yl,y2+2,xb,t1,pdzz2,pdtzz2,sdbetzz2,mzz2,fdp);*=>trocar Xa;
run pdbeta(y1+1,y2+1,xb,t1,pdz,pdtz,sdbetaz,mz,fdp);*=>trocar xa;
C=Y1##2#PDBETA- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDZZ1;
D=Y1#Y2#PDBETA - Y1#(Y2+1)#PDZ2 - Y2#(Y1+1)#PDZ1
+(Y1+1)#(Y2+1)#PDZ;

E=Y2##2#PDBETA - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDZ2 +(Y2+1)#(Y2+2)#PDZ222;
SDP=(T1[1,1]#C + T1(2,1]#D)//

(T1[1,11#D +T1[2,1]14E)//

(T1[2,2]#E);
F=Y1##2#PDT- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDTZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDTZZ1;
G=Y1#Y2#PDT - Y1#(Y2+1)#PDTZ2 - Y2#(Y1+1)#PDTZ1

+(Y1+1)#(Y2+1)#PDTZ;

H=Y2##2#PDT - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDtZ2 +(Y2+1)#(Y2+2)#PDTZZ2;
SDT=(T1[1,1]4F + T1[2,1]#G + (M[1,]1110))//

(T1[1,1]#G +T1[2,114H +(M[2,]1110))//

(T1[2,2]#H + (ol lo}IM[2,2]));

* CALCULAR A PRIMEIRA E A SEGUNDA DERIVADA;
* DO LOG DA VEROSSIMILHANCA;

¥====> trocar za;
LNSD=LNSD+Zb[K,3]#(~
((PDBETA| |PDT) /P) ‘*((PDBETA| IPDT)/P) +
((sDbetal Isdp)//(sdp|lsdt))/p );

run fdp(xc,betal,ti,zc,fdp); *===> trocar xa e za;

nt=nrow(zc); *=====> trocar za;

do k=1 to nt;

y=(zc(,1]1l1zc[,2])¢; *=====> trocar za;

yi=y[1,k];

y2=y[2,k];

p=fdplyi+1,y2+1];

lnv=lnv+zc[k,3]#log(p); *== ==> trocar za;

run pdbeta(yi,y2,xc,t1,pdbeta,pdt,sdbeta,m,fdp);*==> trocar xa;
lnpd=1npd+ zc[k,3]#(pdbeta||pdt)/p; *===> trocar za;

run pdbeta(y1+1,y2,xc,t1,pdzi,pdtzi.sdbetazl,mzi,fdp);*>trocar xa;
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run pdbeta(y1+2,y2,xc,tl,pdzzl,pdtzzi,sdbetzzi,mzzl,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(yi,y2+1,xc,t1,pdz2,pdtz2,sdbetz2,mz2,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(yi,y2+2,xc,ti,pdzz2,pdtzz2,sdbetzz?,mzz2,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(y1+1,y2+1,xc,t1,pdz,pdtz,sdbetaz,mz,fdp);*=>trocar xa;
C=Y1##2#PDBETA- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDZZ1;
D=Y1#Y2#PDBETA - Y1#(Y2+1)#PDZ2 - Y2#(Y1+1)#PDZ1
+(Y1+1)#(Y2+1)#PDZ;
E=Y2##2#PDBETA - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDZ2 +(Y2+1)#(Y2+2)#PDZZ2;
SDP=(T1(1,1]#C + T1[2,1]#D)//
(T1[1,1]14D +T1[2,1]#E)//
(T1(2,2]#E);
F=Y1##24PDT- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDTZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDTZZ1;
G=Y1#Y2#PDT - Y1#(Y2+1)#PDTZ2 - Y2#(Y1+1)#PDTZ1
+(Y1+1)#(Y2+1) #PDTZ;
H=Y2##28PDT - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDtZ2 +(Y2+1)#(Y2+2)#PDTZZ2;
SDT=(T1[1,1]#F + T1[2,1]#G + (M[1,]1110))//
(T1[1,11#G +T1[2,11#H +(M[2,1110))//
(T1[2,2]#H + (0ll0lIM[2,2]));

* CALCULAR A PRIMEIRA E A SEGUNDA DERIVADA;
* DO LOG DA VEROSSIMILHANCA;

*=====> trocar za;
LNSD=LNSD+Zc[K,3]#(-
((PDBETA| IPDT) /P) ‘*((PDBETA| |PDT) /P) +
((sDbeta| |sdp‘)//(sdp|lsdt))/p );

*MAQUINA B2;
ks==s======,

run fdp(xd,betal,tl,zd,fdp); *===> trocar xa e zZa;

nt=nrow(zd); #*=====> trocar za;

do k=1 to nt;

y=(2d[,1]112d[,2]) ¢; *=====> trocar za;

yi=y[1,k];

y2=y[2,k];

p=fdp[y1+1,y2+1];

lnv=lnv+zd[k,3]#log(p); *==s==========> trocar za;

run pdbeta(yi,y2,xd,t1,pdbeta,pdt,sdbeta,m,fdp);*=> trocar xa;
lnpd=1npd+ zd[k,3]#(pdbetal|pdt)/p; *===> trocar za;

run pdbeta(y1+1,y2,xd,t1,pdzl,pdtzi,sdbetazi,mzl,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(y1+2,y2,xd,ti,pdzzi,pdtzzi,sdbetzzi,mzzi,fdp);*=> trocar xa;
run pdbeta(yl,y2+1,xd,t1,pdz2,pdtz2,sdbetz2,mz2,fdp) ; *=>trocar xa;

run pdbeta(yi,y2+2,xd,t1,pd222,pdtzz2,sdbetzz2,mzz2,fdp);*=>trocar xa;
run pdbeta(y1+1,y2+1,xd,t1,pdz,pdtz,sdbetaz,mz,fdp);*=>trocar xa;
C=Y1##2#PDBETA- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDZZ1;

9

-
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D=Y1#Y2#PDBETA - Y1#(Y2+1)#PDZ2 - Y2#(Y1+1)#PDZ1
+(Y1+1)#(Y2+1)#PDZ;
E=Y2##2#PDBETA - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDZ2 +(Y2+1)#(Y2+2)#PDZZ2;
SDP=(T1[1,1]#C + T1[2,114D)//
(T1[1,1]1#D +T1[2,1]4E)//
(T1[2,2]4#E);
F=Y1##2#PDT- (2#Y1+1)#(Y1+1)#PDTZ1 +(Y1+1)#(Y1+2)#PDTZZ1;
G=Y1#Y2#PDT - Y1#(Y2+1)#PDTZ2 - Y2#(Y1+1)#PDTZ1
+(Y1+1)#(Y2+1) #PDTZ;
H=Y2##2#PDT - (2#y2+1)#(Y2+1)#PDtZ2 +(Y2+1)#(Y2+2)#PDTZZ2;
SDT=(T1[1,1]1#F + T1[2,1]#G + (M[1,]1110))//
(T1{1,1]4G +T1[2,1]1#H +(M[2,]110))//
(T1[2,2]1#H + (0l{0]IM[2,2]));

* CALCULAR A PRIMEIRA E A SEGUNDA DERIVADA;
* DO LOG DA VEROSSIMILHANCA;

x====> trocar za;
LNSD=LNSD+Zd [K,3]#(-
((PDBETA| |PDT)/P) ‘*((PDBETA| IPDT)/P) +
((SDbetal|sdp‘)//(sdp!lsdt))/p );
end;
determ=det(1nsd);
np=p0O-passo#(lnpd*inv(lnsd));

* matriz tr = matriz de transf de t para sigma;

* dimensao de tr deve ser de rXr;

* onde as r-3 linhas estao relacionadas com a varassint de beta;
* as 3 ultimas estao relacionadas com a varassint de sigma;

kS==sSsSsSsSs======s===== = = s== S====sS===sSs====0

tta=repeat(zero,b,3);
tt=(2#t1[1,1]110110)//
(t102,1111t1[1,17110)//
(oli12#t1[2,1]1 |2#t1[2,2]);
tr=(I(b) | Itta)//
(tta‘lltt);

* varas=variancia assintotica de;
* das estimativas de beta e sigma;

varas=trivarassinktr‘;



* DESIGNACAO DE NOVOS VALORES DE BETA E T;
* BETA = SAQ 0S R-3 PRIMEIROS VALORES DE NP :
* T = SA0 0S 3 ULTIMOS VALORES DE NP;

BETA1=NP[1:b];

Ti= (NP[b+1]110)//(NP[b+2] | INP[b+3]);

s2=t1*t1f;

npi=np(1:b] ||
s2[1,1]11s2[2,1]11s2[2,2];

do i= 1 to r;
if np(i] ~=0 then cc[il=(np1[il-p1[il)/np1[i];
else do;
if npili] =0 & p1[i] = O then cc[i] =0;
else do ; if np1[i]=0 & p1[i] ~=0 then cc[il=1;

end;
end;
end;
if max(abs(cc)) < eps then stop;
end;
R —

print 1lnsd; print determ;
PRINT VARASSIN;

print varas;

print lnv;

print 1lnpd;

print pO; print np;

print pi; print npi;

BETAO=PO[1:b];
To= (po[b+1]|10)//(p0[b+2] | |pO[b+3]);
SIGMAO=TO*TO¢;

JK= I(b/2) @ (SIGMAO);
EY=exp(betalO+1/2#vecdiag(jk));
VarY=diag(EY)+ (EY+EY‘)#(exp(jk)-1);
print ey;
print vary;
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* calculo para obter as estimativas da variancia;

* assintotica de EY e VARY ;

* montando a matriz das derivadas;

¥==SsTssSSESsSSSS=ssSssSsSsSsSs=Sss==SsssS;

JL=repeat(I(2),b/2,1);

ZB= repeat(zero,b,1);

JM=DIAG(EY) + 2#DIAG( VARY - DIAG(EY) );

JN=repeat(zero,b/2,b);

JO=VECDIAG( (1/2)#DIAG(EY) + (EY)*(EY‘)#(2#EXP(JK)-1) ) # J1;

jp=REPEAT(ZERO, B/2,3);

do I= 1 to b/2;

IN[i,2#i-1]=Vary[2#i-1,2*i];

IN[i,2#i)=JN[i,2#i-1];

JP[i,1]=Vary[2#i-1,2#i];

JP[i,2]=JP[i,1];

JP[i,3]=exp( betaO[2#i-1] +betaO[2#i] + 1/2#(SIGMAO[1,1] +
SIGMAO([2,2] + SIGMAO[1,2]) );

MTR=( DIAG (EY) || ( ( (1/2) #EY#JL) ||ZB) ) //
C CIM//I8 ) |1 C (Jol1zB)//3P) );

*

( C (1/2) #EY#JL) |1ZB) ) = DERIVADA DE EY EM RELACAO A SIGMA;
( JM//JIN )= DERIVADA DE VARY EM RELACAO A BETA;
( (JOI11ZB)//3P) = DERIVADA DE VARY EM RELACAO A SIGMA;
.= . N ==_=======e==zze==zme=——=== —
VAREST=MTR*VARAS*MTR®;

*VAREST= VARIANCIA ESTIMATIDA DA EY E VARY;
PRINT VAREST;

* *




Apéndice B

Programa para calcular as
estimativas de MYV dos parametros
de uma distribuicao Poisson
Bivariada

Este programa foi escrito através da linguagem IML do pacote estatistico SAS. Ele foi
utilizado para calcular as estimativas de MV de parametros de uma distribuicao Poisson
Bivariada através do método de Newton-Raphson. Esta listagem corresponde a obtengao
da estimativa dos pardmetros do modelo de Regressio Poisson Bivariada (3.12). Os

resultados dos outros exemplos podem ser obtidos com algumas alteragées apropriadas.

proc iml worksize=250; reset nolog;
options linesize=132 pagesize=500;

*=====dados da maquina Al====== e i ===,

za={ 00 13, 01 26, 0 222, 0 3 16, 0 4 3,

05§2,103,11 9,1212,137,145%5,
1562,161,212,221,251,311,332, 371, 421};
k=======dados da maqulna A2============== .

zb={ 00 15, 0 1 14, 0 2 11, 0 3 10, O 4 3,
051,102,1112,126,137, 1405,
153,171,211,222,231,252,341,351,371, 43 1};
k======dados da maqulna Bl=s========z======;

zc={ 0011, 0135, 0221, 0313, 045,
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16, 3,131,141,
11 2 };

1 12
2 , 23

¥=s========dados da maquina B2 ====;
2zd={ 0020, 0135, 0217, 037, 04 4,
061,104, 117,123,132}

*

zero ={ 0};

r= 3;
zero4=repeat(zerc,2,2);
para=repeat(zero, 1, r);
npara=repeat(zero, 1,r);

*==macro para calcular media, variancia e covariancia amostrais===;

* —— = . e

E ’
start inicial (z, varcov, yb);

n=sum(z[,3]);
y=(z[,1111z(,21)¢;
t=ncol(y);

do k=1 to t;
yb = yb + y[,k]l#z[k,3];
end;

yb=yb/n;

do k=1 to t;

varcov=varcov + ( (y[,k] - yb)*(y[,k] - yb)‘#z[k,3] )/(n-1);
end;

finish;

varcovasrepeat(zero, 2,2); yba= repeat(zero,2, 1);
run inicial (za, varcova, yba);

cov=varcovali,2];

print varcova; print yba;

* macro para calcular a ftp;
L L L1 T Yeympu . S e d e e, e, e C e e e e e - - ————- -

»
*] = covariancia 11 = lambdal 12 = lambda?2;

start fdp( fdp, z, 1, 11, 12 )
global(zero )i

ni=max(z[,1]);



n2=max(z[,2]);
fdp=repeat(zero, n1+3,n2+3);

*¥Atencao -—--------eecemmmccceecm—cnee——a ;

* a matriz fdp foi dimensionada de modo a;

*ter duas primeiras linhas e duas primeiras;
*colunas iguais a zero, para facilitar as;
*derivadas futuras, a probabilidade dos pontos;
*comeca na terceira linha, e coluna , equivale o;
*ponto zero,zero;

£dp[3,3]= exp(-11-12+1);

do i = 4 to n2+3;
£dp[3,i]1=(12-1)#£fdp[3,i-11/(i-3);
end;

do j = 4 to n1+3;
fdp[j,3]=(11-1)#£dp [j-1,31/(j-3);
end;

do i=4 to n1+3;

do j=4 to n2+3;

fdp[i,jl= ((11-1)#fdpli-1,jl+1#fdp[i-1,j-11)/(i-3);
end;

end;

finish;

*pdli=primeira derivada em relacao a betal;
*pdl2=primeira derivada em relacao a beta2;
*pdl=primeira derivada em relacao a theta;

start pd ( y1,y2,fdp, pdli,pdl2,pdl) global (11, 12, 1);

bi=log(l1);
b2=log(12);
b=sqrt(l);
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pdli= (fdp[y1+2,y2+3] - fdply1+3,y2+3])#(exp(bl));

pdl2= (fdp[y1+3,y2+2] - fdp[y1+3,y2+31)#(exp(b2));

pdl = (fdply1+3,y2+3] - fdply1+2,y2+3] - fdply1+3,y2+2]
+ fdply1+2,y2+2])#42#b;

finish;

*rodando para as amostras;

li=yba[1]; 1l2=ybal2]; 1l=cov;
bi=log(11); b2=log(12);

if 1 <= 0 then 1=0.0001;
b=sqrt(1);
para=log(yba) ‘| Ib;

niter=50;

do iter= 1 to niter; print iter;
passo = 1;

eps= 0.00001;

lnv =zero;
lnpd= repeat(zero, 1, r);
Insd = repeat(zero, r,r);

*para amostra da maquina 4;

k=

run fdp( fdp, za, 1 , 11 , 12 );
nt= nrow(za);
do k = 1 to nt;
y=(za[,1]1l1zal[,2])° ;
yi=y[1,k]1;
y2=y[2,k];
p = fdply1+3,y2+3];
lnv=1nv+za[k,3]#log(p);

run pd ( yi, y2, fdp, 1liy, 12y, ly);
lnpd=lnpd + zalk,3]1#(1liyl|12ylIly)/p;

*montando a segunda derivada;
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*================== s=|s=ss==== ;
run pd (yi-1,y2,fdp,1l1z1l, 12z1, 1z1);
run pd (y1, y2-1, fdp, 11z2, 1222, 1z2);

run pd (yi-1, y2-1,fdp, lizz, 12zz, lzz);

sdll = (11z1- 11y)#(exp(bl)) + 1liy;
sd1112= (12z1 - 12y)#(exp(bl));
sdl1l= (1z1 - ly)#(exp(bl)) ;

8d1211=(11z2 - 1l1y)#(exp(b2));
sd12 = (12z2 - 12y)#(exp(b2)) +12y;
sd121= (1z2 - ly)#(exp(b2)) ;

sdlli= (1l1y - 11zl - 11z2 + 1l1zz)#2#b;
sdll2 = (12y - 12z1 - 1222 + 12zz)#2#b;
sdl = (1y - 1z1 - 122 + 1zz)#2#b+ly/b;

sd=(sdl1||sd1112||sd111)//
(sd1211!|sd12]||sd121)//
(sd111||sd112]|sdl);

1nsd=lnsd+za[k,3]#(
sd/p - ((l1yll12yll1y)/p) “*((11yll12ylI1y)/p) );

end;
npara= para - passo#(lnpd*inv(lnsd));
print npara; print para;

print 1lnv;
varassin=inv(-lnsd);

k=== S====== sS===s====s===

*designacao dos novos valores;

P T T T T T P T T T T T T T T v r It T g oy

l1=exp(nparal[1,1]);
12=exp(nparal[1,2]);
1=(npara(1,3])#(npara[1,3]);

bi=npara[1,1];
b2=nparal1,2];
b=nparal1,3];
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cc= (npara-para);

para=nparafl1,1]||npara[1,2]|Inpara[1,3];
if max(abs(cc)) < eps then stop;
end;

print lnv;
print lnpd;
print 1lnsd;
print varassin;



Apéndice C

Programa para gerar amostras sob
uma distribuicao Poisson
Log-Normal Bivariada

Este programa gera 25 amostras aleatérias de tamanho 50 de uma distribui¢io Poisson

( 0.2 -0.1

Log-Normal de pardmetros p=(—0.1,-0.1) e X = —0.1 02

) com X = AA’, onde

A= 0.3872983  0.2236068
~\ —0.3872983 0.2236068

options linesize=132 pagesize=500;
data a;

* parametros para simulacao das amostras;
*nr=numero de amostras aleatorias;
*ta=tamanho da amostra;

*¥21 e 22 sao variaveis aleatorias normais
* padronizadas independentes;

*mil e mi2 = valores dos parametros;

* all, al2,a21 e a22 = elementos da ;

* matriz A ;
* y1 e y2 = variaveis poisson lognormal;
* ________________________________________

nr=25 ;ta=50;
do j=1 to nr;
do i=1 to ta;
2Z1=normal(0);
z2=normal(0) ;
all= 0.3872983;a12=0.2236068;
a21=-0.3872983;a22=0.2236068;
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mil= -.1 ;mi2=-.1 ;
xl=all*zl+al2*z2+mil;
X2=a21*z1+a22%22+mi2;
li=exp(x1);
12=exp(x2);
yi=ranpoi(0,11);
y2=ranpoi(0,12); output;
end;
end;
proc freq; tables j*yl*y2/out=sai norow nocol nopercent noprint;
data c; set sai; keep yl1 y2 count j;
proc freq; tables j/out=s noprint ;data d;set s; put count @;

* count = igual ao numero de pares distintos de y1 e y2
nas nr amostras;

16 14 14 14 19 20 19 16 16 18 16 16 12 17 11 14 21 15 17 17
14 19 16 14 16
data c3; set c; put y1 Q;

*valores de yi;
e e e = 5
0000111112222345000011112223450000
11112223440000011112223300000111
1222223344600001111112222234457000
00111122223344450000111112223345
000001111222334500000111122233334°5
00001111222333560000001112222233
0000111222340000011111222333400001
11223300000111222223000001111122
2223334440000111122333470000011112
22334550000011122233344500001111
2223440000111111222233345000011111
22233340000011112223500001111222
233587
data ci; set c; put y2 @Q;

*valores de y2;
it T L PP i
0124012340126101012301250121120125
01230121010123601230120101234012
3012340103001230123480123440200012
34012301340101200124012340230111
0123401230120111012350123012012400
01230123012123100123560130123412
0123012012100123401234012012001230
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1201230123401201234101234012350¢01
2340120230123012301012010123401230
12013010123401201201201001230123
012102012301234501230232101230123#4
01301320123401240130201230123012
30502

data c2; set c; put count Q;

115631552113421411564112741411211982
165124721117651184525221174421286
2154211231116731663211222211111137
222973132112111115831104611222121
1774119432221312156569321261215341111
271041482321311111641111910154311
1186317652113121118111732113113411729
5310553111710 111103235§231110425154
1113312111111196231071114112117617
1832321231111944115941214111115294
266313342116523108111111113211110532
3102421331111111841275122411154414
566123232111



