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“Nunca o homem inventard nada mais simples nem mais belo do que uma
manifestacao da natureza. Dada a causa, a natureza produz o efeito no modo mais
%

breve em que pode ser produzido.’

Leonardo da Vinci
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Resumo

Fernandes, Claudio Gomes, Método Probabilistico para o Estudo de Sistemas
Dinamicos Nao-lineares. Sao Paulo, Escola Politécnica da Universidade de Sao

Paulo, 2009, 123 p. Tese (Doutorado).

O método aqui desenvolvido, bem como as aplicagoes feitas ao estudo de sistemas
classicos da dinamica nao-linear, tiveram por objetivo construir uma ferramenta ade-
quada a descrigao das caracteristicas globais de fenomenos complexos da dinamica
nao-linear. Uma caracteristica tipica da descricao probabilistica do comportamento
dindmico de um sistema é sua expressao em termos da evolucao temporal da funcao
densidade de probabilidade dos estados, que é governada por uma equagao diferencial
linear, em contraste com a descricao temporal convencional, utilizada em dinamica
nao-linear. Enquanto esta tltima, comumente dita deterministica, exibe fenomenos
tais como instabilidades, bifurcacoes, sensibilidade a condigoes iniciais etc, a descri¢cao
probabilistica se manifesta, quando o sistema dinamico detém propriedades de ergo-
dicidade, em uma evolucao nao-reversivel da funcao densidade de probabilidade em
direcao a um estado final invariante, mais especificamente tendendo ao equilibrio glo-
bal de um sistema linear. Este trabalho visa a aplicacao da teoria probabilistica da
evolucao de densidades de probabilidade em um problema de capotamento de veiculos.
Para isso, a teoria é descrita por meio de seus fundamentos e aplicada primeiramente
em modelos classicos da dinamica nao-linear, que, por serem bem estudados, podem

comprovar a validade, bem como a extensao dessa forma de analise.



Abstract

The method developed in this work, as well as its application in classical non-linear
dynamics systems, had the main purpose of building a suitable tool in describing
global complex phenomena of non-linear dynamics. A typical feature of the probabi-
listic approach of dynamics systems behavior is the ability to express it as a temporal
probability density function evolution in terms of a linear evolution equation, which
is ruled by a linear differential equation, as opposed to the regular temporal descrip-
tion used in non-linear dynamics. While the aforementioned description, also called
deterministic, may face a variety of phenomena such as instabilities, bifurcation, high
sensibility to initial conditions etc, in the probabilistic approach, as long as the dy-
namic system enjoys some ergodic properties, the probability density function will be
driven irreversibly to a final invariant state, towards a global equilibrium of a linear
system. This work consists in the application of probabilistic theory of density evo-
lution in the problem of vehicle rollover subject to a certain maneuver. In order to
accomplish that, all theory described is firstly applied to classical problems of non-
linear dynamics, since they have many established results, and as such, can validate

and extend this sort of analysis for any dynamic system.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de dinamica nao-linear sao objetos de estudo ha uma bom tempo. Toda
a teoria desenvolvida ja esta bem estabelecida no meio académico. No entanto, no
meio industrial, principalmente no ramo automobilistico, fenomenos da dinamica nao-
linear sao relativamente dificeis de serem encontrados e, por isso, todas as técnicas
envolvidas na correta descrigao e estudo de seus fenomenos nao sao difundidos nesse
meio.

Por outro lado, a aplicacao de teorias de estatistica no meio industrial é muito
bem difundida, principalmente devido aos principais objetivos da industria relativos a
controle de producao, de processo, de pesquisas de mercado etc. Por isso, termos tais
como distribuicao, densidade de probabilidade, curvas estatisticas sao bem conhecidos
no meio industrial.

O principal foco deste trabalho é o uso de ferramentas de estatistica na des-
cricao de fenomenos da dinamica nao-linear, aplicadas em dinamica veicular. Para
isso, conceitos de mecanica estatistica sao introduzidos, bem como os fundamentos
dos operadores utilizados na descricao de sistemas dinamicos, através de equacao de
evolucao de densidade de probabilidade. O idéia geral é abdicar da descricao tempo-
ral usual e assim passar para uma descricao em termos de gréafico de ocorréncia, ou
como dito, descricao em termos de densidade de probabilidade do sistema frequentar
cada regiao do espaco de fase.

Com o objetivo de validar a metodologia, assim como verificar sua abrangeéncia,
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Figura 1.1: Medicoes de forga lateral em um pneu tipico

ela é, primeiro, aplicada em modelos classicos da dinamica nao-linear. Trés oscilado-
res cldssicos da dindmica nao-linear (oscilador de Duffing, van-der-Pol e equagao de
escape) sao utilizados.

Em seguida, um modelo arquetipico de dinamica veicular é desenvolvido. O princi-
pal objetivo do estudo da dinamica veicular neste trabalho é o estudo do capotamento
de veiculos sujeitos a uma manobra evasiva. Para maioria das aplicagoes dentro da
industria, modelos lineares sao, em geral, suficientes. No entanto, basta o modelo
contemplar caracteristicas de saturacao de forga lateral do pneu (ver Figura 1.1), que
o modelo linear de dinamica lateral comeca a sofrer limitagoes de utilizacao.

Em particular no caso de capotamento, é comum encontrar fenémenos tipicamente
nao-lineares, como mostrados na Figura 1.2. Nessa figura, estao medicoes em dife-
rentes passagens do veiculo fazendo uma manobra evasiva, e por isso, perto do seu
limite de capotamento. Pode-se notar que, entre os segundos 3.0 e 6.0 das medigoes,
o veiculo apresenta oscilacoes bem caracteristicas de um sistema nao-linear. Esse
fendmeno é conhecido na industria automobilistica como "hop”, e esta intimamente

ligado ao capotamento do veiculo.
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Figura 1.2: Medicoes de deslocamento de suspensao durante manobra evasiva

Particularizando os estudos nesse fenomeno, decidiu-se introduzir, no modelo ar-
quetipico, os graus de liberdade de roll do veiculo, aceleracao lateral e movimentacao
vertical da massa suspensa, este ultimo intimamente ligado ao fenomeno de "hop”. O
grau de liberdade de yaw, a principio também importante no estudo da dinamica la-
teral de veiculos, nao foi incluido no modelo. Primeiramente, devido a independéncia
observada experimentalmente do fenomeno de "hop” com o movimento de yaw, e
segundo porque, por motivos de simplificagao, tal grau de liberdade foi eliminado
e, ainda assim, a comparacao deste modelo com dados experimentais medidos foi
considerada satisfatoria.

Uma vez de posse de um modelo arquetipico, uma validagao experimental deste é
feita a fim de correlacionar seu resultados com dados de medigao e, com isso, garantir
sua representatividade. Uma correlagao entre o modelo arquetipico e uma modelo
computacional de multicorpos validado também ¢é feita, visto que podem-se extrapo-
lar limites fisicos de manobras experimentais (devido principalmente a seguranca) e

comparar comportamento do modelo arquetipico com um modelo mais complexo em



faixas extremas da dinamica veicular.

O modelo arquetipico é, entao, explorado com base no tratamento estatistico de-
senvolvido. Uma andlise paramétrica é feita com base em uma configuracao de um
tipico veiculo classe B e, parametro por parametro, as densidades de probabilidades
sao mostradas de forma quantitativa, através de duas métricas estabelecidas como
forma de comparacao: a primeira chamada percentual de estabilidade, que é a proba-
bilidade de encontrar o sistema dentro de limites de angulo de roll pré-estabelecidos,
e a segunda chamada de sensibilidade a elevacgao, cujo valor é a razao de acréscimo de
probabilidade de encontrar o sistema para dois niveis diferentes de elevagao do centro
de gravidade.

Por fim, diferentes classes de veiculos foram comparadas com base em suas curvas
de densidade de probabilidade e nas métricas citadas acima. Podem-se observar as
diferengas entre classes veiculares, assim como a coeréncia dos resultados obtidos
com a experiéncia pratica em dinamica veicular. Com os resultados, pode-se observar
a grande capacidade de andlise da abordagem estatistica, principalmente em fases

iniciais de projeto, onde diversos sistemas estao ainda sob-definicao.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

O estudo de problemas de dinamica nao-linear através da abordagem estatistica tem
sido amplamente utilizado nas ultimas décadas. Diversos autores téem aplicado o
conceito de evolucao de densidades de probabilidade para problemas relacionados
a dinamica caodtica deterministica. Uma grande vantagem de tal abordagem é a
representacao da evolucao das densidades através de uma equagao de evolucao linear;
ao contrario da abordagem deterministica, onde todas as caracteristicas nao-lineares
se mostram presentes na evolucao temporal da solucao, tais como, sensibilidade as
condicoes iniciais, multiplos atratores, bifurcacoes, etc. Uma das famosas aplicacoes
dessa teoria esta na termodinamica, em que, através da mecanica estatistica, é possivel
fazer predi¢oes macroscopicas através de propriedades microscépicas.

Também conhecida como termodinamica estatistica, nasceu em 1870 com o tra-
balho de Ludwig Boltzmann, cujos trabalhos, em sua maioria, foram coletados e
publicados posteriormente, em 1989, em ”Lectures on Gas Theory”. O termo termo-
dinamica estatistica foi proposto ao uso pelo termodinamicista e fisico americano J.
Willard Gibbs, em 1902 [Gibbs, 1902]. De acordo com Gibbs, o termo ”estatistica”,
no contexto da mecanica, foi usado primeiramente pelo fisico escocés James Clerk
Maxwell, em 1871. Boltzmann é considerado o pai da termodinamica estatistica, com
seu trabalho de 1875, mostrando a relacao entre entropia S e a multiplicidade €2, que
¢ o numero de microestados produzindo o mesmo macroestado para um dado sistema.

Tal relacao é a famosa definicao formal de entropia para um sistema em equilibrio:



S = k’B. IH(Q)

Sendo kp a constante de Boltzmann.

Tais autores ja lidavam, no contexto da termodinamica estatistica, mesmo que
intrinsicamente ao trabalho, com a ideia de extrair densidades de probabilidades em
sistemas deterministicos. Ja entre os dinamicistas, o fato de um sistema dinamico uni-
dimensional cuja dinamica seja completamente deterministica poder gerar densidade
de probabilidades do seu estado ¢ um conceito pouco intuitivo. Tal fato foi ilustrado de
maneira pioneira por [Borel, 1909], [Rényi, 1957] e por [Ulam and von Neumann, 1947].

Entre os trabalhos mais recentes com aplicacao em sistemas dinamicos deter-
ministicos, um dos mais citados é, sem divida, [Lasota and Mackey, 1985]. Em sua
obra, referente a propriedades probabilisticas em sistemas deterministicos, o autor
aborda como o estudo de probabilidades surge de sistemas deterministicos simples,
de sistemas discretos a continuos. Lasota dedica um capitulo inteiro de seu livro ao
estudo de sistemas cadticos, através do conceito de operados de Markov (mais preci-
samente através de operadores de Frobenius-Perron e Koopman). Aborda, também,
o caso de sistemas deterministicos perturbados, através de excitagoes estocasticas,
recaindo, entao, na equagao de Fokker-Planck.

Outro autor de grande importancia recente em trabalhos em dinamica de sistemas
é Ilya Prigogine. Em seu livro [Prigogine, 1980], por exemplo, e mais sucintamente
em seus trabalhos de [Prigogine, 1999],[Prigogine, 1993] e [Prigogine, 1977], Prigogine
abrange, de maneira bem generalista, o estudo de dinamica de sistemas em geral,
através da abordagem estatistica. Através de extensoes dos tradicionais espacos de
Hilbert e caracterizacao de classe de sistemas nao-integraveis de Poincaré, Prigogine
estabelece novas leis em dinamica, através da descrigao por densidades de probabili-
dades, além de propor o conceito de quebra de simetria temporal, estabelecendo um
paralelo com a termodinamica. O autor relaciona a termodinamica com a mecanica

classica na medida em que estabelece um paralelo com o conceito de entropia para



sistemas em equilibrio e sistemas irreversiveis em mecanica (mengao a irreversibildi-
ade da evolugao da densidade de probabilidade). Para sistemas longe do equilibrio, e
principalmente em sistemas cadticos, podem-se encontrar situagoes de aparente ”orga-
niza¢ao” do sistema ([Prigogine, 1977]), parecido com o equilibrio do ponto de vista
da geracao de entropia. E o caso da ”instabilidade de Bérnard”, na mecanica dos
fluidos, e também do conhecido mapa de Baker. Como solucao para o operador de
Liouville (caso particular do operador infinitesimal do operador de Frobenius-Perron)
o autor utiliza-se do calculo de autovalores e autofungoes do operador, o que gera
a necessidade de extensao no espaco de Hilbert, no qual tais autofuncoes sao pro-
jetadas. Obviamente o autor nao se limita apenas a obtencao da solugao, mas sim
de sua representacao por meio da decomposicao espectral e, a partir dessa, tira suas
conclusoes e tece comparacoes com a dinamica classica.

Invariavelmente, o estudo de sistemas dinamicos através de probabilidade recai
no problema de solucao de equagoes diferenciais parciais. Tais equagoes descrevem
a evolucao temporal da densidade de probabilidade. Um dos problemas que surge
através dessa forma de descricao de sistemas dinamicos é a dificuldade na solugao
numéria dessas equagoes, em parte devido ao carater assintético das solugoes para al-
guns sistemas classicos. Assim, o integrador numérico, em muitos casos, simplesmente
nao possui estabilidade e diverge durante a solucao. Nesse contexto, varios trabalhos
nesse campo resolvem o problema através de expansoes com funcgoes classicas, que
detém certas propriedades que facilitam a forma da solugao. [Vos, 2006] utilizou-
se dos chamados polinomios cadticos como expansoes nimericas para a solucao de
operadores de evolucao de densidades de probabilidade.

[Vos, 2006] propoe o uso de um polinémio cadtico dependente do tempo, de ma-
neira a melhorar a convergéncia para tempos longos, o que se destaca por ser um pro-
blema tipico dos polindmios cadticos convencionais. A forma original desses ltimos
caracteriza-se por uma expansao espectral baseada em polinomios Hermitianos, em
termos de varidveis randomicas Gaussianas, com coeficientes deterministicos. Assim,

um processo estocastico pode ser representado pela forma:



u(z, 1, §(w)) = XZgui(x, 1) Hy(§(w))

onde H; sao os polinomios Hermitianos e £ é um vetor de varidveis aleatorias
Gaussianas.

A combinacao do vetor randomico e os polindmios ¢é selecionada baseando-se na
distribuicao da entrada aleatoria. Em outras palavras, se a varidvel aleatéria é Gaussi-
ana, o polinomio é o Hermitiano. J4 se a varidvel aleatoria obedece a uma distribuicao
uniforme, o polinomio usado é o de Legendre. Para uma distribuicao beta, usam-se
os polinomios de Jacobi e para uma distribuicao gamma, sao utilizados os polinomios
de Laguerre.

[Zhang et al., 2007] também se utilizaram de aproximagoes, através de polinomios,
para solucao do mesmo problema. No caso, as equagoes que o autor se propos a
resolver também se caracterizam por equagoes estocasticas, porém, nesse caso, alguns
parametros de um sistema deterministico sao considerados aleatorios, ainda que o
sistema possua uma excitacao externa aleatéria. O sistema em estudo corresponde a
um sistema nao-linear com caracteristica de um oscilador de Van-der-Pol. O autor se
utiliza de polinomios de Chebyshev como base ortogonal para a solucao das densidades
de probabilidades. Um ponto interessante de se notar nesse trabalho ¢ a comparacao
que o autor faz com o método numérico de Monte-Carlo.

[Daems, 1996] e [Kaufmann et al., 1996], assim como Prigogine, utilizam-se de
decomposicao espectral para a solugao numérica da evolugao das densidades de pro-
babilidades. No entanto, o autor se utiliza do formalismo de equagoes mestre para
o calculo do espectro do operador. Com a particularidade de aplicacao da teoria
em mapas de Markov lineares, o autor mostra que, dada uma densidade polinomial
inicial, esta mantém-se polinominal de mesma ordem, ou ordem inferior sob a acao
do operador de Frobenius-Perron. Dessa forma, conclui-se que expansoes para o es-
pectro podem ser extendidas, e certas propriedades podem ser obtidas através dessa
verificacao, tal qual, a equivaléncia da acao do operador de Frobenius-Perron a uma

matriz de dimensao finita sobre um vetor de coeficientes de diferentes mondmios.



[Nicolis and Gaspard, 1994] fazem o uso de aproximagoes em termos de densidades
de probabilidades em sistemas deterministicos cadticos e com presenca de bifurcagoes.
A principal intengao dos autores é identificar uma espécie de assinatura, ou melhor,
caracteristica principal das bifurcacoes e do caos, em termos das propriedades espec-
trais dos operadores de Frobenius-Perron e Fokker-Planck. Em particular, o autor
utiliza-se do conceito de equagoes-mestre como forma de expansao numérica para o
calculo de uma classe de autovalores e autofuncoes do operador de Frobenius-Perron.
Como resultado, apresenta formas da densidade de probabilidade estacionaria para
diferentes parametros de uma sistema com bifurcacao de Hopf. Uma grande contri-
buicao deste trabalho sao as comparagoes realizadas entre os espectros dos operadores
de Frobenius-Perron e de Fokker-Planck.

[Ostruszka and Zycskowski, 2001] estudaram alguns aspectos do espectro do ope-
rador de Frobenius-Perron para sistemas com perturbacao estocastica. Na verdade os
autores comentam as propriedades espectrais do operador e cita [Antoniou et al., 2000]
quanto a dependéncia do espectro, ou seja, da solugao para evolucao das densidades,
para com o espaco de funcgoes escolhido sobre o qual o operador trabalha. O que o
autor sugere, portanto, é a adigao de uma pequena perturbacao estocastica (presente
em qualquer fenémeno fisico) e a escolha de um espago de fungoes apropriado para
aquela perturbacao, definindo assim uma decomposicao espectral para o operador de
Frobenius-Perron com algum significado "fisico”. O que o autor consegue mostrar
no trabalho é que os autovalores localizados fora do espectro essencial do operador
sao robustos, nao somente contra perturbagoes locais escolhidas, como também para
outros tipos de perturbacoes, generalizando, dessa forma, sua forma de solugao. Além
disso, os autovalores estéaveis contém um significado fisico de determinar a taxa de
decaimento exponencial da correlacao no sistema. Dessa forma, pode-se identificar a
parte de maior importancia no espectro do operador sem ambiguidades matematicas
provenientes da selegao do espago de fungoes do espectro.

[Ding, 1998] utilizou-se do principio da maxima entropia para solu¢ao numérica

da densidade estacionaria do operador de Frobenius-Perron. Tal teoria se baseia no



conceito matematico de entropia de Boltzmann citado acima e, com o uso de certas
propriedades do operador de Frobenius-Perron, o problema de achar sua densidade
estaciondria resume-se no problema de maximizacao de uma fungao (densidade esta-
ciondria) truncada. E com base nessa forma de solucao, que muitos paralelos podem
ser tragados entre a teoria de evolugao de probabildades para sistemas dinamicos e a
termodinamica. Ding compara os resultados numéricos obtidos e aplicados em mapas
discretos unidimensionais, com solucao analitica conhecida, e mais duas aproximacoes
numeéricas para o problema: método da projecao de Galerkin e aproximacoes finitas
de Markov. [Ding et al., 2002] descreveram toda teoria por tras do método de apro-
ximacoes finitas de Markov, e descreveram os problemas de convergéncia numérica
do método em comparacao com o método de Ulam.

Outros autores também se utilizaram do principio da maxima entropia para a
solucao de equacao de evolugao para densidades em problemas de dinamica deter-
ministicos. Sao os casos de [del Rio-Correa and Garcia-Colin, 1998], assim como de
[Plastino and Plastino, 1998].

[Ding and Zhou, 1999] propuseram, baseados no método de elementos finitos, uma
sistematica nimerica unificada para a resolucao do problema de densidade esta-
cionéria para o operador de Frobenius-Perron. Através de teoria de aproximagao
espectral, os autores provam a convergéncia numérica do método, assim como a esti-
matica de erro de truncamento. Este trabalho representa uma importante ferramenta
no tratamento numérico do problema de densidades.

Todos os trabalhos citados até aqui, apresentaram propostas de solugoes para
problemas de dinamica nao-linear cldssicos. E em sua maioria, aplicados a mapas
discretos unidimensionais. Sao poucos os trabalhos encontrados que se destinam
a resolver problemas praticos em engenharia. Entre eles, pode-se citar o trabalho
de [Roberts, 1982] e [Roberts and Vasta, 2000], na drea naval. O autor descreve o

movimento de roll de uma embarcacao pela equagao:
Lo+ B.0(0) + K(9) = M(t)
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para M (t) sendo o momento de excitacao externa em roll da embarcagao, o qual
¢é de natureza estocastica.

Com base nesse sistema, as equagoes sao reescritas em funcao de sua energia e
potencial. Usando a descricao em termos de médias das varidveis envolvidas, assim
como simplificagoes como, excitagao pequena o suficiente para ser considerada esta-
cionaria em um dado intervalo de tempo T, o autor escreve as variaveis como um
processo de Markov. Assim, a equacao de evolucao de densidades de probabilidade
de energia pode ser expressa através do operador de Fokker-Planck.

Assim como em trabalhos citados, o autor busca por solugao para equacao de

Fokker-Planck deduzida a densidade estacionaria do sistema, ou seja, a solugao para

o _

5. = 0, 0 qual, o faz analiticamente. Um ponto interessante de se notar ¢ a mudanca

de variavel de que o autor se utiliza para a solucao da equagao. Primeiramente,
como ja mencionado, ele reescreve todo o sistema em funcao de sua energia e fase,
sendo ambas em funcao de ¢ e qb Dessa forma, ele consegue desacoplar os graus
de liberdade, e escrever a equacao de Fokker-Planck apenas em funcao da energia,
facilitando uma solucao analitica.

Outro trabalho semelhante pode ser visto em [Hoon and Key-Pyo, 2006]. Os au-
tores, de forma andloga, descrevem o movimento de roll de uma embarcacao, e descre-
vem a evolucao da densidade de probabilidade por meio do operador de Fokker-Planck.
E por solucao, os autores sugerem uma aproximacao através de uma expansao por
meio de polindomios hermitianos.

Com base na manipulagao algébrica realizada por [Roberts, 1982], que se deseja
para este trabalho, obter também uma solucao fechada analitica para o problema
de densidades de probabilidades aplicadas a dinamica nao-linear, mesmo que por
aproximacao.

Com relacao a trabalhos na area de dinamica veicular, muitos artigos tém sido
desenvolvidos ao longo dos anos com respeito a modelos matematicos relativos a
dindmica lateral de veiculos. [Hac, 2005] e [Demerly and Youcef-Toumi, 2000], em

especial, desenvolveram modelos nao-lineares da dinamica lateral com o propdsito
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de estudar o comportamento do veiculo relativo ao capotamento. [Hac, 2005] cita,
inclusive o fenomeno conhecido por "hop”, que representa oscilacoes verticais da
massa suspensa do veiculo, quando de uma manobra severa, e estabelece relacao
quanto a ocorréncia deste fendomeno com ao capotamento.

[Venn and Lowenberg, 2004] através de uma modelo nao-linear de sete graus de
liberdade, estudaram seu comportamento de estabilidade do ponto de vista de bi-
furcagoes. O fenomeno em estudo neste trabalho é a estabilidade de yaw do veiculo,
e como resultado de andlise parmétrica, o autor conclui que a posicao longitudinal
do centro de gravidade é um dos fatores principais na estabilidade do veiculo. Ja
[Yoon et al., 2007] propdem um modelo, linear, para o desenvolvimento de um indice
de estabilidade ao capotamento. No entanto, em seu modelo, no grau de liberdade
de roll, os autores se utilizam de duas formas de modelagem, uma para quando nao
ha rodas levantadas, e outra para quando o veiculo apresenta duas rodas sem contato
com o chao.

Testes relativos a objetivar manobras de capotamento também tém sido objeto
de estudo. O trabalho desenvolvido pela NHTSA (National Highway Traffic Safety
Administration), publicado, entre outros relatérios, por [Forkenbrock et al., 2002],
descreve, detalhadamente, as manobras desenvolvidas para objetivar o teste de ca-
potamento, assim como relacoes estatisticas dos testes dinamicos, do fator de estabi-
lidade estética (SSF) com a probabilidade de ocorréncia de capotamento. O grafico
da Figura 2.1 mostra o resumo do estudo e dos testes feitos, pelos quais, dado o SSF
do veiculo (que depende apenas de caracteristicas estaticas, como largura e altura do
centro de gravidade) e a aprovacao ou nao do veiculo na manobra dinamica, pode-se

obter a probabilidade do veiculo capotar durante uma manobra evasiva.
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Figura 2.1: Curva empirica sobre percentual de capotamento com relacao ao SSF
[Forkenbrock et al., 2002]
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Capitulo 3

Fundamentos da Teoria de
Probabilidades

3.1 Introducao

O estudo de um sistema dinamico através de densidade de probabilidades tem por
vantagem uma facilidade no mapeamento de seu comportamento. Anélise em termos
de densidade permite uma visualizagao ampla dos fenomenos inerentes ao sistema, ao
passo que séries temporais limitam em demasia a identificacao de tais fenomenos.
Uma forma de se introduzir tal forma de andlise é através de um exemplo. Con-

sidere o seguinte mapa quadratico [Lasota and Mackey, 1985] :
S(z) =4.x.(1 —x) (3.1.1)
Define-se que a evolucao dinamica, no caso de uma mapa discreto de periodo T é

dada por:

To X1 = S(.Z'o) Ty = S(Z‘l)
As trajetérias do mapa acima dependem das condigoes iniciais. Por exemplo, para

xo = w/10, as trajetérias podem ser vistas na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Trajetérias para condigao inicial zo = 7/10

Para uma pequena alteragdo de xy = 7/10 + 0.001 ,as trajetérias alteram-se
substancialmente, como se pode ver na Figura 3.2.

Tal mapa apresenta um comportamento cadtico, ou melhor, uma grande sensibi-
lidade as condicoes iniciais. As trajetorias para as duas condigoes iniciais apresenta-
das sao completamente distintas, como se pode ver nas Figuras 3.1 e 3.2. Também
pouco se pode concluir da dinamica do sistema a partir de tais trajetorias. No en-
tanto, particionando o espaco de estado em n regioes e contabilizando o ntimero de
aparigoes da trajetéria em uma determinada particao, pode-se construir um ”gréafico
de ocorréncias”, apresentado na Figura 3.3.

Tais graficos nao se mostram sensiveis as condigoes iniciais do sistema, mesmo que
esse possua caracteristicas caoticas.

Essa "ideia” de densidades estd intimamente ligada ao operador de Frobenius
Perron, que sera utilizado como operador de evolucao de densidades de probabilidade.

Essa evolugao pode ser melhor entendida pela descricao mateméatica dos diagramas
de ocorréncias, descritos anteriormente. Novamente, assumindo uma transformacao

S :10,1] — [0, 1] e para varias condigbes iniciais:
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Figura 3.2: Trajetérias para duas condigoes iniciais distintas

vy =S(2)) @y =S5(z3) x, =S(ay)

Definindo densidade de estados iniciais e finais, segundo [Lasota and Mackey, 1985],

introduz-se o conceito de funcao caracteristica em um dado intervalo A:

Ian(x)=1 se z€A

=0 se z&A

0

Dessa forma, define-se fo(x) como funcao densidade para os estados iniciais 2%, ..., 20

se para cada intervalo Ay C [0, 1] tem-se:

/AO Fo(w)du ~ %; 1a(29) (3.1.2)

[gualmente para os estados z1,z1, ..., x} tem-se:

/Af1(u)du ~ %; La(a}) (3.1.3)
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Figura 3.3: Histograma das trajetérias para duas condigoes iniciais distintas
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Figura 3.4: Contra-imagem do intervalo [0,x] = linhas mais escuras na abcissa

O que se pretende obter é a relacao entre fj e fi, ou melhor, a evolugao de f, para

fi.

Introduzindo o conceito de contra-imagem em um intervalo A C [0, 1] (Figura 3.4)
como sendo o conjunto de todos os pontos que estardo em A apds a aplicagao de S
,ou seja :

STHA)==x:S5(x) € A

Como z} € A se e somente se z) € S™'(A), tem-se, entao, a seguinte relacao:

IA(S(2)) = 1g-1(a)(2)

E entao:

N
/Afl(’u)du: %;15_1@)(3;2) (3.1.4)

Tomando Ay = S7H(A) uma vez que até esse ponto, Ay e A sdao arbitrarios, o

lado direito das equagoes (3.1.2) e (3.1.4) s@o iguais, logo:
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/Afl(u)du = /Sl(A) fo(u)du

Esta é a relacao entre f; e fy que indica como evolui f. Tomando um intervalo

A = [a, z] tem-se:

Derivando em relacao a x tem-se:

d
f =g [

Escrevendo a equagao acima em forma de operador, ou seja:

d

Pfu)=— -

fo(u)du (3.1.5)

a7m])
A equagao (3.1.5) define o operador de Frobenius Perron. Para uma definigao mais
precisa do operador e melhor compreensao do ”fluxo de densidades”, certos conceitos

devem ser mencionados, principalmente no que se refere a conceitos de operadores.
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3.2 Operadores de Frobenius Perron

O operador de Frobenius Perron é pode ser considerado como uma classe especial de
operadores de Markov. Dessa forma, para uma classificagao mais precisa, as seguintes

defini¢bes sdo necessdrias [Lasota and Mackey, 1985].

Definigao 3.2.1. Seja (z,.A, 1) um espaco de medida. Uma transformacao S : X —

X é mensuravel se:

SHA) e A
para todo A € A

Definicao 3.2.2. Uma transformacao mensuravel S : X — X em um espago métrico

(z, A, p) é dita nao-singular se u(S~!(A)) = 0 para todo A € A, tal que u(A) = 0.

Assumindo que uma transformacao nao-singular S : X — X em um espaco de

medida ¢ dada, define-se um operador P : L' — L! em duas etapas.

1. Seja f € L' e f > 0, a integral

/ f(x)(dz)
S—1(A)

define uma medida finita, segundo propriedades das integrais de Lebesgue, e

portanto S~ A;) = U, ST (A))

Corolario 3.2.1. Se (z, A, u) € um espago de medida e v € uma medida finita
em A tal que v(A) = 0 sempre que p(A) = 0, entdo existe um unico elemento
de f € L tal que:

v(4) = [ f@utdr)

para A € A.
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Segundo o coroldrio 3.2.1 ha somente um tinico elemento em L!, que se pode

denotar por Pf, tal que

/ Pf(x)udz) = / f(@)u(de)
A S-1(A)

para A € A.

. Agora seja f € L' arbitrdrio, e nao necessariamente nao negativo. Escrevendo
f=f"—f e definindo
Pf=Pft—-Pf"

Dessa defini¢ao tem-se:

x r) = (x r) — (x T
[ pr@man = [ preun [ 5 @t

571(4)

/Pf(x),u(dx) = / f(x)u(dz) para A e A (3.2.1)
A S=1(4)

A equagao (3.2.1) define P de maneira tinica. Com base nesses conceitos, define-se:

Definigao 3.2.3. Seja (z, A, 1) um espago de medida. Se S : X — X é uma trans-

formagao nao-singular, o tinico operador P : L' — L' definido pela equagao (3.2.1) é

chamado operador de Frobenius Perron correspondente a S.

Embora a defini¢ao 3.2.3 seja formal do ponto de vista matemaético, deve-se lem-

brar que tal operador descreve a evolucao de f pela trasnformacao S.

Seguem algumas propriedades de P:

1. PO\ fi+ Xafa) = MPfi+ MPfy para todo fi, fo € L', A\, Ay € R | entao

P é um operador linear;

2. Pf>0,8e f>0;
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3. fXPf(x)u(dx) = fo(ac),u(dx);

4. Se S, =So.."0S e P, ooperador de Frobenius Perron correspondente a S,

entao P, = P", onde P é o operador de Frobenius Perron correspondente a S.

Diferenciando a equagao (3.2.1) obtém-se:

Pra) = 4 | TR (3.2.2)

Que se torna uma forma explicita para o operador de Frobenius Perron, no caso

especial da transformacao S ser diferenciavel e inversivel.
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3.3 Operadores infinitesimais

Uma familia de operadores lineares limitados é chamada de semigrupo se para todo

s>0,t>0

Ts+t =TT,

Um semigrupo 7; é chamado semigrupo estavel, como ja visto, se para todo t > 0,

tem-se:

1. ||T}]] <1, ou seja, se para todo t >0, f € L, tem-se
1T fI < (I

2. Tof = f;

3. Ty = Ty(Tyf) eselimy_y, [|Tif —Ti, fll, = 0, para f € L, to > 0, entdo o

semigrupo é chamado continuo.

O operador infinitesinal de um semigrupo 7T; é definido pela férmula:

Af =lim

t—0

Lf—-f
t

Ou melhor, seja L = LP, 1 < p < 00 e T} |1>0, um semigrupo estavel. Seja D(A)
o conjunto de todo f € L tal que o limite acima exista. Assim o operador definido
A: D(A) — L é chamado de operador infinitesimal.

Sabe-se por defini¢ao que o subespaco D(A) é linear, ou melhor:

Mfi+ Ao fe € D(A)
para Vfi, fo € D(A) e para VA, Ay € R

E que o operador A é também linear pela definigdo da operagao de limite. Ou

seja:

A(ALfi + Aafa) = MA(f1) + AA(f2)
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Teorema 3.3.1. Seja Ty |>0 um semigrupo estdvel e continuo atuando em Ly e
A : D(A) — L seu correspondente operador infinitesimal. Além disso, seja u(t) =T, f

para [ € D(A) fizo. Entao u(t) satisfaz as sequintes propriedades:
1. u(t) € D(A) parat > 0;
2. u/'(t) existe parat >0; e
3. u(t) satisfaz a equagdo definida
u'(t) = Awu(t)
parat >0 com u(0) = f.

Ou seja, u(t) = Ty f € uma solugdo da equagdo acima.

Prova: Para t = 0, as propriedades (1) — (3) sdo satisfeitas pelas definigdes das
propriedades.
Seja tp > 0 fixo. Pela defini¢ao de u(t), tem-se:

u(t) —u(ty)  Tif — T f
t—ty  t—tp

Como T; é linear

T, =114, 1y, parat >ty

tal igualdade pode ser escrita como:

u(t) — u(to)
t—to

,—thtof - f
t—t

=Tiy(

Ja que f € D(A), o limite de Tt%tﬁf existe para t — tg e resulta em Af.

) parat >t (3.3.1)

Entao (3.3.1) também existe e é igual a Ty, Af. De forma anéloga, se t < ty, tem-se

T,, = Ti.T,,—+, e, por consequencia:
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u(t) — ulto) Tig—tf —

=T, 3.2
r— to ( P— ) parat <ty (3.3.2)
e
wu(t) — ul(t T, _+f —
(35 (0)_ﬂoAf S‘ﬂ()( tO tf f_Af)
—1p I to—t L
Tyotf —
+ITAS = Tafl, < [Pt g
(U L

+ T Af = T, Afll,

Novamente, desde T;Af converge para T;,Af para t — ty, o limite existe para
t — tp e éigual a Ty Af. Entdo a existéncia de /() estd provada.

Reescrevendo (3.3.1) na forma:

u(t) — u(tO) _ 71t—to (Eof) — (ﬂof)
t—t, t—t,

Uma vez que o limite do quociente do lado esquerdo existe para t — g, o limite

parat >ty

do lado direito também existe para t — t; e assim:

u/(to) = ATto f

o que prova que T3, f € D(A) e que v (ty) = Au(to)

3.4 Operadores infinitesimais de sistemas de equacoes

diferenciais ordinarias

O teorema 3.3.1 possui uma caracteristica importante no estudo de evolucao de den-
sidades de probabilidades. Segundo ele, basta conhecer o operador infinitesimal de
um semigrupo para determinar a evolucao de p sob aplicacao desse semigrupo. Isso

se caracteriza como uma técnica bastante eficaz, visto que, na grande maioria, em
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sistemas continuos, é mais dificil descrever um operador de forma analitica que o seu
respectivo operador infinitesimal.

Considere um sistema de dimensao d de equagoes diferenciais ordinarias:

i = F(z,1) (3.4.1)

Seja P, |10 € Up |t>0 0s semigrupos gerados a partir de (3.4.1) (semigrupos de
Frobenius e Koopman, respectivamente).

O semigrupo de transformacoes correspondentes a equagao (3.4.1) é definido por:

Si(xg) = x(t) (3.4.2)

onde x(t) é a solugao para (3.4.1) correspondente a condi¢ao inicial z(0) = z.
Assumindo F; com derivadas continuas e que para todo xy € RY, z(t) existe para
todo t € R, garante que Sy(xo) = z(t) define um semigrupo de transformagoes.

Por definicao do operador de Koopman:

Utf(xo) = fISi(0)]

Portanto:

Ui f(z0) — f(0) - Si(wo) — f(wo)  f(z(t)) — f(wo)

t t t
Assim, se f é continuamente diferencidvel com ”suporte compacto” (fungao com

valor zero fora de uma intervalo limitado), entdao pelo teorema do valor médio:

d
Uif(xo) = f(xo) _ > fo(@(0)x}(6,) =

t

d
— me(x(@))ﬂ(x(et))

Com 0 < # < 1. Com a equagao (3.4.2)
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Utf(xo)t_ f (o) _ ; . (S, (20)) Fy (S, (20)) (3.4.3)

Uma vez que as derivadas f,, tem suporte compacto:

P_I)% fei (S0, (70)) F5(S, (w0)) = fo,(x0) Fi(20)

uniformemente para todo xy. Entao (3.4.3) tem um limite em L, e o operador

infinitesimal de Koopman Ay é dado por:

d

Apf(x) =) of Fy(z) (3.4.4)

)
— OJx;
=1

Para definicao do operador infinitesimal do operador de Frobenius-Perron, pode-
se tomar como ponto de partida sua relacao com o operador de Koopman, ou seja, o

fato de tais operadores serem adjuntos.

(Pif,9) = (f,Uyg) parafecL'gec L™

subtraindo (f, g) de ambos os lados:

(Pf — f,9) = (f,Ug — g) dividindo port

(Ptft_ Loy =11, Utgt_ ) (3.4.5)

Seja f € D(App) e g € D(Ak), onde App e Ak sdo os operadores infinitesimais
para os semigrupos de Frobenius-Perron e Koopman respectivamente. Tomando o

limite de (3.4.5) para t — 0:

(Appf.9) = ({f, Akg) (3.4.6)

Segundo definigao de Ak, o lado direito da equagao (3.4.6) fica:
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dg
(f, ZF a2,

Sendo g continuamente diferencidvel com suporte compacto. Explicitando o pro-

duto escalar, e com X = R e dy = dx;...dzy = dx tem-se:

d d
dg ., g ng OfF;
<f’iz_;FZ0xi> N /Rdf;FZG%d Z — 9 ox; bdu

Rd
Para f € D(App), a qual é também continuamente diferenciavel. Desde que g

tenha suporte compacto:

3 [ Gt

E portanto
d afF
Y Eg == [ o
_iaf
L~
=1
Assim

Essa formula é valida para todo f continuamente diferencidvel sendo f € D(App)
e para todo g continuamente diferencidavel com suporte compacto e com g € D(Ak).

Com 1isso:

o[ F)

Appf =— Oz

(3.4.7)

M=

i=1
E pelo teorema 3.3.1 pode-se concluir que a evolugao de uma densidade, sobre a

qual opera o operador de Frobenius Perron satisfaz a equacao diferencial:
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com f(t,z) = P, f(x).
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Capitulo 4

Aplicacoes em Modelos
Matematicos

Neste capitulo, trés exemplos de equagoes diferenciais nao lineares serao tratados
através da teoria desenvolvida no capitulo anterior. Serd utilizado o operador de
Frobenius-Perron no estudo probabilistico das respostas dos sistemas. Comparacoes
com simulacoes numéricas através do método de Monte Carlo serao realizadas no
sentido de validar a solucao através de operadores. Algumas hipoteses serao utiliza-
das baseadas nos diagramas numéricos de ocorréncia, no sentido de simplificar uma

solucao analitica para tais diagramas.

4.1 Oscilador de Duffing

O chamado oscilador de Duffing é da forma [Guckenheimer and Holmes, 1983].

i+ B.i—x+ax® = Asin(w.t + @) (4.1.1)

O que se deseja obter é a equacao que rege a evolugao da funcao densidade de
probabilidade de encontrar o sistema em determinada posi¢ao do espago de estado,
em determinado tempo.

Reescrevendo tal sistema na forma :
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T = F(x,t)

Obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

51.71 = T2
By = —f.29 + 1 — a.xd + A sin(w.t + @)

E sobre esse sistema que se deseja analisar, de maneira probabilistica, seu compor-
tamento dinamico. Utilizando-se do operador de Frobenius Perron definido na secao

(3.1) obtém-se a equagao diferencial parcial (4.1.2).

p=App(F(z).p)

p= o, Zo+ B.p s [=B.xs + 21 — a.x] + A.sin(w.t + @)] (4.1.2)

A equagao (4.1.2) representa a evolugao da fungao densidade de probabilidade em
relagao as variaveis de estado z; e xs.

Nesse trabalho o principal objetivo é se utilizar da relagao dada pela equacao
4.1.2, de maneira a aproximar, através de uma expressao analitica, o diagrama de
ocorréncias para um sistema dinamico, neste caso, o oscilador de Duffing. O dia-
grama de ocorréncias numérico pode ser construido através de simulacao de Monte
Carlo, como dito anteriormente, para um conjunto limitado de condicoes iniciais,
com distribuicao uniforme de probabilidade. Um diagrama de ocorréncias em trés
dimensoes pode ser visto na Figura 4.1 para a =0.2, w=1e A =0.3.

Pode-se notar que, de maneira geral, os histogramas tem maior valor numérico
perto de zo = 0. Isso pode ser explicado na ideia intuitiva da prépria construcao de

tal diagrama, ou seja, que nas regioes do espaco de fase por onde o sistema ”trafega”
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velocidade

Posicdo
Figura 4.1: Distribuicao de Ocorréncias o = 0.2

com velocidades menores, a probabilidade de encontrar tal sistema tende a ser maior
do que em outra regiao por onde o sistema passa com velocidades maiores. Por essa
razao pode-se tentar eliminar a dependéncia de x5 da funcao p, daqui em diante, nao
denominada densidade de probabilidade, mas sim distribuicao de ocorréncias. No
caso particular da construcao de um diagrama de ocorréncias apenas dependente da
variavel x;, a soma de fatias da solucao em trés dimensoes para valores finitos de
T2, leva a uma distribuicao de ocorréncias simplificada, ainda assim, com a dimensao
velocidade (x2), imbutida na solugao, de acordo com a observagao acima.

Dessa forma pode-se nao somente restringir a busca por uma solucao apenas de-
pendente da variavel posi¢ao, como também limitar a solu¢gao a um dominio do espago
de estado, a saber, para xy préoximo de zero. Na Figura 4.2 estao mostrada varias
"fatias” de p para valores de velocidade préximos a zero.

Nota-se, inclusive, que as distribuicoes nao variam consideravelmente e que pos-
suem também a forma geral da distribuicao completa dada pela Figura 4.1. Com isso,
pode-se simplificar a busca por uma possivel solucao analitica nao somente em fatias

de x5, como também, para um determinado valor de x5 préximo a origem.
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Figura 4.2: Distribuicao de Ocorréncias para valores diferentes de xy proximos de
ZEro

Com essas observacoes, propoe-se por uma possivel solucao dessa equacao a se-

guinte funcao:

p(xy, 29, t) = f(x1,22). f3(¢) (4.1.3)

Com a separagao de variaveis de x1, x5 em relacao a t, p possuira a forma de uma
distribuicao denpendente apenas de x; e x9, multiplicada por uma parte periddica
em t. Segundo [Lasota and Mackey, 1985], todo operador de Markov, gozando de
certas propriedades, propriedades essas que o operador de Frobenius-Perron detém,
operando em um sistema que para um dado conjunto fechado apresenta proprieda-
des de ergodicidade, possuird ou uma densidade estacionaria, ou uma periodicidade
assintotica no conjunto onde o operador trabalha. Dessa forma, acredita-se que a
solucao da forma proposta tende a aproximar o que seria a forma de um densidade
estacionaria.

Como mencionado, deseja-se achar uma solucao para apenas uma ’fatia” de p

calculada em zo = &. Com essa hipétese, pretende-se reescrever a equacao (4.1.3)
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por p(z1,22,t)|e, = f(z1,22).f5(t)]¢,, sendo & um nimero real, préximo de zero.
Assim, a solucao encontrada ¢é valida para uma faixa de x5 dada por &. Fazendo
a composicao das solugoes para diferentes valores de &, pode-se achar uma solugao
aproximada de p, independente da variavel velocidade. Assim, substituindo a solugao

proposta em (4.1.2) tem-se:

d Of (w1, 22
flanmle Lo = -2 ) g+

+B8.f (1, 12)|g,- f3(1)

_M,fg(t).[—ﬁ-xz + 1z — Oz.ac‘;’ + A.sin(w.t + ¢)]|e,

(9x2
Expandindo sin(w.t + ¢) por sin(w.t).cos(¢) + cos(w.t).sin(¢) e tomando f3 =

eM-(sin(w-t). tan(¢)—cos(w-1)) " com M sendo uma constante arbitréria, tem-se:

: 0
1, 22) ey €M G- tan(@)—cosw) oy N (cos(w.t). tan(¢)+sin(w.t)) = _wmﬂ&.
x1

.eM.(sin(w.t). tan(d))—cos(w.t))_}_ﬁ‘f(xh $2) |§2 ‘eM.(sin(w.t). tan(d))—cos(w.t))_eM.(sin(w.t). tan(¢)—cos(w.t)) ]

.%(561, T9).[= .72 + 1 — .2} + A.(sin(w.t).cos(¢) + cos(w.t).sin(¢))]|e,
2

Para que se dé a igualdade, os termos em t devem se anular. Com isso se obtém:

A.cos(¢p) Of
[z, 22)le, = _w.—M'G_xQ(Il’@)'& (4.1.4)
Assim como o restante dos termos.

Of (w1, 22)
_8—;12..1’2‘52 + B-f(xl7x2)|§2

. af(xla 132)
aZEQ

Utilizando-se do resultado da equacao (4.1.4) na equacdo acima, tem-se:

=829 + 21 — a.x}]le, = 0

Of (x1,22), w.M.f(x1,22) g+ A'%#ﬂ—i—xl — a.xd

1
0xy &2 = A.cos(p) T e

(4.1.5)
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Sabe-se que a solucao em p deve obedecer algumas condigoes de contorno, tais

Lo
Rd

Ou seja, a funcao p deve ser normalizada em escala, e também, em se tratando

quais:

desse sistema dinamico, para valores grandes de x1, a probabilidade de encontrar o

sistema é muito baixa. Dessa forma:

lim p=0

r—00
Denotando por N, outra constante arbitraria, assim como a constante M, para
satisfazer as condigoes de contorno acima citadas, tem-se:

[(ﬁ_ﬁ w. M )$1+ w. M ﬁ_aw% )]
f(x]_,xQ)’€2 = N.e &2 "A.cos(¢) /" A.cos(¢).€9 "\ 2 1

Dessa forma, a funcao p, calculada em &, fica:

x aAa:4 .
plar,t)]e, = N o &0 atant) m1+ aetiyeg (- 3+ T+ M. (sin(w.b). tan(¢)—cos(w1)) (4.1.6)

A equagao (4.1.6) representa uma solucao possivel da distribuigao de ocorréncias
para o oscilador de Duffing para um dado valor de x5 igual a £&. Como solugao para a

p, deseja-se aproxima-la pela funcao obtida para um valor real de x5 préximo a zero.

4.2 Resultados para o oscilador de Duffing

Uma forma conveniente de acessar as validade da teoria apresentada para o caso da
equacao mencionada é através do estudo mais aprofundado sobre a resposta esperada
do sistema. Tomando conhecimento mais preciso das respostas e através de com-
paragoes com solucoes numeéricas, pode-se avaliar a validade da teoria, assim como

suas limitagoes.
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Figura 4.3: Pogo Potencial para a = 0.2

Inicialmente, uma avaliagao da variacao pogo potencial do sistema, mediante a va-
riagao de um determinado parametro de interesse, é de grande valia no entendimento
do sistema. Para a equagao de Duffing, uma primeira analise foi escolhida variando-se
o parametro a.

Na Figuras de 4.3 a 4.5 pode-se observar a variacao dos pocos potenciais do sistema
para diferentes valores de a. Para a = 0.2 , Figura 4.3, o poco apresenta dois vales
bem pronunciados ao redor de +/- 2.0 radianos. Conclui-se que, ao redor desses
pontos, o sistema apresenta dois pontos de equilibrio estaveis sobre os quais deve
oscilar.

Na Figura 4.4, para o = 0.5, os dois vales presentes no caso anterior ainda se
destacam, porém com menor intensidade. Espera-se que o sistema ainda possua
orbitas ao redor desses pontos, porém, que elas nao estejam mais tao concentradas
em torno desses pontos, mas sim, uniformemente distribuidas entre esses focos e a
origem.

Ja para a = 1.2, Figura 4.5, os dois pontos se confundem com a origem, formando

apenas uma grande bacia de atracao. E de se esperar que o sistema oscile em torno
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Figura 4.6: Distribuicao de Ocorréncia para a = 0.2

dessa regiao.

Utilizando-se da equagao (4.1.6), as distribuiges de ocorréncias estacionarias do
sistema foram dispostas em graficos, para cada valor de « citado acima. Todas foram
obtidas para um valor real positivo de £2 préximo de zero. As distribuicées podem

ser vistas nas Figuras de 4.6 a 4.8. Para os graficos foi utilizado também w = 1 e
A=0.3.

Podem-se observar na Figura 4.6 duas regioes distintas de maior probabilidade
de encontrar o sistema: ao redor de +/- 2.0 radianos. As duas regides mencionadas,
referem-se ao vales observados no poco potencial do sistema. Tal concentragao repre-
senta um resultado bem logico, visto que tais pontos sao pontos de equilibrio estavel
do sistema. No entanto, uma assimetria foi observada. Tal assimetria pode ter como
possivel causa, a excitacao do sistema, que, para os instantes iniciais, sempre excita
o sistema para o setor positivo do espaco de estado (devido a fase nula utilizada).

Uma forma de verificar tal afirmacao quanto a influéncia da excitacao sobre a

densidade de probabilidade é alterar algum dos seus parametros e verificar o impacto
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Figura 4.7: Distribuicao de Ocorréncia para a = 0.5

Alpha=1.2

Figura 4.8: Distribuicao de Ocorréncia para o = 1.2
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Figura 4.9: Distribuicao de Ocorréncia para a = 0.2 e ¢ = 180deg

sobre a densidade. O parametro mais logico ¢é a fase da excitacao. Na Figura 4.9 esta
mostrada a densidade de probabilidade para a = 0.2 e ¢ = 180deg. Nota-se que a
assimetria verificada anteriormente se inverteu, como previsto, refletindo a influéncia
da excitacao sobre a resposta do sistema.

Na Figura 4.7, para a = 0.5, observa-se que as regioes equivalentes ao vales do
pogo potencial ja nao possuem probabilidade tao altas de encontrar o sistema, assim
como houve um translado do picos em direcao a origem. No entanto, tais regices ainda
se destacam, principalmente do lado positivo da abcissa do grafico. Ja na Figura 4.8,
observa-se uma maior uniformidade da densidade de probabilidade ao redor de toda
regiao compreendida entre -1 e +1, exatamente a regiao observada no pogo potencial
para o mesmo valor de «.

Como forma de verificar tais resultados obtidos, simulagoes numéricas foram fei-
tas com o intuito de verificar tais distribui¢cbes. Assim para um conjunto finito de
condigoes iniciais, distribuidas uniformemente em termos de probabilidade, foram

realizadas simulacoes do sistema através do método de Monte Carlo e o espaco de
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Figura 4.10: Diagrama de Ocorréncias para o = (.2

estado foi dividido em regioes discretas. Dessa forma, foi contruido um histograma de
ocorréncias do sistema na regiao do espaco de estado, apenas em func¢ao da posicao,
ou seja, as fatias para cada valor de x5 foram somadas, de maneira a obter uma tinica
distribuicao final . Tais graficos podem ser vistos nas Figuras de 4.10 a 4.12. Um
detalhe a ser observado é que, até o momento, nao foi provado nada em relagao a
ergodicidade do oscilador de Duffing, e portanto, nao se sabe se existe uma densidade
estacionaria. Tal densidade, porém, pode ser verificada numericamente de forma ite-
rativa. Com isso, se obtém um tempo final de simulagao ¢;, para o qual, para qualquer

t > ty, o histograma obtido permanece praticamente inalterado.

Os diagramas foram feitos nas mesmas condigoes dos graficos anteriores. Pode-se
observar grande semelhanca entre eles. Para alpha = 0.2 por exemplo, observa-se
a assimetria de ocorréncias entre os dois atratores (lado positivo e lado negativo do
espago de estado), verificada no grafico 4.6. Obviamente, o0 método numérico possui
limitagoes devido ao nuimero finito de condic¢oes iniciais que podem ser testadas.

J& nas Figuras 4.11 e 4.12 observa-se a gradativa uniformizacao das ocorréncias

em torno da origem. Tal comportamento também foi verificado nos pogos potenciais
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Figura 4.12: Diagrama de Ocorréncias para o = 1.2
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do sistema.

Conforme solugao proposta, a fungdo de densidade de probabilidades (4.1.6) nao
depende da variavel &. Esse resultado foi obtido através do método de resolugao
da equacao diferencial resultante do operador de Frobenius Perron, como forma de
simplificar a equagao diferencial parcial e, assim, achar uma solugao fechada para o
sistema. No entanto, analisando os resultados obtidos até aqui, percebe-se que apesar
dessa dependéncia nao estar explicita na equagao (4.1.6), ela se mostra presente nas
densidades obtidas, conforme pensado anteriormente. Quando o sistema passa por
uma regiao do espaco de estado com baixa velocidade, ¢ grande a probabilidade de
encontrar o sistema nessa regiao. Ou melhor, é maior a probabilidade de encontrar o

sistema nessa regiao do que em uma no qual ele passa com grande velocidade.
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Figura 4.13: Distribuicao de Ocorréncias para valores diferentes de xy préximos de
zero para equacao de Escape

4.3 Equacao de Escape

A chamada Equacao de Escape é da forma.

i+ 3.4+ 1—ar’=Asin(wt+ @) (4.3.1)

Tal equagao ¢ utilizada na representacao do movimento do jogo de uma navio me-
diante acao de ondas regulares ([Thompson et al., 1990] e [Thompson et al., 1992]).

Como feito anteriormente para o oscilador de Duffing, foram gerados diagrama de
ocorréncias numéricos para diferentes valores de x5 préximos a zero. Tais diagramas
podem ser vistos na Figura 4.13. Novamente, pode-se notar a pequena variagao
dos diversos histogramas para valores de velocidade ao redor de zero. Portanto, de
maneira analoga ao caso anterior, como forma de solucao fechada para a densidade
de probabilidade dada pelo operador de Forbenius-Perron, optou-se por aproximaé-la
por uma distribuicao de ocorréncias calculada para uma fatia de x5, proxima de zero.

Uma particularidade desse novo sistema, é a presenca de um atrator instavel, que
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leva ao sistema a regiao de +o0. Pelo diagrama de ocorréncias numérico, percebe-
se que isso leva a um aumento do nimero de ocorréncias para a regiao do espago
de estado perto do escape, devido ao aumento do nimero de condigoes iniciais que
levam ao escape, e consequentemente, levam o sistema a trafegar por essa regiao.
Dessa forma, uma condi¢ao de contorno para uma possivel solugao de p, é de seu
valor aumentar indefinidamente para tal regiao, ou mesmo para a posicao tendendo
a +00. Isso, porém, gera um problema de normalizacao da funcao p, ja que essa nao
¢ mais limitada.

No entanto, tendo em vista a forma da solucao aproximada proposta, a nor-
malizacao significa muito mais uma escala de apresentacao dos resultados, do que,
propriamente, uma condi¢ao para a encontrar a solucao. Dessa forma, propoe-se um
limite de validade para a solucao, a mencionar, o ponto de escape das trajetérias
(regiao ao redor de z1 = 1, para o valor de @ = 1), e pretende-se fazer a normalizacao
até essa regiao definida.

De forma andloga ao oscilador de Duffing, obtém-se, através do operador de Fro-
benius Perron, a distribuicao de ocorréncia para cada valor de x5 = &, para equagao

de Escape na forma:

I2 a.

13 .
p(l'h t)|§2 _ N'€M~(*§+B'A.cgs(qa))'IlJrA.co:(J@.gQ (F——3F1)—sin(w.t). tan(¢)+cos(w.t) (432)

4.4 Resultados para a equacao de Escape

Antes de obter as densidades de probabilidades para o sistema em estudo, é im-
portante interpreta-lo do ponto de vista de seus pontos de equilibrio. Para isso, é
importante saber como varia a energia potencial do sistema para esse tipo de forca
de restauracao para o sistema nao forcado.

Na Figura 4.14, pode-se ver a variacao do pogo potencial do sistema para a = 1.0.
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Figura 4.14: Poco Potencial para Equagao de Escape

Percebe-se que o sistema possui um atrator na origem, onde o poco apresenta
um ponto de minimo local. Para valores negativos, o sistema ¢é atraido para esse
atrator. No entanto, para valores positivos, o sistema possui um escape, originando
instabilidade. Para valores proximos a +1, o sistema tem um ponto de maximo local,
dividindo a regiao dominada pelo atrator e a regiao de escape do pocgo potencial. Tal
sistema se mostra bem interessante no aspecto da forcante, pois, dependendo de sua
intensidade, mesmo o sistema tendo como condi¢ao inicial interior a regiao do atrator,
pode ainda assim ser atraido para o escape.

Por isso, um interessante parametro a ser tomado para o estudo da evolucao de
densidades ¢ a intensidade da forca de excitagao, dito parametro A.

Na Figura 4.15, pode-se observar a variacao da distribuicao de ocorréncias para
quatro diferentes valores de A. Foram utilizados valores de § = 0.5, w = 0.3 e, assim
como no pogo potencial, &« = 1.0. Pode-se observar que para pequenos valores de A,
o sistema praticamente permanece na regiao em torno da origem. A medida que A
cresce, a densidade na origem diminui, ao passo que se alarga sua regiao de dominio.

Em outras palavras, a distribuicao torna-se menor para valores menores que +1.5,
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aproximadamente, e para valores positivos e grandes de x, a probabilidade tende a

crescer indefinidamente.

Figura 4.15: Evolugao de Distribuicao de Ocorréncias com A

Tem-se para esta tultima regiao mencionada o escape do sistema. Dessa forma, a
probabilidade de encontrar o sistema trafegando por essa regiao, proporcionalmente
ao resto do espaco de estado, aumenta a cada valor maior de A, indicando que a
probabilidade do sistema escapar é cada vez maior com o aumento da amplitude da
forcante.

A principio, observando o poco potencial do sistema, tende-se a concluir que o
limite entre a bacia de atracao do atrator estavel do sistema e o escape é aproxi-
madamente +1. Valor esse onde o poco potencial de um ponto de derivada zero.
Porém, como visto na densidade de probabilidade, onde esta cresce indefinidamente
¢é aproximadamente +1.5. Tal valor representa um ponto além da estabilidade em
termos do pogo potencial, porém ainda representa um ponto de atracao para o atra-

tor estavel, no qual a forca de restauracao ainda consegue manté-lo, ou atrai-lo. Tal
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ponto também pode ser visto em um diagrama de fase para um dada condic¢ao inicial,

na qual o sistema estd em seu limiar de escape (4.16).

Figura 4.16: Diagrama de Fase para a equacgao de Escape

Outro ponto interessante é para valores baixos de A, para o qual a densidade
de probabilidade apresenta um pico aproximadamente ao redor da origem. Tal pico
esta mostrado na Figura 4.17. Tal valor pode ser explicado novamente através de
um diagrama de fase para o sistema (Figura 4.18). Nessa regidao o sistema orbita
indefinidamente, e exatamente para esses valores de x, aproximadamente £0.2, sao
pontos de velocidade baixa, ou mesmo nula. Ou seja, exatamente nesses pontos o
sistema trafega bem lentamente e, portanto, é maior a probabilidade de encontra-lo.

Para confirmar tais conclusoes, fez-se da mesma forma com o oscilador de Duffing.
Foram realizadas simulagoes através do método de Monte Carlo, variando as condicoes
iniciais e histogramas de ocorréncias foram feitos para diferentes valores de A. O
resultado pode ser visto na Figura 4.19.

Pode-se identificar o mesmo comportamento global visto nas figuras anteriores

pelo operador de Frobenius Perron. A medida que se incrementa A, a densidade se
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Figura 4.18: Diagrama de Fase para a equagao de Escape
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Figura 4.19: Evolugao do Grafico de Ocorréncias com A

achata, diminuindo o valor de pico, assim como ocorre o aumento de ocorréncias do
escape, 0 que se pode observar com o aumento da ocorréncia na regiao direita do

grafico 4.19.
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4.5 Oscilador de Van der Pol

O oscilador de Van der Pol é uma equacao bem conhecida em dinamica nao linear,
entre outras razoes, por apresentar, em regime permanente, orbitas estaveis isoladas
chamadas de ciclos limite. Tal comportamento pode ser encontrado em varios sistemas
fisicos e tem como origem a presenca de uma nao linearidade no termo dissipativo do

oscilador. Uma das representacoes de tal oscilador é da forma:

i+ pi(alz]—-1)+Kx=0 (4.5.1)

Como foi feito para os sistemas anteriores, obtém-se, através do operador de Fro-
benius Perron, a seguinte equacao de evolucao para a densidades de probabilidades

do sistema:

) )
_8_51.952 - 8—;;.[_5.1;2.(@.\331\ 1) — K] + Boplalz] - 1) (4.5.2)

Deseja-se determinar a solucao de p estacionéria, ou seja, quando p = 0. Assim

como para os casos anteriores, assume-se por solugao:

p = f(x1,xs) (4.5.3)

Como para os osciladores anteriores, vamos assumir £ como um valor real repre-
sentando uma fatia da solucao para xs = &. Deseja-se achar, portanto, uma solucao
f (21, x2), calculada em &. De forma andloga aos sistemas anteriores, um conjunto de
diagramas de ocorréncias numérico foi feito para diferentes valores de x5, proximos a
origem (Figura 4.20).

Nesse oscilador é ainda mais claro a pequena variagao dos diagramas de ocorréncias
para diversas fatias de velocidade. E de forma andloga a esquacao de escape, deve-se
limitar a regiao de normalizacao da funcao, visto que essa também nao ¢ limitada.
Para esse oscilador, a regiao de normalizacao escolhida é +2.

Substituindo (4.5.3) em (4.5.2) tem-se:
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Figura 4.20: Distribuicao de Ocorréncias para valores diferentes de xy préximos de
zero para equacao de Van der Pol

_af(xb $2)
3951

_af(xh 1‘2)
8%2

Com a fungao f definida como:

.l‘2|§2 + ﬁ(a‘xﬂ - 1).f($171172)|§2

[=B.xo.(a|z1| = 1) — K.xq]le, =0

f(xla $2)|€2 - ew(w1,$2)|§2

Tem-se:

_890(“7517 IQ)
81’1

o 890(3717 x2)
81'2

Como nos casos anteriores, busca-se uma solucao para p que respeite certas

T f(21, ) ]e, + B.(a]z1| = 1).f (21, 22) g

.[—ﬁ.xz.(a.\xlf — 1) — K.xl].f(x1,$2)|§2 =0

condicoes de contorno. Tirando a condicao de normalizacao da integral da funcao
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p para uma regiao definida, para este sistema em particular, condi¢oes ao redor da
origem, bem como em outras regioes nao sao triviais. Apenas um condicao que se
pode buscar ¢ a simetria da densidade em relagao a origem. Como o sistema em suas
séries temporais comporta-se de maneira simétrica em relacao a x = 0, espera-se o
mesmo comportamento de sua densidade de probabilidade. Uma outra condigao é,
como visto nos diagramas de ocorréncia numéricos na Figura 4.20, a tendéncia de
valores muito altos de ocorréncias para x; — F00.

Dessa forma, assumindo que para uma fatia da solucao completa, com x, = cte,
a seguinte relacao ¢ vélida, %12’”) = N, com N € R7, ja que, é de se esperar
a diminuicao das ocorréncias com o aumento da velocidade. Portanto obtém-se a

seguinte equacao:

Op(xy, ) (- {B.(a.]z1] — 1)} e, — N'{—ﬁ.xQ.(a.|x1| —-1)— K.x1}|£2

8[E1 | 2 ) To

Reagrupando os termos, tem-se :

Op(xy, z2) 6 = {ﬁ.(oz.|x1| -1)
2 o

5 + N.B.(o)z1| — 1) + K.N. 2LV,
T

X2

0p(x1,29), (Nag+1) _ 1
0—931|§2 = {x—Q-[ﬁ-(a-|x1| D]+ K-N'x2}|€2

E assim, a solucao fica:

(N.xy + 1) x? z?

o(x1,x2)|e, = { .[ﬁ.(Oz.sz'gn(g:l).?1 — )|+ K.N.sz}\& (4.5.4)

T2
Logo, a solucao da densidade de probabilidade, para um valor de x5 pode ser

calculada por:

(N.&5—1) , 3, i
p(x1,32)|e, = Mol & Plasign(e)- S —a)[+K-N. 33} (4.5.5)

Escolhendo a relacao entre os valores de M e N de maneira a obedecer as condigoes

de contorno mencionadas anteriormente, pode-se obter a densidade para diferentes
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valores de &. E como mencionado, aproximar a solu¢ao completa por uma solucao

para uma dada fatia de x, préximo a zero.

4.6 Resultados para o oscilador de Van der Pol

O oscilador de Van der Pol representa um importante sistema oscilatério dentro da
dindmica nao-linear. O sistema descrito por (4.5.1) possui as caracteristicas de um
oscilador de Van der Pol através de seu termo dissipativo. Por essa razao, um impor-
tante parametro para se estudar nesse sistema ¢é o valor de (3.

Para qualquer valor de 3, sabe-se que o ciclo limite estara presente no equilibrio
do sistema. A intensidade com que o sistema é ”atraido” para o ciclo limite é o que
varia para diferentes valores de f3.

Valores baixos de amortecimento fazem com que o sistema possua muitas os-
cilagoes em torno da origem. Tal comportamento pode ser visto na Figura 4.21, para
um valor de g = 0.5. Os demais valores foram mantidos com valores unitarios.

Ja para valores altos de (3, o sistema adquire sua estabilidade orbital sem a pre-
senca de oscilagoes citadas anteriormente. Para valores de [ = 4.0, o diagrama de
fase pode ser visto na Figura 4.22.

Para ambos os casos, o sistema, para qualquer condi¢ao inicial, tende, em regime
permanente, a permanecer na orbita apresentada nas Figuras 4.21 e 4.22, ou melhor,
no ciclo limite.

Para os mesmos valores de K, a e tomando 3 como parametro de variacao, as
densidades de probabilidade em regime para o sistema foram obtidas e podem ser
vistas na Figura 4.23.

Pode-se observar que, para valores de beta maiores, o sistema deixa de exibir
um patamar equiprovavel em torno de zero e comecga a apresentar picos ao redor
de +£1. Esses picos correspondem a regiao denominada por "A” na Figura 4.22.
Em comparagao com a Figura 4.21, pode-se destacar uma maior uniformidade nas

orbitas para esta tltima. Essa uniformidade também foi destacada em sua densidade
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Figura 4.21: Diagrama de fase para o oscilador de Van der Pol

de probabilidade, diferentemente para o caso de § = 4.0.

J& nas regides do espago de estado maiores que +/- 2.0, as densidades possuem um
aumento exponencial em seus valores, nao "retornando” posteriormente. Tal compor-
tamento exponencial é devido a dérbita do ciclo limite possuir velocidades préximas
de zero justamente nessas regioes do espago de estado. O que se observa, através
de simulagoes, é que para valores grandes de posicao, bem afastados da origem, o
amortecimento torna-se grande em relagao a constante de mola do sistema. Assim, o
sistema em condicao inicial de posicao, afastado da origem, retorna com velocidade
muito lenta, devido ao amortecimento ser proporcional a posi¢cao. Assim, o sistema
"gasta” muito tempo em espacos de estado longe da origem, até ser atraido para o
ciclo limite (Figura 4.25). Dessa forma, o sistema pode permanecer por um longo
tempo nessa regiao dada uma condigao inicial que propicie tal situacao.

Como forma de comparagao com o resultado analitico obtido, na figura 4.24, esta

mostrado o diagrama de ocorréncias, ou seja, a densidade de probabilidade obtida
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Figura 4.22: Diagrama de fase para o oscilador de Van der Pol
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Figura 4.23: Distribuicao de ocorréncias para o oscilador de Van der Pol
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Figura 4.24: Diagrama de ocorréncias para o oscilador de Van der Pol

numericamente para o oscilador de Van der Pol.

No entanto, vale ressaltar que o sistema nao possui caracteristicas de ergodicidade
para essas regioes, afastadas do ciclo limite. Portanto, o sistema pode nao possuir
uma densidade estacionaria. Com isso, se pode concluir que a densidade de probabi-
lidade obtida por solucao somente é valida para a regiao dentro do ciclo limite e seus

arredores.
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Figura 4.25: Diagrama de fase para condicao inicial xq = 35
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Capitulo 5

Aplicacao em dinamica veicular

Toda teoria desenvolvida assim como sua aplicabilidade em problemas classicos da
dinamica nao-linear teve por objetivo construir subsidios para a resolugao de proble-
mas dinamicos em dinamica veicular. O problema que se deseja investigar consiste na
resposta de uma veiculo em termos de estabilidade do movimento de rolagem da carro-
ceria, mediante uma excitacao abrupta do angulo de estercamento. Tal estudo reflete
uma recente preocupacao da industria automobilistica no que se refere a estabilidade
contra capotamento de veiculos com centro de gravidade elevado. Nos tltimos anos,
como esforco para projetar veiculos mais seguros e reduzir assim o nimero de aciden-
tes resultantes de capotamentos, a industria tem perseguido mudancgas de projetos e
conceitos em suspensao que levam a melhorias em termos de resisténcia ao capota-
mento. Tais esfor¢os nao podem ser atingidos sem o uso de procedimentos adequados.
Atualmente, a necessidade de se avaliar e quantificar a resisténcia ao capotamento de
veiculos e passar tal informacao ao consumidor, tem levado a introducao, nos Estados
Unidos, pelo érgao governamental competente, de um teste dinamico fisico realizado
em veiculos. Nesse teste, o veiculo é conduzido em uma pista lisa, seca, e entao é
estercado bruscamente para uma lado, e depois para outro, com grandes amplitudes
de angulo de volante, simulando o que seria uma manobra evasiva de um motorista
tentando fugir de um obstaculo em uma rodovia. E constatada uma falha se o veiculo

apresenta duas rodas simultaneas levantadas mais de duas polegadas.
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Com isso exposto, pretende-se contruir um modelo arquetipico de um veiculo, re-
alizando uma manobra evasiva e deseja-se aplicar a teoria de mecanica estatistica em
tal modelo, visando obter respostas em termos de probabilidade de um veiculo apre-
sentar instabilidade ao capotamento mediante parametros de projeto e, assim, estudar

o modelo de forma a obter robustez no que se refere a resisténcia ao capotamento.

5.1 Modelos de dinamica veicular

Um esquema inicial do modelo que se deseja obter pode ser visto na Figura 5.1.
O modelo deve conter a massa suspensa (corpo do veiculo), sobre o qual atua a
aceleragao lateral, assim como a massa nao-suspensa, composta pela suspensao, pneus
etc. E sobre a massa nao-suspensa que atua as forcas de pneu.

O modelo simplificado deve basear-se exatamente nessa vista frontal do veiculo
demonstrada na Figura 5.1. Os graus de liberdade relevantes ao estudo de capota-
mento serao abordados detalhadamente, assim como as razoes para sua utilizagao.
Outro grau de liberdade também importanto da descricao na dinamica lateral, nao
contemplada na Figura 5.1 é o movimento de guinado do veiculo, também conhecido
por yaw. Este consiste em uma vista de planta do veiculo, e é representado pelo
movimento de giro do veiculo em torno de seu centro de gravidade. Na Figura 5.2
este movimento est4 representado por .

A principio a idéia inicial é incluir o movimento de yaw no modelo simplificado
que se deseja contruir. No entanto, sera mostrado, que este movimento, para o es-
tudo de capotamento, nao adiciona informagcao relevante para o estudo do sistema. O
movimento de giro do veiculo, quando observado pr uma vista frontal do veiculo, ape-
nas induz aceleracoes inerciais e acoplamento com o movimento de rolagem. E como
serd visto, em condigoes criticas, essas grandezas sao pequenas perto das excitacoes
primérias do movimento lateral e de rolagem.

Um ponto a ser mencionado é a fonte primaria de excitagao dos modelos de

dinamica veicular: o pneu. Ele é o principal responsavel pela geracao do movimento,
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Figura 5.1: Modelo simplificado de rolagem veicular

e sua modelagem ¢ fonte de estudos a anos. Em muitos modelos, a forga de excitacao
externa proveniente do pneu é proporcional ao angulo de extercamento das rodas,
e ao escorregamento lateral destes. Dessa forma, esse escorregamento é considerado
como mais um grau de liberdade, e o angulo de estercamento como uma entrada
dependente apenas do tempo. Nesse trabalho, o pneu sera representado como uma
entrada dependente do tempo, obviamento, com as forgas proporcionais a manobra
que se deseja representar, e as proprias caracteristicas do pneu.

Outro modelo utilzado no trabalho é um modelo completo de multicorpos com

mais de 200 graus de liberdade, desenvolvido no software comercial chamado ADAMS.
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Figura 5.2: Modelo simplificado de yaw. Fonte [Rill, 2003]

Esse modelo pode ser visto na Figura 5.3. O método de andlise de sistemas multi-
corpos utiliza um conjunto definido de elementos como corpos rigidos, juntas, molas,
amortecedores, forcas e movimentos pré-determinados para a descricao do sistema.
A Figura 5.4 mostra um modelo de dados para a representacao de um sistema mul-
ticorpos.

O modelo multicorpos é caracterizado como tendo um conjunto de corpos intera-
gindo através de juntas, forcas ou movimentos pré-estabelecidos. Cada corpo possui
um sistema de coordenadas local, chamados de sistema de referéncia do corpo, em

relacao ao qual estao definidas as propriedades de inércia. Os marcadores sao sistemas
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Figura 5.3: Modelo em ADAMS de dinamica veicular

de coordenadas definidos em relacao ao sistema de referéncia do corpo. Os marca-
dores sao utilizados para a definicao da localizacao e orientacao dos elementos que
servem de interacao entre os corpos. E através desses marcadores que os elementos
de forca, como por exemplo a mola, e os elementos de junta, como por exemplo a
junta de revolucao, sao conectados.

No caso do software ADAMS, mencionado, o programa gera as equagoes de mo-
vimento para a analise dinamica do sistema. Essas equacoes, a principio, podem ser
geradas baseadas em um dos dois formalismos: numérico ou simbélico. No formalismo
numérico, as equagoes sao geradas em cada intervalo de integracao. Ja no formalismo
simbdlico, as equacoes do sistema multicorpo sao geradas apenas uma unica vez. No
caso desse programa mencionado, ele é baseado no formalismo numérico e utiliza o
método de Newton-Euler Lagrange para a construgao dos sistemas de equagoes. O
nimero de coordenadas generalizadas para cada corpo sao seis. Trés coordenadas
sao da translacao do centro de massa do corpo em relagao ao sistema de coordenada

inercial
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Figura 5.4: Modelagem em multicorpos

5.1.1 Obtencao do modelo arquetipico de veiculo

Para o caso de um veiculo trafegando em uma curva, as forcas laterais entre o veiculo
e os pneus sao transmitidas através dos links rigidos da suspensao. Geralmente tais
links nao sao paralelos ao solo. Dessa forma, possuem residuos de forca no sentido
vertical, que nao se anulam e resultam em uma resultante de forca vertical liquida
que tende a levantar o veiculo. Quando o veiculo se ergue, seu centro de gravidade
também é erguido, tornando o veiculo mais propenso ao capotamento.

E sabido, através de literatura em dinamica veicular, que as forcas transmitidas
entre as rodas e a massa suspensa veiculo sao dinamicamente equivalentes a uma
forca tnica, cuja reacao é aplicada ao longo de uma linha que liga o centro do pneu
com o solo ao centro de rotacao da suspensao (Figura 5.5). Ver [Gillespie, 1992] e
[Reimpell and Stoll, 1996].

Dessa forma, o movimento centro de gravidade da massa suspensa do veiculo pode

ser descrito pela seguinte equagao:
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Figura 5.5: Distribuicao de forgas na suspensao

M2 +Cy.Z + K,.Z = —(Fyp — Fypyp).cos(8). tan(y) — (Fyr — Fyrr). tan(y)
+K.9.|0°] — ms.9.(1 — cos(9))
(5.1.1)

Com C e K, sendo os termos de dissipacao e restauracao, respectivamente, do mo-
vimento vertical (proporcionais aos amortecedores e molas da suspensao do veiculo),
os termos de forgas, como ja mencionados, sao os esforcos laterais nos pneus devido
a curva. O angulo 0 é o angulo de estercamento das rodas dianteiras. Uma hipdtese
imbutida nessa equacgao ¢ a de estercamento nulo das rodas traseiras.

O termo K,¢.|0°| representa o acoplamento entre os movimentos de rolamento
e deslocamento vertical do C.G. da massa suspensa devido as nao-linearidades de
rigidez da suspensao do veiculo. Isso ocorre, priméariamente, devido a elementos
poliméricos instalados na suspensao de veiculo de maneira a conter os deslocamentos
da suspensao quando o veiculo é carregado. Esses elementos sao conhecidos como
”spring aids” (molas auxiliares) ou como ”jounce bumpers” (limitador de curso de
compressao). Esses elementos entram em agao apenas quando a suspensao ¢ defletida

de um certo deslocamento, quando esse elemento entra em contato e passa a garantir
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Figura 5.6: Curva tipica de rigidez em roll na suspensao

resisténcia adicional ao movimento vertical da suspensao. Quando o veiculo rola, o
mesmo acontece, sendo que apenas o lado do veiculo que esta sob compressao sofrera
o contato com a mola auxiliar, fazendo com que o centro de rolamento da suspensao
desloque lateralmente para o lado da suspensao com maior rigidez, causando um efeito
conhecido como "jacking”, que é o deslocamento vertical originado pelo movimento
de roll do veiculo. Quanto a funcao modulo presente na expressao, ¢ em funcao
que sempre as forcas de ”jacking” sao no sentido de erguer o C.G. do veiculo, nao
importanto se o angulo de roll é positivo ou negativo. Na Figura 5.6, pode-se ver uma
tipica curva de rigidez torcional da suspensao de um veiculo com as molas auxiliares
mencionadas acima.

Nota-se que até aproximadamente 4 graus de angulo de roll, a rigidez torcional
¢ linear, tendo como elementos fisicos responsaveis por ela as molas da suspensao
e barras estabilizadoras, que tém de fato comportamentos lineares. A partir de 4

graus, ha o contato fisico com as molas auxiliares, e a rigidez cresce nao linearmente,

66



Roll Stiffness X Roll Angle

M=K*roll*5 /

Roll Angle [deg]

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

Suspension Moment

Figura 5.7: Curva de rigidez em roll na suspensao devido a mola auxiliar

representando a compressao desse elemento elastico até um valor de angulo que nao
¢ mais possivel comprimir, respondendo como um contato soélido.

Para fins de modelagem, pretende-se introduzir esse fenomeno através de um coe-
ficiente linear de rigidez, somada a um nao linear. O elemento nao linear mencionado
¢ exatamente o termo K,4.0°, cuja expoente de valor 5 foi obtido de maneira a ter um
comportamento mais proximo do veiculo a ser simulado. Na Figura 5.7, pode-se ver
a influéncia apenas da mola auxiliar na rigidez total da suspensao. Como o eixo de
coordenadas para o modelo reduzido adotado é o mesmo adotado pela SAE, cujo eixo
vertical esta orientado no sentido de cima para baixo, um deslocamento negativo em
7. do veiculo representa-o sendo erguido em relagao ao solo. Por isso esse coeficiente
K, deve ser negativo.

O modelo que se deseja obter deve contemplar as principais variaveis que dizem
respeito a sua tendéncia de capotamento, que sdo: o movimento de roll (rotagao ao

redor do seu eixo longitudinal), movimento de heave (movimento de translagdo no
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sentido vertical) e aceleragao lateral do veiculo. Um outro movimento de grande im-
portancia é o movimento de yaw (movimento de giro do veiculo ao redor de seu eixo
vertical) que, apesar de nao se caracterizar por um movimento diretamente relaci-
onado ao capotamento do veiculo, diz respeito, no entanto, a intensidade da curva
a que o veiculo é submetido. Por isso, a primeira instancia, deve-se levar em con-
sideracao, pelo menos aqueles termos que aparecem nas equacgoes dos movimentos
supra citados.

Uma das caracteristicas do movimento de yaw é de ser movimento de mais baixa
frequéncia, pelo menos quando comparado com os outros graus de liberdade citados.
Por outro lado, o movimento de roll, assim como o movimento lateral do veiculo,
descrito por sua aceleracao lateral, quando o veiculo é sujeito a uma manobra evasiva,
apresenta oscilacoes de frequéncia maior que o yaw, dando ideia de uma possivel
independéncia desses graus de liberdade.

Olhando para as Figuras de 5.8 a 5.10, observam-se graficos de validagao expe-
rimental de um veiculo realizando uma manobra evasiva (diferentes passagens no
mesmo grafico) em comparagao com modelo numérico de simulagao com 213 graus de
liberdade (linha vermelha continua). Pode-se observar que a aceleragao lateral, bem
como o movimento de roll do veiculo a partir de 3 segundos de manobra, oscilam em
torno de um valor de regime com uma frequéncia de aproximadamente 2Hz (periodo
aproximadamente de 0.5 seg). Ja no grafico do movimento de yaw, a oscilagao ocorre
de maneira nao linear e com uma frequéncia aparentemente bem mais baixa. Um
ponto interessante de se destacar é que 2 Hz é aproximadamente a frequéncia de os-
cilacao de heave da massa suspensa do veiculo, dai a importancia de se modelar tal
grau de liberdade.

Com essas observagoes, pode-se indagar sobre a real importancia do grau de li-
berdade de yaw, visto que, segundo os graficos de correlagao, nao apresentou grande
influéncia sobre os graficos de roll e aceleragao lateral. Em termos praticos, tem-se que

todo veiculo que apresenta instabilidade em termos de capotamento, o modo de falha
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Figura 5.8: Grafico de validacao experimental de modelo de CAE

predominante apresenta oscilacoes persistentes na frequéncia de heave da massa sus-
pensa, dita oscilagoes de "hop” ([Hac, 2005] e [Demerly and Youcef-Toumi, 2000]).
Dessa forma, o grau de liberdade de heave do veiculo aparenta ser de grande im-
portancia para o fenomeno que se pretende estudar e, por isso, deve ser levado em
consideracao.

Outro ponto a se destacar quanto a importancia do grau de liberdade de yaw esta
no seu acoplamento com a equacao de movimentacao lateral. Esta iltima se apresenta
acoplada ao movimento de yaw através da velocidade longitudinal do veiculo, através
do termo V,.€), com () sendo a velocidade de yaw. No entanto, pelas figuras 5.11
e 5.12, nota-se que quando o veiculo entra no modo denominado "hop”, perto da
instabilidade de rolamento, a velocidade longitudinal do veiculo é aproximadamente
um terco da velocidade inicial da manobra, e portanto, o termo acima citado torna-se
pequeno, assim como a influéncia da velocidade de yaw sobre a equagao da aceleracao
lateral.

O modelo inicial que se deseja propor deve conter, ao menos, os graus de liberdade
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de roll, movimento lateral e vertical. Quanto ao movimento de rotacao de yaw, ele nao
serd considerado em primeira abordagem, no modelo simplificado. Através de uma
validacao experimental, os resultados desse modelo serao avaliados e, se considerados
insatisfatorios, o grau de liberdade de yaw sera adicionado.

As equagbes do movimento vertical do veiculo (heave) e do movimento lateral
(aceleragao lateral) sao bem conhecidos da literatura, e relativamente faceis de serem
deduzidas a partir das equacoes de Newton para um referéncia inercial. As equacoes
dos movimentos de rotacao serao escritas com referéncia ao chassis do veiculo, visto
que os movimentos de roll do veiculo sao dados ao redor do eixo de rolagem das
suspensoes. A equacao de heave serd em relacao a massa suspensa, visto que este é o
corpo que oscila em relacao a suspensao, e a equacao para o movimento lateral sera
descrita para o conjunto massa suspensa e nao suspensa (massa m) com a influéncia do
movimento relativo entre essas partes. As equagoes ficam relativamente simples, com
apenas um termo proporcional ao movimento de yaw e velocidade longitudinal para
a equacao do movimento lateral. J4 a equacao de heave também é obtida através
da segunda lei de Newton, com as forcas descritas anteriormente nas suspensoes
excitando o movimento vertical da massa suspensa.

Segundo a lei de momento para corpos rigidos em rotacao, a derivada do momento
angular (descrito na literatura como L) com respeito a um ponto de referéncia O fixado
em um referencial inercial é igual a resultante de torque com respeito ao mesmo ponto

no referencial.

Lo = M,

Por definicao, a derivada primeira do momento angular em relacao a O pode ser

I;":/zxédm

E a variavel z mencionada na equagao acima, para um corpo rigido é da forma:

descrita por:
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z=2zp,+r

E dessa forma:

F=Z+wxr+wx (wxr)

Onde 2, ¢ aceleracao absoluta do corpo rigido no ponto P fixo ao corpo. Quando
esse ponto coincide com o centro de massa do corpo (ponto C), a equagao resultante
fica simplificada. No entanto, de maneira geral, a equacao de variacao do momento

angular fica em sua forma geral:

m.re X Zy 4+ JPw 4w x JPw = M (5.1.2)

Com r, sendo a distancia do centro de massa do corpo ao dito ponto P.

O vetor de rotagao do veiculo é caracterizado por:

w=1[0 ¢ 4
Com 6 o angulo de roll, ¢ o angulo de pitch e ¢ o angulo de yaw do veiculo.

A matriz de inércia da massa suspensa do veiculo pode ser definda por:

[mz [zy [xz
J = Loy Iy Iy
[xz [yz [zz

A equagao 5.1.2 é valida para o corpo sendo referenciado a um referencial inercial.
Uma forma de escrever entidades com a inércia, velocidade, etc de um referencial nao
inercial para um inercial é através de uma matriz de mudanga de base, denominada
aqui por A. Uma mudanca de um referéncia nao inercial e, para um referéncial

inercial e; pode ser dado por:

€1 = A12.€2
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Para o caso particular do movimento de roll do veiculo, o referencial inercial
da equacao estd fixado no chassis do veiculo, e o referencial nao inercial na massa

suspensa. A matriz A de mudanca de base fica na forma:

1 0 0
AP =10 cos(d) —sin(h)
0 sin(f) cos(f)

No caso de mudanca de base para inércia, a mudanca se da por:

Jy = A2 J,. A%

Utilizando-se das relacoes acima juntamente com a equacao 5.1.2, podem-se escre-
ver as equacgoes dos movimentos de rotagao da massa suspensa do veiculo em relacao

a sua suspensao. No caso da equacao de roll, esta toma a seguinte forma:

Lo 0 + [Loy.sin(0) 4 L. cos(0)].4) — [Luy. cos(8) — I...sin(0)].4.60
—[1,y-sin(6). cos(#) + 1. cos(0)? — I,..sin(0)? — I...sin(0). cos(6)].4*  (5.1.3)
+Cp.0 + Ky.0 + mg.(hy — 2).(ay — g.sinf) = My
Eliminado os termos de yaw e pitch da equacao 5.1.3, utilizando-se da equagao
5.1.1 e escrevendo a equacao do movimento lateral do veiculo, o modelo arquetipico

de capotamento de uma veiculo em uma curva pode ser escrito por:

m.ay + mg.(h, — Z).0 = Fy5.cos(8) + F,
I,,.0+Co0+ Kyp.0 — Kzg.%wﬂg‘ = —my.(h, — 2).(ay, — g.sin o)
me.Z +Cy.Z + K,.Z = —(Fy5 — Fypy).cos(8). tan(y) — (Fyr — Fyrr). tan(y)
+K 9.16°| — my.g.(1 — cos(0))
(5.1.4)
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Figura 5.13: Exemplo da manobra conhecida como ” J-turn”

5.2 Validacao do modelo arquetipico

Para seguir com os estudos estatiticos do modelo arquetipico da dinamica lateral de
um veiculo, é necessario primeiramente validar tal modelo. Deseja-se validar o modelo
arquetipico inicialmente com dados experimentais de um veiculo instrumentado, e
posteriormente, validar o tal modelo com um modelo complexo validado, ja que com
este ultimo, mais condigdes podem ser simuladas (ndo somente aquelas medidas em
um protdtipo) e explorar melhor o dominio de validade do modelo arquetipico.

Uma manobra tipica que se deseja validar experimentalmente é uma manobra
conhecida como ”J-Turn”. Tal manobra consiste em trafegar com o protétipo a
uma determinada velocidade, em linha reta e, de repente, aplicar um determinado
angulo de volante a um velocidade de estergo maior que 500 deg/s, simulando uma
manobra evasiva. Assim, se analisa o comportamento do protétipo durante essa
curva, observando dados como angulo de roll, escorregamento, tendéncia de giro, etc.
Na Figura 5.13 pode-se observar o valor medido do angulo de volante durante essa

manobra.
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Uma limitacao para manobras como essa é o angulo de esterco maximo. Normal-
mente, em medigoes, atinge-se o maximo de 150 deg de volante para essa manobra,
tendo em vista o grau de risco que ela apresenta. Por isso que se deseja comparar
o modelo arquetipico com um modelo de multicorpos com mais graus de liberdade,
previamente validado experimentalmente também, pois pode-se estender, através de
simulagao, o dominio de comparagao com o modelo arquetipico.

E através de manobras como essa que se deseja validar o modelo. Nas Figuras
5.14 e 5.15 podem-se comparar os resultados do modelo arquetipico de um veiculo
com medigoes experimentais feitas em um protétipo. Foram realizadas trés passagens
diferentes para uma mesma manobra (mesmo angulo de volante final) de maneira a
visualizar também a variabilidade experimental presente nas medigoes. Apenas para
comparagao, o sinal da saida do modelo relativo a elevacao foi trocado de sinal, ja
que, na medicao, é normalmente adotado o eixo vertical com valores positivos para
cima, diferentemente dos eixos da SAE, que foram adotados no modelo arquetipico,
cujo eixo vertical possui valores positivos para baixo.

Pode-se observar uma boa correlacao entre as medicoes e os dados simulados.
Principalmente para os sinais de elevagao, percebe-se uma maior variabilidade dos
dados de medigao, visto que nenhuma pista é perfeitamente plana como em modelos
de computacao. O que ¢ interessante salientar sao as oscilacoes de roll e elevagao
do veiculo durante a manobra. Essas oscilagoes ja foram mostradas anteriormente
na deducgao do modelo arquetipico e se mostraram presentes nessa compara¢ao com
dados experimentais.

Nas Figuras 5.16 e 5.17, ha mais duas comparagoes com dados experimentais,
obtidos com o maior angulo de volante permitido nos testes. Novamente se percebe
uma boa correlagao com dados experimentais e, novamente, a presenca das oscilacoes
de roll durante a manobra.

Outra forma de validagao do modelo arquetipico é através de comparagoes com
modelos numéricos de multicorpos com intimeros graus de liberdade que ja tenham

sido previamente validados em medigoes experimentais. Uma vantagem ¢é que como
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ambos os resultados que se deseja comparar sao obtidos através de modelos, um
dominio maior de manobras pode ser obtido e uma correlacao mais abragente pode
ser feita, uma vez que nao existe limitagao para uma simulacao, diferentemente de
um ensaio em um prototipo.

Dessa forma, foram alterados os parametros do modelo arquetipico a fim de que
esse represente outro modelo de veiculo cujo modelo numérico foi validado experi-
mentalmente. Nas Figuras 5.18 e 5.19 pode-se observar a validagao experimental do
modelo de multicorpos, através de ensaios em prototipo, também realizando uma ma-
nobra evasiva. Na Figura 5.18, destacam-se as comparacoes dos movimentos de roll
(da suspensao e do veiculo como um todo) e pitch. J& na Figura 5.19 destacam-se os
movimentos verticais individuais das rodas em relacao a carroceria do veiculo.

Nas Figuras de 5.20 a 5.25 podem-se observar as comparacoes entre o modelo de
multicorpos previamente validado experimentalmente, com o modelo arquetipico de-
senvolvido. Por se tratar de modelos computacionais, as analises foram até um angulo
de volante de 360 graus, abrangendo todo o regime nao linear do pneu. Conclui-se que
o modelo arquetipico, mesmo nao possuindo o grau de liberdade de yaw, comporta-se

de maneira bem correlata com o modelo completo.
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Figura 5.20: Modelo arquetipico (azul) versus modelo ADAMS - 180 deg de volante
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Figura 5.21: Modelo arquetipico (azul) versus modelo ADAMS - 180 deg de volante
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Figura 5.23: Modelo arquetipico (azul) versus modelo ADAMS - 270 deg de volante
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Figura 5.24: Modelo arquetipico (azul) versus modelo ADAMS - 360 deg de volante
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Figura 5.25: Modelo arquetipico (azul) versus modelo ADAMS - 360 deg de volante
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5.3 Obtencao da distribuicao de ocorréncias do mo-

delo arquetipico

Como mencionado anteriormente, o modelo arquetipico da dinamica lateral de um

veiculo é descrito pelo seguinte sistemas de equagoes:

m.ay + mg.(hy — Z).60 = F,;.cos(6) + F,,
. : tw .
L,,.0 + Cy.0 + Ky.0 — KZQ.E.HS = —my.(h, — 2).(ay, — g.sin6)
M2+ Cp.Z + K..Z = —(Fyy — Fyp). cos(6). tan(y) (5.3.1)
—(Fyir — Fyrr)- tan(y) + K..|6°]
—myg.g.(1 — cos(6))

Assumindo:

A= _(Fylf - Fy?"f)
B = _(Fylr - Fyrr)
C = F,s.cos(0) + Fy,

E reescrevendo o sistema em variaveis de estado, obtém-se:

.lel = T2
m.xty = —my.(h, — x5).204 + C
T3 =14

12 ) .
I 2y = —Coxy — Ky.wg + KZQ.?.JIg — mg.(h, — x5).(29 — g.sin(x3))
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Ts = Tg

M1 = —Cy.06— Kz.05+ A. cos(8). tan(y) + B. tan(y) + K. |73 —ms.g.(1 —cos(z3))
Reescrevendo a equacao de x4 utilizando-se a equacao de x»:

h, — x5)? te
Lz — m?ﬂ]w}; = —Cypxy— Kpxs + Kg.—2 .22+
s m 2 3
C
s.(h, — x5).[g. sl - —
mo(h, — 25)lg.sin(ey) — <

hy— 2, . A
g.—( r=ts)” ¢ aproximadamente trés vezes menor que o termo I, para a
m

O termo m
maioria do veiculos de passeio, podendo assim, como uma hipétese simplificadora, ser
desprezado para analise. Dessa forma, podem-se reescrever as equacoes do sistema

da seguinte forma:

r1 = 0
T3 — Z
hrollc + €3
tan() = =

Considerando « e 8 como a taxa de variagao do centro de rolagem da suspensao
dianteira e traseira com a variavel Z respectivamente, e assumindo h,.;. como a média

dos centros de rotacao da suspensao dianteira e traseira.
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1:1 = T2
. tw 5 . O
Ipp @y = —Cy.xg — Ky.wy + Kzg.g.xl + mg.(h, — x3).(g.sin(z;) — E)

g3 =12, (5.3.2)

hTO C
ms.Zq4 = —Cp.xy — Kz.23 + (A. cos(d).a + Bﬂ),%

+K.9.|2°| — my.g9.(1 — cos(1))

Uma vez o sistema escrito na forma de variaveis de estado, pode-se aplicar dire-
tamente o operador de Frobenius-Perron sobre este. Tomando p como a distribuicao

de ocorréncias do sistema, e esta tendo como forma de solugao:

p= f(x1,22).9(x3,24).5(x1,23).h(t) (5.3.3)

De maneira analoga, como foi feito para os osciladores nao-lineares, as solugoes
propostas serao obtidas para valores reais de x5 e x4. Uma vez essa funcao obtida,
pretende-se descreveé-la para diferentes valores de x5 e x4 proximas a zero, de maneira
a aproximar a resposta obtida da solugao exata e, assim, obter fungdes apenas das
variaveis de posicao. Nos seguintes desenvolvimentos, os valores reais de x5 e x4 serao
denotados por & e &. A seguinte equagao pode ser obtida mediante a aplicagao do

operador de Frobenius-Perron:
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f(l"la$2)-9($3>I4)~j(fla$3) leaes -h(t) = —h(t)-[g—i(thz)j(xh$3)+

C
e (1317563) f(x1, m2)]. 22 ¢, -g(73, 74) e, +h(’5)-j—9-f($1a5172)-9@37364)-
, 0 T3, 24).7(T1, 2 tw
J(@1,73) |eses —h(t).a—:‘;(xl,xg).g( > 4;‘7( ! 3).[—09.[E2 — Kyp.x1 + Kzg.?.x?
C
+ms-(hr - :L‘3) (g sinx; — _)} |§2 &4
dg dj
—h(t).[ 2= (3, x4).5(x1, x3) + (21, 23).9(3, Ta) |04 f (21, 22) |ere, +
81'3 01‘3
Cz .
h(t)'m J(@1,22).9(x3, 04).5 (21, T3) |66
89 f] hrollc + €3 5
N\-Cr.xs— K. A.a. B.A)——= + K.
~ e m. Dh(t).[-Cr.xy z.x3 + (A.ae.cos § + B.J3) 12 + K.g.|27|
—ms.g.(1 — cosx1) |g,e,]

(5.3.4)

Tomando C' = C.tanh(a.t), A.a.cosd = A.tanh(a.t) e B.f = B.tanh(a.t), subs-
tituindo na equacgao acima, e tomando apenas os termos semelhantes dependentes da
variavel tempo, obtém-se:

. s 0 C
f(x1,22).9(x3,24) |eye, (E) = ]ﬁ'(hr — x3). 85 g. —tanh(a t) les,en

B hfrollc + Zs3 ag i
tw/2 Oxg my

Pode-se propor como solucao:

h.[A.tanh(a.t) + B. tanh(a.t)] |¢, ¢,

In(cosh a.t) + In(cosh a.t)
B A

h(t) — eln(cosha.t)Jr (535)

Substituindo a equagao (5.3.5) na equagao resultante com os termos apenas de-

pendentes do tempo, obtém-se:

h(a. h(a.
f(z1,x2).9(x3, 24).]a. tanh(a.t) + a.tan BE“ 2 + a.tanJia t)] les.e0=
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of  my

8952 9 [:m:
ag i hrollc + xs3
Ory my  ty,/2

Dessa forma, agrupando os termos semelhantes em ¢ obtém-se duas igualdades

C
. — — h(a.
(h'r 'T3) m tan (a t) |§27§4 +

[A.tanh(a.t) + B. tanh(a.t)] |¢, ¢,

que devem ser validas para que a equacao acima seja verdadeira:

af my C
(w1, 22) |e,= T@'E'(hr - 1’3)-% e,

99  hyoje + 3. A.B
(@3, 20) ley= — oo (M TI 22

8%4 tw/2

De maneira a simplificar uma possivel solugao para o sistema, deseja-se estudar

a.my

o problema para pequenas variagoes de elevagao do veiculo (z3). Assim, os termos
h, — x3 € hyoye + x3 serao substituidos por h, e h,.. respectivamente. Portanto, as

igualdades acima ficam da forma:

of 1L,..am
s ;= f($1>$2)-m e,
9d9 (tw/2).a.mg

= —g(x3,x4).
8£U4 |§4 g( 3 4) hrollc-A~B |§4
Utilizando-se as equagoes acima e tomando a equagao (5.3.4), com apenas 0s

termos nao dependentes do tempo, uma vez que com as igualdades acima, tais termos

se anulam, e com y = s €T =~ h(tu;z/ ?}478, o sistema fica da seguinte forma:
of , dj
[8_x1' (3, 24)-J (21, 23) + 8—%-9($3,$4)-f($17372)]-$2 6260 +
dg . j
+[8_:z:3 (z1,22).5(1,23) + 8_563 (21, 22).9(73, 74)].74 |eg.6,=
. C C tw .
f.g.j,[[—e + mZ — Co.wa.x — Kg.x1.x + KZO'E-J??-X + ms.x.(g.(h, — 3).sinxq)

—COy.xym— Ky.23.7 + Kzg.\x‘;’\ﬂ' — mys.g.7.(1 — cosx1)] |e, e,

(5.3.6)

Como solugao, propde-se f(x1,x2), g(xs, x4) € j(x1,x3) da seguinte forma.
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f(x]d 'T2) - eqj(xl’IQ)J’_Iza:-X.x’Q

_  Qxsz,x4)+ms.T.x
g($37I4) — SHas,za)tms. Tz

j($1,173) — eP(z1,23)

(5.3.7)

(5.3.8)

(5.3.9)

Substituindo na equacao 5.3.6 e agrupando os termos dependentes de apenas de

r1 € To em uma equacao e de rz e x4 em outra, tem-se:

ov Op Cy Ky.xq1.x ty T°
— — e, = —Cox — —L+ Ky x.—.—
[axl(ﬂl?laIz)Jraxl(Ihxs)] I [[mm 0-X 2 + Kz 5 x2+
Ms.g.X-hy. sin x; |22 x3.sin 1z
+ + Kyp——17—ms.g.X-—| &
) ) T2

0N dp Cy T3 Mg.g.T

el - e = - Cyr—Kyzm.— —

[axg(x:svm) * o (@1, 23)]. |es [ms o~ CrT K e T

COS T
+mg.q.T " ] ey

Percebe-se que, em ambas as equacoes acima, existe um termo dependente de z;

e x3, exatamente referente a fungdo j(xy, z3) proposta como parte da solugdo. Uma
possivel solucao para as duas equacoes acima é da forma:
v
Cy.11 Kp.x.x% w T8
U(xq,22) |e,= [ —Cypxr1— ———+ K g x.—.—
Mms.g.X-hy. cos Ty sign(zy) 9 o
— + Kpp.7.———.—] |e
X2 o 6
Com

& =x.& para& € R
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Cy. ..
203 Cyras— Kpr—3 - DT85 (5.3.11)

Mg.Ty 2.1y Ty

Q<x3? 5134) |§4: [

Para

&4 =18 paraé € R

Ms.q.T3. COS Tq

Assim, a fungao distribuicao de ocorréncias p, pode ser reescrita a partir da

equacao 5.3.3, utilizando-se das equacoes 5.3.7,5.3.8,5.3.9,5.3.10,5.3.11,5.3.12 na forma:

p(x1,23) = | ] (5.3.12)

p(21, Lo, T3, T4, 1) |eye,= €V @1t U@ i) boleraa)tlon xaatmers pg) | 0 (5.3.13)

Para &, e (4 dados pelas igualdades acima, e h(t) pela equagao 5.3.5. Assim como
feito anteriormente para os osciladores nao-lineares, a solucao aproximada proposta
¢é obtida através dessas funcoes calculadas para valores de £ proximos de zero, regiao
onde a distribuicao tende a possuir maior valor numérico, e dessa forma, eliminam-se

as variaveis xy e x4 de forma explicita da funcao obtida.
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5.4 Resultados

Uma vez de posse da equacao 5.3.13, é possivel visualizar como é o comportamento
da densidade de probabilidade (pdf) da resposta do veiculo. Com os valores dos
parametros do modelo arquetipico obtidos na se¢ao 5.2, foi gerada a densidade para
o modelo, o que pode ser visto na Figura 5.26.

De maneira geral, o comportamento da pdf possui caracteristicas esperadas, em se
tratando de modelo de veiculo. Primeiramente, o fato de possuir toda densidade de
ocorréncias ao redor da origem. Para o modelo em estudo, de fato, a movimentacgao de
rolagem do veiculo ocorre sempre ao redor da origem. Geralmente, isso ¢ um compor-
tamento tipico de um sistema linear. Obviamente, a maneira como a pdf se apresenta,
mesmo na origem, difere de um sistema linear puro (um sistema linear apresentaria
aproximadamente um delta de Dirac da origem). Outro fato caracteristico é o au-
mento da densidade de probabilidade com a elevacao do veiculo. Isso é bem claro,
ao passo que, quanto maior a elevacao e, portanto, mais alto o centro de gravidade
do veiculo, maior a propensao a rolagem, principalmente para angulos grandes. E o
que se pode notar, mais claramente na Figura 5.27, na qual quanto maior a elevagao,
mais aberta é a pdf do sistema.

Vale a pena ressaltar que as variacoes de elevacao apresentadas nos graficos serao
mantidas a valores relativamente baixos, devido as hipdteses simplificadoras utilizadas
na construgao das pdf’s.

Outro ponto a se destacar é quanto a normalizacao do sistema. Como essa pdf
é fungao de duas varidveis, sua normalizagao (integral da pdf deve ser igual a um) é
feita com o volume. Ou seja, a integral da pdf pela elevacao e pelo movimento de roll

deve possuir unitario.

5.4.1 Estudo paramétrico

Para melhor explorar as pdf’s para o modelo de veiculo, é necessario um planeja-

mento da andlises, de maneira a verificar a influéncia de cada parametro do modelo
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Figura 5.26: Distribuicao de ocorréncias para o modelo de veiculo
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Figura 5.27: Distribuicao de ocorréncias para o modelo de veiculo
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Rall

Figura 5.28: Distribuicao de ocorréncias para dois valores de rigidez de jounce bumper
e para z=0.00m e z=0.02m

em sua respectiva densidade de probabilidade. Dessa forma, pode-se ter uma visao
abrangente do sistema e a influéncia de cada parametro sobre a resposta deste. As-
sim, propoe-se para cada parametro do sistema, realizar um estudo de sensibilidade,
sempre comparando a pdf para dois valores diferentes do parametro em estudo.

Como primeiro parametro a ser observado, tomamos o elemento ”jounce bumper”
mencionado na secao 5.1. Tal elemento, como foi mencionado, acrescenta uma nao
linearidade importante ao modelo, assim como um acomplamento entre os graus de
liberdade de rolagem e elevacao do veiculo. Na Figura 5.28, pode-se observar a pdf
para dois valores de rigidez desse elemento. A curva tracejada, representa o ”jounce
bumper” com maior rigidez. Nas figuras seguintes (Figuras 5.29 e 5.30), observam-se
simulagoes numéricas para os dois casos, dadas algumas condigoes iniciais.

Pode-se notar nas simulagoes numéricas o resultado imediato do aumento de ri-

gidez desse elemento: dimunuicao da rolagem do veiculo. Observa-se também um
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Roll Angle

Figura 5.29: Simulacao para dois valores de rigidez de jounce bumper

Elevation
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Figura 5.30: Simulacao para dois valores de rigidez de jounce bumper
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aumento significativo da elevagao do veiculo, o que, de certa forma, era esperado,
visto que tal elemento, como mencionado anteriormente, aumenta o efeito de ”jac-
king” na suspensao.

Observando o grafico da Figura 5.28 nota-se a pdf do sistema com maior rigidez
no ”jounce bumper” (em vermelho tracejado) com maior valor na densidade de pro-
babilidade, para dois valores de elevacao (corte no grafico em trés dimensdes para
dois valores de elevagdo, z = 0.02m e z = 0.00m). Nota-se também a densidade
mais concentrada na origem, o que se traduz em uma menor oscilacao de roll. Dessa
forma, a probabilidade (integral da densidade) do veiculo apresentar roll maior de
15 deg (linhas verticais na pdf) é maior para o caso com o ”jounce bumper” menos
rigido (62% e cerca de 80% para o veiculo com esse elemento mais rigido). Esse
angulo de 15 graus ¢ um angulo tipico em um veiculo que, caso esta ultrapasse desse
valor, sua estabilidade por vir a ser muito prejudicada. Ou seja, é um valor limite de
estabilidade de um veiculo.

No entanto, o valor da proporcao de aumento da densidade de z = 0.00 para
z = 0.02 é maior para a curva tracejada do que para a curva continua (11.2 para a
tracejada e 7.7 para a curva continua). Isso, de certa forma, pode ser entendido como
uma medida de quanto o sistema ¢ mais provavel de elevar seu centro de gravidade
para uma dada manobra.

Como foi notado, mais que a comparacao grafica, é necessario definir métricas para
a comparacao de casos diferentes em termos de probabilidades. Por esse exemplo,
vamos definir duas métricas para comparacao: probabilidade do veiculo permanecer
com seu valor de roll abaixo +15deg, dividida pela probabilidade total (chamado
aqui de percentual de estabilidade), e relagao entre probabilidade total para valor de
z = 0.02m dividida pela probabilidade para z = 0.00 (sensibilidade & elevagao).

Outro importante parametro a ser analisado é a altura de roll da suspensao, as-
sim como a variagao dessa altura com a elevacao do veiculo. Essa tltima é uma
caracteristica inerente a cada tipo de suspensao veicular.

Na Figura 5.31, estd mostrada a pdf para dois valores de centro de rolagem da
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Figura 5.31: Distribuicao de ocorréncias para diferentes valores de centro de roll da
suspensao

suspensao diferentes, novamente para dois valores de elevagao (z = 0.02m e z =
0.00m). A curva vermelha tracejada representa um veiculo com centro de rolagem
maior.

Junto ao grafico, estao mostradas as métricas mencionadas anteriormente. A
direita, os valores percentuais de area dentro da faixa +15deg para as duas elevagoes,
assim como a taxa de aumento de probabilidade da elevagao menor para a maior para
o grafico azul continuo. E a esquerda, esses mesmos valores para o grafico vermelho
tracejado.

Pode-se notar, na Figura 5.31, que o percentual de estabilidade para as duas
elevacoes permanecem praticamente inalterados, mesmo comparando-se entre as cur-
vas. No entanto, a taxa de crescimento da densidade para elevagao maior no grafico
tracejado é bem maior. Isso significa que esse sistema tem maior probabilidade de ser
encontrado em elevagoes maiores. Tal resultado se mostra bem plausivel, visto que é

mais comum a ocorréncia de ”jacking” em veiculos com centro de rolagem maior.
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Figura 5.32: Distribuicao de ocorréncias para diferentes valores de taxa de variagao
de centro de roll da suspensao

Isso é um efeito ruim em termos de estabilidade, visto que para maiores valores
de elevagao, menor sera o valor do angulo de roll critico dinamico e, portanto, menor
sua estabilidade.

Efeito semelhante ocorre para variacao da taxa de variagao do centro de rolagem da
suspensao (Figura 5.32). Novamente apenas a razao de crescimento da probabilidade
mudou, passando de 7.7 para 36. Ou seja, também ¢é maior a chance de encontrar um
veiculo com maior taxa de variagao de centro de rolagem em uma elevacao maior, o
que pode reduzir sua estabilidade.

Um dos principais fatores que influenciam na estabilidade de um veiculo é o pneu.
O quanto de aderéncia que um determinado pneu é capaz de gerar, pode influenciar
por completo a estabilidade do veiculo. Nesse contexto, se incluiu tal fator no estudo
da densidades.

Foram testadas neste trabalho duas condig¢oes de pneus diferentes. Primeiro, re-

presentado nas Figuras de 5.33 a 5.35, pneus com diferentes fatores de aderéncia. E

97



Rall

55.58% 62.01%

4r Ratio = 32
Ratio=7.7

- B2.03%

Figura 5.33: Distribuicao de ocorréncias para diferentes valores de aderéncia do pneu

porteriormente, pneus com diferentes tempos de resposta, representados nas figuras
de 5.36 a 5.38. Tais fatores podem ser modificados através da funcao definida como
forga de excitagao externa proveniente do pneu: C.tanh(a.t). Assim, variando o co-
eficiente C da funcao, altera-se a aderéncia do pneu, e o coeficiente a, o tempo de
resposta deste.

Na Figura 5.33, esta apresentada a pdf para o caso do veiculo com pneus com
maior aderéncia. Observando as curvas, nota-se um maior alargamento da curva
tracejada vermelha (pneu com maior aderéncia) em comparagao com a azul continua,
o que leva a fracao de probabilidade dentro de £15deg cair de 62% para 55%. Assim
como, a razao de crescimento de probabilidade com elevacao foi de 7.7 para 32. Tais
afirmacoes, podem ser verificadas numericamente através das Figuras 5.34 e 5.35, com
simulagoes para esses mesmos casos. Nota-se tanto o movimento de roll como o de
elevacao maiores no caso do pneu com maior aderéncia, o que confirma as andlises da

densidade.

Analogamente para o pneu com tempo de resposta mais rapido (Figuras de 5.36 a
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Figura 5.34: Simulacao numérica do roll do veiculo para diferentes valores de
aderéncia do pneu
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Figura 5.35: Simulacao numérica de elevacao do veiculo para diferentes valores de
aderéncia do pneu
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Figura 5.36: Distribuicao de ocorréncias para diferentes tempos de resposta do pneu

Rall Angle

Figura 5.37: Simulagao numérica do roll do veiculo para diferentes tempos de resposta
do pneu
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Figura 5.38: Simulacao numérica de elevacao do veiculo para diferentes tempos de
resposta do pneu

5.38), houve um pequeno alargamento da curva de densidade (refletido no percentual
de estabilidade), assim como um aumento da razao de crescimento da probabilidade.

Observando as séries temporais de rolagem e elevacao do veiculo, notam-se apenas
os valores transientes que se tornaram maiores. De certa forma, tal comportamento
também indica uma reducao de estabilidade, visto que, para uma certa manobra, a
rolagem do veiculo pode apresentar valores criticos em comparagao a um pneu mais
lento. Nesse caso, pode-se concluir que a abordagem estatistica apresentada também
é robusta o suficiente em captar fenomenos de natureza transiente.

Outros fatores importantes para verificacao de estabilidade de roll sao parametros
de suspensao ditos ajustaveis, tais como: rigidez de molas, curvas de amortecedores
e rigidez de roll da suspensao. Tais parametros nao sao inerentes da contrucao do
veiculo, e podem ser alterados com maior facilidade. Tal caracteristica os torna
importantes fatores na busca de estabilidade de um veiculo.

Como primeiro desses fatores ajustaveis, pode-se destacar a rigidez de rolagem
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Figura 5.39: Distribuicao de ocorréncias para diferentes rigidezes torcionais

do veiculo. Através dela, pode-se restringir o movimento de roll do veiculo e alterar
sua dinamica. Nas Figuras de 5.39 a 5.41, podem-se notar as alteragoes no sistema
devido a alteragao de rigidez torcional.

Pela Figura 5.39, nota-se uma discreta mudanca na pdf do sistema com a rigidez
torcional aumentada (curva vermelha tracejada), com o percentual de estabilidade
levemente alterado e a sensibilidade a elevacao inalterada. Em outras palavras, ape-
sar da diminuicao do roll, pouco se alteraram as condicoes de estabilidade geral do
sistema.

Nas Figuras 5.40 e 5.41, estao as simulagoes numéricas para o mesmo caso, dada
a variacao de algumas condigoes iniciais.

Outro parametro ajustavel no veiculo é a rigidez do movimento de elevacao, ou
seja, a rigidez vertical das molas do veiculo. Na Figura 5.42, estd apresentada em
vermelho tracejado a densidade de probabilidade para um aumento de rigidez vertical
do veiculo. Nota-se que nao houve alteracao na curva da pdf. A alteracao apenas da

rigidez vertical s6 seria possivel em um veiculo com uma alteragao conjunta em termos
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Figura 5.40: Simulagao numérica do roll do veiculo para diferentes rigidezes de rola-
gem
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Figura 5.41: Simulacao numérica de elevacao do veiculo para diferentes rigidezes de
rolagem
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Figura 5.42: Distribuicao de ocorréncias para diferentes rigidezes verticais

de diminuicao da rigidez torcional proporcionalmente ao aumento da vertical, visto
que as molas de suspensao também contribuem, de maneira dicreta, para a rigidez
torcional da suspensao.

O mesmo acontece quando se altera o coeficiente de amortecimento torcional do
veiculo (Figura 5.43). H4 apenas uma pequena varia¢do no percentual de estabili-
dade da curva. A curva vermelha tracejada representa o veiculo com maior fator de
amortecimento torcional.

Outro parametro a ser investigado é amortecimento do movimento vertical do
veiculo. Tal parametro representa os amortecedores da suspensao do veiculo. Vale
a pena ressaltar que quando se propoe uma alteracao do amortecimento vertical,
sem uma alteracao do respectiva no amortecimento torcional, que também provém
dos amortecedores, remete-se a alteragoes nas curvas de extensao e compressao em
diregoes opostas, para que o amortecimento torcional permaneca inalterado, e apenas
o amortecimento vertical (proveniente principalmente do fator de amortecimento de

compressao) seja modificado.
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Figura 5.43: Distribuicao de ocorréncias para diferentes coeficientes de amortecimento
torcional

Na Figura 5.44, pode-se ver a curva de densidades para a alteracao do amorteci-
mento vertical. A curva vermelha tracejada representa um veiculo com maior coefici-
ente de amortecimento vertical. Nota-se uma mudanga basicamente na sensibilidade
a elevacao, que foi de 7.7 para 5.1. O percentual de estabilidade nao foi alterado.
Olhando as simulagoes numéricas, nas Figuras 5.44 e 5.45, observa-se, como visto na
pdf, que apenas o grau de liberdade do movimento vertical foi alterado, unicamente
nas oscilagoes transientes do sistema. E o movimento de roll nao foi alterado nem
mesmo na porc¢ao transiente. O maior valor da sensibilidade a elevacao deve-se as
maiores oscilagoes verticais do sistema, justamente devido ao pouco amortecimento
do sistema.

Outros fatores importantes sao os parametros de massa e inércia do veiculo. Tais
fatores nao sao facilmente ajustaveis como os anteriores, mas sao fatores construtivos
e por isso, tém sua importancia. Nas Figuras 5.47 e 5.48, estao apresentadas as
densidades para o parametro inércia de roll e massa suspensa respectivamente.

Pode-se notar que nao ha alteracao significativa para a alteragao de inércia de roll
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Figura 5.44: Distribuicao de ocorréncias para diferentes coeficientes de amortecimento
verticais

Roll Angle

Figura 5.45: Simulacao numérica de roll do veiculo para diferentes coeficientes de
amortecimento verticais
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Figura 5.46: Simulacao numérica de elevacao do veiculo para diferentes coeficientes
de amortecimento verticais
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Figura 5.47: Distribuicao de ocorréncias para diferentes inércias de roll
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Figura 5.48: Distribuicao de ocorréncias para diferentes massas suspensa

do veiculo. A curva em vermelho tracejado é para o veiculo com a inércia aumentada
em 20%. Ja para o aumento da massa suspensa (Figura 5.48), também em 20% para
a curva em vermelho tracejado, vé-se uma alteracao significativa na densidade. A
densidade com maior massa suspensa possui menor sensibilidade a elevacao (de 7.7
para 3.8), no entanto, sua densidade se abriu no eixo de roll, fazendo seu percentual
de estabilidade cair de 62% para 59%.

A alteracao da sensibilidade a elevacao pode ser explicada em parte pela maior
massa e pelas forcas de "jacking” que, agora, tém maior resisténcia dinamica para
exercer seu efeitos de elevacao de CG. Isso ocorre, porém, apenas a partir de uma
dada elevagao. Pois a curva azul continua, representando um veiculo com menor
massa suspensa, possui sua curva com menor probabilidade em uma elevagao menor.
Em suma, o veiculo com maior massa é mais provavel se ser encontrado em elevacoes
medianas. Ao passo que, devido a uma determinada manobra, se ambos os veiculos
nao apresentarem uma elevagao grande, o veiculo mais pesado ¢ mais provavel de

possuir maior ”jacking”, principalmente devido ao maior roll e seu acoplamento com
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o grau de liberdade vertical. Esse comportamento nao linear seria muito dificil de ser
capturado apenas através de simulagao numérica e sugere que o melhor compromisso
para um veiculo deve ser um valor de massa suspensa determinado, considerado ideal,
para uma dada manobra.

Um ultimo parametro, porém de extrema importancia, principalmente na atual
classificacao de veiculos quanto a probabilidade de capotamento é o centro de gravi-
dade. Na Figura 5.49, pode-se observar a influéncia do aumento do centro de gravi-
dade (curva vermelho tracejado) sobre a fungao densidade de probabilidade. Ocorreu
uma esperada diminuicao no percentual de estabilidade. J4 a sensibilidade a elevacao
permaneceu inalterada, o que era, de certa forma esperado.

Uma ressalva a ser feita nesse ponto é que, devido ao modelo simplificado nao con-
ter uma dependéncia do pneu com relagao a forga normal nas rodas, certos parametros,
tais quais, rigidez torcional, rigidez vertical e altura de centro de rolagem da suspensao
nao apresentam influéncia sobre o efeito de ”jacking” da suspensao. O que, na re-
alidade, nao se concretiza, devido a esses parametros alterarem o balanco de forca
normal durante a manobra. No entanto, pode-se introduzir esse efeito, contabilizando
uma porporcional alteracao de coeficiente de atrito do pneu e assim, modificando no
modelo arquetipico os parametros de pneu.

Como forma de sumarizar os resultados de todos os parametros vistos acima,
foi construida uma tabela com os percentuais de alteracao do indice de estabilidade
(Roll) e da sensibilidade a elevacao (Jacking) em relagao a uma configuragao padrao,
alterando-se cada parametro em cerca de 30%. Com isso, pode-se visualizar a im-

portancia relativa de cada parametro.
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Figura 5.49: Distribuicao de ocorréncias para diferentes centros de gravidade

5.4.2 Densidades para tipos de veiculos

Pelos diferentes parametros abordados na subse¢ao anterior e os respectivos resultados
mostrados, nota-se que, do ponto de vista de engenharia, nenhum veiculo esta absolu-
tamente ”imune” ao capotamento (o que no modelo simplificado significa roll menor
que 15graus). Essa proposicao ja nao é de todo estranha em termos de engenharia, e
principalmente do ponto de vista matemético. Como a densidade de probabilidade é
calculada para todas as variacoes de condicoes iniciais, sempre havera uma condicao
inicial severa o suficiente para o capotamento e, em termos de engenharia, sempre
havera uma manobra severa o suficiente que levara a tais condicoes e, portanto, ao
capotamento.

No entanto, devido a tantas variaveis e possiveis combinacoes nao lineares delas
perante a probabilidade final, é de interesse de engenharia destacar algumas classes de
veiculos, com caracterisicas tipicas, e compara-las, de maneira a visualizar o tamanho
da variagao das probabilidades de cada classe.

Para tanto, foram tomadas quatro classes de veiculos diferentes: um utilitario
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Parametro do veiculo Roll (%) | Jacking (%)

Rigidez de mola auxiliar 3.60 8.15
Altura de roll da suspensao 0.12 82.60
Variacao da Altura de roll da suspensao 0.15 92.30

Aderéncia de pneu 6.70 302.00

Tempo de resposta do pneu 0.64 37.00
Rigidez torcional da suspensao 2.40 0.10
Rigidez vertical da suspensao 0.00 0.20
Amortecimento torcional da suspensao 1.95 0.15
Amortecimento vertical da suspensao 0.00 84.70
Inércia de roll do veiculo 0.60 0.00

Massa suspensa 1.35 37.05

Centro de gravidade 4.35 0.00

Tabela 5.1: Anadlise paramétrica para o estudo de capotamento veicular - tabela de
influéncia relativas

esportivo, uma caminhoneta do tipo pickup, de médio porte, um veiculo sedan médio
e um carro esportivo. Possivelmente pela sua utilizacao, esses veiculos apresentam
caracteristicas bem distintas. O carro esportivo, por exemplo, apresenta um centro
de gravidade baixo, uma bitola um pouco maior, massas e inércias em geral baixas,
parametros de suspensao mais rigidos e um grande controle de roll. Diferentemente, o
utilitario esportivo, tem maior massa e inércia, centro de gravidade mais elevado, em
termos de suspensao, um menor controle de roll, privilegiando o conforto, com cursos
de suspensao maiores, etc. Ja a pickup possui caracteristicas mais semelhantes ao
utilitario esportivo, porém, com parametros de suspensao bem diferentes ,tais como
centro de roll, batentes de suspensao (jounce bumpers) menores e pneus geralmente
com maior aderéncia, principalmente devido ao maior perfil e a maior ocorréncia de
dobramento de banda.

Por fim, o sedan médio tem caracteristicas intermediarias entre a SUV e o veiculo
esportivo, com suspensao também privilegiando o conforto, porém com caracteristicas
de inércia e massa menores que o utilitario esportivo e geralmemente suspensao mais

baixa e de menor curso. No apéndice, estao listados todos os parametros utilizados
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Figura 5.50: Distribuicao de ocorréncias para uma utilitario esportivo e uma pickup

para os quatro veiculos descritos.

Pode-se notar, na Figura 5.50, a densidade de probabilidade para o utilitario es-
portivo e a pickup média para duas elevagoes diferentes (z = 0.02m e z = 0.0m).
Nota-se um aumento do percentual de estabilidade e uma drastica reducao da sen-
sibilidade a elevacao para a pickup, em relagao ao utilitario. Principalmente pelo
tipo de suspensao, a pickup tende a apresentar um movimento de roll mais uniforme
(curva de densidade mais centrada e simétrica) e com menos ”jacking”. Para elevagoes
menores, sua densidade é maior que a do utilitario, em razao das massas e inércias en-
volvidas. No entanto para maiores elevacoes, o utilitario passa a ter maior densidade,
em parte pelo maior potencial de ”jacking” da suspensao.

Ja na Figura 5.51, estao apresentadas as densidades para um sedan médio e para
um carro esportivo. Nota-se um grande contraste da curva do carro esportivo em
relacao ao sedan e aos demais veiculo mencionados anteriormente. Apesar da sensi-
bilidade a elevagao estar aproximadamente no mesmo valor para ambos, o percentual
de estabilidade ¢ muito maior para o carro esportivo. Obviamente pelo maior controle
de roll, menor centro de gravidade e tipo de suspensao, este apresentou cerca de 90%

de percentual de estabilidade, com uma densidade bem mais delgada, e centrada na
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Figura 5.51: Distribuigao de ocorréncias para um sedan médio e um veiculo esportivo

origem. Uma curiosidade é em relacao a sensibilidade a elevagao. Em parte, o carro
esportivo, pela menor massa e inércia (geralmente), assim como uma maior rigidez
geral em termos de suspensao (rigidez torcional e vertical), pode possuir até maior
sensibilidade a elevacao, porém, sempre com um baixo nivel de roll. Pela figura, a
densidade do veiculo esportivo é maior que a do sedan para angulos de roll baixo,
porém, essa densidade cai drasticamente para valores mais altos de roll.

Vale a pena ressaltar a relativa facilidade em determinar as caracteristicas gerais
de uma veiculo por meio dessa metodologia. Obviamente, a abordagem estatistica
do problema da dinamica veicular, em alguns aspectos, parece muito generalista,
perdendo alguns detalhes mais especificos de uma simulagao numérica convencional,
mas, com apenas uma analise, pode-se "enxergar” o comportamento global de um

veiculo, em termos dos graus de liberdade em estudo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho apresenta uma forma estatistica de descricao de fenomenos da dinamica
nao-linear aplicada em dinamica veicular. Como descrito na revisao bibliogréfica,
varios autores tém desenvolvido, ao longo dos anos, essa forma de solucao de proble-
mas relacionados a dinamica classica. No entanto, em sua maioria a aplicacao foi em
mapas discretos unidimensionais. Apenas alguns trabalhos listados objetivaram uma
aplicacao em engenharia, no caso, em engenharia naval.

Um importante fator buscado nesse trabalho foi uma solucao analitica aproxi-
mada para o problema de evolucao de densidades de probabilidades. Tal solucao
foi conseguida a um custo de nao se considerar a evolucao das densidades para a
obtencao de uma solugao estacionéaria, bem como a necessidade de descricao da den-
sidade em funcao da variavel velocidade do sistema dinamico em estudo. Em suma,
tais simplificagoes possibilitaram uma solugao fechada aproximada para os sistemas
dinamicos propostos. Dessa maneira, a solucao proposta aproxima o que correspon-
deria a uma distribuicao de ocorréncias do sistema, para um valor da variavel de
velocidade proxima de zero.

Para validar o procedimento adotado no trabalho, foram encontradas solucoes
para densidades em trés problemas classicos de dinamica nao-linear: osciladores de
Duffing, Van der Pol e equacao de escape. Como resposta obtiveram-se as densidades
de probabilidades estaciondarias para os trés sistemas que foram, entao, comparados as

simulacoes de Monte Carlo. Apesar dos trés sistemas apresentarem caracteriticas de
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sistemas nao-lineares e, no caso do oscilador de Duffing, até uma grande sensibilidade
a condicao inicial quanto a sua trajetéria em relacao ao seu atrator, a densidade
de probabilidade apresenta relativa ”simplicidade” em sua forma. Tal caracteristica,
de certa forma, nao é uma resultado imprevisto, visto que, partindo da abordagem
estatistica, era esperado tal comportamento. Essa forma de representagao da solugao
do sistema dinamico representa uma poderosa ferramente de andlise. Por meio dela,
todo o comportamento cadtico do sistema mantém-se transparente a analise. Com
isso, todos os problemas de andlise tipicos de uma comportamento cadtico (como por
exemplo a dificuldade de previsdo de trajetéria, instabilidades numéricas, etc) nao
sao sentidos na abordagem estatistica.

Os resultados obtidos para os modelos classicos motivaram a aplicacao da teoria
para a problema de capotamento em dinamica veicular. Dessa forma, um modelo
arquetipico teve que ser obtido, com os graus de liberdade considerados importantes
do ponto de vista de analise de engenharia, e validado com curvas experimentais e de
modelos de simulac¢ao de multicorpos mais complexos. Por fim, uma solucao analitica
também foi obtida para a densidade do problema de capotamento em dinamica vei-
cular. Como forma de explorar tal solugao, uma anélise de sensibilidade foi feita com
varios parametros do veiculo e seu respectivo comportamento na densidade de proba-
bilidade foi registrado. Como forma de comparacao entre os resultados, e até como
forma de quantificacao quanto a propensao ao capotamento, duas métricas foram cri-
adas. Por fim, quatro casos tipicos de classes de veiculos diferentes foram comparados
em suas probabilidades, e os resultados, além de esperados, mostraram importantes
aspectos das diferentes classes veiculares. Tal modelo analitico representa uma im-
portante ferramenta de projeto do ponto de vista de engenharia, principalmente em
termos de pré-projeto. O fato da densidade de probabilidade levar em conta todas as
condicoes iniciais, somado ao fato das manobras que avaliam a propensao ao capota-
mento em veiculos serem, do ponto de vista matematico, semelhantes a uma funcao
degrau ou a uma composicao de fungoes degrau, torna a analise completa em termos

das possibilidades de manobras contempladas pela densidade de probabilidade.
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O tema abordado neste trabalho é, de maneira geral, muito pouco explorado no
contexto de engenharia, de maneira geral. Pela revisao bibliogrédfica, pode-se no-
tar que a abordagem estatistica é mais difundida no ambito da matematica, termo-
dinamica e mecanica estatistica. Dessa forma, muito ainda se pode explorar, tanto
dos modelos de dinamica nao-linear estudados neste trabalho, mas principalmente
para o modelo de dinamica veicular. Um item nao abordado neste trabalho, é, por
exemplo, a comparacao com a termodinamica em termos de entropia, dada a defini¢ao

matemadtica de entropia do ponto de vista de teoria probabilistica [Papoulis, 1984]:

S = —p.In(p)

Assim como o conceito de quebra de simetria temporal introduzida no traba-
lho de [Prigogine, 1980], dado o espectro do operador de evolucao de densidades de
uma determinado sistema. Obviamente, para isso, dever-se-ia resolver o problema
de evolucao de densidade nao apenas através de sua densidade estaciondria, mas

descrevendo toda sua evolugao através de analise espectral.
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Apeéendice A

Caracteristicas de classes de

veiculos

As caracteristicas principais para os graficos de densidades de probabilidades con-
truidas nesse trabalho podem ser observadas abaixo.

Dados para o utilitario esportivo:

Coeficiente de pneu = 0.98

Tempo de resposta de pneu = 0.90

Inércia de roll 423.0kg.m?

0 N.m

Coeficiente de amortecimento em roll = 159 radls

N.m
deg

Rigidez torcional da suspensao = 1150

e Massa suspensa = 1150kg

Altura do centro de gravidade até o eixo de roll da suspensao = 0.56m
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e Média de altura de rollagem da suspensao dianteira e traseira = 0.16m
e Massa total do veiculo = 1450kg

e Coeficiente de amortecimento vertical = 3500%

e Rigidez vertical da suspensao = 50000%

e Taxa de variacao do centro de roll da suspensao dianteira = 2.2

e Taxa de variacao do centro de roll da suspensao traseira = 0.8

e Coeficiente relativo & rigidez torcional do batente eldstico = 6.0 x 10°
e Bitola = 1.44m

Dados para a pickup :

e Coeficiente de pneu = 0.94

e Tempo de resposta de pneu = 0.85

e Inércia de roll 543.0kg.m?

e Coeficiente de amortecimento em roll = 1290—T]Z ;/"S

N.m

e Rigidez torcional da suspensao = 1350 dog

e Massa suspensa = 1250kg
e Altura do centro de gravidade até o eixo de roll da suspensao = 0.60m
e Média de altura de rollagem da suspensao dianteira e traseira = 0.15m

e Massa total do veiculo = 1600kg
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e Coeficiente de amortecimento vertical = 3500%

e Rigidez vertical da suspensao = 60000%

e Taxa de variagao do centro de roll da suspensao dianteira = 2.2

e Taxa de variacao do centro de roll da suspensao traseira = 1.8

e Coeficiente relativo a rigidez torcional do batente eldstico = 8.0 x 10°
e Bitola = 1.54m

Dados para o sedan médio :
e Coeficiente de pneu = 0.95
e Tempo de resposta de pneu = 0.87

e Inércia de roll 433.0kg.m?

N.m

e Coeficiente de amortecimento em roll = 1190m

e Rigidez torcional da suspensao = 145012;77;‘

e Massa suspensa = 1050kg

e Altura do centro de gravidade até o eixo de roll da suspensao = 0.50m
e Média de altura de rollagem da suspensao dianteira e traseira = 0.13m
e Massa total do veiculo = 1350kg

e Coeficiente de amortecimento vertical = 3000%

e Rigidez vertical da suspensao = 50000%
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Taxa de variacao do centro de roll da suspensao dianteira = 1.8

Taxa de variacao do centro de roll da suspensao traseira = 1.8

Coeficiente relativo & rigidez torcional do batente eldstico = 8.0 x 106

Bitola = 1.58m

Dados para o veiculo esportivo :
e Coeficiente de pneu = 1.1
e Tempo de resposta de pneu = 0.97

e Inércia de roll 303.0kg.m?

N.m

e Coeficiente de amortecimento em roll = 1490m 75

N.m
deg

e Rigidez torcional da suspensao = 2250
e Massa suspensa = 750kg

e Altura do centro de gravidade até o eixo de roll da suspensao = 0.40m
e Média de altura de rollagem da suspensao dianteira e traseira = 0.10m
e Massa total do veiculo = 1050kg

e Coeficiente de amortecimento vertical = 5500%

e Rigidez vertical da suspensao = 60000%

e Taxa de variacao do centro de roll da suspensao dianteira = 1.0

e Taxa de variacao do centro de roll da suspensao traseira = 1.0
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e Coeficiente relativo a rigidez torcional do batente eldstico = 5.0 x 105

e Bitola = 1.64m
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