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Resumo 
 

Novas rotas para obtenção de silício grau solar a partir de silício grau 

metalúrgico estão em desenvolvimento e a solidificação direcional é uma etapa 

presente em todos os processos propostos. O refino de silício por solidificação 

direcional baseia-se no fenômeno de macrossegregação das impurezas. 

Experimentos de solidificação direcional transiente foram realizados em condições 

estáticas utilizando um equipamento projetado no âmbito desse trabalho. A partir de 

um experimento de referência, foram avaliadas as influências da alteração do 

material da base do cadinho, altura do lingote e condição de resfriamento do forno. 

Para estudo das condições de solidificação e dos mecanismos envolvidos no 

fenômeno de macrossegregação de solutos foi proposto e implementado um modelo 

matemático. Esse modelo considera as equações gerais de transporte no caso 

unidirecional e o transporte de espécies químicas por difusão macroscópica e 

convecção. A convecção foi tratada a luz da teoria da camada estagnada a frente da 

interface sólido-líquido. Variáveis como velocidade da interface sólido-líquido, 

gradiente de temperatura, perfis de concentração de soluto e de fração de sólido 

foram obtidos com o modelo matemático utilizando as temperaturas medidas no 

silício durante os experimentos de solidificação como condições de contorno do 

modelo. Os resultados experimentais mostraram que sob algumas condições foram 

obtidos lingotes com macroestrutura típica de solidificação unidirecional e, além 

disso, as microestruturas mostraram evidências de macrossegregação de solutos. 

Os resultados do modelo matemático mostraram que a solidificação ocorreu em 

diferentes condições de velocidade da interface sólido-líquido e gradiente de 

temperatura nos experimentos. Os resultados obtidos com a utilização do modelo 

matemático mostraram que a convecção teve papel fundamental no fenômeno de 

macrossegregação de solutos. 

 

Palavras-chave: Solidificação direcional. Solidificação transiente. Silício. 

Refino de silício.  



Abstract 
 

New process routes are under development to obtain solar grade silicon from 

metallurgical grade one, and the directional solidification is an essential step in all 

proposed process routes. The silicon refining by directional solidification is based on 

the impurities macrosegregation phenomena. Transient solidification experiments 

were conducted under a static condition in a furnace projected for this work. From a 

reference experiment it was analyzed the effects of the changing the material of the 

crucible base, the ingot height and the cooling condition of the furnace. A 

mathematical model was proposed and implemented in order to study the 

solidification conditions and the main mechanisms regarding the macrosegregation 

phenomena. The mathematical model considers the conservation equations in one 

direction and the transport of chemical species occurs by diffusion and convection. 

The convection was treated using the diffusion layer theory. The velocity of solid-

liquid interface, temperature gradient and profiles of solute concentration and solid 

fraction were obtained using the temperatures on silicon during the solidification 

experiments as boundaries conditions of the model. The experimental results 

showed that under some conditions it was obtained ingots with typical unidirectional 

macrostructure and, besides, showed in the microstructure evidences of 

macrosegregation. The mathematical model results showed that the solidification 

took place under different conditions of solid-liquid interface velocities and 

temperature gradient in the experiments. The results from the mathematical model 

showed that convection plays an essential role in the macrosegregation phenomena. 

 

Keywords: Directional solidification. Transient solidification. Silicon. Silicon 

refining. 
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1 Introdução 

 

O silício pode ser classificado de quatro maneiras diferentes com relação ao 

seu teor de impurezas: silício grau metalúrgico (SGM), silício grau químico, silício 

grau solar (SGS) e silício grau eletrônico (SGE). O silício grau metalúrgico é 

produzido via redução carbotérmica, na qual o quartzo (SiO2) é reduzido com carvão 

(fonte de carbono) a Si metálico segundo a reação abaixo (GOETZBERGER, et al., 

1994). 

 

                       

1 

 

O SIGM produzido por esse processo de redução carbotérmica tem pureza de 

aproximadamente 98%. O SGE é tradicionalmente produzido pelo refino do silício 

metalúrgico utilizando o processo desenvolvido pela Siemens, sendo que ao final 

este tem teor total de impurezas da ordem de 10-10% (GOETZBERGER, et al., 

1994). O SGS tem sido tradicionalmente produzido a partir de rejeitos de silício da 

indústria eletrônica. Entretanto, com a crescente demanda por células solares e 

também da indústria eletrônica, a matéria-prima para o SGS tornou-se mais 

escassa, o que impulsionou estudos para o desenvolvimento de um processo de 

produção específico para sua obtenção a partir de SIGM. Os processos propostos 

até o momento são constituídos por diversas etapas, sendo que invariavelmente a 

solidificação direcional controlada é uma delas (WODITSCH & KOCH, 2002). 

A solidificação direcional de materiais têm diversos usos tecnológicos e na 

pesquisa científica. Entre os usos tecnológicos da solidificação direcional controlada 

é possível citar processos como o crescimento de monocristais (Czochralski e 

Bridgman), o refino de materiais (refino zonal) ou a obtenção de materiais com 

uniformidade de composição (nivelamento zonal) (FLEMINGS, 1974; GARCIA, 

2001). 

A solidificação direcional com objetivo de refino foi utilizada pela primeira vez 

por Pfann em 1952 (fusão zonal) no refino de silício e germânio para obtenção de 

semicondutores de elevada pureza (GARCIA, 2001). Todos os processos 

desenvolvidos em seguida que utilizam a solidificação direcional para refino de 
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materiais fazem uso do mesmo efeito observado por Pfann: a macrossegregação de 

solutos. 

Habitualmente, nesses processos a solidificação ocorre com velocidade 

constante de avanço da interface sólido-líquido. Em geral, as velocidades de 

solidificação nos processos citados acima são consideradas como sendo iguais às 

velocidades de movimentação de componentes dos equipamentos e, portanto, 

controladas de forma precisa e determinada. 

O estudo de solidificação direcional transiente pode ser feito com os mesmos 

equipamentos utilizados para solidificação com velocidade constante. Por exemplo, 

Sharp e Hellawell (SHARP & HELLAWELL, 1970) estudaram com um forno do tipo 

Bridgman a distribuição de soluto e a estabilidade da interface plana de forma 

estacionária e transiente. No caso transiente, a velocidade continuou sendo 

controlada e determinada pela movimentação de partes dos equipamentos, mas de 

forma que fosse variável durante o experimento. Por outro lado, a solidificação 

direcional transiente pode ser realizada com equipamentos completamente 

estáticos. Porém, nesse caso não é possível haver um controle direto da velocidade 

de solidificação, que torna-se um resultado das condições de extração de calor. 

No estudo experimental da macrossegregação na solidificação direcional de 

silício foram utilizados diversos métodos como Czochralski (KURODA & SAITOH, 

1979), Bridgman (MARTORANO, et al., 2010) ou HEM (“Heat Exchange Method”) 

(KVANDE, et al., 2005). Porém, esses estudos consideraram a interface sólido-

líquido plana ou não especificaram claramente a sua morfologia (MARTORANO, et 

al., 2010). Não foram encontrados na literatura trabalhos experimentais ou de 

modelagem matemática sobre a macrossegregação durante solidificação direcional 

de silício em condições transientes nos quais a formação de interface celular ou 

dendritica fosse também possível. 
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2 Objetivos 

 

Esse trabalho tem por objetivo inicialmente estudar experimentalmente a 

macrossegregação de impurezas durante a solidificação transiente e direcional de 

lingotes de silício de grau metalúrgico e, a partir dos resultados experimentais, 

propor, implementar e validar um modelo matemático capaz de prever esta 

macrossegregação.  
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3 Revisão de literatura 

 

3.1 Redistribuição de soluto na solidificação direcional 

 

3.1.1 Introdução 

A redistribuição de soluto durante a solidificação de ligas metálicas ocorre 

devido à rejeição de soluto na interface sólido-líquido e ao transporte deste soluto 

para o interior das fases líquida e sólida. Na redistribuição de soluto, mecanismos de 

transporte como difusão e convecção podem atuar tanto no sólido como no líquido. 

A redistribuição de soluto pode afetar decisivamente a estrutura do sólido formado 

tanto na escala micro como na macroscópica. A redistribuição de soluto durante a 

solidificação será apresentada considerando os efeitos na escala macroscópica. 

Considerando uma liga binária, de acordo com o diagrama de equilíbrio 

esquemático mostrado na figura 1, a uma dada temperatura e composição global, 

sólido e líquido coexistem em equilíbrio sendo que suas composições diferem entre 

si, as quais seguem as linhas solidus e liquidus respectivamente. Dessa forma, entre 

o sólido e o líquido que estão em contato físico, pode existir uma diferença 

relativamente grande no teor do soluto. Essa diferença equaliza as atividades e os 

potenciais químicos entre as duas fases (GLICKSMAN, 2011), favorecendo o 

equilíbrio termodinâmico. 

A razão entre a concentração de soluto no sólido e no líquido é denominada 

de coeficiente de partição de soluto (k) e, quando consideradas as condições de 

equilíbrio termodinâmico, esse coeficiente é representado por k0. 

 

     
  
  

 

 2 

 

Considerando que na maioria dos casos práticos a pressão é constante, o 

coeficiente de partição é uma função geralmente da temperatura e da composição. 

Assim, o coeficiente de redistribuição de soluto pode ser obtido diretamente do 

diagrama de fases e, em alguns casos, pode ser considerado constante. 

O coeficiente de redistribuição terá valores menores que 1 (um) quando a 

solubilidade do soluto no líquido for maior que no sólido e apresentará valores 
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maiores que 1 (um) quando a solubilidade do soluto no líquido for menor que no 

sólido. 

 

 
Figura 1 – Esquema de um diagrama de fase binário com indicações das linhas solidus, liquidus, 

intervalo de solidificação e composições em diferentes pontos. 

 

Na figura 1 TL e TS são as temperaturas liquidus e solidus respectivamente; 

CS, CL e C0 são as concentrações de solutos no sólido, no líquido e inicial 

respectivamente. 

A distribuição final de soluto no sólido na escala macroscópica depende de 

diversos fatores, sendo que o coeficiente de redistribuição é um deles. As 

difusividades dos solutos no sólido e no líquido, a velocidade de solidificação, a 

presença ou não de convecção e a morfologia da interface sólido-liquido (plana, 

celular ou dendrítica) são outros fatores que influenciam na distribuição final de 

soluto na escala macroscópica (FLEMINGS, 1974)  

 

3.1.2 Redistribuição com interface sólido-líquido plana 
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3.1.2.1 Redistribuição na solidificação no equilíbrio  

Embora a condição de equilíbrio seja dificilmente atingida em situações 

práticas de solidificação, ela pode ser utilizada como ponto de partida para o 

desenvolvimento das ideias para outras situações. Para a condição de equilíbrio ser 

alcançada durante a solidificação, é necessário que ocorra a homogeneização de 

soluto tanto no líquido como no sólido. Essa homogeneização poderia ocorrer pelo 

mecanismo de difusão quando a velocidade de deslocamento da interface sólido-

líquido é extremamente baixa ou quando as difusividades de soluto nas fases são 

relativamente elevadas. Assim, nessa análise será considerada difusão completa de 

soluto tanto no sólido como no líquido (FLEMINGS, 1974). 

A equação que estabelece o balanço de massa durante a solidificação é a 

seguinte: 

 

                  

 3 

 

sendo fS e fL as frações de sólido e líquido respectivamente e CS e CL as 

concentrações de soluto no sólido e no líquido respectivamente. Nesse caso, as 

frações de sólido e líquido são dadas pela regra da alavanca e as concentrações de 

soluto no sólido e no líquido seguem as linhas solidus e liquidus do diagrama de 

fases. Com as equações 2 e 3 é possível obter a seguinte relação para a 

composição do líquido durante a solidificação: 

 

    
  

  (    )  
 

 4 

 

3.1.2.2 Redistribuição na solidificação fora do equilíbrio 

A partir da ideia apresentada acima é possível desenvolver outras análises 

para casos que se aproximam de condições práticas de solidificação, ou seja, que 

ocorrem fora do equilíbrio. Com relação à difusão de soluto nas fases, o primeiro 

caso a ser analisado é considerar que no sólido a difusão de soluto é inexistente. 

Essa condição aproxima-se muito de casos práticos, visto que a difusividade de 

soluto no sólido é ordens de grandeza menor que no líquido e, em tempos práticos 
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de solidificação, não seria suficiente para homogeneização. Nessa análise será 

considerado ainda que haja a mistura completa de soluto no líquido. 

Nesse caso, assim como no caso de equilíbrio, a primeira porção de sólido 

formado quando o líquido atingir TL terá composição k0C0. No decorrer da 

solidificação, a concentração no líquido torna-se cada vez mais elevada, mas 

distribuída de forma homogênea (composição uniforme). O balanço de massa de 

soluto nesse caso seria dado pela seguinte equação (FLEMINGS, 1974): 

 

(      
 )    (    )    

 5 

 

sendo CS
* a concentração de soluto na interface na fase sólida, fs a fração de sólido 

e CL a concentração no líquido. Integrando a equação acima e substituindo o 

coeficiente de redistribuição no equilíbrio (k0), é possível obter a seguinte equação 

para composição no sólido: 

 

  
      (    )

(    ) 
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A equação acima é denominada na literatura como equação de Scheil 

(FLEMINGS, 1974; GARCIA, 2001) ou equação de Gulliver-Scheil (GLICKSMAN, 

2011). Essa equação também considera um coeficiente de redistribuição constante 

e, portanto, as linhas liquidus e solidus são retas. Nessa análise a concentração de 

soluto no líquido aumentaria progressivamente até atingir a composição de uma 

reação invariante, como por exemplo, a composição eutética. Os casos de 

redistribuição de soluto apresentados acima, descritos pelas equações 5 e 6, 

representam duas situações limites de macrossegregação que podem auxiliar no 

entendimento das observações experimentais. 

Garandet (GARANDET, 2007) no estudo de coeficientes de difusão de solutos 

no silício no estado líquido durante a cristalização pelo processo Czochralski, 

considerou que a difusividade de solutos no sólido é desprezível. Tal consideração 

foi justificada com dois argumentos: a diferença de concentração de soluto no sólido 

para diferentes posições da amostra é muito pequena; e a difusividade de soluto no 

silício sólido é cerca de duas ordens de grandeza menor que no líquido. No caso 
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estudado no presente trabalho, o principal soluto no silício metalúrgico é o ferro. No 

trabalho de Kipp et al. (KIPP, et al., 2004) foi mostrado que a concentração de ferro 

solubilizado na matriz de silício no estado sólido é muito pequena, sendo que um 

aumento da concentração de ferro no sistema levaria a formação da fase FeSi2. 

Sendo assim, a partir desse ponto será considerado que não há difusão de soluto no 

sólido durante a solidificação. 

Tiller et al. (TILLER, et al., 1953) analisaram situações nas quais o transporte 

de soluto no líquido ocorre somente por difusão (ausência de convecção), que não é 

suficiente para tornar o líquido homogêneo durante toda a solidificação. Nesse caso 

a solidificação inicia da mesma forma, ou seja, o primeiro sólido formado tem 

composição dada por k0C0. Porém, o soluto rejeitado na interface sólido-líquido não 

é homogeneamente distribuído no líquido e, assim, forma-se um perfil de 

concentração de soluto. Neste caso, a concentração de soluto no líquido e no sólido 

junto à interface sólido-líquido aumenta progressivamente, até se atingir um estado-

estacionário em sistemas suficientemente extensos. Nestas condições, a 

composição do sólido formado é igual à composição no interior do líquido, que é 

igual a composição inicial da liga (C0) (FLEMINGS, 1974). 

O sistema passa por um período transiente, chamado transiente inicial, até 

que o estado-estacionário seja atingido. Durante o transiente inicial, a concentração 

do sólido e do líquido aumenta progressivamente, iniciando em k0C0 para o sólido e 

C0 no líquido. Para calcular o perfil de concentração no líquido nesse período, Tiller 

et al. (TILLER, et al., 1953) solucionaram a 2a lei de Fick em regime transiente no 

interior do líquido, obtendo posteriormente o perfil de concentração inicial no sólido, 

dado por: 
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sendo V a velocidade da interface sólido-líquido, DL a difusividade do soluto no 

líquido e CS* a concentração de soluto no sólido na interface sólido-líquido. 

Quando o estado estacionário é atingido, a concentração no sólido torna-se 

C0 e mantém-se constante. Nestas condições, Tiller et al. (TILLER, et al., 1953) 
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obteve o perfil de concentração no líquido a partir da solução da 2a lei de Fick, agora 

em regime estacionário obtendo: 

 

      (   
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sendo CL a concentração de soluto no líquido em função da posição a partir da 

interface sólido-líqu do (x’). 

Utilizando este modelo, observa-se que um aumento da difusão de soluto no 

líquido e/ou uma diminuição da velocidade da interface sólido-líquido tendem a 

homogeneizar a composição deste líquido. 

Quando o perfil de concentração formado no líquido a partir da interface 

sólido-líquido começa a sofrer o efeito do contorno do sistema, que pode ser 

simplesmente a parede do recipiente contendo o metal líquido, inicia-se o chamado 

transiente final. A figura 2 mostra o perfil de soluto completo, incluindo os três 

estágios mencionados. 

 

 
Figura 2 – Perfis de concentração no líquido (a) e final da solidificação sem homogeneização 

completa de soluto do líquido (FLEMINGS, 1974). 
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3.1.2.3 Efeitos da convecção 

A influência da convecção na distribuição de soluto no líquido durante a 

solidificação depende de dois fatores: intensidade da movimentação do líquido e da 

taxa de solidificação. ou seja, velocidade da interface sólido-líquido (TILLER, et al., 

1953). No caso da convecção natural, a intensidade depende de diversos fatores, 

como as dimensões da amostra analisada, as diferenças de temperaturas no líquido, 

a dependência da densidade do líquido com a temperatura e composição e a 

direção de solidificação (horizontal ou vertical) (TILLER, et al., 1953). Elevadas taxas 

de solidificação diminuem o efeito da convecção na redistribuição de soluto. 

Portanto, a macrossegregação em processos com velocidades da interface sólido-

líquido menores sofre um maior efeito da convecção. 

Burton et al. (BURTON, et al., 1953) abordaram o efeito da convecção no 

transporte de soluto no líquido durante a solidificação de interfaces planas e, 

consequentemente, no perfil final de macrossegregação de soluto. Estes autores 

(BURTON, et al., 1953) propuseram um modelo, chamado de modelo de camada 

estagnada, onde se assumiu que, próximo à interface sólido–líquido, existe uma 

camada de espessura δ no interior da qual o transporte de soluto ocorre apenas por 

difusão. No restante do líquido, a convecção foi assumida suficientemente elevada 

para manter homogênea a composição. Como resultado final do modelo de camada 

estagnada, a seguinte equação foi obtida para prever o perfil de concentração de 

soluto no líquido (BURTON, et al., 1953): 

 

(      )   (       ) 
 (

  
  

)
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sendo CL a composição no líquido fora da camada de difusão; CiS a composição na 

interface do lado do sólido; CiL a composição na interface do lado do líquido; δ a 

espessura da camada estagnada; V a velocidade da interface; DL a difusividade de 

soluto no líquido. O coeficiente de partição de soluto, definido de forma geral como a 

razão entre a composição na interface do lado do sólido (CiS) e a composição na 

interface do lado do líquido (CiL), ou seja, k = CiS / CiL, torna-se uma função da 

velocidade da interface no modelo de camada estagnada, como obtido abaixo: 
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Flemings (FLEMINGS, 1974) mostrou algumas comparações entre 

coeficientes de redistribuição efetivos calculados segundo a equação 10 e obtidos 

experimentalmente. De acordo com Flemings (FLEMINGS, 1974), com velocidades 

de solidificação relativamente altas e gradientes de temperatura relativamente 

reduzidos no líquido, o coeficiente de redistribuição efetivo obtido experimentalmente 

é maior que o previsto pela equação  10. Esta discrepância foi causada pela 

formação de células ou dendritas na interface sólido–líquido. A figura 3 mostra um 

exemplo da variação do coeficiente de redistribuição efetivo em função da 

velocidade da interface e do gradiente de temperatura no líquido. É possível 

observar que o coeficiente de redistribuição efetivo varia de forma abrupta para 

baixos gradientes de temperaturas e elevadas velocidades de interface. Por outro 

lado, para o caso da interface plana, o aumento do gradiente praticamente não afeta 

o coeficiente efetivo, enquanto a diminuição da velocidade da interface diminui o 

coeficiente efetivo, que tende ao coeficiente de equilíbrio (k) (Figura 3). 

 
Figura 3 – Variação do coeficiente efetivo de redistribuição de soluto em função da velocidade de 

solidificação (a) e do gradiente de temperatura no líquido (b) (FLEMINGS, 1974). 

 

Nos modelos acima foi assumido que a solidificação ocorre no estado 

estacionário. Para o caso de solidificação durante o transiente inicial, esta hipótese é 

violada. Favier (FAVIER, 1981) propôs então um modelo analítico no qual trata o 

efeito da convecção para o caso unidimensional durante o transiente inicial. Nesse 

trabalho também foi utilizado o conceito da camada estagnada de difusão à frente da 
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interface plana. Favier (FAVIER, 1981) considerou a velocidade de avanço da 

interface sólido-líquido como constante e obteve os perfis de soluto no sólido após o 

transiente inicial da solidificação. Não foi encontrado na literatura um modelo 

analítico para macrossegregação com efeito de convecção que considerasse, 

durante o transiente inicial, a situação de velocidade da interface sólido-líquido 

variável no tempo. 

Além do efeito na redistribuição de soluto durante a solidificação com 

interface plana, encontram-se na literatura estudos sobre o efeito da convecção na 

estabilidade desta interface (HURLE, 1969) (CORIELL, et al., 1976) (TEWARI & 

CHOPRA, 1992). O trabalho de Tewari e Chopra (TEWARI & CHOPRA, 1992) 

mostrou experimentalmente que, na presença de convecção, a desestabilização da 

interface plana ocorre a velocidades maiores que as previstas pela teoria da 

estabilidade linear de Mullins e Sekerka (MULLINS & SEKERKA, 1964), ou seja, a 

convecção teria um efeito estabilizador da interface. Entretanto, Tewari e Chopra 

(TEWARI & CHOPRA, 1992) não explicitaram os motivos pelos quais a convecção 

tem este efeito estabilizador. 

 

3.1.3 Redistribuição com interface celular 

A redistribuição de soluto com interface celular pode tornar-se complexa 

devido: (a) ao caráter multidimensional dos mecanismos de transporte de soluto e 

avanço da interface solido – líquido; (b) ao efeito do raio de curvatura da ponta da 

célula e (c) à difusão de soluto no sólido na região sólido – líquido (FLEMINGS, 

1974). 

Uma série de trabalhos (SHARP & HELLAWELL, 1970; SHARP & 

HELLAWELL, 1970; SHARP & HELLAWELL, 1970) foram publicados sobre o estudo 

experimental da redistribuição de soluto com crescimento celular nos casos 

estacionário, transiente, com e sem convecção. Esses trabalhos mostraram 

experimentalmente que, de forma análoga ao que foi proposto para o caso de 

interface sólido–líquido plana, no líquido à frente da estrutura celular foi observado 

um perfil de concentração de soluto que tem seu máximo na ponta da célula e 

diminui progressivamente até a concentração no interior do líquido (SHARP & 

HELLAWELL, 1970). A partir disso, esses autores propuseram a seguinte equação 

para o coeficiente efetivo de redistribuição para interface celular com efeito de 

convecção: 
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sendo            : Cis é a concentração de soluto no sólido na ponta da célula e CS 

é a concentração na base da célula. 

Flemings (FLEMINGS, 1974) apresentou um modelo para a redistribuição de 

soluto durante a solidificação unidirecional com a formação de células na interface 

sólido-líquido. O efeito mais importante considerado neste modelo, tornando-o 

diferente dos modelos descritos, é o transporte de soluto na zona pastosa por 

difusão na direção paralela à do fluxo de calor. Este mecanismo de transporte é 

chamado também de difusão macroscópica. No entanto, neste modelo não ocorre 

macrossegregação, pois foi assumido estado-estacionário, onde a composição 

média do sólido final é sempre constante e igual à composição média. Um efeito 

importante, causado pela difusão macroscópica é o acúmulo de soluto na ponta das 

células. Flemings (FLEMINGS, 1974) deduziu a seguinte equação para composição 

na ponta das células, também para o caso estacionário: 
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sendo Ct a concentração na ponta da célula; V a velocidade da interface; mL a 

inclinação da linha liquidus; G o gradiente de temperatura no líquido na direção de 

crescimento; e DL a difusividade de soluto no líquido. Para uma comparação entre a 

análise apresentada acima e os resultados experimentais no caso estacionário, 

Flemings (FLEMINGS, 1974) propõe um coeficiente de redistribuição efetivo (kt) com 

a seguinte forma: 
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A concentração de soluto no sólido durante a solidificação também foi obtida 

através deste modelo a partir da equação abaixo (FLEMINGS, 1974):  
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Tewari et al. (TEWARI, et al., 1993) apresentaram resultados experimentais 

para macrossegregação formada durante a solidificação com interface celular de 

ligas Pb-Sn para velocidades constantes da interface sólido-líquido. Nesse trabalho 

é mostrado que a macrossegregação com interface celular é causada pela 

convecção na região do líquido fora da zona pastosa. O líquido movimenta-se 

devido à convecção natural induzida pelo acúmulo de soluto logo à frente das pontas 

das células. 

 

3.2 Macrossegregação na solidificação de silício 

O estudo experimental da macrossegregação na solidificação direcional de 

silício foi realizado por diversos métodos como Czochralski (KURODA & SAITOH, 

1979), Bridgman (MARTORANO, et al., 2011). e HEM (KVANDE, et al., 2005). 

Entretanto, dados específicos sobre condições gerais de solidificação como 

velocidade da interface, morfologia da interface e gradiente de temperatura no 

líquido são escassos na literatura (MARTORANO, et al., 2011). 

Nos trabalhos apresentados por Oliveira (OLIVEIRA, 2008) e Martorano et al. 

(MARTORANO, et al., 2010; MARTORANO, et al., 2011) a macrossegregação na 

solidificação de silício metalúrgico foi estudada em um forno tipo Bridgman. Nesses 

trabalhos foi analisado o efeito da velocidade de solidificação, considerada como 

sendo a mesma velocidade com que a amostra foi extraída do forno. A velocidade 

de extração foi constante para cada experimento sendo realizados experimentos 

com de 5, 10, 20 e 110 µm / s. 

Martorano et al. (MARTORANO, et al., 2011) observaram nas velocidades 

mais baixas (5 e 10 µm / s) um forte efeito de macrossegregação e nenhuma 

evidência de microssegregação, que poderia indicar um crescimento celular ou 

dendrítico. Por outro lado, para as velocidades mais altas foi observado um efeito de 

macrossegregação com menor intensidade. Além disso, para as velocidades de 20 e 

110 µm / s foram observados intermetálicos na estrutura, o que segundo Martorano 

et al. (MARTORANO, et al., 2011) poderia indicar a ocorrência de microssegregação 
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em uma estrutura celular ou dendritica, ou seja, indicar a ausência de uma interface 

sólido-líquido plana. 

A figura 4 mostra os perfis de concentração de ferro ao longo da amostra 

analisada para as velocidades de solidificação estudas por Martorano et al. 

(MARTORANO, et al., 2011). É possível observar que para a velocidade de 

solidificação de 110 µm / s a concentração de soluto atinge o valor da concentração 

inicial (C0) aproximadamente no centro da amostra. Esse comportamento observado 

para velocidade de 110 µm / s corresponde ao comportamento descrito no item 

3.1.2.2, com a formação de um transiente inicial. 

 

 
Figura 4 – Perfis de concentração de ferro para diferentes velocidades de solidificação. QL é o limite 
de quantificação do método de análise química e Cf é concentração máxima para silício grau solar. 

(MARTORANO, et al., 2011). 

 

Nos trabalhos que apresentam dados sobre as condições de solidificação 

direcional de silício (MARTORANO, et al., 2010; MARTORANO, et al., 2011; 

OLIVEIRA, 2008) a morfologia da interface é considerada plana ou desconhecida. 

Além disso, tratam de experimentos realizados em condições consideradas 

estacionárias (velocidade constante). 

Kuroda e Saitoh (KURODA & SAITOH, 1979) obtiveram lingotes de silício 

metalúrgico com o método Czochralski para avaliar a macrossegregação com 

velocidade constantes de solidificação de 3 até 33 µm/s. Kuroda e Saitoh (KURODA 
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& SAITOH, 1979) observaram um aumento abrupto da concentração de impurezas a 

partir do ponto de surgimento de uma estrutura celular. Essa estrutura surgiu com 

uma fração do lingote solidificado de 0,4, velocidade de 1,7x10-5m/s e gradiente de 

temperatura estimado de 2000K/m. 

Yuge et al. (YUGE, et al., 2004) estudaram a macrossegregação de solutos 

na solidificação direcional em um equipamento de feixe de elétrons. Yuge et al. 

(YUGE, et al., 2004) identificaram diferentes regiões na macroestrutura do lingote, 

sendo as principais denominadas como: colunar, interface colunar/quase-colunar, 

quase-colunar (grãos com direção de crescimento menos evidente que a região 

colunar) e dendritica. Essas estruturas ocorreram no lingote da base para o topo, 

mesmo sentido de solidificação. 

Nesse trabalho foi observado um aumento abrupto da concentração de 

impurezas na interface colunar/quase-colunar. A partir de análises por EPMA 

(“Electron Probre M cro-Analys s”), Yuge et al. (YUGE, et al., 2004) sugerem que 

essa transição na macroestrutura corresponde à alteração na morfologia da interface 

sólido-líquido de plana (região colunar) para interface celular (região quase-colunar). 

Essa transição de interface sugerida por Yuge et al. (YUGE, et al., 2004) ocorreu 

com uma velocidade de solidificação de 1,5x10-5m/s e gradiente de temperatura 

entre 700 e 1000K/m.  

 

3.3 Modelagem matemática da solidificação 

 

3.3.1 Introdução 

A modelagem matemática do processo de solidificação tem se tornado uma 

ferramenta fundamental e muito utilizada no estudo da solidificação devido ao 

aumento da capacidade dos computadores e os desenvolvimentos de métodos 

numéricos avançados (BOETTINGER, et al., 2000). As metodologias desenvolvidas 

e utilizadas atualmente para modelagem matemática de solidificação estão 

relacionadas em geral à escala na qual ocorre o fenômeno que se deseja estudar. 

Segundo Boettinger et al. (BOETTINGER, et al., 2000) é possível destacar as 

seguintes metodologias e seus principais usos: 
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 Método do campo de fases (“Phase-f eld”) ou “front-tracking-type”: 

modelagem microestrutural com escalas de comprimento da ordem das 

dendritas ou células; 

 Autômato celular (“ ellular Automata”) ou “granular dynam cs”: modelagem 

do desenvolvimento dos grãos; 

 Média volumétrica (“Volume averag ng”): modelagem de processo de 

solidificação e suas características macroestruturais gerais, como com 

escala de comprimento da ordem da peça produzida. Essa técnica tem sido 

utilizada para a macrossegregação (BOETTINGER, et al., 2000). 

 

Tendo em vista o objetivo do presente trabalho, a metodologia aqui abordada 

será o das médias volumétricas. Uma característica importante desta metodologia é 

tornar evidente como os resultados macroscópicos estão relacionados aos 

fenômenos microscópicos. Isso torna mais fácil a incorporação no modelo de 

fenômenos que ocorrem na escala microscópica (NI & BECKERMANN, 1991). O 

volume de controle deve ser definido observando as diferentes escalas que se 

deseja descrever. Assim, o volume de controle deverá ter dimensão muito maior que 

as estruturas microscópicas, mas deve ser pequeno comparado com o tamanho do 

sistema (RAPPAZ & THÉVOZ, 1987; WANG & BECKERMANN, 1993). Assim, no 

caso da solidificação dendrítica ou celular o volume de controle poderia ter 

dimensões da ordem de 10-3 a 10-2 m (NI & BECKERMANN, 1991; RAPPAZ & 

THÉVOZ, 1987). 

 

 
Figura 5 – Volume de controle com estruturas colunares (a) e equiaxiais (b) (NI & BECKERMANN, 

1991). 
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3.3.2 Método de média volumétrica  

No método da média volumétrica, inicialmente é definida a média volumétrica 

de uma grandeza genérica Ψk em uma fase k ocupando um volume Vk no interior do 

volume de controle V0. Esta média é dada por: 

 

〈  〉   
 

  
∫     
  

   

 15 

 

onde Xk é uma função de distribuição da fase no volume controle. Essa função 

assume valor igual a 1 para um ponto na fase em questão e 0 para um ponto fora 

dela. A média volumétrica intrínseca é dada por  

 

〈  〉
   

 

  
∫     
  

   

 16 

 

Assim, a fração volumétrica da fase k com relação ao volume de controle é 

dada por  

 

    
〈  〉

〈  〉 
 

 17 

As equações gerais macroscópicas são obtidas com a aplicação de teoremas 

da média aplicados às equações na escala microscópicas de conservação de 

massa, espécies químicas e energia (NI & BECKERMANN, 1991). As equações 

apresentadas a partir desse ponto foram mostradas por Ni e Beckermann (NI & 

BECKERMANN, 1991), entretanto, não apresentam os termos relativos à convecção 

originalmente considerados. 

O balanço de massa macroscópico é descrito pela eq.18 (NI & 

BECKERMANN, 1991): 
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 18 

onde   a taxa de transformação de fase e Ԑk é a fração da fase k. A equação 

macroscópica de conservação de energia (NI & BECKERMANN, 1991) 

 

 

  
(    〈  〉

 )     (〈  〉)      
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onde    é a densidade da fase k; 〈  〉
  é a entalpia da fase k; 〈  〉 é o fluxo de 

energia; e    é o balanço de energia na interface entre as fases. A equação 

macroscópica para conservação de espécies químicas pode ser escrita da seguinte 

forma geral: 

 

 

  
(     〈  〉

 )     〈  〉     
  

 20 

sendo Jk
Г o balanço na interface devido à mudança de fase; jk o fluxo difusivo 

macroscópico; e 〈  〉
  a concentração média da espécie química na fase k que, no 

caso estudado, será considerado somente como    (concentração da espécie 

química na fase k), pois o fluxo difusivo microscópico não é considerado. Aplicando 

a eq. 20 à fase líquida teríamos: 

 

 

  
(       )     〈  〉      
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Considerando as premissas adotadas nesse trabalho, a equação final que 

descreve a variação da massa (ou concentração) de espécies químicas no líquido 

no caso unidimensional é: 

 

 

  
(       )   

 

  
(      

   
  

)     ̅̅ ̅̅    
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onde    ̅̅ ̅̅  é a concentração média da espécie química na interface sólido-liquido na 

fase sólido. Na eq. 22 o primeiro termo do lado direito da equação representa o fluxo 

difusivo macroscópico e o segundo termo a fonte de soluto na interface sólido–

líquido devido à transformação de fase. 

De forma análoga, a equação que descreve a variação de massa de espécies 

químicas no sólido é: 

 

 

  
(       )      ̅̅ ̅̅    

 23 
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4 Metodologia e materiais 

 

Nesse item serão apresentados os procedimentos utilizados na realização 

dos experimentos e tratamento dos dados obtidos. Além disso, será apresentado o 

desenvolvimento do modelo matemático a partir das equações gerais de 

conservação, condições de contorno e finalmente as equações discretizadas 

resultantes. 

 

4.1 Experimentos de solidificação direcional 

 

4.1.1 Forno de solidificação 

Nesse item será apresentado o forno projetado no âmbito desse trabalho 

especificamente para solidificação direcional de silício em uma condição totalmente 

estática. Esse equipamento foi projetado a partir de informações e conhecimentos 

adquiridos nos experimentos exploratórios e experiências anteriores do laboratório 

de processos metalúrgicos (LMP) do Instituto de Pesquisas Tecnológicas do estado 

de São Paulo (IPT). O equipamento consiste basicamente nos seguintes conjuntos: 

 Câmara de aquecimento com três conjuntos de resistências elétricas (dois 

laterais e um de topo); 

 Carro principal para movimentação do cadinho para posição de 

carregamento; 

 Carro central para troca de uma base refratária (isolamento da base do 

cadinho durante o aquecimento) por coquilha de cobre refrigerada a água; 

 

A figura 6 mostra o painel de comando do forno. Esse painel possui os 

controladores dos três conjuntos de resistências, os mostradores de temperaturas 

dos sensores de monitoramento e os comandos para acionamento dos sistemas de 

movimentação dos conjuntos do forno. 
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Figura 6 – Painel de comando do forno. 

 

Na câmara de aquecimento estão montados três (3) conjuntos de resistências 

de MoSi2, sendo dois laterais e um conjunto de topo. Esses conjuntos são 

controlados separadamente, tendo como referência termopares tipo B (Pt-

30%Rh/Pt-6%Rh) conectados ao painel do equipamento ou ao microcomputador 

ligado ao painel. 

Além dos três (3) termopares tipo B de referência para controle dos conjuntos 

de resistências, existe no equipamento outros seis (6) sensores de temperatura: 

 Termopar de monitoramento no topo (próximo ao topo do cadinho); 

 Termopar de monitoramento lateral na posição superior; 

 Termopar de monitoramento lateral na posição inferior; 

 Termoresistências de monitoramento de temperatura na entrada e saída de 

água da coquilha e na superfície interna da coquilha. 

 

Todos os termopares utilizados são do tipo B e as termoresistências são PT-

100. O esquema mostrado na figura 7 indica a localização de cada um dos sensores 

de temperaturas na câmara de aquecimento.  
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Figura 7 – Esquema geral da seção transversal da câmara de aquecimento do forno com o cadinho e 

a base móvel refrigerada a água em contato com o fundo do cadinho. 

 

Assim como a programação de aquecimento e resfriamento, os dados de 

temperatura medidos por todos os sensores de monitoramento são armazenados no 

microcomputador ligado ao equipamento durante todo o experimento. Os dados dos 

sensores de monitoramento são gravados a cada 30 s e os dados dos sensores de 

controle são gravados a cada 5 s.  

Na parte superior da câmara de aquecimento estão posicionadas as entradas 

para argônio e duas entradas para termopares auxiliares (Figura 8). Os termopares 

auxiliares, do tipo B, são conectados a um registrador (Yokogawa – MV100m) que 

coleta os dados a uma frequência de aquisição de 1 Hz. Na região lateral do forno 

foram instalados rotâmetros para controle da vazão de argônio e de água utilizadas 

no experimento (Figura 9). 

De forma geral, o equipamento descrito tem como objetivo o resfriamento da 

base e o controle do aquecimento no topo do cadinho durante a solidificação. Com 

isso, pretende-se obter lingotes solidificados de forma unidirecional. 
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Figura 8 – Entrada de argônio e entradas para termopares auxiliares no topo da câmara de 

aquecimento. 

 

 
Figura 9 – Rotâmetros para controle de vazão de água na coquilha de cobre (inferior) e vazão de 

argônio (superior). 

 

4.1.2 Procedimento experimental 

Na figura 7 é mostrado um esquema geral da montagem experimental. O 

procedimento experimental pode ser divido na etapa de preparação e na realização 

do experimento. Para preparação dos experimentos foram realizados os seguintes 

passos:  

 Pintura com nitreto de silício da superfície interna do cadinho de grafite-

argila e da tampa de grafite para distribuição de argônio;  

 Preparação de termopares auxiliares. A figura 10 mostra um esquema da 

preparação desses termopares; 
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Figura 10 – Esquema de montagem de termopares auxiliares para medidas de temperatura no silício 

durante os experimentos. 

 

 Carregamento do silício metalúrgico no cadinho; 

 Posicionamento da tampa do cadinho; 

 Fechamento do forno; 

 Posicionamento de termopares auxiliares e tubo de injeção de argônio; 

 Limpeza com pincel do fundo do cadinho; 

 Montagem geral do registrador dos termopares auxiliares; 

 Acionamento dos sistemas de água e argônio; 

 Programação geral do forno (aquecimento e resfriamento); 

 

O experimento tem duas etapas principais: 

 Fusão e homogeneização do silício: a programação de temperaturas para 

todos os conjuntos de resistências do forno durante essa etapa foi igual 

para todos os experimentos e está mostrada na figura 11; 
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 Troca da base de refratário (isolante) pela coquilha de cobre refrigerada e 

início do resfriamento (posicionamento da coquilha na base do cadinho).  

 

 
Figura 11 – Programação de temperatura durante a etapa de aquecimento. 

 

As taxas de resfriamento de cada conjunto de resistências do forno são 

mostradas para cada experimento no item 5.1.1. Em todos os experimentos foi 

utilizada injeção de argônio com vazão de aproximadamente 25 l / min durante todo 

o experimento e vazão de água na coquilha de cobre de 40 l / min. Após o término 

de cada experimento, o lingote obtido era retirado do cadinho e limpo 

mecanicamente (escova pneumática) 

 

4.1.3 Planejamento experimental 

Os experimentos foram planejados de forma a avaliar os principais fatores 

que influenciam na macrossegregação de impurezas durante a solidificação 

direcional transiente do silício. A partir das informações da literatura apresentadas 

no item 3, foi considerado que esses fatores são os seguintes: 

 Velocidade de avanço da frente de solidificação; 

 Gradiente de temperatura no líquido; 

 Mecanismos de transporte de soluto no líquido (convecção e difusão); 

 Morfologia da interface sólido-líquido. 
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Tendo em vista esses fatores e o equipamento de solidificação apresentado 

no item 4.1.1, o esquema de experimentos apresentado na figura 12 foi planejado. 

Neste esquema existe um experimento de referência (GA-100), conduzido com um 

lingote de 0,1 m e um cadinho com fundo de grafite-argila, e experimentos 

conduzidos para examinar o efeito isolado da variação do material do fundo do 

cadinho de grafita-argila para grafita (G-100), que apresenta maior condutividade 

térmica, e da altura do lingote de 0,1 para 0,13 m (GA-130). Foi realizado também 

um experimento (GA-100_D) usando também um cadinho com fundo de grafite-

argila, como no experimento de referência GA-100, porém a solidificação ocorreu 

com todas as resistências do forno desligadas para mostrar qual o efeito da 

programação especial de temperaturas imposta a estas resistências nos outros 

ensaios. 

 

 
Figura 12 – Esquema de planejamento experimental. 

 

O experimento GA-100 é o experimento com condições experimentais 

consideradas como de referência (cadinho, altura do lingote, programação de 

temperaturas). Foram planejados experimentos nos quais fossem obtidas variações 

nas condições de solidificação em relação às condições de referência que 

promovessem diferenças relevantes na macrossegregação, tendo em vista os 

fatores indicados no início desse item. O experimento G-100 teve como objetivo o 
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•Altura do lingote = 100 mm
• Programação de temperaturas

Experimento G-100:
• Fundo de grafite
•Altura do lingote = 100 mm
• Programação de temperaturas

Experimento GA-130:
• Fundo de grafite-argila
•Altura do lingote = 130 mm
• Programação de temperaturas

Experimento GA-100_D:
• Cadinho de grafite-argila
•Altura do lingote = 100 mm
•Desligamento do forno
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aumento da velocidade da interface sólido-líquido e nos experimentos GA-100_D e 

GA-130, a diminuição do gradiente de temperatura. 

 

4.2 Análises dos experimentos 

 

4.2.1 Macrografias 

A macroestrutura da secção longitudinal dos lingotes (direção de solidificação) 

foi revelada através do seguinte procedimento: 

 Corte de uma fatia de aproximadamente 20 mm no centro do lingote no 

eixo longitudinal utilizando serra de fita diamantada; 

 Divisão dessa fatia em 5 seções de dimensões iguais (Figura 13); 

 Lixamento da face da seção com lixas de granulometria 100 e 1000 mesh; 

 Aquecimento da amostra a 90 °C e imersão por 5 min em reagente químico 

composto de uma solução aquosa de NaOH com 1/3 em massa de NaOH. 

 

 
Figura 13 – (a) Vista do topo do lingote obtido no experimento; (b) - Esquema de corte do lingote para 

realização da macrografia. 

 

4.2.2 Micrografias 

A microestrutura foi analisada também ao longo do eixo longitudinal do 

lingote. As micrografias foram obtidas com o seguinte procedimento: 
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 Corte de amostras quadradas com 40 e 50 mm de lado; 

 Lixamento com lixas de granulometria 100 e 1000 mesh; 

 Polimento com pastas de diamante de granulometrias 6, 3 e 1 μm de 

tamanho;  

 Polimento final com sílica coloidal; 

 Observação em microscópio óptico. 

 

4.3 Matéria-prima: silício metalúrgico 

Neste trabalho, a matéria-prima foi silício grau metalúrgico de composição 

indicada na tabela 1 produzido pela Cia Ferroligas Minas Gerais – Minas ligas. 

Amostras de silício grau metalúrgico foram analisadas por ICP-OES (modelo Arcos – 

Spectro) e os valores apresentados na tabela 1 são as médias de análises de 6 

amostras do lote utilizado nos experimentos. 

 

Tabela 1 – Concentração dos principais elementos metálicos presentes no silício grau metalúrgico 

utilizado como matéria prima. 

 

 

 

4.4 Modelo matemático 

Nesse item será apresentado o conjunto de equações algébricas e 

diferenciais e suas condições de contorno e iniciais que definem o modelo 

matemático proposto nesse trabalho. O modelo físico no qual o modelo matemático 

foi baseado considera tanto o transporte de soluto por difusão no interior da zona 

pastosa como o transporte por convecção à frente da desta zona através de um 

modelo de camada estagnada, descrita no item 3.1.2.3.  

A figura 14 mostra um esquema geral do modelo físico adotado. A posição da 

interface sólido-líquido (xt) é a posição mais distante da base na qual a fração de 

sólido é maior que zero, e deve coincidir com a posição da ponta das células no 

caso de uma interface de morfologia celular. A partir da posição da interface sólido-

líquido tem início a camada estagnada de espessura δBPS. A posição xBPS indica o 

final da camada estagnada e início do líquido de composição homogênea (  
 ) 

Elemento Mn Ca Fe Ni Ti Al

Concentração (ppmm) 128 199 1464 22 98 534
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Figura 14 – Esquema do modelo físico com a camada de estagnada. 

 

As hipóteses consideradas para elaboração do modelo são as seguintes: 

 O fluxo de calor é unidirecional; 

 Existe uma camada estagnada de líquido de espessura δBPS constante no 

líquido adjacente à borda da zona pastosa estendendo-se entre xt até 

atingir x = xBPS; 

 O transporte de soluto ocorre apenas por difusão no líquido da zona 

pastosa e da camada estagnada, ou seja, para x < xBPS, onde xBPS é a 

posição da borda desta camada estagnada (Figura 14), porém ocorre por 

uma convecção suficientemente vigorosa no líquido fora desta camada (x ≥ 

xBPS), mantendo a sua composição homogênea; 

 O fluxo de difusão macroscópica de soluto no interior da zona pastosa e da 

camada estagnada é unidirecional, paralelo à direção de extração de calor; 

 O fluxo de difusão microscópica no interior da zona pastosa é 

suficientemente elevado para manter a composição do líquido uniforme na 

direção perpendicular à de extração de calor; 

 Não há difusão no sólido; 

 A densidade e o coeficiente de difusão (DL) são constantes; 

 A solução é diluída; 

 Existe equilíbrio local na interface sólido-líquido; 

 As linhas solidus e liquidus são linhas retas. 
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Segundo estas hipóteses, a equação diferencial macroscópica que descreve 

a conservação de massa para o caso estudado pode ser escrita da seguinte forma 

(WANG & BECKERMANN, 1993): 
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onde Ԑk é a fração da fase k, ρk é a densidade da fase k e Γ é a taxa de formação da 

fase com o tempo e por unidade de volume. A eq. 24 estabelece que esta taxa é 

igual para a formação de líquido e sólido, porém com sinais contrários, já que a 

formação de sólido implica no desaparecimento de líquido.  

A equação diferencial macroscópica que descreve a conservação de energia 

para o caso estudado pode ser escrita da seguinte forma (NI & BECKERMANN, 

1991) 
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onde ρ é a densidade; CP é o calor específico; T é a temperatura; K é a 

condutividade térmica; ΔHf é o calor latente; εs é a fração de sólido primário; e εeu é a 

fração de sólido eutético. 

Na eq. 25 o termo do lado esquerdo da equação expressa a variação por 

unidade de tempo e volume da quantidade de energia. No lado direito da equação, o 

primeiro termo representa o fluxo de calor por condução macroscópica, o segundo 

representa o calor latente liberado durante a solidificação do sólido primário e sólido 

eutético. A eq. 26 é a condição inicial de temperatura uniforme e as equações 27 e 
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28 são as condições de contorno do 1º tipo, onde as temperaturas TB (base) e TT 

(topo) são fornecidas ao modelo a partir das curvas de resfriamento medidas no 

metal (ver item 5.1.2). 

A equação que descreve a conservação macroscópica das espécies químicas 

pode ser escrita da seguinte maneira: 
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onde   
  é a concentração de soluto do líquido externo à camada estagnada, que 

apresenta composição uniforme; CL é a concentração de soluto no líquido; C0 é a 

concentração inicial da liga; k é o coeficiente de partição; εL é a fração de líquido; Ceu 

é a concentração no ponto eutético. No modelo proposto a eq. 29 é aplicada para 0 

< x ≤ xBPS, ou seja, não é solucionada no líquido de composição uniforme. A eq. 30 é 

a condição inicial de concentração uniforme no líquido inicial, a eq. 31 indica que 

não há saída de soluto pela base do lingote e a eq. 32 força a composição da borda 

da camada estagnada ser igual à composição do líquido completamente 

homogêneo, fora da camada. 

Na eq. 29 o termo do lado esquerdo expressa a variação por unidade de 

tempo da massa de espécie química em questão contida na fase líquido. O primeiro 

termo do lado direito da equação representa o fluxo difusivo macroscópico e o 

segundo termo a rejeição de soluto pela interface sólido–líquido devido à 

transformação de fase. O último termo expressa a perda de massa de soluto pelo 

líquido na formação do sólido eutético. 

O líquido externo à camada estagnada apresenta concentração uniforme. 

Existe um fluxo de soluto que vem do líquido da camada estagnada e entra no 
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líquido de composição uniforme, alterando a sua composição. Além disso, o volume 

de líquido da região uniforme diminui conforme a solidificação ocorre e a camada 

estagnada é deslocada. Através de um balanço de massa, a composição do líquido 

homogêneo pode ser calculada por (MARTORANO, et al., 2011): 
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onde L é a extensão total do domínio(altura do lingote) e δBPS é a espessura da 

camada estagnada . 

No modelo físico proposto (Figura 14) o tamanho do domínio no qual a eq. 29 

é válida, definido por     ( ), pode variar segundo as equações a seguir: 

 

    ( )     ( )                                  

 35 

    ( )                               

 36 

 

onde que xt é a posição da interface sólido-líquido (borda da zona pastosa). Esta foi 

determinada como sendo a posição mais distante da base na qual a fração de sólido 

é maior que zero, e deve coincidir com a posição da ponta das células no caso de 

uma interface de morfologia celular. 

A equação que descreve a conservação macroscópica das espécies químicas 

no sólido é: 
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onde CS é a concentração média no sólido; CSL é a concentração de sólido na 

interface sólido-líquido e Γs é a taxa de formação de sólido. Novamente, o termo do 

lado direito está relacionado à rejeição de soluto na interface sólido–líquido devido à 

transformação de fase. A eq.38 é a condição inicial da eq.37 que determina que o 

primeiro sólido formado tenha composição kC0. 

O acoplamento entre a equação de energia e a equação de conservação de 

espécies químicas é feito através da equação da linha liquidus do diagrama de 

fases, dada por: 

 

           

 39 

 

onde Tf é a temperatura de fusão do metal puro; mL é a inclinação da linha liquidus; 

e CL é a concentração de soluto no líquido. 

Deve-se ainda escrever a relação entre as frações de todos os constituintes 

presentes no sistema: 

 

            

 40 

onde Ԑs, ԐL e Ԑeu são as frações de sólido primário, de líquido e de sólido eutético 

respectivamente. 

O sistema de equações diferenciais e algébricas do presente modelo foi 

solucionado utilizando o método dos volumes finitos, na formulação implícita 

(PATANKAR, 1980). De forma geral, no processo de discretização as equações 

diferenciais são integradas nos elementos de volumes mostrados na figura 15. 
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Figura 15 – Esquema de malha de pontos para metodologia de volumes finitos (PATANKAR, 1980) 

 

As equações obtidas na discretização das equações diferenciais de 

conservação de massa, energia e espécies químicas no líquido e no sólido são 

apresentas a seguir: 
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Os símbolos utilizados nas equações discretizadas estão indicados na figura 

15. As equações discretizadas foram acopladas de forma a possibilitar o cálculo da 

taxa de solidificação, Гsl (kg / (m³s)). Para esse acoplamento foi utilizada a equação 

da linha liquidus no seguinte formato: 

 

  
                  (   

       ) 
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sendo C0 a composição inicial e Tliquidus a temperatura liquidus da liga. Essa equação 

foi substituída nas equações discretizadas de forma a isolar Γs, e assim, calculá-lo. 

O domínio de aplicação do modelo será a distância entre os dois pontos de 

medidas de temperaturas no silício durante os experimentos (condições de 

contorno). A malha de volumes finitos utilizada para discretizar esse domínio será 

uma malha onde cada volume tem tamanho fixo e uniforme. 

Para o caso especial da camada estagnada com extensão da ordem do 

domínio analisado, o modelo apresentado trata o caso de transporte de soluto 

somente por difusão macroscópica. 

Considerando as equações acima para todos os pontos da malha obtém-se 

um sistema de equações. Esse sistema foi resolvido numericamente segundo o 

método iterativo de Gauss-Seidel por um algoritmo implementado em linguagem 

C++ utilizando o software Microsoft Visual C++ 2010 express. 

  



  37 

5 Resultados 

 

Este item está dividido em duas partes: a primeira apresentando os resultados 

dos experimentos realizados e a segunda, a validação do modelo matemático 

proposto com uma comparação entre os resultados do modelo e os dados 

experimentais. A discussão destes resultados será apresentada no item 6. 

 

5.1 Experimentos 

 

5.1.1 Evolução da temperatura no forno 

Na figura 16 são apresentadas curvas típicas com a evolução de temperatura 

nos conjuntos de resistências laterais e de topo durante o resfriamento. Nos 

experimentos GA-100, G-100 e GA-130 para os conjuntos laterais foi programado 

um resfriamento com taxa de 0,5°C/min e para o conjunto de topo foi programado 

um patamar de 90 min. a 1600°C e em seguida um resfriamento de 0,3°C/min. No 

experimento GA-100_D, entretanto, logo após o posicionamento da coquilha na 

base do cadinho o forno foi desligado como descrito no item 4.1.3. Verificou-se que 

houve razoável reprodutibilidade da temperatura medida pelo termopar de controle 

do topo nos experimentos GA-100, G-100 e GA-130. 

 

 
Figura 16 – Evolução típica das temperaturas nos conjuntos de resistências durante o resfriamento 

nos experimentos GA-100, G-100 e GA-130. 
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As curvas de temperatura apresentadas na figura 17 são as curvas nos 

termopares de controle dos conjuntos laterais e de topo do forno após o 

desligamento (início do resfriamento) no experimento GA-100_D. É possível notar 

que as temperaturas nos conjuntos são essencialmente as mesmas durante o 

resfriamento. 

 

 
Figura 17 – Temperatura nos conjuntos laterais durante o experimento GA-100_D. 

 

5.1.2 Curvas de resfriamento no interior do silício 

Como mencionado no item 4.1, em todos os experimentos foram utilizados 

termopares para medição de curvas de resfriamento no interior do silício durante a 

sua solidificação e resfriamento em dois diferentes pontos (Figura 7) ao longo do seu 

eixo longitudinal (direção de solidificação). 

De forma geral, é possível observar nos gráficos apresentados (figuras 18 e 

19) para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130 que ocorreu a formação de um 

gradiente de temperatura no líquido, pois a temperatura do termopar próximo à base 

é menor. Isso indica que a solidificação ocorreu nesses experimentos de forma 

direcional no sentido ascendente, como esperado. O instante inicial do gráfico 

corresponde ao momento de posicionamento da coquilha na base do cadinho. 

Na figura 18 são comparadas curvas de temperaturas obtidas nos 

experimentos GA-100 e G-100. Nesses experimentos os pontos de medidas tinham 

as mesmas posições (base e 90mm da base). A diferença entre os experimentos 

residiu na troca do material da base do cadinho: no experimento GA-100 o material 
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foi grafite-argila enquanto no experimento G-100 o material foi grafite de alta 

densidade.  

Na curva para o ponto posicionado na base do lingote no experimento G-100 

(Figura 18) é possível notar uma oscilação quando a temperatura atinge 

aproximadamente 1300°C. Essa oscilação pode indicar a formação de um vão entre 

o sólido e a base do cadinho, devido à contração do sólido formado. 

 

 
Figura 18 – Curvas de temperaturas no silício durante o resfriamento nos experimentos GA-100 e G-

100. 

 

Na figura 19 são comparadas curvas de temperaturas obtidas nos 
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estava a 105mm da base. Os cadinhos utilizados nos experimentos foram iguais 
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No início das curvas obtidas no experimento GA-130 é possível notar que 

ocorre uma oscilação. Não foi detectada se a fonte dessas oscilações foi 
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líquido. Na figura 19 também é possível notar que houve reprodutibilidade da curva 

de temperatura medida na base do lingote. Para o ponto de medida no topo as 
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Assim, a diminuição do gradiente de temperatura no experimento GA-130 com 

1100

1200

1300

1400

1500

1600

0,0 2,5 5,0 7,5 10,0

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

 (
°C

)

Tempo de resfriamento (h)

GA-100

G-100

x = 0mm (base)

x = 90mm (topo)



  40 

relação ao experimento GA-100 é evidente tendo em vista o aumento da distância 

entre os pontos de medida. 

 

 
Figura 19 – Curvas de temperaturas no silício durante o resfriamento nos experimentos GA-100 e 

GA-130. 
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Figura 20 – Curvas de temperaturas no silício durante o resfriamento do lingote GA-100_D. 

 

5.1.3 Macrografias 

Nesse item são apresentadas as macrografias obtidas nos experimentos 

descritos no item 4. Os gráficos de temperatura medidas no silício (figuras 18 e 19) 
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mecanismo o número de grãos diminui e o tamanho médio aumenta na direção do 

topo.  

É possível observar que, para uma mesma posição vertical, o tamanho dos 

grãos no experimento G-100 é menor que nos experimentos GA-100 e GA-130. Para 

avaliar essa observação, uma linha foi desenhada na direção transversal a 

aproximadamente 20mm da base sobre as macroestruturas e as intersecções dessa 

linha com contornos de grãos foram quantificadas. Para o lingote G-100 o número 

de interseções foi de 29 e para os lingotes GA-100 e GA-130 foram de 19 e 20, 

respectivamente. O maior número de intersecções com contornos de grãos para o 

lingote G-100 com relação aos lingotes GA-100 e GA-130 é uma indicação do menor 

tamanho de grãos no lingote G-100.  

Os grãos menores observados no lingote G-100 pode ser efeito da maior taxa 

de resfriamento imposta nesse experimento. Essa maior taxa de resfriamento no 

experimento está associada ao uso de grafite de alta densidade enquanto no 

experimento GA-100 o fundo é de grafite-argila. 

Na estrutura do lingote GA-100 é possível observar uma transição na 

macroestrutura a aproximadamente 70mm da base. A partir desse ponto os grãos 

colunares perdem o alinhamento e a direção de crescimento não é evidente como 

na parte inferior do lingote (0-70mm). Essa transição será discutida no próximo item. 

Uma transição semelhante pode ser observada na estrutura do lingote GA-130, 

porém que ocorre a 40mm da base. Nesse caso, a partir desse ponto é possível 

notar que os grãos mantêm certa direcionalidade de crescimento paralela à direção 

de extração de calor, porém com aumento no tamanho. A estrutura do lingote G-100 

não apresenta transição ao longo da altura. Nesse experimento os grãos 

mantiveram as características da base até o topo do lingote. Foi observado nesse 

experimento que o último líquido a solidificar concentrou-se na periferia do lingote. 
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Figura 21 – Macrografias das seções centrais dos lingotes obtidos nos experimentos indicados sobre as macroestruturas.  
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5.1.4 Micrografias 

A ausência de intermetálicos na microestrutura indica a redução nos teores de 

impurezas na região avaliada (OLIVEIRA, 2008). Assim, a concentração de 

intermetálicos em uma determinada região do material é considerada nesse trabalho 

como sendo uma evidência de macrossegregação. 

Nas figuras 22, 23 e 24 são apresentadas micrografias representativas de 

diferentes regiões dos lingotes GA-100, G-100 e GA-130, respectivamente. De forma 

geral, é possível observar nesses lingotes a formação de uma região sem 

intermetálicos. Essa região estende-se a partir da base até 70mm para o lingote GA-

100, até 40mm para o lingote GA-130 e por todo o lingote no caso do experimento 

G-100. Além disso, quando se percorre os lingotes a partir da base, o ponto de 

observação do primeiro intermetálico após a região isenta coincide com a transição 

entre a região com grãos alinhados e a região com grãos apresentando contornos 

serrilhados. 
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Figura 22 – Micrografias representativas das diferentes regiões da macroestrutura do lingote GA-100. 

As posições destas regiões em relação à base do lingote estão indicadas ao lado direito da 
microestrutura. 

 

1 cm 10 mm

95 mm

70 mm

75 mm

7
0

m
m

1
0

0
m

m



  46 

 
Figura 23 – Micrografias representativas das diferentes regiões da macroestrutura do lingote G-100. 

As posições destas regiões em relação à base do lingote estão indicadas ao lado direito da 
microestrutura. 
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Figura 24 – Micrografias representativas das diferentes regiões da macroestrutura do lingote GA-130. 

As posições destas regiões em relação à base do lingote estão indicadas ao lado direito da 
microestrutura. 
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Figura 25 – Micrografias representativas das diferentes regiões da macroestrutura do lingote GA-

100_D. As posições destas regiões em relação à base do lingote estão indicadas ao lado direito da 
microestrutura. 
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 Condução de calor com solidificação; 

 Transiente inicial de composição formado por uma interface sólido-líquido 

plana com transporte de soluto somente por difusão; 

 Difusão de soluto durante a solidificação com frente não-plana; 

 Transporte de soluto com frente plana considerando o efeito da difusão e 

da convecção utilizando-se o modelo de camada estagnada. 

 

5.2.1 Condução de Calor 

As seguintes condições foram impostas ao modelo para simular a condução 

de calor com ou sem a solidificação: 

 Fluxo de calor unidimensional; 

 Topo do lingote com condição adiabática; 

 Temperatura inicial do lingote uniforme (T0). 

 Densidade (ρ) e condutividade térmica (K) constantes. 

 

Para cálculo da condução de calor foi utilizada a equação 47, condição inicial 

indicada pela equação 48 e condições de contorno mostradas nas equações 49 e 

50. 
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sendo Tb a temperatura na base;    a temperatura ambiente (25°C); L o 

comprimento total analisado; e h o coeficiente de transferência de calor na base. 
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A tabela 2 mostra os valores das propriedades utilizadas na validação do 

modelo para condução de calor. 

 

Tabela 2 – Propriedades utilizadas na validação da condução de calor. (*) Propriedades do silício no 

estado sólido recomendadas por Mills e Courtney (MILLS & COURTNEY, 2000). 

 

 

A figura 26 mostra os resultados da solução analítica e da solução numérica 

obtidas no modelo para malhas de 20, 50 e 100 volumes com o passo de tempo de 

1 s. São apresentadas curvas de temperatura na base e no topo. É possível 

observar que, com o aumento do número de volumes da malha, as soluções 

numéricas (modelo construído) convergem progressivamente para a solução 

analítica, atingindo com 100 volumes resultados muito próximos dos obtidos na 

solução analítica. 

 
Figura 26 – Resultados de soluções analítica e numérica de condução para malhas de 20, 50 e 100 

volumes e passo de tempo de 1 s. 
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Os resultados do modelo matemático para solidificação são comparados com 

uma solução analítica, denominada solução de Stefan (MÜLLER, 2002). Essa 

solução analítica considera as seguintes condições: 

 Transporte de calor apenas por condução; 

 Fluxo de calor unidirecional; 

 Interface sólido-líquido é plana e está à temperatura de fusão, Tf; 

 Contato metal – molde (base do lingote) perfeito; 

 Temperatura na base do lingote é constante; 

 Temperatura do líquido é sempre igual à temperatura de fusão; 

 Os super-resfriamentos para nucleação / crescimento são nulos; 

 Difusividades térmicas constantes e iguais para sólido e líquido; 

 Topo do lingote adiabático; 

 Temperatura inicial do lingote uniforme (T0); 

 

A equação abaixo descreve o modelo para a condução de calor com 

solidificação: 

 

   
  

  
  

 

  
( 

  

  
)      

   
  

 

51 

                                   

 52 

                                      

 53 

 

sendo que Tb é a temperatura na base do lingote; T0 é a temperatura inicial; K é 

condutividade do material; e L é o comprimento total analisado. A solução analítica 

desta equação e condições estão apresentadas a seguir (MÜLLER, 2002) 
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sendo que 

 

    (  )     
   (     )
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Nas equações acima, Ts é o perfil de temperatura no sólido; Tb é a 

temperatura na base do lingote, que é considerada constante; Tf é a temperatura de 

fusão e ΔHf é a entalpia de fusão. 

Na tabela 3 estão os valores das propriedades utilizadas na validação do 

modelo para condução de calor com solidificação. 

 

Tabela 3 – Propriedades utilizadas na validação da solidificação. (*) Propriedades do silício no estado 

líquido recomendadas por Mills e Courtney (MILLS & COURTNEY, 2000). 

 

 

Na figura 27 são mostrados os resultados das soluções analítica e numérica 

para uma malha de 200 volumes. É possível observar que o resultado da solução 

numérica convergiu para solução analítica. Foram realizados também testes de 

malha com 20, 50 e 100 volumes. Com o aumento do número de volumes observou-

se a melhor adesão da solução numérica com a analítica. 

 

Propriedade Valor

Condutividade térmica - K (W / m°C) (*) 58,2

Dens dade - ρ (kg / m³) (*) 2560

Calor específico - Cp (J / kg °C) (*) 968

Entalp a de fusão - ΔHf (J / kg K) (*) 1,787 x 10
6 

Temperatura na base do lingote - Tb (K) 350

Temperatura inicial do lingote - T0 (K) 1687

Comprimento do lingote (m) 0,1
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Figura 27 – Resultados de soluções analítica e numérica de solidificação para uma malha de 200 
volumes e passo de tempo de 0,025 s. Para cada curva há a indicação da posição no lingote em 

relação à base (h). 

 

5.2.2 Transiente inicial de composição - Interface plana 

Como mostrado no item 3 (Revisão bibliográfica), durante a solidificação 

direcional é possível que ocorra a formação do transiente inicial que é caraterizado 

pelo aumento progressivo da concentração de soluto no sólido e na interface do lado 

do líquido até que o estado estacionário seja atingido. É possível aferir o modelo no 

transiente inicial quando se considera uma solidificação com frente plana e 

transporte de soluto somente por difusão pela equação desenvolvida por Smith et al. 

(SMITH, et al., 1955) (eq. 7). 

Foram utilizados dados hipotéticos para validação a fim de que o modelo 

numérico atingisse a condição de frente plana imposta na solução analítica. Esses 

dados estão apresentados na tabela 4. O perfil de concentração de soluto calculado 

pelo presente modelo ajustou-se bem ao perfil dado pela solução analítica, como 

mostra a figura 28. 
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Tabela 4 – Condições de solidificação utilizadas para aferição do transiente inicial. 

 

 

 
Figura 28 – Concentração relativa de soluto no sólido durante o transiente inicial. 

 

5.2.3 Difusão macroscópica no interior da zona pastosa 

Nesse item são apresentados os resultados de validação do modelo para a 

solidificação com transporte de soluto por difusão macroscópica através da zona 

pastosa (interface sólido-líquido não plana). Os resultados do presente modelo 

foram comparados com os de um modelo numérico semelhante publicado na 

literatura (GUO, 2000) e de um modelo analítico proposto por Flemings (FLEMINGS, 

1974). 

Tanto o modelo numérico encontrado na literatura como o modelo desse 

trabalho assumiram as seguintes hipóteses: 

Propriedade Valor

Coeficiente de resdistribuição no equilibrio - 

k0 
0,2

Difusividade do Fe no líquido  - DL (m² /s) 1,8 * 10
-8

Concentração inicial de soluto - C0 (%massa) 0,2

Velocidade da frente (m/s) 5,0 * 10
-6

Gradiente de temperatura (K/m) 12500
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 Transporte de soluto apenas por difusão e de calor apenas por condução 

(não há convecção); 

 Fluxo de calor e de difusão macroscópica são unidirecionais; 

 Liga binária; 

 As densidades e condutividades térmicas das fases são iguais e 

constantes; 

 As linhas liquidus e solidus são retas. 

 

No trabalho de Guo (GUO, 2000) são apresentados resultados para liga Pb - 

10%Sn. Nas tabelas 5 e 6 estão as propriedades termofísicas utilizadas e as 

condições de solidificação consideradas para comparação. 

 

Tabela 5 – Propriedades da liga Pb – 10%Sn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Propriedade Valor

Condutividade térmica - K (W / m°C) 18,55

Dens dade - ρ (kg / m³) 10100

Calor específico - Cp (J / kg °C) 167

Entalp a de fusão - ΔHf (J / kg K) 37600

Difusividade no líquido - DL (m² / s) 1,0 . 10
-9

Temperatura liquidus - Tf (K) 576,7

Coeficiente de redistribuição - k 0,31
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Tabela 6 – Condições de solidificação utilizadas nos modelos (Pb-10%Sn). Sendo T (x,0) a 

temperatura inicial para todos os pontos da amostra; T (0,0) a temperatura inicial na base da amostra; 

R a taxa de resfriamento da amostra; G o gradiente térmico; L o comprimento total da amostra. 

 

 

Nos resultados apresentados por Guo (GUO, 2000) foram consideradas como 

condições de contorno as temperaturas nas extremidades da amostra dadas pelas 

seguintes equações: 

 

 (   )    (   )     

 56 

e 

 (   )    (   )     

 57 

 

A figura 29 apresenta os resultados obtidos com o modelo elaborado no 

presente trabalho e os obtidos por Guo (GUO, 2000) para 600s de resfriamento. É 

possível observar que, tanto nos resultados de Guo (GUO, 2000) como nos 

resultados obtidos nesse trabalho, as posições nas quais a zona pastosa termina 

são as mesmas. Entretanto, as formas como as frações de líquido obtidas evoluem 

na região pastosa diferem. 

 

Condições de solidificação

T (x,0) = T (0,0) + Gx

T (0,0) = 577 K

R = 0,0167 K/s

G = 7000 K/m

L = 0,004 m



  57 

 
Figura 29 – Perfil de fração de líquido e temperatura no instante 600 s (Pb-10%Sn).  

 

A figura 30 mostra os resultados de perfis de concentração de soluto (Sn) no 

líquido para o instante 600s. É possível observar que os resultados obtidos no 

modelo construído nesse trabalho e aqueles obtidos por Guo (GUO, 2000) 

concordam perfeitamente.  

 

 
Figura 30 – Perfil de concentração de soluto (Sn) no líquido no instante 600 s (Pb-10%Sn).  

 

Outra referência utilizada para aferição do transporte de soluto por difusão 

para frente não plana é o modelo analítico proposto por Flemings (FLEMINGS, 

1974). Neste modelo, considerou-se a macrodifusão através da zona pastosa, 
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difusão nula no sólido, estado-estacionário e impôs-se um perfil de temperatura 

linear deslocando-se com velocidade constante e conhecida ao longo de toda a zona 

pastosa. Conhecida a temperatura, é possível obter a concentração no sólido e no 

líquido da zona pastosa a partir do diagrama de fases. Esta concentração foi 

inserida na eq. 14, que então possibilitou o cálculo do perfil de fração de sólido 

através da zona pastosa. A eq. 14 foi obtida por Flemings (FLEMINGS, 1974) a 

partir das equações a seguir: 

 

  ̅

  
 

 

  
(    
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onde  ̅ é a concentração média de soluto no elemento de volume analisado; DL é a 

difusividade de soluto no líquido, fL é a fração de líquido;    é a concentração no 

líquido; k0 é o coeficiente de partição no equilíbrio;    é a inclinação da linha 

liquidus; V é a velocidade da interface sólido-líquido; e    é a concentração inicial. 

Como solução das equações de 58 a 62, Flemings (FLEMINGS, 1974) obteve a 

equação abaixo: 
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Tabela 7 – Condições de solidificação considerando o efeito de difusão macroscópica. 

 

 

As condições de solidificação utilizadas neste caso estão apresentadas na 

tabela 7. O resultado da fração de sólido na zona pastosa segundo a eq. 14 é 

mostrado na figura 31 juntamente com o resultado segundo a equação de Scheil 

(eq. 6) e do modelo numérico para comparação. É possível observar que o modelo 

numérico concorda com o modelo proposto por Flemings (FLEMINGS, 1974), 

enquanto o resultado obtido com a equação de Scheil (eq. 6) difere dos demais, o 

que já era esperado, pois no modelo de Scheil a difusão macroscópica na zona 

pastosa não é considerada. 

 
Figura 31 – Fração de sólido na zona pastosa. 

 

Propriedade Valor

Coeficiente de resdistribuição no equilibrio - k0 0,75

Difusividade do Fe no líquido  - DL (m² /s) 1,8 * 10
-8

Inclinação na linha liquidus - mL (°C / %massa) -5,5

Temperatura liquidus - Tf (K) 1413

Concentração inicial de soluto - C0 (%massa) 0,2

Velocidade da frente (m/s) 5,0 * 10
-6

Gradiente de temperatura (K/m) 50
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O perfil de concentração de soluto no líquido na região pastosa e na região 

completamente liquida à frente da zona pastosa é mostrado na figura 32. Nesse 

gráfico é mostrado que a concentração de soluto na região da zona pastosa segue a 

composição da linha liquidus, como imposto ao modelo (FLEMINGS, 1974), e que 

na região completamente liquida à frente da zona pastosa o perfil de soluto segue a 

eq. 8 proposta por Tiller et al. (TILLER, et al., 1953), como esperado. 

 

 
Figura 32 – Concentração de soluto na zona pastosa e região com somente líquido.  

 

5.2.4 Transporte de soluto por convecção - Camada estagnada 

O modelo de camada estagnada foi utilizado no presente modelo para se 

considerar, de forma aproximada, o efeito da convecção no transporte de soluto no 

líquido a frente da zona pastosa. A implementação deste modelo de camada 

estagnada também foi verificada através de comparação com os resultados do 

modelo analítico aproximado proposto por Favier (FAVIER, 1981) para uma interface 

sólido-líquido plana. Nesse trabalho Favier (FAVIER, 1981) propõe que a 

redistribuição de soluto nas condições mencionadas acima pode ser caracterizada 

pelo seguinte parâmetro: 
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onde V é a velocidade de avanço da interface, DL é a difusividade de soluto no 

líquido e δBPS é a espessura da camada estagnada. Os resultados obtidos por Favier 

(FAVIER, 1981) para uma liga binária do sistema Sn-Ag, com propriedades 

apresentadas na tabela 8, estão comparados com os resultados do presente modelo 

na figura 33, mostrando uma boa concordância. 

 

Tabela 8 – Condições de solidificação utilizadas para comparação do presente modelo com o 

proposto por Favier (FAVIER, 1981). 

 

 

 
Figura 33 – Comparação do perfil de concentração relativa de soluto no sólido calculada pelo modelo 
de Favier (FAVIER, 1981) e pelo presente modelo para diferentes valores do parâmetro convectivo-

difusivo, . 

 

Propriedade Valor

Coeficiente de resdistribuição no equilibrio - 

k0 
0,02

Difusividade do soluto no líquido  - DL (m² /s) 4,7 * 10
-9

Concentração inicial de soluto - C0 (%massa) 0,005

Velocidade da frente (m/s) 9,72 * 10
-6

Gradiente de temperatura (K/m) 8500
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5.2.5 Modelagem matemática dos experimentos 

O modelo construído nesse trabalho foi aplicado aos experimentos realizados, 

utilizando para isso as medidas de temperatura no silício (item 5.1.2) como 

condições de contorno nas extremidades do lingote. Tendo em vista que no 

experimento GA-100_D não foi possível obter as curvas de resfriamento no silício 

devido às falhas nos termopares, serão analisados somente os experimentos GA-

100, G-100 e GA-130. As propriedades termofísicas do silício utilizadas nos cálculos 

estão na tabela 9. Os dados apresentados na tabela 9 para condutividade térmica 

(K) e calor específico (Cp) são os valores médios recomendados por Mills e Courtney 

(MILLS & COURTNEY, 2000) para o líquido. A densidade (ρ) é o valor médio 

recomendado para líquido no ponto de fusão. 

 

Tabela 9 – Propriedades termofísicas do silício (MILLS & COURTNEY, 2000). 

 

 

O SIGM que foi empregado nos experimentos é uma liga multicomponente. 

Entretanto, o elemento Fe é aquele em maior concentração (0,15%wt Fe – ver 

tabela 1). Desta forma, como uma primeira abordagem, aproximou-se o sistema real 

por uma liga binária Si-Fe. Na figura 34 é apresentado o diagrama de fases do 

sistema Si-Fe na região rica em silício (TANG & TANGSTAD, 2012). Nesse 

diagrama, Tang e Tangstad (TANG & TANGSTAD, 2012) apresentam a comparação 

dos seus resultados experimentais (círculos e triângulos) e análise termodinâmica 

(linhas contínuas) com dados de outros autores da literatura (quadrado, asterisco e 

linha tracejada). 

 

Propriedade Valor

Condutividade térmica - K (W / m°C) 58,2

Dens dade - ρ (kg / m³) 2560

Calor específico - Cp (J / kg °C) 968

Entalp a de fusão - ΔHf (J / kg) 1,787 x 10
6 

Temperatura de fusão do silício puro - T f (°C) 1414
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Figura 34 – Diagrama de fases do sistema Si-Fe na região rica em silício (TANG & TANGSTAD, 

2012). 

 

As propriedades apresentadas do sistema Si-Fe utilizadas no modelo são 

apresentadas na tabela 10. 

 

Tabela 10 – Propriedades do sistema binário Si-Fe (MARTORANO, et al., 2010). 

 

(1). Valor obtido a partir de análise química da matéria-prima (Tabela 1) 

 

A concentração média de soluto em uma dada posição da zona pastosa foi 

calculada considerando-se as composições do sólido e líquido, como mostrado 

abaixo: 
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Propriedade Valor

Coeficiente de resdistribuição de soluto no 

equilibrio - k0 
8,0 * 10

-6

Difusividade do Fe no líquido  - DL (m² /s) 1,8 * 10
-8

Inclinação na linha liquidus - mL (°C / %massa) -5,003

Concentração inicial de Fe - C0 (%massa) 
1 0,146

Concentração de Fe no eutético Si-Fe (%massa) 42,375

Temperatura liquidus da liga binária - Tf (°C) 1413,02

Temperatura do eutético binário - Teu (°C) 1202
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No presente modelo foram considerados dois mecanismos importantes de 

transporte de soluto: difusão macroscópica na zona pastosa e camada estagnada e 

convecção severa no líquido externo à camada. Com intuito de entender a 

importância destes mecanismos para cada experimento, nas simulações 

apresentadas nos próximos itens, estes efeitos foram separados: inicialmente, 

considerou-se apenas a difusão de soluto (camada estagnada com espessura igual 

a extensão de líquido) e, posteriormente, os dois mecanismos. 

A espessura da camada estagnada para cada experimento foi definida como 

um ajuste, para que o ponto de aumento abrupto no perfil de concentração de Fe 

gerado pelo modelo coincidisse com o ponto em que foi observado o primeiro 

intermetálico na microestrutura. As condições em que foram obtidos os resultados 

com a camada estagnada são mostradas na tabela 11. 

 

Tabela 11 – Condições utilizadas no modelo para obter resultados com a camada estagnada. 

 

 

Na figura 35 são mostrados resultados de posição e velocidade da interface 

entre a zona-pastosa e o líquido à frente e do gradiente de temperatura (G) nesta 

interface em função da posição no lingote para os experimentos GA-100, G-100 e 

GA-130 com e sem o efeito da convecção. 

Nota-se que nos experimentos GA-100 (Figura 35 – a, b, c) e GA-130 (Figura 

35 – g, h, i) a convecção não alterou sensivelmente o resultados. Por outro lado, no 

experimento G-100 (Figura 35 – d, e, f) as diferenças apresentadas nos resultados 

com e sem convecção foram importantes. 

As curvas de velocidade da interface sólido-líquido nos experimentos GA-100 

(Figura 35 – b) e GA-130 (Figura 35 – h) apresentam o mesmo comportamento 

geral: aumento progressivo até um ponto valor máximo e, em seguida, uma queda. 

A velocidade inicial da interface sólido-líquido nesses experimentos é de 

aproximadamente 3x10-6 m/s e atinge valores máximos de 6x10-6 e 8x10-6 m/s, 

Experimento
Numero de volumes 

da malha

Espessura da camada 

estagnada δBPS - (m)

GA-100 1000 4,5x10
-4

G-100 3000 6,0x10
-5

GA-130 1000 3,67x10
-3
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respectivamente. No experimento G-100 a velocidade da interface (Figura 35 – e) 

apresenta o mesmo comportamento geral para as duas condições estudadas (com e 

sem convecção): progressiva diminuição durante a solidificação. Porém, no caso 

sem convecção a velocidade da interface foi maior durante toda a solidificação do 

lingote. Nesse experimento a velocidade inicial da interface sólido-líquido é de 

aproximadamente 3,0x10-5 m/s sem convecção e 2,5x10-5 m/s com convecção. 

O gradiente de temperatura no início dos experimentos GA-100 (Figura 35 – 

c) e GA-130 (Figura 35 – i) foram de aproximadamente 750 K/m. No experimento 

GA-100 o gradiente de temperatura manteve-se em torno desse valor para maior 

parte do lingote (~0,06m), enquanto no experimento GA-130 o gradiente de 

temperatura apresentou uma diminuição contínua. No experimento G-100 (Figura 35 

- f) o gradiente de temperatura inicial foi de aproximadamente 1600 K/m no caso se 

convecção. Para o caso estudado sem convecção o gradiente de temperatura 

apresentou uma queda inicial e, em seguida, um aumentou até o final do 

experimento. Por outro lado, no caso com convecção o gradiente de temperatura 

apresentou diminuição durante toda a solidificação do lingote, sendo que iniciou com 

valores próximos a 4000 K/m. 

 



  66 

Experimento GA-100 
 

 (a) 

Experimento G-100 
 

 (d) 

Experimento GA-130 
 

 (g) 

 (b)  (e)  (h) 

 (c)  (f)  (i) 

Figura 35 – Resultados de tempo (a, d, g), velocidade da interface sólido-líquido (b, e, h) e gradiente de temperatura na interface (c, f, i) obtidos com o presente 
modelo para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130.
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Na figura 36 são apresentados os perfis de temperatura e fração de sólido (εS) 

calculados pelo modelo em diferentes posições nos lingotes GA-100, G-100 e GA-

130. Os perfis de temperatura mostrados para a base e o topo dos lingotes são as 

condições de contorno determinadas pelas temperaturas medidas no silício durante 

os experimentos. As temperaturas liquidus (Tf) e eutética (Teu) do sistema Si-Fe 

também são indicadas nos gráficos. Além disso, são mostrados perfis para dois 

pontos internos no lingote que foram calculados pelo modelo. Esses resultados 

mostram um gradiente de temperatura positivo na direção do topo indicando uma 

solidificação direcional ascendente para todos os experimentos analisados. Os perfis 

de fração de sólido mostram a evolução da fração de sólido para diferentes pontos 

em função do tempo. De forma geral, é possível observar que sem a convecção o 

aumento da fração de sólido para alguns pontos ocorre ao longo de todo o período 

de analisado no experimento. 
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Experimento GA-100 
 

  (a) 

Experimento G-100 
 

  (c) 

Experimento GA-130 
 

  (e) 

 (b)   (d)   (f) 

Figura 36 – Temperatura (a, c, e), fração de sólido (b, d, f) em função do tempo obtidos com o presente modelo para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130 em 
três diferentes posições nos lingotes.
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Na figura 37 são apresentados os perfis de temperatura, fração de sólido (εS) 

e concentração média de Fe (wt%) calculados pelo modelo em diferentes instantes 

de tempo para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130 com e sem o efeito da 

convecção. Os perfis de temperatura para todos os experimentos (Figura 37 – a, d, 

g) não apresentaram significativas alterações com ou sem convecção. Os resultados 

de temperatura para os experimentos GA-100 (Figura 37 - a) e GA-130 (Figura 37 - 

g) são semelhantes como também foi mostrado na figura 19. 

Comparando os resultados com e sem convecção dos perfis de fração de 

sólido em cada um dos experimentos (Figura 37 – b, e, h) notam-se diferenças 

importantes. Nos experimentos GA-100 (Figura 37 – b) e GA-130 (Figura 37 – h), no 

instante 1,0x104s (~166min) a fração de sólido aumenta abruptamente de zero para 

um nos casos com e sem convecção. No experimento GA-100 (Figura 37 - b) no 

instante 2,0x104s (~333min) o mesmo tipo de aumento abrupto é observado quando 

há convecção, enquanto sem convecção essa transição estende-se por uma parte 

do lingote. Essa diferença de comportamento pode ser usada como indicativo de 

formação de uma zona pastosa (transição gradual) ou interface sólido-líquido plana 

(transição abrupta). No experimento G-100 (Figura 37 - e), com o efeito da 

convecção, a transição na fração de sólido ocorre com características de interface 

sólido-líquido plana para todos os instantes mostrados (transição abrupta). Por outro 

lado, sem convecção é possível observar nesse experimento a formação de uma 

zona pastosa que se estende pela maior parte do lingote, embora a fração de sólido 

seja elevada. 

No experimento GA-130 (Figura 37 - h) observa-se no instante 2,0x104s 

(~333min) que a zona pastosa diminui de tamanho com o efeito da convecção. Além 

disso, a convecção alterou a posição na qual foi observado o início da formação da 

zona pastosa nos experimentos GA-100 (Figura 37 - b) e GA-130 (Figura 37 - h). No 

experimento G-100 (Figura 37 - e) não foi observada a formação de uma região 

pastosa na presença de convecção. Nesse experimento o modelo foi interrompido 

quando a interface atingiu 0,08m devido a instabilidades numéricas. 

Como no resultado da fração de sólido, os perfis de concentração média de 

Fe (Figura 37 – c, f, i) para cada um dos experimentos apresentaram diferenças 

importantes quando comparados os resultados com e sem convecção. Nestes perfis 

de concentração para o caso com convecção, é possível notar a formação de uma 

região do lingote com baixos teores. A extensão dessa região variou entre os 
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experimentos: GA-100 até 0,07m, G-100 até 0,08 (todo o sólido) e GA-130 até 

0,05m. Após essa região com baixos teores, a concentração média de Fe aumenta 

abruptamente. Nos perfis sem a convecção, observa-se o mesmo comportamento 

geral. Entretanto, na região de baixos teores a concentração é maior que no caso 

com convecção e, além disso, essa região tem extensão muito menor que no caso 

com convecção. 
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Experimento GA-100 
 

 (a) 

Experimento G-100 
 

 (d) 

Experimento GA-130 
 

 (g) 

 (b)  (e)  (h) 

  (c)  (f)  (i) 

Figura 37 – Temperatura (a, d, g), fração de sólido (b, e, h) e concentração média (c, f, i) obtidos com o presente modelo para os experimentos GA-100, G-100 e 
GA-130 em três diferentes instantes de tempo. 
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6 Discussão 

 

6.1 Macroestrutura e macrossegregação 

As macrografias apresentadas no item 5.1.3 apresentam grãos colunares na 

direção vertical, sendo essa uma estrutura típica de solidificação direcional. Além 

disso, tendo em vista o gradiente de temperatura positivo no sentido do topo, é 

possível dizer que a solidificação ocorreu essencialmente na direção vertical no 

sentido do topo (ascendente) o que explica a direção dos grãos colunares. 

No lingote do experimento G-100 é possível observar um número maior de 

grãos que nos lingotes dos experimentos GA-100 e GA-130, sendo que entre esses 

experimentos não é possível observar diferença clara no tamanho e número de 

grãos para uma dada altura.  

A taxa de resfriamento imposta durante a solidificação pode ser aproximada 

pelo produto entre o gradiente de temperatura e a velocidade da frente de 

solidificação Na figura 38 são mostradas as curvas de taxa de resfriamento para os 

três experimentos analisados, onde se observa que nos experimentos GA-100 e GA-

130 esta taxas são essencialmente iguais. Por outro lado, a taxa de resfriamento no 

experimento G-100 é maior que nos demais devido ao uso de grafite de alta 

densidade como fundo do cadinho (ver item 6.2). A maior taxa de resfriamento 

imposta no experimento G-100 contribui para formação de um número maior de 

grãos e, assim, diminuição do tamanho. Para o cálculo da taxa de resfriamento 

foram utilizados os valores de gradiente de temperatura e velocidade da interface 

sólido-líquido com convecção. 
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Figura 38 – Taxa de resfriamento (G*v) para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130 em função da 

posição nos lingotes. 

 

As características da macroestrutura observadas nesse trabalho são similares 

às descritas por Yuge et al. (YUGE, et al., 2004). Nessa descrição Yuge et al. 

(YUGE, et al., 2004) dividiram a macroestrutura essencialmente em quatro regiões 

com relação ao aspecto dos grãos: colunares, interface colunar/quase-colunar, 

quase-colunar e dendritica. Essa descrição pode ser aplicada à macroestrutura 

observada principalmente nos lingotes GA-100 e GA-130. Além disso, no ponto 

considerado como interface colunar/quase-colunar foi observado por Yuge et al. 

(YUGE, et al., 2004) e Kuroda e Saitoh (KURODA & SAITOH, 1979) que houve o 

início da formação de uma estrutura celular. Assim, a observação do primeiro 

intermetálico na microestrutura dos lingotes obtidos no presente trabalho no ponto 

dessa transição poderia estar relacionada à formação de células ou dendritas. 

Os resultados de microestrutura obtidos nos experimentos GA-100 e G-100 

mostram evidências de macrossegregação de soluto para o topo do lingote. No 
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em vista que a macro e microestrutura apresentadas são do centro do lingote, não é 

possível observar a formação de intermetálicos na sua microestrutura. No 

experimento GA-130 obteve-se uma região sem a presença de intermetálicos, o que 

indica redução nos teores de soluto naquela região. Entretanto, essa região estende-

se por uma parte relativamente pequena do lingote. No experimento GA-100_D não 
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foi observa uma região com ausência de intermetálicos e, assim, não é possível 

afirmar que há evidências de macrossegregação. 

 

6.2 Efeito das variáveis experimentais 

Na figura 39 são mostradas as curvas de velocidade da interface sólido-

líquido em função da posição desta interface no lingote para os experimentos GA-

100, G-100 e GA-130 com convecção. É possível notar que no experimento G-100 a 

velocidade da interface é maior que nos outros experimentos até aproximadamente 

0,03m, sendo que a partir desse ponto passa a ser a menor velocidade entre os três 

experimentos. 

As velocidades da interface nos experimentos GA-100 e GA-130 são muito 

próximas até 0,05 m, o que pode ser explicado pelas condições experimentais 

semelhantes (cadinho de grafite-argila). A partir desse ponto a velocidade da 

interface no experimento GA-130 aumenta levemente enquanto no experimento GA-

100 a velocidade diminui. 

 

 
Figura 39 – Velocidade da interface para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130 em função da 

posição do lingote. 

 

A velocidade da interface sólido-líquido observada para os três experimentos 

analisados nesse trabalho estão abaixo de 10 µm/s. Os trabalhos encontrados na 

literatura mostraram intensa macrossegregação de solutos durante a solidificação 
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µm/s (YUGE, et al., 2004) e 17 µm/s (KURODA & SAITOH, 1979). Assim, de forma 

geral, nos experimentos realizados nesse trabalho a velocidade da interface foi 

adequada para obtenção de intensa macrossegregação. 

A variação da velocidade entre o experimento G-100 e os demais tem como 

principal origem a alteração no material da base do cadinho. No experimento G-100 

o material utilizado na base foi grafite de alta densidade, enquanto nos demais 

experimentos o material foi grafite-argila. As propriedades de cada um dos materiais 

estão mostradas tabela 12. 

 

Tabela 12 – Propriedade termofísicas da grafite-argila e grafite de alta densidade. 

 

 

A resistência ao fluxo de calor imposta pela base do cadinho para cada 

material foi calculada usando a equação a seguir. 
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onde Rt é a resistência total ao fluxo de calor, Δx é a espessura da base do cadinho 

(0,03m) e K é a condutividade térmica do material. A resistência ao fluxo de calor 

imposta pela base do cadinho de grafite-argila (Rt = 6x10-3 m²K/W) é cerca de 18 

vezes maior que no cadinho de grafite de alta densidade (Rt = 3,2x10-4 m²K/W). 

A figura 40 mostra o gradiente de temperatura na interface sólido-líquido ao 

longo do lingote durante a solidificação nas simulações com convecção. O gradiente 

de temperatura no experimento GA-130 é o menor entre os experimentos e deve-se 

ao aumento na altura do lingote. O gradiente de temperatura obtido no experimento 

G-100 é o maior entre os experimentos e deve-se a maior taxa de resfriamento 

Propriedade Grafite-argila
Grafite de alta 

densidade

Condutividade térmica - K (W / m°C) 5 93

Dens dade - ρ (kg / m³) 1720 1800

Calor específico - Cp (J / kg °C) 1615 710

Difusividade térmica - α (m²/s) 1,8x10
-6

7,3x10
-5
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imposta nesse experimento e a manutenção da programação de temperaturas no 

forno. 

 

 
Figura 40 – Gradiente de temperatura para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130 em função da 

posição do lingote. 
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É possível observar que a convecção apresentou um efeito maior na 
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experimento GA-130, além de um efeito menor de convecção, foi observado também 

o menor gradiente de temperatura (Figura 40).  

A fim de verificar qual efeito foi predominante no resultado desse 

experimento, foi obtido um resultado com o modelo utilizando a mesma camada de 

difusão utilizada para o experimento GA-100 (4,5x10-4m), que é mostrado na figura 

41. É possível observar que com a mesma camada de difusão utilizada para o GA-

100 o resultado do perfil de concentração de Fe seria intermediário aos obtidos no 

experimento GA-100 e no GA-130 com camada de 3,67x10-3m. Assim, é possível 

dizer que tanto a diminuição do gradiente como uma possível alteração na 

convecção tiveram impactos no resultado do experimento GA-130.  

 

 
Figura 41 – Perfis de concentração para o experimento GA-130 com diferentes espessuras de 

camada estagnada de difusão. 

 

Na figura 42 são mostrados perfis de concentração de ferro para diferentes 

condições para o experimento GA-100, sendo que as curvas do modelo matemático 

foram obtidas considerando a convecção. Para efeito de comparação é mostrada a 

curva obtida com a equação de Scheil (eq. 6), aplicando o coeficiente de partição no 

equilíbrio e a concentração inicial (Tabela 10). É apresentada também uma curva 

obtida pela equação de Scheil modificada pelo coeficiente efetivo, que foi calculado 

a partir da velocidade instantânea obtida com o modelo, a espessura da camada 

utilizada (4,5x10-4m) e a eq. 10 definida por Burton et al. (BURTON, et al., 1953). É 

possível observar que há concordância entre os perfis obtidos no modelo 
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matemático do presente trabalho e os modelos analíticos mostrados na literatura 

para o caso da frente plana até aproximadamente 0,055m. 

Em aproximadamente a 0,075m da base do lingote, a curva obtida no 

presente modelo mostra um aumento abrupto da concentração de soluto. A curva de 

fração de sólido para esse experimento mostra que a partir desse ponto tem inicio a 

formação de uma região pastosa. Assim, o aumento abrupto da concentração no 

ponto 0,075m está possivelmente associado à formação dessa região pastosa. 

 

 
Figura 42 – Perfis de concentração de Fe para o experimento GA-100, de Scheil e Scheil modificado. 

 

As espessuras das camadas estagnadas aplicadas ao modelo para os três 

experimentos analisados foram obtidas de forma que os perfis finais de 

concentração de Fe obtidos no modelo fossem representativos dos resultados 

experimentais, ou seja, de forma que o aumento abrupto de concentração de soluto 

obtido no modelo ocorresse no mesmo ponto de surgimento de intermetálicos 

observados na microestrutura do lingote. 
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experimento. Utilizando os mesmos dados de velocidade e difusividade, e a 

espessura utilizada para gerar os resultados, o valor de delta obtido seria 0,1. 

Foi gerado um resultado com o modelo para o experimento GA-100 com uma 

camada de espessura 4,5x10-3 m, ou seja, Δ=1, e está apresentado na figura 43. 

Para comparação são apresentadas as curvas de Scheil e Scheil modificado 

também com pelo coeficiente efetivo ut l zando Δ=1 e a eq. 10 definida por Burton et 

al. (BURTON, et al., 1953). 

É possível observar que os perfis obtidos no modelo desse trabalho e aquele 

obtido com a equação de Scheil modificado apresentam concordância até 

aproximadamente 0,055m. A partir desse ponto, pelo modelo desse trabalho o perfil 

de concentração apresenta um aumento abrupto da concentração de soluto, que 

pode estar associado à formação de uma zona pastosa como mostra o perfil de 

fração de sólido na figura 43.  

A d ferença entre o modelo de  che l mod f cado com Δ=1 e o de  che l puro 

justifica-se pelo fato de que não é possível tornar totalmente homogêneo o líquido 

com a espessura da camada igual a 4,0x10-3m. 

 

 
Figura 43 – Perfis de concentração para o experimento GA-100 e para o caso de Scheil modificado 

com parâmetro delta igual a 1. 

 

6.4 Estabilidade da interface sólido-líquido 
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perfis de concentração média de Fe pode estar associado à formação de uma zona 

pastosa, ou seja, a desestabilização da interface sólido-líquido plana. Para avaliar a 

estabilidade desta interface será considerado o critério do super-resfriamento 

constitucional proposto inicialmente por Tiller et al. (TILLER, et al., 1953). Flemings 

(FLEMINGS, 1974) sugere a equação 65 como critério de super-resfriamento 

constitucional: 

 

 

 
  

    (    )

    
  

65 

onde G é o gradiente de temperatura, V é a velocidade da interface sólido-líquido, 

CS é a concentração de Fe no sólido na interface sólido-líquido, k0 é o coeficiente de 

partição no equilíbrio e DL é a difusividade de soluto no líquido. 

Na figura 44 são mostradas as curvas da relação G/V para os experimentos 

GA-100, G-100 e GA-130 calculadas a partir dos dados obtidos no modelo 

matemático do presente trabalho. É possível observar que, para os experimentos 

GA-100 e GA-130, essa relação é essencialmente a mesma até aproximadamente 

0,02m. Porém, a partir desse ponto no experimento GA-130 o valor dessa relação 

diminui e permanece menor que no experimento GA-100. No experimento G-100, o 

valor inicial de G/V é essencialmente o mesmo dos outros experimentos até 

aproximadamente 0,02m, sendo que após esse ponto se torna o maior valor durante 

todo o experimento. 

É possível observar na figura 44 que para os experimentos GA-100 e G-100 

os valores da relação G/V foi maior que 1,0x10-8 K.s/m2 enquanto para o 

experimento GA-130 aproximadamente a partir de 0,04m a relação G/V fica abaixo 

de 1,0x10-8 K.s/m2. Os valores encontrados na literatura para relação G/V abaixo 

dos quais foram encontradas evidências de desestabilização da interface sólido-

líquido plana foram: de 2,0x10-8 K.s/m2 (MARTORANO, et al., 2010); 1,2x10-8 K.s/m2 

(KURODA & SAITOH, 1979); e 6,7x10-7 K.s/m2 (YUGE, et al., 2004). Assim, de 

forma geral, os valores da relação G/V obtidos nos experimentos GA-100 e G-100 

propiciariam condições para uma interface plana, enquanto no experimento GA-130 

ocorreria a desestabilização a partir da posição 0,04m. 
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Figura 44 – Gradiente / Velocidade (G/v) para os experimentos GA-100, G-100 e GA-130 em função 

da posição do lingote. 

 

A figura 45 mostra um gráfico com a relação G/V, o perfil de concentração 

média de ferro e uma curva com o cálculo do termo do lado direito da eq. 65 (critério 

de super-resfriamento constitucional) para o experimento GA-100. Para o cálculo do 

critério do super-resfriamento constitucional (SRC) foi utilizado o valor CS na 

interface sólido-líquido obtido no modelo matemático do presente trabalho. 

É possível observar na figura 45 que entre 0,05 e 0,06m a relação G/V do 

experimento GA-100 torna-se menor que o critério SRC, ou seja, a partir desse 

ponto a interface sólido-líquido poderia não ser plana. Nesse ponto, foi observado 

um desvio no perfil de concentração obtido no modelo desse trabalho com relação 

ao modelo analítico de Scheil (Figura 42), que possivelmente está associado a esta 

desestabilização da interface. Além disso, esse é o mesmo ponto no qual foi 

observado o surgimento de uma zona pastosa para o caso de comparação com a 

equação de  che l mod f cado com o parâmetro Δ=1, mostrado na figura 43. Porém, 

observa-se o aumento abrupto da concentração média de ferro apenas entre 0,07 e 

0,08m. 
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Figura 45 – Gradiente / Velocidade (G/v) obtida no experimento e calculada a partir do critério do 

super-resfriamento constitucional e perfil de concentração média de ferro para o experimento GA-100. 

 

Os perfis de fração de sólido foram utilizados para indicar a formação de uma 

zona pastosa: a interface é considerada plana quando a transição da fração de 

sólido de zero para um ocorre de forma abrupta; por outro lado, quando essa 

transição ocorre de forma gradual, tem-se uma zona pastosa. 

Na figura 46 são mostradas as curvas de fração de sólido e concentração 

média de Fe para os instantes que a interface sólido-líquido passa pelos pontos 

entre 0,05 e 0,07m. É possível observar que quando a interface sólido-líquido atinge 

aproximadamente 0,06m (t=1,9x10-4s) há a formação de uma zona pastosa com 

espessura de ~0,003m (3mm). Também são mostradas na figura 46 curvas de 

fração de sólido, concentração média e concentração de Fe no líquido para o 

t=5,0x10-4s. Nesse instante a zona pastosa estende-se desde 0,075m até o final do 

lingote, embora a fração de líquido seja pequena. Com a formação de uma zona 

pastosa com pequenas frações de líquido, o fluxo de espécies químicas é muito 

restrito e, assim, a concentração média de cada volume é pouco alterada com a 

progressão da solidificação. Dessa forma, a concentração de soluto no líquido 

aumenta até atingir a concentração eutética (concentração de soluto no líquido no 

instante t=5,0x10-4s atingiu a concentração eutética). O aumento abrupto da 

concentração média no instante t=5,0x10-4s está relacionado a esse fator. As 

oscilações mostradas nas curvas têm origem numérica. Por outro lado, quando a 

zona pastosa formada não é extensa, o transporte de soluto por difusão é suficiente 
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para reduzir a concentração no líquido e permitir a completa solidificação sem 

apresentar aumento abrupto de composição, o que possivelmente ocorreu entre 

0,06m e 0,075m para o experimento GA-100. 

 
Figura 46 – Perfis de fração de sólido e concentração média de ferro para o experimento GA-100. 

 

Os resultados observados nas figuras 45 e 46 mostram que desde o início da 

desestabilização da interface sólido-líquido os resultados de concentração média de 

Fe desviam daqueles previstos pela condição plana (Figura 42). 

Para os três experimentos analisados com a aplicação do modelo matemático 

foi observado que com a convecção a interface sólido-líquido permaneceu com uma 

condição plana por uma extensão maior no lingote (Figura 37 – b, e, h) quando 

comparada com o caso sem convecção. 

O efeito estabilizador da convecção também foi observado experimentalmente 

por Tewari e Chopra (TEWARI & CHOPRA, 1992) para solidificação direcional com 

velocidade constante. Entretanto, Tewari e Chopra (TEWARI & CHOPRA, 1992) não 

explicitaram os motivos pelos quais a interface sólido-líquido torna-se mais estável 

na presença de convecção. Os resultados obtidos a partir do modelo construído 

nesse trabalho mostram que com a presença de convecção, o soluto é distribuído de 

forma homogênea no líquido, evitando regiões com super-resfriamento 

constitucional e, consequentemente, a desestabilização da interface por esse 

critério. 

Na figura 47 é possível observar que para todo o lingote a relação G/V no 
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constitucional calculado e, portanto, por esse critério a interface sólido-líquido seria 

mantida plana. Os resultados de fração de sólido para esse experimento 

considerando o efeito da convecção (Figura 37-e) mostram a transição de fração de 

sólido igual a 1 para zero ocorre de forma abrupta. Esses resultados mostram 

evidências de que a interface sólido-líquido nesse experimento permaneceu plana.  

 

 
Figura 47 – Gradiente / Velocidade (G/v) obtida no experimento e calculada a partir do critério do 

super-resfriamento constitucional e perfil de concentração média de ferro para o experimento G-100. 

 

Na figura 49 é possível observar que aproximadamente na posição 0,05m a 

relação G/V para o experimento GA-130 passa a ser menor que do critério do super-

resfriamento constitucional calculado e, portanto, por esse critério a interface sólido-

líquido não seria mantida plana a partir desse ponto. Os resultados de fração de 

sólido para esse experimento considerando o efeito da convecção (Figura 37-h) 

mostram a formação de uma zona pastosa a partir da posição 0,05m que estende-se 

até aproximadamente a posição 0,08m. Nesse ponto, foi observado um aumento 

abrupto no perfil de concentração de Fe obtido no modelo desse trabalho. Além 

disso, as micrografias apresentadas na figura 24, mostram a presença de compostos 

intermetálicos na microestrutura do material a partir da posição 0,05m. Esses 

resultados indicam que a interface sólido-líquido a partir da posição 0,05m não seria 

plana. 
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Figura 48 – Gradiente / Velocidade (G/v) obtida no experimento e calculada a partir do critério do 

super-resfriamento constitucional e perfil de concentração média de ferro para o experimento GA-130. 

 

6.5 Origem da convecção natural 

De forma geral, a convecção natural é causada por efeitos térmicos e 

constitucionais (concentração de soluto) na densidade do líquido, ou seja, as 

diferenças na densidade do líquido causadas por diferença de temperatura e / ou 

diferença de composição. Na literatura podem ser encontradas duas principais 

fontes para o surgimento da convecção natural na solidificação direcional vertical 

ascendente (AHMAD, et al., 1998). 
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está no topo da amostra devido à maior concentração de soluto próximo à interface. 

Assim, o líquido no topo tende a descer por ação da gravidade e, portanto, 

estabelece uma corrente de convecção.  

No caso desse trabalho, o Fe (soluto) aumenta a densidade do silício líquido 

(DUMAY & CRAMB, 1995). Assim, sob esse aspecto o líquido no experimento desse 

trabalho teria uma condição estável tendo em vista a solidificação direcional 

ascendente. Além do aspecto constitucional, tem-se na solidificação direcional 

vertical ascendente um gradiente positivo de temperatura. Em temperaturas mais 

elevadas o líquido tem menor densidade e está no topo do lingote. Assim, sob o 

aspecto térmico o líquido também está em uma condição estável. 
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O segundo caso de formação de convecção natural é observado em 

experimentos com gradientes de temperatura ou de composição na direção 

transversal. Nesse caso o líquido teria diferentes densidades nessa direção, o que 

levaria a criação de correntes de convecção natural. Essa é a condição que mais 

provavelmente explica a existência de convecção natural nos experimentos desse 

trabalho.  

Na figura 49 são mostradas curvas de temperaturas obtidas no silício e curvas 

dos termopares de monitoramento da lateral da câmara do forno para o experimento 

GA-100. É possível observar que as temperaturas medidas nos termopares de 

monitoramento são maiores que as temperaturas no centro do lingote. Essa 

diferença de temperatura pode estabelecer uma diferença de temperatura no interior 

do metal que resultaria em um gradiente de densidade na direção transversal à 

direção de avanço da interface. Essa diferença de densidade seria a responsável 

pela origem da convecção natural nos experimentos. 

No caso do silício a diferença de densidade em função da temperatura pode 

ser descrita pela seguinte equação (MILLS & COURTNEY, 2000): 

 

             

 66 

 

sendo ρm a densidade no ponto de fusão (2560 kg/m³) e ΔT a diferença de 

temperatura entre a temperatura do líquido e a temperatura de fusão do silício. 

Considerando que a temperatura máxima que o silício na lateral do cadinho atinja 

1600°C a densidade seria de 2504,2 kg/m³. 

É possível observar nas figuras 46, 47 e 48 que para o experimento G-100 a 

diferença de temperatura é consideravelmente maior que nos experimentos GA-100 

e GA-130. Isso poderia explicar o maior impacto da convecção no perfil final de 

soluto mostrado na figura 37. Essa convecção mais intensa refletiu-se na utilização 

de uma camada estagnada com espessura uma ordem de grandeza menor no 

experimento G-100 que no experimento GA-100. 

Por outro lado, as figuras 49 e 51 mostram que a diferença de temperaturas 

transversais apresentadas nos experimentos GA-100 e GA-130 são da mesma 

ordem e a camada de difusão utilizada no experimento GA-130 foi uma ordem de 

grandeza maior que no experimento GA-100. Tendo em vista que no experimento 
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GA-130 a quantidade de material no cadinho foi consideravelmente maior (25%), a 

mesma diferença de temperatura poderia ter causado uma intensidade de 

convecção menor no experimento GA-130. 

 
Figura 49 – Evolução de temperaturas no silício e dos termopares de monitoramento da lateral da 

câmara do forno durante o experimento GA-100. 

 

 
Figura 50 – Evolução de temperaturas no silício e dos termopares de monitoramento da lateral da 

câmara do forno durante o experimento G-100. 

 

1200

1300

1400

1500

1600

1700

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0

Te
m

p
e

ra
u

ra
 (

°C
)

Tempo de resfriamento(h)

Monitoramento inferior

Monitoramento superior

Silício - Base

Silício - 90mm da base

1100

1200

1300

1400

1500

1600

1700

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0

Te
m

p
e

ra
u

ra
 (

°C
)

Tempo de resfriamento(h)

Monitoramento inferior

Monitoramento superior

Silício - Base

Silício - 90mm da base



  88 

 
Figura 51 – Evolução de temperaturas no silício e dos termopares de monitoramento da lateral da 

câmara do forno durante o experimento GA-130. 
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7 Conclusões 

As seguintes conclusões podem ser destacadas do presente trabalho: 

 Observam-se evidências, baseadas na presença de intermetálicos, de uma 

intensa macrossegregação de soluto nos lingotes obtidos com altura de 

100mm e cadinhos de grafite-argila (GA-100) e grafite (G-100). No lingote 

obtido com cadinho de grafite-argila e altura de 130mm (GA-130) há 

evidências de macrossegregação apenas em ~35% do lingote. 

 A macroestrutura dos lingotes obtidos nos experimentos consiste de grãos 

colunares, alinhados aproximadamente na direção de extração de calor, 

com contornos que se tornam serrilhados a partir de uma determinada 

posição dependente das condições experimentais. 

 O aparecimento dos contornos serrilhados coincide com o aparecimento de 

intermetálicos na microestrutura dos lingotes. 

 Com relação ao experimento GA-100, a região sem a presença de 

intermetálicos na estrutura aumentou com a troca de material na base do 

cadinho para 100mm no experimento G-100, e diminuiu para 40mm no 

experimento GA-130 com o aumento da altura do lingote e para 0mm no 

experimento GA-100_D com o desligamento do forno.  

 A partir do ajuste da espessura da camada estagnada de difusão, o modelo 

matemático criado e implementado nesse trabalho é capaz de indicar a 

posição do lingote onde se observa experimentalmente o aparecimento de 

intermetálicos. 

 Os resultados do modelo matemático implementado no presente trabalho 

mostram que o transporte de soluto apenas por difusão macroscópica não 

é capaz de reproduzir corretamente a posição de aparecimento dos 

intermetálicos ao longo dos lingotes, sendo necessário incluir o efeito de 

convecção. 

 O modelo matemático criado e implementado nesse trabalho mostra a 

formação da zona pastosa a partir de uma interface sólido-líquido plana 

durante a solidificação, indicando que esta formação está associada a um 

aumento abrupto de concentração de soluto, reduzindo a 

macrossegregação final. 
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 Os resultados do modelo matemático mostram que o efeito da convecção 

estabiliza a interface sólido-líquido plana, induzindo a uma maior 

macrossegregação e deslocando a formação de intermetálicos para 

regiões mais próximas ao topo dos lingotes. 
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