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Resumo

Sitva, D. N. Novas Abordagens Deterministicas de Otimizagao para Resolu-
¢ao do Problema de Fluxo de Poténcia Otimo. 2019. 251 f. Tese (Doutorado
em Ciéncias, Programa de Engenharia Elétrica) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019.

Em um problema de Fluxo de Poténcia Otimo (FPO), o objetivo é determinar
um ponto de operagado para o sistema elétrico de poténcia que atenda suas restrigoes
fisicas e operacionais, ao mesmo tempo em que se otimiza algum critério de desempe-
nho da rede. O problema de FPO é modelado matematicamente como um problema de
Programagao Nao-Linear Inteira Mista (PNLIM). O objetivo deste trabalho é a investi-
gacao e proposicao de novas abordagens para resolucao do problema de Fluxo de Poténcia
Otimo Reativo (FPOR), visando a minimizagao das perdas de poténcia ativa na transmis-
sao. Trés abordagens deterministicas, baseadas em métodos com teoria de convergéncia
desenvolvida, foram investigadas, modificadas e aplicadas. Na primeira abordagem, o
sistema restrito de equagodes nao-lineares advindo das condigoes necessarias de otimali-
dade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) é resolvido através de um método do tipo Newton
recentemente proposto na literatura. Em contraste com o método de Newton classico,
esta abordagem, denominada Newton com Programacao Linear (Newton-PL), é capaz
de resolver sistemas restritos de equacoes nao-lineares que também possuem equagoes de
complementaridade. Os resultados numéricos para esta abordagem foram obtidos apenas
para a relaxacao continua do problema de FPOR, porém uma possivel modificacdo para
sua aplicacao em problemas com variaveis discretas é apresentada. Na segunda e terceira
abordagens propostas, as variaveis discretas sao tratadas como continuas através de fun-
¢oOes penalidade senoidais que sao incorporadas a func¢ao objetivo, penalizando-a quando
as variaveis discretas assumem valores nao discretos. Estas duas propostas diferenciam-se
pela abordagem de otimizagao continua utilizada para resolucao dos subproblemas pena-
lizados. Na segunda abordagem, as restri¢oes de desigualdade sao tratadas por meio de
uma fungdo de rescalamento nao-linear, baseada na funcao barreira logaritmica modifi-
cada com extrapolacdo quadratica. A sequéncia de problemas de rescalamento nao-linear

e penalidade com apenas restri¢coes de igualdade ¢é resolvida por meio de um método de



programagcao quadratica sequencial com regiao de confianca, cujo passo tentativo é cal-
culado através da soma de um passo normal, que busca atender as restri¢coes linearizadas
da melhor maneira possivel, e um passo tangencial, que busca reduzir o modelo da fun-
¢ao objetivo. Na terceira abordagem, cada problema penalizado é resolvido através de
um método primal-dual de pontos interiores com regiao de confianga. Entretanto, esta
abordagem diferencia-se dos métodos de regiao de confianca classicos, no sentido de que
0 passo tentativo nao ¢ obtido através da resolucao de subproblemas quadraticos. Em
vez disso, o passo tentativo é obtido através da combinagdo convexa de uma direcao de
Newton e uma direcao de maxima descida de referéncia, que sao calculadas a partir de
sistemas lineares similares aos tipicamente resolvidos em métodos de pontos interiores.
Experimentos numéricos com os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300 barras

foram conduzidos, e os resultados indicam que as abordagens propostas sao robustas.

Palavras-chave: Fluxo de Poténcia Otimo, Newton-PL, Pontos Interiores, Regiao de

Confianga, Rescalamento Nao-Linear.



Abstract

SiLvA, D. N. New Deterministic Optimization Approaches to Solve the Optimal
Power Flow Problem. 2019. 251 f. Tese (Doutorado em Ciéncias, Programa de
Engenharia Elétrica) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2019.

In an Optimal Power Flow problem (OPF), the goal is to determine a power sys-
tem operating point that satisfies its physical and operating constraints and, at the same
time, optimizes a network performance measure. The mathematical model for the Opti-
mal Power Flow problem is a Mixed Integer Nonlinear Programming problem (MINLP).
The goal of this work is to investigate and propose new approaches to solve the Reactive
Optimal Power Flow (ROPF) problem, in order to minimize the active power losses. Three
deterministic approaches, based on methods with well-established convergence theories,
were investigated, modified and applied. In the first approach, the constrained nonlinear
system of equations that arises from the KKT necessary optimality conditions is solved
by a Newton-type method which has been recently proposed in the literature. In contrast
with the classical Newton’s method, this approach, called Linear Programming Newton’s
method (LP-Newton), is able to solve constrained nonlinear systems of equations which
include complementarity equations. The numerical results for this approach were obtai-
ned only for the continuous relaxation of the ROPF problem, but a possible modification
to deal with discrete variables is presented. In the second and third approaches, the dis-
crete variables are treated as continuous by introducing sinusoidal penalty functions in
the objective function, penalizing it when discrete variables assume non-discrete values.
These two proposals differ by the continuous optimization approach employed to solve the
penalty subproblems. In the second approach, inequality constraints are treated by means
of a nonlinear rescaling function, based on the modified logarithmic barrier function with
quadratic extrapolation. The sequence of nonlinear rescaling penalty problems is solved
by a sequential quadratic programming method with a trust region, whose trial step is
decomposed in a normal step, that tries to satisfy the linearized constraints as best as
possible, and a tangential step, which seeks to minimize the objective function model. In

the third approach, each penalty problem is solved by a trust region primal-dual interior



point method. However, this approach is conceptually different of the classical trust re-
gion methods, because the trial step is not obtained by solving a quadratic subproblem.
Instead, the trial step is obtained as the convex combination of a Newton’s direction and
a reference steepest descent direction, which are calculated from linear systems that are
similar to those of standard interior point methods. Numerical experiments with [EEE
14, 30, 57, 118 and 300-bus test systems were performed, and the results show that the

proposed approaches are robust.

Keywords: Optimal Power Flow, LP-Newton, Interior Point, Trust Region, Nonlinear

Rescaling.
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Capitulo 1
Introducao

O planejamento e opera¢ao de um Sistema Elétrico de Poténcia (SEP) é uma ati-
vidade complexa realizada pelo Operador Nacional do Sistema (ONS). Tendo em vista a
importancia da eletricidade para a sociedade moderna, o principal objetivo do operador
do sistema é garantir que a rede elétrica opere em seguranca, de modo a atender a de-
manda e aos padroes de qualidade da energia definidos pelos érgaos reguladores — no caso
brasileiro, estabelecidos pela Agéncia Nacional de Energia Elétrica (ANEEL). Apesar de
ser um produto consumido em grande escala, a energia elétrica estd sujeita a determinadas
leis fisicas e restrigdes que usualmente nao se aplicam a outros produtos. Por exemplo,
o armazenamento de grandes quantidades de energia elétrica é economicamente inviavel,
de modo que a eletricidade deve ser gerada e transmitida em func¢ao da demanda. Adicio-
nalmente, a transmissao de energia elétrica nao ocorre da mesma maneira que a de outros
produtos, para os quais um trajeto pode ser escolhido de acordo com as necessidades, mas
regida pelas leis de Kirchhoff (GOMEZ-EXPOSITO ET AL., 2011).

Além das caracteristicas intrinsecas da eletricidade, as reformas do setor elétrico
ocorridas em diversos paises a partir da década de 1990, visando a desverticalizacao, des-
centralizacao e o fim do monopdlio estatal, tornaram a tarefa de gerenciar o SEP ainda
mais desafiadora. Neste ambiente de mercado, em que as companhias geradoras recebem
investimentos privados e visam maximizar seus lucros, o operador de mercado — uma en-
tidade sem fins lucrativos que, no Brasil, é representada pela Camara de Comercializagao
de Energia Elétrica (CCEE) — comunica o despacho ao ONS o qual, por sua vez, verifica
a factibilidade do despacho do ponto de vista da seguranca e confiabilidade do sistema,
redespachando as unidades geradoras, caso necessario (CONEJO ET AL., 2010).

Excetuando-se pela competicao e impossibilidade de exclusividade, as empresas de
distribuicao nao foram impactadas de maneira significativa pela introdugdo do ambiente
descentralizado de mercado. Em contrapartida, por determinar as condi¢oes operacionais
que restringem os atacadistas de mercado, o segmento de transmissao teve de sofrer maio-

res mudangas (GOMEZ-EXPOSITO ET AL., 2011). As pressoes do livre mercado, baseadas
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no principio de reducao de custos, tém feito com que o sistema de transmissao opere
cada vez mais préximo de seus limites operacionais (ROSEHART, 2002; LAGE, 2013). Di-
ante deste novo paradigma, em que tanto estruturas centralizadas e verticalizadas quanto
mercados desregulamentados e competitivos podem coexistir (GABRIEL ET AL., 2012),
as ferramentas computacionais tém desempenhado um papel fundamental na tomada de
decisoes.

Diante de uma situacao em que os limites operacionais do sistema elétrico sao viola-
dos, o operador do sistema precisa adotar as medidas corretivas necessarias, ajustando as
variaveis de controle de modo a restaurar o estado normal de operacdo. Em determinadas
situagoes, a experiéncia do operador do sistema é suficiente para efetuar os ajustes neces-
sarios. Entretanto, a utilizacao de algoritmos que apresentem uma nova configuragao para
as variaveis de controle pode ser necessaria a fim de evitar erros por parte do operador e
garantir que a rede elétrica volte a operar em seu estado normal em tempo habil. Uma
forma de determinar o estado da rede elétrica em regime permanente é a resolucao do
problema de Fluxo de Carga (FC), que consiste em um sistema de equagoes e inequagoes
nao-lineares associadas, respectivamente, as leis de Kirchhoff e aos limites operacionais
da rede elétrica. Tipicamente este problema é resolvido aplicando o método de Newton
as equagoes nao-lineares. Se a solugao obtida viola algum limite técnico-operacional im-
posto pelas desigualdades, um passo externo ao algoritmo realiza ajustes nas variaveis de
controle, tais como a injecao de reativos por elementos shunt e a posi¢ao dos taps dos
transformadores em-fase, e o método de Newton é executado novamente (MONTICELLI,
1983). Este procedimento continua até que uma solugao seja obtida, caso exista.

A resolucao do problema de FC utilizando o método de Newton, contudo, apresenta
algumas dificuldades. A primeira delas esta relacionada a inicializacao do método, ja que
a escolha inadequada de um ponto inicial pode levar a sua divergéncia. Outra dificuldade
diz respeito a violagao dos limites operacionais a que algumas variaveis estao submetidas.
Nestas situagoes, a convergéncia geralmente ¢ mais lenta e hé a possibilidade de divergén-
cia devido a interferéncia entre controles que sao eletricamente proximos. A introdugao
dos dispositivos de controle na modelagem do sistema também aumenta a frequéncia de
solugoes multiplas para o problema (MONTICELLI, 1983). Desta maneira, quando o nu-
mero de controles a serem ajustados é elevado, o uso do FC se torna um exaustivo processo
de tentativas e erros (LAGE, 2013). Recentemente, BIEHL (2012) propds a conversao do
problema de FC em um problema de factibilidade nao-linear, o qual é resolvido através de
um método de regiao de confianga com filtros para problemas de minimos quadrados nao-
lineares. Esta abordagem permite contornar as dificuldades mencionadas anteriormente,
devido ao tratamento simultaneo das equagoes da rede elétrica e inequacoes vinculadas
aos limites operacionais do problema de FC, além de possibilitar o ajuste discreto de
variaveis de controle, como os taps dos transformadores.

A resolugdo do problema de FC permite obter um estado factivel da rede, mas os
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ajustes efetuados podem nao ser os melhores de acordo com algum critério estabelecido
pelo operador, por exemplo, em termos do custo de geragao ou das perdas elétricas. Assim,
do ponto de vista operacional, é desejavel que as varidveis de controle sejam ajustadas de
modo a obter um ponto de operagao que otimize algum critério de desempenho do sistema,
a0 mesmo tempo em que as restri¢oes de igualdade e desigualdade sejam satisfeitas. Este
problema de otimizagao, conhecido como FPO, foi proposto no inicio da década de 1960
por CARPENTIER (1962) e pode ser caracterizado matematicamente como um problema de
PNLIM, nao-convexo, de grande porte, com restri¢oes de igualdade e desigualdade. Tendo
em vista o aumento da demanda em sistemas elétricos cuja rede de transmissao funciona
cada vez mais préoxima de seus limites operacionais, o problema de FPO tem recebido
bastante atencao do mercado e de pesquisadores devido a necessidade de se manter um
perfil de tensdo adequado sob diferentes situagoes de carga e operagao (SOusa, 2006).

Desde sua formulacao nos anos 1960, diversos modelos matematicos e metodologias
de resolugao — deterministicas, heuristicas e hibridas — foram propostas para o problema
de FPO. Dentre as extensoes para os modelos de FPO, podem-se citar: o FPO Multi-
periodo, no qual as variaveis do sistema elétrico devem ser calculadas para um horizonte
de planejamento, sendo acopladas por restrigdes intertemporais (ALGUACIL & CONEJO,
2000; GOPALAKRISHNAN ET AL., 2013); o FPO Discreto, no qual a natureza discreta
de determinadas variaveis de controle, como taps de transformadores em-fase e injecao
de poténcia reativa por elementos shunt, é levada em consideragdo (CAPITANESCU &
WEHENKEL, 2010b; SOLER ET AL., 2012, 2013); o FPO com Restri¢ao de Seguranca, que
se preocupa com a operac¢ao adequada do SEP diante da possibilidade de ocorréncia de um
conjunto de contingéncias, como a perda de linhas de transmissao ou de unidades gera-
doras (CAPITANESCU ET AL., 2011; CAPITANESCU & WEHENKEL, 2013; CAPITANESCU,
2016); o FPO Probabilistico, o qual leva em consideracao a estocasticidade de algumas
variaveis e parametros, tais como variagoes da carga e intermiténcia de fontes renovaveis
de geragao (YU & ROSEHART, 2012; SEBASTIAN ET AL., 2014); o FPO com Limites no
Numero de Controles, o qual pode ser aplicado para determinar o menor nimero de agoes
de controle para atingir um estado de operacao segura ou restringir o nimero de agoes de
controle devido ao tempo necessério para sua execugao (CAPITANESCU & WEHENKEL,
2010a, 2011; MAZZINI ET AL., 2015; MURRAY ET AL., 2015). Neste trabalho, em parti-
cular, estamos interessados em desenvolver uma metodologia robusta para a resolucao do
problema de FPO com varidveis continuas e discretas.

Em se tratando das metodologias de resolugdo aplicadas ao problema de FPO, a
literatura é bastante rica. Métodos deterministicos para a resolucao de problemas de
FPO incluem o Método do Gradiente Reduzido (DOMMEL & TINNEY, 1968), o Método
de Penalidade (SASSON ET AL., 1973), o Método de Newton (SUN ET AL., 1984) e Pro-
gramagao Quadratica Sequencial (BURCHETT ET AL., 1984). Nos tltimos anos, uma

classe de algoritmos que tem obtido grande sucesso para a resolucao de problemas de
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FPO é a dos Métodos de Pontos Interiores (MPI), devido a sua eficiéncia computacional,
sendo capaz de resolver problemas de grande porte, com centenas de milhares de variaveis
(GRANVILLE, 1994; CAPITANESCU ET AL., 2007; CAPITANESCU & WEHENKEL, 2013).
Apesar dos diversos avangos e variantes propostas para os MPI, dificuldades associadas
ao controle do parametro de barreira e a exigéncia de positividade das variaveis duais
e de folga durante as iteragoes podem causar o mal-condicionamento da matriz hessi-
ana e encurtar o passo de Newton (ADIBI ET AL., 2003; CAPITANESCU & WEHENKEL,
2013). Estas dificuldades estimularam pesquisadores a estudar abordagens alternativas
para problemas de Programagao Nao-Linear (PNL). Em 1997, PoLyAK & TEBOULLE
propuseram o Método de Rescalamento Nao-Linear (MRN), no qual uma transformagao
nao-linear parametrizada por um escalar positivo é aplicada as restri¢coes, convertendo
o problema original em outro problema que possui o mesmo conjunto de minimizadores.
Diferentemente do MPI, o MRN nao requer a reducao ilimitada do parametro de reescala,
o que contribui para reduzir os problemas de mal-condicionamento das matrizes hessianas.
Experimentos numéricos com o MRN baseados na fungao barreira logaritmica modificada
mostraram que esta abordagem é viavel e robusta para a resolugao de problemas de FPO
(ADIBI ET AL., 2003; SouUsA, 2006).

Estas abordagens, entretanto, devido a necessidade de diferenciabilidade para cal-
cular as diregoes de busca, assumem que as variaveis do problema de FPO sado continuas,
ignorando o fato de que algumas variaveis de controle somente podem ser ajustadas por
meio de passos discretos e distanciando a solucao obtida daquela que deve ser implemen-
tada na pratica pelo operador do sistema. Portanto, o tratamento das variaveis discretas
em um problema de FPO é outro aspecto que requer metodologias de resolugao particu-
lares. Conforme apontado por CAPITANESCU ET AL. (2011), as varidveis discretas em
um problema de FPO podem ser divididas em dois tipos: varidveis com passos discre-
tos pequenos (tais como taps de transformadores em-fase e a poténcia reativa de alguns
elementos shunt) e varidveis com passos discretos grandes (as quais podem incluir, por
exemplo, alguns elementos shunt e variaveis bindrias que representam algum estado da
rede). Em trabalhos de FPO, as variaveis de controle associadas aos taps de transformado-
res em-fase e chaveamentos de bancos de capacitores e reatores shunt sao frequentemente
consideradas continuas e, posteriormente, arredondadas para o valor discreto mais pro-
ximo. Estudos anteriores com o problema de FPO constataram que este procedimento
normalmente fornece solu¢ées de boa qualidade quando as variaveis sao ajustadas por
passos discretos pequenos (PAPALEXOPOULOS ET AL., 1989), mas nao é satisfatorio para
controles com passos discretos grandes porque pode deteriorar significativamente a solugao
6tima obtida ou até mesmo causar infactibilidades (L1U ET AL., 1992).

Problemas de PNLIM podem ser resolvidos através de métodos combinatorios clas-
sicos, tais como o método Quter Approximation, Decomposicao de Benders, Branch-and-

Bound e algoritmos de Planos de Corte. Apesar de confiaveis, a complexidade computa-
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cional dos algoritmos combinatérios tende a aumentar exponencialmente com o nimero
de varidveis discretas do problema resolvido (SOLER ET AL., 2012), demandando grande
quantidade de tempo de processamento e recursos computacionais para problemas de
grande porte. Quando aplicados a problemas nao-convexos como o FPO, métodos com-
binatoérios, como o branch-and-bound, também podem acabar eliminando boas solucoes
discretas porque os valores 6timos obtidos nos nés da arvore nao crescem/decrescem mo-
notonicamente, devido a obtencado de solugoes 6timas locais. Outra possibilidade para
resolucao de problemas de PNLIM sao as meta-heuristicas, as quais constituem méto-
dos de solucdo que coordenam procedimentos de busca locais com estratégias de mais
alto nivel visando escapar de minimos locais e realizar uma busca robusta no espago de
solugdes de um problema (GENDREAU & POTVIN, 2010). A despeito de sua versatili-
dade e aplicabilidade na resolugdo de problemas com caracteristicas variadas, incluindo
nao-diferenciabilidade e descontinuidades, métodos meta-heuristicos ndo possuem prova
formal de convergéncia, além de poderem demandar um alto tempo computacional (B1s-
KAS ET AL., 2006).

Levando em consideragao os aspectos citados, SOLER ET AL. (2012, 2013) propuse-
ram uma funcao penalidade para tratamento das varidveis discretas em um problema de
FPO, a qual também é empregada neste trabalho. Nesta abordagem, uma fungao senoidal
diferenciavel penaliza a funcao objetivo do problema de FPO quando as varidveis discre-
tas ndo assumem valores aceitdveis. A intensidade da penalizagao é controlada por um
parametro de penalidade v > 0, o qual define a amplitude da fun¢do senoidal, que pode
ser aumentada para garantir que a discretizacao seja feita dentro da tolerancia desejada.
A vantagem desta abordagem esta no fato de que as variaveis discretas sao tratadas como
continuas, de modo que o problema pode ser resolvido através de métodos classicos de oti-
mizacao. Naturalmente, o desempenho deste método de penalidade depende do método
para problemas de PNL utilizado para resolver os sucessivos problemas penalizados.

Métodos numéricos para problemas de PNL usualmente sao divididos em duas cate-
gorias: métodos de busca linear e métodos de regiao de confianga. Em um algoritmo com
busca linear, uma direcao de descida deve ser calculada a cada iteragao e o mecanismo de
busca unidimensional evita o comportamento inadequado do método calculando um passo
que promova progresso em dire¢ao a solucao 6tima na direcao determinada. Por outro
lado, métodos de regiao de confianga constituem uma abordagem mais conservadora para
resolucao de problemas de PNL. Métodos de regiao de confianca, inicialmente desenvol-
vidos para otimizagao irrestrita, baseiam-se na constru¢ao de um modelo (normalmente
quadratico) para a fungdo objetivo em uma vizinhanca dos pontos ao longo do processo
iterativo (SANTOS, 2014). Este modelo é, entdo, minimizado em uma regiao ao redor do
ponto, denominada regiao de confianga, na qual se acredita que o modelo construido é

uma boa aproximacio para a funcio objetivo, a fim de calcular um vetor passo tentativol).

MEm métodos de regido de confianca, a direcdo de busca e o comprimento de passo sdo calculados
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Se este vetor passo tentativo proporcionar uma reducao suficiente na fungao objetivo de
acordo com uma funcao de mérito, o passo é aceito e o ponto é atualizado. Do contrario,
o passo é rejeitado, a regiao de confianga ¢é reduzida e o modelo é minimizado novamente.
De acordo com SANTOS (2014), a robustez destes métodos esta relacionada ao efeito de
regularizagao obtido ao minimizar os modelos em regioes de tamanho predeterminado.
Desta forma, enquanto métodos de busca linear recuperam-se de passos inadequados re-
trocedendo ao longo de uma curva paramétrica (normalmente, linear), um método de
regiao de confianca se recupera reconsiderando todo o procedimento de calculo do passo
(GouLD & LEYFFER, 2003).

Conforme apontado por BIEHL (2012), uma das propriedades relevantes do método
de regiao de confianca é que apenas solugoes aproximadas para os subproblemas de mi-
nimizacao do modelo precisam ser computadas para propoésitos de convergéncia. Outra
vantagem dos métodos de regiao de confianga esta no fato de que os subproblemas a se-
rem resolvidos sempre possuem um conjunto factivel limitado, permitindo a utilizacao de
modelos nao-convexos para aproximar a func¢ao objetivo. Esta caracteristica, associada a
regularizagao implicita decorrente da restricao de regiao de confianca, torna os algoritmos
de regiao de confianga robustos e confidveis, uma vez que podem ser aplicados a problemas
nao-convexos e mal-condicionados. Quando informacoes de segunda ordem sao utilizadas
em métodos de regiao de confianga os mesmos normalmente convergem para pontos es-
tacionarios de segunda ordem, enquanto métodos de busca linear podem convergir para
pontos de sela (YUAN, 2015).

O objetivo principal deste trabalho é investigar, propor e implementar novas abor-
dagens deterministicas de otimizacao nao-linear para resolucao de problemas de Fluxo de
Poténcia Otimo Reativo (FPOR) com varidveis continuas e discretas. Trés novas abor-
dagens sao apresentadas e aplicadas ao problema de FPOR. A primeira delas, chamada
de Newton com Programagao Linear (Newton-PL), se baseia na resolu¢ao do sistema res-
trito de equagoes nao-lineares oriundo das condi¢oes necessarias de otimalidade de KKT
do problema de otimizacao, através de um método do tipo Newton. Esta abordagem
possui algumas caracteristicas vantajosas em relagao ao método de Newton classico: a
capacidade de resolver sistemas de equagodes nao-diferencidveis, tais como aqueles que
advém de reformulagoes ndo-diferenciaveis das condi¢oes de KKT ou de sistemas de com-
plementaridade; sob hipoteses razoaveis, o método retém a convergéncia quadratica local,
e é capaz de resolver algumas classes de sistemas de equagoes com solug¢oes nao-isoladas,
superando uma das deficiéncias dos métodos do tipo Newton; possibilidade de resolver sis-
temas restritos de equagoes nao-lineares, isto é, sistemas para os quais a solucao também

deve se situar em um conjunto especificado €2, tipicamente descrito por desigualdades.

simultaneamente. Na literatura, esta direcdo com passo incluso é denominada trial step e, por isso, a
chamaremos de passo tentativo, ndo devendo ser confundida com o escalar que representa o comprimento
do passo.
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Tais caracteristicas fazem com que esta abordagem seja atrativa para a resolucao direta
de sistemas de KKT de problemas de otimizagao que, de modo geral, possuem equacoes
de complementaridade e desigualdades. No que diz respeito ao algoritmo, as dire¢oes de
busca sao calculadas através da resolugao de subproblemas de Programacao Linear (PL),
dai o nome Newton-PL. Em seguida, um procedimento de busca unidimensional com
funcao de mérito é utilizado para determinar um comprimento de passo apropriado para
a atualizacao das variaveis. Esta abordagem foi aplicada apenas a relaxagao continua do
problema de FPOR, porém uma modificagao para o tratamento das variaveis discretas é
apresentada.

Na segunda e terceira abordagens propostas, as fungoes de penalidade senoidais pro-
postas por SOLER ET AL. (2012, 2013) sao incorporadas a fungdo objetivo, de modo a
tratar as variaveis discretas como continuas. Contudo, estas duas propostas sao diferentes
devido a abordagem de otimizacao continua utilizada para resolugcao dos subproblemas
penalizados. Na segunda abordagem, denominada Rescalamento Nao-Linear com Regiao
de Confianga (RNRC), as restri¢oes de desigualdade sao tratadas por meio de uma fun-
¢ao de rescalamento nao-linear, baseada na funcao barreira logaritmica modificada com
extrapola¢ao quadratica. A sequéncia de problemas de rescalamento nao-linear com pena-
lidade para variaveis discretas e apenas restri¢oes de igualdade é resolvida por meio de um
método de programacao quadratica sequencial com regiao de confianga e passo composto,
apresentada em OMOJOKUN (1989) e LALEE ET AL. (1998). Nesta abordagem, o passo
tentativo é calculado pela soma de um passo normal, que busca atender as restri¢oes linea-
rizadas da melhor maneira possivel, com um passo tangencial, que busca reduzir o modelo
da fungado objetivo. Diferentemente do trabalho de LALEE ET AL. (1998), no qual os sub-
problemas quadraticos de regiao de confianga sao resolvidos de modo aproximado pelo
método do gradiente conjugado de Steihaug (STEIHAUG, 1983), neste trabalho uma abor-
dagem exata baseada em problemas de autovalores generalizados, que foi recentemente
proposta por ADACHI ET AL. (2017), é utilizada para resolugao dos subproblemas. Esta
também pode ser vista como uma contribuicao deste trabalho pois, apesar de ADACHI
ET AL. (2017) validarem esta metodologia para resolugdo de subproblemas quadraticos
de regiao de confianca gerados de modo aleatorio, ela ainda nao foi utilizada como parte
de um algoritmo de regidao de confianca para problemas gerais de PNL.

Na terceira abordagem, cada problema penalizado é resolvido através de um mé-
todo Primal-Dual de Pontos Interiores com Regiao de Confianca (PDPIRC), baseado no
trabalho de YAMASHITA ET AL. (2005). Entretanto, esta abordagem diferencia-se dos
métodos de regiao de confiancga classicos, no sentido de que o passo tentativo nao é obtido
através da resolugao de subproblemas quadraticos. Em vez disso, o passo tentativo é
determinado através da combinacao convexa de uma dire¢do de Newton e uma direcao de
maxima descida de referéncia, que sao calculadas a partir de sistemas lineares similares

aos tipicamente resolvidos em métodos de pontos interiores. Pelo fato de exigir apenas
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a resolucao de dois sistemas lineares a cada iteracao, esta abordagem tende a ser mais
rapida que os métodos de regiao de confianca tradicionais. Na pratica, o que se observa é
que esta abordagem se apropria de alguns elementos dos métodos de regiao de confianca,
tais como a utilizacdo de um modelo linear ou quadratico do problema e da restrigao
do passo a uma vizinhanca dos iterandos, preservando outros aspectos dos métodos de
pontos interiores tradicionais. Neste sentido, pode-se dizer que esta abordagem se apro-
xima das do tipo outer trust region apresentadas em BIRGIN ET AL. (2011), na qual uma
restricdo de regiao de confianga é adicionada a um método de Lagrangiano aumentado
convencional. Em vez de utilizar a estratégia de modificacao da matriz Hessiana da funcao
Lagrangiana apresentada em YAMASHITA ET AL. (2005), neste trabalho propoe-se a ado-
¢ao da heuristica de corregao de inércia apresentada em WACHTER & BIEGLER (2006),
pois observou-se que esta ultima teve melhor desempenho numérico nos testes realizados.

Testes numéricos com os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300 barras
foram realizados, a fim de verificar a eficiéncia e robustez das abordagens propostas.
Os resultados dos experimentos indicam que as trés abordagens sao adequadas para a
resolucao de problemas de FPOR.

Este trabalho esta dividido como segue. No Capitulo 2 é apresentada a formulagao
matemdtica do problema de Fluxo de Poténcia Otimo, bem como uma revisao biblio-
grafica acerca das metodologias para sua resolucado. No Capitulo 3, apresenta-se uma
breve revisao de métodos de otimizacao restrita que fornecem subsidios tedricos para
as abordagens propostas neste trabalho; sao discutidos os métodos dual-Lagrangiano,
Newton-Lagrangiano, penalidade, barreira e rescalamento nao-linear, sendo que, neste
ultimo, enfoque especial é conferido a fungao barreira logaritmica modificada com extra-
polacao quadratica, devido a sua importancia para uma das abordagens propostas. No
Capitulo 4, sdo discutidos os elementos basicos dos métodos de regiao de confianca para
problemas irrestritos. Neste capitulo sdo apresentadas metodologias aproximadas para
resolucao dos subproblemas de regiao de confianga, tais como o método dogleg de Powell
e gradiente conjugado de Steihaug, bem como técnicas de resolugdo quase-exatas, por
meio de problemas de autovalores generalizados. O Capitulo 5 é dedicado a exposi¢ao do
método de Newton com Programagao Linear (Newton-PL) e seus resultados numéricos na
resolucao de problemas de FPOR continuos. No Capitulo 6, o método de Rescalamento
Nao-Linear com Regido de Confianca (RNRC) é apresentado e os resultados numéricos de
sua aplicacao a problemas de FPOR com variaveis continuas e discretas sao reportados.
O Capitulo 7 descreve o método Primal-Dual de Pontos Interiores com Regiao de Con-
fianca (PDPIRC), bem como os resultados dos experimentos numéricos realizados com
esta abordagem na resolucao de problemas de FPOR com variaveis continuas e discretas.
Finalmente, no Capitulo 8 sdo delineadas as conclusoes deste trabalho, bem como suas

perspectivas de continuidade.
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Capitulo 2

O Problema de Fluxo de Poténcia

Otimo

Neste capitulo é apresentado um modelo matematico para o problema de FPOR
com variaveis continuas e discretas. Em seguida, serd apresentada uma revisao biblio-
grafica acerca deste problema e suas metodologias de resolucao, a fim de colocar as trés

abordagens propostas neste trabalho em perspectiva.

2.1 Definicao do problema de FPO

Em um problema de FPO, o principal objetivo é determinar o ajuste das variaveis
de controle do SEP de maneira a otimizar um critério definido na operagao ou planeja-
mento do sistema, ao mesmo tempo em que as restrigoes fisicas e operacionais da rede
sejam atendidas. O critério a ser otimizado é expresso matematicamente através de uma
funcao objetivo, podendo assumir diversas formulacoes dependendo da caracteristica que
se deseja otimizar. Do ponto de vista matematico, o problema de FPO ¢é formulado como
um problema de otimizacao nao-linear, nao-convexo, restrito, e com variaveis continuas
e discretas. As restrigoes de igualdade do problema estao relacionadas a leis fisicas que
regem o comportamento da rede elétrica (Leis de Kirchhoff), enquanto as restrigdes de
desigualdade correspondem a limites operacionais, tais como a inje¢cao de poténcia reativa
em barras de controle de reativos e magnitudes de tensdao. Quando as variaveis discre-
tas sao levadas em consideragao, restricoes de pertinéncia a conjuntos discretos para as
variaveis de controle discretas também sao adicionadas ao problema.

Desta maneira, um problema de FPO pode ser representado da seguinte maneira
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geral:
min  f(z,y)
s.a. z,y) =0
9(z,y) 2.1)
h(z,y) <0
in’Dyi, 1=1,...,n,
em que:

Ty
o r € R" ¢ o vetor das varidveis continuas do problema, enquanto y € [[ D,, C R"™
i=1

é o vetor de variaveis discretas do problema;
e D, ¢ o conjunto de valores discretos permitidos para a variavel y;;

e f:R"™ xR™ — R é a funcao objetivo do problema, a qual expressa o critério

operacional da rede elétrica a ser otimizado;

e g : R™ xR™ — R™ ¢ a funcao vetorial que expressa as restricoes de igualdade
do problema, sendo normalmente composta pelas equagoes de balango de poténcia

ativa e reativa (leis de Kirchhoff);

o h:R"™ x R™ — R™ ¢é a fungao vetorial que expressa as restricoes de desigualdade
do problema, relacionadas aos limites operacionais do sistema, tais como limites

inferiores e superiores para geracao de poténcia reativa e magnitudes de tensao.

Na resolucao do problema de FPO, a natureza discreta das variaveis y é desconside-
rada em diversos trabalhos na literatura, devido a dificuldade de resolucdo de problemas
de PNLIM. Nestes casos, a relaxacao continua do problema ¢ resolvida, isto é, substitui-se
a restricao y € ﬁ D,, por y € ﬁ [min D,,, max D,,].

Conformezalestacado por ZSi(?)USA (2006), o termo FPO representa uma ampla classe
de problemas de otimizacao de sistemas elétricos. Dependendo das variaveis adotadas
para o problema e do critério a ser otimizado, subclasses de problemas de FPO podem ser
obtidas. Neste trabalho, em particular, estamos interessados na resolu¢ao de problemas

de FPOR, cuja modelagem mateméatica sera apresentada na préxima secao.

2.2 Modelo para o problema de FPOR

Em um problema de FPOR, as variaveis de controle associadas com a poténcia ativa
estao fixas, e o objetivo é otimizar algum critério associado ao aspecto reativo, o qual esta
relacionado principalmente com o controle de tensao nas barras (SOUSA, 2006). Desta
forma, alguns possiveis critérios a serem otimizados podem incluir a minimizagao do desvio
de tensao em relagao a um valor desejado ou a minimizagao das perdas de poténcia ativa

nos ramos do sistema. Segundo MONTICELLI & Liu (1992), a minimizacdo das perdas



37

de poténcia ativa é considerada a funcao objetivo mais dificil de se tratar em problemas
de FPO.

No Brasil, as unidades geradoras de energia elétrica sao predominantemente hidrelé-
tricas, as quais frequentemente estao situadas em locais distantes dos centros consumidores
(LAGE, 2013). De acordo com BELATI ET AL. (2014), as perdas técnicas no sistema de
transmissao variam de 4% a 8% do total de poténcia ativa gerada. Dessa forma, a re-
ducao dessas perdas pode levar a economias significativas na geracao do sistema elétrico.
Neste sentido, este trabalho visa a resolucao de problemas de FPOR cujo objetivo é a

minimizacao de perdas de poténcia ativa.

2.2.1 Notacao

Conjuntos

Q4 conjunto das barras conectadas a barra k;

g conjunto das barras de geracao, incluindo a barra slack;

g conjunto das barras de geracao, excluindo a barra slack;

C conjunto das barras de carga;

B conjunto de todas as barras do sistema;

B conjunto das barras com controle de magnitude de tensao por bancos de
capacitores e reatores shunt;

L conjunto das linhas de transmissao;

T conjunto dos transformadores em-fase com tap variavel sob carga;

DZ?S conjunto dos valores discretos permitidos para o tap do transformador
em-fase no ramo (k, m);

Dzh conjunto dos valores discretos permitidos para a susceptancia equivalente
dos bancos de capacitores e reatores shunt na barra k.

Constantes

km condutancia série do ramo (k, m);

bim susceptancia série do ramo (k, m);

b susceptancia shunt do ramo (k, m);

Qj ) Qig geracao de poténcia reativa minima e maxima, respectivamente, na barra
k;

Vi, Vie limites minimo e méaximo, respectivamente, para a magnitude de tensao
na barra k;

tims tkm valores minimo e maximo, respectivamente, para o tap do transformador

em-fase no ramo (k, m);
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bskh, b3t valores minimo e maximo, respectivamente, para a susceptancia equiva-

lente do banco de capacitores e reatores shunt na barra k;

Py injecao liquida de poténcia ativa na barra k;

Qx injecao liquida de poténcia reativa na barra k;

QY injegdo (demanda) de poténcia reativa na barra k;
Oack angulo de tensao da barra slack.

Variaveis e Fungoes

V € RIBI vetor de magnitudes de tensao;

g € RIBI-1 vetor de angulos de tensao;

t e RI7I vetor de taps variaveis dos transformadores em-fase sob carga;

bh e RIB" vetor das susceptancias equivalentes dos bancos de capacitores e reatores
shunt;

Py fungao objetivo que expressa as perdas de poténcia ativa nos ramos do
sistema;

P fungao que expressa o fluxo de poténcia ativa da barra k para a barra m;

Qrm fungdo que expressa o fluxo de poténcia reativa da barra k para a barra
m;

*h funcao que expressa a injecao de poténcia reativa na barra k através de

bancos de capacitores e reatores shunt;

QY funcao que expressa a poténcia reativa gerada na barra k.

2.2.2 Modelo Matematico

A formulacao para o problema de FPOR apresentada neste trabalho considera que as
variaveis do problema de otimizacao a ser resolvido sdo: a magnitude de tensao das barras;
o angulo de tensao das barras, com excecao da barra slack; o tap dos transformadores
em-fase; e as susceptancias equivalentes dos bancos de capacitores e reatores shunt. Desta

maneira, o modelo mateméatico para o problema de FPOR com varidaveis continuas e
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discretas para minimizacao de perdas ativas nas linhas de transmissao é expresso por

min P (V,0,t) = Z Jm 7521‘/,3 + V2~ 2thka cos(Ox — 0,) (2.2a)
(k,m)eLUT km km
sa. Po— > Pen(V,0,t) =0 Vke G'ucC (2.2b)
meQy,
Qr + QP (Vi ) — Y. Qun(V.0,6) =0 VkeC (2.2¢)
meQy,
QF <QS(V,0,t,5") < QF Vkeg (2.2d)
Vi<Vi<Vi Vk e B (2.2e)
tom € DY V(k,m)eT (2.2f)
b* € D vk € B (2.2g)

E importante salientar que, no modelo apresentado, o angulo de tensdo da barra
slack, Ogack, € fixado de modo a fornecer uma referéncia angular para o sistema (normal-
mente, Ogac = 0). Isto significa que ao resolver o problema de FPOR, o dngulo de tensao
da barra slack é visto como uma constante, sendo variaveis de decisao os angulos das
demais barras.

Assumindo que a barra k é a barra ao lado do tap, os fluxos de poténcia ativa e
reativa podem ser calculados através das seguintes expressoes gerais (LAGE, 2013):

2 1

1
Vi

Pm V797t = Ykm 5
k ( ) gk t%m tem

VicVinlgkm cos(0x — 0.) + b sen (0 — 6,,)] (2.3)

Pk (V,0,1) = gem V2 — thka[gkm co8(0,, — Or) + bgm sen (6, — 01)] (2.4)

km

1 1
Qrm(V,0,1) = — <bkmt2 + bz};n> VZE+ KVka[bkm cos(Ox — Om) — Grm sen (b, — 0,,)]
km m

(2.5)

, 1
Qui(V,0,1) = — (b + B2 V2 + t—Vka[bkm c08(0m, — 01) — grm sen(0,, — 01)]  (2.6)

km

Para linhas de transmissao, t;,, = 1; para transformadores em-fase com tap variavel
sob carga, bi = 0. A geragdo de poténcia reativa nas barras de geragao pode ser calculada
através da seguinte expressao

QS(‘/? Q? l bzh) - QS - Q?ch(vka b?ch) + Z ka(‘/vv 07 t) (27)

mEQk
em que:

Q' (Vi i) = 0 Vi (2.8)

Quando as variaveis discretas sdo consideradas continuas, obtém-se o problema de

FPOR classico. Para tanto, resolve-se a relaxagao continua de (2.2), substituindo-se as
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equagoes (2.2f) e (2.2g), respectivamente, por (2.9) e (2.10):
tim < tim < Emy V(k,m) €T (2.9)

b < B <, Yk e BN (2.10)

. t — t . e
em que: tp, = minDyY f, = maxD)r b = min DY e b* = maxD;P. Entretanto,

trabalhos na literatura frequentemente consideram b{® como uma constante.

Conforme destacado por SOLER (2011), o problema de FPOR expresso pelo modelo
(2.2) ¢é de dificil solugao devido as caracteristicas nao-lineares e ndo-convexas das fungoes
envolvidas, bem como a presenca de variaveis discretas e continuas. A funcado objetivo
(2.2a), que representa as perdas ativas totais na transmissao, é ndo-separavel e nao permite
simplificagoes. A seguir, é apresentada uma revisao bibliogréafica acerca dos modelos e das

metodologias de resolugao propostos para o problema de FPO.

2.3 Revisao Bibliografica

O problema de FPO foi proposto por CARPENTIER (1962), visando incorporar as
equagoes do fluxo de poténcia ao problema de Despacho Econémico (DE). Historica-
mente, o problema de DE era resolvido pelo critério de custos incrementais iguais, o qual
era util para determinar o despacho ativo das unidades geradoras de modo a atender a
demanda com custo minimo. Entretanto, os modelos de despacho desconsideravam as-
pectos importantes do sistema elétrico, como a transmissao e seus limites de operacao.
Com a introducao do problema de FPO, estes aspectos foram incluidos no modelo e o
problema de DE passou a ser visto como um caso particular do problema de FPO. Como
proposta de resolucao, CARPENTIER propos a utilizacao da fun¢do Lagrangiana, de modo
a converter o problema de FPO em um problema irrestrito. As condigoes de otimalidade
de primeira ordem foram, entao, aplicadas & funcao Lagrangiana e o sistema de equagao
nao-lineares obtido resolvido pelo método de Gauss-Seidel. Uma solugao 6tima é atingida
quando as condigoes de KKT forem satisfeitas com a tolerancia especificada.

O método do Gradiente Reduzido para a resolucdo de problemas de FPO, intro-
duzido por DOMMEL & TINNEY (1968), propos a divisdo das varidveis do problema em
dois tipos: variaveis dependentes e variaveis de controle. As restrigoes de canalizacdo das
variaveis dependentes e as restri¢oes funcionais de desigualdade sao incorporadas a fungao
objetivo através de penalidades quadraticas. Ao problema penalizado associa-se uma fun-
¢ao Lagrangiana, mediante a utilizacao de multiplicadores de Lagrange para as restri¢oes
de igualdade relacionadas ao balango de poténcia ativa e reativa. As condigoes necessarias
de primeira ordem sao aplicadas a fun¢ao Lagrangiana, originando um sistema de equa-
¢Oes nao-lineares, que é resolvido em etapas. Primeiramente, um valor inicial é atribuido

as variaveis de controle. Em seguida, o valor das variaveis dependentes e o estado da rede
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sao determinados pela execucao de um fluxo de carga, utilizando o método de Newton.
Isto significa que uma solucao que satisfaz as restricbes de igualdade do problema de
FPO ¢ encontrada. Apds a execugao do fluxo de carga, os multiplicadores de Lagrange
das restrigoes de igualdade sao calculados a partir das equagoes relacionadas as derivadas
parciais da fun¢do Lagrangiana em relagao as variaveis dependentes. Os multiplicadores
de Lagrange sao, entao, utilizados para calcular o gradiente da fungdao Lagrangiana em
relagdo as varidveis de controle. Caso o critério de parada baseado no gradiente da funcao
Lagrangiana em relacao as variaveis de controle nao seja atendido, as variaveis de controle
sao ajustadas. Este ajuste é feito na direcao oposta ao do gradiente da fungao Lagran-
giana em relacao as variaveis de controle. O tamanho do passo é determinado por um
procedimento de busca unidimensional. As restrigoes violadas das variaveis de controle
sao tratadas através de projecoes, fixando-se o valor da variavel de controle no respectivo
limite violado. A partir do novo valor das variaveis de controle, as variaveis dependentes
sao recalculadas através de um fluxo de carga e o procedimento é repetido iterativamente,
até que o critério de convergéncia seja verificado. Uma das desvantagens do método é o
calculo do tamanho do passo, determinado pela busca unidimensional, que requer a exe-
cucao de um fluxo de carga para cada valor de passo a ser testado. Valores pequenos para
0 passo podem ocasionar lentidao no processo de convergéncia e o aumento no nimero
de iteragoes. Por outro lado, passos grandes podem causar dificuldades de convergéncia
devido ao efeito de “zigue-zague” em torno da solugao 6tima.

Em SASSON (1969), o método de Powell para problemas restritos foi combinado com
a técnica de minimizagao irrestrita de Fletcher-Powell, para resolver o problema de FPO.
O método de Powell efetua a minimizacao sequencial irrestrita de uma funcao auxiliar.
Cada restricao de igualdade e desigualdade violada é acrescentada a funcao auxiliar atra-
vés de duas variaveis auxiliares extras, as quais sdo fixas em cada subproblema. Estas
variaveis auxiliares sdo atualizadas no ciclo externo do método. As minimizagoes internas
sao realizadas pelo método de Fletcher-Powell, no qual aproximacoes para a inversa da
matriz Hessiana sao calculadas a partir do vetor gradiente. Um procedimento de busca
unidimensional que utiliza interpolacao ciibica é aplicado para calcular o comprimento do
passo. Uma das dificuldades deste método reside no fato de que a matriz Hessiana inversa
da funcao auxiliar é densa, o que pode dificultar a convergéncia para sistemas de grande
porte.

No trabalho de SASSON ET AL. (1973), foi proposto um método de penalidade para
resolucao do problema de FPO. Para tanto, as restricoes de igualdade e desigualdade
sdo introduzidas na funcdo objetivo através de pardmetros de penalidade, de modo a
obter um problema irrestrito. Os autores observaram que o método de Fletcher-Powell
apresentado em SASSON (1969) tende a ser pouco eficiente quando o problema possui
mais que 100 variaveis, pois as aproximacoes para a inversa da matriz Hessiana falham

em produzir dire¢oes de busca que reduzem a func¢ao penalidade. Além disso, o niimero



42

de iteragoes e o tempo do método de Fletcher-Powell, quando utilizado nas iteracoes
internas, aumenta com a dimensdo do problema. Visando superar as deficiéncias do
método de Fletcher-Powell quando aplicado a problemas de grande porte, além de evitar a
utilizagao da inversa da matriz Hessiana da funcao penalizada, a qual geralmente é cheia,
os autores propuseram a utilizacdo do método de Newton para calcular as direcoes de
busca. Na abordagem apresentada, a matriz Hessiana da func¢ao penalizada é computada
diretamente. A principal vantagem desta escolha é que, para problemas de FPO, esta
matriz frequentemente é esparsa. O sistema de diregoes foi resolvido por eliminagao
Gaussiana, explorando a esparsidade da matriz. Caso o método nao tenha convergido
ao resolver um subproblema de penalidade, os fatores de penalidade sao aumentados e o
problema ¢é resolvido novamente; este esquema iterativo é repetido até que a convergéncia
seja atingida. Apesar da esparsidade da matriz Hessiana da func@o penalizada, os valores
da mesma sao influenciados pelos parametros de penalidade, podendo sofrer de problemas
de mal-condicionamento.

ALSAC & STOTT (1974) propuseram restrigdes para o problema de FPO, a fim de
obter uma solugdo que permita a operacao segura do sistema diante da possibilidade de
ocorréncia de contingéncias. A solu¢ao obtida deve permitir que o sistema opere dentro dos
limites de seguranca especificados e atenda a demanda em uma situagao pds-contingéncia,
no periodo de tempo em que dispositivos de controle de a¢ao rapida atuam, mas antes que
dispositivos de atuacao lenta tenham respondido. Para tanto, os autores acrescentaram
restri¢oes de igualdade e desigualdade ao modelo, chamadas restrigoes de seguranca. Cada
contingéncia é caracterizada por um novo conjunto de restri¢oes de igualdade relacionadas
ao balanco de poténcia na situagao de contingéncia, em que as variaveis de controle sao as
mesmas do caso-base de operagao, por restricoes de desigualdade relacionadas aos limites
das usinas e do sistema de transmissao. A fim de resolver o modelo proposto, os autores
utilizaram o método do gradiente reduzido proposto por DOMMEL & TINNEY (1968).
Testes numéricos foram conduzidos com o sistema IEEE de 30 barras, considerando 33
contingéncias envolvendo a perda de ramos do sistema. Os resultados mostraram que o
modelo apresentado permite a resolucao do problema de FPO de maneira a aumentar
a seguranca na operacao do sistema elétrico, mas os autores enfatizaram a necessidade
de desenvolver métodos que sejam mais adequados para sistemas de grande porte e que
permitam a reducao do tempo de processamento.

No trabalho de Lipowskl & CHARALAMBOUS (1981), o problema de FPO foi re-
solvido através de um método de Programagao Quadratica Sequencial (PQS) modificado.
Em um método de PQS, a direcdo de busca é escolhida como a solucao 6tima de um
subproblema quadratico, obtido ao representar a funcao objetivo por uma aproximacao
quadratica e pela linearizacao das restricoes. Entretanto, a PQS classica pode falhar nas
situacgoes em que o conjunto factivel determinado pela linearizagdo do conjunto de restri-

¢oes é vazio, mesmo que exista uma solucao factivel para o conjunto original de restri¢oes.
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Por outro lado, o método proposto é capaz de resolver problemas em que isto ocorre atra-
vés de uma modificacdo nos subproblemas quadraticos a serem resolvidos, de modo a
obter subproblemas que sempre possuam conjunto factivel nao-vazio. Outra vantagem ¢é
a facilidade de se determinar um vértice da regiao factivel do subproblema modificado
para inicializa¢do de métodos de conjunto ativo.

Em BURCHETT ET AL. (1982), o problema de FPO foi resolvido através de um
método de Lagrangiana aumentada, implementado no solver MINOS. Nesta abordagem,
a fungdo objetivo é aumentada por um termo de fun¢do Lagrangiana que se anula na
solugao através de multiplicadores de Lagrange, e por um termo de penalidade quadratica
que auxilia na presenga de nao-convexidades. Cada ciclo externo gera um subproblema
de minimizacao desta funcao Lagrangiana aumentada, sujeita ao conjunto de restrigoes
linearizadas. Os subproblemas foram resolvidos através do método do gradiente reduzido.
A principal vantagem desta abordagem estd relacionada ao fato de nao ser necesséario
forcar o atendimento das restri¢coes durante todas iteragoes, pois o método converge para
as restricoes durante o processo iterativo.

Dois anos depois, SUN ET AL. (1984) propuseram a resolu¢ao do problema de FPO
através do método de Newton. Na metodologia apresentada, os autores incorporam as
restrigoes de igualdade e desigualdade ativas a fungao objetivo, por meio de multiplica-
dores de Lagrange, obtendo um problema irrestrito. Os limites relacionados a varidveis e
fungoes especiais (tais como limites para o fluxo de poténcia nas linhas de transmissao)
sao tratados através de penalidades. A resolucao do sistema de equacoes nao-lineares
obtido ao aplicar as condi¢Oes necessarias de primeira ordem a este problema irrestrito
foi realizada pelo método de Newton. Este procedimento pode ser feito de duas manei-
ras: acoplada, a qual corresponde ao método de Newton classico aplicado ao sistema de
equacgoes, de modo que a dire¢do de busca para todas as variaveis é calculada ao mesmo
tempo; e desacoplada, em que dois subsistemas, relacionados a parte ativa e reativa, sao
resolvidos para atualizar as varidveis. Os autores destacam que a abordagem pelo método
de Newton permite a resolucao de problemas de FPO de maneira eficiente e robusta. Uma
solugao 6tima é determinada quando as condigoes de otimalidade de KKT sao satisfeitas
e as restrigoes de FC atendidas dentro da tolerancia especificada. A principal dificuldade
do método é a identificacdo do conjunto de restrigoes ativas e o critério para escolha das
restrigoes que devem ser acrescentadas ou removidas do conjunto ativo.

Em BURCHETT ET AL. (1984) um método de PQS foi apresentado para a resolugao
de problemas de FPO, utilizando diversas fungoes objetivo. No ciclo externo do método,
checa-se o critério de parada, o qual consiste em verificar se a norma do gradiente redu-
zido é menor que a tolerancia especificada, se as equagoes de FC sao atendidas e se todas
as desigualdades sao satisfeitas. Caso o critério de parada nao seja verificado, a diregao
de busca ¢ calculada a partir da resolugdo de um subproblema quadratico, cuja fungao

objetivo é uma aproximacao quadratica para a funcdo Lagrangiana do problema original
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e cujas restrigoes correspondem as linearizagoes das restri¢oes originais. Os autores desta-
cam que uma solucao obtida a partir de um FC néo é necessaria para inicializar o método,
de modo que o algoritmo é capaz de lidar com sistemas para os quais normalmente hé
problemas de convergéncia. Cada ciclo interno exige a resolugdo de um problema de pro-
gramacao quadratica restrito que, para sistemas de grande porte, é bastante esparso, e
cujo tempo de solucao aumenta com a dimensao do problema. Entretanto, os autores
destacam que, desde que implementada adequadamente, a solu¢ao do subproblema qua-
dratico pode ser obtida com um esforco computacional que nao é significativamente maior
que o necessario para resolugdo de um problema de programacao linear.

No trabalho de SANTOS ET AL. (1988), 0 método da func¢ao Lagrangiana aumentada
foi aplicado na resolugao de problemas de FPO. Nesta abordagem a funcao Lagrangiana
classica ¢ utilizada tanto para as restri¢oes de igualdade quanto para as restri¢oes de de-
sigualdade. Em seguida, esta funcdo é aumentada por termos de penalidade para todas
as restrigoes. O problema irrestrito obtido é, entdo, minimizado nas variaveis primais
através do método de Newton. Uma férmula explicita permite a atualizacdo dos multi-
plicadores de Lagrange, visando a maximizacao da funcdo dual. A principal vantagem
desta abordagem ¢é que, por combinar a fun¢do Lagrangiana classica com o método de
penalidade, o parametro de penalidade nao precisa atingir valores muito altos para obter
a convergéncia, além de nao ser necessario determinar o conjunto das restrigoes ativas.
Os autores apontam que a abordagem proposta pode ser vista como um aperfeicoamento
do método apresentado em SASSON ET AL. (1973), uma vez que evita o problema de
mal-condicionamento da matriz Hessiana por utilizar parametros de penalidade menores.
A convergéncia é obtida quando as restri¢des de igualdade e desigualdade sao satisfeitas
com a tolerancia especificada.

O problema de FPO foi resolvido por VAN AMERONGEN (1988) através de um mé-
todo de PQS reduzido. O algoritmo é baseado em lineariza¢oes das condi¢oes necessarias
de primeira ordem de KKT, e da observacao de que as expressoes obtidas sao equiva-
lentes as condicoes de KKT de um problema quadratico. Assim, a direcao de busca é
calculada mediante a resolucao deste problema quadratico. O autor enfatiza, entretanto,
que podem ocorrer situagoes nas quais o problema quadratico a ser resolvido ¢é infactivel,
o que impossibilitaria a obtencao de uma direcao de busca. Nestes casos, medidas que
garantam a recuperacao do algoritmo devem ser adotadas. Por exemplo, pode-se permitir
a violacao das restri¢coes através da introducao de tolerancias, que devem ser reduzidas
ao longo do processo iterativo. A fim de tornar o algoritmo mais eficiente na resolugao
de problemas com um maior nimero de variaveis, o autor utiliza eliminacao Gaussiana
parcial no conjunto de restricoes de KKT linearizadas, obtendo um problema quadratico
de dimensao reduzida. Apds a resolucao do problema quadratico reduzido, as demais
diregoes sao calculadas por substituicao.

Um método dual-Newton para resolucao de problemas de FPO foi proposto no
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trabalho de CosTA (1990), o qual pode ser visto como uma associagao das propostas de
SUN ET AL. (1984) e SANTOS ET AL. (1988). A principal diferenga é que, no método
dual-Newton, as restri¢oes de igualdade sao tratadas pela funcao Lagrangiana classica,
enquanto as restrigoes de desigualdade sdo tratadas por meio da funcao Lagrangiana
aumentada. A soluc¢ao do problema é obtida através da resolugao de uma sequéncia de
problemas irrestritos com varidveis duais fixas, seguidos da atualizagao das variaveis duais
e dos parametros de penalidade. As vantagens desta proposta incluem: sua caracteristica
de convergéncia quadratica; a capacidade de inicializacao através de pontos infactiveis;
e o condicionamento da matriz Hessiana que nao é afetado significativamente, devido ao
crescimento lento dos fatores de penalidade.

No trabalho de GRANVILLE (1994) um método primal-dual de pontos interiores foi
apresentado, sendo considerado um dos pioneiros na aplicagao desta classe de métodos em
problemas de FPO. Em seu trabalho, o autor transforma as restricbes de desigualdade
em restrigoes de igualdade através da introducao de varidveis de folga e de excesso. Em
seguida, a condi¢ao de nao-negatividade das variaveis de folga e de excesso é tratada por
meio da fungao barreira logaritmica, a qual é incorporada a funcao objetivo através de um
parametro de barreira. As condig¢oes necessarias de primeira ordem de KKT sao aplicadas
ao problema de barreira, conduzindo a um sistema nao-linear que é resolvido pelo método
de Newton. No processo iterativo, dois passos de atualizacao distintos — um para as
variaveis primais e outro para as variaveis duais — sao calculados, de modo a preservar
a positividade das folgas e dos multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes de
desigualdade. Uma solugao é obtida quando as restrigoes forem satisfeitas e o parametro
de barreira for menor que uma tolerancia predeterminada. Apesar dos bons resultados, o
autor aponta que problemas de mal-condicionamento podem ocorrer quando os iterandos
se aproximam da solucao 6tima e o pardmetro de barreira se aproxima de zero. Assim, a
inicializacao e atualizacao apropriada do parametro de barreira sao aspectos fundamentais
para o bom desempenho do método.

A variante do tipo preditor-corretor do método primal-dual de pontos interiores
foi aplicada em problemas de FPO por WU ET AL. (1994). Nesta abordagem, residuos
nao-lineares que envolvem as dire¢oes de busca e aparecem na linearizacao das condi-
¢Oes necessarias de primeira ordem sao levados em consideracao em um procedimento de
duas etapas: no procedimento preditor, uma estimativa das direcoes de busca é calcu-
lada resolvendo o sistema de diregoes para a direcao primal-dual afim; em seguida, no
procedimento corretor, a direcdo do procedimento preditor é utilizada para recalcular os
residuos, estimar dinamicamente o valor do parametro de barreira e determinar a nova
dire¢do de busca. A matriz de coeficientes do sistema de dire¢oes é a mesma para os
procedimentos preditor e corretor, permitindo que uma tnica fatoracao seja utilizada nas
duas etapas. Os resultados numéricos apresentados mostram que a utilizagdo da variante

do tipo preditor-corretor pode reduzir o tempo de processamento e o niimero de iteracoes
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em relacao ao método primal-dual de pontos interiores puro.

TORRES & QUINTANA (1998) propuseram a resolu¢ao do problema de FPO utili-
zando uma modelagem em coordenadas retangulares, através de um método primal-dual
de pontos interiores. Experimentos computacionais realizados mostraram que as solugoes
obtidas através do modelo em coordenadas polares e retangulares apresentam comporta-
mento numeérico similar no que diz respeito ao nimero de iteragoes realizadas pelo método.
A principal vantagem da formulacdo em coordenadas retangulares é que, excetuando-se
pelos termos que envolvem os taps dos transformadores, todas as fungoes na minimizacao
de perdas de poténcia ativa sao quadraticas. Consequentemente, a menos de ramos com
transformadores, a funcao objetivo tem matriz Hessiana constante. A principal desvanta-
gem da formulagao retangular é que os limites para as magnitudes de tensao precisam ser
representados através de restricoes funcionais, enquanto que no modelo em coordenadas
polares tais limites sdo representados por simples canalizagoes de variaveis.

No trabalho de CHEN ET AL. (1998), um método de substituigao de restrigdes para
problemas de FPO foi apresentado. Esta abordagem é focada na resolucdo de proble-
mas em que o numero de restrigoes de desigualdade é elevado e baseia-se no principio
da méxima entropia. Através de uma transformagao envolvendo a fungdo exponencial,
as restrigoes de desigualdade sdao convertidas em uma unica restricao de desigualdade,
controlada por um parametro 7. O problema obtido é, entdo, resolvido pelo método de
Newton. Os autores observaram, empiricamente, que a abordagem proposta apresenta
melhor desempenho quando o niimero de restri¢oes ativas na solu¢ao 6tima do problema
de FPO ¢ baixo, e que o método se torna menos competitivo em relagdo a outras abor-
dagens convencionais quando o nimero de restrigoes de desigualdade ativas na solucao
6tima é elevado. Também se notou que o método pode convergir para solugoes infactiveis
em sistema elétricos com mais de 500 barras, se a solugdo inicial ndao estiver na regiao
interior as restri¢oes de desigualdade. Apesar disso, o desempenho do método geralmente
melhora consideravelmente se um ponto interior ¢ escolhido como solugao inicial.

Um método de complementaridade nao-linear foi proposto em TORRES & QUIN-
TANA (1999) para resolugdo de problemas de FPO. A restrigdo de complementaridade
resultante da aplicagao das condi¢Ges necessarias de otimalidade de primeira ordem a um
problema de otimizacao é, normalmente, a responsavel por causar dificuldades numéricas
durante a execuc¢ao do método de Newton. Em métodos de pontos interiores, esta restri-
¢ao ¢ relaxada por meio do parametro de barreira, o qual é reduzido ao longo do processo
iterativo. Na abordagem apresentada pelos autores, a restricio de complementaridade é
transformada através de uma fun¢ao de complementaridade nao-linear, conforme proposto
por CHEN & HARKER (1993) e KaNzow (1996). Esta funcdo também depende de um
parametro de continuacao que é reduzido, de modo similar ao pardmetro de barreira em
métodos de pontos interiores. Porém, diferentemente dos métodos de pontos interiores,

nao é necessario garantir a positividade das folgas e multiplicadores de Lagrange relaci-
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onados as restrigoes de desigualdade ao longo das iteragoes. A nao-negatividade de tais
variaveis é assegurada na solugao 6tima devido as propriedades da funcao de complemen-
taridade nao-linear, sem a necessidade de nenhuma restricao adicional. Uma funcao de
mérito e a busca unidimensional de Armijo sao utilizadas para determinar um tamanho
de passo apropriado. Os autores apontam que a funcao de mérito garante apenas que
um ponto estacionario da funcao Lagrangiana seja obtido, o qual nao é necessariamente
um ponto de minimo local do problema de PNL, mas que em todos os testes realizados
pontos de minimo local foram alcancgados.

No trabalho de YAN & QUINTANA (1999), os problemas de DE com restricao de
seguranga e FPOR foram resolvidos através da associacdo do método de Programagao
Linear Sequencial (PLS) e do método primal-dual de pontos interiores do tipo preditor-
corretor. Nesta abordagem, a partir de uma solucao que satisfaz as equagoes de fluxo de
poténcia, o problema de FPO ¢é linearizado e a dire¢do de busca é calculada a partir da
resolugao de um subproblema de programacao linear. A resolu¢ao de cada subproblema é
feita através do método primal-dual de pontos interiores para programacao linear. Uma
vez calculada a direcao de busca, as variaveis sao atualizadas e um fluxo de carga é exe-
cutado novamente. O procedimento de linearizagao e atualizacdo das variaveis é repetido
até que a norma da direcao calculada seja menor que uma tolerancia especificada. Como
a aproximacao linear da funcao objetivo somente é valida em uma vizinhanca do ponto
de linearizacao, os autores observam que as direcoes devem ser restritas a certos limites.
Nas iteragoes iniciais, a utilizacao de passos grandes permite acelerar o processo de con-
vergéncia. Entretanto, a medida em que os iterandos se aproximam da solugao étima, a
utilizagao de passos grandes pode causar o comportamento oscilatério do método. Neste
sentido, os autores propuseram uma heuristica para redugao do tamanho do passo, quando
a direcao de busca causa um aumento na fun¢do objetivo. Os autores também propuse-
ram a atualizacao dinamica da tolerancia do método de pontos interiores. Nas iteracoes
iniciais, a tolerancia para a solugao de cada subproblema pode ser maior e, entao, reduzida
ao longo das iteragoes de modo a obter solu¢des mais precisas.

Em CosTA ET AL. (2000), trés abordagens de otimizacao para resolugao de proble-
mas de FPO foram apresentadas e comparadas numericamente: o método de conjunto
ativo e penalidade, o método primal-dual e o método primal-dual barreira logaritmica.
Na abordagem de conjunto ativo e penalidade, as restricoes de desigualdade violadas sao
penalizadas. Em seguida a funcao Lagrangiana associada ao problema penalizado é deter-
minada através da identificacdo do conjunto ativo, e o método de Newton aplicado para
calcular as direcoes de busca a partir do sistema nao-linear relacionado as condigoes ne-
cessarias de otimalidade. No método primal-dual apresentado, uma funcao Lagrangiana
aumentada ¢ definida e a ela sdo aplicadas as condi¢oes necessarias de otimalidade para
calcular as diregoes de busca. Finalmente, o método primal-dual barreira logaritmica

apresentado se assemelha ao introduzido por GRANVILLE (1994). O desempenho dos trés
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métodos foi comparado em termos das perdas ativas na transmissao, geracao de poténcia
reativa, nimero de iteracoes e tempo computacional. Os resultados obtidos indicaram que
cada método possui vantagens e desvantagens, de modo que é recomendavel a utilizacao
de uma abordagem mista, que explore as qualidades de cada um.

NEJDAWI ET AL. (2000) propuseram um método de PQS associado a métodos de
pontos interiores para resoluc¢ao do problema de FPO, similarmente ao trabalho de YAN &
QUINTANA (1999). O algoritmo esta estruturado em um ciclo externo em que linearizagoes
das condigoes de otimalidade sao efetuadas, e um ciclo interno de otimizagao, no qual
um problema quadratico é resolvido para calcular as diregoes de busca. O algoritmo
utilizado para resolver os problemas em cada ciclo interno é o método primal-dual de
pontos interiores para programacao quadratica. Tendo em vista a resolucao de problemas
de FPO reais, nos quais h4 um grande niimero de restri¢coes de desigualdade, os autores
propoem uma relaxacdo das restricbes, de modo a se resolver o problema quadratico
com um numero reduzido de restricoes de desigualdade. Nesta estratégia, o problema
quadratico ¢ resolvido com as restricoes de igualdade originais e um subconjunto das
restricoes de desigualdade. Caso a solucao obtida seja factivel para o problema quadratico
original com todas as restri¢oes, a solucao 6tima foi obtida e a dire¢ao de busca computada.
Caso contrario, as restrigoes violadas sao identificadas e acrescentadas ao conjunto das
restri¢oes de desigualdade do problema. Quando uma restricao é violada, o ponto atual
obtido como solucao nao é factivel. Para recuperar a factibilidade, uma variavel artificial
é acrescentada as restrigoes violadas e um termo de penalidade relacionado a variavel
artificial adicionado a fungao objetivo, de modo a forcar a variavel artificial a se tornar
nula. Os autores apontam que se a variavel artificial ndo se anula, este é um indicativo de
que o problema quadratico é infactivel, porém nao esclarecem o que deve ser feito nesta
situacao. Os resultados numéricos obtidos indicam que a abordagem apresentada é mais
eficiente em termos do niimero de operagoes em ponto flutuante do que a aplicacao direta
de um método de pontos interiores para um sistema elétrico de 118 barras.

Um método de pontos interiores com multiplas corre¢oes de centralidade foi pro-
posto no trabalho de TORRES & QUINTANA (2001) para resolugao do problema de FPO.
Esta proposta é uma extensao do método desenvolvido por GONDZIO (1996) para proble-
mas de programacao linear. A abordagem ¢ inspirada nos métodos de pontos interiores
do tipo preditor-corretor, no qual a direcao de busca é calculada resolvendo dois siste-
mas lineares com vetores independentes distintos, mas que possuem a mesma matriz de
coeficientes. Desta forma, uma tunica fatoragao matricial precisa ser efetuada para resol-
ver os dois sistemas. A eficiéncia do método preditor-corretor esta associada ao fato do
mesmo considerar termos de ordem maior para o calculo das diregdes. GONDZzIO (1996)
observou que a redugao do desempenho dos métodos de pontos interiores normalmente é
consequéncia das diferencas dos produtos de complementaridade; assim, quando um ponto

é mal centralizado, isto é, as ordens de magnitude dos produtos de complementaridade sao
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diferentes, entao os coeficientes independentes do sistema de dire¢oes sdo mal escalados.
Consequentemente, passos pequenos acabam sendo dados, uma vez que a direcao calcu-
lada pelo método de Newton se concentra na reducao dos produtos maiores. A técnica
de multiplas correcoes de centralidade leva as ideias da variante do tipo preditor-corretor
mais longe: utilizando a direcao do procedimento preditor, um ou mais termos de correcao
sao calculados visando obter iterandos mais bem centralizados e aumentar o comprimento
dos passos. Ao obter pontos mais centralizados, a chance de um passo maior ser dado na
iteragao seguinte aumenta, enquanto que a utilizacdo de passos maiores acelera a reducao
das infactibilidades. Apesar do custo maior por iteracao, os resultados numéricos obti-
dos para os problemas de FPO mostram que a redu¢ao no nimero de iteracoes atingido
pela técnica de multiplas corregoes de centralidade permitiu a reducao do tempo total de
processamento, quando comparada ao método primal-dual de pontos interiores puro ou
preditor-corretor.

Em JABR ET AL. (2002), o problema de FPO ativo foi resolvido através de um mé-
todo primal-dual de pontos interiores do tipo preditor-corretor. O principal objetivo dos
autores foi apresentar duas modificagoes que podem melhorar o processo de convergéncia
destes métodos. A primeira delas é a utilizacdo da técnica de filtros como critério para
escolha do comprimento do passo, a qual foi inicialmente proposta no trabalho de FLET-
CHER & LEYFFER (1997). O principal objetivo desta modificagdo é evitar a necessidade
de utilizar uma fun¢do de mérito, devido as dificuldades que podem surgir na escolha do
pardmetro de penalidade associado a ela. A segunda modificacdo proposta é uma direcao
de busca alterada a fim de evitar a convergéncia para pontos estacionarios que nao sao
minimos locais. Para tanto, uma perturbagao diagonal é feita através da soma de um
multiplo da matriz identidade a matriz do sistema normal de equacoes, de modo a torna-
la definida positiva. Esta modificagdao, de acordo com o autor, permite obter dire¢oes de
descida para a funcao barreira. O preco pago por essa modificacdo é que podem ocorrer
situagoes em que a infactibilidade dual falha em ser reduzida, mesmo que se utilize passos
pequenos. A escolha do fator que multiplica a matriz identidade é determinado através de
um método de bissecgao. Os resultados numéricos obtidos mostraram que a perturbagao
na matriz era praticamente necessaria para a convergéncia de problemas de FPO com
transformadores reguladores, devido ao maior niimero de falhas quando o algoritmo nao
a utilizava.

A literatura sobre problemas de FPO também apresenta uma ampla variedade de
abordagens metaheuristicas. Dentre elas, um algoritmo de otimizagdao por enxame de
particulas — do inglés Particle Swarm Optimization (PSO) — foi utilizado por ABIDO
(2002) para a resolugdo de problemas de FPO na otimizagao de diversos critérios, tais
como minimizacao de custos e de desvios do perfil de tensao desejado. O PSO é uma
metaheuristica inspirada no comportamento de seres vivos, tais como bandos de aves.

De acordo com o autor, diferentemente de outras heuristicas, o PSO tem um mecanismo
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flexivel para aperfeicoamento e adaptagao, visando explorar o espaco de busca. Tal como
em outras metaheuristicas, no PSO uma busca é conduzida utilizando uma populacao
de particulas, que sao os individuos, e que representam potenciais candidatas a solucao.
O algoritmo busca incorporar o conhecimento coletivo e individual para produzir novos
individuos utilizando, respectivamente, a melhor posi¢ao conhecida até o momento pelo
conjunto de particulas e a melhor posicao visitada de cada particula. Os resultados
numéricos mostraram que a metaheuristica proposta é robusta e capaz de obter solucoes
de boa qualidade. Entretanto, como a maioria das metaheuristicas, o PSO pode demandar
um tempo computacional elevado para resolucao de sistemas de grande porte, além de
nao possuir garantias de que a solucao encontrada ¢ um 6timo local.

No trabalho de SOUsA ET AL. (2003), um método de Newton melhorado foi apre-
sentado, o qual se baseia na combinagao de métodos de penalidade e barreira para o
tratamento das restri¢oes de desigualdade. As restrigdes de desigualdade relacionadas a
canalizacbes de variaveis, tais como as magnitudes de tensao e taps dos transformado-
res sao incorporadas & funcao objetivo através de penalidades. Folgas sao adicionadas
as restrigoes funcionais de desigualdade, tais como aquelas relacionadas a injecao de po-
téncia reativa, transformando-as em restrigoes de igualdade. A condicao de positividade
de tais folgas é tratada por meio da funcao barreira. A funcao Lagrangiana associada a
este problema com restricoes de igualdade é construida mediante introducao de variaveis
duais. As condi¢Oes necessarias de primeira ordem sao aplicadas a funcao Lagrangiana,
gerando um sistema nao-linear que ¢é resolvido pelo método de Newton e pela atualizacao
dos termos de penalidade e de barreira. Resultados numéricos com os sistemas CESP 53
barras e IEEE 118 mostraram a viabilidade da abordagem.

Baseados na proposta da funcao barreira modificada de POLYAK (1992) e no método
primal-dual de pontos interiores de GRANVILLE (1994), SOUSA ET AL. (2004) propuseram
a utilizagdo da fun¢do Lagrangiana barreira modificada para a resolucao de problemas de
FPO. Em contraste com a func¢ado barreira classica, a fungdo barreira modificada e suas
derivadas estao definidas na solucao 6tima, para qualquer valor do pardmetro de barreira.
De modo similar aos métodos primais-duais de pontos interiores, variaveis de folga sao
acrescentadas as restricoes de desigualdade. A principal diferenca é que a condicao de
positividade destas variaveis é tratada através da funcao barreira logaritmica modificada.
Multiplicadores de Lagrange sao introduzidos e a funcdo Lagrangiana associada ao pro-
blema de barreira modificada é construida. As diregoes de busca sao determinadas pelo
método de Newton aplicado ao sistema nao-linear proveniente das condi¢oes necessarias
de otimalidade. Resultados numéricos com sistemas de até 162 barras mostraram que o
método € robusto e possui convergéncia rapida.

No trabalho de MIN & SHENGSONG (2005), o problema de FPO foi resolvido através
de um método de regiao de confianga com pontos interiores. A abordagem proposta utiliza

o método primal-dual de pontos interiores com multiplas corre¢oes de centralidade para
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resolver uma sequéncia de subproblemas de regiao de confianca linearizados. O método
desenvolvido se baseia nas ideias de programagao linear sequencial, porém se diferencia por
incluir uma restricao de regiao de confianga para controle do passo. A regiao de confianca
evita que passos inadequados sejam calculados, para os quais o modelo linear nao é uma
boa aproximagao do problema original. A restricao de regidao de confianca é definida em
termos da norma /., de modo que cada subproblema de regidao de confianca é linear e pode
ser resolvido pelo método de pontos interiores. A fim de evitar possiveis infactibilidades na
resolucao de cada subproblema de regiao de confianca, os autores propuseram a utilizacao
de um subproblema linear modificado através da introduc¢ao de uma variavel extra e
um termo de penalidade, sem alterar significativamente a estrutura do subproblema de
regiao de confianga. Experimentos numéricos realizados com sistemas elétricos de até 662
barras mostraram que a abordagem é eficiente. Também se verificou que a resolugao dos
subproblemas pelo método de pontos interiores com multiplas corregoes de centralidade
foi mais rapida do que com a utiliza¢ao da variante do tipo preditor-corretor.

Em BAPTISTA ET AL. (2006) o método de Lagrangiana aumentada foi combinado ao
método de pontos interiores para minimizar as perdas de poténcia ativa em problemas de
FPO. Nesta abordagem, variaveis de folga sao acrescentadas as restri¢oes de desigualdade
relacionadas aos limites de magnitudes de tensao e taps dos transformadores em-fase. Em
seguida, tais variaveis de folga sdo incorporadas a func¢ao objetivo através da fungao
barreira logaritmica. As demais restricoes de desigualdade sdo tratadas pelo método da
funcao Lagrangiana aumentada. Variaveis duais sdo associadas as restri¢coes de igualdade
e as condicoes necessarias de otimalidade de primeira ordem sao aplicadas. O sistema
nao-linear obtido foi resolvido pelo método de Newton. Experimentos numéricos com
um sistema de 162 barras e o sistema Sul-Sudeste brasileiro de 810 barras mostraram a
eficiéncia da proposta.

No trabalho de WANG ET AL. (2007), os autores discutiram a utilizagdo do pro-
blema de FPO no contexto dos mercados de eletricidade desregulados. Neste contexto,
as ferramentas de FPO ideais devem possuir as seguintes caracteristicas desejaveis: con-
vergéncia deterministica, calculo preciso dos precos nodais, capacidade de tratar fungoes
suaves, nao-suaves ou descontinuas que expressam o custo de varios recursos e servi-
¢os (tais como poténcia ativa, poténcia reativa, suporte de tensao através de injegao de
reativos), modelagem completa dos fluxos de poténcia ativa e reativa para sistemas de
grande porte e desempenho de pior caso satisfatério visando o despacho em tempo real.
Considerando estes aspectos, os autores propuseram: um método de Lagrangiana aumen-
tada com regides de confianga, um método primal-dual de pontos interiores com passo
controlado, além de uma reformulagdo do modelo de FPO. No método de Lagrangiana
aumentada com regides de confianga, o problema restrito é convertido em uma sequéncia
de problemas irrestritos através da funcdo Lagrangiana aumentada. Cada subproblema

de Lagrangiana aumentada é resolvido através de um método de regiao de confianca para
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otimizacao irrestrita. De acordo com os autores, comparado ao método de Newton, que
era amplamente adotado nos algoritmos de FPO, métodos de regiao de confianga sao mais
robustos no tratamento de sistemas de grande porte a partir de solugoes iniciais aleaté-
rias. O método primal-dual de pontos interiores com controle de passo busca superar
as dificuldades dos métodos de pontos interiores classicos na resolugdo de problemas de
FPO com func¢ao custo nao-diferenciavel e definida por partes, monitorando a precisao da
aproximacao quadratica da funcao Lagrangiana durante as itera¢oes e encurtando o passo
de Newton, se mudancas abruptas nas derivadas resultarem em aproximacoes imprecisas.

No trabalho de CAPITANESCU ET AL. (2007), os métodos primal-dual de pontos
interiores puro, preditor-corretor e com multiplas corregoes de centralidade foram compa-
rados na resolugao de problemas de FPO com diversos objetivos: minimizacao dos custos
de geragao, minimizacao das perdas de poténcia ativa, maximizacao do carregamento do
sistema elétrico e minimizacao do corte de carga. Os modelos resolvidos utilizaram uma
formulagdo de FPO em coordenadas retangulares. Os experimentos computacionais con-
duzidos mostraram que o método do tipo preditor-corretor normalmente supera o método
primal-dual puro em termos de tempo computacional nos problemas de grande porte.
O oposto pode ocorrer algumas vezes, especialmente nos problemas de menor dimen-
sao. Os resultados obtidos também mostraram que o método com multiplas corre¢oes
de centralidade é uma alternativa vidvel ao método preditor-corretor. Os autores apon-
tam, entretanto, que a principal dificuldade associada ao método com multiplas corregoes
de centralidade esté associada ao nimero maximo de corregoes permitidas, de modo a
garantir que redugoes no tempo computacional sejam obtidas.

Um método de pontos interiores com regiao de confianca, implementado no solver
KNITRO foi utilizado por KAROUI ET AL. (2008) para resolver problemas de FPO com
restricoes de seguranca. Os autores apontam que a relagao entre as variaveis de controle
pré-contingéncia e pdés-contingéncia definem dois tipos de estratégia de seguranga: pre-
ventiva e corretiva. Na seguranca preventiva, nao ha reajuste das variaveis de controle
pos-contingéncia, sendo que a mudanca nas variaveis de controle ocorre apenas como res-
posta do controle automatico do sistema de poténcia. Na seguranca corretiva, as variaveis
de controle podem ser reajustadas para corrigir quaisquer limites de operagao violados
em uma situagao pos-contingéncia. O solver KNITRO utilizado para a resolucao do pro-
blema é uma implementacao de um método de pontos interiores para PNL, consistindo na
resolugao de uma sequéncia de subproblemas de barreira. Cada subproblema de barreira é
resolvido por um método de PQS com regido de confianca, e utiliza uma funcao de mérito
para promover a convergéncia. O algoritmo nao requer a factibilidade dos iterandos com
relacdo as restrigoes de desigualdade, mas as variaveis de folga devem permanecer positi-
vas de modo similar aos métodos de pontos interiores classicos. Os resultados numéricos
obtidos mostraram que o método é robusto, sendo capaz de resolver o problema para um

sistema elétrico de 2351 barras com 15 contingéncias, visando maximizar a capacidade
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total de transferéncia entre duas areas do sistema elétrico.

BAI ET AL. (2008) propuseram a utilizagdo de uma técnica baseada em Programacao
Semi-Definida (PSD) para a resolugao do problema de FPO. De acordo com os autores,
dentre as vantagens desta abordagem estao o fato de que a relaxacao da PSD ¢é convexa,
e que métodos de pontos interiores baseados em PSD nao requerem o calculo de matrizes
Jacobianas e matrizes Hessianas para cada problema particular. Desta forma, os auto-
res apresentaram uma reformulacdo do problema de FPO em coordenadas retangulares
de modo a transforma-lo em um problema de PSD. O problema resultante é convexo e
sua solugao pode ser obtida através de métodos de pontos interiores para PSD, os quais
possuem convergéncia superlinear. Os resultados numéricos apresentados mostraram que
a reformulagao via PSD permite a obtencao de solugoes para o FPO com a mesma quali-
dade das obtidas através de métodos para PNL. Os autores destacaram, entretanto, que
a época de publicacdo do artigo, o método proposto nao podia competir com métodos
classicos de PNL na resolucao do problema de FPO em termos de tempo computacional
e que nao foi possivel resolver problemas de grande porte devido as limitagdes computa-
cionais. Assim, enfatizaram que futuros estudos em PSD devem explorar algoritmos que
sejam mais eficientes.

Uma variante do tipo preditor-corretor para o método da funcao barreira modifi-
cada foi proposto no trabalho de SOUSA ET AL. (2009). Nesta abordagem, as restri¢oes
de desigualdade sao transformadas em igualdades pela introducao de variaveis de folga
auxiliares. A condicdo de positividade das folgas é tratada por meio da funcao barreira
modificada. Ao problema de barreira modificada é associada uma fun¢ao Lagrangiana.
As condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem sao aplicadas e o sistema nao-
linear obtido é resolvido pelo método de Newton. Baseados nas ideias da variante do
tipo preditor-corretor para pontos interiores, os autores apresentaram um procedimento
preditor-corretor para o método da funcao barreira modificada, através da introducao
de termos nao-lineares de segunda ordem no vetor de residuos. Testes numéricos com
sistemas de 30 a 2256 barras mostraram que a abordagem do tipo preditor-corretor de-
senvolvida permite a reducao do tempo computacional quando comparada ao método
primal-dual preditor-corretor de pontos interiores e o método da fungao barreira modifi-
cada puro.

Em J1aNG & GENG (2010) um método de pontos interiores com redugao de dimen-
sao foi proposto para a resolucao de problemas de FPO com restricoes de estabilidade
transitoria. O modelo de FPO para o problema com restrigoes de estabilidade transi-
toria possui restricoes de igualdade e desigualdade expressas por equagoes diferenciais.
Tais equagoes diferenciais sao discretizadas de modo a se obter um conjunto de restri¢oes
algébricas. Cada instante da discretizagdo possui restri¢coes de estabilidade transitérias
baseadas nos angulos dos rotores com relagao ao centro de inércia. Desta forma, quanto

menor o passo da discretizagao, maior é o nimero de variaveis do problema a ser resolvido.
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Devido ao elevado ntimero de variaveis, os autores propuseram a utilizagdo de um método
de pontos interiores com reducao de dimensao para resolucao do problema. O foco da
técnica de reducao de dimensao é o sistema primal-dual que deve ser resolvido a cada
iteragdo de um método primal-dual de pontos interiores. Ela é adequada especialmente
para problemas de PNL de grande porte com poucos graus de liberdade — ou seja, nos
quais a diferenca entre o niimero de variaveis primais e restri¢oes de igualdade é pequeno.
A ideia principal deste método é construir duas bases, uma para a imagem e outra para
o nucleo da matriz Jacobiana das restricdes de igualdade, o que permite decompor a di-
recao de busca das varidveis primais em dois espacos. Os resultados obtidos mostraram
que a técnica proposta leva a redugoes significativas de tempo computacional, em especial
para sistemas elétricos de grande porte, e foi capaz de resolver instancias que o método
primal-dual preditor-corretor de pontos interiores nao conseguiu devido as limitacoes de
memoéria ou tempo maximo de processamento.

Um método de regiao de confianga com pontos interiores foi apresentado no trabalho
de SOusA ET AL. (2011). Os autores apontam que existem duas maneiras de globalizar
métodos de otimizagao: através de busca linear ou através de regides de confianca. A
escolha pelo método de regiao de confiancga esté relacionada a sua robustez na resolugao
de problemas de FPO. A abordagem proposta se baseia nos trabalhos de BYRD ET AL.
(2000) e OMOJOKUN (1989) e pode ser vista como um método de PQS com regido de
confianca. Ela decompoe cada subproblema quadratico restrito em dois subproblemas
menores que possuem apenas a restricdo de regiao de confianca. O método de regiao de
confianga pode ser associado a métodos de pontos interiores de duas maneiras: aplicando
o método de regiao de confianca ao problema de barreira logaritmica a fim de globalizar
sua solugao, ou aplicar o método de pontos interiores para resolver os subproblemas de
regido de confianga. A proposta apresentada seguiu a segunda estratégia: primeiramente,
a técnica de regiao de confianca de Byrd-Omojokun é aplicada para decompor o problema
de regiao de confianga em dois subproblemas menores; em seguida, um método primal-
dual de pontos interiores é utilizado para resolver os dois subproblemas quadraticos. A
norma /., ¢ utilizada para definir a regiao de confianca de modo que todas as restri¢oes
dos subproblemas sao lineares. Uma funcao de mérito nao-diferenciavel é utilizada como
critério para aceitacao do passo, e correcoes de segunda ordem sao adotadas para evitar
o efeito Maratos. Os resultados numéricos indicaram que o método foi robusto para a
resolucao de problemas de FPO de dificil convergéncia, sendo capaz de resolver instancias
que o método primal-dual de pontos interiores puro e preditor-corretor falharam.

Em TORRES (2011) um algoritmo de regiao de confianga com fungées de complemen-
taridade foi utilizado para resolver o problema de FPO. Nesta abordagem, as condi¢oes
necessarias de otimalidade sao aplicadas ao PNL, sendo que as equacoes relacionadas
a complementaridade sao substituidas por func¢oes de complementaridade nao-linear, de

modo similar ao trabalho de TORRES & QUINTANA (1999). O sistema de equagoes
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nao-lineares é, entdo, convertido em um problema de otimizacao irrestrito de minimos
quadrados, que é resolvido através de um método de regiao de confianca para otimiza-
cao irrestrita. O método dogleg de Powell foi utilizado para resolver cada subproblema
de regiao de confianga devido ao seu baixo custo computacional. Testes computacionais
com trés tipos de fungoes de complementaridade foram conduzidos para verificar as suas
influéncias no desempenho do método. Também foram testadas quatro formas de iniciali-
zagao: a solucao de um fluxo de carga, ponto médio entre os limites inferiores e superiores
das variaveis, flat start e solugao aleatéria dentro dos limites. No caso de solugoes ale-
atorias, foram testadas 50 solugbes iniciais, sendo que o método proposto foi capaz de
convergir em todos os casos, mostrando a robustez do método de regiao de confianca. Em
contrapartida, o método primal-dual de pontos interiores falhou em 6 das 50 inicializagoes
aleatorias para o sistema IEEE de 300 barras.

O método da funcao Lagrangiana barreira modificada foi aplicado por SOUSA ET AL.
(2012) para a resolu¢ao do problema de FPOR. Nesta abordagem, as restri¢des de de-
sigualdade sao tratadas pelo método da funcao barreira modificada. De acordo com
os autores, a fungao barreira modificada tem uma propriedade de convergéncia finita, de
modo que a fronteira do conjunto factivel pode ser atingida na solu¢ao 6tima. Além disso,
o parametro de barreira nao precisa ser reduzido para zero a fim de atingir a solugdo, o
que melhora o condicionamento da matriz Hessiana. A fim de realizar uma analise compa-
rativa, o condicionamento numérico da matriz Hessiana é calculado tanto para o método
da fungado barreira modificada quanto para o método de pontos interiores tradicional. Os
resultados numéricos obtidos mostraram que a abordagem da funcao barreira modificada
é atrativa em termos de tempo computacional, niimero de iteragoes e condicionamento
numeérico quando comparada ao método de pontos interiores.

Em Lavagr & Low (2012) foi mostrado que apesar do problema de FPO ser NP-
dificil, é possivel obter um algoritmo de tempo polinomial para encontrar a solugao 6tima
global para uma ampla classe de sistemas de poténcia, explorando as propriedades fisicas
dos sistemas elétricos. Para tanto, propuseram a resolu¢ao do dual de uma forma equi-
valente do problema de FPO, ao invés de resolvé-lo diretamente. Este problema dual é
um problema de PSD convexo, que pode ser resolvido em tempo polinomial. Entretanto,
o valor 6timo do problema dual é apenas um limitante inferior para o valor 6timo do
problema de FPO original, podendo existir um gap de dualidade. Uma solucao étima
global do problema de FPO pode ser recuperada a partir da solugao dual se o gap de
dualidade for nulo. Neste sentido, os autores investigam condi¢bes necessarias e sufici-
entes para a ocorréncia do gap nulo. Tais condig¢oes se verificam para sistemas-teste do
IEEE frequentemente utilizados na literatura, desde que valores pequenos de resisténcia
sejam adicionados aos transformadores que originalmente possuem resisténcia nula. Os
autores apontaram que algoritmos de busca local ainda possuem convergéncia mais rapida

que algoritmos para PSD. Entretanto, a formulacao via PSD pode ser 1til para resolver
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problemas de FPO em que é necessario determinar uma solucao 6tima global.

No trabalho de MOLZAHN ET AL. (2013) alguns avangos de modelagem e algorit-
micos para a utilizacdo de PSD em problemas de FPO de grande porte foram propostos.
Uma relaxagao via PSD para o problema de FPO foi apresentada, a qual permite a inclu-
sao de miultiplos geradores em uma mesma barra e linhas paralelas. Os autores apontaram
que o avanco das técnicas de decomposicao de grandes matrizes, que frequentemente es-
tao restritas a serem semidefinidas positivas na PSD, em véarias matrizes menores tornou
a resolucao de problemas de FPO via PSD para sistemas maiores computacionalmente
tratavel. Trés avancos em técnicas de decomposicao foram apresentados: um algoritmo
de combinacao de matrizes para reducao do tempo de processamento, uma modificacao
em uma técnica de decomposicao ja existente de modo a estender sua aplicabilidade a
redes elétricas gerais, e um método para obtencao do perfil 6timo de tensao a partir da
solugao de um problema de PSD decomposto.

Em SimoNI & TORRES (2014), um método de regiao de confianga para resolugao de
problemas de FPO foi desenvolvido, visando reduzir o esfor¢co computacional do algoritmo
de SOUSA ET AL. (2011). O algoritmo proposto emprega uma abordagem de programa-
cao quadratica sequencial ¢; (S¢;QP), no lugar da técnica de Byrd-Omojokun. Assim, ao
invés de resolver dois subproblemas quadraticos por iteracao, na abordagem S¢;QP um
unico problema quadratico de dimensao maior ¢ resolvido. Para atingir este proposito,
uma penalidade exata na norma ¢y, relacionada as restri¢oes linearizadas do problema,
é introduzida na funcao objetivo do problema de regiao de confianga, tornando-a nao-
diferenciavel. Esta dificuldade é contornada por meio de uma mudanca de variavel e a
introducao de duas variaveis auxiliares, de modo que se obtém um problema de progra-
macao quadratica, que é resolvido através de um método primal-dual de pontos interiores.
Os resultados mostraram que a abordagem ¢é mais robusta que o método primal-dual de
pontos interiores para PNL e apresenta menor tempo computacional em relagdo a técnica
de Byrd-Omojokun.

No trabalho de ALMEIDA & KOCHOLIK (2016), uma nova abordagem para resolugao
de problemas de FPO baseada nas condigoes de otimalidade de Fritz-John foi apresentada.
A maioria da abordagens para problemas de FPO que se baseiam nas condigdes de oti-
malidade do problema de otimizacao utilizam as condi¢oes de KKT. Contudo, quando os
gradientes das restrigoes do problema sdo (quase) linearmente dependentes, as condi¢oes
de KKT podem nao ser as mais adequadas, uma vez que diversos algoritmos ficam sujeitos
a problemas de mal-condicionamento. Considerando este aspecto, os autores propuseram
a utilizacao das condigoes necessarias de otimalidade de Fritz-John como alternativa, uma
vez que esta é valida quando os gradientes do problema sao linearmente dependentes. A
fim de obter um algoritmo apropriado, os autores primeiramente utilizaram uma funcao
barreira logaritmica para tratar as variaveis de folga adicionadas as restri¢oes de desigual-

dade. Em seguida, escreveram as condicoes necessarias de Fritz-John para o problema de
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barreira obtido. Entretanto, a aplicacao direta das condi¢oes de Fritz-John ao problema
de barreira conduz a um sistema nao-linear em que hé uma incégnita a mais que o nimero
de equacoes. A fim de contornar este problema, adiciona-se uma equacao de normaliza-
¢ao extra ao sistema, envolvendo os multiplicadores de Lagrange. O sistema nao-linear ¢,
entao, resolvido pelo método de Newton, de modo similar ao método de pontos interiores.
Os resultados numéricos obtidos indicaram que a abordagem baseada nas condigdes de
Fritz-John tem desempenho similar a baseada nas condigoes de KKT, sendo capaz de
resolver alguns casos criticos nos quais o método primal-dual de pontos interiores puro
falhou.

Em SAMPATH ET AL. (2018), uma abordagem de regidao de confianca baseada em
PLS para resolucao de problemas de FPO foi apresentada. Nesta abordagem, um modelo
linear da funcao objetivo e restrigdes é construido a cada iteragao, seguido da adicao
de uma regiao de confianca para controle da validade do modelo linear. Entretanto, a
utilizacao das linearizagoes e adi¢ao da regiao de confianga pode ocasionar a infactibilidade
do modelo linear. Nas situacoes em que o modelo linearizado é infactivel, o algoritmo
proposto entra em uma fase de restauragdo, na qual as restri¢goes nao-lineares originais
sao utilizadas para determinar um ponto factivel, através de um subproblema de PNL.
As condigoes necessarias de otimalidade de KKT sao utilizadas como critério de parada.
O algoritmo proposto foi comparado com os solvers KNITRO e IPOPT em sistemas de
até 3012 barras, tendo desempenho favoravel nos casos de maior porte. A tolerancia de
convergéncia inicialmente utilizada pelos autores foi de 1072. Na andlise de sensibilidade &
essa tolerancia, observa-se que ao utilizar uma tolerancia de 1072, o ntimero de iteracoes e
tempo computacional do método aumentam de 2 a 7 vezes. Apesar dos autores indicarem
que as tolerancias originais sao boas o bastante para alcancar uma solugao, este fato pode
indicar uma possivel limitacao da utilizacao de modelos lineares em métodos de regiao de

confianca.

2.3.1 Variaveis discretas no problema de FPO

Algumas dificuldades associadas a resolucao de problemas de FPO, visando sua apli-
cagao na operagao real de sistemas elétricos, foram apresentadas no trabalho de TINNEY
ET AL. (1988). Trés deficiéncias principais sao apontadas: os equivalentes utilizados na
resolugao de problemas de FPO podem causar grandes erros nas solugoes do problema;
os métodos para tratamento das variaveis discretas em algoritmos de FPO produzem so-
lugoes com custos significativamente maiores do que as solugoes 6timas continuas; e o
numero de ac¢oes de controle usadas na resolugdo de problemas de FPO frequentemente
¢ muito grande para ser executada em sistemas reais. Destacam ainda que, apesar de
reduzirem a precisao e utilidade das aplicagoes de FPO, estas questoes receberam pouca

atencao porque diversos aspectos fundamentais do problema de FPO foram ignorados.
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Estas deficiéncias sdo especialmente importantes em problemas de FPO que utilizam fun-
¢oOes objetivo nao-separaveis. No que diz respeito as variaveis de controle discretas em um
FPO, os autores apontaram que, ainda que o procedimento para discretizacao resulte em
solugoes subdtimas, ao menos deve-se garantir que a solugao discreta obtida seja factivel.
Deixar que os ajustes de controles discretos sejam realizados a critério do usuario é quase
sempre insatisfatério, pois os ajustes executados podem facilmente causar a violagdo das
restri¢oes de desigualdade, que nao podem ser corrigidas completamente apenas com o
ajuste das variaveis continuas.

Em Liu ET AL. (1992) um método de penalidade foi apresentado para o ajuste das
variaveis discretas relacionadas a bancos de capacitores e reatores shunt, evitando assim
procedimentos de busca combinatérios que podem ser lentos para a aplicacdo em tempo
real, devido a tendéncia de aumento exponencial da complexidade computacional com o
numero de variaveis discretas. Os autores ainda indicam que o procedimento de arre-
dondamento comumente utilizado para determinar os valores para as variaveis discretas
fornecem solugoes aceitaveis desde que os passos discretos sejam suficientemente peque-
nos, como ocorre com os taps de transformadores em-fase e angulos de transformadores
defasadores. Entretanto, capacitores e reatores shunt com tamanhos de passos maiores
podem ter um grande impacto no processo de otimizacao. Na abordagem proposta, as
variaveis discretas sdo tratadas através de uma funcao penalidade, que é acrescentada a
funcao objetivo por meio de um parametro de penalidade. Uma funcao Lagrangiana é
associada ao problema de FPO penalizado, por meio de multiplicadores de Lagrange. As
condigoes necessarias de otimalidade sao aplicadas, e as direcoes de busca sao calcula-
das pelo método de Newton considerando todas as varidveis continuas. A fim de evitar
nao-convexidades, a funcao penalidade aplicada consiste em uma aproximagao linear da
funcao penalidade quadratica, a qual é atualizada ao longo do processo iterativo para
preservar a natureza quadratica da penalidade utilizada para discretizacao. Como a fun-
¢ado penalidade é linear, ela altera apenas o vetor gradiente da funcao Lagrangiana, sem
alterar a matriz Hessiana. A medida em que uma varidvel discreta se aproxima de um
valor discreto permitido, esta se torna fixa. O algoritmo converge quando as restri¢coes do
problema forem satisfeitas e as variaveis de controle discretas assumirem valores discre-
tos. Os autores enfatizam que o sucesso do método depende do desenvolvimento de uma
estratégia para determinar quando e como aplicar a funcao penalidade.

Diversas metaheuristicas para a resolucao de problemas de FPO com variaveis con-
tinuas e discretas também foram propostas na literatura. Um exemplo é o algoritmo
genético aperfeicoado proposto por BAKIRTZIS ET AL. (2002). Nesta abordagem, um
conjunto aleatério de candidatas & solugoes para o problema é gerado (populagao inicial),
de modo que as variaveis de controle atendam aos limites minimos e maximos se forem
continuas e assumam valores discretos caso sejam discretas. Os pontos da populagao ini-

cial, entretanto, nao precisam atender as demais restri¢goes do problema de FPO, as quais
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sao incluidas em uma funcao de aptidao através de penalidades. O objetivo da funcao
de aptidao é avaliar a qualidade de cada solugao candidata. As operacoes de selecao,
cruzamento e mutacao tipicas de algoritmos genéticos estao incluidas no algoritmo, sendo
que os individuos mais aptos possuem maior probabilidade de cruzamento. Operadores
concebidos especificamente para o problema de FPO sao incorporados ao algoritmo, o que
permite a resolucdo de problemas de maior dimensao. Os autores obtiveram resultados
numéricos para sistemas de até 242 barras e 500 variaveis de controle, mostrando que os
operadores especificos permitiram uma melhora de desempenho. Destaca-se, porém, que
por sua natureza estocastica, a solugao obtida nao possui garantias de otimalidade. Outra
desvantagem ¢ que o tempo computacional e a qualidade das solugoes tende a se deteriorar
com o aumento da dimensao do problema de FPO, de modo que a aplicabilidade destes
algoritmos a problemas com varias centenas de barras ainda precisa ser avaliada.

Uma abordagem que combina o método primal-dual de pontos interiores e fungoes
penalidade foi desenvolvida no trabalho de L1u ET AL. (2002), para a resolugao de pro-
blemas de FPO com variaveis continuas e discretas. A funcao penalidade desenvolvida
¢ definida por partes, em uma vizinhanca de cada valor discreto, de modo que o vértice
de cada quadrética coincide com os valores discretos, chamados de centros de vizinhanca.
Por ser definida desta forma, a funcao penalidade proposta é nao-diferenciavel no ponto
médio entre dois valores discretos consecutivos. Uma funcao Lagrangiana é associada ao
problema com penalidade, e as condigoes necessarias de primeira ordem sao aplicadas,
originando um sistema nao-linear. As direcoes de busca que permitem a atualizacdo das
variaveis sao calculadas através do método de Newton. A penalidade associada as varia-
veis discretas ¢ introduzida quando o valor do gap de complementaridade é menor que
uma tolerancia preestabelecida. Quando as mudancas nas varidveis discretas entre duas
iteragoes consecutivas é menor que uma fracdo do passo discreto, a introducao da pena-
lidade pode ajudar a prevenir a variacao frequente dos centros de vizinhanca. Durante
o processo de otimizacao, as restricoes de desigualdade devem ser satisfeitas antes da
aplicagao da penalidade discreta, isto é, o valor da penalidade deve ser nulo sempre que
os limites inferiores ou superiores das variaveis discretas sao violados. Nestas situacoes,
cabe a funcao barreira forcar as variaveis a retornarem a suas devidas regioes factiveis.
Os autores apontaram que a introducdo da penalidade deve ser feita de maneira criteri-
osa: se for usada antecipadamente a perturbacao na funcao objetivo pode levar a solugoes
nao 6timas; por outro lado, se for usada quando o método ja convergiu para a solucao
continua, o processo iterativo é afetado e mais iteragoes sao necessarias para atingir uma
solucao discreta. Testes realizados com sistemas elétricos de até 538 barras mostraram
que a abordagem obtém solugoes de boa qualidade em um tempo computacional aceitavel.

Em ADIBI ET AL. (2003) o método da fungio Lagrangiana aumentada barreira modi-
ficada foi aplicado na resolucao de problemas de FPO em que os taps dos transformadores

sao considerados variaveis discretas. A principio, a natureza discreta dos taps é ignorada
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e a relaxacao continua do problema de FPO é resolvida. Na abordagem proposta, as
restrigoes de desigualdade do problema original sao transformadas por meio da fungao
barreira modificada, e as restrigoes transformadas sao incorporadas a fun¢do Lagrangiana
por meio de multiplicadores de Lagrange e um parametro de barreira-penalidade. As
restrigoes de igualdade sao incorporadas a funcao Lagrangiana por meio de multiplica-
dores de Lagrange e por termos de penalidade, resultando em uma funcao Lagrangiana
aumentada. Uma iteragdo do método proposto consiste na minimiza¢ao da fungdo La-
grangiana aumentada barreira modificada com multiplicadores de Lagrange e parametro
de barreira-penalidade fixos, utilizando o método de Newton. Apds a convergéncia do
método de Newton, um novo ponto é obtido e as variaveis duais sao atualizadas por meio
de uma férmula explicita, de modo semelhante aos métodos de Lagrangiana aumentada
tradicionais. Se o critério de parada nao for satisfeito, a funcdo Lagrangiana aumentada
barreira modificada é minimizada novamente. Os autores apontaram que nao é neces-
sario aumentar o parametro de barreira-penalidade para obter a convergéncia, de modo
que os problemas de mal-condicionamento sao evitados. Nos passos finais do algoritmo,
os valores continuos de taps sao arredondados para seus valores discretos mais proximos,
e o problema de FPO ¢ resolvido novamente com os taps fixos a fim de atualizar as de-
mais variaveis. Resultados numéricos com um sistema elétrico de 160 barras mostraram
a viabilidade da abordagem.

Uma técnica de programacao evolutiva aperfeicoada hibrida foi proposta no traba-
lho de YAN ET AL. (2004) para a resolugao de problemas de FPOR. Esta metaheuristica
foi combinada ao método primal-dual de pontos interiores de modo a obter um método
hibrido mais eficiente. Inicialmente, o método de pontos interiores é utilizado para obter
uma solugao 6tima continua para o problema de FPO, cujas variaveis discretas sao poste-
riormente arredondadas. Esta solucao arrendondada é, entdo, introduzida na populacao
inicial do método de programagao evolutiva, de modo a acelerar o processo evolutivo. Na
populacao inicial, todos os individuos sao gerados aleatoriamente, com excecao do indivi-
duo obtido a partir do método de pontos interiores. O principal motivo para a utilizacao
deste individuo particular é que ele normalmente estd mais proximo de solugoes 6timas
do que aqueles gerados aleatoriamente, mesmo apés o procedimento de arrendondamento.
Melhorias foram propostas para a metaheuristica de modo a incorporar praticas comuns
na operacao de sistemas elétricos e reduzir o niimero de operagoes aleatorias de mutacao,
a0 mesmo tempo em que se preservam as caracteristicas estocasticas e de busca global
do algoritmo de programacao evolutiva. Resultados numéricos com sistemas de 118 e 161
barras mostraram que a técnica proposta ¢ mais rapida que o método de programacao
evolutiva convencional.

Um método de pontos interiores com planos de corte foi apresentado no trabalho
de DING ET AL. (2004) para a resolugao de problemas de FPO com varidveis de controle

discretas. No modelo apresentado, as variaveis discretas do problema sao os taps dos
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transformadores em-fase. Na abordagem proposta, sucessivas linearizagoes do problema
de FPO sao resolvidas. Nos métodos de planos de corte tradicionais, os problemas de
PL sao resolvidos pelo método simplex, enquanto que no método apresentado eles sao
resolvidos por um método de pontos interiores. Inicialmente, uma solugao para o problema
de FPO ¢ calculada considerando os taps fixos. Em seguida, o problema de FPO é
linearizado na vizinhanca da solu¢ao obtida, dando origem a um problema de PL. Se
o problema de PL for infactivel, o algoritmo é finalizado pois o problema de FPO é
infactivel. Caso contrario, o problema de PL é resolvido pelo método de pontos interiores.
Cortes podem ser acrescentados iterativamente ao problema de PL até que uma solucao
com variaveis discretas seja obtida. Quando isto ocorre, o problema de FPO é novamente
resolvido com as variaveis discretas obtidas fixas, e o processo é repetido até que o critério
de parada baseado na diferenga da fungao objetivo entre duas solugdes consecutivas seja
atendido. Os autores ainda apresentaram detalhes dos procedimentos utilizados para
gerar os planos de corte sem utilizar o tableau do método simplex, como identificar uma
base para o método de pontos interiores com planos de corte e como gerar planos de corte
no contexto do método de pontos interiores se o problema for inteiro misto. Resultados
numeéricos obtidos para sistemas elétricos com até 300 barras mostraram que a abordagem
proposta é mais rapida do que os métodos de planos de corte que utilizam o método
simplex na resolucao dos problemas linearizados.

Em LIN ET AL. (2004) um algoritmo baseado na teoria de otimizac¢do ordinal foi
apresentado para a resolucao do problema de FPO com variaveis de controle discretas. O
objetivo desta proposta é reduzir o niimero de soluc¢oes candidatas a serem verificadas no
espaco composto por todas as variaveis discretas e obter uma solucao de boa qualidade
com alta probabilidade, a qual ndo é necessariamente a solugao 6tima. O algoritmo é
baseado em um procedimento de busca dividido em trés etapas. Na primeira etapa, o
problema de FPO é relaxado e uma solug¢ao continua é obtida. Assim, determina-se um
conjunto de solugoes candidatas composto por todas as possiveis combinacoes de arren-
dondamento de cada variavel discreta para os valores discretos inferior e superior mais
proximos. Em seguida, uma heuristica baseada no teorema da sensibilidade, é utilizada
para fixar o valor de algumas variaveis discretas, reduzindo o niimero de combinacoes, e
obtém-se um novo subconjunto de solucoes candidatas representativas do espaco de busca
discreto. O ntimero de varidveis a serem fixadas depende do ntimero de solugdes candida-
tas desejadas no novo subconjunto. Na segunda etapa, um modelo simplificado é utilizado
para estimar o desvio na funcao objetivo em relacao a solugao 6tima continua, para cada
elemento do conjunto representativo obtido no primeiro passo. As solugoes candidatas
sao ordenadas da menor para a maior sensibilidade em relacao ao valor 6timo do caso
continuo. As melhores solugdes de acordo com essa ordenacao — isto é, com menor sensi-
bilidade em relagao ao valor 6timo da relaxacao continua — formam um novo subconjunto,

composto pelas solugoes realmente boas com alta probabilidade. Na terceira etapa, um
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modelo quadratico para o problema de FPO, similar ao utilizado em métodos de PQS,
é utilizado para calcular uma solucao aproximada para cada valor discreto do ultimo
subconjunto determinado. Cada solucao aproximada é, entao, avaliada de acordo com a
funcao objetivo, o que permite ordenar o tltimo subconjunto determinado. Finalmente,
o problema de FPO é resolvido de maneira exata para as solugoes mais promissoras de
acordo com o modelo quadratico. Foram realizados testes com sistemas de 118 e 244
barras, obtendo-se solugoes satisfatorias. A desvantagem desta proposta é que a solugao
obtida nao é uma solucao 6tima, sendo apenas uma solu¢ao de boa qualidade com alta
probabilidade dentre aquelas que podem ser obtidas combinando as solugoes obtidas por
arredondamento das variaveis na solug¢ao do problema continuo.

Uma comparacao entre duas metaheuristicas e dois métodos de otimizagao classica
na resolucao de problemas de FPO com variaveis continuas e discretas foi realizada no
trabalho de BISKAS ET AL. (2006). As metaheuristicas escolhidas para comparagao foram
um algoritmo genético aperfeicoado e um algoritmo PSO. O algoritmo de Lagrangiana
aumentada projetada implementada no solver MINOS e o método de gradiente reduzido
generalizado do solver CONOPT foram os métodos classicos utilizados. A solugao dis-
creta pelos métodos deterministicos é computada através do arredondamento na solugao
6tima da relaxacdo continua e, em seguida, o problema é resolvido novamente com os
valores discretos fixados. O algoritmo genético aperfeicoado possui as operagoes de sele-
¢ao, cruzamento e mutagao comuns em algoritmos genéticos, além de outros operadores
avancados e especificos para o problema de FPO discreto, conforme em BAKIRTZIS ET AL.
(2002). Quanto ao PSO, apesar de seu desempenho satisfatorio nas iteragoes iniciais, o
processo evolutivo tende a estagnar nas iteragoes finais do algoritmo. Visando superar
esta dificuldade, os autores propuseram um PSO Dissipativo, o qual introduz um elemento
de caos adicional na velocidade e localizacao das particulas, permitindo que o mesmo te-
nha melhor desempenho que o PSO classico. No PSO Dissipativo, a posi¢ao e velocidade
para as variaveis de controle discretas sao tratadas utilizando valores discretos, sendo
arredondados para o valor discreto mais proximo quando necessario. Testes numeéricos
foram realizados utilizando os sistemas elétricos IEEE 24 barras e IEEE 118 barras, além
de sistemas maiores de até 708 barras, obtidos pela replicacdo dos dois primeiros. Os
resultados mostraram que as metaheuristicas possuem comportamento satisfatério para
sistemas de menor porte, mas tém a robustez reduzida em sistemas de maior porte, o que
é evidenciado pelo aumento no tempo de processamento e diminui¢ao da qualidade das
solugoes obtidas.

Em AvRAsHIDI & Er-HAwARry (2007) um algoritmo PSO Hibrido (HPSO) foi
apresentado para a resolucao de problemas de FPO com variaveis continuas e discretas.
As variaveis discretas consideradas foram os taps dos transformadores e a injecdo de
poténcia reativa devido a bancos de capacitores. O método utiliza o PSO para a alocacao

6tima das variaveis de controle enquanto o algoritmo de Newton-Raphson minimiza os
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mismatches de poténcia ativa e reativa. Os autores ainda propuseram um mecanismo para
tratamento das restrigoes de desigualdade que preserva apenas solugoes factiveis e explora
o elemento de memoria presente em algoritmos de PSO, de modo que o atendimento das
restrigoes é enfatizado sem a necessidade de utilizacao de fatores de penalidade ou aumento
da funcao objetivo. A populacao ¢ inicializada aleatoriamente, de modo que as variaveis
continuas estejam dentro dos limites preestabelecidos. O arredondamento é utilizado
de modo a garantir a factibilidade das varidveis discretas, tanto durante a inicializagao
quanto durante o processo iterativo. Experimentos numéricos foram conduzidos utilizando
o sistema IEEE de 30 barras, visando a minimizacao do custo de geracdo, emissao de
poluentes e perdas de poténcia ativa. Os autores observaram que o desempenho do método
é altamente dependente da escolha adequada dos parametros e das caracteristicas da
funcao objetivo.

Um algoritmo de evolugao diferencial foi proposto no trabalho de VARADARAJAN
& SwARUP (2008), para a resolucao de problemas de FPOR. As varidveis discretas
estao associadas aos taps dos transformadores em-fase e a injecdo de poténcia reativa por
elementos shunt, e o objetivo ¢ a minimizacao das perdas de poténcia ativa. Na abordagem
proposta, as restri¢coes de desigualdade sao tratadas por um esquema de penalizacdo sem
parametros. Solucoes factiveis ndo sao penalizadas, enquanto que solugoes infactiveis sdo
penalizadas de acordo com o valor da funcao objetivo na pior solucao factivel da populagao
somada ao valor de suas respectivas violagoes. Este procedimento possui a vantagem de
que nao é necessario determinar um parametro de penalidade adequado, além de nao
exigir a avaliacao da fungao objetivo para os individuos infactiveis. O algoritmo proposto
incorpora o método de Newton-Raphson a fim de garantir o atendimento das equagoes
de balanco de poténcia para cada individuo da populagao. Durante a etapa de selecao:
qualquer solucao factivel é preferivel a qualquer solugao infactivel; entre duas solucoes
factiveis, aquela com melhor valor na funcdo objetivo é priorizada; entre duas solugoes
infactiveis, aquela com menor violacdo das restrigoes é preferivel. As variaveis discretas
sao arredondadas para os valores discretos mais proximos ao longo do processo iterativo.
Resultados numéricos com sistemas elétricos de até 118 barras verificaram a viabilidade
da proposta.

Em Liu ET AL. (2009) foi proposto um método de pontos interiores com planos
de corte aperfeicoado para a resolucdo do problema de FPO com variaveis continuas e
discretas, semelhante ao desenvolvido em DING ET AL. (2004). Inicialmente, uma solucao
continua para o problema de FPO é calculada. Em seguida, o problema é linearizado nesta
solucao. O problema de PL é resolvido através de um método de pontos interiores e, caso
na solugao obtida as variaveis discretas nao assumam valores discretos, planos de corte
de Gomory sao gerados e o problema é resolvido novamente. Um aspecto crucial desta
abordagem ¢ a determinagdo da base 6tima, que ¢é utilizada para a geracao dos planos

de corte. Entretanto, falhas podem ocorrer na geracao dos planos de corte se o método
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de pontos interiores convergir para uma solucao degenerada ou para uma solucao que é
combinacao convexa de vértices 6timos, no caso de existirem multiplas solu¢oes. Tendo
esta dificuldade em vista, os autores apresentaram um novo método para identificacao
da base 6tima que supera as dificuldades causadas por miltiplas solugoes. Os resultados
obtidos para sistemas elétricos IEEE de 5, 14, 24, 30, 57, 118 e 300 barras mostraram que
a abordagem é robusta e fornece solugoes em tempo computacional aceitavel.

Uma proposta de técnica de arredondamento foi apresentada no trabalho de MACFIE
ET AL. (2010), visando a obtencao de boas solugbes para o problema de FPO com variaveis
continuas e discretas de grande porte. As varidveis discretas consideradas foram os shunts
de bancos de capacitores e reatores. Duas abordagens para tratamento das variaveis
discretas foram apresentadas. A primeira delas é uma técnica probabilistica que fixa
um subconjunto das variaveis discretas no valor discreto mais proximo a cada iteracao.
A probabilidade de fixar uma variavel discreta depende da proximidade entre o valor
da variavel ao resolver a relaxacao continua e o valor discreto permitido mais préximo.
Quando o valor continuo da varidvel discreta estd proximo a um valor discreto, ha uma
probabilidade maior de fixa-la; por outro lado, se o valor continuo estiver mais préximo
ao ponto intermediario entre dois valores discretos consecutivos, a chance de fixacao da
variavel é baixa. A segunda abordagem é uma técnica de limitante adaptativo, na qual
a variavel discreta é fixada se seu valor obtido ao resolver a relaxacao continua estiver
a uma distancia especificada do discreto mais préximo. Conforme o processo iterativo
avanga, este valor, expresso como uma porcentagem do passo discreto, é aumentado para
garantir a discretizagdo de todos os controles discretos. FEm ambas técnicas, cada vez que
um subconjunto de variaveis discretas é fixado o problema continuo é resolvido novamente
e a técnica reaplicada a fim de fixar outras variaveis. Resultados obtidos para sistemas
elétricos de até 3587 barras mostraram que a abordagem probabilistica permite a obtengao
de solugoes melhores que as obtidas por arredondamento comum ou pela abordagem de
limitante adaptativo. A técnica também se mostrou capaz de calcular solugoes de boa
qualidade para sistemas de grande porte, para os quais um método do tipo branch-and-
bound para PNL nao foi capaz de obter solucao.

Um algoritmo do tipo branch-and-bound para PNL foi proposto no trabalho de
ESTEVAM ET AL. (2010), a fim de resolver o problema de planejamento e despacho de
reativos em um sistema elétrico. O problema de PNLIM é relaxado, e o problema de
cada n6 da arvore branch-and-bound é resolvido através de um método primal-dual de
pontos interiores para PNL. Tendo em vista as caracteristicas nao-lineares e multimodais
do problema, um critério de sondagem especial foi proposto para o algoritmo branch-and-
bound. Para tanto, os critérios de sondagem tradicionais foram redefinidos, adicionando-se
uma margem de seguranca ao valor da solugao incumbente, de modo que nem todos os nés
com valor da func¢ao objetivo maior que o valor incumbente sao sondados. O objetivo desta

mudanca é evitar que nés que contenham solugoes de minimo local causem a sondagem de
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nos que precisam ser explorados para atingir o 6timo global ou outra solu¢ao 6tima local
de melhor qualidade. Resultados numéricos para sistemas elétricos de até 300 barras,
com diferentes niveis de carga, mostraram que o método é robusto e fornece solugoes em
tempo computacional razoavel.

Trés abordagens baseadas em sensibilidade foram propostas em CAPITANESCU &
WEHENKEL (2010b) para o tratamento das varidveis discretas em problemas de FPO.
Na primeira delas, a relaxacao continua do problema de FPO é resolvida e, em seguida,
as sensibilidades da func¢ao objetivo e restricoes de desigualdade em relacao as variaveis
discretas sao calculadas utilizando as matrizes Jacobianas. Estas informagoes sao incorpo-
radas a um problema de programacao inteira-mista, o qual é resolvido por um algoritmo
branch-and-cut e cuja solucao fornece valores para as variaveis discretas do problema de
FPO. O problema de FPO é, entao, resolvido com valores fixos para as variaveis dis-
cretas, otimizando-se apenas nas variaveis continuas. Se a variagao no valor da funcao
objetivo em relacao ao valor da iteragao anterior for menor que uma tolerancia, a solugao
discreta nao pode ser melhorada significativamente e o algoritmo termina. Do contrario,
o valor das sensibilidades é calculado novamente e o procedimento é repetido. A segunda
abordagem ¢ similar a primeira, porém o problema de programacao linear inteira-mista
é substituido por um procedimento baseado em fun¢ao de mérito. Finalmente, a terceira
abordagem proposta utiliza o valor dos multiplicadores de Lagrange associados aos limi-
tes de controle das varidveis discretas. Tais multiplicadores sao calculados resolvendo um
problema de FPO modificado, no qual assume-se que as varidaveis de controle discretas
podem variar em um pequeno intervalo em torno dos valores discretos da solucao atual.
Os resultados obtidos indicaram que a utilizacao da funcao de mérito para tratamento das
variaveis discretas foi mais adequada do ponto de vista de qualidade da funcao objetivo,
confiabilidade e tempo computacional, enquanto que a utilizacao dos multiplicadores de
Lagrange, apesar do apelo tedrico, nao foi adequada para o ajuste das variaveis discretas.

Nos trabalhos de SOLER ET AL. (2012, 2013), uma fungao penalidade para discreti-
zacao das variaveis de controle discretas em problemas de FPO foi apresentada. A ideia
desta abordagem ¢ resolver uma sequéncia de problemas de PNL, nos quais as variaveis
discretas sao representadas através de varidveis continuas e a funcdo objetivo é modifi-
cada pela adi¢ao da fungao penalidade, a qual penaliza as variaveis de controle discretas
quando estas nao assumem valores discretos. A funcao penalidade proposta tem forma
senoidal e, diferentemente de outras penalidades utilizadas até entao para resolver o pro-
blema de FPO, é diferenciavel. Esta propriedade de diferenciabilidade é fundamental
para a resolucao dos subproblemas penalizados através de métodos classicos de otimiza-
¢ao, especialmente para a convergéncia daqueles que se baseiam no calculo do gradiente.
A cada ciclo externo o parametro de penalidade é atualizado e um novo problema mo-
dificado ¢ resolvido, aproveitando a solucao da iteragao anterior como solucao inicial. O

processo termina quando todas as variaveis discretas assumirem valores discretos permiti-
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dos, dentro de uma tolerancia predeterminada. Os problemas penalizados sdo resolvidos
através de um método primal-dual de pontos interiores. Experimentos numéricos foram
realizados com os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 118 e 300 barras, e os resultados
obtidos comparados com os solvers comerciais DICOPT e BONMIN, desenvolvidos para
a resolucao de problemas de PNLIM, e com a técnica de arredondamento. Verificou-se
que a abordagem proposta foi eficiente para tratamento das varidveis discretas, obtendo
solucoes de boa qualidade para sistemas em que outros métodos falharam ou precisaram
de alto tempo de processamento para atingir a solugao 6tima.

Ainda na vertente das fungoes penalidade, MAZZINT & ASADA (2014) propuseram
a utilizagdo de uma func¢ao polinomial definida por partes e diferencidvel para a discreti-
zagao de varidaveis em um problema de FPO. Assim como no trabalho de SOLER ET AL.
(2013), apds a introdugao dos termos de penalidade, uma sequéncia de problemas de PNL
continuos é resolvida, para valores crescentes dos parametros de penalidade. Os autores
ainda propuseram uma estratégia para inicializacao dos parametros de penalidade com
base em informagoes do gradiente da funcdo objetivo. A ideia dessa estratégia de inici-
alizagao é garantir que no inicio do processo de otimizagao os parametros de penalidade
sejam pequenos o suficiente para garantir uma superficie de resposta unimodal, evitando
a parada prematura do método em valores discretos distantes do 6timo. Cada subpro-
blema de penalidade foi resolvido através de dois solvers para PNL: IPOPT e CONOPT.
Os resultados numéricos obtidos para os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e
300 barras foram comparados aos obtidos por arredondamento, mostrando que a penali-
dade polinomial tem bom desempenho na resolucao do problema de FPO com variaveis
continuas e discretas.

Em MAzzINI ET AL. (2018), o problema multiobjetivo de FPOR, visando a mi-
nimizacao das perdas de poténcia ativa e do nimero de agoes de controle foi resolvido.
Para tanto os autores aplicaram a abordagem de soma ponderada, a fim de transformar
o problema multiobjetivo em um conjunto de problemas mono-objetivo. As varidveis bi-
narias do modelo adotado sao tratadas como continuas, utilizando uma func¢ao sigmoidal
parametrizada. O parametro desta fungao ¢ atualizado a cada iteragdo, de modo a garan-
tir a convergéncia para os valores binarios. Uma heuristica para melhorar a velocidade
de convergéncia do algoritmo foi projetada, principalmente para as situagoes em que o
aumento do parametro da funcdo sigmoidal causa problemas de mal-condicionamento.
Experimentos numéricos foram realizados com os sistemas IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300
barras, mostrando que a combinacao do solver CONOPT com a funcao sigmoidal é van-
tajosa quando comparada aos solvers DICOPT e KNITRO para PNLIM, especialmente

para os sistemas elétricos de maior porte.
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Capitulo 3
Métodos de Otimizacao Restrita

Apesar de rudimentos de otimizacao existirem desde a antiguidade, foi somente com
a introducgao do céalculo diferencial, por Newton e Leibniz, que o corpo tedrico sobre oti-
mizacao pode comecar a se formar. Outro passo fundamental foi dado por Lagrange, ao
introduzir os multiplicadores de Lagrange, no estudo da estatica, quando buscava deter-
minar equagoes gerais de equilibrio para problemas com restrigdes (BussoTTi, 2003). Do
ponto de vista pratico, contudo, a aplicacao da otimizacao ainda era bastante limitada.
Esta situacao viria a mudar somente na década de 1940, com a invencao dos computa-
dores, os quais permitiram que uma ampla gama de problemas matematicos de origem
pratica pudessem ser resolvidos numericamente. Neste cenario, um marco historico foi o
desenvolvimento do método simplex para a resolucao de problemas de PL, por Dantzig,
em 1947. Os avancos tecnologicos bem como de variantes do método simplex levaram a
criacao das implementagoes modernas desse método, que sao capazes de resolver proble-
mas de grande porte de maneira extremamente eficiente.

Conforme apontado por WRIGHT (2005), por varios anos a teoria de otimizacao
linear se desenvolveu de maneira independente da teoria de otimizacao nao-linear, ainda
que a primeira possa ser vista como um tépico da tltima. Os anos 60 representam um
periodo fundamental para a otimizacao nao-linear, devido ao desenvolvimento de métodos
para otimizacao irrestrita. Consequentemente, neste periodo também comegcou a florescer
a ideia de converter problemas de PNL restritos em problemas irrestritos ou sequéncias de
subproblemas irrestritos. O livro de Fiacco & McCoRrMICK (1990), cuja primeira edigao
foi publicada em 1968 e ganhou o prémio de melhor trabalho da Operations Research So-
ciety of America, foi um dos pioneiros na exposi¢ao de detalhes tedricos e computacionais
dos métodos de barreira (pontos interiores) e penalidade (pontos exteriores) para PNL.
Entretanto, dificuldades numéricas relacionadas a problemas de mal-condicionamento fi-
zeram estes métodos serem abandonados, em especial os métodos de pontos interiores.
Métodos de Lagrangiana aumentada incorporaram func¢oes penalidade e, juntamente aos

métodos de PQS, se tornaram populares, sendo importantes até os dias atuais.
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Alguns anos mais tarde, KARMARKAR (1984) prop6s um método de pontos in-
teriores com transformacao projetiva para resolucao de problemas de PL, que possuia
complexidade computacional polinomial, causando grande entusiasmo entre os pesqui-
sadores da area. Dentre os motivos para este entusiasmo, pode-se destacar o fato de
que, apesar de seu excelente desempenho pratico, o método simplex possui complexidade
computacional exponencial, além de se alegar que o novo método era significativamente
mais rapido. Assim, os pesquisadores da area se depararam com um algoritmo de tempo
polinomial que tinha chances de competir com o método simplex, porém sem resultados
numéricos que confirmassem seu desempenho. A confirmagao somente veio com os expe-
rimentos computacionais do método dual-afim, uma variante do método de Karmarkar
aplicado ao problema dual, apresentados por ADLER ET AL. (1986), os quais mostraram
que o método era competitivo com o simplex, superando-o em diversos problemas. No
mesmo periodo, GILL ET AL. (1986) rapidamente reconheceram que o método de pontos
interiores projetivo de Karmarkar era equivalente ao método de barreira logaritmica de
Fracco & McCorMICK (1990) aplicado & PL, para uma escolha particular do pardmetro
de barreira (SHANNO, 2012; BixBY, 2012). Com este resultado, os trabalhos anteriores
sobre o método de barreira logaritmica foram retomados, e métodos de pontos interiores
para PNL tornaram-se um campo ativo de pesquisa (BENSON, 2001). A partir de entao,
métodos para PL e PNL passaram a ser vistos de uma maneira unificada.

Mais recentemente, visando superar os problemas de mal-condicionamento que po-
dem ocorrer ao utilizar a funcao barreira logaritmica, POLYAK (1992) apresentou a teoria
e método da funcao barreira modificada, a qual pode ser vista como uma Lagrangiana
aumentada interior. De acordo com o autor, esta funcdo combina as melhores proprieda-
des da funcao Lagrangiana classica e da funcao barreira logaritmica classica, ao mesmo
tempo em que ¢ livre da maioria de suas desvantagens. O método da funcao barreira
modificada foi, posteriormente, incorporado a uma metodologia mais geral, denominada
rescalamento nao-linear, através de uma sequéncia de trabalhos (POLYAK & TEBOULLE,
1997; POLYAK, 2002). GRIVA (2004) propds uma combinagao dos métodos primais-duais
de pontos interiores e de rescalamento nao-linear, no qual o método de rescalamento nao-
linear é utilizado no final do processo de otimizagao, quando o método de pontos interiores
falha em atingir a precisao desejada.

O objetivo deste capitulo é apresentar uma revisao de métodos de otimizagao que
sao utilizados na resolucao de problemas de PNL restritos, e embasam as metodologias
propostas neste trabalho. A conversao de problemas restritos em irrestritos por meio da
fungao Lagrangiana, bem como os métodos de penalidade, barreira e rescalamento nao-
linear, sao apresentados de maneira sucinta devido a sua importancia na resolucao de

problemas de otimizagao nao-linear, em particular problemas de FPO.
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3.1 Meétodo Dual-Lagrangiano

Para apresentar as ideias basicas do método dual-Lagrangiano, consideremos o se-
guinte problema de PNL, chamado problema primal:
(PP) min f(z)
sa. g(x)=0 i=1,..,m (3.1)
hij(z) <0 j=1,..,p
em que x € 2 C R™ com  um subconjunto aberto, f: R* - R, g : R"* - R™ (m <n) e
h : R™ — RP sdo funcoes de classe C? que constituem, respectivamente, a funcio objetivo,
restrigoes de igualdade e restri¢oes de desigualdade do problema.

A este problema, podemos associar a seguinte funcao Lagrangiana:
m p
Llx M) = Fla)+ 3 hgile) + Y mhy(a) (32)
i=1 j=1

em que A € R™ e m € RP sdo, respectivamente, os multiplicadores de Lagrange das
restri¢oes de igualdade e desigualdade.

Por meio da funcao Lagrangiana, pode-se definir o problema dual-Lagrangiano:

(PD) max d(\ )

(3.3)
sa. m; =20 g=1..p
em que d : R™ x R? — R ¢é denominada fun¢do dual-Lagrangiana e ¢ dada por:
dA\,m) =inf{L(x,\,7) | z € Q} (3.4)

Desta forma, a funcdo Lagrangiana ¢ obtida acomodando as restri¢goes na fungao ob-
jetivo pela introducao de variaveis duais ou multiplicadores de Lagrange, em um processo
denominado dualizagdo. Como o problema dual consiste na maximizagao do infimo da
fungao L(z, A\, ), ele também é conhecido como problema max-min (BAZARAA ET AL.,
2006).

Sob determinadas hipdteses, os problemas primal e dual possuem importantes rela-
¢oes matematicas, expressas através de diversos teoremas. Varios destes teoremas permi-
tem desenvolver metodologias de resolucao para problemas de otimizacao. Dentre eles, os
Teoremas de Dualidade Fraca e Forte, e o Teorema do Ponto de Sela estao entre os mais
conhecidos.

O Teorema de Dualidade Fraca indica que se (A, 7) é uma solugao factivel para
o problema dual (3.3), e  é uma solugao factivel para o problema primal (3.1), entao
d(\, m) < f(x). Isto é, uma solucao dual factivel permite obter um limitante inferior para
o valor da funcao objetivo em qualquer ponto primal factivel. Do Teorema da Dualidade
Fraca pode-se concluir que o valor 6timo do problema dual é menor ou igual ao valor
6timo primal. Se a desigualdade for estrita na solucao otima, diz-se que existe um gap
de dualidade. O Teorema da Dualidade Forte, por sua vez, mostra que sob determinadas

hipéteses de convexidade e qualificagdo de restrigoes, entdao o valor 6timo das funcoes
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objetivo dos problemas primal e dual sao iguais.
A seguir enuncia-se o Teorema do Ponto de Sela, o qual é de grande importancia

para a idealizagdo do método dual-Lagrangiano, conforme BAZARAA ET AL. (2006).

Teorema. (Teorema do Ponto de Sela) Uma solugdo (z*, \*,7%) com z* € Q e 7" > 0
é um ponto de sela da fun¢ao Lagrangiana L(xz, \, 1) = f(x) + g Nigi(z) + fj mihj(x),
isto é, - ~
Lz N\ ) < L(x", N\, 7") < L(x, ', 7%), para todo x € Q e todo (A, 7), com m > 0
(3.5)

se, e somente se,

1. L(z*, M, 7*) = min{L(xz, \*,7*) | z € Q},

3. mihi(x*) =0,j=1,...,p.

Além disso, (z*, \*,7*) é um ponto de sela se, e somente se, z* e (A\*,7*) sdo,
respectivamente, solu¢oes 6timas para os problemas primal e dual, com gap de dualidade
nulo, isto é, f(z*) = d(\*, 7).

O critério de ponto de sela também possui relagoes com as condigoes de KKT. De
fato, pode-se mostrar que, sob certas hipdéteses de convexidade, se x* é um ponto sa-
tisfazendo as condigdes de KKT, entao os multiplicadores de Lagrange correspondentes
também servem como multiplicadores de Lagrange no critério do ponto de sela. Inversa-
mente, os multiplicadores de Lagrange que satisfazem as condi¢oes do ponto de sela sao
os multiplicadores de Lagrange das condi¢oes de KKT (BAZARAA ET AL., 2006).

O Teorema do Ponto de Sela indica que se (x*, \*, 7*) satisfaz as condigoes de sela,
entdo x* minimiza L(x, \*,7*) em x, enquanto (A\*,7*) maximiza L(z*, A\, 7) em (A, 7).
Dessa forma, este resultado também sugere um procedimento numérico alternado para
a resolucdo de problemas de PNL, que é a base do método dual-Lagrangiano: dadas
estimativas para os multiplicadores de Lagrange, minimiza-se a func¢ao Lagrangiana em
relacao as variaveis primais; em seguida, utiliza-se a solugdo primal obtida para atualizar
os multiplicadores de Lagrange. Este processo ¢é repetido até que um critério de parada

seja verificado, e é apresentado no Algoritmo 1, conforme descrito em LAGE (2013).

Algoritmo 1 Método Dual-Lagrangiano

1: Dado o problema primal (3.1), construa a fungao Lagrangiana (3.2).
2: Faca k = 0.

Inicialize as variaveis primais z° € €, e duais \° € R™, 7 € RE.
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3: Resolva o seguinte problema Lagrangiano, utilizando um método de otimizagao irres-
trita, com A\* e 7% fixos, determinando o ponto x*+1:

min £(x, \*, 7%) = f(z) + i)\fgz(x) + Zp:ﬂfhj(a:)
i=1 Jj=1

z€Q

k+1 como solucdo.

4: Se zF*! satisfaz as condicdes de KKT, retorne x
Caso contrario va para o passo 5.
5: Atualize os multiplicadores de Lagrange aplicando uma heuristica, determinando \*+!
k41
e mhit,

Faca k = k + 1, e volte para o passo 3.

Um aspecto importante no algoritmo dual-Lagrangiano e que nao é apresentado
explicitamente no Algoritmo 1 é a atualizacao dos multiplicadores de Lagrange no passo 5.
Para 2% fixo, a funcdo Lagrangiana torna-se linear nas varidveis duais. Assim, qualquer
tentativa de maximizar essa funcao diretamente teria altas chances de fracasso, uma vez

que se qualquer restricio do problema for violada em z*

, 0 problema linear obtido é
ilimitado. Em vez disso, pode-se utilizar o algoritmo do gradiente para gerar a sequéncia

de correcoes para os multiplicadores, de acordo com a expressao:

(Aﬁ) - (Al;) +a (g(mkﬂ)) (36)

em que « é determinado através de uma busca unidimensional e s é expresso por:

hi (2, se % >0
5; = i) ’ (3.7)

max{0, h;(z"*)},  se ) =0

para j =1,...,p.

3.2 Meétodo de Newton-Lagrangiano

O método de Newton-Lagrangiano consiste na aplicacao do método de Newton para
sistemas de equagoes a fim de resolver o sistema nao-linear obtido ao se impor as condi¢oes
necessarias de otimalidade de primeira ordem & funcdo Lagrangiana. E especialmente
eficiente quando o conjunto ativo na solucao 6tima é conhecido. Por este motivo, apresenta
desempenho melhor para problemas apenas com restri¢coes de igualdade, uma vez que o
conjunto de desigualdades ativas frequentemente é desconhecido. Assim, no que segue,
o método de Newton-Lagrangiano é exposto considerando o seguinte problema de PNL

com apenas restrigoes de igualdade:

min f(z)

(3.8)
sa. g(x)=0 i=1,..,m
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A funcao Lagrangiana associada a este problema é expressa por:
L(z,A) = flz)+) Ngi(z) (3.9)
i=1

Aplicando-se as condi¢Oes necessarias de otimalidade a funcao Lagrangiana, tem-se

que:
{vrc(x, A) =0 (3.10)
VaL(z,A) =0
em que
V.L(z,\) = Vf(z)+ Jg(x)"A (3.11a)
VaL(z, \) = g(z) (3.11Db)

V f(x) denota o vetor gradiente de f calculado em z e Jg(z) é a matriz Jacobiana de ¢
calculada em =x.
O método de Newton resolve o sistema nao-linear (3.10) iterativamente, utilizando
uma aproximacao de Taylor de primeira ordem em torno de um ponto (z*, \¥):
VL L(xF \F) + V2 L(2%, NF)Axk + V2, L(xF, NF)ANE = 0
{V,\E(xk, M) + V3, L(x%, N AP + V3, L(2%, \F)ANE =0
Este sistema pode ser reescrito na seguinte forma matricial:
(Viwﬁ(xk,)\k) Jg(xk)T) (Aﬂ) o (vxﬁ(xk,m> (313
Jg(a®) 0 ANF VAL (xk, \F)

e é resolvido para obter as diregoes de busca (Az*, ANF), que permitem obter um novo

(3.12)

ponto como estimativa de solugao:

" = 2F 4+ Ak (3.14a)

AFFL — 2\ ANF (3.14b)

Nota-se que a matriz do sistema linear (3.13) é a matriz Hessiana da fun¢ao La-

grangiana, e possui uma estrutura dividida em quatro submatrizes: a matriz Hessiana da

fungdo Lagrangiana em relagdo as varidveis primais, V2_L, duas submatrizes envolvendo
a matriz Jacobiana das restrigoes, Jg, e uma submatriz de elementos nulos.

Uma solucao para o problema ¢ obtida quando as equagoes do sistema nao-linear

sao satisfeitas dentro da tolerancia determinada, o que equivale a dizer que os valores de

x e A\ satisfazem as condigoes de KKT para o problema original com a precisao desejada.

Sendo assim, o Algoritmo 2 apresenta um esbogo do método de Newton-Lagrangiano.

Algoritmo 2 Método de Newton-Lagrangiano

1: Dado o problema (3.8), construa a fungao Lagrangiana (3.9).
2: Faca k= 0.
Inicialize as varidveis primais 2° € Q, e duais \° € R™.

k

3: Se 2% e \F satisfazem as condicdes de KKT, retorne z*¥ como solucio.

Caso contrario, va para o passo 4.
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4: Resolva o sistema linear (3.13) e atualize as varidveis conforme (3.14).

Faca k = k + 1 e volte para o passo 3.

3.3 Método de Penalidade

Consideremos o problema de PNL representado em (3.1), o qual é apresentado
novamente a seguir para facilidade de exposicao:
min f(x)
sa. ¢g(x)=0 i=1,..,m (3.15)
hij(z) <0 j=1,..,p

Conforme apontado em BAZARAA ET AL. (2006), métodos de penalidade se ba-
seiam na ideia de transformar um problema restrito em um tnico problema irrestrito ou
em uma sequéncia de problemas irrestritos. Espera-se que, no limite, as solugoes para os
problemas irrestritos convirjam para a solugao 6tima do problema restrito. Os problemas
irrestritos envolvem uma func¢ao objetivo auxiliar, composta pela soma da fungao objetivo
original com termos de penalidade que medem a violacao das restri¢oes, e impoem um
custo aos pontos infactiveis. Os termos de penalidade sdo ponderados através de um ou
mais parametros de penalidade, que determinam a importancia das restricdes na funcao
auxiliarl. Através da mudanca apropriada destes pardmetros, uma sequéncia de proble-
mas é gerada, nos quais o efeito das restri¢oes se torna cada vez mais pronunciado (GRIVA
ET AL., 2009).

Como as fungoes penalidade normalmente estao definidas no exterior da regiao fac-
tivel, o processo iterativo do método de penalidade tipicamente ocorre através de uma
sequéncia de pontos infactiveis. Entretanto, o aumento gradual do parametro de pena-
lidade ao longo das iteracoes torna a penaliza¢ao mais severa, e forga os iterandos a se
aproximarem do conjunto vidvel, de modo que a solugao final seja factivel.

Uma fungao penalidade apropriada deve produzir uma penalizacao positiva para
pontos infactiveis e ndo penalizar pontos factiveis. Assim, se X for o conjunto factivel
para um problema de otimizacao, uma funcao penalidade para este problema é uma func¢ao

continua P : R” — R, com a propriedade de que:

P(x) =0, ser e X
(3.16)
P(x) >0,  caso contrario.
Em particular, para o caso do PNL com restri¢oes de igualdade e desigualdade em

(3.15), pode-se considerar uma funcao penalidade da forma:

P(e) = 3 6(aa)) + 30y (2) .17

[INeste texto, por simplicidade de exposi¢do, consideramos um tnico pardmetro de penalidade.
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em que ¢ : R — R e 1 : R — R sao fungdes continuas tais que:

y) =0 sey=0 e ¢y)>0 sey#0
Y(y) =0 sey<0 e P(y) >0 sey>0

Assim, a funcao ¢ penaliza as restrigoes de igualdade violadas, enquanto a fungao

(3.18)

1) penaliza as restrigoes de desigualdade violadas. Exemplos de func¢oes penalidade para

restri¢oes de igualdade e desigualdade sao, respectivamente:

o) =1lyl" e Py = (max{0,y})" (3.19)
em que r ¢ um inteiro positivo. Uma das penalidades mais discutidas na literatura ¢é a
quadratica, que pode ser obtida quando r = 2.

Uma vez determinada a funcao penalidade, pode-se construir a fungao auxiliar:

Az, w) = f(z) + wP(x) (3.20)
na qual w > 0 é o parametro de penalidade.

O método de penalidade tradicional consiste, portanto, em resolver uma sequéncia

de problemas de minimizagao irrestritos da forma:
meisrzl Az, ") = f(x) + W"P(2) (3.21)

para uma sequéncia crescente {w*} de parametros de penalidade positivos, tendendo ao
infinito.

k+

Suponha que 2! seja a solucdo de um problema de penalidade com pardmetro

k. Espera-se que, quando k — oo, entdo w*P(z**!) — 0, de modo que

de penalidade w
o produto w*P(z¥*1) pode ser utilizado como critério de parada para um procedimento
numérico. Caso w*P(xF*1) ndo seja menor que uma tolerdncia ¢ > 0 predeterminada,
o pardmetro wy ¢ atualizado por um fator > 1, e o problema de penalidade (3.21) é
resolvido novamente. Sob hipodteses apropriadas, pode-se provar que quando k — oo, a
sequéncia de minimos locais irrestritos da func¢ao auxiliar se aproxima de um minimo local
restrito z* do problema original (F1acco & McCORMICK, 1990). Assim, conforme apre-
sentado em BAZARAA ET AL. (2006), os passos do método de penalidade sdo delineados

no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Método de Penalidade
1: Dado o problema (3.15), construir a fun¢do penalidade (3.17).
2: Faca k= 0.

Inicialize as varidveis primais z° € 2 e o pardmetro de penalidade w® > 0.

Escolha um fator de atualizagdo de penalidade k > 1 e uma tolerancia € > 0.
3: Resolva o problema de penalidade (3.21) com w* fixo, determinando o ponto z**+?.
4: Se WP (xF1) < g, retorne 2! como solugdo.
Caso contrario, atualize o parametro de penalidade por w**! = kw” facak =k +1e

volte para o passo 3.
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Segundo GRIVA ET AL. (2009) é possivel garantir que, sob certas hipdteses, o mé-
todo de penalidade converge e que a sequéncia de minimizadores para os problemas de
penalidade define uma trajetéria continua. Nesta situagao, é possivel obter estimativas
dos multiplicadores de Lagrange na solucao 6tima. Por exemplo, considerando um pro-
blema com apenas restri¢oes de igualdade e utilizando a penalidade quadratica, a funcao

auxiliar ¢ dada por:
m

Alz,w) = f(@) +wd_ [g:(2)] (3.22)

i=1
Denotando por z(w) o minimo da fungao auxiliar em (3.22), entdo a condi¢ao ne-
cessaria de otimalidade de primeira ordem deve ser satisfeita, isto é:
Vo A(z(w), w) = V(z(w)) + 2w ) Vg(z(w))gi(z(w)) =0 (3.23)
i=1
Definindo \;(w) = 2wg;(x(w)), entdo a expressao anterior pode ser escrita como:

+Z>\ )WVgi(z(w)) =0 (3.24)

Se x(w) converge para uma solu(;ao otlma x* que é um ponto regular das restrigoes,
entdo A(w) converge para o vetor de multiplicadores de Lagrange 6timo \* associado a x*.
Assim, nota-se que apesar do método de penalidade funcionar minimizando apenas no
espaco primal, se determinadas hipdteses forem atendidas, as variaveis duais associadas
a solucgao 6tima podem ser recuperadas.

Uma das vantagens do método de penalidade é sua capacidade de resolver problemas
nao-convexos na presenca do gap de dualidade, o qual pode causar dificuldades para o
método Lagrangiano. Além disso, métodos de penalidade sdo mais convenientes para
problemas com restrigoes de igualdade, pois as fungdes penalidade para problemas com
restri¢oes de desigualdade geralmente nao possuem derivadas de segunda ordem continuas.
Por este motivo, os métodos de barreira da se¢ao a seguir sao preferiveis para tratamento

das restri¢goes de desigualdade.

3.4 Método de Barreira

Consideremos o seguinte problema de PNL com apenas restricdes de desigualdade:
min f(z)
sa. hj(z) >0 j=1,...,p

no qual se assume que as funcoes envolvidas sdo de classe C?.

(3.25)

De modo similar aos métodos de penalidade, métodos de barreira convertem um
problema restrito em irrestrito através de termos de barreira que sao incorporados a
funcao objetivo, originando uma funcao auxiliar. Entretanto, os métodos de barreira

produzem uma sequéncia de iterandos que sdo estritamente factiveis, isto é, estdo no
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interior da regiao factivel. Por esta razdo, também sdo conhecidos como métodos de
pontos interiores ou de penalidade interior.
Seja X = {z € Q| hj(x) > 0,7 =1,...,p} o conjunto factivel do problema (3.25).

Métodos de barreira partem do pressuposto de que o interior de X, é nao-vazio, ou seja,

X={zeQ|hjx)>0,j=1,..p#0 (3.26)
Assume-se que é possivel se aproximar arbitrariamente de qualquer ponto da fronteira de
X por pontos de X , isto é, os pontos de fronteira sdo pontos de acumulagao de X.

Os termos de barreira utilizados para incorporar as restriges de desigualdade a
funcao objetivo preservam a factibilidade dos iterandos pela criacao de uma barreira que
os mantém distantes da fronteira da regiao factivel. A intensidade com que os pontos sao
mantidos distantes da fronteira é regida por um parametro de barreira, u > 0. Uma das
vantagens do método de barreira é que, por gerar uma sequéncia contida em X , a solucao
obtida serd factivel, mesmo que o método pare prematuramente (BAPTISTA, 2001).

Na maioria dos problemas praticos a solucao 6tima se encontra na fronteira da regiao
factivel, isto é, existe pelo menos uma restricao de desigualdade ativa. Assim, é importante
que o parametro de barreira seja gradualmente reduzido, de modo a atenuar o efeito da
funcao barreira no processo de otimizacao e permitir que os iterandos se aproximem da
fronteira, se necessario.

Uma funcao barreira B : X = R éuma fungao continua, tal que B(x) > 0 para todo
z € X, ese {zF} C X é uma sequéncia tal que h(z*) > 0 para todo k, e kh_)llolo hi(z*) =0
para algum j € {1, ..., p}, entdo klg& B(z*) = co. Isto é, uma fun¢io barreira é uma funcio
nao-negativa e continua em X , e que tende ao infinito conforme a solugao se aproxima da
fronteira, a partir do interior.

Em particular, para problemas de PNL com restricoes de desigualdade da forma

(3.25), pode-se considerar uma funcao barreira da forma:
p
B(x) =>_ ¢(h;(x)) (3.27)
j=1

em que ¢ : RY — R é uma funcao continua em {y € R | y > 0}, tal que:

¢y) 20 sey>0 e  lim @(y) = o0 (3.28)

y—0t

Exemplos de fungbes ¢ utilizadas em métodos de barreira sao:

o(y) = - (3.29)

6(y) = — In(min{L, y}) (3.30)

Nota-se que a fungao apresentada em (3.30) nao é diferencidvel, devido a presenga
do termo min{1,y}. Entretanto, conforme destacado por BAZARAA ET AL. (2006), as

propriedades (3.28) apenas precisam ser satisfeitas na vizinhanca de y = 0, de modo que
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podemos tomar:
¢(y) = —In(y) (3.31)

Apesar da fun¢ao em (3.31) ndo ser ndo-negativa e resultar em fungoes barreira que
também nao satisfazem tal propriedade, ela pode ser utilizada como barreira sem nenhum
prejuizo, se o conjunto X for limitado (MARTINEZ & SANTOS, 1995). A fungdo barreira
que utiliza (3.29) foi introduzida por CARROLL & F1Acco (1961) e é denominada barreira
classica ou inversa, enquanto que a que utiliza (3.31) é chamada barreira logaritmica e foi
proposta por FRISCH (1955).

Escolhida a funcao barreira, constréi-se a funcao auxiliar:

Az, p) = f(x) + pB(x) (3.32)
na qual g > 0 é o parametro de barreira.
Dessa forma, no método de barreira é resolvida uma sequéncia de problemas de
minimizagao irrestritos da forma:
min Az, (i) = f(z) + p1"B(z) (3.33)
zeX
para uma sequéncia decrescente {u*} de pardmetros de barreira positivos tendendo a zero.
A medida em que p decresce, uB(x) se aproxima da fungdo barreira ideal, isto é,
uma fungao que possui valor zero em X e infinito em sua fronteira.

Analogamente ao método de penalidade, se z*+!

¢ a solucao de um problema de
barreira com parametro de penalidade p*, quando k — oo, entdo p*B(zF+1) — 0, isto &,
o produto p*B(x*1) pode ser utilizado como um critério de parada para implementagoes
computacionais. Se p*B(z*"!) ndo for menor que a tolerancia especificada ¢ > 0, o
parametro de barreira é atualizado por um fator 7 € (0,1), e o problema de barreira é
resolvido novamente.

Cabe salientar que, pelo processo iterativo se dar pelo interior da regiao factivel,
o método de otimizagao irrestrita utilizado para resolver os problemas de barreira deve
monitorar o procedimento de atualizacao das variaveis, de modo a garantir que a condi¢ao
h(z) > 0 nao seja violada, o que pode ser feito, por exemplo, através de uma busca

unidimensional. O Algoritmo 4 sumariza os passos bésicos do método de barreira.

Algoritmo 4 Método de Barreira

1: Dado o problema (3.25), construir a fungao barreira (3.27).
2: Faca k= 0.
Inicialize as varidveis primais 2° € X eo parametro de barreira p° > 0.
Escolha um fator de atualizagdo de barreira 7 € (0,1) e uma tolerancia € > 0.
3: Resolva o problema de barreira (3.33) com " fixo, determinando o ponto z**!.
4: Se pFB(z**1) < ¢, retorne ¥ como solugao.

Caso contrario, atualize o pardmetro de barreira por p*+' = 7pu*.
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Faca k£ = k + 1 e volte para o passo 3.

3.5 Meétodo de Rescalamento Nao-Linear

Métodos primais-duais de pontos interiores para PL constituem uma classe de algo-
ritmos que apresenta bom desempenho computacional para diversos problemas. O pro-
gresso dos métodos de pontos interiores para PL incentivou pesquisadores a estenderem
esta abordagem para problemas de PNL. Entretanto, em PNL, mesmo os mais avanca-
dos métodos primais-duais de pontos interiores ocasionalmente apresentam dificuldades
numéricas (POLYAK & GRIVA, 2004).

A teoria e métodos da fungao barreira modificada foram inicialmente propostos no
trabalho de PoOLYAK (1992), como uma alternativa aos métodos de barreira classicos
para o tratamento de restri¢oes de desigualdade. Da mesma forma que os métodos de
barreira apresentados anteriormente, o método da fun¢ao barreira modificada se baseia na
resolugao de uma sequéncia de problemas de minimizacao irrestritos, de modo a gerar uma
sequéncia de iterandos que converge para a solucao 6tima do problema restrito original.
Esta abordagem pode ser vista como um método de Lagrangiana aumentada interior,
que combina as melhores propriedades da funcao Lagrangiana classica e funcao barreira
logaritmica.

Alguns anos mais tarde, POLYAK & TEBOULLE (1997) apresentaram uma genera-
lizagdo para esta abordagem, denominada Método de Rescalamento Nao-Linear (MRN).
No MRN, uma transformacao é aplicada na fun¢ao objetivo e/ou restrigdes do problema,
de otimizagdo, de modo a transformé-lo em um problema equivalente, isto é, com o
mesmo conjunto de solugdes 6timas (POLYAK & TEBOULLE, 1997). Em contraste com
a fungdo Lagrangiana aumentada de Powell-Hestenes-Rockafellar (POWELL, 1969; HES-
TENES, 1969; ROCKAFELLAR, 1973), as transformagdes do MRN utilizam penalidades
nao-quadraticas.

As transformacoes utilizadas no MRN sao fungoes suaves e controladas por um para-
metro de rescalamento, sendo chamadas de fun¢des de rescalamento. Os passos do MRN
se assemelham aos de métodos de Lagrangiana aumentada: alternam-se a minimizacao
da fun¢do Lagrangiana do problema transformado nas variaveis primais com a atualiza-
¢ao dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de rescalamento. A convergéncia do
método, entretanto, pode ser atingida com o parametro de rescalamento fixo, atualizando-
se apenas os multiplicadores de Lagrange, o que contribui para a reducao de problemas
de mal-condicionamento da matriz Hessiana, quando comparado aos métodos de pontos
interiores (GRIVA & POLYAK, 2006).

Para apresentar as ideias basicas do MRN, consideremos o seguinte problema de
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PNL com apenas restricoes de desigualdade:
min  f(z)
sa. hj(x) >0 j=1,...p

PorLyak & GRIVA (2004) definem uma func¢do de rescalamento como sendo uma

(3.34)

funcao ¢ : (ag,a1) — R de classe C?, com —oco < ap < 0 < a; < 00, que cumpre as

seguintes propriedades:

(P1) 9(0) =0e¢'(0) = L;

(P2) ¢'(t) > 0, para todo t € (ag,a), isto é, 1 é uma fungdo estritamente crescente;
(P3) ¢"(t) < 0, para todo t € (ag,ay), isto é, 1 é uma fungao estritamente concava;
(P4) existe a > 0 tal que ¥(t) < —at?, para t < 0;

(P5) existem b > 0 e ¢ > 0 tais que ¢/(t) < bt~ e —¢"(t) < ct™2, para t > 0.

O conjunto das fungoes de rescalamento é denotado por W. Alguns exemplos de

fungoes ¥ € ¥ sao:
e a transformacao exponencial (KORT & BERTSEKAS, 1972): ¢(t) =1 —e™%;
e a funcdo barreira inversa modificada (POLYAK & TEBOULLE, 1997): ¢(t) = —=;

e a funcao barreira logaritmica modificada (POLYAK & TEBOULLE, 1997): ¥(t) =
In(t+1).

Neste trabalho, estamos interessados particularmente na fungao barreira logaritmica
modificada, por ter se mostrado eficiente na resolugao de problemas de FPO (LAGE, 2013;
SOUSA ET AL., 2012), a qual serd explorada mais adiante.

As transformacoes supracitadas podem ser modificadas através de uma extrapolagao
quadratica, de modo a obter funcoes 1) definidas para todo t € R que ainda atendem as
propriedades de uma funcao de rescalamento. Para tanto, seja 5 € (—1,0) o ponto de

extrapolacdo. Entdo, a funcdo v é definida por:

_ P(t), set>pf
o) - o (335)

p(t) = spat” +pit +po, set<f
em que os coeficientes da fungao quadratica p sao determinados de modo que ¥(8) = p(p),
() = p/(B) e ¥"(B) = p"(8). Disto, conclui-se que p» = 1 (8), pr = ¥/(8) — Bv"(8) e
po =¥(B) — BV (B) + 362¢"(B). Esta modificagao foi utilizada com sucesso para resolver
diversos problemas de PNL (BENDSQE ET AL., 1994; BREITFELD & SHANNO, 1996). A
vantagem de se utilizar esta extrapolacao esta no fato de que a funcao de rescalamento
esta definida para qualquer valor de t, e ndao é necessario se preocupar com a possibilidade

da direcao de busca conduzir a pontos em que ela nao é definida.
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Um problema de otimizacao equivalente pode ser obtido utilizando uma func¢ao de
rescalamento 1. Para tanto, observa-se que, como 1 é estritamente crescente e 1)(0) = 0,
entdo ¥(t) > 0 se, e somente se, t > 0. Adotando um pardmetro de rescalamento p > 0,
tem-se que h;j(z) > 0 se, e somente se, p1) (ih] (x)) > 0, para todo j = 1,...,p. Assim, o

seguinte problema transformado é equivalente ao problema original:

min f(x)
s.a.  —u <;h](x)> <0 j=1,...,p

Aos problemas original (3.34) e transformado (3.36) podemos associar, respectiva-

(3.36)

mente, as seguintes fungdes Lagrangianas:

L(x, ) Z mih; (3.37)

£,(00) = F0) =3 o0 (th ) (339)

em que 7,0 € RE sdo os vetores de multiplicadores de Lagrange relacionados as restrigoes
de desigualdade dos problemas original e transformado, respectivamente.

A resolugao do problema de PNL através do MRN ¢é semelhante aos métodos de
Lagrangiana aumentada tradicionais, consistindo de um ciclo interno, no qual a funcao
Lagrangiana do problema transformado (3.38) é minimizada em relagdo as varidveis pri-
mais, com multiplicadores de Lagrange, o, e parametro de rescalamento, u, fixos; e de um
ciclo externo, no qual ¢ e u sao atualizados. Assim, assumindo que os valores estimados
dos multiplicadores de Lagrange e pardmetro de rescalamento sio o* e u*, respectiva-
mente, em cada ciclo interno do MRN resolve-se o problema:

P 1
ok k k
i L, 0%) = 0) — 3ok (thu)) (339
]:

Um aspecto crucial na utilizacado do MRN é a regra de atualizacao dos multipli-
cadores de Lagrange, 0. As condigoes necessarias de otimalidade, aplicadas a funcao
Lagrangiana do problema modificado (3.38), resultam em:

p
V.l le.0) = V1) = X o' (1hs(0)) 90 (3.40)
j=1

Conforme indicado em POLYAK & TEBOULLE (1997), a expressao (3.40) sugere a

seguinte regra de atualizacao para os multiplicadores de Lagrange:
ofth = oy ( hj(z k+1)> , j=1,..,p (3.41)

E interessante notar que, desde que se inicialize 0 > 0, a regra de atualizacao (3.41)
e a propriedade (P2) garantem que a sequéncia de multiplicadores {o*} é sempre positiva.
Assim, no MRN, a sequéncia primal pode ser interior ou exterior, mas a sequéncia dual é

sempre interior.



81

Adicionalmente, em decorréncia das propriedades (P2) e (P5), tem-se que }E& Y'(t) =
0. Quando uma restricao de desigualdade h; é inativa na solucao 6tima, isto é, h;(z*) > 0,
espera-se que Hikhj(xk“) — 00, de modo que a;?w’ (ﬁhj(xk“)) — 0. Assim, esta regra
de atualizacao de multiplicadores também faz com que os multiplicadores de Lagrange
das restrigoes de desigualdade inativas convirjam para zero, o que condiz com as condi-
¢oes necessarias de otimalidade. De fato, POLYAK & TEBOULLE (1997) mostraram que
a sequéncia de multiplicadores de Lagrange obtidas através desta regra de atualizacao
converge para o vetor de multiplicadores de Lagrange 6timo do problema original, sob
determinadas hipoteses. Com base no que foi exposto, pode-se delinear o Algoritmo 5
para o MRN.

Algoritmo 5 Método de Rescalamento Nao-Linear

1: Dado o problema (3.34), construir a fungdo Lagrangiana transformada (3.38).

2: Faca k = 0.
Inicialize as varidveis primais z° € ), duais 0 € RY e o pardmetro de rescalamento
ul > 0.
Escolha um fator de atualizagao 7 € (0, 1) e uma tolerancia € > 0.

3: Resolva o problema de rescalamento (3.39) com u* e o* fixos, determinando o ponto

SC]H—I.

k+1 como solucdo.

4: Se 2%t e o satisfazem as condicoes de KKT, retorne
Caso contrario, va para o passo 5.
5: Atualize os multiplicadores de Lagrange, determinando o**! por (3.41), atualize o

parametro de rescalamento por p**' = 7u*, faca k = k + 1 e volte para o passo 3.

3.5.1 Funcao Barreira Logaritmica Modificada

Neste trabalho, especial atencao é conferida a funcao de rescalamento baseada na

fungao barreira logaritmica modificada expressa por:

Y(t) =In(t+ 1) (3.42)
O motivo para isto é o fato de que a fungao barreira logaritmica modificada se assemelha
a funcao barreira logaritmica classica utilizada em métodos de pontos interiores, os quais
apresentam bom desempenho numérico na resolucao de problemas de FPO. A funcao
barreira logaritmica modificada também ja foi testada na resolucao de problemas de FPO
(SousA ET AL., 2004, 2009; LAGE, 2013), verificando-se que a mesma tem desempenho
computacional satisfatério, além de reduzir os problemas de mal-condicionamento.
Denotemos por M, (z, o) a funcao Lagrangiana (3.38) que utiliza a fungdo barreira
logaritmica modificada como funcao de rescalamento. De acordo com NASH ET AL.
(1994), se a solucao primal 6tima for z* e se o* for o vetor de multiplicadores de Lagrange

associado a x*, entao as seguintes propriedades sao verificadas para qualquer p > 0:
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(M1) M, (z%,0%) = f(z);
p
(M2) V.M, (z*,0%) =V f(z*) — '21 O;th(l‘*) =0.
J:
Quando o problema é convexo, uma decorréncia de (M2) é que
(M3) z* = argmin{M,(x, %)}, para qualquer p > 0.

Desta forma, se o multiplicador de Lagrange 6timo ¢* for conhecido, o problema
original pode ser resolvido através de um tunico problema irrestrito independentemente
do valor do parametro de rescalamento. Por outro lado, ainda que o problema original
seja nao-convexo, se as condi¢oes suficientes de segunda-ordem e a complementaridade
estrita sao satisfeitas na solucdo 6tima z*, entdao existe um valor 7 > 0 de modo que o
menor autovalor de V2, M, (z*,0*) é positivo para u < fi. Neste caso, também é possivel
obter uma solucao local para o problema restrito original resolvendo um tinico problema
irrestrito, desde que o pardmetro de rescalamento seja suficientemente pequeno (NASH
ET AL., 1994).

E conveniente utilizar a extrapolagdo quadrdtica apresentada anteriormente, de
modo que a funcao de rescalamento seja definida para qualquer argumento. Assim, con-

sideraremos a seguinte fun¢do de rescalamento nao-linear baseada na funcao barreira

logaritmica modificada extrapolada:

In(t+ 1), set>f
t) = L (3.43)
p(t) = 5pot™ +pit +po, set<p

em que 3 € (—1,0) é o ponto de extrapolagao. Os coeficientes po, p; € pp s@ao calculados

por:
1
Py =——"— 3.44
=~ (3.44)
1428
=0 3.45
L+ (3:49)
B2+ 3p)
po=In(1+p) — ——= 3.46
Neste caso, os multiplicadores de Lagrange sao atualizados através da seguinte ex-
pressao:
ayut k+1 k
TR T oE se hj(x""7) = Bu
it = hjk(ac’ch )+u’“k i ) ) . (3.47)
o; {z—ihj(x +h +p1} se h;(z") < Bu

A aplicagdo do MRN j4 foi realizada em alguns trabalhos de FPO, tais como ADIBI
ET AL. (2003), SOUSA ET AL. (2004, 2009) e LAGE (2013). Contudo, todos estes trabalhos
investigaram a aplicacao do MRN determinando a dire¢ao de busca e um comprimento
de passo apropriado através de um procedimento de busca linear. Uma nova familia

de penalidades para métodos de Lagrangiana aumentada foi apresentada por MATIOLI
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& GONZAGA (2008), sendo que atencao especial foi dada a uma variante da fungao
barreira logaritmica modificada. Os autores conduziram experimentos computacionais
com esta variante, denominada M2BF, utilizando problemas com apenas restricoes de
desigualdade. Cada subproblema irrestrito foi resolvido por um método de regiao de
confianga para problemas irrestritos.

Uma das propostas deste trabalho ¢ a investigagao e aplicagdo do MRN, baseado
na fungdo barreira logaritmica modificada com extrapolacao quadratica, na resolugao
de problemas de FPO, utilizando um método de regidao de confianca para calcular o
passo de atualizacao das varidveis. Nesta abordagem, apresentada no Capitulo 5, as
variaveis discretas do problema de FPO serao tratadas como continuas através de fungoes

penalidade acrescentadas a fungao objetivo, conforme proposto por SOLER ET AL. (2013).

3.6 Dificuldades Computacionais

A aplicacao pratica do método dual-Lagrangiano é bastante limitada, uma vez que
a ocorréncia do gap de dualidade pode levar a divergéncia ou solugoes diferentes da étima.
Outra desvantagem é o aumento do nimero de varidveis no método pela introducao dos
multiplicadores de Lagrange. Apesar disso, a fun¢do Lagrangiana tem um papel crucial
no desenvolvimento de outros métodos de otimizacao, os quais tém desempenho compu-
tacional significativamente melhor que o método dual-Lagrangiano.

Por ser uma aplicacao do método de Newton para sistemas nao-lineares as condi-
¢oOes necessarias de otimalidade de primeira ordem para a funcao Lagrangiana, o método
de Newton-Lagrangiano requer que a estimativa inicial esteja proxima de x* e A* o que,
muitas vezes, pode inviabilizar o método, pois nao existe garantia de convergéncia. Adi-
cionalmente, ndo ha garantia de obtencao de pontos de minimo local, uma vez que o
método apenas busca pontos estacionarios da funcao Lagrangiana, que também podem
ser pontos de maximo ou de sela.

No método de penalidade, a solu¢do z(w) para um problema de penalidade com
w fixo pode ser feita tao préoxima quanto se queira da solucao 6tima x*, desde que se
adote um parametro de penalidade suficientemente grande. Entretanto, ao se tentar
resolver o problema de penalidade com um valor inicial muito alto para w, podem ocorrer
dificuldades computacionais devido ao mal-condicionamento da matriz Hessiana. Por este
motivo, a maioria das abordagens baseadas em penalidade resolvem uma sequéncia de
problemas com valores crescentes de parametros de penalidade, sendo que cada problema
é inicializado com a solugao 6tima do problema anterior. Esta abordagem é conhecida
como Sequential Unconstrained Minimization Technique (SUMT). Para valores grandes
de w, a énfase é colocada no atendimento das restricoes e a maioria dos métodos para

otimizacao irrestrita se move rapidamente na direcao de um ponto factivel, porém nao
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6timo, causando a parada prematura do método.

Uma das dificuldades na utilizacdo do método de barreira é a escolha de um ponto
inicial 2° que esteja no interior da regido factivel, X. Para muitos problemas, isto pode ser
trabalhoso. De fato, GRIVA ET AL. (2009) apontam que um ponto inicial as vezes pode ser
obtido resolvendo um problema de otimizacao auxiliar, similar ao método duas-fases uti-
lizado em PL. Assim como no método de penalidade, alguns métodos de otimizagao irres-
trita podem ter dificuldades de convergéncia devido a problemas de mal-condicionamento
e erros de arredondamento para valores pequenos do parametro de barreira, em especial
quando se aproximam da soluc¢do Otima. Adicionalmente, a escolha adequada do para-
metro de barreira inicial, 1%, e de seu fator de atualizacdo, 7, sdo determinantes para o

sucesso do método.
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Capitulo 4
Método de Regiao de Confianca

Problemas de FPO sao ferramentas uteis para a operacao e o planejamento dos
SEPs. Entretanto, restrigoes fisicas e operacionais reais, tais como a natureza discreta
de variaveis de controle, tém tornado sua resolugdo uma tarefa bastante desafiadora. Ao
mesmo tempo, a reestruturacao do setor elétrico, visando a desverticalizacao e descentra-
lizagao necessarias ao ambiente de mercado, incentivaram a proposi¢cao de novos modelos
de FPO (WANG ET AL., 2007), exigindo a constante atualizacdo dos métodos computa-
cionais para sua resolucao. Desta forma, o desenvolvimento de algoritmos robustos para
solucionar estes problemas se tornou um importante campo de pesquisa.

Um dos objetos de estudo deste trabalho ¢ uma classe de algoritmos conhecida como
métodos de regiao de confianca, devido ao seu sucesso na globalizacao de diversos algo-
ritmos para problemas de PNL. A robustez destes algoritmos esté relacionada ao efeito
regularizador ao minimizar modelos, normalmente quadraticos, em regides de tamanho
predeterminado (SANTOS, 2014). Além da robustez, outra motivagao para a investigagao
destes métodos esta relacionada ao fato de que trabalhos utilizando métodos de regiao
de confianga para resolucao de problemas de FPO ou no contexto do MRN apresentado
no capitulo anterior ainda sao relativamente escassos, e seu desempenho numérico ainda
precisa ser verificado.

Os estudos iniciais sobre métodos de regiao de confianca se iniciaram ha varias déca-
das, e remontam ao trabalho de LEVENBERG (1944), no qual um método de Gauss-Newton
modificado para resolucao de problemas de minimos quadrados é apresentado. Anos mais
tarde, o trabalho de MARQUARDT (1963) mostrou a ligagdo entre o “amortecimento” da
matriz Hessiana pela adi¢ao de um multiplo da identidade e a redugao do comprimento do
passo. Provou-se, ainda, que a minimiza¢ao do modelo com amortecimento corresponde
a minimizagdo do modelo original em uma regiao restrita. Assim, a partir dos anos 1970,
os métodos de regidao de confianga se tornaram objeto ativo de pesquisa (CONN ET AL.,
2000). Cabe ressaltar, entretanto, que o nome regiao de confianga somente surgiu alguns

anos mais tarde, no trabalho de DENNIS (1977).
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Neste capitulo, as ideias béasicas dos métodos de regiao de confianca sao expostas.
Discute-se a utilizagdo dos métodos de regiao de confianga para problemas irrestritos, e
suas diferencas em relacao aos métodos de busca linear. Em seguida, alguns métodos apro-
ximados e quase-exatos utilizados para a resolucao de problemas de regiao de confianca

sao apresentados.

4.1 Regiao de Confianca em Problemas Irrestritos

Nesta secao, consideramos problemas irrestritos da forma

min f(x) (4.1)

zeR?
em que f:R"™ — R é uma func¢do continuamente diferenciavel.

Métodos para resolucao de problemas de PNL da forma (4.1) sao, naturalmente,
iterativos. Tais algoritmos requerem uma estimativa inicial de solucio z° € R™, a partir
da qual é gerada uma sequéncia de solugoes {z*}%°, que, idealmente, converge para um
ponto critico de primeira ordem do problema que ¢ um minimo local. Do ponto de vista
pratico, a sequéncia de pontos é finita, parando quando nao é mais possivel obter progresso
em dire¢do a solucao ou quando a solucao foi atingida com a precisao desejada. Neste
contexto, a estratégia de decisdo sobre como se mover de um ponto z* para um ponto
2¥! tem grande importancia.

Na maioria dos métodos iterativos, o que se faz é determinar um passo ou direcaol!
d*, de modo que zF*! = 2% 4 d*. A direcdo d* nao é arbitraria: ela é escolhida de
modo a garantir o progresso em dire¢ado a um ponto de minimo local do problema, o qual
normalmente é medido através de uma fun¢ao de mérito. No caso de problemas irrestritos,
uma funcao de mérito natural é a propria funcao objetivo. Assim, neste caso, a direcao de
busca calculada deve propiciar uma redugao na funcao objetivo. De acordo com NOCEDAL
& WRIGHT (2000), existem duas estratégias fundamentais para escolha do passo d*: busca
linear (ou busca unidimensional) e regido de confianca. Ambas determinam o passo d*
com a ajuda de um modelo, tipicamente quadratico, da fungao objetivo, mas utilizam o

modelo de maneira diferente.

4.1.1 Busca Linear e Regiao de Confianca

Métodos classicos de otimizacao utilizam, em sua maioria, busca linear. Em algorit-
mos com busca linear, uma direcdo de busca p* é calculada a partir de z*. Esta direcdo
deve ser uma direcdo de descida, isto é, (p*, V f(2¥)) < 0, de modo que o teorema de Tay-

lor garante que, para pequenos passos ao longo de p¥, é possivel reduzir a funcio objetivo.

[ Conforme j& apontado anteriormente, a literatura de regido de confianca normalmente chama d* de
passo, enquanto que em métodos com busca linear o nome mais comum é direcao.
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Em seguida, uma busca é conduzida nesta dire¢ao visando determinar um comprimento
de passo a® > 0 que possibilite um decréscimo suficiente na funcdo objetivo.

Conforme apontado por GOULD & LEYFFER (2003), trabalhos iniciais em otimiza-
¢ao sugeriam que isto fosse feito através da resolucao do seguinte problema de otimizacao

em uma unica variavel:

min f(a" + ap") (4.2)

Esta forma de calculo do comprimento do passo, conhecida como busca exata, pode
ser computacionalmente cara e desnecessaria, sendo pouco utilizada. Implementagoes de
busca linear modernas preferem utilizar uma busca inexata, de modo a calcular compri-
mentos de passo que nao resultem em passos muito longos ou muito curtos. Neste caso,
a escolha do passo deve ser feita com base em alguma condi¢ao que garanta o decréscimo

suficiente da fungdo objetivo. Um exemplo é a condi¢do de Armijo, expressa por:

fa® +ap") < f(2¥) + o™, V f(2")) (4.3)
para algum & € (0,1). Assim, como (p*, Vf(2*)) < 0, quanto maior o passo, maior o
decréscimo esperado para a funcao objetivo. A Figura 4.1 ilustra a condi¢ao de Armijo,
em que um comprimento de passo maximo @ pode ser dado, de modo a garantir a reducao
suficiente. Qualquer passo no intervalo de passos aceitdveis seria adequado pela condigao

de Armijo.

Figura 4.1: Condigdo de Armijo.

f(@® + ap®)

~

\ . 7’ .
Passos aceitaveis

FE) + alp, V() a

Uma vez calculado um comprimento de passo o adequado, o passo final é dado por
d* = o*p*. Conforme apontado por NOCEDAL & WRIGHT (2000), o sucesso da estratégia
de busca unidimensional depende de escolhas adequadas para a direcdo de descida p* e
comprimento de passo a*. De acordo com GOULD & LEYFFER (2003), métodos de busca

linear sao naturalmente “otimistas”, uma vez que essencialmente metade das diregoes de
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busca em um ponto sao de descida e podem ser utilizadas, cabendo ao procedimento de
busca linear evitar o comportamento inadequado do método.

Em contrapartida, métodos de regiao de confianca podem ser vistos como uma
abordagem mais conservadora para a resolucao de problemas de PNL. Esta classe de
algoritmos se baseia em um modelo (normalmente quadratico) da func¢ao objetivo em
uma vizinhanca do iterando corrente, na qual se confia que o modelo é uma representacao
adequada, chamada regiao de confianca. Um passo tentativo é obtido minimizando o
modelo nesta regiao de confianca, de modo que o comprimento do passo e direcao sao
calculados simultaneamente. Entdao, uma medida da concordancia entre os valores da
funcao original e do modelo, calculados através de uma funcao de mérito, é utilizada
para decidir se o passo tentativo é aceitavel. Se o passo for aceito, a estimativa de
solugdo ¢é atualizada e a regidao de confianga é, possivelmente, ampliada. Se o passo
for rejeitado, a regiao de confianca é reduzida e um novo passo tentativo é calculado.
Portanto, enquanto um método de busca linear se recupera de um comprimento de passo
inadequado retrocedendo ao longo de uma curva paramétrica (geralmente linear), um
método de regiao de confianca se recupera reconsiderando todo o procedimento de célculo

do passo.

4.1.2 Algoritmo Basico de Regiao de Confianga

Em um método de regidao de confianga, a cada iteracdo k é determinado um passo
tentativo, d¥, que minimiza o modelo da funcdo objetivo dentro de uma regido em que se
confia no modelo. O ponto “teste” + = 2¥ +d* ¢ aceito se fornece uma reducdo suficiente
na funcao objetivo ou, do contrario, é rejeitado. Nesta subsecao, os principais detalhes do
algoritmo de regido de confianca sao apresentados. Em particular, é importante definir o
que é uma reducao suficiente no contexto do método de regiao de confianga, bem como
as estratégias adotadas para modificar o tamanho da mesma quando necessario.

O tamanho da regiao de confianga tem um papel crucial no desempenho do método.
Se a regiao for muito pequena, pode-se perder a chance de dar um passo substancial em
direcao a um minimizador da fun¢do. Por outro lado, se a regiao for muito grande, o
modelo poderd nao representar fielmente a funcao original, e passos que nao permitem a
reducao suficiente no modelo poderao ser obtidos. Neste tltimo caso, é necessario reduzir
o raio da regiao de confianca e obter um novo passo.

A fim de apresentar as ideias bésicas do método de regido de confianca, seja z* a
estimativa de solugao corrente, e consideremos o seguinte modelo quadratico para a funcao

f em torno de z*:
1
my(z) = fu + g (x — 2F) + §(x — 2" By (x — ) (4.4)

em que: f, = f(z%), gp = Vf(2F) e By é uma matriz n x n simétrica, podendo ser uma
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aproximacao da Hessiana ou a Hessiana exata V2f(z*). Quando By = V2f(2*), o método
é chamado de método de Newton com regiao de confianca. Na pratica, a abordagem de
regiao de confianca é bastante geral e requer pouco da matriz Bj: apenas simetria e
limitacao uniforme no indice k& (NOCEDAL & WRIGHT, 2000).

O modelo quadratico m; somente representa a fun¢ao f adequadamente para valores
de z suficientemente préximos de 2, de modo que faz sentido confiar no modelo apenas

numa vizinhanca de z*, isto é, a bola fechada:

B(z*, AF) = {x e R" | ||z — 2F| < A¥} (4.5)
em que A¥ > (0 é o raio da regido de confianca na iteracio k e || - || é uma norma arbitraria
em R". Neste texto serd utilizada a norma Euclidiana, /5, a menos que explicitamente

especificado o contrario.

Espera-se que uma solucao x* para o problema:
min  my(x) (4.6)
sa. |z — 2| < AF
seja uma boa aproximacdo para o minimizador de f na bola B(z*, AF).

Como o passo de regido de confianca d* = 2+ —2* pode mudar de acordo com o ponto
a¥ escolhido para definir o modelo e com o raio A¥, podemos denotar d* = d(z*, A¥).
Por simplicidade, entretanto, denotaremos o passo por apenas d*. O problema de regido
de confianga (4.6) pode ser reescrito utilizando uma vizinhanga centrada na origem, em

termos do passo d, considerando que d = = — z*:

min d
4(d) (4.7)
sa.  ||d|] < A*
em que
ar(d) = my,(d + ")
(4.8)

1
= fr+gld+ idTBkd

A tnica diferenca é que ao resolver (4.7) encontramos o passo tentativo d® em vez do
ponto x+, bastando fazer 7 = z* 4+ d* para obter o ponto. De agora em diante, sempre
consideraremos o problema de regiao de confianga na forma (4.7), em termos do passo.
Observa-se, portanto, que o calculo do passo em um método de regidao de confianca
é feito resolvendo um problema de otimizagao em que a fun¢ao objetivo é quadratica, com
uma restricdo quadrética (quando se utiliza a norma Euclidiana). Analisando o modelo
qr, se By for uma matriz definida positiva, tem-se que seu minimizador irrestrito é o
passo de Newton —B; g, chamado passo completo. Neste caso, para || By 'gi| < AF, a
solugdo 6tima do problema (4.7) coincide com a solugao do problema irrestrito. Em outros
casos a solugao do problema de regiao de confianca pode nao ser tao simples. Felizmente,
solugoes aproximadas para o problema de regidao de confianga podem ser calculadas sem

muito esforgo, sendo suficientes para propositos de convergéncia.
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Uma vez calculado o passo tentativo, d*, e o ponto candidato a nova estimativa de
solucao, z™, deve-se decidir se o ponto obtido fornece uma reducao suficiente na funcao
objetivo e se o raio da regiao de confianca deve ser atualizado. Para tanto, define-se a

reducdo predita devida ao passo d* por:

pred(d®) = my(2*) — my(2™) (49)
= q(0) — qi(d")
e a reducgao verdadeira por:
ared(d®) = f(z*) — f(z™) (4.10)

E importante notar que, como d* é obtido minimizando g, em uma regido que contém
o ponto d = 0, entdo a reducdo predita é sempre ndo-negativa. Um passo d* é aceito se a

seguinte condicao de reducao suficiente for satisfeita:

ared(d®) > py pred(d®) (4.11)
isto é, a redugdo real deve ser, no minimo, uma fragdo p; € (0,1) da reducdo predita.
Assumindo que a reducao predita nao é nula, a concordancia entre a fungao objetivo e o

modelo my, pode ser expressa pela razao:

ared(d¥
P = ared(d”) (4.12)
pred(d*)
de modo que um passo é aceito quando p* > p;.
Dessa forma, pode-se estabelecer os seguintes critérios para atualizacao do ponto e

do raio da regiao de confianca:

e Se pF < 0, entdo f(z*) > f(x%), isto ¢, o passo tentativo ocasionou um aumento
da funcao objetivo. Disto, conclui-se que a concordéancia entre f e o modelo my é
pobre. Neste caso, o passo é rejeitado, o raio da regidao de confianga é reduzido e

um novo passo é calculado.

e Se 0 < p¥ < py, a reducdo verdadeira obtida ndo foi suficiente quando comparada
a reducao predita. Neste caso, o passo também é rejeitado, o raio da regiao de

confiancga é reduzido e um novo passo é computado.

e Se p* > py, a reducio propiciada pelo passo tentativo d* foi suficiente. Neste caso,
0 passo é aceito, e o ponto é atualizado por zF*! = z*. Dependendo do grau de

sucesso do passo, duas situagoes podem ocorrer:

— Se p* estiver préximo ou for maior que 1, a reducdo verdadeira foi préxima ou
superior a redugao predita. Neste caso, espera-se que o modelo seja uma boa

representacao da fungao objetivo, e o raio da regiao de confianga é aumentado.

— Se p¥ < 1 ndo estiver suficientemente préximo de 1, h4 apenas uma concordan-
cia razoavel entre o modelo e a fungao objetivo, de modo que o raio da regiao

de confianga permanece inalterado.
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Com base nestes critérios, pode-se estabelecer as seguintes regras de atualizacdo
para o raio da regiao de confianga (CONN ET AL., 2000):
A", 1AM, se p* < p
AMtt e [71Ak, AkL se p € (1, p2) (4.13)
(A%, 1AM, se p* > p

Valores tipicos para os pardmetros em (4.13) sdo: p; = 0,01, po = 0,9, v = 0,25,
v1 = 0,5 e 75 = 2. Valores adequados, entretanto, podem ser obtidos experimentalmente
para cada tipo de problema, desde que satisfacam 0 < p; < pa<leO0 <y <7 <1< .
O valor p; é estritamente positivo, mas préximo de zero, de modo que se p* < p; o passo
é rejeitado e o raio da regiao de confianca é reduzido. O valor ps é proximo de 1, de modo
que se p¥ > p, o passo foi muito bem-sucedido, e pode-se aumentar o raio da regido de
confianca.

Alguns algoritmos de regiao de confianga consideram que, se um passo tentativo
bem-sucedido estd no interior da regido de confianga, isto é, ||d¥|| < A¥, entdo o raio da
regidao de confianca nao estd interferindo no progresso do algoritmo e, assim, A**! nao
precisa ser alterado.

A inicializacdo do raio é outro aspecto que pode afetar o desempenho dos méto-
dos de regiao de confianca. Frequentemente, utiliza-se alguma estratégia simples para
determinar o raio inicial, tal como A® =1 ou A® = 3-||go||, as quais sdo numericamente
aceitaveis quando os problemas sao bem escalados. Estratégias mais sofisticadas podem
ser utilizadas para escolha do raio inicial. Por exemplo, quando a matriz B é definida
positiva, pode-se escolher o raio inicial como o comprimento do passo que minimiza o
modelo na dire¢do de maxima descida (CONN ET AL., 2000). Outra possibilidade é de-
terminar o raio maximo que garanta uma concordancia apropriada entre o modelo e a
funcao objetivo na dire¢ao —gg, utilizando um procedimento iterativo, conforme descrito
em SARTENAER (1997). Com base no que foi exposto, o Algoritmo 6 apresenta a estrutura,

basica do método de regiao de confianca para problemas irrestritos.

Algoritmo 6 Método de Regiao de Confianca

1: Escolha um ponto inicial 2° € R", raio maximo A > 0, raio inicial A° € (0, A), uma
tolerancia € > 0, e os parametros 0 < p; < pa <lel <y <1 <1< .
Faga k£ = 0.

2: Calcule f(z*) e Vf(xF).

3: Se [|[Vf(z¥)|| < e pare, e retorne z*

como solucao.

Caso contrario, escolha uma matriz By e defina o modelo g.
4: Calcule o passo d*, resolvendo o problema (4.7).

Faca 2+ = 2% + d*.
5: Calcule p* utilizando (4.12).

6: Se p* > py, faca 2t = 2t
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+1_ gk

Caso contréario, faca z*
7. Atualize o raio da regido de confianca de acordo com (4.13).

Faca k = k + 1 e volte ao passo 2.

4.2 Resolucao dos Subproblemas de Regiao de Con-
fianca

Até o momento, preocupou-se em apresentar as ideias gerais do método de regiao
de confianga, explicitando-se condigoes para aceitagao ou rejeicao do passo, bem como
a estratégia para atualizacdo do raio da regiao de confianga. Um detalhe, entretanto,
foi intencionalmente omitido: a resolugdo do subproblema de regiao de confianca (4.7),
que permite a obtencdo do passo tentativo. Nesta secao sdo discutidos dois métodos
aproximados, o método dogleg de Powell e o método do gradiente conjugado de Steihaug,
bem como um método quase-exato recentemente proposto por ADACHI ET AL. (2017),
que utiliza problemas de autovalores generalizados, para a resolucao dos subproblemas
de regiao de confianca. A fim de apresentar estes métodos, primeiramente enunciamos o
seguinte teorema, que caracteriza a solu¢ao para um subproblema de regidao de confianga

definida na norma Euclidiana.

Teorema 4.1. Um vetor d* é uma solugao global do problema de regidao de confianga

min q(d) = f+ ¢g"d+ 3d" Bd
deRr ? (4.14)
sa. |d| <A

se, e somente se, d* é factivel e existe um escalar \* > 0 tal que as seguintes condicoes

sao satisfeitas:

(B+XN1)d" = —g (4.15a)
N(A—|ld*|)=0 (4.15Db)
(B4 A1) ¢ semidefinida positiva. (4.15¢)

Além disso, se (B 4+ A*I) for definida positiva, entdo o vetor d* é tinico.
Demonstragdo. Ver NOCEDAL & WRIGHT (2000) ou CONN ET AL. (2000). O

A condigao (4.15b) indica que existe uma relagdo de complementaridade entre os
valores \* e (A — ||d*||). Assim, quando o passo tentativo d* esta no interior da regiao de
confiancga, deve-se ter A\* = 0 e Bd* = —¢g com B semidefinida positiva. Por outro lado, se
a matriz B nao for semidefinida positiva, deve-se ter A* > 0 de modo que (B + A\*I) seja
semidefinida positiva. Neste caso, tem-se que (A —||d*||) = 0, isto é, o passo tentativo esta
na fronteira da regiao de confianca. Geometricamente, se a matriz B nao é semidefinida

positiva, entao existe uma direcao de curvatura negativa do modelo, que permite reduzir
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seu valor tanto quanto se desejar, de modo que faz sentido o passo tentativo estar na
fronteira da regiao de confianga. Esta nocao geométrica serd retomada posteriormente.
Métodos para resolucao do subproblema de regiao de confianca podem ser quase-
exatos ou aproximados. As abordagens quase-exatas se baseiam na caracterizagdo apre-
sentada no Teorema 4.1 para obtencao do passo tentativo, buscando determinar valores
proximos aos valores 6timos d* e \*. O Teorema 4.1 aponta a existéncia de duas possi-
bilidades: a primeira é a de que \* = 0 satisfaz (4.15a) e (4.15¢), com ||d*|| < A. Do

contrario, definindo

d(A) = —(B+ X)) 'g (4.16)

busca-se um valor A > 0 tal que

ldM)] = A (4.17)

Note que (4.17) é uma equagdo em uma unica varidgvel A\, que pode ser resolvida,
por exemplo, através do método de Newton. De um ponto de vista numérico e pratico,

entretanto, a equagao anterior nao é a mais adequada, utilizando-se a forma equivalente:

1 1
= _ (4.18)

[dNV[ A
Dentre os algoritmos que obtém solugdes quase-exatas para o problema (4.14), o mé-

todo descrito no trabalho de MORE & SORENSEN (1983) é um dos mais difundidos. Este

método se baseia em sucessivas decomposigoes de Cholesky da matriz (B + A\I) associadas
ao método de Newton para resolver a equagao (4.18). Estes algoritmos, entretanto, sdo
mais indicados para problemas em que o custo da fatoragao nao é elevado, isto é, quando
a dimensao é pequena ou a matriz B é esparsa. Conforme indicado em NOCEDAL &
WRIGHT (2000), implementagoes praticas deste algoritmo nao fazem iteragoes até a con-
vergéncia para o valor 6timo de A com grande precisao, satisfazendo-se com uma solugao
aproximada obtida em duas ou trés iteragoes.

Apesar de uma solugao exata ou quase-exata para o problema de regiao de confianca
ser desejavel, para propositos de convergéncia global é suficiente encontrar uma solucao
aproximada, que atinja uma reducao suficiente no modelo. A reducao é suficiente quando
fornece, no minimo, tanta reducdo no modelo quanto a reducao obtida pelo ponto de

Cauchy.

4.2.1 Ponto de Cauchy

O ponto de Cauchy, denotado por d¥,, nada mais ¢ do que o minimizador do modelo
qr da equagao (4.8) na diregao oposta ao gradiente, —gy, restrito a regido de confianga.
Assim, o ponto de Cauchy é dado por:

df, = argmin{q(d) | ||d|| < A,d = —vg} (4.19)

O ponto de Cauchy pode ser calculado resolvendo-se o seguinte problema de otimi-
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zagdo em uma Unica variavel, obtido a partir de (4.19):

min fe = Ngell*v + 3 (gi Brgi)v?
v> (4.20)

Ak
sa. V<K
= gl

Analisando o sinal de g} Bygy, pode-se concluir que a solucio 6tima v* deste pro-

blema ¢é representada explicitamente por:

- T
”ﬁT”’ se gi Brgr <0
I/k - I ||2 Ak (421)
1 9k ] .
e {glszgk " lgrl }7 caso contrario
e o passo de Cauchy ¢ calculado por df, = —vFgy.

Como o método de regido de confianca é globalmente convergente se o ponto de
Cauchy for utilizado (NOCEDAL & WRIGHT, 2000), é adequado impor que o passo com-
putado para o subproblema de regiao de confianca seja pelo menos tdo bom quanto o
ponto de Cauchy em termos de reducdo no modelo. Assim, se d* for a solucdo computada
para o subproblema de regido de confianga (4.7), esta condigdo sobre o passo tentativo d*

pode ser expressa por:

pred(d*) = ¢x(0) — gr(d*) > q(0) — qi(dg;) = pred(dy,) (4.22)

Uma representacdo de um ponto de Cauchy estritamente interior a regidao de con-
fianca é dada na Figura 4.2. Observa-se que a area destacada em cinza corresponde
aos pontos que sao tao bons quanto ou melhores que o ponto de Cauchy em termos de

decréscimo no modelo, isto é, os pontos na regiao destacada satisfazem a condicao (4.22).

Figura 4.2: O ponto de Cauchy.

O ponto de Cauchy pode ser obtido de maneira computacionalmente barata e, por
isso, tem um papel fundamental na aceitacao ou rejeicao de uma solucao aproximada
para o subproblema de regiao de confianga. De fato, a convergéncia global do método de
regido de confianca pode ser atingida impondo apenas que a solucdo aproximada, d*, do

subproblema de regidao de confianca permita uma reducao no modelo quadratico g de, no



95

minimo, uma fracio fixa do decréscimo obtido pelo ponto de Cauchy, d¥,, isto é,

0(0) — ar(d*) > £(qx(0) — gi(dc)) (4.23)
para algum ~ € (0, 1].
Conforme apontado em KARAS (2002), uma estimativa para o decréscimo obtido

pelo ponto de Cauchy no modelo g, pode ser obtida através do seguinte lema:
Lema 4.1. Seja k € N. O ponto de Cauchy df, € R", definido em (4.19), satisfaz

k § . k ||9k||
%m>—%n%>>2m%mmn{A,HBN} (4.24)

onde £ > 0 depende da norma usada na definicao da regiao de confianga. Se a norma

usada é a norma Euclidiana ou /.., entdo £ = 1, e se é a norma 1, entao £ = %
Demonstragio. Ver KARAS (2002). O

A demonstragao de convergéncia global do método de regiao de confianga se baseia
nesta estimativa de decréscimo no modelo atingida pelo ponto de Cauchy (NOCEDAL
& WRIGHT, 2000). Desta forma, tendo em vista (4.23) e (4.24), d* é uma solucio
aproximada para o subproblema de regido de confianga (4.7) se ||d*|| < A* e

0) = () > § o min { &%, 121 (1.29
|| Brll

em que £ € (0,1] é uma constante dependente da norma empregada.

Apesar do ponto de Cauchy permitir uma reducao suficiente no modelo para pro-
positos de convergéncia global a um baixo custo computacional, é de interesse pratico
determinar solugoes aproximadas melhores que o ponto de Cauchy para o subproblema
de regiao de confianca. O motivo para isto é que a utilizacdo do ponto de Cauchy em
todas iteracoes corresponde apenas a utilizagdo do método de gradiente com uma escolha
particular de tamanho de passo. Como é sabido, esta escolha nao apresenta bom desem-
penho computacional, principalmente porque o método do gradiente nao leva em conta as

informagoes de curvatura do modelo, representadas na matriz Hessiana aproximada Bj.

4.2.2 Meétodos Aproximados

A seguir, sdo apresentados alguns algoritmos que permitem a resolu¢ao do subpro-
blema de regiao de confianca. Dois algoritmos aproximados, o método dogleg de Powell
e o método do gradiente conjugado de Steihaug, sao discutidos. A ideia destes métodos
é iniciar a resolucao calculando o ponto de Cauchy e, entao, utilizar algum procedimento
iterativo para melhord-la. A estratégia de aperfeicoamento da solucao destes métodos é

projetada de modo que o passo de Newton

dy = —By ' g (4.26)

seja utilizado sempre que By for definida positiva e ||d&|| < A*.
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4.2.2.1 Método Dogleg

A solucdo dos subproblemas de regido de confianca depende do raio, A*, e do ponto,
z¥, em que o modelo foi definido. Quando a matriz By, é definida positiva, o minimizador
irrestrito do modelo quadrético g corresponde ao passo de Newton df = —B; 'gp. Se
este ponto pertencer a regiao de confianca, ele sera a solucao desejada. Em contrapartida,
quando o raio se torna suficientemente pequeno, a restricao ||d|| < A* faz com que o efeito
do termo quadratico no modelo seja reduzido, de modo que a solugao do subproblema de
regido de confianca fique cada vez mais préxima do ponto de Cauchy d¥,.

Assim, se denotarmos por d*(A) a solugao 6tima de um subproblema de regiao de
confianga para um raio A, pode-se definir uma funcao d* : R, — R™ que representa
a trajetoria de solugoes Otimas do problema em funcao do raio da regiao de confianca.
Esta trajetoria tem uma extremidade no ponto d*(0) = 0 e outra no passo de Newton
d*(A) = —B; ' gr, para qualquer A > || B, 'g/|. Um exemplo de trajetéria d* esta repre-
sentado na Figura 4.3, em que as curvas de nivel do modelo sao as elipses tracejadas e
diferentes regioes de confianca em torno de um ponto sao representadas pelas circunfe-

réncias concéntricas.

Figura 4.3: Trajetoria de solugbes 6timas para um subproblema de regido de confianca, em
funcao do raio.

Assumindo que B, é definida positiva, no método dogleg a trajetéria curvilinea defi-
nida por d* é substituida por uma trajetoria poligonal composta por dois segmentos. Uma
solugao aproximada ¢ obtida minimizando o modelo ao longo desta trajetoria poligonal,
denominada trajetoria dogleg. O primeiro segmento tem uma extremidade na origem e

outra no minimizador irrestrito ao longo da direcao de maxima descida, dado por:

T
9i. 9k
dF = — 4.27
! gt Br.gx Tk (427)

Evidentemente, df coincide com o ponto de Cauchy quando ||df| < A*. O segundo

segmento tem uma extremidade no ponto df e outra no passo de Newton, di. Desta
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forma, a trajetéria dogleg d : [0,2] — R™ pode ser expressa por:

d(a) =

ozdf, se0<ag
(4.28)
<

df + (a—1)(dr —df), sel<a

O método dogleg ¢ bem definido porque satisfaz duas propriedades essenciais: os
pontos da trajetoria se afastam da origem a medida em que o pardmetro o aumenta; e o
modelo quadratico g, decresce monotonicamente ao longo da trajetoria. Estas proprieda-

des s@o consequéncia do Lema apresentado a seguir (NOCEDAL & WRIGHT, 2000).
Lema. Seja By definida positiva e || - || a norma Euclidiana. Entao:

(i) ||d(c)]| é uma fungdo crescente de «;

(i) qr(d(a)) é uma funcio decrescente de a.
Demonstragio. Ver NOCEDAL & WRIGHT (2000) ou CONN ET AL. (2000). O

Desta forma, o minimizador sobre a trajetoria dogleg é o passo de Newton quando
|d% || < AF; ou a intersecgao da trajetéria com a fronteira da regido de confianca, quando
|d& || > AF. Tendo em vista o que foi apresentado, o passo obtido pelo método dogleg,
denotado por d¥, pode ser calculado analiticamente da seguinte maneira, considerando

que somente existem trés possibilidades:

o Se ||d%| < AF, entdo df = d¥, isto é, a solugdao obtida pelo método dogleg é o

proprio passo de Newton (Figura 4.4);

Figura 4.4: Método Dogleg: caso em que a solu¢io aproximada coincide com o passo de
Newton.

e Se ||d¥|| = AF, a solugdo aproximada obtida pelo método dogleg é o ponto de Cauchy,
dt, (Figura 4.5);
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Figura 4.5: Método Dogleg: caso em que a solucdo aproximada coincide com o ponto de
Cauchy.

e Finalmente, se ||d%| > A* e ||df|| < A, a solugao aproximada obtida pelo método

dogleg se situa no segmento com extremidades em d¥ e d¥ (Figura 4.6).

Figura 4.6: Método Dogleg: caso em que a solugdo aproximada se situa no segmento com
extremidades d{“ e d'ﬁI.

Nas representagoes graficas apresentadas, a circunferéncia continua representa a
fronteira da regiao de confianga, enquanto que a curvas tracejadas representam algumas
curvas de nivel do modelo g;. Quando a solucio aproximada est4 no segmento unindo df
e d¥, deve-se determinar a intersecdo do mesmo com a fronteira da regido de confianca,

isto é, deve-se determinar um valor @ € (0, 1), tal que:
ldf +a(dy — dp)|| = A" (4.29)
Felizmente, isto pode ser feito de maneira simples, observando que resolver esta
equacao ¢ equivalente a determinar a raiz positiva da seguinte equacao quadratica em a:
ld% — df|[*a® + 2(dr)" (dx — df)a + (||d7||* — A") =0 (4.30)

Desta forma,
— ()7 (d — d) + /1(dF)T (d — df))? + [ldf — df[[2(AF — [|df]]2)
1R — dFI?

Os passos principais do método dogleg sao apresentados no Algoritmo 7. Como se

(4.31)

o =



99

pode perceber, o custo computacional do método é dominado pela resolucao do sistema

linear para obtencdo do passo de Newton, d¥.

Algoritmo 7 Método Dogleg

1: Dados gy, By, definida positiva e A*¥ > 0, calcule o passo de Newton d¥ utilizando
(4.26).
Se ||d%|] < A, retorne dfy, = d¥ como solugao.
Caso contrario, va para o passo 2.

2: Calcule o minimizador irrestrito do modelo na direcio oposta ao gradiente, df, através
de (4.27).
Se ||d¥|| = AF, retorne df, = d¥ como solugdo, em que d¥, é o ponto de Cauchy (4.19).
Caso contrario, va para o passo 3.

3. Utilizando d¥ e d¥ obtidos nos passos anteriores, calcule @ de acordo com (4.31) e

retorne df = d¥ + a(d% — d¥) como solugao.

4.2.2.2 Meétodo do Gradiente Conjugado de Steihaug

O método dogleg apresentado anteriormente ¢ uma maneira simples e eficiente para
se determinar uma solucao aproximada para o subproblema de regiao de confianga. Sua
principal desvantagem, entretanto, ¢ a necessidade de que a matriz Hessiana, By, do
modelo quadratico, g, deve ser definida positiva. Do contrario, o passo de Newton d&
pode nao ser bem definido ou nao produzir uma dire¢ao de descida. Esta situacao é
ilustrada na Figura 4.7, a seguir.

Na Figura 4.7, algumas curvas de nivel da funcio f(z1,z2) = (1 —x1)* + (22 — 2%)?,
estdo representadas através de linhas continuas. Escolhe-se o ponto z° = (—1,2) (e)
para estabelecer um modelo quadratico, que deve representar a funcao f na regiao de
confianca de raio A = 1, cuja fronteira esté representada pela circunferéncia tracejada
em preto. As curvas coloridas tracejadas correspondem a algumas curvas de nivel do
modelo quadratico em torno de z°. Nota-se que as mesmas sdo hipérboles, e que o
modelo quadratico estabelecido, portanto, nao possui uma matriz By definida positiva.

Na figura, o passo de Newton leva ao ponto representado por [1. Observa-se que
a utilizacao do passo de Newton, mesmo que seja realizada uma busca unidimensional,
sempre ird causar um aumento na fungao objetivo. Por outro lado, a solu¢ao quase-exata
do subproblema de regiao de confianca leva ao ponto representado por o, que possibilita
a redugao da funcdo objetivo. O ponto z* = (1,1), indicado por um X, corresponde a

solucao 6tima do problema.
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Figura 4.7: Passo de Newton () e solugdo quase-exata (o) para um subproblema de regido de
confianca com modelo quadritico nao-convexo.

Assim, é de grande interesse pratico que os métodos aproximados utilizados na
resolucao do subproblema de regiao de confianca também sejam capazes de tratar das
situagoes em que o modelo é nao-convexo, isto é, By nao é definida positiva. Uma das
possibilidades ¢ a utilizacao de uma variante do método do gradiente conjugado, proposta
por STEIHAUG (1983).

O método do gradiente conjugado cldssico, para minimizacao irrestrita de fungoes
quadraticas convexas em um espaco de dimensao n, se assemelha ao método dogleg, no
sentido de que uma sequéncia de pontos zy = 0, 21, ..., 2; € gerada, a partir da escolha
adequada de comprimentos de passo «; e diregcoes conjugadas p;. Os pontos z; definem
uma trajetoria poligonal, sobre a qual a fun¢ao quadratica é monotonicamente decrescente.
A diferenca é que o método dogleg minimiza o modelo em uma trajetoria com apenas dois
segmentos, enquanto que o método do gradiente conjugado o faz em uma trajetoria que
pode ter diversos segmentos. Em aritmética exata, é possivel mostrar que se a matriz
simétrica e definida positiva By possui £ autovalores distintos, entao o método do gradiente
conjugado classico obtém a solucio 6tima d* = d¥, isto é, o passo de Newton, em no
méaximo j < /¢ iteragoes (CONN ET AL., 2000).

No método do gradiente conjugado de Steihaug, modificacoes sao realizadas no
método do gradiente conjugado classico, de modo a levar em consideracao a restricao de
regiao de confianga e tratar curvaturas negativas. As modificagoes se baseiam no fato de
que, se o modelo é ilimitado inferiormente, entdao a tnica seguranca na minimizac¢ao do

modelo ¢é a restricao de regiao de confianca. Por outro lado, quando o modelo é convexo, é
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desejavel que as modificagoes realizadas nao interfiram no desempenho normal do método
do gradiente conjugado.

Conforme apontado em CONN ET AL. (2000), ao aplicar o método do gradiente
conjugado para resolver o subproblema de regido de confianga (4.7), as seguintes possibi-

lidades podem ocorrer ao gerar um ponto z;j41 = 2; + o;p;:

(i) pjTkaj > (0 em todas as iteracoes j, enquanto todos os iterandos z; permanecem
na regiao de confianga. Neste caso, a solucao aproximada obtida pelo método do
gradiente conjugado de Steihaug, d%, corresponde simplesmente ao passo de Newton,

pois a restricdo de regido de confianca nao esta interferindo na trajetéria dos pontos;

(ii) p;r’kaj < 0 em alguma iteragdo j. Neste caso, o modelo ¢ nao é estritamente
convexo e ¢ ilimitado inferiormente ao longo da reta z; + ap;. Como se deseja
minimizar o modelo, faz sentido reduzir o modelo g, ao longo de z; + ap; o maximo
possivel até que a fronteira da regiao de confianga seja alcancada. Assim, neste
caso, a solucdo aproximada é o ponto df = zj + ap; tal que @ € a raiz positiva de
|2 +apyl| = AF B

(ili) ||zj+1ll > Ay, isto é, apesar do modelo ser convexo ao longo de z; + ap;, o valor
do comprimento do passo a; que minimiza o modelo de modo irrestrito ao longo de
zj+ap; faz com que o ponto 241 = 2;+a;p; abandone a regiao de confianca. Neste
caso, da mesma maneira que no caso anterior, faz sentido encontrar a raiz positiva

J— J— _ k k _ J— ~ .
a de ||z; + ap;|| = A® e retornar d§ = z; + @p; como solugdo aproximada.

A terceira possibilidade indicada acima nao é tao 6bvia. De fato, é licito questi-
onar se apesar do ponto z;4; violar a restricao de regiao de confianca, algum iterando
subsequente poderia retornar para a regiao de confianca, de modo que a convergéncia do
método seria comprometida pela interrup¢ao prematura com um ponto na fronteira da

regiao de confianga. O préximo teorema garante que tal situagdo nunca ocorre.

Teorema 4.2. Suponha que o método do gradiente conjugado é aplicado na minimizagao
do modelo gx(d), iniciando a partir do ponto z; = 0, e que p]Tkaj > (0 para 0 < 5 < ¢.

Entao os iterandos z; satisfazem a desigualdade

125l < 1254l (4.32)

para 0 <5<t — 1.
Demonstragio. Ver NOCEDAL & WRIGHT (2000) ou CONN ET AL. (2000). O

O Teorema 4.2 garante que, desde que somente curvaturas positivas sejam encon-

tradas no método do gradiente conjugado, a norma dos iterandos é estritamente crescente

2] A raiz positiva fornece o menor valor para gi(z; + ap;) (CONN ET AL., 2000).
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se o método for iniciado com zy = 0. Portanto, dado um iterando z; que satisfaz a restri-
cao de regiao de confianca, se acontecer de z;;1 violar a restri¢ao de regiao de confianga,
escolhe-se como solugao aproximada para o método do gradiente conjugado o ponto no
segmento com extremidades z; e 241 que intercepta a fronteira da regiao de confianga,
pois iterandos subsequentes se afastariam da regiao de confianga, violando ainda mais a
restricao.

Em suma, quando o método do gradiente conjugado de Steihaug ¢é aplicado na
minimizagao do modelo gi(d), comegando a partir do ponto zg = 0, independentemente
da matriz By ser definida positiva ou se os iterandos permanecem na regiao de confianca,
o método termina com um de trés possiveis resultados. Primeiramente, se By, é definida
positiva, o método pode convergir para um ponto no interior da regiao de confianca (o
passo de Newton), se os iterandos nao violarem tal restrigdo. Em segundo lugar, se uma
direcao de curvatura negativa é encontrada, o método calcula uma solugdo aproximada
util ao longo desta direcao, sobre a fronteira da regiao de confianca. Por fim, se em algum
momento um iterando viola a restrigao de regiao de confianga (ou estd sobre a fronteira),
iterandos subsequentes nao retornam, de modo que nao faz sentido continuar gerando
novos pontos. Nesta situagdo, uma solucao aproximada é computada intersectando a reta
ao longo da direcao corrente, a partir do tltimo iterando factivel, com a fronteira da
regiao de confianga. Tendo em vista estas observagoes, o Algoritmo 8 descreve o método

do gradiente conjugado de Steihaug.

Algoritmo 8 Método do Gradiente Conjugado de Steihaug

1: Escolha uma tolerancia € > 0, o raio da regido de confianca, A* > 0, bem como o
vetor g, e a matriz simétrica By do modelo gy.
Faga 20 = 0, ro = gk, po = —ro € j = 0.
2: Se ||ro|| < &, entdo retorne df = z5 como solucao.
Caso contrario, va para o passo 3.
_ T
3: Faga k; = p; Bip;.
4: Se r; < 0, entdo retorne df = z; + @p; como solugdo, em que @ é a raiz positiva de
— Il — Ak
Iz + ap; || = A™.
Caso contrario, va para o passo 5.

T
riT;
. N
5: Faga a; = >

6: Se ||z; + a;p;|| = AF, entdo retorne df = z; + @p; como solugdo, em que @ é a raiz
positiva de ||z; + ap;|| = AF.
Caso contrario, va para o passo 7.

7: Faga zj41 = z; + a;pj e rj11 = 1 + o Bip;.

8: Se ||I7j41]| < €llrol|, retorne df = z;,; como solugio.
Caso contrario, va para o passo 9.

T .
Ti41Ti+1

9: Faca B; = L— e pjp1 = —1jp1 + B5p;-

’r‘j T
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Faca 7 = 7 + 1 e volte ao passo 3.

Como visto anteriormente, a inicializacdo zy = 0 é crucial para o método. Esta

inicializacao, associada a direcao inicial py = —rg = —gi, garante que se o método nao
T
parar no passo 2, isto é, ||ro|| > ¢, e se pl Bipo = gl Brgr > 0, tem-se que ay = gﬁ%‘i’;k,
k
modo que:
T
Ik Ik k
20 + QopPpo = — TB k= dI (433)
Ik DrYk

Se a condi¢ao no passo 6 do Algoritmo 8 se verifica com a direcao inicial, isto é,
|20 + aopol] = AF, o algoritmo retorna o ponto de Cauchy como solugdo, d = d¥. Por
outro lado, se esta condigio nao se verifica, entdo z; = 2z + agpy = d&, e as iteracdes
subsequentes do método do gradiente conjugado de Steihaug irdo obter uma solugao d%
tal que qx(d¥) < gr(z1). Por fim, se a condi¢do do passo 4 é ativada na diregdo inicial,
isto &, pt Bxpo = g1 Brgr < 0, 0 método também retorna o ponto de Cauchy. De qualquer
forma, portanto, o método termina com uma solucdo d¥ pelo menos tiao boa quanto o
ponto de Cauchy, o que é fundamental para a convergéncia global do método de regiao

de confianga.

4.2.3 Meétodos Quase-Exatos

Agora que os métodos dogleg e do gradiente conjugado de Steihaug para resolugio
aproximada dos subproblemas de regiao de confianca foram discutidos, sao apresentadas as
ideias basicas dos métodos quase-exatos e, em particular, o método baseado em problemas
de autovalores generalizados de ADACHI ET AL. (2017), o qual foi utilizado para obter
parte dos resultados numéricos deste trabalho.

O Teorema 4.1, que caracteriza as solugoes 6timas globais de um problema de regiao
de confiancga, indica que devemos buscar por uma solucao d* e um valor associado A* > 0,
de modo que as condigoes (4.15a), (4.15b) e (4.15¢) sejam atendidas. Definindo

B(\) = B+ A (4.34)

tem-se que d(\) é uma solugao do sistema linear

B(\)d(A) = —g (4.35)
para algum valor A > 0.

A ideia mais elementar para se resolver o conjunto de equacgoes (4.15a), (4.15b) e
(4.15¢) seria considerar que d(\) = —B()\)"!g, e substitui-la na equagiao A\(A — [|d(N\)|]) =
0, obtendo-se uma equagao nao-linear na variavel A. Esta tultima equagao, entretanto,
nao é a mais vantajosa do ponto de vista pratico, utilizando-se a forma alternativa dada
pela equagao (4.18). Além disso, essa estratégia somente funcionaria diante da hipdtese
de invertibilidade de B()), a qual ndo é necessariamente vélida. De fato, a singularidade

de B(X*) na solucao 6tima global do problema de regiao de confianga indica uma situagao
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em que possiveis dificuldades podem ocorrer e demanda atengao especial, por exigir que

um autovetor apropriado de B seja computado.

4.2.3.1 Solucgoes exatas na norma Euclidiana

Como B ¢é uma matriz real simétrica, podemos considerar sua decomposi¢ao espec-

tral
B=VAVT (4.36)

em que A é uma matriz diagonal de autovalores A\; < Ay < ... < A\, e V é uma matriz

ortonormall® cujas colunas sao os autovetores correspondentes. Entao,

BA) =B+ M =VAVT +AVVT =V(A+ X)VT (4.37)

Claramente, a partir de (4.15c), conclui-se que na solugao 6tima do problema de

regiao de confianga A > —\;, uma vez que somente assim B(\) serd semidefinida positiva,

e que se A > —\; o minimizador global do problema de regiao de confianga é tinico, pois
teriamos B(\) definida positiva.

Suponhamos, por ora, que A > —\;, de modo que B(\) é definida positiva. Neste

caso, o sistema (4.35) possui uma tnica solucao, expressa por

d\) = -B\)lg=-V(A+A)VTg (4.38)

Esta expressao pode ser escrita como
d(A) = — ; 4.39
N=-2 5 (439)

em que n = V7Tg, n; é a i-ésima componente do vetor 7, e v; é a i-ésima coluna de V, isto
é, o autovetor associado a \;.
Além disso, a solugao desejada para o problema de regiao de confianga também deve

satisfazer a restricao de regiao de confianca, dada pela inequagao nao-linear

[V <A (4.40)
Definindo
n 2
) = AP = V(A4 M)Vl = A+ Al = s (da)
i—1 \Ni

a inequagao (4.40) pode ser expressa de modo equivalente por

5(\) < A? (4.42)
A fim de compreender como as expressoes (4.41) e (4.40) podem ser utilizadas para

a resolugao do problema de regidao de confianga, consideremos o exemplo de um problema

Blsto significa que VVT = VTV = I,.
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de regiao de confianca com modelo convexo, em que

1 100
g=| 11|, B=|0 20 (4.43)
1 00 4

Neste caso, na decomposicao espectral de B tem-se simplesmente que V = I3 e

A = B, de modo que n = VTg = g. Assim, a funcdo §()\) para este caso é expressa por:

1 1 1
B O Ve G VER TRV

cujo grafico é dado na Figura 4.8.

(4.44)

Figura 4.8: Gréfico de §(\) no exemplo em que o modelo é convexo.

5(A)

25 |

20 |
curva de
solucoes

15

10

5 |

‘ \ A
-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3

Como se pode notar, esta fungdo é sempre positiva e tende ao infinito quando A se
aproxima dos opostos dos autovalores de B, que sao 1, 2 e 4, e tende a 0 quando A tende

ao infinito. Observando a expressao geral (4.41), pode-se entender porque isto ocorre.

2
Primeiramente, cada termo (AZ:W é positivo, uma vez que é a razao de dois quadrados,
2
de modo que §(\) também é positiva. Cada um dos termos (/\17/\)2 tende a 0 quando A

tende ao infinito. Por fim, os denominadores de cada parcela, (A\; + A)?, se anulam quando
A = —\;, de modo que §(\) tem um pdlo nestes valores, desde que 7; # 0. Portanto, pode-
se observar que a funcao §(\) pode assumir qualquer valor positivo desejado para um tnico
valor de A no intervalo (—A;, 00). No exemplo, apresentado, \; = 1, de modo que a funcao
assume qualquer valor positivo no intervalo (—1,0).

Pode-se utilizar este exemplo para ilustrar o Teorema 4.1. Sabe-se do teorema que,
em uma solucao 6tima, deve-se ter A > 0, o que reduz a busca a regiao nao-negativa

do eixo A\. No caso do exemplo, em que 6()) é dada por (4.44), se o raio da regiao de
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confianca for suficientemente grande, tem-se que §(\) < A? para todo A > 0. A medida
em que se reduz a regiao de confianca, A atinge um valor critico, A, para o qual, pela

primeira vez, §(\) = AZ.. Neste exemplo, isto ocorre no intercepto de d(\) com o eixo

cri-
vertical, isto ¢, para o valor critico AZ; = 6(0) = 1+ + = = &, ou seja, Ay = @.
A cada valor de A menor que o valor critico, corresponde um tnico A que satisfaz as
condigoes do teorema.

Geometricamente, como B é definida positiva, o modelo quadratico possui um tinico
minimizador irrestrito. Para A suficientemente grande, este minimizador estd no interior
da regidao de confianga, e a solu¢ao do problema de regiao de confianca é simplesmente
d(0) = —B7!g. Esta situagdao corresponde ao segmento vertical destacado na Figura
4.8. Reduzindo-se A, existe um valor critico para o qual o minimizador irrestrito do
problema se situa exatamente sobre a fronteira da regiao de confianga. Este valor critico
para A estd relacionado ao intercepto de 6(\) com o eixo das ordenadas, e é dado por
Aei = 1/0(0). Para qualquer A inferior ao valor critico, a regiao de confianga passa
a excluir o minimizador irrestrito, e as solugdes sdo obtidas na fronteira da regiao de
confianga para algum valor estritamente positivo de A\, o qual pode ser obtido resolvendo-

se a equacao

[N = A (4.45)

Voltemos, agora, a atencao para o caso nao-convexo. Para tanto, consideremos um

problema de regido de confianca em que

1 —2 0 0
g=|1]|, B=| 0 -10 (4.46)
1 0 0 2

Como no exemplo convexo, na decomposicao espectral de B tem-se simplesmente
que V = I3 e A = B e, portanto, n = Vg = g. Assim, a funcao §()\) para este caso é

expressa por

1 1 1
W= e T T T e (4.47)

cujo grafico é dado na Figura 4.9.

Novamente é possivel verificar que §(\) é sempre positiva, tende a 0 quando A tende
ao infinito, e possui pélos nos opostos dos autovalores de B, —2, —1 e 2. Percebe-se que
d(A) pode assumir qualquer valor positivo desejado para um tnico valor de A no intervalo
(=1, 00), entre o maior polo e o infinito. Para o exemplo considerado, o maior pdlo é 2,
que é o oposto do menor autovalor de B, \; = —2 e, portanto, B(A\) = B + Al ¢ definida
positiva para A > 2. Portanto, para cada A > 0, infere-se que ha um tnico valor de A > 2
tal que 6(\) = A2

Do ponto de vista geométrico, o modelo quadratico ¢ ilimitado inferiormente pois a

matriz B é indefinida. Neste caso, conforme discutido previamente, a solu¢ao do problema
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Figura 4.9: Grafico de §(\) no exemplo em que o modelo é ndao-convexo.

5(A)

25 +

20 +

deve se situar na fronteira da regiao de confianga. O minimizador do modelo na regiao de
confianga é dado por (4.35), para algum valor A > 2, que pode ser determinado resolvendo
a equagao (4.45).

Finalmente, deve-se considerar um caso especial, conhecido na literatura como hard
case (MORE & SORENSEN, 1983), o qual pode causar dificuldades para os métodos de
regido de confianca. A fim de ilustrar este caso, consideremos o problema de regiao de

confianca com

0 -2 0 0
g=|(11], B=] 0 =10 (4.48)
1 0 0 2

Este exemplo é o mesmo do caso anterior, com uma mudanga na primeira coordenada
de g. Como nos exemplos anteriores, a decomposicao espectral de B é tal que V = I3 e
A = B. Observa-se, entretanto, que neste caso a primeira coordenada de n = V7g =g é

nula, de modo que a fungao 6(\) é expressa por
0 1 1 1 1

S(\) = + + = - 4.49
9@ (=240 (=14+X2)° 24N (14N (2+)) (4.49)

cujo grafico é dado na Figura 4.10.
Neste exemplo, o maior pélo de §(A) ocorre em A = 1 = —X\;. Assim, apesar

de haver uma tnica raiz para a equacao (4.45) entre este pélo e o infinito, isto é, no
intervalo (1,00), o Teorema 4.1 exige que na solu¢do tenha-se A > 2. Isto sugere que

podem ocorrer dificuldades quando A é superior a um valor critico, A (neste exemplo,

AZ;=0(2) =1+ 5 = 1%, ou seja, Ay = @)
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Figura 4.10: Gréfico de §(\) no exemplo do hard case.

5(A)

25 +

e———— —\;

sem raiz
para A > 2

valor
critico

A justificativa para esta situacao estd relacionada ao desaparecimento do pdlo em
A = —); devido ao valor nulo de 7; (neste exemplo, —A; = 2). De modo geral, isto ocorre
quando a funcao 0(\) deixa de ter um pélo em —A; porque 7; = 0 para todos os indices
i tais que \; = A\;. Como 7; = vl'g, em que v; é o autovetor associado a \;, pode-se dizer
que, geometricamente, esta situacao ocorre quando g é ortogonal ao autoespaco, &£, dos
autovetores associados ao menor autovalor de B, A;.

Resta explicar, portanto, como computar um valor adequado de A quando esta
situagdo ocorre. Enquanto o valor de A é menor que o valor critico A = /0(—A1),
existe algum valor A no intervalo (—A;,00) tal que (4.45) ¢é satisfeita. Por outro lado,
quando A > A, sabemos que nao ha uma solugdo para A € (—\;,00), mas o Teorema

4.1 ainda assegura que a solugao global deve ser tal que A € [\, 00). Nesta situagao,

portanto, a tinica possibilidade é que A = —\;.
A fim de determinar d(\) no hard case, ndo é suficiente excluir de (4.39) os termos
para os quais \; = \q, fazendo d(\) = — > 1 v;. Entretanto, como B(—\;) =
BN EAL Ai + A
B — M\ I é singular, existe um vetor z tal que ||z|| = 1 e B(—=A1)z = 0. Em outras

palavras, z é um autovetor de B correspondente ao autovalor Ay, isto é, z € £;. Devido
a ortogonalidade de V, tem-se que v] 2 = 0, para todo i tal que \; # \;. Segue desta

propriedade que se considerarmos

i
dN) =- > v + T2 (4.50)
BN £ Ai A
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para qualquer escalar 7 e pela ortogonalidade dos vetores v;, tem-se que
n?
||d(/\)||2 = w%;}\l m + 72 (4.51)
de modo que ¢ sempre possivel escolher 7 de modo que ||[d()\)||? = A?. Por construgao,
portanto, segue que as condi¢oes (4.15b) e (4.15¢) do Teorema 4.1 sdo atendidas. Por fim,
a condigdo (4.15a) pode ser verificada facilmente através de algebra matricial.

Portanto, na ocorréncia do hard case, além de resolver um sistema singular de equa-
¢oes, é também necessario computar um autovetor de B associado a Aq, a fim de obter
uma solucao. Na pratica, é bastante improvavel que g seja exatamente ortogonal ao au-
toespaco &. Entretanto, é possivel que alguma componente de g neste espago seja muito
pequena, levando a dificuldades numéricas. Por exemplo, considerando o mesmo exemplo

do hard case, com

g=1|1 (4.52)

Neste caso,
€ 1 1

(2402 TSI A2 2N

cujo grafico é dado na Figura 4.11. Nota-se que, a medida em que € é reduzido, torna-se

5(\) = (4.53)

mais dificil determinar com precisao solugdes para (4.45) para as quais o valor de A esteja

préoximo de —\; = 2.

Figura 4.11: Grafico de §(\) no exemplo, para diferentes valores da primeira coordenada de g,

gr =c.
2 T
- =01
-~ £=0,01
e = 0,001
15 |
10 +
|
/
I
5 I
/!
//
S /,/‘/
S | —
-1 1 2 3
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A discussao feita nesta se¢ao é a base para um método numérico bastante conhecido
para resolucao de problemas de regiao de confianca, proposto por MORE & SORENSEN
(1983). Como este método nao foi utilizado neste trabalho, seus detalhes de implementa-
¢ao nao serao apresentados. Detalhes sobre ele podem ser encontrados no artigo original
de MORE & SORENSEN (1983), ou em livros de PNL, tais como NOCEDAL & WRIGHT
(2000) e CONN ET AL. (2000). Na préxima secao ¢ apresentado um método quase-exato
para resolucao de problemas de regiao de confianca, baseado em problemas de autovalores

generalizados, recentemente proposto por ADACHI ET AL. (2017).

4.2.3.2 Método PAG

Na sec¢ao anterior, foi apresentado como um problema de regiao de confianca pode
ser resolvido do ponto de vista tedrico, utilizando nogoes de autovalores. A discussao
apresentada é a base para o método de MORE & SORENSEN (1983), o qual utiliza o método
de Newton para resolver a equagao nao-linear (4.18) de modo iterativo. Apesar das ideias
apresentadas serem relativamente simples, implementacoes praticas deste método podem
ser bastante intrincadas, devido a exigéncia de salvaguardas para o método de Newton.

Recentemente, um método de resolugao de problemas de regiao de confianga via
Problema de Autovalores Generalizado (PAG) foi proposto por ADACHI ET AL. (2017).
Esta abordagem possui como vantagem o fato de obter solugoes precisas para o problema
de regido de confianca resolvendo um tnico problema de autovalores generalizado, sem
a necessidade de iteracoes externas. Além disso, os autores generalizam esta abordagem
para o caso em que a restricao de regiao de confianga é elipsoidal e detalham como lidar
com o hard case. Finalmente, o principal atrativo desta abordagem é a simplicidade
pratica, uma vez que sua estrutura basica pode ser implementada em poucas linhas de
c6digo MATLAB.

No trabalho de ADACHI ET AL. (2017), o método PAG foi testado em diversas
instancias de problemas de regiao de confianga geradas aleatoriamente, mostrando que o
mesmo € extremamente competitivo com outras abordagens quase-exatas. Neste trabalho,
o objetivo ¢é a utilizacao deste método como parte de um algoritmo de regiao de confianca
para PNL com restri¢oes de igualdade e desigualdade. Neste sentido, este trabalho pode
ser um dos primeiros a verificar a viabilidade da utilizagdo desta abordagem como parte
de um algoritmo geral de otimizacao.

A fim de apresentar o método PAG, consideremos o seguinte problema de regiao de

confianca:
min ¢(d) = f+g'd+ Ld" Bd
deR™ ? (4.54)
sa. |d|ly <A

em que M, B € R" sao simétricas, g € R", e M é definida positiva. Note que utilizou-se

uma restri¢ao de regiao de confianga definida em uma norma possivelmente elipsoidal, em
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que
ldlla = [[M2d] = VdTMd (4.55)

Quando o problema de regiao de confianga é escrito na forma (4.54) suas condigoes

necessarias e suficientes de otimalidade sdo expressas conforme o teorema a seguir.

Teorema 4.3. Um vetor d* é uma solu¢ao 6tima para o problema de regiao de confianca

(4.54) se, e somente se, existe A* > 0 tal que:

dllas < A (4.56a)
(B4+N'M)d*=—g (4.56Db)
A(A = [|d*][a) =0 (4.56¢)
(B+A"M) & semidefinida positiva. (4.56d)

Além disso, se (B + A*M) for definida positiva, entdo o vetor d* é tinico.
Demonstragio. Ver GAY (1981). O

O Teorema 4.3 nada mais é do que uma generalizacdo do Teorema 4.1, no qual
tinha-se que M = I. A maioria dos métodos para resolucao de problemas de regiao de
confianga considera que M = I e busca uma solugao (d*, \*) nas condigdes do Teorema 4.1
através de um esquema iterativo, durante o qual estimativas para \* sdo atualizadas. De
modo geral, o nimero de iteragoes destas abordagens é imprevisivel. Em contraste com
estas abordagens, o método PAG, por nao efetuar iteracdes externas, torna o tempo de
execucao previsivel. Além disso, as dificuldades associadas as abordagens iterativas, como
a necessidade de salvaguardas para o método de Newton, simplesmente desaparecem.

A abordagem tradicional para o caso em que M # [ consiste em tipicamente trans-
formar o problema em um equivalente no qual M = I, através da mudanga de variavel
d = M2d. Esta abordagem, entretanto, exige o calculo da raiz quadrada da matriz M,
que pode ser numericamente instavel. Além disso, essa transformacao pode eliminar a
possivel estrutura esparsa do problema, tornando-o denso. O algoritmo PAG evita es-
tas situacoes uma vez que trabalha diretamente com as matrizes B e M, o que permite
explorar a esparsidade.

No caso de solugoes interiores para (4.54), sabe-se do Teorema 4.3 que se deve ter
A* = 0. Portanto, a obtencao de uma solugao interior se reduz a determinar a solugao
do sistema linear Bdy = —g para dy. Em seguida, verifica-se se a restri¢ao ||do|las < A é
atendida. Se for, entdo dy é candidata a solucdo interior. Se, além disso, B for definida
positiva, entao dy ¢ de fato a solucao para o problema de regiao de confianca. Por outro
lado, se B possui autovalores negativos, entao dy nao é uma solucao para o problema de
regiao de confianca. No caso em que B possui um autovalor nulo, a resolucao do sistema
Bdy = —g nao é trivial, mas uma solugao na fronteira da regiao de confianca deve existir.

Na pratica, verificar se B é definida positiva pode ser custoso. Por este motivo, no método
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PAG tenta-se simplesmente computar uma solucao para Bdy = —¢g, mantendo dy como
candidata se ||do||as < A e descartando-a caso contrario.

O caso de solugoes de fronteira, por outro lado, é mais interessante. As condic¢oes
(4.56a), (4.56b) e (4.56¢) representam as condigoes de KKT para o problema de regiao
de confianca. J& a condigdo (4.56d) especifica quais dos varios possiveis multiplicadores
KKT correspondem a solucao. Conforme explicado a seguir, hé até 2n possibilidades para
tais multiplicadores, e o de interesse é aquele com maior parte real. A fim de discutir este

caso, sao dadas algumas defini¢bes basicas a seguir.

Definicao 4.1. Dadas duas matrizes A, B € C"*", entao o conjunto de todas as matrizes
da forma A — AB, com A € C é chamado de feixe matricial (matriz pencil). A matriz
A — AB sera denotada por (A, B).

Definicao 4.2. Os autovalores generalizados de A — AB sao os elementos do conjunto
A(A, B) definido por

AMA,B) ={\ € C|det(A—-AB) =0} (4.57)
Se A é um autovalor generalizado de (A, B) e 0 # v € C" satisfaz

Av = ABv (4.58)

entdo v é um autovetor generalizado de A — AB. O problema de determinar solugoes

nao-triviais para (4.58) é chamado de problema de autovalores generalizado.

Defini¢ao 4.3. O feixe matricial (A, B) é chamado regular se P(\) = det(A — AB) nao

¢ um polindémio identicamente nulo. Caso contrario, ¢ chamado de singular.

Algumas observagoes devem ser feitas, em se tratando do problema de autovalores
generalizado. Primeiramente, o problema de autovalores generalizado tem n autovalores
se, e somente se, B é invertivel. Por outro lado, se B nao é invertivel, o conjunto A(A, B)
pode ser finito, vazio ou infinito, sendo que este 1ltimo somente ocorre quando o feixe
(A, B) é singular. O feixe de matrizes no qual este trabalho esté interessado é regular, de
modo que o caso em que A(A, B) é infinito nao ocorre.

Quando o feixe (A, B) é regular, duas situagdes podem ocorrer:

e Se a matriz B nao é singular entao pode-se verificar, multiplicando (4.58) & esquerda
por B7' que A(A, B) = \(B7'A4, 1,,), isto é, os autovalores generalizados de (A, B)

sao finitos e sdo os mesmos autovalores da matriz B~ A.

e Se a matriz B ¢ singular, entdo o grau do polinémio P(\) = det(A — AB) ¢ menor
do que n, digamos, 7. Os r zeros de P()) sao os autovalores do feixe (A4, B). Os

autovalores nulos de B sdo chamados de autovalores no infinito.

[l Quando B é singular, deve existir um vetor ndo-nulo v tal que Bv = 0. A nomenclatura autovalor
no infinito decorre do fato de que, na equagdo (4.58), isolando Bwv, obtemos Bv = %Av. Assim, quando
A tende ao infinito, tem-se que Bv = 0.
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Sabe-se da condigao (4.56b) do Teorema 4.3 que, para qualquer multiplicador A, a
menos que a matriz (B + AM) seja singular, pode-se escrever d como uma fungao de A da

seguinte maneira:

d(A) = —(B+AM) g (4.59)
Uma solucao de fronteira deve satisfazer a condigao ||d(A\)||a = A. Definindo

S(A) = [ld(N)|I3 = d(N)"Md(N) = " (B+AM) "M (B +AM)™'g (4.60)

esta condicao pode ser reescrita de modo equivalente como
S(A) —A*=0 (4.61)
Agora, considere B + AM como o feixe de matrizes (B, —M). Como M é invertivel
(pois é definida positiva), o feixe (B, —M ) possui n autovalores finitos que coincidem com
os autovalores da matriz —M ~'B. Por outro lado, M e B sdo simétricas, de modo que
—M~'B também o é. Portanto, os autovalores do feixe (B, —M) sio n nimeros reais,

X1 < - < X

No caso de regioes de confianga esféricas, vimos que a expressdo (4.61) podia ser
escrita como uma equagao racional em \. Isto foi possivel devido a decomposicao espectral
da matriz B. Esta mesma ideia nao ¢ aplicavel ao caso em que M ¢é qualquer matriz
simétrica e definida positiva, pois os autoespacos das matrizes B e M podem nao coincidir.
De fato, se a decomposicdo espectral de B é B = VAVT, com V ortonormal, pode ocorrer
de VI MV nao ser diagonal. As pecas-chave para contornar este problema residem no fato
de que as matrizes B e M sao simétricas e M é uma matriz definida positiva, conforme

indicado no teorema a seguir.

Teorema 4.4. Sejam B e M duas matrizes simétricas de mesma dimensao, com M

definida positiva. Entao existe uma matriz nao-singular W tal que

WIMW =1 (4.62)

WTBW =D (4.63)

em que D é uma matriz diagonal. Diz-se que a matriz W diagonaliza B e M simultane-

amente por congruéncia.
Demonstragio. Ver EREMENKO (2018). O

Uma consequéncia imediata deste teorema é que podemos escrever M = UUT e B =
UDUT para alguma matriz nao-singular U (basta tomar U = (W) no Teorema 4.4).
Disto, conclui-se que os elementos diagonais da matriz D sao os autovalores generalizados
do feixe (B, M). Para concluir isto, basta observar que A é autovalor generalizado de
(B, M) se, e s6 se, det(B — AM) = det(UDUT — \UUT) = det(U(D — N)UT) = det(U) -
det(D — XI) - det(UT) = [det(U))? - det(D — M) = 0. Como U nao é singular, pode-se
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dizer, portanto, que A é autovalor generalizado de (B, M) se, e s6 se, det(D — A\I) = 0,
isto é, se A é um elemento diagonal de D. Em suma, os elementos diagonais de D sao os
autovalores generalizados do feixe (B, M).

Seja W a matriz que diagonaliza B e M simultaneamente por congruéncia. A fim
de obter uma expressao racional para §(\), estamos interessados em diagonalizar o feixe
(B,—M), o que pode ser feito de modo natural utilizando a matriz W:

WH(B, -M)W = W (B + A\M)W
=WT"(B+ M)W
=W 'BW + \W MW
=D+

Como D é uma matriz cuja diagonal sdo os autovalores do feixe (B, M), e os au-

(4.64)

tovalores do feixe (B, M) sao, obviamente, os opostos dos autovalores do feixe (B, —M),

tem-se que D = — diag(x1, ..., Xn). Da equagao (4.64), segue que

(B+AM)"' =W (D+ XI)"'wT (4.65)
Substituindo (4.65) em (4.60), obtém-se:
SN =g"(B+ A M) 'M(B+ M) g

=g"W(D+ X' WIMW (D + M\)"'W'yg
1
=g¢"W(D+ XN (D + X)Wy (4.66)

= [I(D+ M)”WTQHZ

:Z )\ XZ)

em que n = WTg e n; é a i-bsima componente de 7. Nota-se que a expressio (4.66) é
similar & equagao (4.41) obtida para o caso de regides de confianga definidas na norma
Euclidiana.

Portanto, a equagao (4.61) pode ser reduzida ao célculo das solugdes de uma equagao
racional. Como os denominadores estao elevados ao quadrado, esta equacao possui 2n
solugoes em C, incluindo multiplicidades, e é possivel que todas sejam reais. Entretanto,
conforme ja explicado na se¢ao anterior, nao é conveniente a resolugao da equacao (4.61),
pois o método resultante pode ser impreciso, além de exigir o calculo de W.

Em vez de utilizar o método de Newton para resolver alguma forma equivalente de
(4.61), o método PAG obtém a solugao do problema de regiao de confianga calculando os
autovalores de um dentre dois possiveis feixes particulares de matrizes. O primeiro é o
feixe (2n + 1) x (2n + 1) dado por

A? O1xn g"
FA) =1 0px1 -M B+ M (4.67)
g B+AM  O,xn
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O segundo ¢ o feixe 2n x 2n, expresso por

F()\) = ( Mo B +ATM ) (4.68)
B+AM %5

Em seu trabalho, ADACHI ET AL. (2017) estudaram as propriedades destes feixes de
matrizes. Em especial, foi provado que os autovalores generalizados destes feixes incluem
os valores de A satisfazendo as condigoes de KK'T para o problema de regiao de confianga
e que a solugao étima global do problema de regiao de confianga, (A*, d*), pode ser obtida
determinando o autovalor de maior parte real e seu autovetor associado. Estes resultados

sao apresentados a seguir.

Lema 4.2. Para quaisquer (), d) satisfazendo (B +AM)d = —g e ||d||y;s = A, tem-se que
det F()\) = det F'(\) = 0, isto é, X é autovalor generalizado de F(\) e F()).

Demonstra¢io. Ver ADACHI ET AL. (2017). O

Pode-se verificar que ambos os feixes F(\) e F()\) sio regulares. Desta forma, o
numero de autovalores generalizados dos mesmos ¢ finito, sendo 2n + 1 e 2n, respecti-
vamente, sendo que 2n deles coincidem com as raizes da equagao racional (4.61). Cabe
observar que 2n, o ntmero de linhas e colunas do feixe F (M), é o menor possivel, ja que a
equacao racional pode ser reduzida a uma equacao polinomial de grau 2n, que possui 2n
solucgoes.

O Lema 4.2 indica que uma solugao de fronteira do problema de regido de confianga
satisfaz det F(\) = det F(\) = 0, sendo que ambas igualdades podem ser interpreta-
das como um problema de autovalores generalizado. O conjunto de autovalores A destes
problemas contém os multiplicadores de Lagrange nos pontos KKT, de modo que o mul-
tiplicador para a solugao global do problema de regiao de confianga deve ser um dos 2n

autovalores finitos.

Teorema 4.5. Para uma solugao (A\*, d*) na fronteira ||d||,; = A do problema de regiao de
confianga satisfazendo as condiges (4.56), o multiplicador A* é igual ao maior autovalor
real de F()\) (excluindo o autovalor no infinito) e F(A), e \* € [xn, 00), onde X, é 0 maior
autovalor do feixe B + AM.

Demonstra¢do. Ver ADACHI ET AL. (2017). O

O préximo resultado indica como é possivel recuperar a solugao d* do problema de

regido de confianca a partir do maior autovalor real \* dos feixes F(\) e F()).

Teorema 4.6. Os autovetores de F()\) e F()\) para o maior autovalor real A = A\* cor-
respondem um-a-um da seguinte maneira:
_ﬁgT?h

FOY) ( Y ) — 0o F(\) " —0 (4.69)
Y2
Y2
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Além disso, se g7y, # 0, entdo uma solucdo d* para o problema de regiao de confianca

pode ser obtida por
A2
d* = _gTy2 Y1 (470)

Demonstra¢io. Ver ADACHI ET AL. (2017). O

O Teorema 4.6 indica que a solucao do problema de regiao de confianca pode ser
recuperada utilizando o autovetor generalizado dos feixes F(\) ou F(\) correspondente
a A, desde que g7y, # 0. Entretanto, a fim de evitar imprecisoes numéricas, na pratica
pode-se utilizar a seguinte expressao para calcular d*:

Y1
11l 0

d* = —sgn(g y2)A (4.71)

em que sgn denota a fungao sinal.

Proposicdo 4.1. Os autovalores generalizados com maior parte real de F()\) e F(\)

(excluindo co) sdo ambos reais e iguais a \*.
Demonstra¢io. Ver ADACHI ET AL. (2017). O

A Proposicao 4.1, apesar de simples, possui grandes implicagoes praticas. Isto por-
que alguns solvers utilizados para o calculo de autovalores podem se beneficiar da infor-
macao de que nao ha outros autovalores complexos a direita de A* no plano complexo.
Este é o caso, por exemplo, do algoritmo de Arnoldi, que permite calcular autovalores
extremos de matrizes esparsas.

Resta, entretanto, determinar como proceder na situacio em que g’ s = 0, uma vez
que neste caso a solugao d* nao pode ser recuperada utilizando o Teorema 4.6. Por outro
lado, o Teorema 4.5 e a Proposicao 4.1 ainda garantem que A\* é o autovalor com maior
parte real do feixe F' (M). Este caso é o andlogo do hard case para problemas de regiao de

confiancga esféricas.
Proposicao 4.2. Nas condicoes do Teorema 4.6, g7y, = 0 somente se \* = x,,.
Demonstra¢io. Ver ADACHI ET AL. (2017). O

A Proposicao 4.2 apenas generaliza um fato ja explicado anteriormente para regides
de confianca esféricas. Na norma Euclidiana, o hard case somente pode ocorrer quando
B+ \*1 é uma matriz singular, isto é, A* coincide com —\;, o oposto do menor autovalor
de B. No hard case do caso geral, algo semelhante ocorre: o valor de A* deve ser igual ao
maior autovalor generalizado do feixe (B, —M), x,. Além disso, na demonstracao desta
proposicao, verifica-se que se g7y, = 0, entdo y; = 0, de modo que ||y || pode ser utilizada
como critério para deteccao do hard case.

Portanto, pode-se dizer que o problema de regiao de confianca (4.54) estd no hard

case quando \* = x,, o maior autovalor do feixe B + AM. Esta condi¢dao implica que
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gLN(B+X*M), isto é, g é ortogonal aos autovetores correspondentes ao maior autovalor
generalizado do feixe B + AM.

Conforme explicado no caso de regioes de confianca esféricas, o desafio do hard case
consiste em determinar uma solu¢do d* para o sistema indeterminado (B + A*M)d* = —g
com ||d*||a»s = A. Uma forma de fazer isto para determinar a solugdo d* no hard case é

dada pelo Teorema 4.7, a seguir.

Teorema 4.7. Suponha que o problema de regiao de confianga (4.54) pertence ao hard
case, que (\*,d*) satisfaz as condigoes (4.56b), (4.56¢c) e (4.56d) e ||d*||p = A, com
A = Xn. Seja d = dim(N (B + A*M)) eV = (v; -+ v,) uma matriz cujas colunas
formam uma base B-ortogonal para N(B + A\*M), isto é, VI BV = I;. Para um valor
a > 0 arbitrario, defina
d
H=B+\M+a) BuywB (4.72)
i=1
Entao H ¢ definida positiva. Além disso, ¢ = —H !¢ ¢ a solucdo de M-norma minima

para o sistema linear (B + A\*M)d = —g, isto é,
= argmin{||d||y | (B+ AX"M)d = —g} (4.73)
deRrn

Mais que isso, para qualquer vetor nao-nulo v € N'(B + \*M), existe um escalar n € R

tal que d* = ¢ + nv é uma solugao do problema de regiao de confianca.
Demonstra¢io. Ver ADACHI ET AL. (2017). O

O Teorema 4.7 indica que, na ocorréncia do hard case uma solugao para o problema
de regiao de confianga ainda pode ser calculada. Para tanto, é necessario determinar uma
base B-ortogonal V' para o nicleo de B + A\*M, formar a matriz definida positiva H em
(4.72), e resolver o sistema linear Hq = —g para ¢. Finalmente, um valor n pode ser
facilmente encontrado resolvendo a equagio quadratica ||g + nv||3; = A2, de modo que a
solucao desejada é d* = g+ nv. Nota-se que esta forma de construir a solucao também se
assemelha aquela do hard case na norma Euclidiana. O processo descrito para resolugao

do hard case, portanto, é dado no Algoritmo 9.

Algoritmo 9 Algoritmo para o hard case no método PAG

1. Calcule os autovetores generalizados do feixe (B, —M) = B + AM correspondentes a
A* (isto é, os vetores do nticleo de B + \*M).

2: Calcule ¢ = —H'g.

3: Tome um dos autovetores v € N (B + A\*M) calculados anteriormente, e determine
n € R tal que g+ nol|3, = A%

4: Retorne d; = ¢ + nv como candidata a solucao global do problema de regiao de

confianca.
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Finalmente, o pseudocodigo completo do método PAG é dado no Algoritmo 10.

Algoritmo 10 Algoritmo do método PAG

1: Resolva Bdy = —g para dy, armazenando-o se ele satisfizer ||dy||y < A.

2: Calcule o autovalor generalizado de maior parte real, \*, do feixe F (A\) e um autovetor

( n ) tal que

Y2
-M B n — )\ 0 M n (474>
B —% Yo M 0 Yo '

3: Se ||y1]| < enc, em que eyc € a tolerdncia adotada para a detecgao do hard case, utilize

Y1
Hy1||M ’

4: A solugao d* é ou d; ou dy (se tiver sido armazenada), sendo aquela com menor valor

o Algoritmo 9 para obter d;. Caso contrario, faca d; = —sgn(g7ys)A

da funcao objetivo.

Na implementacao realizada, considerou-se que egc = 10~*. No trabalho de ADACHI
ET AL. (2017) é sugerido que o valor eyc seja ajustado dinamicamente, de acordo com o
gap estimado entre \* e os outros autovalores, utilizando um método de poténcias para
estimar o gap. Entretanto, por simplicidade de implementagao, este procedimento nao foi

adotado neste trabalho.
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Capitulo 5

Método de Newton com

Programacao Linear

Neste capitulo sao apresentados alguns aspectos tedricos e praticos de um método
recentemente proposto na literatura por FACCHINEI ET AL. (2013). Este método, cha-
mado de método de Newton com Programacdo Linear (Newton-PL), é um método do
tipo Newton desenvolvido para a resolucao de sistemas restritos de equagoes. Sob deter-
minadas hipoteses, que nao incluem diferenciabilidade ou unicidade local das solugoes,
o método Newton-PL converge quadraticamente para a solucao do sistema restrito de
equagoes, superando uma das principais limitagoes dos métodos do tipo Newton.

Além de convergir quadraticamente sob hipoteses razoavelmente fracas, o método
Newton-PL possui outras vantagens: é capaz de resolver sistemas de equacoes em que
o numero de equacoes nao é igual ao nimero de varidveis, sistemas nao-lineares com
equacoes de complementaridade e sistemas nao-lineares cujas equacoes sao suaves por
partes.

Detalhes visando a convergéncia global e implementacao pratica apontados em F'1s-
CHER ET AL. (2016), bem como modificagbes algoritmicas para a aplica¢ao deste método
a problemas com outras caracteristicas também sao propostas e discutidas neste capitulo.
Em particular, ¢ mostrado como esta abordagem pode ser utilizada para a resolucao de
sistemas KKT associados a problemas de PNL. Adicionalmente, uma proposta para o
tratamento das variaveis discretas em sistemas restritos de equagoes, através de uma mo-
dificagdo na estrutura dos subproblemas de PL, tornando-os problemas de Programagao
Linear Inteira Mista (PLIM) também é delineada. Finalmente, resultados numéricos uti-
lizando esta abordagem para a resolucao da relaxagdo continua do problema de FPOR

sao apresentados.
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5.1 Método Newton-PL

A solugao numérica de sistemas restritos de equagoes da forma
Flw)=0, wef (5.1)
onde 2 C R™ é um conjunto nao-vazio e fechado e F' : R" — R™ ¢é uma fung¢do continua,
é de importancia crucial em diversas aplicagoes praticas. Exemplos incluem céalculos de
fluxos de carga e sistemas KK'T que surgem naturalmente ao escrever as condigoes de
otimalidade para problemas de otimizacao, tais como o problema de FPO.

O caso mais conhecido do sistema restrito de equagoes (5.1) ocorre quando n = m
e = R"™, o que corresponde a solugdo de um sistema quadrado de equagoes, isto é,
no qual o nimero de equagoes é igual ao nimero de incégnitas. Algoritmos para esta
situacao frequentemente se baseiam no método de Newton classico, devido a sua rapida
convergéncia quando o iterando inicial estd em uma vizinhanca apropriada da solucao.

No célculo do fluxo de carga de uma rede elétrica, é necessario levar em consideragao
que algumas variaveis de controle, tais como inje¢oes de poténcia reativa nas barras de
geracao, magnitudes de tensao, e taps dos transformadores, devem ser mantidos dentro
de seus respectivos limites operacionais. Como o método de Newton classico assume que
2 = R", ferramentas para o calculo do fluxo de carga normalmente sao compostas por
dois ciclos: um ciclo interno no qual o método de Newton ¢é aplicado para a reducao dos
mismatches de poténcia, e um ciclo externo para checagem das variaveis de controle e
garantir que limites ndo sejam violados. Entretanto, conforme apontado no Capitulo 1,
quando alguma das restrigoes associada a limites de operagao nao é atendida, a conver-
géncia geralmente é mais lenta e ha a possibilidade de divergéncia do algoritmo.

Em se tratando do problema de FPO, diversas abordagens dependem da resolucao de
um sistema restrito de equacgoes. Em particular, os métodos do tipo primal-dual de pontos
interiores resolve uma sequéncia de sistemas KK'T perturbados, por meio de um parametro
de barreira, utilizando o método de Newton (CAPITANESCU ET AL., 2007). Uma pega-
chave para esta classe de métodos é a perturbacao das condi¢des de complementaridade,
as quais podem representar um problema para o método de Newton classico se forem
tratadas de modo imprudente.

A titulo de exemplo, se zy = 0 é uma equagdo de um sistema de equagdes nao-
lineares, entao a equagao correspondente ao utilizar o método de Newton, em uma iteracao
k, é da forma y*Az* + 2* Ay* = —2Fy*. Suponhamos, sem perda de generalidade, que um
dos iterandos se anule, digamos z* = 0 e y* # 0. Entdo, a equacdo se tornara y*Az* = 0,
o que implicard em Az* = 0. Consequentemente, a varidvel = deixard de ser atualizada,
e o método poderd estagnar sem atingir a solucdo. Por outro lado, se ¥ = 0 e 3% = 0,
entao a matriz Jacobiana nao tera posto completo, o que também pode levar a dificuldades

numeéricas. Assim, de qualquer modo, o método de Newton estd propenso a falhar quando
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equagoes de complementaridade estao presentes no sistema de equagoes.

A seguir, sao apresentados os detalhes do método Newton-PL para resolucao de
sistemas restritos de equagoes, conforme proposto por FACCHINEI ET AL. (2013) e esten-
dido por FISCHER ET AL. (2016). Quando comparado ao método de Newton classico,
o método Newton-PL possui varias vantagens: é capaz de resolver sistemas de equacoes
com n # m, {2 # R", equagdes de complementaridade e equagoes suaves por partes, além
de convergir quadraticamente para a solugao sob hipéteses razoavelmente fracas.

Conforme sera apresentado, nesta abordagem as dire¢oes de busca nao sao obtidas
por meio da resolugdo de um sistema linear, mas sim resolvendo um problema de PL, o
que pode ser uma desvantagem se tais problemas nao forem resolvidos de modo eficiente.
Além disso, pode-se dizer que esta abordagem se assemelha aos métodos de regiao de
confianga discutidos no Capitulo 4, uma vez que a direcao de busca é obtida resolvendo
um subproblema de otimizag¢ao mais simples. Esta semelhanca, entretanto, restringe-se
apenas a este aspecto, uma vez que a estratégia de globalizacao aqui apresentada segue o

trabalho de FISCHER ET AL. (2016), o qual utiliza busca linear.

5.1.1 Descricao Geral do Método

No método de Newton classico tem-se que n = m e 2 = R" em (5.1), e a cada

iteracdo k calcula-se uma direcdo de busca Aw” resolvendo-se o sistema linear

JE (W) AWF = —F(w") (5.2)
em que JF(w¥) denota a matriz Jacobiana de F' avaliada em w”. Em seguida, as variaveis
sao atualizadas utilizando a dire¢do computada.

Entretanto, nos casos em que n # m ou €2 é um subconjunto préoprio do R", a
aplicacao do método de Newton nao é direta. De fato, conforme apontado por FACCHINEI
ET AL. (2013), a adi¢do da condigdo w € € a um sistema de equagoes da forma F'(w) = 0,
conforme (5.1), é um objeto de pesquisa que ainda se encontra em sua infancia.

Curiosamente, a limitacao da busca por solugées de um sistema de equagdes a um
subconjunto 2 tem importancia ébvia em diversas aplicagoes: por exemplo, sabe-se de
antemao que, ao resolver um sistema KKT, os multiplicadores de Lagrange associados
as restricoes de desigualdade devem ser nao-negativos. Outro exemplo seria o problema
de fluxo de carga, no qual F(w) pode representar as equacoes de balango de poténcia,
enquanto {2 pode representar as restri¢coes relativas a limites operacionais.

Tendo em vista este aspecto, FACCHINEI ET AL. (2013) propuseram um novo algo-
ritmo, com rapida convergéncia local, para a resolucao de sistemas restritos de equacoes.
Neste algoritmo, dado um iterando w* € €, a direcdo de busca utilizada para atualizar as

variaveis, d*, é calculada resolvendo o seguinte subproblema de otimizacdo nas varidveis
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(d,v) € R* x R:
min y (5.3a)
sa. [FW*) + Gwh)d]| < v ) (5.3b)
ldll < AIF(w")] (5.3¢)
Wb d e (5.3d)
=0 (5.3e)

onde G(w¥) denota a matriz Jacobiana de F' em w”* (ou uma matriz Jacobiana generalizada
apropriada, se F' nao for diferenciavel).

De um ponto de vista teérico, qualquer norma pode ser utilizada em (5.3) bem
como qualquer conjunto fechado 2. Entretanto, neste capitulo, assume-se que || - || denota
a norma l., e que {2 é um conjunto poliedral. Sob estas condigoes (5.3) é reduzido a
um simples problema de PL (dai o nome Newton-PL) que pode ser resolvido de modo
eficiente através de diversos solvers disponiveis. Estas condi¢oes englobam a maioria das
aplicagoes praticas, inclusive as de interesse neste trabalho.

Em FACCHINEI ET AL. (2013), os autores provaram que (5.3) possui uma solugao
para qualquer w* € R™ e que o valor 6timo do subproblema é nulo se, e somente se, w* é
uma solugao de (5.1). Devido a este resultado, o Algoritmo 11 a seguir estd bem-definido
para qualquer escolha de ponto inicial w’. Além disso, apesar do subproblema (5.3) nio
possuir necessariamente uma tnica solu¢ao com relacao as variaveis w, é suficiente que o

algoritmo tome uma solucao arbitraria para o subproblema.

Algoritmo 11 Método Newton-PL

. Escolha um ponto inicial w® € Q. Faca k = 0.
k

. Se F(wk) = 0, entdo retorne w* como solucdo.
. Resolva (5.3) para obter (d*,v*) e faca W™ = Wk + d*.

: Faca k =k + 1 e volte para o Passo 2.

S N

Além de propor este algoritmo, FACCHINEI ET AL. (2013) também discutem, em
detalhes, as hipoteses sob as quais a convergéncia quadratica local do método Newton-PL
é garantida. Em particular, os autores mostram que algumas condi¢bes comumente em-
pregadas na literatura para estabelecer a convergéncia local de métodos do tipo Newton
implicam nas hipoteses por eles utilizadas. Os autores também investigam do ponto de
vista tedrico condi¢oes suficientes para que tais hipoteses sejam satisfeitas, bem como a
aplicabilidade do algoritmo proposto na resolucao de sistemas KKT e problemas de com-
plementaridade. Esta discussao tedrica, entretanto, esta além do escopo deste trabalho,

e nao sera aqui apresentada.
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5.1.2 Busca Unidimensional

Apesar de bem definido, assim como o método de Newton cldssico, o método
Newton-PL descrito no Algoritmo 11 pode divergir se o iterando inicial nao estiver em
uma vizinhancga apropriada da solucao desejada. Isto ocorre porque o esquema iterativo
apresentado nao é composto por nenhuma estratégia de globalizacao.

Visando aumentar a robustez do método Newton-PL, FISCHER ET AL. (2016) propu-
seram um esquema de globalizac¢ao no qual, a cada iteracao k, uma busca unidimensional
com backtracking ¢é realizada, visando reduzir o valor da fungao de mérito natural || F'(w)]|.
Em particular, os autores mostram que o algoritmo modificado é bem-definido e que todo
ponto de acumulagao da sequéncia gerada satisfaz as condi¢Oes necesséarias de otimalidade

de primeira ordem do problema de otimizacao
min [P -
sa. we

Um resultado de globalizacao deste tipo é o esperado neste contexto, no qual uma
funcao de mérito é utilizada como forma de medir o progresso em diregdo a solugao.
Observe que a estratégia de globaliza¢do nao garante que uma solugao satisfazendo F'(w) =
0 seja encontrada, mas sim uma solu¢ao que minimiza localmente a medida de violagdao
| F'(w)||, com w € Q. De fato, a garantia de uma solucdo F'(w) = 0 nao pode ser garantida
de modo geral, pois existem sistemas restritos de equacoes que simplesmente nao possuem
solugoes.

Por outro lado, é possivel que o método Newton-PL gere uma sequéncia de iteran-
dos que convirja para um ponto satisfazendo as condigoes necessarias de otimalidade de
primeira ordem do problema (5.4) com F(w) # 0, mesmo que exista uma solugdo com
F(w) = 0. Esta situa¢do ndo é uma deficiéncia especifica do método Newton-PL, mas uma
caracteristica de diversos métodos que se baseiam na minimizacdo de uma norma para
atingir a solugao de um sistema de equagoes. Isto ocorre porque, mesmo que exista uma
solucao para o sistema restrito de equacoes, encontra-la minimizando qualquer medida do
tamanho do residuo envolve a resolu¢ao de um problema de minimizacao global que, em
geral, é muito dificil de ser resolvido.

Apesar destas possiveis complicacoes, solugbes normalmente sdo encontradas na
pratica porque uma boa solucao inicial é conhecida de antemao, e a sequéncia de iterandos
produzida pelos algoritmos frequentemente converge para uma solugao desejada (CONN
ET AL., 2000).

Seja Z = {w € Q| F(w) = 0} o conjunto de solugoes para (5.1), o qual assumimos
ser nao-vazio. Define-se a funcdo de mérito natural para este problema como sendo M :

R™ — R expressa por
M(w) = [[F(w)] (5.5)
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e a funcao A : 2 — Z — R expressa por

Alw) = =M (w)[1 = y(w)M(w)] (5.6)
em que y(w) indica o valor 6timo de 7 ao resolver o subproblema (5.3) para algum iterando
w e Q.

Devido ao uso da norma /.., a funcao de mérito M pode nao ser diferencidvel, mesmo
que F' o seja. O valor A(w) fornece uma estimativa da derivada direcional da fungao M
no ponto w € 2, ao longo da diregdo d obtida a partir do subproblema (5.3).

Em um algoritmo de otimizacao irrestrita para minimizacao de uma funcao dife-
renciavel f, uma busca unidimensional inexata tipicamente utiliza a condicao de Armijo
(4.3) para determinacao de um comprimento de passo apropriado. No caso do algoritmo
proposto por FISCHER ET AL. (2016), em uma iteragao k, a derivada direcional da fungao
de mérito M que se deseja minimizar é substituida pela estimativa A(w*). Assim, utiliza-
se a seguinte variante da condicdo de Armijo para julgar se o comprimento do passo é

apropriado ou deve ser reduzido:

M (w* 4 adb) < M(wF) + EaA(WP) (5.7)
Com base nesta modificagao, o Algoritmo 12 apresenta a versao globalmente con-

vergente do método Newton-PL proposta por FISCHER ET AL. (2016).

Algoritmo 12 Método Newton-PL com Busca Unidimensional

Escolha £ € (0,1) e # € (0,1). Escolha um ponto inicial w° € Q. Faga k = 0.
k

Se F'(w*) = 0, entdo retorne w* como solucao.

k

Resolva (5.3) para obter (d*,7*). Se A(w*) = 0, entdo retorne w* como solucio.

Faca a = 1. Enquanto a condicao (5.7) nao for satisfeita, substitua o por fa, e cheque
a condigdo (5.7) novamente, até que ela seja vélida.
5. Faca o, = « e atualize o iterando por w** = w* + o d”.

6: Faca k = k + 1 e volte para o Passo 2.

Além de mostrar que esta versao modificada do algoritmo proposto por FACCHINEI
ET AL. (2013) é globalmente convergente, FISCHER ET AL. (2016) também mostraram
que o passo unitario eventualmente é aceito durante a busca unidimensional, desde que
o iterando esteja suficientemente préximo da solu¢ao do problema, e 7(-) seja limitado
superiormente em {2 préximo da solugao. Desta forma, o algoritmo proposto preserva a
convergéncia quadratica local do algoritmo original. Apesar do Algoritmo 12 apresentar
desempenho satisfatorio e possuir boas propriedades de convergéncia, modificagoes podem

torna-lo mais eficiente na pratica. Alguns destes aspectos sao discutidos a seguir.

5.1.3 Aspectos Praticos

Um dos aspectos a ser considerado na utilizacao pratica do método Newton-PL esta

relacionada ao subproblema (5.3) que precisa ser resolvido a cada iteragdo para calcular
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a direcao de busca. Em especial, deve-se tomar cuidado com a ordem de grandeza de
alguns coeficientes das restri¢oes, os quais podem afetar a forma da regiao factivel e,
consequentemente, o desempenho numérico do solver utilizado para sua resolucao.

Nas iteragoes iniciais, espera-se que os iterandos nao estejam muito proximos da so-
lucio do sistema restrito de equacdes e, portanto, que || F(w*)|| seja relativamente grande.

Como resultado disso, a constante no membro direito da restrigao

ldll < AIF ()] (5.8)

pode ser muito pequena quando comparada a do segundo membro da restricao

|F (") + Go)dll <[ Fwh)]? (5.9)
Em outras palavras, a condicao (5.8) é muito restritiva, forgando a obtengao de
direcdes curtas d*. Uma modificacdo que pode ajudar a prevenir esta situacdo, sem afetar

a teoria de convergéncia, ¢ substituir esta restricao por

]l < vy max{ || F(w")]], 7l F (W*) 1%} (5.10)

onde 7, é um parametro escolhido em um intervalo [Timin, Tmax), €OmM 0 < Tinin < Tmax: A

seguinte regra, que também foi utilizada neste trabalho, foi proposta por FISCHER ET AL.
(2016) para a atualizacao deste parametro:

_ Jmin{107, T}, se [|@¥]| > max{|| F(w*)]], 7ol F(w*)[]*} — 107°

TRt = {maX{O,lTk,Tmm}, se || d¥|| < e max{||F(w®)]], 7| F(w*)]|?} — 1078

com 7p = 1, Tmin = 1 € Tmax = 10%. Em outras palavras, o valor 7, é aumentado se a

(5.11)

restrigdo modificada (5.10) estava ativa em (d*,~;), e reduzido caso contrario.
Nos casos em que o solver falha em resolver o subproblema devido a problemas

numéricos, a mudanga de variavel

7 =llF ()l (5.12)
pode tornar o subproblema melhor escalado para resolucao. Nestes casos, resolve-se o

seguinte subproblema transformado:

min 4 (5.13a)

sa. [|F*) + G < AP (5.13b)

el <4 (5.13¢)

W+ deQ (5.13d)

40 (5.13¢)

Pode-se verificar facilmente que (d*, ;) é solucio de (5.3) se, e somente se, (d*,4y)

é solucio de (5.13) com A = Y| F(W")]|.
No que diz respeito a busca unidimensional, algumas modificacbes sao tteis para
o aperfeicoamento do método Newton-PL. Em particular, a ado¢cdo de uma busca uni-

dimensional nao-mondétona pode contribuir para reduzir perceptivelmente o ntimero de
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iteragoes necessarias para convergéncia. Esta modificacdo pode ser feita substituindo a

condigao (5.7) por sua versao nao-mondtona, expressa por

M (w* + ad®) < Ry, + EaA(WF) (5.14)

na qual Ry é um valor de referéncia calculado por

Ry = max{M(w") | max{0,k — v+ 1} < ¢ < k} (5.15)
e v é um numero inteiro positivo que determina o nimero de valores anteriores da funcao
de mérito que sao utilizados para definir o valor de referéncia. Quanto maior o valor
deste parametro, maior é a “memoéria” da busca unidimensional no que diz respeito aos
valores da fun¢do de mérito nas iteragoes anteriores. Cabe notar que, para v = 1, a
busca unidimensional se reduz a busca mondtona, uma vez que nesta situagao tem-se que

Ry = M(w*). Assim, o efeito ndo-monétono na busca unidimensional ocorre para v > 2.

5.2 Aplicacao a Sistemas KKT

Consideremos um problema de PNL da forma:

min f(z)
sa. ¢g(x)=0 i=1,..,.m (5.16)
hij(z) <0 j=1,..,p
emquezr €ER" f:R*" >R, g:R*" = R” (m <n)eh:R" — RP sao funcoes de
classe C? que constituem, respectivamente, a funcio objetivo, restri¢oes de igualdade e
restri¢oes de desigualdade do problema.
As condic¢oes necesséarias de otimalidade de KKT para este problema podem ser

expressas por

V() + Jg(x)" X+ Jh(z)'r =0
0

+5=0 (5.17)

em que s € R? é o vetor de variaveis de folga, A € R™ ¢é o vetor de multiplicadores de
Lagrange das restri¢oes de igualdade, m € R? é o vetor de multiplicadores de Lagrange
das restricoes de desigualdade e s o m denota o produto de Hadamard dos vetores s e .

Fazendo w = (z, s, \, m) e considerando o conjunto poliedral = R" x RY x R™ x RY |

estas condigoes podem ser escritas como um sistema restrito de equagoes da forma (5.1),
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em que

F(w) = (5.18)

Este sistema restrito de equagoes pode ser resolvido pelo método Newton-PL, con-

siderando a matriz Jacobiana

VZLW) 0 Jg)' Jh(z)"
J 0 0 0
Gw) = | 79 (5.19)
Jh(z) I, 0 0
0 IT 0 S
em que V2 L(x,\,7) denota a matriz Hessiana da func¢io Lagrangiana,
m p
Lz, A7) = f(x)+ > Ngi(x) + > wihi(z) (5.20)
i=1 =1
em relacao as variaveis z, Il = diag(m,...,m,) e S = diag(sy, ..., sp).

Cabe observar que, na norma (., o subproblema (5.3) do método Newton-PL pode
ser reescrito na forma mais conveniente

min
dyy i

sa. —|Fh)|e < Fuh) + Gluh)d < 1| Fb)e

(5.21)
[ FWF)lle < d <AlI[FW) e
W+ deq
ou, ainda,
A
sa. —G(Whd — || Fwh)|e < F(w")
kg M(120 < — k
GH)d — [ F)]Pe < ~F () 522

—Id —7||[F(w*)[le <0
Id —~||F(w*)]le <0
W de

em que / é uma matriz identidade de dimensao n 4+ m + 2p e e é um vetor de dimensao
n + m + 2p cujas entradas sao todas iguais a 1.

Nota-se que todas as restricdes sdo lineares. Em particular, a restricdo w*+d € 2 é
linear, j4 que € é um politopo, podendo ser reescrita como s* +d, > 0 e 7% +d, > 0, em
que d, e d, sao, respectivamente, as componentes da direcao d utilizadas para atualizar s
em.

Em se tratando da resolucao de sistemas KKT, deve-se atentar para o fato de que as

condicoes necessarias de primeira ordem de KKT podem levar a solugoes 6étimas que nao
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sao pontos de minimo local. Ao resolver um sistema restrito de equacoes deste tipo, pode-
se obter pontos estacionarios que sao pontos de maximo local ou pontos de sela. Algumas
abordagens descritas na literatura, como o método de pontos interiores implementado no
solver IPOPT (WACHTER & BIEGLER, 2006), possuem estratégias para modificagdo da
matriz Hessiana da fungao Lagrangiana, visando gerar dire¢oes de busca que conduzam
a pontos de minimo local.

Nos resultados numéricos deste capitulo observou-se que as solugoes obtidas apre-
sentam valor 6timo similar ao reportado em outros trabalhos da literatura que resolveram
o mesmo problema e, portanto, sdo condizentes com os esperados para solugoes de mi-
nimo local. No entanto, investigagoes futuras sao necessarias no sentido de salvaguardar

o método Newton-PL da convergéncia para pontos estacionédrios indesejados.

5.3 Investigacoes Futuras

Nesta secao, sao propostas trés possiveis modificagoes para o método Newton-PL.
Devido a restricoes de tempo, estas modificagoes nao foram implementadas e testadas
numericamente quanto a sua viabilidade e, portanto, constituem propostas para investi-

gagoes futuras.

5.3.1 Tratamento de Variaveis Discretas

O método Newton-PL, descrito anteriormente, pode ser utilizado para resolver sis-
temas restritos de equacgoes e, em particular, sistemas KKT, tipicamente obtidos em
problemas de PNL. Uma condi¢cdo naturalmente esperada para sua aplicacao é que as
variaveis do sistema restrito de equagoes sejam continuas, uma vez que isto possibilita a
aplicacao da busca unidimensional sem entraves ou, de modo mais geral, que €2 seja um
conjunto convexo.

Uma possibilidade para resolucao de sistemas restritos de equagoes com variaveis
discretas, utilizando esta abordagem, seria a aplicacdo de uma funcao penalidade, con-
forme sera descrito no Capitulo 6. Entretanto, pode-se pensar na possibilidade de explorar
a prépria estrutura do método Newton-PL para obter a discretizacao das variaveis, uma
vez que a teoria desenvolvida no artigo original de FACCHINEI ET AL. (2013) exige apenas
que 2 seja um conjunto fechado. Neste trabalho, propoe-se a modificagdo do subproblema
utilizado para o calculo das diregoes de busca: em vez de se resolver um problema de PL,
resolve-se um problema de PLIM quando o sistema restrito de equagoes possui variaveis
discretas.

Por simplicidade de exposigao, consideremos que w = (w1, ws) € o vetor de varidveis
do sistema restrito de equagoes (5.1), w; € R™ é o vetor de varidveis continuas, wy €

T2
II D,,, C R™ é o vetor de varidveis discretas, e D,,, ¢ o conjunto de valores discretos
i=1 ' ’
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aceitdveis para a varidvel wy;, com ¢ = 1,...,no. Entao, o sistema restrito de equagoes

pode ser escrito como

Flw)=0, we, w € ﬁDwm (5.23)
i=1
Observa-se que esta condicao adicional de discretizacao das varidveis wy nao afeta
a teoria desenvolvida em FACCHINEI ET AL. (2013), uma vez que o conjunto ﬁ D.,,
é fechado, e pode ser visto como parte das restricoes em (2. Entretanto, optOLZ:sle por
escrever estas restrigoes separadamente, de modo a apresentar com clareza esta proposta
de modificacao.

Nestas condigoes, o subproblema do método Newton-PL pode ser escrito como

min (5.24a)
dyy
sa. [[F(Wh) + Gwh)d]| < v Fw")? (5.24b)
]l < A F (@) (5.24c¢)
W+ de (5.24d)
72
wh + dyy, € [[ D (5.24¢)
=1
720 (5.24f)

em que d,, denota as componentes da direcao d utilizadas para atualizar as varidveis
discretas, ws.

Cabe observar que a introdugao da restrigao (5.24e) faz com que o subproblema
nao seja mais linear. Entretanto, através da introducgdo de variaveis binarias auxiliares,
podemos escrevé-lo como um problema de PLIM.

Para tanto, assume-se que cada conjunto discreto ¢ finito e da forma D,,, =
{ain,ai2,. .. aiq}, parai=1,... ,ny, em que ¢; denota o niimero de elementos de D,,, ,.

Entao, o subproblema pode ser escrito na seguinte forma equivalente:

min vy (5.25a)
d,y,u
sa. [[F(Wh) + Gwh)d]| <y Fw)|? (5.25b)
ldll < AIF ()] (5.25¢)
W+ d e (5.25d)
qi
Wy duy, = D gy, i=1,..0,m (5.25¢)
j=1
qi
ugy=1, i=1,...,n (5.25f)
j=1
wi; €{0,1}, i=1,...,ny, j=1,....¢ (5.25g)
720 (5.25h)

em que u; ; sao as variaveis bindrias auxiliares.
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Esta reformulacao da condigao de discretizacao das variaveis é utilizada com frequén-
cia em modelos mateméaticos que utilizam variaveis inteiras. As condigoes (5.25¢), (5.25f)
e (5.25g), em conjunto, sdo equivalentes a condi¢ao (5.24e). Elas visam garantir que a
direcao de busca produzida sempre leve a um novo iterando que atenda a condicao de
discretizacdo. Apesar desta proposta se enquadrar na teoria desenvolvida no artigo de
FACCHINEI ET AL. (2013), algumas consideragoes devem ser feitas, tendo em vista futuras
implementagoes computacionais.

A primeira delas diz respeito a sua utilizagdo com a busca unidimensional apre-
sentada anteriormente. Na proposta de busca unidimensional desenvolvida por FISCHER
ET AL. (2016), assume-se que €2 é um conjunto poliedral, o que certamente nao ocorre
quando as variaveis discretas sao levadas em consideragao. Além disso, ao resolver o
PLIM (5.25), obter-se-4 uma diregao de busca que garante que o préximo iterando satis-
faz a condicao de discretizacao, desde que o passo completo seja dado. Isto significa que
se a busca unidimensional encurtar o comprimento de passo a ser dado, um ponto que nao
satisfaz a condicao de discretizacao pode ser obtido. Consequentemente, o algoritmo nao
estaria bem-definido neste caso, uma vez que ambas as condigoes w € €2 e wy € Tﬁ D,
devem ser atendidas pelo préximo iterando. Infelizmente, nao esta claro qual é azzrllelhor
solugao para remediar esta situagao, e é por este motivo que a convexidade de ) é uma
propriedade desejavel, o que ndo ocorre na presenca de varidveis discretas.

Uma possibilidade é ignorar temporariamente a natureza discreta destas variaveis,
resolvendo o PLIM e atualizando as variaveis com o comprimento de passo determinado
pela busca unidimensional. Sabe-se que uma solug¢ao para o subproblema existe, desde
que o sistema restrito de equagoes tenha solucao, e a diregdo de busca pode ser computada
independentemente do iterando atender a condicao de discretizagao. Entretanto, outras
propriedades de convergéncia nao podem ser garantidas, o que é uma possivel desvan-
tagem. A vantagem é que, na pratica, quando os iterandos adentram uma vizinhanca
apropriada da solugao, frequentemente o passo unitario é adotado. Outra possibilidade é
resolver a relaxacao continua do problema utilizando o algoritmo com busca unidimensio-
nal, e somente passar a resolver o PLIM quando uma solugao com determinada precisao é
atingida. Esta opc¢ao tem a vantagem de reduzir a custo computacional das iteragoes ini-
ciais, quando a tolerancia necessaria para utilizacao do PLIM ainda nao é atingida. Além
disso, esta estratégia pode fornecer uma solugao suficientemente boa para que o passo
unitario seja sempre adotado com a dire¢do obtida a partir do PLIM. A desvantagem
¢ que, novamente, nao hé garantias de que o passo unitario seja adotado, a menos que
a busca unidimensional seja desconsiderada. Outras variantes que combinam estratégias
semelhantes as supracitadas também podem ser delineadas.

A segunda consideragao a ser feita diz respeito a resolugao de problemas de otimiza-
cdo com varidveis discretas. E de suma importancia salientar que nao existem condicoes

necessarias de otimalidade explicitas, como as condi¢oes de KKT, para problemas com
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variaveis discretas. A garantia de otimalidade nestes problemas depende de encontrar li-
mitantes inferiores e superiores para a fungao objetivo, como ocorre em algoritmos do tipo
branch-and-bound, o que nao é uma tarefa facil em problemas nao-convexos. A proposta
anterior para resolucao de sistemas restritos de equagoes com variaveis discretas nao pode
ser aplicada ingenuamente a sistemas KK'T, resultantes da aplicagao das condigoes ne-
cessarias de otimalidade a relaxacao continua de um problema de PNLIM, na esperanca
de determinar uma solucao discreta. O motivo é simples: é altamente improvavel que
uma solucao discreta seja também solucao da relaxagao continua ou, em outras palavras,
o sistema KKT, com a condi¢do adicional de discretizagao, provavelmente nao possuira
solucgoes.

Aqui, novamente, pode-se cogitar algumas possibilidades. A primeira seria aplicar a
abordagem proposta, mesmo sabendo que uma solugao para o sistema restrito de equacoes
provavelmente nao existe. Como a busca unidimensional busca minimizar o valor da
funcao de mérito, poder-se-ia interromper o processo iterativo, retornando como solugao
um iterando para o qual pouco progresso na reducao da funcao de mérito fosse detectado
em iteracoes sucessivas, desde que a solucao obtida também fosse factivel. Esta opcao
carrega uma grande desvantagem que ¢ o fato de nao garantir sequer que uma solugao
factivel serda obtida, uma vez que o residuo ||F(w)| provavelmente nao convergird para
zero. Uma sugestao para aumentar as chances de obter uma solugao factivel, neste caso,
seria utilizar a solucao da relaxagdo continua para inicializacao. Outra possibilidade
seria associar a abordagem proposta ao método de penalidade para discretizacao que
sera descrito no Capitulo 6. Para um parametro de penalidade suficientemente grande,
o problema penalizado apresenta solucoes 6timas cujas varidveis discretas estao proximas
dos valores discretos permitidos, de modo que o sistema KK'T do problema penalizado
pode ser considerado factivel quando a restrigdo de discretizagao é acrescentada (a menos,
é claro, da tolerancia adotada). Neste sentido, experimentos numéricos sao necessarios
para julgar se esta associagao é de fato vantajosa em relagao a versao que utiliza apenas
o método de penalidade em conjunto com o método Newton-PL para sistemas restritos

de equagoOes com variaveis continuas.

5.3.2 Condicoes Necessarias de Fritz-John

Recentemente, ALMEIDA & KOCHOLIK (2016) propuseram a resolugao de problemas
de FPO utilizando uma versao normalizada das condigoes necessarias de otimalidade de

Fritz-John, combinadas as ideias dos métodos de pontos interiores. Dado um problema

de PNL da forma
min f(z)

i(x) 1,...m (5.26)
1

-0 =
j(x) <0 -7: 7"'7p

S.a.

> QL
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emquez €ER" f:R*" >R, g:R*" > R” (m <n)eh:R" — RP sao funcoes de
classe C? que constituem, respectivamente, a funcdo objetivo, restri¢oes de igualdade e
restri¢oes de desigualdade do problema, as condi¢oes necesséarias de otimalidade de Fritz-

John constituem um sistema restrito de equacoes, expresso por
m p
i=1 j=1

g(x) =0

moh(z) =0

20, 7=0,...,p

em que A € R™ é o vetor de multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade,
m € RP ¢ o vetor de multiplicadores de Lagrange das restrigoes de desigualdade, e 7y é
um multiplicador de Lagrange relacionado a funcao objetivo.

O sistema restrito de equagoes (5.27) pode ser reescrito na forma
m p
i=1 j=1

g(x) =0

h(z)+s=0 (5.28)
som=20

s=>0

20, 7=0,...,p

em que s € R? sao variaveis de folga.

O método de Newton classico ndo pode ser aplicado diretamente na busca de uma
solucao que atenda as equacoes deste sistema restrito, pois o nimero de equacoes é inferior
ao numero de incognitas, devido a introdugao do multiplicador 7y para a funcao objetivo.
Esta situacao pode ser contornada, introduzindo uma equacao de normalizacao extra no
sistema de equagoes. Em ALMEIDA & KOCHOLIK (2016), duas equagoes de normalizagao

sao apresentadas: a normalizagao linear-quadratica expressa por

o+ AN +efn=1 (5.29)
em que e ¢ um vetor de dimensao p cujas entradas sao todas iguais a 1, e a normalizacao

quadratica expressa por

T+ M A+ i =1 (5.30)

O objetivo destas normalizagoes ¢ introduzir uma equacao que seja linearmente
independente no sistema de equacgoes, de modo a garantir que o niimero de equagoes seja
igual ao niimero de incoégnitas. Para tratar a condi¢do de ndao-negatividade das varidveis
de folgas, as autoras utilizam uma fungdo barreira logaritmica, e propdem um algoritmo
com estrutura similar a dos métodos de pontos interiores, que se baseiam nas condig¢oes

necessarias de KKT.
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A principal vantagem da utilizacdo das condigoes de Fritz-John é que, em contraste
com as condi¢oes de KKT, ela continua valida quando os gradientes das restricoes sao
linearmente dependentes na solugdo 6tima. Esta preocupacao aparentemente simples
ganha maior importancia ao considerar que em determinados problemas de otimizacao,
como os de otimizacao binivel, as condi¢bes de complementaridade violam a condicao
de independéncia linear dos gradientes das restricoes em todas as solugoes candidatas
(ALMEIDA & KOCHOLIK, 2016).

Desta forma, a utilizacao do método Newton-PL para resolugdo de um problema
de PNL através de sua reformulacao por meio das condi¢oes necessarias de Fritz-John
constitui um assunto a ser investigado. Diferentemente do método de Newton classico,
pode-se considerar a aplicacao direta do método Newton-PL ao sistema restrito de equa-
¢oes (5.28), sem utilizagdo obrigatéria de alguma normalizagao. Entretanto, o emprego de
uma normalizacao provavelmente também possui efeito benéfico no contexto do método

Newton-PL, uma vez que evita a ocorréncia de solugoes duais multiplas e nao-isoladas.

5.3.3 Regiao de Confianca

No trabalho de FISCHER ET AL. (2016), a convergéncia global do método Newton-PL
é atingida mediante a utilizagdo de um procedimento de busca unidimensional com uma
funcao de mérito. Conforme destacado no Capitulo 4, uma estratégia alternativa para a
globalizacao de algoritmos de otimizacao sao as regides de confianga.

E natural, portanto, considerar possiveis extensdes do algoritmo Newton-PL que
utilizem regides de confianga. Assim como na proposta para tratamento das variaveis
discretas, pode-se pensar em modificar o subproblema do método, de modo a incluir uma
restricao de regiao de confianca adicional. Em particular, considerando uma restri¢cao de
regiao de confianga na norma /.., o subproblema continuara sendo um problema de PL.

Tendo em vista esta modificacao, tem-se um subproblema da forma:

min vy (5.31a)
sa. [|[FW") + G| < y[FWh)]? (5.31b)
1]l < AIF ()] (5.31c)
d]] < AF (5.31d)
Wwrdeq (5.31e)
720 (5.31f)

onde A¥ > 0 denota o raio da regido de confianca.

Pode-se verificar, utilizando a mesma ideia apresentada em FACCHINEI ET AL.
(2013) que este problema modificado é factivel e tem solugao bem-definida. Contudo,
algumas questoes precisam ser investigadas neste contexto, de modo a estabelecer um

algoritmo viavel na pratica.
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A primeira diz respeito ao modelo utilizado para a funcao de mérito, e como calcu-
lar a reducao predita. Um modelo conveniente, devido a sua simplicidade, seria a versao
linearizada ||F(w*) + G(w¥)d||. Entretanto, como o método Newton-PL ndo atua minimi-
zando o modelo linearizado, mas sim a variavel v, nao é possivel garantir que a reducao
predita serd positiva, isto é, que ||[F(w®)|| — ||F(w*) + G(w*)d*|] > 0. Um caso especial
no qual isto poderia ser garantido seriam as iteracdes nas quais ||F(w*)| < 1 com valor
6timo v* < 1, uma vez que nestes casos terfamos v¥||F(w*)||? < ||F(w?)]|? < [|F(wF)]| e,
em virtude da restri¢do (5.31b), obterfamos || F(w*) + G(w®)d*|| < ||F(w¥)|. O que fazer
nas situagoes em que isto nao ocorre, entretanto, ¢ um objeto para pesquisas futuras.

Outro aspecto, que se relaciona ao anterior, diz respeito a reducao real da funcao de
mérito. Conforme estabelecido por FISCHER ET AL. (2016), ao resolver o subproblema
(5.3), obtém-se uma diregdo de descida para a fungdo de mérito M(w) = ||F(w)]|, e uma
estimativa da derivada direcional é dada pela funcdo A(w). Obviamente, para valores
grandes do raio da regiao de confianga, espera-se que a restrigao (5.31d) esteja inativa, e
uma direcao de descida para a fungdo de mérito seja obtida. Entretanto, nao estd claro
se uma dire¢ao de descida também serd obtida quando o raio da regiao de confianga for
pequeno. Este aspecto é de fundamental importancia no contexto dos métodos de regiao
de confianca, uma vez que a medida em que o raio é reduzido, espera-se que a reducao

real se aproxime da reducao predita.

5.4 Resultados Numéricos

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos do método Newton-PL na
resolucao de problemas de FPOR com variaveis continuas, visando a minimizacao das
perdas de poténcia ativa. Para avaliar a eficiéncia desta abordagem foram realizados
experimentos numéricos com os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300 barras,
utilizando o banco de dados disponivel no pacote MATPOWER versao 6.0.

A fim de obter os resultados, o algoritmo proposto foi implementado em linguagem
MATLAB® versao R2012a. Todos os testes foram realizados em um microcomputador com
processador Intel Core i7-4770, 3.50 GHz e 16GB de memoria RAM. Os subproblemas de
PL foram resolvidos pelo solver CPLEX® versao 12.6.0, utilizando as configuragoes padrao,
com excecdo de que as tolerancias de parada foram modificadas para 107, conforme
FISCHER ET AL. (2016). Optou-se por utilizar os pardmetros sugeridos em FISCHER
ET AL. (2016), devido aos bons resultados apontados no referido artigo, os quais sao
apresentados na Tabela 5.1. Nesta tabela, ¢ representa a tolerancia de parada do método
Newton-PL, dada pela condicio || F(w*)|| < e.

Nos testes conduzidos, considerou-se que os taps dos transformadores possuem limi-

tes minimo e maximo iguais a 0,88 p.u. e 1,12 p.u., respectivamente. Os limites minimo e
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maximo para as magnitudes de tensao foram extraidos do banco de dados e os limites para
as susceptancias shunt das barras foram extraidos de MAzzINI (2016) e LAGE (2013), e

sao exibidos nas tabelas de resultados relativos as susceptancias shunt de cada caso.

Tabela 5.1: Método Newton-PL: parametros utilizados nos experimentos numéricos.

Pardmetro Valor

0 0,5
£ 0,001
€ 1076

A fim de avaliar a influéncia da busca unidimensional ndo-mondtona, testes com
distintos valores do parametro v foram conduzidos, dependendo da instancia a ser resol-
vida. Em todos os casos, os multiplicadores de Lagrange das restricoes de desigualdade
foram inicializados com valor 0,1, ou seja, 7° = 0,1e. Os multiplicadores de Lagrange das

restrigoes de igualdade foram inicializados por meio da estimativa de minimos quadrados:

N = —[Jg(a°)Jg(a®)" ] Tg(a®)[V f(°) + Th(a®) "7 (5.32)
Uma andlise comparativa desta abordagem com as demais propostas deste trabalho

¢ apresentada na Segao 7.2.6.

5.4.1 Sistema IEEE de 14 Barras

O sistema elétrico IEEE de 14 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

4 barras com controle de geragao de reativos;

9 barras de carga;

1 banco de capacitores;

17 linhas de transmissao;

3 transformadores com tap variavel.

O modelo matemaético para o problema de FPOR com variaveis continuas relativo

ao sistema [EEE de 14 barras possui:

e 22 restricoes de igualdade, relacionadas as equacoes de balanco de poténcia ativa e

reativa;
e 46 restricoes de desigualdade, sendo:

— 28 restrigoes de limites operacionais de magnitudes de tensao;
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— 10 restrigoes de limites operacionais de geracao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
— 6 restri¢oes de limites operacionais dos taps dos transformadores em-fase;

— 2 restrigoes de limites operacionais relativas as susceptancias shunt das barras;
e 31 variaveis continuas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensdo iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

A Figura 5.1 apresenta o valor do residuo das condigdes de KKT, expresso pela
funcao de mérito M (w), para diferentes valores do pardmetro da busca unidimensional, v.
Para este caso, observa-se que o aumento do pardmetro v tende a ter um efeito benéfico

no nimero de iteragoes necessarias para convergéncia, com exce¢ao do caso v = 2.

Figura 5.1: IEEE de 14 barras: erro das condi¢oes de KKT, para diferentes valores do
parametro v da busca unidimensional.
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A Tabela 5.2 apresenta os valores da func¢ao objetivo, tempo computacional, niimero
total de iteragoes e niimero de iteragoes com passo completo, isto é, o nimero de iteragoes
no qual o comprimento de passo na busca unidimensional é igual a 1, para os diferentes
valores de v utilizados. Para este caso, foram realizados testes com o parametro v €
{1,2,3,4,5,9}, uma vez que para v = 9 todos os passos efetuados sao completos. Nota-

se, nesta tabela, que para v = 2, a busca nao-mondtona ocasiona um aumento do nimero
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de iteragoes e tempo de processamento. Entretanto, para valores a partir de v = 3, ela

passa a se tornar mais eficiente que a busca mondtona.

Tabela 5.2: IEEE de 14 barras: funcao objetivo, tempo computacional, iteragoes e niimero de
passos completos para valores do parametro v.

v Perdas (MW) Tempo (s) # Iteracoes # Passos Completos % Passos Completos

1 13,6042 1,6239 114 11 9,6491
2 13,6043 2,2398 142 13 9,1549
3 13,6043 0,7426 48 14 29,1667
4 13,6043 0,3419 25 14 56,0000
5 13,6043 0,3371 24 13 54,1667
9 13,6043 0,2006 17 17 100,0000

A Figura 5.2 apresenta os valores 6timos obtidos para as magnitudes de tensao,
enquanto as Tabelas 5.3 e 5.4 apresentam, respectivamente, os valores 6timos dos taps
dos transformadores e susceptancias shunt das barras, ao resolver este caso, para diferentes
valores dos parametros v. Para este sistema, nota-se a existéncia de miltiplas solugoes
locais. Em particular, os resultados da Tabela 5.2 indicam que para v = 1, uma solugao
com perda de poténcia ativa levemente menor é obtida. A multiplicidade de solugdes
também é corroborada pelos diferentes valores obtidos para as magnitudes de tensao e
taps dos transformadores, conforme a Figura 5.2 e a Tabela 5.3.

Apesar da opcao de busca mondtona ter obtido uma solucao com perdas levemente
menores, ela exigiu um nimero de itera¢oes perceptivelmente maior neste caso. Portanto,
fica claro a partir deste caso que a escolha do parametro v pode afetar a trajetéria de

convergéncia do método Newton-PL.

Tabela 5.3: IEEE de 14 barras: taps dos transformadores.

tkm
k m v=1 v=2 v=3 v=4 v=5 v=9

4 7 10833 0,9962 0,9956 0,9923 0,9967 0,9924
4 9 08800 0,9849 10,9859 0,9915 0,9841 0,9914
5 6 09811 09810 0,9810 0,9810 0,9810 0,9810

Tabela 5.4: IEEE de 14 barras: susceptancias shunt das barras.
b,ih

k @ v=1 v=2 v=3 v=4 v=5 v=9 @

9 0 0,3900 0,3900 0,3900 0,3900 0,3900 0,3900 0,39
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Figura 5.2: IEEE de 14 barras: magnitudes de tensao.
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5.4.2 Sistema IEEE de 30 Barras

O sistema elétrico IEEE de 30 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

5 barras com controle de geracao de reativos;

24 barras de carga;

2 bancos de capacitores;

37 linhas de transmissao;

4 transformadores com tap variavel.

O modelo matematico para o problema de FPOR com varidveis continuas relativo

ao sistema [EEE de 30 barras possui:

e 53 restricoes de igualdade, relacionadas as equacoes de balanco de poténcia ativa e

reativa;
e 84 restricoes de desigualdade, sendo:

— 60 restrigoes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 12 restrigoes de limites operacionais de geracao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
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— 8 restri¢oes de limites operacionais dos taps dos transformadores em-fase;

— 4 restrigoes de limites operacionais relativas as susceptancias shunt das barras;
e (5 variaveis continuas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensdo iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

A Figura 5.3 apresenta o valor do residuo das condigdes de KKT, expresso pela
funcao de mérito M (w), para diferentes valores do pardmetro da busca unidimensional, v.
Para este caso, observa-se que o aumento do pardmetro v tende a ter um efeito benéfico

no numero de iteracoes necessarias para convergéncia, com exce¢ao do caso v = 2.

Figura 5.3: IEEE de 30 barras: erro das condigoes de KKT, para diferentes valores do
parametro v da busca unidimensional.
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A Tabela 5.5 apresenta os valores da funcao objetivo, tempo computacional, nimero
total de iteracoes e niimero de iteracoes com passo completo, isto é, o nimero de iteragoes
no qual o comprimento de passo na busca unidimensional é igual a 1, para os diferentes
valores de v utilizados. Para este caso, foram realizados testes com o parametro v variando
de 1 a 4, uma vez que para v = 4 todos os passos efetuados sao completos. Nota-se, nesta
tabela, que para v = 2, a busca nao-mondétona ocasiona um aumento do nimero de
iteragoes e tempo de processamento. Entretanto, para valores a partir de v = 3, ela passa

a se tornar mais eficiente que a busca mondétona.
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Tabela 5.5: IEEE de 30 barras: funcdo objetivo, tempo computacional, iteragoes e niimero de
passos completos para valores do parametro v.

v Perdas (MW) Tempo (s) # Iteracoes # Passos Completos % Passos Completos

1 17,7543 0,6471 17 11 64,7059
2 17,7543 0,8962 22 10 45,4545
3 17,7543 0,6087 16 13 81,2500
4 17,7543 0,5219 15 15 100,0000

A Figura 5.4 apresenta os valores 6timos obtidos para as magnitudes de tensao,
enquanto as Tabelas 5.6 e 5.7 apresentam, respectivamente, os valores 6timos dos taps dos
transformadores e susceptancias shunt das barras, ao resolver este caso, para diferentes
valores dos parametros v. Para este sistema, nota-se que as solugoes obtidas para os
diferentes valores de v sao praticamente iguais, com variagoes pouco significativas nos

taps.

Tabela 5.6: IEEE de 30 barras: taps dos transformadores.

9 1,070 1,1069 1,1070 1,1072
10 0,9380 0,9380 0,9379 0,9377
12 0,9816 0,9816 0,9816 0,9816
28 27 0,9541 0,9541 0,9541 0,9541

Tabela 5.7: TEEE de 30 barras: susceptancias shunt das barras.
b,ih

k @ v=1 v=2 v=3 v=4 @

10 0 03900 0,3900 0,3900 0,3900 0,39
24 00,0900 0,0900 0,0900 0,0900 0,09




Figura 5.4: IEEE de 30 barras: magnitudes de tensao.
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5.4.3 Sistema IEEE de 57 Barras

O sistema elétrico IEEE de 57 barras possui as seguintes caracteristicas:

3 bancos de

63 linhas de

1 barra slack;
6 barras com controle de geracao de reativos;

50 barras de carga;

capacitores;

transmissao;

17 transformadores com tap variavel.

141

O modelo matematico para o problema de FPOR com varidveis continuas relativo
ao sistema [EEE de 57 barras possui:

e 106 restricoes de igualdade, relacionadas as equacoes de balango de poténcia ativa

e reativa;

e 168 restricoes de desigualdade, sendo:

— 114 restri¢oes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 14 restrigoes de limites operacionais de geracao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
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— 34 restrigoes de limites operacionais dos taps dos transformadores em-fase;

— 6 restrigoes de limites operacionais relativas as susceptancias shunt das barras;

e 133 varidveis continuas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

A Figura 5.5 apresenta o valor do residuo das condi¢des de KKT, expresso pela
funcdo de mérito M (w), para diferentes valores do pardmetro da busca unidimensional, v.
Neste caso, observa-se que a busca mondtona se mostra mais eficiente que a busca nao-
monotona, tanto em termos de tempo de processamento quanto de ntimero de iteracoes.
Este fato é evidenciado pelos resultados da Tabela 5.8, na qual sdo apresentados os valores
da fung¢ao objetivo, tempo computacional, nimero total de itera¢oes e niimero de iteragoes
com passo completo, isto é, o nimero de itera¢oes no qual o comprimento de passo na
busca unidimensional é igual a 1, para os diferentes valores de v utilizados. Para este
caso, testou-se valores de v de 1 a 3, uma vez que para v = 3 todos os passos efetuados

sao completos.

Figura 5.5: IEEE de 57 barras: erro das condigoes de KKT, para diferentes valores do
parametro v da busca unidimensional.
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Tabela 5.8: IEEE de 57 barras: funcdo objetivo, tempo computacional, iteragoes e niimero de

passos completos para valores do parametro v.

v Perdas (MW) Tempo (s) # Iteracoes # Passos Completos % Passos Completos
1 24,8291 2,4201 15 13 86,6667
2 24,8291 2,6001 16 14 87,5000
3 24,8291 2,9705 16 16 100,0000

As Figuras 5.6 e 5.7 apresentam, respectivamente, os valores 6timos obtidos para

os taps dos transformadores e magnitudes de tensao, enquanto a Tabela 5.9 apresenta os

valores 6timos das susceptancias shunt das barras, ao resolver este caso, para diferentes

valores dos parametros v. Nota-se que, apesar das magnitudes de tensao e susceptancias

shunt das barras serem aproximadamente os mesmos para qualquer valor de v testado,

os taps dos transformadores podem ser diferentes, indicando a existéncia de multiplas

solugoes locais. Neste caso em particular, isto ocorre porque os transformadores do ramo

4 — 18 possuem resisténcia nula. Como resultado, as perdas nestes ramos também sao

nulas, e tais taps nao exercem influéncia direta na fungao objetivo.

1,12

Taps (p.u.)

0,88

Figura 5.6: IEEE de 57 barras: taps dos transformadores.
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Tabela 5.9: IEEE de 57 barras: susceptancias shunt das barras.

b
kb v=1 v=2 wv=3 bt
18 0 0,091 0,1091 0,1091 0,27
25 00,0900 0,0900 0,0900 0,09
53 0 0,138 0,138 0,1386 0,165

Figura 5.7: IEEE de 57 barras: magnitudes de tensao.

o]/:]_
V=2
vr=3

1’05w————a ——————— ®— - — — — & — -8 — — —— — — — — — &~ ®8—8 — — — — — — — — —
/;:\ 'B n. @ :
\% ® o 'a . . " e
o) . * .
I% ® 0o, ® . ®
% ° ® ® ‘ "
E ® ® @ o
> NS i
'_O ® ®
] 8 ®
el
2 .
'S
bo ®
<
=
0,95 |- |
10 20 30 40 50
Barras

5.4.4 Sistema IEEE de 118 Barras

O sistema elétrico IEEE de 118 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

53 barras com controle de geracao de reativos;
64 barras de carga;

14 bancos de capacitores;

177 linhas de transmissao;

9 transformadores com tap variavel.

ao sistema [EEE de 118 barras possui:

O modelo matematico para o problema de FPOR com varidveis continuas relativo
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e 181 restri¢oes de igualdade, relacionadas as equagoes de balango de poténcia ativa

e reativa;
e 390 restricoes de desigualdade, sendo:

— 236 restri¢oes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 108 restrigoes de limites operacionais de geracao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
— 18 restrigoes de limites operacionais dos taps dos transformadores em-fase;

— 28 restrigoes de limites operacionais relativas as susceptancias shunt das barras;
e 258 variaveis continuas.

Para inicializagao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

A Figura 5.8 apresenta o valor do residuo das condi¢des de KKT, expresso pela
fungdo de mérito M(w), para diferentes valores do pardmetro da busca unidimensional,
v. As curvas para os casos v = 3 e v = 4 apresentam a mesma trajetoria de convergéncia
e estao sobrepostas. Para este caso, observa-se que o aumento do parametro v tende a
ter um efeito benéfico no niimero de itera¢oes necessarias para convergéncia. Entretanto,
o tempo computacional ndao diminui necessariamente com a reducao das iteragoes. Isto
ocorre porque os subproblemas de PL resolvidos a cada iteragao podem demandar mais
tempo em um caso com menor nimero de iteragoes.

A Tabela 5.10 apresenta os valores da fungao objetivo, tempo computacional, nimero
total de iteragoes e niimero de iteragoes com passo completo, isto é, o nimero de iteragoes
no qual o comprimento de passo na busca unidimensional é igual a 1, para os diferentes
valores de v utilizados. Neste caso, observou-se que o aumento do nimero de valores
de referéncia para a busca nao-mondtona permitiu que o método Newton-PL realizasse
uma maior proporc¢ao de passos completos, contribuindo para a reducao do nimero de

iteracoes. Para v = 5, todos os passos efetuados foram completos.



146

Figura 5.8: IEEE de 118 barras: erro das condig¢oes de KKT, para diferentes valores do
parametro v da busca unidimensional.
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Tabela 5.10: IEEE de 118 barras: funcao objetivo, tempo computacional, iteragbes e ntimero
de passos completos para valores do parametro v.

v Perdas (MW) Tempo (s) # Iteragoes # Passos Completos % Passos Completos

1 1171272 14,0076 32 11 34,3750
2 117,1272 6,1790 18 14 77778
3 117,1272 6,5983 17 16 94,1176
4 117,1272 6,7821 17 16 94,1176
5 117,1272 9,7618 17 17 100,0000

As Figuras 5.9 e 5.10 apresentam, respectivamente, os valores 6timos obtidos para
os taps dos transformadores e magnitudes de tensao, enquanto a Tabela 5.11 apresenta os
valores 6timos das susceptancias shunt das barras, ao resolver este caso, para diferentes
valores dos parametros v. Nota-se que, apesar das magnitudes de tensao e taps dos
transformadores serem aproximadamente os mesmos para qualquer valor de v testado, as
susceptancias shunt das barras podem ser diferentes, indicando a existéncia de multiplas

solugoes locais.



Figura 5.9: IEEE de 118 barras:

taps dos transformadores.
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Tabela 5.11: TEEE de 118 barras: susceptancias shunt das barras.
bzh -
koo v=1 v=2 v=3 v=4 v=5 b
5 —-04 -0,0006 -0,0003 -0,0000 -0,0000 —0,0000 0
34 0 0,0842 0,0918 0,1621 0,1621 0,1474 0,2
37 -0,2 -0,0713 -0,0713 -0,0723 —-0,0723 -0,0724 O
44 0 0,0989 0,0989 0,0989 0,0989 0,0986 0,1
45 0 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1
46 0 0,1000 0,1000 0,0969 0,0969 0,0871 0,1
48 0 0,0791 0,0791 0,0791 0,0791 0,0791 0,15
74 0 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2
79 0 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2
82 0 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2
83 0 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2
105 0 0,2000 0,2000 0,1815 0,1815 0,1815 0,2
107 0 0,1965 0,1965 0,1968 0,1968 0,1983 0,2
110 0 0,2000 0,1744 0,1711 0,1711 0,1331 0,2

147
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Figura 5.10: IEEE de 118 barras: magnitudes de tensao.
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5.4.5 Sistema IEEE de 300 Barras

O sistema elétrico IEEE de 300 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

68 barras com controle de geragao de reativos;

231 barras de carga;

14 bancos de capacitores;

304 linhas de transmissao;

107 transformadores com tap variavel.

O modelo matematico para o problema de FPOR com varidveis continuas relativo

ao sistema [EEE de 300 barras possui:

e 530 restricoes de igualdade, relacionadas as equacoes de balanco de poténcia ativa

e reativa;
e 980 restrigoes de desigualdade, sendo:

— 600 restri¢oes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 138 restrigoes de limites operacionais de geragao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
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— 214 restri¢oes de limites operacionais dos taps dos transformadores em-fase;

— 28 restrigoes de limites operacionais relativas as susceptancias shunt das barras;
e 720 variaveis continuas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensdo iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados. Por questoes de implementacao, as barras foram renumeradas de 1 a 300, uma
vez que o banco de dados nao apresenta a numeragao consecutiva das barras.

A Figura 5.11 apresenta o valor do residuo das condigoes de KKT, expresso pela
fungao de mérito M (w), para diferentes valores do pardmetro da busca unidimensional,
v. Neste caso, observou-se que o método nao convergiu no caso da busca unidimensional
monotona, isto é, para v = 1, dentro do limite maximo de 300 iteracoes especificado.
Por este motivo, a busca mondtona nao esta representada nesta figura. Para este caso,
observa-se que o aumento do parametro v tende a ter um efeito benéfico no ntimero de

iteragoes necessarias para convergencia.

Figura 5.11: IEEE de 300 barras: erro das condigbes de KKT, para diferentes valores do
parametro v da busca unidimensional.
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A Tabela 5.12 apresenta os valores da fungao objetivo, tempo computacional, nimero
total de iteragoes e niimero de iteragoes com passo completo, isto é, o nimero de iteragoes
no qual o comprimento de passo na busca unidimensional é igual a 1, para os diferentes

valores de v utilizados. Neste caso, a menos para o parametro v = 4, o aumento do niimero
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de valores de referéncia para a busca nao-mondétona permitiu que o método Newton-PL
realizasse uma maior proporcao de passos completos, contribuindo para a reducao do

numero de iteragoes.

Tabela 5.12: IEEE de 300 barras: funcao objetivo, tempo computacional, iteracbes e niimero
de passos completos para valores do parametro v.

v Perdas (MW) Tempo (s) # Iteragdes # Passos Completos % Passos Completos
9 371,4149 986,4151 45 16 35,5556
3 371,4149 255,8047 38 26 68,4211
4 371,4149 80,6061 39 26 66,6667
) 371,4148 65,2452 30 25 83,3333
10 371,4150 65,7619 31 28 90,3226

As Figuras 5.12 e 5.13 apresentam, respectivamente, os valores 6timos obtidos para
os taps dos transformadores e magnitudes de tensao, enquanto a Tabela 5.13 apresenta os
valores 6timos das susceptancias shunt das barras, ao resolver este caso, para diferentes
valores dos parametros v. Nota-se, portanto, a existéncia de multiplas solucoes locais.
Em particular, a Tabela 5.12 indica que os valores 6timos obtidos sdo similares. Além
disso, os resultados indicam que as multiplas solugoes obtidas possuem muitas variaveis

com valores praticamente iguais.

Figura 5.12: IEEE de 300 barras: taps dos transformadores.
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Tabela 5.13: IEEE de 300 barras: susceptancias shunt das barras.
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bzh
koo v=2 v=3 wv=4 v=5 v=10 b
96 0 3,4209 3,4209 3,4209 3,4207 3,4208 45
99 0 0,0687 0,0687 0,0697 0,0687 0,0755 0,59
133 0 0,0910 0,0910 0,0910 0,0910 0,0910 0,39
143 —-4,5 —-0,9257 —-0,9257 —0,9257 —0,9257 —0,9257 O
145 —-4,5 —-0,0504 —0,0006 0 —2,7835 —2,8418 0
152 0 0,5900 0,5900 0,5900 0,5900 0,5900 0,59
158 0 0,5900 0,5900 0,5900 0,5900 0,5900 0,59
169 —-2,5 —2,2820 —2,5000 —2,2056 —1,5483 —2,0074 0
210 —4,5 —4,5000 —4,5000 —4,5000 —4,5000 —4,5000 0
217 —4,5 —0,0000 0,0000 0 —0,0000 —0,0000 0
219 —-15 -0,1943 —-0,1942 —-0,1942 —-0,1942 —0,1942 0
227 0 0,4404 0,4404 0,4404 0,4404 0,4403 0,59
268 0 0,1500 0,1500 0,1500 0,1500 0,1500 0,15
283 0 0,0088 0,0088 0,0088 0,0088 0,0088 0,15
Figura 5.13: IEEE de 300 barras: magnitudes de tensao.
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5.4.6 Analise dos Resultados

Os resultados numéricos obtidos com o método Newton-PL indicam que esta aborda-

gem ¢é promissora para resolucao de sistemas restritos de equagoes, em especial a resolucao
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de sistemas KKT. Esta abordagem se mostrou capaz de resolver todos os casos testa-
dos do problema de FPOR com variaveis continuas, atingindo solu¢ées com a tolerancia
especificada de 107% em tempo computacional razoavel. Em todos os casos testados, o
método convergiu. Entretanto, para o sistema elétrico de 300 barras, a versao mono6tona
do algoritmo nao obteve uma solucao dentro do limite maximo de iteragoes estipulado.
Isto provavelmente aconteceu porque a versao mondtona do algoritmo é mais exigente
durante o procedimento de busca unidimensional, forcando o método a encurtar o com-
primento de passo com maior frequéncia. Além disso, ao utilizar um procedimento de
busca nao-mondtono, ha uma maior possibilidade do método aceitar passos que permi-
tem aos iterandos abandonarem regioes de minimo local da funcao de mérito que nao
correspondem a solugoes do sistema restrito de equagoes.

Um resultado interessante de se observar é que, para diversos casos, a mudanca
do parametro v conduziu a diferentes solugoes locais. Apesar deste tipo de comporta-
mento ser esperado em problemas de PNL nao-convexos, os resultados obtidos indicam
que multiplas solucoes locais devem ser esperadas em problemas de FPOR continuos.
Em especial, para o sistema IEEE de 57 barras, observou-se que a existéncia de trans-
formadores com resisténcia nula pode introduzir multiplas solucoes, que se diferenciam
essencialmente pelos valores dos taps.

Uma das dificuldades associadas ao método Newton-PL é a sua dependéncia do
solver utilizado para a resolu¢ao dos subproblemas de PL. Em particular, observou-
se que alteragoes nas opgoes algoritmicas do CPLEX, tais como a utilizagdo do método
primal simplex ou do método de pontos interiores, podem reduzir ou aumentar o niimero
de iteragoes ou o tempo computacional para convergéncia. Infelizmente, nao parece haver
um critério para a escolha das opcoes adequadas do solver para cada caso, motivo pelo
qual todos os resultados foram apresentados para a opgao de escolha automatica.

Além de ter mostrado resultados satisfatorios para os sistemas KKT oriundos das
condic¢oes de otimalidade de problemas de FPOR, é possivel destacar outra possibilidade
de aplicacao desta abordagem: a resolucao de problemas de fluxo de carga. Neste contexto,
o método Newton-PL pode se mostrar vantajoso em relagao aos algoritmos atualmente
utilizados, uma vez que permite incluir as restrigdes de limites de varidveis de controle
diretamente no conjunto 2. Métodos do tipo Newton tipicamente utilizados nestes pro-
blemas exigem uma estrutura de ciclos aninhados: um ciclo interno para a resolugao do
sistema nao-linear composto pelas equagoes de balanco de poténcia ativa e reativa através
do método de Newton, e um ciclo externo nos quais os limites das variaveis sao verificados
e, possivelmente, os tipos de barras do sistema sao alterados. Em contrapartida, o método
Newton-PL é capaz de resolver este tipo de problema diretamente, sem a necessidade de
utilizar esta estrutura de ciclo interno e externo.

Mais do que isso, a utilizacao do método Newton-PL abre a possibilidade para uti-

lizacdo de modelos mais expressivos para o problema de fluxo de carga. Por exemplo,
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pode-se pensar em incluir restricoes de complementaridade em problemas de fluxo de
carga, visando permitir ajustes nos taps dos transformadores e chaveamentos dos bancos
de capacitores somente quando a magnitude de tensao da barra controlada nao puder ser
mantida dentro de seus limites, de modo similar ao modelo de FPO descrito em LAGE
(2013). Isto porque o método Newton-PL é capaz de tratar este tipo de restri¢ao natural-
mente, sem a necessidade de reformulagoes. Deve-se destacar, entretanto, que a habilidade
do método Newton-PL tratar restri¢coes de complementaridade pode ser verificada nos ex-
perimentos realizados, uma vez que sistemas KK'T sao sistemas restritos de equagdes com

condi¢oes de complementaridade, devido a condicao de folgas complementares.
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Capitulo 6

Rescalamento Nao-Linear com

Regiao de Confianca

Algoritmos de pontos interiores com busca linear constituem uma classe de algorit-
mos de grande importancia em PNL,; tendo se consolidado como uma das técnicas mais
bem-sucedidas para a resolucao de problemas de FPO. Apesar de seu sucesso, existem
situagoes em que os algoritmos primais-duais de pontos interiores podem falhar. Um
exemplo desta situagao é apresentada em SOUSA ET AL. (2011), no qual um algoritmo
primal-dual de pontos interiores bem como sua variante do tipo preditor-corretor falham
em convergir quando o flat start é utilizado como solugao inicial, em um sistema elétrico
de grande porte, devido a baixa magnitude de tensao em algumas barras, limites estrei-
tos para variagao das magnitudes de tensdao e auséncia de compensacao de reativos por
elementos shunt.

Conforme apresentado no Capitulo 3, o método de rescalamento nao-linear, que
utiliza a funcao barreira logaritmica modificada como funcao de rescalamento, tem se
mostrado uma abordagem eficiente na resolu¢ao de problemas de FPO. Exemplos do
sucesso desta abordagem incluem os trabalhos de ADIBI ET AL. (2003); SOUSA ET AL.
(2004, 2009, 2012); LAGE (2013). Resultados numéricos com esta classe de métodos
em outros problemas-teste sao reportados, por exemplo, nos trabalhos de NASH ET AL.
(1994); GrivA & PoOLYAK (2006), mostrando sua eficiéncia e viabilidade para resolucao
de problemas de PNL. Todos estes trabalhos, entretanto, utilizam uma estratégia de
convergéncia global baseada em busca linear.

Uma alternativa aos métodos baseados em busca linear é a utilizagdo dos métodos
de regiao de confianga, descritos no Capitulo 4. Esta classe de métodos constitui uma area
de pesquisa relativamente recente que tem sido explorada significativamente nas tltimas
décadas. Os estudos sobre esta classe de métodos originaram diversos tipos de métodos de
regiao de confianca, para diferentes tipos de problemas, tais como: otimizacao restrita e

irrestrita, otimizacao nao-diferenciavel, equagoes e minimos quadrados nao-lineares, entre
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outros.

Uma vantagem dos métodos de regiao de confianga sobre os métodos baseados em
busca linear é que os subproblemas de regiao de confianca sempre possuem um conjunto
factivel limitado, o que permite o emprego de modelos nao-lineares para aproximar a
funcao objetivo. Isto é possivel devido a restricao de regiao de confianca, que promove
uma regularizacao implicita no problema. Por este motivo, métodos de regiao de confianca
sdo confidveis e robustos, uma vez que podem ser aplicados a problemas nao-convexos e
mal-condicionados (YUAN, 2015). Dentre os métodos de regidao de confianga, estamos
particularmente interessados no método de passo composto com programagao quadratica
sequencial, proposto por BYRD ET AL. (1999) e OMOJOKUN (1989).

Assim, o objetivo deste capitulo é apresentar um dos algoritmos propostos neste
trabalho para a resolucao do problema de FPO Reativo com varidveis continuas e dis-
cretas. A ideia aqui desenvolvida consiste na associagdo do método de rescalamento
nao-linear para tratamento das restricoes de desigualdade, o método de regiao de con-
fianca de Byrd-Omojokun para resolucao de problemas com restricoes de igualdade e o
método de penalidade para variaveis discretas desenvolvido em SOLER ET AL. (2013) e
estendido por LAGE (2013).

Nesta abordagem, denominada método de Rescalamento Nao-Linear com Regiao
de Confianga (RNRC), as restrigoes de desigualdade sao tratadas através do método de
rescalamento nao-linear, utilizando a funcao barreira logaritmica modificada com extra-
polacdo quadrética como funcao de rescalamento. A funcdo objetivo de cada subproblema
de rescalamento nao-linear sao incorporadas funcoes senoidais que penalizam as varidveis
discretas que nao assumem valores discretos permitidos. Finalmente, a resolugao de cada
subproblema de rescalamento nao-linear e penalidade é feita através do método de re-
giao de confianga baseado em programacao quadratica sequencial com passo composto de
BYRD ET AL. (1999) ¢ OMOJOKUN (1989).

Nas proximas se¢oes sao apresentados os detalhes do método RNRC, seu algoritmo,

e os resultados numéricos obtidos a partir de sua aplicagdo na resolucao de problemas de
FPOR.

6.1 Regiao de Confianca em Problemas com Restri-

coes de Igualdade

Nesta secao sao discutidas as ideias do método de regiao de confianga com passo
composto de BYRD ET AL. (2000) e OMOJOKUN (1989), para resolucao de problemas de
PNL com restri¢coes de igualdade. A fim de apresentar a técnica de regiao de confianca

de Byrd-Omojokun, considera-se o seguinte problema de PNL, com apenas restrigoes de
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igualdade:
min f(z)

(6.1)
sa. gi(z)=0 i=1,...m

em que f : R®” =+ Reg:R" — R™ sao funcdes de classe C2. A funcdo Lagrangiana

associada a esse problema é expressa por
Lz, A) = f(z)+ ) Ngi(z) (6.2)
i=1

em que A\ € R™ é o vetor de multiplicadores de Lagrange associados as restricoes de
igualdade.

A técnica de Byrd-Omojokun descrita nesta secao pode ser vista como um método
de Programagao Quadratica Sequencial (PQS) com regido de confianga, no qual o passo
tentativo é calculado através da soma de dois passos, obtidos a partir da decomposicao
do subproblema de PQS com regido de confianga em dois subproblemas de regiao de
confianga menores e mais faceis de se resolver.

Em um método de PQS com regido de confianca, para cada iterando z*, um raio
A* > 0 da regido de confianca e multiplicadores de Lagrange \* sdao escolhidos, e um passo
tentativo d* é computado resolvendo o seguinte problema de programacao quadrética, com
uma restricao de regiao de confianca:

min q(d) = Vf(2*)'d + 1d" Byd

sa. Jg(a®)d+ g(z*) =0 (6.3)

ld]| < A*

no qual Jg(x*) é a matriz Jacobiana de g avaliada em 2* e By é uma matriz simétrica
que aproxima a matriz Hessiana da funcao Lagrangiana em relacdo as variaveis primais,
V2 L(x* \F). Neste trabalho, assume-se que a matriz Jg(x*) possui posto completo, para
todo z*. Como no caso irrestrito, a matriz Hessiana exata pode ser utilizada se estiver
disponivel. Note que o termo constante f(x*) nao foi incluido no modelo quadrético g em
(6.3), uma vez que ele nao altera a solucao 6tima do subproblema de regiao de confianca.

Conforme discussao prévia, a robustez e a propriedade de convergéncia global dos
métodos de regiao de confianca estao associadas a sua capacidade de ajustar o raio da
regiao de confianca de maneira conveniente, o qual pode ser reduzido até que o modelo
quadratico estabelecido constitua uma aproximacao adequada da fungao objetivo (ou, no
caso de problemas restritos, da fungao de mérito, a qual serd apresentada mais adiante).

Observando o modelo (6.3), é possivel notar que, em contraste com o caso irres-
trito, algumas dificuldades surgem na resolucao de problemas restritos. Em especial, se o
raio da regiao de confianca for pequeno, a restricao de regiao de confianca pode impedir
o atendimento das restrigoes de igualdade linearizadas levando a infactibilidade do pro-
blema, isto é, nenhum passo tentativo que satisfaca as restrigoes de igualdade em (6.3)

intercepta a regiao de confianga. Desta forma, a ocorréncia de restri¢oes inconsistentes
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em subproblemas de regiao de confianga da forma (6.3) é praticamente inevitdvel. Uma

ilustracao desta situacao ¢ dada na Figura 6.1.

Figura 6.1: Incompatibilidade entre a restricdo de regido de confianca e as restrigoes de
igualdade linearizadas.

ds

Jg(a*)d + g(a*) = 0

Ak

dy

A resolugao do possivel conflito entre atender as restrigoes de igualdade linearizadas
e atender a restricao da regiao de confianga nao pode ser resolvido simplesmente aumen-
tando o raio A*, até que um passo tentativo possa ser computado. Esta abordagem iria
contra o propésito da regiao de confianca, que é definir uma regiao na qual o modelo
representa com boa precisao o comportamento da func¢ao objetivo e das restrigoes. Anali-
ticamente, fazer isto prejudicaria as propriedades de convergéncia do algoritmo (NOCEDAL
& WRIGHT, 2000).

A literatura, sobre métodos de regiao de confianca, apresenta diversas abordagens
para o tratamento das restricoes incompativeis. Dentre elas, algumas se baseiam na
ideia de que nao é necessario que as restrigoes de igualdade linearizadas sejam atendidas
de maneira exata em cada passo; em vez disso, busca-se melhorar a factibilidade das
restri¢oes e satisfazé-las de maneira exata apenas quando a regiao de confianga permitir.
Assim, o objetivo nao é exigir a factibilidade das restri¢goes linearizadas a cada passo, mas
sim que haja uma tendéncia a factibilidade ao longo do processo iterativo.

As abordagens de regiao de confianca baseadas em PQS com passo composto se
baseiam nas ideias supracitadas. Nestes métodos, o passo tentativo é decomposto na

forma
d¥ = nk + ¥ (6.4)

em que n; ¢ um passo normal, que busca satisfazer as restricdes linearizadas, e t* é
um passo tangencial que busca minimizar o modelo, preservando quaisquer ganhos de
factibilidade atingidos através de n*.

Uma das primeiras abordagens de passo composto foi apresentada nos trabalhos de
VARDI (1985) e BYRD ET AL. (1987), nos quais foi proposta uma relaxagao das restrigoes

linearizadas, da forma Jg(z*)d + ag(z*) = 0, em que a € (0,1] é escolhido de modo
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que as novas restrigoes e a regiao de confianga possuam algum ponto factivel em comum.
Entretanto, conforme destacado por CONN ET AL. (2000), esta abordagem possui a des-
vantagem de que é necessario que as restrigoes linearizadas modificadas sejam compativeis
em cada etapa, o que ¢ inviavel na pratica.

Tendo isto em mente, conforme a abordagem de Byrd-Omojokun (OMOJOKUN,
1989), um passo normal é computado de modo a atender as restri¢oes de igualdade linea~
rizadas da melhor maneira possivel, reduzindo a violacao das restrigoes linearizadas. Em
seguida, calcula-se um passo tangencial no ntcleo de Jg(z*) (denotado por N(Jg(z*))),
visando atingir a otimalidade. Como t* € N(Jg(z*)), conclui-se de (6.3) que o passo
tentativo d* = n* 4 t* ndo precisa se aproximar mais do conjunto factivel do que o passo
normal n¥. A seguir, sdo apresentados os dois subproblemas que possibilitam o calculo

dos passos normal e tangencial.

6.1.1 Subproblema Normal

O passo normal n* ¢ calculado a partir da resolucdo do seguinte subproblema normal:
min 3| Jg(z")n + g(2*)||?
sa.  ||n|| < ¢AF

em que ¢ € (0,1) é um pardmetro utilizado para garantir que o passo normal computado

(6.5)

seja estritamente interior a regiao de confianga.

O objetivo deste subproblema é minimizar a violacdo das restri¢oes linearizadas,
a0 mesmo tempo em que a restrigdo de regiao de confianga reduzida seja respeitada. O
fator de contragao ¢ é importante, pois permite que “haja espago” na regiao de confianca
original para que o passo tangencial reduza o modelo. Do contrario, um passo normal
na fronteira da regidao de confianca poderia ser computado, impedindo o progresso em
direcao a otimalidade através do passo tangencial.

Como os problemas de regiao de confianca estudados estao definidos na norma Eucli-
diana, ignorando termos constantes o subproblema normal pode ser reescrito da seguinte
forma:

min  [Jg(a*)"g(a*)"n + 3n" Tg(z")" Tg(z")n

(6.6)
sa.  ||n|| < CAF

Conforme LALEE ET AL. (1998), este subproblema sempre possui uma solugdo na

k

imagem de Jg(z*)T (aqui denotada por R(Jg(z*)T)), isto é, n* é uma combinacio linear

das colunas de Jg(z*)T. Com efeito, assumindo que m < n, seja Z, € R (=) yma
matriz que gera N (Jg(z*)), ou seja, as colunas de Z; formam uma base para N (Jg(z")).

Naturalmente, deve-se ter Jg(x*)Z;, = 0.
k

*

Seja n} a solucao 6tima global do subproblema normal (6.6). O teorema que carac-

teriza a solugdo global de um problema de regiao de confianca (Teorema 4.1) indica que
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n* deve ser tal que existe algum \* > 0 satisfazendo:

[Tg(a")" Tg(a®) + X I]nf = —Jg(a")" g(a*) (6.7)

Consideremos primeiro o caso em que \* = 0. Nesta situacdo a solugdo Otima
satisfaz:

Jg(a*)T Tg(a*)nl = —Jg(z")"g(*) (6.8)

que corresponde as condigoes necessarias de otimalidade para o problema (6.6), sem a
restricdo de regiao de confianga, ou seja, o passo normal 6timo é um ponto de minimo
irrestrito do subproblema normal. Nota-se, porém, que a matriz Jg(2*)? Jg(2*) nao é
invertivel, pois tem dimensao n X n e posto m, de modo que o passo de Newton nao esta
bem definido e o sistema (6.8) possui miltiplas solugbes. Como o teorema garante que
uma solucao deste sistema ¢ a solugao 6tima do subproblema normal, a solu¢ao de norma
Euclidiana minima ¢é, garantidamente, uma solugao 6tima possivel.

Por outro lado, nota-se que Jg(a*)Jg(x*)T é invertivel, pois assumiu-se que Jg(z*)
tem posto completo. Desta forma, a solugdo de norma minima para o sistema (6.8) é

unica e pode ser expressa por:

nx = —Jg(a") [Jg(a") Tg(a*)"] " g(a¥) (6.9)

Utiliza-se a notacao nk; para esta solucdo pois se considera que o passo de Newton

para o subproblema normal é o passo de norma minima que minimiza o problema de

maneira irrestrita. Assim, quando \* = 0, um possivel passo normal 6timo é n¥ = nk, o
qual claramente estd na imagem de Jg(z*)7.

O segundo caso possivel é que A* > 0, no qual tem-se que:

[Tg(z*)" Tg(a*) + N I]ny = = Jg(a™)"g(a") (6.10)

Pré-multiplicando esta igualdade por Z!', conclui-se que:

Zfnk =0 (6.11)
ou seja, nt € N(Z1).
Como as colunas de Zj, formam uma base para N (Jg(z*)), entdao R(Z) = N (Jg(z")).

Dada uma matriz A € RP*?, sabe-se que N'(A4) = R(AT)*. Logo, conclui-se que:

nf e N(Zy) = R(Zy)*" = N(Jg(z"))" = R(Jg(z")") (6.12)

Portanto, de qualquer forma, n* estd na imagem de Jg(x*)T. Esta propriedade
aparentemente simples tem um papel crucial no desenvolvimento da técnica de Byrd-
Omojokun, conforme apresentado a seguir, uma vez que possibilita o desacoplamento

entre os subproblemas normal e tangencial. De um ponto de vista pratico, na maioria
k

das vezes nao se computa a solucao exata n;. Entretanto, é importante que a solugao
quase-exata ou aproximada obtida ao resolver o subproblema normal esteja na imagem

de Jg(z*)T, pois a simplificagao do subproblema tangencial apresentado a seguir depende
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desta propriedade.

A matriz Hessiana Jg(z*)TJg(z*) da funcio objetivo do subproblema normal &,
conforme destacado anteriormente, semidefinida positiva. Desta forma, o método do
gradiente conjugado de Steihaug é uma opgao viavel para resolugdo aproximada deste
subproblema. Pode-se verificar observando as expressoes no Algoritmo 8 que os iterandos
obtidos no método do gradiente conjugado de Steihaug estdo todos na imagem de Jg(z*)7T,
de modo que a solugao aproximada obtida tem a propriedade necessaria.

Por outro lado, é possivel mostrar que, apesar de Jg(2*)T Jg(z*) ser apenas semide-
finida positiva, o método dogleg também pode ser utilizado para resolver o subproblema
normal, adotando-se o passo n¥ em (6.9) como passo de Newton. O minimizador irrestrito
n¥ ao longo da direcio oposta do gradiente, utilizado para definir a trajetéria dogleg, pode
ser obtido através de substituigdo na expressao (4.27):

P 1/ 0 e 613
g(@P) T[T g(a*)J g(a*) g ()
Note que o denominador na expressao (6.13) é sempre positivo, a menos que z* seja

um ponto factivel para o problema original. Neste caso, porém, nao faz sentido obter um
passo normal, pois o ponto ja esta na regiao factivel, de modo que se pode considerar que o
passo normal é nulo. Observa-se também que tanto n¥ quanto n¥ definido em (6.9) estdo
na imagem de Jg(x*)”, de modo que qualquer ponto sobre a trajetéria dogleg também
possui esta propriedade.

Uma vez calculada uma solugao aproximada para o subproblema normal, a mesma

¢ utilizada no subproblema tangencial, apresentado a seguir.

6.1.2 Subproblema Tangencial

Seja n* o passo normal obtido ao resolver o subproblema normal em uma iteracdo k.
No subproblema tangencial, a seguinte versao relaxada do problema de PQS com regiao
de confianca (6.3) é resolvida:
min  g(d) = Vf(z*)"d + 1d" Brd
sa. Jg(a®)d+ g(a*) =" (6.14)
ld]] < A
em que 7 é um residuo.
Idealmente, o residuo r* deveria ser nulo. Contudo, conforme discutido anterior-
mente, isto pode tornar o problema infactivel. Em vez disso, escolhe-se r* a partir da

k

solugdo do subproblema normal, fazendo r* = Jg(z*)n* + g(2%). Logo, ¥ é o residuo

de norma minima que garante que as restri¢oes linearizadas sejam compativeis com uma
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margem, dependendo do parametro ¢. Assim, o subproblema tangencial é escrito como:
min  g(d) = Vf(z*)"d+ 1d" Bpd
sa.  JgaF)d = Jg(aF)nk (6.15)
|d]] < AF
Diferentemente de (6.3), o subproblema tangencial acima descrito é sempre factivel;
por exemplo, d = n* satisfaz todas as restricdes. A restricio de igualdade Jg(z*)d =
Jg(2*)n* indica que o passo tentativo d* apenas precisa obter o mesmo progresso em
termos da factibilidade que o passo normal n*. Esta restricio pode ser reescrita como
Jg(a®)(d — n*) = 0, isto ¢, se d é factivel para (6.15), entdo (d — n*) € N(Jg(z*)).
Definindo d = n* + ¢ e ignorando termos constantes da funcdo objetivo, o subproblema,
tangencial pode ser reescrito como:
min [V f(2") + Bun®|"t + 1" Byt
sa. JgaF)t=0 (6.16)
I + ] < AF
Apesar de sua estrutura mais simples, o problema em (6.16) ainda possui restrigoes
de igualdade e o centro da regido de confianca nio coincide com a origem quando n* #£ 0.
Portanto, métodos comuns para resolucao de subproblemas de regiao de confianga nao
podem ser diretamente aplicados. A fim de obter um subproblema que possa ser resolvido
de maneira eficiente, OMOJOKUN (1989) observou que qualquer solugao factivel ¢ estd no
nicleo de Jg(x*). Assim, se uma base Z; € R™ (™™™ para N(Jg(x*)) for conhecida,
entao t pode ser obtido como combinacao linear dos vetores desta base, isto é, t = Z,u,
onde u € R"™. Esta mudanca de variavel permite eliminar a restricao de igualdade.
Deve-se recordar que n* € R(Jg(x*)T) e que, por sua vez, R(Jg(z*)T) = N (Jg(zF))*.
Assim, o passo normal n* é ortogonal a ¢t = Ziu. Tendo em vista este fato, deve valer a
igualdade pitagorica:

In* + Zyul* = [[n*1* + || Zyul|* (6.17)

Substituindo t = Zyu em (6.16) e levando em consideragao a propriedade de orto-

gonalidade em (6.17), obtemos a seguinte forma equivalente do subproblema tangencial:
min [V f(2") + Bin*|" Zyu + 3u" Z] By Zu
sa. || Ziull < \/(A%)2 — [ln]2

Neste ponto, cabem algumas observagoes acerca da resolucao do subproblema tan-

(6.18)

gencial. O problema em (6.18) é muito mais simples de se resolver do que o subproblema
tangencial original. Entretanto, diferentemente do subproblema tangencial inicial, a res-
tricao de regido de confianca pode nao ser esférica, devido ao termo Z;. Teoricamente,

conforme apresentado em LALEE ET AL. (1998), este problema pode ser contornado facil-
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mente fazendo a mudanca de variavel u = (Z,CTZ;C)’%H 1. De um ponto de vista prético,
entretanto, esta mudanga de variavel é inviavel, pois o calculo da raiz quadrada de uma
matriz definida positiva é caro computacionalmente.

No trabalho de LALEE ET AL. (1998), uma versao modificada do método do gradi-
ente conjugado de Steihaug é apresentada para a resolugao de (6.18). Esta modificagao
leva em consideracio que a escolha da base Z; pode ser feita de diversas maneiras. Assu-

mindo que podemos particionar Jg(z*) da forma

Tg(a*) = (75 J%) (6.19)

em que J% é uma matriz m X m ndo-singular, uma base 7, satisfazendo Jg(a*)Z;, = 0

Ty = (_(‘]’g) Jfkv) (6.20)

pode ser calculada por:

]n—m

Conforme apontado pelos autores, entretanto, o algoritmo modificado proposto para
resolver o subproblema tangencial requer a resolu¢do de um sistema linear da forma
Z,CTZkth = rj+1, com a mesma matriz de coeficientes, a cada iteracao do método do
gradiente conjugado, o que pode consumir bastante tempo de processamento. Para con-
tornar este problema, os autores propoem a utilizagao de iteracoes nao escaladas dentro
do método do gradiente conjugado proposto. Isto é, considera-se t;;1 = r;j41, evitando-se
a resolucao do sistema linear. Esta estratégia, porém, pode ser problematica, e deve ser
feita de maneira cuidadosa.

Em vez disso, OMOJOKUN (1989) propos obter uma matriz Z; que forme uma base
ortonormal para N'(Jg(z¥)), de modo que:

[Zxull = [lull (6.21)

0 que permite a obtencao de um subproblema tangencial com regiao de confianca esférica.
Ao adotar Zj, ortonormal, nenhuma adaptacao é necessaria ao método do gradiente
conjugado de Steihaug. No Algoritmo 8, basta fazer ro = ZL' [V f(2*) + Byn*], substituir

By por ZI'B,Z,., e escolher o raio \/(Ak)Q — ||n*||? para a resolugdo do subproblema
tangencial. Esta possibilidade também é apontada por LALEE ET AL. (1998), uma vez
que uma base ortonormal Z;, pode ser computada de maneira estavel, por exemplo, através
da fatoracdo QR de Jg(x*)T.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, adotou-se inicialmente o método do gra-
diente conjugado de Steihaug para resolucdo do subproblema tangencial, com a matriz
ortonormal Z; computada pela fatoracao QR. Entretanto, observou-se que o desempenho
do método do gradiente conjugado pode nao ser satisfatério para alguns casos testados,

o que incentivou o estudo dos métodos de resolucao quase-exatos. Tendo em vista este

(1 Aqui, (Z,CTZ;C)% denota a raiz quadrada da matriz Z[ Zj, isto é, (Z,CTZ;C)% (2L Z})7 = ZT Zy,, enquanto
(Zng)*% denota a inversa de (Z,CTZk)%.
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fato, adotou-se uma estratégia mista, na qual o subproblema normal é resolvido de modo
aproximado através do método dogleg, enquanto o subproblema tangencial é resolvido de
modo quase-exato através do método PAG. Nesta nova implementacao, uma matriz Zj
ortonormal ainda é computada através da fatoracao QR. Contudo, cabe observar que, se

Z, nao for ortonormal, pode-se escrever
|Zwall® = o 2] Zw = ullr (6.22)

ou seja, tem-se uma restricio de regido de confianca definida na norma Z!'Z,. Como
o método PAG pode ser utilizado para resolver o subproblema de regiao de confianga
em qualquer M-norma definida positiva, conclui-se que outras opg¢oes para Z; podem ser
utilizadas, sem exigir modificagdes no método PAG. Isto abre a possibilidade de utilizacao
de matrizes Z; que nao sejam ortonormais, mas sejam computacionalmente mais baratas
de se calcular, como a forma na equacao (6.20).

A seguir outros aspectos importantes para o funcionamento do método sdao apresen-

tados, com base em LALEE ET AL. (1998).

6.1.3 Aspectos Praticos

Nesta subsecao, alguns detalhes que sao importantes para a implementacao numérica
da técnica de Byrd-Omojokun sao apresentados. Em particular, discute-se de maneira
sucinta o calculo dos multiplicadores de Lagrange, a escolha da funcao de mérito e seu
parametro de penalidade, corre¢oes de segunda ordem e a atualizacao do raio da regiao

de confianga.

6.1.3.1 Multiplicadores de Lagrange

Os multiplicadores de Lagrange utilizados para computar a matriz Hessiana da fun-
¢ao Lagrangiana, By, nao sao obtidos como subproduto durante a resolu¢ao aproximada
dos subproblemas normal e tangencial. Assim, a cada novo iterando x*, é necessario obter
uma nova estimativa para A\¥. Sabe-se, das condicdes necessarias de KKT, que um par

primal-dual 6timo (z*, \*), deve satisfazer:

Vi) + Jg(z*)' A\ =0 (6.23)
Tendo esta igualdade como referéncia, dado um iterando z¥ uma estimativa de
minimos quadrados para os multiplicadores de Lagrange pode ser obtida resolvendo o

sistema linear:

[Jg(z®) Jg(a¥)TINE = —Jg(2™)V f (") (6.24)

Este sistema linear é resolvido fatorando Jg(z*)Jg(z*)T pelo método de Cholesky.
Esta fatoracdo é armazenada porque pode ser utilizada posteriormente, na mesma ite-

racao, no calculo do passo de Newton para o método dogleg no subproblema normal,
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e também pode ser empregada, conforme discussao a seguir, no calculo da correcao de
segunda ordem. Outras estratégias podem ser utilizadas para atualizacao dos multiplica-
dores de Lagrange, como as descritas em TAPIA (1977). Porém, conforme salientado em
VICENTE (1996), a escolha dos multiplicadores de Lagrange esté intimamente relacionada
com o tipo de decomposicao de passo, sendo que a maioria dos pesquisadores considera a
aproximagcao via minimos quadrados. Como este trabalho segue as ideias delineadas em
OMOJOKUN (1989); LALEE ET AL. (1998); BYRD ET AL. (2000), também se utilizou uma

estimativa de minimos quadrados.

6.1.3.2 Funcao de Mérito, Parametro de Penalidade e Aceitacao do Passo

Apés o calculo do passo tentativo d, através da resolucdo dos subproblemas normal
e tangencial, uma funcao de mérito deve ser utilizada para avaliar a qualidade do passo
obtido. O passo tentativo é aceito se propicia uma reducao suficiente na funcao de mérito;

caso contrario, é rejeitado. Alguns exemplos de fungao de mérito sao:
o L(z,\)+n|g(x)||* (Lagrangiana Aumentada)
o f(z)+ Té n; |gi(z)| (Fungdo Penalidade ¢;)
o f(z)+1|g(2)]|* (Funcdo Penalidade (5)
o f(z)+ g (Fungao Penalidade ¢5 sem termo quadratico).

Neste trabalho, seguindo a teoria apresentada em LALEE ET AL. (1998), utiliza-se

a funcao de mérito:
w(z,n) = f(z) +nllg(z)] (6.25)

na qual n > 0 é o parametro de penalidade, que efetua a ponderacao entre dois objetivos
possivelmente conflitantes: atingir a factibilidade e minimizar a fungao objetivo. Cabe
enfatizar que a escolha da funcao de mérito nao é arbitraria: ela deve levar em consi-
deracao as caracteristicas dos subproblemas quadraticos utilizados no calculo do passo.
Assim, a fun¢do de mérito w em (6.25) é adequada para o método de Byrd-Omojokun,
pois é compativel com a norma /5 utilizada na minimizagado da violagao das restri¢oes
linearizadas no subproblema normal.

Deve-se observar que esta funcao de mérito é nao-diferenciavel, devido ao termo de
penalidade ||g(z)||. Porém, ela é exata: na vizinhanca de um ponto solugdo z*, e para
n > [|A\*]|o, 0 minimizador de w(x,n) é precisamente * (LALEE ET AL., 1998).

A escolha apropriada do pardmetro de penalidade 1 é determinante para a conver-
géncia do método. No caso irrestrito, a reducdo predita devida a um passo d* é sempre
positiva, pois minimiza-se o modelo da propria fungao objetivo. Conforme discussao a se-

guir, a fim de utilizar a mesma ideia no caso restrito, um valor adequado e suficientemente
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grande para 7 deve ser escolhido de modo a garantir que o passo tentativo d* resulte em

uma reducdo no modelo da funcdo de mérito em torno de z*, dado por:
1
@(d,n) = V(") d+ 5d" Byd + ]| Jg(x*)d + g(")] (6.26)

A reducdo predita no modelo da funcio de mérito devido a um passo tentativo d*

é, portanto, calculada por:
pred(d*,n) = w(0,n) —w(d",n)
1
= =V d" = (@) Bd” + (g™ = [ 7g(=*)n" + g(=")]))

Em (6.27), as relagoes d* = n* + Zu* e Jg(2*)Z), = 0 foram utilizadas. Como n*

(6.27)

¢ um minimizador, que pode ser obtido de forma aproximada, do subproblema normal,
tem-se que ||g(z*)| — [|Jg(z*)n* + g(x*)| é sempre ndo-negativo, pois os métodos dogleg
ou do gradiente conjugado de Steihaug utilizados no subproblema normal reduzem o valor
da fungao objetivo ||Jg(z*)n + g(z*)|| a partir de seu valor ||g(z*)|| em n = 0.

A diferenga ||g(2®)|| — ||Jg(z*)n* + g(2%)|| pode ser nula se n* = 0, o que somente
ocorre quando g(x*) = 0. Para concluir isto, basta observar que se g(x*) # 0, entdo
o gradiente do subproblema normal, dado por Jg(x*)Tg(x*), é ndo nulo, ja que Jg(z*)
tem posto completo. Assim, existe uma direcao de descida na qual é possivel reduzir a
funcdo objetivo do subproblema normal, de modo que o passo normal n* é ndo nulo e
g =117 g(2*)n* + g ()] > 0.

Para obter uma reducio predita positiva, no caso em que g(x*) # 0 calcula-se o
seguinte valor tentativo para a penalidade:

V()T dk + L(d¥) Byd
lg(z*)[| = llg(z*) + Jg(z*)n*| }

onde 1* é o valor de penalidade na iteracdo anterior. Esta escolha de pardmetro de penali-

nt = max {nk; 0,1+ (6.28)

dade garante que a reducao predita é sempre positiva, e que a sequéncia de parametros de
penalidade é monotonicamente crescente, o que é uma propriedade importante na analise
de convergéncia global do algoritmo (BYRD ET AL., 1999). Por outro lado, se g(z*) = 0,
entdo a expressao (6.28) nao é utilizada, pois a redugdo predita é positiva devido ao
decréscimo na funcdo objetivo do subproblema tangencial pelo passo d*.

A férmula (6.28) computa n* utilizando uma linearizagdo das restrigoes. Por este
motivo, de acordo com LALEE ET AL. (1998), para certos problemas com restrigdes nao-
lineares a convergéncia pode ser lenta, se o parametro de penalidade nao for aumentado
o suficiente. Dependendo das caracteristicas das restricoes, o modelo linear para elas
pode nao ser bom o suficiente, fazendo com que o passo tentativo cause um aumento
na funcao de mérito e seja rejeitado. Nesta situacao, é vantajoso dar um peso maior ao
atendimento das restri¢oes, aumentando o parametro de penalidade. No outro extremo,
se o parametro de penalidade for excessivamente grande, os iterandos podem ser for¢cados

a permanecer proximos ao conjunto factivel, potencialmente aumentando o niimero de
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iteracoes necessdrias para convergéncia. A heuristica de aperfeicoamento de n™ proposta
por LALEE ET AL. (1998), apresentada no Algoritmo 13 a seguir, busca mitigar estes
problemas.

No Algoritmo 13, a primeira condi¢cdo permite um aumento no valor tentativo de
penalidade, nT, se pouco progresso foi realizado em termos de viabilidade (||g(z*)| >
Hlg(z*=H]), o que indica que o peso relacionado a violagdo das restri¢des ndo esté exer-
cendo influéncia suficiente na fungdo de mérito. Este aumento, entretanto, somente é
permitido quando pelo menos um dos dois tltimos passos tentativos tiver sido rejeitado,
sugerindo que o modelo linearizado nao constitui uma boa aproximagao. Algumas pre-
caugoes sao adotadas para evitar variagoes acentuadas no valor da penalidade (n* < 51%)
e permitir incrementos somente quando o parametro de penalidade estiver com valor cres-
cente (n* > nf=!). A segunda condigdo permite reducdes no valor tentativo de penalidade
quando os iterandos sdo quase factiveis (||g(z¥)|| < 10%), o passo normal é pequeno
(JIn*| < %) e o valor tentativo do pardmetro de penalidade é igual ao da iteragao ante-
rior. O valor n™ reduzido nunca é menor do que o valor inicial n°, que o valor 7, necessério
para assegurar que o passo tentativo causa um decréscimo no modelo da fungao de mérito
ou que |[N¥||. O valor ||[N\*|| é uma estimativa para o limitante inferior tedrico seguro de

n* (LALEE ET AL., 1998).

Algoritmo 13 Heuristica de Aperfeicoamento do Pardmetro de Penalidade

1: Se |lg(@®)|| > Ellg(«* DI, n* > 1 9t > nF 9T < 5nF e pelo menos um dos dois
ultimos passos tentativos tiver sido rejeitado, entao
" =min{59", 7" +25(n" — ")}
onde kK — [, com [ > 1 é o indice do iterando mais recente no qual o passo tentativo
d*=! foi aceito.
2 Se nt =k, [n*]] < A% ¢ [|g(z*)|| < 10% entdo

n" = max{n°, 7, [|\*]|}

onde € > 0 ¢ a precisao de parada do método de regidao de confianga e 7, é o segundo

termo entre chaves em (6.28).

Como no caso irrestrito, deve-se verificar se o passo tentativo d* leva a um decréscimo
suficiente na fun¢do de mérito original. Para tanto, define-se a reducao real na funcao de

mérito devida ao passo tentativo d* com penalidade n* por:
ared(d*, ") = w(z*, n") —w(@" +d*,n")
= f(2") = f(2" +d%) + 0" ([lg(@®)|| = llg(2* +d)])

Se a reducdo real for suficientemente positiva, isto é, ared(d®, n*) > p; pred(d®,n*),
k1

(6.29)

entdo o passo tentativo é aceito e o ponto atualizado por z**! = 2% 4+ d*. Nesta situacdo,

o raio da regiao de confianca pode ser aumentado ou mantido o mesmo, dependendo da
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razao
K ared(d*, n*)

77 bed(@ ) .

Por outro lado, se ared(d®, n") < p; pred(d®,n*), ou o passo tentativo é rejeitado ou
um procedimento de correcao de segunda ordem é chamado sob certas condi¢oes que sao

apresentadas a seguir.

6.1.3.3 Correcao de Segunda Ordem

A funcao de mérito w(z,n) em (6.25) possui algumas vantagens: é simples, pode ser
avaliada com baixo custo computacional e possui derivadas de primeira ordem continuas
quando g(x) # 0. Ela também possui a propriedade de que, se o raio da regidao de
confianga A* é suficientemente pequeno, entdo o passo tentativo satisfaz ared(d*, n*) >
p1pred(d*, n™) (OMOJOKUN, 1989). Entretanto, esta funcdo de mérito é nido-diferencidvel
quando todas as restrigoes de igualdade estao satisfeitas e pode sofrer do efeito Maratos,
levando ao mau desempenho do método em determinados problemas.

Esta situagao acontece quando a curvatura das restrigoes nao é representada apro-
priadamente por um modelo linearizado de g(x + d): um passo unitario é muito grande
para que g(z) + Jg(x)d represente com precisio g(x + d). Esta dificuldade pode ser su-
perada computando um passo de correcao de segunda ordem y, que busca compensar
por esta curvatura imprevista. Diversas estratégias podem ser utilizadas para calcular o
passo de corregdo de segunda ordem, conforme indicado em CONN ET AL. (2000). Em
particular, uma maneira de escolher y é determinar uma solu¢do de norma Euclidiana

minima para:
g(a® + d*) + Jg(z®)y =0 (6.31)
A solucao de norma minima para (6.31) pode ser calculada de maneira explicita por:

y* = —Jg(a*) " [Tg(a*)Tg(2") ] g(z" + d¥) (6.32)

Deve-se ressaltar que Jg(z%)Jg(2*)T é a mesma matriz utilizada no calculo dos mul-
tiplicadores de Lagrange, de modo que a mesma fatoracao pode ser utilizada para calcular
y*. Logo, quando um passo de correcio de segunda ordem é empregado, utilizamos o passo

tentativo
diso = d* + ¢ (6.33)

para calcular a redugdo real e, possivelmente, atualizar a solu¢do corrente (a redugdo
prevista continua sendo calculada utilizando d*).

Como o calculo da correcao de segunda ordem aumenta o custo computacional de
uma iteracao, tenta-se identificar a ocorréncia do efeito Maratos para evitar o céalculo
desnecessario de corregoes de segunda ordem. Neste sentido, dfgq somente é computado

quando d* for rejeitado, z* for quase factivel (||[n*|| < 0,8CA*), e o passo normal for
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pequeno quando comparado ao passo tangencial (||n*|| < 0,1]|Zyu*])).

6.1.3.4 Atualizagdo do Raio da Regiao de Confianga

Uma pega-chave dos métodos de regiao de confianca é a sua capacidade de ajustar
o raio da regiao de confianca de modo que o modelo seja preciso e forneca uma boa
aproximagao da funcdo de mérito. A decisdo de como atualizar o raio da regiao de
confianga ¢ baseada na razido p* em (6.30), que mede a precisio do modelo da fungao de
mérito ante um passo tentativo. Se existe boa concordancia entre o modelo e a fungao
de mérito real, espera-se que esta razao esteja préxima ou seja superior a 1, e é razoavel
aumentar a regiao de confianga porque o modelo aparenta ser confiavel. Em contrapartida,
se esta razao for negativa ou préxima de zero, reduz-se o raio da regiao de confianca na
esperanca de que o modelo seja mais preciso em uma regiao menor.

Sejam 0 < p; < py < p3 < 1 pardmetros definidos pelo usuario. Quando um passo

tentativo d* (ou dfgn) é aceito, isto é, p* > py, o raio é atualizado de acordo com a regra:
min{A, max{5||d*|, AF}},  se p* > ps
AR = ¢ min{ A, max{2||d*|, A*}},  se pa < p¥ < ps (6.34)
<P <

em que A é um limitante superior para o raio da regidao de confianca. Na pratica, este

Ak, se p1

limite é til para evitar situagdes em que o raio da regiao de confianca aumenta demais, o
que pode levar a uma sequéncia de passos rejeitados em iteragoes posteriores. Entretanto,
este limite deve ser grande o suficiente para prevenir a ocorréncia de passos curtos e um
numero elevado de iteragoes com passos atingindo a fronteira da regiao de confianca.
Idealmente, a magnitude das varidveis e outras caracteristicas do problema devem ser
consideradas ao estabelecer este pardmetro. As constantes multiplicando ||d*|| em (6.34)
também podem ser definidas pelo usuario. Estes valores foram utilizados porque permitem
bons resultados e sao coerentes, porém outras escolhas podem se mostrar melhores na
pratica.

Quando o passo tentativo é rejeitado, isto é, p* < p;, o raio da regido de confianca
é reduzido a uma fracdo § € [0,1;0,5] do comprimento do passo rejeitado. O motivo
para esta escolha é simples: se o raio atualizado nao for uma fracdo menor que 1 do
comprimento do passo rejeitado, o mesmo passo seria calculado na iteracao seguinte.

Para calcular d, considera-se que a razao entre a reducao real e prevista é uma funcao

linear ¢ dei J, satisfazendo ¢(0) =1 e ¢(1) = %ﬁm = pF. Em seguida, determina-se o
tal que ¢(d) = p1, o qual pode ser calculado explicitamente por:

= 1=p

5 = 6.35

Portanto, se o passo tentativo é rejeitado (p* < p1), o raio da regido de confianca é
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atualizado por:
0,1||d"||, sed <0,

Ak+1 — ngkH7 se 0’1 < ) < 0,5 (6.36)
05", sed>05

6.1.4 Algoritmo do Método de Regiao de Confianga para Pro-

blemas com Restricoes de Igualdade

Nas se¢oOes anteriores, os principais detalhes da técnica de Byrd-Omojokun, conforme
descrito em LALEE ET AL. (1998) ¢ OMOJOKUN (1989) foram delineados. Tendo em vista
o exposto, o algoritmo do método de regiao de confianca para problemas de PNL com
restri¢goes de igualdade é apresentado no Algoritmo 14.

Neste algoritmo, deve-se notar que, se um passo tentativo é rejeitado e o ponto nao
é atualizado, conforme o passo 17, entao os passos 3, 4, 5 e 8 ndo precisam ser calculados,
pois o ponto z¥ e o multiplicador de Lagrange \* sdo os mesmos da iteracdo anterior.
Isto é, sempre que um passo é rejeitado, a funcao objetivo dos subproblemas normal e
tangencial nao se alteram, mudando apenas o raio da regiao de confianga. As escolhas
para resolucao dos subproblemas e fatoragoes matriciais estao comentadas nos passos em

que sao necessarias.

Algoritmo 14 Regiao de Confianca para PNL com Restrigoes de Igualdade

1: Pardmetros: ¢ > 0,0 < p; < ps < p3 <1, A>0,¢€(0,1).
Inicializacdo: Escolher n° € (0,1), A° € (0, A] e um ponto inicial z°.

2: Faca k= 0.
3: Caleule f(z%), g(a*), Vf(2*) e Jg(z¥).
4: Fatore Jg(a*)Jg(a*)T. > Cholesky
5: Calcule multiplicadores de Lagrange A\* através de (6.24).
6: Se as condicoes necessarias de KKT forem satisfeitas, retorne z* como solucao.

Caso contrario, va para o passo 7.
7: Compute uma solucio n* do subproblema normal (6.6). > Dogleg
8: Compute a matriz By e uma base Zj para o niicleo de Jg(z*). > QR
9: Compute uma solugdo t* = Z,u* para o subproblema tangencial (6.18). > GEP

10: Faca d* = nk +t*.

11: Calcule n* conforme (6.28), utilizando o Algoritmo 13, se necessario.

12: Calcule pred(d®,nt) a partir de (6.27) e ared(d*,n*) a partir de (6.29).

13: Se ared(d*, n*) > p; pred(dF,nt), entdo 281 = 2F + d*, n**t1 = T atualize o raio da
regiao de confianga por (6.34), faca k = k + 1 e volte para o passo 3.
Caso contrario, va para o passo 14.

14: Se ||n*|| < 0,8CAF e ||nk|| < 0,1||Zyu*||, v4 para o passo 15.

Caso contrario, va para o passo 17.
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15: Compute a correciao de segunda ordem df.q, utilizando (6.32) e (6.33).
Calcule ared(dfgy,n") e va para o passo 16.

16: Se ared(dfgo,nT) = p1pred(d®,nt), entdo 2! = 2k + digo, T = 1T, atualize o
raio da regido de confianca por (6.34), faga k = k + 1 e volte para o passo 3.
Caso contrario, va para o passo 17.

17: Faga z%*! = 2%, n**! = n*  atualize o raio da regido de confianga por (6.35) e (6.36),

faca k = k + 1 e volte para o passo 7.

6.2 Penalidade Discreta

Nesta secao, a abordagem para discretizacao de variaveis utilizada neste trabalho é

discutida. Para tanto, consideremos o seguinte problema de PNLIM:

min  f(z)

sa. g(xr)=0 (6.37)
h(z) <0
T2 € Dl’2,z‘ 1= 1,. .., No

em que x = (z1,x2) é o vetor de varidveis do problema, x; € R™ é o vetor de varidveis
continuas, ry € ﬁ D,,, C R™ ¢ o vetor de varidveis discretas, e D,,, ¢ o conjunto de
valores discretos Z;éeitéveis para a variavel z,;, com ¢ = 1, ..., ng.

Assume-se que a funcao objetivo f : R™*"2 — R, bem como as restri¢oes de igual-
dade, g : R™ ™™ — R™ (m < n; + ny), e desigualdade, h : R™ ™" — RP sdo fungoes de
classe C2.

A partir do exposto em SOLER (2011); SOLER ET AL. (2012, 2013); LAGE (2013),
uma funcao penalidade ¢ : R — R que pode ser utilizada para tratamento das variaveis

discretas 5 na resolucdo de problemas como (6.37) é definida como:

0, S€ Tg; < To; OU Tg; > T,

P(w2,) = . (6.38)
(2 — dE))2 e r < T
[sen(v; (2, N, se To; < To; < Taj
_ ™ L 4 : . /o s U
em que v; = —rr, d;i € o valor discreto em D,,; mais proximo e menor que Tg;, d;
k2 T
¢ o valor discreto em D,,, mais préximo e maior ou igual a a;, T2; = minD,,, e

T3; = max D,, ,. Logo, ¢(x2,) se anula dentro do intervalo [z, T3,| somente para valores
discretos em Dy, ,.
Para cada variavel discreta xo;, uma fungao penalidade ¢(z2;) é incorporada a

funcao objetivo do problema original através de um parametro de penalidade v > 0,
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resultando no seguinte problema modificado:

no
min - (z) = f(x) +9) da2) (6.39a)
i=1
sa. g(x)=0 (6.39b)
h(z) <0 (6.39¢)
To; K Toi S Tay, i=1,...,n9 (6.39d)

O problema modificado consiste na relaxacdo continua do problema original com
termos de penalidade adicionais na fun¢do objetivo, resultando na funcao objetivo au-
mentada ®(x). O pardmetro de penalidade v > 0 influencia na amplitude das fungoes
penalidade ¢. Valores elevados de v podem descaracterizar a func¢ao objetivo original,
levando a obtencao de solucoes discretas de ma qualidade. Valores baixos de v tendem
a fazer com que a func¢do objetivo aumentada se aproxime da funcao objetivo original,
porém as variaveis discretas podem nao assumir valores discretos permitidos.

Tendo em vista estas observagoes, SOLER ET AL. (2012) propoem a resolucao de
uma sequéncia de problemas penalizados, com valores de v progressivamente maiores.
Por simplicidade de notacao, assume-se que as restrigoes de desigualdade (6.39d) ja estao

inclusas nas restrigoes (6.39¢). Assim, o problema modificado tem a forma:

min ¢(x) = f(x) + Wiﬁb(@z)

sa. g(z)=0 (6.40)

h(z) <0
A ideia é iniciar a resolucao com um valor baixo para o parametro de penalidade,
de modo a permitir que o método atinja regidoes de minimo local e, entao, discretizar as
variaveis de forma gradual. A cada ciclo externo, o parametro de penalidade é atualizado
por:

A = 1A (6.41)

em que 7, > 1 é o fator de ajuste do crescimento de ~.
O processo de resolugao do problema (6.40) e ajuste do pardmetro « continua até
que as condigoes necessarias de KKT para o problema penalizado (6.40) sejam satisfeitas

e a seguinte condicao de discretizagdo das varidveis xs, seja verificada:
k /
w3, — @y, <ep (6.42)

para i = 1,...,ny, onde x4 ; € D,,, é o valor discreto permitido mais préximo de x’%z e €p

¢ a tolerancia de discretizacao no algoritmo.
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6.3 Rescalamento Nao-Linear

Uma vez obtido o problema penalizado (6.40), é necesséario resolvé-lo através de
alguma abordagem de otimizacao. No algoritmo RNRC proposto, primeiramente as res-
trigdes de desigualdade sao tratadas por meio de uma funcao de rescalamento nao-linear,
baseada na fungao barreira logaritmica modificada com extrapolacao quadratica, a qual

foi discutida no Capitulo 3 e aqui reproduzida novamente por facilidade de exposicao:

In(t + 1), set>f
t) = L (6.43)
p(t) = 5pat™ + pit + po, set<f

Os parametros ps, p1 € po sao calculados por:

1
1428
"=y (6.45)
e 52438
po = In(1+ 3) 20 B (6.46)

e dependem do ponto de extrapolagao 8 € (—1,0) escolhido.

A utilizacao da funcao de rescalamento pode ser feita de duas maneiras: aplicando
a fungao de rescalamento diretamente as restrigoes de desigualdade, ou transformando-as
em igualdades através da adi¢ao de variaveis de folga para, em seguida, aplicar a fun¢ao de
rescalamento as variaveis de folga. Diferentemente dos trabalhos de LAGE (2013) e SOUSA
(2006), neste trabalho, optou-se pela primeira opgao por dois motivos. Primeiramente,
a funcao de rescalamento adotada estd bem definida para qualquer argumento devido a
extrapolacao quadratica, de modo que a violacao das restrigoes de desigualdade nao gera
dificuldades. O segundo motivo é que a adicao de variaveis de folga aumenta o nimero
de variaveis do problema. Cabe observar que para alguns métodos, como os de pontos
interiores, a utilizacdo de varidveis de folga é vantajosa, pois é necessario calcular um
comprimento de passo que nao ocasione a violagao das restricoes de desigualdade. Nestas
situagoes, variaveis de folga facilitam os calculos.

Uma vez aplicada a fungao de rescalamento, obtém-se o seguinte problema transfor-

mado:

min z)=®(z) — p0~ —u thi(x
p(z) = @(z) sz_:l jU(=p hy(x)) (647

sa. g(x)=0
por meio da dualizagao das restri¢oes de desigualdade transformadas pela fungao de res-
calamento, que sao inseridas na func¢ao objetivo através do vetor de multiplicadores de
Lagrange o € RP.
O problema de rescalamento nao-linear com penalidade (6.47) é um problema de

PNL com apenas restricoes de igualdade, que pode ser resolvido através do método de



174

regiao de confianca descrito no Algoritmo 14.

6.4 Meétodo de Rescalamento Nao-Linear com Regiao
de Confianca (RNRCQC)

As metodologias apresentadas nas se¢oes anteriores nos permite delinear uma nova
abordagem para a resolucao de problemas de PNLIM, aqui chamada de método de RNRC.
Primeiramente, transforma-se o problema discreto em um problema continuo através da
introducao de termos de penalidade. Em seguida, o método de rescalamento nao-linear
é aplicado ao problema penalizado, como forma de tratar as restrigoes de desigualdade.
No método de RNRC uma solugao para o problema (6.37) é determinada pela resolugao
de uma sequéncia de subproblemas de rescalamento nao-linear com penalidade discreta,

representados em (6.47), através do método de regiao de confianga de Byrd-Omojokun.

6.4.1 Ciclo Interno

Cada ciclo interno do método de RNRC resolve o problema (6.47) pelo método de
regiao de confianga, com os valores do pardmetro de rescalamento (1), pardmetro de pena-
lidade () e multiplicadores de Lagrange (o) fixos. Por este motivo, na discussao a seguir,
sao omitidos os indices relacionados a estes valores, uma vez que eles sao atualizados
apenas no ciclo externo do algoritmo.

Ao subproblema de rescalamento nao-linear com penalidade discreta, associa-se a

seguinte funcao Lagrangiana:
L(z,A) = o(z) + > Nigi(w) (6.48)
i=1

em que A € R™ é o vetor de multiplicadores de Lagrange relacionados as restrigoes de
igualdade.

Em um método de PQS com regidao de confianga, o passo tentativo para atualizagao
das varidveis x em cada subproblema interno (6.47) é calculado resolvendo o seguinte

problema de regiao de confianca:
min  g(d) = V(z")"d + $d" Bid
sa.  Jg(a¥)d+ g(2F) =0 (6.49)
1d]] < A
em que By é uma aproximagao ou a forma exata da matriz Hessiana da fun¢ao Lagrangiana

V2, L(xF NF), Vp(z¥) é o vetor gradiente de ¢ calculado em z* e Jg(2*) é a matriz

Jacobiana da funcdo g calculada em z*.
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6.4.1.1 Vetor Gradiente V(z")

O vetor gradiente Vi (z*) pode ser obtido a partir da soma do vetor gradiente da
funcao ®(z) com um vetor obtido a partir de uma multiplicagdo matriz-vetor. Para tanto,
definimos

uf = ooy (=t h(a¥)) (6.50)

em que ¢'(—pu~h(z*)) denota o vetor cujas componentes sdo o' (—pth;(2*)), para j =
1,...,p, com

1
41 se t 2 6
() =4 (6.51)
pat + 1, set<f
e o denota o produto de Hadamard (ou produto componente-a-componente) entre dois

vetores.

Derivando a fungao ¢(z) em relagao a alguma variavel z;, obtém-se:

) = G )+ 3 ot () G (652
Portanto,
Vol(eh) = Vo) + 3 o0/ (- hy () Vhy ()]
= (6.53)
— V() + () (o o 0! (—p ()]
ou seja,
Vi(z¥) = VO (2F) + Th(2®)Tu (6.54)

6.4.1.2 Matriz Hessiana B,

Além do vetor gradiente da funcao ¢, a utilizacdo do método de regido de confianca
necessita de uma matriz By, que pode ser uma aproximacao ou a matriz Hessiana exata da
funcao Lagrangiana do subproblema de rescalamento nao-linear com penalidade discreta,
apresentada em (6.48). Neste trabalho, optou-se por utilizar a forma exata da matriz
Hessiana. Assim,

m
By, = V3, L(z", \*) = Vi, 0(2%) + 3 AIVE,0:(2%) (6.55)
i=1
de modo que precisamos calcular a matriz Hessiana V2_p(z*).
Para calcular a matriz Hessiana V2_p(2"), derivamos novamente a expressao (6.52)

em relagdo a uma variavel x,, obtendo:

Po 4 _ 0’ M= k _10h; oh;
0x,0x, (=) = 8:1328% )+ Zg] [ hi(@) | =# ox, (x ) 0x, (I )

0?h;
F ) )

(6.56)
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Definindo
a* = —p ooy (—p~ h(a"))] (6.57)
em que 1" (—p~th(z*)) denota o vetor cujas componentes sao " (—p " h;(z*)), para j =
1,...,p, de modo que a = —u" ajz//’( 1h~( *)), pode-se escrever:
Po 0?® 8/1 w O%hy
= e 6.58
0x,0x, (%) &vzams )+ Z ] 8@ 8:68 (x )+ Y 0x,0x, (=) ( )
Logo,
V2 o(z") = V2 &%) + Jh(z™)T Ay Jh(2®) + Z usV2 h; (6.59)
em que Ay = diag(a¥).
Finalmente, substituindo (6.59) em (6. 55) obtemos a matriz Hessiana desejada:
By = V2, &(2F) 4+ Jh(z")T Ay Jh(z*) + Z usV2 hi(x*) + Z M2 gz (6.60)
Considerando que
P
L(z,\,m) )+ Z Aigi(x) + > mihi(z) (6.61)

¢ a fungao Lagrangiana associada ao problema de penalidade original (6.40), a matriz By,

pode ser escrita da seguinte forma:

= V2, L(z", A, u*) + Jh(a®)T Ay Jh(2*) (6.62)
Os multiplicadores de Lagrange, \¥, necessarios para computar By, sdo obtidos

através da estimativa de minimos quadrados, conforme a equacao (6.24):

A= —[Tg(a*) Tg(a*) ") Tg(a") Vip(a¥) (6.63)
a qual é calculada através da fatoracido de Cholesky de Jg(a*)Jg(z*)T.

Conforme a Se¢ao 6.1, o problema (6.49) nem sempre pode ser resolvido devido a
incompatibilidade das restrigoes, que leva a uma regiao factivel vazia. A fim de contornar
esta dificuldade, a técnica de Byrd-Omojokun apresentada no Algoritmo 14 é utilizada.
Nesta abordagem, o passo é decomposto em duas componentes: um passo normal, que
busca reduzir a infactibilidade, e um passo tangencial que visa atingir a otimalidade, isto
é, reduzir o valor da funcao objetivo.

Tendo em vista que a técnica de Byrd-Omojokun ja foi detalhada na Secao 6.1,
limitamo-nos aqui a dizer que sua aplicacdo a resolu¢ao do problema de rescalamento
nao-linear e penalidade (6.47) é direta, bastando substituir a fun¢ao f pela fun¢ao ¢ na

discussao realizada na Secao 6.1.

6.4.1.3 Critério de Parada do Ciclo Interno

Como critério de parada do ciclo interno, utilizam-se as condigoes necessarias de

KKT para o subproblema de rescalamento nao-linear com penalidade, apresentado em
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(6.47). Assim, um problema interno de rescalamento nao-linear com penalidade converge
quando um par primal-dual (z¥, \*¥) satisfaz as condicdes:

IVip(a*) + Jg(a*) "Nl < Eimt (6.64a)
<

19(2")loo < Eint (6.64b)
em que ;¢ > 0 € a tolerancia adotada para o ciclo interno.

6.4.2 Ciclo Externo

O ciclo externo do método RNRC ¢ destinado a verificar a convergéncia para o
problema de PNLIM, bem como atualizar os parametros mantidos fixos no ciclo interno:
o parametro de rescalamento, p, o parametro de penalidade, 7, e os estimadores dos

multiplicadores de Lagrange das restri¢oes de desigualdade, o.

6.4.2.1 Critério de Parada do Ciclo Externo

Utilizaremos o indice K para referir as iteracdes do ciclo externo. Uma solucao
satisfatoria para o problema de PNLIM (6.37) é obtida quando os dois critérios abaixo

sao atendidos:
e as condigoes necessarias de KKT para o problema penalizado (6.40) sdo satisfeitas;
e as varidveis discretas satisfazem (6.42).

Dessa forma, assume-se que um iterando (¥, \¥), que satisfaz as condi¢oes de parada

do ciclo interno, é uma solugao aproximada no ciclo externo quando:

V() + Jg(a®) A + Th(a®) o8| < foxt 6.65a
[V (x") + Jg(
Hg<$k)’|oo g gext (665b)
max € < 8ext . C
h(zF 6.65
lo™ 0 A(2")]|oo < €ext (6.65d)

em que £. > 0 é a tolerancia do ciclo externo, e as variaveis discretas xo satisfazem
(6.42), isto é, estao proximas o suficiente de valores discretos permitidos, com a tolerancia
ep desejada.

Cabe observar aqui que nao é necessario checar a viabilidade dual dos multiplicadores
de Lagrange das restricoes de desigualdade, isto é, que o > 0. Isto porque este fato é
uma decorréncia das propriedades da fungao de rescalamento e da férmula de atualizagao

dos estimadores dos multiplicadores, apresentada novamente a seguir.

6.4.2.2 Atualizagdao de Parametros

Se um iterando (x*, \¥) no ciclo externo nao satisfaz as condigoes (6.65) do critério

de parada, a qual esta relacionada as condi¢oes de KKT do problema penalizado, entao os
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estimadores dos multiplicadores de Lagrange das restri¢coes de desigualdade transformadas

sao atualizados por:

of = (= (") (), =1 p (6.66)
em que ¢’ estd definida em (6.51). Como v’ é estritamente positiva, segue disto que se
todos os estimadores iniciais 0? forem estritamente positivos, entao todos os estimadores
subsequentes também o serao.

Além disso, se (6.65) nao é satisfeita, o pardmetro de rescalamento é atualizado pela

simples regra de redugao:

pHt =T (6.67)

em que 7, € (0,1) é o fator de redugao do parametro de rescalamento. Valores tipicos sdo
7, = 0,5 ou 7, = 0,1 (LAGE, 2013).

Por outro lado, se o iterando (zF, )\k) no ciclo externo nao satisfaz a condicao de
discretizagdo (6.42), entdo o pardmetro de penalidade ~y é aumentadol? por um fator
7, > 1, isto &:

YRHL = 7y (6.68)

Quando (6.65) é satisfeita, os valores dos estimadores e do pardmetro de rescala-

mento sdo, mantidos, isto é, o&+!

= o e pf1 = X Por outro lado, quando (6.42) é
satisfeita, o pardmetro de penalidade é mantido, isto é, y5X+1 = &,

Do que foi exposto, nota-se que o parametro de rescalamento, u, e os estimadores
dos multiplicadores de Lagrange, o, somente sao atualizados quando uma precisao maior
para as condigoes necessarias de KKT ¢é exigida no ciclo externo, enquanto que o para-
metro da discretizagdo, v, somente ¢é atualizado quando maior precisao é exigida para as
variaveis discretas. Esta escolha de desacoplar as duas atualizacoes objetiva evitar que
o parametro de penalidade cresca desnecessariamente, quando apenas as condi¢oes de
KKT precisam ser satisfeitas com maior rigor, mas as variaveis discretas ja estdao dentro
da tolerancia especificada; ou que os pardmetros do método de rescalamento nao-linear
sejam atualizados, levando a problemas numericamente mais dificeis de se resolver devido
a reducao do parametro de rescalamento, quando apenas as variaveis discretas precisam
atingir a precisao requerida.

Cabe salientar, ainda, que a abordagem de RNRC possui outras diferencas sutis em
relagdo aos algoritmos desenvolvidos em SOLER ET AL. (2013) e LAGE (2013). Nestes
ultimos, cada subproblema com penalidade da forma (6.40) é resolvido até a otimalidade,

para somente entao atualizar v. Como os métodos utilizados por estes autores para resol-

[2INa pratica, podem ser escolhidos varios pardmetros de penalidade, um para cada varidvel discreta (v,
para i = 1,...,n2). Isto porque o comportamento de cada varidvel discreta e sua influéncia no problema
pode variar. Por exemplo, em problemas de FPO, as varidveis discretas relacionadas aos bancos de
capacitores e reatores shunt tém impacto bem maior no processo de otimizacdo do que as varidveis
discretas relacionadas aos taps dos transformadores em-fase.
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ver cada subproblema com penalidade ja possuem uma estrutura de ciclo interno e externo,
os algoritmos para discretizacao acabam por ter uma estrutura com ciclo triplo: um ciclo
interno, composto pelo método de Newton, um ciclo intermediario, para atualizacao dos
pardmetros (barreira, no caso de SOLER ET AL. (2013), e rescalamento e multiplicadores
de Lagrange, no caso de LAGE (2013)), e um ciclo externo no qual atualiza-se o pardme-
tro da penalidade discreta. Esta escolha por parte dos autores pode estar relacionada ao
fato de que foram utilizados pacotes comerciais de otimizagao através de plataformas de
modelagem (GAMS e AMPL), o que impossibilita alteragoes na estrutura dos algoritmos
utilizados.

Ja a abordagem aqui proposta une os dois ciclos mais externos em um tunico ciclo.
A razado para esta alternativa esta relacionada principalmente a questoes de eficiéncia
computacional, uma vez que a utilizacdo de um ciclo triplo pode elevar o nimero de
iteragoes necessarias para convergéncia, e o custo por iteragao de um método de regiao
de confianca geralmente é maior do que o custo por iteracdo de um método que utiliza

busca linear.

6.4.3 Algoritmo do Método de RNRC

Tendo em vista a discussao apresentada, propomos o algoritmo de RNRC apresen-

tado no Algoritmo 15 para a resoluc¢ao de problemas de PNLIM.

Algoritmo 15 Rescalamento Nao-Linear com Regidao de Confianga

1: Pardmetros do método de rescalamento nao-linear: ¢° € (R*)?, u > 0, 7, € (0,1).
Parametros do método de regido de confianca: ey >0, 0 < p1 < po < p3 < 1, A > 0,
Ce€(0,1).

Parametros da penalidade de discretizagao: 7° > 0, 7, > 1, ep > 0.
Escolha 2° € R™ e a tolerancia de parada eey > 0.

2: Faca K = 0.

3: Ciclo Interno: Obtenha o problema (6.47) e resolva-o pelo método de regiao de
confianca do Algoritmo 14 com precisdo i, obtendo uma solugao (z*, \¥).

4: Se as condigoes (6.65) e (6.42) forem satisfeitas, retorne z*

como solucao.

5: Se as condi¢oes de KKT (6.65) do problema penalizado nao forem satisfeitas com a
Precisio €.y, entdo atualize o por (6.66) e u* por (6.67).
Caso contrario, o%*! = ok e pf+t = &,

6: Se a condigao de discretizacao (6.42) nao for satisfeita com a precisao ep, entao atualize
K por (6.68).
Caso contrario, Y+ = A%,

7. Faca K = K + 1 e volte para o Passo 3.
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6.5 Resultados Numéricos

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos do Algoritmo de RNRC na
resolucao de problemas de FPOR com variaveis de controle discretas. Para avaliar a efici-
éncia da abordagem proposta foram realizados experimentos numéricos com os sistemas
elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300 barras, utilizando o banco de dados disponivel no
pacote MATPOWER versao 6.0.

A fim de obter os resultados, o algoritmo proposto foi implementado em linguagem
MATLAB® versao R2012a. Todos os testes foram realizados em um microcomputador
com processador Intel Core i7-4770, 3.50 GHz e 16GB de memoria RAM.

Nos testes conduzidos, considerou-se que os taps dos transformadores possuem li-
mites minimo e maximo iguais a 0,88 p.u. e 1,12 p.u., respectivamente. No caso de taps
discretos, considerou-se que os mesmos devem pertencer ao conjunto discreto igualmente
espacado por passos de 0,0075 p.u. entre 0,88 p.u. e 1,12 p.u., totalizando 33 posicoes
discretas possiveis para cada transformador. Os limites minimo e maximo para as mag-
nitudes de tensao foram extraidos do banco de dados e os valores das susceptancias shunt
discretas equivalentes foram extraidos de MAzzINI (2016) e LAGE (2013).

Apesar da escolha individual de pardmetros levar a solu¢des de melhor qualidade,
ou reduzir o nimero de iteragoes e tempo de processamento de cada caso, optou-se por
utilizar o mesmo conjunto de parametros para todos os testes computacionais, com excec¢ao
do parametro de atualizacao da penalidade para as varidaveis discretas. Os valores dos
parametros de penalidade somente sao atualizados para aquelas variaveis discretas que
nao atingiram a precisao de discretizagao necessaria. Os valores dos parametros utilizados

em todos os testes realizados sao apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Algoritmo RNRC: pardmetros utilizados nos experimentos numéricos.

Parametro Valor | Pardmetro Valor

Eext 107° p3 0,9
Eint 106 ¢ 0,7
D 1079 n° 1
AV 1 10 0,1
A 100 T 0,5
p1 0,1 I5) —0,5
P2 0,7 ~0 1077

Uma andlise comparativa desta abordagem com as demais propostas deste trabalho

é apresentada na Segao 7.2.6.
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6.5.1 Sistema IEEE de 14 Barras

O sistema elétrico IEEE de 14 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

4 barras com controle de geragao de reativos;

9 barras de carga;

1 banco de capacitores;

17 linhas de transmissao;

3 transformadores com tap variavel.

O modelo matematico para o problema de FPOR com variaveis de controle discretas

relativo ao sistema IEEE de 14 barras possui:

e 22 restricoes de igualdade, relacionadas as equacoes de balanco de poténcia ativa e

reativa;
e 38 restricoes de desigualdade, sendo:

— 28 restrigoes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 10 restrigoes de limites operacionais de geracao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
e 27 variaveis continuas;
e 4 variaveis discretas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensdo iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

No caso discreto, considerou-se que a susceptancia shunt equivalente do banco de

capacitores na barra 9 deve pertencer ao conjunto
D§* = {0;0,19;0,34; 0,39}
e o parametro de atualizagao da penalidade foi 7, = 2,5.

As Tabelas 6.2 e 6.3 apresentam o processo de convergéncia dos taps dos transforma-
dores e susceptancias shunt para a relaxagdo continua e para o caso discreto, bem como
as perdas de poténcia ativa finais. Para a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa
obtidas foram de 13,6042 MW, em um tempo computacional de 0,3167 segundos. No

caso discreto, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 13,6064 MW, em um tempo
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computacional de 0,4322 segundos. A Figura 6.2 apresenta as magnitudes de tensao na

solucao 6tima para a relaxagao continua e para o caso discreto.

Tabela 6.2: Processo de convergéncia: IEEE de 14 barras — relaxacdo continua.

It. Ext.  t47 ta,9 5,6 by

0,9780 0,9690 0,9320 0,1900
1,1068 1,0546 1,0790 0,2029
1,0413 0,9936 1,0150 0,2736
1,0410 10,9477 0,9939 0,3496
1,0561 0,9008 0,9775 0,3791
1,0672 0,8901 0,9777 0,3790
1,0808 0,8814 0,9800 0,3866
1,0833 0,8801 0,9808 0,3898
1,0833 0,8800 0,9810 0,3900
1,0833 0,8800 0,9811 0,3900
1,0833 0,8800 0,9811 0,3900

© 00 N O O B W N = O

—
]

Perdas de Poténcia Ativa: 13,6042 MW

Tabela 6.3: Processo de convergéncia: IEEE de 14 barras — discreto.

It. Ext. ty7 tg9 5.6 b?)h

0,9780 0,9690 0,9320 0,1900
1,1067 1,0543 1,0789 0,2026
1,0424  0,9926 1,0150 0,2740
1,0450 0,9404 0,9932 0,3464
1,0372 0,9246 0,9778 0,3857
1,0373  0,9248 0,9776 0,3874
1,0375 0,9250 0,9784 0,3886
1,0375 0,9250 0,9783 0,3894
1,0375 0,9250 0,9779 0,3807
1,0375 0,9250 0,9777 0,3899
1,0375 0,9250 0,9776 0,3900
1,0375 0,9250 0,9775 0,3900
1,0375 0,9250 0,9775 0,3900
13 1,0375 0,9250 0,9775 0,3900

© 0 N O Ot s W NN = O

= =
N = O

Perdas de Poténcia Ativa: 13,6064 MW
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Figura 6.2: IEEE de 14 barras: magnitudes de tensao.

o Continuo
R e o TTTTTTTTTTTT x Discreto
Q
— % ¥ ®
=} ®
=
% Q

z% o Q R
= (@]
o Q
=
. 1) ]
e
Q
e
B
§=
&0
&
=

0,95 |---m

| | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14
Barras

6.5.2 Sistema IEEE de 30 Barras

O sistema elétrico IEEE de 30 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

5 barras com controle de geracao de reativos;

24 barras de carga;

2 bancos de capacitores;

37 linhas de transmissao;

4 transformadores com tap variavel.

O modelo mateméatico para o problema de FPOR com variaveis de controle discretas

relativo ao sistema IEEE de 30 barras possui:

e 53 restricoes de igualdade, relacionadas as equacoes de balanco de poténcia ativa e

reativa;
e 72 restricoes de desigualdade, sendo:

— 60 restrigoes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 12 restrigoes de limites operacionais de geracao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
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e 59 variaveis continuas;
e ( variaveis discretas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 10 e 24 devem pertencer, respectivamente, aos conjuntos

Diy = {0;0,19;0,34; 0,39}
D5t = {0;0,05; 0,09}
e o parametro de atualizagao da penalidade foi 7, = 2,5.

As Tabelas 6.4 e 6.5 apresentam o processo de convergéncia dos taps dos transforma-
dores e susceptancias shunt para a relaxagao continua e para o caso discreto, bem como
as perdas de poténcia ativa finais. Para a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa
obtidas foram de 17,7543 MW, em um tempo computacional de 0,7357 segundos. No
caso discreto, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 17,7576 MW, em um tempo
computacional de 0,7729 segundos. A Figura 6.3 apresenta as magnitudes de tensao na

solugao 6tima para a relaxacao continua e para o caso discreto.

Tabela 6.4: Processo de convergéncia: IEEE de 30 barras — relaxagdo continua.

It. Ext.  tgo t6.10 tire  tasor bih bl
0 0,9780 10,9690 0,9320 0,9680 0,1900 0,0430
1 1,1073 11,0603 1,0726 1,0521 0,2266 0,0871
2 1,0515 1,0084 1,0119 0,9827 0,3097 0,0820
3 1,0527 10,9828 0,9981 0,9622 0,3697 0,0827
4 1,0757 0,9589 0,9914 0,9567 0,3803 0,0871
5 1,0972 0,9439 0,9854 0,9552 0,3850 0,0894
6 1,1069 0,9369 0,9828 0,9545 0,3882 0,0899
7 1,1086 0,9360 0,9820 0,9542 0,3894 0,0900
8 1,1077 10,9371 0,9817 0,9541 10,3899 0,0900
9 1,1073 0,9376 0,9816 0,9541 0,3900 0,0900

—_
o

1,1072 0,9377 0,9816 0,9541 0,3900 0,0900

Perdas de Poténcia Ativa: 17,7543 MW




Tabela 6.5: Processo de convergéncia: IEEE de 30 barras — discreto.

It. Ext.  tgo t6.10 ti12  tosor bib b3l
0 0,9780 10,9690 0,9320 0,9680 0,1900 0,0430
1 1,1072 11,0604 1,0727 1,0521 0,2263 0,0871
2 1,0521 11,0077 11,0120 0,9829 0,3099 0,0821
3 1,0459 10,9923 0,9988 0,9624 0,3709 0,0829
4 1,0462 0,9928 0,9920 0,9559 0,3827 0,0871
5 1,0463 0,9932 0,9913 0,9553 0,3833 0,0895
6 1,0456 0,9929 0,9919 0,9551 0,3862 0,0899
7 1,0453 0,9927 0,9922 0,9550 0,3883 0,0900
8 1,0451 0,9926 0,9924 0,9550 0,3893 0,0900
9 1,0450 0,9925 0,9925 0,9550 0,3897 0,0900
10 1,0450 0,9925 0,9925 0,9550 0,3899 0,0900
11 1,0450 0,9925 0,9925 0,9550 0,3900 0,0900
12 1,0450 0,9925 0,9925 0,9550 0,3900 0,0900
13 1,0450 0,9925 0,9925 0,9550 0,3900 0,0900

Perdas de Poténcia Ativa: 17,7576 MW

Figura 6.3: IEEE de 30 barras: magnitudes de tensao.
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6.5.3 Sistema IEEE de 57 Barras

O sistema elétrico IEEE de 57 barras possui as

e 1 barra slack;

seguintes caracteristicas:

185
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6 barras com controle de geragao de reativos;

50 barras de carga;

3 bancos de capacitores;

63 linhas de transmissao;

17 transformadores com tap variavel.

O modelo mateméatico para o problema de FPOR com variaveis de controle discretas

relativo ao sistema IEEE de 57 barras possui:

e 106 restricoes de igualdade, relacionadas as equagoes de balanco de poténcia ativa

e reativa;
e 128 restrigoes de desigualdade, sendo:

— 114 restri¢oes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 14 restrigoes de limites operacionais de geracao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
e 113 variaveis continuas;
e 20 variaveis discretas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.
No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 18, 25 e 53 devem pertencer, respectivamente, aos conjuntos
D5 = {0;0,12;0,22; 0,27}
D5t = {0;0,04;0,07; 0,09}
Dsh = {0;0,1;0,165}

e o parametro de atualizagao da penalidade foi 7, = 2,5.

As Figuras 6.4 e 6.5 apresentam os valores 6timos obtidos para os taps dos trans-
formadores e susceptancias shunt, ao resolver a relaxagao continua e o modelo discreto.
Para a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 24,8291 MW, em
um tempo computacional de 1,7261 segundos. No caso discreto, as perdas de poténcia
ativa obtidas foram de 24,8775 MW, em um tempo computacional de 3,3432 segundos. A
Figura 6.6 apresenta as magnitudes de tensdo na solugdo 6tima para a relaxacao continua

e para o caso discreto.
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Figura 6.6: IEEE de 57 barras: magnitudes de tensao.
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6.5.4 Sistema IEEE de 118 Barras

O sistema elétrico IEEE de 118 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

53 barras com controle de geracao de reativos;

64 barras de carga;

14 bancos de capacitores;

177 linhas de transmissao;

9 transformadores com tap variavel.

O modelo mateméatico para o problema de FPOR com variaveis de controle discretas

relativo ao sistema IEEE de 118 barras possui:

e 181 restricoes de igualdade, relacionadas as equagoes de balanco de poténcia ativa

e reativa;
e 344 restrigoes de desigualdade, sendo:

— 236 restri¢oes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 108 restrigoes de limites operacionais de geragao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
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e 235 variaveis continuas;
e 23 varidveis discretas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 5, 34, 37, 44, 45, 46, 48, 74, 79, 82, 83, 105, 107 e 110 devem

pertencer, respectivamente, aos conjuntos

D5 = {~0,4;0}

D5t = {0;0,06;0,07;0,13;0,14; 0,2}

D3y = {—0,25;0}

Dii = {0;0,1}

Djs = {0;0.1}

Dig = {0;0,1}

D5k = {0;0,15}

D3} = {0;0,08;0,12; 0,2}

D3y = {0;0,1;0,2}

Dgh = {0;0,1;0,2}

D3 = {0;0,1;0,2}

Dios = {0:0,1;0,2}

Dy, = {0;0,06;0,07;0,13;0,14; 0,2}

Dt = {0;0,06;0,07;0,13;0,14; 0,2}
e o parametro de atualizagao da penalidade foi 7, = 2,5.

As Figuras 6.7 e 6.8 apresentam os valores 6timos obtidos para os taps dos transfor-
madores e susceptancias shunt, ao resolver a relaxagdo continua e o modelo discreto. Para
a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 117,1271 MW, em um
tempo computacional de 4,0032 segundos. No caso discreto, as perdas de poténcia ativa
obtidas foram de 117,1686 MW, em um tempo computacional de 5,9389 segundos. A

Figura 6.9 apresenta as magnitudes de tensao na solugao 6tima para a relaxacao continua

e para o caso discreto.
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Figura 6.9: IEEE de 118 barras: magnitudes de tensao.
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6.5.5 Sistema IEEE de 300 Barras

O sistema elétrico IEEE de 300 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra slack;

68 barras com controle de geragao de reativos;

231 barras de carga;

14 bancos de capacitores;

304 linhas de transmissao;

107 transformadores com tap variavel.

O modelo mateméatico para o problema de FPOR com variaveis de controle discretas

relativo ao sistema [EEE de 300 barras possui:

e 530 restricoes de igualdade, relacionadas as equagoes de balango de poténcia ativa

e reativa;
e 738 restricoes de desigualdade, sendo:

— 600 restri¢oes de limites operacionais de magnitudes de tensao;

— 138 restrigoes de limites operacionais de geragao de poténcia reativa nas barras

de controle de reativos;
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e 599 variaveis continuas;
e 121 varidveis discretas.

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados. Por questoes de implementacao, as barras foram renumeradas de 1 a 300, uma
vez que o banco de dados nao apresenta a numeragao consecutiva das barras.

No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 96, 99, 133, 143, 145, 152, 158, 169, 210, 217, 219, 227, 268 e

283 devem pertencer, respectivamente, aos conjuntos

Dii = {0;2;3,5;4,5}

Dy = {0;0,25;0,44; 0,59}
Dihs = {0;0,19;0,34; 0,39}
Diis = {~4,5:0}

Diis = {~4,5:0}

Dit, = {0;0,25;0,44; 0,59}
Dt = {0;0,25;0,44; 0,59}
Digy = {~2,5:0}

Djip = {—4,5:0}

DS?? = {—4,5;0}

Diiy = {~1,5:0}

Dy, = {0;0,25;0,44; 0,59}
Djgs = {0; 0,15}

D;gza = {0;0,15}

e o parametro de atualizagao da penalidade foi 7, = 5.

As Figuras 6.10 e 6.11 apresentam os valores 6timos obtidos para os taps dos trans-
formadores e susceptancias shunt, ao resolver a relaxagao continua e o modelo discreto.
Para a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 371,4149 MW, em
um tempo computacional de 84,7629 segundos. No caso discreto, as perdas de poténcia
ativa obtidas foram de 372,5122 MW, em um tempo computacional de 67,1289 segun-

dos. A Figura 6.12 apresenta as magnitudes de tensao na solu¢ao 6tima para a relaxacao

continua e para o caso discreto.
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Figura 6.12: IEEE de 300 barras: magnitudes de tensao.
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6.5.6 Analise dos Resultados

Pode-se observar que o método de RNRC apresenta desempenho satisfatério para
os sistemas elétricos testados, visando a minimizagao das perdas de poténcia ativa. Os
resultados indicam que a abordagem proposta é capaz de resolver o problema de FPOR
com variaveis de controle discretas, convergindo em tempo computacional aceitavel com
uma tolerancia de 10~° para as condicoes de KKT do problema penalizado e para a discre-
tizagao das variaveis. Todas as restri¢coes estdo atendidas com a tolerancia especificada,
incluindo as magnitudes de tensao nas barras dos sistemas elétricos, as quais estao dentro
dos limites estipulados no banco de dados, conforme indicado nas figuras anteriores.

De modo geral, a inclusao das variaveis discretas torna a resolucao do problema de
FPOR mais dificil e levemente mais custosa computacionalmente. Cabe destacar, entre-
tanto, o comportamento para o sistema elétrico de 300 barras, cuja relaxacao continua
exigiu um maior tempo para convergéncia do que o caso em que se utilizou a penalidade
para discretizacgao.

Observa-se que a funcao penalidade nao atua arredondando os valores discretos para
a posicao discreta mais proxima, o que permite que o método tenha maior liberdade para
determinar solugoes discretas de boa qualidade. O método proposto mostrou-se robusto,
sendo capaz de convergir em todos casos, utilizando praticamente o mesmo conjunto de
parametros para todos os testes. O tnico pardmetro que demandou um ajuste mais cui-
dadoso foi o fator de atualizacdo da penalidade para discretizacdo. O motivo para isto

provavelmente estd associado ao fato de que a ordem de grandeza da funcao objetivo
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varia para cada sistema elétrico testado. A robustez da abordagem proposta esta asso-
ciada ao efeito regularizador da regiao de confianga, que ajustou o raio adequadamente,
possibilitando o progresso em dire¢ao a solugao 6tima.

Uma das dificuldades associadas a esta abordagem, entretanto, é o critério para
aceitagao do passo, que utiliza uma funcao de mérito nao-diferenciavel, e esta propensa ao
efeito Maratos. De fato, para o sistema elétrico de 300 barras, verificou-se a ocorréncia de
varias iteragoes com corregoes de segunda ordem. Apesar destas iteragdes contribuirem
para acelerar a convergéncia, elas também podem causar o comportamento oscilatorio
do raio da regiao de confianga, uma vez que um passo de correcao de segunda ordem
nao precisa necessariamente atender a restrigdo de regiao de confianga. Neste sentido, a
utilizacao de outro critério para aceitagao do passo, como o método de filtros proposto
por FLETCHER & LEYFFER (2002), pode auxiliar no aperfeicoamento desta abordagem.
Além disso, investigagdes mais aprofundadas sdo necessarias para compreender possiveis
interacoes entre a fung¢ao de mérito com outros aspectos da abordagem proposta.

Outra possibilidade de aperfeicoamento desta abordagem ¢ a utilizagdo de algum
método aproximado para resolugao do subproblema tangencial. Na versao de qualificacao
deste trabalho, o método do gradiente conjugado de Steihaug foi utilizado para resolver o
subproblema tangencial, porém dificuldades computacionais ocorreram com o sistema elé-
trico de 300 barras, o que motivou o estudo e implementacao do método PAG. Entretanto,
é possivel que a utilizagao de um pré-condicionador possa contribuir para a melhoria do
desempenho do método do gradiente conjugado de Steihaug, uma vez que a matriz Hes-

siana no método de rescalamento nao-linear também pode se tornar mal-condicionada.
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Capitulo 7

Pontos Interiores com Regiao de

Confianca

Os métodos de regiao de confianca constituem uma abordagem robusta para a resolu-
¢ao de problemas de PNL, devido ao efeito regularizador proporcionado pela minimizacao
do modelo em uma regido predefinida. Entretanto, o calculo das dire¢cdes de busca em
um método de regiao de confianga é naturalmente mais custoso do que o dos métodos de
busca linear, uma vez que é necessario resolver um subproblema quadrético (o qual pode
ser nao-convexo) com uma restrigao de regiao de confianga, a cada iteracao.

Desde o trabalho de KARMARKAR (1984), os métodos de pontos interiores se tor-
naram uma importante classe de algoritmos para resolucao de problemas de PL. Em
particular, alguns anos mais tarde, os métodos do tipo primal-dual de pontos interiores se
popularizaram amplamente devido a sua eficiéncia computacional e adaptabilidade para
outros tipos de problemas, como os de PNL.

Nos estudos de sistemas elétricos de poténcia, o método primal-dual de pontos in-
teriores se tornou um dos algoritmos mais bem-sucedidos na resolu¢ao de problemas de
FPO, o que é evidenciado pela grande quantidade de trabalhos na literatura que utilizam
esta abordagem. O trabalho de GRANVILLE (1994) foi um dos pioneiros na aplicagdo do
método primal-dual de pontos interiores a problemas de FPO, mostrando que estes algo-
ritmos tém um potencial significativo para a resolucao de problemas de FPO de grande
porte. WU ET AL. (1994) mostraram que a variante do tipo preditor-corretor do método
primal-dual de pontos interiores pode tornar sua aplicacao pratica ainda mais eficiente.

Desde entao, estes métodos tém sido aplicados a modelos cada vez mais sofistica-
dos de FPO. Por exemplo, HALILBASIC ET AL. (2019) utilizam o método primal-dual
de pontos interiores do solver MIPS do pacote MATPOWER para resolver o problema de
FPO com restrigoes probabilisticas, enquanto CAPITANESCU & WEHENKEL (2013) resol-
veram instancias do problema de FPO com restrigoes de seguranca, as quais constituem

problemas de grande porte. Em PLATBROOD ET AL. (2014), os autores propuseram uma
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abordagem iterativa para o problema de FPO com restri¢coes de seguranca e compressao
da rede, que utiliza o método de pontos interiores com regiao de confianga proposto por
BYRD ET AL. (1999) como um de seus médulos computacionais. Esta abordagem pos-
sibilitou a resolucao de instancias do problema de FPO com restri¢des de seguranga que
possuem 277 milhoes de variaveis.

Apesar da quantidade significativa de trabalhos acerca de métodos de pontos in-
teriores, esta classe de algoritmos ainda constitui uma importante linha de pesquisa em
otimizagao, fato este que é evidenciado pelas publicacoes recentes sobre o tema (HUO
ET AL., 2018; HINDER & YE, 2018). Vertentes modernas de pesquisa sobre os métodos
de pontos interiores incluem a proposicao de variagoes de métodos de pontos interiores que
sejam mais robustas e eficientes (HINDER & YE, 2018) e sua especializagao para determi-
nadas classes de problemas. Por exemplo, em LU ET AL. (2018), é proposto um algoritmo
de pontos interiores descentralizado para resolucao do problema de FPO descentralizado.

A globalizacao de algoritmos para problemas de PNL normalmente é estabelecida
por meio da associacdo de uma funcdo de mérito a uma estratégia de busca linear ou
regido de confianca. A maioria dos algoritmos de pontos interiores propostos na literatura
utiliza busca unidimensional, tais como o solver LOQO de VANDERBEI & SHANNO (1999)
e o método de pontos interiores com filtro IPOPT de WACHTER & BIEGLER (2006).
Exce¢oes incluem o método de pontos interiores com regiao de confianga de BYRD ET AL.
(2000), que deu origem ao solver KNITRO e utiliza a técnica de Byrd-Omojokun delineada
no Capitulo 6, e o método proposto por YAMASHITA ET AL. (2005). Entretanto, o
método de pontos interiores de BYRD ET AL. (2000) nao pode ser visto como um método
primal-dual convencional, uma vez que as variaveis duais sao obtidas por estimativas de
minimos quadrados e nao atualizadas utilizando as dire¢coes de busca obtidas a partir do
subproblema de regiao de confianca.

Neste capitulo, estamos particularmente interessados no método de pontos interio-
res com regiao de confianca descrito em YAMASHITA ET AL. (2005), uma vez que este
se diferencia perceptivelmente dos métodos de regiao de confianga classicos. Uma das
caracteristicas mais marcantes dos métodos de regiao de confianca tradicionais é a ne-
cessidade de resolver um subproblema de minimizac¢ao de uma funcao quadratica, a qual
pode ser nao-convexa, com uma restricdo de regiao de confianca, a fim de determinar o
passo para atualizacdo das variaveis. O método de pontos interiores com regiao de confi-
anga proposto por YAMASHITA ET AL. (2005), em contrapartida, se assemelha mais aos
métodos primais-duais de pontos interiores classicos, nos quais as dire¢oes de busca sao
computadas a partir da resolucao de sistemas lineares.

Mais recentemente, BIRGIN ET AL. (2011) apresentaram a ideia de modificagdo de
algoritmos por meio de uma Regiao de Confianga Exterior (RCE). Segundo os autores,
métodos de penalidade e Lagrangianos para problemas de otimizagao nao-convexa podem

ser afetados negativamente pelo comportamento da funcao objetivo em pontos infactiveis.
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Se a fungao objetivo assume valores muito baixos na regiao infactivel, os iterandos podem
ser atraidos por minimizadores indesejaveis, e o algoritmo pode divergir. Os autores mos-
traram que a versao modificada de um algoritmo de Lagrangiano aumentado, utilizando
a RCE, ¢é capaz de evitar este fenomeno.

Dado um algoritmo A para resolu¢ao de um problema matematico baseado na solu-
¢do iterativa de subproblemas mais simples, uma modificacao no algoritmo A por meio da
RCE é o resultado da adi¢ao de uma restrigao de regiao de confianga a cada subproblema.
O tamanho da regidao de confianca é atualizado de modo adaptativo, de acordo com o
comportamento das variaveis, e os novos subproblemas nao devem ser mais complexos do
que os originais. O algoritmo descrito em YAMASHITA ET AL. (2005) parece se aproximar
destas ideias. Neste algoritmo, as dire¢oes de busca sao calculadas de modo similar ao
método primal-dual de pontos interiores descrito em GRANVILLE (1994), resolvendo um
sistema linear advindo das condigoes necessarias de otimalidade de KKT. Entretanto, se
apropria de ideias dos métodos de regiao de confianga para decidir se o passo deve ser
aceito ou rejeitado. Neste sentido, o objetivo deste capitulo ¢ investigar o método descrito
em YAMASHITA ET AL. (2005), propor modificagdes que possam tornd-lo mais eficiente, e
verificar sua viabilidade para a resolucao de problemas de FPOR com variaveis de controle

discretas.

7.1 Método Primal-Dual de Pontos Interiores com
Regido de Confianca (PDPIRC)

7.1.1 Ciclo Externo

Seja um problema de PNL da forma
min f(x)
sa. gi(z)=0 i=1,...,m (7.1)
hij(z) <0 j=1,..,p
emquezr €ER" f:R*" >R, g:R" = R” (m <n)eh:R" — RP sao funcoes de
classe C? que constituem, respectivamente, a funcao objetivo, restricoes de igualdade e
restrigoes de desigualdade do problema.

Em métodos de pontos interiores, utilizam-se as variaveis de folga para tratamento
das restri¢oes de desigualdade, uma vez que elas permitem avaliar facilmente a distancia
do iterando a fronteira. Este aspecto é crucial para o funcionamento do método, uma vez
que a fungdo barreira logaritmica nao estd bem definida para argumentos nao-positivos.

Adicionando variaveis de folga ao problema (7.1), obtém-se o seguinte problema equiva-
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lente:
min f(x)
sa. gi(z)=0 i=1,...m (72)
hj(z)+s;=0 j=1,..,p
5,20 7=1,....p

em que s € RP.

Ao problema (7.2) podemos associar a seguinte fun¢ao Lagrangiana:
m p p
L(z, s, A\, m,v) = f(2) + D Nigi(w) + Y milhi(2) + s3] = D_vys; (7.3)
i=1 j=1 j=1

em que A € R™ 7 € RP e v € RP sao, respectivamente, os vetores de multiplicadores de
Lagrange associados as restri¢oes de igualdade originais, desigualdades transformadas em
igualdades e condi¢ao de nao-negatividade das folgas.

As condigbes necessarias de otimalidade de KKT para o problema com folgas (7.2)
sao expressas por:
Vf(x)+ Jg(x)"\+ Jhiz)Tr =0
mT—v=_0
g9(x) =0
h(z) +s=0
sov =20
s=20,v>20

(7.4)

em que Jg(x) denota a matriz Jacobiana de g, Jh(x) denota a matriz Jacobiana de h e
s o v denota o produto de Hadamard de s e v.

Estas condicoes podem ser reescritas como:
V.L(w)
ro(w) = h(i()xi 1= 0, s20, 7>0 (7.5)
som
em que V,L(w) = Vf(z)+ Jg(x)'X+ Jh(z)"r.
Assim como os métodos primais-duais de pontos interiores classicos para PNL, o
método proposto por YAMASHITA ET AL. (2005) computa solugoes aproximadas para

uma sequéncia de problemas de barreira da forma
p

min  f(z) —p Y In(s;)
j=1

sa. g(x)=0 1=1,...m (7.6)
hj(x)+s;=0 j=1..p
S]>O jzl,,p

em que g > 0 é uma constante especificada, conhecida como parametro de barreira.
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Sob hipdteses adequadas e para valores suficientemente pequenos de p, uma solugao do
problema de barreira fornece uma boa aproximagao para uma solu¢ao do problema original
(7.1).

Ao problema de barreira (7.6) podemos associar a seguinte fungdo Lagrangiana:
p m p
L(z,s, A7) = f() —pd_ In(s;) + > Aigi(x) + D milhy(x) + 5] (7.7)
j=1 i=1 j=1

em que A\ € R™ e m € RP sdo, respectivamente, os vetores de multiplicadores de La-
grange associados as restri¢coes de igualdade originais e desigualdades transformadas em
igualdades.

As condicoes necessarias de otimalidade de KKT para o problema de barreira sao

expressas por:

Vi(@) + 3 MVgi(e) + 3 1 Vhy(z) =0
i=1 =1
—uS7te+m=0
g(z) =0 (78)
h(z)+s=0
s>0,7mt>0

Uma peca-chave dos métodos de pontos interiores é o tratamento do segundo con-
junto de equagoes do sistema nao-linear (7.8). A experiéncia computacional de diversos
trabalhos indica que o desempenho do método de pontos interiores é aprimorado se resol-

vemos a seguinte forma equivalente de (7.8):

V.L(w)
Slle —
r(w, p) = TR 20, s>0, 70 (7.9)
9(x)
h(z) + s
em que V,L(w) = Vf(z) + Jg(x)"X + Jh(z)Tn, S = diag(sy, s2, ..., 5,), I = diag(m,
Ta,...,Tp) € e € um vetor cujas componentes sao todas iguais a 1 de dimensao p x 1.

Estas condigoes sao frequentemente chamadas de condi¢oes de KKT-barreira ou de
centralidade, e um ponto w(u) = (x(u),s(u), AM(u), 7(p)) que satisfaz estas condigoes é
chamado de ponto KKT-barreira. Deve-se notar que ro(w) = r(w, 0), isto é, as condigoes
de KKT do problema original podem ser recuperadas fazendo p — 0 nas condigdes de
KKT do problema de barreira. Assim, pode-se esperar que a sequéncia {w” }, que consiste
de aproximagoes para os pontos KKT-barreira com {u}, u® — 0, convirja para um ponto
KKT do problema original.

Tendo em vista a discussao anterior, o Algoritmo 16 sintetiza os passos fundamentais
do ciclo externo do método PDPIRC.

Algoritmo 16 Método Primal-Dual de Pontos Interiores com Regidao de Confianca

1: Parametros: pu® > 0, cexe > 0 € £ > 0.
Inicializagao: Escolha 2° € R, s* e R, A\ e R™, ¥ € R, e faga K = 0.
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2: Ciclo Interno: Forme o problema (7.6) e resolva-o, obtendo um ponto KKT-barreira

aproximado w® !, que satisfaz a condicao

7 (@ 1) oo < Eimg (7.10)

3: Se ||70(wE ™) ||so < €ext, entdo pare. Do contrério, escolha pf+t € (0, uff).
4: Faca K = K + 1 e volte para o Passo 2.

No Algoritmo 16, a condigao (7.10) é utilizada como critério de parada no ciclo

K+1

interno, de modo a obter uma solucao aproximada w do problema de barreira, com

tolerancia ey, Em seguida, no passo 3, é verificado se o ponto KKT-barreira aproximado,

K+1

wr T satisfaz as condigoes de KKT para o problema original, com uma tolerancia €y.

7.1.2 Ciclo Interno: Resolucao do Problema de Barreira

Uma iteracao interna de um método primal-dual de pontos interiores consiste, tipi-
camente, na aplicagdo do método de Newton para resolucao das condigoes de otimalidade
(7.9) para um valor fixo u > 0, visando determinar um ponto KKT-barreira aproximado.
Por este motivo, iremos omitir o indice K relativo as iteragoes externas.

Assumindo que as varidveis s e m sao estritamente positivas e aplicando o método

de Newton ao sistema néao-linear (7.9), obtém-se:

H 0 Jgx)" Jhz)" Ax V.L(w)
II A ITe —
0 0 S s _ Slle — pe (7.11)
Jg(x) 0 0 0 AN g(x)
Jh(z) I, 0 0 Am h(z) + s
em que H = V2 L(w) = V?f(z)+ i A V2gi(z) + f) m;V2hi(z) e I, é a matriz identidade
i=1 i=1
de ordem p.

7.1.2.1 Funcgao de Mérito e Direcao de Referéncia

Assim como os métodos descritos nos capitulos anteriores, a globalizagao desta abor-
dagem utiliza uma funcao de mérito para avaliar o progresso rumo a otimalidade e facti-

bilidade. Para tanto, utiliza-se a seguinte fungéo de mérito na norma /;:
M(w, p) = Zln 5;) +pZ|gz !+pZ!h ) + 54 (7.12)

em que w = (z,s) é o vetor de varidveis primais, g > 0 é o parametro de barreira e p > 0
é o parametro de penalidade da funcao de mérito.

Conforme apontado por YAMASHITA ET AL. (2005), pode-se mostrar que se p for
suficientemente grande de modo a satisfazer p > max{||A||c, ||7||oc}, entdo as condigdes

de otimalidade (7.9) do problema de barreira sao equivalentes as condigoes de otimalidade
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do problema
min M (w, p) (7.13)
55 >0 jg=1,..p

Em diversos algoritmos primais-duais de pontos interiores na literatura, como os
dos solvers IPOPT (WACHTER & BIEGLER, 2006) ¢ LOQO (VANDERBEI & SHANNO,
1999), a funcdo de mérito ¢ utilizada como parte do mecanismo de busca unidimensional,
utilizando-se uma busca inexata do tipo Armijo para determinar um comprimento de
passo apropriado. Neste contexto, é fundamental que as dire¢des de busca sejam de
descida para a funcao de mérito, de modo a garantir que a busca unidimensional possa
ser efetuada com sucesso. Outro aspecto a ser destacado é que as variaveis duais nao
fazem parte direta da fungao de mérito (7.12). Entretanto, é possivel utilizar funges de
mérito primais-duais, as quais também incluem uma medida relacionada ao atendimento
da condicao de folgas complementares (ARMAND & OMHENI, 2017).

Seguindo as ideias propostas por YAMASHITA ET AL. (2005), neste trabalho optou-
se por estudar como os elementos basicos dos métodos de regiao de confianca podem ser
introduzidos nos métodos primais-duais de pontos interiores tradicionais, visando torna-
los mais robustos. Em métodos de regiao de confianca, o grau de sucesso de um passo é
medido comparando-se a redugao real da funcao de mérito com a redugao predita por seu
modelo.

Para utilizar estas ideias, comegamos definindo um modelo linear M;(w, -) : R"*? —
R da fungdo de mérito em um ponto w € R™ x RE com relagdo a uma variagdo d =
(dz™,ds")" € R™*? por:

My(w,d) = f(2) + V f(@)Td — 3" Ins;) — (45 ~'e)Tds

j=1

+ pZ 1gi(x) + Vgi(2)" da|

+pZ|h )+ Vhj(z)'dx + s; + ds;]|
(7.14)

= M(w, p) + V() de — (uS~te)ds

i pi (lg:() + Vagu(a)dz| - |gu()])

—i—pz |h;(z) + Vh;(z )de+5j+dsj| — |hj(x) + s;)

Definimos, ainda, um modelo quadratico M,(w,-) : R"™ — R da funcdo de mérito

em um ponto w € R” x RY | com relagio a uma variagio d = (dz”, ds™)”T € R™* por:

M, (w, d) = Myw, d) + ;dth (7.15)
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Neste trabalho, utilizamos a matriz () da forma

H 0
o (") -

uma vez que esta forma possibilita, sob determinadas hipoteses, a convergéncia quadratica
do algoritmo (YAMASHITA ET AL., 2005).
Assim, as variagoes na funcao de mérito e seus modelos linear e quadratico devido

a um passo (primal) d sdo expressas, respectivamente, por:
AM;(w,d) = M(w,0) — M(w,d) = M(w, u) — My(w,d)
= — Vf(x)'dr + (uS'e) ds

- pzm; (I9:() + V()" d] — |ga()) (7.18)

p
—p > (|hj(x) + Vhy(z) da + s; + dsj| — |hj(z) + s4])
=

AM, (w, d) = M, (w,0) — M,(w,d) = M(w, p) — | Mi(w, d) + ;dTQd
= M(w, u) — My(w,d) — ;dTQd = AM(w,d) — ;dTQd

= — Vf(2)"dz + (uS~'e)Tds — ;dT@d (7.19)

- pf:l (I9:(2) + Vgi(w)" dz| — |gi(x)])
— 03 (Ihy(e) + Vhy ()4 5+ dsy |~ [he) +5,)

Deve-se notar que AM (w, d) corresponde a redugédo real da funcao de mérito devido
ao passo d, enquanto AM;(w, d) e AM,(w, d) correspondem, respectivamente, as redugoes
preditas pelos modelos linear e quadratico, devido ao passo d.

Além da direcao de Newton, computamos uma dire¢ao adicional, chamada de direcao
de referéncia ou dire¢do de maxima descida. A direcao de referéncia tem um papel im-
portante na demonstragao de convergéncia global do algoritmo descrito em YAMASHITA
ET AL. (2005) e é obtida substituindo a matriz H em (7.11) por uma matriz definida

positiva D, e resolvendo o sistema:

D 0 Jg(x)" Jh(x)" AV V.L(w)
IT AsSye ITe —
0 0 S Sref | _ Slle — pe (7.20)
Jg(x) 0 0 0 Aet 9(x)
Jh(z) I, 0 0 ATpef h(z)+ s

A diregdo de referéncia Aw,er = (Axly, AsT ANT. AxL )T é também chamada de direcio

de maxima descida em analogia com o caso de otimizacao irrestrita. Esta nomenclatura
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também estd relacionada ao fato de que a direcao de referéncia desempenha um papel
similar ao do ponto de Cauchy no algoritmo.

Conforme explicado nos capitulos anteriores, ao minimizar o modelo da funcao de
mérito, o método de regiao de confianga garante que a reducao predita seja positiva. Em
particular, no algoritmo de regiao de confianca descrito no Capitulo 6, a reducao predita é
mantida positiva por meio de escolhas apropriadas do parametro de penalidade da func¢ao
de mérito. O proximo resultado indica que algo similar ocorre no algoritmo de pontos
interiores aqui delineado, desde que o parametro de penalidade da funcao de mérito e as

matrizes do sistema de diregoes satisfacam determinadas condigoes.

Lema 7.1. Seja Aw = (AzT, AsT, ANT, AxT)T a direcdo de busca obtida a partir de
(7.11), para uma matriz qualquer H. Defina Aw = (AxzT, AsT)T. Entdo, a seguinte

desigualdade ¢ valida:

H

AM,(w, Aw) > Aw”
0 S7'I

) Aw + (p = A+ ANL) i |9:(2))]

(o~ 4 Al ) 3 [hy(a) + 5 (721

Se p = max{||A + Ao, || + A7|| } € H é semidefinida positiva, entdo AM;(w, Aw) >
0. Se, além disso, H for definida positiva e AM,;(w, Aw) = 0, entdo Aw = 0.

Demonstragio. Do sistema linear (7.11), temos que:
HAz + Jg(z2)TAN+ Jh(z)'Ar = =V f(z) — Jg(x)"\ — Jh(z)"m
[TAs + SAm = —STle + pe

(7.22)
Jg(x)Ar = —g(x)
Jh(z)Ax + As = —h(z) — s
Este sistema pode se reescrito como:
—Vf(x) = HAz + Jg(z)" (A + AX) + Jh(z)" (7 + An)
S7le = STIA A
WS~ e s+m+ Am (7.23)

g(x)+ Jg(x)Azx =0
h(z) + Jh(z)Az + s+ As =0
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Portanto,

AM(w, Aw) = — Vf(z)" Az + (uS'e)T As

- Pi (l9:(x) + Vgi(z)" Az| —[gi(z)])

0

p
=03 (Jh(@) + Vh(2) Az + s + Asy| —[hy(x) + 551)

Jj=1

0

= —Vf(@)"Ar+ (uS'e)TAs +p i |9:()

=1
+p2\h )+ s4]

Assim, substituindo as duas primeiras equagoes de (7.23) em (7.24):
AM(w, Aw) = AxT HAz + (A + AN Jg(z) Az + (7 + Am) T Jh(z) Az
+ AsTSTHIAs + (7 + Am)T As

+PZ|gz |+PZ‘h ) + 55
[ Az H 0 Az
| As 0 S I As
— A+ ANTg(z) — (7 + AT (h(2) + 5 + As)

+ (7 + Am) As+p2|gz |+pZ|h ) + 5]

=1

sosn=(2 (2 ) (2)

— A+ ANTg(z) — (7 + AT (h(2) + 5)

+legz |+pZ|h x) + 5]

Logo,

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz para normas duais, tem-se que:

A+ AN g(@) <A+ AMlscllg(@)ll = 1A + Ao i |9:()

=1

(7 + Am)" (h(x) + 5) < |7+ Ax|||[A(2) + 511 = ||7T+A7T||oo2|h ) + 55

7j=1

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)
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Portanto,
T
A H A
AM(w, Aw) > ‘ ¥ ’
As 0 S~I As
— A+ AA, Z\gz )| =l + Anll, Z!h ) + 5] (7.29)
=1 7=1
+PZ|91 |+PZ|h )+ 55
ou seja,
v H <
Abw, w) > AT (S Awk (o= A+ AN Y @)
, = (7.30)
+(p— I+ Anll, Z ) + 5]

o que prova a desigualdade do Lema.

Se p = max{||A + A, |7 + A7||oc} € H é semidefinida positiva, entdo cada uma
das parcelas do membro direito da desigualdade (7.30) é nao-negativa, de modo que
AM;(w, Aw) =0

Se AM;(w,Aw) = 0 e H ¢é definida positiva, entdo cada uma das parcelas nao-
negativas do membro direito da desigualdade (7.30) deve ser nula. Logo, Aw = 0, uma

vez que a matriz (g] S*Oll'l) é definida positiva. O

O Lema 7.1 fornece um importante resultado para o funcionamento pratico do mé-
todo de regido de confianca aqui investigado. Ele indica que a reducgao predita pelo
modelo linear pode ser feita positiva, desde que se adote um parametro de penalidade
p = max{||A + AM|, |7 + A7||oo} € uma matriz H semidefinida positiva. Isto significa
que a diregao de referéncia obtida a partir da resolugao do sistema (7.20) sempre permite
que a reducgao predita pelo modelo linear seja nao-negativa, desde que o parametro de

penalidade seja escolhido adequadamente.

7.1.2.2 Calculo do Passo para Atualizacao das Variaveis

A maioria dos métodos primais-duais de pontos interiores utiliza um multiplo da
diregdo de Newton computada a partir do sistema (7.11) como passo para atualizagao
das varidveis primais e duais. Este é o caso, por exemplo, dos métodos de WACHTER &
BIEGLER (2006) ¢ VANDERBEI & SHANNO (1999). Nestes métodos um comprimento de
passo adequado ¢ computado utilizando uma busca unidimensional com func¢ao de mérito,
de modo a garantir que um decréscimo suficiente seja atingido.

Em contrapartida, a abordagem investigada neste capitulo segue as ideias descritas
em YAMASHITA ET AL. (2005), visando incorporar elementos basicos dos métodos de

regido de confianca nos métodos primais-duais de pontos interiores. A ideia desta abor-
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dagem é, em uma iteragao interna k, utilizar como passo para atualizacao das variaveis
primais um multiplo da combinacdo convexa da direcdo de Newton, Aw”, com a direcdo
de referéncia, Aw®,. A escolha do fator de ponderacio da combinacio convexa é feita
de modo a garantir que a redugao no modelo quadratico seja, pelo menos, a metade da
reducao propiciada pela direcao de referéncia.

A fim de apresentar estas ideias, consideremos que em uma iteracdo k o raio da
regido de confianca seja A* > 0. Sejam Aw* e Aw*; as componentes das direcdes Aw* e

Awk ; relacionadas as varidveis primais. A partir destas diregoes, define-se o vetor:

d* = cAuw® + (1 — o) Aw,; (7.31)
onde o € [0, 1].

A ideia de combinar dire¢cbes de busca para produzir um passo apropriado para
atualizagdo das variaveis, contudo, ja foi empregada em outras abordagens de pontos in-
teriores. Por exemplo, no trabalho de COoLOMBO & GONDZIO (2008), os autores propoem
a utilizacao de uma direcao definida pela combinacao das dire¢oes dos procedimentos pre-
ditor e corretor, em um método primal-dual de pontos interiores para PL. Entretanto,
enquanto no método de CoLOMBO & GONDZzIO (2008) o objetivo da combinacao das di-
regoes ¢ produzir um algoritmo mais eficiente, na abordagem aqui apresentada o propdsito
é garantir o decréscimo suficiente da fungdo de mérito.

A abordagem aqui proposta utiliza um multiplo d¥ = ad* da direcdo d* como passo
para atualizacao das variaveis. Este miltiplo deve ser escolhido de modo a atender trés

condicoes:

(i) a restricao de regidao de confianca, isto é, ||d¥|| < A¥;

(ii) a condigdo de nido-negatividade das variaveis de folga, isto é, s* + ds* > 0;
(iii) a reducao suficiente no modelo quadratico da fungao de mérito.

A condigao (i) pode ser garantida utilizando um comprimento de passo « de valor

. . k .~ .. . e . ,
no maximo igual a ﬁ. A condigao (ii) pode ser garantida de modo similar aos métodos
de pontos interiores tradicionais, utilizando um comprimento de passo que satisfaca a

desigualdade:

sf—l—ds? > (1 —T)sf, para todo j=1,...,p (7.32)

em que 7 é um parametro predefinido (tipicamente, 7 = 0,995).

Deve-se notar que, devido a esta condigdo, o raio da regiao de confianca nao precisa
ser desnecessariamente pequeno para satisfazer as condigoes de positividade das folgas.
Além disso, a restricao de regiao de confianga somente é aplicada ao passo para as varidveis

primais, nao afetando o passo para atualizacao das variaveis duais.
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A fim de atender a condigao (iii), impoe-se que o passo d* deve satisfazer a desi-

gualdade:
AM, (w,d¥) > ;AMq(w’“, o (w, Awk,) - Awk) (7.33)
onde
a(w,d) = argmin{M,(w,ad) | « < 1,||ad|| < A,a € [0,7a(s,ds)]} (7.34)
e
a(s,ds) = Jirlunp{—;; | ds; < 0} (7.35)

O valor a(s,ds) fornece o comprimento de passo maximo que pode ser dado ao
longo de uma dire¢ao d para que as variaveis de folga nao se tornem negativas. Portanto,
a*(w, d) é o comprimento do passo que minimiza o modelo quadratico M, a partir de w ao
longo de d, no intervalo definido pela regiao de confianca e pela condi¢ao de positividade
das folgas, expressa pela condigao a € [0, Ta(s, ds)]. Assim, a desigualdade (7.33) fornece
uma condicao de decréscimo suficiente baseada na direcao de referéncia. O Algoritmo 17

sintetiza as ideias desta abordagem.

Algoritmo 17 Ciclo Interno: Método Primal-Dual de Pontos Interiores com Regiao de
Confianga
1: Parametros: p >0, p> 0, e > 0, 7 € (0,1), A > 0.
Inicializacdo: Escolha z° € R, s e RE \° e R™, 7 € R, e faca k = 0.

2: Se ||r(w*, p)|| < €ins, entdo pare.
k

i S€e necessario, utilize o procedimento de corregao de

3: Calcule os vetores Aw” e Aw

inércia descrito na préxima secdo para computar Aw*.

k
ref»

d" = o Aw* + (1 — o) Awk,

4: Para as direcoes Aw” e Aw” ., defina o vetor

Determine o € [0, 1] tal que o vetor d¥ = o*(w*, d¥) - d* satisfaz as condicoes:
ld*]] < A

dsf} —7rsk j=1,...,p

AM, (w*, o (w*, AwkEy) - Awky)

ref ref

5. Atualizar o raio da regiao de confianca de acordo com as condigoes:
e Se AM(w*,d") <0, entao AFT! = ZAF;
o Se sAM,(w*, d*) < AM(w*, d¥) < AM,(w*,d*), entdo AM = SA¥;
e Se AM(w*,d") > AM,(w*, d¥), entao AFF! = 2AF,

6: Se AM (wk, d*) > 0, entdo faca w**t = w* + d*, calcule comprimentos de passo para

as varidveis duais of e of faca M1 = A 4+ of AN e 71 = 7F + oFArk. Caso

k+1 k

contrario, faga W* " = w".
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7. Faga k =k + 1 e va para o Passo 2.

O Algoritmo 17 apresenta de modo sucinto os passos utilizados no ciclo interno
do método PDPIRC. Outros aspectos importantes para sua implementagao pratica sao

detalhados a seguir.

7.1.3 Aspectos Praticos

Nesta secao, sao apresentados alguns detalhes praticos para a implementacao da

abordagem proposta.

7.1.3.1 Parametro da Combinag¢dao Convexa

No Passo 4 do Algoritmo 17, utiliza-se o vetor d* para calcular o passo para atuali-

zagao das varidveis. Para tanto, emprega-se um pardmetro de ponderacgao o € [0, 1] para

k
ref*

a combinacdo convexa dos vetores Aw* e Awk,. O passo d* = a*(w*, d*) - d* computado
deve satisfazer a condigao de decréscimo suficiente (7.33).

Uma consequéncia do Lema 7.1 é que se H for definida positiva, o pardmetro de
penalidade da funcdo de mérito for suficientemente grande e a direcio Aw* # 0, entdo
AM;(wk, Aw*) > 0. Além disso, nestas situacdes a matriz ) do modelo quadratico
¢ definida positiva, de modo que também ¢é possivel escolher um passo ao longo desta
direcao que torne a reducao do modelo quadratico positiva.

Em particular, quando ¢ = 0, a direcdo d* = Aw*; coincide com a direcio de
referéncia. Neste caso, pode-se determinar um passo na direcao de referéncia para o qual
a reducao do modelo quadratico é positiva, desde que a dire¢ao primal nao se anule e
o parametro de penalidade seja escolhido apropriadamente. Portanto, na pior hipdtese,
escolhe-se 0 = 0 para que as condigdes do Passo 4 do Algoritmo 17 sejam atendidas.

A situacdo em que o = 1 corresponde & situacdo em que d¥ = Aw*, isto é, a direcio
utilizada para determinar o passo é a direcao de Newton. Como a direcao de Newton,
sob determinadas hipodteses, possibilita a convergéncia quadratica do algoritmo, tentamos
o = 1 primeiro, e reduzimos o valor de o em 0,1 até que a condicao explicitada no Passo
4 do Algoritmo 17 seja satisfeita.

Deve-se notar que as duas primeiras condigdes do Passo 4 do Algoritmo 17 sdo auto-
maticamente satisfeitas, devido & maneira que o passo d* = a*(w*, Jk) -d*F é computado.
Assim, a unica condi¢do que pode causar a redugao do pardmetro o é a de decréscimo

suficiente da funcao de mérito.

7.1.3.2 Correcao de Inércia

Em problemas de otimizacao nao-convexa, as diregoes de busca obtidas ao resolver

o sistema de Newton (7.11) podem nao ser dire¢oes de descida para a funcao de mérito,
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em especial quando a matriz H nao é definida positiva. Isto ocorre porque o sistema
(7.11) gera dire¢oes que buscam atender as condigdes necessérias de otimalidade de pri-
meira ordem de KKT, as quais também podem ser satisfeitas por outros tipos de pontos
estacionarios, que nao sao de minimo local.

No algoritmo originalmente proposto por YAMASHITA ET AL. (2005), uma diregao
de Newton é utilizada quando produz uma direcdo Aw* tal que |Aw*|| < Cy||Awk||, em
que C4 é uma constante escolhida pelo usuario. Esta direcao é utilizada mesmo quando
a matriz H nao ¢é definida positiva. Nos testes realizados inicialmente, observou-se que
esta estratégia pode levar a um aumento do nimero de iteracoes, devido a perda de
qualidade das direcoes de busca. Isto acontece porque, quando a direcao de Newton nao
é de boa qualidade, o método recorre a dire¢des mais préoximas da direcao de referéncia
para computar o passo, isto é, valores de ¢ mais préximos de 0, reduzindo sua eficiéncia.

A fim de contornar este problema, optou-se por utilizar a estratégia de correcao
de inércia apresentada por NOCEDAL & WRIGHT (2000) e WACHTER & BIEGLER
(2006). A inércia de uma matriz simétrica A pode ser definida como a tripla ordenada
Z(A) = (iy,i_,1p), em que iy é o nimero de autovalores positivos de A, i_ é o niimero
de autovalores negativos de A e iy é o nimero de autovalores nulos de A.

Consideremos a forma simetrizada do sistema (7.11), obtida a partir da multiplicacao

a esquerda da segunda linha por S~

H 0 Jgx)" Jh(z)" Ax V.L(w)
0 ST 0 I A — S
P S B (7.36)
Jg(x) 0 0 0 AN g(x)
Jh(z) I, 0 0 Ar h(z)+s

Conforme apontado por NOCEDAL & WRIGHT (2000), uma dire¢ao de descida para
a fungao de mérito M (e, portanto, uma redugao predita positiva para o modelo linearizado

da fungao de mérito) pode ser obtida quando a submatriz

H 0
A= ( . sln) (7.37)

do sistema (7.36) é definida positiva, a diregdo para as varidveis primais nao é nula e o
parametro de penalidade da funcao de mérito é suficientemente grande. Este fato esta de
acordo com o Lema 7.1.

Cabe salientar que, no ciclo interno do algoritmo aqui proposto, busca-se determinar
uma solu¢ao para o subproblema de barreira (7.6), o qual pode ser visto como um problema,
com apenas restricoes de igualdade, uma vez que a condicao de positividade de s deve ser
atendida naturalmente para que o logaritmo esteja bem definido.

Suponhamos que a matriz Jacobiana das restrigoes,

B= ( Tota) 0 ) (7.38)
Jh(z) I,
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tenha posto completo, isto é, posto m + p. Seja, ainda, Z uma matriz de ordem (n + p) x
(n —m), cujas colunas formam uma base para o nicleo de B.

Conforme apontado por NOCEDAL & WRIGHT (2000), em vez de se exigir que a
matriz A seja definida positiva em todo o espago, para a obtencdo de uma direcao de
descida para a funcao de mérito, é suficiente que a matriz Hessiana reduzida Z7 AZ seja.

definida positiva, o que acontece quando a inércia da matriz primal-dual

H 0 Jg(x)" Jh(x)"

0 S 0 I
W = P (7.39)
Jg(xr) 0 0 0
Jh(z) I, 0 0
é dada por
IZ(W)=(n+pm+p,0) (7.40)

Do ponto de vista da implementagao pratica, é conveniente utilizar uma versao
modificada da matriz W, de modo a obter uma matriz W que tenha a inércia desejada,
que permitird o calculo de uma direcdo de descida para a funcdo de mérito. Este tipo
de modificacao é bastante comum, sendo sugerida em diversos trabalhos na literatura
(BENSON ET AL., 2004; WACHTER & BIEGLER, 2006; ARMAND & OMHENI, 2017).

Neste trabalho, utilizamos a modificagdo proposta em NOCEDAL & WRIGHT (2000)
¢ WACHTER & BIEGLER (2006), na qual a matriz primal-dual modificada ¢ da forma:

H+0,I, 0 Jgx)" Jh(z)"

~ 0 ST 0 I

W= P (7.41)
Jg(x) 0 —0c1 0
Jh(x) I, 0 0

em que &, = 0 e d. > 0 sdo pardmetros escolhidos heuristicamente, conforme o Algoritmo

18 a seguir, adaptado a partir de WACHTER & BIEGLER (2006).

Algoritmo 18 Heuristica da Correcao de Inércia

1: Pardmetros: 0 < 6™ < 60 < 6% 5, > 0,0 < vy < 1 < Kkt < &h ke = 0.
No inicio do processo de otimizacio, faca 6125t = 0.

2. Tente fatorar a matriz W sem modificacdes, isto é, para d, = 6. = 0. Se a matriz
for ndo-singular e sua inércia for (n + p, m + p, 0), utilize esta matriz para calcular a
direcdo de Newton, Aw. Caso contrario, va para o Passo 3.

3: Se a matriz possuir autovalores nulos, faca 6, = d,u" . Caso contrario, faca ¢, = 0.

4: Se 0Pt = 0, faca d,, = 0. Caso contrario, faca 6, = max{6™", s olst),

5: Tente fatorar a matriz modificada . Se a inércia for (n+ p,m+p,0), faca 62 = §,,
e utilize esta matriz para calcular a direcao de Newton, Aw. Caso contrario, va para
o Passo 6.

F 0.

6: Se 6t = 0, faca d,, = &,;0,. Caso contrario, faga &, = Kk,
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7: Se 0, > gﬂ?ax, faca 9, = 0, e utilize a matriz modificada para calcular a direcao de

Newton. Caso contrario, volte ao Passo 5.

Utilizou-se, neste trabalho, os mesmos parametros sugeridos por WACHTER & BI-
EGLER (2006), a saber: 0™ = 1072, 0 = 104, 6> = 10%°, §, = 1075, k, = L, K} =8,
R =100 € ke = 1.

Na heuristica de correcao de inércia descrita no Algoritmo 18, verifica-se inicial-
mente se a matriz sem modificagoes, IV, fornece uma direcao de descida para a fun¢ao de
mérito, de modo a se utilizar, quando possivel, a dire¢ao sem perturbacoes. Quando isto
nao é possivel, valores progressivamente maiores para d,, sao experimentados, até que a
inércia desejada seja atingida. Deve-se observar que o primeiro valor tentativo para 9,
corresponde a uma fracio x,, de 6 que é o valor da perturbagdo na tltima iteragdo em
que uma modificacao foi necessaria. Desta forma, busca-se a menor perturbacao necessa-
ria para que a inércia desejada seja obtida, ao mesmo tempo em que se evita fatoracoes
desnecessarias da matriz, quando d, é muito pequeno. Quando nenhuma modificacao
ainda foi necesséria (8!' = 0), o fator de aumento &, para atualizagdao de d,, é maior
do que quando alguma modificacao foi aplicada, a fim de evitar fatoragoes desnecessarias
quando a ordem de grandeza de d,, ainda é desconhecida.

Finalmente, na heuristica aqui utilizada, se o valor de ¢, excede S{gw, ignora-se
a inércia da matriz W, utilizando-a para calcular a direcdo de Newton. No algoritmo
apresentado em WACHTER & BIEGLER (2006), quando isto acontece, aborta-se o pro-
cedimento de calculo da dire¢do de busca, utilizando-se uma fase de restauracao. Isto
porque, nestas situagoes, nao é possivel garantir uma dire¢cdo de descida para a fungao
de mérito, o que pode levar o algoritmo a ficar preso indefinidamente no procedimento
de busca unidimensional. No algoritmo aqui proposto, o passo ¢ calculado com base na
combinagao convexa da direcao de Newton com a direcao de referéncia, sendo que esta
ultima sempre possibilita um decréscimo na funcao de mérito. Assim, na pior hipdtese, o

método calcularda um passo que é um multiplo apenas da direcao de referéncia.

7.1.3.3 Calculo do Comprimento de Passo

Para uma dada escolha do parametro da combinacao convexa, o, é necessario cal-
cular o comprimento de passo o*(w*, d*), a fim de determinar o passo d* = o*(w*, d*) - d*
para atualizacao das variaveis primais. Os resultados a seguir indicam que o calculo de

a*(wk, cf"/’) ¢é simples, devido a natureza quadratica do modelo da funcao de mérito.

Lema 7.2. Se d = (dz”,ds")T € R™™ é um vetor que satisfaz:

{g(x) + Jg(z)dx =0

(7.42)
h(z) + Jh(z)dr + s+ ds =0
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entao vale a seguinte condicao:
AM(w,ad) = aAM;(w,d), « € [0,1] (7.43)

Demonstragdo. Da definicao da reducao do modelo linearizado, tem-se que:
AM)(w,ad) = — Vf(z)" (adz) + (1S~ e)” (ads)

- pi (lgs(x) + Vgi(2)" (adz)| — |gi(2)])
_ Pi (|hj(z) + th(x)T(ad:c) + 55 + adsj| — |hj(z) + s5])

=a[-Vf(x)'dr + (uS'e) ds]

— o3 (11 = a)gi(a) + alg (@) + Vaula) do)] — |g:(@)])

m

= a(=Vf(x)"de + (uS~"e)"ds) — p>_ (1 — a)lgi(2)] — [gi(x)])

=1

3 (1= @lhy(a) + 5] — hy(a) + 53]

—V (@) dz + (uS~"e)" ds — pZ (—lg:(x)]) = p

:a[—vm)%ws o) ds — pz 104(x) + Vi) dz] — |gi(2)])
=P (i) + Vi) e + 5, + ds| — [hy(a) + 53]

1
= aAM;(w,d)

(=1h;(z) + 55)
1

p
=

]

Lema 7.3. Sejam € R", s € R, 0 # d € R"" e A > 0 dados. Assuma que
AM;(w,d) > 0 e que

J dr =0
() + Jg(x)da -
h(z) + Jh(z)dr +s+ds =0
Entao o comprimento de passo a*(w, d) pode ser expresso por:
. A _ AMl(w, d)
(w,d) = 1, — d 4
a*(w, d) mln{ , ||d|\’Ta(s’ s), max{dTQd,O}} (7.45)

AM;(w,d)
max{d?'Qd,0}

disso, tem-se que:

em que o termo é considerado como infinito se o denominador é nulo. Além

AM, (w, a" (w,d) - d) > ;a*(w, &) AM)(w, d) (7.46)



Demonstragio. Pela definigao,
1
MQ(w7 d) = Ml(w7 d) + idth
Além disso,

AM(w,d) = M(w,0) — Mj(w,d) = M(w, 1) — M(w,d)

de modo que

M(w,d) = M(w, u) — AM;(w, d)
Portanto, utilizando (7.47) e (7.48), obtemos:
1
M,(w,ad) = M(w, pn) — AM;(w, ad) + §(Qd)TQ(ad)

1
= M(w, n) — aAM(w,d) + §(dTQd)a2
Caso 1. d*'Qd > 0.

Nesta situacao, o minimizador irrestrito da fungdo convexa
1
() = M(w, 1) — aAMy(w, d) + 5(d" Qd)o”
ocorre para

¢'(&) = —AM;(w,d) + (d"Qd)a = 0

ou seja,
AM;(w, d)
dTQd

o=

Disto, segue da definicao de a*(w, d), que:

. _ AM[(’IU, d) }
o (w,d) =min{ 1, —, 7a(s,ds), ————
) =i {1 7009, S5

Da condicao acima, tem-se que

* AMl(wa d)

o (w,d) < W
ou seja,
o (w, d)d" Qd < AM;(w, d)

Portanto,

1
AM,(w, o*(w,d) - d) = AM(w, a*(w,d) - d) — 5oﬁ(w, d)*d" Qd

1
> o (w, d)AM,;(w, d) — ia*(w, d)AM;(w, d)

= ;a*(w,d)AMl(w,d)

Caso 2. d"'Qd < 0.
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(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)

(7.55)

(7.56)

Nesta situagao, o minimizador irrestrito da fungao ¢(«) em (7.50) ocorre na extremidade

direita do intervalo de valores delimitados pelo passo unitario, pelo raio da regiao de
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confianca, e pela condicao de positividade das variaveis de folga, de modo que

A
a*(w,d) = min {1, Tal’ To(s, ds)} (7.57)
Além disso,

1
AM,(w, a*(w,d) - d) = AM(w, a*(w,d) - d) — 5oﬁ(w, d)*d" Qd

1
= o (w, d)AM,;(w,d) — ia*(w, d)?d"Qd

(7.58)
> o (w,d)AM;(w,d) + 0
> ;a*(w,d)AMl(w,d)
]

O Lema 7.3 fornece uma expressao simples para o cdlculo de do comprimento do
passo a*(wk,czk), o qual é necessario no Passo 4 do Algoritmo 17. Deve-se notar que,
em virtude da segunda parte do Lema 7.3, se a reducao predita pelo modelo linear for
positiva, entao a redugao predita pelo modelo quadratico também o serd, tendo valor igual

a pelo menos a metade da reducao predita pelo modelo linear.

7.1.3.4 Calculo da Direcao de Referéncia

A fim de calcular Aw,ef, faz-se necessario utilizar uma matriz diagonal D que seja
definida positiva. A escolha mais simples para a matriz D é, portanto, a matriz identidade.
Neste trabalho, utilizou-se uma matriz diagonal cujos elementos diagonais tém a mesma
ordem de grandeza dos elementos diagonais da matriz Hessiana exata, sem exceder a
ordem de grandeza da matriz identidade.

Portanto, sendo D = (d;;)nxn, tem-se que:

dii = min{|(V2,L(w));], 1}, dij =0, parai # j (7.59)

7.1.3.5 Parametros de Penalidade da Funcao de Mérito

Na implementagao realizada, conforme sugerido por YAMASHITA ET AL. (2005),
utilizou-se um parametro de penalidade da funcdo de mérito para cada restricdo. Assim,
tem-se os vetores de parametros de penalidade p, € R™ e p, € RP, relativos as restri¢oes
de igualdade e desigualdade, respectivamente.

Uma componente p, ; do vetor p, é atualizada se py; < max{|A\; + AN;|, [N + Aleri] },

utilizando a seguinte regra:

i = max{1.2|\; + AN;|; 1,2|A; + Adyeri]; 1076} (7.60)

Uma componente pj, ; do vetor pj, é atualizada se p, ; < max{|m; + Am;|, |71; + Amper;},

utilizando a seguinte regra:

pn; = max{1,2|m; + Am;|; 1,2|7m; + Aftper j; 1076} (7.61)
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Esta regra é adotada, a fim de garantir que a reducao predita pelos modelos seja
nao-negativa. Adicionalmente, as componentes de p, e pj sao atualizadas em duas outras
situacoes. A primeira delas é na primeira iteracao de cada ciclo interno, isto é, sempre
que o parametro de barreira for atualizado. A segunda situacdo é quando nenhuma
atualizagao de qualquer componente dos vetores de penalidades ocorreu nas duas tultimas
iteracoes internas. O objetivo desta ultima regra é evitar valores excessivamente grandes
para os parametros de penalidade da funcao de mérito. Entretanto, como essa regra
pode ocasionar a divergéncia do método se for aplicada um nimero infinito de vezes, esta

segunda condicao de atualizacao é executada no maximo 5 vezes para cada ciclo interno.

7.1.3.6 Atualizacao dos Multiplicadores de Lagrange

Caso o passo primal, d*, obtido seja aceito, isto é, AM(w* d*) > 0 no Passo 6
do Algoritmo 17, além de atualizar as variaveis primais, também é necessario atualizar

. Neste trabalho, adota-se a regra tipicamente utilizada nos

as varidveis duais, \* e 7

métodos primais-duais de pontos interiores para PNL para atualizacao destas variaveis.
Para tanto, utilizando a dire¢do de Newton, Aw* = (Az*, As®, ANE, ArF)| computa-

se um comprimento de passo o, de modo que os multiplicadores de Lagrange das restri-

¢oes de desigualdade nao se tornem negativos:
o = max{a € (0,1] | 77}“ + aAﬂf > (1- 7')7?}“, para todo j =1,...,p} (7.62)
Este mesmo valor é adotado para atualizacao dos multiplicadores de Lagrange das

restrigoes de igualdade:

ok =aF (7.63)

7.1.3.7 Atualizagdo do Parametro de Barreira

No ciclo externo do método PDPIRC, apresentado no Algoritmo 16, caso uma so-
lugdo para o problema de PNL original nao tenha sido atingida, é necessario atualizar o
parametro de barreira, a fim de gerar um novo subproblema de barreira a ser resolvido.

Neste trabalho, adotou-se a seguinte regra comumente utilizada em métodos de

pontos interiores:

pirt = (7.64)

em que 7, € (0,1) é o fator de reducao escolhido pelo usuério.

7.1.3.8 Critério de Parada

No ciclo interno, o critério de parada se baseia na norma dos residuos das condi-

¢oes necessarias de otimalidade de primeira ordem de KKT do subproblema de barreira,



218

parando quando uma tolerancia e;,; é atingida, conforme o Passo 2 do Algoritmo 17:

(W, 1) llos < Eimt (7.65)

em que 7(w* 1) é dada em (7.9).
De modo anélogo, no ciclo externo o critério de parada utiliza a norma dos residuos
das condigoes necessarias de otimalidade de KKT do problema de PNL original, parando

quando uma tolerancia ey € atingida, conforme o Passo 3 do Algoritmo 16:

7o (W™ ) loo < €ext (7.66)

em que ro(wf*1) é dada em (7.5).
Deve-se notar que nao ha necessidade de se verificar as condigoes s > 0 e m > 0,

uma vez que estas variaveis sdo mantidas positivas ao longo do processo iterativo.

7.1.4 Tratamento das Variaveis Discretas

Consideremos o seguinte problema de PNLIM:

min f(x)

sa. g(z)=0 (7.67)
h(z) <0
.TQ’Z'GD 1=1,...,n9

T2,
em que r = (x1,T3) é o vetor de varidveis do problema, z; € R™ é o vetor de variaveis

n2
continuas, ro € [[ D
i=1

valores discretos aceitaveis para a variavel zy;, com i = 1, ..., na.

2, C R™ ¢é o vetor de varidveis discretas, e D,,, ¢ o conjunto de
Assim como no Capitulo 6, para cada variavel discreta x5 ;, uma fungao penalidade
¢(x2,) é incorporada a funcao objetivo do problema original através de um pardmetro de

penalidade v > 0, resultando no seguinte problema modificado:

min - ®(z) = f(z) +7)_ p(x2,) (7.68a)
=1

sa. g(z)=0 (7.68b)

h(z) <0 (7.68¢)

Toi S T2 S T 1=1,...,n9 (7.68d)

O problema modificado consiste na relaxacdo continua do problema original com
termos de penalidade adicionais na fun¢ao objetivo, resultando na funcio objetivo au-
mentada ®(x). O pardmetro de penalidade v > 0 influencia na amplitude das fun¢oes
penalidade ¢. No algoritmo aqui proposto, resolve-se uma sequéncia de problemas penali-
zados, com valores de 7 progressivamente maiores. Por simplicidade de notacao, assume-se

que as restri¢oes de desigualdade (7.68d) jé estao inclusas nas restrigdes (7.68c). Assim,
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o problema modificado tem a forma:

min ®(z) = f(z) + ’Yi?b(@,i)

sa. g(x)=0 (7.69)

h(z) <0
No ciclo interno do algoritmo, busca-se uma solucao aproximada para o seguinte
subproblema de barreira e penalidade, no qual o parametro de barreira, u, e o parametro

de penalidade da discretizagao, v, estao fixos:

min $(z) — ,uilln(sj)

sa. gi(x)=0 i=1,...m (7.70)
hj(z)+s;=0 j=1..p
s; >0 J=1..p

Assim como no algoritmo RNRC, na presenca de variaveis discretas, o pardmetro
de barreira somente é atualizado no ciclo externo quando as condi¢oes necessarias de oti-
malidade de KKT para o problema penalizado (7.69) nao forem atendidas com a precisao
cext desejada, isto é, quando (7.66) nao é satisfeita.

Além disso, a cada ciclo externo, deve-se verificar se a seguinte condicao de discre-

tizagao das variaveis xo € satisfeita:
a5, — b, < e (7.71)
2,i 2, D :
para i = 1,...,no, onde I'QZ € D,,, ¢ o valor discreto permitido mais proximo de xlgz e ep
¢ a tolerancia de discretizacao no algoritmo.

Quando esta condi¢do nao é atendida, o parametro de penalidade para discretizacao

das variaveis xo € atualizado por:
A = K (7.72)

em que 7, > 1 é o fator de ajuste do crescimento de 7.
Com base nesta discussao, pode-se estabelecer a seguinte versao modificada do Al-

goritmo 16, visando a resolugao de problemas de PNLIM.

Algoritmo 19 Método Primal-Dual de Pontos Interiores com Regidao de Confianca e
Penalidade Discreta
1: Parametros: u° > 0,7° >0, 7, € (0,1), 7, > 1, eyt > 0, €1y > 0 € ep > 0.
Inicializacdo: Escolha z° € R, s e RE, A\° e R™, 7% € RE | e faca K = 0.

2: Ciclo Interno: Forme o problema penalizado (7.69) e resolva-o, obtendo um ponto
KKT-barreira aproximado w®*1, que satisfaz a condigao (7.65).

3: Se as condigdes (7.66) e (7.71) forem satisfeitas, retorne z

como solugao.
4: Se as condigoes de KKT (7.66) do problema penalizado nao forem satisfeitas com a

Precisao €., entdo atualize u por (7.64).
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Caso contrério, puf+t = pf.

5: Se a condicao de discretizagao (7.71) nao for satisfeita com a precisao ep, entao atualize
K por (7.72).
Caso contrario, vy

6: Faca K = K + 1 e volte para o Passo 2.

K+1 _ K

Cabe ressaltar que, no ciclo interno, utiliza-se o Algoritmo 17 para resolucao do
subproblema (7.70), com a tnica diferenga de que a fungao f é substituida pela fungao

aumentada, .

7.2 Resultados Numéricos

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos do algoritmo PDPIRC e pena-
lidade discreta, na resolugao de problemas de FPOR com variaveis de controle discretas.
Para avaliar a eficiéncia da abordagem proposta foram realizados experimentos numéri-
cos com os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300 barras, utilizando o banco de
dados disponivel no pacote MATPOWER versao 6.0.

Para obter os resultados, o algoritmo proposto foi implementado em linguagem
MATLAB® versao R2012a. Todos os testes foram realizados em um microcomputador
com processador Intel Core i7-4770, 3.50 GHz e 16GB de memoria RAM.

Nos testes conduzidos, considerou-se que os taps dos transformadores possuem li-
mites minimo e maximo iguais a 0,88 p.u. e 1,12 p.u., respectivamente. No caso de taps
discretos, considerou-se que os mesmos devem pertencer ao conjunto discreto igualmente
espacado por passos de 0,0075 p.u. entre 0,88 p.u. e 1,12 p.u., totalizando 33 posicoes
discretas possiveis para cada transformador. Os limites minimo e méximo para as magni-
tudes de tensao foram extraidos do banco de dados, enquanto os valores das susceptancias
shunt discretas equivalentes foram extraidos de MAzzINI (2016) e LAGE (2013).

Apesar da escolha individual de parametros levar a solu¢oes de melhor qualidade,
ou reduzir o nimero de iteracoes e tempo de processamento de cada caso, optou-se por
utilizar o mesmo conjunto de parametros para todos os testes computacionais, com ex-
cecao do fator de atualizacao do parametro de barreira, 7,. O motivo para isto esta
relacionado ao fato de que, enquanto para o problema de FPOR com variaveis continuas
a reducao do parametro de barreira pode ser feita de modo rapido, para o problema de
FPOR com variaveis discretas a rapida redugao do parametro de barreira pode dificultar
a convergéncia para solugoes discretas, devido ao efeito predominante do parametro de
barreira.

Por este motivo, adotou-se um fator de reducgao TE = 0,01 para a relaxagao conti-
nua, e um fator 7‘,? = 0,85 para o caso discreto. Nos experimentos numéricos realizados,

a reducao agressiva do parametro de barreira mostrou-se benéfica no caso continuo, dimi-
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nuindo significativamente o niimero total de iteracoes e tempo computacional. No caso
discreto, o parametro de barreira é reduzido de modo menos agressivo. Entretanto, se for
detectado que as variaveis discretas ja estao discretizadas com a tolerancia especificada,
o parametro de barreira passa a ser reduzido pelo fator TE.

Os parametros de penalidade para discretizacdo somente sao atualizados para aque-
las varidveis discretas que nao atingiram a precisao de discretizacao necessaria. Adotou-se
um fator Tf/ap = 2,5 para atualizacao dos parametros de penalidade associados aos taps
dos transformadores, e um fator T,?h = 10 para atualizacao dos parametros de penalidade
associados as susceptancias shunt equivalentes das barras. Os valores dos parametros

utilizados em todos os testes realizados sao apresentados na Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Algoritmo Primal-Dual de Pontos Interiores com Regiao de Confianga e Penalidade
Discreta: parametros utilizados nos experimentos numeéricos.

Parametro Valor | Pardmetro Valor

Eext 1076 it 0,01
Eint 1076 e 0,85
€D 107° A0 1077
AV 1 Tiap 2,5
A 100 Sh 10
MO 104

Para todos os casos testados a seguir, as caracteristicas do sistema elétrico, bem
como do modelo matematico para o problema de FPOR associado sdo apresentadas na

Secao 6.5.
Uma andlise comparativa desta abordagem com as demais propostas deste trabalho

¢ apresentada na Segao 7.2.6.

7.2.1 Sistema IEEE de 14 Barras

Para inicializagdo das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

No caso discreto, considerou-se que a susceptancia shunt equivalente do banco de

capacitores na barra 9 deve pertencer ao conjunto
D" = {0;0,19;0,34; 0,39}
As Tabelas 7.2 e 7.3 apresentam o processo de convergéncia dos taps dos transforma-

dores e susceptancias shunt para a relaxagdo continua e para o caso discreto, bem como

as perdas de poténcia ativa finais. Para a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa
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obtidas foram de 13,6042 MW, em um tempo computacional de 0,2208 segundos. No
caso discreto, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 13,6202 MW, em um tempo
computacional de 0,2236 segundos. A Figura 7.1 apresenta as magnitudes de tensao na

solugao 6tima para a relaxacao continua e para o caso discreto.

Tabela 7.2: Processo de convergéncia: IEEE de 14 barras — relaxacao continua.

It. Ext. ty7 ty9 t5.6 bf)h

0 0,9780 10,9690 0,9320 0,1900
1 1,0344 0,9723 0,9924 0,3184
2 1,0451 0,9149 0,9809 0,3668
3 1,0829 0,8804 0,9811 0,3897

Perdas de Poténcia Ativa: 13,6042 MW

Tabela 7.3: Processo de convergéncia: IEEE de 14 barras — discreto.

It. Ext.  ty7 t1g ts6 b
0 0,9780 10,9690 0,9320 0,1900
1 1,0354 0,9708 0,9924 0,3183
2 1,0342 0,9695 0,9916 0,3212
3 1,0309 10,9700 0,9907 0,3264
4 1,0302  0,9697 0,9900 0,3362
5 1,0299 0,9696 0,9909 0,3396
6 1,0299 10,9697 0,9917 0,3400
7 1,0299 0,9698 0,9921 0,3400
8 1,0300 0,9699 0,9923 0,3400
9 1,0300 0,9700 0,9924 0,3400
10 1,0300 0,9700 0,9925 0,3400
11 1,0300 0,9700 0,9925 0,3400
12 1,0300 10,9700 0,9925 0,3400
13 1,0300 10,9700 0,9925 0,3400

14 1,0300 0,9700 0,9925 0,3400

Perdas de Poténcia Ativa: 13,6202 MW
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Figura 7.1: IEEE de 14 barras: magnitudes de tensao.
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7.2.2 Sistema IEEE de 30 Barras

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 10 e 24 devem pertencer, respectivamente, aos conjuntos

D5 = {0;0,19;0,34; 0,39}
D3 = {0;0,05;0,09}

As Tabelas 7.4 e 7.5 apresentam o processo de convergéncia dos taps dos transforma-
dores e susceptancias shunt para a relaxacao continua e para o caso discreto, bem como
as perdas de poténcia ativa finais. Para a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa
obtidas foram de 17,7543 MW, em um tempo computacional de 0,1491 segundos. No
caso discreto, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 17,7584 MW, em um tempo
computacional de 0,3306 segundos. A Figura 7.2 apresenta as magnitudes de tensao na

solugao 6tima para a relaxacao continua e para o caso discreto.
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Tabela 7.4: Processo de convergéncia: IEEE de 30 barras — relaxacao continua.

It. Ext. 6,9 t6,10 t4,12 tog 27 bsll(l] b%}i

0 0,9780 10,9690 0,9320 0,9680 0,1900 0,0430
1 1,0522 0,9914 10,9974 0,9616 0,3504 0,0799
2 1,0888 10,9552 0,9839 0,9550 0,3855 0,0898
3 1,1063 0,9385 0,9817 0,9541 0,3899 0,0900

Perdas de Poténcia Ativa: 17,7543 MW

Tabela 7.5: Processo de convergéncia: IEEE de 30 barras — discreto.

It. Ext.  tgo t6.10 ty1z  tesor bk bsh
0 0,9780 10,9690 0,9320 0,9680 0,1900 0,0430
1 1,0520 0,9918 0,9975 0,9616 0,3504 0,0799
2 1,0525 0,9919 0,9979 0,9618 0,3513 0,0809
3 1,0521 0,9918 10,9986 0,9620 0,3466 0,0824
4 1,0517 0,9919 0,9993 0,9624 0,3410 0,0853
5 1,0521 0,9922 0,9997 0,9625 0,3401 0,0882
6 1,0523  0,9924 0,9999 0,9625 0,3400 0,0894
7 1,0524  0,9925 0,9999 0,9625 0,3400 0,0898
8 1,0525 10,9925 1,0000 0,9624 0,3400 0,0899
9 1,0525 0,9925 1,0000 0,9625 0,3400 0,0900
10 1,0525 10,9925 1,0000 0,9625 0,3400 0,0900
11 1,0525 0,9925 1,0000 0,9625 0,3400 0,0900
12 1,0525 0,9925 1,0000 0,9625 0,3400 0,0900
13 1,0525 10,9925 1,0000 0,9625 0,3400 0,0900
14 1,0525 10,9925 1,0000 0,9625 0,3400 0,0900

Perdas de Poténcia Ativa: 17,7584 MW
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Figura 7.2: IEEE de 30 barras: magnitudes de tensao.
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7.2.3 Sistema IEEE de 57 Barras

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos
transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
de dados.

No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 18, 25 e 53 devem pertencer, respectivamente, aos conjuntos

D5 = {0;0,12;0,22; 0,27}
Dip = {0;0,04;0,07; 0,09}
Dsh = {0;0,1;0,165}

As Figuras 7.3 e 7.4 apresentam os valores 6timos obtidos para os taps dos trans-
formadores e susceptancias shunt, ao resolver a relaxagdo continua e o modelo discreto.
Para a relaxagao continua, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 24,8291 MW, em
um tempo computacional de 0,2288 segundos. No caso discreto, as perdas de poténcia
ativa obtidas foram de 24,8752 MW, em um tempo computacional de 1,1627 segundos. A
Figura 7.5 apresenta as magnitudes de tensao na solugao 6tima para a relaxacao continua

e para o caso discreto.



226

Susceptancias Shunt (p.u.)

Taps (p-u.)

Figura 7.3: IEEE de 57 barras: taps dos transformadores.
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Figura 7.5: IEEE de 57 barras: magnitudes de tensao.
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7.2.4 Sistema IEEE de 118 Barras

o Continuo
x Discreto
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Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-

tudes de tensao iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos

transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco

de dados.

No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 5, 34, 37, 44, 45, 46, 48, 74, 79, 82, 83, 105, 107 e 110 devem

pertencer, respectivamente, aos conjuntos

D3 = {-04:0}

DSt = {0:0,06; 0,07; 0,13; 0,14; 0,2}

D3 = {-0,25;0}

Dii = {0;0,1}

D = {0;0,1}

Djs = {0;0,1}

D5 = {0;0,15}

D5 = {0,0,08;0,12; 0,2}
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As Figuras 7.6 e 7.7 apresentam os valores 6timos obtidos para os taps dos transfor-
madores e susceptancias shunt, ao resolver a relaxacao continua e o modelo discreto. Para
a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 117,1272 MW, em um
tempo computacional de 0,6818 segundos. No caso discreto, as perdas de poténcia ativa
obtidas foram de 117,1629 MW, em um tempo computacional de 3,3181 segundos. A

Figura 7.8 apresenta as magnitudes de tensao na solugao 6tima para a relaxacao continua

D35 = {0;0,1;0,2}
Dis = {0;0,1;0,2}
Dg = {0;0,1;0,2}
Dibs = {0;0,1;0,2}
D3, = {0;0,06;0,07; 0,13; 0,14; 0,2}
D3k, = {0;0,06:0,07;0,13;0,14;0,2}

e para o caso discreto.

1,12

Taps (p-u.)

0,38

Figura 7.6: IEEE de 118 barras: taps dos transformadores.

T T
O
- S
o o B N
CCQoTCooIooIC - TTQITTCoICIoCoTooIoIoTIooIooIooxc:
R~ M

| | | | | | | | |

Transformadores

o Continuo
x Discreto




229

Figura 7.7: IEEE de 118 barras: susceptancias shunt equivalentes.
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7.2.5 Sistema IEEE de 300 Barras

Para inicializacao das tensoes utilizou-se o flat start, isto é, considerou-se as magni-
tudes de tensdo iniciais iguais a 1 p.u. e os angulos de tensao iniciais nulos. Os taps dos

transformadores e susceptancias shunt equivalentes foram inicializados conforme o banco
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de dados. Por questoes de implementacao, as barras foram renumeradas de 1 a 300, uma
vez que o banco de dados nao apresenta a numeragao consecutiva das barras.

No caso discreto, considerou-se que as susceptancias shunt equivalentes dos bancos
de capacitores nas barras 96, 99, 133, 143, 145, 152, 158, 169, 210, 217, 219, 227, 268 e

283 devem pertencer, respectivamente, aos conjuntos

Dy = {0;2;3,5;4,5}

Dih = {0;0,25;0,44; 0,59}
Dih, = {0;0,19;0,34; 0,39}
Diis = {—4.,5;0}

Diis = {—4.,5;0}

DsE, = {0;0,25; 0,44; 0,59}
Db = {0;0,25;0,44; 0,59}
Digy = {—2.,5;0}

Dty = {—4.5;0}

Dyir = {—4.5;0}

Dty = {150}

Dsh. = {0;0,25;0,44; 0,59}
Digs = {0; 0,15}

Dis; = {0;0,15}

As Figuras 7.9 e 7.10 apresentam os valores 6timos obtidos para os taps dos transfor-
madores e susceptancias shunt, ao resolver a relaxacao continua e o modelo discreto. Para
a relaxacao continua, as perdas de poténcia ativa obtidas foram de 371,4150 MW, em um
tempo computacional de 14,3417 segundos. No caso discreto, as perdas de poténcia ativa
obtidas foram de 372,0990 MW, em um tempo computacional de 39,0701 segundos. A

Figura 7.11 apresenta as magnitudes de tensao na solugao 6tima para a relaxacao continua

e para o caso discreto.
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Figura 7.9: IEEE de 300 barras: taps dos transformadores.

D R | OCQntlnuo
[TooIIooITooITooiooinooiioiioiicoiziiizizzoil ¢ Discreto
o
'b:%:::::f:::::::,Q:::%;::::::::::?:::::::::::::
e et
T:Xf(::;)i:7::::::;::]8;@4,?@;:(;::: T:Q?*(;:)f::::::::
1e<———><>e——:bxe——@%——é———x{@@x———é——xékgé ——————— —
:D:::X:X”X;);;:X:é:ziig:::é:::ga::6:6::::89:,::5:::::
'::%gé@,@:@g;:@,::::::X:EZ:::::::::::,:::::
';::::9@:::::9:7::::@6::::::?@5::::::}5;::::é:::
:::::::::::%i:?:@::::::::?i::::::::::f%&?;%:%g
777777777777777777777777777777777777777 B O w525 -
e o RN KA s SO X
O < A

0788L:::::::::::::::::::::P:::::::::::::::::::::::

| | | | |
20 40 60 80 100
Transformadores
Figura 7.10: IEEE de 300 barras: susceptancias shunt equivalentes.

450 Frm———F =TT e T P
R + = F + F + F T OContlnuo

3,50 |-pg o =« Discreto

2,00 - mm e

0,59 |-

0,00

—1,50

—2,50 |-

—4,50*+**ﬁ***\***k**+***\***\***k**@***\***\***#**#***\*4

96 99 133143145152158169210217 219227268 283
Barras

231



232

Figura 7.11: IEEE de 300 barras: magnitudes de tensao.
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7.2.6 Analise dos Resultados

Os resultados obtidos com o algoritmo PDPIRC proposto neste capitulo indicam
que esta abordagem é promissora para resolugao de problemas de FPOR com varidveis
continuas e discretas, visando a minimizacao das perdas de poténcia ativa. Em todos
os testes realizados, o algoritmo convergiu em tempo computacional aceitavel com uma
tolerancia de 1079 para as condicoes de KKT do problema penalizado e de 10~° para a dis-
cretizacao das variaveis. Todas as restrigdes sao atendidas com a tolerancia especificada,
incluindo as magnitudes de tensao nas barras dos sistemas elétricos, as quais estao dentro
dos limites estipulados no banco de dados, conforme indicado nas figuras anteriores.

A qualidade das solucoes obtidas é similar a das abordagens Newton-PL e RNRC,
sendo que pequenas diferencas podem ser verificadas. Estas diferencas podem ser decor-
rentes da nao-convexidade e existéncia de multiplas solugoes locais do problema de FPOR,
bem como da influéncia dos diversos parametros do método. Em termos de tempo compu-
tacional, esta abordagem se destaca em relagdo as demais, fato este que ja era esperado.
Isto porque cada iteracao da abordagem apresentada neste capitulo requer, basicamente,
a resolugdo de dois sistemas lineares (um para a dire¢do de referéncia e outro para a
direcdo de Newton), enquanto que os métodos Newton-PL e RNRC requerem a resolugao
de subproblemas de otimizagao para calcular as dire¢oes de busca. As Tabelas 7.6 e 7.7

sintetizam os resultados obtidos para as abordagens implementadas.
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Tabela 7.6: Comparacao das abordagens implementadas para a relaxagao continua do
problema de FPOR.

Métodos

Newton-PL RNRC PDPIRC

Sistemas  Perdas (MW) Tempo (s) Perdas (MW)  Tempo (s) Perdas (MW)  Tempo (s)

IEEE-14 13,6043 0,2006 13,6042 0,3167 13,6042 0,2208
IEEE-30 17,7543 0,5219 17,7543 0,7357 17,7543 0,1491
IEEE-57 24,8291 2,4201 24,8291 1,7261 24,8291 0,2288
IEEE-118 117,1272 6,1790 117,1271 4,0032 117,1272 0,6818
TEEE-300 371,4148 65,2452 371,4149 84,7629 371,4150 14,3417

Tabela 7.7: Comparagao das abordagens implementadas para o problema de FPOR discreto.

Métodos

RNRC PDPIRC

Sistemas ~ Perdas (MW) Tempo (s) Perdas (MW) Tempo (s)

IEEE-14 13,6064 0,4322 13,6202 0,2236
IEEE-30 17,7576 0,7729 17,7584 0,3306
IEEE-57 24,8775 3,3432 24,8752 1,1627
IEEE-118 117,1686 95,9389 117,1629 3,3181
IEEE-300 372,5122 67,1289 372,0990 39,0701

Assim como no caso do algoritmo RNRC, observa-se que a func¢ao penalidade utili-
zada para o tratamento das variaveis discretas nao atua arredondando as variaveis, quando
incorporada ao algoritmo PDPIRC, de modo que o método atinge solugoes discretas de
boa qualidade. Entretanto, a associacao da funcao penalidade para discretizacao ao mé-
todo de pontos interiores deve ser feita de maneira criteriosa, uma vez que a rapida
convergéncia do parametro de barreira para zero pode dificultar a convergéncia para solu-
¢oes discretas, devido a sua influéncia na forma da fungao objetivo de cada subproblema
de barreira penalizado. Apesar disso, em todos os casos 0 mesmo conjunto de pardmetros
forneceu resultados satisfatérios.

No que diz respeito as dificuldades enfrentadas, a ocorréncia do efeito Maratos
também pode afetar o desempenho numérico desta abordagem, devido a utilizacao da
norma-{; na fun¢do de mérito. De fato, verificou-se que, para alguns casos, um nimero
razoavelmente elevado de iteragoes pode ser realizado durante um ciclo interno, devido a
rejeicao do passo, ainda que se esteja préximo a solugdo 6tima. Neste sentido, a investi-
gacao de formas de amenizar estas situagoes, tais como corre¢oes de segunda ordem ou

buscas nao-mondétonas, sao extensoes naturais da metodologia deste capitulo.
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Capitulo 8
Conclusoes e Perspectivas Futuras

O problema de Fluxo de Poténcia Otimo ¢ modelado matematicamente como um
problema de otimizacao nao-linear, nao-convexo, restrito, de grande porte e com variaveis
continuas e discretas. Sua resolucao desempenha um papel de relevancia na operagao e
planejamento dos sistemas elétricos de poténcia, pois permite a determinacao dos ajustes
necessarios nas variaveis de controle de modo a otimizar algum critério da rede, sem violar
suas restrigoes fisicas e operacionais.

Neste trabalho, investigamos e propusemos trés novas abordagens para a resolugao
de problemas de Fluxo de Poténcia Otimo com varidveis continuas e discretas: o método de
Newton com Programacao Linear (Newton-PL), o método de Rescalamento Nao-Linear
com Regiao de Confianga (RNRC) e o método Primal-Dual de Pontos Interiores com
Regiao de Confianca (PDPIRC).

O método Newton-PL ¢ uma abordagem desenvolvida para a resolucao de sistemas
restritos de equagoes nao-lineares. Diferentemente do método de Newton classico para a
resolucao de sistemas de equagoes nao-lineares, o método Newton-PL possui convergéncia
quadratica sob hipoteses razoavelmente fracas, que nao requerem a diferenciabilidade ou
unicidade local das solugoes, superando uma das limita¢oes comuns em métodos do tipo
Newton. Adicionalmente, o método Newton-PL é capaz de resolver sistemas de equacoes
em que o numero de equagoes nao ¢ igual ao niimero de variaveis, sistemas nao-lineares
com equacoes de complementaridade e sistemas nao-lineares cujas equagoes sao suaves
por partes. Restricoes para a solucao do sistema de equacoes nao-lineares definidas por
desigualdades também podem ser tratadas naturalmente nesta abordagem. Uma iteracao
do método Newton-PL consiste, basicamente, na resolucao de um problema de PL para
determinar as dire¢oes de busca, o qual pode ser resolvido de modo eficiente por diversos
solvers comerciais ou gratuitos.

A fim de aplicar esta abordagem na resolucao de problemas de FPOR, utilizou-se as
condigoes necessarias de otimalidade de KKT do problema, que constituem um sistema

restrito de equagoes nao-lineares. Testes numéricos com os sistemas elétricos IEEE de 14,
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30, 57, 118 e 300 barras mostraram que esta abordagem é promissora para a resolucao
de problemas de FPOR continuos. Entretanto, ao utilizar esta abordagem, deve-se levar
em consideracao que seu custo computacional por iteracao pode ser elevado, devido a
necessidade de resolucao de um problema de PL para determinar as dire¢oes de busca.
Apesar disso, ela constitui uma alternativa vidvel, em especial quando abordagens mais
rapidas encontram dificuldades para convergéncia.

Investigagoes futuras no contexto do método Newton-PL incluem:

sua aplicagao a outros problemas que podem ser expressos como sistemas restritos

de equagoes nao-lineares, tais como problemas de Fluxo de Carga (FC);

e o tratamento das variaveis discretas, explorando-se, possivelmente, a estrutura de

subproblemas de PL do algoritmo;

a utilizacao das condigoes necessarias de otimalidade de Fritz-John para resolucao
de problemas de PNL, como no trabalho de ALMEIDA & KOCHOLIK (2016);

a substituicdo da busca linear por uma estratégia de regides de confianga, visando

a globalizacao do algoritmo.

No algoritmo de Rescalamento Nao-Linear com Regiao de Confianca (RNRC), um
problema de PNLIM é transformado em um problema com apenas variaveis continuas,
pela introdugao na funcao objetivo de fungoes que penalizam as variaveis discretas que nao
assumem valores discretos. A condi¢ao de nao-negatividade das restri¢oes de desigualdade
é tratada por meio de uma funcao de rescalamento nao-linear, que utiliza a fungao bar-
reira logaritmica modificada com extrapolagdo quadratica, resultando em um problema
de rescalamento nao-linear e penalidade com apenas restrigoes de igualdade. Uma solugao
para o problema original ¢ determinada pela resolugdo de uma sequéncia de problemas de
rescalamento nao-linear e penalidade por meio de um método de programacao quadratica
sequencial com regiao de confianga e passo composto. O passo composto é obtido por
meio da soma de um passo normal, calculado de modo aproximado pelo método dogleg, e
um passo tangencial, obtido utilizando um método quase-exato baseado em problemas de
autovalores generalizados recentemente proposto na literatura. A sequéncia de problemas
de rescalamento nao-linear e penalidade é resolvida até que o erro nas condi¢oes necessa-
rias de KK'T para o problema penalizado e na discretizagao das variaveis esteja dentro da
tolerancia desejada.

Os testes computacionais com os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300
barras mostraram que a abordagem proposta é promissora para resolucao de problemas de
PNL e, em particular, para problemas de FPOR com varidveis continuas e discretas. Os
resultados obtidos mostram que o método é robusto, sendo capaz de convergir em todos os

casos do problema de FPOR discreto testados. Os resultados obtidos ainda indicam que
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a abordagem obtém solugoes de boa qualidade para o problema de FPOR com variaveis
de controle discretas, por meio de fungoes de penalidade para discretizacao.

Investigagoes futuras no contexto do método RNRC incluem:

o aperfeicoamento da implementacao computacional, visando reducao do tempo

computacional;

e a verificacdo da viabilidade da abordagem proposta na resolucao de problemas de

FPO de maior porte e em problemas de FPO com restri¢oes de complementaridade;

a utilizacdo do método de filtros desenvolvido em FLETCHER & LEYFFER (2002)

ou alguma variante deste, como forma de substituicdo da funcao de mérito;

e a proposicao de regras para o ajuste adaptativo do parametro de penalidade da

funcao de discretizacao, que sejam compativeis com o algoritmo proposto.

No algoritmo Primal-Dual de Pontos Interiores com Regiao de Confianga (PDPIRC),
assim como no método RNRC, as variaveis discretas de um problema de PNLIM também
sao tratadas por meio de fungoes penalidade introduzidas na funcao objetivo, visando
penalizar as variaveis discretas que nao assumem valores discretos. As restricoes de de-
sigualdade sao transformadas em igualdades, pelo acréscimo de variaveis de folga, e a
condicao de ndo-negatividade das folgas é tratada através da funcao barreira logaritmica,
tipicamente utilizada em métodos de pontos interiores, resultando em um problema de
barreira e penalidade com apenas restrigoes de igualdade. Uma solugao para o problema
original é determinada pela resolucao de uma sequéncia de problemas de barreira e pe-
nalidade. Nesta abordagem, o passo para atualizacao das varidaveis ¢ um multiplo da
combinagao convexa de uma direcao de referéncia e uma direcao de Newton.

A diregao de referéncia tem papel similar ao ponto de Cauchy nos métodos de
regiao de confianca tradicionais, uma vez que ela garante a obtencao de um passo com
decréscimo suficiente para o modelo da funcao de mérito. Como a direcdo de Newton tem
potencial para calcular um passo com maior redugao para o modelo da funcao de mérito,
a combinagdo convexa prioriza a utilizacao da direcao de Newton inicialmente. Caso a
direcao de Newton nao permita a obtencao de um passo com decréscimo suficiente para o
modelo da func¢ao de mérito, aumenta-se o peso dado a dire¢ao de referéncia na combinacao
convexa. Na pior hipétese, portanto, o método recorre a propria direcao de referéncia
para calcular o passo, uma vez que esta possui garantia de decréscimo suficiente. Além
de permitir um decréscimo suficiente, o passo computado deve garantir a positividade das
variaveis de folga e que a restricao de regiao de confianga nao seja violada.

Experimentos numéricos com os sistemas elétricos IEEE de 14, 30, 57, 118 e 300 bar-
ras indicam que esta abordagem ¢é promissora para resolucao de problemas de PNL e, em

particular, para problemas de FPOR com variaveis continuas e discretas, utilizando uma
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funcao de penalidade para discretizacao. A robustez e viabilidade do algoritmo PDPIRC
é evidenciada por sua capacidade de convergir em todos os casos do problema de FPOR
discreto testados, obtendo solugoes de boa qualidade, em tempo computacional menor
que as abordagens anteriores. Isto porque, enquanto os métodos Newton-PL e RNRC
requerem a resolucao de subproblemas de otimizacao para cédlculo das dire¢oes de busca,
o método PDPIRC exige apenas a resolucao de dois sistemas lineares. Entretanto, deve-se
salientar que, em decorréncia da utilizacdo de uma funcao de mérito nao-diferenciavel, o
efeito Maratos pode reduzir a eficiéncia desta abordagem. Além disso, na presenca de va-
ridveis discretas, o controle do parametro de penalidade deve ser feito de modo criterioso,
a fim de nao comprometer o processo de convergéncia.

Investigagoes futuras no contexto do método PDPIRC incluem:

formas de amenizar o efeito Maratos, tais como correcoes de segunda ordem e buscas

nao-monaétonas;

e a verificacdo da viabilidade da abordagem proposta na resolucao de problemas de

FPO de maior porte e em problemas de FPO com restri¢oes de complementaridade;

a adogao de estratégias para atualizacao dos parametros de barreira e penalidade

da discretizacao, de modo a acelerar o processo de convergéncia;

a adaptagao dos elementos do método de regiao de confianca desta abordagem para

o método de rescalamento nao-linear.

Desta forma, as contribui¢oes deste trabalho podem ser sintetizadas da seguinte
forma: na drea de matemadtica, foram propostas e investigadas novas abordagens para
resolucao de problemas de PNL e PNLIM; do ponto de vista pratico, particularmente
em engenharia elétrica, as abordagens apresentadas permitiram a resolugao de problemas
de FPO, os quais desempenham um papel fundamental no planejamento e operacao dos

sistemas elétricos de poténcia.
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