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“Here’s to the crazy ones. The misfits. The rebels. 

The troublemakers. The round pegs in the square holes. 

The ones who see things differently. They’re not fond of 

rules. And they have no respect for the status quo. You 

can praise them, disagree with them, quote them, dis-

believe them, glorify or vilify them. About the only thing 

you can’t do is ignore them. Because they change 

things. They invent. They imagine. They heal. They ex-
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race forward. Maybe they have to be crazy. How else 

can you stare at an empty canvas and see a work of art? 

Or sit in silence and hear a song that’s never been writ-

ten? Or gaze at a red planet and see a laboratory on 

wheels? While some may see them as the crazy ones, 

we see genius. Because the people who are crazy 

enough to think they can change the world, are the ones 

who do…” 

Jack Kerouac 





 
 

 

Resumo 

 

 

Paula, G. T. (2016). Cálculo da Força Contra Eletromotriz em Máquinas Síncronas com Ímãs 

na Superfície do Rotor. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade 

de São Paulo, São Carlos, 2016. 

 

O presente trabalho trata do cálculo da força contra eletromotriz em carga de uma 

máquina síncrona com ímãs na superfície do rotor (cuja forma de onda de força contra eletro-

motriz é não senoidal) sendo esta alimentada por correntes de fase cujas forma de onda são 

quadradas. Para conduzir esta investigação e calcular a força contra eletromotriz da máquina 

em estudo, faz-se uma revisão sobre o Método da Permeabilidade Fixa, método este que 

permite a linearização do ponto de operação da máquina. Dessa forma, as simulações são 

conduzidas por meio do método dos elementos finitos e do Método da Permeabilidade Fixa, 

levando-se em conta a forma de onda da corrente de alimentação. Atenção especial é dada 

ao modo que se analisa o fluxo concatenado e a forma de obtenção da força contra eletromo-

triz uma vez que as formas de onda do fluxo concatenado sofrem variações abruptas a cada 

60º elétricos. Além destes parâmetros, analisa-se também cada uma das parcelas do torque 

eletromagnético, i.e., torque mútuo, torque de relutância e torque de borda, sendo realizado 

ao final do trabalho, uma comparação entre a soma da estimativa de cada parâmetro com o 

valor do torque eletromagnético obtido por meio de uma simulação não linear. 

 

 

 

 

 

Palavras-chave: Máquina Síncrona, Força Contra Eletromotriz, Tensores de Maxwell, Ele-

mentos Finitos. 





 
 

 

Abstract 

 

 

Paula, G. T. (2016). Assessment of Surface Mounted Magnet Synchronous Machine’s On-

Load Back-EMF. (Ph.D. Degree) – Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São 

Paulo, São Carlos, 2016. 

 

This work deals with the assessment of a surface mounted magnet synchronous ma-

chine’s parameters (whose back-EMF is approximately trapezoidal) and that is fed by an ideal 

square current waveform. In order to investigate and describe each machine’s parameter, a 

review on Frozen Permeability Method is presented. Some simulation by means of finite ele-

ment method with the aid of Frozen Permeability Method are carried out taking into account 

that the machine is fed by an ideal square current waveform. The results for flux-linkage wave-

form and back-EMF waveform are shown and analyzed. A special attention is given to back-

EMF calculation since the linkage flux of each phase has an abrupt change every sixty electri-

cal degrees due to the phase commutation. In addition, an attention is given to each torque 

component on load condition, i.e., mutual torque, reluctance torque, cogging torque and a 

comparison between the electromagnetic torque and the summation of these components. 
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Capítulo 1 

  Introdução 

1.1  Introdução 

Aliados à evolução dos materiais ferromagnéticos e ímãs, os motores elétricos têm 

aumentado cada vez mais sua presença nas aplicações cotidianas, sejam elas residenciais, 

comerciais ou industriais [1], [2]. 

Esse crescimento tem sido feito de forma a se alcançar melhores índices de eficiência 

energética, uma vez que os motores correspondem à 65% do consumo de energia em países 

industrializados [1] e dentre esses 65%, boa parte é consumida nas indústrias, onde se en-

contram motores de porte maior. 

Os índices de eficiência energética para os motores partem principalmente de legisla-

ções que visam reduzir o desperdício de energia e aliviar a matriz energética do país. Além, 

é claro, das recentes crises econômicas que afetam desde o consumo de energia residencial 

como também as indústrias. 

Há várias formas de se classificar os motores existentes no mercado, mas de um modo 

geral, eles podem ser divididos em duas grandes classes: os motores com escova (brushed) 

e os motores sem escova (brushless) [3]. Dentre os motores sem escova (brushless) encon-

tram-se os motores síncronos com ímãs e sem escova que têm apenas os ímãs como fonte 

de excitação. Este tipo de motor tem apresentado um emprego crescente em aplicações in-
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dustriais, comerciais e residenciais [1], [2], [4]; que se justifica por duas de suas grandes van-

tagens: alta eficiência e alta densidade de energia (por meio do uso de ímãs de terras raras 

ou por topologias de rotor que permitem maior densidade de fluxo no entreferro utilizando 

ímãs de ferrite, por exemplo) [3]. A alta eficiência desta máquina está diretamente relacionada 

com a ausência de perdas ôhmicas no circuito do rotor e com a ausência de escovas [5], estas 

sendo substituídas por acionamento elétrico por meio de um inversor. Vale lembrar que a alta 

densidade de energia contribui para que esta máquina tenha valores altos de torque/corrente 

e torque/volume [1], [2], [4], [6]. 

Apesar destas duas grandes vantagens é necessária uma atenção especial no projeto 

dessa máquina uma vez que, a mesma apresenta algumas características intrínsecas que 

influenciam diretamente na robustez, confiabilidade, eficiência e eficácia de sua operação. 

Essas características estão diretamente relacionadas à forma de onda do fluxo concatenado 

por fase e consequentemente à forma de onda da força contra eletromotriz; à forma de onda 

da indutância e consequentemente ao torque de relutância devido à variação da indutância; 

e à forma de onda e amplitude do torque de borda (cogging torque). 

A atenção dada a um ou mais destes parâmetros durante o projeto da máquina vai 

depender exclusivamente de qual topologia está sendo projetada, mas sempre atentando para 

a forma de onda da força contra eletromotriz que é a principal responsável pela produção de 

torque nestas máquinas dada sua interação com as correntes de fase. Dentre as topologias 

possíveis para estas máquinas estão as de ímãs montados na superfície do rotor, as de ímãs 

semi-enterrados no rotor, as de ímãs enterrados transversalmente e as de ímãs enterrados 

longitudinalmente, como mostra a Figura 1.1 [3]. 

Estas máquinas podem ser dividas ainda, com relação a forma de onda da força contra 

eletromotriz, podendo ser senoidal ou não senoidal. De um modo geral, a forma de onda não 

senoidal da força contra eletromotriz se assemelha a um trapézio. Dentre essas duas formas 

de onda de força contra eletromotriz, um estudo realizado em [7] demonstra que as máquinas 

com forma de onda trapezoidal de força contra eletromotriz são mais eficientes do que as 

máquinas com forma de onda senoidal. Das topologias apresentadas, as máquinas com ímãs 

na superfície do rotor têm a flexibilidade de poderem ser projetadas para terem qualquer uma 

destas formas de onda de força contra eletromotriz e apresentam ainda um valor muito baixo 

na variação da indutância e consequentemente do torque de relutância, sendo muitas vezes 

desprezados pela maioria dos autores [1], [2], [4], [8]. 
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Figura 1.1 - Topologia de Máquinas Síncronas de Ímã Permanente no Rotor 

 

a) ímãs montados na superfície do rotor; b) ímãs semi-enterrados no rotor; c) ímãs enterrados trans-
versalmente; d) ímãs enterrados longitudinalmente. 

Fonte: Chau, K.T., Chan, C.C. (2008)[3]. 

O resultado final de toda e qualquer máquina é baseado no torque que a mesma é 

capaz de produzir, e o quão suave e sem ondulações é este torque. Os fatores que contribuem 

para as ondulações no torque das máquinas de ímã na superfície do rotor são a qualidade da 

forma de onda da força contra eletromotriz, o torque de borda (cogging torque) e o torque de 

relutância devido à variação da indutância. 

Tendo em vista que o núcleo da máquina é composto de material ferromagnético, e 

este apresenta um comportamento não linear a ponto de sofrer um fenômeno físico conhecido 

como saturação magnética – em que o acréscimo da intensidade de campo magnético resulta 

em um acréscimo pequeno na densidade de fluxo magnético na máquina (graças à baixa 

permeabilidade relativa nesse ponto de operação) –, várias pesquisas têm sido desenvolvidas 

nos últimos anos, especialmente nas últimas duas décadas, a fim de se investigar os efeitos 

da saturação magnética nos parâmetros da máquina síncrona de ímãs no rotor e consequen-

temente no torque. 

Os principais parâmetros sob investigação na literatura correlata são: 

 A forma de onda do fluxo concatenado e a forma de onda da força contra ele-

tromotriz: como demonstrado em [9]–[13] as formas de onda desses dois parâ-

metros são afetados tanto pela saturação em alguns pontos da máquina como 
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pela forma de onda da corrente de alimentação, que nesses trabalhos eram pura-

mente senoidais. Segundo [6], [14]–[16] há ocorrência de distorções nesses dois 

parâmetros em máquinas síncronas com ímãs na superfície do rotor sendo ali-

mentadas com correntes quadradas. O mesmo ocorre quando um máquina sín-

crona com ímãs na superfície tem suas correntes moduladas por largura de pulso, 

como mostrado em [12]. 

 A indutância, que segundo [9]–[11], [13], [17], [18], sofre influência da alimenta-

ção senoidal estando a máquina ou não em plena carga. Essas variações foram 

observadas e mostraram a produção de torque de relutância mesmo em máquinas 

com ímãs na superfície do rotor. 

 A forma de onda do torque de borda e as variações na frequência dessa parcela 

do torque é demonstrada em [10], [13], [19], [20] que também avaliam métodos 

diferentes para se obter essa parcela. Nesses trabalhos são mostrados, principal-

mente, a influência da distribuição do fluxo magnético no cálculo do torque de 

borda com a máquina alimentada, evidenciando as diferenças entre o torque de 

borda em carga e o torque de borda em vazio. 

 A presença ou não do torque de relutância devido à variação da indutância como 

demonstrado em [9]–[11], [13], [17], [18]. 

 A oscilação no torque eletromagnético ocorre em virtude das variações em todos 

os parâmetros acima. De um modo geral, todos os trabalhos mencionados empre-

gam o Método da Permeabilidade Fixa ora por meio de simulações usando o mé-

todo dos elementos finitos ora por meio de simulações de circuito magnético (mag-

netic circuit model, MCM [21]). Excetuando [6], [14]–[16], [22], [23], os demais tra-

balhos avaliam a máquina síncrona com ímã no rotor com acionamento senoidal 

e cujas topologias envolvem ímãs semi-enterrados ou ímãs enterrados. 

A investigação dos efeitos da saturação e do acionamento, principalmente na forma 

de onda da força contra eletromotriz, é de grande valia já que a mesma é a principal fonte de 

torque nas máquinas síncronas com ímã no rotor. Portanto, as alterações na forma de onda 

da força contra eletromotriz, devido à saturação eletromagnética e a corrente de acionamento, 

influenciam diretamente a forma de onda do torque eletromagnético. Adicionalmente, como a 

forma de onda da força contra eletromotriz é função de parâmetros físicos do estator e rotor 

(i.e., espessura do dente, largura da sapata do dente, altura do dente, permeabilidade do 

material utilizado na construção do estator e rotor, número de bobinas e de espiras, densidade 
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radial (normal) e tangencial do fluxo no entreferro), torna-se fundamental ao projetista da má-

quina ter conhecimento de como a força contra eletromotriz se altera à medida que o carre-

gamento eletromagnético da máquina aumenta. Podendo, portanto, atuar nos parâmetros fí-

sicos citados a fim de se obter uma forma de onda de força contra eletromotriz menos sensível 

à saturação eletromagnética na faixa de operação desejada para a máquina. 

A análise e levantamento da força contra eletromotriz com máquina em condição de 

carga nunca foi tarefa fácil apesar de contar com a contribuição de vários pesquisadores na 

busca por um método eficaz para a separação de fluxo durante décadas. O método mais 

eficaz e mais difundido surgiu em 1998 [24], sendo conhecido como Método da Permeabili-

dade Fixa (Frozen Permeability Method). Algumas melhorias e avanços ora para o método, 

ora para a análise dos parâmetros, têm sido propostas por alguns autores em [19], [25] a fim 

de se refinar os resultados obtidos. 

Em linhas gerais, o Método da Permeabilidade Fixa propõe a linearização do circuito 

eletromagnético da máquina entorno do ponto de operação da mesma, i.e., a partir da curva 

de magnetização CC de cada material da máquina (estator e rotor, principalmente) encontra-

se o ponto de operação e então, a permeabilidade desse ponto é calculada e fixada. Dessa 

forma, com base nos valores de permeabilidade obtidos, cria-se um novo circuito eletromag-

nético para a máquina, agora linearizada. Com esse novo circuito eletromagnético, são reali-

zadas simulações em busca, ora da contribuição do fluxo dos ímãs, ora da contribuição do 

fluxo da corrente de armadura para obtenção dos parâmetros desejados. O Método da Per-

meabilidade Fixa foi inicialmente desenvolvido para ser usado juntamente com o método dos 

elementos finitos, no entanto, também é possível de ser implementado em simulações de 

circuito magnético (magnetic circuit model, MCM) [25]. 

De um modo geral, os trabalhos desenvolvidos e apresentados até o momento têm 

focado esforços na obtenção da força contra eletromotriz para máquinas acionadas com cor-

rentes puramente senoidais [9]–[11], [13], [17]–[21], [24], [25]. Por outro lado, alguns trabalhos 

mais recentes [6], [12], [14]–[16] utilizando ora acionamento por largura de pulso (PWM – 

Pulse Width Modulation) ora forma de onda quadrada no modo seis pulsos (six-step) têm 

mostrado que a obtenção da força contra eletromotriz por meio da derivada do fluxo concate-

nado com cada fase resulta em formas de onda de força contra eletromotriz inapropriadas/im-

precisas para o cálculo do torque eletromagnético. O principal problema ocorre em torno dos 

pontos de comutações e em regiões com variações abruptas de permeabilidade[12] e/ou fluxo 

eletromagnético, resultando em oscilações consideráveis na forma de onda da força contra 

eletromotriz. 
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Os problemas na obtenção da força contra eletromotriz ocorrem devido à redução de 

ordem de precisão pela aplicação da derivada no fluxo. Por sua vez, o fluxo é calculado com 

base na densidade de fluxo magnético. Como foi levantado pelos autores de [22], [23], os 

programas de elementos finitos empregam elementos triangulares de primeira ordem bus-

cando, principalmente, uma resolução rápida para o problema, o que resulta em uma distri-

buição da densidade de fluxo magnético (B) um pouco deteriorada já que a densidade de fluxo 

magnético vem da diferenciação do vetor potencial magnético (A), assim, a função de B tem 

uma ordem de precisão menor que A em um grau. Portanto, ao longo do processo de cálculo 

da densidade de fluxo magnético, do cálculo do fluxo e por fim do cálculo da força contra 

eletromotriz por meio da derivada do fluxo, ocorrem perdas significativas de precisão, levando 

a erros consideráveis. Essas observações, juntamente com as observações anteriores, sali-

entam a necessidade de um método matemático que calcule de maneira apropriada/precisa 

a força contra eletromotriz. 

No presente trabalho são propostos dois novos métodos de se obter a forma de onda 

da força contra eletromotriz: método da composição da regiões e método dos tensores. As 

investigações são conduzidas tomando por base uma máquina síncrona com ímãs na super-

fície do rotor e sua alimentação é realizada por meio de um conversor elétrico ideal, mais 

precisamente uma ponte inversora trifásica operando no modo seis pulsos, com duas chaves 

em condução simultânea (120º) (six-step mode) produzindo correntes com forma de onda 

quadrada e largura de 120º elétricos. 

1.2  Objetivos 

O presente trabalho apresenta o desenvolvimento de dois novos métodos para o cál-

culo e obtenção da forma de onda da força contra eletromotriz em máquinas síncronas com 

ímãs no rotor (método da composição da regiões e método dos tensores). Os dois métodos 

apresentados visam superar as falhas na obtenção da forma de onda da força contra eletro-

motriz como vem sendo feita ao longo dos anos. Apesar dos dois métodos serem demonstra-

dos para máquinas com forma de onda de força contra eletromotriz não senoidal e com ali-

mentação com onda quadrada de corrente, não implica que sejam de aplicação exclusiva a 

essa topologia de máquina ou forma de acionamento, já que este tipo de acionamento foi 

considerado por apresentar o caso mais crítico de obtenção da forma de onda da força contra 

eletromotriz. 

Como objetivos secundários, tem-se: 
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 Obter o torque mútuo a partir da força contra eletromotriz obtida pelos dois 

métodos propostos; 

 Obter o torque de borda (cogging torque); 

 Obter o torque de relutância devido à variação da indutância; 

 Obter o torque resultante da soma dos torques de relutância, borda e mútuo 

pelos dois métodos proposto para o cálculo da força contra eletromotriz; 

 Comparar o torque resultante com o torque eletromagnético (obtido por meio 

de simulação não linear) e com o valor experimental do torque. 

1.3  Organização da Tese 

O Capítulo 2 apresenta uma revisão sobre o método da permeabilidade fixa, a sua 

forma de implementação e a forma como as simulações, empregando o método, são condu-

zidas e os critérios para garantir a precisão nos resultados. 

No Capítulo 3  é apresentada a formulação do torque eletromagnético produzido, 

dando especial atenção as suas parcelas. Cada uma delas é descrita de maneira sucinta a 

fim de se esclarecer a sua origem e como afeta o torque eletromagnético da máquina. Apre-

senta ainda, a importância do estudo da força contra eletromotriz por fase, os resultados re-

ferentes a sua forma de onda da força contra eletromotriz pelo método convencional (obtida 

por meio da derivada do fluxo concatenado com cada fase) e pelos métodos propostos: mé-

todo da composição das regiões e o método dos tensores. 

O Capítulo 4 avalia os métodos de cálculo da força contra eletromotriz para três estu-

dos de caso, todos com o mesmo estator, porém com rotores diferentes. São apresentadas 

também as formas de onda do torque de borda, da indutância e do torque de relutância. Por 

fim, é apresentada a comparação entre a forma de onda do torque resultante da soma das 

parcelas do torque eletromagnético, obtido pelos três métodos de cálculo da força contra ele-

tromotriz, e a forma de onda do torque eletromagnético resultante da simulação não linear. 

Para o primeiro caso em estudo, também são apresentados resultados experimentais para a 

força contra eletromotriz e para o torque eletromagnético. São comparadas as formas de onda 

do torque eletromagnético e do torque resultante da soma das componentes do torque eletro-

magnético para as condições de carregamento de 50%, 100% e 200%. 
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No Capítulo 5 são apresentadas as conclusões relativas aos objetivos cumpridos e os 

métodos propostos para cumpri-los. Ressalta-se ainda, os trabalhos futuros para a expansão 

do trabalho realizado nesta tese de doutorado. 
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Capítulo 2 

Método da Permeabilidade Fixa, Simulação em 

Elementos Finitos e Critérios de Simulação 

2.1  Introdução 

O presente capítulo apresenta uma revisão sobre o método da permeabilidade fixa e 

a forma como as simulações em elementos finitos empregando o método da permeabilidade 

fixa são conduzidas. Também são apresentados os critérios adotados para melhorar a preci-

são dos resultados das simulações assim como a precisão do cálculo das parcelas do torque. 

2.2  Método da Permeabilidade Fixa 

A elaboração do Método da Permeabilidade Fixa (MPF) surgiu da tentativa de se apli-

car o teorema da sobreposição de fontes aos problemas de eletromagnetismo cujos materiais 

envolvidos apresentam comportamento não linear, permitindo, portanto, a avaliação das con-

tribuições de cada uma das fontes de fluxo eletromagnético no fluxo resultante ou a contribui-

ção de cada uma das parcelas do torque eletromagnético no torque resultante. No entanto, 

este tipo de problema assim como a análise de fluxos magnéticos em máquinas elétricas, são 

não lineares e a aplicação direta do teorema da sobreposição é inviável e resulta em valores 

não condizentes com a realidade. Portanto a utilização do Método da Permeabilidade Fixa 
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proposto em [24] contorna esse problema ao propor a linearização do ponto de operação (OP) 

na curva de magnetização do material ferromagnético, fixando-se a permeabilidade do mate-

rial (
OP ) e então, aplica-se o teorema de sobreposição de fontes para analisar a contribuição 

de cada uma das fontes de fluxo magnético em uma máquina ou problema semelhante. 

Quando aplicado juntamente com o método dos elementos finitos, o Método da Per-

meabilidade Fixa encontra o ponto de operação (OP) e fixa a malha de elementos finitos com 

base nos valores de permeabilidade calculados para cada elemento da malha segundo a 

curva de magnetização do material do problema. Com os valores fixados em cada elemento 

dessa malha, o material passa a ser linear. Permitindo, portanto, o emprego do teorema da 

sobreposição de fontes. A Figura 2.1 ilustra o Método da Permeabilidade Fixa aplicado a uma 

curva de magnetização e um ponto de operação também fictício. 

Figura 2.1 - Método da Permeabilidade Fixa 

 

Sem a linearização proposta pelo Método da Permeabilidade Fixa, a soma das densi-

dades de fluxo magnético de cada fonte de fluxo magnético – no presente trabalho os ímãs (

PMB ) e as correntes de armadura (
iB ) – não resulta na densidade de fluxo magnético do 

ponto de operação da máquina (
OPB ). Apenas a soma das intensidades de fluxo magnético 

de cada fonte de fluxo magnético – ímãs (
PMH ) e correntes de armadura (

iH ) – resulta na 

intensidade de fluxo magnético do ponto de operação da máquina (
OPH ). 

Com a linearização proposta pelo Método da Permeabilidade Fixa, a soma das densi-

dades de fluxo magnético de cada fonte de fluxo magnético – ímãs (
PMB FP ) e correntes de 
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armadura (
iB FP ) – resulta na densidade de fluxo magnético do ponto de operação da má-

quina (
OPB ). Ao passo que, a soma das intensidades de fluxo magnético de cada fonte de 

fluxo magnético não sofre alteração – ímãs (
PMH ) e correntes de armadura (

iH ) – e continua 

resultando na intensidade de fluxo magnético do ponto de operação da máquina (
OPH ) [9], 

[10], [13], [19], [24], [25].  

O fluxograma da Figura 2.2, extraído de [6], demonstra os passos de simulação e em-

prego do Método da Permeabilidade Fixa. 

 No primeiro passo, tem-se a simulação da máquina sem corrente (apenas os ímãs 

são fonte de fluxo magnético), a fim de se obter os valores e formas de onda para 

a força contra eletromotriz (em vazio) e para o torque de borda (cogging torque). 

Estes parâmetros (força contra eletromotriz e torque de borda) em vazio servem 

como base comparativa para as condições de carregamento, tornando possível 

verificar as distorções e variações nestes parâmetros à medida que o carrega-

mento eletromagnético aumenta. 

 No segundo passo é realizada a simulação com a máquina carregada eletromag-

neticamente segundo a condição desejada. Neste ponto, tanto os ímãs como as 

bobinas alimentadas com correntes são fonte de fluxo magnético. Com esta simu-

lação são obtidos os valores de amplitude e forma de onda do torque eletromag-

nético e a frequência e amplitudes de suas oscilações. 

 O terceiro passo emprega o Método da Permeabilidade Fixa, sendo salva e fixada 

a malha de permeabilidade da simulação em carga feita por meio do método dos 

elementos finitos relativa ao passo anterior. Dessa forma, é gerado o modelo line-

arizado em elementos finitos, a partir do qual, torna-se possível avaliar as contri-

buições de cada uma das fontes de fluxo magnético e de torque para a máquina 

em estudo. 

 No quarto e último passo, tem-se a simulação, já com o modelo linearizado da 

máquina, em que são avaliadas ora a contribuição dos ímãs como fonte de fluxo 

magnético, ora a contribuição das correntes de armadura como fonte de fluxo 

magnético. Para a simulação apenas com os ímãs como fonte de fluxo magnético, 

são obtidos os valores de amplitude, frequência e forma de onda do fluxo conca-

tenado com as bobinas, a força contra eletromotriz e o torque de borda (cogging 

torque). Para a simulação apenas com as correntes como fonte de fluxo magné-

tico, são obtidos os valores de amplitude, frequência e forma de onda do fluxo 



12 
 

 

gerado pelas bobinas, a indutância e o torque de relutância (devido à variação da 

indutância). 

Figura 2.2 - Emprego do Método da Permeabilidade Fixa 

 

Fonte: Paula, G. T. (2013)[6]. 

2.3  Implementação e Simulação 

As simulações conduzidas neste trabalho são realizadas com o auxílio de dois softwa-

res: o FEMM (Finite Element Method Magnetics) [26], responsável pelas simulações em ele-

mentos finitos; e o software desenvolvido pelo autor [6], responsável pelo emprego do Método 

da Permeabilidade Fixa nos arquivos de entrada e saída do FEMM por meio de conexão Ac-

tiveX. 

Como mencionado, o software utilizado nas simulações da máquina em elementos 

finitos é o FEMM [26], de uso livre para fins acadêmicos e que permite ao usuário a automa-

tização de alguns processos e rotinas de simulação por meio de scripts baseados na lingua-

gem LUA, além de permitir a inclusão e edição dos materiais utilizados na simulação, refina-

mento de malha de elementos finito de forma independente em cada material. O software 

permite também a interação com outros softwares por meio de uma conexão ActiveX. 

Já o software desenvolvido pelo autor [6], responsável pelo emprego do Método da 

Permeabilidade Fixa por meio de conexão ActiveX, utiliza os arquivos de resposta (“.ans”) 

gerados na segunda etapa de simulação (simulação com carregamento) para gerar um novo 
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arquivo de entrada (“.fem”) que contém o mesmo modelo físico da máquina, porém, com o 

agrupamento de elementos de malha que contenham valores de permeabilidade relativa pró-

ximos, seguindo a margem de tolerância (“a”) determinada pelo usuário (Figura 2.3). As ca-

racterísticas elétricas dos materiais são mantidas, fixando-se apenas a permeabilidade mag-

nética relativa dos mesmos. Recriado o modelo físico da máquina, este linearizado, geram-se 

dois novos arquivos de entrada: “modelo_PM.fem” e “modelo_CURRENT.fem”, um preparado 

para quarta etapa de simulação (vide Figura 2.2) com os ímãs como fonte de fluxo magnético 

e o outro preparado para a quarta etapa de simulação (vide Figura 2.2) com as correntes 

como fonte de fluxo magnético. 

Figura 2.3 - Modelo Físico do Estator Reconstruído. 

 

a) material homogêneo; b) material não homogêneo. 
Fonte: Paula, G. T. (2013)[6]. 

Segundo [6], a margem “a” de tolerância deve ser mantida menor que 10% a fim de se 

manter a fidelidade entre o modelo linearizado e o modelo não linear. A influência desta mar-

gem de tolerância na energia de cada elemento é expressa por (2.1), que mostra os valores 

extremos para a variação da densidade de energia o que não quer dizer que todos os ele-

mentos estejam exatamente nos pontos extremos. 
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A fim de se ilustrar a eficácia do software desenvolvido pelo autor [6] para o emprego 

do Método da Permeabilidade Fixa, a  Figura 2.4 ilustra um exemplo de resultado da densi-

dade de fluxo radial no centro do entreferro da máquina estudada em [6] sob condição de 
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carregamento eletromagnético de 100%, ilustrando a contribuição da corrente de armadura e 

dos ímãs permanentes na densidade de fluxo resultante. Este apresentado na legenda como: 

“Não-Linear”, para o resultante da simulação não linear (segundo passo da Figura 2.2); e 

“Corrente + Ímã”, para o resultante da simulação linear com as duas fontes de fluxo magnético. 

As contribuições dos fluxos provenientes da corrente e dos ímãs, obtidas com as simulações 

empregando o modelo linearizado da máquina (quarto passo da Figura 2.2) são nomeadas 

por “Corrente apenas” e “Ímã apenas”, respectivamente. 

Figura 2.4 - Densidade de Fluxo Radial na Posição Inicial 

 

Já a Figura 2.5 ilustra um exemplo de resultado da densidade de fluxo tangencial no 

entreferro da máquina estudada em [6] sob condição de carregamento eletromagnético de 

100%, ilustrando a contribuição da corrente de armadura e dos ímãs permanentes na densi-

dade de fluxo resultante. Esse apresentado como: “Não-Linear”, para o resultante da simula-

ção não linear (segundo passo da Figura 2.2); e “Corrente + Ímã”, para o resultante da simu-

lação linear com as duas fontes de fluxo magnético. As contribuições dos fluxos provenientes 

da corrente e dos ímãs, obtidas com as simulações empregando o modelo linearizado da 

máquina (quarto passo da Figura 2.2) são nomeadas por “Corrente apenas” e “Ímã apenas”, 

respectivamente. 

Como visto nas Figuras 2.4 e 2.5, os modelos lineares resultantes do emprego do 

Método da Permeabilidade Fixa permitem a decomposição das contribuições de cada fonte 

de fluxo magnético presente na máquina. 

A Figura 2.6 mostra a contribuição de cada fonte de fluxo eletromagnético para a dis-

tribuição das linhas de fluxo magnético na máquina sob carregamento eletromagnético de 

100%. Na Figura 2.6(a) tem-se o resultado para as linhas de fluxo a partir do modelo não 

linear da máquina (segundo passo da Figura 2.2). Já a Figura 2.6(b) ilustra o resultado para 

as linhas de fluxo a partir do modelo linear da máquina com as duas fontes de fluxo magnético 
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(corrente de armadura e ímãs permanentes). As Figuras 2.6(c) e (d) ilustram as contribuições 

dos ímãs permanentes e da corrente de armadura (modelo linear) no fluxo magnético, res-

pectivamente. 

Figura 2.5 - Densidade de Fluxo Tangencial na Posição Inicial 

 

2.4  Exatidão das Simulações 

Apesar de evidenciado o emprego correto do Método da Permeabilidade Fixa pelo 

software desenvolvido pelo autor [6], ainda restam algumas questões de ajustes de tamanho 

de elemento de malha e de grau de precisão na obtenção da distribuição da densidade de 

fluxo eletromagnético que envolvem detalhes técnicos que são apresentados nesta subseção. 

No que diz respeito ao tamanho máximo de um elemento de malha e à quantidade de 

elementos presentes nesta malha gerada pelo software de elementos finitos para a simulação 

da máquina em estudo, observam-se cerca de 16 mil elementos e mais de 33 mil nós no 

modelo, sendo que o refino da malha no entreferro foi realizado de forma interativa buscando-

se o melhor custo computacional sem que a precisão nos resultados do torque fosse compro-

metida. A Tabela 2.1 apresenta os valores de torque para a condição de 100% de carga e 

para diferentes valores de tamanho máximo de cada elemento da malha no entreferro to-

mando como base o valor de 0,3mm como tamanho máximo de perímetro para cada elemento 

de malha. 
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Figura 2.6 - Distribuição de Fluxo Eletromagnético 

 

a) simulação não linear; b) simulação linear com as duas fontes de fluxo (corrente de armadura e 
ímãs permanentes); c) simulação linear apenas com os ímãs permanentes; d) simulação linear a-

penas com a corrente de armadura. 

Tabela 2.1 - Tamanho Máximo do Elemento v.s. Precisão 

Início do Período Final do Período 

Torque 
Tamanho 

Máx. (mm) 
Cama-

das 
Nós 

Dife-
rença 

% 
Torque 

Tamanho 
Máx. (mm) 

Cama-
das 

Nós 
Dife-
rença 

% 

3,954 Auto 2 9791 -1,09 3,819 Auto 2 9983 -1,05 

3,998 0,3 5 18385 0,00 4,268 0,3 5 18826 0,00 

3,993 0,4 4 15877 -0,13 4,263 0,4 4 16111 -0,13 

4,014 0,5 3 15003 0,04 4,262 0,5 3 15233 -0,15 

3,952 0,6 2 10473 -1,16 4,221 0,6 2 10583 -1,11 

3,952 0,7 2 9892 -1,16 4,221 0,7 2 10054 -1,11 

 

O tamanho máximo denominado por “Auto” diz respeito ao valor atribuído de forma 

automática pelo FEMM. Tamanhos máximos menores que 0,3mm resultam em tempo com-
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putacional elevado e nota-se que a diferença entre os valores de torque para o tamanho má-

ximo de 0,3mm e 0,4mm não é expressiva e permanece constante (0,13%) do início ao fim 

do período de 60º elétricos, referente ao intervalo de comutação entre duas fases no modo 

de operação à seis pulsos. Esta diferença relativa constante do início ao fim de um intervalo 

correspondente à comutação entre duas fases favorecerá na etapa final deste trabalho, na 

qual será realizada a comparação entre o valor do torque eletromagnético avaliado por meio 

de uma simulação não linear e o valor do torque eletromagnético avaliado por meio da soma 

das parcelas do torque obtidas pela força contra eletromotriz e torque de borda (cogging tor-

que). Desta forma, o erro relativo desta comparação não sofrerá interferência da malha entre 

um passo e outro da simulação. 

Em termos de custo computacional, o tamanho máximo de 0,4mm é ligeiramente mais 

lento que o 0,5mm, mas mais rápido do que o 0,3mm devido à quantidade de nós na malha 

total. Portanto, para as simulações conduzidas neste trabalho, foi utilizado o valor de 0,4mm 

para o tamanho máximo de cada elemento dentro da malha do entreferro, o que resulta em 

uma malha formada por 4 camadas no entreferro, garantido um grau de precisão compatível 

com a aplicação. A Figura 2.7 ilustra a malha escolhida para o entreferro contendo 4 camadas 

de elementos representadas em níveis de preto/cinza. 

Figura 2.7 - Malha do Entreferro 

 

Já, com relação ao grau de precisão na obtenção da distribuição da densidade de fluxo 

eletromagnético ( B ) e aplicação da mesma no cálculo do torque por meio dos tensores de 

Maxwell, foi empregado a técnica conhecida como Método dos Tensores de Maxwell com 

Filtro Harmônico (Maxwell Stress Harmonic Filter Method) proposta em [22], [23]. 

Como ressaltado pelos autores de [22], [23] a maioria dos programas geradores de 

malha em elementos finitos empregam elementos triangulares de primeira ordem buscando, 
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principalmente, uma resolução rápida para o problema. No entanto, os resultados para a dis-

tribuição da densidade de fluxo magnético (B) ficam um pouco deteriorados já que a densi-

dade de fluxo magnético vem da diferenciação do vetor potencial magnético A, assim, a fun-

ção de B tem uma ordem de precisão menor que A em um grau. Apesar disso, os resultados 

para o vetor potencial são muito satisfatórios ao se empregar funções de primeira ordem para 

descrevê-lo, mas os resultados para a função B, que é constante por partes ao longo de cada 

elemento, pode acarretar erros grosseiros especialmente nas regiões de fronteira entre ele-

mentos de diferentes valores de permeabilidade magnética relativa (no entreferro, principal-

mente). A expressão (2.2) demonstra o emprego do Tensor de Maxwell para o cálculo do 

torque e a expressão (2.3) demonstra a redução na ordem de precisão em B por meio da 

derivada parcial de A. 

 
2

2

0
0

fe

EL R T

l
T r B B d






    (2.2) 
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

 (2.3) 

Onde: 

 
RB  - Componente Radial da densidade de fluxo magnético; 

 
TB  - Componente Tangencial da densidade de fluxo magnético; 

 r  - Raio do centro do entreferro; 

   - Ângulo em radianos; 

 l
fe

 - Comprimento ativo do pacote de lâminas do estator; 

 
0  - Permeabilidade absoluta do vácuo; 

 A  - Vetor potencial magnético. 

Uma alternativa para manter o grau de precisão do torque semelhante ao grau de pre-

cisão do potencial magnético A é descrita pelos autores de [22], [23] ao se propor a descrição 

do potencial A de forma analítica e posteriormente aplicar a derivada e em seguida o tensor 

de Maxwell. Dessa forma, a expressão para o torque seria uma função explícita do potencial 



19 
 

 

A. 

Consideram-se dois círculos concêntricos dentro do entreferro do rotor de raios R1 e 

R2, com R1<r<R2, referentes às fronteiras interna e externas do entreferro de modo que o vetor 

potencial A pode ser escrito como proposto em [27] . 

 
1

( , ) [( )( cos( ) sin( ))]n n

n n n n

n

A r c r d r g n h n  






     (2.4) 

Sendo que o vetor potencial magnético nas duas fronteiras do entreferro pode ser des-

crito pela série de Fourier: 

 
1 01 1 1

1

( , ) [ cos( ) sin( )]n n

n

A R a a n b n  



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2 02 2 2

1

( , ) [ cos( ) sin( )]n n

n

A R a a n b n  




     (2.6) 

Escrevendo (2.4) em termos de R1 e R2, os coeficientes do produto cruzado resultante 

da distribuição dos termos dentro de (2.4) podem ser escritos como: 
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Onde: 
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Para chegar a definição destes termos, deve ser considerado que a máquina está ba-

lanceada de forma que os termos 
01 02 0a a  . Substituindo-se (2.7) a (2.11) em (2.4) e, apli-

cando o resultado em (2.2) e (2.3), considerando, ainda, as simetrias presente em um motor 

com p  pares de polos, chega-se em uma nova expressão no domínio discreto para o torque 

utilizando o tensor de Maxwell (2.12). 
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   

   (2.12) 

Pela expressão (2.12), torna-se notória a produção de torque pela interação entre com-

ponentes harmônicos de mesma ordem no entreferro do motor. A grande vantagem deste 

método é a redução da sensibilidade do cálculo do torque aos elementos da malha justamente 

por utilizar uma descrição analítica do vetor potencial A. Outros autores [28]–[30] desenvolve-

ram formulações semelhantes à (2.4) para descrever o vetor potencial A e chegaram em fór-

mulas equivalentes, numericamente, à (2.12) mas que não favorecem a análise do torque em 

termos de harmônicos no entreferro. 
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Capítulo 3 

Torque Eletromagnético e o Cálculo da Força 

Contra Eletromotriz 

3.1  Introdução 

O presente capítulo apresenta a formulação do torque eletromagnético produzido pela 

máquina em estudo, dando especial atenção as parcelas do mesmo. Cada uma dessas par-

celas do torque eletromagnético é descrita de maneira sucinta a fim de se esclarecer a origem 

de cada uma e como elas influenciam o torque eletromagnético da máquina. Ressalta-se aqui, 

a importância da força contra eletromotriz, que dada sua interação com a corrente da fase 

correspondente, contribui para a produção do torque mútuo que é a maior parcela do torque 

eletromagnético. São mostrados também, os problemas relacionados com o cálculo da força 

contra eletromotriz pela derivada do fluxo magnético concatenado e são propostos dois novos 

métodos para a obtenção da força contra eletromotriz. 

3.2  Definição e Formulação do Torque Eletromagnético 

No processo de conversão de energia elétrica em energia mecânica, uma máquina 

elétrica rotativa, qualquer que seja a sua classificação, tem como variáveis mecânicas de sa-

ída o torque e a velocidade angular do eixo, sendo a variável de maior importância o torque 
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uma vez que a partir do mesmo se torna possível determinar a aplicabilidade da máquina e a 

capacidade de carga mecânica suportada pela mesma [2]. 

Em toda e qualquer máquina elétrica rotativa a descrição matemática do torque pode 

ser feita ou em termos de fluxo eletromagnético ou em termos de corrente. Em ambos os 

casos são obtidos os mesmos resultados; no entanto, a determinação do torque eletromag-

nético por meio do fluxo eletromagnético é inconveniente já que a estimação e determinação 

dessa variável é custosa. Portanto, opta-se pela determinação do torque eletromagnético por 

meio da corrente e consequentemente, pela variação da coenergia do sistema (3.1) [4]. 

 C
EL

W
T







  (3.1) 

Onde: 

 
CW  - Coenergia do sistema (Joule). 

Para a máquina de ímãs em estudo, com os enrolamentos de estator conectados em 

Y, a coenergia do sistema é definida por (3.2) [4]: 

 2 21 1

2 2
C Linha Linha LinhaW i L i       (3.2) 

Onde: 

   - Relutância vista pelo circuito magnético que tem como fonte de fluxo os 

ímãs permanentes. 

Substituindo-se (3.2) em (3.1), obtém-se a formulação do torque eletromagnético (3.3) 

[4]. 
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21 1

2 2

Linha
EL Linha Linha

L
T i i

 

  

 
  

  
  (3.3) 

Notoriamente, apesar da conveniência do emprego da coenergia por tratar do equaci-

onamento em termos de corrente de alimentação da máquina, resta ainda a determinação do 

fluxo magnético proveniente dos ímãs para a solução de (3.3). Ainda mais trabalhosa do que 

a determinação desse fluxo, é a determinação de maneira analítica da relutância vista pelo 

circuito magnético que tem como fonte de fluxo os ímãs. Recorre-se, portanto, a meios com-

putacionais, principalmente o método dos elementos finitos para a solução do problema. 
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Ao se formular o torque eletromagnético (
ELT ) por meio da coenergia do sistema é 

possível observar três parcelas distintas em (3.3). Cada uma dessas parcelas trata da contri-

buição, ora de diferentes fontes de fluxo magnético dentro da máquina, ora da interação entre 

essas fontes a fim de se produzir torque na máquina. Dessa forma, a cada uma dessas par-

celas é atribuído um nome diferente, tratando-se, portanto, de uma parcela diferente que vem 

a compor o torque eletromagnético (3.4). 

 
EL Mútuo Relutância Borda

T T T T     (3.4) 

No presente capítulo, são apresentadas as noções gerais e a nomenclatura de cada 

componente do torque eletromagnético e alguns detalhes relevantes de cada um, explorando 

principalmente, o estudo da força contra eletromotriz que está diretamente associada ao tor-

que mútuo. 

3.2.1  Torque Mútuo 

A primeira parcela de (3.3), conhecida como torque mútuo (
MútuoT ) em (3.4), diz res-

peito à interação entre as duas fontes de fluxo magnético dentro da máquina de ímãs no rotor 

(3.5). As fontes são a corrente de armadura e os ímãs. Essa parcela é responsável por con-

tribuir com quase a totalidade do valor do torque eletromagnético [1], [2], [4]. 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A B B C C

Mútuo Linha

Mec

i e i e i e
T i

     

 

 
 


 (3.5) 

Onde: 

 , ,BA Ci i i  - Correntes das fases A, B e C respectivamente; 

 , ,BA Ce e e  - Forças Contra Eletromotrizes das fases A, B e C respectivamente; 

Dada a dependência do torque mútuo com a forma de onda da força contra eletromo-

triz, toda e qualquer variação e oscilação nos valores e forma de onda da força contra eletro-

motriz refletirá diretamente na qualidade do torque mútuo produzido pela máquina. A defini-

ção, formulação e os problemas relacionados com o cálculo e obtenção da força contra ele-

tromotriz quando a máquina se encontra em carga são detalhados na Seção 3.3  

3.2.2  Torque de Relutância 

A segunda parcela de (3.3), conhecida como torque de relutância (
RelutânciaT ) em (3.4), 
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diz respeito ao torque produzido pela variação da indutância de linha da máquina em estudo 

(3.6), uma vez que essa tem seus enrolamentos de estator conectados em Y e a corrente de 

linha é constante a cada intervalo de 60º elétricos. 

  21

2

Linha
Relutânica Linha

L
T i







 (3.6) 

Segundo [6], [9]–[11], [13], [14], [16]–[21], [24], [25], apesar de não apresentar variação 

de relutância no rotor (rotor sem saliência) o valor da indutância de linha vista pelo inversor 

não é sempre constante, gerando, portanto, torque de relutância devido à saturação nos den-

tes do estator. O comportamento dessa parcela de torque está ligado diretamente com a forma 

de onda da indutância de linha vista pelo inversor e com o ponto de saturação do material do 

estator. 

3.2.3  Torque de Borda (Cogging Torque) 

A terceira parcela de (3.3), conhecida como torque de borda (
BordaT ) em (3.4), diz res-

peito ao torque produzido pela variação da relutância vista pelo circuito magnético que tem 

como fonte de fluxo magnético os ímãs do rotor (3.7). Em outras palavras, trata-se do torque 

produzido pela interação entre as aberturas de ranhuras do estator e as bordas dos ímãs do 

rotor, que é intrínseco a este tipo de máquina. 
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 


 (3.7) 

Com o auxílio do método dos elementos finitos é possível avaliar essa parcela do tor-

que eletromagnético empregando-se tanto o método do trabalho virtual quanto o método dos 

tensores de Maxwell. O método do trabalho virtual, como descrito em (3.7), requer dois passos 

de simulação por analisar a variação da coenergia do sistema com relação à variação da 

posição do rotor. Já com o método dos tensores de Maxwell, como descrito em (3.8) e base-

ado em [8], [13], [31], é necessário apenas um passo de simulação para o cálculo do torque 

na posição desejada do rotor [31]. As formas de onda obtidas pelos dois métodos podem 

diferir uma da outra caso a malha de elementos finitos no entreferro não esteja bem refinada 

[13], [19], [22], caso contrário, os resultados são idênticos entre si. 
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Segundo [1], [2], [4], essa componente do torque eletromagnético tem comportamento 



25 
 

 

oscilatório muito bem determinado quando a máquina está em condição de operação em va-

zio, justamente por se tratar de uma característica intrínseca desse tipo de máquina. Ainda, 

em conceito essa componente apresenta valor médio igual à zero. Segundo [32], a frequência 

de oscilação do torque de borda (
Bordaf ) pode ser descrita com relação ao harmônico funda-

mental de uma revolução elétrica da máquina como apresentado em (3.9). 

 
[2 , ]

( )
2

R
Borda

MMC p N
f i i


   (3.9) 

Onde: 

 MMC  - Mínimo Múltiplo Comum; 

 
RN  - Número de ranhuras do estator; 

 2p  - Número de polos; 

 i  - Ordem do harmônico. 

Ainda segundo [1], [2], [4], quanto maior a razão entre o número de ranhuras do estator 

e o número de polos, maior a amplitude do torque de borda. 

Apesar dos resultados para a forma de onda do torque de borda para a condição de 

operação em vazio obtidos pelos método dos tensores de Maxwell apresentar valor médio 

igual à zero, trabalhos recentes têm destacado um valor médio diferente de zero quando se 

analisa a máquina sob carregamento eletromagnético [9]–[11], [13], [19], [25], [33], [34]. Ainda, 

segundo [10], foi observada a redução pela metade do valor da frequência de oscilação do 

torque de borda à medida que o carregamento da máquina aumenta. Deve-se levar em conta 

que os trabalhos citados acima, diferentemente de [6], [15] e do presente trabalho, investigam 

máquinas síncronas com ímãs no rotor com forma de onda de corrente senoidal. 

3.3  Definição e Formulação da Força Contra Eletromotriz 

Não somente o valor do patamar da força contra eletromotriz por fase, mas também a 

forma de onda da mesma são fatores de grande valia no projeto de uma máquina síncrona de 

ímãs no rotor visto que, aliados à forma de onda da corrente de alimentação da máquina, são 

determinantes na qualidade da forma de onda de torque mútuo produzido neste tipo de má-

quina. A forma de onda da força contra eletromotriz é o parâmetro mais importante a compor 



26 
 

 

o torque eletromagnético, sendo responsável pela produção da maior parcela do torque gra-

ças a sua interação com a corrente de alimentação. 

A formulação da força contra eletromotriz está diretamente ligada à forma de onda do 

fluxo concatenado e é descrita por (3.10), sendo a mesma simbolizada por “ e ”: 

 Mece
t t

   


 

   
  
   

  (3.10) 

Onde: 

 
Mec  - Velocidade mecânica angular do rotor (rad/s) 

 t  - Tempo (s). 

Expandindo-se a expressão do fluxo em (3.10) segundo [2], [4], tem-se (3.11): 
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1 ( )Mec Bob C fee N N rl B d




  





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Onde: 

 
BobN  - Número de bobinas por fase; 

 
CN  - Número de condutores por bobinas; 

 
1r  - Raio interno do estator (m); 

 fel  - Altura do pacote de lâminas do estator (m); 

 ( )B   - Densidade de fluxo magnético dentro das bobinas (T); 

 
1 2,   - Posição inicial e final do rotor (rad); 

   - Posição angular do rotor (rad). 

A maior dificuldade em lidar com (3.11) está relacionada à descrição analítica da den-

sidade de fluxo magnético dentro das bobinas ( ( )B  , em (3.11)). Vale-se então do método 

dos elementos finitos como uma ferramenta na determinação e descrição do fluxo magnético 

em cada fase, e a partir dele, obtém-se a força contra eletromotriz. Ressalta-se, ainda, que a 

descrição da densidade de fluxo magnético segue os critérios e formulações apresentadas na 
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Seção 2.4. 

Como mencionado no Capítulo 1 e observado em (3.11), a forma de onda da força 

contra eletromotriz é diretamente dependente de parâmetros físicos da máquina (e.g., número 

de bobinas, número de espiras) e diretamente afetada pela geometria dos dentes do estator 

e pela variação da permeabilidade nos mesmos (já que estes estão indiretamente represen-

tados pela densidade de fluxo magnético dentro das bobinas em (3.11)). 

Portanto, uma forma de onda de força contra eletromotriz menos sensível à saturação 

e ao acionamento da máquina, favorece a produção de um torque mais suave e com menos 

oscilações. Porém, para se reduzir as oscilações no torque eletromagnético provenientes das 

variações na força contra eletromotriz é preciso um método que, primeiramente consiga se-

gregar o fluxo eletromagnético do entreferro em fluxo proveniente da corrente de armadura e 

fluxo proveniente dos ímãs. E que em uma segunda etapa, seja possível calcular a força con-

tra eletromotriz quando a máquina está carregada. Ao se obter a força contra eletromotriz com 

a máquina sob carregamento eletromagnético desejado, torna-se possível compará-la com a 

força contra eletromotriz em vazio e observar as variações nos valores de amplitude e na 

forma de onda da mesma e, por meio de outras ferramentas/técnicas de otimização de projeto, 

são feitos ajustes nas dimensões de dente de estator, abertura de ranhura, largura e espes-

sura da sapata do dente buscando melhorar a força contra eletromotriz e torná-la mais cons-

tante possível dentro da faixa de operação desejada para a máquina. 

O método utilizado para a separação da contribuição dos fluxos no entreferro utilizado 

no presente trabalho é o método da permeabilidade fixa (MPF), como mencionado no Capítulo 

2. O método existente para o cálculo e obtenção da força contra eletromotriz em carga é feito 

a partir de (3.10) e (3.11), em que o fluxo proveniente apenas dos ímãs é derivado a fim de 

se obter a força contra eletromotriz. No entanto, como salientado no Capítulo 1, trabalhos 

recentes têm obtido a forma de onda da força contra eletromotriz valendo-se de (3.10) e (3.11)

, no entanto, são máquinas síncronas de ímãs no rotor com forma de onda de corrente senoi-

dal [9]–[11], [13], [17]–[21], [24], [25]. Por outro lado, alguns trabalhos mostraram que o em-

prego dessas expressões para a obtenção da forma de onda da força contra eletromotriz para 

acionamento em six-step ou com modulação por largura de pulso resulta em uma forma de 

onda com oscilações provenientes da operação derivada, já que o fluxo concatenado com 

cada fase apresenta algumas variações abruptas durante a comutação das fases [6], [12], 

[14]–[16] e, mesmo com a aplicação de filtros para mitigar essas oscilações nos resultados da 

forma de onda, algumas variações continuam notáveis e refletem diretamente na estimação 

da parcela do torque mútuo e no torque eletromagnético resultando. Oscilações estas que não 

estão presentes no modelo não linear simulado, levando-se a conclusão de que o método 
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expressado por (3.10) e (3.11), aqui chamado de Método Convencional para obtenção da 

força contra eletromotriz, não é suficiente para o cálculo correto da força contra eletromotriz 

quando a máquina está sob carregamento eletromagnético. Portanto, surge a necessidade de 

um método que calcule corretamente a força contra eletromotriz em qualquer condição. A 

Figura 3.1 ilustra as oscilações geradas pelo método convencional de cálculo da força contra 

eletromotriz para correntes com forma de onda quadradas em modo six-step, ao passo que 

segundo [12], mesmo em uma condição em que a força contra eletromotriz foi obtida com o 

método convencional e posteriormente filtrada para uma máquina com ímãs na superfície do 

rotor com um acionamento com modulação por largura de pulso (PWM), também há oscila-

ções na forma de onda. 

Figura 3.1 - Força Contra Eletromotriz – Método Convencional 

 

Nas seções seguintes são propostos dois métodos para o cálculo da força contra ele-

tromotriz quando a máquina está sob carregamento. Ambos os métodos são aplicados depois 

do método da permeabilidade fixa ter sido aplicado nas simulações. 

3.4  Força Contra Eletromotriz: Método da Composição das Regi-

ões 

Portanto, para contornar o problema apresentado, é mostrado aqui que o fluxo conca-

tenado deve analisado por regiões correspondentes às regiões de acionamento e empre-

gando-se a operação de derivada sobre essas regiões do fluxo concatenado, obtém-se as 

formas de onda de força contra eletromotriz para cada região [16]. Por fim, a partir do método 

de composição, onde são utilizados os trechos correspondentes de forma de onda de cada 

uma das formas de onda obtidas por região a fim de se compor a força contra eletromotriz 

final. O método da decomposição do fluxo concatenado com as bobinas de cada fase e da 

composição da força contra eletromotriz são apresentados em mais detalhes nas subseções 
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a seguir. O presente método, é aqui nomeado como Método da Composição das Regiões, 

para futuras referências. 

3.4.1  Decomposição do Fluxo Magnético 

O método aqui proposto leva em consideração a forma de onda da corrente de alimen-

tação da máquina no modo six-step, onde apenas duas fases estão alimentadas a cada ins-

tante. Ao se observar a o modo six-step para alimentação das fases da máquina, é possível 

notar seis regiões em que a máquina apresenta comportamento eletromagnético diferente, 

i.e., são impostas diferentes condições de orientação de fluxo magnético dentro da máquina 

segundo a orientação das correntes nas bobinas de cada fase, por meio de uma ponte inver-

sora trifásica [35]. Essas regiões são descritas na Tabela 3.1. 

Tabela 3.1 - Regiões de Operação 

Posição do Rotor 
(Graus Elétricos) 

Fases 
Região' Região 

Ligadas Desligadas 

0º ~ 60º +C, -A B 1’ 1 

60º ~ 120º +C, -B A 2’ 2 

120º ~ 180º +A, -B C 3’ 3 

180º ~ 240º +A, -C B 4’ 1 

240º ~ 300º +B, -C A 5’ 2 

300º ~ 360º +B, -A C 6’ 3 

Contudo, ao se observar as regiões propostas na Tabela 3.1, nota-se claramente que 

há apenas três regiões cujo comportamento do fluxo magnético seja diferente, sendo as ou-

tras regiões simétricas ao apresentarem correntes em fase oposta às três primeiras regiões e 

também, o polo magnético do rotor está oposto ao polo magnético para as três primeiras 

regiões. A Figura 3.2 ilustra o conceito da simetria proposta em uma máquina de dois polos e 

três ranhuras para as regiões 1’ e 4’ em que, ambas podem ser consideradas como sendo a 

mesma região (região 1) por apresentarem a mesma orientação e comportamento de fluxo 

magnético. 

Partindo-se da simetria proposta, têm-se as regiões: Região 1, quando as fases A e C 

estão ativas; Região 2, quando as fases B e C estão ativas; e Região 3, quando as fases A e 

B estão ativas. A Figura 3.3 exemplifica o processo de segregação do fluxo magnético por 

fase segundo as regiões propostas aplicado a uma condição de carregamento eletromagné-

tico de 20A para a máquina utilizada em [6]. 
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Figura 3.2 - Comportamento Simétrico 

 

a) Região 1’: Fases +C e -A ligadas; b) Região 4’: Fases -C e +A ligadas. 

A segregação do fluxo magnético por fase por meio das regiões propostas tem como 

base a lei da conservação da energia. Em linhas gerais, para que o comportamento dentro da 

máquina seja conservativo é necessário que as condições de campo impostas pelas correntes 

de fase sejam mantidas durante uma revolução elétrica completa do rotor. Desta forma, cria-

se um campo conservativo, o que está de acordo com a formulação do princípio de conserva-

ção de energia que, segundo [36], [37] o trabalho realizado nessa revolução completa, i.e., 

sair de um ponto A, ir a um ponto B e retornar ao ponto A, resultaria em trabalho resultante 

nulo por estar sob um campo de força conservativo. No acionamento da máquina, cujo obje-

tivo é produzir torque, busca-se continuamente a produção de trabalho ao se comutar as fases 

do inversor de frequência e manter o campo não conservativo. 

Figura 3.3 - Segregação das Regiões do Fluxo Concatenado com a Fase A 
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Portanto, os trechos da forma de onda do fluxo concatenado apresentados em cada 

região ilustrada na Figura 3.3 são trechos constituintes de uma forma de onda de fluxo con-

catenado com uma fase para uma revolução elétrica completa mantendo-se as condições de 

alimentação da máquina de acordo com o proposto nessa região. Dessa maneira, são neces-

sárias seis simulações para a obtenção do fluxo magnético para cada uma das regiões, no 

entanto, graças à simetria observada, são necessárias apenas três simulações contendo as 

condições de alimentação em que as fases -A e +C estão ligadas (região 1), as fases -B e +A 

estão ligadas (região 2) e as fases +A e -B estão ligadas (região 3). 

Mesmo sendo apenas três simulações, o esforço computacional exigido é considerável 

uma vez que é necessária a realização de uma revolução elétrica completa em cada simula-

ção, o que resulta em um esforço computacional três vezes maior do que a simulação con-

tendo todas as condições de corrente. 

Uma forma alternativa que contorna o problema de esforço computacional exigido pela 

simulação das três regiões, tem como base o uso dos resultados da forma de onda do fluxo 

concatenado por fase contendo todas as condições de corrente. E, a partir dessas formas de 

onda, aplica-se a segregação das regiões de fluxo e extrai-se os pontos de cada região se-

gundo a posição em que esses pontos se encontram (posição do rotor). Assim, separados os 

pontos de cada região, aplica-se o processo de ajuste de curvas (curve fitting) por meio de 

algum software especialista (e.g., MatLab®, Origin®), sendo obtidas as três curvas que repre-

sentam, cada uma, a forma de onda de fluxo concatenado por fase para determinada região. 

De um modo geral, cada região resulta em uma forma de onda de fluxo concatenado, for-

mando, portanto, três componentes de forma de onda de fluxo concatenado para uma única 

fase. 

3.4.2  Composição da Força Contra Eletromotriz 

A partir dos resultados obtidos na Subseção 3.4.1 emprega-se a operação derivada 

nas regiões de fluxo magnético e são obtidas as formas de onda das forças contra eletromo-

trizes de cada região como ilustrado na Figura 3.4. Em seguida, compõe-se as formas de 

onda de força contra eletromotriz. Para a composição da força contra eletromotriz é preciso 

levar em conta, novamente, as regiões propostas na Tabela 3.1, i.e., para cada posição   do 

rotor é utilizada a forma de onda de força contra eletromotriz apropriada. Assim, para o inter-

valo de 0º a 60º elétricos do rotor, utiliza-se a força contra eletromotriz proveniente da Região 

1; de 60º a 120º, utiliza-se a força contra eletromotriz proveniente da Região 2; de 120º a 180º, 

utiliza-se a força contra eletromotriz proveniente da Região 3 e assim por diante até que se 

complete uma revolução elétrica e a forma de onda da força contra eletromotriz resultante 
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seja completamente determinada. 

Embora as formas de onda da força contra eletromotriz compostas ilustradas na Figura 

3.5 não sejam suaves e contínuas em torno dos pontos de comutação (0º, 60º, 120º, 180º, 

240º, 300º e 360º elétricos), estas formas de onda são parcialmente suaves se observadas 

dentro dos intervalos de 60º elétricos, contornando parcialmente o problema apresentado em 

[6], [12] e melhorando consideravelmente o cálculo do torque mútuo. 

 

Figura 3.4 - Componentes da Força Contra Eletromotriz 

 

Figura 3.5 - Força Contra Eletromotriz Composta 
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3.5  Força Contra Eletromotriz : Método dos Tensores 

O presente método, é aqui nomeado como Método dos Tensores, para futuras refe-

rências. 

Apesar das melhorias provenientes do emprego da força contra eletromotriz calculada 

pelo Método da Composição das Regiões para a avalição do torque mútuo da máquina em 

estudo, o método carrega intrinsecamente alguns erros numéricos e de aproximação que re-

fletem diretamente na precisão na determinação do torque eletromagnético final, apresen-

tando erros bem menores que os erros provenientes do método convencional, mas ainda sim 

em níveis consideráveis caso a expressão que descreva alguma das curvas de fluxo conca-

tenado não esteja exata. Ainda, um erro intrínseco do método da composição está na dificul-

dade em manter a exatidão e precisão na forma de onda do torque à medida que a saturação 

aumenta. Além desses erros, destaca-se ainda, o custo computacional para a determinação 

das curvas e a dificuldade de implementação de uma forma automatizada para a realização 

do método. 

A fim de se contornar todos esses problemas, propõe-se um novo método baseado na 

combinação entre o Método da Permeabilidade Fixa e os Tensores de Maxwell a partir da 

expansão da expressão do torque segundo a formulação do Método da Permeabilidade Fixa. 

Este método é descrito em detalhes a seguir. 

Segundo o Método da Permeabilidade Fixa é válido afirmar: 

 
OP PM FP i FP

OP PM FP i FP

B B B

H H H

 

 

 

 
  (3.12) 

Onde: 

 
OPB  - Densidade de fluxo magnético do ponto de operação da máquina; 

 
PM FPB 

 - Densidade de fluxo magnético (Contribuição dos Ímãs); 

 
i FPB 

 - Densidade de fluxo magnético (Contribuição da Armadura); 

 
OPH  - Intensidade de fluxo magnético do ponto de operação da máquina; 

 
PM FPH 

 - Intensidade de fluxo magnético (Contribuição dos Ímãs); 

 
i FPH 

 - Intensidade de fluxo magnético (Contribuição da Armadura). 
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E segundo o emprego dos Tensores de Maxwell para o cálculo do torque eletromag-

nético, é válido afirmar: 

 
2

2

0
0

( ) ( )
fe

OP R OP T

l
Tel r B B d






    (3.13) 

Onde: 

 ( )OP RB  - Componente Radial da densidade de fluxo magnético do ponto de ope-

ração; 

 ( )OP TB  - Componente Tangencial da densidade de fluxo magnético do ponto de 

operação; 

Substituindo-se (3.12) em (3.13), obtém-se: 

 
2

2

0
0

( ) ( )
fe

PM FP i FP R PM FP i FP T

l
Tel r B B B B d






        (3.14) 

Os subscritos R  e T , externos aos parênteses, indicam as componentes Radiais e 

Tangenciais das funções contidas pelos parênteses. Expandindo-se a expressão dada em 

(3.14), chega-se a: 
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 

 
 

 
 
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   

 

 
  
 

 

 

  (3.15) 

Observando-se a expressão dada em (3.15), é possível notar quatro parcelas distintas. 

Dessas quatro parcelas, apenas duas são extensamente trabalhadas na literatura, a primeira 

das parcelas é a utilizada para o cálculo do torque de borda (
BordaT ), cujo resultado pode ser 

obtido diretamente da simulação linear do método da permeabilidade fixa em que se tem a-

penas os ímãs como fonte de fluxo magnético em operação (quarta etapa de simulação da 

Figura 2.2); a segunda das parcelas é a utilizada para o cálculo do torque de relutância (devido 

à variação da indutância da máquina, 
RelutânciaT ), cujo resultado pode ser também obtido dire-

tamente da simulação linear do método da permeabilidade fixa em que se tem apenas as 

correntes de armadura como fonte de fluxo magnético em operação (quarta etapa de simula-
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ção da Figura 2.2). Já as duas parcelas restantes, que estão entre colchetes, podem ser de-

finidas como as parcelas responsáveis pelo torque mútuo (
MútuoT ), uma vez que estas parce-

las lidam com a interação entre as distribuições das densidades de fluxo magnético proveni-

entes dos ímãs e das correntes de armadura, assim como expresso em  (3.3). Definem-se 

então: 

 
2

2

0
0

( ) ( )
fe

PM FP R PM FP TBorda

l
T r B B d






     (3.16) 
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fe

i FP R i FP TRelutância

l
T r B B d






     (3.17) 

 
2 2

2 2

0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
fe fe

Mútuo PM FP R i FP T i FP R PM FP T

l l
T r B B d r B B d

 

 
 

        (3.18) 

Assumindo-se a expressão dada em (3.18), como verdadeira para o Torque Mútuo da 

máquina em estudo, e que o Torque Mútuo também pode ser escrito em termos de corrente 

e força contra eletromotriz por: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )MEC Mútuo A A B B C CT i e i e i e           (3.19) 

Analisando-se (3.19) é possível notar que cada fase tem a sua contribuição no torque 

mútuo dada a interação entre a corrente desta fase e a força contra eletromotriz da mesma 

(3.20). Desta forma, se apenas uma das fases estiver acionada (ex.: fase A), o torque mútuo 

será igual a contribuição desta mesma fase para o torque mútuo. A partir desta afirmação e 

do modelo já linearizado (3.21) obtido a partir da terceira etapa de simulação proposta na 

Figura 2.2, propõe-se uma nova etapa, paralela à última etapa de simulação em que a corrente 

de uma das fases, a exemplo a fase A, assumirá o valor unitário (1A) ao passo que as corren-

tes das outras fases assumiram valores iguais zero (0A) e a contribuição do ímã será desati-

vada (i.e. força coercitiva do ímã é igual a zero). Nota-se que esta etapa é semelhante a última 

etapa do método da permeabilidade fixa a não ser pelo estado das correntes, que no método 

da permeabilidade fixa tem-se todas com seus valores atribuídos segundo a alimentação de 

cada passo da simulação. A Figura 3.6 ilustra esta etapa paralela que foi proposta. 

Como resultado desta proposição, avalia-se a força contra eletromotriz da fase acio-

nada nesta etapa ao substituir (3.21) em (3.18) e isolando a parcela referente à contribuição 

da fase A, resultando em (3.22), que demonstra claramente a relação da força contra eletro-

motriz com os Tensores de Maxwell. 
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 _ _ _i FP i FP A i FP B i FP CB B B B        (3.21) 

Figura 3.6 - Etapa Adicional Proposta 
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  (3.22) 

Vale ressaltar, que além do critério de precisão na obtenção dos valores de densidade 

de fluxo magnético no cálculo dos Tensores de Maxwell por meio do Filtro Harmônico, pro-

posto em [22], [23] e mostrado na Seção 2.4 o uso da operação integral eleva em um grau o 

grau de precisão da expressão da força contra eletromotriz e evita problemas de erros locais 

de derivação, diferentemente do método convencional e do método da força contra eletromo-

triz composta. Além disso, tem-se que o método aqui proposto é de fácil implementação em 

qualquer software de elementos finitos voltados para simulação magnetostática. Vale ainda 

ressaltar, que da mesma forma que foi feito para uma máquina síncrona com acionamento 

em onda quadrada de corrente, o mesmo pode ser feito para uma máquina com acionamento 
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em onda senoidal, já que a distribuição do mapa de permeabilidade, i.e., a permeabilidade de 

cada elemento dentro da malha, já foi fixada segundo a forma de onda de alimentação do 

acionamento desejado na terceira etapa de simulação da Figura 2.2. Portanto, é possível a-

valiar e analisar a força contra eletromotriz que as bobinas de cada fase “enxergam” e a partir 

disso, avaliar como a saturação afeta a forma de onda e servir de suporte para que o projetista 

faça ajustes no desenho da máquina a fim de se obter um desenho que proporcione uma força 

contra eletromotriz constante ao longo de toda faixa de acionamento da máquina. Como as 

simulações realizadas aqui são simulações magnetostáticas, os valores da força contra ele-

tromotriz estão normalizados pela velocidade, resultando em weber/radiano.  
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Capítulo 4 

Estudo de Casos 

4.1  Introdução 

Neste capítulo são avaliados três estudos de casos para validação dos dois métodos 

propostos para o cálculo da força contra eletromotriz. Cada um desses casos apresenta con-

figuração diferente de rotor (topologia e ímã) capaz de produzir de maneira significativa torque 

de relutância e/ou torque de borda que também contribuem para as ondulações do torque 

eletromagnético. Dessa forma, em meio a um cenário ‘ruidoso’ em que as outras parcelas de 

torque também contribuem com as ondulações no torque eletromagnético, torna-se possível 

verificar a versatilidade e precisão dos métodos propostos para obtenção da força contra ele-

tromotriz, cujas distorções provocadas pelo carregamento eletromagnético influenciam dire-

tamente nas ondulações do torque eletromagnético. Assim, o método mais preciso conseguirá 

refletir com exatidão as não linearidades e distorções na força contra eletromotriz. 

Os três casos em estudo têm o mesmo estator, a mesma distribuição de bobinas e o 

mesmo número de condutores por bobina, como mostra a Figura 4.1. As características di-

mensionais deste estator são apresentadas na Tabela 4.1. 

A escolha por este estator se baseia em uma máquina síncrona de ímãs na superfície 

do rotor que apresenta as mesmas características de estator e está presente no Laboratório 

de Controle e Eletrônica de Potência (LACEP) do Departamento de Engenharia Elétrica da 

Universidade de São Paulo, sendo ela um dos casos em estudo (Caso 1). 
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Os três casos se diferenciam pelo ímã empregado e pela topologia do rotor, como 

ilustra a Figura 4.2. 

Figura 4.1 – Estator das Máquinas em Estudo 

 

Tabela 4.1 - Dimensões da Máquina 

Parâmetro Dimensão 

Número de Ranhuras 24 

Diâmetro Externo do Estator 116,6 mm 

Diâmetro Interno do Estator 61 mm 

Espessura da Carcaça do Estator 14,35 mm 

Largura do Dente 3,52 mm 

Abertura de Ranhura 2,15 mm 

Espessura da Ponta da Sapata do Dente 1 mm 

Diâmetro dos Condutores Utilizados 21AWG 

Figura 4.2 – Rotores dos Casos em Estudo 

 

a) Caso 1: Ímãs de Ferrite; b) Caso 2: Ímãs de Neodímio; c) Caso 3: Ímãs Semi-enterrados 
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Caso 1: Como mencionado, apresenta rotor idêntico à máquina presente no labora-

tório que foi projetada e avaliada em [35] com o objetivo de substituir um 

motor de indução monofásico empregado em um compressor hermético 

para refrigeração. Sua primeira simulação em elementos finitos foi realizada 

por [38] avaliando-se as perdas no núcleo desta máquina caso os ímãs de 

ferrite fossem substituídos por ímãs de neodímio. Contém ímãs de Ferrite 

com 7,6mm de espessura e entreferro de 1,35mm. A corrente nominal desta 

máquina é 10A [35]. Os dados dimensionais deste rotor e seus ímãs são 

apresentados na Tabela 4.2. Para este caso, são avaliados dados de simu-

lação e dados experimentais para as condições de 50% e 100% de carrega-

mento. Condições experimentais acima de 100% de carregamento demons-

traram-se como situações de risco para esta máquina, uma vez que a tem-

peratura no enrolamento da mesma atinge valores elevados em um curto 

intervalo de tempo, abrindo a possibilidade de degradação da isolação dos 

condutores e consequente curto-circuito interno. Outro fator, oriundo do a-

quecimento, é a elevação do valor de resistência de fase/linha, implicando 

na necessidade de tensões CC mais elevadas. Assim, a condição de 200% 

de carregamento é apenas simulada. 

Caso 2: O segundo caso é uma modificação do primeiro caso, em que os ímãs são 

substituídos por ímãs de Neodímio-Ferro-Boro de maior densidade de ener-

gia, mantendo a espessura de 7,6mm e o entreferro de 1,35mm. Essa mu-

dança eleva o valor de amplitude da força contra eletromotriz e também do 

torque de borda (cogging torque). Para este caso, são avaliados apenas da-

dos simulados para as condições de 50%, 100% e 200% de carregamento. 

Os dados dimensionais deste rotor e seus ímãs são apresentados na Tabela 

4.2. 

Caso 3: Este caso é uma modificação que mostra uma condição diferente para se 

avaliar o método de obtenção da força contra eletromotriz, já que nesta con-

figuração de rotor têm-se torque de relutância considerável, além do torque 

de borda como característica intrínseca. Criando assim, um cenário mais 

‘ruidoso’, como mencionado. Para este caso, são avaliados apenas dados 

simulados para as condições de 50%, 100% e 200% de carregamento. Os 

dados dimensionais deste rotor e seus ímãs são apresentados na Tabela 

4.2. 
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Tabela 4.2 - Características dos Rotores 

Parâmetro Caso1 Caso 2 Caso 3 

Número de Polos 4 4 4 

Entreferro 1,35 mm 1,35 mm 1,35 mm 

Diâmetro Externo do Rotor 58,3 mm 58,3 mm 58,3 mm 

Diâmetro do Eixo 19 mm 19 mm 19 mm 

Espessura do Ímã 7,6 mm 7,6 mm 7,6 mm 

Ímã Ferrite 
NdFeB 

10MGOe 
NdFeB 

10MGOe 

Ângulo do arco do ímã 82,5º 90º 76,5º 

 

Deve-se levar em consideração que os casos analisados não apresentam inclinação 

no pacote de lâminas do estator (skewing slot), contribuindo, portanto, para a presença de 

torque de borda (cogging torque). 

Em todos os casos investigados, as máquinas são alimentadas com correntes de es-

tator conforme a Figura 4.3. Tomando-se por base que as simulações realizadas são simula-

ções magnetostáticas utilizando o método dos elementos finitos, a forma perfeitamente qua-

drada das correntes apresentadas na Figura 4.3 é plausível de ser obtida na simulação. Outro 

fator que pesa a favor desta forma de onda de corrente perfeitamente quadrada, é que esta 

se trata da corrente ideal para o acionamento de máquinas síncronas com ímã no rotor cuja 

forma de onda da força contra eletromotriz é trapezoidal ou próxima a um trapézio, de maneira 

a aproveitar melhor a região de produção de torque. Parte-se destas condições ideais de onda 

quadrada a fim de se obter um cenário mais crítico na comutação das fases que proporcione 

variações mais abruptas no fluxo magnético da máquina. Contornados os problemas para 

este tipo de variação, a mesma solução se torna compatível para variações mais suaves no 

fluxo magnético. 

O trabalho aqui apresentado adota os valores de correntes de 5, 10 e 20A, que repre-

sentam 50, 100 e 200% de carregamento eletromagnético na máquina real, respectivamente. 

Essas condições de corrente são mantidas para as variações propostas no rotor (Caso 2 e 3). 

A condição de 50% de carregamento ilustra uma condição intermediária entre a operação em 

vazio e a operação em carga plena, sendo utilizada para demonstrar que os métodos propos-

tos para o cálculo da força contra eletromotriz avaliam corretamente a força contra eletromotriz 

mesmo quando esta não é muito afetada pela saturação eletromagnética ou pelo acionamento 

da máquina. A condição de 100% de carregamento visa demonstrar que os métodos propos-

tos apresentam resultados coerentes para a forma de onda da força contra eletromotriz 
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quando esta é distorcida pelo acionamento e/ou saturação da máquina em plena carga. Ape-

sar de simuladas, as condições de carregamento superiores à 100% são condições geral-

mente presentes em transitórios e não em regime permanente, pois a operação constante 

acima de 100% apresenta maiores perdas de energia, maiores desgastes mecânicos e cau-

sam danos nos enrolamentos (sobreaquecimento e redução da vida útil da isolação). 

Figura 4.3 - Forma de Onda da Corrente de Alimentação 

 

Para todos os casos em estudos são apresentados os seguintes dados nas subseções 

a seguir: 

 Condição em Vazio (0A): 

o Fluxo Magnético Concatenado da Fase A; 

o Força Contra Eletromotriz; 

o Torque de Borda; 

 Condição em Carregamento 

o Fluxo Concatenado da Fase A e sua decomposição; 
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o Força Contra Eletromotriz; 

o Torque Mútuo; 

o Torque de Borda; 

o Torque de Relutância; 

o Torque Eletromagnético. 

4.2  Caso 1 

Aqui são apresentados os resultados referentes ao emprego dos métodos para obten-

ção da força contra eletromotriz para o estudo de caso 1. 

4.2.1  Condição em Vazio (0A) 

As formas de onda de fluxo magnético concatenado com a fase A, força contra eletro-

motriz da fase A e torque de borda para a operação em vazio são mostradas da Figura 4.4 a 

Figura 4.6. As demais fases têm os seus resultados omitidos neste trabalho uma vez que elas 

apresentam as mesmas características da fase A, excetuando-se o fato de serem 120º e 240º 

elétricos defasadas. Por meio de (3.9) é esperado como frequência fundamental do torque de 

borda o valor de 12 vezes a frequência fundamental de uma revolução elétrica. 

Figura 4.4 - Fluxo Magnético (Operação em vazio) 
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Figura 4.5 - Força Contra Eletromotriz (Operação em Vazio) 

 

Na Figura 4.6 a forma de onda do torque de borda para a condição de operação em 

vazio foi obtida tanto com o método do trabalho virtual (derivada da coenergia) quanto com o 

método dos Tensores de Maxwell, sendo apresentada apenas uma forma de onda já que os 

dois métodos resultaram em uma forma de onda idêntica evidenciando que a malha do entre-

ferro das simulações está bem ajustada. Portanto, para o cálculo do torque de borda para as 

condições de carregamento de 5, 10 e 20A será utilizado apenas o método dos Tensores de 

Maxwell, dado que, se tem ainda o emprego de Filtro Harmônico para o refino do cálculo por 

Tensor de Maxwell. O valor baixo para o torque de borda é justificável pela baixa densidade 

de energia dos ímãs de ferrite e pelo comprimento do entreferro ser considerável (1,35mm) 

se comparado com a dimensão da máquina. 

Figura 4.6 - Torque de Borda (Operação em vazio) 
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4.2.2  Condição em Carregamento 

As formas de onda do fluxo magnético concatenado para a fase A nas condições de 

carregamento de 5, 10 e 20A são ilustradas na Figura 4.7 

Figura 4.7 - Fluxo Magnético Concatenado (Carregamentos de 5, 10 e 20A) 

 

Valendo-se da aplicação da derivada sobre as formas de onda do fluxo magnético 

concatenado por fase (Método Convencional) apresentadas na Figura 4.7, são obtidas e a-

presentadas na Figura 4.8 as formas de onda das forças contra eletromotrizes para cada uma 

das condições de carregamento. Nota-se, que a força contra eletromotriz é ocorrida de osci-

lações que se repetem a cada 60º elétricos e são mais evidentes nas condições de 10 e 20A 

de carregamento. Em alguns trabalhos como [6], [12], [14]–[16] essas oscilações são mais 

evidentes em condições de carregamento menores que 100% devido ao tipo de ímã utilizado 

(ímã de terras raras). O período de repetição destas oscilações está diretamente relacionado 

com o chaveamento do inversor de frequência ideal operando no modo six-step para se pro-

duzir as correntes desejadas. O aparecimento destas oscilações está ligado à aplicação da 

operação derivada sobre as formas de onda de fluxo magnético concatenado nos pontos de 

comutação do inversor (0º, 60º, 120º, 180º, 240º, 300º e 360º elétricos) já que, essas formas 

de onda de fluxo magnético concatenado apresentam variações descontínuas nesses pontos 

(vide Figura 4.7). Além das oscilações presentes ao se aplicar a operação de derivada (Mé-

todo Convencional), esta operação realiza de maneira indireta a “conexão” entre dois estados 

diferentes da máquina quando a mesma está carregada. Como os dois estados que estão 

sendo “conectados/relacionados” por meio da derivada são estados diferentes um do outro 

ao apresentarem condições discrepantes de fluxo magnético circulante na máquina, surgem 

essas oscilações. 
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Figura 4.8 - Força Contra Eletromotriz (Carregamentos de 5, 10 e 20A) 

 

A fim de se contornar este problema presente no método convencional, os fluxos mag-

néticos concatenados apresentados na Figura 4.7 são decompostos em três componentes 

definidas pelo Método da Composição das Regiões, resultando nas regiões ilustradas da Fi-

gura 4.9 a Figura 4.11, para as condições de carregamento eletromagnético de 5, 10 e 20A. 

Vale lembrar que este método considera que para a condição de corrente igual a zero nas 

três fases (operação em vazio), as três componentes de fluxo magnético são coincidentes e 

são representadas por uma única forma de onda de fluxo magnético (Figura 4.4). 

Para o carregamento de 5A é possível notar que as três regiões resultantes são prati-

camente idênticas. Isso ocorre devido ao baixo carregamento eletromagnético da máquina, 

baixa energia do ímã de ferrite e entreferro grande, resultando em pouco ou nenhuma altera-

ção no fluxo magnético concatenado com cada fase e nenhuma distorção na forma de onda 

da força contra eletromotriz. O mesmo já não ocorre para as condições de carregamento de 

10 e 20A. 

A partir dos resultados obtidos com a decomposição do fluxo magnético concatenado 

para a fase A, emprega-se a operação derivada nas regiões de fluxo magnético e são obtidas 

as formas de onda das forças contra eletromotrizes de cada região como ilustrado da Figura 

4.12 a Figura 4.14. Em seguida, compõe-se as formas de onda de força contra eletromotriz 

para as condições de carregamento eletromagnético de 5, 10 e 20A segundo o método da 

composição das regiões. Para a composição da força contra eletromotriz é preciso levar em 

conta, novamente, as regiões propostas na Tabela 3.1, i.e., para cada posição   do rotor é 

utilizada a forma de onda de força contra eletromotriz apropriada. Assim, para o intervalo de 

0º a 60º elétricos do rotor, utiliza-se a força contra eletromotriz proveniente da Região 1; de 

60º a 120º, utiliza-se a força contra eletromotriz proveniente da Região 2; de 120º a 180º, 

utiliza-se a força contra eletromotriz proveniente da Região 3 e assim por diante até que se 
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complete uma revolução elétrica e a forma de onda da força contra eletromotriz resultante 

seja completamente determinada. 

Figura 4.9 – Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.10 - Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 10A) 

 

Figura 4.11 - Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 20A) 
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Figura 4.12 - Região 1: Componentes da Força Contra Eletromotriz 

 

Figura 4.13 - Região 2: Componentes da Força Contra Eletromotriz 

 

Figura 4.14 - Região 3: Componentes da Força Contra Eletromotriz 
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são apresentadas na Figura 4.15. 

Embora as formas de onda da força contra eletromotriz compostas ilustradas na Figura 

4.15 não sejam suaves e contínuas nos pontos de comutação (0º, 60º, 120º, 180º, 240º, 300º 

e 360º elétricos) principalmente para os carregamentos de 10 e 20A, estas formas de onda 

são suaves se observadas dentro dos intervalos de 60º elétricos e contornam o problema da 

oscilação no ponto de comutação apresentado em [6], [12] e no emprego do método conven-

cional, melhorando consequentemente o cálculo do torque mútuo. 

Figura 4.15 - Força Contra Eletromotriz – Método da Composição 

 

Aplicando-se o Método dos Tensores para a obtenção da força contra eletromotriz, 

obtém-se as formas de onda para as condições de carregamento de 5, 10 e 20A conforme 

ilustra a Figura 4.16. 

Figura 4.16 - Força Contra Eletromotriz – Método dos Tensores 
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Regiões, as formas de onda aqui obtidas carregam características não lineares acrescentadas 

por harmônicos de ordem mais elevada, caracterizando melhor os efeitos da saturação e do 

modo de alimentação das fases sob a força contra eletromotriz e não apresenta oscilações 

como as oscilações presentes na força contra eletromotriz obtida pelo Método Convencional 

nos pontos de comutação. 

Tomando-se por base as formas de onda da corrente de armadura apresentadas na 

Figura 4.3 e as formas de onda das forças contra eletromotrizes para as condições de carre-

gamento simuladas, obtém-se as formas de onda do torque mútuo, sendo as mesmas com-

paradas com as formas de onda do torque eletromagnético (
ELT  - resultante das simulações 

não lineares) para cada uma das condições, como ilustradas nas Figuras 4.17 a 4.19. 

As diferenças presentes nas formas de onda do torque mútuo estão diretamente rela-

cionadas com as diferenças entre as formas de onda das forças contra eletromotrizes e, con-

sequentemente, à saturação da máquina. Assim como no torque eletromagnético (
ELT ), nota-

se que devido à saturação da máquina, a razão torque mútuo médio por corrente de armadura 

reduz à medida que a corrente de armadura aumenta. 

No que diz respeito ao Torque de Borda, deve-se levar em conta que os trabalhos [9]–

[11], [13], [19], [25], [33], [34], diferentemente de [6], [15] e do presente trabalho, investigam 

máquinas síncronas com ímãs no rotor com forma de onda de corrente puramente senoidal. 

De modo similar, investiga-se se há variação na frequência dessa parcela do torque eletro-

magnético para a máquina em estudo. 

As formas de onda do torque de borda para as condições de carregamento de 5, 10 e 

20A são apresentadas nas Figuras 4.20 a 4.22. Os valores máximo, mínimo, médio e a razão 

entre o valor absoluto do torque de borda e a corrente de armadura são apresentados na 

Tabela 4.3, assim como o valor de amplitude deste torque. Como pode ser notado, os valores 

médios desta parcela do torque e suas amplitudes para as duas condições de carregamento 

aumentam à medida que o carregamento aumenta. A significância desta parcela do torque 

para este caso é baixa devido ao entreferro grande e a baixa densidade de energia dos ímãs 

de ferrite. 

Semelhante à [10], onde o período de oscilação do primeiro harmônico do torque de 

borda mudou de 30º mecânicos (operação em vazio) para 60º mecânicos independente da 

condição de carregamento da máquina, aqui na máquina sob investigação, a frequência fun-

damental de oscilação do torque de borda continuou em 12 vezes a frequência fundamental 
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de uma revolução elétrica até o carregamento de 5A. Quando a máquina passa dessa condi-

ção de carregamento e atinge o carregamento de 10 e 20A, as frequências de oscilação do 

Torque de Borda mudam, tendo como frequência base 6 vezes a frequência fundamental de 

uma revolução elétrica, como ilustra a Figura 4.23. 

Figura 4.17 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.18 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 10A) 

 

Figura 4.19 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 20A) 
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Tabela 4.3 - Torque de Borda 

 Vazio 05A 10A 20A 

Máximo (mNm) 13 14 12 6 

Mínimo (mNm) -13 -14 -21 -39 

Médio (mNm) 0 0 -4 -15 

|Torque|/Corrente 
(mNm/A) 

- - -0,4 -8 

Amplitude 
(mNm/A) 

13 14 16 27 

 

Figura 4.20 - Torque de Borda (Carregamento de 5A) 

 

 

Figura 4.21 - Torque de Borda (Carregamento de 10A) 
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Figura 4.22 - Torque de Borda (Carregamento de 20A) 
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Figura 4.23 - Amplitude e Frequência do Torque de Borda 
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As formas de onda da indutância de linha para as condições de carregamento simula-

das são apresentadas na Figura 4.24. Ao se observar essas formas de onda é possível pre-

sumir que o torque de relutância para a condição de carregamento de 5A é praticamente nulo, 

já que a indutância para esta condição apresenta valor praticamente constante, com peque-

nas oscilações em torno de 59,1mH. Para a condição de 10A, a indutância apresenta uma 

periodicidade de 60º elétricos (seguindo a mesma periodicidade da alimentação e comutação 

das fases) e sua variação pico a pico é de aproximadamente 1mH, contribuindo, portanto, 

para o surgimento de um torque de relutância. Dado que a variação da indutância na condição 

de carregamento de 10A é negativa, o torque de relutância tem valor médio negativo, sendo 

contrário ao torque mútuo. Já a condição de 20A apresenta uma variação maior no valor da 

indutância, indicando que o torque de relutância para esta condição será ainda maior. 

Figura 4.24 - Indutância de Linha Vista pelo Inversor 
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As Figuras 4.25 e 4.26 ilustra a forma de onda do torque de relutância para as condi-

ções de carregamento de 10 e 20A. A Tabela 4.4 apresenta os valores máximo, mínimo, mé-

dio de torque e a razão entre o valor absoluto do torque de relutância e a corrente de arma-

dura. É mostrada também, a razão entre a amplitude do torque de relutância e a corrente de 

armadura. 

Tabela 4.4 - Torque de Relutância (
RelutânciaT ) 

 10A 20A 

Máximo (mNm) 24 188 

Mínimo (mNm) -78 -345 

Médio (mNm) -14 -89 

Amplitude (mNm) 102 266 

|Torque|/Corrente 
(mNm/A) 

1,4 -45 

Amplitude/Corrente 
(mNm/A) 

10 133 

Figura 4.25 - Torque de Relutância (Carregamento de 10A) 

  

Figura 4.26 - Torque de Relutância (Carregamento de 20A) 
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Como observado na Figura 4.24 e na Tabela 4.4, tanto a amplitude da variação da 

indutância quanto a participação do torque de relutância (o valor absoluto do mesmo) aumen-

tam ao passo que a corrente de armadura aumenta. O crescimento dessas razões é não 

linear, seguindo o comportamento da permeabilidade do material do estator. O valor médio 

negativo indica que o torque de relutância está em oposição ao sentido de rotação da má-

quina, reduzindo o torque final entregue pela mesma. 

O torque eletromagnético para as simulações não lineares é chamado de 
ELT , sendo 

descrito em (3.3), e leva em consideração os efeitos de saturação dos materiais ferromagné-

ticos do estator e do rotor. Tendo-se em vista que no Capítulo 3 são apresentadas três abor-

dagens diferentes para a avaliação da força contra eletromotriz, uma pelo método convencio-

nal, outra por meio do método da composição das regiões [16] e uma outra por meio da as-

sociação entre os tensores de Maxwell e o Método da Permeabilidade Fixa, abre-se a possi-

bilidade para três resultados diferentes no torque resultante da soma das componentes do 

torque eletromagnético. Portanto, a partir desta afirmação, é formulado o equacionamento 

para o torque resultante da soma das parcelas (4.2), onde o que os diferencia é como o torque 

mútuo é calculado. 

 
Soma Mútuo Borda RelutânciaT T T T     (4.2) 

As formas de onda do torque resultante da soma (
SomaT ) das parcelas do torque eletro-

magnético para as condições de carregamento de 5, 10 e 20A, calculadas pelos três métodos, 

são apresentadas da Figura 4.27 a Figura 4.29. 

Notoriamente, a obtenção da força contra eletromotriz pelo método convencional (cál-

culo da força contra eletromotriz por meio da derivada do fluxo magnético concatenado) apre-

senta falhas ao ser utilizada para o cálculo do torque resultante uma vez que, resulta em um 

pico em torno do ponto de comutação das fases. Pico, este, que não está presente no torque 

não linear e nem no torque experimental. Reafirmando assim, a necessidade de um método 

que contorne este problema e apresente de forma precisa o cálculo da força contra eletromo-

triz. Além deste erro, o método convencional para obtenção da força contra eletromotriz tem 

como base os valores de fluxo concatenado calculados pelo próprio software de elementos 

finitos que apresenta ordem menor na precisão se comparado com o valor obtido para o vetor 

potencial magnético. 
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Figura 4.27 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 5A) 

   

Figura 4.28 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 10A) 
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Figura 4.29 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 20A) 
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aproximação de curvas como mencionado na Seção 3.4.1  

Por outro lado, seus valores médios são próximos entre si e próximos ao valor do 

torque obtido por meio de simulação não linear (
ELT ). Entretanto, nota-se que as duas estima-

tivas feitas para o comportamento do torque eletromagnético apresentam formas de onda 

diferentes entre si, sendo a aproximação feita utilizando o torque mútuo calculado com base 

na forma de onda da força contra eletromotriz pelo método dos tensores muito próxima ao 

torque eletromagnético da simulação não linear. Evidencia-se, dessa forma, a boa atuação do 

Método da Permeabilidade Fixa juntamente com os Tensores de Maxwell na obtenção da 

força contra eletromotriz em carga, e seu reflexo no cálculo do torque eletromagnético. 

As diferenças relativas entre o torque resultante calculado com base no método dos 

tensores para a força contra eletromotriz e o torque eletromagnético (
ELT ) residem nos erros 

numéricos provenientes da linearização utilizando o Método da Permeabilidade Fixa por meio 

do programa computacional desenvolvido por [6], que trabalha com uma faixa de tolerância 

para geração do modelo para aplicação do método da permeabilidade fixa. A diferença relativa 

é mínima, apresentando como erro máximo 0,1%. Portanto, a força contra eletromotriz obtida 

por meio do método dos tensores de Maxwell apresenta grande precisão quando implemen-

tado, contornando os problemas apresentados no método convencional (cálculo da força con-

tra eletromotriz por meio da derivada do fluxo concatenado) e no método da composição. 

4.3  Caso 2 

Aqui são apresentados os resultados referentes ao emprego dos métodos para obten-

ção da força contra eletromotriz para o estudo de caso 2. Como mencionado, o segundo caso 

é uma modificação do primeiro caso, em que os ímãs são substituídos por ímãs de Neodímio-

Ferro-Boro de maior densidade de energia, mantendo a espessura de 7,6mm e o entreferro 

de 1,35mm. Essa mudança eleva o valor de amplitude da força contra eletromotriz e também 

do torque de borda (cogging torque). Para este caso, são avaliados apenas dados simulados 

para as condições de 50%, 100% e 200% de carregamento. 

4.3.1  Condição em Vazio (0A) 

As formas de onda de fluxo concatenado com a fase A, força contra eletromotriz da 

fase A e torque de borda para a operação em vazio são mostradas da Figura 4.30 a Figura 

4.32. 
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Figura 4.30 - Fluxo Magnético Concatenado (Operação em vazio) 

 

Figura 4.31 - Força Contra Eletromotriz (Operação em Vazio) 

 

Figura 4.32 - Torque de Borda (Operação em vazio) 
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4.3.2  Condição em Carregamento 

As formas de onda do fluxo magnético concatenado para a fase A nas condições de 

carregamento de 5, 10 e 20A são ilustradas na Figura 4.33. 

Valendo-se da aplicação da derivada sobre as formas de onda do fluxo magnético 

concatenado por fase (Método Convencional) apresentadas na Figura 4.33, são obtidas e 

apresentadas na Figura 4.34 as forças contra eletromotrizes. Nota-se, que a força contra ele-

tromotriz é ocorrida de oscilações que se repetem a cada 60º elétricos para todas as condi-

ções de carregamento, diferentemente do caso 1. Isso se dá graças ao ímã de Neodímio 

utilizado no caso 2, que apresenta maior densidade de energia que o ímã de ferrite, compen-

sando o entreferro grande (1,35mm). 

Figura 4.33 - Fluxo Concatenado (Carregamentos de 5, 10 e 20A) 

 

Figura 4.34 - Força Contra Eletromotriz – Método Convencional 

 

0 60 120 180 240 300 360
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

Posição do Rotor (graus elétricos)

F
lu

x
o
 C

o
n
c
a
te

a
n
d
o
 (

W
b
)

 

 

5A

10A

20A

0 60 120 180 240 300 360
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Posição do Rotor (graus elétricos)

F
o
rç

a
 C

o
n
tr

a
 E

le
tr

o
m

o
tr

iz
 (

W
b
/r

a
d
)

 

 

5A

10A

20A



63 
 

 

As três componentes resultantes da decomposição da forma de onda de fluxo magné-

tico concatenado para a fase A são ilustradas nas Figuras 4.35 a 4.37, para as condições de 

carregamento eletromagnético de 5, 10 e 20A. 

Comparado ao caso 1, o presente caso apresenta para todas as condições de carre-

gamento três regiões distintas que descrevem as componentes do fluxo. A partir dos resulta-

dos obtidos com a decomposição do fluxo magnético concatenado para a fase A, emprega-

se a operação derivada nas regiões de fluxo magnético e são obtidas as formas de onda das 

forças contra eletromotrizes de cada região como ilustrado da Figura 4.38 a Figura 4.40. Em 

seguida, compõe-se as formas de onda de força contra eletromotriz para as condições de 

carregamento eletromagnético de 5, 10 e 20A. 

As formas de onda da força contra eletromotriz composta para as condições de carre-

gamento eletromagnético de 5, 10 e 20A são apresentadas na Figura 4.41. 

Figura 4.35 – Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.36 - Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 10A) 
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Figura 4.37 - Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 20A) 

 

Figura 4.38 - Região 1: Componentes da Força Contra Eletromotriz 

 

Figura 4.39 - Região 2: Componentes da Força Contra Eletromotriz 
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Figura 4.40 - Região 3: Componentes da Força Contra Eletromotriz 

 

Figura 4.41 - Força Contra Eletromotriz – Método da Composição 
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paradas com as formas de onda do torque eletromagnético (
ELT ) para cada uma das condi-

ções, como ilustradas nas  Figura 4.43 a  Figura 4.45. 

Figura 4.42 - Força Contra Eletromotriz – Método dos Tensores 

 

 Figura 4.43 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 5A)  

 

Figura 4.44 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 10A) 
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 Figura 4.45 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 20A)  

 

As formas de onda do torque de borda para as condições de carregamento de 5, 10 e 

20A são apresentadas nas Figuras 4.46 a 4.48. Os valores máximo, mínimo, médio e a razão 

entre o valor absoluto do torque de borda e a corrente de armadura são apresentados na 

Tabela 4.5, assim como o valor de amplitude deste torque. Como pode ser notado, os valores 

médios desta parcela do torque e suas amplitudes para as duas condições de carregamento 

aumentam à medida que o carregamento aumenta. 

No caso sob investigação, a frequência fundamental de oscilação do torque de borda 

continuou em 12 vezes a frequência fundamental de uma revolução elétrica até o carrega-

mento de 10A. Quando a máquina passa dessa condição de carregamento e atinge o carre-

gamento de 20A, as frequências de oscilação do Torque de Borda mudam, tendo como fre-

quência base 6 vezes a frequência fundamental de uma revolução elétrica, como ilustra a 

Figura 4.49. 

Assim como no Caso 1, os valores médios de torque de borda são diferentes de zero 

e aumentam ao passo que o carregamento eletromagnético da máquina aumenta. 

Tabela 4.5 - Torque de Borda 

 Vazio 05A 10A 20A 

Máximo (mNm) 70 61 3 -98 

Mínimo (mNm) -70 -95 -222 -538 

Médio (mNm) 0 -16 -100 -350 

|Torque|/Corrente 
(mNm/A) 

- 3 10 18 

Amplitude 
(mNm/A) 

70 78 110 220 
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Figura 4.46 - Torque de Borda (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.47 - Torque de Borda (Carregamento de 10A) 

 

Figura 4.48 - Torque de Borda (Carregamento de 20A) 
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Figura 4.49 - Amplitude e Frequência do Torque de Borda 

 

As formas de onda da indutância de linha para as condições de carregamento simula-

das são apresentadas na Figura 4.50. Ao se observar essas formas de onda é possível pre-

sumir que o torque de relutância para a condição de carregamento de 5A é baixa e próxima a 

54mH. Já para as condições de 10 e 20A, a indutância apresenta uma periodicidade de 60º 

elétricos (seguindo a mesma periodicidade da alimentação e comutação das fases) e sua 

variação pico a pico é considerável, contribuindo, portanto, para o surgimento de um torque 

de relutância. 

As Figuras 4.51 a 4.53 ilustram as formas de onda do torque de relutância para as 

condições de carregamento de 5, 10 e 20A. A Tabela 4.6 apresenta os valores máximo, mí-

nimo, médio de torque e a razão entre o valor absoluto do torque de relutância e a corrente 

de armadura. É mostrada também, a razão entre a amplitude do torque de relutância e a 

corrente de armadura. 

Figura 4.50 - Indutância de Linha Vista pelo Inversor 
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Figura 4.51 - Torque de Relutância (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.52 - Torque de Relutância (Carregamento de 10A) 

 

Figura 4.53 - Torque de Relutância (Carregamento de 20A) 
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Tabela 4.6 - Torque de Relutância (
RelutânciaT ) 

 05A 10A 20A 

Máximo (mNm) -9,9 -6,3 -468 

Mínimo (mNm) -27,1 -86,3 -1309 

Médio (mNm) -18,5 -46,3 -889 

Amplitude (mNm) 17,3 80 841 

|Torque|/Corrente 
(mNm/A) 

3,7 4,6 44,4 

Amplitude/Corrente 
(mNm/A) 

3,5 8 42,1 

Como observado, tanto a amplitude da variação da indutância quanto a participação 

do torque de relutância (o valor absoluto do mesmo) aumentam ao passo que a corrente de 

armadura aumenta. 

A  Figura 4.53 demonstra uma mudança no comportamento do torque de relutância 

para a condição de carregamento de 20A quando comparado aos comportamentos do torque 

de relutância para as condições 5 e 10A de carregamento eletromagnético. Dada a relação 

direta entre as formas de onda do torque de relutância com as formas de onda da indutância 

de linha vista pelo inversor, é possível relacionar essa mudança no comportamento do torque 

de relutância com a mudança de comportamento da curva de indutância de linha vista pelo 

inversor para a condição de carregamento de 20A, como mostra a Figura 4.50. Na Figura 

4.50, a curva de indutância para a condição de 20A apresenta concavidade voltada para baixo 

dentro de um intervalo de 60º elétricos, ao contrário das curvas de indutância para as condi-

ções de 5 e 10A, que têm concavidade voltada para cima. 

As formas de onda do torque resultante da soma (
SomaT ) das parcelas do torque eletro-

magnético para as condições de carregamento de 5, 10 e 20A, calculadas pelos três métodos, 

são apresentadas da Figura 4.54 a Figura 4.56. 

Novamente, a obtenção da força contra eletromotriz pelo método convencional (cálculo 

da força contra eletromotriz por meio da derivada do fluxo concatenado) apresenta falhas ao 

ser utilizado para o cálculo do torque resultante uma vez que, resulta em um pico em torno do 

ponto de comutação das fases. Pico, este, que não está presente no torque não linear. Rea-

firmando novamente, a necessidade de um método que contorne este problema e apresente 

de forma precisa o cálculo da força contra eletromotriz. 
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Figura 4.54 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.55 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 10A) 
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Figura 4.56 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 20A) 
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motriz da fase A e torque de borda para a operação em vazio são mostradas da Figura 4.57 
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a Figura 4.59. 

Figura 4.57 - Fluxo Magnético Concatenado (Operação em vazio) 

 

Figura 4.58 - Força Contra Eletromotriz (Operação em Vazio) 

 

Figura 4.59 - Torque de Borda (Operação em vazio) 
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4.4.2  Condição em Carregamento 

As formas de onda do fluxo magnético concatenado para a fase A nas condições de 

carregamento de 5, 10 e 20A são ilustradas na Figura 4.60. 

Figura 4.60 - Fluxo Magnético Concatenado (Carregamentos de 5, 10 e 20A) 

 

Valendo-se da aplicação da derivada sobre as formas de onda do fluxo magnético 

concatenado por fase (Método Convencional) apresentadas na Figura 4.57, são obtidas e 

apresentadas na Figura 4.61 as forças contra eletromotrizes. 

As três componentes resultantes da decomposição da forma de onda de fluxo magné-

tico concatenado para a fase A são ilustradas nas Figuras 4.62 a 4.64, para as condições de 

carregamento eletromagnético de 5, 10 e 20A. 

Figura 4.61 - Força Contra Eletromotriz – Método Convencional 
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Figura 4.62 – Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.63 - Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 10A) 

 

Figura 4.64 - Componentes do Fluxo Magnético (Carregamento de 20A) 
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A partir dos resultados obtidos com a decomposição do fluxo magnético concatenado 

para a fase A, emprega-se a operação derivada nas regiões de fluxo magnético e são obtidas 

as formas de onda das forças contra eletromotrizes de cada região como ilustrado das Figuras 

4.65 a 4.67. Em seguida, compõe-se as formas de onda de força contra eletromotriz para as 

condições de carregamento eletromagnético de 5, 10 e 20A. 

As formas de onda da força contra eletromotriz composta para as condições de carre-

gamento eletromagnético de 5, 10 e 20A são apresentadas na Figura 4.68. 

Aplicando-se o Método dos Tensores para a obtenção da força contra eletromotriz, 

obtém-se as formas de onda para as condições de carregamento de 5, 10 e 20A conforme 

ilustra a Figura 4.69. 

Figura 4.65 - Região 1: Componentes da Força Contra Eletromotriz 

 

Figura 4.66 - Região 2: Componentes da Força Contra Eletromotriz 
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Figura 4.67 - Região 3: Componentes da Força Contra Eletromotriz 

 

Figura 4.68 - Força Contra Eletromotriz – Método da Composição 

 

Figura 4.69 - Força Contra Eletromotriz – Método dos Tensores 
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Tomando-se por base as formas de onda da corrente de armadura apresentadas na 

Figura 4.3 e as formas de onda das forças contra eletromotrizes para as condições de carre-

gamento simuladas, obtém-se as formas de onda do torque mútuo, sendo as mesmas com-

paradas com as formas de onda do torque eletromagnético (
ELT ) para cada uma das condi-

ções, como ilustradas nas Figuras 4.70 a 4.72. 

As formas de onda do torque de borda para as condições de carregamento de 5, 10 e 

20A são apresentadas nas Figuras 4.73 a 4.75. Os valores máximo, mínimo, médio e a razão 

entre o valor absoluto do torque de borda e a corrente de armadura são apresentados na 

Tabela 4.7, assim como o valor de amplitude deste torque. Como pode ser notado, os valores 

médios desta parcela do torque e suas amplitudes para as duas condições de carregamento 

aumentam à medida que o carregamento aumenta. 

Figura 4.70 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.71 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 10A) 
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Figura 4.72 - Torque Mútuo v.s. 
ELT  (Carregamento de 20A) 

 

Dada a presença do torque de relutância devido à saliência no rotor, o torque de borda 

tem sua frequência afetada a partir do carregamento de 5A, tendo como frequência base 6 

vezes a frequência fundamental de uma revolução elétrica, como ilustra a Figura 4.76. Seu 

valor médio, assim como nos Casos 1 e 2, é diferente de zero. 

Tabela 4.7 - Torque de Borda 

 Vazio 05A 10A 20A 

Máximo (mNm) 84 27 -116 -20 

Mínimo (mNm) -84 -110 -286 -877 

Médio (mNm) 0 -52 -196 -343 

|Torque|/Corrente 
(mNm/A) 

- -10 -19 -17 

Amplitude 
(mNm/A) 

84 33 85 429 

Figura 4.73 - Torque de Borda (Carregamento de 5A) 
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Figura 4.74 - Torque de Borda (Carregamento de 10A) 

 

Figura 4.75 - Torque de Borda (Carregamento de 20A) 

 

Figura 4.76 - Amplitude e Frequência do Torque de Borda 

 

0 6 12 18 24 30 36
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Harmônica

T
o
rq

u
e
 (

N
.m

)

 

 

0A

5A

10A

20A

0 60 120 180 240 300 360 
-0.3 

-0.25 

-0.2 

-0.15 

-0.1 

Posição do Rotor (graus elétricos) 

T
o

rq
u

e
 (

N
.m

) 

0 60 120 180 240 300 360 

-0.8 

-0.6 

-0.4 

-0.2 

0 

Posição do Rotor (graus elétricos) 

T
o
rq

u
e
 (

N
.m

) 



82 
 

 

As formas de onda da indutância de linha para as condições de carregamento simula-

das são apresentadas na Figura 4.77. Ao se observar essas formas de onda é possível pre-

sumir que o torque de relutância considerável, ora contribuindo com o torque eletromagnético 

ora degradando o valor final do torque eletromagnético. 

As Figuras 4.78 a 4.80 ilustram as formas de onda do torque de relutância para a 

condição de carregamento de 5, 10 e 20A. A Tabela 4.8 apresenta os valores máximo, mí-

nimo, médio de torque e a razão entre o valor absoluto do torque de relutância e a corrente 

de armadura. É mostrada também, a razão entre a amplitude do torque de relutância e a 

corrente de armadura. Já as formas de onda do torque resultante da soma (
SomaT ) das parcelas 

do torque eletromagnético para as condições de carregamento de 5, 10 e 20A, calculadas 

pelos três métodos, são apresentadas da Figura 4.81 a Figura 4.83. 

Figura 4.77 - Indutância de Linha. 

 

Figura 4.78 - Torque de Relutância (Carregamento de 5A) 
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Figura 4.79 - Torque de Relutância (Carregamento de 10A) 

 

Figura 4.80 - Torque de Relutância (Carregamento de 20A) 

 

Tabela 4.8 - Torque de Relutância (
RelutânciaT ) 

 05A 10A 20A 

Máximo (Nm) 0,985 3,565 7,086 

Mínimo (Nm) -0,966 -2,298 -3,352 

Médio (Nm) 0,157 0,844 1,72 

Amplitude (Nm) 0,975 2,932 5,219 

|Torque|/Corrente 
(Nm/A) 

0,031 0,084 0,086 

Amplitude/Corrente 
(Nm/A) 

0,195 0,293 0,261 
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Figura 4.81 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 5A) 

 

Figura 4.82 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 10A) 
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Figura 4.83 - 
EL SomaT vsT  (Carregamento de 20A) 

 

Nota-se que, mesmo em meio a um cenário ‘ruidoso’ em que as outras parcelas de 

torque também contribuem com as ondulações no torque eletromagnético (
ELT ), a obtenção 

da força contra eletromotriz por meio do método dos tensores se mostrou eficiente e preciso, 

sem apresentar distorções quando utilizado para o cálculo do torque resultante (
SomaT ) e car-

regando intrinsecamente todas as não linearidades presentes na força contra eletromotriz. 

Características, estas, que não estão presentes no método convencional e nem no método 

da composição das regiões. 

Uma observação relevante diz respeito ao comportamento do método da composição 

das regiões na estimativa da força contra eletromotriz que de certa forma, pode ser visto como 

um filtro harmônico sobre a forma de onda do fluxo magnético concatenado. Esse fato é evi-

denciado por meio do processo de aproximação de curvas empregado no processo de de-

composição das componentes do fluxo magnético. Onde é possível caracterizar alterações 

no fluxo e na força contra eletromotriz provenientes de um faixa considerável de harmônicos 

sem que estes harmônicos sofram influência direta da comutação das fases (que tem como 

frequência de ocorrência 6 vezes a fundamental). 
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Se aplicado um filtro na forma de onda da força contra eletromotriz obtida após a apli-

cação do método convencional não se obtém um resultado semelhante ao método da com-

posição das regiões visto que, as oscilações presentes no método convencional têm frequên-

cia próxima à fundamental (6 vezes a fundamental) e nesta frequência (6 vezes a fundamen-

tal) também se encontram contribuições relativas à saturação e ao carregamento. Um Exem-

plo da aplicação de um filtro após a aplicação do método convencional é mostrado em [12]. 

Com relação ao método dos tensores para a obtenção da força contra eletromotriz, 

pode-se afirmar que o mesmo apresenta grande precisão e exatidão na descrição da força 

contra eletromotriz, apresentando erros menores que 0,1% na estimação de 
SomaT , como ci-

tado. Aliado a essa vantagem, tem-se ainda que o cálculo da força contra eletromotriz por 

meio do método dos tensores possibilita ao projetista relacionar de maneira mais direta o 

conteúdo harmônico da força contra eletromotriz com o conteúdo harmônico do vetor potencial 

magnético (e consequentemente o conteúdo harmônico da densidade de fluxo na superfície 

dos dentes) e também, relacionar a influência das dimensões do projeto na distorção da força 

contra eletromotriz à medida que o carregamento da máquina aumenta. Dessa forma, o mé-

todo pode ser utilizado como uma ferramenta auxiliar durante o projeto da máquina a fim de 

se analisar a força contra eletromotriz e otimizar as dimensões estruturais buscando uma força 

contra eletromotriz menos sensível à saturação na faixa de operação desejada para a má-

quina. 

Este método tem, entre outras vantagens, a avaliação da força contra eletromotriz uti-

lizando-se de um processo integrativo, que ao contrário do método convencional (o qual uti-

liza-se de um processo derivativo), eleva a precisão da solução em um grau. A melhora na 

precisão se dá ainda pelo uso dos Tensores de Maxwell com Filtro Harmônico [22], [23]. Outra 

vantagem diz respeito à implementação desta nova etapa e das equações necessárias para 

o cálculo da força contra eletromotriz, que podem ser feitas por meio de script em qualquer 

software de análise em elementos finitos voltado para análise eletromagnética. 
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Capítulo 5 

Conclusões 

 

A principal contribuição deste trabalho está na criação de dois novos métodos de cál-

culo da força contra eletromotriz em máquinas síncronas com ímã no rotor. 

 Método da Composição das Regiões; 

 Método dos Tensores. 

A validação dos métodos para a obtenção da força contra eletromotriz foi realizada por 

meio da comparação do torque resultante com o torque não linear para três configurações 

distintas de motor síncrono com ímãs no rotor. Os resultados mostraram que o Método dos 

Tensores é superior aos demais métodos apresentados demonstrando erros menores que 

0,1% comparados ao modelo não linear. Este método tem como base a proposta de uma nova 

etapa na simulação utilizando o método da permeabilidade fixa e o uso dos tensores de 

Maxwell com filtro harmônico. Alcançando-se assim, o objetivo principal desta tese. 

Como conclusões e contribuições secundárias, destacam-se: 

 Que comparados os resultados dos Torques Mútuos com o torque eletromag-

nético, é possível concluir que mesmo com o acréscimo do carregamento ele-

tromagnético o torque mútuo continua sendo a parcela do torque a apresentar 

maior participação no valor total do torque; 

 Semelhante à [10], a periodicidade do comportamento oscilatório do Torque de 
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Borda (Cogging Torque) foi afetada com o carregamento eletromagnético da 

máquina, mostrando que esse fato não é um caso específico a uma forma de 

alimentação da máquina, e sim uma ocorrência geral, sejam as correntes se-

noidais ou não senoidais; 

 A presença do Torque de Relutância mesmo em uma máquina que não apre-

sente saliência no rotor, mostrando que esta característica não é exclusiva de 

uma forma de onda de alimentação, ocorrendo também em máquinas com cor-

rentes não senoidais; 

No que diz respeito às sugestões propostas para continuidade da pesquisa, pode-se 

listar: 

 O emprego do novo método dos tensores para obtenção da força contra ele-

tromotriz em uma máquina síncrona de ímãs cuja forma de onda das correntes 

de alimentação seja senoidal. Validando assim, o método para os dois princi-

pais tipos de alimentação deste tipo de máquina. 

 Investigação em detalhes das duas parcelas que constituem a força contra e-

letromotriz obtida pelo método dos tensores a fim de se identificar os efeitos da 

saturação e de parâmetros dimensionais (largura e formato da sapata do dente, 

espessura do dente, abertura de ranhura, etc.) em mais detalhes na constitui-

ção da força contra eletromotriz e, portanto, inferir sobre o projeto da máquina 

buscando uma forma de onda de força contra eletromotriz menos sensível à 

saturação. 

 Investigações relacionadas com o mecanismo de produção das chamadas “sa-

liências virtuais” citadas em [13], [19] e com a variação da frequência do torque 

de borda também são cabíveis de investigação futura. 
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Apêndice A: Bancada Experimental 

 

 Como relatado ao longo do texto, os experimentos realizados neste trabalho estão 

relacionados às medidas da forma de onda da força contra eletromotriz em vazio e o torque 

eletromagnético para as condições de 5A (50% de carregamento) e 10A (100% de carrega-

mento) para a máquina avaliada no Caso 1 e presente no Laboratório de Controle e Eletrônica 

de Potência do Departamento de Engenharia Elétrica da Escola de Engenharia de São Carlos 

(EESC-USP). 

 Nas seções a seguir são apresentados os arranjos e instrumentos utilizados na obten-

ção das formas de onda das variáveis de força contra eletromotriz e torque eletromagnético. 

A.1 Força Contra Eletromotriz (Operação em Vazio) 

O motor síncrono sem escovas e com ímãs de ferrite na superfície do rotor foi acionado 

por um motor de indução controlado por um inversor trifásico. Dado que a avaliação da força 

contra eletromotriz é realizada por fase no presente trabalho, esta é dada pela relação inversa 

entre a tensão terminal de fase (ligação fase A-Neutro) e a velocidade mecânica do motor 

quando o motor está em vazio. 

As Figuras A.1 e A.2 ilustram o arranjo da bancada (motor síncrono acoplado ao motor 

de indução) e o esquema elétrico para a medição da força contra eletromotriz por meio de um 

osciloscópio. Com a entrada de alta impedância do osciloscópio e sua ponteira de medição 

ligada nos terminais da fase A (Va na Figura A.2) e do Neutro (Vn na Figura A.2), a medição 

da tensão Van é idêntica em valor e forma de onda à medição de ea. Com a medição da 



94 
 

 

velocidade do eixo mecânico dos motores por meio de um encoder é possível obter a força 

contra eletromotriz normalizada por meio de (A.1). 

Figura A.1 – Arranjo para medição da força contra eletromotriz 

 

Figura A.2 – Esquema elétrico para medição da força contra eletromotriz 
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A.2 Torque Eletromagnético (Operação em Carga) 

A medição do torque eletromagnético foi realizada com o auxílio de um force gauge 

(Figura A.3) e discretizada em 10 passos de 3º mecânicos, tendo agora, o motor de indução 

desacoplado do motor síncrono. Para tanto, o eixo da máquina síncrona é posicionado em um 

ângulo θ sobre o force gauge, de maneira a apresentar força nula, sendo então as duas fases 

correspondentes à produção de torque para este ângulo e o seu valor medido pelo force 

gauge. Em seguida, desligam-se as duas fases, reposiciona-se o rotor com acréscimo de 3º 

mecânicos e o procedimento anterior se repete até que sejam tomadas as medidas para todo 

o intervalo de 60º elétricos (que para a máquina em estudo no corresponde à 30º mecânicos). 

Figura A.3 – Force Gauge 
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