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Resumo

FERRACO. I. B. Controle Otimo por Modos Deslizantes via Fun¢do Penalidade. Sao Carlos,
2011, Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Este trabalho aborda o problema de controle dtimo por modos deslizantes via funcdo pena-
lidade para sistemas de tempo discreto. Para resolver este problema serd desenvolvido uma es-
trutura matricial alternativa baseada mo problema de minimos quadrados ponderados e fungoes
penalidade. A partir desta nova formulagao € possivel obter a lei de controle dtimo por modos
deslizantes, as equagoes de Riccati e a matriz do ganho de realimentagao através desta estrutura
matricial alternativa. A motivacao para propormos essa nova abordagem € mostrar que € possivel

obter uma solugao alternativa para o problema cldssico de controle dtimo por modos deslizantes.

Palavras—Chave: Sistemas lineares, sistemas discretos, controle por modos deslizantes, controle

dtimo, problema de minimos quadrados, fun¢do penalidade, equagio de Riccati.
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Abstract

FERRACO I. B. Optimal Sliding Mode Control Approach Penalty Function. Sao Carlos, 2011,

Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

This work introduces a penalty function approach to deal with the optimal sliding mode control
problem for discrete-time systems. To solve this problem an alternative array structure based on
the problem of weighted least squares penalty function will be developed. Using this alternative
matriz structure, the optimal sliding mode control law of, the matrix Riccati equations and feed-
back gain were obtained. The motivation of this new approach is to show that it is possible to

obtain an alternative solution to the classic problem of optimal sliding mode control.

Keywords: Linear systems, discrete-time systems, Sliding-mode control, optimal control, least-

squares problem, penalty functions, Riccati equation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Neste trabalho sera tratado o problema de controle 6timo por modos deslizantes (COMD)
para sistemas lineares de tempo discreto. A existéncia de um modo deslizante requer a estabil-
idade da trajetoria de estado para a superficie de deslizamento. Uma lei de controle chaveada
deve entdo ser desenvolvida de tal forma que a trajetéria de estados alcance a superficie de
deslizamento e nela permanega durante todo o tempo de operagao do sistema, veja [I], [2] e [3].
O COMD é caracterizado por sua capacidade robusta de estabilizar sistemas lineares em tempo
discreto. Este tipo de controle possui bom desempenho em virtude da minimizacao de funcionais

quadréaticos, por exemplo [4], [5] e [6].

Assim, propoe-se neste trabalho um procedimento alternativo para encontrar uma lei de
controle 6tima recursiva por modo deslizante para sistemas lineares de tempo discreto. Neste
sentido, uma abordagem alternativa serd desenvolvida, primeiro para sistemas com uma tnica
entrada de controle, e depois para sistemas multivariaveis, utilizando como base os trabalhos de
[7], [8] e [9]. O que motiva o estudo de COMD para sistemas multivariaveis é que segundo [10]
o fato do sistema ter multiplas entradas de controle, facilita na regularizagao de sistemas com

incertezas nas matrizes de pardmetros.

A lei de controle utilizada neste trabalho sera baseada nas leis de controle feita em [5], [6] e
[8]. A nova abordagem sera desenvolvida com base em uma combinagao do problema de minimos
quadrados ponderados (MQP) [11] e funcao penalidade [12], [I3] e [14]. A maneira com que as

restrigoes lineares sao incorporadas, via funcdo penalidade no funcional a ser minimizado, seré
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enfatizada na nova formulagdo proposta.

A combinacéao das técnicas de MQP com funcao penalidade é feita para resolver problemas de
otimizagao com restrigao. Com essa combinagao tornou-se possivel encontrar solucoes recursivas
para problemas de controle e filtragem de sistemas lineares incertos, por exemplo [I5], [16] e [17].
Essas solugoes tém a vantagem de depender da equagao de Riccati em tempo discreto, que pode

ser resolvida de forma recursiva.

Assim, as motivagoes para desenvolver este trabalho é mostrar que a nova abordagem pro-
posta é equivalente a solugao clasicca de controle 6timo por modos deslizantes encontrada na
literatura. Essa nova abordagem pode tornar possivel, posteriormente, a solucao do problema
de controle 6timo por modos deslizantes para sistemas lineares discretos sujeitos a incertezas nas
matrizes de pardmetros. Preliminarmente, para atingir esse objetivo, pretende-se neste trabalho
verificar a eficicia desta técnica para resolver o problema de controle por modo deslizante para

sistemas lineares nominais de tempo discreto.

1.2 Organizacao do Texto
Este texto esta organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2: serd apresentada uma estrutura alternativa para a solugdo do problema
de minimos quadrados ponderados. Seré feito um estudo introdutério sobre a aplicagao
do método de fungbes penalidade na solugdo de problemas de minimizagao restrita. O
problema de MPQ sujeito a restrigao de igualdade sera resolvido combinando as técnicas

de funcoes penalidade e o problema de MQP irrestrito.

e Capitulo 3: serao apresentados aspectos relevantes de sistemas com controle de estrutura
varidvel e modos deslizantes. Além disso, serd apresentada uma lei de controle 6timo por
modos deslizantes que minimiza um funcional de custo quadrético sujeito a uma restrigao
de igualdade, proposta em [5]. Sera proposta uma formulagao alternativa do problema
de COMD e sua respectiva solugao recursiva sob uma estrutura matricial diferenciada. A

equivaléncia com a estrutura da solugao proposta em [5] também sera demonstrada.

e Capitulo 4: neste capitulo trata-se o problema de controle 6timo por modos deslizantes
para sistemas multivariaveis de tempo discreto, baseado em [7], [§] e [9]. Propoe-se uma

formulacdo alternativa do problema de COMD com multiplas entradas e sua respectiva
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solugao recursiva sob uma estrutura matricial diferenciada, essa estrutura matricial é similar
& apresentada no capitulo 3. A equivaléncia da estrutura alternativa desenvolvida com a

problema classico ja existente na literatura serd demonstrada.

e Apéndice A: serao apresentadas algumas defini¢oes, notacoes e resultados de anélise

matricial que foram utilizados neste trabalho.

1.3 Artigos

(a) - Ferrago, 1. B., Terra, M. H., e Cerri, J. P. Optimal Sliding Mode Control via Penalty
Approach for Discrete-Time Linear Systems. IFAC World Congress, 2011, Milano, Italy.

(b) - Ferraco, I. B., Terra, M. H., e Cerri, J. P. Controle Otimo por Modos Deslizantes para
Sistemas Multivariaveis de Tempo Discreto. CMAC-Sudeste, 2011, Uberlandia, Brasil.
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Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo sera apresentado o problema de minimos quadrados ponderados sujeito a uma
restricao de igualdade. Define-se o método de fungoes penalidade e a formulacdo do problema
de MQP irrestrito é apresentada a partir da combinagao das técnicas de MQP com funcao
penalidade. Assim, passaremos a ter um funcional quadrético estritamente convexo que sera

minimizado de forma iterativa sob uma restricao de igualdade linear.

2.1 Minimos Quadrados Ponderados
Considere o problema de MQP definido por:

min {J(z)}, (2.1)

reR™
sendo a fungao quadrética J(x) é dada por:
J(x) = || Az — blf3, = (Az — b)TW (Az — b), (2.2)
sendo W € R™™ (matriz de ponderacao) simétrica definida positiva, A € R"*™ e b € R"”

assumidos conhecidos e x € R™ o vetor incognita.

Definigao 2.1.1. [I1] Uma solugao minima quadrdtica ponderada, Ty, é uma solu¢ao com a
sequinte propriedade:

Az — bl < || Az —blf% . (2.3)

para todo x € R™.
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Lema 2.1.1. [71] Um vetor Zw € uma solu¢ao minima quadrdtica ponderada da fung¢ao quadrdtica

(22) se e somente se ele satisfaz a chamada equag¢ao normal:
ATW Az = ATWb. (2.4)
O valor minimo assumido pela fungao J(x) € dado por:
J(&) = || Az — blf3, = 0T Wb — bTW A (2.5)

No caso em que A € uma matriz posto coluna pleno, a unica solu¢ao minima quadrdtica ponderada
Z € dada por:

&= (ATwWA) " ATWD, (2.6)

e o valor minimo da fun¢ao J(x) pode ser escrito como:
J(&) = |Az —b|[3, = b (W — WAATWA) L ATW) b, (2.7)

Lema 2.1.2. [1()] Considere o problema de MQP estabelecido em (21) - (22). Entdo, as ex-

pressoes (2.0) - (271) podem ser reescritas como:

@:[0 1} L , (2.8)
AT 0 0
-1 -1
_— -1 , w—t A4 b 0
J(:f;):[bT o] = — [o 0 I} AT 0 0 0 ; (2.9)

' 0 0 I
respectivamente.

O lema a seguir tem como objetivo mostrar que o problema de minimizagdo estabelecido
em (2)) - (2:2) pode admitir uma representagao mais confortavel com respeito a estrutura de
sua solucao Otima. Esta representacao alternativa que serd mostrada no préximo lema seré a

estrutura da solucao recursiva proposta neste trabalho para o problema do regulador nominal.

Lema 2.1.3. [10] Suponha que W = WT = 0. Entio as sequintes sentengas sdo equivalentes:



27

(i) & € argmingepm {(Az — b)T W (Az —b)};
(ii) © = & é uma solugio de ATW Ax = ATWb;

(iii) (A, x) = (A, &) € uma solugio de

w-t Al |\ b
= . (2.10)
AT x 0

Se A € posto coluna pleno, entdo T dado por:

|
(2.11)

é a solu¢ao minima para a equagao (ii).
Para fins didaticos apresenta-se na sequéncia a prova deste Lema desenvolvido em [10)].

Demonstragao. (i) = (ii) Defina J : R™ — R como sendo o funcional quadratico:
J(z) = (Az — b)TW (Az — b).
Considere J(z) reescrito na forma expandida:
J(x) =2t (ATWA)z — 2T ATWbH — 6T W Az + bT Wb

Derivando J(z) com relagao a x, tem-se:

;xJ(x) = (ATWA)z + (ATWA)z — ATWb — (" WA)T =2 [(ATWA)x — ATW).

De acordo com (i), ou seja, se £ é um ponto de minimo de J(x) entdo & deve sastifazer:

aaxj(:;:) =0 = ATwWAzE-ATWb=0 = (ATwWA)z=ATWo.

Entao,

(ATWA)i = ATWb,

(73) = (i) Observe que %J(m) = (ATWA). Por hipétese W = 0, assim %J(m) > 0, V.
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. N g 2 < o .
Dessa maneira, se Z satisfaz (ii) e %J(x) > 0, entao £ é um ponto de minimo. Logo:

Z € arg mI;Rn {(Az — b)TW(Az — b)}.
zeR™

(i) < (iii) Defina a variavel auxiliar A := —W (Axz — b). Dessa forma,

(ATWA)z=ATWb = ATWAz-b)=0 = ATx=0.
A

Como A = —W(Az — b) = WX+ Az = b, tem-se entdo o seguinte sistema de equagoes:

W-IN + Az = b
AT\ =0

reescrevendo o sistema acima na forma matricial tem-se:

w1 Al () b
AT 0] |z 0

Dado que W > 0 e a matriz A é posto coluna pleno, entao segue dos itens (ii) e (iii) que:

-1

w1 A b
i=(ATWA) T ATW = [0 1]
AT 0 0
w1 A
A invertibilidade do bloco matricial . fica garantida pelo Lema [A.3.6]
A 0
O
2.2 Funcao Penalidade
Considere o seguinte problema de minimizagao restrita:
min {£(z)} (2.12)

€

sendo f : R™ — R uma fungao continua e 2 C R™ um conjunto de restrigdes. A idéia fundamental

do método de fungdes penalidade é substituir o problema (2.12)) por um problema irrestrito da
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forma:

min {f(z) + uP(x)}, (2.13)

sendo p uma constante real positiva e P(x) satisfazendo:
(i) P:R"™ — R é uma fun¢ao continua,
(ii) P(z) > 0,Vx € R™;
(iii) P(x) =0 x € Q.

O termo pP(z) em (2I3) é definido como fungao penalidade.

O procedimento para resolu¢ao do problema (2I2) pelo método da fungao penalidade é

definido como segue:

e seja {1 }72] uma seqiiéncia de nimeros reais satisfazendo:
pe > 05 gk >pe e lim gy = 400; (2.14)
k—+o00

e defina para cada py a funcao q(ug, z) = f(x) + ppP(x);

e para cada k resolva o problema min, {q(ug, )}, obtendo uma solugao zy.

Os lemas a seguir apresentam um conjunto de desigualdades que seguem diretamente da

defini¢ao de zj e da inequacao g1 > k-

Lema 2.2.1. [T]] Sejam {ux};> wma seqiiéncia de mimeros reais definida como em (Z-13)
e q(pk, ) a fungao dada por q(ux,z) = f(z) + ppP(x). Entao sao verdadeiras as sequintes

propriedades:

(i) q(:uk?xk) < Q(,U/kJrhkarl)f‘
(i) P(xy) > P(xpi1);

(iii) f(zr) = fore1),

Demonstragao. (i) - Veja que

q(prr1, Thy1) = f(@pg1) + perr P(2ry1) > f(@rg1) + P (Trs1),
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pois P(xg4+1) e por (ZI4) tem-se que pig1 > pg. Como xy é solucao de min, {q(ug,x)},

entao:

f@ry1) + peP(@pr1) > f(on) + e P(zr) = q(pe, zr).-

Portanto,

q(pr, or) < (k15 That)-

(ii) - Pela definigao de xy, sdo validas as seguintes desigualdades:

f(og) + peP(og) < f(@py1) + peP(Trr1);

f(@e41) + 1 P(zpg1) < fae) + prs1 Pag).

Somando membro a membro as desigualdades acima tem-se:

(1 — ) P(zi1) < (i1 — pi) Pla).

Como pigy1 > pg, entao:

P(xg) > P(xky1)-

(iii) - Do item () tem-se que:

f@ry1) + peP(wpr1) > flon) + e P(zr) = f(rre) — f(or) = p(P(wg) — P(zry1))-

Agora do item (ii) temos que P(zy) > P(zp41). Logo, f(zky1) > f(xr) pois pux > 0.

Entao:

f@r) < f@rg)-

Lema 2.2.2. [T}/ Seja z* uma solugdo para o problema (2Z13). Entao para cada k

(") > q(pr, or) > f(or).

Demonstragao. Se x* é a solug@o para o problema (2.12), entao z* € Q. Sendo assim, P(z*) =0
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e para cada k tem-se:
f@) = f(a") + pP(x*) > f(xx) + meP(zr) > f(21).

O

Teorema 2.2.1. [T}/ Seja {xy} uma seqiiéncia gerada pelo método de fung¢oes penalidade. Entao,

qualquer ponto limite da seqiiéncia é uma solugao de (Z123).

Demonstracao. Considere a seqiiéncia de solugbes {:L‘k}z':i gerada pelo método de fungoes pe-
nalidade descrito anteriormente. Suponha que {x1}, . seja uma subseqiiéncia convergente com
limite & da seqiiéncia {xk};rg, ou seja, & = limgex xp. Por hipdtese a funcdo objetivo f é
continua, entao:

lim f(xg) = f(Zg).
lim f(ax) = f(@x)
Suponha z* como sendo a solugdo 6tima para o problema (212). Ou seja,

f@®) < fla); Veef

De acordo com os lemas 221 e 222 a seqiiéncia {q(uy, zx) }/ 25 é crescente e limitada supe-

riormente por f* = f(z*), logo:
i =q" < fr.
lim qpw, 2x) =" < f
Por defini¢ao, q(ug, zx) = f(xk) + pxP(zk). Entéo:
lim (q(ur, ) — flar)) = ¢” = f(27)
€K

é finito. Veja que, limge g pg P(xy) existe e é finito, pois:

Jim (q(uuw, 2x) — f(zx)) = lim g P(2).

Por hipotese {xk};ﬁ? é uma seqiiéncia de ntmeros reais tal que para cada k tem-se:

pe > 05 pgpr > p e lim py = +o0.
k—+oo
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Além disso, pela defini¢ao de fungao penalidade, p(xi) > 0. Como ur — 400 e p(xy) > 0,
a existéncia do limite finito tem como conseqiiéncia limge i pg P(xr) = 400, 0 que contradiz a

justificativa da existéncia do limite finito.

Pela definicdo de func¢do penalidade P é continua, portanto:

A~

lim p P(z),) = 0 P(2)=0 Q.
Lim pup P(a) = P(2) = re

Pode-se concluir entdo que & é uma ponto factivel para o problema (212]).

Basta mostrar somente que % trata-se de uma solugao 6tima. Do Lema [2.2.2] temos que
flzk) < f(z*). Assim, f(2) = limgex f(zr) < f(2*). Sabemos ainda que f(z*) < f(z), Vz €

Q. Em particular, vale para & € Q. Logo, f(z) < f(z*) < f(&), ou seja,

De acordo com o Lema 222 que f(z*) > q(pg, zr) > f(zx). Entao:
li > i > i
lm f(2*) = limg(ue,2x) 2 lim f(z)
@) >q¢" > f@") = ¢ =[f@)

Sendo assim, limge g pr P(xr) = imger (q(pr, xx) — f(xr)) = ¢* — f(2) = 0. Entao:

li P(z;) = 0.
Lim pug (z)

Isto quer dizer que piP(zx) — 0 quando k — +o0.

2.3 Minimos Quadrados Ponderados Restritos

Na proposicao a seguir mostra-se a juncao das técnicas de funcao penalidade com o problema
de minimos quadrados ponderados. Com a unido destas técnicas torna-se possivel resolver um
problema minimizagao sujeito a uma restrigdo de igualdade de forma alternativa, onde a restrigao

é incorporada ao funcional a ser minimizado, como poderé ser visto a seguir.
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Proposigdo 2.3.1. [10] Sejam V € R™ " definida positiva, G € RF¥*™ posto linha pleno e

H € RF*™ posto linha pleno. Considere o problema de minimizagao com restri¢dao:

min {(Hz — 2)"V(Hz — 2)}

zeR™

5. a Gz = u, (2.15)

sendo z € R, x € R™ eu € R¥. Associado a (Z13) tem-se para cada > 0 o seguinte problema

de minimizacdo sem restri¢ao:

min {(Gz - B)TV(Gz - B)}, (2.16)
TeR™

H V o0 z
sendo G = , V(p) = eB= . Entao:

G 0 ul u

(i) para cada p > 0, a solugao 6tima () do problema de minimizagao sem restrigio (214) é

dada por:

() = . (2.17)

(1) limy 400 £(p) = °, sendo x° a solu¢io otima do problema de minimizagao (2.10) dada

pOT:
T -1
o (v7' 0o H z
=10 0 0 G wl| - (2.18)
I HT GT 0o 0
Além disso,
lim (Gz — B)"V(Gx — B) = (Hz® — 2)TV(Hz° — 2). (2.19)

pu——+oo

Demonstracao. Considere o problema de minimizagao restrita:

min {f(z)}, (2.20)

e
sendo f : R™ — R uma fungdo continua definida por f(z) = (Hz —2)"V(Hz —2) e Q CR™ o
conjunto de restri¢oes definido por Q := {z € R™|Gzx — u = 0}.

Seja {u};;’? uma seqiiéncia de numeros reais satisfazendo para todo k € N* as seguintes

condigoes: pp > 0;  pre1 > pr e limg oo urp = +00. Considere também P : R™ — R a
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funcdo definida por:

P(z) = (Gz — u)T (G — u),

e observe que todas as condi¢Ges da definicao de fungao penalidade sao satisfeitas para a escolha
de P(x), ou seja, P : R™ — R ¢é uma func¢ao continua; P(z) > 0 para todo x € R™ e

Plz) =0 ze.

Define-se para cada k € N* a fungdo auxiliar:
Qs 2) = f(2) + e P(x) = (Ha — 2)TV (Ha — 2) + pi (G — u)" (G — u)
e considere o seguinte problema de minimizacao irrestrita

min {q(uk, )}

Note que o problema de minimizagcao irrestrita acima pode ser reescrito na forma de MQP:

T
H z vV 0 H z

min = x — T — (2.21)
weR™ G u 0 pl G U

Além disso, para cada k € N* este problema admite uma tnica solugao &(uy), pois q(uk, )
¢ a fungao quadratica estritamente convexa em x. De acordo com o Lema 2Z.1.3] o problema de

MQP (22I) admite uma tnica solugao Zy = &(uy) dada por:

T -1
0 vt 0o H 2
T = |0 0 u;lf G U
I HT GT 0 0

Consideremos a seqiiéncia de solugoes {i“k}z;’ol De acordo com o Teorema 2.1 qualquer
ponto limite da seqiiéncia {ﬁck};:g é uma solugao para o problema de minimizag¢ao sob restricao

de igualdade linear (2.15). Entao, a solu¢ao 6tima do problema (Z.I%]) é dada por:

T —1
0 vl 0 H 2
z° =10 0 0 G u
I HT GT 0 0
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Observe que a invertibilidade do bloco matricial na expressdo acima permanece garantida
pelo Lema a medida que p;' — 0 quando k — +oc. E ainda, pelo Teorema 2.21] segue
que pugP(xg) — 0 quando k — +o00. Logo:

T
H z vV o0 H z T
lim T — - = (Hz° —2) V(Hz’ — 2).
k=too \ 1 @ u 0 ul G u

Observagao 1. Observe que o bloco matricial

X I
I 0
€ invertivel e sua inversa € dada por:
1 0 I
I -X

Corolario 2.3.1. Sejam P € R™ ™ simétrica semi-definida positiva, ) € R™*™ ¢ R € R™*™
simétricas definidas positivas conhecidas, S € R"*™, F € R"™™ ¢ G € R™"™ matrizes conhecidas.
Assuma x € R™ e y € R™ wvetores incignitas e z € R™ um vetor dado. Defina a func¢ao objetivo

V:R" x R"™ = R a partir da sequinte erpressdo:
V(z,y) = 2T Pr + 27Qz + 227 Sy + 4T Ry,

e considere o problema de minimizacdao com restri¢do:

min V (z,y)
x7y
s.a = Fz+ Gy. (2.22)

Entao a solugao dtima (x°,y°) do problema (223) é dada por:

= z, (2.23)
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com

Il
O N ©O ©O O o o o o

Além disso, o valor minimo de V(x,y) sujeito a restri¢io © = Fz + Gy é dado por:

sendo,

~N O O O O o o o o

S N O O O O O ~N O

o o o o o o o

~N O O O N O O o o

o O O N O O O o o

~N O O O

V(z°,y°) = 21Uz

o o o o o o o

—GT

1
0
0
0
0
0
1
0
0

Demonstracao. Considere o problema de minimizagao com restrigao:

min {z” Pz + 27 Qz + 227 Sy + y' Ry}
Y

s.a x=Fzx+ Gy.

U:= K, PK, + K, RK, + 5K, + K] S" +Q > 0.

-1

0
0
F
0
0

(2.24)

Note que o problema pode ser reescrito na forma do problema de MQP sujeito a uma restrigao

de igualdade linear:

%PWX—ZFWHX—@

s.a GX =U.

(2.25)
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Quando sao feitas as seguintes identificagoes:

I 0 0 P I 0 0O 0 O
0 0 0 I 0 0 0 OO0
0 1 0 0 0 R ST 1 0
00 —I 00S Q 0°1
0 0 0 o 0o I 0 00
0 0] 0 | 00 0 I 0 0
€T
g:[z _G}; x=\"|; Uu=rz;
Y

De fato é simples ver que:

e a fungdo objetivo V(x,y) = 2T Pz + 27 Qz + 227 Sy + y* Ry pode ser reescrita da seguinte

forma:
- - - T - _ - _
I 0 0 P I 0 0 0O 1 0 0
0 0 0 I 00 0 0O 0 0 0
0 I||x 0 00 R ST T 0 0 I| |« 0
V(:Ev y) = - < - <
0 0| |y -1 0 0S5 @@ 01 0 0Of [y -1
0 0 0 0 0 I 0 0O 0 0 0
0 0] | 0 ] 00 0 I 0 0] 10 0] | 0]
T
e e a restricdo x = Fx + Gy pode ser reescrita como [I —G] = Fz.
Y

De acordo com a Proposigao 2.31] relacionado ao problema de minimizagao com restrigoes (2.25])

temos para cada u > 0 o problema de otimizacao sem restricao dado por:

T
H Z yV 0 H Z
min = X — X —

X G u 0 pl G U
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Como tem posto coluna pleno, entao para cada p > 0 a solugao 6tima /'\A,’(,u) é dada por:

g

vyt 0 A Z

HT  gT 0 0

ou seja, para cada p > 0 tem - se:

— _T — __1 —_ -
00/ [0 T 00 0 0 0 I 0 0
0 0| |[I =P 0 0 0 0 0 0 0 0
00/ [0 0 00 I 0 0 0 I 0
) 0o/l [0 0 00 O I 0 0 0 I
() .
) =100/ [0 0 I 0 —R -5 0 0 0 0| 2.
9(p)
00/ [0 0o 0I =S —-Q 0 0 0 0
0 0/ [0 0 00 0 0 ullI I -G F
I 0/ |IT 0o 00 0 0 I 0 0 0
0 I 0 0 I 0 0 0 -GT 0 o 0
Ja a solucdo 6tima do problema ([2.22) é obtida quando p — +oo. Portanto:
xz° K,
= z
y° Ky
com
— _T — __1 — -—
00| [0 T 00 0 0 0 I 0 0
0 0| [I =P 0 0 0 0 0 0 0 0
ool lo o 00 I 0 0 0 I 0
. 00/ [0 0 00 0 I 0 0 0 .y
“I=1ool o 0o T 0 =R =ST 0 0 0 0
KZJ
ool o 0o 0I =S —-Q 0 0 0 0
00/ [0 0 00 0 0 0o I -G F
I 0/ |I 0 00 0 0 I 0 0 0
0o Il [0 0 I 0 0 0 -GT' 0 o0 0
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Perceba que a invertibilidade do bloco matricial na expressao acima fica garantida pelo Lema

[A31

Ja o valor minimo de V' (z,y) sujeito a restricdo x = Fx+ Gy ¢é obtido através da substituigao

da solugao 6tima (x°,y°) na expressao:
V(z,y) = 2T Pz + 27Qz + 22T Sy + y' Ry,

ou, equivalentemente, na expressao:

_ i, _ T .- ; _
I 0 0 P I 0 0 00O 1 0 0
0 0 0 I 00 0O 00O 0 0 0
0 I||=x 0 00 R ST T 0 0 I| |« 0
Vz,y) = — z — z
0 0| |y -1 0 0SS @ 01 0 0] |y -1
0 0 0 0O 0 I 0 0O 0 0 0
10 0] | 0 ] (00 0 I 0 0] \[0 0O | 0 ]
20
Substituindo a solu¢ao 6tima na expressao acima , resulta:
y0
_ - _ T - ; _ ; _
1 0 0 P I 0 0 00O I 0 0
00 0 I 00 0 0O 0 0 0
0 I| |x° 0 0 0R ST T 0 0 I| |a° 0
V(z?%,y°) = - z - 2| =
0 Of |y° -1 0 0SS @ 01 0 0| |y° -1
00 0 0O 0 I 0 0O 0 0 0
10 0] | 0 ] 00 0 I 0 0] [0 0] | 0]
P T 0 0 0 0
I 00 0 OO
K,
T 0 0R ST T O
=z [Kf Kl 1 K,|z=
00 S @ 01
1
00 I 0 00O
00 0 I 0 0f
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= 2" (K] PK,+ K/ RK, + HK, + K, H" + Q) z.
Define-se U := K PK, + KgRKy +HK, + K;FHT + @, entdo o valor minimo é dado por:

Vo(x,y) =V(z°y°) = TU».

Observe que U é uma matriz simétrica. Sendo @ > 0, entao para qualquer w € R", w # 0

temos que w! Uw > 0 e w'Uw = 0 quando w = 0. Desta forma, U > 0. O



Capitulo 3

Controle Otimo por Modos Deslizantes

para Sistemas de Tempo Discreto

Neste capitulo serd apresentada a formulagao do problema de controle por modos deslizantes
para sistemas de tempo discreto, proposta em [4], [5] e [6]. Serao apresentadss as etapas
necessarias para se obter um modo deslizante, cujas condicGes de alcance serdo descritas. A
partir dessas condigoes de alcance serdao mostradas as possiveis trajetorias dos estados do sis-
tema. Sera definido modo deslizante de tal forma que a anélise e o desenvolvimento de um CEV
discreto seja possivel. Além disso, seré apresentada uma lei COMD que minimiza um funcional
custo quadratico, baseada em [5] e [6]. Ser& proposta uma solugao alternativa para o problema
classico de COMD de sistemas lineares discretos no tempo. Essa nova formulagao baseia-se na
minimizacao de um indice de desempenho quadratico nas variaveis de estado xj e de controle
uj a0 mesmo tempo, considerendo uma estrutura matricial alternativa. Essa nova abordagem é

baseada no método de fung¢oes penalidade e problema de MQP apresentados no Capitulo 2.

3.1 Controle por Modos Deslizantes
Considere o sistema linear de tempo discreto:
Tr4+1 = Frp + Guy, (3.1)

sendo xp € R™ o vetor de estado, up € R a entrada de controle e as matrizes F' e G assumidas

conhecidas e de dimensoes apropriadas.
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Para desenvolver uma lei controle para um sistema com estrutura variavel, as seguintes etapas

devem ser satisfeitas:

(i) - Determinar uma fungao chaveada sy de tal forma que o modo deslizante no plano chaveado

sk = 0 seja estavel.

(ii) - Determinar uma lei de controle

se s >0

u, se s <0

tal que a condicao de alcancabilidade é satisfeita, ou seja, para um dado estado inicial, a
trajetoria de estados iré se deslocar em direcao ao plano chaveado e alcangéa-lo em tempo

finito.

A resposta dos estados deste sistema em geral é constituida em trés modos: modo de alcance
(MA), modo deslizante (MD) e modo estacionario (ME), como mostrara a Figura ([3.1])(para um

sistema de segunda ordem), a seguir:

Figura 3.1: Trajetorias do controle com estrutura variadvel de tempo discreto.

Temos dois tipos de trajetérias de estados aceitaveis para um modo deslizante de tempo

discreto, que sdo as trajetotias T; e 1), como se pode notar na Figura [B.I]). A trajetoria do tipo
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T; é considerada ideal, e para que essa trajetoria aconteca é necesséario que as seguintes condigoes

sejam satisfeitas:

A1 O estado deve alcangar o plano chaveado exatamente no tempo de chaveamento.

A2 A dindmica do sistema deve corresponder ao plano chaveado, para que o estado deslize e

permaneca sobre o plano deslizante.

Na préatica, as condigbes A1l e A2 dificilmente sdo satisfeitas, pois este tipo de trajetoria
raramente existe. Quando condigoes deste tipo de trajetoria sao validas, dizemos que o modo

deslizante é ideal.

A trajetoria T}, representa o movimento do estado para um sistema CEV discreto de maneira
mais realista. A trajetoéria T}, se comporta de tal forma que o estado nao permanece sobre o plano
de chaveamento. Apo6s encontrar o plano, ele permanece oscilando em torno deste plano, como
pode ser visto na Figura ([B.I]). Sendo a trajetoria T; praticamente impossivel de ser encontrada,
a caracterizagdo do modo deslizante para um sistema CEV discreto é normalmente feita a partir

da trajetoria T),. As trajetorias de estado do tipo 7T}, devem possuir as seguintes condigoes:

B1 A partir de qualquer condigao inicial, a trajetoria devera caminhar diretamente para o plano

chaveado e cruzé-lo em tempo finito.

B2 Desde de que a trajetéria cruzou o plano pela primeira vez, ela ird4 continuar o movimento

de entrar e sair do plano durante todo o tempo.

B3 O tamanho de cada passo de entrada e saida da trajetoria do plano é nao crescente e essa

trajetoria permanece numa determinada faixa em torno do plano chaveado.

Temos um modo deslizante quando as trajetorias de um sistema de tempo discreto satisfazem
as condigoes B2 e B3. A faixa limite em que o modo deslizante permanece é dita faixa limite

do modo deslizante e é definida por:

{21 € R"| — A < s(ag) < +A}, (3.2)

sendo 2A a largura da faixa limite. Dizemos que o modo deslizante é ideal quando A = 0.
Quando as condicoes B1, B2 e B3 sao satisfeitas, dizemos que o sistema de tempo discreto

satisfaz as condigoes de alcancabilidade.
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Vamos dizer que o modo deslizante pertence a uma e - vizinhanga do plano chaveado s(xg) = 0

quando as trajetorias do sistema (3.I]) permanecem em torno deste plano chaveado, ou seja,
|s(zi)| <e,

sendo € uma constante positiva.

3.2 Controle Otimo por Modos Deslizantes

Nesta se¢ao sera apresentada uma lei de controle por modos deslizantes de tal forma que seja
possivel minimizar um funcional custo quadratico. Para isso, utiliza-se a abordagem cléssica ja
existente na literatura para resolver este problema. Esta se¢ao é baseada principalmente em [5]

e [6].

3.2.1 Lei de Controle por Modos Deslizantes

Considerando o sistema linear de tempo discreto Bl defini-se uma superficies de modos

deslizantes da seguinte forma:

sp=Cxp+ ¢ =0, (3.3)

sendo C' € R'™™ um vetor linha constante, CG ¢ diferente de zero e ¢, sera definido posterior-

mente. Pode-se escolher ¢ = —C'zg tal que sg = 0. O modo deslizante ideal deve satisfazer:

Sk+1 = Sk = 0, k=0,1,2,...

Para obter o controle equivalente de um sistema linear de tempo discreto (3.]), basta fazer
sx+1 = 0, entao:

Sp+1 = Cxpg1 + Opr1 = CFap + CGug + ¢pr1 = 0. (3.4)

Isolando uy, tem-se:

uf = —(CG)CFxp + ¢yl (3.5)

O controle por modos deslizantes uy, é constituido da soma do controle equivalente ug com o

controle chaveado uf, que é dada por:
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u§ = (CG) sy, — eT'sign(sy))], 0<r<1l e €>]|CGqG|.

A lei de controle de chaveamento é desenvolvida de tal forma que as condigoes B1, B2
e B3 sejam satisfeitas, e consequentemente, essa lei de controle também satisfaz as condigoes

necessarias de alcangabilidade.

Assim, a lei de controle é dada por:

w, = uf + uf, (3.6)

logo,

up = —(CG) N CFxp + ¢drir — rsp + eTsign(sg)]. (3.7)

Apobs desenvolver a lei de controle u; de forma adequada, o préoximo passo é realimentar
o sistema (3.1 com a lei de controle ug. Quando feita essa realimentagdo no sistema (B.1),

obter-se-4 um novo sistema, com novas variaveis, como sera visto na préxima secao.

3.2.2 Controle Otimo por Modos Deslizantes

Agora sera utilizado a teoria de controle 6timo para desenvolver uma lei de controle 6timo por
modos deslizantes baseada em uma funcao custo quadratico. Considerando o sistema linear de

tempo discreto ([B.1]) e baseado nos resultados de [5], tem-se o seguinte funcional custo quadréatico:

o
J =2t Pe1ari1 + Zm{@xk + ul ug, (3.8)
k=0

sendo P41 = 0 e amatriz () = 0 assumida conhecida. Fazendo s; = 0, (k > 0), temos a seguinte

entrada de controle:

up = —(CG) Y CFxy, + b1 — 7s1), (3.9)
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substituindo essa nova entrada de controle em (B.I]), tem-se:

Tpp1 = Fap+ Guy
= Fap — G(CG) [CFay + b1 —rsi]
= Frx,—G(CG) 'CFz, — GICG) L1 + G(CG) rCxy + G(CG) roy,
= [F=G(CG) (CF —rO)ay — G(CG) ™ (dr41 — rér)-

Fazendo v = ¢p11 — ok € yr = [x{, ox]”, tem-se:
Yer1 = Fyr + Gog, (3.10)

sendo

F—G(CG)"Y(CF —rC) G(CG) ! (r —1) o —G(CG)
0 1 1

Observa-se que ao substituir a lei de controle ([B.9]) no sistema (B.1]), obtém-se um novo sistema
nas variaveis yp e vg, e nota-se ainda que as matrizes F e G tém suas entradas compostas por
matrizes do sistema (B.I) e da lei de controle (8.9). O mesmo seré feito com o funcional custo
quadratico ([3.8]), ou seja, sera obtido um novo funcional custo quadratico nas novas variaveis y

e vk, como feito a seguir:

o0
T § T T
J = $k+lpk+1$k;+1 + m‘kak+ukUk
k=0

o0
=z Pepimes + Z 21, Qi + (CG) [CFxy + g1 — 5] [CFk + Gg1 — k)
k=0

o
T T
= Tpp1 Prr1Tee1 + E x) Qg +
k=0

+HOG)CFxy, + vy, + ¢ — 7(Cag + ép)| T [CFxp + v + ¢p — r(Cy, + )]

o
= Y Prratk + O Uk Quk + Yl Svr + vf STy + vl Ruy
k=0

oo
= y,fHPkHka + Z y,{ka + QyESUk + UkTRvk, (3.11)
k=0

sendo
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Q + (CG)2(CF — rO)T(CF —rC) (CG)2(CF —rC)T(1 1)

(CG)2(1 —7)(CF —rC) (CG)2(1 —r)?
Pgyr O (CG)2(CF —rC)" —2
Pry1 = ; S = ; R =(CG)~.
0 0 (CG)2(1—7)

Se forem escolhidos C' e r tal que o par (F,G) é estabilizével, entao a lei de controle 6timo
vy, € dada por:

v = —Kryx, (3.12)

sendo

Ki = (GTPei1G + R) UG P F 4+ ST), (3.13)
e Pr+1 € a solucao da Riccati, dada por:
Prs1 = (F+ GRS [Pryt — Pos1G(GT Pes1G + R)G Prsa] (F+ GRS+
+(Q+SRIST). (3.14)
Entao, a fun¢do de deslizamento 6tima é dada por:

sy =Cxp+ ¢ =0, (3.15)

Ghr1 = Ok — Ky, 9o = —Cuo. (3.16)

Fazendo a combinagao das equagoes ([B.16) com (B.7)), obtém-se a lei de controle 6tima dada

por:

uj = —(CG) CFxy + ¢fyq — rsi + eTsign(sy)]. (3.17)

Consequentemente, encontra-se o resultado desejado quando o sistema (3.1]) é realimentado

com a entrada de controle 6tima uj,.

Sera desenvolvida na proxima se¢do uma abordagem alternativa para solucionar este pro-
blema. A principal caracteristica desta nova abordagem é que as matrizes de parametro do sis-

tema realimentado, o ganho do controlador e a solugao da equacao de Riccati serao incorporadas
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em uma Unica matriz. Apresentaremos a demonstracdo da equivaléncia das duas abordagens e

posteriormente um exemplo numérico.

3.3 Controle Otimo por Modos Deslizante - Abordagem Alterna-
tiva

Nesta se¢ao, propoe-se uma solugao alternativa para o problema classico COMD de sistemas

lineares discretos no tempo. Esta nova formulagao se baseia na minimizacao de uma fugao custo

quadratico, considerando uma estrutura matricial alternativa & que foi apresentada na secao

anterior. Esta nova abordagem é baseada no método de funcoes penalidade e problema de MQP.

E por dltimo mostra-se a equivaléncia das duas abordagens feitas para o problema de controle

por modos deslizante.

3.3.1 COMD via Funcao Penalidade

Considere o sistema linear (3.I0):

Yk+1 = Fyr + Gug.

Define-se, neste momento, uma expressao auxiliar da seguinte forma:
_ T T T . s
Li(yj,vi) = yj Quj +2y; Svj +vj Ruj;  j=0,...,N, (3.18)

e considere o funcional custo quadratico (BI1]) reescrito como:
N
T
J =Yk Pyiyns1 + > Li(y, ), (3.19)
§=0

com as matrizes de ponderagao Pyy1 =0, Q@ =0, S > 0 e R = 0 assumidas conhecidas.

Considere o seguinte problema de minimizagao sujeito a uma restrigao de igualdade:

N
min < yi o Prriynver + D L;(y5,05) (3.20)

Yi+1,05 =0

s.a Ygr1=Fyr +Guk, k=0,...,N.
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2, 2, * *
O objetivo é determinar uma lei de controle 6tima {(yk 1 Uk)} j—o due minimize o funcional
(3I9). Observa-se que a minimizagao nao é feita apenas em funcdo da entrada de controle vy,

mas também em fungao de ygy1.

A abordagem para a solugdo do problema de minimizagao restrita (3.20]) torna-se bastante
simplificada se for considerado que toda solugao 6tima deve satisfazer o principio da otimalidade

de Bellman.

e Principio de Otimalidade([18], [19]): “Uma politica 6tima tem a prioridade de que
qualquer que seja o estado inicial, as decisoes restantes devem constituir uma politica

O6tima com respeito ao estado resultante da primeira decisao.”

Por meio deste principio, o problema (B.:20) pode ser resolvido recursivamente atravéz da
minimizacao da forma enunciada no Lema a seguir. O proximo Lema é baseado nos resultados

de [10].
Lema 3.3.1. O problema

N
min YR Pypaunn + > Ly, ug)

Yk+1,Uk
+1s =0

S, a Yp+1 = Fyr+Gug, k=0,...,N.

pode ser resolvido recursivamente por meio da minimizacao de

min {ﬁo(go,’&o) + 35121112 {51(3/1, Ul) + .-+ min {Eil(yil,uil) 4ot

Y1,v0 Yi,Vi—1

4+ min {,CN(yN,uN) + yjj\}+1PN+1yN+1}} S } (3.21)

YN+1,UN

sujeito a Y11 = Fyr + Guk, k=0,...,N.

Demonstracao. Vamos utilizar o Principio de Otimalidade para mostrar que a sequéncia 6tima
{ (Y1 vr) };CVZO minimiza ([B.J9). Considere para cada k = 0,--- , N o funcional custo quadratico

no intervalo de interesse [k, N + 1] dado por:

N

Jp = y£+1PN+lyk+1 + Z L;(yj,ug)- (3.22)
=0
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Procede-se por passos:

e (k = N +1) assuma que Jy_;(yni2,0n+1) = yiTHPNHyiH. Nota-se que é natural

considerar Jy ; como feito anteriormente, pois de acordo com a expressao ([3.22)) temos:

* T
In+1(YN+2, UN+1) = YN 41 PN+1YN+1

e, dessa maneira,

* . T T
Ini1(UN+2,UN41) = py in YUN+1PN+1YN+1 = YN41 PNA1YN+1,

pois nao hé dependéncia das varidveis yny2 € UnN11-

e (k= N) segue de (3:22)) que:

IN = YN 1PNr1yN+1 + YN QYN + 2yNSun + vy Ron.
E preciso encontar entdo (y% 41> V) por meio da minimizagao de Jy. Assim,

(YN41,VN) € arg min {JK,H + EN(yN,vN)}
YN+1,UN

s.a yn+1 = Fyn + Gun

sendo o custo 6timo no instante N dado por:

Jiy = meiI}JN {yN-1PNr1uN+1 + YN QYN + 2unSon + v Run |
“+1

s. a yn+1 = Fyn + Gun.
e (k=N —1) por (322)) temos que:

IN-1=JN+yh_1Qyn—1+2yN_1SuN_1 + VN_1RUN_1.

T T N o
O objetivo é encontrar uma sequéncia 6tima {(yz-‘rl’vz)}k:Nfl que minimize Jy_j. De
acordo com o Principio da Otimalidade, dado que no passo anterior (k = N) ja foi encon-
trada a sequéncia O6tima para o intervalo [N, N + 1], entdo a sequéncia 6tima para o passo

1 = N — 1) seré formada pelo termo (y3 1, V%) obtido no passo anterior juntamente com
YN+1 VN ]
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o termo (Y}, vy_q) que sera obtido neste passo por meio da minimizagao de
In-1 =T} +yk 2u%_1S TR
N-1=Jn+yn_19QYNn-1+ 2yy_1SUN-1 + UN_1 RUN-1.

Assim,

(yn-vn-1) €arg min {Jy + Ly—1(yn-1,vn-1)}
YNSUN -1

s.a ynv =Fyn—_1+Gun_1,

sendo o custo 6timo no instante N — 1 dado por:

Inog = yNn}}i]\{lil {Ix + yN_1Qyn_1 +2uh_1Suy_1 + U%—IR’UN—l}

s.a yv=Fyn-1+GuN-1.

e (k = i—1) assuma que o custo 6timo calculado a partir de um instante de tempo
qualquer até o instante de tempo terminal N + 1, considerando todas as possibilidades

para (yj 41, V;); seja dado por J. Ou seja, de acordo com os passos anteriores, entao:

Ji = min {J' | + Li(yi,vi)}

Yi+1,V5

s.a Y1 = Fyi + Gu;. (3.23)

Admita entdo que foi encontrada a sequéncia 6tima que vai do instante ¢ até o instante

N + 1 para todo (yr+1,vr). Seja essa sequéncia 6tima dada por:
(y;k+17v;k)7 (y;(+2,7);'k+1)7- "7(y}kV+170}k\7)' (324)

Suponha agora que se aplicado um par arbitrario (y;,v;—1) no instante (i — 1), e a partir do
instante 4, considera-se a seqiiéncia 6tima obtida anteriormente. Tem-se entdao que o custo

resultante para ir do instante (i — 1) até o instante terminal N + 1 é dado por:

Jic1 =J7 + Lic1(yio1,vi-1).
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De acordo com o Principio de Otimalidade o custo 6étimo no instante ¢ — 1 sera 6timo entao:

Jiy = min {J 4+ Li—1(yi—1,vi-1)}

Yi,Vi—1
s.a Y = Fyi-1+Gvi1,
e o par Otimo (y’, v} ;) no instante (i — 1) é o par sujeito a restri¢ao y; = Fy;—1 + Gui—1
que minimiza o funcional J;—1 = J + L£;—1(yi—1,vi—1).
Procedendo analogamente para os passos restantes k =i — 2,7 —3,...,1,0, conclui-se que o
problema (B.20) pode ser resolvido recursivamente por meio da minimizagao da forma (3.21]).

O

Com base nos resultados vistos anteriormente e com auxilio da técnica cléssica de progra-

magao dindmica obtém-se a solugao recursiva 6tima do COMD enunciado no teorema a seguir.

Teorema 3.3.1. Considere o sequinte funcional custo quadrdtico:
N
T
J =Yk 1Pyt + 3 Liys,v5),

J=0

e o sequinte modelo linear no espaco de estado:
Yk+1 = Fyr + Gvk, k=0,...,N com yy= cte.

Defina o sequinte problema de minimizagcdo com restricao de igualdade:

N

. T
min § Yni1PN+1YN+1 + E L;i(y;,v5)
Yk+1,Vk =0

5.0 Y41 =Fyp +Gvg, k=0,...,N.

Entao a solucdo recursiva otima para tal problema é dada por:

: c
Yerr| _\5RL L k=0, N (3.25)
UZ ,Ck
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Sendo Ly e K}, obtidos de acordo com a sequinte recursao:

L D -
ool ([0 I 00 0 0 0 I 0 0
00| |[I =Pxy1 00 0 0 0 0 0 0
ool [0 0o 00 I 0 0 0 I 0
ool [0 0 00 0 I 0 0 0 ~I
B =00/ [0 0 I 0 -R -8 0 0 0 0 (3.26)
. ool [0 0 01 -§ —-Q 0 0 0 0
ool [0 0 00 0 0 0 I -G F
I ol (I 0o 00 0 0 I 0 0 0
oIl (o o 10 0 0 -G o0 0 0
Pr=LIPr Ly + KIRKL +SKy +KFST+Q; k=N,...,0 (3.27)

Demonstracao. De acordo com o Lema [3.3.1] este problema pode ser resolvido recursivamente

por meio de:

min {yg@yo + 2y0TSvg + vOTRvg + ?Enlvn {lele + 2y1TSv1 + vavl 4y
2,U1

Y1,v0

+ min {y%_leN_l + 2y]7\}_18vN_1 + ’U]j\—’[_lR/UN—l—i_
1

YN,UN—

+ min {y% Qun + 2ykSuy + viRun + yjj\}+1PN+1yN+1 }} e }}

YN+1,UN

s.a Ypr1=Fyr +Guk, k=0,....,N

procedendo por passos, tem-se:

e Passo N

me}I}}N {y% Qyn + 2yk Sun + vy Run + y%+1PN+1yN+1}
+1>

s.a yn+1=Fyn + Goun.

Por hipotese Q =0, S >0, R =0, Pys1 = 0. Considere agora as seguintes identifi-

cagoes:
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T4 YNy1; 24 yYn; y<on; P Pyi; Q<+ Q;

H+S, R+ R, F+F, G+ G
Apos feitas as identificagbes o problema passa a ter a seguinte forma:

min {xTPx +27Qz+2:THy + yTRy}

x7y

s.a x=Fz+Gy.

E de acordo com o Corolario 2.3.1] admite a solucao 6tima:

YA Ly
N+1 _ YN
vy Ky
com
—_ _T — —_
0 0 0 I 00 0 0 0o I 0
0 0 I —Pnxy1 0 0 O 0 0 0 0
00 0 0 00 I 0 0o 0 I
0 0 0 0 00 0 I 0 0 0
Ly
=10 0 0 0 I 0 -R =-8ST 0o 0 o0
Kn
0 0 0 0 01 -S -9 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0 0 I -G
I0 I 0 00 0 0 I 0 0
0 I 0 0 I 0 0 0o -¢¥ o o
E também,

nin {yX 1 PN+1yN+1 + YN Qun + 2yR Sun + vERuy }

s. a yn+1 = Fyn + Gun

é igual a y}\}UNyN, sendo:
_ T T T oT
Un = LNyPN+1 LN + KyREKN +SKN + KNS + Q9 > 0.

Considere neste passo ]5N =Upn.
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e Passo (N-1)

De acordo com o Lema B3] o problema neste passo deve considerar:

min {ﬁN_1(yN—1> uN—1) + y%UNyN}

YN, UN -1
s.a yn = Fyn—1+ Gun_1,

sendo o termo y%U NYN proveniente da minimizacao efetuada no passo anterior. Ou seja,

min {yjj\;fl Oyn_1+ 2y]7\}718UN_1 + 1)]7\}71731)]\{_1 + y%PNyN}

YN,UN -1

s.a yn=JFyn-1+Gun-1.

Observe que o problema de minimizagdo nesta etapa € idéntico ao da etapa anterior e,

portanto, deve-se proceder de maneira analoga aplicando o Corolario 2.3.11 Logo,

YN Lyn-1
= YN—-1
UN-1 Kn-1
com
— _T — __1 — -
0 0 o I 00 0 0 0 I 0 0
0 0 I =Py 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0O 0 00 I 0 0 0 I 0
0 0 0O 0 00 0 I 0 0 0 -y
Ln-1
=10 0 0 0 I 0 -R =8 0 0 0 0
Kn-1
0 0 0 0 01 -8S -9 0 0 0 0
0 0 0O 0 00 0 0 0 I -G F
I 0 I 0 00 O 0 I 0 0 0
0 I 0 0 I 0 0 0 -Gg" o0 o0 0
E também,

min  {yXPyvyn +vh_1Qun—1 + 205 _1Son_1 + vk Ruv_1}

YN,UN—-1

s.a yn=Fyn—1+Gun_1
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é igual a y}\}flUN_lyN_l, sendo:

Un_1 = ﬁq&,lPN»CN_1 + K%,lRKN_l +SKn_1+ /C%,lsT + 9= 0.
Considere neste passo PN,l =Un_1.

e Passo (N -2)

i Hllle]lV , {yN—2Qun—2 + 2yN_sSun—2 + Vi _yRoN—2 + Y1 PN-1YN-1}

s.a yn-1=Fyn—2+Gun_o.

Aplicando o Corolario 2.3.1] tem-se:

y;‘\f—l Ln—_2
= YN—2
VN9 Kn-2
com
- - T r -2 -1 F
0 0 0 I 00 0 0 0 I 0 0
0 0 I —Pyv_1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 I 0 0 0 I 0
0 0 0 0 00 0 I 0 0 0 -1
Ly_2
=10 0 0 0 I 0 -R -8 0 0 0 0
Kn—2
0 0 0 0 0l -S -9 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0 0 I -G F
I 0 I 0 00 0 0 I 0 0 0
0 I 0 0 I 0 0 0o ¢ o0 o 0
E também,

i Hlllvlllv ) {yjj\ﬂf_ltprlnyl + YN_2QyN—2 + 2y _sSun_2 + UJY\}_QRUNQ}

s.a yn—1=Fyn—2+ Gun_s

é igual a y%72UN_2yN_2, sendo:

Un_2 =LY 3PN 1LN_2+ KN sRKN 24+ SKy_o+ KL 28T +Q = 0.
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Considere neste passo Py_o = Un_o.

e Passo 7

Continuando o processo com o decaimento de j, sempre aplicando o mesmo principio, entao

o resultado obtido para cada i = (N —3),...,1,0, seréa:

yf+1 L;
U;‘:lCiyi
com

e D1 -
00/ |o I 00 0 0 0 I 0 0
0 0| |I =Pi1 0 0 0O 0 0 0 0 0
oo/ |lo o 00 I 0 0 0 I 0
00/ |0 0o 00 0 I 0 0 0 I
ﬁi:oo 0o 0 I 0 -R -8 0 0 0 0
. oo o 0o oI -S -Q 0 0 0 0
00/ [0 0 00 0 0 0 I -G F
I ol |[I 0 00 0 0 I 0 0 0
oIl |0 0 I 0 0 0 -G' o0 0 0

Pi = LIPiLi + KTRK; + SK; + KIST + Q.

E assim segue o resultado.

O

Observagao 2. Considerando a demonstracio do Teorema[F.3 1), note que o problema de con-
trole pode ser estabelecido por meio do sequinte problema de minimizagdao restrita de um funcional

quadrdtico de um passo no intervalo de interesse [k, N + 1]

min {yl, 1 Pr1¥ir1 + yi Qui + 2yf Svg, + vf Rug }

Yk+1,Vk

s. a Yg+1 = Fyr + G,

sendo que ykTHPkHka corresponde ao custo acumulado no intervalo [k + 1, N +1]. Ou, de

forma andloga, estabelecido por meio do problema de minimizacao irrestrita do funcional quadrdtico
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_ _ _ _ T _ -
I 0 0 Pesi I 0 0 0 0 0
0 0 0 I 00 0 00 O
0 I 0 0 0 R ST 1T 0 0
" Yk41
e Wrst,ve) = [ [0 0 — | —TI|v 0 0SS Q9 01 of(le]) (329
(%3
0 0 0 0 0 I 0 00 0
0 0 0 0 00 I 00 O
I G| va 0 00 0 0 0 pul

nas varidveis (Yg11,vx) para cada valor fizado de p. Onde a solug¢ao étima € alcangada & medida

que . — 400, de acordo com a Proposi¢ao 2.3

Prosseguindo o raciocinio da Observagao [2 foi visto que a solugao 6tima do funcional (3.28)),

para cada p > 0, é dada por

_ 2T r =4 =1 r -
00/ [0 I 00 O 0 0 I 0 0
0 0| [I —Pry1 00 O 0 0 0 0 0
00/ [0 0o 00 I 0 0 0 I 0
.7 00/ [0 0 00 O I 0 0 0 I
Tr+1\H
) =lool |0 0o T 0-R -=8T 0 0 0 0| ye (3:29)
O (1)
00 [0 o oI -8 -2 0 0 0 0
00l [0 0O 00 O 0 wll I -G F
I of |[I 0o 00 O 0 I 0 0 0
0 I| [0 0 I 0 0 0 -G o0 o0 0

Enquanto o custo 6timo para cada u > 0, segundo o Lema 2.T.2] é dado por:

T = Je(Erep1 (1), 01 (1) =
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0 0o I 00 0 0 0 I 0 0
0 I =P 00 0 0 0 0 0 0
0 0 0 00 I 0 0 0 I 0
~I{ o 0o 00 0 I 0 0 0 ~I
=yilo|l lo o 10 -R -ST 0 0 0 0 | ur- (3.30)
0 0o 0 0I -8 - 0 0 0 0
F 0O 0 00 0 0 wlriI -g F
0 I 0 00 0 0 I 0 0 0
0 0 0 T 0 0 0 -6 o0 o0 0

Fazendo p — +o00, segue que (Zx11(p), 0x(p)) — (T4, vy) €, assim, Ji(Tpy1(p), 0x(pn)) —
Ji(wy .y, v5) = Ji. Entao:

Ti = (@i, 08) = Yk Pre =

e T -
0 o I 00 0 0 0 I 0 0
0 I —Pry1 00 0 0 0 0 0 0
0 0o 0 00 I 0 0 0 I 0
-1 1o o 00 0 I 0 0 0 —I
=y'lo| o o I 0 -R -ST 0 0 0 0| ue- (3.31)
0 o 0 01 -8 -9 0 0 0 0
Fl o o 00 0 0 0 I -G F
0 I 0 00 0 0 I 0 0 0
0 o 0 I10 0 0 -G"o o 0

Combinando as expressoes ([3.26]) e ([B:31]), encontra-se:
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_ T PR
00 0 O I 00 0 0 0 I 0 0
00 0 I —Pw1 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 O 0 00 I 0 0 0 I 0
Ly, 00 —I| [0 0 00 O I 0 0 0 —I
Kel =10 0 0 o 0 I 0 -R =8 0 0 o0 0| ye (3.32)
P 00 0 o 0 011 -8 -Q 0 0 0 0
00 F O 0 00 0 0 0 I -G F
I 0 0 I 0 00 0 0 I 0 0 0
01 0 0 0 I 0 0 0 -¢" o0 o0 0

Observa-se que as matrizes Ly, K e P podem ser calculadas a partir da mesma inversa de
um bloco matricial principal. E que, tal estrutura retine de forma simétrica todas as matrizes de

parametros e de ponderacao do sistema para o calculo da matriz Py.

3.3.2 Equivaléncia das Abordagens

Lema 3.3.2. A solucdo recursiva (3.23) - (3.27) proposta no Teorema [F.31l pode ser reescrita

da sequinte forma:

Vi1 = [F =GR+ G"Pe1G) (ST + G"Pria1F)| vy, (3.33)
Ly
v = —G(R+GTPL1G) " YST +GT P11 F) y, (3.34)
Ky

para todo k= 0,...,N, sendo:
Pr = (F = GRS [Prs1 — Pry1G(R + GTPei1G) 'GPy ] (F — GR7IST) + (3.35)

+(Q- SRS,

para todo k= N,...,0.

Demonstracdo. Sabe-se que a solu¢ao recursiva 6tima para cada k =0,..., N é dada por:



61

*
Ye+r1

*

Equivalentemente, a solucao 6tima

O ~N O O o o o o o
N O O O O o o o o

O ~N O O O O O ~N O

I 0
—Pps1 O
0 0
0 0
0 I
0 0
0 0
0 0
0 1
Y1
Uy,

o vetor solucao do seguinte sistema linear:

S N O O O O O ~N O

—Pri1

o o o o o o

~ ©O O O N O o o o

o O O N O o o o o

0 0
0 0
1 0
0 I
-R =ST
S e
0 0
0 0
0 0

O O O N O o o o o

0 0 0 I O 0
0 0 0O 0 O 0
I 0 0 0 I 0
0 1 0 0 O —I
-R =8T 0 0 0 0 | Yk
-5 -Q 0 0 O 0
0 0 0o I —-¢g F
0 0 I 0 O 0
0o 0 —¢" o0 o0 0
para cada instante k = 0,..., N deve-se compor
0 I O | A1 ] 0 ]
0 0 O A2 0
0o 0 I A3 0
0 0 O )V -1
0 0 0|[X 0 | Y-
0 0 O A6 0
0 I —-¢ A7 F
I 0 O Y1 0
-G 0 0 v} 0

Tem-se entao o seguinte sistema de equagoes:
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I +1Iypy, = 0 (3.36)
IM =P X = 0 (3.37)
IDs+1Iv, = 0 (3.38)
I = —Iy; (3.39)
ID3—RMs—STXN = 0 (3.40)
IN—8\—QTx = 0 (3.41)
Iy — G = Fuyi (3.42)
IMM+1IXx, = 0 (3.43)
IXs—GA\r = 0. (3.44)
(i) - Demonstragao da equivaléncia das expressoes de controle:
Combinando as equagoes ([B.37), (3:43) e (3.44), tem-se:

A3 = =G Pri1 . (3.45)

Agora, das equagoes (33%), (3:39), (3.40) e ([B.45]) obtém-se a seguinte equagao:
v = RGP dg — R7ISTy; (3.46)

fazendo a combinagao das equagoes ([3.36]), (8.42) e (B.40), pode-se calcular Ay da seguinte
forma:

Ao = (I +GRIGTPL 1) HGRTIST — F)y; (3.47)
substituindo ([B.47) em (B3.40) tem-se:
v == [-RI'G"Pea(I + GRT'G " Pryn) 'GRTIG yp + RISy ] -
—R'GPea(I + GRG Pryr) Py (3.48)

basta aplicar os Lemas[A. 11l e para encontrar:

vp = —(R+G"Pri1G) " (H" + G Pria F) i (3.49)

Ky
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(ii) - Demonstragao da equivaléncia do estado realimentado:

De ([342)) e ([3:49) obtém-se:

Y1 = [F =GR+ G "Pri16) (ST + GT P F)] vi.- (3.50)

Ly,

(iii) - Equivaléncia com a equagao recursiva de Riccati:

Sabe-se que:

Pr = LEPr 1 Li + KFRK), 4+ SK + KEST + Q, (3.51)
substituindo (3:49)) e (B.50) na equagao (B.51), tem-se:
Pr=(F =GR 'S [Pey1 — Pes1G(R + G  Prs1G) ' G  Proya] (F — GRT'ST)+

+(Q - SR!ST).

3.4 Exemplo Numérico

Exemplo 3.4.1. Considere o sistema linear (31]) com as sequintes matrizes de pardametros:

e as sequintes matrizes de ponderagao:
10
Q= , Pny = , R=1.

As simulagoes realizadas neste exemplo sao baseadas no Teorema [3.31l defini-se € = 0.4,

0
T =0.5 er =0.25, o estado inicial xy = e C = { 2 1 ] Foi utilizado um horizonte
1

N =50 para a simulagao.
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Quando o horizonte N — +00, nota-se que Py converge para:

180.1939 20.4717 O
P =1204717 6.8016 O],
0 0 0

e a respectiva matriz de ganho K ¢ dada por:

K= [1.3129 0.0560 —0.7500] -

2
X, 0* : ;; ; ;; sasegty bobobobobobobobygiy
: e . o ... X
-2} »t 1 A
* e oo X2
_4 *-% I I I I ! ! j
5 10 15 20 25 30 35 40
k
2
Of 4
Xl
_2 - B
-4

Figura 3.2: Estados do sistema e convergéncia.
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-5 5 10 15 20 ‘ 25 30 35 40
o I . s, |
Sk Qs e A T ' . . ® o * o o o o o
-0.5 7

Figura 3.3: Lei de controle e superficie deslizante.

O mesmo resultado € obtido quando se considera a estrutura apresentada no Lema[F-32.
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Capitulo 4

Controle Otimo por Modos Deslizantes

para Sistemas Multivariaveis

Neste capitulo trata-se o problema de controle por modos deslizantes para sistemas multiva-
riaveis de tempo discreto, baseado em [7], [8] e [9]. Sera apresentada uma lei COMD que minimiza
um funcional custo quadratico, baseada em [§] e [5]. Sera proposta uma solucao alternativa para
o problema classico COMD de sistemas multivaridveis de tempo discerto. Essa nova formulacao
baseia-se no mesmo principio utilizado para resolver o problema de COMD para sistemas de
tempo discreto com apenas uma entrada de controle, em que foi feita a minimizacao de um fun-
cional custo quadratico nas variaveis de estado x; e de controle u; ao mesmo tempo, considerando

uma estrutura matricial alternativa.

4.1 Controle Otimo por Modos Deslizantes

Nesta se¢ao sera proposta uma lei de controle por modos deslizantes apropriada de tal forma
que as leis de alcancabilidade sejam satisfeitas e ainda que garanta a estabilidade do sistema.
Serda mostrado que o sistema é estéavel quando realimentado por essa lei de controle por modos

deslizantes.
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4.1.1 Lei de Controle

Considere o sistema linear de tempo discreto:
Tpr1 = Fop + Guy, (4.1)

sendo F' € R™" e G € R™ ™ matrizes conhecidas, x5, € R™ o vetor de estado e uy, € R™ a entrada
de controle. Considere que o par (F,G) é controlavel. As multiplas superficies deslizantes serao

definidas da seguinte forma:

s = Cxp + ¢, =0, (4.2)

sendo C € R™*" CG uma matriz nao-singular e ¢ € R™ sera definido posteriormente. Pode-
se escolher ¢g = —Czg tal que so = 0. Veja que s = [s1 Sok --- sm,k]T, entao para cada

- - . . . T
superficie que compoe sy teremos uma lei de controle associada, pois u = [u1 5 U2k -.. Umi| -
A superficie deslizante s, = 0 serd formada pela intersegdo das superficies deslizantes que a

compoe.

Para obtermos um modo deslizante ideal, a seguinte condi¢ao deve ser satisfeita:

Sk4+1 = Sk = 0, k=0,1,2,....

A partir desta condicao é possivel encontrar uma lei de controle equivalente do sistema (1),

que é dado por:

ui = —(CG>_1[CF$k + ¢k+1]- (4.3)
Nota-se que ao substituir a lei de controle (43]) no sistema (1), vamos obter:
Tpi1 = (I — G(CG)'C)Fxy, — G(CG) L pg1, (4.4)

e define-se F, = (I — G(CG)~C)F.

Para finalizar a lei de controle por modos deslizante, serd desenvolvida uma lei de controle
chaveado. Estéa lei de controle se baseia em uma lei de alcancabilidade apropriada que garanta a
existéncia e a estabilidade do modo deslizante. Uma lei de alcancabilidade apropriada foi definida

em [20], da seguinte forma:

|sik+1] < |sik|, paratodo 1< i < m,
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é equivalente escrever que:

— Isikl < Sik+1 <|sikl, paratodo 1< i < m. (4.5)

Utilizando a lei de controle equivalente (3] pode-se reescrever a desigualdade (3] da

seguinte forma:

pois:

Sik+1 = CiZpq1 + @ig1, paratodo 1 < i < m.

Defina que:

C'iG(—uz + ug)
R

Wik =

)

, paratodo 1< i < m, (4.6)

entdo, |W; k| < 1. A matriz W}, é uma matriz diagonal, dada da seguinte forma:

Wie O 0
0 Wi 0
Wy, = >
00 Wi

Observa-se que cada i-ésima entrada de controle u;; com 1 < ¢ < m, correspondera com
a i-ésima entrada da matriz diagonal Wy, ou seja, para cada entrada de controle, tem-se uma

matriz W com 1 < ¢ < m, correspondente.

A partir de (€8] temos que a lei de controle é dada por:

up = —(CG)CFay, + dry1 — Wisy]. (4.7)
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4.1.2 Estabilidade do Sistema

Neste item serd mostrado que o sistema (AI]) realimentado com a lei de controle (1) é
estavel. Sera usado como base os resultado de [8]. Assumindo que os autovalores da matriz Fe
nao pertencem ao circulo unitario, sendo assim, existe um namero real r tal que p(Fe) < r < 1
sendo p(F,) o raio espectral da matriz F,. A equagao de Lyapunov para tempo discreto é dada

por:
FTPF, —r’P = —Q, (4.8)

sendo () uma matriz semidefinida positiva e tem-se como solu¢ao da equagao (A8 uma matriz
semidefinida positiva P. Serd mostrado, a seguir, que o sistema (4.I]) realimentado com a lei de

controle (A1) ¢ estavel, se:

. o — HFeH }
Wil < mln{l , , 4.9
IWell TEEaRINeE] (4.9

sendo

)\min + 1-— 7“2 )\m'm P
= \/||Fe”2+ (@) *( ) (P) tal que p > ||Fe.

)\mam (P)

Uma candidata a funcao de Lyapunov adequada é:
Vi = :c;;FPa:k,
sendo P a solugao da equagao (A.8]). Entao, temos de mostrar que:

AV, = Vk+l -V, < 0.

De fato,

AV = Vi1 — Vg
= x;‘gHkaH T
= :IZZFSTPFG.CCIc + x%FeTP(CG)flwkak + [(CG)“Wkak]TPFe:ck +

—I—[(C’G)flVVkC:Ek]TP(CG)*lWkak — x%ka + x£r2ka — :zgrQPa:k.

Utilizando o Teorema (A.4]]), desigualdade triangular e a desigualdade de cauchy-schwartz,
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tem-se:
AVe < =zl Qumin(@Q) + (1= ) Amin(P)) + 2 [l [|Fell Amaz (P) ||GCE) T ICI W]l +
Wil lz2]* |G TP NCI Amaa(P)
< el [~Amin(@) = (1= ) Amin(P) + 20maa(P) [|Ee] | GCO) T IO Wil +
+ Wil |GG P ICI Amas (P)] -
< 0. (4.10)

Assim, tem-se AVj < 0, e garante-se a estabilidade do sistema (4.1]) realimentado com a lei

de controle (7).

4.1.3 Controle Otimo por Modos Deslizantes

Considerando o sistema linear de tempo discreto (1), ao realimentar este sistema com a lei

de controle (7)), obtém-se o seguinte resultado:

Thp1 = Fap+ Gug
= Fap — G(CG) OFxy + dryr — Wisi]
= Fai, — G(CG) 'CFxy — G(CG)  ppy1 + G(CG) ' Wi.Cay, + G(CG) ™ Wiy,
= [F-GCG) Y CF -—W,0)zr — G(CG)  (dpa1 — Wion).

Fazendo vg = ¢p11 — ok € yr = [:CZ, ox]", tem-se:

Yk+1 = Fyk + Gug, (4.11)
sendo:
F F— G(C’G)_l(C’F — Wi C) G(CG)_I(Wk - 1) G —G(C’G)_1
= e =
0 I I

Observa-se que o resultado encontrado é analogo ao resultado obtido no Capitulo 3. A
diferenca é que este novo problema contém a matriz Wy, que possibilita o sistema a ter mais de

uma entrada de controle. O mesmo sera feito com o funcional custo quadratico (B.8]), ou seja,
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obter-se-4 um novo funcional custo quadratico nas novas variaveis y e vy, entao:

(o]
T T T
J = 11 Perie + E xy, Qg + up uy
k=0

= x£+1pk+1$k;+1 + Z :L‘;‘CFQ:EIC + [(CG)_l]T (CG)_I[CFJJk + Prt+1 — Wksk]T[Cka + dr+1 — Wisk]
k=0

[ee)
T T
= Ty Pr1Tre1 + E 7y, Qry +
)

+ [(CG)_I]T (CG)HCFxy, + v + ¢, — Wi(Cxg + 1) [CFwp + vi, + b — Wi(Cxp, + 1))

o0
= YhoPereer + Uk Qui + uf Svi + of STk + vf Ruy,

k=0
= Y Penven + O Uk Que + 24 Sui, + of Ry, (4.12)
k=0
sendo:
P, 0 CF —rC)IR
Pri1 = wH ; R = [(CG)A]T e S= ( ) ;
0 0 (I —Wp)TR

0-— Q+ (CF — WkC)TR(CF - WiC) (CF — WkC)TR(I — W)
- (I = Wi)"R(CF — W;O) (I = Wi)"R(I — W) |

Se minimizarmos o funcional custo quadratico (LI2) sujeito a ao sistema (LI1]), entao a lei

de controle 6timo v}, é dada por:

U;; = —Kryi, (4.13)

sendo:

/Ck = (gTPk+1g + R)_l(gT’Pk—&-l}-"‘ ST)a (4-14)

e Pr+1 € a solucao da Riccati, dada por:
Pt = (F+ GRS [Prrt = Pr1G(G" PrssG + RIG! Proga] (F +GR™IST)+

+(Q+SRIST). (4.15)
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Portanto, a fun¢ao de deslizamento 6tima é dada por:
sp, = Cap, + ¢, =0, (4.16)

D1 = P — Kk, ¢o = —Co. (4.17)

Fazendo a combinagao das equagoes ([EI7) com (£7) obtém-se a lei de controle 6tima dada
por:

uj, = —(CG) OFxy + ¢y — Wisk]. (4.18)

Consequentemente, encontra-se o resultado desejado quando o sistema (3.I]) é realimentado

com a entrada de controle 6tima wuj,.

4.2 Controle Otimo por Modos Deslizantes - Abordagem Alter-

nativa

Nesta secao, propoe-se uma solucao alternativa para o problema classico COMD de sistemas
multivaraveis de tempo discreto. Esta nova formulacdo se baseia na minimizacdo de um indice
de desempenho quadratico de forma anéloga a abordagem do capitulo anterior. Essa nova abor-
dagem é fundamentada no método de fungdes penalidade e problema de MQP. A equivaléncia
das duas abordagens serd mostrada, e podera ser visto que mesmo possuindo mais de uma en-
trada de controle o problema segue com a mesma linha l6gica que foi utilizada no problema com

apenas uma entrada de contole.

4.2.1 COMD via Funcgao Penalidade

Considere o sistema multivariavel ([ZI1):

Yk+1 = Fyr + Gug.

E considere o funcional custo quadratico (8.19) definido no capitulo anterior:

N

J = yN PNyt + Y Li(5,05),
=0
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com as matrizes de ponderagao Pnyi1 = 0, Q@ = 0, S = 0 e R = 0 assumidas conhecidas.

Considere agora o seguinte problema de minimizacao sujeito a uma restricao de igualdade:

N
min < yn 1 Pryner + > Liy;, ;) (4.19)

Yk+1,Vk =
s.a Ypp1 =Fyr +Gug, k=0,...,N.

2 2 * *
O objetivo é determinar uma lei de controle 6tima {(yk 41 vk)}k:O que minimize o funcional
(3I9). Note que a minimizac¢ao nao é feita apenas em fungao da entrada de controle vy, mas

também em funcao de yx11.

Observe que o problema de minimizagao para sistemas multivariaveis é praticamente o mesmo
problema para o caso de sistema com apenas uma entrada de controle, sendo que agora o ntimero
de propriedades a serem satisfeitas € maior, o que torna garantia de alcancabilidade e estabilidade

do sistema um pouco mais complexa, como foi provado na segéo anterior.

Sabe-se que este problema de minimizagao sujeito a uma restrigao de igualdade pode ser re-
solvido de forma recursiva utilizando programagao dinAmica como foi mostrado no Lema (3:3.1]).
Utilizando esse resultado pode-se obter uma solugao recursiva 6tima para este problema como

serd enunciado no préximo teorema.

Teorema 4.2.1. Considere o sequinte funcional custo quadrdtico:
N
J = y%-HPN-HyN-H + Z L;(y;,v5),

Jj=0

e o sequinte modelo linear no espaco de estado:
Yk+1 = Fyr +Gvk, k=0,...,N com yy=cte.

Defina o sequinte problema de minimizagdo com restri¢cao de igualdade:

N

. T
min < Yy PN+1YN+1 + E L;(yj,v5)
Yr+1,Vk =0

S. 0 Yp+1=Fyr+Guvg, k=0,...,N.
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Entao a solugao recursiva otima para tal problema € dada por:

: L
Vel 1T k=0, N (4.20)

vy, K

Sendo Ly e Ky obtidos de acordo com a sequinte recursao:

o PR
00/ |lo I 00 0 0 0 I 0 0
0 0| [I —Prs 00 0 0 0 0 0 0
0o/ |[o o 00 I 0 0o 0 I 0
00/ |0 o 00 0 I 0 0 0 —I
Brl oof [0 o IT0-R -8 0 0 0 0 (4.21)
& oof (0 0o 01 -8 - 0 0 0 0
00f |0 0 00 0 0 0 I -G F
I ol (I 0 00 0 0 I 0 0 0
oIl (o o 10 0 0 -G"o0 0 0
Pr = LIPri1 Ly + KERKL +SKp +KFST +Q; k=N,...,0 (4.22)
Demonstra¢ao. Anéaloga a prova do Teorema (B.3.1]). O

A estrutura do Teorema (A2.1]) é exatamante igual a do Teorema (3.3.1]), o que torna o resul-
tado acima diferenciado é o fato de que sua estrutura matricial adimite mais de uma entrada de
controle. Acredita-se que utilizando essa abordagem alternativa seja possivel resolver o problema
de comtrole por modos deslizantes para sistema com incertezas em suas matrizes de parametros,

o que torna esta nova formulagao util para trabalhos futuros.

Note que o problema de controle 6timo por modos delizantes para sistemas multivaridveis
pode ser estabelecido por meio do seguinte problema de minimizacao restrita de um funcional

quadrético de um passo no intervalo de interesse [k, N + 1]

min {yl, 1 Prr1¥ir1 + yi Qui + 2y Svg, + vf Rug }

Yk+1,Vk

s.a Ykr1 = Fyk + Gug,

sendo que ngPkHka corresponde ao custo acumulado no intervalo [k + 1, N +1]. Ou,
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de forma andloga, estabelecido por meio do problema de minimizacao irrestrita do funcional

quadratico:
_ - o T -
I 0 0 Peei I 0 0 0 0 O
0 0 0 I 0 0 0 OO0 O
0 I 0 0 0R ST 1T 0 0
" Yk+1
i kv, ve) = [ [0 0 — | 1|k 0 0S8 Q 011 0f(e] (423
Uk
0 0 0 0O 0 I 0 OO0 O
0 0 0 0O 0 0 I OO0 O
I —G] | F ] 0 0 0 0 0 0 wulj

nas variaveis (yxy1,vr) para cada valor fixado de p. Onde a solugao 6tima é alcangada a medida

que pu — 400, de acordo com a Proposi¢ao 2.3.11

Utilizando como suporte o resultado do Teorema (L.2.1]) é possivel obter a solu¢ao 6tima do
funcional (£.23), para cada p > 0, por meio da expressao ([3.29). Enquanto o custo 6timo para
cada p > 0, segundo o Lema 2.1.2] é dado pelo funcional (3.30). Ao Fazer o parametro p — +o0,
tem-se (T4 1(p), 0k(1)) — (Thyq,vy) € assim, Jp(Trpr1(p), 0x(p)) = Ji(x)yq,v5) = Ji. Entdo
tem-se que o custo 6timo é obtido pela expressao ([B31I). Combinando as expressoes ([@2]]) e

((33T)), encontra-se ([3.32)).

Observa-se que as matrizes Ly, K e P, podem ser calculadas a partir da mesma inversa de
um bloco matricial principal, como pode-se ver na expressao ([B.32]). E que, tal estrutura retne
de forma simétrica todas as matrizes de pardmetros e de ponderacao do sistema para o calculo

da matriz Py.

Todos esses resultados ja foram apresentados no Capitulo 3, por isso nao foi preciso refazer
todo o procedimento, lembrando que mesmo que os resultados sejam anéalogos neste capitulo
estamos tratando o problema de controle por modos deslizantes para miiltiplas entradas de
controle. A seguir seré enunciado o lema que garante a equivaléncia da abordagem cléssica do
problema de controle 6timo por modos deslizantes e a abordagem alternativa que estid sendo

tratada neste trabalho.

Lema 4.2.1. A solugao recursiva (3.23) - (4-23) proposta no Teorema [[.2-1] pode ser reescrita
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da sequinte forma:

i1 = [F =GR+ G"PrrG) (ST + G Pen )] wi (4.24)
Ly,
vp = =GR+ G "Pr1G) (ST + G"Prir F) i, (4.25)
Ky

para todo k =0,...,N, sendo:
Pr. = (F — GRS [Pri1 — Pes1G(R + G Pria1G) 16T Py (F —GR7IST) + (4.26)

+ (Q—-SR1sT),

para todo k= N,...,0.

Demonstragio. A prova segue aniloga a do Lema (3.3.2]). O

4.3 Exemplo Numérico

Exemplo 4.3.1. Considere o sistema multivaridvel (4.1) com as sequintes matrizes de parame-

tros: ) ) ) )
0O 1 0 O 0 0 22
-5 6 1 1 1 0 1
F = G - )
0O 0 0 1 0 0 O
i 0 0 10 9_ _O 1 0 ]

e as sequintes matrizes de pondera¢do:

1 0 0 0] 1 0 0 o
0100 0100

0= . Py = . R=1
0010 0010
0 0 0 1] 00 0 1]

As simulagoes realizadas neste exemplo sao baseadas no Teorema [Z.3 1l definimos o estado
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0
0.3
0.25
icial xg = eC =101
2
1
2
simulacado.

3 0.35
0.2 3
2 0.05

0.2
0.3]-
1

Quando o horizonte N — +00, observe que Pi converge para

23.4013
—24.6657
—4.5357
—4.6109
0
0
0

—24.6657
28.3458
4.9925
5.0733
0
0
0

e a respectiva matriz de ganho K ¢ dada por

3.0004 —-3.6007 —0.6034
K = 10.2525 —0.3065 —0.3186
2.6857 —3.2369 —0.6234
e
57"; X
0.5
X '.7.
00 “esecer
_05 L L "
10 20 30 40
K

10

30 40

Foi utilizado um horizonte N = 40 para a

—4.5357 —4.6109 0 0 O
4.9925 50733 0 0 O
101.0405 98.7307 0 0 O
98.7307 113.8395 0 0 O
0 0 0 0 0
0 0 0 00
0 0 0 0 0]
—0.7552 —1.0050 0 0
1.2745 0 —1.0050 0
0.1951 0 0 —1.0050
1y
05
x20 .‘"'._'_'_'_
05 10 20 30 40
K
2

10

Figura 4.1: Estados do sistema multivariavel.

30

40
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5 107
X X T %
G X ko .
O 5 % ‘_;*;. *:‘,*..;*;i* . **¥ ***t > t';?“"*** PR VR VIV
PR R : - ‘ x X
sk ; x x = A o S1k
-5 o Sy |
E Sy
-10 I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40
K
5
X X oy
ekoxoxexesoloelok
TR PR et B SR L T E S 22 EL2 2SR U R SR NN NN
kK |7 x x o x x X 70 POR u
. 1,k
_5"_' o Uy |
10 >< ! ! ! o u3,k
5 10 15 20 K 25 30 35 40

Figura 4.2: Superficie deslizante e lei de controle do sistema multivariavel.

O mesmo resultado é obtido quando consideramos a estrutura apresentada no Lema 211
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho resolvemos o problema de controle 6timo por modos deslizantes para sistemas
lineares de tempo discreto. Para resolver este problema foi desenvolvida uma estrutura matri-
cial alternativa baseada no problema de minimos quadrados ponderados e fungoes penalidade. A
principal caracteristica desta nova abordagem é o fato de que a matriz de parametro do sistema
realimentado, o ganho do controlador e a solucao da equacao de Riccati serem apresentadas em
uma unica matriz. A equivaléncia com a solugao padrao fornecida em [5] e [8] foi mostrada, e a

recursividade do algoritmo permanece valida.
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Apéndice A

Analise Matricial - Alguns Resultados

A.1 Inversao de Matrizes

Lema A.1.1. J21] Sejam A € R, B € R™™ (C € R™*™ ¢ D € R™*™. Suponha que A, C,
(A+ BCD) e (C~' + DA™B) sejam ndo-singulares. Entdo

(A+BCD) ' =A"1'-A'B(C™'+DA™'B)"'DAL (A1)

Lema A.1.2. [29] Suponha A, C, (A+ BC™ID) e (C + DA™ B) invertiveis. Entdo ¢ vdlida a

sequinte relagcao
(A+BC'D)'BC™!'=A"'B(C+DA'B)™". (A.2)

A.2 Matrizes Particionadas e Complemento de Schur

Definicao A.2.1. 253/ Sejam A € R™ ™ wma matriz nao-singular, B € R™™ (C € R™",

D e R™*" ¢ M e Rtm)x(ntm) o onairiz particionada definida por

A B
C D

. (A.3)

A Matriz D + CA™'B denotada por (M/A) é chamada de complemento de Schur de A em

M. Similarmente, se D € nao-singular, o complemento de Schur de D em M € definido por
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(M/D)= A+ CD'B.

Lema A.2.1. [253/(Formula da diagonalizacao de Aitken) Seja M uma matriz particionada dada

por

A B
C D

e suponha A nao-singular. Entao,
I 0| (A B||I —-A™'B A 0

= : (A.4)
—-CA=Y I| |C DJ| |0 I 0 (M/A)

Lema A.2.2. [23](Formula da aditividade do posto de Guttman) Seja M uma matriz parti-

ctonada dada por

A B
C D

Entao, posto(M) = posto(A) + posto(M/A).
Lema A.2.3. [23] Seja M wma matriz particionada dada por
A B
C D
(i) - Suponha que A e M sejam nao-singulares. Entao (M/A) é nao-singular e

I —A1B| [A7D 0 I 0
0 I 0 (M/A)7 |-cA™t T

(ii) - Suponha que D e M sejam nao-singulares. Entao (M/D) é nao-singular e

e I (M/D)=' 0| |I —-BD™! (A.6)
DB I 0 o I | '

Lema A.2.4. [25/(Fdérmula da inversao de Banachiewics Seja M uma matriz particionada dada

por

A B
C D
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(i) - Suponha que A e M sejam nao-singulares. Entao (M/A) é nao-singular e

P A7+ ATIB(M/A)TICATY —ATIB(M/A)T! (A7)
N —(M/A)TCA (/A | '

(ii) - Suponha que D e M sejam nao-singulares. Entao (M/D) € nao singular e

1 (M/D)~! —(M/D)"'BD!
M= . (A.8)
—D-'C(M/D)"* D~'+ D-'C(M/D)"'BD"!

Lema A.2.5. [22] Sejam R € R™ "™ uma matriz nao-singular e A € R"™™ ™ uma matriz posto

coluna pleno. Entao,
(i) - A matriz (AT R7LA) ¢ invertivel.

(ii) - A matriz é invertivel.

AT 0
Além disso, sao vdlidas as sequintes identidades:

-1

R A 0
(ATR1A)! = {0 [m] (A.9)
AT 0 Ly,
-1
R Al I,
(ATR™1A)TATR! = [0 Im} (A.10)
AT 0 0
-1
R A 0
RTAATRA)! = [In o] (A.11)
AT 0 Ly,

A.3 Matrizes Semidefinidas e Definidas Positivas

Definicao A.3.1. [2]] Uma matriz simétrica A € R™ ™ ¢é dita definida positiva (A > 0) se
vT Az > 0,Yx € R*. Se 2T Ax > 0,V € R", entdo A é dita semidefinida positiva (A = 0).
Stmilarmente, os termos definida negativa e semidefinida negativa podem ser estabelecidos a
partir da recursao das desigualdades nas definicées de definida positiva e semidefinida positiva.

Caso a matriz simétrica A ndo se encaire em nenhuma das defini¢cdes acima, entao ela € dita

indefinida.
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Lema A.3.1. [2]] Seja A € R™" definida positiva. Se C € R™", entio CTAC ¢é semidefinida
positiva. E mais, posto(CT AC) = posto(C), de modo que CT AC ¢ definida positiva se e somente

se posto(c) = m.

Lema A.3.2. [Z]] Seja A € R™™™ simétrica nao-singular. A matriz A é definida positiva se e

somente se A~ € definida positiva.

Teorema A.3.1. [25] Uma matriz A € R™™"™ simétrica e definida positiva(semidefinida positiva)
se e somente se qualquer uma das sequintes condig¢oes valem:

(i) - todo autovalor de A é positivo(positivo ou zero).

(ii) - existe uma matriz N € R™*™ nao-singular(uma matriz N € R™ "™ singular ou uma matriz

N € R™" com m < n) tal que M = NTN.

Lema A.3.3. [23] Sejam A € R™™ wma matriz nao-singular, B € R"™ D € R™*™ ¢

M e RUvHEm)X(d+m) 4 matriz particionada simétrica dada por

A B
M = . (A.12)
BT D

Entao:

(i) - M =0 se e somente se A= 0 e (M/A) > 0.

(i) - M =0 se e somente se A= 0 e (M/A) > 0.

Analogamente, podemos enunciar também

Lema A.3.4. [23] Sejam D € R™ ™ wma matriz nao-singular, B € R"™ A € R™" ¢

M e Rvtm)x(ntm) o matriz particionada simétrica dada por

A B
M = . (A.13)
BT D

Entao:

(i) - M =0 se e somente se D =0 e (M/D) - 0.

(ii) - M >0 se e somente se D =0 e (M/D) = 0.
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Lema A.3.5. [23] Sejam A € R, B € R™™ D € R™™ ¢ M € ROHmX(n4m) g matriz

particionada simétrica dada por
A B

BT D

Considere C(A) e C(B) os espagos gerados pelas colunas das matrizes A e B, respectivamente.

Dessa forma, M = 0 se e somente se A= 0, C(B) CC(A) e (M/A) = 0.

Lema A.3.6. [T])] Seja A € R™™™ definida positiva e B € R™™ wuma matriz posto coluna pleno.

Entao, a matriz

A B

(A.14)
BT 0

€ invertivel.
Lema A.3.7. [26/ Seja A € R™*"™ semidefinida positiva e B € R™ "™ uma matriz posto coluna

pleno. Entao, se [A B} € posto linha pleno, a matriz

A B
(A.15)
BT 0
€ invertivel.

Defini¢ao A.3.2. [2/] Uma matriz A € R™*" ¢ uma raiz quadrada de B se A?> = B.

Teorema A.3.2. [2]] Sejam A € R™™ semidefinida positiva e k > 1 um nimero inteiro dado.

Entdo existe wma unica matriz simétrica semidefinida positiva B tal que B* = A.

Observagao 3. [2]] A maior utilidade do Teorema[A.3.3 é para k = 2. A tinica raiz quadrada

(semi)definida positiva da matriz (semi)definida positiva A é geralmente denotada por A,

A.4 Normas

Definigao A.4.1. [Z]] Uma fungao ||e|| : R"*™ — R € definida como a norma matricial se para

todas as matrizes A, B € R"*"™ ela satisfaz 0s sequintes axiomas:

(i) - Al = 0;

(ii) - |A| 20 A=0;
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(ii1) - ||cAll = || ||All , para todoc € C;
(i) - |A+ B[ < Al + B
(v) - [IAB| < [|A]l | BI|-

Definigao A.4.2. [2]] Seja ||o|| a norma de um vetor em R™. A norma de uma matriz A € R™*™.
€ definida por:

|A]| = max |Az|.
llefl=1

Definigao A.4.3. [2]] Seja A € R™™". A norma euclidiana de A € R™ ¢é definida por:
el = (a1l + -+ Jaal)2
Definigao A.4.4. [2]] Seja A € R™™ ™. Defina
p(A) := max {|\| : Aé um autovalor deA} .

Denominamos p(A) como raio espectral da matriz A.
Teorema A.4.1. [2]] Seja ||o|| qualquer norma matricial. Se A € R™ ™ entao p(A) < ||A]|.

Teorema A.4.2. [2]] Seja A € R™™ uma matriz hermitiana, e seja os autovalores de A orde-

nados da sequinte forma: Apin = A1 < Ao < -+ < A1 < Ay = Anax, entao:

Mz'z < 2" Ax < \yx*zpara todo v € R™.

Sendo:
*
¥ Az
Amax = A\p, = mMax = max z*Ax;
x#0 T*x z*r=1
. afAx . .
Amin = A1 = min = min z*Ax;

x#0 T*T r*r=1

A.5 Derivadas Fundamentais

Lema A.5.1. [2]] Sejam A € R™™" qualquer e x,y € R™ quaisquer. Entdo:

(i) - L(yz) =y;

(i) - %(J:TAJL') = Az + ATy,



93

Se A € simétrica entdo %(xTAw) = 2Ax.
Lema A.5.2. [2]] Sejam A € R™™" z € R" e x € R™ quaisquer. Entao:

(i) - 5 (" Ay) = Ay;

(i) - a%(:cTAy) = ATy,
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