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Resumo

FERRAÇO. I. B. Controle Ótimo por Modos Deslizantes via Função Penalidade. São Carlos,

2011, Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo.

Este trabalho aborda o problema de controle ótimo por modos deslizantes via função pena-

lidade para sistemas de tempo discreto. Para resolver este problema será desenvolvido uma es-

trutura matricial alternativa baseada no problema de mínimos quadrados ponderados e funções

penalidade. A partir desta nova formulação é possível obter a lei de controle ótimo por modos

deslizantes, as equações de Riccati e a matriz do ganho de realimentação através desta estrutura

matricial alternativa. A motivação para propormos essa nova abordagem é mostrar que é possível

obter uma solução alternativa para o problema clássico de controle ótimo por modos deslizantes.

Palavras–Chave: Sistemas lineares, sistemas discretos, controle por modos deslizantes, controle

ótimo, problema de mínimos quadrados, função penalidade, equação de Riccati.
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Abstract

FERRAÇO I. B. Optimal Sliding Mode Control Approach Penalty Function. São Carlos, 2011,

Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo.

This work introduces a penalty function approach to deal with the optimal sliding mode control

problem for discrete-time systems. To solve this problem an alternative array structure based on

the problem of weighted least squares penalty function will be developed. Using this alternative

matrix structure, the optimal sliding mode control law of, the matrix Riccati equations and feed-

back gain were obtained. The motivation of this new approach is to show that it is possible to

obtain an alternative solution to the classic problem of optimal sliding mode control.

Keywords: Linear systems, discrete-time systems, Sliding-mode control, optimal control, least-

squares problem, penalty functions, Riccati equation.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Neste trabalho será tratado o problema de controle ótimo por modos deslizantes (COMD)

para sistemas lineares de tempo discreto. A existência de um modo deslizante requer a estabil-

idade da trajetória de estado para a superfície de deslizamento. Uma lei de controle chaveada

deve então ser desenvolvida de tal forma que a trajetória de estados alcance a superfície de

deslizamento e nela permaneça durante todo o tempo de operação do sistema, veja [1], [2] e [3].

O COMD é caracterizado por sua capacidade robusta de estabilizar sistemas lineares em tempo

discreto. Este tipo de controle possui bom desempenho em virtude da minimização de funcionais

quadráticos, por exemplo [4], [5] e [6].

Assim, propõe-se neste trabalho um procedimento alternativo para encontrar uma lei de

controle ótima recursiva por modo deslizante para sistemas lineares de tempo discreto. Neste

sentido, uma abordagem alternativa será desenvolvida, primeiro para sistemas com uma única

entrada de controle, e depois para sistemas multivariáveis, utilizando como base os trabalhos de

[7], [8] e [9]. O que motiva o estudo de COMD para sistemas multivariáveis é que segundo [10]

o fato do sistema ter múltiplas entradas de controle, facilita na regularização de sistemas com

incertezas nas matrizes de parâmetros.

A lei de controle utilizada neste trabalho será baseada nas leis de controle feita em [5], [6] e

[8]. A nova abordagem será desenvolvida com base em uma combinação do problema de mínimos

quadrados ponderados (MQP) [11] e função penalidade [12], [13] e [14]. A maneira com que as

restrições lineares são incorporadas, via função penalidade no funcional a ser minimizado, será
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enfatizada na nova formulação proposta.

A combinação das técnicas de MQP com função penalidade é feita para resolver problemas de

otimização com restrição. Com essa combinação tornou-se possível encontrar soluções recursivas

para problemas de controle e filtragem de sistemas lineares incertos, por exemplo [15], [16] e [17].

Essas soluções têm a vantagem de depender da equação de Riccati em tempo discreto, que pode

ser resolvida de forma recursiva.

Assim, as motivações para desenvolver este trabalho é mostrar que a nova abordagem pro-

posta é equivalente a solução clásicca de controle ótimo por modos deslizantes encontrada na

literatura. Essa nova abordagem pode tornar possível, posteriormente, a solução do problema

de controle ótimo por modos deslizantes para sistemas lineares discretos sujeitos a incertezas nas

matrizes de parâmetros. Preliminarmente, para atingir esse objetivo, pretende-se neste trabalho

verificar a eficácia desta técnica para resolver o problema de controle por modo deslizante para

sistemas lineares nominais de tempo discreto.

1.2 Organização do Texto

Este texto está organizado da seguinte forma:

• Capítulo 2: será apresentada uma estrutura alternativa para a solução do problema

de mínimos quadrados ponderados. Será feito um estudo introdutório sobre a aplicação

do método de funções penalidade na solução de problemas de minimização restrita. O

problema de MPQ sujeito a restrição de igualdade será resolvido combinando as técnicas

de funções penalidade e o problema de MQP irrestrito.

• Capítulo 3: serão apresentados aspectos relevantes de sistemas com controle de estrutura

variável e modos deslizantes. Além disso, será apresentada uma lei de controle ótimo por

modos deslizantes que minimiza um funcional de custo quadrático sujeito a uma restrição

de igualdade, proposta em [5]. Será proposta uma formulação alternativa do problema

de COMD e sua respectiva solução recursiva sob uma estrutura matricial diferenciada. A

equivalência com a estrutura da solução proposta em [5] também será demonstrada.

• Capítulo 4: neste capítulo trata-se o problema de controle ótimo por modos deslizantes

para sistemas multivariáveis de tempo discreto, baseado em [7], [8] e [9]. Propõe-se uma

formulação alternativa do problema de COMD com múltiplas entradas e sua respectiva
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solução recursiva sob uma estrutura matricial diferenciada, essa estrutura matricial é similar

à apresentada no capítulo 3. A equivalência da estrutura alternativa desenvolvida com a

problema clássico já existente na literatura será demonstrada.

• Apêndice A: serão apresentadas algumas definições, notações e resultados de análise

matricial que foram utilizados neste trabalho.

1.3 Artigos

(a) - Ferraço, I. B., Terra, M. H., e Cerri, J. P. Optimal Sliding Mode Control via Penalty

Approach for Discrete-Time Linear Systems. IFAC World Congress, 2011, Milano, Italy.

(b) - Ferraço, I. B., Terra, M. H., e Cerri, J. P. Controle Ótimo por Modos Deslizantes para

Sistemas Multivariáveis de Tempo Discreto. CMAC-Sudeste, 2011, Uberlândia, Brasil.
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Capítulo 2

Resultados Preliminares

Neste capítulo será apresentado o problema de mínimos quadrados ponderados sujeito a uma

restrição de igualdade. Define-se o método de funções penalidade e a formulação do problema

de MQP irrestrito é apresentada a partir da combinação das técnicas de MQP com função

penalidade. Assim, passaremos a ter um funcional quadrático estritamente convexo que será

minimizado de forma iterativa sob uma restrição de igualdade linear.

2.1 Mínimos Quadrados Ponderados

Considere o problema de MQP definido por:

min
x∈Rm

{J(x)} , (2.1)

sendo a função quadrática J(x) é dada por:

J(x) = ‖Ax− b‖2W = (Ax− b)TW (Ax− b), (2.2)

sendo W ∈ R
n×n (matriz de ponderação) simétrica definida positiva, A ∈ R

n×m e b ∈ R
n

assumidos conhecidos e x ∈ R
m o vetor incógnita.

Definição 2.1.1. [11] Uma solução mínima quadrática ponderada, x̂W , é uma solução com a

seguinte propriedade:

‖Ax̂− b‖2W ≤ ‖Ax− b‖2W , (2.3)

para todo x ∈ R
m.
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Lema 2.1.1. [11] Um vetor x̂W é uma solução mínima quadrática ponderada da função quadrática

(2.2) se e somente se ele satisfaz a chamada equação normal:

ATWAx = ATWb. (2.4)

O valor mínimo assumido pela função J(x) é dado por:

J(x̂) = ‖Ax̂− b‖2W = bTWb− bTWAx̂. (2.5)

No caso em que A é uma matriz posto coluna pleno, a única solução mínima quadrática ponderada

x̂ é dada por:

x̂ = (ATWA)−1ATWb, (2.6)

e o valor mínimo da função J(x) pode ser escrito como:

J(x̂) = ‖Ax̂− b‖2W = bT
(
W −WA(ATWA)−1ATW

)
b, (2.7)

Lema 2.1.2. [10] Considere o problema de MQP estabelecido em (2.1) - (2.2). Então, as ex-

pressões (2.6) - (2.7) podem ser reescritas como:

x̂ =
[

0 I
]




W−1 A

AT 0





−1 


b

0



 , (2.8)

J(x̂) =
[

bT 0
]




W−1 A

AT 0





−1 


b

0



 = −









[

0 0 I
]








W−1 A b

AT 0 0

bT 0 0








−1 






0

0

I
















−1

, (2.9)

respectivamente.

O lema a seguir tem como objetivo mostrar que o problema de minimização estabelecido

em (2.1) - (2.2) pode admitir uma representação mais confortável com respeito a estrutura de

sua solução ótima. Esta representação alternativa que será mostrada no próximo lema será a

estrutura da solução recursiva proposta neste trabalho para o problema do regulador nominal.

Lema 2.1.3. [10] Suponha que W = W T ≻ 0. Então as seguintes sentenças são equivalentes:
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(i) x̂ ∈ argminx∈Rm

{
(Ax− b)TW (Ax− b)

}
;

(ii) x = x̂ é uma solução de ATWAx = ATWb;

(iii) (λ, x) = (λ̂, x̂) é uma solução de




W−1 A

AT 0








λ

x



 =




b

0



 . (2.10)

Se A é posto coluna pleno, então x̂ dado por:

x̂ =
[

0 I
]




W−1 A

AT 0





−1 


b

0



 (2.11)

é a solução mínima para a equação (ii).

Para fins didáticos apresenta-se na sequência a prova deste Lema desenvolvido em [10].

Demonstração. (i)⇒ (ii) Defina J : Rm → R como sendo o funcional quadrático:

J(x) = (Ax− b)TW (Ax− b).

Considere J(x) reescrito na forma expandida:

J(x) = xT (ATWA)x− xTATWb− bTWAx+ bTWb.

Derivando J(x) com relação a x, tem-se:

∂

∂x
J(x) = (ATWA)x+ (ATWA)x−ATWb− (bTWA)T = 2

[
(ATWA)x−ATWb

]
.

De acordo com (i), ou seja, se x̂ é um ponto de mínimo de J(x) então x̂ deve sastifazer:

∂

∂x
J(x̂) = 0 ⇒ (ATWA)x̂−ATWb = 0 ⇒ (ATWA)x̂ = ATWb.

Então,

(ATWA)x̂ = ATWb.

(ii) ⇒ (i) Observe que ∂2

∂x2J(x) = (ATWA). Por hipótese W ≻ 0, assim ∂2

∂x2J(x) � 0, ∀x.
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Dessa maneira, se x̂ satisfaz (ii) e ∂2

∂x2J(x) � 0, então x̂ é um ponto de mínimo. Logo:

x̂ ∈ arg min
x∈Rm

{
(Ax− b)TW (Ax− b)

}
.

(ii)⇔ (iii) Defina a variável auxiliar λ := −W (Ax− b). Dessa forma,

(ATWA)x = ATWb ⇒ AT W (Ax− b)
︸ ︷︷ ︸

−λ

= 0 ⇒ ATλ = 0.

Como λ = −W (Ax− b)⇒W−1λ+Ax = b, tem-se então o seguinte sistema de equações:







W−1λ + Ax = b

ATλ = 0
,

reescrevendo o sistema acima na forma matricial tem-se:




W−1 A

AT 0








λ

x



 =




b

0



 .

Dado que W ≻ 0 e a matriz A é posto coluna pleno, então segue dos itens (ii) e (iii) que:

x̂ = (ATWA)−1ATWb =
[

0 I
]




W−1 A

AT 0





−1 


b

0



 .

A invertibilidade do bloco matricial




W−1 A

AT 0



 fica garantida pelo Lema A.3.6.

2.2 Função Penalidade

Considere o seguinte problema de minimização restrita:

min
x∈Ω
{f(x)} , (2.12)

sendo f : Rn → R uma função contínua e Ω ⊂ R
n um conjunto de restrições. A idéia fundamental

do método de funções penalidade é substituir o problema (2.12) por um problema irrestrito da
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forma:

min
x∈Rn

{f(x) + µP (x)} , (2.13)

sendo µ uma constante real positiva e P (x) satisfazendo:

(i) P : Rn → R é uma função contínua;

(ii) P (x) ≥ 0, ∀x ∈ R
n;

(iii) P (x) = 0⇔ x ∈ Ω.

O termo µP (x) em (2.13) é definido como função penalidade.

O procedimento para resolução do problema (2.12) pelo método da função penalidade é

definido como segue:

• seja {µk}
+∞
k=1 uma seqüência de números reais satisfazendo:

µk > 0; µk+1 > µk e lim
k→+∞

µk = +∞; (2.14)

• defina para cada µk a função q(µk, x) = f(x) + µkP (x);

• para cada k resolva o problema minx {q(µk, x)}, obtendo uma solução xk.

Os lemas a seguir apresentam um conjunto de desigualdades que seguem diretamente da

definição de xk e da inequação µk+1 > µk.

Lema 2.2.1. [14] Sejam {µk}
+∞
k=1 uma seqüência de números reais definida como em (2.14)

e q(µk, x) a função dada por q(µk, x) = f(x) + µkP (x). Então são verdadeiras as seguintes

propriedades:

(i) q(µk, xk) ≤ q(µk+1, xk+1);

(ii) P (xk) ≥ P (xk+1);

(iii) f(xk) ≥ f(xk+1).

Demonstração. (i) - Veja que

q(µk+1, xk+1) = f(xk+1) + µk+1P (xk+1) ≥ f(xk+1) + µkP (xk+1),
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pois P (xk+1) e por (2.14) tem-se que µk+1 > µk. Como xk é solução de minx {q(µk, x)},

então:

f(xk+1) + µkP (xk+1) ≥ f(xk) + µkP (xk) = q(µk, xk).

Portanto,

q(µk, xk) ≤ q(µk+1, xk+1).

(ii) - Pela definição de xk, são válidas as seguintes desigualdades:

f(xk) + µkP (xk) ≤ f(xk+1) + µkP (xk+1);

f(xk+1) + µk+1P (xk+1) ≤ f(xk) + µk+1P (xk).

Somando membro a membro as desigualdades acima tem-se:

(µk+1 − µk)P (xk+1) ≤ (µk+1 − µk)P (xk).

Como µk+1 > µk, então:

P (xk) ≥ P (xk+1).

(iii) - Do item (i) tem-se que:

f(xk+1) + µkP (xk+1) ≥ f(xk) + µkP (xk)⇒ f(xk+1)− f(xk) ≥ µk(P (xk)− P (xk+1)).

Agora do item (ii) temos que P (xk) ≥ P (xk+1). Logo, f(xk+1) ≥ f(xk) pois µk > 0.

Então:

f(xk) ≤ f(xk+1).

Lema 2.2.2. [14] Seja x∗ uma solução para o problema (2.12). Então para cada k

f(x∗) ≥ q(µk, xk) ≥ f(xk).

Demonstração. Se x∗ é a solução para o problema (2.12), então x∗ ∈ Ω. Sendo assim, P (x∗) = 0
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e para cada k tem-se:

f(x∗) = f(x∗) + µkP (x∗) ≥ f(xk) + µkP (xk) ≥ f(xk).

Teorema 2.2.1. [14] Seja {xk} uma seqüência gerada pelo método de funções penalidade. Então,

qualquer ponto limite da seqüência é uma solução de (2.12).

Demonstração. Considere a seqüência de soluções {xk}
+∞
k=1 gerada pelo método de funções pe-

nalidade descrito anteriormente. Suponha que {xk}k∈K seja uma subseqüência convergente com

limite x̂ da seqüência {xk}
+∞
k=1, ou seja, x̂ = limk∈K xk. Por hipótese a função objetivo f é

contínua, então:

lim
k∈K

f(xk) = f(x̂k).

Suponha x∗ como sendo a solução ótima para o problema (2.12). Ou seja,

f(x∗) ≤ f(x); ∀x ∈ Ω.

De acordo com os lemas 2.2.1 e 2.2.2 a seqüência {q(µk, xk)}
+∞
k=1 é crescente e limitada supe-

riormente por f∗ = f(x∗), logo:

lim
k∈K

q(µk, xk) = q∗ ≤ f∗.

Por definição, q(µk, xk) = f(xk) + µkP (xk). Então:

lim
k∈K

(q(µk, xk)− f(xk)) = q∗ − f(x∗)

é finito. Veja que, limk∈K µkP (xk) existe e é finito, pois:

lim
k∈K

(q(µk, xk)− f(xk)) = lim
k∈K

µkP (xk).

Por hipótese {xk}
+∞
k=1 é uma seqüência de números reais tal que para cada k tem-se:

µk > 0; µk+1 > µk e lim
k→+∞

µk = +∞.
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Além disso, pela definição de função penalidade, p(xk) ≥ 0. Como µk → +∞ e p(xk) ≥ 0,

a existência do limite finito tem como conseqüência limk∈K µkP (xk) = +∞, o que contradiz a

justificativa da existência do limite finito.

Pela definição de função penalidade P é contínua, portanto:

lim
k∈K

µkP (xk) = 0 ⇒ P (x̂) = 0 ⇒ x̂ ∈ Ω.

Pode-se concluir então que x̂ é uma ponto factível para o problema (2.12).

Basta mostrar somente que x̂ trata-se de uma solução ótima. Do Lema 2.2.2 temos que

f(xk) ≤ f(x∗). Assim, f(x̂) = limk∈K f(xk) ≤ f(x∗). Sabemos ainda que f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈

Ω. Em particular, vale para x̂ ∈ Ω. Logo, f(x̂) ≤ f(x∗) ≤ f(x̂), ou seja,

f(x̂) = f(x∗).

De acordo com o Lema 2.2.2, que f(x∗) ≥ q(µk, xk) ≥ f(xk). Então:

lim
k∈K

f(x∗) ≥ lim
k∈K

q(µk, xk) ≥ lim
k∈K

f(xk)

f(x∗) ≥ q∗ ≥ f(x∗) ⇒ q∗ = f(x∗).

Sendo assim, limk∈K µkP (xk) = limk∈K(q(µk, xk)− f(xk)) = q∗ − f(x̂) = 0. Então:

lim
k∈K

µkP (xk) = 0.

Isto quer dizer que µkP (xk)→ 0 quando k → +∞.

2.3 Mínimos Quadrados Ponderados Restritos

Na proposição a seguir mostra-se a junção das técnicas de função penalidade com o problema

de mínimos quadrados ponderados. Com a união destas técnicas torna-se possível resolver um

problema minimização sujeito a uma restrição de igualdade de forma alternativa, onde a restrição

é incorporada ao funcional a ser minimizado, como poderá ser visto a seguir.
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Proposição 2.3.1. [10] Sejam V ∈ R
n×n definida positiva, G ∈ R

k×n posto linha pleno e

H ∈ R
k×n posto linha pleno. Considere o problema de minimização com restrição:

min
x∈Rm

{
(Hx− z)TV (Hx− z)

}

s. a Gx = u, (2.15)

sendo z ∈ R
n, x ∈ R

m e u ∈ R
k. Associado a (2.15) tem-se para cada µ > 0 o seguinte problema

de minimização sem restrição:

min
x∈Rm

{
(Gx− B)TV(Gx− B)

}
, (2.16)

sendo G =




H

G



, V(µ) =




V 0

0 µI



 e B =




z

u



. Então:

(i) para cada µ > 0, a solução ótima x̂(µ) do problema de minimização sem restrição (2.16) é

dada por:

x̂(µ) =




0

I





T 


V−1(µ) G

GT 0





−1 


B

0



 . (2.17)

(ii) limµ→+∞ x̂(µ) = xo, sendo xo a solução ótima do problema de minimização (2.15) dada

por:

xo =








0

0

I








T 






V −1 0 H

0 0 G

HT GT 0








−1 






z

u

0







. (2.18)

Além disso,

lim
µ→+∞

(Gx− B)TV(Gx− B) = (Hxo − z)TV (Hxo − z). (2.19)

Demonstração. Considere o problema de minimização restrita:

min
x∈Ω
{f(x)} , (2.20)

sendo f : Rm → R uma função contínua definida por f(x) = (Hx− z)TV (Hx− z) e Ω ⊂ R
m o

conjunto de restrições definido por Ω := {x ∈ R
m|Gx− u = 0}.

Seja {µ}+∞
k=1 uma seqüência de números reais satisfazendo para todo k ∈ N

∗ as seguintes

condições: µk > 0; µk+1 > µk e limk→+∞ µk = +∞. Considere também P : Rm → R a
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função definida por:

P (x) = (Gx− u)T (Gx− u),

e observe que todas as condições da definição de função penalidade são satisfeitas para a escolha

de P (x), ou seja, P : R
m → R é uma função contínua; P (x) ≥ 0 para todo x ∈ R

m e

P (x) = 0⇔ x ∈ Ω.

Define-se para cada k ∈ N
∗ a função auxiliar:

q(µk, x) = f(x) + µkP (x) = (Hx− z)TV (Hx− z) + µk(Gx− u)T (Gx− u)

e considere o seguinte problema de minimização irrestrita

min
x∈Rm

{q(µk, x)} .

Note que o problema de minimização irrestrita acima pode ser reescrito na forma de MQP:

min
x∈Rm

=














H

G



x−




z

u









T 


V 0

0 µI












H

G



x−




z

u















(2.21)

Além disso, para cada k ∈ N
∗, este problema admite uma única solução x̂(µk), pois q(µk, x)

é a função quadrática estritamente convexa em x. De acordo com o Lema 2.1.3, o problema de

MQP (2.21) admite uma única solução x̂k ≡ x̂(µk) dada por:

x̂k =








0

0

I








T 






V −1 0 H

0 µ−1
k I G

HT GT 0








−1 






z

u

0







.

Consideremos a seqüência de soluções {x̂k}
+∞
k=1. De acordo com o Teorema 2.2.1, qualquer

ponto limite da seqüência {x̂k}
+∞
k=1 é uma solução para o problema de minimização sob restrição

de igualdade linear (2.15). Então, a solução ótima do problema (2.15) é dada por:

xo =








0

0

I








T 






V −1 0 H

0 0 G

HT GT 0








−1 






z

u

0







.
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Observe que a invertibilidade do bloco matricial na expressão acima permanece garantida

pelo Lema A.3.7 à medida que µ−1
k → 0 quando k → +∞. E ainda, pelo Teorema 2.2.1 segue

que µkP (xk)→ 0 quando k → +∞. Logo:

lim
k→+∞








H

G



 x̂−




z

u









T 


V 0

0 µI












H

G



 x̂−




z

u







 = (Hxo − z)TV (Hxo − z).

Observação 1. Observe que o bloco matricial

Γ =




X I

I 0





é invertivel e sua inversa é dada por:

Γ−1 =




0 I

I −X



 .

Corolário 2.3.1. Sejam P ∈ R
n×n simétrica semi-definida positiva, Q ∈ R

n×n e R ∈ R
m×m

simétricas definidas positivas conhecidas, S ∈ R
n×m, F ∈ R

n×n e G ∈ R
n×m matrizes conhecidas.

Assuma x ∈ R
n e y ∈ R

m vetores incógnitas e z ∈ R
n um vetor dado. Defina a função objetivo

V : Rn × R
m → R a partir da seguinte expressão:

V (x, y) = xTPx+ zTQz + 2zTSy + yTRy,

e considere o problema de minimização com restrição:

min
x,y

V (x, y)

s.a x = Fz +Gy. (2.22)

Então a solução ótima (xo, yo) do problema (2.22) é dada por:




xo

yo



 =




Kx

Ky



 z, (2.23)
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com




Kx

Ky



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −P 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























. (2.24)

Além disso, o valor mínimo de V (x, y) sujeito à restrição x = Fz +Gy é dado por:

V (xo, yo) = zTUz

sendo,

U := KT
x PKx +KT

y RKy + SKy +KT
y S

T +Q ≻ 0.

Demonstração. Considere o problema de minimização com restrição:

min
x,y

{
xTPx+ zTQz + 2zTSy + yTRy

}

s.a x = Fx+Gy.

Note que o problema pode ser reescrito na forma do problema de MQP sujeito a uma restrição

de igualdade linear:

min
X

(HX −Z)TV(HX −Z)

s.a GX = U . (2.25)
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Quando são feitas as seguintes identificações:

H =

















I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0

















; Z =

















0

0

0

−I

0

0

















z; V =

















P I 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0

0 0 R ST I 0

0 0 S Q 0 I

0 0 I 0 0 0

0 0 0 I 0 0

















;

G =
[

I −G
]

; X =




x

y



 ; U = Fz.;

De fato é simples ver que:

• a função objetivo V (x, y) = xTPx+ zTQz + 2zTSy+ yTRy pode ser reescrita da seguinte

forma:

V (x, y) =

































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0




















x

y



−

















0

0

0

−I

0

0

















z

















T 















P I 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0

0 0 R ST I 0

0 0 S Q 0 I

0 0 I 0 0 0

0 0 0 I 0 0

















































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0




















x

y



−

















0

0

0

−I

0

0

















z

















• e a restrição x = Fx+Gy pode ser reescrita como
[

I −G
]




x

y



 = Fz.

De acordo com a Proposição 2.3.1, relacionado ao problema de minimização com restrições (2.25)

temos para cada µ > 0 o problema de otimização sem restrição dado por:

min
X

=














H

G



X −




Z

U









T 


V 0

0 µI












H

G



X −




Z

U















.
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Como




H

G



 tem posto coluna pleno, então para cada µ > 0 a solução ótima X̂ (µ) é dada por:

X̂ (µ) =








0

0

I








T 






V−1 0 H

0 µ−1I G

HT GT 0








−1 






Z

U

0







,

ou seja, para cada µ > 0 tem - se:




x̂(µ)

ŷ(µ)



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −P 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 µ−1I I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























z.

Já a solução ótima do problema (2.22) é obtida quando µ→ +∞. Portanto:




xo

yo



 =




Kx

Ky



 z

com




Kx

Ky



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −P 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























.
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Perceba que a invertibilidade do bloco matricial na expressão acima fica garantida pelo Lema

A.3.7.

Já o valor mínimo de V (x, y) sujeito a restrição x = Fx+Gy é obtido através da substituição

da solução ótima (xo, yo) na expressão:

V (x, y) = xTPx+ zTQz + 2zTSy + yTRy,

ou, equivalentemente, na expressão:

V (x, y) =

































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0




















x

y



−

















0

0

0

−I

0

0

















z

















T 















P I 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0

0 0 R ST I 0

0 0 S Q 0 I

0 0 I 0 0 0

0 0 0 I 0 0

















































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0




















x

y



−

















0

0

0

−I

0

0

















z

















.

Substituindo a solução ótima




x0

y0



 na expressão acima , resulta:

V (xo, yo) =

































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0




















xo

yo



−

















0

0

0

−I

0

0

















z

















T 















P I 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0

0 0 R ST I 0

0 0 S Q 0 I

0 0 I 0 0 0

0 0 0 I 0 0

















































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0




















xo

yo



−

















0

0

0

−I

0

0

















z

















=

= zT
[

KT
x KT

y I
]

















P I 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0

0 0 R ST I 0

0 0 S Q 0 I

0 0 I 0 0 0

0 0 0 I 0 0
























Kx

Ky

I







z =
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= zT
(
KT

x PKx +KT
y RKy +HKy +KT

y H
T +Q

)
z.

Define-se U := KT
x PKx +KT

y RKy +HKy +KT
y H

T +Q, então o valor mínimo é dado por:

V o(x, y) = V (xo, yo) = zTUz.

Observe que U é uma matriz simétrica. Sendo Q ≻ 0, então para qualquer w ∈ R
n, w 6= 0

temos que wTUw > 0 e wTUw = 0 quando w = 0. Desta forma, U ≻ 0.



Capítulo 3

Controle Ótimo por Modos Deslizantes

para Sistemas de Tempo Discreto

Neste capítulo será apresentada a formulação do problema de controle por modos deslizantes

para sistemas de tempo discreto, proposta em [4], [5] e [6]. Serão apresentadss as etapas

necessárias para se obter um modo deslizante, cujas condições de alcance serão descritas. A

partir dessas condições de alcance serão mostradas as possíveis trajetórias dos estados do sis-

tema. Será definido modo deslizante de tal forma que a análise e o desenvolvimento de um CEV

discreto seja possível. Além disso, será apresentada uma lei COMD que minimiza um funcional

custo quadrático, baseada em [5] e [6]. Será proposta uma solução alternativa para o problema

clássico de COMD de sistemas lineares discretos no tempo. Essa nova formulação baseia-se na

minimização de um índice de desempenho quadrático nas variáveis de estado xk e de controle

uk ao mesmo tempo, considerendo uma estrutura matricial alternativa. Essa nova abordagem é

baseada no método de funções penalidade e problema de MQP apresentados no Capítulo 2.

3.1 Controle por Modos Deslizantes

Considere o sistema linear de tempo discreto:

xk+1 = Fxk +Guk, (3.1)

sendo xk ∈ R
n o vetor de estado, uk ∈ R a entrada de controle e as matrizes F e G assumidas

conhecidas e de dimensões apropriadas.
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Para desenvolver uma lei controle para um sistema com estrutura variável, as seguintes etapas

devem ser satisfeitas:

(i) - Determinar uma função chaveada sk de tal forma que o modo deslizante no plano chaveado

sk = 0 seja estável.

(ii) - Determinar uma lei de controle

u(x) =







u+k se sk > 0

u−k se sk < 0

tal que a condição de alcançabilidade é satisfeita, ou seja, para um dado estado inicial, a

trajetória de estados irá se deslocar em direção ao plano chaveado e alcançá-lo em tempo

finito.

A resposta dos estados deste sistema em geral é constituída em três modos: modo de alcance

(MA), modo deslizante (MD) e modo estacionário (ME), como mostrara a Figura (3.1)(para um

sistema de segunda ordem), a seguir:

Figura 3.1: Trajetórias do controle com estrutura variável de tempo discreto.

Temos dois tipos de trajetórias de estados aceitáveis para um modo deslizante de tempo

discreto, que são as trajetótias Ti e Tp, como se pode notar na Figura (3.1). A trajetória do tipo
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Ti é considerada ideal, e para que essa trajetória aconteça é necessário que as seguintes condições

sejam satisfeitas:

A1 O estado deve alcançar o plano chaveado exatamente no tempo de chaveamento.

A2 A dinâmica do sistema deve corresponder ao plano chaveado, para que o estado deslize e

permaneça sobre o plano deslizante.

Na prática, as condições A1 e A2 dificilmente são satisfeitas, pois este tipo de trajetória

raramente existe. Quando condições deste tipo de trajetória são válidas, dizemos que o modo

deslizante é ideal.

A trajetória Tp representa o movimento do estado para um sistema CEV discreto de maneira

mais realista. A trajetória Tp se comporta de tal forma que o estado não permanece sobre o plano

de chaveamento. Após encontrar o plano, ele permanece oscilando em torno deste plano, como

pode ser visto na Figura (3.1). Sendo a trajetória Ti praticamente impossível de ser encontrada,

a caracterização do modo deslizante para um sistema CEV discreto é normalmente feita a partir

da trajetória Tp. As trajetórias de estado do tipo Tp devem possuir as seguintes condições:

B1 A partir de qualquer condição inicial, a trajetória deverá caminhar diretamente para o plano

chaveado e cruzá-lo em tempo finito.

B2 Desde de que a trajetória cruzou o plano pela primeira vez, ela irá continuar o movimento

de entrar e sair do plano durante todo o tempo.

B3 O tamanho de cada passo de entrada e saída da trajetória do plano é não crescente e essa

trajetória permanece numa determinada faixa em torno do plano chaveado.

Temos um modo deslizante quando as trajetórias de um sistema de tempo discreto satisfazem

as condições B2 e B3. A faixa limite em que o modo deslizante permanece é dita faixa limite

do modo deslizante e é definida por:

{xk ∈ R
n| −∆ < s(xk) < +∆} , (3.2)

sendo 2∆ a largura da faixa limite. Dizemos que o modo deslizante é ideal quando ∆ ≡ 0.

Quando as condições B1, B2 e B3 são satisfeitas, dizemos que o sistema de tempo discreto

satisfaz as condições de alcançabilidade.
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Vamos dizer que o modo deslizante pertence a uma ǫ - vizinhança do plano chaveado s(xk) = 0

quando as trajetórias do sistema (3.1) permanecem em torno deste plano chaveado, ou seja,

|s(xk)| ≤ ǫ,

sendo ǫ uma constante positiva.

3.2 Controle Ótimo por Modos Deslizantes

Nesta seção será apresentada uma lei de controle por modos deslizantes de tal forma que seja

possível minimizar um funcional custo quadrático. Para isso, utiliza-se a abordagem clássica já

existente na literatura para resolver este problema. Esta seção é baseada principalmente em [5]

e [6].

3.2.1 Lei de Controle por Modos Deslizantes

Considerando o sistema linear de tempo discreto 3.1, defini-se uma superfícies de modos

deslizantes da seguinte forma:

sk = Cxk + φk = 0, (3.3)

sendo C ∈ R
1×n um vetor linha constante, CG é diferente de zero e φk será definido posterior-

mente. Pode-se escolher φ0 = −Cx0 tal que s0 = 0. O modo deslizante ideal deve satisfazer:

sk+1 = sk = 0, k = 0, 1, 2, . . .

Para obter o controle equivalente de um sistema linear de tempo discreto (3.1), basta fazer

sk+1 = 0, então:

sk+1 = Cxk+1 + φk+1 = CFxk + CGuk + φk+1 = 0. (3.4)

Isolando uk, tem-se:

uek = −(CG)−1[CFxk + φk+1]. (3.5)

O controle por modos deslizantes uk é constituído da soma do controle equivalente uek com o

controle chaveado uck, que é dada por:
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uck = (CG)−1[rsk − ǫTsign(sk)], 0 < r < 1 e ǫ > |CG| .

A lei de controle de chaveamento é desenvolvida de tal forma que as condições B1, B2

e B3 sejam satisfeitas, e consequentemente, essa lei de controle também satisfaz as condições

necessárias de alcançabilidade.

Assim, a lei de controle é dada por:

uk = uek + uck, (3.6)

logo,

uk = −(CG)−1[CFxk + φk+1 − rsk + ǫTsign(sk)]. (3.7)

Após desenvolver a lei de controle uk de forma adequada, o próximo passo é realimentar

o sistema (3.1) com a lei de controle uk. Quando feita essa realimentação no sistema (3.1),

obter-se-à um novo sistema, com novas variáveis, como será visto na próxima seção.

3.2.2 Controle Ótimo por Modos Deslizantes

Agora será utilizado a teoria de controle ótimo para desenvolver uma lei de controle ótimo por

modos deslizantes baseada em uma função custo quadrático. Considerando o sistema linear de

tempo discreto (3.1) e baseado nós resultados de [5], tem-se o seguinte funcional custo quadrático:

J = xTk+1Pk+1xk+1 +

∞∑

k=0

xTkQxk + uTk uk, (3.8)

sendo Pk+1 � 0 e a matriz Q � 0 assumida conhecida. Fazendo sk = 0, (k ≥ 0), temos a seguinte

entrada de controle:

uk = −(CG)−1[CFxk + φk+1 − rsk], (3.9)
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substituindo essa nova entrada de controle em (3.1), tem-se:

xk+1 = Fxk +Guk

= Fxk −G(CG)−1[CFxk + φk+1 − rsk]

= Fxk −G(CG)−1CFxk −G(CG)−1φk+1 +G(CG)−1rCxk +G(CG)−1rφk

= [F −G(CG)−1(CF − rC)]xk −G(CG)−1(φk+1 − rφk).

Fazendo vk = φk+1 − φk e yk = [xTk , φk]
T , tem-se:

yk+1 = Fyk + Gvk, (3.10)

sendo

F =




F −G(CG)−1(CF − rC) G(CG)−1(r − 1)

0 1



 e G =




−G(CG)−1

1



 .

Observa-se que ao substituir a lei de controle (3.9) no sistema (3.1), obtém-se um novo sistema

nas variáveis yk e vk, e nota-se ainda que as matrizes F e G têm suas entradas compostas por

matrizes do sistema (3.1) e da lei de controle (3.9). O mesmo será feito com o funcional custo

quadrático (3.8), ou seja, será obtido um novo funcional custo quadrático nas novas variáveis yk

e vk, como feito a seguir:

J = xTk+1Pk+1xk+1 +
∞∑

k=0

xTkQxk + uTk uk

= xTk+1Pk+1xk+1 +

∞∑

k=0

xTkQxk + (CG)−2[CFxk + φk+1 − rsk]
T [CFxk + φk+1 − rsk]

= xTk+1Pk+1xk+1 +
∞∑

k=0

xTkQxk +

+(CG)−2[CFxk + vk + φk − r(Cxk + φk)]
T [CFxk + vk + φk − r(Cxk + φk)]

= yTk+1Pk+1yk+1 +
∞∑

k=0

yTkQyk + yTk Svk + vTk S
T yk + vTkRvk

= yTk+1Pk+1yk+1 +
∞∑

k=0

yTkQyk + 2yTk Svk + vTkRvk, (3.11)

sendo
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Q =




Q+ (CG)−2(CF − rC)T (CF − rC) (CG)−2(CF − rC)T (1− r)

(CG)−2(1− r)(CF − rC) (CG)−2(1− r)2





Pk+1 =




Pk+1 0

0 0



 ; S =




(CG)−2(CF − rC)T

(CG)−2(1− r)



 ; R = (CG)−2.

Se forem escolhidos C e r tal que o par (F ,G) é estabilizável, então a lei de controle ótimo

v∗k é dada por:

v∗k = −Kkyk, (3.12)

sendo

Kk = (GTPk+1G +R)−1(GTPk+1F + ST ), (3.13)

e Pk+1 é a solução da Riccati, dada por:

Pk+1 = (F + GR−1ST )T
[
Pk+1 − Pk+1G(G

TPk+1G +R)GTPk+1

]
(F + GR−1ST )+

+ (Q+ SR−1ST ). (3.14)

Então, a função de deslizamento ótima é dada por:

s∗k = Cx∗k + φ∗
k = 0, (3.15)

φ∗
k+1 = φ∗

k −Kky
∗
k, φ0 = −Cx0. (3.16)

Fazendo a combinação das equações (3.16) com (3.7), obtém-se a lei de controle ótima dada

por:

u∗k = −(CG)−1[CFxk + φ∗
k+1 − rsk + ǫTsign(sk)]. (3.17)

Consequentemente, encontra-se o resultado desejado quando o sistema (3.1) é realimentado

com a entrada de controle ótima u∗k.

Será desenvolvida na próxima seção uma abordagem alternativa para solucionar este pro-

blema. A principal característica desta nova abordagem é que as matrizes de parâmetro do sis-

tema realimentado, o ganho do controlador e a solução da equação de Riccati serão incorporadas
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em uma única matriz. Apresentaremos a demonstração da equivalência das duas abordagens e

posteriormente um exemplo numérico.

3.3 Controle Ótimo por Modos Deslizante - Abordagem Alterna-

tiva

Nesta seção, propõe-se uma solução alternativa para o problema clássico COMD de sistemas

lineares discretos no tempo. Esta nova formulação se baseia na minimização de uma fução custo

quadrático, considerando uma estrutura matricial alternativa à que foi apresentada na seção

anterior. Esta nova abordagem é baseada no método de funções penalidade e problema de MQP.

E por último mostra-se a equivalência das duas abordagens feitas para o problema de controle

por modos deslizante.

3.3.1 COMD via Função Penalidade

Considere o sistema linear (3.10):

yk+1 = Fyk + Gvk.

Define-se, neste momento, uma expressão auxiliar da seguinte forma:

Lj(yj , vj) = yTj Qyj + 2yTj Svj + vTj Rvj ; j = 0, . . . , N, (3.18)

e considere o funcional custo quadrático (3.11) reescrito como:

J = yTN+1PN+1yN+1 +
N∑

j=0

Lj(yj , vj), (3.19)

com as matrizes de ponderação PN+1 � 0, Q � 0, S � 0 e R � 0 assumidas conhecidas.

Considere o seguinte problema de minimização sujeito a uma restrição de igualdade:

min
yi+1,vi






yTN+1PN+1yN+1 +

N∑

j=0

Lj(yj , vj)






(3.20)

s. a yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N.
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O objetivo é determinar uma lei de controle ótima
{
(y∗k+1, v

∗
k)
}N

k=0
que minimize o funcional

(3.19). Observa-se que a minimização não é feita apenas em função da entrada de controle vk,

mas também em função de yk+1.

A abordagem para a solução do problema de minimização restrita (3.20) torna-se bastante

simplificada se for considerado que toda solução ótima deve satisfazer o princípio da otimalidade

de Bellman.

• Princípio de Otimalidade([18], [19]): “Uma política ótima tem a prioridade de que

qualquer que seja o estado inicial, as decisões restantes devem constituir uma política

ótima com respeito ao estado resultante da primeira decisão.”

Por meio deste princípio, o problema (3.20) pode ser resolvido recursivamente atravéz da

minimização da forma enunciada no Lema a seguir. O próximo Lema é baseado nos resultados

de [10].

Lema 3.3.1. O problema

min
yk+1,uk






yTN+1PN+1yN+1 +

N∑

j=0

Lj(yj , uj)







s. a yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N.

pode ser resolvido recursivamente por meio da minimização de

min
y1,v0

{

L0(y0, u0) + min
y2,v1

{

L1(y1, u1) + · · ·+ min
yi,vi−1

{

Li−1(yi−1, ui−1) + · · ·+

+ min
yN+1,vN

{

LN (yN , uN ) + yTN+1PN+1yN+1

}}

· · ·

}

(3.21)

sujeito a yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N.

Demonstração. Vamos utilizar o Princípio de Otimalidade para mostrar que a sequência ótima
{
(y∗k+1, v

∗
k)
}N

k=0
minimiza (3.19). Considere para cada k = 0, · · · , N o funcional custo quadrático

no intervalo de interesse [k,N + 1] dado por:

Jk = yTk+1PN+1yk+1 +
N∑

j=0

Lj(yj , uj). (3.22)
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Procede-se por passos:

• (k = N + 1) assuma que J∗
N+1(yN+2, vN+1) = yTi+1PN+1yi+1. Nota-se que é natural

considerar J∗
N+1 como feito anteriormente, pois de acordo com a expressão (3.22) temos:

J∗
N+1(yN+2, vN+1) = yTN+1PN+1yN+1

e, dessa maneira,

J∗
N+1(yN+2, vN+1) = min

yN+2,vN+1

yTN+1PN+1yN+1 = yTN+1PN+1yN+1,

pois não há dependência das variáveis yN+2 e vN+1.

• (k = N) segue de (3.22) que:

JN = yTN+1PN+1yN+1 + yTNQyN + 2yTNSvN + vTNRvN .

É preciso encontar então (y∗N+1, v
∗
N ) por meio da minimização de JN . Assim,

(y∗N+1, v
∗
N ) ∈ arg min

yN+1,vN

{
J∗
N+1 + LN (yN , vN )

}

s. a yN+1 = FyN + GvN

sendo o custo ótimo no instante N dado por:

J∗
N = min

yN+1,vN

{
yTN+1PN+1yN+1 + yTNQyN + 2yTNSvN + vTNRvN

}

s. a yN+1 = FyN + GvN .

• (k = N − 1) por (3.22) temos que:

JN−1 = JN + yTN−1QyN−1 + 2yTN−1SvN−1 + vTN−1RvN−1.

O objetivo é encontrar uma sequência ótima
{
(y∗k+1, v

∗
k)
}N

k=N−1
que minimize JN−1. De

acordo com o Princípio da Otimalidade, dado que no passo anterior (k = N) já foi encon-

trada a sequência ótima para o intervalo [N,N + 1], então a sequência ótima para o passo

(i = N − 1) será formada pelo termo (y∗N+1, v
∗
N ) obtido no passo anterior juntamente com
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o termo (y∗N , v∗N−1) que será obtido neste passo por meio da minimização de

JN−1 = J∗
N + yTN−1QyN−1 + 2yTN−1SvN−1 + vTN−1RvN−1.

Assim,

(y∗N , v∗N−1) ∈ arg min
yN ,vN−1

{J∗
N + LN−1(yN−1, vN−1)}

s. a yN = FyN−1 + GvN−1,

sendo o custo ótimo no instante N − 1 dado por:

J∗
N−1 = min

yN ,vN−1

{
J∗
N + yTN−1QyN−1 + 2yTN−1SvN−1 + vTN−1RvN−1

}

s. a yN = FyN−1 + GvN−1.

• (k = i − 1) assuma que o custo ótimo calculado a partir de um instante de tempo i

qualquer até o instante de tempo terminal N + 1, considerando todas as possibilidades

para (y∗k+1, v
∗
k), seja dado por J∗

i . Ou seja, de acordo com os passos anteriores, então:

J∗
i = min

yi+1,vi

{
J∗
i+1 + Li(yi, vi)

}

s. a yi+1 = Fyi + Gvi. (3.23)

Admita então que foi encontrada a sequência ótima que vai do instante i até o instante

N + 1 para todo (yk+1, vk). Seja essa sequência ótima dada por:

(y∗i+1, v
∗
i ), (y

∗
i+2, v

∗
i+1), . . . , (y

∗
N+1, v

∗
N ). (3.24)

Suponha agora que se aplicado um par arbitrário (yi, vi−1) no instante (i−1), e a partir do

instante i, considera-se a seqüência ótima obtida anteriormente. Tem-se então que o custo

resultante para ir do instante (i− 1) até o instante terminal N + 1 é dado por:

Ji−1 = J∗
i + Li−1(yi−1, vi−1).
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De acordo com o Princípio de Otimalidade o custo ótimo no instante i−1 será ótimo então:

J∗
i−1 = min

yi,vi−1

{J∗
i + Li−1(yi−1, vi−1)}

s. a yi = Fyi−1 + Gvi−1,

e o par ótimo (y∗i , v
∗
i−1) no instante (i − 1) é o par sujeito à restrição yi = Fyi−1 + Gvi−1

que minimiza o funcional Ji−1 = J∗
i + Li−1(yi−1, vi−1).

Procedendo analogamente para os passos restantes k = i− 2, i− 3, . . . , 1, 0, concluí-se que o

problema (3.20) pode ser resolvido recursivamente por meio da minimização da forma (3.21).

Com base nos resultados vistos anteriormente e com auxílio da técnica clássica de progra-

mação dinâmica obtém-se a solução recursiva ótima do COMD enunciado no teorema a seguir.

Teorema 3.3.1. Considere o seguinte funcional custo quadrático:

J = yTN+1PN+1yN+1 +
N∑

j=0

Lj(yj , vj),

e o seguinte modelo linear no espaço de estado:

yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N com y0 = cte.

Defina o seguinte problema de minimização com restrição de igualdade:

min
yk+1,vk






yTN+1PN+1yN+1 +

N∑

j=0

Lj(yj , vj)







s. a yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N.

Então a solução recursiva ótima para tal problema é dada por:




y∗k+1

v∗k



 =




Lk

Kk



 yk; k = 0, . . . , N. (3.25)
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Sendo Lk e Kk obtidos de acordo com a seguinte recursão:




Lk

Kk



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























(3.26)

Pk = LTkPk+1Lk +K
T
kRKk + SKk +K

T
k S

T +Q; k = N, . . . , 0 (3.27)

Demonstração. De acordo com o Lema 3.3.1 este problema pode ser resolvido recursivamente

por meio de:

min
y1,v0

{

yT0 Q̃y0 + 2yT0 Sv0 + vT0Rv0 + min
y2,v1

{
yT1 Qy1 + 2yT1 Sv1 + vT1Rv1 + · · ·+

+ min
yN ,vN−1

{
yTN−1QyN−1 + 2yTN−1SvN−1 + vTN−1RvN−1+

+ min
yN+1,vN

{

yTNQyN + 2yTNSvN + vTNRvN + yTN+1PN+1yN+1

}}

· · ·

}}

s. a yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N

procedendo por passos, tem-se:

• Passo N

min
yN+1,vN

{
yTNQyN + 2yTNSvN + vTNRvN + yTN+1PN+1yN+1

}

s. a yN+1 = FyN + GvN .

Por hipótese Q � 0, S � 0, R � 0, PN+1 � 0. Considere agora as seguintes identifi-

cações:
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x← yN+1; z ← yN ; y ← vN ; P ← PN+1; Q← Q;

H ← S; R← R; F ← F ; G← G;

Após feitas as identificações o problema passa a ter a seguinte forma:

min
x,y

{
xTPx+ zTQz + 2zTHy + yTRy

}

s.a x = Fz +Gy.

E de acordo com o Corolário 2.3.1, admite a solução ótima:




y∗N+1

v∗N



 =




LN

KN



 yN

com




LN

KN



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −PN+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























.

E também,

min
yN+1,vN

{
yTN+1PN+1yN+1 + yTNQyN + 2yTNSvN + vTNRvN

}

s. a yN+1 = FyN + GvN

é igual a yTNUNyN , sendo:

UN = LTNPN+1LN +KT
NRKN + SKN +KT

NS
T +Q ≻ 0.

Considere neste passo P̃N = UN .
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• Passo (N - 1)

De acordo com o Lema 3.3.1, o problema neste passo deve considerar:

min
yN ,vN−1

{
LN−1(yN−1, vN−1) + yTNUNyN

}

s. a yN = FyN−1 + GvN−1,

sendo o termo yTNUNyN proveniente da minimização efetuada no passo anterior. Ou seja,

min
yN ,vN−1

{
yTN−1QyN−1 + 2yTN−1SvN−1 + vTN−1RvN−1 + yTNPNyN

}

s. a yN = FyN−1 + GvN−1.

Observe que o problema de minimização nesta etapa é idêntico ao da etapa anterior e,

portanto, deve-se proceder de maneira análoga aplicando o Corolário 2.3.1. Logo,




y∗N

v∗N−1



 =




LN−1

KN−1



 yN−1

com




LN−1

KN−1



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −PN 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























.

E também,

min
yN ,vN−1

{
yTNPNyN + yTN−1QyN−1 + 2yTN−1SvN−1 + vTN−1RvN−1

}

s. a yN = FyN−1 + GvN−1
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é igual a yTN−1UN−1yN−1, sendo:

UN−1 = L
T
N−1PNLN−1 +K

T
N−1RKN−1 + SKN−1 +K

T
N−1S

T +Q ≻ 0.

Considere neste passo P̃N−1 = UN−1.

• Passo (N - 2)

min
yN−1,vN−2

{
yTN−2QyN−2 + 2yTN−2SvN−2 + vTN−2RvN−2 + yTN−1PN−1yN−1

}

s. a yN−1 = FyN−2 + GvN−2.

Aplicando o Corolário 2.3.1, tem-se:




y∗N−1

v∗N−2



 =




LN−2

KN−2



 yN−2

com




LN−2

KN−2



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −PN−1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























.

E também,

min
yN−1,vN−2

{
yTN−1PN−1yN−1 + yTN−2QyN−2 + 2yTN−2SvN−2 + vTN−2RvN−2

}

s. a yN−1 = FyN−2 + GvN−2

é igual a yTN−2UN−2yN−2, sendo:

UN−2 = L
T
N−2PN−1LN−2 +K

T
N−2RKN−2 + SKN−2 +K

T
N−2S

T +Q ≻ 0.
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Considere neste passo P̃N−2 = UN−2.

• Passo i

Continuando o processo com o decaimento de j, sempre aplicando o mesmo princípio, então

o resultado obtido para cada i = (N − 3), . . . , 1, 0, será:




y∗i+1

v∗i



 =




Li

Ki



 yi

com




Li

Ki



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pi+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























.

Pi = L
T
i Pi+1Li +K

T
i RKi + S̃Ki +K

T
i S

T +Q.

E assim segue o resultado.

Observação 2. Considerando a demonstração do Teorema 3.3.1, note que o problema de con-

trole pode ser estabelecido por meio do seguinte problema de minimização restrita de um funcional

quadrático de um passo no intervalo de interesse [k,N + 1]

min
yk+1,vk

{
yTk+1Pk+1yk+1 + yTkQyk + 2yTk Svk + vTkRvk

}

s. a yk+1 = Fyk + Gvk,

sendo que yTk+1Pk+1yk+1 corresponde ao custo acumulado no intervalo [k + 1, N + 1]. Ou, de

forma análoga, estabelecido por meio do problema de minimização irrestrita do funcional quadrático
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Jµ
k (yk+1, vk) =







































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0

I −G























yk+1

vk



−




















0

0

0

−I

0

0

F




















yk




















T


















Pk+1 I 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 0

0 0 R ST I 0 0

0 0 S Q 0 I 0

0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 0 µI




















(

•

)

(3.28)

nas variáveis (yk+1, vk) para cada valor fixado de µ. Onde a solução ótima é alcançada à medida

que µ→ +∞, de acordo com a Proposição 2.3.1.

Prosseguindo o raciocínio da Observação 2, foi visto que a solução ótima do funcional (3.28),

para cada µ > 0, é dada por




x̂k+1(µ)

v̂k(µ)



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 µ−1I I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























yk. (3.29)

Enquanto o custo ótimo para cada µ > 0, segundo o Lema 2.1.2, é dado por:

Ĵk = Jk(x̂k+1(µ), v̂k(µ)) =
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= yTk



























0

0

0

−I

0

0

F

0

0
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0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 µ−1I I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























yk. (3.30)

Fazendo µ → +∞, segue que (x̂k+1(µ), v̂k(µ)) → (x∗k+1, v
∗
k) e, assim, Jk(x̂k+1(µ), v̂k(µ)) →

Jk(x
∗
k+1, v

∗
k) = J∗

k . Então:

J∗
k = Jk(x

∗
k+1, v

∗
k) = yTk Pkyk =

= yTk
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0
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−I

0

0
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0
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0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0
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0

0
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0

0



























yk. (3.31)

Combinando as expressões (3.26) e (3.31), encontra-se:
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Lk

Kk

Pk







=



























0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 −I

0 0 0

0 0 0

0 0 F

I 0 0

0 I 0
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0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























yk. (3.32)

Observa-se que as matrizes Lk, Kk e Pk podem ser calculadas a partir da mesma inversa de

um bloco matricial principal. E que, tal estrutura reúne de forma simétrica todas as matrizes de

parâmetros e de ponderação do sistema para o cálculo da matriz Pk.

3.3.2 Equivalência das Abordagens

Lema 3.3.2. A solução recursiva (3.25) - (3.27) proposta no Teorema 3.3.1 pode ser reescrita

da seguinte forma:

y∗k+1 =
[
F − G(R+ GTPk+1G)

−1(ST + GTPk+1F)
]

︸ ︷︷ ︸

Lk

y∗k (3.33)

v∗k = −G(R+ GTPk+1G)
−1(ST + GTPk+1F)

︸ ︷︷ ︸

Kk

y∗k, (3.34)

para todo k = 0, . . . , N , sendo:

Pk = (F − GR−1ST )T
[
Pk+1 − Pk+1G(R+ GTPk+1G)

−1GTPk+1

]
(F − GR−1ST ) + (3.35)

+ (Q− SR−1ST ),

para todo k = N, . . . , 0.

Demonstração. Sabe-se que a solução recursiva ótima para cada k = 0, . . . , N é dada por:
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y∗k+1

v∗k



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I
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0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0
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0

0

−I

0

0

F

0

0



























y∗k

Equivalentemente, a solução ótima




y∗k+1

v∗k



 para cada instante k = 0, . . . , N deve-se compor

o vetor solução do seguinte sistema linear:



























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0





















































λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

λ6

λ7

y∗k+1

v∗k



























=



























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























y∗k.

Tem-se então o seguinte sistema de equações:
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Iλ2 + Iy∗k+1 = 0 (3.36)

Iλ1 − P
−1
k+1λ2 = 0 (3.37)

Iλ5 + Iv∗k = 0 (3.38)

Iλ6 = −Iy∗k (3.39)

Iλ3 −Rλ5 − S
Tλ6 = 0 (3.40)

Iλ4 − Sλ5 −Q
Tλ6 = 0 (3.41)

Iy∗k+1 − Gv
∗
k = Fy∗k (3.42)

Iλ1 + Iλ7 = 0 (3.43)

Iλ3 − Gλ7 = 0. (3.44)

(i) - Demonstração da equivalência das expressões de controle:

Combinando as equações (3.37), (3.43) e (3.44), tem-se:

λ3 = −G
TPk+1λ2. (3.45)

Agora, das equações (3.38), (3.39), (3.40) e (3.45) obtém-se a seguinte equação:

v∗k = R−1GTPk+1λ2 −R
−1ST y∗k (3.46)

fazendo a combinação das equações (3.36), (3.42) e (3.46), pode-se calcular λ2 da seguinte

forma:

λ2 = (I + GR−1GTPk+1)
−1(GR−1ST −F)y∗k (3.47)

substituindo (3.47) em (3.46) tem-se:

v∗k = −
[
−R−1GTPk+1(I + GR

−1GTPk+1)
−1GR−1GT y∗k +R

−1ST y∗k
]
−

−R−1GTPk+1(I + GR
−1GTPk+1)

−1F)y∗k, (3.48)

basta aplicar os Lemas A.1.1 e A.1.2 para encontrar:

v∗k = −(R+ GTPk+1G)
−1(HT + GTPk+1F)

︸ ︷︷ ︸

Kk

y∗k (3.49)
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(ii) - Demonstração da equivalência do estado realimentado:

De (3.42) e (3.49) obtém-se:

y∗k+1 =
[
F − G(R+ GTPk+1G)

−1(ST + GTPk+1F)
]

︸ ︷︷ ︸

Lk

y∗k. (3.50)

(iii) - Equivalência com a equação recursiva de Riccati:

Sabe-se que:

Pk = LTkPk+1Lk +K
T
kRKk + S̃Kk +K

T
k S

T +Q, (3.51)

substituindo (3.49) e (3.50) na equação (3.51), tem-se:

Pk = (F − GR−1ST )T
[
Pk+1 − Pk+1G(R+ GTPk+1G)

−1GTPk+1

]
(F − GR−1ST )+

+(Q− SR−1ST ).

3.4 Exemplo Numérico

Exemplo 3.4.1. Considere o sistema linear (3.1) com as seguintes matrizes de parâmetros:

F =




1.2 0.1

−0.5 2



 G =




0

1



 ,

e as seguintes matrizes de ponderação:

Q =




1 0

0 1



 , PN+1 =




1 0

0 1



 , R = 1.

As simulações realizadas neste exemplo são baseadas no Teorema 3.3.1. defini-se ǫ = 0.4,

T = 0.5 e r = 0.25, o estado inicial x0 =




0

1



 e C =
[

2 1
]

. Foi utilizado um horizonte

N = 50 para a simulação.
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Quando o horizonte N → +∞, nota-se que Pk converge para:

P =








180.1939 20.4717 0

20.4717 6.8016 0

0 0 0







,

e a respectiva matriz de ganho K é dada por:

K =
[

1.3129 0.0560 −0.7500
]

.
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Figura 3.2: Estados do sistema e convergência.
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Figura 3.3: Lei de controle e superfície deslizante.

O mesmo resultado é obtido quando se considera a estrutura apresentada no Lema 3.3.2.
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Capítulo 4

Controle Ótimo por Modos Deslizantes

para Sistemas Multivariáveis

Neste capítulo trata-se o problema de controle por modos deslizantes para sistemas multiva-

riáveis de tempo discreto, baseado em [7], [8] e [9]. Será apresentada uma lei COMD que minimiza

um funcional custo quadrático, baseada em [8] e [5]. Será proposta uma solução alternativa para

o problema clássico COMD de sistemas multivariáveis de tempo discerto. Essa nova formulação

baseia-se no mesmo princípio utilizado para resolver o problema de COMD para sistemas de

tempo discreto com apenas uma entrada de controle, em que foi feita a minimização de um fun-

cional custo quadrático nas variáveis de estado xk e de controle uk ao mesmo tempo, considerando

uma estrutura matricial alternativa.

4.1 Controle Ótimo por Modos Deslizantes

Nesta seção será proposta uma lei de controle por modos deslizantes apropriada de tal forma

que as leis de alcançabilidade sejam satisfeitas e ainda que garanta a estabilidade do sistema.

Será mostrado que o sistema é estável quando realimentado por essa lei de controle por modos

deslizantes.
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4.1.1 Lei de Controle

Considere o sistema linear de tempo discreto:

xk+1 = Fxk +Guk, (4.1)

sendo F ∈ R
n×n e G ∈ R

n×m matrizes conhecidas, xk ∈ R
n o vetor de estado e uk ∈ R

m a entrada

de controle. Considere que o par (F,G) é controlável. As múltiplas superfícies deslizantes serão

definidas da seguinte forma:

sk = Cxk + φk = 0, (4.2)

sendo C ∈ R
m×n, CG uma matriz não-singular e φk ∈ R

m será definido posteriormente. Pode-

se escolher φ0 = −Cx0 tal que s0 = 0. Veja que sk = [s1,k s2,k . . . sm,k]
T , então para cada

superfície que compõe sk teremos uma lei de controle associada, pois uk = [u1,k u2,k . . . um,k]
T .

A superfície deslizante sk = 0 será formada pela interseção das superfícies deslizantes que a

compõe.

Para obtermos um modo deslizante ideal, a seguinte condição deve ser satisfeita:

sk+1 = sk = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

A partir desta condição é possível encontrar uma lei de controle equivalente do sistema (4.1),

que é dado por:

uek = −(CG)−1[CFxk + φk+1]. (4.3)

Nota-se que ao substituir a lei de controle (4.3) no sistema (4.1), vamos obter:

xk+1 = (I −G(CG)−1C)Fxk −G(CG)−1φk+1, (4.4)

e define-se Fe = (I −G(CG)−1C)F .

Para finalizar a lei de controle por modos deslizante, será desenvolvida uma lei de controle

chaveado. Está lei de controle se baseia em uma lei de alcançabilidade apropriada que garanta a

existência e a estabilidade do modo deslizante. Uma lei de alcançabilidade apropriada foi definida

em [20], da seguinte forma:

|si,k+1| < |si,k| , para todo 1 ≤ i ≤ m,
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é equivalente escrever que:

− |si,k| < si,k+1 < |si,k| , para todo 1 ≤ i ≤ m. (4.5)

Utilizando a lei de controle equivalente (4.3) pode-se reescrever a desigualdade (4.5) da

seguinte forma:

−1 <
CiG(−uek + uk)

|si,k|
< 1,

pois:

si,k+1 = Cixk+1 + φi,k+1, para todo 1 ≤ i ≤ m.

Defina que:

Wi,k =
CiG(−uek + uk)

|si,k|
, para todo 1 ≤ i ≤ m, (4.6)

então, |Wi,k| < 1. A matriz Wk é uma matriz diagonal, dada da seguinte forma:

Wk =











W1,k 0 · · · 0

0 W2,k · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Wm,k











Observa-se que cada i-ésima entrada de controle ui,k com 1 ≤ i ≤ m, corresponderá com

a i-ésima entrada da matriz diagonal Wk, ou seja, para cada entrada de controle, tem-se uma

matriz Wi,k com 1 ≤ i ≤ m, correspondente.

A partir de (4.6) temos que a lei de controle é dada por:

uk = −(CG)−1[CFxk + φk+1 −Wksk]. (4.7)
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4.1.2 Estabilidade do Sistema

Neste item será mostrado que o sistema (4.1) realimentado com a lei de controle (4.7) é

estável. Será usado como base os resultado de [8]. Assumindo que os autovalores da matriz Fe

não pertencem ao círculo unitário, sendo assim, existe um número real r tal que ρ(Fe) < r ≤ 1

sendo ρ(Fe) o raio espectral da matriz Fe. A equação de Lyapunov para tempo discreto é dada

por:

F T
e PFe − r2P = −Q, (4.8)

sendo Q uma matriz semidefinida positiva e tem-se como solução da equação (4.8) uma matriz

semidefinida positiva P . Será mostrado, a seguir, que o sistema (4.1) realimentado com a lei de

controle (4.7) é estável, se:

‖Wk‖ < min

{

1 ,
µ− ‖Fe‖

‖G(CG)−1‖ ‖C‖

}

, (4.9)

sendo

µ =

√

‖Fe‖
2 +

λmin(Q) + (1− r2)λmin(P )

λmax(P )
tal que µ > ‖Fe‖ .

Uma candidata a função de Lyapunov adequada é:

Vk = xTk Pxk,

sendo P a solução da equação (4.8). Então, temos de mostrar que:

∆Vk = Vk+1 − Vk < 0.

De fato,

∆Vk = Vk+1 − Vk

= xTk+1Pxk+1 − xTk Pxk

= xTk F
T
e PFexk + xTk F

T
e P (CG)−1WkCxk + [(CG)−1WkCxk]

TPFexk +

+[(CG)−1WkCxk]
TP (CG)−1WkCxk − xTk Pxk + xTk r

2Pxk − xTk r
2Pxk.

Utilizando o Teorema (A.4.1), desigualdade triangular e a desigualdade de cauchy-schwartz,
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tem-se:

∆Vk ≤ −‖xk‖
2 (λmin(Q) + (1− r2)λmin(P )) + 2 ‖xk‖

2 ‖Fe‖λmax(P )
∥
∥G(CG)−1

∥
∥ ‖C‖ ‖Wk‖+

+ ‖Wk‖
2 ‖xk‖

2
∥
∥G(CG)−1

∥
∥
2
‖C‖2 λmax(P )

≤ ‖xk‖
2 [−λmin(Q)− (1− r2)λmin(P ) + 2λmax(P ) ‖Fe‖

∥
∥G(CG)−1

∥
∥ ‖C‖ ‖Wk‖+

+ ‖Wk‖
2
∥
∥G(CG)−1

∥
∥
2
‖C‖2 λmax(P )

]

.

< 0. (4.10)

Assim, tem-se ∆Vk < 0, e garante-se a estabilidade do sistema (4.1) realimentado com a lei

de controle (4.7).

4.1.3 Controle Ótimo por Modos Deslizantes

Considerando o sistema linear de tempo discreto (4.1), ao realimentar este sistema com a lei

de controle (4.7), obtém-se o seguinte resultado:

xk+1 = Fxk +Guk

= Fxk −G(CG)−1[CFxk + φk+1 −Wksk]

= Fxk −G(CG)−1CFxk −G(CG)−1φk+1 +G(CG)−1WkCxk +G(CG)−1Wkφk

= [F −G(CG)−1(CF −WkC)]xk −G(CG)−1(φk+1 −Wkφk).

Fazendo vk = φk+1 − φk e yk = [xTk , φk]
T , tem-se:

yk+1 = Fyk + Gvk, (4.11)

sendo:

F =




F −G(CG)−1(CF −WkC) G(CG)−1(Wk − I)

0 I



 e G =




−G(CG)−1

I



 .

Observa-se que o resultado encontrado é análogo ao resultado obtido no Capítulo 3. A

diferença é que este novo problema contém a matriz Wk, que possibilita o sistema a ter mais de

uma entrada de controle. O mesmo será feito com o funcional custo quadrático (3.8), ou seja,
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obter-se-à um novo funcional custo quadrático nas novas variáveis yk e vk, então:

J = xTk+1Pk+1xk+1 +
∞∑

k=0

xTkQxk + uTk uk

= xTk+1Pk+1xk+1 +
∞∑

k=0

xTkQxk +
[
(CG)−1

]T
(CG)−1[CFxk + φk+1 −Wksk]

T [CFxk + φk+1 −Wksk]

= xTk+1Pk+1xk+1 +

∞∑

k=0

xTkQxk +

+
[
(CG)−1

]T
(CG)−1[CFxk + vk + φk −Wk(Cxk + φk)]

T [CFxk + vk + φk −Wk(Cxk + φk)]

= yTk+1Pk+1yk+1 +
∞∑

k=0

yTkQyk + yTk Svk + vTk S
T yk + vTkRvk

= yTk+1Pk+1yk+1 +
∞∑

k=0

yTkQyk + 2yTk Svk + vTkRvk, (4.12)

sendo:

Pk+1 =




Pk+1 0

0 0



 ; R =
[
(CG)−1

]T
(CG)−1; S =




(CF − rC)TR

(I −Wk)
TR



 ;

Q =




Q+ (CF −WkC)TR(CF −WkC) (CF −WkC)TR(I −Wk)

(I −Wk)
TR(CF −WkC) (I −Wk)

TR(I −Wk)



 .

Se minimizarmos o funcional custo quadrático (4.12) sujeito a ao sistema (4.11), então a lei

de controle ótimo v∗k é dada por:

v∗k = −Kkyk, (4.13)

sendo:

Kk = (GTPk+1G +R)−1(GTPk+1F + ST ), (4.14)

e Pk+1 é a solução da Riccati, dada por:

Pk+1 = (F + GR−1ST )T
[
Pk+1 − Pk+1G(G

TPk+1G +R)GTPk+1

]
(F + GR−1ST )+

+ (Q+ SR−1ST ). (4.15)
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Portanto, a função de deslizamento ótima é dada por:

s∗k = Cx∗k + φ∗
k = 0, (4.16)

φ∗
k+1 = φ∗

k −Kky
∗
k, φ0 = −Cx0. (4.17)

Fazendo a combinação das equações (4.17) com (4.7) obtém-se a lei de controle ótima dada

por:

u∗k = −(CG)−1[CFxk + φ∗
k+1 −Wksk]. (4.18)

Consequentemente, encontra-se o resultado desejado quando o sistema (3.1) é realimentado

com a entrada de controle ótima u∗k.

4.2 Controle Ótimo por Modos Deslizantes - Abordagem Alter-

nativa

Nesta seção, propõe-se uma solução alternativa para o problema clássico COMD de sistemas

multivaráveis de tempo discreto. Esta nova formulação se baseia na minimização de um índice

de desempenho quadrático de forma análoga a abordagem do capítulo anterior. Essa nova abor-

dagem é fundamentada no método de funções penalidade e problema de MQP. A equivalência

das duas abordagens será mostrada, e poderá ser visto que mesmo possuindo mais de uma en-

trada de controle o problema segue com a mesma linha lógica que foi utilizada no problema com

apenas uma entrada de contole.

4.2.1 COMD via Função Penalidade

Considere o sistema multivariável (4.11):

yk+1 = Fyk + Gvk.

E considere o funcional custo quadrático (3.19) definido no capítulo anterior:

J = yTN+1PN+1yN+1 +
N∑

j=0

Lj(yj , vj),
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com as matrizes de ponderação PN+1 � 0, Q � 0, S � 0 e R � 0 assumidas conhecidas.

Considere agora o seguinte problema de minimização sujeito a uma restrição de igualdade:

min
yk+1,vk






yTN+1PN+1yN+1 +

N∑

j=0

Lj(yj , vj)






(4.19)

s. a yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N.

O objetivo é determinar uma lei de controle ótima
{
(y∗k+1, v

∗
k)
}N

k=0
que minimize o funcional

(3.19). Note que a minimização não é feita apenas em função da entrada de controle vk, mas

também em função de yk+1.

Observe que o problema de minimização para sistemas multivariáveis é praticamente o mesmo

problema para o caso de sistema com apenas uma entrada de controle, sendo que agora o número

de propriedades a serem satisfeitas é maior, o que torna garantia de alcançabilidade e estabilidade

do sistema um pouco mais complexa, como foi provado na seção anterior.

Sabe-se que este problema de minimização sujeito a uma restrição de igualdade pode ser re-

solvido de forma recursiva utilizando programação dinâmica como foi mostrado no Lema (3.3.1).

Utilizando esse resultado pode-se obter uma solução recursiva ótima para este problema como

será enunciado no próximo teorema.

Teorema 4.2.1. Considere o seguinte funcional custo quadrático:

J = yTN+1PN+1yN+1 +
N∑

j=0

Lj(yj , vj),

e o seguinte modelo linear no espaço de estado:

yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N com y0 = cte.

Defina o seguinte problema de minimização com restrição de igualdade:

min
yk+1,vk






yTN+1PN+1yN+1 +

N∑

j=0

Lj(yj , vj)







s. a yk+1 = Fyk + Gvk, k = 0, . . . , N.
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Então a solução recursiva ótima para tal problema é dada por:




y∗k+1

v∗k



 =




Lk

Kk



 yk; k = 0, . . . , N. (4.20)

Sendo Lk e Kk obtidos de acordo com a seguinte recursão:




Lk

Kk



 =



























0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I



























T 

























0 I 0 0 0 0 0 I 0

I −Pk+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 I 0 −R −ST 0 0 0

0 0 0 I −S −Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 I −G

I 0 0 0 0 0 I 0 0

0 0 I 0 0 0 −GT 0 0



























−1 

























0

0

0

−I

0

0

F

0

0



























(4.21)

Pk = LTkPk+1Lk +K
T
kRKk + SKk +K

T
k S

T +Q; k = N, . . . , 0 (4.22)

Demonstração. Análoga a prova do Teorema (3.3.1).

A estrutura do Teorema (4.2.1) é exatamante igual a do Teorema (3.3.1), o que torna o resul-

tado acima diferenciado é o fato de que sua estrutura matricial adimite mais de uma entrada de

controle. Acredita-se que utilizando essa abordagem alternativa seja possivel resolver o problema

de comtrole por modos deslizantes para sistema com incertezas em suas matrizes de parâmetros,

o que torna esta nova formulação util para trabalhos futuros.

Note que o problema de controle ótimo por modos delizantes para sistemas multivariáveis

pode ser estabelecido por meio do seguinte problema de minimização restrita de um funcional

quadrático de um passo no intervalo de interesse [k,N + 1]

min
yk+1,vk

{
yTk+1Pk+1yk+1 + yTkQyk + 2yTk Svk + vTkRvk

}

s. a yk+1 = Fyk + Gvk,

sendo que yTk+1Pk+1yk+1 corresponde ao custo acumulado no intervalo [k + 1, N + 1]. Ou,
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de forma análoga, estabelecido por meio do problema de minimização irrestrita do funcional

quadrático:

Jµ
k (yk+1, vk) =







































I 0

0 0

0 I

0 0

0 0

0 0

I −G























yk+1

vk



−




















0

0

0

−I

0

0

F




















yk




















T


















Pk+1 I 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 0

0 0 R ST I 0 0

0 0 S Q 0 I 0

0 0 I 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 0 µI




















(

•

)

(4.23)

nas variáveis (yk+1, vk) para cada valor fixado de µ. Onde a solução ótima é alcançada à medida

que µ→ +∞, de acordo com a Proposição 2.3.1.

Utilizando como suporte o resultado do Teorema (4.2.1) é possivel obter a solução ótima do

funcional (4.23), para cada µ > 0, por meio da expressão (3.29). Enquanto o custo ótimo para

cada µ > 0, segundo o Lema 2.1.2, é dado pelo funcional (3.30). Ao Fazer o parâmetro µ→ +∞,

tem-se (x̂k+1(µ), v̂k(µ)) → (x∗k+1, v
∗
k) e, assim, Jk(x̂k+1(µ), v̂k(µ)) → Jk(x

∗
k+1, v

∗
k) = J∗

k . Então

tem-se que o custo ótimo é obtido pela expressão (3.31). Combinando as expressões (4.21) e

(3.31), encontra-se (3.32).

Observa-se que as matrizes Lk, Kk e Pk podem ser calculadas a partir da mesma inversa de

um bloco matricial principal, como pode-se ver na expressão (3.32). E que, tal estrutura reúne

de forma simétrica todas as matrizes de parâmetros e de ponderação do sistema para o cálculo

da matriz Pk.

Todos esses resultados já foram apresentados no Capítulo 3, por isso não foi preciso refazer

todo o procedimento, lembrando que mesmo que os resultados sejam análogos neste capítulo

estamos tratando o problema de controle por modos deslizantes para múltiplas entradas de

controle. A seguir será enunciado o lema que garante a equivalência da abordagem clássica do

problema de controle ótimo por modos deslizantes e a abordagem alternativa que está sendo

tratada neste trabalho.

Lema 4.2.1. A solução recursiva (3.25) - (4.22) proposta no Teorema 4.2.1 pode ser reescrita
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da seguinte forma:

y∗k+1 =
[
F − G(R+ GTPk+1G)

−1(ST + GTPk+1F)
]

︸ ︷︷ ︸

Lk

y∗k (4.24)

v∗k = −G(R+ GTPk+1G)
−1(ST + GTPk+1F)

︸ ︷︷ ︸

Kk

y∗k, (4.25)

para todo k = 0, . . . , N , sendo:

Pk = (F − GR−1ST )T
[
Pk+1 − Pk+1G(R+ GTPk+1G)

−1GTPk+1

]
(F − GR−1ST ) + (4.26)

+ (Q− SR−1ST ),

para todo k = N, . . . , 0.

Demonstração. A prova segue análoga a do Lema (3.3.2).

4.3 Exemplo Numérico

Exemplo 4.3.1. Considere o sistema multivariável (4.1) com as seguintes matrizes de parâme-

tros:

F =











0 1 0 0

−5 6 1 1

0 0 0 1

0 0 10 9











G =











0 0 2.2

1 0 1

0 0 0

0 1 0











,

e as seguintes matrizes de ponderação:

Q =











1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











, PN+1 =











1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











, R = 1.

As simulações realizadas neste exemplo são baseadas no Teorema 3.3.1. definimos o estado
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inicial x0 =











0

0.25

2

2











e C =








0.3 3 0.35 0.2

0.1 0.2 3 0.3

1 2 0.05 1







. Foi utilizado um horizonte N = 40 para a

simulação.

Quando o horizonte N → +∞, observe que Pk converge para

P =




















23.4013 −24.6657 −4.5357 −4.6109 0 0 0

−24.6657 28.3458 4.9925 5.0733 0 0 0

−4.5357 4.9925 101.0405 98.7307 0 0 0

−4.6109 5.0733 98.7307 113.8395 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0




















,

e a respectiva matriz de ganho K é dada por

K =








3.0004 −3.6007 −0.6034 −0.7552 −1.0050 0 0

0.2525 −0.3065 −0.3186 1.2745 0 −1.0050 0

2.6857 −3.2369 −0.6234 0.1951 0 0 −1.0050







.
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Figura 4.1: Estados do sistema multivariável.



79

5 10 15 20 25 30 35 40
−10

−5

0

5
x 10

−15

K

s
k

5 10 15 20 25 30 35 40
−10

−5

0

5

K

u
k

s
1,k

s
2,k

s
3,k

u
1,k

u
2,k

u
3,k

Figura 4.2: Superfície deslizante e lei de controle do sistema multivariável.

O mesmo resultado é obtido quando consideramos a estrutura apresentada no Lema 4.2.1.
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Capítulo 5

Conclusões

Neste trabalho resolvemos o problema de controle ótimo por modos deslizantes para sistemas

lineares de tempo discreto. Para resolver este problema foi desenvolvida uma estrutura matri-

cial alternativa baseada no problema de mínimos quadrados ponderados e funções penalidade.A

principal característica desta nova abordagem é o fato de que a matriz de parâmetro do sistema

realimentado, o ganho do controlador e a solução da equação de Riccati serem apresentadas em

uma única matriz. A equivalência com a solução padrão fornecida em [5] e [8] foi mostrada, e a

recursividade do algoritmo permanece válida.
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Apêndice A

Análise Matricial - Alguns Resultados

A.1 Inversão de Matrizes

Lema A.1.1. [21] Sejam A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
m×m e D ∈ R

m×n. Suponha que A, C,

(A+BCD) e (C−1 +DA−1B) sejam não-singulares. Então

(A+BCD)−1 = A−1 −A−1B(C−1 +DA−1B)−1DA−1. (A.1)

Lema A.1.2. [22] Suponha A, C, (A+BC−1D) e (C +DA−1B) invertíveis. Então é válida a

seguinte relação

(A+BC−1D)−1BC−1 = A−1B(C +DA−1B)−1. (A.2)

A.2 Matrizes Particionadas e Complemento de Schur

Definição A.2.1. [23] Sejam A ∈ R
n×n uma matriz não-singular, B ∈ R

n×m, C ∈ R
m×n,

D ∈ R
m×n e M ∈ R

(n+m)×(n+m) a matriz particionada definida por

M :=




A B

C D



 . (A.3)

A Matriz D + CA−1B denotada por (M/A) é chamada de complemento de Schur de A em

M . Similarmente, se D é não-singular, o complemento de Schur de D em M é definido por
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(M/D) = A+ CD−1B.

Lema A.2.1. [23](Fórmula da diagonalização de Aitken) Seja M uma matriz particionada dada

por

M :=




A B

C D





e suponha A não-singular. Então,




I 0

−CA−1 I








A B

C D








I −A−1B

0 I



 =




A 0

0 (M/A)



 . (A.4)

Lema A.2.2. [23](Fórmula da aditividade do posto de Guttman) Seja M uma matriz parti-

cionada dada por

M :=




A B

C D



 .

Então, posto(M) = posto(A) + posto(M/A).

Lema A.2.3. [23] Seja M uma matriz particionada dada por

M :=




A B

C D



 .

(i) - Suponha que A e M sejam não-singulares. Então (M/A) é não-singular e

M−1 =




I −A−1B

0 I








A−1 0

0 (M/A)−1








I 0

−CA−1 I



 . (A.5)

(ii) - Suponha que D e M sejam não-singulares. Então (M/D) é não-singular e

M−1 =




I

−D−1B I








(M/D)−1 0

0








I −BD−1

0 I



 . (A.6)

Lema A.2.4. [23](Fórmula da inversão de Banachiewics Seja M uma matriz particionada dada

por

M :=




A B

C D



 .
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(i) - Suponha que A e M sejam não-singulares. Então (M/A) é não-singular e

M−1 =




A−1 +A−1B(M/A)−1CA−1 −A−1B(M/A)−1

−(M/A)−1CA−1 (M/A)−1



 . (A.7)

(ii) - Suponha que D e M sejam não-singulares. Então (M/D) é não singular e

M−1 =




(M/D)−1 −(M/D)−1BD−1

−D−1C(M/D)−1 D−1 +D−1C(M/D)−1BD−1



 . (A.8)

Lema A.2.5. [22] Sejam R ∈ R
n×n uma matriz não-singular e A ∈ R

n×n uma matriz posto

coluna pleno. Então,

(i) - A matriz (ATR−1A) é invertível.

(ii) - A matriz




R A

AT 0



 é invertível.

Além disso, são válidas as seguintes identidades:

(ATR−1A)−1 =
[

0 Im

]




R A

AT 0





−1 


0

Im



 (A.9)

(ATR−1A)−1ATR−1 =
[

0 Im

]




R A

AT 0





−1 


In

0



 (A.10)

R−1A(ATR−1A)−1 =
[

In 0
]




R A

AT 0





−1 


0

Im



 (A.11)

A.3 Matrizes Semidefinidas e Definidas Positivas

Definição A.3.1. [24] Uma matriz simétrica A ∈ R
n×n é dita definida positiva (A ≻ 0) se

xTAx > 0, ∀x ∈ R
n. Se xTAx ≥ 0, ∀x ∈ R

n, então A é dita semidefinida positiva (A � 0).

Similarmente, os termos definida negativa e semidefinida negativa podem ser estabelecidos a

partir da recursão das desigualdades nas definições de definida positiva e semidefinida positiva.

Caso a matriz simétrica A não se encaixe em nenhuma das definições acima, então ela é dita

indefinida.
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Lema A.3.1. [24] Seja A ∈ R
n×n definida positiva. Se C ∈ R

n×n, então CTAC é semidefinida

positiva. E mais, posto(CTAC) = posto(C), de modo que CTAC é definida positiva se e somente

se posto(c) = m.

Lema A.3.2. [24] Seja A ∈ R
n×n simétrica não-singular. A matriz A é definida positiva se e

somente se A−1 é definida positiva.

Teorema A.3.1. [25] Uma matriz A ∈ R
n×n simétrica e definida positiva(semidefinida positiva)

se e somente se qualquer uma das seguintes condições valem:

(i) - todo autovalor de A é positivo(positivo ou zero).

(ii) - existe uma matriz N ∈ R
n×n não-singular(uma matriz N ∈ R

n×n singular ou uma matriz

N ∈ R
m×n com m < n) tal que M = NTN .

Lema A.3.3. [23] Sejam A ∈ R
n×n uma matriz não-singular, B ∈ R

n×m, D ∈ R
m×m e

M ∈ R
(n+m)×(n+m) a matriz particionada simétrica dada por

M :=




A B

BT D



 . (A.12)

Então:

(i) - M ≻ 0 se e somente se A ≻ 0 e (M/A) ≻ 0.

(ii) - M � 0 se e somente se A � 0 e (M/A) � 0.

Analogamente, podemos enunciar também

Lema A.3.4. [23] Sejam D ∈ R
m×m uma matriz não-singular, B ∈ R

n×m, A ∈ R
n×n e

M ∈ R
(n+m)×(n+m) a matriz particionada simétrica dada por

M :=




A B

BT D



 . (A.13)

Então:

(i) - M ≻ 0 se e somente se D ≻ 0 e (M/D) ≻ 0.

(ii) - M � 0 se e somente se D � 0 e (M/D) � 0.
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Lema A.3.5. [23] Sejam A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, D ∈ R
m×m e M ∈ R

(n+m)×(n+m) a matriz

particionada simétrica dada por

M :=




A B

BT D



 .

Considere C(A) e C(B) os espaços gerados pelas colunas das matrizes A e B, respectivamente.

Dessa forma, M � 0 se e somente se A � 0, C(B) ⊆ C(A) e (M/A) � 0.

Lema A.3.6. [14] Seja A ∈ R
n×n definida positiva e B ∈ R

n×m uma matriz posto coluna pleno.

Então, a matriz



A B

BT 0



 (A.14)

é invertível.

Lema A.3.7. [26] Seja A ∈ R
n×n semidefinida positiva e B ∈ R

n×m uma matriz posto coluna

pleno. Então, se
[

A B
]

é posto linha pleno, a matriz




A B

BT 0



 (A.15)

é invertível.

Definição A.3.2. [24] Uma matriz A ∈ R
n×n é uma raiz quadrada de B se A2 = B.

Teorema A.3.2. [24] Sejam A ∈ R
n×n semidefinida positiva e k ≥ 1 um número inteiro dado.

Então existe uma única matriz simétrica semidefinida positiva B tal que Bk = A.

Observação 3. [24] A maior utilidade do Teorema A.3.2 é para k = 2. A única raiz quadrada

(semi)definida positiva da matriz (semi)definida positiva A é geralmente denotada por A
1

2 .

A.4 Normas

Definição A.4.1. [24] Uma função ‖•‖ : Rn×n → R é definida como a norma matricial se para

todas as matrizes A,B ∈ R
n×n ela satisfaz os seguintes axiomas:

(i) - ‖A‖ ≥ 0;

(ii) - ‖A‖ ≥ 0⇔ A = 0;
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(iii) - ‖cA‖ = |c| ‖A‖ , para todoc ∈ C;

(iv) - ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖;

(v) - ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.

Definição A.4.2. [24] Seja ‖•‖ a norma de um vetor em R
n. A norma de uma matriz A ∈ R

n×n.

é definida por:

‖A‖ ≡ max
‖x‖=1

|Ax| .

Definição A.4.3. [24] Seja A ∈ R
n×n. A norma euclidiana de A ∈ R

n é definida por:

‖x‖2 ≡ (|x1|
2 + · · ·+ |xn|

2)
1

2

Definição A.4.4. [24] Seja A ∈ R
n×n. Defina

ρ(A) := max {|λ| : λé um autovalor deA} .

Denominamos ρ(A) como raio espectral da matriz A.

Teorema A.4.1. [24] Seja ‖•‖ qualquer norma matricial. Se A ∈ R
n×n então ρ(A) ≤ ‖A‖.

Teorema A.4.2. [24] Seja A ∈ R
n×n uma matriz hermitiana, e seja os autovalores de A orde-

nados da seguinte forma: λmin = λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn−1 ≤ λn = λmax, então:

λ1x
∗x ≤ x∗Ax ≤ λnx

∗xpara todo x ∈ R
n.

Sendo:

λmax = λn = max
x 6=0

x∗Ax

x∗x
= max

x∗x=1
x∗Ax;

λmin = λ1 = min
x 6=0

x∗Ax

x∗x
= min

x∗x=1
x∗Ax;

A.5 Derivadas Fundamentais

Lema A.5.1. [21] Sejam A ∈ R
n×n qualquer e x, y ∈ R

n quaisquer. Então:

(i) - ∂
∂x
(yTx) = y;

(ii) - ∂
∂x
(xTAx) = Ax+ATx.
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Se A é simétrica então ∂
∂x
(xTAx) = 2Ax.

Lema A.5.2. [21] Sejam A ∈ R
n×n, x ∈ R

n e x ∈ R
m quaisquer. Então:

(i) - ∂
∂x
(xTAy) = Ay;

(ii) - ∂
∂y
(xTAy) = ATx.
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