Gildson Queiroz de Jesus

Filtragem Robusta Recursiva para Sistemas Lineares a
Tempo Discreto com Parametros Sujeitos a Saltos
Markovianos!

Tese apresentada a Escola de Engenharia de Sao
Carlos da Universidade de Sao Paulo, como parte
dos requisitos para obtencao do titulo de Doutor
em Ciéncias, Programa de Engenharia Elétrica.

Area de Concentracao: Sistemas Dinamicos
Orientador: Prof. Dr. Marco Henrique Terra
Co-orientador: Prof. Dr. Joao Yoshiyuki Ishihara

Sao Carlos
2011

!Trata-se da versdo corrigida da tese. A verséo original se encontra disponivel na EESC/USP que aloja o Programa
de P6s-Graduacdo de Engenharia Elétrica.



AUTORIZO A REPRODUGAO E DIVULGAGCAO TOTAL OU PARCIAL DESTE
TRABALHO, POR QUALQUER MEIO CONVENCIONAL OU ELETRONICO,
PARA FINS DE ESTUDO E PESQUISA, DESDE QUE CITADA A FONTE.

Ficha catalografica preparada pela Secéo de Tratamento
da Informagé&o do Servigo de Biblioteca — EESC/USP

J58f

Jesus, Gildson Queiroz de.

Filtragem robusta recursiva para sistemas lineares a
tempo discreto com pardmetros sujeitos a saltos
Markovianos / Gildson Queiroz de Jesus ; orientador Marco
Henrique Terra. -- Sdo Carlos, 2011.

Tese (Doutorado - Programa de Pbés-Graduagdo em
Engenharia Elétrica e Area de Concentracdo em Sistemas
Dindmicos) -- Escola de Engenharia de S&o Carlos da
Universidade de S&o Paulo, 2011.

1. Sistemas lineares. 2. Estimativa robusta. 3.
Filtros discretos no tempo. 4. Saltos Markovianos. 5.
Filtragem He. Algoritmos array. Filtros de informacdo. I.
Titulo.




FOLHA DE JULGAMENTO

Candidato: Bacharel GILDSON QUEIROZ DE JESUS

Titulo da tese: Filtragem robusta recursiva para sistemas lineares a tempo discreto
com parametros sujeitos a saltos markovianos.

Data da defesa: 26/08/2011:

Comissio Julgadora: Resultado:

Prof. Associado Marco Henrique Terra (Orientador) A W Vo 0‘/0
(Escola de Engenharia de Sao Carlos/EESC) '

Dr. Marcos Garcia Todorov g'lhl wado

(Laboratdrio Nacional de Computag@o Cientifica/LNCC)

Prof®. Associada Mariane Rembold Petraglia A svoindo
(Universidade Federal do Rio de Janeiro/UFRJ) .

Prof. Dr. Jodo Yoshiyuki Ishihara KPRp VA o
(Universidade de Brasilia/UNB)

Prof. Associado Paulo Sergio Pereira da Silva APﬁOVA po
(Escola Politécnica/USP)

Coordenador do Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Elétrica:
Prof. Titular Denis Vinicius Coury

Presidente da Comissdo de P6s-Graduagio:
Prof. Associado Paulo Cesar Lima Segantine






Dedicatoéria

A Idelberto e Jocélia, meus pais, com amor, admiracdo e gratidao pela compreensdo, carinho,

presenca e incansavel apoio ao longo do periodo de elaboracao deste trabalho.






Agradecimentos

A Deus, que me concedeu graca, forca e capacidade na execucao deste trabalho. A Ele toda

honra e gléria eternamente.

A Idelberto, Jocélia, Aina e Raquel, minha familia, pelo carinho e constante apoio nesta

jornada.

Ao Prof. Dr. Marco Henrique Terra, que, nos anos de convivéncia, muito me ensinou,

contribuindo para meu crescimento cientifico e intelectual.
Ao Prof. Dr. Jodo Y. Ishihara, pela atencao e apoio durante o processo deste trabalho.

Ao pessoal do Laboratorio de Sistemas Inteligentes (LASI) pela amizade e companherismo

cotidiano.

A Escola de Engenharia de Sao Carlos, pela oportunidade de realizacao do curso de doutorado.






Epigrafe

“...Seja bendito o nome de Deus de
eternidade a eternidade, porque dele sao
a sabedoria e a forca; E ele muda os
tempos e as estagdes; ele remove os reis e
estabelece os reis; ele dd sabedoria aos

sdabios e conhecimento aos entendidos.”

Dan. 2:20,21






vii

Resumo

Jesus, G. Q. Filtragem Robusta Recursiva para Sistemas Lineares a Tempo Discreto com Pardmet-
ros Sujeitos a Saltos Markovianos. 2011. 134 f . Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de
Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2011.

Este trabalho trata de filtragem robusta para sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos
discretos mo tempo. Serdo desenvolvidas estimativas preditoras e filtradas baseadas em algoritmos
recursivos que sao uteis para aplicagoes em tempo real. Serdo desenvolvidas duas classes de filtros
robustos, uma baseada em uma estratégia do tipo Hoo € a outra baseada no método dos minimos
quadrados reqularizados robustos. Além disso, serdo desenvolvidos filtros na forma de informagao
e seus respectivos algoritmos array para estimar esse tipo de sistema. Neste trabalho assume-se

que os pardmetros de saltos do sistema Markoviano nao sdo acessiveis.

Palavras—Chave: Sistemas lineares, estimativa robusta, filtros discretos no tempo, saltos Marko-

vianos, filtragem Heoo, algoritmos array, filtros de informacao.
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Abstract

Jesus, G. Q. Recursive Robust Filtering for Discrete-time Markovian Jump Linear Systems.
2011. 134 f. Thesis (Doctoral) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2011.

This work deals with the problem of robust state estimation for discrete-time uncertain linear
systems subject to Markovian jumps. Predicted and filtered estimates are developed based on
recursive algorithms which are useful in on-line applications. We develop two classes of filters,
the first one is based on a Hoo approach and the second one is based on a robust regularized least-
square method. Moreover, we develop information filter and their respective array algorithms to
estimate this kind of system. We assume that the jump parameters of the Markovian system are

not acessible.

Keywords: Linear systems, robust estimation, discrete-time filters, Markovian systems, Heo

filtering, array algorithms, information filter.
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CAPITULO 1

Introducio

1.1 Motivacao

O problema de estimar estados de sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos (SLSM) tem
sido tratado por diversos autores através de diferentes abordagens, veja por exemplo [1], [2], [3],
[6], [9], [10], [30], [32]. Uma abordagem interessante para solucionar este problema é o estimador
linear de erro minimo médio quadratico (EMMQ) proposto em [9]. Uma das caracteristicas

interessantes desta abordagem é a sua boa adequacao para implementacoes em tempo real.

Um fato bem conhecido na literatura, principalmente quando se trata dos filtros de Kalman
para sistemas que nao estao sujeitos a saltos Markovianos, é que se o SLSM a ser estimado estiver
sujeito a incertezas paramétricas ou a erros de modelagem, o desempenho do filtro nominal pode

se deteriorar consideravelmente.

Nos ultimos anos varios estudos foram realizados com o objetivo de desenvolver filtros robus-
tos para SLSM, veja por exemplo [8], [13], [21], [22], [23], [29], [31], [35], [36], [37], [38]. Em geral,
essas solucoes robustas tém sido apresentadas em termos de desigualdades matriciais lineares
(DML). A despeito do excelente potencial desta abordagem, existem algumas limitagdes que
podem ser superadas com estimativas recursivas principalmente quando se necessita fazer esti-

mativas em tempo real. Dentre os métodos aplicados para a obtencao de estimadores robustos



que podem ser calculados recursivamente podemos citar o método H, apresentado em [18] e o

método dos minimos quadrados regularizados com incertezas apresentado em [28].

O método H tem sido amplamente usado na literatura como uma alternativa para esti-
mar estados de sistemas sujeitos a erros de modelagem ou sujeitos a disttirbios desconhecidos.
Este procedimento de projeto garante estimadores com menor erro de estimativa sobre todos os
possives distirbios. Ou seja, a técnica Hoo resolve o seguinte problema:

i 2
2 j=0 51;5ils 2

sup — E— <7 (1.1)
wo.{u;},{v;} Tolly "o + Zj:O uju; + ijo U;vj

sendo {zg,u;j,v;} distirbios e 5;; o erro de estimagao.

Outro método alternativo para tratar desta classe de problemas de filtragem é através do
consagrado minimos quadrados regularizados proposto em [26]|. Essa estratégia resolve o seguinte

problema de otimizagao:

Z =argmin max J(z, 1.2
I lyll<o(x) (@9) (1.2)
sendo
J(z,y) = 2"Qz+ R(z,y), (1.3)
R(z,y) = (Az—b+ Hy)" W (Az —b+ Hy), (1.4)

2T Qx o termo de regularizacio, A e H matrizes conhecidas de dimensdes apropriadas, Q > 0 e
W > 0 sao matrizes Hermitianas, x é um vetor desconhecido, b é um vetor de medida conhecido

e y denota um vetor de perturbagcao.

Esta tese tem como objetivo principal desenvolver filtros robustos para SLSM que podem
ser calculados através de equagoes algébricas de Riccati. Serdo deduzidas duas categorias de
estimadores robustos recursivos, uma baseada no método H, € a outra baseada no método dos

minimos quadrados regularizados com incertezas.

Uma das limitagoes das equagoes algébricas de Riccati é que, apesar das indiscutiveis e
intmeras vantagens numéricas apresentadas por elas, podem ocorrer erros numéricos que nao
garantem a propagagcao de solugoes simétricas em cada passo da iteragao. Esse tipo de erro pode
resultar na instabilidade do filtro. Alternativas computacionais para tratar desse problema, tais

como algoritmos array raiz quadrada e algoritmos array rapidos, tém sido propostas em vérias



referéncias, veja por exemplo [11], [20], [19], [33], [24], [25].

Dentre as vantagens dos algoritmos array raiz quadrada podemos destacar que eles aumentam
a eficiéncia e a estabilidade numeérica devido ao uso de transformagdes ortogonais nos calculos
e reduzem a faixa dindmica dos valores calculados em implementacoes por aritmética de ponto

fixo.

Os algoritmos array rapidos, por sua vez, conservam as boas propriedades dos algoritmos ar-
ray raiz quadrada, com a vantagem adicional de apresentarem um esfor¢o computacional menor.
Além disso, esses algoritmos assumem uma importante fungao no calculo de filtros para SLSM em
virtude das dimensoes de suas matrizes de pardmetros. Na abordagem que estamos considerando

nesta tese, elas crescem com o ntimero dos estados Markovianos e com a cadeia de Markov.

Outro problema que ocorre em filtragem é quando se tem pouca ou nenhuma informacao
a respeito das condic¢bes iniciais do sistema. Filtros na forma de informacao sao alternativas
computacionais utilizadas para solucionar este problema. Na forma de informacao a covaridncia
e o estado estimado s@o substituidos pela matriz de informacao (inversa da covariancia) e pelo

vetor de informagao (produto da inversa da covariancia com o estado original) do sistema.

A recursividade é uma das vantagens destas abordagens se comparadas com os filtros robustos
para SLSM existentes na literatura. E importante ressaltar neste capitulo introdutério que no
desenvolvimento dos estimadores robustos desta tese assume-se que os parametros de salto da

cadeia de Markov nao sao acessiveis.

1.2 Organizacao do Texto
Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2 : Este capitulo tem o objetivo de apresentar um filtro recursivo para SLSM
sem incertezas paramétricas deduzido através de uma abordagem deterministica e outra
estocastica. Tracar esse paralelo entre essas abordagens seré t1til para a compreensao dos
filtros robustos que serao apresentados nos préoximos capitulos. Os argumentos determin{s-
ticos estdo baseados no método dos minimos quadrados regularizados. Os argumentos

estocasticos estao baseados no filtro proposto em [9].

e Capitulo 3 : Seguindo os argumentos considerados em [9] e [18], serdo desenvolvidos neste

capitulo filtros H.o recursivos para SLSM baseados na teoria dos jogos. Uma caracteristica



1.3

importante deste filtro é que s@o encontradas condigbes necessarias para se encontrar o
pardmetro v minimo, tipico deste tipo de filtro, que define o nivel de atenuagdo dos ruidos

do sistema nas variaveis a serem estimadas.

Capitulo 4 : Baseado em [9] e [27], neste capitulo serao desenvolvidos filtros robustos recur-
sivos para SLSM. Os filtros robustos foram projetados utilizando o método dos minimos
quadrados regularizados com incertezas, onde sao minimizados os erros das estimativas dos
estados Markovianos em um funcional que leva em consideragao a influéncia méaxima das

incertezas paramétricas admissiveis.

Capitulo 5 : Neste capitulo serdo desenvolvidas as versdes na forma de informacao do filtro
nominal de [9] e dos filtros robustos apresentados nos Capitulos 3 e 4. O principal objetivo
aqui, e que também pode ser definido como filosofia desta tese, € mostrar que com alguma
algebra é possivel utilizar as técnicas de filtragem recursiva desenvolvida para sistemas

convencionais, que nao estao sujeitos a saltos, em SLSM.

Capitulo 6 : Este capitulo trata do desenvolvimento de algoritmos array raiz quadrada
para os filtros na forma de informagao apresentados no Capitulo 5. Algoritmos array raiz
quadrada, propagam o fator raiz quadrada da matriz de covaridncia do erro de estimativa,
o que pode evitar erros de arredondamento que podem ocorrer na propagagao do calculo

da covariancia.

Capitulo 7 : Neste capitulo serdo desenvolvidos algoritmos array rapidos para os filtros na
forma de informagao apresentados no Capitulo 5. Estes algoritmos produzem um esforgo

computacional menor se comparados com o algoritmo array raiz quadrada.

Artigo Publicado em Revista

Terra, M. H.; Ishihara, J. Y. e Jesus, G. "Information Filtering and Array Algorithms for
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Terra, M. H.; Ishihara, J. Y.; Jesus, G. "Fast Array Algorithm for Filtering of Markovian
Jump Linear Systems". International Journal of Adaptive Control and Signal Processing,

2011.
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CAPITULO 2

Filtragem Nominal para SLSM

Este capitulo trata da filtragem de SLSM sem incertezas paramétricas. Serdo apresentadas
duas abordagens equivalentes de projeto, uma baseada em argumentos deterministicos utilizando
o métodos dos minimos quadrados regularizados, e a outra baseada no estimador linear de erro
médio quadratico minimo (EMMQ) desenvolvido em [9] baseado em argumentos estocaticos.

Argumentos deterministicos serao tteis para o desenvolvimento desta tese.

2.1 Preliminares

Sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos representam uma classe de sistemas dinémi-
cos cujos modelos podem sofrer mudancas abruptas em seus pardmetros. Tais mudancas sao
modeladas por uma cadeia de Markov finita ©; € {1, o, N } Ou seja, para cada modo da cadeia
existe um conjunto de parametros que compoe o modelo em um determinado instante de tempo
i. Falhas em interconexoes e/ou componentes, e variaveis que mudam de maneira abrupta es-
tdo entre os fendmenos que caracterizam esta classe de sistemas. Aplicacées de SLSM podem
ser encontradas, por exemplo, em sistemas de manipuladores roboéticos, sistemas de controle de

aeronaves e grandes estruturas flexiveis para estagdes espaciais.

Considere o seguinte sistema linear sujeito a saltos Markovianos sobre o espaco de probabil-
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idade (Q,S, 77) :

riy1 = Fexi+Gieu, 1=01.. (2.1)

yi = Hie,xi+ Dje,wi, (2.2)

sendo x; € R™ a sequéncia de estado, y; € R™ a sequéncia de saida, u; € R?, w; € R% disturbios
aleatorios independentes com média zero e covariancias U; e W; respectivamente, ©; é uma cadeia
de Markov discreta no tempo com espaco de estado finito {1, e, N } e matriz de probabilidade
de transi¢ao P = [pji], sendo pj, = P(@i+1 = k|©; = j); Tij 1= 73(@1- = j) ¢é a distribuicao de
probabilidade da cadeia de Markov; F; € R™", G, € R H;p € R™" e D;) € Rm*e

sdo matrizes de parametros variantes no tempo; zg e {©;} sao independentes de u; e wj.

Baseado em [9], as estimativas que serdo desenvolvidas neste capitulo consideram o seguinte

estado aumentado:

2,1
Zi,N
Zik = xil{@i:k} € Rn, (2.4)

sendo que 1y} representa a medida de Dirac.

Um dos objetivos aqui, com esse reordenamento da sequéncia de estado Markoviano, é fazer
com que o Sistema (2.1) seja redefinido para independer da cadeia de Markov. Nesse sentido,

pode-se reescrever (2.1), baseado em z;, da seguinte forma:

Zit1k = l{o; 1=k} {Fm Fiw] zi + 1{®i+1:k}Gi,®iui- (2.5)
Somando e subtraindo o termo [plkFM o kaFi,N} z; na Equacao (2.5) tem-se:
Zitlk = |:p1kFi,1 kaFi,N] Zi + (1{®i+1:k} |:Fi,1 R

- [Plka ka:Fi,N]>Zi+1{®i+1=k}Gi7®iui7 (2.6)
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que, por sua vez, pode ainda ser reescrita como

Zitlk = [plsz‘,l kaFi,N] Zi (2.7)
+ |:(1{®i+1:k} _Plk) Fip ... (1{®i+1:k} - ka) Fi,N} Zi

+ lie; =k Gie;ui-

Com base nas seguintes definigoes:

M1
Mi+1 = ) (28)
M N
Mg = [(1{®i+1:k} —pie) Fin ... (L{ey, =k} — PNE) Fi,N} ; (2.9)
Lo, 1=1)Gioui puktin - pviFin
;= : Foo= | o : , (2.10)
Lo, =M Gio,ui nnFi1 -+ pNNEiN
a Equacao (2.7) pode ser reescrita como
Ziv1 = Fizi + Mip1z; + ;. (2.11)
Tomando ¥; = M;4+17; + ¥;, obtém-se:
ziv1 = Fizi + i (2.12)

Seguindo o mesmo raciocinio, a equac¢ao da medida (2.2) pode ser escrita como
Yi = |:Hi71 e Hi,N} zi + Dj o, w;. (2.13)
Renomeando as variéveis

Hi = [HM HzN} (2.14)
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¢i == Dje,w, (2.15)
segue que a Equagao (2.2) pode ser reescrita como

Yi = Hizi + pi. (2.16)

Assim, o sistema aumentado em termos de z; é dado por

zigr = Fizi+

i = Hizi+ o (2.17)

Das hipoteses sobre os disturbios u; e v;, as seguintes propriedades para o sistema aumentado

(2.17) sao validas

o E{o)i} =E{pi} =0,

o Bz} =E{zp]} = B{hp/} = 0.

Considere as seguintes definicoes das varidveis de segundo momento para ¢ > 0 e k €

{1,...N},

Zir = E{zi7kzzk}€]1§"x",

Z; = E{zz]} =diag[Z;x] € RNnxNT (2.18)

sendo que Z;, ¢ dado pela seguinte equacao recursiva

N N
Ziy1g = ijkFi,jZi,ng;'+ijk77i,jGi,jUiGg:j7

P =1
Zow = Vi (2.19)

As variancias dos distiibios aleatorios 1; e ¢; serdo calculadas na sequéncia. A varidncia de

1; pode ser calculada da seguinte forma:

i = B{ (v — E{wi}) (v - E{wi}) " }. (2:20)
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Como E{¢;} = 0, a Equacdo (2.20) fica sendo
I, — E{(Miﬂzi + ;) (M2 —|—19Z-)T}, (2.21)
entao, (2.21) pode ser reescrito como
M = B{ (Mis12:) (M) |+ E{ 007 }. (2.22)
Considerando o primeiro termo de (2.22), note que

M2
TaqT . T aqT

(2

Mi1,Nnzi

Para k,l € {1,..., N}, (2.23) pode ser reescrita da seguinte forma:
N N .
MHl:k'zizzTM;ﬂ-l,l = ZZ(l{QiH:k} —ptk)ﬂ,tzz',tz;‘fsﬂﬂ(1{91.“:1} - pSZ) - (2.29)
t=1 s=1

Observe que o produto zi,tziT s sera diferente de zero quando ¢ = s. Portanto depois de desenvolver

esse produto, a expressao (2.24) se reduz a

N

Mi+1,kZiZ1TMZZ:&-Ll = Z [(1{®¢+1=k} - pﬂf) (1{@i+1:l} - pﬂ)FiJZiyjzngzE
j=1
N
= > [(1{@”1:@1{@#1:@ — Lo,1=kyPjt — Pikl{o,,,=1} + PikDj1)
j=1
X me&ﬂﬂ]- (2.25)
Usando a propriedade
E{Miﬁ-l,k'ziZ?MgU} = E{E{Mi+17kziZ?M?+1’l|Si}}, (2.26)

sendo §; o o-campo gerado pelos vetores e varidveis aleatérias {xt, yt, O t =0, ..., i}, em (2.25)

pode-se caracterizar a relacao entre k e [ em dois momentos distintos:

- Caso 1: Considere k # [. Neste caso lyg,, ,—111li0,,,=1y = 0 e E{pjkl{@iﬂzl}]&i} =
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—Pjkpji, entao

Fz‘ﬁpll
T AT T
E{Mit112 Mi+1,z’3i} = - [plka PNkFi,N} ZiZ;
FngNl
- Caso 2: Considere k = [. Neste caso
F\ ik
T AT T
E{Mit1 k22 Mip |8} = [\/plkE,l \/PNkFi,N} i%i
Fl'y/PNk
Fg;plk
T .
- [puch;l kaFi,N] ZiZ;
FngNk
Combinando ambos 0s casos numa tinica expressio, encontra-se:
N
E{E{M1+1ZZZ?MZT+1|SZ}} = diag [ijkFi,jZi,ng;} — ]:idiag [Zi,j] ]:ZT,
=1
sendo F; = [plkFi,l kaFz',N]v para k=1, ..., N. Portanto,

N
E{(Mi+1zi)(/\/li+1zi)T} = diag[ijkFi,sz‘,jFi,Tj ~ FZFL.
j=1

Considere agora o segundo termo de (2.22), usando a propriedade
E{ﬁm?} - E{E{ﬁiﬁﬂ&}}

e sabendo que ]E{ululT} = U;, ap0s alguma algebra, tem-se que

N
E{9;97 } = diag [Z pjkmng‘,jUiGZj]'

j=1

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Enfim, segue que a varidncia de v; é dada por

N N
Hi = diag [ijkF‘i,jZi,ng;‘] — ]:zZz]:ZT + diag [ijkﬂ'i,jGi,jUiGZj S RNnXNn. (2.33)
7j=1 7=1

A variancia de ¢; pode ser calculada como segue
R i=E{ (¢~ E{¢i}) (¢ ~E{0:})" }. (2.34)
Como E{gol} =0, a Equacao (2.34) pode ser reescrita como
R; = E{D;e,wiw] D]}, (2.35)
e por hipotese E{wiwiT} = W;, entao
R; := D;DI € R™™, (2.36)
sendo
D;:= |Dym’W,? ... Dinm W} 2} : (2.37)

iNT; N YV

Dentro dos objetivos deste capitulo, que podem ser resumidos em demonstrar através de duas
abordagens distintas a dedugao de um filtro recursivo para SLSM, reproduziremos na sequéncia

o estimador linear desenvolvido em [9].

2.2 Filtragem Nominal para SLSM: Abordagem Estocastica

Considere as seguintes definigdes parai > 0e k € {1,...,N},
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e Zj;—1 ¢ a projegao de z; em L(y*~1) (subespaco linear dado por y*~! := (yﬁl...yg)T ) com
Ziji—1 = Zi— Zijio1-

Estas variaveis estao associadas com as seguintes matrizes de segundo momento

Zy = E{zgf} e RV 1<y

Zy = E{ZuE)} e RV 1<

e interagem com as seguintes matrizes aumentadas

puiFii ... pniFin
Fi = L1 | eRYm (2:38)
pinFir ... pNNFiN
Hi = [Hl . HN] € RN, (2.39)
D; = [Di,lwz{? ... D Nﬁj’ﬂ e R™Naz, (2.40)
ik = P(©;=k), (2.41)
sendo que diag(Z; j;] denota uma matriz formada por Z; 5, k = 1,..., N nas diagonais e zero nas

outras posigoes. A estimativa ;; é considerada como

N
j=1
O calculo de z;); € executado pelo seguinte algoritmo recursivo

. R 5 5 -1 .
Zili = Zii-1+ Zi\i—lH;r (HiZﬂi—lH? + DiDiT) (yi - Hizi\i—l)a (2.43)
Zivip = FiZyis (2.44)

-1 = E(ZO)z[ulT MJTV}T, (2.45)
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| € RNann

sendo que Zi”, sdo matrizes definidas positivas dadas por

N
Zivi = FiZyiaFi +B(Qi) + diag [Z 7Ti7jpjkGi,ng:j} — FiZyi M}

j=1
X (/HiZﬂi—l/HzT+DiDg)_1%iZi|i—1'ETa (2.46)
N
B(Q) = diag|y_ pjxFisZiiFl| - Fidiag[Zix) FF (2.47)
j=1

sendo Q; = (Zi,l, s Zi,N), e Zi >0,k =1,...,N dadas pela equacao recursiva

N N
Ziviw = Y pinFijZii Pl +> pumi GiGly, (2.48)
=1 i=1

Zog = Vi, ke{l,...,N}.

Em [9] foi estabelecida a convergéncia assintotica da equagao de Riccati dada em (2.46),
cujo resultado serd apresentado na sequéncia. Assuma que todas as matrizes de parametros do
modelo (2.1) e a probabilidade de transicao p;;, sao invariantes no tempo, considere também que
o sistema é estavel na média quadratica, e que a cadeia de Markov ©; é ergodica. Baseado nestas
hipoteses tem-se que

lim P(©; = k) = lim m} = m (2.49)

i—00 1—00

e de [7] segue que Q; — @ quando i — oo, sendo ) = (Zl, s ZN), e

N N
Zk = ijijZij+ijkﬂi7jGjG?, ]{ZL...,N. (250)
p i=1

O proximo teorema estabelece a convergéncia assintotica da equagao de Riccati (2.46).

Teorema 2.2.1. [9] Suponha que a cadeia de Markov ©; é ergddica e que o sistema (2.1) é

estdavel na média quadrdtica (MSS, sigla em inglés). Considere a equagio de Riccati dada por
~ ~ N ~ ~ ~
Z=FZF" + B(Q) + diag [Z wjpjijGJT] — FZHT (HZHT + DDT) 'HZFT  (2.51)
j=1

sendo @ = (Zl, s ZN) e satisfaz (2.50). Entao eziste uma unica solugao semi-definida positiva

P e RN™N® parg (2.51). Além disto, ro (F—T(P)H) < 1, sendo T(P) := FPH' (HPH" + DDT)_1
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e 1,(.) representa o raio espectral, e para qualquer Qo = (ngl,...,Zo,N) com Zoy > 0, k =
1,..,N, e ZO|_1 = diag[Zo )] — E{ZO}E{ZO}T > 0, tem-se entao que Zz‘+1|i dado por (2.46) e
(2.47) satisfaz

Ziy1 P (2.52)

Na préxima se¢ao serd mostrada uma maneira alternativa para deduzir o filtro mostrado nesta
secao cuja algebra se aproxima das algebras utilizadas nos proximos capitulos para a deducao

dos filtros robustos.

2.3 Filtragem Nominal para SLSM: Abordagem Deterministica

O objetivo desta secao é deduzir as estimativas preditora e filtrada para SLSM baseado no
sistema aumentado (2.17). Para tanto, define-se 2;;_; como a variavel de predicao de z;, Z;;—
como a matriz de ponderagao para o erro de predicao z; — Z;;_1, € a observagao da medida é dada
por y;. Para atualizar a estimativa Z;; 1 para Z;;1);, ¢ necessario resolver o seguinte problema
de otimizagao:

. N 2 2 2 9
min sz — zi|i—1” =1 -+ ”Zi+1 — ]:zzzH -1+ IIyz — szz” 1 - ( .53)
o 7= 0] R
5%541 ili—1 1 T

Define-se também Z;; como a varidvel de filtragem de z;, Z;; como matriz de ponderagao do
erro de filtragem 2; — Z;);, e a medida de observagao ¢ dada por y; 1. Neste caso, para atualizar
a estimativa Z;); para Z;;1);41, serd necessario resolver o seguinte problema de otimizagao:

i 241 Fizill? H 2 2.54
min H«Zz - Zz‘\iHZﬂ + ||Zi+1 - iziHH_—l + Hyi+1 - i+1zi+1||R_—l . ( . )
ZiyZi+1 ili (4 i+1

As matrizes de ponderagao II; e R; nos funcionais (2.53) e (2.54) sao definidas como as

variancias dos distubios aleatérios v; e ¢; dados por
N N

Hi = diag [Z pijZ'JZi’ng;] - f"zZz]:ZT + diag [Z pjkﬂi,jGi,jUiGZj y (2.55)
7j=1 j=1

R; :=D;DI, (2.56)
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sendo
m:mﬂ%ﬂmmWWM. (2.57)

)

O proximo lema resolve os problemas de otimizagao (2.53) e (2.54) de forma deterministica.

Lema 2.3.1. [27] Considere o sequinte problema
min ||z}, + || Az — blfy (2.58)

sendo A uma matriz conhecida, b um vetor de medida conhecido, x um vetor desconhecido,
V=VT>0eW =W >0 sao matrizes de ponderacio assumidas conhecidas. A solucio do

problema de otimizagdo (2.58) € dada por
-1
= [V n ATWA} ATWb (2.59)

sendo V,W >0, tais que V + ATW A € invertivel.

2.3.1 Estimativa Nominal Preditora

Para deduzir a estimativa preditora do sistema (2.17), considere o funcional (2.53) reescrito

na forma de blocos matriciais como

T
X - X X . T
Ziji—1 — Zi Zﬂil_l Of [Ziji-1 — 2 N ( Fi T\ | Zijior— 2| FiZiji-1 )

Zit1 0 0 Zit1 H; O Zit1 HiZiji—1 — Yi
y 1 P 1 ( Fi T\ Zjia—z| | Fifia ) (2.60)
0 Ry Hi O Zit1 HiZiji—1 — i
Comparando os funcionais (2.60) e (2.58), obtém-se as seguintes equivaléncias:
v Zili—1 — Zi be FiZiji—1 e Fi 1 |
Zit1 HiZiji—1 — Yi H; 0
Zit, 0 It o

Ve |l W . (2.61)

0 0 0 R!

1
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Portanto o problema de otimizagao (2.53) pode ser resolvido aplicando o Lema (2.3.1). Pode-se

reescrever a Equagao (2.59) usando as identificagdes (2.61). Procedendo desta forma, tem-se que

- —1
Zii1 — 2 Zyy + FI R+ 1R, FIL

Ziy1)i L Hi_l}“i H;l

- L I

y FII; FiZiji—1 + H] R, (/Hizili*1 — %) _ (2.62)
I Fizijia

Explicitando-se o termo Z;};, obtém-se:

-1

) B Zyy + FIUVF + 1R, FIIL
Ziv11i = |0 I B B
;' 7 ;!

1 2 -1 >
) ‘FiTHi FiZiji1 +1”HZ-TRZ~ (Hizi\ifl - yl) . (2.63)
;" FiZijia

Aplicando o Lema da inversao de blocos matriciais (A.0.3), a Equagao (2.63) pode ser reescrita

como
Ziy1p = [— (D—CA™'B)'CA™L (D- CA—lB)‘l}
L | R 'H; Rl—fls'{')lu — TRy, 6
Segue que
g = (D - CAle)_l

X

(07 Fizg o — CA™H((FTUF o+ MR MG 20— HTR ') ). (2.69)

Definindo ZHW = (D - C’A_IB)_1 tem-se que

_ _ = _ _ -1 A
Zivp = (WG =T R (25, + FIO R+ o R T A ) (2.66)

Aplicando o Lema da inversao de matrizes (A.0.1) na Equacao (2.66) obtém-se

Zi+1|i =1L + E(Zlle,l + H?Rflﬂi)flffp. (2.67)
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Assim, pode-se reescrever a Equagao (2.67) como
~ ~ ~ ~ —1 ~
Ziwyi = Wi+ Filyy rFi = Fii s H (Ri+ HiZigg H] )™ HiZyi 1 T (2.68)

Voltando a expressao (2.65) do preditor, tem-se que

S = Zigi (H;l}}»ém_l SF(Z | LA FII F 4+ HI R H) !
< ((FIF 4 HT R ) 2 H?R;lyi)) (2.69)
que pode ser reescrita como
S = ,Hh(n Fibiio =0 F (25 + FIO R+ MR )™
X FII Figgo — TG R(ZL + FIIE R+ MR
< HIRT Mgy + I F (250 + FITCAF + 1R
X H?Rglyi). (2.70)

Considere as seguintes igualdades

Zi+1lz‘(H;1fi2ili IR (Zz|zl 1 +FQ i+ H?Rlei)_lﬁTH;l}—izi|i—l)

— mu(ﬂ + Fi(Z50 + HT R H,) 1??)_1&2%1

= FiZiji-1 (2.71)
(§]
Zipy G Fi(Z5 + + FIUYF + HT R, YH,)
-1
- 7,+1|Z< +f( i|i— 1+HTR I,H)J_..T> f( i|i— 1+HTR LH) '
= Fi(Zyt + HIR M) (2.72)
Entao

. . 5 _ -1 _ .
Ziv1p = Fifiji-1t+ ]‘—z’(ZZ-h-l_l +HI R H) T HI R (v — Hiziji—1)

Ziv1i = FiZiji—1 + fz‘Zz‘\z‘—l’Hz’T (Ri + HiZm—lHiT)_l (yi — HiZiji1)- (2.73)
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O algoritmo da Tabela (2.1) apresenta os passos para calcular a estimativa nominal preditora.

Tabela 2.1: Estimativa Nominal Preditora para o SLSM (2.17)

Passo 0 : Considere as seguintes condigoes iniciais conhecidas:

Zo\—1 = B,

20|,1 = 20.
Passo 1: Atualize {Zm_l, 2i|i—1} para {ZHW, 2i+1‘i} da seguinte forma:

Zi+1\i =1I; + fiZi\FlfiT - EZZ‘\FlHiT (Ri + HiZi\ile?)ilHiZiﬁflf;Ta
. X - . —1 .
Zivaj = Fitijior + FiZiia Ml (Ri + HiZiaaHE) ™ (i — HiZijio1)

sendo

II; = diag [Zjvzl pijz',sz‘,jFZ}] — FZFL + diag [Eévzl pjk"Ti,jGi,jUiGg:j} ;

as varidveis Z; ; e Z; podem ser calculadas como (2.18)-(2.19).

Note que este filtro preditor é equivalente aquele deduzido em [9], definido pelas Equagoes

(2.43)-(2.48).

Observagao 2.3.1. Para o caso sem saltos (N = 1) a estimativa nominal preditora para SLSM
é reduzida para a estimativa preditora do filtro de Kalman padrao dado em [17] (quando o sistema

singular desta referéncia é considerado na forma espago de estados).
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2.3.2 Estimativa Nominal Filtrada

Segue que o funcional (2.54) pode ser reescrito na forma de blocos matriciais como

T 1 T
2 — Ziji Zyi O |&— Zija N ( -F 1 Zi — Zj; _ FiZi); )
Zit1 0 0 Zit1 0 Hi Zit+1 Yir1
y ' 0 ( -F 1 Zi— Zi | [ Fifil ) (2.74)

0 R!

i1 0 Hina Zit1 Yitl

Comparando o funcional (2.74) com o funcional (2.58), obtém-se as seguintes equivaléncias:

N Ziji b FiZi; A —F 1 |
Zit1 Yit1 0 Hina
Z71 o ' o
Ve |l W : (2.75)
0 0 0 R4

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na dedugao da estimativa nominal preditora pode-se

deduzir a estimativa nominal filtrada que é apresentada na Tabela (2.2).

Tabela 2.2: Estimativa Nominal Filtrada para o SLSM (2.17)

Passo 0 : Considere as seguintes condicoes iniciais:

Zo = (Pt + HIRoHo) ',

A 7 —1
Zo|0 = Z0|0H[)RO 20-

Passo 1: Atualize {Zi|iaéi\i} para {Zi+l|i+172i+l\i+1} da seguinte forma:

. . B -1
Zip)iv1 = <(Hz + FiZiFl) + %iTJrlRiJrlinH) ;

A 4 5 T -1 A
Zivtjir1 = Ficifi + Zigim M R (vier — Hipa FiZag)
sendo

II; = diag [Zjvzl pijmZ,;’jFi,Tj] — FZiFF + diag {Zjvzl pjkTFz’,jGi,jUz’Gz:j} )
R; = D;D},

as variaveis Z; ; e Z; podem ser calculadas como (2.18)-(2.19).
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Observagao 2.3.2. Para o caso sem saltos (N = 1) a estimativa nominal filtrada para SLSM
é reduzida para a estimativa filtrada do filtro de Kalman padrao dado em [17] (quando o sistema

singular desta referéncia é considerado na forma espago de estados).

Observagao 2.3.3. Comparando as estimativas filtradas, para os casos deterministico e es-

tocdtico, pode-se notar que as equacoes sao diferentes. Para o caso deterministico tem-se

5 _ -1
Zif1)iv1 = ((Hz + FiZyi FY) Ly Ha1Rff1Hi+1) ; (2.76)

o A 5 T 1 A
Zivajier = FiZii + Ziprin Hip R (i — Higa Fiiga)- (2.77)
E a estimativa filtrada para o caso estocdstico € dada por

N
Zivi = FiZyF! + B(Q:) + diag [Z Wi,jpj,kGi,jGZj] — FiZyi 1 HY

j=1
x (D;Df -I-%iZ¢|i_1Hf)71HiZm—1]:¢T7 (2.78)
sendo
N
B(Q:) = diag|>" pjuFiZii Fly| — Fidiag|Ziy) FI (2.79)

j=1

R . . - -1 R
2 = FicrZicajior + Zijga Ml (MiZyia M) +DiDY) ™ (yi — HiFic12i1j—1)- (2.80)

Esta diferenca deve-se ao fato de que foi utilizado um funcional especifico para a deducao da es-
timativa filtrada para o caso deterministico. No caso estocdstico ambos os filtros foram deduzidos

a partir de um unico problema de minimizacdo.
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CAPITULO 3

Filtragem H ., para SLSM

Neste capitulo serao apresentadas estimativas H, recursivas para SLSM nas formas preditora
e filtrada. Foi utilizada uma abordagem baseada na teoria dos jogos para deduzir tais filtros.
Dois funcionais independentes foram utilizados para as respectivas dedugoes. Para ambos os
filtros o objetivo é minimizar os erros das estimativas dos estados Markovianos em contraposigao
a tentativa de maximizacao desses erros gerada por ruidos nas varidveis medidas. De maneira
semelhante aos filtros Ho, convencionais, define-se um limitante v para esta relacao de atenu-
acao dos ruidos nas varidveis estimadas, que do ponto de vista da teoria dos jogos atua como
mediador entre dois jogadores. Assume-se no desenvolvimento de ambos os estimadores Hoo que

os pardmetros de salto nao sao acessiveis.

3.1 Preliminares

Os filtros Hoo desenvolvidos nesta tese sao baseados no seguinte SLSM discreto no tempo

Tit1 = Fz‘,@il'i + Gi,@iui, 1 =0,1... (3.1)
yi = Hie,xi+ Die,w; (3.2)

si = Lije,x; + Rie,v; (3.3)
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sendo z; € R™ a sequéncia de estado, y; € R™ a sequéncia de saida, u; € R? w; € R e v; € R?2
disturbios aleatorios independentes com média zero e covariancias U;, W; e V; respectivamente,
©; é uma cadeia de Markov discreta no tempo, com espago de estado finito {1, e N} e matriz
de probabilidade de transi¢ao P = [pjx], sendo pji, = P(@i+1 =k|®; = j); mij = P(@i = j) é
a distribuicdo de probabilidade da cadeia de Markov; Fj; € R™*", G; € R H,; € R™*",
D;j € R"*2 L € RP*" e R; € RPX9 s3ao matrizes de pardmetros variantes no tempo;
rol{e,=k}, k =1, ..., IV, sdo vetores aleatorios com E{xol{@():k}} = pg, (sendo que 1y denota

a medida de Dirac) e E{xoxOTl{@():k}} = Vi; xo e {©;} sdo independentes de wu;, w; e v;.

Seguindo a proposta desenvolvida em [9] e conforme foi apresentado na Capitulo (2), as

equagoes do sistema (3.1), (3.2) e (3.3) podem ser reescritas em termos de z; como

zit1 = Fizi+, i=0,1..
yi = Hizi+ @i
si = Lizi+ oy (3-4)

sendo as matrizes de pardmetros aumentadas dadas por

puFin ... pniFin
Fi = : : : (3.5)
pinFin ... pNNEiN
H; = [Hl HN} (3.6)
Li = [Lm Li,N}, (3.7)
e as variaveis aleatoérias
¥ = Mtz + 9, (3.8)
vi = Djewi, (3.9)
oi = R;e,ui, (3.10)
Lo =11Gieui Mit11
9; = : L M= |, (3.11)

1{@i+1:N}Gi,91u’L’ Mi—l—l,N



27

Miry = [(1{8i+1:k}_plk)Fi,1 (1{6i+1:k}_ka)Fi,N}' (3.12)

Pelas hipoteses anteriormente consideradas sobre os distarbios u;, w; e v;, segue que para o

sistema aumentado (3.4), as seguintes propriedades sao validas:
o E{¢i} =E{pi} = E{os} = 0;
o B{ziyf } = E{zp] } = E{zio] } = E{vip] } = E{thio] } = E{oip] } =0.

O problema de predi¢ao H, recursivo para SLSM pode ser estabelecido da seguinte maneira:

dado um escalar v > 0, e uma sequéncia de conjuntos de observagao

{y0}7 {y()v yl}a ey {y(Ja Y1, - yl}a ey (313)

encontrar para cada [, se existir, uma predigao §;1; de s;4+1 em termos das medidas {vo, -y Ui},

que satisfaca

Jso1-1 — Loz

2
7 (3.14)
2 Jleo — Famollgs

paral=—1,e

S sy — Lz 2
sup - l =0 H il ZQZHA'L ! l > < 72’ (315)
f=yizh [l20 = f—leHZO—l + 3o v — HiziHHi—l + Yo [|zi41 - }—iZiHF;l

para [ > 0.

Analogamente, o problema de filtragem H., recursivo para SLSM pode ser estabelecido da
seguinte maneira: dado um escalar v > 0, e uma sequéncia de conjuntos de observacao (3.13)
encontrar para cada [, se existir, uma sequéncia de estimativa filtrada $;; de s; em termos das

medidas {yg, v yl}, que satisfaca

500 = Lozol [+

up <2, (3.16)
w0 l20 = FoaZol| 5.0 + oo — Hozolpy
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paral =0, e

<% (3.17)

Sico llsiu — Lizi][
sup :
Gt [|70 = ForZol| 5o + o llui = Hizillga + 055 [z — Fiifl7a
para [ > 0.

Em (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) o vetor Zp denota uma condicao inicial para zy e a matriz
F_1 = 1. A seguir serdo definidas as matrizes de ponderacao I';, II; e A; como as varidncias
dos disturbios aleatorios v;, ¢; e o;, respectivamente. Considere as defini¢oes para ¢ > 0 e

ke{l,..,N},

Zijy = E{zixzy} € R,

Z; = E{zz]} =diag|Z;)) € RN, (3.18)

sendo que Z; ;, é calculado pela seguinte equacao recursiva

N N
Zivige = Y pipFigZigFlh + ) ppmiiGiUiG,
j=1 j=1
ZO,k = Vk (319)

As varidncias de 5, ; e g; sdo dadas por
N
I, = E{y]} = diag [ijkFi,jZi,szﬂ ~ FiZiF} (3.20)
=1

N

j=1
I; = E{pwp!}=DD] € R™™, (3.21)
A; = E{oio]} = RiR] € RV, (3.22)

sendo
D = [DumlPw? L Dy Pw?, (3.23)
R = [Ri,lwﬂzvﬂz R@ij’/]ivil/?]. (3.24)

Nas proximas segoes serao apresentadas as estimativas Hoo nas formas preditora e filtrada.
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3.2 Estimativa H., Preditora

O problema de predigao Heo (3.14)-(3.15) pode ser relacionado a um problema de teoria dos

jogos com dois jogadores dado por

min - max JP({idy, st (zdih) > 0 (3.25)

I+1 1+1
{zan ko {santits

sendo J%y := [[z-1 = Forzol[ 70 =7 2[|so-1 — Lozoafy 1, paral=~1,¢
2 l 2 ! 9
Ji= e - f—lonZO*l + Z lvi HizillHn;l + Z 241y — ]:iziuHF;l
— —
I+1 22 '
YD s - EiZﬂlHA;lv (3.26)
para ! > 0.

A expressao (3.26) do problema (3.25) estabelece que para cada | > 0, dadas as medi-
das {yi}izo, o primeiro jogador gera as estimativas §;; de s;, ¢ = 0,...,l + 1 e o segundo
jogador define as estimativas {zi“}liié com o objetivo de comprometer a precisao da estima-
tiva do primeiro jogador. Para resolver o problema de predicao Hoo, observa-se que nao é
necessario maximizar le sobre {si”}éié. O preditor H existe no instante [ se e somente se exi-
stir um {éi“}li:(l) tal que Jp({yi}izo, {gill}z 0’ {Zz\l} ) tenha um minimo em {éiu}li:) tal que

le({yi}izo, {§i|l}z o {Zz\z} ) > 0. Para cada [ > 0, o funcional em (3.26) pode ser reescrito

Ccomo
T
le = (ul:{lJrl\l — %l) Ry (ul%l+1|l - %l) (3.27)
sendo
o [z, ] i ]
: ' 0 0 0
Xyjp—1 = Bri=| 2 | R = ;
Zl‘j 0 0 R() 0
2y
ZO\j 0 0 0 R_l
| <07 ] 1z, L J
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41 A 0 0 0
0 & 0 O 1
1
L[l = 0 0 Al 0 781 = 7u—1_€0_ 71<27
Lo
0 0 0 & A | i
0 0 0 0 &
r;' o 0 ~F; 0
Rz = 0 Hl_l 0 7-/47):: Hz aZl = Yi 7Z>01
0 0 v2A7Y | 0 Sit1)l
Z! 0 F_1Z
R, =" Zo =" 0. (3.28)
0 —’Y_QAal 80|l

Considerando as variaveis em (3.28) para todo [ > 0, pode-se obter as seguintes relagoes recor-

rentes:

Ry 0 Z 21411 E1 o
R = By = s X1 = gy = ;
0 R -1 Xij—1 0 %
= [,4, 0o ... ol (3.29)

O préximo lema seré util para deduzir os estimadores Ho, para SLSM.

Lema 3.2.1. [4] Considere as matrizes L e Ry e os vetores colunas B; e %m de dimensoes

apropriadas com R; simétrica. Para qualquer 2B; tem-se
. T
H%lf(ﬂlx”l — iBl) R (ﬂl%“l — EB[) > —00 (3.30)

se e somente se illTiRlill >0e Ker(illT%lill) - Ker(i)%lill). Se o minimo € atingido, ele €
unico se e somente se 11?9‘{;111 > 0. Isto garante que a solu¢do otima serd dada por AA‘ZW =

(LT Ru84) T U Ry B,

Baseado no Lema (3.2.1), pode-se obter uma condigao necesséaria para existéncia do preditor

Hoo que seré desenvolvido a seguir. Tem-se que existe uma tinica solu¢ao minima se e somente
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se illTiﬁlLll > 0, sendo 4l; e PR; definidos em (3.29). O termo illTERZill pode ser reescrito como

T T
EiriRibip &Ry

(3.31)
o Ri&p1 U Rt + of Riy

Portanto, uma condigao necesséaria para il;ff)‘ilill > 0 é a positividade do termo 5£1R151+1 para

[ > —1, que pode ser estabelecida pela seguintes condigoes:

Pyt —y72etA Ly >0, 1=-1,
Ot — 2Ll AL L >0, 1>0. (3.32)
Com o objetivo de deduzir o preditor Ho, para SLSM, considere as seguintes varidveis aux-
iliares definidas como M()_\il =T R U e Mljrlw como o complemento de Schur do bloco
(2,2) em (3.31). Pode-se mostrar que o problema de predicdo Hoo tem solugao se e somente se
My > 0, para l = —1,0,1,... Para termos UM > 0, o sub-bloco (2,2) em (3.31) deve
ser definido positivo. Usando a hipotese de que o problema de predi¢ao tem sido resolvido até
o ultimo passo, a positividade de illT_li){l,lill,l é garantida, portanto resta somente verificar se

aleal é positivo. Em termos dos dados originais, tem-se que

T
~F| |7t oo 0 ~F
Al M o I;t o " | O
of Ry = Ry [Al 0} = : ! :
0 0 0 0 AL 0
0 0
AT RAHT 0 - (3.53)

0 0

Consequentemente, o termo (2,2) em (3.31) é definido positivo e U7 R4, > 0 se e somente se o
complemento de Schur do bloco (2,2) em (3.31) é definido positivo. Defina para l > 0, a variavel
auxiliar Mljrlw como complemento de Schur do bloco (2,2) em (3.31), ou equivalentemente,

M 41); como o bloco (1,1) da inversa de (3.31). Tem-se

_ —1
Mz+11|z = &L RiE — ElRicu (of Rioy + U R 181) ™~ of RiEa (3.34)
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e a Equagao (3.34) pode ser reescrita como

M-l

= =&l (Rz — Ry (af Riey +illT_lf)“’tz—ﬂl—l)_lazTRz)&JrL (3.35)

Aplicando o lema da inversao de matrizes (A.0.1) em (3.35) obtém-se

_ 1 ~1
Mz+11|z =& (Rz Yo (U Ruasl) OélT) E1- (3.36)

Reafirmando que M;;_; ¢ o bloco (1,1) de (illT_liﬁl_lill_l)fl tem-se

ML

T -1 T\—1
11]1 i (R +agMy_y0q ) &4

= Slj_;_l (Rl — Ry (Mlﬁl—l + CYZTR[OQ)_IQITRI)SI+1. (3.37)

Reescrevendo (3.37) em termos dos dados originais de (3.28) obtém-se

1 -1 _ p-1 T1—1 -1 —1r —2 TA—1
My =00 =D A(My L + FIT R+ M T ) T A T LIAZN L (3.38)
Definindo Zl\l 10 Ml\l .t 7_25 Al+1£lv a Equacao (3.38) pode ser reescrita como
_ _ _ _ _ _ -1 _
Zl+1\l It =T A7, i Y LA L+ BT R H I ) T T
_ _ _ -1 -1
- (rl A2~ LA L T ) TR (3.39)

Também, duas outras formas tuteis para analise da Equagao (3.39) sao consideradas a seguir:

T
H; Hl_l 0 Hy |\ ! T
Zl-l—l‘l - Fl + ]:l l|l 1 + ) .7:1 y (340)
L 0 -y Al+1 L
e
T
~ ~ T ~ Hl —1 Hl ~ T
Ziyp =T+ FZyaF —FiZyp— Wenou ZyFy s (3.41)
l l
sendo
11, 0 Hil| - T a7
Weoos i= + Ziis [Hz c ] . (3.42)

0 —7*Ai L
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A solugado minima para o funcional (3.27) pode ser obtida aplicando o Lema (3.2.1) como
X1 = Pt KBy, (3.43)
sendo para cada [ > 0
Biji—1 = (Rt ) (3.44)

A Equagao (3.43) pode ser reescrita como

-1

G| SR LRy ELRIZ (3.45)
3A€1|l ol Ri€ipr U5 Rt + of Riey ol Ry 2+ Ul R 1B
Considera-se a solugao do ultimo passo
o1 = Py U KB, (3.46)
pode-se reescrever a equagao (3.45) como
21y M Piag &l
R = a RiZ; + s ) (3.47)
Xy Py Pagy Q; B Xii-1
sendo
-1
My Pog| & Ri€i &R (3.48)
Pyip Py of Ri€iir U Ry + of Riey
Consequentemente, a Equagao (3.47) pode ser escrita da seguinte forma:
2 = (Mipp€liy + Pragod YR 2+ P12,lq31_‘ll_1:%l|l—1~ (3.49)

Dois termos desta Equacio (3.49), P12 e M; ), podem ser obtidos com a aplicagao do Lema

da inversao de blocos matriciais (A.0.3) em (3.48)

N -1
ISPYRES —<5£L1R151+1 — & Riog (W Ry + of Ryey) lalTRzng)

X L Riay (7,918 + OélTRzOéz)_l (3.50)
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_ -1
My = (5z7jr173!51+1 — &M R (U Rt + of Riay) IOqTth‘:zH) : (3.51)
Entao pode-se concluir que

“1
Py = =M i&laRion (865 Ri-18i1 + of Ryoy)

_ —1
= —Ml+1\15£1731061—1(‘43”11,1+OézTRzal) - (3.52)

Aplicando o Lema (A.0.2) em (3.52) tem-se

_ “1
Prog =M€ (R + aBr—ied ) By (3.53)
Sabendo que
Al
aPr—10f = [Az 0] My . = A My AT, (3.54)

(3.53) pode ser reescrita como
. -1
Prog = =M€ (R + AMy 1 AL ™ By (3.55)

Com (3.55) e considerando oy Xy; = A2y, j > [ —1, tem-se que (3.49) pode reescrita da seguinte

forma:

Zug = (MlJrl\lglj-;-l — MyEl (R + A1M1|171A1T)71041‘13”17106?)73131
— Myl (R +A1M1|1A1T_1)_laz‘ﬁz|lf1‘13l_|ll_1£z|zf1,

Zpg = (Ml+1\15£1 — My &l (R + -AZMl|lfl~AlT)_IAZMHZflAlT)RlZl
- Mpy&la Ry + AlMl\l—l-AlT)_lAl/Z\l\l—lv

= Myl (Ri = RiA (MGt + ATRA) T ATR ) (20— A ). (356)
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Reescrevendo (3.56) em termos dos dados originais (3.28) tem-se

. _ _ _ _ _ -1 - ~
Zap = My (Fl LT, 1]—7(1\4”11_1 + AT R+ 1) AT 1)52”1,1
_ _ _ _ -1 _ ~
+ Myl 1]:1(Mlul—1 + ]:lTFl LF+ %ZTHZ 17"1) %ZTHZ 1(yl - Hz21|z—1)

— My 2L Mg (3.57)
Considerando 8;41; = L1Z41)1,

: = My (T + AL 1) E) R
A4l = 1\ e+ z( Z|H+ iy l) l 121|1—1
_ _ — _ —1 _ ~
+ Ml lfl(Mml,l + AT R 1 ) T T (g — Hazy)

— My L N Lidag (3.58)
Aplicando o Lema (A.0.2) em (3.58), tem-se que

. _ _ —1 -1
Zap = Mz+1\z(Fl+ﬂ(Ml|l1_1+%lTHz 1) ]:1T> Fiziji-1

_ -1 _
+ My (Te+ B+ M 90) T F) R (MG + 1 )

X

HIT (g — HiZp—1) — My 2L Mg Loz (3.59)
- -1
Substituindo Z 1 <Fl + }}(Mlﬁl_l + H?Hfl’;’-{l)_l]:lT) em (3.59) obtém-se

111

~ > — ~ > — — — -1
G = MiZyyFizye + My Zn Fu (ML + M1 )

X

HIT (g — HaZ—) — My 2L A Lz

~ _ _ -1 _ ~
= Fzj-1 — }“Z(MWL +HT M) T HT (i — Hazye)- (3.60)
Aplicando o Lema (A.0.2) em (3.60) resulta em

A —~ -1 ~
B = Fzp—1 + FMy 1] (T + H My H) ™ (w0 — HiZiea).- (3.61)

O algoritmo da Tabela (3.1) apresenta os passos fundamentais para se calcular o preditor

Hoo para SLSM.
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Tabela 3.1: Estimativa H, Preditora para o SLSM (3.4)

O problema de predigdo Ho, para SLSM (3.25) tem solugao se e somente se

-1 -2 pT -1
Zian = LA

calculados pelas seguintes equagoes recursivas:

L1 > 0, sendo a sequéncia {Zl+1\l} e o preditor

Passo 0 : Considere as seguintes condigoes iniciais conhecidas:

ZO|—1 = ZO?

20|,1 = EO.

Passo 1: Atualize {Zﬂi_l,éﬂi_l} para {Zi+1\i>2i+1li} da seguinte forma:

H,
L

W—l

2y T
l ~
] eoo’l Zl‘l*lﬂ)

Zypip =11+ P2y FF — FiZy
H;

11, 0

9 +
0 —A !
~ ~ -1 ~
Sy = Fiz— + FiMya 1 (T + Ho My HE) ™ (i — Hizgea),

-1 ._ 7-1 —2p,pT A—1
My Zy =2y~ Ly AL,

Weoso := Zji [HZT E;‘F]7

Sip1ft = Lit1Z14101-
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Observagao 3.2.1. Para estabelecer a estabilidade do filtro preditor Heo estaciondrio, € necessdrio
assumir que todas as matrizes do sistema e as probabilidades de transi¢ao pji sao invariantes
no tempo, assumir também que o sistema € estdvel na média quadrdtica (MSS) e sua cadeia de
Markov {©;} € ergddica. Erxiste uma tunica solucio definida positiva Z (com i — oo) para a

equacao algébrica de Riccati

T
. e k7 T
7 = T+FZFT - 527 w2l |7 ZF,
c c
m o H| -
Weo = + Z[HT gT] (3.62)

0 —+2A L

considerando Z=Y —~72LTA=1L > 0, para qualquer ~ fizado, que garante a positividade de W
(Weso > 0) e, assim, a inversa de Z fica bem definida. Seguindo a linha de [9], a estabilidade do

filtro preditor € assequrada com
ro (F = FMHT (+HMHT) " 1) <1,

sendo que 1,(.) denota o raio espectral da matriz dindgmica do filtro com ganho estaciondrio.

Observagao 3.2.2. Considerando v — 00, a estimativa Heoo preditora proposta neste trabalho
se reduz G estimativa nominal preditora proposta em [9]. Considerando o sistema sem saltos
(N = 1), a estimativa Hoo preditora se reduz a estimativa Heo preditora para sistemas no espago
de estado proposta em [18] (para quando o sistema singular desta referéncia € considerado na

forma de espago de estado).

3.3 Estimativa ., Filtrada

O problema de filtragem Ho, para (3.16)-(3.17) pode ser relacionado a um problema de teoria

dos jogos com dois jogadores dado por

min  max Jf({yi}ézo, {sill}izo’ {zi”}é:O) >0 (3.63)

{Zi\l}ézo {5i|l}li:0

sendo

I3 = o0 = Frzo] 1 + llwo = Hozojollyys =77l so10 = Lozojoll 50 (3.64)
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para [ = 0,
2 l 2 = 2
J= Neop = Faazoll g+ D v = Hazallgr + D2 e — Fzal o
=0 1=0
l
S e Lol (3.65)
=0

para [ > 0. O problema de filtragem H, para SLSM (3.16)-(3.17) tem solugao no instante [ se
e somente se existir um {gill}li:() tal que Jlf({yi}ézo, {§i|l}i:0, {Zﬂl}i:o) tenha um minimo em
{éill}izo tal que Jlf({yi}i:m {§i|l}i:0, {732-“}2:0) > 0. Portanto, serd considerado o problema

de minimizagao em (3.63). Para cada [ > 0, (3.65) pode ser reescrito como

I = (% — B) R (WX — B)) (3.66)
sendo
_ - E A1 0 0 0
21 Zl .
. Rl 0 0 0 51_1 T, 0 0
Xy = , By = SR =10 0,%=10 0 A 0|
211 Z
0 0 R 0 0 0 & A
20)1 ] | 20|
B 0 0 0 0 &
I rY, o0 0 ~Fia 0
52 = HZ 7R’L = 0 Hz_l 0 ’Az—l = 0 7Zz = | Yi|>
L; 0 0 —y72A! 0 Sill
.7:_120
1 S ) S l,ZO = Yo ,F_l = P(). (367)
Sojl

Considerando as varidveis acima, para todo [ > 0, obtém-se as seguintes relagoes recorrentes:

Ri O Z 2|1 & a
9‘{1 = ,%l = ,%lll = | ,L[l = 5
0 R Bi1 Xi_1ji-1 0 U
= A 0 0] (3.68)

Similar ao caso preditor, pode-se encontrar uma condigao necessaria para a filtragem Hoo de
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SLSM. Segundo o Lema (3.2.1), existe uma tnica solugao {éill}ézo para (3.63) se e somente se
ule,ul > 0, sendo 4; e Ry definidos em (3.67). Uma condigao necessaria para existir um minimo

dnico é que
U4+ 1T H — 20 A7 e > 0. (3.69)
A dedugao da estimativa Hoo filtrada segue o mesmos passos da estimativa Ho, preditora. A
estimativa Hoo filtrada para SLSM esta descrita na Tabela (3.2).

Tabela 3.2: Estimativa H. Filtrada para o SLSM (3.4)

Existe um filtro Hoo recursivo que resolve (3.63)-(3.65) se e somente se para um

determinado v > 0 houver a garantia de que Zl” >0, paral =0,1,.... O filtro

satisfaz os seguintes passos
Passo 0 : Considere as seguintes condigoes iniciais conhecidas:

Zyo =2yt + HE " Ho — 72 LT Ay Lo,

. - _ _ 15— _ _
20l0 = (P0|01 + 2ﬁoTAo 150) (Zo 1]:TlZO + Hgno 1?J0)~
Passo 1: Atualize {Zl|la21|l} para {Zl+1\l+1,731+1|l+1} da seguinte forma:

= ad —1 _ _ _
Zyt = (D + FiaZpga Fl) T M H =y 2L L,
N 55— _ _ —1 _ ~ _

2= (Zml +72LA L) (Xl_ll}—lflzl—lﬂ—l +HIT ),
X1 =T+ FaZi i Fly,

Sip = Lizy-

Observagao 3.3.1. Para o caso sem saltos (N = 1) a estimativa Hoo filtrada para SLSM é
reduzida para o estimativa Heo filtrada para sistemas convencionais no espago de estado dado
em [18] (quando o sistema singular desta referéncia é considerado nao singular, ou seja, na forma

de espago de estado).

3.4 Exemplo Numérico

Nesta secao sera realizada uma comparacao entre o filtro preditor Ho, para SLSM desen-

volvido na tltima segao e o filtro H, desenvolvido em [13], baseado em um exemplo numeérico
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com dois estados Markovianos. A matriz de probabilidade de transicdo e os parametros do

sistema sdo definidos como segue:

0.9 0.1 0.7 O 0.6 O
- , '] = , I'2 = )
0.9 0.1 0.1 0.1 0.1 0.2
0.8731 0
G1 =G> yHy = Hy = [0.1 0},
0 0.2089

D1 = Dy [0.008 O} L1 = Lo [0.5 0} ;

Ry =Ry = {0.1 0.3} :

8
6f — Filtro (LMI)

é A - - - Filtro (Riccati) | |
ol
ol

Figura 3.1: Raiz quadrada do erro médio quadrético dos filtros H baseados em equacoes de
Riccati recursivas e desigualdades matriciais lineares.

A Figura 3.1 mostra a raiz quadrada do erro médio quadratico (rms) de ambos os filtros.
Foram realizadas 1000 simulagoes de Monte Carlo com i = 0,...,9 e os valores de ©; gerados
aleatoriamente. A condic@o inicial z¢ é considerada Gaussiana, ©; € {1,2}, u;, w; e v; sdo
sequéncias de ruidos independentes e m1(0) = 0.05 e m2(0) = 0.95. Obtém-se v = 1.9523 para
o filtro proposto neste trabalho e v = 0.2886 para o filtro proposto em [13]. Note que apesar
do ~y do filtro em [13] ser menor, o rms de ambos os filtros sdo equivalentes com uma pequena

vantagem do filtro proposto neste trabalho.
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cAPITULO 4

Filtragem Robusta para SLSM

Este capitulo apresenta estimativas robustas, preditora e filtrada, para SLSM baseadas no
método dos minimos quadrados regularizados. Um funcional custo é minimizado para o pior caso
das incertezs admissiveis. A principal vantagem desta abordagem é a recursividade dos filtros,
considerando que as varidncias do SLSM sejam calculadas a priori. Os filtros propostos assumem

que os parametros de salto do SLSM nao sdo acessiveis.

4.1 Preliminares

Os filtros robustos recursivos que serao deduzidos neste capitulo estdo baseados no seguinte

SLSM discreto no tempo:

Tit1 = (E’@i + 5Fi,®¢)$i + Gi,@iui, 1=0,1... (4.1)

yi = (Hie, +0Hpe,)zi + Dip,wi, (4.2)

sendo z; € R" sequéncia de estado, y; € R™ sequéncia de saida, u; € R?, w; € R?% distdrbios
aleatorios independentes com média zero e covariancias U; e W; respectivamente, ©; é uma cadeia
de Markov discreta no tempo com espago de estado finito {1, e, N } e matriz de probabilidade

de transi¢do P = [pji], sendo pjr = P(Oip1 = k|©; = j). mj :=P(0; = j) ¢ a distribuicdo de
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probabilidade da cadeia de Markov. Fj; € R™™" G, € R"™ H; € R™" e D; ), € RM*®
sao matrizes de pardmetros variantes no tempo sendo k € {1, ey N}, 0F; € R™" e 0H;y, €
R™*™ 30 matrizes de parametros incertas. zoliey=k} k=1, ..., N, sao vetores aleatorios com

E{xol{gozk}} = uy (sendo que 11y denota a medida de Dirac) e E{xomOTl{@O:k}} =V, xg e

{©,} sao independentes de {u;}, e {w;}. Os parametros incertos sao modelados como segue:

6F176L = Ml{l@l Ai@z NZ{‘@Z ?

5H7;79i - MI;L@Z Alz,@iN’ij@ﬁ (43)

7

sendo Ai@i e AZ@Z_ matrizes arbitrarias satisfazendo HAZ{@Z_ <le HA?,GZ-

< 1, sendo que a

~ . q: . f h f h ~ .
notacao HH representa a norma Euclidiana. As matrizes Mi,®¢’ M’i7@i’ Ni7®i e N’i7@i s&0 assumi-

das conhecidas e de dimensoes apropriadas. As estimativas serdo desenvolvidas considerando o

seguinte estado aumentado:

2 = € RNn, Zik = xil{(%i:k} € R". (4'4)

Conforme [9] pode-se reescrever a Equagao (4.1) em fungao do estado aumentado z;:

Zit1k = L{o, 1=k} [(Fll +06F1) ... (Fin+ 5FZ-7N)} Zi + 1o,y =k} G0 Ui (4.5)
Somando e subtraindo o termo [plk (Fi,l + 5Fi71) ... DNk (F@N + 5Fi’N)] z; na Equagao (4.5)
tem-se:

Zitlk = [plk (Fii+0F1) ... pyve(Fin + 6Fi,N)} Zi
+ (1{®¢+1=k} [(Fi,l + 5F¢71) .. (Fz‘,N + 5F¢’N)}
- [pm(Fm +0F;1) ... pne(Fin +5Fz',N)D zi+ Yo =k} Gio ui- - (4.6)

A equagao (4.6) pode ainda ser reescrita como

Rit+lk = [plk (Fi,l + (5Fi71) ... DNk (F@N + 5Fi,N)} Zi
b [(ormrmsy ) (o 0F0) v (Lormrmay — i) (B + 0]

+ Lo =k}Gio i (4.7)
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Fazendo as seguintes defini¢bes

M1
My = ;
M N
Mt = {(1{ei+1zk} —pw) (Fia+0Fi1) . (Lo,=ky — pnk) (Fin + 5F¢,N)} :
Lo, =11Gioui pukFii ... pviFinN
V; = : yFi = : : ,
Lie, 1 =N}Gioui pinFii ... pnNEFiN
p11d0F;n ... pNn10F; N pnMile leM,{N
PINOF;1 ... pNNOF; N plNMile pNNM,-JjN
e
Al 0 | [N/ 0
i IR
X : ,
0 All,N 0 Z{N
Al N/
a Equacao (4.7) pode ser reescrita como
Zi4l = (./."Z + 5.7:;')21' + M1z + 9 (4.8)

e considerando 1; = M;;12; + U;, a Equacao (4.8) pode ser entdo reescrita como
zig1 = (Fi + 0F;) 2 + . (4.9)
Seguindo o mesmo raciocinio, a equac¢ao da medida (4.2) pode ser escrita como

Yi = [(Hu +0H;N) ... (Hin+ 5H¢7N)} zi + D; o,wj. (4.10)
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Fazendo as seguintes defini¢bes

H; = [H@l HLN} ) (4.11)
OH,; [6H11 5Hi,N} = |:M'Lh]_ Mz‘hN}
M}
A7, 0 | Ny 0
X : )
0 Ain] [0 Nin
A2 N}
pi == D;e,wi, (4.12)

segue que a Equacao (4.10) pode ser reescrita como
yi = (Hi+ 0Hs)zi + @i (4.13)
Assim temos que o sistema aumentado em termos de z; é dado por

zigt = (Fi+0F)zi+v, i=0,1..

yi = (Hi+0Hi)zi+ @i (4.14)

Pelas hipoteses anteriormente feitas sobre os distturbios u; e v;, segue que o sistema aumentado

(4.14) assume as seguintes propriedades:

o E{¢i} =E{p;i} =0,

o B{zpT} = E{zipT} = E{ipT} = 0.

O estado do sistema original (4.1) e (4.2) pode ser recuperado por
N
vi= Yz (4.15)
j=1

O primeiro problema que vamos resolver é deduzir a estimativa robusta preditora baseada no
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sistema aumentado (4.14). Para tanto, define-se Zij;—1 como a variavel de predicao de z;, Z;;_1
como a matriz de ponderagao para o erro de predicao z; — Z;;_1, € a observagao da medida ¢ dada
por ;. Para atualizar a estimativa Zjli—1 para Z;yq|;, € necessario resolver o seguinte problema
de otimizacgao:

. ~ 2 2 2
Juin max [z = Zgallzo | lle = (Fo 4 0Dzl + flys = (M + 6Ha) il | (4.26)

O segundo problema que vamos resolver trata-se da estimativa robusta filtrada, também baseada
no sistema aumentado (4.14). Neste caso, define-se Z;|; como a variavel de filtragem de z;, Ziﬁ
como matriz de ponderagao do erro de filtragem z; — Z;;, e a medida de observagao ¢ dada por
Yi+1. Para atualizar a estimativa Z;; para Z;y1);41, serd necessario resolver o seguinte problema
de otimizacao:

min  max sz — 7:'Z|1H2Z1—‘l1 + H2i+1 — (]:Z + 5.7'—1‘)Z¢H2H;1 + Hyi+1 — (/Hi+1 + 5Hi+1)2i+1”;;+11 (4.17)

ZiyZi4+1 0F¢,0H 41

As matrizes de ponderagdo II; e R; serdo definidas na sequéncia. Considere as seguintes
defini¢oes para as variaveis de segundo momento para ¢ > 0e k € {1,..., N}:

Z; = E {ziziT} = diag [Z;x) € RNmxNn

Zip = E{zixzi} € RP™ (4.18)

)

Z; 1 pode ser calculado pela seguinte equacgao recursiva:

N N
T
Zivik = Y pk(Fig+0Fi;)Zi;(Foj+0F ;)" + Y pmiGiUiGH, (4.19)
j=1 j=1
Zog = Vi (4.20)

As variancias dos ruidos ; e p; serdo definidas como segue:

N
P = E{yap]} =diag |> p(Fj+ 0F;;)Zi;(Fij+ 0F, ;)T
j=1
N
— (Fi+0F) Zi (F; + 5}})7:+diag > pumiGigUiGL; | (4.21)
i =t

N
Ri = E {gOngZT} = Zﬂi,jDi,jWiDg:j- (422)
j=1
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Pode-se notar que Z; 5 em (4.19) possui um termo incerto e P; em (4.21) é composta pela
diferenga de dois termos incertos. Para estabelecer um limitante superior para (4.21), que sera
utilizado nos filtros desenvolvidos neste capitulo como varidncia efetiva de 1;, serao introduzidos
no lema a seguir dois resultados importantes: o primeiro calcula um limitante superior para
0 termo incerto positivo, o outro serd usado para calcular um limitante inferior para o termo
negativo de (4.21). E importante ressaltar que na literatura encontram-se lemas para calcular
limitantes superiores de termos incertos quadraticos como £;, porém nao se encontra lemas para

calcular o limitante inferior de £;. O Lema (4.1.1), cobre esta lacuna.

Lema 4.1.1. Sejam as matrizes P > 0, A e o termo incerto 6A = MAN sendo M e N
matrizes conhecidas e /A uma matriz desconhecida, com AAT < I. Para qualquer k tal que
kI + NPNT > 0 e para qualquer € tal que eI — NPNT > 0, as sequintes desiqualdades sio

satisfeitas:
PL<(A4+0A)P(A+6A4)T <PY, (4.23)
sendo

PL = APAT — APNT (kI + NPNT) ' NPAT — kMM, (4.24)
PV = APAT + APNT (I = NPNT) ' NPA” + eMMT.

Em particular, se P > 0 e k # 0, entdo os limitantes inferior e superior podem também ser

reescritos como

PE= AP+ 5k NTN) AT — e MMT, (4.25)
PU= AP = 'WTN) L AT + eMMT.

Prova: O limitante superior é apresentado no Lema (2) de [34]. Para o limitante inferior,
_1
sabendo que kI + NPNT > 0 e a inversa da sua raiz quadrada (/<;I + NP./\fT) 2 estd bem

definida, define-se entao

_1

= o= APNT (kI + NPNT) 2 4 MA (kI + NPNT)2. (4.26)
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Tem-se que

0<ZET = APNT (kI + NPNT) 'NPAT + APNTATMT + MANPAT + kMAAT MT
+ MANPNTATMT, (4.27)

sendo 0.4 := MAN, (4.27) pode ser reescrita como

0<EET = APNT (kI + NPNT)'NPAT + APSAT + sAPAT + 5APSAT
+ “kMAATMT, (4.28)

somando e subtraindo o termo AP.AT em (4.28) tem-se

0 < APNT (kI + NPNT) " NPAT — APAT + (A+6A)P(A+6A)"
+ kMAAT MT (4.29)

e com AAT < I, esta desigualdade torna-se
0 < APNT (kI + NPNT) 'NPAT — APAT + (A+6A)P(A+5A)" + kMMT  (4.30)
que recai no resultado desejado

— (A4 6A)P(A+0A)" < —APAT + APNT (kI + NPNT) 'NPAT + kMMT.  (4.31)
&

Com o Lema (4.1.1) pode-se calcular um limitante superior para as variaveis Z; ;1 e P;.
Primeiro note que sem incertezas, para cada modo k, as variaveis de segunda ordem nominais

N = diag [ZZ{\;] e PZ-N sao dadas pelas seguintes formulas:

z+1k ZkaFJ il +ijk7TwG UG,ZT]’ Zé\,/k =V (4.32)
N
= diag ijkF Z”Ff; —]:iZZ-]V]:ZT+diag ijkﬂi,jGi,jUiGZj . (4.33)
j=1
Para Z; = diag[Z;x] dado em (4.19), pode-se obter a sequéncia do limitante superior Z =

diag {ZZUJ} , € a sequéncia do limitante inferior ZZ»L = diag [ZZLJ] geradas pelas seguintes equacgoes
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recursivas:

L -1 1 T -1 -
Zitik = Zpﬂ’“[ ( Zi;) +f<i7(]~,k)NZjN£fj) Flj — k() Mi g M, ]Jr%k,

Zb = = (4.34)
-1 _ T

20 = ijk [Fi,j<(zgj) — ;' N/, Ni’fj) FE + e;jM; M ]+ui,k,

2V, = =i (4.35)

sendo U; i, = Z;V:1 pjkm,jGi,jUiGZj, para todo K; (j 1), €ij € R™ tal que
BN
Ki,(5,k) =05 ,(4,k) Omin (p]k’ﬂ'z ]G ,]U G )Umar (p]kM Mi,j ) s (4.36)

com 0 < B <leej=ap; HNZfJT e com o j > 1. omin(X) € Opmag(X) referem-se ao

maximo e ao minimo valores singulares de X, respectivamente.

As covaridncias ZZL , ZiN , Zi, € ZZ-U sao relacionadas como:
zk<z;<zVezl <zN<ZY, (4.37)

para todo A;; tal que A”A < I; para todo r; ;) € R tal que r; ;1) + szJZlL]Nf >0e

para todo €;; > 0 tal ¢;;1 — N/, ZUNf > 0. Em particular, se Mi-:OeN-f.:Oentao
J J 1,7 1,7 »J %)

zt =2z, =2N=27Y. (4.38)

Agora, segue diretamente de (4.21) e (4.37) que

P <Il; := dzag{ijk[ ( Z]) ~ ", Nf Nf> Fg;

T T 7\ —1
+ 'ij{jij}}—ﬂfo? + FZEN] (ol + NI ZENTT) N ZEF]

N
T .
+ ’721lele + diag ijkﬂi,jGi,jUiGg:j , (4.39)
j=1
para qualquer vy, ; > HleJZlUJNf || e v, tal que vo,I + NfZLNf > 0. Note que sempre

pode-se escolher 1, ; = €;j € 2, = max {Hi,(j,k)}-
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A equagao (4.39) foi obtida baseada em (4.34) e (4.35). Desde que
-1
Ki (i) = Bis(yOmin (P, Gi jUiG ) Omax (ijM{ngf> ; (4.40)

pode-se calcular recursivamente (4.34) e a convergéncia ¢ garantida. E facil checar que de fato
converge em virtude da similaridade desta equagao com as convencionais de Riccati. Todavia, a

convergéncia de (4.35) nao é garantida para qualquer €; ; = o ; Nz{;‘TZi[,]jNi{ j

’ . Pode-se ilustrar

esta situacdo com o seguinte exemplo numérico: considere o Sistema (4.1)-(4.2), para N = 1,

com
0.4664 —0.4145 0.3789 0.1649 0.5893 0.2726
F= , M7 = , N/ =
—0.3069  0.2677 0.3319 0.3763 0.3436  0.2507
10 s |10
U= . ZY = : (4.41)
01 0 1

Calculando ZZ-U em termos de o; obtém-se o grafico da Fig. 4.1 cujo g,y = 3.42 é dado
por agp = 2.19. Note que existe um minimo para ZZ-U cujo valor nao é facil de encontrar

recursivamente, a estabilidade numérica da Riccati nao é garantida para qualquer a; > 1.

12¢

10p

)

u
GM(Zi

Figura 4.1: Méximo Valor Singular de ZZ-U Versus «;.

O calculo do limite superior de sistemas incertos tem sido objeto de estudo de diversos autores,
veja por exemplo [12], [15], [39] e [40]. As técnicas consideradas nessas referéncias sao baseadas
em desigualdades matriciais lineares (DML). A solucao estacionéria para as equagoes de Riccati
acopladas (4.35) podem ser calculadas através de DML. O ¢;-6timo pode ser encontrado com a

solugao do seguinte problema de minimizacao para k= 1,...,N:
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min tr (Zg) sujeito a

N N 1/2 1/2
2y =N o ZVFE = SN pe MM — v pyPRZENTT L pPENZENET
i N{ 2V PT erd — N{ZUNIT ... 0
. >0,
PN 2GR 0 el NLZUNI
(4.42)

sendo Uy, = Zjvzl kT G;U G]T. Com base na solugao de (4.42) podemos calcular II; da seguinte

forma:

N
II; = diag{Zg} — ZZ-L/ + diag ijk:ﬂ'i,jGi,jUiGz:j R (4.43)
j=1

N
/ /=1 _ T -1 T .
Zhy = F(2E 7 4 g NN F e M M diag | paemi s GiUGT | (4.44)
=1

/ . P
sendo que ZiL pode ser calculada recursivamente e 7y, é dado por

N
. T _1
Y2; = TiOmin diag ijkﬂi,jGi,jUiGz:j Omax (MZfle ) , com 0<m7 <. (4.45)
j=1

Para o desenvolvimento dos filtros robustos, através da solugao dos problemas de otimizacao
(4.16) e (4.17), utilizaremos o método dos minimos quadrados regularizados com incertezas [26].

O proéximo lema mostra de maneira resumida esse método.

Lema 4.1.2. [26] Considere o sequinte problema:

min mas [l + (A -+ 84)x - 6+ ) (4.46)

sendo A uma matriz conhecida, b um vetor de medida que € assumido conhecido, x é um vetor
desconhecido, V. =VT >0 eW = W' > 0 sio matrizes de ponderacio conhecidas, {5A, b} sio

perturbacoes modeladas por

[ 64 6b |=HA[ N, N, ], lAl<1. (4.47)
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A solugao do problema de otimizagio (4.46) € dada por
N ~ -1 ~ ~
%= [v + ATWA} [ATWb FANTN,], (4.48)

sendo que as matrizes de ponderacao modificadas {V, W} sao definidas por

A~

V = V+ANTN,; (4.49)

A~

= W+ WHA - HTWH) HTW (4.50)

e\ éum pardmetro escalar nao negativo obtido pelo segquinte problema de otimizagao:

~

A= in G\ d 451
wI (A),  sendo (4.51)
GN) = [laNIF + A[Naz(X) = Nol? + [ Az(X) = b3y ()- (4.52)

Nas proximas secoes serao deduzidas as estimativas robustas, preditora e filtrada, para SLSM

discretos no tempo.

4.2 Estimativa Robusta Preditora

O funcional (4.16) pode ser reescrito na forma matricial como

T

Zili—1 — Zi ZZ-TZ»l_l O [Zifi—1— =i
Zit1 0 0 Zit1
— T 1
-1 ] )i () (4.53)
Hi+O0Hi 0 Zit1 (M + 0Hi) 241 — i 0 R
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Comparando os funcionais (4.53) e (4.46), obtém-se as seguintes equivaléncias

A 2 ~—1
e [Pl TE Fi I b FiZiji—1 Ve Ziji-1 0
Zi+1 Hz 0 Hiéiﬁ—l —Y; 0 0
! o N 0o Nf 24 JVERY

W + , Ny + , Np ,H +—
0 R! NP oo NPz 0o M}
5F; 0] SF 2y
SA« |70 T b | (4.54)

Portanto, o problema de otimizagao (4.16) pode ser resolvido aplicando o Lema (4.1.2). Pode-se

reescrever a Equagao (4.48) usando as identificagoes (4.54), tem-se entao que

~1
~ ~ T ~ ~ ~ N
Ger — A | |25ty + NN NI 4 MNFOND - FITC R+ HI R YH, FETLY
Ziy1)i ;' F 1!
~ " N R ~ T " ~ T R
y FIILFizyioq + MR, 1(%izi|ifl —yi) + Az’Nif Nz‘fzi\ifl + AN NP2y (4.55)
ﬂi_lfiéi\ifl
Considere as seguintes defini¢oes
R 0] . 3
Yii=| " |,Ri:=R;— A7 'MIM]T
0 I
1 N1/2 b [ b
i 0
N; = ANTTNS 4 NPT N
Explicitando o termo Z; | 1; na Equagio (4.55), obtém-se
_ . . . -1
: Dy + FIOF Y e I
Fili = [0 I} -1 -1
I 7, i
y (FIGF o+ 1Y ) 2500 — HTYT'S (4.56)

N
1 Fi Ziji 1
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e aplicando o Lema da inversao de blocos matriciais (A.0.3), a Equagao (4.56) pode ser reescrita

como

Zip1) = [—(D ~CAT'B)'cAT (D - CA—lB)‘l}

e YTv—147 1\ 5 Ty -1
[ s s, -
0 iz

€ segue que

2i+1|l’ - (.D - CAilB)_l <—CA71 (ETﬂZ_lE + 7:[?}2_17:[7,) + ]f[,b_lf;>2?z|z,1

+ (D-cA'B)'CcATHIY s (4.58)
Definindo Zi—H\z‘ = (D - C'A_lB)_1 tem-se que
Ziv1jp = Wi+ FiZyr Fl = FiZyia 1T (Vi + ﬁiZi\i—lﬂ;f)ilﬂi Ziji-1 i - (4.59)
A equagao do preditor (4.58) pode agora ser reescrita como

Ziap = Fitiir + FiZiggHE (Vi + HaZyg AT (S — Hiziaa)- (4.60)

O Algoritmo da Tabela (4.1) descreve a estimativa robusta preditora para SLSM.
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Tabela 4.1: Estimativa Robusta Preditora para o SLSM (4.14)

A estimativa preditora Z;,);, solugdo do problema de otimizagao (4.16), pode ser obtida a partir

do seguinte algoritmo recursivo:

Passo 0 : Considere as seguintes condigoes iniciais conhecidas:
Z0|—1 = h,

Zo‘,l = 0.

Passo 1: Se Ml-f =0e Mzh = 0, entao A\ = 0. Caso contrario, encontre o parametro escalar

6timo \; que minimiza a fungao G(\) de (4.52)

It 0

0 R

7

A= (14 p1,)

Mt o
[ ‘ , sendo p1; > 0.

0o MM

M o
0o M

Passo 2: Se /A\Z # 0, substitua os parametros {Hi, Ri} pelos parametros corrigidos:

7 7 i
Ri = Ry — A\ tMP M

Passo 3: Atualize {Zi‘i,l, 2i|i,1} para {ZZ-HH, 5’i+1\z‘} através das seguintes equagoes recursivas

~ ~ ~ ~ ~ A o~ ~ 1.~ =~

Zi-i—].‘i = Hz + FZZZ|Z_1.F:LT — FZZZ|Z_1HT(Y; + HZZZ|,L_1H1T) HZZ'L‘Z—LF@T;
. . = > "5 Ny —1 s

i) o= Fikifio1 + Filiga Ml (Yi+ HiZy o HE) ™ (B0 — Hikijioa),

sendo
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Observagao 4.2.1. Para garantir a estabilidade do filtro preditor robusto estaciondrio proposto,
assume-se que o sistema € estavel na média quadrdtica (MSS), a cadeia de Markov € ergddica e
Riy1 =R >0 (e com a condigao do Passo 2 da Tabela (4.1) satisfeita, a positividade de Ri=R
€ também assegurada). Para €;; = €, K; (jr) = Kk, Qg = @, Bir) = Bik € A fizxados e para
todos os pardmetros do modelo constantes, pode-se considerar a sequinte equacao algébrica de

Riccati

-1

7 [HT NT/ 2] Nt[/z 77T,

H

- . R 0
Z=T+FZF" - FZ|H" N7 +

0 I N1/2
Eziste wma unica solugio semi-definida positiva Z (com i — oo) para (4.61), sequindo as dire-

trizes estabelecidas em [9], e

-1

H

0 N H
I N1/2

Z [%T NT/ﬂ ) <1

ro(F — FZ|HT NT/2] f Ny

sendo que r,(.) denota o raio espectral da matriz dindmica do filtro com ganho estaciondrio.

Observagao 4.2.2. Se as incertezas do filtro preditor sio canceladas (le = Mzh = Nif = Nih =
0), o filtro preditor robusto se reduz ao filtro preditor de [9]. Para o caso sem saltos (N = 1)
o filtro preditor robusto para SLSM € reduzido para o filtro preditor robusto em [16] (quando o
sistema singular desta referéncia é considerado na forma espago de estados). Consequentemente,
para SLSM (N = 1) e sem incertezas o filtro preditor robusto para SLSM € reduzido para o
preditor do filtro de Kalman padrao.
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4.3 Estimativa Robusta Filtrada

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na dedugdo da estimativa preditora, segue que o

funcional (4.17) pode ser reescrito da seguinte maneira:

T
Zi — Z); ZZ.T; O |z — Zis
Zit1 0 O Zit1
+< —(Fi+6F) I = 2| | (Fi+0F) 2, )T mtoo ()
0 (7—[@ + 67—&) Zi+1 Zit1 0 R;Lll

(4.61)

Comparando o funcional (4.61) com o funcional (4.46), obtém-se as seguintes equivaléncias:

s 5 51
x A b+ Fii JA A Vo Z”i ! ,
Zit1 Zit1 0 H; 0 0
;! 0 -N/ 0 Nz
W + 7Na < ;Nb — )
0 R, + 1_1 0 Nl.h 0
M0 —F; 0 8Fi2q;
H «+ ,0A ,0b . (4.62)
0o M 0 0H; 0

A deducdo da estimativa robusta filtrada segue o mesmo raciocinio da estimativa robusta

preditora e serd resumida no algoritmo da Tabela (4.2).

Observagao 4.3.1. Para o caso sem incertezas (Mif =M} = Nif = NI'"=0), o filtro robusto se
reduz ao filtro nominal da Se¢ao (2.3). Para o caso sem saltos (N = 1) o filtro robusto para SLSM
é reduzido ao filtro robusto em [17] (quando o sistema singular desta referéncia é considerado
na forma espago de estado). Consequentemente, para SLSM (N = 1) e sem incertezas o filtro

robusto para SLSM recai no filtro de Kalman padrao.
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Tabela 4.2: Estimativa Robusta Filtrada para o SLSM (4.14)

A estimativa filtrada 6tima Z;; pode ser obtida a partir do seguinte algoritmo recursivo:
Passo 0 : Considere as seguintes condigoes iniciais conhecidas

Ry := Ry — XZ%M(’)ZMéLTa
Zop = (Py '+ HIT Ry Y Ho + A NETNE)

Zoj0 = ZojoHE Ry wo.

Passo 1: Se Mif =0e Mzh = 0, entao 5\7, = 0. Caso contrério, encontre o parametro escalar
6timo A; que minimiza a funcao G()\) de (4.52),

It o

)

0 R4

~

Ai = (14 pa;) , sendo pg; > 0.

Mo
0o MM

M/ o
0o M

Passo 2: Se /A\Z # 0, os parametros {Hi, Ri} sao substituidos pelos pardmetros corrigidos:

I =10, — A7 M !

Riy1 = Riyq — A7 TMIPMP

)

Passo 3: Atualize {Zi|i7 2i|i} para {Zz'+1|i+1= 5’i+1\i+1} através das seguintes equacoes recursivas

o P L 1
Ziviss = (T (X" + B2 FE) 7+ HELYT Han )
. - A T o] =1 - N _
Zitlli+1l = Zi—i—l\i—i-lIT(Xi + FTX; 1}2‘) FiZij; + Zi+l|i+ngj|_1YZ’ 11,

sendo
I; 0 Riyw 0] . [I| - Fi . Hi
XZ: ‘ 7}/;:4-1: i 7I: 7'E: /AZ fl’ i+1 = AZ+1h )
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4.4 Exemplos Numéricos

Nesta secao apresentaremos exemplos numéricos considerando o filtro preditor robusto para
SLSM proposto neste capitulo. Sera considerado para isto um sistema com dois estados Marko-
vianos. A matriz de probabilidade de transicdo e os parametros do modelo Markoviano sao

definidos de acordo com as seguintes matrizes:

0.9 0.1 0.7 0 06 0
F F:

- ’ 1= ) 2 = )
0.1 0.9 0.1 0.2 0.1 0.2
0.8731 0 0.8731 0
1= ’ 2 = ) le |:0]. O],
0 0.2089 0 0.2089
;o1 o
Hy = [0.1 o}, Dy = 0.008, Dy =0.008, M = ,
0.13 0.13
; loas o ;o2 o ;o2 o
M = , N = , N{ = : (4.63)
0 013 0.1 05 0 05
13 0 13 0
M = [0.39 0}, M} = [0.39 0}, NI = , N} =
0 5 0 5

P
oo
vy

o~ A A
L e .
*  Filtro Preditor Nominal com Incertezas

Filtro Preditor Robusto

rms

Filtro Preditor Nominal

0 20 40 60 80 100

Figura 4.2: Filtro preditor nominal e filtro preditor robusto para SLSM.

Para o primeiro exemplo numérico, a Figura (4.2) mostra um estudo comparativo entre o
filtro preditor nominal e o filtro preditor robusto para SLSM. A raiz quadrada do erro médio

quadratico (rms, sigla em inglés) do filtro preditor nominal em (2.44) é calculada para o sis-
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tema com incertezas e sem incertezas. Estes resultados sdo comparados com o rms do filtro
preditor robusto desenvolvido neste capitulo que foi simulado para o sistema com incertezas.
Considera-se na simulagao ¢ = 0, ..., 100 com os valores da cadeia de Markov ©; gerados aleato-

T
riamente. A condigéo inicial zy é considerada Gaussiana com média [0_196 0.295| e variancia

0.0384 0.0578
, ©; € {1,2}, v; e u; sdo sequéncias de ruidos independentes com 71 (0) = 0.05
0.0578 0.870

e m2(0) = 0.95. Para esta simulacdo adotou-se p1; = 2 e 7; = 0.1. Note que o parametro A\ muda
para cada passo recursivo das 4000 simulac¢oes de Monte Carlo. A Figura 4.2 mostra a vantagem

do filtro preditor robusto quando o SLSM esta sujeito a incertezas.

Filtro Preditor Robusto Filtro de [9]

Filtro de [9] Filtro Preditor Robusto
a) b)
"""""""""""" G L
40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
i i
20
4
15 Filtro Preditor Robusto
' 3l Filtro Preditor Robusto
i 0
£ 10r € )
! Filtro de [9] = ol Filtro de [9]
; 1 9
ik TR G S
gl N . N =T N 0 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figura 4.3: Comparagao entre o Filtro de [8] e o Filtro Preditor Robusto Recursivo.

Para o segundo exemplo, a Figura 4.3 mostra um estudo comparativo entre o filtro robusto
para SLSM proposto em [8] e o filtro preditor robusto que estamos propondo. O filtro de [8] foi
deduzido usando incertezas politopicas e é calculado exclusivamente através de LMIs. De acordo
com [5] (Observagao 7.1, pagina 265), incertezas politopicas e incertezas de norma limitada

podem ser equivalentes em alguns casos. Um desses casos é quando as incertezas de norma
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limitada sao diagonais. Nesta representacao, ambas as incertezas resultam em um conjunto
convexo poliedral. Em [8] foram considerados quatro modelos escalares que preenchem esses
requisitos para compararmos ambos os filtros. O filtro preditor robusto proposto aqui teve um
desempenho superior ao filtro robusto de [8] em trés casos: a, ¢, e d. Por sua vez, o filtro de [§]

teve um desempenho melhor no caso b.
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CAPITULO b

Filtragem na Forma de Informac¢do para SLSM

Neste capitulo serao desenvolvidos filtros na forma de informagao para SLSM. Esses filtros sao
convenientes quando, por exemplo, nao se tem muita informagcao sobre as condigoes iniciais dos
estados a serem estimados. A covaridncia do erro de estimativa Zz’HIi é muito grande neste caso.
Trabalha-se entao nessa estratégia de informagao com o inverso da covaridncia. Essencialmente

o algoritmo para filtragem na forma de informagao executa os seguintes passos:

Passo 1: Calcula a matriz de informacgao Zl:rlm.;

Passo 2: Calcular a estimativa da informagao Zﬂil—léili—l'
Essa classe de filtros é muito difundida para estimar sistemas convencionais no espago de es-
tado. Um dos objetivos deste capitulo é mostrar que quando a cadeia de Markov nao é conhecida,

é possivel utilizar, depois de alguma &algebra, as mesmas estratégias de filtragem de informacao

dos sistemas convencionais em SLSM.

5.1 Filtragem Nominal na Forma de Informacao

Seré apresentada a seguir a forma de informacao do filtro preditor nominal para SLSM

apresentado no Capitulo 2 que foi desenvolvido baseado no sistema (2.17). Considere a equagao
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algébrica de Riccati (2.46) e a equagao do filtro preditor (2.44) dadas por:

. . ~ . -1 .
Ziv1p = Fifiji-1t+ FiZz‘MflszT (/HiZiﬁflszT +D; D)) (yi — HiZiji—1), (5.1)

~ . - -1 ~
Zivsi = FlyrF" + Q= Flyy M (W MW" +DDT ) HZyu 1T, (52)

sendo
N
Q; := B(Qi) + diag | > 7 jpjrGiG} (5.3)
j=1

e B(Q;) dado por (2.47) e Q; = (Z; 1, ..., Z; ) € definida pela equacao recursiva (2.48). Pode-se

reescrever a equacao (5.1) da seguinte forma:

5 - . -1
Zigi=Q+F <Zi|i—1 - Zz’\z‘—ﬂ'[T (HZi\z‘—l,HT + DiDz'T) HZi|i—1> Fr. (5.4)

Usando o Lema (A.0.1) da inversao de matrizes tem-se

~ ~ _ —1
Zinji= Qi+ F (Z;{l +HT (p;DT) ! ’H) FT (5.5)

|

e aplicando novamente o Lema da inversao (A.0.1) obtém-se

5—1 -1 -1 -
Zi+1|i =9 -9 ~7:<Z

_ -1
G HT (D)) T FTONUF) FTOT (56)

Agora considere a equagao da estimativa nominal preditora (5.1) reescrita como

~ ~ -1 .
iy = F <I ~ Zy o H" (MZyHT + DT H) Gitim1 + FZiia M

X

(’HZm_lHT + D; DT ) o (5.7)

Apos algumas operagoes algébricas tem-se que o vetor de informagcao para a estimativa nominal

preditora é dado por:

1. _ _ =~ -1, \1s51 . _
Zi+11\z‘zi+1\i = 9 F (-FTQz' F + Z¢|i£1 +#H (DiDzT) H) Zi\ilflzi\i—l +Q; 'F

X

(25, +H" (DT 1+ FTQTF) T (0,01 Yy (5.8)

O filtro preditor nominal na forma de informagao para SLSM pode ser calculado seguindo os
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passos do algoritmo descrito na Tabela (5.1).

Tabela 5.1: Estimativa Nominal Preditora na Forma de Informagao

Passo 0 : Considere as seguintes condigoes iniciais conhecidas para o Sistema (2.17):

Passo 1 : Atualize {Zi”,l, z‘i‘i,l} para {Ziﬂﬁ, 5’i+1\i} da seguinte forma:

z+1|2 Q ' Q 1]: (Z \zl 1 + /HT (D DT) H+ ]:TQiil}-)il ‘FTQ;l'

Zif—1|z i+1li = Q ]:< i|i— 1+HT (D DT) IH—{_]:TQZIJ:)? Z\z 1 Z‘Z 1

7 7

+Q; 1f( G+ (D) H A+ FTO f)il’HT (DiDT) " i

Observagao 5.1.1. Para assegurar a consisténcia das equagoes do filtro preditor de informagao
para SLSM em qualquer tempo i, a inversa de Q; deve ser garantida. Sabe-se que GjG;‘-F > 0
(para todo j =1,...,N) e B(Q;) > 0, veja [9]. Estas condigoes serao suficientes para garantir a

inversa de Q;.

5.2 Filtragem H ., na Forma de Informacao

Nesta secao serao apresentados algoritmos para as estimativas Hoo, preditora e filtrada, na
forma de informagao de SLSM. As estimativas estdo baseadas no sistema (3.4) e nas estimativas
desenvolvidas no Capitulo 3. Sejam a equagao de Riccati da estimativa Hoo preditora (3.41) e a

equacao da estimativa preditora (3.61), dadas por:

) T 7
Ziyw = Li+FZpaF —FiZyj— W

l l

~ ~ —1 ~
G = Fzp—r + FMyH T+ H My HD) ™ (i — HiZp-a), (5.10)
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sendo

Iy 0 Hi| -

Weooq = + Zij1-1 [HIT Eﬂ (5.11)
0 —2A L

y2LEATL (5.12)

1 -1
MyZy = 2,

a equagao (5.9) pode ser reescrita de duas formas apropriadas para o filtro de informagao:

-1

Z-1

1
AT <Fl +]:l( I)i—1 +H T M, - 7_25?1\1_151) ~7:1T)

= O A2 T =LA L+ FITTR) AT (5.13)

A estimativa preditora (5.10), por sua vez, pode ser reescrita como:

7-1 > — T 1 -1 ~
Zl+1|l’zl+1|l - z+1|l]:l ( l|l  HH T Hl) HIL " Ha ) 21
—1
+ 1‘72( l‘l 1 + Hl H Hl + ‘F.l]._‘ E > Hl]._.[l_lyl, (514)
5—1 = 1 -1 1 -1
ZipEen = Fl+]:’( g T M Hl) F fl( iy M Hz)
X Myt Zpo + T fz( iy M H + AE 155,) H Iy (5.15)

-1
Ziyfen = Ty 15(”(%%? 1Hl+fszlsz)Mml> Zi-1Zyly B

-1
+ IR (Mlﬁl_1 +HT 9+ .7-“1Fl_1J-“lT> HIT (5.16)

-1
~7—1 = _ T 1 ~7—1 =
Ziapzen = Iy }—l< Ii-1 (Hl I "My + AL )Mlll IZzu 1> 2y -1

-1
+ I J'El< i M+ AL fz) HiTL, . (5.17)

Portanto a estimativa H., preditora na forma de informacao para SLSM pode ser calculada

através do algoritmo da Tabela (5.2).
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Tabela 5.2: Estimativa H,, Preditora na Forma de Informacao

A estimativa Hoo preditora na forma de informacao para o SLSM (3.4) tem solugao se e somente se

Ziy1p > 0,1=0,1,..., considerando os seguintes passos:
Passo 0 : Defina as seguintes condigoes iniciais conhecidas:

Z-1

~7—1
“0-1 =2y,

-1 >l =
0|,1ZO|—1 =2, F-1%o.
Passo 1: Atualize {Zl\l—lvzﬂl—l} para {Zl+1\l»§l+1\l} da seguinte forma:

Zl+1u
Ml\l 1

—1

L l}—l( l\l  +FTUR "’HITHz_lHl) Fr
— A2LT A

Zl|l 1 LiA L,

-1
T17-1 T -1 =
Zl+1\lzl+1\l_r ]:l< Ii-1 (7'l I H+ 7 L }-l)Ml\l 1Zl\l 1> Zyji- 1211

+ 1}—l< ji AT 1}7+H1THf1Hl> HIL

Considere agora a equagao de Riccati e a equagao da estimativa H filtrada apresentadas na

Tabela (3.1) dadas por

~ ~ -1 _ o _
Z”ll = T+ FaZigaFl) +H0 -y 2L A L, (5.18)
~ _ _ -1 _ N _
= (Z”l Ay PLINTL) T (X N R B T ), (5.19)
X1 = T+ FaZiqaFl. (5.20)

Tendo em vista as equagoes (5.18)-(5.20), a estimativa Ho filtrada na forma de informacao
pode ser deduzida de forma analoga a estimativa Hoo preditora na forma de informacao, cujo

algoritmo é definido na Tabela (5.3).
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Tabela 5.3: Estimativa H, Filtrada na Forma de Informacao

A estimativa H, filtrada na forma de informacao para SLSM, considerando
o filtro descrito nas equagoes (5.18)-(5.20), tem solugao se e somente se

Zl\l >0,l=0,1,... e pode ser calculada através dos seguintes passos:
Passo 0 : Considere as seguintes condigoes iniciais conhecidas:

Zoo = 25"+ My " Ho — v 2L Ay Lo,

. - . ~1/.
ZQT(%ZO|0 = Zof‘é (Z(ié + V_ZEOTAalﬁo) (Zo’lffﬁo + HOTHaly()).
Passo 1: Atualize {leb él”} para {Zl+1ll+laél+1ll+1} da seguinte forma:

Zib =Ty — TV AL (27N, + FETT AL AL
T A R l—1< —1—1 T —1h l—1> -1t -1
+HIT M — 20N L, 1

o N iy | —2p,pT A—1 N

Zy 2= 2y (Zzu LA, £l>

- -1 .
X (Fz_—11-7:ll (Zz_—11|l—1 + ]:lT—lrl_—ll*E*O Zz_—11|l—1zlflllfl + HlTHz_lyl>-

5.3 Filtragem Robusta na Forma de Informacao

Esta se¢ao trata das estimativas robustas, preditora e filtrada, na forma de informagao para
SLSM. As estimativas foram desenvolvidas baseadas no sistema (4.14) e nas estimativas apresen-
tadas no Capitulo 4, considerando a equagao algébrica de Riccati (4.59) e a equacao da estimativa

robusta preditora (4.60) dadas por

. _ _ s -1
Ziyy = ILi+ EZiﬁleiT - f.iZihélXiT (yi + XiZi|i71XiT) XiZi\z‘A]:iT (5.21)

Ziv1p = Fifiji-1t+ FiZi\ifl/}:lzT (Vi + 7:11'211@'717:[?) - (% — ﬁiéi\z‘q) (5.22)
sendo
R, 0| . H; ; )
Y; = Hp= | 0L s YN = A (VT NS+ NPT, (5.23)
0 I N} 0

Os passos para calcular a estimativa robusta preditora na forma de informagao para SLSM

serao apresentados no seguinte algoritmo proposto na Tabela (5.4).
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Tabela 5.4: Estimativa Robusta Preditora na Forma de Informagao

A estimativa robusta preditora na forma de informagao para o SLSM (4.14) pode ser calculada

através dos seguintes passos:
Passo 0: (Condigoes Iniciais):

~—1 . —1
Zoly =Ry,

7—1 2 -
Z0|—IZO|71 = 0.

Passo 1: Se Mif =0e Mih =0, entao X\ = 0. Caso contrario, pode ser escolhido o pardmetro

M o
0 M}

(2

6timo A; que minimiza a fungao G(\) em [27]

' o

0 R!

1

N = (1+aq) , sendo a1 > 0.

MhT

(2

[M{T 0

Passo 2: Se /A\Z # 0, os parametros {II;, R;} serao substituidos por parametros corrigidos

ﬂi =1I; — j\i_lMifMifT’
Ri = Ry — A\ 'MI M)

) - 5—1  5—1 5 5—1  H-1 5 ) ‘ .
Passo 3: Atualize {Zm.il, Zi|i71zl|l*1} com {Zi+1|i’ Zi+1|z'zl+1ll} através das seguintes

equagoes recursivas

5—1 ._ fi-1 _ 17-1 5—1 T~)—1 TT—1 s
Zihe = O = TR (250 + X0y + FITC ) I

N 2 N 21,
Zi:rll\z‘giﬂ\i =101 F (ZiTil—l +XTYTA E‘Tni_l}—i) (ZiTil—lgi“*l + XiTJ}iJi)’

Hi

)

sendo
R 0

0 I 0

A [%] N; =\ (szTle + NZ."TNih>.
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Considere agora a equacao de Riccati e a equacao da estimativa robusta filtrada apresentadas

na Tabela (4.2) dadas por

Y e e 1a o -1
Zip1)iy1 = (IT (X, '+ Fzy 7)) T+ 1LY, 1Hi+1> ; (5.24)
. = " Tl =1 2 . ~ _
Zit1li+1 Zi+1\i+1IT (Xi + Fi'X; 1E) FiZij; + Zi+1|z’+1HiT+1Yi 'S, (5.25)
sendo
i o R o] . [1] . 7
X, = | Y= T i= ] A= | (5.26)
0 I 0 I 0 VAN/
. Hit1 Yi+1
Hit1 = _ E i = | (5.27)
VR, 0

Fazendo uso das equagoes (5.24)-(5.25) a estimativa robusta filtrada na forma de informagao para
SLSM pode ser deduzida seguindo os mesmos passos da dedugado estimativa robusta preditora

na forma de informacgao.
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Tabela 5.5: Estimativa Robusta Filtrada na Forma de Informacao

A estimativa robusta filtrada na forma de informacao para o SLSM (4.14) pode ser calculada através

dos seguintes passos:

Passo 0: Condigoes Iniciais:

Ro := Ro — AZmpy”
Zoio = Po M By " Ho + A NN,

~7—12
0|UZO|O HO R() Yo-

Passo 1: Se Mif =0e MZh =0, entdo A; = 0. Caso contrério, pode ser escolhido o paradmetro

6timo \; que minimiza a funcio G(\) de (4.52)

M0
0o MM

1

' o

0 RZ_Jrl

Ai = (14 ag) , sendo ag > 0.

M0
0 M}

Passo 2: Se \; # 0, os parametros {II;, R;} sdo substituidos por parametros corrigidos

I =10, — A7 M ™
Riy1:=Ritq — )\ thMhT

Passo 3: Atualize {Z| ,Z Z;|i} com (Z}

il Z- +1\z+1 z+1\z+1} através das seguintes

i+1)i+1 T4
eqanOeS recursivas:

- 1 1 1 1
Zz+1\z+1 =TI T -T"K; Wi ( ili WKW ) WIKT T + Vi Ui Viga,
-1
szrl\erl 1+1\Z+1 = ITIC 1W (Z \Z + W;TK:Z_IWZ> Z7,|Z z\z + V +1Z/l1+1JZ+1,
sendo
1= , Ki= , Wi = f,ViH: ; s Uipr = 1 y Jig1 = L
0 I N; N, 0 I 0




70

5.4 Exemplo Numérico

Esta se¢@o mostra um exemplo numérico para filtragem de informagao do SLSM (4.1) e (4.2)
com dois estados Markovianos. A matriz de probabilidade e os parametros do modelo Markoviano

serao definidos como segue

0.9 0.1 042 0 036 0
P = )Fl - )FQ -
0.1 0.9 0.06 0.12 0.06 0.12
08731 0
Gl =Gy = H, = Hy = [0.06 o} Dy = Dy = 0.008,
0 0.2089
013 0 02 0 02 0
M =M = N = NS = ,
0 013 0.1 05 0 05
1.3 0 1.3 0
M{L:Mglz[ogg o},N{L: NP =
0 5 0 5
4

Filtro Nominal de Informag&o com Incertezas

Filtro Nominal de Informagdo

Filtro Robusto de Informagéo

/ . LTS
S TEPNRTS/ZA \-\\_/\.,o\, . e

-----------------------------------

0 10 20 30 40 50
iteracdes

Figura 5.1: Raiz do erro médio quadratico (rms) dos filtros preditores, nominal e robusto, na
forma de informacao.

A Figura 5.1 mostra um estudo comparativo entre o filtro preditor nominal e o filtro preditor
robusto, ambos na forma de informagao, para SLSM. A raiz do erro médio quadrético (rms) do
filtro preditor na forma de informacao é calculada para o sistema com e sem incertezas e o rms
do filtro preditor robusto na forma de informagao é calculada para o sistema com incertezas.
Foram realizadas 1000 simulagoes de Monte Carlo de ¢ = 0, ..., 100 com os valores de ©; gerados

T
aleatoriamente. A condigao inicial xy é considerada Gaussiana com média |(.196 0,295} e
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0.0384 0.0578
variancia , ©; € {1,2}, v; e u; sdo sequéncias de ruido independentes. Note o

0.0578 0.870

quanto a informacao do sistema se deteriora se forem utilizados algoritmos que nao sao robustos

para estimar a informagao do SLSM sujeito a incertezas.
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CAPITULO D

Algoritmos Array Raiz Quadrada para Filtragem de SLSM

Este capitulo trata de algoritmos array raiz quadrada para filtragem de SLSM. O desen-
volvimento de algoritmos array se justifica em virtude dos erros de arredondamento que podem
ocorrer no calculo da variancia Zi+1\z‘ através da equagao de Riccati. Esses erros podem oca-

sionar uma perda da positividade da varidncia. Com o algoritmo array raiz quadrada, ao invés

21/2

de Zi-i-l\i’ é propagado o seu fator raiz quadrada i

Apesar da possibilidade de haver erros de

arredondamento em Z;ﬁ‘i, o produto dos fatores multiplicados ZX?'%ZZTJF/IZ P

. . o . . . Sl)2
(semi)definida positiva. O algoritmo array raiz quadrada propaga a varidncia A J{w conforme os

é sempre uma matriz

seguintes passos:

. . , 51/2
Passo 1: Formar uma matriz denominada pré-array que contenha Z; J{w;

Passo 2: Reduzir o pré-array para uma forma triangular através de operagdes unitarias ou
J-unitérias;

Passo 3: A matriz triangular resultante é denominada pos-array, nesta matriz obtém-se a

21/2

quantidade 2l
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6.1 Algoritmos Array Raiz Quadrada para Filtragem Nominal

Nesta se¢ao serao apresentados os algoritmos array raiz quadrada para o filtro preditor apre-
sentado no Capitulo 2 e para o filtro preditor na forma de informacao apresentado no Capitulo 5,
ambos os filtros foram desenvolvidos baseados no sistema nominal (2.17). E importante salientar
que esses resultados foram desenvolvidos em [18]. Considere a equagao algébrica de Riccati (2.46)

dada por

N N N -1 .
Ziyyi = -FZi\i—l-FT + Qi — ]:Zi|i—17'lT <HZi|i—1HT + Dz’Dz'T) HZz‘|i—1]:T (6.1)

sendo
N

Q; := B(Qi) + diag | > 7 jpjrGiG} (6.2)

j=1
B (Q;) é dado por (2.47) e Q; = (Z; 1, ..., Zi n) sdo dados pela equacdo recursiva

N N
Zisvi = Y ik Zig B + ) migpinGyG] . (6.3)
=1 j=1

Para calcular Zi+1|i & necessério calcular Z; = 2,21 = diag[Z; ). Usando o Lema (B.4.1) a

matriz Z; pode ser calculada através de uma matriz unitaria A, tal que

Ly Mi 0 0 - 0 0 Z/2 0 0 - 0 0

0 0 Lo My - 0 0 o ZY2_ 0 ... 0 0

S A= e (6.4)
1/2

0 0 0 0 .. Ly My |0 0 0 ... z2, o

pois se cada matriz acima for multiplicada pela sua transposta, chega-se ao conjunto de equagoes
dado em (6.3) que caracteriza Z;, ou seja, uma relacao do tipo AAT = BBT. O algoritmo array
para o célculo de ZHII@' é definido da seguinte maneira. Considere a equagao de Riccati do filtro

preditor para SLSM

N N
Zivip = FZyaF' +diag |y piFsZigF] +> i pinGiGl | — F (diag[Zix]) F©
i=1 i=1

- - -1
- -FZi\iAHT (HZi\iAHT + DiDiT) ’HZmel]:T (6.5)
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ou,
~ ~ ~ ~ —1 -
Zigrji = FZiy A F' + Zigr — FZF' — FZy  H” (HZZ-H,lHT +D;DF ) HZy 1 FT. (6.6)

O complemento de Schur de ’HZM_lHT + D; D! em (6.6) ¢ dado por

HZuz'—lHT +D;Df HZiﬁ—lfT (6.7)
FZyu MY FZyFT+ Zipy — FZFT '
Pode-se fatorar (6.7) utilizando uma matriz assinatura J como
=1/2 4T 51/2 17 |
Zyia M ZyiaF
nz? (oo 0 0 (D;DT)"/? 0
~21|;21 ? J v (68)
FZy”, 0 Zin FZ 0 zl,
I 0 zZIFr
sendo,
(100 0|
0 I 0 O
J = (6.9)
0071 O
| 00 0 -1

Vamos usar a propriedade do complemento de Schur mostrada no Apéndice B para encontrar

uma outra fatoragao para (6.7)

(#Zys 1M + DY) 2 0

- _ 12 i
FZyiaHT (”HZW_l?-[T n DiDZT> Z1

_ T/2
(HZW,I’HT n DZ-DZ-T) 0
y (6.10)

. -T2 . 7o
(HZi|Z~_17—[T+DiDiT) HZyaF" 217
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Pode-se reescrever a fatoragao (6.10) utilizando a matriz assinatura (6.9) da seguinte forma

. 1/2
(’HZW_{HT + ;DT ) 0 0
. . —1/2
FZyyHT (’HZZ-H,lHT ¥ Dﬂ)f) 2L 0|7
N T/2 T
(HZW_{H,T n DiDiT) 0 0
X - 7T/2 ~ NT/Q (611)
(HZys W +DDF) " HZy s FT Z] 0
Sendo assim pode-se dizer que existe uma transformacao J-unitaria Ay, tal que
N T
- J
FZIP 0 Zg Fz|
. 1/2
(HTZW,lH n DiDiT) 0 00
= (6.12)

- _ ~1/2  ~1/9
Fly " (M2 M +DDT) " 23 0 0

O algoritmo array raiz quadrada para o filtro preditor para o SLSM (2.17) esta descrito na
Tabela (6.1).
A triangularizacao do pré-array de (6.12), por uma transformacao J-unitaria Ay, , é sempre

possivel se e somente se todas as submatrizes principais de

[zl oone | [ uzl?, (oo

ili—1 i)i—1 +
~1/2 ~1/2
L ]:Zili—l 0 ‘FZz'\z'—1 0
- T
0 0 I 0 0 0

(6.13)

Zin1 FZ; 0 —1I Zin1 FZ;

sao positivas, seguindo o Lema B.4.3. Sabe-se que HZi‘i_lHT + DZ-D;F e Zi+1|i sao definidas
positivas. Ambos resultados garantem a positividade de (6.13). Note que para o Array (6.4), é
garantido que AAT= BB se, e somente se, existe uma matriz unitaria A, (A,AT=1T =ATA,)
tal que AA, = B. Sabe-se que a triangularizacio de A é sempre possivel, pela virtude de AAT

ser Hermitiana, a matriz unitaria A, é tnica.

Agora sera apresentado o algoritmo array raiz quadrada para calcular o filtro preditor na
forma de informacao. Este algoritmo foi deduzido de maneira semelhante ao algoritmo array

raiz quadrada para o filtro preditor, considerando a equagao de Riccati para o filtro preditor na
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Tabela 6.1: Algoritmo Array Raiz Quadrada para a Estimativa Nominal Preditora

A equagao de Riccati (6.5), utilizada para o calculo do erro de estimativa do filtro para SLSM,
pode ser calculada de maneira alternativa através do algoritmo array definido de acordo com

o seguinte procedimento:

Passo 0: Calcular as condigoes iniciais Zéé? = le/Q comj=1,..,N; 23/2 = diag [Zo,j]l/2 e
51/2 1/2

2} = (€0)E©) .

Passo 1: Calcular leﬁlz utilizando uma matriz J-unitaria Ay, (matriz que satisfaz a seguinte
condicao: Ay, J A:51 = J sendo J uma matriz diagonal cujos elementos sdo +1 e -1) de
dimensoes apropriadas

[ ,HZl/z 1/2

g1 (DiD]) 0 0
51/2 Ay =
FZ% 0 Z FZ
_ 1/2
(HTZi|i_1H+DiDiT) 0 0 0
_ _ —1/2
FyiHT (HZZ-|1-_1HT+DZ-DZ.T> Z15, 00

sendo que Z; = ZiZZ»T = diag|Z; j], Zilf pode ser calculada usando uma matriz unitaria A,

tal que
Ly My 0 0 - 0 0] Z/2, 0 0 ]
0 0 Ly My -~ 0 0 0 zZ,0 . 0 0
. . . . . . AZ: . .7
oo P : P S
0 0 0 0 .. Ly My] 0 0 0 ... Z[5y 0
€
'Ck:|:L1k Loy, - LNk}aMk:[Mlk Mok -+ My,

12 1/2 _ij2 1)2
Ljk =Dk F;2, % My, = Dk 755 G;.
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forma de informagao (5.6) dada por:

~ _ _ ~ -1 _ —1 _
7= - o' F (Zm.l_1 +HT (DI 1+ FTO; 1]-“) Frot, (6.14)
sendo
N
Q; := B(Qi) + diag | > mijpjG;G] | , (6.15)
j=1

B (Q;) é dado por (2.47) e Q; = (Z; 1, ..., Zi n) sdo dados pela equacdo recursiva (6.3)

O algoritmo array raiz quadrada para calcular o filtro preditor na forma de informagao para

o SLSM (2.17) é dado na Tabela (6.2).

Tabela 6.2: Algoritmo Array Raiz Quadrada para a Estimativa Nominal Preditora na Forma de
Informacao

O algoritmo array raiz quadrada para o filtro preditor na forma de informagao para SLSM
pode ser calculado pelo seguinte procedimento:
Passo 0: Calcular as condicGes iniciais ZS’/].Z = le/ 2

e Z&i/f = (Zo — E(20)E(20)T)~Y/2 > 0.

com j=1,...,N; Zé/z = diag [Zé’/f}

Passo 1: Calcular Z;ll/'? usando uma matriz unitaria A tal que

Z;j_/f T (D;pI) T Fro; Y2 B X!/ 0 0
0 0 9;1/2 Q;lei—ln 2;1/\? )

sendo

X; = (Z5L, +HT (DDF) ™ H+ FTQTUF).

ili—1

Q; é definido em (5.3), Z; pode ser calculado como (6.4).




79

6.2 Algoritmos Array Raiz Quadrada para Filtragem H

Nesta segao serdao desenvolvidos algoritmos array raiz quadrada para as estimativas Heo,
preditora e filtrada, na forma de informacao para SLSM. Estes algoritmos foram desenvolvidos

baseados no sistema (3.4) e nas estimativas Ho, apresentadas na Serao 5.2 do Capitulo 5.

Considere a equagao de Riccati para a estimativa Hoo preditora na forma de informagao dada

por

2yt = 45t (6.16)
~ ~ —1
le-ll\l = Pl—l o Fl—lf'l (Z[|_l1_1 + H'ITHZ—IHI . ,nyEZTAl—l‘CZ + ‘ETPl_lﬂ) ETFl_l‘ (617)

Considerando a equagao de Riccati (6.17), temos que ZL  pode ser escrito como complemento

1+1]1
de Schur de Zy! |+ HI T Hy — v 2LTAT Lo+ FITT A em

Zyiy AT = 2L A L+ FIT VR AT

1 1 (6.18)
I, A T,
A matriz (6.18) pode ser fatorada como
700 o]
5—1/2 ~1/2 -1/2  __ -1/2
Ve T | P W e Vel I TN U
0 0 '/ 0 0071 0
000 —I_
J
5—T/2 ]
2 0
~T/2
II H; 0
|, e (6.19)
r,"""FA I,
AP 0]
Portanto o pré-array é dado por
5—1/2 T—1/2 T1—1/2 1T A—1/2
Zyty R Fi T AN (6.20)

0 0 '/ 0
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I 0 O
Considere J = S1 @ Sy, sendo S1 = [0 I 0| e S2 = —I, segundo o Lema (B.4.3), existe

0 0 I
uma matriz J-unitaria Ay, que triangulariza o pré-array (6.20) se e somente se S; e a matriz

C = AS AT + BS, BT tém a mesma inércia, sendo

2_1/2 HTH_l/Q fTF_l/Q —1£TA—1/2
A= |Tw=r TR l _i/z e B= |1 FM . (6.21)
0 0 T, 0

Calculando C = AS; AT + BS;BT tem-se

Zyty A M e+ FIT VR — LA e AT

C= (6.22)

Portanto uma condicao necesséria e suficiente para a existéncia de Ay, é que M, lﬁl_l = ZlTll_l —
’y*QEITAI_IEZ > 0. Esta condigao é exatamente a condigao necesséria e suficiente para a existéncia

da estimativa H, preditora.

Usando a propriedade do complemento de Schur pode-se encontrar o pos-array fatorando

(6.18) como
100 0]
1 1 1 —1/2
(Mzﬁ_ﬁHzTHf Hi+F T fz) 0 0 o0llor o0 o
_ _ _ _ -1/2 -
O A (ML, + M+ ) 22 oo oo 0
00 0 —I]
J
- —T/2 —T/2 .
(Mpty + A1+ AT ER) T (Mt H - A R) AT
~—T/2
v 0 Zl+1|l
0 0
- 0 O -
Segue que o poés-array € dado por
-1 -1 Tr—1 —1/2
M+ HIT Y, + FIT 0 00
Ii—1 1 Ut (6.23)
_1/2 - . .
Fl_lfl(MlﬁIA+Hfo1Hl+ﬂTFflﬂ) Zl+11/|l2 00
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Assim usando uma transformagao J-unitaria A j, pode-se calcular Zl:rll/‘? como
[ 5—1/2 —1/2 -1/2  __ —-1/2
Zl|171 HZTHZ flTFz v 1£lTAl A
-1/2 %
0 0 T, 0
[ -1 T17-1 Tp—1 -1/2
(Mt + MG+ FITA R 0 00
_ RV (6.24)
TR (ME R - FITR) T 20 00

O algoritmo array raiz quadrada para a estimativa Ho preditora na forma de informagao

pode ser calculado através do procedimento descrito na Tabela (6.3).

Tabela 6.3: Algoritmo Array Raiz Quadrada para a Estimativa H., Preditora na Forma de
Informacao

O algoritmo array raiz quadrada para a estimativa Hoo preditora na forma de informagao para o

SLSM (3.4) consiste dos seguintes passos:

Passo 0: Calcular as seguintes condigoes iniciais Zé/f = le/Q comj=1,...,N; Zé/2 = diag [Zol/f]
51/2 51/2

e ZO|71 =Zy".

Passo 1: Calcular Zl:—ll/|l2 com [ = 0,1,...4; usando uma transformacao J-unitaria A, tal que

R R R VR < P Y I
—1/2 Ja =
0 0 T, 0
[ -1 Tr-1 1) 2
(Mt + 1y + FETUR) 0 00

-1/2 . :
—1 —1 -1 -1 —1/2
I; Fi(Myty + M+ BT Z 00

A variavel Z; ; usada em I'; pode ser calculada como (6.4).

Baseado na seguinte equacao de Riccati da estimativa Ho filtrada na forma de informacao

dada na Tabela (5.3)

Zyo = Zy'+Holg Ho =y LGAG Lo, (6.25)
~ ~ -1
Zl\_ll = 1ﬂl_—ll - 1ﬂl_—ll}—l*l <Zl_711|171 + ﬂzllrl__ll}—lfl) ﬂ@lrl__ll. (6.26)

A dedugao do algoritmo array raiz quadrada para a estimativa H. filtrada na forma de infor-

magao segue o mesmo procedimento usado na dedugao do algoritmo array raiz quadrada para o
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caso preditor na forma de informagao e esta descrito na Tabela (6.4).

Tabela 6.4: Algoritmo Array Raiz Quadrada para a Estimativa H, Filtrada na Forma de Infor-
magao

O algoritmo array raiz quadrada para a estimativa Ho filtrada na forma de informagao para o

SLSM (3.4) consiste em:

Passo 0: Calcular as seguintes condigoes iniciais Z&/]? = 1/;1/2 com j=1,...,N; Zé/2 = diag [Z&/f]

~ 179 - o
e Zo|0/ usando uma transformacao J-unitaria Ay, tal que

2o Mg el P A = |20 0],

Passo 1: Calcular Z”_ll/ 2 com | = 0,1, ...7; usando uma transformacao J-unitaria Ay, tal que

[5—1/2 T —1/2
2y e Falia 0 0 Ay =
. 0 I 78 Vo S
I . 1/2
-1 _1
(Zl—1|zf1+]:zT—1Flf1fl—1) 0 00
. —1/2 . :
—1 —1 -1 —1/2

_Fl—lfl—1<Zl—1|z—1+]:ZZC1F1—1}-Z—1> an 0 0

A variavel Z; ; usada em I'; pode ser calculada como (6.4).
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6.3 Algoritmos Array Raiz Quadrada para Filtragem Robusta

Nesta secao serao desenvolvidos os algoritmos array raiz quadrada para as estimativas ro-
bustas, preditora e filtrada, na forma de informacgdo para SLSM. O desenvovilmento desses
algoritmos foram baseados no sistema (4.14) e nas estimativas robustas apresentadas na Segao

5.3 do Capitulo 5.

Seja a equagao de Riccati para a estimativa robusta preditora na forma de informacao dada

por

>—1 >—1

Zo-1 = Zo (6.27)
-1

Z = O -17'F <ZZTZ.1_1 + a7y + ff“n;%) FI (6.28)

pode ser visto de (6.27) que Zo_\i/f = 20_1/2. Temos que Zz'_+11|i em (6.28) pode ser escrito como

complemento de Schur de Zi_al + XiTyZ._lXi + ]'—ZTﬁZ_ LF em

¢

z v xTylx + FICtE FIY

ili= A ' (6.29)
I F ;!
Usando o Lema (B.4.1) a matriz (6.29) pode ser fatorada como
5—T)/2 0
5—1/2  TN—1/2  ro—1/2 ili—1
Z M2 xTy FI:
dimt T Lo Y12y o0 . (6.30)
0 0 i, '/ Z
i 1/_‘[2—1/2]:.Z Hi—T/Q
Portanto o pré-array é dado por
5—1/2 T~y—1/2 T—1/2
Zyisy XY Fi 1 (6.31)

0 0 I /?

)

Por outro lado, pode-se encontrar o pés-array fatorando (6.29) usando a propriedade do com-
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plemento de Schur da seguinte forma

- ~ 1/2
(Zf1 ATV fiTH;lfi) 0

i|i—

. - N 12 .
I F; (ZiTil—l + XY+ ]:Z‘THi_l}—i) Zz'+11/|z2

i R T)2 . N ~T/2
(Zyh + X0y e FIDR) (2L, + X0y FIICE) DA
X

ili—1 ili—1
5—T)/2
0 i+1i
(6.32)
Assim o pés-array € dado por
51 1 s\ 2
(Zihy + X1y X+ IR 0
12 (6.33)
-1 51 ~1 -1 5—1/2
07 (2, + X1y X+ FILF) i
Pelo Lema (B.4.1) existe uma matriz unitaria A; tal que pode-se calcular ZJ;_? como
5—1/2 —1/2 ~—1/2
Zi\ze/1 XY, / FIL / AL
~1/2
0 0 I1,
Z 4 ATy g A ) 0
_ (z‘|z‘—1Jr ¢ Yy A+ FL z) (6.34)

~_ ~_ _ ~ -1/2 .
II; l}_i (Zi\z‘l—l + XiTyi IXZ' + fz'THi I‘Fi) Zz'+11/|z2

O algoritmo array raiz quadrada para a estimativa robusta preditora na forma de informacao

para SLSM é calculado através do algoritmo da Tabela (6.5).
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Tabela 6.5: Algoritmo Array Raiz Quadrada para a Estimativa Robusta Preditora na Forma de
Informacao

O algoritmo array raiz quadrada para a estimativa robusta preditora na forma de informagao para o
SLSM (4.14) consiste em:
5—1/2  5-1/2

=7,

Passo 0: Calcular a seguinte condigao inicial ZO|—1

Passo 1: Calcular Zz'lﬁu usando uma transformacao unitaria A; tal que

> -~ S _ ~ 1/2
Ze AR I (25, + X7y %+ FITI LR 0
—1/2 1 ~ - 3 ~ -1/2 . ;
0 0 1; I F; (Zi|i1_1 + X7y X+ AL 1.7"2') Zi+11/‘?
sendo

Considere agora a equacgao de Riccati para a estimativa robusta filtrada na forma de infor-

magao da Tabela (5.5) dada por

Zga = Po'+MIBRG Ho+ AN NG, (6.35)
~ ~ -1
-1 Ty —1 T —1 -1 Ty —1 T —1
Zihin = TROT-TT7W (25 + WIS W) WIK'T
+ VUi Vier. (6.36)

Considerando a equagao de Riccati (6.35)-(6.36) pode-se deduzir o algoritmo array raiz quadrada
para a estimativa robusta filtrada na forma de informacao para o SLSM (4.14) seguindo os passos
feitos para a estimativa robusta preditora descrita neste capitulo. O resultado esta apresentado

na Tabela (6.6).
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Tabela 6.6: Algoritmo Array Raiz Quadrada para a Estimativa Robusta Filtrada na Forma de
Informacao

O algoritmo array raiz quadrada para a estimativa robusta filtrada na forma de informacao para o

SLSM (4.14) consiste em:

Passo 0: Calcular as seguintes condigoes iniciais Z&/J? = le/z comj=1,...N Zé/z = diag [Z&/ﬂ e
Zé‘/OQ usando uma transformacao unitaria As tal que

77 HIR,V? Xi/ngT} AQ:[Z_UZ 0 0]

00
Passo 1: Calcular Zzlﬁlz 41 usando uma transformagdo unitaria Az tal que
= 1/2 _1/2 51 Te—1yx, ) /2
Zi\i WiTICi 0 (Ziﬁ + WZ' ICi Wz) 0
0 K12 pT 112 As = T 1 =1 Tty \ V2 o172 |
i i1t 'K, Wi<Zi|i + W, K; WZ) it 1lit1

sendo
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6.4 Exemplo Numérico

Nesta segao sera apresentado um exemplo numérico baseado em um SLSM com dois modos

Markovianos. A matriz de probabilidade e os pardmetros do modelo Markoviano sao definidos a

seguir

0.9 0.1 0.7 0 06 0
= s Fl = s 9 =
0.1 0.9 0.1 0.1 0.1 0.2
0.8731 0 0.8731 0
1= » T2 = )
0 1.2089 0 1.2089

H, = [0.01 0] Hy = [0.01 0] :

Dy =8x10"% Dy, =8x10"%

Considere mp1 = 1, mp2 = 0. Foram calculados os valores singulares de Zi‘i_l e Zd_zlfl para
trés diferentes implementagoes: ponto flutuante, ponto fixo para equagoes de Riccati explicitas e
para algoritmos array. Foi usada uma arquitetura de ponto fixo em 16-bits que pode representar
um nimero de —65.543 a 65.543. Estas implementacoes foram feitas via MatLab através do
fiz-point Simulink toolbox. Pode-se notar na Figura 6.1 a vantagem do algoritmo array perante a
implementacao por equacoes de Riccati explicitas. Na implementacao em ponto fixo das equacoes
de Riccati ocorreram erros numéricos. Com o algoritmo array, o resultado do célculo em ponto

fixo foi equivalente ao resultado obtido para ponto flutuante.

Primeiro Valor Singular Segundo Valor Singular
5 ; ; ; ; : 15 ! ! ; ;
i
’ Ponto Fixo (Riccati)
4r " Ponto Fixo (Riccati)
0 1t I,""
3 ' Ponto Fixo (Array (-x)) !
2,' '. Ponto Flutuante (Riccati (-)) i
e 0.5 Ponto Flutuante (Riccati (-))
1r -
Ponto Fixo (Array (X))
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

iteracbes iteragdes
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Terceiro Valor Singular

0.3f

0.2f

0.1f

Ponto Fixo (Riccati)

Ponto Flutuante (Riccati (-))

Ponto Fixo (Array (-x))

30

15 20 25

5 10
iteragcBes

Quarto Valor Singular

0.31

0.2

0.1f

Ponto Fixo (Riccati)

Ponto Fixo (Array (-x))

i Ponto Flutuante (Riccati (-))

20 25

30

10 15
iteragdes

array, nas configuracoes de ponto fixo e ponto flutuante.

Figura 6.1: Valores singulares de Z’i|i71 para implementagoes via equagao de Riccati e algoritmos
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CAPITULO [

Algoritmos Array Rapidos para Filtragem de SLSM

Este capitulo trata de algoritmos array répidos para filtragem de SLSM. Esses algoritmos
preservam as boas propriedades numéricas dos algoritmos array raiz quadrada descritas no Capi-
tulo 6. Uma vantagem adicional dele, como sugere o nome, é que ha um esforco computacional
menor neste tipo de algoritmo se comparado com o algoritmo array raiz quadrada. Essa van-
tagem computacional s6 é possivel se os parametros do filtro forem sempre constantes. Considere

a seguinte equacao fundamental

sendo S; uma matriz assinatura. O algoritmo array rapido propaga o fator M; conforme os

seguintes passos:
Passo 1: Formar um determinado pré-array que contenha M;;
Passo 2: O pré-array é reduzido a uma forma triangular através de operagoes J-unitarias;
Passo 3: A matriz triangular é denominada pos-array e contém M;1;

Passo 4: ZZ-+2|Z-+1 pode ser calculada através da seguinte equagao Zi+2\i+1 = M¢+1SZ-+1M£1+

Zit1li-
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7.1 Algoritmos Array Rapidos para Filtragem Nominal

Nesta segao sera deduzido o algoritmo array rapido para o filtro preditor do SLSM apresen-
tado no Capitulo 2. Para deduzir o algoritmo array rapido é necessario que os parametros do
SLSM sejam invariantes no tempo. Portanto, de [9] assume-se que o SLSM é estavel na média
quadréatica e a cadeia de Markov é ergodica. Com isto, segue que lim; P (0©; = j) existe e &

independente de ©g. Define-se

Ty = hm P(@z = ]) = hm 5,5 (72)
71— 00 71— 00
e
D= |:D17Ti/2 . D]\ﬂr]l\,/2 . (7.3)

Considerando a Proposic¢ao 8 de [7], segue que Q; — Q e B(Q;) — B(Q) quando i — oo, sendo

Q= (Zy,...,ZN), é a tnica solu¢ao que satisfaz

N N
Zy =Y ok ZiF] + Y pjemiGiGY (7.4)
=1 =1
e, em consequéncia,
N
B(Q) :=diag | Y pjnF; Z;F]"| — Fdiag|Z] F". (7.5)
j=1

Entao, com o valor de Zj (note que ele independe do tempo), pode-se aproximar a soluc¢ao de

(2.46) por Zi+1\i através da seguinte equagao:

Zisri = F i1 FT + diag [zjil pinF;Z;FF } — Fdiag[Z)) FT +

diag [zj.vzl wjpjijGﬂ — FZys M (HZy; HT +DDT) U Zyy_, FT. (7.6)

Dado que (7.4) e (7.6), tém coeficientes constantes, podemos deduzir o algoritmo array réapido

para o filtro preditor para SLSM.

O célculo do algoritmo array rapido para o filtro preditor para SLSM é composto de duas
partes. A primeira resolve a equacao de Lyapunov cujo resultado é usado para calcular a segunda

resolve a equacao de Riccati.
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Considerando (7.4) na forma recursiva

N N
o =1
ZO,k = Vk‘7 ke{]-v"'vN}ﬂ

pode-se calcular Zj, através do seguinte algoritmo array rapido:
a)seja Zor =0, k=1,..,N;
b) encontrar Ko, k= 1,..,N tal que
N

> GG = KopKqy;
7=1

¢) encontrar uma matriz unitaria @,(Ci), k=1,.,N tal que

[p}]/fFlKi,l p;éZFQKLQ e p%]?FNKi,N} q)](;) = [KH-LIC .. 0 ... 0] .

As matrizes Z; 1 podem ser calculadas através das seguintes equagoes:

T
Zivikg = Zigp+ KKy

De fato, definindo 07; j, := Z; 411 — Zi i, da equacao de Lyapunov (7.7) tem-se que
N

0Ziv1k =Y pikF) (5Zi,j>FjT,
=1

N
02y = ijkﬂ'jGjG? > 0.
j=1
De (7.11) e (7.12), pode-se sempre fatorar Z; ;, da seguinte forma:

6 ik = KkKTk

para alguma (nao tnica) matriz K; ;. Neste caso, (7.11) pode ser reescrita como

N
Kivi kKl =) pink) <KuKT])FJT
j=1

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)
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ou
KT = 22T (7.15)
onde pode-se introduzir as varidveis auxiliares

(@ _ i i i
o = 19 19 L]
7 1/2

Lﬁk) = Pﬂé FjK;

Kot = [0 o K - 0]. (7.16)

Baseado no Lema B.4.2, existe uma matriz unitaria <IJ§:) tal que

£Vl — it (7.17)

Aplicando uma coluna unitaria obtém-se (7.9). Lembrando que Z; = diag [Z; 1], k =1,...,N.

Agora sera deduzido o algoritmo array rapido para calcular (7.6) baseado em (7.8)-(7.10).
Note que B(Q) > 0 e D sao matrizes constantes. Defina 6Zi+1 = Zi+2|z‘+1 — Zi+1|i e considere a

seguinte fatoracao que motiva o conceito de array rapido
(5Zi+1 - MZ'+1SZ'+1M;1_;_1, (718)

sendo S;11 uma matriz assinatura. A matriz M;;1 ndo é tnica e se S;11 = I, M;y1 é a raiz
quadrada de 6Z; 1. Seguindo os mesmos argumentos de [14], segue que S;1+1 = S; = S. Em
particular, se Zy_; := Ilp = 0, as matrizes ditas assinaturas sao tais que S;+1 = S; = I. Baseado

na equagao algébrica de Riccati (7.6), 5Zi+1 pode ser reescrita como

Zivoliv1 — Zirji = —Zigfi + F LT = Kpin KL + W, (7.19)
Kpiv1 = FZ HUR L, (7.20)
Reiv1=HZiHT + DD, (7.21)

W = diag [z;.il mipikGiGT| + B(Q). (7.22)

Observe agora que o lado direito de (7.19) é o complemento de Schur da posi¢ao (1, 1) do seguinte
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bloco matricial:

f%e,i—&-l ) HZitlh']:T (7.93)
FZip "' ~Ziprji + FZig i F T+ W,
(W sera definida na Tabela 7.1) que, por sua vez pode ser fatorizada como segue:
RYZ mM, || T 0 R'? KT,
et ’ et b =: AlleZT (724)
K,; FM, 0 S MIHT MTIFT
O interesse agora é encontrar uma matriz (I, @ S;)-unitaria =; que triangulariza A;,
X; 0
A= 0 . (7.25)
Yit1i Zina
Da seguinte identidade
Re,i—H = ’HZPFWIHT + DDT = Re,i + ’HMZS,MZT’HT
obtém-se
T/2 T/2
I 0 R I 0 R
RY? HM; } o= [ 2.0 } et (7.26)
’ 0 S; MZT HT ’ 0 S; 0

Pode-se concluir do Lema B.4.2 que existe uma rotagao (I, @ S;)-unitaria =; para o seguinte

array:

| RV g |2i= | RY2, 0. (7.27)

e,

Aplicando esta matriz Z; obtém-se a triangularizagao (7.25). Para obter os elementos X1, Y1, Ziy1,
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basta considerar as seguintes igualdades:

Xip1 XL, = Rei+HM;S;MIHT
= Rei+ H(Zi+1|i - Zi|i—1)HT

= DD' + HZy HT + HZ o HY — HZy  HT

= Xin = R,
YinXl = FZyH" + FMS;MIHT
= FZy M+ FZp i H = FZy o H”
=Y = Kpin (7.28)
YinYil + ZinSiZl, = FZyaM'R[HZy F" + FMS; M F"
ZinSiZL, = ]:Zi|i—1HTR;¢1HZi|i—1fT + F(Zigrji — Ziji—1)F" = Vi Vit
Zin1SiZiy = Ziysjinr — Zigji
= Ziy1 = M. (7.29)

O algoritmo array rapido para o filtro preditor para SLSM pode ser calculado através do

algoritmo descrito na Tabela (7.1).

Observacao 7.1.1. Para quantificar o nimero de operagoes por iteracao requerido para imple-
mentar o algoritmo array rdpido proposto, considere que o posto de §Z; = Zi+2|i+1 — Zi+1|i é
dado por « para todo i > 0 e que « < Nn. A dimensao do pré-array do algoritmo da Tabela (7.1)
¢ definida por (m+ Nn) x (m+a) e utiliza de O((Nn)?a) flops por iteragio. Se comparado com
o pré-array do algoritmo da Tabela (6.1), cuja dimensao € dada por (m + Nn) x (m +3Nn), a
redugdo das operagoes requeridas é clara. E necessdrio O((Nn)3) flops por itera¢io para calcular
o algoritmo array da Tabela (6.1). Serd ilustrada através de exemplos numéricos mostrados no

final deste capitulo a relagdo entre o e Nn que € chave para entender como o algoritmo array

rdpido trabalha.
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Tabela 7.1: Algoritmo Array Rapido para a Estimativa Nominal Preditora

O algoritmo array réapido para a estimativa nominal preditora deduzida no Capitulo 2

pode ser calculado através dos seguintes passos:
Passo 0: Calcular as condigOes iniciais

Zo—1 =Ty,
Zyjo = FIoFT + W — FIIoHT (HIoHT + DDT) 1T, F 1.

Passo 1: Calcular utilizando uma transformagao J-unitaria (com J = diag(1, S)) Z;,

e,

Kpi FM;

—
— .
— —

1/2
Re,i+1 0
Kpiv1 Mg

RY? 1M, ]

sendo

W = diag {Z;V:I ijj,ijGﬂ + B(Q),
Kpi = FZy o HIRT,
Rey=MZyq M + DD,

MSMF = Z; 1 — Zyjis.
Passo 2: Portanto, Z71 pode ser calculado como

i+1]3

Z¢+1\z‘ = ~z‘|z’—1 + M SM].
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7.2 Algoritmos Array Rapidos para Filtragem H

Esta secao trata da dedugao de algoritmos array rapidos para as estimativas Ho, preditora
e filtrada, na forma de informagao para SLSM apresentadas no Capitulo 5, Se¢ao 5.2. Considere
a equagao de Riccati para a estimativa Ho, preditora na forma de informagao dada por:

~ —1
Ziop =T =T7UF (ZHW +HIT Y H A 2LTA L fTF—lf) FIT-1. (7.30)

Subtraindo Z;~

l+1|l em ambos os lados da Equagao (7.30) tem-se

Zl+2u+1 Zz+1|z = Zz+1|

-1
+ FITUF) FT (7.31)

+T T (2

Tpr—1 —2pTpA—-1
L AT H =LA

Pode-se escrever (7.31) como o complemento de Shur de le-ll\l + HITIH — 4y 2LTATIL +

FIT~1F da seguinte forma:

Ziy THITTH =y LA L FITIE S P

1 1 (7.32)
r-'F ~ 7+ T

A matriz (7.32) pode ser fatorada como

R;/f Bl |1 o R’;’j{Q K7,
. : (7.33)
K,y oflo @l |E" o

sendo

T . 7 ~71
EQE = Zl—&-l\l Zyi—1s
R, = Z”;_l +HIT Y — 2PN+ FITLF,
Ky = I'FR [ (7.34)

Considere entao que o pré-array é definido como

R/ B
A= | e (7.35)
K,y 0
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e seja

S1 0 I 0
J= - . (7.36)
0 5 0 @

Pelo Lema (B.4.3) existe uma matriz (In, @ Q;)-unitaria =, que traingulariza o pré-array (7.35)

se e somente se as matrizes S1 e C; = A1S1AT + B1S2 BT tém a mesma inércia, com

R1/2 E
Ai=1| | e B = : (7.37)
Ky 0

Calculando C1, tem-se

Zip T HIT T H =LA L+ FITVE FIT!

-1 7—1 -1

Cy = (7.38)

A matriz (7.38) é o complemento de Shur de lerll\l +HITYH — A 2LTA L+ FITVF > 0,

que é dado por:

~—1 ~7—1 N ~—1 —1 -1 ~7—1 Tpr—-1 -2 pT A—1
Zivop — Ziap = 4t T ]:(Zz+1|l+H ™ H—~""LATL

-1
+ fTr—lf) FIr-L, (7.39)
Portanto uma condigao necesséria e suficiente para a existéncia de Z;, é que M, l:-11| ; seja definida
positiva, mas esta condigao coincide com a condicao de existéncia do preditor Ho. Isto significa

que o preditor Ho, existe se e somente se o pré-array (7.35) pode ser triangularizado.

Agora seja Ej, uma matriz (I, ® @Q;)-unitaria que triangulariza (7.35). Entao

1/2

RY? E X 0

ol g, = |7 . (7.40)
Ky; 0 Yijgn Zia

O calculo completo do pés-array pode ser feito elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade

de (7.40) e identificando as respectativas posigoes de ambas as matrizes resultantes

1/2 5T/2 1/2
ROR + BQE] ROKD| | XX, X1 (7.41)
T/2 ) ’
KR KK | Y XE, iV + Zia izl
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Tem-se entao que

1/2 1/2
R E R 0

el g, = | Te . (7.42)
K, 0 Kpiv1 B

O algoritmo array rapido para a estimativa H preditora na forma de informacao para SLSM

¢ dado na Tabela (7.2).

Tabela 7.2: Algoritmo Array Rapido para a Estimativa H., Preditora na Forma de Informagao

O algoritmo array rapido para a estimativa Ho, preditora na forma de informacao para SLSM

consiste dos seguintes passos:
Passo 0: Calcular as condicoes iniciais

7—1 ._ -1
ZO|71 T ZO ) 1
Zl_lé =T~ F_lf(Z(iil +HITYH — 7 2LTA L + ]:TF_1]-"> FIp-1
Passo 1: Calcular Ej44 utilizando uma transformagcao (I, @ @Q;)-unitaria Zj,

de dimensobes apropriadas

1/2 1/2
Re,l El :J _ Re,lJrl 0
2y = ,
Kp; 0 Kpit1 Ei
Ccom
T._ 5-1 _ 5—1
EQE = 2@4—1u 2%|L—1’

Rey:=Zty + HIT ' H — LA L+ FIT U F,
Ky =T"'"FR, [,

sendo (J; uma matriz assinatura. A matriz Zj usada em I' pode ser calculada baseado em

(7.8)-(7.10).

Passo 2: Portanto, Zl_+12\l+1 pode ser calculado como

~7—1 . 7—1 T
Zz+2\z+1 " Zl+1u + B Qi By
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Seja agora a equagao de Riccati da estimativa H filtrada na forma de informagao dada na

Tabela (5.3)
~ ~ —1
Zyt =T =T R (20 + LA EL) AL (7.43)

Considerando a Equagao (7.43) a dedugao do algoritmo array rapido para a estimativa filtrada
na forma de informagao segue o mesmo raciocinio do caso preditor. Os passos fundamentais do
algoritmo array rapido para a estimativa Ho, filtrada na forma de informagao de SLSM estao

descritos na Tabela (7.3).

Tabela 7.3: Algoritmo Array Rapido Ho, para Filtros na Forma de Informagao

O algoritmo array réapido para a estimativa Ho, filtrada na forma de informacao para o

SLSM descrito no Capitulo 2 consiste em:

Passo 0: Calcular as condicoes iniciais

7—1._
Zyh =, 1
Zit =T = TUF (@0 + FITTUF) FIT 4 HI 1 — 4 2LTA L

Passo 1: Calcular Uy utilizando uma transformagao (In,, @& O;)-unitaria =,

de dimensobes apropriadas

1/2 1/2
Re,l Ul =, = Re,lJrl 0
25 = ,
Kg 0 Kfiyn U
com
T . -1 5—1
uou; = Zl+1|l+1 - lel )
Rey=Zy' + F'T7'F,
Kﬂl = FflfRe_’lT/Q,

sendo J; uma matriz assinatura. A matriz Z; usada em I' pode ser

calculada com base em (7.8)-(7.10).

Passo 2: Por fim, ler12|l+2 pode ser calculado como
5—1 51 T
212 = Zipapgr T U1 O Uy
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Observagao 7.2.1. Pode-se verificar que as dimensoes dos pré-arrays dos algoritmos array rapi-

dos das Tabelas (7.2) e (7.3) sao dadas por (2Nn) x (Nn + «). Em contrapartida as dimen-

soes do pré-array dos algoritmos array raiz quadrada das Tabelas (6.3) e (6.4) sao dadas por

(2Nn) x (2Nn +m + p). Comparando as dimensoes dos algoritmos array raiz quadrada e dos
51

algoritmos array rdpidos consitderando os casos onde o posto de 52{1 =24 — Zi_l € dado por

a para todo i > 0 e que a < Nn, a redu¢cao do nimero de operagoes por iteracao € clara.

7.3 Algoritmos Array Rapido para Filtragem Robusta

Na Tabela (7.4) sera mostrado o algoritmo array rapido para a estimativa robusta preditora
na forma de informacao para SLSM deduzida no Capitulo 5 considerando a Equacao de Riccati:
-1
2 =T = ﬁlf(Zijw +aTy "ty + fTﬁlf) Frot. (7.44)
Na Tabela (7.5) sera mostrado o algoritmo array rapido para a estimativa robusta filtrada
na forma de informacao para SLSM, também deduzida no Capitulo 5 considerando a Equagao
de Riccati:

~ —1
7k = ITK7T-I7KW (zil W K{1Wi> WIK T + VI Ui 11 Vi1 (7.45)

il

Observagao 7.3.1. Para quantificar o nimero de operacoes por iteracdo necessdrias para cal-
cular os algoritmos array propostos neste trabalho, considere que o posto de 522-_1 = Z;_ll — Zl_l
€ dado por o para todo i > 0 e que a« < Nn. As dimensdes dos pré-arrays dos algoritmos array
rdpidos das Tabelas (7.4) e (7.5) sao definidos por (2Nn) x (Nn+«). Observe que se comparado
com os pré-arrays das Tabelas (6.5) e (6.6), cujas dimensoes sao dadas por (2Nn) x (3Nn + m)

e (2Nn) x (4Nn + m) respectivamente, a redug¢do das operagoes necessdrias fica bem definida.
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Tabela 7.4: Algoritmo Array Réapido para a Estimativa Robusta Preditora na Forma de Infor-
macgao

O algoritmo array rapido para a estimativa robusta preditora na forma de informagao para

SLSM, descrito no Capitulo 5 consiste nos seguintes passos:

Passo 0: Calcular as condigoes iniciais:

-1
Zoy =171 - H—1f<20—£1 +XTy~tx + ]—"TH‘1]:> FrI—t

Passo 1: Calcular B;y; utilizando uma matriz (I, © S;)-unitaria =, de dimensoes apropriadas:

1/2 1/2
RY? B _ RIZ, 0
2, = ,
Kpi 0 Kpiv1 Bita

sendo

BzS,B;T =gt gl

i+1]i i|i—17
Reji=Z 1 + XTYy X + FTIITF,
Kpi:=10'FR, ],

sendo S; uma matriz assinatura.

Passo 2: Portanto, Zi_+12|i+1 pode ser calculado como

7—1 71 ) ) T
Zi+2\i+1 T Zi+1|i + Bit1Sit1 By -
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Tabela 7.5: Algoritmo Array Rapido para a Estimativa Robusta Filtrada

O algoritmo array rapido para a estimativa robusta filtrada na forma de informagéo para

SLSM consiste dos seguintes passos

Passo 1: Calcular as condigoes iniciais

‘é = Zo + ’HTﬁilH + /X_lNhTNh,
S T
= R—- A1 MMM

~ ~ -1
T= T (K + WZgoWT) T+ VU,

= N

N

Passo 2: Calcular U;; utilizando uma transformagao (I, @ J;)-unitaria

Zj, de dimensoes apropriadas

1/2 1/2
Re,i Ui =, = Re,z’+1 0
Eg, = ,
Kyi 0 Kfiv1 Uin
sendo
U Ul =224 —Z}
il - i+1]i+1 ili

Re; = Z 1+ WIK™IW,

i|e
Ky :=I"K"'WR_ [/

sendo J; uma matriz assinatura.

Passo 3: Portanto, Zz:rlzu 42 pode ser calculado como

-1 71 . . T
Zi v = Zifajia T Uit Jin Uiy
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7.4 Exemplo Numérico

Para ilustrar as propriedades dos algoritmo array rapido para o filtro preditor na forma de
informacao para SLSM desenvolvidos nesta se¢ao, considere o SLSM (2.1)-(2.2) com dois modos

Markovianos

07 0 0.8731 0

Fy = ,le[0.0l 0},G1= ,
0.1 0.1 0 1.2089
06 O 0.8731 0

= ,H2:[0.01 O},Gzz ,
0.1 0.2 0 1.2089

Dy =Dy =8x10"%,
com a respectiva matriz de probabilidade dada por

0.9 0.1

0.1 0.9
A matriz D em (7.3) é calculada considerando m; = 0.5 e m3 = 0.5 (com m;q1,; = Z;VZI Woyjpg-l)
sendo mp1 = 0.05 e mp2 = 0.95). Para a condigdo inicial z( foi considerado p = [1 2} e
Vi, = 0. ©; € {1,2}, v; e u; sdo sequéncias independentes de ruidos e Ily = 0 (dim(Ilp) = 4 x 4).
Serao apresentados dois exemplos para mostrar as caracteristicas do algoritmo array rapido
apresentado na Tabela (7.1). No primeiro exemplo, foram calculados os valores singulares de
Zm-_l de duas maneiras diferentes. Eles foram calculados através de arquiteturas em ponto
flutuante e ponto fixo (16-bits) com base na equagao de Riccati (7.6), no algoritmo array raiz
quadrada da Tabela (6.1), e no algoritmo array rapido da Tabela (7.1). Os resultados obtidos
para a equagao de Riccati baseado em arquitetura de ponto flutuante foram considerados como
referéncia para comparar os desempenhos destes trés métodos em arquitetura baseado em ponto
fixo. Note que o desempenho do algoritmo array rapido em implementacao em ponto fixo esta
mais proximo ao desempenho da equagao de Riccati em implementacao em ponto flutuante, ver
Figura 7.1. A avaliacdo da matriz M; é mostrada em Figura 7.2. Note que «, posto de M;, cresce

rapido de 4 para 1 e os valores singulares maximos e minimos de M; caminham para zero em 10
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iteragoes aproximadamente.

No segundo exemplo, foi calculado a raiz do erro médio quadratico (rms) da estimativa

via algoritmos array raiz quadrada e algoritmos array rapido. 4000 simulagdes Monte Carlo

foram realizadas em um horizonte de ¢ty = 2ms. As simulagoes, para ambos os exemplos, foram
realizadas através de um computador com processador Core 2 Duo de 2.9 GHz. Os valores de

0O, foram gerados aleatoriamente. Os resultados sdo apresentados na Figura 7.3

Como era esperado ambos os exemplos mostram quao rapido é o algoritmo da Tabela (7.1) se
comparado com o algoritmo da Tabela (6.1). Note que para melhor apresentagao da convergéncia
dos respectivos algoritmos, o eixo horizontal das Figuras 7.1 e 7.3 sao representados em ms. Neste

caso, calculou-se para a i-ésima iteragao o tempo gasto por cada algoritmo

Valor Singular Minimo Valor Singular Méximo
T 14 T

Ponto Fixo (Fast-Array (x)) ] !
I

/Ponto Fixo (Fast Array (x))

,_.-

\ 0‘67:! \
i 04r Ponto Flutuante (Riccati (<))

Ponto Fixo (Array)
024 \Pon t0 Fixo (Aray)

1
0,01 0.02 0.03
tempo (ms)

Ponto Flutuante (Riccati (-))

Ponto Fixo (Riccati)

0.04

0.02 0.03 0.04
tempo (ms)

Figura 7.1: Valores singulares minimo e maximo de Z;;,_; calculados através de arquiteturas de

ponto fixo e ponto flutuante.
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~

posto (M)
<2

~

1
0 5 10 15 P % ki) % 40
iteragBes fteragBes

Figura 7.2: Posto e os valores singulares minimo (0,,(.)) e méaximo (op/(.)) de M;.

L L L L L L L
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004
tempo (ms)

Figura 7.3: Raiz do erro médio quadratico (rms) do filtro LMSEE calculado através do algoritmo
array raiz quadrada da Tabela (6.1) e do algoritmo array rapido da Tabela (7.1).
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CAPITULO 8

Conclusio e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foram desenvolvidas duas classes de filtros robustos para SLSM, filtros Hso
e filtros robustos utilizando o método dos minimos quadrados regularizados com incertezas. A
principal caracteristica destes filtros é a garantia de estabilidade em implementacoes online. Além
disso, formulagoes alternativas, baseadas em filtros na forma de informagao e algoritmos array,
foram desenvolvidas para calcular as estimativas robustas deste trabalho. E importante ressaltar
que os estados da cadeia de Markov foram considerados nao disponiveis nos projetos dos filtros.
Nos exemplos numéricos foram realizadas comparagoes com filtros existentes na literatura que

demonstraram a eficiéncia dos resultados alcancados nesta tese.

Como trabalhos futuros pretende-se:
e Desenvolver o filtro robusto recursivo para SLSM com incertezas em todos os parametros
do sistema.

e Desenvolver filtros recursivos para sistemas lineares singulares sujeitos a saltos Markovianos

(SLSSM).
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APENDICE A

Resultados Auxiliares

A seguir serdo apresentados alguns resultados auxiliares que serdo tteis para o desenvolvi-

mento dos filtros robustos recursivos para SLSM propostos nesta tese.

Lema A.0.1. [19] Se (A+BCD) e (I+CDA™'B) sio invertiveis e se A € R™" ¢ uma matriz

também invertivel e se as matrizes B, C' e D sao de dimensoes compativeis, entao
(A+BCD) ' = A" —A7'B(I + CDA™'B)'CDA™", (A1)
Se além disto, C' for invertivel, entdo
(A+BCD) ' =A"'—A'B(C"' + DAT'B)'DAL. (A.2)
Lema A.0.2. [19] Sejam A e C matrizes invertiveis, entao
(A+BC™'D)"'BC™' = A7'B(C+ DAT'B) . (A.3)
Lema A.0.3. [19] A seguinte identidade € vdlida para A invertivel

A B| |AT'4+A47'B(D-CAT'B)CATY —AT'B(D-CAT'B)T A4
C D ~(D-ca1B)'cat (D-—cA-'B) | '
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Como também a sequinte identidade € vdlida para D invertivel

A B
¢ D

(A-BD'C)™ —(A-BD7'C)"'BD!
-D7'C(A-BD™'C) D'+D'C(A-BD'C)BD™*

(A.5)
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APENDICE B

Transformacdes Unitarias e J-Unitarias

Neste apéndice serao apresentados resultados, sobre transformacoes Unitérias e J-Unitarias,

que foram fundamentais para a dedugao dos algoritmos arrays dos Capitulos 6 e 7.

B.1 Transformacoes de Householder

As transformagoes de Householder zeram varias entradas de uma linha de uma sé vez.
Considera-se neste texto apenas matrizes com entradas de niimeros reais. Para um vetor linha
n-dimensional x, supde-se que se queira zerar vérias entradas utilizando uma matriz simétrica e

ortogonal @, ou seja, transformar x na forma:

sendo « um escalar real a ser determinado e eg o primeiro vetor base ey = [ 10 --- 0

O escalar « nao pode ser arbitrario e de fato ele deve ser escolhido a priori e antes de
determinar 0. Por causa da ortogonalidade e de (B.1) segue que 200727 = 22T = ||z||*. Entéo
deve-se ter a = £ ||z||. Ambos os valores de « sao possiveis. Uma maneira de calcular 6 é através

da reflexdo de Householder.
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B.2 Transformacoes de Givens

Se a matriz a ser triangularizada ja possui muitos zeros, o método de Householder pode ser
muito custoso. As rotagoes de Givens podem ser uma boa alternativa quando existem muitos
zeros. Uma rotacado elementar de Givens 6, ortogonal de tamanho 2 x 2 transforma um vetor
linha 1 x 2, z = { a b ], e rotaciona para leva-la ao vetor de base ey = { 10 }, ou seja, a

rotacao faz a seguinte transformacao:

[a b]0=]a 0] (B.2)

sendo que « é um namero real a ser determinado. O valor de 6 que transforma (B.2) é dado por

o1z L (B.3)

p 1

sendo p = b/a,a # 0. Pode-se verificar que 6 faz realmente a seguinte transformagao:

la b |0=|2v@+® 0] (B.4)

sendo que os sinais de mais ou de menos dependem do sinal considerado em (B.3). As tringular-
izagoes de matrizes podem ser feitas através de um produto de transformagoes de Givens. Por
exemplo, suponho que se queira zerar x; usando x; em { X X oz X X xj X X } Seja

entdo p = xj/z; e definindo-se:

-10 0 0 0 00-
01 0 0 0 0 0
00 1/y/1+p2 0 —p/y/T+p> 0 0
g_ 0 0 0 1 0 0 0 (B.5)
0 0 0 0 1 00
00 p/v/T+p> 0 1/y/T+p*2 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

tem-se entao que z6 = [ X X a X X 0 X X } Para tringularizar uma matriz A qual-

quer, deve-se realizar uma série de transformagoes como em (B.5) para zerar os elementos de
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interesse da matriz A linha a linha.

B.3 Rotacoes de Givens Hiperbdlicas

Rotagoes de Givens Hiperbodlicas sao matrizes de rotagao 2 x 2 que preservam a "norma-J",
sendo portanto uma transformagao J-ortogonal. Uma transformagao J-ortogonal 6 é uma matriz

que satisfaz:
0J0T =0T g0 =J (B.6)
sendo J uma matriz assinatura, ou seja, uma matriz diagonal com entradas +1
J=Up®—1y),p=1qg=1 (B.7)

Transformagoes J-unitarias preservam a "norma quadratica J"de um vetor, ou seja, se y = x60,

entao
Iyl = yJy" = 2076"2" = 2 Ja” = ||z||7. (B.8)

No caso de uma matriz de rotagao hiperbdlica 622, J é dado por J = (1 & —1). Dado um
vetor real 1 X 2 x = [ a b }, deseja-se encontrar tal rotacao hiperbolica que faca a seguinte

transformacao
xZ[ab]QZ[aO}, (B.9)

sendo o um numero real a ser determinado. Neste caso nem sempre é possivel fazer tal transfor-
- . 2 . . .
magao, pois pode ocorrer de ||z||5 = a® — b? ser negativo. Assim quando a norma-J for negativa

sera possivel fazer a seguinte transformacéo
$0:[ab}9:[0a]. (B.10)

Assim, pode-se distinguir dois casos:

1. la] > |b]: A expressao para calcular a matriz de rotagao hiperbolica 6 que satisfaz (B.9) é
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dada por:
0 =+/1-p? (B.11)

sendo p =b/a,a # 0 o que gera
[a b}QZ[i\/aQ—lﬂ 0 |- (B.12)

2. |b| > |al]: a expressao para calcular a matriz de rotac¢ao hiperbolica 6 que satisfaz (B.10) é

dado por:

0=1/y/1-p2 ! _1p (B.13)

—p

sendo p = a/b,b # 0 o que gera

e b|o=]0 zvP—a? |. (B.14)

B.4 Lemas Auxiliares

Lema B.4.1. [19] Sejam A e B matrizes n x m, n < m. Entio AAT = BB” se, e somente se,

existe uma matriz © (00T = I = 0OT) tal que A = BO.

Definicao B.4.1. [19] Para a sequinte matriz assinatura J (uma matriz com elementos diagonais
que podem ser +1 ou —1 e com zero nas outras posi¢oes), uma matriz = serd chamado J-unitdria

se ZJET = J.

Lema B.4.2. [19] Seja A e B matrizes n x m (com n < m), e seja J = diag (Ip,—1;) uma
matriz assinatura com p +q = m. Se AJAT = BJBT ¢ diferente de zero, entio existe uma
matriz J-unitaria E tal que A = BZ=.

Lema B.4.3. [14] Sejam A e B matrizes n x n e n x m arbitrdrias, respectivamente, e suponha

S1 0
J = , onde S1 e Sy sGo malrizes assinaturas n X n e m X m. Entdo [A B] pode ser
0 Sy

triangularizado por uma transformacgao J-unitdria © como

[A B}@z[L o] (B.15)
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com L triangular inferior se e somente se todas as submatrizes principais de Si e de AS1AT +

BSsBT tem a mesma inércia.
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