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RESUMO

FALANCA, N. Modelagem e simulacido para transferéncia de oxigénio em aeracio
forcada por bolhas utilizando os métodos MAC e Crank-Nicolson. 2013. 100p.
Dissertagdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo,

Sdo Carlos 2013.

A aeracado artificial em meio liquido visa suprir a baixa concentracao de oxigénio dissolvido
em ambientes deficientes deste, sendo um processo comumente aplicado na éarea de
tratamento de efluentes por processos aerdbios. Uma forma de produzir aeragdo artificial ¢
através de difusores submersos no fundo de um tanque com formagdo de bolhas, que
ascendem e transferem seu oxigénio ao longo da coluna d’adgua. Para simular e melhor
entender este processo e sua fluidodinamica, um modelo inicial simplificado foi proposto,
baseado em conceitos tedricos e equagdes que representem o fendmeno, como a de dispersao
de bolhas, velocidades médias e concentragdo de oxigénio dissolvido. Foi considerado para
realizagdo dos calculos um tanque retangular, com entrada de dgua a esquerda e saida de agua
a direita, com superficie solida ao fundo e superficie livre acima, em contato com o ar. As
equacdes de transporte de massa foram discretizadas no tempo, utilizando a técnica de Crank-
Nicolson e no espago segundo metodologia de diferencas centrais, solucionadas
posteriormente por meio de técnicas iterativas do tipo Gauss-Seidel. As equacdes de
transporte de quantidade de movimento foram resolvidas com o método MAC, explicito nas
velocidades do fluido e implicito na pressdo, para fornecer o campo de velocidade e pressao.
A equacdo de que fornece o perfil de espalhamento das bolhas foi tomada como uma Equacgao
Gaussiana de dispersdo bidimensional. A implementagdo computacional necessaria para
aplicacdo das abordagens foi no ambiente de programacdo MATLAB. O método MAC ¢ a
técnica Crank-Nicolson apresentaram resultados satisfatorios para simulagdes rapidas e no¢ao

do comportamento do fluido e da concentragao de oxigénio dissolvido.

Palavras chave: Modelagem, aeragdo, bolhas, MAC.



ABSTRACT

FALANCA, N. Modeling and simulation for oxygen transfer in forced aeration bubbles
using the MAC and Crank-Nicolson methods. 2013. 100p. Dissertagao (Mestrado) — Escola
de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos 2013.

The artificial aeration in aqueous mean aims to supply low concentration of dissolved oxygen
in deficient atmospheres of it. This process is commonly applied in the field of wastewater
treatment by aerobic processes. One way to produce artificial aeration is through diffusers
submerged at the bottom of a tank with the formation of bubbles, which ascend and transfer
its oxygen throughout the water column. To simulate and better understand this process and
its fluid dynamics, a simplified initial model was proposed based on theoretical concepts and
equations that represent the phenomenon, as the dispersion of bubbles, average speeds and
dissolved oxygen concentration. It was considered for the calculations one rectangular tank
with the water inlet and water outlet from left to right, with solid surface to the bottom and
free surface at the top in contact with air. The mass transport equations were discretized in
time, using the Crank-Nicolson technique and in space according to the methodology of
central differences, subsequently resolved by Gauss-Seidel technique iterative. The transport
equations of momentum were solved with the MAC method, explicit on the velocities of the
fluid and implicit on pressure, to afford the velocity field and pressure. The equation which
provides the spreading profiles of bubbles was taken as a two-dimensional Gaussian
dispersion equation. The computational implementation necessary for application of the
approaches was the programming environment MATLAB. The MAC method and Crank-
Nicolson technique showed satisfactory results for quick simulations and notion of the

behavior of the fluid and the concentration of dissolved oxygen.

Keywords: Modeling, aeration, bubbles, MAC.
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1 INTRODUCAO

Processos de aeracdo sdo fundamentais no contexto de hidraulica ambiental e
saneamento. Quando a concentragdo de oxigénio dissolvido ¢ deficiente em um meio, a
tendéncia natural ¢ que o gas passe da fase gasosa para a fase liquida, porém o oxigénio ¢ um
géas com baixa solubilidade no meio liquido. Desta forma, processos de aeracdo artificial sdo
utilizados com o proposito de acelerar a taxa de transferéncia deste gas, equivalente a taxa do
seu consumo pelas bactérias (VON SPERLING, 2003), para o caso de tratamento de efluentes
por processos aerobios.

As duas formas principais de produzir aeragdo artificial sdo através da aeragdo por ar
difuso e da aeragdo superficial (ou mecanica), sendo a primeira, objeto de estudo do presente
trabalho.

Uma das principais formas de aeracdo por ar difuso consiste no fornecimento de
oxigénio ao liquido através de difusores submersos que formam microbolhas, as quais
induzem uma aceleracdo local vertical, geram uma difusdo turbulenta e transferem seu
oxigénio a medida que ascendem no tanque de aeragdo. Desta forma a grande area de contato
entre as fases e as taxas de transferéncia de massa favorecem reagdes quimicas e bioldgicas.

Em geral, os equipamentos utilizados sdo de simples operagdo, porém apresentam uma
fluidodinamica complexa. O contato entre as fases apresenta instabilidade, o comportamento
das interfaces em funcdo das varidveis de campo, como pressdo, velocidades, temperatura,
requerem grandes estudos. Atualmente, através de técnicas computacionais, ¢ possivel simular
fendmenos relacionados com o movimento dos fluidos e as simulagdes numéricas
desempenham um papel fundamental para o entendimento e quantificacdo do fendmeno. A
modelagem de um sistema de aeragdo forgada por bolhas auxiliard a analise do fenomeno de
transferéncia de oxigénio em si. Além disto, o emprego de uma modelagem com maiores
simplificagdes ajuda em procedimentos de simulagdes mais rapidas, como no caso do controle

do processo.
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2 OBJETIVO

O presente trabalho visa a obtengdo de um modelo simplificado para a simulagdo da
transferéncia de oxigénio de um sistema bifésico ar-dgua, no qual a transferéncia do oxigénio
se da por meio de aeragao forgada por bolhas.

Avaliar o método explicito MAC para resolucdo das equacdes de Navier-Stokes e o

método implicito de Crank-Nicolson para resolu¢do da transferéncia de oxigénio.
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3 REVISAO DA LITERATURA

Este capitulo traz uma breve revisdo sobre trabalhos pertinentes ao problema estudado

e a fundamentacdo tedrica necessaria para a realizagao das atividades.

3.1 Okxigénio Dissolvido

O Oxigénio Dissolvido (OD) é um pardmetro primordial e limitante em processos de
autodepuragdo em sistemas aquaticos, estagdes de tratamento de esgoto € manutencao da vida
aquatica, pois oxida compostos nocivos € minimiza a toxicidade de alguns elementos. Alguns
organismos decompdem a matéria organica por meio do consumo do oxigénio.

A aeracdo se d& naturalmente pela interface ar-dgua, por mecanismos de transporte
devido aos movimentos do corpo hidrico, no entanto a eficiéncia deste processo pode ser
baixa quando hé langamentos de esgotos domésticos e industriais em lagos e rios. Frente a
isto, aerar um meio deficiente de oxigénio se faz necessario para aumentar a transferéncia de

OD no meio.

3.1.1 Aeradores

A aeracdo mecanica introduz oxigé€nio no sistema por meio de aeradores superficiais,
0s quais quebram a superficie da 4gua com um misturador ou turbina, provocando agitacao e
correntes favorecendo o contato com o ar atmosférico, produz uma nuvem de pequenas bolhas
sobre a superficie da 4gua, em um raio de varios metros.

A aeracdo por ar difuso introduz o oxigénio no meio liquido por meio de microbolhas,
originarias de difusores instalados no fundo dos tanques, alimentados por sopradores de ar
comprimido.

Berzin (2001) realizou um estudo para um caso particular, o qual foi examinado
vantagens e desvantagens técnico-economicas de um sistema de aeragdo por ar difuso e
sistema de aeracdo mecanica para o tratamento de aguas residudrias. Foi verificado que a
eficiéncia de transferéncia de oxigénio foi maior no sistema de ar difuso devido ao contato das
microbolhas processadas em toda a profundidade do tanque; a reducdo foi de até 60% do
consumo de energia elétrica ao optar pelo ar difuso em relacdo a aeragdo mecanica; o ar

difuso possibilita operar o sistema com vazao de ar reduzida em periodos de menor demanda,
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e assim reduzir os gastos operacionais e ao considerar os custos totais entre os dois sistemas,
com o ar difuso ha uma redugdo de 27% do custo por volume de esgoto tratado.

Simular a transferéncia de oxigénio em sistemas por ar difuso pode trazer beneficios
em relagdo ao custo do processo além de haver melhor eficiéncia na aeragao do sistema.

Ao levar em consideracdo a formacao inicial de bolhas formadas pelos difusores de ar,
estas podem ser analisadas, em seu caso mais simples, ao considera-las com um formato
simétrico esférico, a simplicidade da analise revela uma série de fendmenos importantes que
ocorrem ¢ devem ser analisados separadamente.

O didmetro médio das bolhas ¢ um parametro de estudo muito importante, pois quanto
menor o diametro das bolhas, maior serd a area interfacial de contato com a 4gua e mais
eficiente sera a transferéncia de massa. Salla (2006) estudou o diametro médio de bolhas em
uma coluna e verificou que o diametro da bolha aumenta linearmente com o aumento da
vazao. Ao fixar-se uma vazao, foi verificado o aumento do diametro da bolha com o aumento

da altura da coluna, justificavel pela pressdo que a coluna d’agua exerce sobre as bolhas.
3.2 Equacido da Continuidade

A Equagado da Continuidade (Equagdo 3.1) expressa a conservagdao de massa aplicada

a um elemento de fluido, em uma regido limitada do espago (SCHULZ, 2003).

av, av, av,

=0 3.1
0x + dy + 0z

3.3 Transferéncia de Massa

O movimento de um elemento especifico num sistema de varios componentes refere-
se a transferéncia de massa. Em regides com concentracdes distintas ocorrera a transferéncia
de massa no sentido das zonas de maior concentragao para zonas de menor concentragao.

Esta transferéncia pode advir pelo mecanismo da difusdo molecular, da convecgao ou
por ambos. Os movimentos aleatdrios de particulas (moléculas) do meio no sentido de maior
para menor concentracdo ¢ chamado de difusdo molecular, ja quando o fluido que compde o
meio estd em movimento, a transferéncia de massa se da por convecgao.

A Equagdo 3.2, reconhecida como Lei de Fick, representa o fluxo de massa como

proporcional a derivada da concentragdo em relagdo ao espago (no caso, direcdo x). A
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difusividade molecular representada pela letra D ¢ de importante quantificacdo para resolver

problemas de transferéncia de massa.

. dc,
m =D g

3.2
Sendo m o fluxo de massa (Kg/m?), D,p a difusividade molecular de uma substancia A no meio B
(m?¥s), C4 a concentragdao de uma substancia A qualquer (Kg/m?®) e x o eixo das abscissas.

O sinal negativo nessa expressao indica que a direcdo da difusdo se da contra o
gradiente de concentragdo, isto ¢, da concentragdo mais alta para a concentragdo mais baixa.
A difusividade molecular ou coeficiente de difusdo indica a facilidade com que um
constituinte pode avancar através de outro.

Ja a transferéncia de massa por convecgao para regimes turbulentos, em que ocorre
presenca de vortices ou turbilhdes, adiciona-se ao transporte difusivo uma parcela de
transporte convectivo. E um modelo aceito e incorpora o coeficiente de transporte turbulento

somado ao coeficiente difusivo, como segue na Equacao 3.3 (ROMA, 2006).
dC,
n=— — 33
m (Dag + D) dx

Sendo D; a difusividade turbulenta (m?/s).
No caso deste trabalho, cujo tratamento ¢ bidimensional, considerou-se D; > Dyp,

portanto a transferéncia de massa se da pela Equacao 3.4.

o dc, dC,
m——(Dtx'E-}‘Dty'E) 34

Em escoamentos altamente turbulentos o termo difusivo ¢ totalmente desprezado e a
equagao, considerando-se €, média temporal, tem similaridade com a equacao de Boussinesq

para viscosidade turbulenta (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2006).
3.3.1 Transferéncia Interfacial de Massa

A transferéncia de massa entre sistemas bifasicos gés-liquido envolve diversas

pesquisas ao longo dos anos por ser um problema de dificil solu¢do. O conceito de camada-
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limite ¢ em geral aceito para representar a taxa de transferéncia interfacial de massa (Equagao

3.5). (SCHULZ, 2003)

m = hm(Cs - Coo) 33

Sendo h,, um pardmetro de coeficiente de transferéncia de massa, Cs ¢ a concentragdo na
superficie (Kg/m?®) e C,, concentrag¢do no seio liquido distante da interface (Kg/m?).

A Teoria dos Dois Filmes (LEWIS; WHITMAN, 1924) diz respeito a situacao fisica
da interface entre duas fases fluidas (liquido e gas). Na interface sao formados dois filmes, um
filme para a fase liquida e outro para a fase gasosa, sendo estes estruturas de resisténcia a
passagem de moléculas de gas entre as fases gasosa e liquida. O transporte de oxigénio
através deles ¢ considerado como um processo de difusdo molecular, por considerar apenas
movimentos laminares no interior dos filmes. A Equag¢do 3.6 apresenta o termo K;,

denominado de coeficiente de transferéncia global de massa. (SCHULZ, 2003).

th = K, (C; = ) >0

O K, ¢ escrito em funcao do coeficiente de transferéncia de massa no filme gasoso
(kg) e do coeficiente de transferéncia de massa no filme liquido (k;), no entanto em
problemas com gases de baixa solubilidade comumente k; << kg, de forma que o Kj seja
aproximadamente o proprio k;.

O coeficiente volumétrico de transferéncia de massa K; a ¢ o produto do coeficiente de
transferéncia de massa liquida k; e da area interfacial a da bolha. Bouaifi et al. (2001)
constataram em seu estudo que o coeficiente de transferéncia de massa k; variou de acordo
com o tamanho da bolha e fluxo em torno das bolhas. Para bolhas maiores, os valores de k;
foram consideravelmente superiores aos registrados para as bolhas menores.

Vuitik (2013) estudou 12 correlagdes para K;a encontradas na literatura e avaliou a
melhor correlagdo aderida aos dados experimentais, a correlagdo proposta por
Hikita et al. (1981) foi a que apresentou maior aderéncia e selecionada como mais adequada

para descrever o processo proposto em sua pesquisa.
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3.4 Equacido da Conservacio de Massa para a Concentracio de um Composto em

um Escoamento

O principio da conservacao de massa diz que a variacdo da massa de um composto em
um elemento de volume sera igual a diferenca entre a massa de composto que sai € aquela que

entra no elemento mais a massa gerada neste elemento, como ilustrado na Figura 1.

Vanagdo demassa | =| Massaqueentra |-| Massaque sal +| DMMassa gerada

Figura 1 - Esquema geral do principio da conservacio de massa.

Comumente a equacdo da conservacdo ¢ apresentada em termos de concentracao
volumétrica do composto. A massa de cada elemento varia de acordo com a posi¢do do
volume nas trés dimensdes (X, y, z) € com o tempo, t.

A forma diferencial da Figura 1 pode ser apresentada pela Equacao 3.7.

3.7

aC,  9C,  9C,  AC, 92c, 9%C, 9%C,
Ay Ay Ay AL '
ot g Ty Tl TP\ G o2 T2 ) Y

Sendo t o tempo (normalmente expresso em segundo), V, a componente da velocidade na
dire¢do x (m/s), V,, a componente da velocidade na dire¢do y (m/s), V; a componente da
velocidade na dire¢ao z (m/s) e g € a taxa de producdo de massa no elemento.

A primeira parcela do primeiro membro representa a taxa de variagao temporal da
concentracdo no elemento de estudo. As trés proximas parcelas representam a taxa de
variagdo da concentragdo ao longo das coordenadas espaciais, provocadas pelo movimento do
fluido. No segundo membro as trés primeiras parcelas representam a difusdo de massa nas trés
direcdes coordenadas e a ultima parcela ¢ a taxa de producdo de massa no elemento ou

incorporagdo de massa por interfaces (SCHULZ, 2003).
3.5 Equacido da Quantidade de Movimento — Navier-Stokes

As equacdes de Navier-Stokes (N-S) visam esclarecer problemas envolvendo qualquer
tipo de escoamento compreendendo varios tipos de fluidos. O desenvolvimento das equagdes

N-S parte da aplicacdo da segunda lei de Newton para um elemento de volume de um fluido,
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no qual sdo considerados esfor¢os de contato e de massa sobre este elemento, tais como forcas
de pressdo, tensdes viscosas € normais e for¢as de campos externos.

A Equagao 3.8 apresenta a Equag¢do de N-S valida para escoamentos incompressiveis
na dire¢do x. Para as dire¢Oes y e z as equagdes sdo apresentadas de formas analogas nas

Equacodes 3.9 € 3.10.

v, oV 9V, o o2V, a2y, 92\ ap
e = — B 3.8
p( x ) 6x2+6y2+622 Tax T PP

%V, 0%V, azvy> ap

_Vx+—Vy+—VZ+—>=u<ax2+ay2 —5 | +5-+pB, 3.9

av, av, ov,  av, o2y, a2y, a2\ ap
- - = — B 3.10
p( x z ) # 6x2+6y2+622 taz TP

Sendo p a massa especifica do fluido (Kg/m?), u a viscosidade dindmica (N-s/m?) e B a for¢ca
que aparece no elemento de volume devido a acao de um campo.

Sao equagoes exploratérias que dao a ideia de como as parcelas de variacao de tensdo
estdo relacionadas com o campo de velocidades, sendo assim base de um grande numero de

resultados uteis obtidos em mecanica dos fluidos.
3.6 Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC)

Fluidodindmica computacional ¢ uma darea que consiste em obter solu¢des numéricas
de problemas da mecanica dos fluidos utilizando métodos numéricos.

A DFC integra analises teoricas e técnicas experimentais da mecanica dos fluidos para
obtencdo de modelos, a fim de esclarecer ou prever fendmenos em escoamento de fluidos. De
acordo com Fortuna (2000), DFC ¢ a area da computacdo cientifica que estuda métodos
computacionais para simula¢do de fenomenos que envolvem fluidos em movimento com ou
sem trocas de calor.

Fendmenos relacionados com o movimento de fluidos podem ser bastante complexos.
Anadlises tedricas, somente, ainda nao conseguem descrever esses fenomenos de forma

adequada, principalmente nos escoamentos encontrados nos problemas de engenharia

(FORTUNA, 2000).
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O uso de técnicas numéricas para a solu¢do de problemas complexos da engenharia e
da fisica ¢ hoje uma realidade, gragas ao desenvolvimento de computadores de alta velocidade
e de grande capacidade de armazenamento (MALISKA, 2004).

Para resolver um problema caracteristico utilizando DFC ¢ necessario discretizar o
dominio fisico em que ocorre o escoamento. Os métodos mais empregados sdo os Métodos
das Diferengas Finitas (MDF), o Método dos Volumes Finitos (MVF) e o Método dos
Elementos Finitos (MEF).

Em problemas comuns dessa area sdo associadas geralmente de 3 a 20 variaveis — tais
como pressdo, trés componentes de velocidade, densidade, temperatura, entre outras — para
cada elemento da malha gerada. Em fendmenos fisicos turbulentos ¢ necessario trabalhar com

malhas bastante refinadas dentro do dominio (DION{SIO, 2008).
3.7 Métodos de Discretizaciao

Por ser um método categorico e tradicional, uma maior énfase serd dada no MDF, pois
faz parte do estudo do presente trabalho, no entanto um breve comentario sobre os outros ja
citados métodos se faz necessario.

Historicamente o MDF foi empregado na area de mecanica dos fluidos, devido a nao
linearidade envolvendo as equacdes de N-S (MALISKA, 2004). O MDF expde as incognitas
do problema de fluxo por meio de pontos tomados em nos da malha de coordenadas lineares,
as equagoOes derivadas governantes sdo substituidas por Diferencas Finitas (DF), através de
equagoes algébricas em cada ponto da malha (MOCROSKY, 2007).

Ja o MEF ¢ mais utilizado para a area de engenharia estrutural na solucao de
problemas de elasticidade, pois estes ndo possuem termos advectivos e assemelham-se a
problemas difusivos de transferéncia de calor, de caracteristica linear (MALISKA, 2004). O
MEF pode fazer uso de malha ndo estruturada, o que permite a solu¢do de problemas com
geometrias complexas, empregando um conjunto de varidveis simples para descrever o local
de variagdo de um fluxo (MOCROSKY, 2007).

Com relagdo ao MVF, as equagdes aproximadas sdo obtidas através de balancos de
conservagao em um volume elementar (MALISKA, 2004). O MVF permite criar equagdes
aproximadas com balanco das propriedades em nivel de volumes simples, para qualquer
tamanho de malha. Os algoritmos numéricos permitem uma integracdo das equagdes

governantes em todo o volume de controle e do dominio da solugdo, assim a discretizagdo ¢
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feita pela substitui¢ao das variaveis de diferenga finitas, através de equagdes integradas dentro

de um sistema de equagdes algébricas que representam o fluxo (MOCROSKY, 2007).

3.8 Método das Diferencas Finitas

O M¢étodo das Diferengas Finitas aproxima as derivadas por expressdes algébricas
véalidas para pontos discretos, diferentemente dos modelos analiticos, cujas fungdes sdo
vélidas para qualquer ponto do dominio. Assim sendo, a equacdo diferencial parcial que
descreve o problema ¢ substituida por um numero finito de equacdes algébricas, escritas em
termos dos valores da varidvel dependente nos pontos selecionados. O sistema de equacdes
algébricas deve entdo ser solucionado.

O ponto de partida ¢ a conservagao da equagdo na forma diferencial. O dominio de
solucao ¢ representado por uma malha e, em cada ponto dela, a equagdo ¢ aproximada,
substituindo as derivadas (totais ou parciais, a depender do problema em analise) por
aproximacdes em termos de valores das fungdes nos nés da malha. O resultado ¢ uma equagao
algébrica para cada n6 da malha, na qual o valor da varidvel num certo nimero de nds
vizinhos aparece como incégnita.

Em principio, o MDF pode ser aplicado a qualquer tipo de malha, contudo o mesmo
tem sido aplicado a malhas estruturadas em que as linhas da malha servem como coordenadas
locais.

Para obter aproximacdes para a primeira e segunda derivadas da varidvel em funcao
das coordenadas sdo usadas expansdes baseadas na série de Taylor ou regressoes polinomiais.
Quando necessario estes métodos sdo também aplicados para obter os valores das variaveis
em locais que ndo ha nods (por interpolacao).

Em malhas estruturadas, o MDF ¢ muito simples e eficaz. Sao especialmente faceis de
obter os métodos para uma elevada ordem em malhas regulares. Algumas desvantagens do
MDF sao o fato de a conservacao nao ser inerente ao método, a nao ser que sejam tomadas
medidas especiais e as restricdes as geometrias simples, significativa em problemas

complexos (GONCALVES, N. D. F., 2007).

381 MAC

O método MAC (Marker and Cell) foi inicialmente proposto por Harlow e Welch

(1965) para a solugdo de problemas de escoamento em superficies livres, e tornou-se um dos
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esquemas explicitos mais populares para a solugdo das equagdes de N-S. O método pode ser
empregado para escoamentos transientes e estacionarios, ¢ comumente implementado em uma
malha deslocada.

No MAC, a discretizagdo dos termos que envolvem velocidade ¢ realizada no instante
n enquanto que o termo envolvendo pressdao ¢ discretizado em n + 1, de forma que apds o
calculo das velocidades em n + 1, todas as varidveis do escoamento sdo avangadas no tempo.
A aproximagdo do termo transiente no método MAC ¢ baseada no método de Euler explicito.
Assim, todos os termos que envolvem derivadas parciais espaciais de velocidades sendo
discretizados no nivel de tempo n, de forma que, apés a aplicagao do integrador temporal,
determinamos o campo de velocidade no nivel temporal n + 1.

A modelagem de escoamentos incompressiveis por meio das Equagdes de N-S
necessita envolver em seus céalculos a equagao de Poisson para a pressao a cada incremento no
tempo, entretanto existem algumas dificuldades para solucionar estes tipos de sistemas. A
equagdo da continuidade deve ser satisfeita a cada passo de tempo, o que gera a necessidade
da solugdo de um conjunto de equagdes acopladas para a determinagdo do campo de
velocidades em n + 1. O segundo ¢ que ndo héa condi¢des de fronteiras fisicas para a pressao,
deste modo se deve utilizar condigdes de fronteira apropriadas a solu¢do numérica da equagao

de Poisson para a pressao. (FORTUNA, 2000).

3.8.2 Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson propde um esquema implicito alternativo para melhorar
a acuracia da derivada de segunda ordem no espacgo e possibilitar a discretizagcdo central da
derivada temporal de primeira ordem, evitando tempos negativos para as equagdes de
transporte. Para alcangar esse objetivo, aproximagdes para as diferencas sao implementadas
no ponto médio do incremento de tempo,

Com esta técnica, para que ndo haja inconsisténcia com tempos negativos e por
permitir um menor desvio com relacdo as parcelas desprezadas na aproximacdo discreta
(arredondamento), coloca-se o ponto de referéncia da malha discreta centrado na metade do
intervalo de tempo At estipulado, ou seja, k + 1/2 conforme Figura 2. Este ponto ndo sera
contabilizado nos calculos, mas faz-se uma aproximag¢ao por média aritmética das equagdes

avaliadas nos instantes k e k + 1.
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Figura 2 - Esquema de malha temporal conforme a técnica de Crank-Nicolson. Considera-se um ponto na
metade do intervalo como referéncia para os calculos.

Oishi (2008) estudou o método de Crank-Nicolson na constru¢do de métodos de
projecdo para escoamentos com superficie livre. Na andlise de estabilidade, o principal
resultado mostrou que o método de Crank-Nicolson torna-se incondicionalmente estavel
quando aplicado para uma malha deslocada com a discretizagdo explicita das condicdes de
contorno do tipo Dirichlet, porém o mesmo método com condi¢des de contorno implicitas ¢

condicionalmente estavel.

3.9 Estudos na Area

Horvath et al. (2009) simularam uma coluna de bolhas utilizando DFC e compararam
com resultados experimentais. As simulagdes fizeram uso de duas implementacdes
disponiveis de modelo de Volume de Fluido. As comparagdes mostraram que ambas
produziram boa previsdo da fracdo volumétrica de gas na coluna de bolhas, sendo medidas
pela altura do nivel do liquido, mesmo com a velocidade de ascensdo das bolhas principais
exagerada. Ao usar o OpenFOAM foi possivel simular alguns segundos de tempo real para a
coluna de bolhas com duas taxas de fluxo de gas diferentes, produzindo resultados
semelhantes aos dos experimentos. A fragdo volumétrica de gas na coluna ¢é prevista
corretamente, no entanto a simulacao das bolhas menores precisaria de uma grade de maior
densidade e de um refinamento em torno de interfaces.

Dionisio (2008) analisou a influéncia de pardmetros e aproximagdes geométricas
usualmente feitas em simulagdes por DFC do escoamento bifasico gas-liquido em colunas de
bolhas em escala de laboratério. Foram utilizadas equagdes de conservacdo de massa e
quantidade de movimento, levando em conta as interagdes relevantes entre as fases, incluindo

a forca de arraste na modelagem matematica. O modelo de turbuléncia utilizado para a fase
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continua ¢ o modelo k-¢, o qual se baseia na hipotese da viscosidade turbulenta, que sugere
que a turbuléncia consiste de pequenos turbilhdes que estdo constantemente se formando e se
dissipando, e das Tensdes de Reynolds, que sdo consideradas como sendo proporcionais aos
gradientes de velocidades médias. Além disso, foi utilizado o software comercial
CFX/ANSYS 11"™ para resolugdo numérica e visualizagio dos resultados do sistema de
equacdes gerado, no qual o MVF ¢ usado para a discretizagdo do dominio da solucdo do
problema.

Ainda de acordo com Dionisio (2008), a abordagem euleriana apresenta uma boa
aproximagdo para os sistemas estudados, havendo necessidade de modelos de arraste que
considerem deformagdes na geometria das bolhas. Ja os sistemas de médias temporais sdo a
forma atual mais 0til para comparar dados relevantes em colunas de bolhas, j& que ¢ sabido o
comportamento altamente oscilatorio/transitério dos perfis de velocidade axial da fase liquida
e fracdo volumétrica.

Ekambara, Dhotre e Joshi (2005) utilizaram a DFC para descrever a hidrodindmica
dos reatores de coluna de bolhas. O comportamento do fluxo da coluna de bolhas foi previsto
utilizando modelos unidimensional, bidimensional e tridimensional. Os modelos de DFC
estimaram a fracdo volumétrica de gas, velocidade axial do liquido, intensidades de
turbuléncia, viscosidade turbulenta e caracteristica de dispersdo da fase liquida e foram
comparados com dados experimentais.

Para um fluxo bifasico gas-liquido em uma coluna de bolhas, os autores utilizaram
equagoes de movimento e continuidade para coordenadas cilindricas tridimensionais, obtidas
a partir de procedimentos similares a Stewart e Wendroff (1984), Jakobsen et al. (1997), Joshi
(2001) e Sokolichin et al. (2004), nos quais os autores deram detalhes pertinentes as equagdes
governantes para formulagdo dos escoamentos bidimensionais. O método dos volumes finitos
foi empregado para solucdo das equagdes. O arranjo de grade escalonada utilizado foi o
mesmo proposto por Patankar e Spalding (1972) e o algoritmo Semi Implicit Linked
Equations (SIMPLE) foi usado para determinar o termo acoplado de velocidade e pressdo na
modelagem bidimensional e tridimensional. O conjunto de equagdes algébricas obtido apos a
discretizagao foi, entdo, resolvido por Algoritmo Tridiagonal (TDMA).

Os resultados dos modelos foram comparados com dados experimentais de Vitankar et
al. (2002) para modelo unidimensional, Ekambara e Joshi (2003a) para modelo bidimensional
e Ekambara e Joshi, (2003b) para modelo tridimensional. As simulagdes foram realizadas
com sucesso. Todos os modelos tiveram boa concordancia com os dados experimentais para

velocidade axial e fragdo volumétrica de gas na coluna. No entanto, no que diz respeito ao
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coeficiente de difusdo, apenas as previsdes do modelo tridimensional concordam em estreita

colaboragdo com os dados experimentais.
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4 METODOLOGIA

O processo de aeracdo realizado através de difusores de gas apresenta, em geral, um
mecanismo muito simples de aplicacdo, que consiste na introdugdo de um gas no meio
liquido, o qual transfere seu oxigénio e supre a deficiéncia deste no meio. Entretanto, os
fendmenos que regem este processo sao complexos e exigem um estudo detalhado. Diversos
parametros precisam ser analisados separadamente para chegar a um resultado satisfatério que
represente fielmente o processo de aeragdao por ar difuso e isto requer a construgcdo de
experimentos e estudos aprofundados sobre o tema.

Exemplos de pardmetros e equagdes sdo: velocidades do fluido, viscosidades
cinemadticas e turbulentas, dispersdo de uma pluma de bolhas, fracdo de vazios, velocidade
ascensional de bolhas, coeficiente volumétrico de transferéncia de massa, difusividade do
componente estudado no meio, entre outros.

A modelagem matematica ¢ realizada através da defini¢do de um conjunto de
equacdes diferenciais parciais e condi¢des de fronteira, de forma que melhor represente ou
interprete de maneira simplificada a realidade. No entanto para evitar cometer erros graves se
deve ter atengdo ao determinar simplificacdes e ao escolher parametros que representem a
realidade, de forma que os resultados ndo sejam influenciados negativamente. As equagdes
em suas formas discretas foram implementadas no software MATLAB. A licenga do software
foi  concedida  pela  Universidade @ de  Sdo  Paulo através do  link

<http://www.cce.usp.br/atendimento/software/matlab/2012a/win/>.

4.1 Esquema Proposto

O esquema escolhido para a simulacdo do trabalho foi um canal aberto, de acrilico,
sem agitagdo mecanica, ajustado para aerador. O canal adaptado estd instalado em planta
piloto, utilizada para ensaios de cavitagdo e aeragdo (OLIVEIRA, 2008). Encontra-se no
laboratorio de  Hidraulica  Ambiental, localizado no CRHEA-SHS-EES-USP
(Broa, Itirapina, SP).

O fluido utilizado foi dgua e sua entrada se da pelo lado esquerdo, por meio de uma
pequena abertura na parte inferior do canal e sua saida se d4 pela parte superior direita. Os

aeradores estdo inseridos na linha central do fundo, dispostos longitudinalmente (Figura 3).
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Figura 3 - Aparato experimental. Adaptado de Oliveira (2008).

O canal possui dimensdes de Sm (comprimento) x 0,35m (altura) x 0,20m (largura).
As simulagdes foram realizadas apenas em duas dimensdes (x, y) e a parte do canal simulada
possui 2,5m de comprimento por 0,30m de altura. A escolha deste intervalo para realizar as
simulacdes foi pelo fato de ser este o trecho que conta com a inje¢do de oxigénio por meio
dos bicos injetores. A Figura 3 ndo esta em escala e serve apenas para elucidar o leitor.

Foram realizadas simulagdes das velocidades V, e V,, da agua no tanque, dos perfis
estacionarios das plumas de bolhas, da concentragdao de oxigénio dissolvido dentro do tanque,
para 1 bico injetor de ar, 5, 10 e 24 bicos injetores de ar, espacados igualmente entre si, e

ainda simulagdo da pressdo no canal.

4.2 Equacdes Governantes

A simulagdo da transferéncia de oxigénio por ar difuso procura, através de conceitos
teoricos de estudos realizados anteriormente, representar de forma satisfatéria o processo

ocorrido. Para isso, equacdes que representem os fenomenos advindos no processo foram
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utilizadas. Vale ressaltar que outras equagdes podem ser inseridas na modelagem, a fim de

complementar a simulagao.
4.2.1 Concentracao de Bolhas

Um modelo de dispersdao descreve matematicamente o processo de difusdo turbulenta
e transporte de um elemento que ocorre em um sistema. Para tratar da modelagem da
concentragdo de bolhas no presente trabalho, foi considerado o modelo de dispersdo gaussiana
para a pluma.

Simiano (2005) realizou um estudo a respeito da hidrodindmica em plumas de bolhas.
Técnicas de medigdo como Velocimetria por Imagem de Particulas (PIV), Sondas Opticas de
Dupla Ponta (OP) e técnicas fotograficas foram utilizadas. Estudos estatisticos determinaram
que os vazios formados pela pluma de bolhas apresentam um perfil de ajuste gaussiano

(Figura 4).

Figura 4 - Espalhamento gaussiano das bolhas, assumido com didmetro uniforme e velocidade constante. Fonte:
Vuitik (2013).

A dispersao das bolhas se da a partir de um ponto de massa central, o qual sobe numa
linha central a uma velocidade média ascensional constante. A equagdo que descreve uma
funcdo Gaussiana de dispersdo para concentracdo de bolhas ¢ abordada por Vuitik (2013),

apresentada pela Equagao 4.1.

n, —x? —y?

exp rexp\ ——— 4.1
4-m-z: Dbolha) 4 Dyotna 4 Dyoiha -

Cp(x,y,2) =

| N
| N
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Sendo C,, a concentragdo de bolhas (n° de bolhas/m’), n,, a quantidade de bolhas formadas
pela vazdo de ar na injegdo (n° de bolhas/s), Dpyne @ difusividade das bolhas na agua (m?/s).
A vazdo de ar (Qg,) injetada no aerador e o volume médio da bolha (Vol,) interferem na
quantidade de bolhas que ¢ formada.

Adaptando a Equacdo 4.1 para este estudo, tem-se a Equacao 4.2.

n, —x?

B 42
(4 Ty Dbolha) 4 - Dbolha ) Vl
b

Cr(x,y) =

Sendo V,, a velocidade média de ascensdo das bolhas (m/s).

Ao considerar o caso bidimensional, as dire¢des z e y da Equacgdo 4.1 passam a ser a
direcdo y e zero, respectivamente, para esta metodologia, por se tratar de um estudo
bidimensional. Assim sendo a terceira parcela do segundo membro da Equacgdo 4.1 € igual
al.

A fim de saber a €, em funcdo do raio a partir da linha central de uma pluma de
bolhas, a Equagao 4.2 ainda pode ser reescrita por fazer-se necessario compatibilizar para
posicdes cartesianas, de modo a possibilitar o calculo do sistema algébrico discreto

(Equacao 4.3).

n, —r?

L 43
(4 Ty Dbolha) 4 - Dbolha ) Vl
b

Cr(x,y) =

Sendo r o raio de espalhamento ao redor da linha central da pluma (m).

Vuitik (2013) ainda insere um coeficiente de ajuste para o calculo da concentracao de
bolhas. Este coeficiente reduz o termo disperso a uma ordem de grandeza apropriada a
realidade observada e ¢ utilizado neste trabalho. O coeficiente tem valor de 0,2 e é
multiplicado pela concentracao de bolhas calculada.

Além disto, a equacao diz respeito a apenas uma pluma de um bico injetor e ao haver
mais de um, que ¢ o caso do presente trabalho, ¢ necessario sobrepor os efeitos, conforme

Figura 5.
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=

peinj(n)

Figura 5 - Observagdo do raio da pluma e da sobreposigdo da C,. Fonte: Arquivo pessoal.

O assunto sera abordado mais adiante no item 4.3.1.

4.2.2 Difusividade da Bolha

Para o calculo da difusividade da bolha, foi empregada a Equagdo 4.4 de
Vuitik (2013), o qual realizou um estudo que abordou os parametros envolvidos na
transferéncia de oxigénio em meio hidrico aerado por bolhas, com os simbolos adaptados,
onde y corresponde a cota da secao e V), a velocidade ascensional média das bolhas na mesma

secao.

Dyotha = 0,000055 - (y - 1,) %544 y

De acordo com a Equag¢do 4.4, a difusividade da bolha varia com a altura e com a
velocidade ascensional média da bolha. Neste estudo a altura y do tanque foi considerada
constante (0,30m) e conforme estudo realizado por Oliveira (2008) a velocidade ascensional
média de uma bolha pode variar de 0,13 m/s a 0,26 m/s, neste trabalho foi utilizado o valor de

0,19 m/s.
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4.2.3 Coeficiente de Transferéncia de Massa

A Equacgdo 4.5, proposta por Hikita et al. (1981) foi utilizada para o calculo do K; no
presente trabalho, por representar um ajuste satisfatério para este calculo de acordo com

Vuitik (2013).

—-0,248
e (2 ()
g ' o p,- o3 1y p1 " Dap

Sendo Vs a velocidade superficial (m/s); g a aceleracdo devida a ac¢do da gravidade (m/s?); y;
a viscosidade dindmica na fase liquida (N-s/m?); o a tensdo superficial do liquido (N-m?); p; a

massa especifica do liquido (Kg/m?) e y; a viscosidade dindmica da fase gasosa (N-s/m?).

4.2.4 Velocidades no Meio Liquido

As velocidades médias de um meio liquido em turbuléncia, V; e V,,, nas diregdes x e y
respectivamente, sao variaveis importantes no escoamento. Para acoplar essas variaveis ao
fendmeno, tém-se as Equacdes de N-S nas direcdes x (Equacgdo 4.6) e y (Equacdo 4.7). As

velocidades ja sdo as velocidades médias do escoamento segundo o equacionamento de

Reynolds.

6u+6u2+6uv_ 1(')p+ 62u+62u 16
at  dox dy  pox "t \ x2 y? emx )
6v+6v2 +6uv_ 10p 62v+62v 47
ot~ dy  dx  pdy “\ox?2  0y? emy )

Sendo u a componente da velocidade na dire¢do x (m/s), v a componente da velocidade na
direcdo y (m/s), p a pressdo (Pa) e 1; a velocidade cinematica turbulenta (m?/s).

No meio aquoso com alto grau de agitacdo por bolhas, ¢ possivel usar valores de
viscosidades cinematicas turbulentas médias (em qualquer dire¢do) na faixa de 5 a 30 Pa.s
para efeito de calculos e estimativas rapidas sem significantes degeneragdes dos resultados

(OLIVEIRA, 2008).
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4.2.5 Fracao de vazios

Ao considerar um sistema bifasico ar-agua, a fragao de vazios (@) neste estudo foi

entendida como segue na Equagao 4.8.

@ =1- (VOlb * Cb) 4.8

A cada posicao (i,j) da malha foi calculado um valor para a fragdo de vazios (9),
segundo o volume da bolha (Vol,) e a concentracdo de bolhas na mesma posi¢do. Caso o
espaco tenha sido preenchido somente com liquido, o valor de @ foi igual a 1.

Para simplificagcdo dos célculos, o volume de uma bolha foi calculado considerando

uma bolha esférica de didametro médio de 0,005m.

4.2.6 Concentracao Média de Oxigénio Dissolvido

Para calcular a concentra¢dao de oxigénio dissolvido na dgua foi inserida no modelo a

Equacdo 4.9, baseada na Equag¢ao 3.7 do item 3.4.

a0C, 00C a0C 0 a0C 0 a0C,
oD Ly oD LV op _ _<Dtx OD) ( oD

at * 9x Y 9y  ox ox ay\" 9y

5 ) + o) 49

Sendo Cypp a concentragdo de oxigénio dissolvido na agua (Kg/m?); t o tempo (s), D, € a
difusividade turbulenta do OD na direcdo x (m?*/s), D, yé a difusividade turbulenta do OD na
direcdo y (m*/s) e ryp a descarga volumétrica que atravessa a interface da bolha por
convencdo de massa (Kg/(m?s)).

As difusividades turbulentas serdo consideradas de iguais magnitudes das viscosidades
cinemadticas turbulentas v;, de modo que a transferéncia de massa ocorra simultaneamente
com movimento do fluido.

O niimero de Schmidt (Sc) representa a razdo entre a difusdo de momento e a difusdo
de massa (Equacao 4.10).

Sc= 4.10

v
D

Sendo va viscosidade cinematica do fluido (m?/s) e D a difusividade (m?/s).



40

Ao considerar o niimero de Sc = 1, por hipotese, Dy = v, e Dty = Ve

4.277 Descarga Volumétrica

A taxa myp ¢ quantificada pela Equacao 4.11 constituinte da convecgdo de massa.
mop = ki, a* (Cops — Cop) 4.11

Sendo Cyps a concentragdo de oxigénio dissolvido junto a superficie da bolha, assume-se o
valor de saturagdo nesta regido, junto a interface, em certa temperatura (Kg/m3).

Com relagdo a concentracdo de saturacdo do OD, Cyps, ela € uma propriedade
termodindmica do sistema bindrio oxigénio-dgua e varia com a temperatura. Para a
temperatura ambiente de aproximadamente 27°C tem-se uma concentra¢do proxima de
8mg/L. A area superficial da interface gas-liquido presente no volume diferencial ¢ a
superficie total das bolhas no volume em questdo (m?).

Usualmente, o produto K;a pode ser predito por correlagdes empiricas, assim como o
valor de K;. Também ¢ tipico associar esse parametro ao numero de Sherwood (Sh),
encontrado em diversas equacgdes. Painmanakul et al. (2009), por exemplo, apresentam
diversas correlagdes da literatura, mas correlacionam melhor os dados nas Equacgodes de
Higbie (Teoria da Penetracdo) (Equagao 4.12), Frossling (Equacao 4.13) e a Equagdo 4.5 de
Hikita (1981) analisada por Vuitik (2013).

,D -V
K, =2 |22 " 4.12
my

D
K, = %(2 +0,6Re"/25c'/3) 4.13
b

Sendo dj, o didmetro da bolha (m); Re o numero de Reynolds e Sc o nimero de Schimdt.
4.3 Discretizacoes

Para calcular a solu¢do das equagdes governantes e implementéa-las no software

MATLAB foi necessario discretizar a regido (dominio) computacional e as equagdes, ou seja,
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dividi-las em pontos, pois ndo se pode obter solu¢cdes numéricas sobre uma regido continua
com infinitos pontos. Somente nestes pontos numéricos as solugdes foram obtidas, e ao
conjunto de pontos da-se o nome de “malha” (Figura 6). O resultado numérico obtido serd
mais fiel ao modelo, quanto mais “fina” for a malha, ou seja, quanto maior for o nimero de

pontos discretos. (FORTUNA, 2000)

%)

Figura 6 - Malha computacional, i varia de 1 até 10 e j varia de 1 até 72.

A malha computacional deste trabalho (Figura 6) apresenta dimensdo (i,j), onde i
representa o nimero de linhas do eixo y e variade 1 a NY , sendo NY = 10 e j representa o

numero de linhas do eixo x e variade 1 a NX, sendo NX = 72.

4.3.1 Concentracio de Bolhas

A Cp, foi armazenada no centro da célula discreta de acordo com a Figura 7.

Cbi+l,j bl'+1j+l
[ ] . Ay
Go ij Cbi,j+1
[ ] L ]
¥y ()

Lv X (u) AX

Figura 7 - Malha discretizada para o calculo da concentracio de bolhas.

A concentragdo de bolhas foi calculada para cada ponto discreto da malha,
primeiramente, em relagdo ao primeiro injetor. Em seguida para cada ponto discreto da malha
novamente, porém, para a posi¢ao do segundo injetor, € assim sucessivamente até o ultimo

bico injetor de oxigénio. As concentragdes foram sobrepostas de acordo com a Figura 8.
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Figura 8 - Observagdo do raio da pluma com relagdo ao ponto i,j e superposicao de efeitos dos bicos injetores.
Fonte: Arquivo pessoal.

Com a introdugdo da medida do raio para um ponto discreto situado em x;; (e y;;) a
partir da linha de posi¢do do n-ésimo bico injetor poinj(n) conforme Figura 8, tem-se a
Equacao 4.14.

T = |poinj(n) — xi,j| 4.14

Sendo poinj(n) a posicao do bico injetor de gas dentro do tanque (m) e x a distancia do local

onde se deseja encontrar a Cj,.

ApOs a substituicao da Equacao 4.14 na Equagao 4.3 obtém-se a Equagao 4.15.

ny |p0inj(n) — X |
Cb:,l]' = 3/ Texp| — yli]- 4.15
yi,j 2 4 * Dbolha " _J
(4 “ 1 Dpoina ._Vb ) Vy

Esta Equagdo 4.15 permite calcular de antemao o perfil estaciondrio de distribuicao de
bolhas, C;, para o sistema de aeracao.
De acordo com o esquema suposto na Figura 8, para obter a concentragao de bolhas Cp,

total, faz-se o somatdrio das contribui¢des de cada bico injetor (Equacdo 4.16).
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Ninj

Cbi,j = Z Csz 416
n-1

Sendo Nj,; o namero de injetores existentes no tanque.
Dessa forma, a equagdo representa o perfil radial de espalhamento das bolhas a uma
dada altura (Figura 4). Com esse perfil ¢ possivel quantificar a area interfacial de troca de

oxigénio entre bolha e agua em uma dada célula da malha discretizada representativa do meio.
4.3.2 Velocidades do Meio Liquido

As velocidades no meio fluido foram calculadas por meio do MDF e do MAC
apresentado em Fortuna (2000).

Para realizar o célculo das Equagdes de N-S (Equacdes 3.8 a 3.10), as incognitas u, v
e p sdo distribuidas em malha deslocada (Figura 9) de forma que elas ndo fiquem nas mesmas
posigdes. Isso evita a formacgao de conjuntos desacoplados de equagdes que pode levar a erros
grosseiros. E usual colocar a pressdo p no centro da célula e u e v nas faces. A pressdo p fica
no centro da célula, a componente u da velocidade fica na direcdo x nas faces laterais, que
distam +Ax/2 do centro e a componente v da velocidade na dire¢do y nas faces superior e

inferior, que distam +Ay/2 do centro.

Viing

Uij-12 —= o ——= Wiji1n |Ay

v

Figura 9 - Célula da malha deslocada. A pressdo é armazenada no centro, enquanto que as velocidades sdo
armazenadas nas faces.

As Equagdes de N-S (Equagdes 4.17 e 4.18) em x sdo discretizadas em (i, ) + %) e em

T
y, em (l+5,j).
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6u+6u2 +0(uv) _1dp 62u+62u 417
ot 0x dy  pox "\ ox2 dy? ’
6v+6v2 +6(uv) _1dp 62v+62v 418
ot dy ax  pay "\ ox2 dy? ’

4.3.2.1 Equacio de momento na direciao x

Seguem abaixo as discretizagdes realizadas para a equagdo de momento na diregdo x

(Equacao 4.17).
4.3.2.1.1 Discretizagdo Temporal
A derivada temporal da equagdo de N-S na direcdo x ¢ discretizada de acordo com a

Equacao 4.19.

n+1 n
ou _ Uije1/2 ~ Uijr1/2

—_ = 4.19
otlyji1/2 At

4.3.2.1.2 Aproximacdo dos termos convectivos

Os termos convectivos foram discretizados utilizando diferengas centrais de segunda

ordem (Equacdes 4.20 e 4.21) e estao representados na Figura 10.

ou? Ul — Uy
= ~ — 4.20
i,j+1/2
d(uv) - Wv)i-12,54172 = WUV)ir1/2,j41/2 4.1
dy B Ay '

ij+1/2
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Figura 10 - A discretizacio das derivadas presentes na equacio de momento na dire¢io x ¢ feita no ponto
(&,j+1/2).

Porém termos u?; jiq, U%;j, UVi_1/2j41/2 © UViy1/2j+1/2, N30 estdo definidos nas

células e as parcelas convectivas podem ser reescritas conforme Equagdes 4.22 e 4.23.

2
ou” _ ou 422
0x dx
0 0
(w) _ ou 4.23
dy dy
. . . . (4 O0u  du .
No entanto u e v sao velocidades de conveccao conhecidas pela média e % e % sao

propriedades de transporte, as quais precisam ser interpoladas. Desta forma tém-se as

Equacdes 4.24 € 4.25.

2 = . T
du L Uijer t Upjer — Ugj Uy
Ox = Ax 4.24
i,j4+1/2
d(uv) - Viv1/2,j+1/2 * Uit1/2,j+1/2 — Vi-1/2,j+1/2 " Wi-1/2,j+1/2 495
0y 1ijv1y2 Ay

Os valores U e u sao médias dos pontos vizinhos, definidos nas faces, definidas pelas

Equacdes 4.26 a 4.29.

_ Ujj+3/2 T Ujj+1/2
ui‘j+1 = 2 4.26
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_ Upjri2 T U1y

_ Vit1/2,j T Vit1/2,j+1
Viv1/2,j41/2 = 2 4.28
_ Vi—1/2,j T Vi-1/2,j+1
Vi—1/2,j+1/2 = 5 4.29

As velocidades transportadas u sdo obtidas por interpolacdo. A direcao local do
escoamento ¢ muito importante em determinado ponto (i,j) da malha, pois isto reflete o
comportamento que o escoamento tem a montante deste ponto, bem como as propriedades
transportadas para este ponto.

O método utilizado para obter esta velocidade transportada ¢ o método Hibrido, que
combina o método Upwind e o método das Diferencgas Centrais.

O método Upwind de discretizagdo determina que a aproximacao da derivada espacial
dependa da dire¢do de propagacdo das caracteristicas, ou seja, a propriedade em um ponto P
qualquer depende fortemente das caracteristicas transportadas de pontos a montante de P.
Desta forma, o método Upwind verifica a direcao do fluxo médio e atribui uma fungdo sinal
(Equagdo 4.32) para determinar esta direcdo. As equacdes 4.30 e 4.31 verificam essas

direcdes e a Equacdo 4.33 calcula a velocidade interpolada.

U; seu; i <0
oy ={ i,j+1/2 2 4.30
’ ui_j_l/z se ui_j =0
_ (Uij+3/2 S€ Ujjp1 <0
Uijr1 = {ui,j+1/2 seiljyg 20 431
g lseu;; =0 432
j_{—lseﬂi,j<0 )
1+s; 1—s;
j j
Ujj = [—2 Ujj-1/2 + > ]ui,j+1/2 4.33

O esquema Upwind nao ¢ recomendado, em geral, pois apresenta problemas praticos

por gerar uma forte difusdo numérica na solucao.
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O numero de Péclet (Pe) mede a razdo entre as intensidades dos processos de
conveccdo e difusdo (Equagao 4.34). Quanto maior o numero de Pe, maior a intensidade da
conveccdo. O método de discretizagdo por Diferengas Centrais pode originar solucdes
oscilatérias quando o nimero de Pe ¢ maior do que 2, porém quando Pe < 2, gera-se bons

resultados.

u; |- Ax
Pe;; = % (Péclet) 4.34

Caso o Pe tenha sido menor que dois, a velocidade transportada u; ; manteve-se igual

a u;; (Equagdo 4.35).
ui,j = ﬁi_j, se Pei'j <2 4.35

O método utilizado no presente estudo, Hibrido, agrupa a precisdo nas regides do
escoamento por Diferengas Centrais onde Pe; ; < 2 ¢ Upwind para Pe; ; = 2. A transigdo de

um para outro deve ser suave, para isso utiliza-se a Equagao 4.36.

ui,j = (1 - FP]-)uiJ + FPjuL-_j

4.36
Diferencas Centrais  Upwind
Sendo FP uma fung¢ao apresentada por Wesseling (1992), calculada pela Equagao 4.37.
0, se Pe;; <19
Pei,j - 1,9
FP]': T’ se 1,9SP€L'_]'<2 4.37

1,se Pe;;j =2

Ao somarem-se os termos convectivos, tem-se CONV discretizado no nivel de tempo

n (Equagdo 4.38).

(uz)?jﬂ - (uz)?j N (UU)?—1/2,]'+1/2 - (UU)?+1/2,]'+1/2
Ax Ay

4.38

CON iT;'+1/2 =
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4.3.2.1.3 Calculo dos termos viscosos

Os termos viscosos da Equacgdo 4.17, também sdo discretizados em malha deslocada e

estdo apresentados nas Equagdes 4.39 e 4.40.

0%u L Uijo172 — 2Uija1y2 Ui jas)2
— ~ ) 4.39
Lj+1/2
0%u Uit 12 = 2Ujjr1y2 T Uik je1)2
o - s 4.40
Yolijeay2 Y

Todos os termos acima estdo definidos na malha e ndo precisam ser interpolados.
Ao somarem-se os termos viscosos, tem-se VISC discretizado no nivel de tempo n

(Equacao 4.41).

n n n
Uij1/2 = 2U 4172 T U jas)2
(Ax?)

VISCLT,"]+1/2 =V
. . . 441
Wil jr1/2 = 2Ujje1/2 T Uirsje1)2

T @y?)

4.3.2.1.4 Calculo da pressao

A equacgdo de Poisson discretizada também relaciona valores de p adjacentes entre si.

e sua aproximagao ¢ descrita na Equacgao 4.42.

op _ Pij+1~Pij

— 4.42
ax i,j+1/2 Ax

Apos a discretizagdo de todos estes termos, a versao discreta da Equacgdo 4.17 pode ser

reescrita pela Equagao 4.43:

lpir,ljﬂ —Dij
p Ax

n+1 n
Ujjr1/2 — Uij+1/2
At

Ao rearranjar os termos, foi obtida a Equacao 4.44.
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n n
nl _om _Atpijva —Pij
Ui jr1/2 = Uijr1/2 — A

>t At(=CONV/s 1/, +VISCT11/2) 4.44

Por conveniéncia, foi definido F}'j,;,, como sendo a soma dos termos convectivos,

viscosos e da velocidade 74/, (Equagdo 4.45).
Fliv1j2 = Ulje1/z + DE(—CONVY 41 o+ VISCY 41 /2) 4.45
A Equagao 4.44 foi reescrita conforme Equacao 4.46.

n. . —ph
n+1 _ on . Atpi,j+1 pl,]
Uij+1/2 = Fij+1/2 o Ax

4.46

4.3.2.2 Equac¢io de momento na direcio y

Analogamente obteve-se a discretizacdo da equacdo de momento na direcdo y

(Equagdo 4.18) na posi¢do (i + 1/2,j).
4.3.2.2.1 Discretizacdo temporal

A derivada temporal da equag@o de N-S na dire¢do y ¢ discretizada de acordo com a

Equacao 4.47
0_17 _ ”iTll/z,j - 171‘13r1/2,j 447
Otliv1y2,) At '

4.3.2.2.2 Aproximacgdo dos termos convectivos

Os termos convectivos foram discretizados utilizando diferengas centrais de segunda

ordem (Equacdes 4.48 ¢ 4.49) e estdo representados na Figura 11.

6_172 ~ M 4.48

0V li41y2,) Ax

d(uv) ~ (uv)i+1/2,j+1/2 - (uv)i+1/2,j—1/2 4.49
0x liy1y2) Ax '
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Vi3,

u pj+1_.j
i+1,j-12 — o - Wiijn Ay

Vii1a,

pi.j

Uij12 1= @ - Wija

iv *

|
Vi-12,

-
ju Ax

Figura 11 - A discretizacdo das derivadas presentes na equacio de momento na direciio y é feita no ponto
(i+1/2,)).

Porém os termos v2i+1,j, vzi,j, UViy1/2,j+1/2 € UViy1/2,j-1/2> N30 estdo definidos nas

células e as parcelas convectivas podem ser reescritas conforme Equagdes 4.50 e 4.51.

a 2
ov" _ ov 4.50
dy dy
9
w) _ v 451
dx dx

-~ . -~ . T v ov .
No entanto u e v sdo velocidades de convecgdo conhecidas pela média e 3 € 35 Sd0

propriedades de transporte, as quais precisam ser interpoladas. Desta forma tém-se as

Equacoes 4.52 ¢ 4.53.

2 s 5.

ov _ Vik1,j  Vigj — Uiy Vi

Ty = A 4.52
Y12 y

d(uv) _ Wivay2,j+1/2 " Vit1/2,j+1/2 ~ Uit1/2,j-1/2 " Vit1/2,j-1/2 453
0x liv1/2 Ax '

Os valores v e u sao médias dos pontos vizinhos definidos nas faces, definidas pelas

Equacoes 4.54 2 4.57.
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Binn, = Vi+3/2,j er Vit1/2,j 4.54
5 = Vit1/2, ; Vi-1/2, 4.55
Tivsjajoifs = ui+1,j+1/22+ Ui j+1/2 4.56
Tiv1ajr)s = Vit1/2,j +217i+1/2,j+1 4.57

As velocidades transportadas v sdo obtidas por interpolagdo. O método utilizado para
obter esta velocidade transportada também foi o método Hibrido.

O célculo do método Upwind ¢é apresentado nas Equagdes 4.58 4 4.61.

U; iseu; 1 <0
vij = { bz 4.8
’ ui_l/z,j se ui_j = 0
U; isetin,, <0
Vit = { i+3/2,j _L+1,] 459
I Wiyay2,j € Uiyr,; 20
G = lsev;; =20 4.60
i_{—lsevi,j<0 '
1+s; 1-—s;
Vij = [ > l] Ui—1/2,j T [TL] Uit1/2,j 4.61

O método de discretizacdo por Diferencas Centrais ¢ apresentado nas Equagdes 4.62 e

4.63.

5, |- A
Pe;; = |”|—Vy (Péclet) 4.62
Ui,j = 171',]', se Pel-,j <2 4.63

O método Hibrido para a direcao y estd descrito nas Equacoes 4.64 ¢ 4.65.
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Ul',j= (1_Fpi)vi,j +FPiUi,j

4.64
Diferencgas Centrais  Upwind
FP ¢ calculada pela Equacao 4.65.
0, se Pe;; <19
Peij - 1,9
FPL'= '0—1, se 1'9£Pei,j<2 4.65

1,se Pe;;j =2

Ao somarem-se os termos convectivos, tem-se CONV discretizado no nivel de tempo

n (Equacao 4.66).

4.66

CONV™ _ (v? ?+1,j - (v? ?] (uv)?+1/2,j+1/2 - (uv)?+1/2,j—1/2
i+1/2,) = Ay + Ax
4.3.2.2.3  Calculo dos termos viscosos

Os termos viscosos da Equacdo 4.18, também sdo discretizados em malha deslocada e

estao apresentados nas Equagdes 4.67 e 4.68.

9% _Vic1y2,j — 2Viv1y2, t Vies)z )
2 = (Ay?) 4.67
Yliv1/2 y
0%v _ Vit12,j-1 = 2Vir1y2,) t Vit1gz, 41
ax? - (Ax?) 4.68
i+1/2,]

Todos os termos acima estdo definidos na malha e ndo precisam ser interpolados.
Ao somarem-se os termos viscosos, tem-se VISC discretizado no nivel de tempo n

(Equacao 4.69).

Vi—12,j — 2Viz1/2,j T Vits/2,
(Ay?)
Vit1/2,j-1 ~ 2Vit1/2,j T Vis1/2,j+1
v
(Ax?)

VISCZ}I-I/Z,] =V
4.69
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4.3.2.2.4 Calculo da pressdo

A equacdo de Poisson discretizada também relaciona valores de p adjacentes entre si.

e sua aproximacao ¢ descrita na Equagao 4.70.

ap _ Dit+1,j — DPij

Ay 4.70

Ylit1/2)

Apos a discretizagdo de todos estes termos, a versdo discreta da Equagdo 4.18 pode ser

reescrita pela Equacao 4.71:

i1/~ Vivise) n 1pii; — Pl n
At +CON i+1/2,j =_;T+VIS i+1/2,j 471
Ao rearranjar os termos, foi obtida a Equacao 4.72.
n+1 n Epglﬂ.j — pir,lf

Viy1/2,j = Viv1/2,j — +At(~CON i7}r1/2,j+V15Ciri1/z,j) 4.72

p Ay

Por conveniéncia, foi definido Gj};/, ; como sendo a soma dos termos convectivos,

viscosos e da velocidade v} 4/, ; (Equagdo 4.73).
Giviy2j = Visy2; + At(_CONV?+1/2,j+V15C?+1/2,j) 4.73
A Equagao 4.72 foi reescrita conforme Equacao 4.74.

Epznﬂ,j —Dij
p Ay

n+1

Visy2) = Gl — 4.74

4.3.2.2.5 Equacdo da Continuidade

A equacgdo da continuidade (Equagdes 4.75 e 4.76) na célula de Diferencas Finitas foi

discretizada no ponto (i, j) e utilizando diferencas centrais de segunda ordem (Equagao 4.77).
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Jd(Eq.Navier — Stokes em x) N d(Eq.Navier — Stokesemy)

0 4.75
dx dy
LA 476
ax  dy ’
Z_u| N v _ Uijr1/z ~ Uij-1/2 4 Viy1/2,j — Vi-1/2,j 477
xly;  dy iLj Ax Ay

4.3.2.3 Equacio de Poisson

A fungdo da pressdo no escoamento incompressivel é fazer com que o campo de
velocidades satisfaca a equacio da continuidade. E a Equagdo de Poisson que faz a ligagdo
entre as equacdes de momento e da continuidade (FORTUNA, 2000).

A equagdo de Poisson foi construida substituindo na Equacdo 4.77 as Equacdes 4.46 ¢

: ~ n+1 n+1 PPN .
4.74, alem das equagdes correspondentes u; ;- /, € Vi, ;. Ao fazer estas substituigdes foi

obtida a Equacao 4.78.
pris = 2ol el i - el + e
(Ax)? (Ay)?

4.78

_ P Fir,lj+1/2 - Fir,lj—l/z i GIL+1/2,j - Gin—1/2,j
At Ax Ay

Para resolucdo da pressdo no nivel de tempo n + 1 foi utilizado o método iterativo
Successive Over-relaxation ou Sobre-relaxacdo Sucessiva — SOR. O método ¢ baseado no
método de Gauss-Seidel. As diferencas entre as sucessivas aproximagdes diminuem e faz com
que o método necessite de muitas iteragdes para obter uma boa solugdo. Com o SOR pode-se
reduzir o niimero de iteragdes extrapolando o valor de p™*?! de tal forma que ela se aproxime

mais rapidamente da solu¢ao numérica.
4.3.2.4 Estabilidade

O critério da estabilidade no método MAC apresenta apenas condi¢des necessarias
para a estabilidade das equagdes ndo lineares originais. Griebel, Dornseifer e Neunhoeffer
(1998), Hirt (1979) e Hirt, Nichols e Romero (1975) apresentam os critérios apresentados nas
Equagdes 4.79 e 4.80.
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. Ax Ay
At, < min (——) 4.79
|u|max |v|max
1 1\t
At, < — (— —) 4.80
2 <2\ T @ay)?

O fluido ndo pode percorrer uma distdncia maior que o comprimento de uma célula a

cada passo no tempo. Logo, o critério generalizado serd conforme Equagao 4.81

At = ¢ - min(Atq, At,) 4.81

Sendo ¢ o fator de seguranca, 0 < ¢ < 1.

4.3.3 Concentraciao de oxigénio dissolvido

A principal parte do modelo se baseia na Equacdo 4.9. O método serd o tradicional
baseado em Diferencas Finitas com a técnica de Crank-Nicolson, muito usada no
equacionamento da parcela transiente. O método implicito de Crank-Nicolson consiste em
avaliar a EDP, aproximando a derivada temporal por diferenca central e a derivada espacial
pela média das diferencas centrais nos niveis de tempo.

Para proceder conforme estabelecido, reescreve-se a Equacdo 4.9 como segue na

Equacao 4.82.

0¢Cop v d0¢Cop v 5¢C0D+ 0 (D 5¢C0D) d (D 0¢Cop
oy T T - 72 Dex

at X ox Y 9y | ox ox ay\"Y 9y

% ) + Mop 4.82

Substituindo o segundo membro igualdade da Equacdo 4.82 por “Eg”, tem-se a
Equacdo 4.83.

9¢Cop _
Jat

Eq 4.83

Por meio da técnica de Crank-Nicolson com diferenca centrada em k + 1/2, a

Equagdo 4.83 pode ser escrita conforme a Equagao 4.84.



56

APCop | T2 _ (#Cop) f;rl — (#Cop) {cj _ quffrl + qufj 4.84
at |i; At 2 '

As derivadas espaciais da Cpp sdo discretizadas de acordo com as Equacdes 4.85 a

4.88.
0¢Cop _ (#Cop) i‘c+1,j — (#Cop) i‘c—l,j 4.85
0x 2Ax

0%¢Cop _ (#Cop) ?+1,j —2(¢Cop) ic, + (#Cop) ?_1,]-

= 4.86
0x? (Ax)?
a(éCOD _ (¢COD) ?,j+1 - (¢C0D) ?,j—l 487
ay 24y .
0°¢Cop _ (#Cop) Fie1 = 2(#Cop) £+ (#Cop) Fj—1 488

dy? (ay)?

A equagdo para mpp ¢ descrita na Equacao 4.11.
Inseridas as formas discretas das derivadas, apds a substitui¢do das Equagdes 4.85 a
4.78, juntamente com a 4.11 na Equacdo 4.84 e, posteriormente, apds um rearranjo dos

termos, tem-se uma equacao de recursao da seguinte forma (C = Cpp):

aClSt + BCEHY +vCl + A + oCl
4.89

= aCL]f] + bCiIfl_l‘ i + CCik_l'

k k
j HdCk, teCk  +f

J Lj+

Onde os coeficientes sdo avaliados por:

2¢, . 2Dexd . 2Dy,
o= i,j + tx ¥, n ty ¥i,j + kaij 4.90
| At (Ax)? (Ay)? ’

-Vx¢i,j+1 _ Dfx¢i,j+1

F=2ar "oy ] 4.91




57

_ V;c¢i_j_1 Dtx¢i’j_1 492

Yy =1- - 2 .

2Ax (Ax)
_ Wiy Dol 4.93
20y (Ay)? '

w = _Vy¢i—1,j_DtY¢i,—1j 4.94

20y (Ay)? '

=[Pl Puty Doty j 4.95
| At (Ax)? (Ay)?

= -_Vx¢i,j+1+Dfx¢i,j+1 4.96

2Ax (Ax)? )

¢ = [Buis , Pextlin 4.97
| 2Ax (Ax)?

J- -_Vy¢i+1,j N Diy ¢4 4.08
| 2y (Ay)? '
Vb . Dyyd .

o= Y7 1,]+ ty¥i—1,j 4.99
| 24y (Ay)?

f= Zkai,jCODS 4.100

Sendo Cyps a concentracao de saturacao do OD (Kg/m?).
A técnica iterativa para resolver o sistema algébrico formado pela Equacdo 4.89 ¢ o de
Gauss-Seidel, pela qual se resolve recursivamente a Equagdo 4.101 dentro de um mesmo

instante de tempo:

R — (BCILy j +vCly j + ACT 4+ wC_y)

a

4.101

m+1 _
Cij =
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A recursdo se faz para m (m=1, 2, ...) crescendo tendo cada concentragdo C™ trocada

Cm+1

pelo novo apos cada itera¢do. Esse procedimento ¢ feito até que o critério do maximo

erro relativo seja satisfeito, ou seja:

m-1

max|Cm —Cc™
m— c2] — ¢ <1-107% 4.102

max|Ci”’}

Embora a concentragdo de oxigénio dissolvido (C ou C,p) seja afetada pelas

velocidades do liquido, essas velocidades V, e V, praticamente independem de Cyp.
Entretanto, V. e Vj, sdo influenciadas pela movimentagédo das bolhas, ou seja, sdo dependentes

da sua concentragao Cj ou 4.
4.4 Condic¢oes de Contorno

As condigdes de contorno, ao considerar um sistema retangular do tanque, sdo
colocadas com uma entrada de 4gua a esquerda, uma saida de dgua a direita, uma superficie

solida ao fundo e uma superficie livre em contato com o ar.

Regido de entrada (parede lateral esquerda):
Para a regido de entrada de fluido a condi¢do de contorno para a concentracdo de

oxigénio dissolvido é zero em toda a primeira coluna (j = 1) (Equagdo 4.103).
Copf, =0, parai =2 até NY 4.103

As velocidades de entrada na direcdo y para as linhas de 2 at¢ NY — 2 (regido de
parede) sdo dadas conforme Equacao 4.104, por serem regides de fronteira ndo-escorregadia
(velocidade tangencial do fluido em relacdo a parede ¢ igual a zero) e poder-se aplicar a

técnica da reflexdo, a qual ¢ dada pela extrapolagdo da reta que passa sobre os valores

Vi,j-1, Vi j€ UV jt1-

Vi = —Vjp, parai = 2 at¢ NY — 2 4.104
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Para a regiao de entrada de fluido (i = NY — 2) a velocidade em y ¢ considerada zero

até a terceira coluna (Equagdes 4.105 a 4.107).

Uny—21 =10 4.105
VUny—-22 =0 4.106
Uny—23 =0 4.107

A fim de introduzir o fluido no sistema as velocidades de entrada na direcdo x foram
consideradas igual a 0,1 nas primeiras 3 colunas da malha na altura NY — 2 (Equacdes 4.108

44.110).

uNy_ZJ =:0,1 4.108
uNy_22 ::0,1 4.109
uNy_23 =:0,1 4.110

A pressao na coluna 1 foi considerada igual a pressao na coluna 2 nesta mesma regiao

para as linhas 2 até NY — 1 (Equagdo 4.111).
Pi1 = DPigz,parai =2 ate NY — 1 4.111

Regido de saida (parede lateral direita):
Para a regido de saida de fluido, a condicdo de contorno para a concentracdo de
oxigénio dissolvido ¢ igual & derivada da concentragdo de oxigénio dissolvido (Equacao

4.112).

6COD

P 0, para todo y ou COD?NX = COD';NX”, parai = 2 até NY 4.112
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As velocidades de saida na dire¢c@o y para as linhas de 3 até NY — 2 (regido de parede)
sdo consideradas conforme Equacdo 4.113. Para regido de saida de fluido (linhas 1 e 2) sdo

consideradas igual a zero na pentltima coluna (Equagdes 4.114 ¢ 4.115).

vl,NX = _vi‘NX_l, parai =3 at¢ NY — 2 4.113
Vi nx—1 =0 4.114
Vynx-1 =0 4.115

Para a regido de saida, a velocidade do fluido na dire¢do x (u) ¢ considerada igual a
zero a partir da terceira linha, regido da parede do tanque, conforme (Equagdo 4.116). Para a
regido onde o fluido sai do canal — linhas 1 e 2 — as velocidades na dire¢@o x sdo consideradas

iguais as suas velocidades no ponto discreto anterior (Equagoes 4.118 a 4.121).

Ujnyx = 0,parai = 3 at¢ NY 4.116
U nxy = Unx-2 4.117
Uz Nx = Uz, Nx-2 4.118
U nx+1 = UL,nx 4.119
Uz Nx+1 = Uz, Nx 4.120

As pressdes na regido de saida de fluido a partir da quarta linha até a pentltima linha
(regido de parede) foram consideradas iguais a pressao da coluna anterior (Equacao 4.121).
As pressdes nas linhas 2 e 3 da regido de saida foram iguais as pressdes da linha anterior
subtraidas de aproximadamente 10 Pa, que ¢ relativo a diferenca de pressdo da altura
(espessura) de lamina de 4agua que sai do tanque, uma vez que a agua entra pelo fundo e

sustenta uma coluna hidrostatica maior a montante (Equagdes 4.122 e 4.123).

Pinx = Pinx—1,parai =4 at¢e NY — 1 4.121
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P2nx = P2nx-1 — 10 4.122
P3nx = P3nx-1 — 10 4.123

Fundo (parede inferior):
A concentragdo de oxigénio dissolvido em relagdo a y ¢ considerada zero em sua

derivada a partir da segunda coluna (Equacao 4.124).

6C0D

3y = 0, para todo x ou CODII:IY+1,j = CODII;},_L]., paraj = 2 até NX 4.124

Para o escoamento na direcao x (u) no fundo do canal, a técnica de reflexdo também ¢

aplicada por se tratar de regiao de fronteira ndo-escorregadia (Equagao 4.125).
Uyy,j = —Uny-1,j, paraj =3 até NX — 1 4125

A pressdao nesta regido ¢ considerada igual a pressao da linha anterior a partir da

segunda coluna até a pentltima coluna (Equacao 4.126).
Pny,j = Pny-1,j,paraj = 2 até NX — 1 4126

Superficie (regiao superior):

Neste trabalho desconsideraram-se os efeitos de superficie, como quebra, ondulagdes e
transferéncia de oxigénio por esta interface, estudou-se somente a interagdo com superficie de
bolhas. A concentragdo de oxigénio dissolvido em relagdo a y também ¢é considerada zero em

sua derivada a partir da segunda linha (Equacao 4.127).

6COD

y 0 para todo x ou Coufj = COD;J., paraj = 2 até NX 4.127

As velocidades na dire¢do y (v) no contorno sdo consideradas iguais a velocidade da

terceira linha (Equacao 4.128).

vy,j = V3, paraj = 1ate NX 4.128
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Para a direcdo x (u) as velocidades sdo consideradas iguais as velocidades da segunda

linha (Equagao 4.129).

Upj =Uyj,paraj = late NX +1 4.129

As pressdes na superficie livre sdo consideradas iguais as pressdes da segunda linha,

para a segunda coluna até a penultima coluna (Equacao 4.130).

P1j = Do j,paraj =2 ate NX — 1 4.130
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Sao apresentados os resultados para o calculo da dispersd@o da pluma de bolhas, das
velocidades e pressao no meio liquido e do perfil de concentragdao de oxigénio dissolvido.

O valor da difusividade da bolha calculada pela Equagao 4.4 foi de 0,0002613 m?*/s, ao
considerar uma altura constante de 0,3m (altura de dgua no tanque) e uma velocidade de
ascensao da bolha de 0,19 m/s adotada de acordo com Oliveira, 2008. Outras considerac¢des

foram:

— Diametro médio da bolha, dg = 0,005 mm;

— Concentragdo de saturagdo do oxigénio dissolvido a 25°C, Cyps = 0,008 Kg/m?;
— Viscosidade cinematica turbulenta da agua, v; = 0,001 m?/s;

— Viscosidade dindmica da fase liquida, yu; = 0,0008684 Kg/m:s;

— Viscosidade dindmica da fase gasosa, ug, = 0,000018444 Kg/m:s;

— Massa especifica da agua, p;= 997 Kg/m?;

— Aceleragdo devida a gravidade, g = 9,81 m/s?%

— Difusividade turbulenta em x, D;,, = 0,001 m?/s;

— Difusividade turbulenta em xy, D¢, = 0,001 m?/s;

— Vazao de ar por bico injetor, Q4 = 0,1 m?/h;

— Volume da bolha, Vol, = 6,54 10® m?;
Os valores para o coeficiente de transferéncia de massa K; foram calculados a partir da
Equacdo 4.5 de Hikita et al. (1981). Os valores calculados para K; s3o apresentados na

Tabela 1.

Tabela 1 — Resultados calculados para os valores do coeficiente de transferéncia de massa K; (1/s).

1 bico injetor 5 bicos injetores 10 bicos injetores 24 bicos injetores

K, 0,001138961 0,003870135 0,006554037 0,012748804

Os valores de K; aumentam de acordo com o numero de bicos injetores, pois em seus
calculos ¢ utilizada a area interfacial das bolhas, assim, quanto maior a concentragao de
bolhas no tanque, maior a area interfacial de troca de massa das bolhas para o liquido e

consequentemente maior o valor do Kj .
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As Figuras 13 a 16 representam o perfil estaciondrio de bolhas segundo a Equagao
4.15, usando o valor obtido para a difusividade da bolha Dj,;n, = 0,0002613. As cores e
tamanhos dos circulos indicam a ordem de grandeza da concentracao de bolhas C,, indicadas

na Figura 12.

C, = bolhas/m’
- 0=C,=<10?
— 107t =(C, = 10°
— 10°=C, < 10t
o — 10t =, < 107
o — 10% = C, =< 108
o — 108 =, = 10°
o — 10 =(C,=10%°

Figura 12 - Ordem de grandeza da concentragio de bolhas C;.

A Figura 13 mostra uma pluma estacionaria de bolhas para 1 injetor somente,

localizado na posicao x =1,26m.
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Figura 13 - Perfil da C,, (niimero de bolhas/m3) da pluma para 1 injetor somente. Malha de 10x72.

Verifica-se que a concentracdo de bolhas ¢ maior na linha central da pluma e esta

diminui conforme o raio da pluma se distancia de seu eixo. A concentracdo de bolhas aumenta
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conforme a altura do tanque devido ao espalhamento das bolhas. O raio da pluma, em sua

altura maxima, chega a aproximadamente 0,30 m.

A Figura 14 mostra o perfil estacionario das plumas de bolhas para 5 bicos injetores.

Os bicos injetores foram localizados nas posi¢des x = 0,43, 0,84, 1,26, 1,68 e 2,09 para os

bicos 1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente.
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Figura 14 - Perfil da C, (nimero de bolhas/m*®) da pluma para S injetores. Malha de 10x72.
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Assim como na Figura 13 verificou-se uma maior concentracdo de bolhas na linha

central da pluma e um aumento gradual de acordo com a altura do tanque. Nao foi verificada

a superposicdo das bolhas devido ao espacamento dos bicos injetores, desta maneira, uma

pluma de bolha nao interferiu nas demais.

A Figura 15 mostra o perfil estacionario das plumas de bolhas para 10 bicos injetores.

Os bicos injetores foram espacados igualmente entre si, distando aproximadamente 0,23 m

um do outro.



66

Altura (m)

Concentracdo de Bolhas

035

025

=
[
T

o
o
|

0.05—

CoOQQOCo00000 000000000 000000000000 0000000000000000000000000 0000000
CR=ReReleReRol-NoRoReNeRe N ReRoRoRoN+IERsNeNoRe RN R ReRoRe e Rel=ReRoReRoRol-RpoNe R o RoReIERo R R o Lo R e N ReNoRo RoRo R e NeR e X o R o =TT
o000 O0e 00000000000 000000020000 0000000000000 0000 D000 0 000000

Qo000 00000 oR000e, 00000 [eReXoRoReRReNeR oL e R o] Qo000 0o00Q00 00000000000

COQOOoo 00000 Q0000 00000 QOOQOo o000 QOO0 o000 DOO00 00000

[shefeRe) DoQoo [sReleRe) CCOOOee 000000000000 00000 [shefeRe) NejeReRe] [sReleRe)

CReReLeNel COoDoDe 0000 cooo [=RoReRe) [eXeXe -] Q000 COQQ0e 00000 [sReXoRoRE]
=RsReRe) oo [sReReRe) o000 CoQooe 20000 (=R Re o a) [sReXsR] jefeRe] [sReRsR
[oRo Rs] oo [oRo ] [sReReR) CleReRe) [sReReR CleReRe) 000 jefeRe] o 00
[eRe e [eR o] [oRe] [eRe] [oRe] aa [oRe] ao [+NeoRe} CReRe]

0.5 1 15 2
Comprimento (m)

Figura 15 - Perfil da C,, (nimero de bolhas/m®) da pluma para 10 injetores. Malha de 10x72.
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Observa-se também que a concentragdo de bolhas foram maiores nos eixos centrais de

cada pluma e nas posi¢des mais altas do tanque, porém neste caso, as concentragdes de bolhas

foram superpostas de acordo com a Equagao 4.16, pois a quantidade de bicos injetores fez

com que a concentracdo de bolhas de uma pluma em determinada altura e raio se somasse

com a concentragdo de bolhas da pluma vizinha.

tanque. Os bicos foram distanciados entre si por 0,10 m.

A Figura 16 representa o perfil estaciondrio das plumas de bolhas para 24 injetores no

Verifica-se a homogeneidade da concentragdo de bolhas devido ao elevado niimero de

bicos injetores. A superposi¢do das bolhas fez com que a concentracdo de bolhas no tanque

ficasse homogénea ao longo do tanque. As menores concentragdes sao encontradas na parte

mais funda do tanque e entre os bicos injetores.
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Figura 16 - Perfil da C,, (nimero de bolhas/m*) da pluma para 24 injetores. Malha de 10x72.

A Figura 17 mostra vetores que indicam a dire¢cao do escoamento dentro do tanque,

com a regido de entrada na parte inferior direita e regido de saida na parte superior esquerda.

As velocidades médias u e v foram, em modulo, de 0,01 a 0,06 m/s e 0,02 a 0,09 m/s,

respectivamente.
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Figura 17 - Grafico dos vetores das velocidades no tanque. Malha 10x72.
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A Figura 18 apresenta de modo aproximado o campo de velocidades para a regido de
entrada do fluido. Observa-se a formacao de um pequeno turbilhdo nesta regido de entrada de

fluido.
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Figura 18 - Grafico dos vetores de velocidades na regiio de entrada do canal.

A Figura 19 apresenta de modo aproximado o campo de velocidades na regido de saida de

fluido do canal.
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Figura 19 - Grafico dos vetores de velocidade na regido de saida do canal.
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A Figura 20 apresenta o grafico de pressoes relativas ao longo do tanque.
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Figura 20 - Grafico da pressdo no tanque. Malha 10x72.

Os valores de maior pressao sdo encontrados logo na entrada do tanque, diminuindo ao
longo do canal na direcdo do escoamento da dgua. Na superficie do canal a pressao do tanque
¢ zero (pressao relativa).

Na regido de entrada do fluido ha pressdes relativas negativas bem perto da entrada
devido a grande velocidade do fluido, ao desacelerar nas proximidades, a pressdo relativa
aumenta. Na regido de saida do fluido, devido a grande movimentacao para sair, a velocidade
aumenta e a pressao diminui como se ocorresse um efeito de sucgao.

As Figuras 21 a 37 apresentam os perfis de concentragdao de oxigénio dissolvido, Cyp,
no tanque com dominio computacional bidimensional em malha 10x72 para dgua fluindo pelo
canal. As velocidades da agua utilizadas para os calculos foram aquelas calculadas pelo
método MAC.

O valor utilizado para intervalo de tempo foi de 1 segundo. As Figuras 21 a 24
apresentam o resultado da concentragdo de OD para 1 injetor somente. O coeficiente de
transferéncia de massa utilizado para estes calculos foi de 0,001138961 m/s, conforme

apresentado na Tabela 1.
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Figura 21 - Perfil de concentracio de oxigénio dissolvido Cop (Kg/m?) no tanque para 1 injetor localizado
em x=1,26m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 1 s.

O perfil da Figura 21 ¢ para o primeiro instante de tempo da injecdo de bolhas com

apenas 1 segundo de simulagdo. A Cyp foi colocada como sendo inicialmente igual a zero

conforme se pode observar na figura.
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Figura 22 - Perfil Cop (Kg/m®) no tanque para 1 injetor localizado em x=1,26m. Malha de 10x72. Tempo
simulado: 50 s.

Apds 50 segundos simulados ja ¢ possivel observar na Figura 22 o processo de

transferéncia de OD para o meio liquido. A coluna que apresenta maior Cyp, ainda que baixa,
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¢ proxima ao eixo vertical do bico injetor com aproximadamente 0,0015 Kg/m* de OD. A

componente da velocidade V., na dire¢ao do escoamento, faz com que o OD se difunda mais

facilmente também na dire¢do de saida do tanque.
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Figura 23 - Perfil da Cp (Kg/m®) no tanque para 1 injetor localizado em x=1,26m. Malha de 10x72.
Tempo simulado: 100 s.

A Figura 23 representa 100 segundos de simulagdo. A concentragdo de oxigénio

dissolvido ainda encontra-se baixa, porém o processo ja ocorre até as distancias proximas a

regido de saida.
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Figura 24 - Perfil da Cqp (Kg/m®) no tanque para 1 injetor localizado em x=1,26m. Malha de 10x72.
Tempo simulado: 1000 s.
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Passados 1000 segundos de simula¢do observa-se uma homogeneizagdo a partir do
meio do tanque, onde estd localizado o bico injetor. A Cyp ainda € baixa e a aproximadamente
0,002 Kg/m* de OD. Foi realizada uma simula¢do de 2000 segundos e a diferenca desta
simulacdo para a simulagdo da Figura 24 foi minima. Desta forma observa-se que este € o
perfil de Cyp para 1 bico injetor.

As Figuras 25 a 29 apresentam o perfil de Cpp para 5 bicos injetores no tanque. O

valor para K; utilizado foi de 0,003870135 de acordo com a Tabela 1.
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Figura 25 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para 5 injetores localizados em x=0,43m, 0,84m, 1,26m, 1,68m
e 2,09m respectivamente. Malha de 10x72. Tempo simulado: 1 s.

A Figura 25 apresenta o tempo inicial do célculo, 1 segundo de simulagdao. Como

esperado, a Cyp € zero praticamente para o tanque todo, porém quando comparado a Figura

21 percebe-se uma levissima alteragdo na coloragdao dos eixos centrais da pluma devido ao

maior valor para K; quando se tratou de 5 bicos injetores.
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Figura 26 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para S injetores localizados em x=0,43m, 0,84m, 1,26m, 1,68m
e 2,09m respectivamente. Malha de 10x72. Tempo simulado: 50 s.

Apo6s 50 segundos de simulacdo € possivel observar na Figura 26 o aumento da Cpp,
principalmente nos eixos centrais dos bicos injetores, onde o fluxo de bolhas ¢ mais elevado.

Com 100 segundos de simulagao (Figura 27) a concentragao de OD aparece de forma

mais homogénea ao longo do tanque, diferente da simulag@o para 50 segundos.

Concentracao de Oxigénio Dissolvido 0.01

0.009
0.008

025

0.007

02

0.006

0.005

(Kg/m?)

0.004

Altura (m)

0.003

01

0.002

0.

=
o

0.001

15
Comprimento (m)

0
0 0.5

Figura 27 - Perfil da Cqp (Kg/m®) no tanque para 5 injetores localizados em x=0,43m, 0,84m, 1,26m, 1,68m
e 2,09m respectivamente. Malha de 10x72. Tempo simulado: 100 s.
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A velocidade na entrada do tanque faz com que nao seja possivel, em termos de Cyp, a
visualizac¢do o primeiro bico injetor localizado na posi¢ao x = 0,43m (Figura 27).

E interessante observar na Figura 28 a influéncia da velocidade ¢ da dire¢io do
escoamento. Isto também pode ser percebido nas figuras anteriores, mas na Figura 28 a
diferenca das concentragdes proxima a regido de entrada fica bem nitida quando comparada a
regido de saida. A segunda metade do tanque apresenta concentragdes proximas a

concentracao de saturagcdao de OD.
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Figura 28 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para S injetores localizados em x=0,43m, 0,84m, 1,26m, 1,68m
e 2,09m respectivamente. Malha de 10x72. Tempo simulado: 200 s

Finalizando os 5 bicos injetores, a Figura 29 mostra, com 300 segundo simulados, o
perfil final para a Cyp. Simulagdes foram feitas at¢ 1000 segundo e o perfil se mostrou
praticamente o mesmo. Diferente do perfil final para 1 bico injetor, a Cyp neste caso foi mais

elevada com valor aproximado de 0,007 Kg/m?.
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Figura 29 - Perfil da Cop (Kg/m?) no tanque para 5 injetores localizados em x=0,43m, 0,84m, 1,26m, 1,68m
e 2,09m respectivamente. Malha de 10x72. Tempo simulado: 300 s

As Figuras 30 a 33 apresentam os perfis de Cpp no tanque para 10 bicos injetores. O
valor do K; ¢ de 0,006554037 de acordo com a Tabela 1.

A simulag@o para 10 bicos injetores inicia-se com o perfil de tempo simulado de 1
segundo na Figura 30, na qual ¢ possivel a visualizagdo de 10 perfis de OD ocasionados pela

transferéncia de OD das bolhas das plumas.
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Figura 30 - Perfil da Cop (Kg/m?) no tanque para 10 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,23m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 1 s.
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Conforme a Figura 31, observa-se um perfil para Cyp entre 0,004 e 0,005 Kg/m?3.
Assim como na Figura 27, o primeiro bico injetor da figura analisada quase desaparece em
termos de concentragdo de OD, porém o valor mais alto para o coeficiente global de
transferéncia de massa — maior comparado as simulagdes para 5 bicos injetores — faz com que

ainda seja possivel a visualizacdo do mesmo. Os valores mais elevados de concentragao

sempre aparecem ao logo do eixo y dos bicos injetores.
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Figura 31 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para 10 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,23m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 25 s.
Com 50 segundos de simulagdo, a Figura 32 mostra um tanque mais homogéneo com
a Cyp entre 0,006 e 0,007 Kg/m*. As concentra¢des sdo mais elevadas para os bicos injetores
centrais, ndo somente nesta figura, provavelmente devido a menor influéncia causada pelas

regides fronteira.
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Figura 32 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para 10 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,23m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 50 s.

O perfil final para 10 bicos injetores pode ser visualizado na Figura 33. A
concentracdo de saturacao foi praticamente alcangada com 200 segundos simulados em quase
todo o tanque. As regides de cor “laranja escuro” indicam uma elevada concentragao devido a
grande quantidade de bolhas. Apesar do coeficiente de transferéncia de massa ser mais
elevado para 10 bicos injetores, os trés primeiros bicos, em termos de concentragao de OD,

praticamente ficaram homogéneos.
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Figura 33 - Perfil da Cqp (Kg/m®) no tanque para 10 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,23m. Malha de 10x72. Tempo simulado:200 s.
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As Figuras 34 a 37 representam os perfis de Cpp para 24 bicos injetores, com o valor
K; igual a 0,012748804 (Tabela 1). Para a Figura 34, no instante inicial da simulagao,
percebe-se a presencga dos 24 bicos injetores. Devido ao valor do coeficiente de transferéncia
de massa, logo no primeiro segundo ¢ possivel perceber logo nas saidas dos injetores um

valor levemente elevado para C,p. Novamente as concentragdes parecem estar espelhadas.
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Figura 34 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para 24 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,10m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 1 s.

As Figuras 35 e 36 apresentam a sequéncia do rapido aumento da Cyp no tanque. Em

apenas 10 segundos a concentragdo de OD passou de aproximadamente 0,002 Kg/m?* para

0,006 Kg/m®.
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Figura 35 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para 24 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,10m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 5 s.
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Figura 36 - Perfil da Cop (Kg/m®) no tanque para 24 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,10m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 10 s.
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Por fim tem-se o perfil de concentracdo de OD para 24 injetores, com apenas 50
segundos simulados na Figura 37. Observa-se a concentragdo de saturagdo em praticamente

todo o tanque e a clara percepgao dos locais onde ocorrem as plumas de bolhas.
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Figura 37 - Perfil da Cop (Kg/m?) no tanque para 24 injetores dispostos igualmente entre si por
aproximadamente 0,10m. Malha de 10x72. Tempo simulado: 50 s.
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6 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

O presente trabalho representou um estudo com o objetivo de obter um modelo
simplificado que simulasse a transferéncia de oxigénio em sistema bifasico ar-agua por meio
de aeracdo forgcada por bolhas. Assim, para o estudo necessitou-se entender o fendmeno
ocorrido no processo e escolher as equacdes que pudessem ter uma correspondéncia
aproximada a realidade do sistema. As conclusdes obtidas sdo para as condi¢des utilizadas
neste trabalho, tais como equagdes, condi¢des de contorno, simplificacdes e parametros
adotados.

A equagdo de um perfil estaciondrio para concentragdo de bolhas, utilizando a equacao
da dispersdo sugerida por Vuitik (2013) representou de forma satisfatoria o perfil da pluma
para os bicos injetores. As concentracoes de bolhas foram maiores no eixo central da pluma,
como ja era esperado e foi se dispersando conforme a altura do tanque. Sabe-se também que a
componente de velocidade V,, do escoamento ¢ a que mais interfere na dispersao das plumas
em tanques.

A concentragdo de oxigénio dissolvido no tanque foi fortemente influenciada pelo
coeficiente de transferéncia de massa K;. Para um injetor somente este coeficiente foi bem
baixo, resultando em uma baixa transferéncia de massa, pois mesmo com dois mil segundos
simulados a concentra¢do de oxigénio dissolvido no tanque foi bem baixa. Simulagdes para
diferentes correlacoes do K seriam interessantes para verificar a se a concentracdo de OD se
daria da mesma forma.

O método explicito MAC representou de maneira aceitavel o sistema proposto, com as
as regides de entrada e saida de fluido bem explicitas nos resultados. As condi¢cdes de
contorno adotadas para parede ndo-escorregadia e superficie livre deram uma nogao geral de
como o fluido se comporta ao longo do escoamento.

O método de Crank-Nicolson para resolu¢do da concentragdo de OD ¢ aceita, pois os
resultados apresentados concordam com o esperado, como: a transferéncia de massa ¢ maior
quando se tem um valor maior para o K;; as maiores concentragdes de OD foram verificadas
nas posicdes dos bicos injetores, onde a fracdo de vazios foi mais elevada, havendo maior
concentracao de bolhas e, consequentemente, de OD e a componente de velocidade na diregdo
x interferiu no processo de transferéncia de massa, pois constantemente estava-se

considerando entrada de fluido no tanque.
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6.1 Trabalhos futuros

Para trabalhos futuros a contribui¢do deste estudo sugere que:

1.Estudar mais a fundo o efeito da superposi¢do de bolhas de modo que ndo ocorra o
espelhamento das plumas;

2.Incorporar nos calculos de dispersdo de bolhas, em tanques, a componente da velocidade
no sentido do escoamento, pois ela influenciard no perfil de dispersao da pluma gaussiana;

3.Realizar simulagdes para diferentes correlagdes do K ;

4.Comparar o método com dados experimentais para validar a simulacdo e fazer os ajustes
necessarios;

5.Realizar simulagdes com uma malha mais refinada para obter resultados que melhor
representem o dominio.
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APENDICE - Programacio MATLAB



clear;
clc;
clf;

NX=72;
NY=10;
L=2.5;
H=0.30;
visc=0.001;
dens=1000;
deltax=L/NX;
deltay=H/NY;

o° o°

o\° o

o°

beta=(deltax*delt

omeg=1.5; % (Sobr
deltat=0.0006;
tmax=575;

u=zeros ( )
v=zeros (NY, NX) ;
p=zeros ( )
F=zeros ( )
G=zeros (NY, NX) ;
umx=zeros (NY, NX) ;
Pe=zeros (NY, NX) ;
fat=zeros (NY, NX) ;
S=zeros (NY, NX) ;
upx=zeros (NY, NX) ;
udcx=zeros (NY, NX)
uix=zeros (NY,NX) ;
CONVl=zeros (NY, NX
vm=zeros (NY, NX) ;
umy=zeros (NY, NX) ;
upy=zeros (NY, NX) ;
udcy=zeros (NY, NX)
uiy=zeros (NY,NX) ;
CONV2=zeros (NY, NX
CONVX=zeros (NY, NX
VISCl=zeros (NY,NX
VISC2=zeros (NY,NX
VISCX=zeros (NY, NX
vmy=zeros (NY, NX) ;
vpy=zeros (NY, NX) ;
vdcy=zeros (NY, NX)
viy=zeros (NY,NX) ;
um=zeros (NY, NX) ;
vmx=zeros (NY, NX) ;
vpx=zeros (NY, NX) ;
vdcx=zeros (NY, NX)
vix=zeros (NY,NX) ;
CONVY=zeros (NY, NX
VISCY=zeros (NY, NX
bf=zeros (NY, NX) ;
b=zeros (NY, NX) ;
pn=zeros (NY,NX) ;
R=zeros (NY, NX) ;
umed=zeros (NY, NX)
vmed=zeros (NY, NX)
upos=zeros (NY, NX)
vpos=zeros (NY, NX)

87

Numero de células em x, inclusive células dos contornos.
Numero de células em y, inclusive células dos contornos.
Largura do tanque.

Altura do tanque.

Viscosidade cinemédtica turbulenta do fluido.

Densidade do fluido.

Largura da célula discreta.

% Altura da célula discreta.

o°

o\°

ax)/ (deltay*deltay) ;

e-relaxacdo 1l<=omeg (tentativa)<2, sub-relaxacdo 0<omeg<l)

’

) ;

’

Iz

)
)I
) ;
).
)

’

Iz

’

’

)
)

Iz
’

’

’



88

umedio=zeros (NY, NX) ;
vmedio=zeros (NY, NX) ;
pmedio=zeros (NY, NX) ;
y=zeros (NY, NX) ;
x=zeros (NY, NX) ;
Abolhas=zeros (NY, NX) ;
fi=zeros (NY,NX) ;
alfa=zeros (NY,NX) ;
bet=zeros (NY, NX) ;
gama=zeros (NY, NX) ;
lambda=zeros (NY, NX) ;
omega=zeros (NY, NX) ;
a=zeros (NY,NX) ;
c=zeros (NY,NX) ;
d=zeros (NY, NX) ;
e=zeros (NY,NX) ;
f=zeros (NY,NX) ;
Cn=zeros (NY, NX) ;
erro=zeros (NY, NX) ;

[o)

% Condicdo inicial (tempo = 0)

for i=1:NY
for j=1:NX+1
u(i,Jj)=0;
end
end

for i=1:NY+1
for j=1:NX
v(i,3)=0;
end
end

for i=1:NY
for j=1:NX
p(i,J)=0;
end
end

[

% Fluxos nas paredes:

for i=2:NY
F((i,1)=0;
F(i,NX)=0;
end

for j=2:NX
G(1,3)=0;
G(NY,j)=0;
end

$LOOPING TEMPORAL:

for kt=1l:tmax
kt



Q

% Condicdes de contorno:

[)

% Parede inferior:
for j=3:NX-1

u (NY,j)=—l*u (NY_llj) ’
end

Q

% Parede lateral esquerda:
for i=2:NY-2

v(i,1)=-1*v(i,2);

end

u(NYy-2,1)=0.1;

v (NY-2,1)=0;
u(NY-2,2)=0.1;

v (NY-2,2)=0;
u(NY-2,3)=0.1;

v (NY-2,3)=0;

% Parede superior:
for j=1:NX+1

u(l,j)=u(2,3);
end

for j=1:NX
vi(l,3)=v(3,3);
end

Q

% Parede lateral direita:
for i=2:NY-2

v(i,NX)=-1*v (i,NX-1);
end

for 1i=2:NY
u(i,NX)=0;
end

1,NX)=u(l,NX-2)
2,NX)=u(2,NX-2) ;
1,NX+1)=u(l,NX);
2,NX+1)=u(2,NX)
1,NX-1)=0;

Iz

’

~ e~~~ ~ ~

%%%%%%%% Calculo dos termos convectivos e viscosos da Eg. de N-S em X
for i=2:NY-1

for j=2:NX-2

Q

% Gradiente em X - convectivo:

Q

% Primeiro ponto:
umnx (3)=(u(i,j+1l)+u(i,j))/2; % vel. média em (i,3+1/2)

% Dados para interpolacgédo:
j)=abs (umx (J) ) *deltax/visc; % Peclet
(

e(J)
at (§)=10*(Pe(j)-1.9);

- d



90

fat (3)=0;
end
if Pe(j)>=2
fat(j)=1;
end
S(J)=1;

if umx (3)<0

S(j)=-1;
end
upx (3)=(1+S(J))/2*u(i,J)+(1-S(3))/2*u(i,J+1); % vel.
interpolada upwind
udcx (j)=umx(j); % vel. interpolada diferencas centrais
uix(j)=(l-fat(j)) *udex(j)+fat (j) *upx(j); % vel. interpolada em

(1,3+1/2)

[o)

% Segundo ponto:

umx (3+1)=(u (i, j+2)+u(i,j+1))/2; % vel. média em (i,3+3/2)

[o)

% Dados para interpolacéo:

Pe (j+1)=abs (umx (j+1) ) *deltax/visc; % Peclet
fat (j+1)=10*(Pe(j+1)-1.9);

if Pe(j+1)<1.9
fat (j+1)=0;
end

if Pe(j+l)>=2
fat (j+1)=1;
end

S(3+1)=1;

if umx (3+1)<0
S(j+1)=-1;
end

upx (j+1)=(1+S(j+1))/2*u(i, j+1)+(1-S(j+1))/2*u(i,j+2); % vel.
interpolada upwind

udcx (J+1)=umx (j+1); % vel. interpolada diferencas centrais

uix (j+1)=(l-fat (j+1)) *udcx (j+1)+fat (j+1) *upx (j+1); % vel.
interpolada em (i,j+3/2)

CONV1 (i, j+1)=(umx (j+1) *uix (j+1) —umx (j) *uix (J)) /deltax;

[o)

% Gradiente em Y-convectivo:
Q

% Primeiro ponto:

vm(j)=(v(i,j+1)+v(i,3))/2; % vel. média em (i-1,3+1/2)



interpolada

91

% Dados para interpolacgédo:

°

umy () =(u (i, j+1)+u(i-1,3+1))/2; % vel. média em (i-1/2,7+1)
Pe (j)=abs (umy (j)) *deltax/visc; $ Peclet
Pe (j)=abs (vm(j)) *deltay/visc; % Peclet
fat (j)=10*(Pe(j)-1.9);
if Pe(j)<1.9
fat (3)=0;
end
if Pe(j)>=2
fat (j)=1;
end
S(j3)=1;
if vm(3)<0
S(j):_ll
end
upy (3)=(1+S(3))/2*u(i-1,3+1)+(1-S(3))/2*u(i,j+1); % vel.
upwind
udcy () =um (j); % vel. interpolada diferencas centrais
uiy (3)=(1-fat(j))*udcy(j)+fat (j) *upy(j); % vel. interpolada em

(1-1/2,3+1/2)

interpolada

% Segundo ponto:

m(J+1)=(v(i+1,3+1)+v(i+l,]J))/2; % vel. média em (i,3+1/2)
% Dados para interpolacéo:
umy (j+1)=(u(i+1,3+1)+u(i,j+1))/2; % vel. média em (i+1/2,j+1)

Pe (§+1)
Pe (§+1)

=abs (umy (j+1)) *deltax/visc; % Peclet
=abs (vm(j+1)) *deltay/visc; % Peclet
fat (§+1)=10* (Pe (§+1)-1.9) ;
if Pe(j+1)<1.9

fat (§+1)=0;
end

if Pe(j+1)>=2
fat (3+1)=1;
end

S(§+1)=1;
if vm(j+1)<0

upy (J+1)=(1+S(j+1)) vel.

upwind
udcy (j+1)

/2*u (i, J+1)+(1-S(j+1))/2*u(i+l,j+1); %

=umy (j+1); % vel. interpolada diferencas centrais
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interpolada

1,3+1)) /del

end

for =2
for

interpolada

interpolada

Uiy (3+1)=(1-fat (3+1)) *udcy (3+1) +fat (3+1) *upy (§+1); % vel.
em (i+1/2,3+1/2)

CONV2 (i, 3+1)=(vm(j+1) *uiy (j+1)-vm(3) *uiy(j))/deltay;
% Conveccgdo de Q.M. total:

CONVX (i, 3+1)=CONV1 (i, j+1)+CONV2 (i, J+1);
% Divergente em X - Viscoso:

VISCI1 (i,j+1)=visc*(u(i,j)-2*u(i,j+1)+u(i,j+2))/deltax/deltax;
% Divergente em Y - Viscoso:

VISC2 (i, j+1)=visc* (u(i+1l,j+1)-2*u(i,j+1)+u(i-
tay/deltay;

% Difuséd@o de Q.M. total:

VISCX(i,]j+1)=VISC1l (i, j+1)+VISC2(i,j+1);
% Fluxo F
F(i,3+1)=u(i,j+1)+deltat* (VISCX(i,j+1)-CONVX (i,]+1));

% Calculo dos termos convectivos e viscosos da Eg. de N-S em Y

:NX-1
1=2:NY-2

% Gradiente em Y - convectivo:

[o)

% Primeiro ponto:

vy (1+1)=(v (i+2,3)+v (i+1,]3))/2; % vel. média em (i+1/2,7)
% Dados para interpolacéo:

Pe (i+1)=abs (vmy (i+1)) *deltay/visc; % Peclet

fat (i+1)=10* (Pe(i+1)-1.9);

if Pe(i+1)<1.9
fat (i+1)=0;
end

if Pe (i+1l)>=
fat (i+1)
end

2

S(i+l)=1;

if vmy (i+1)<0
S(i+1)=-1;
end

vpy (i+1)=(1+S(i+1))/2*v (i+1,3)+(1-S(i+1))/2*v(i+2,3); % vel.
upwind

vdcy (i+1l)=vmy(i+l); % vel. interpolada diferencas centrais
viy(i+l)=(1l-fat (i+1l)) *vdcy (i+l)+fat (i+1)*vpy(i+l); % vel.

em (i+1/2,73)

o)

% Segundo ponto:
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(i-1/2,3)
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vy (1) = (v (i+1,3)+v(i,]J))/2; % vel. média em (i-1/2,7)

% Dados para interpolacéo:

i)=abs (vmy (i))*deltay/visc; % Peclet
(1)=10* (Pe(1)-1.9);

fat (i) =0;
end
if Pe(i)>=2
fat(i)=1;
end
S(i)=1;

if vmy (1)<0
S(i)=-1;
end

vpy (1) =(14S (1)) /2*v(i,3)+(1-S(i))/2*v (i+1,]3); % vel.
upwind
vdcy (1)
viy(i)=

=vmy(i); % vel. interpolada diferencas centrais
(1-fat(i)) *vdecy (i) +fat (i) *vpy(i); % vel. interpolada em

CONV1 (i+1,3)=(vmy (i+1) *viy (i+1) -vmy (i) *viy(i)) /deltay;

[

% Gradiente em X-convectivo:

[)

% Primeiro ponto:
um (i+1)=(u(i+l,j+1)+u(i,j+1))/2; % vel. média em (i+1/2,3+1)
% Dados para interpolacgédo:
vmx (i+1)=(v (i+1,j+1)+v(i+1,3))/2; % vel. média em (i,3+1/2)
Pe (i+1)=abs (vmx (i+1)) *deltay/visc; % Peclet
Pe (i+1l)=abs (um(i+1l)) *deltax/visc; % Peclet
fat (i+1)=10* (Pe (i+1)-1.9);
if Pe(i+1)<1.9
fat (i+1)=0;
end
if Pe(i+1)>=2
fat (i+1)=1;
end

S(i+l)=1;

if um(i+1)<0
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interpolada

interpolada

interpolada

(1,3-1/2)

vpx (1+1)=(1+S (i+1)) /2*v (i+1,3)+(1-S(i+1))/2*v (i+1l,j+1); %
upwind
vdex (1i4+1) =vmx (1+1) ; %

vel.

vel. interpolada diferencas centrais

vix (i+1l)=(1-fat (i+1)) *vdcx (i+1l)+fat (i+l)*vpx (i+l); % vel.
em (i,3+1/2)
% Segundo ponto:
um (i) =(u(i+l,3)+u(i,j))/2; % vel. média em (i+1/2,7)
% Dados para interpolacgéo:
vmx (1)=(v(i+1l,3j)+v(i+1l,3-1))/2; % vel. média em (i,3-1/2)
Pe (i)=abs (vmx (1)) *deltay/visc; % Peclet
Pe (i)=abs (um(i)) *deltax/visc; % Peclet
fat (1)=10*(Pe(i)-1.9);
if Pe(i1)<1.9
fat (1)=0;
end
if Pe(1i)>=2
fat (1)=1;
end
S(i)=1;
if um (i) <0
S(i)=-1;
end
vpx (1)=(1+S(i))/2*v (i+1,J-1)+(1=-S(1))/2*v(i+1l,]); % vel.
upwind
vdex (i)=vmx(i); % vel. interpolada diferencas centrais
vix(i)=(l-fat(i))*vdecx(i)+fat (i) *vpx(i); % vel. interpolada em

CONV2 (i+1,j)=(um(i+1)*vix (i+1l)-um (i) *vix (i)) /deltax;

%$Conveccdo de Q.M. total:

CONVY (i+1,3j)=CONV1 (i+1,3)+CONV2 (i+1,73);
% Divergente em X - Viscoso:

VISCI (i+1,j)=visc* (v (i,J)-2*v(i+l,j)+v(i+2,7))/deltay/deltay;

% Divergente em Y - Viscoso:
VISC2 (i+1,7j)=visc* (v (i+1,3-1)~-

2%y (i+1,3)+v (i+1,J+1)) /deltax/deltax;

end
end

% Difusdo de Q.M. total:
VISCY (i+1,73)=VISCLl (i+1,7)+VISC2(i+1,7);

$ Fluxo G
G(i+l,j)=v(i+1l,]J)+deltat* (VISCY (i+1,Jj)-CONVY (i+1,73));



$SEQUACAO DE POISSON
% Termo dos fluxos:

for i=2:NY-1
for j=2:NX-1
bf(i,3)=((F(i,3+1)-F(i,3))/deltax+(G(i+l,])~
G(i,Jj))/deltay)*dens/deltat;
b(i,j)=omeg*bf (i,j)*deltax*deltax/2/ (1+beta);
end
end

% Solucdo por PSOR do conjunto de equacdes para pressio:
for k=1:100
% Condicdes de contorno para pressdo:
% Parede inferior:
for j=2:NX-1
p(NY, J)=p(NY-1,7);
end
% Parede lateral esquerda:
for i=2:NY-1
p(i,1)=p(i,2);
end

% Parede lateral direita:

for i=2:NY-1
p (i,NX)=p (i,NX-1);

end
p(2,NX)=p(2,NX-1)-10;
p(3,NX)=p(3,NX-1)-10;

[

% Parede superior:

for j=2:NX-1
p(l,3)=p(2,3);
end

for i=2:NY-1
for j=2:NX-1
press=p(i,j+1)+p(i,j-1)+beta* (p(i+l,J)+p(i-1,73));
pn(i,j)=(l-omeqg) *p (i, j) +press*omeg/2/ (1+beta)-b (i, J);
p(i,J)=pn(i,J);
end
end

for i=2:NY-1
for j=2:NX-1
p(i,j)=p(i,])-p(5,NX); S%Snormalizacdo da pressédo
end
end
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[o)

% Critério de parada: norma euclidiana do residuo | |R||:
add=0;

for i=2:NY-1
for j=2:NX-1
termol=p (i+1l,J)-2*p(i,3)+p(i-1,73);
termo2=p (i, j+1)-2*p(i,J)+p(i,]-1);

R(i,3)=bf(i,]J)-termol/deltay/deltay-termo2/deltax/deltax;

add=add+R (i,J) *R(1i,7);
end
end

NRE=add"0.5;

if NRE<=1le-08
break;
end

end

[o)

% Célculo do novo perfil de velocidades:

for 1i=2:NY-1
for j=2:NX-2
u(i,j+1)=F(i,J+1)-(p(i,J+1)-p(i,])) *deltat/dens/deltax;
end
end

for 1i=2:NY-2
for j=2:NX-1
v(i+l,3)=G(i+1,3)-(p(i+1l,3j)-p(i,]J)) *deltat/dens/deltay;
end
end

[o)

% Critério para o intervalo de tempo:

xdumax=deltax/max (max (abs (u))) ;
ydvmax=deltay/max (max (abs (v))) ;
deltatl=0.99*min ( [xdumax, ydvmax]) ;
deltat2=(0.99/2/visc)/(1/deltax/deltax+l/deltay/deltay);
deltat=min ([deltatl,deltat2])

for i=2:NY-1
for j=2:NX-1

umed (i-1,3-1)=(u(i,J)+u(i,j+1))/2;
vmed (i-1,j-1)=-(v (1 ,j)+V(i+1,j))/2;
upos (i-1,3j-1)=i-1;
vpos (i-1,3-1)=3-1;

end
end

for i=1:NY-2
for j=1:NX-2
umedio (NY-1-1i,j)=umed (i, J);
vmedio (NY-1-i,3j)=vmed (i,]);
pmedio (NY-1-i,3)=p(i,7);
end
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end

$quiver (umedio, vmedio) ;hold on;
scontourf (pmedio, 50) ;hold on;
squiver (umedio, vmedio) ;hold on;
$colorbar;
%$hold on;
Spause (0.1) ;
%$hold off;

end

Q

% Calculo do perfil de concentracdes de oxigénio dissolvido em um tanque
aerado com bolhas

% EDP:

d(f.C)/dt+Vx.d (f.C) /dx+Vy.d (f.C) /dy=Dtx (d2 (f£.C) /dy2)+Dty (d2 (£.C) /dy) +k.a. (C
s-C)

$ £ é a fracdo de liquido

Ninj=24; % Numero de injetores

NT=50; % Divisdes no tempo de processo

deltat=1; % Intervalo de tempo (s)

diambolha=0.005; % Didmetro médio da bolha de ar
volbolha=4*pi* ((diambolha/2)"3)/3; % Volume de uma bolha de ar (adotada
esférica)

supbolha=4*pi* (diambolha/2)"2;

Vbolha=0.19; % Velocidade média de ascencdo de uma

bolha de ar

vazaoar=0.1/3600; Vazdo de ar no injetor
nb=vazaoar/volbolha; Numero de bolhas por segundo que
podem se formar na saida do injetor conforme a vazdo de ar
Dbolha=0.0002613; % Difusividade das bolhas no
espalhamento pela agua devido sua ascenséo

poinj (1)=0.1;
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K1=0.012748804; % Coeficiente de troca de oxigénio pela superficie da bolha
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Cs=0.008; % Concentracdo de oxigénio dissolvido saturado a T ambiente
de 250C (Kg de Ox./m3 de &gua)

Dtx=visc; % Difusividade turbulenta em X;
Dty=visc; % Difusividade turbulenta em Y;

Re=(Vbolha*diambolha)/ (le-6);
Sc=1000; %$Schimdt molecular

[o)

% Para inverter e percorrer y de baixo para cima conforme o sistema
cartesiano adotado:

for i=1:NY+1
y (NY+2-1,1:NX+1)=(i-1) *deltay;
end

o)

% Contador j anda em coluna, percorre x da esquerda para direita:
for j=1:NX+1

X (1:NY+1,3)=(j-1) *deltax;
end

o)

% Calculo da concentracédo de bolhas, fracdo liquida e &rea superficial
total das bolhas

Cb=zeros (NY+1,NX+1) ;
for n=1:Ninj
for i=1:NY+1
for j=1:NX+1
terl(i,j)=2*pi*(y(i,3)+0.000001)*Dbolha;

ter2(i,j)=(-(abs (poinj (n) -
x(1,3))"2))/ (4*Dbolha* (y(i,]j)+0.000001) /Vbolha)

Cb(i,j)=Cb(i,j)+O.2*(((nb/terl(i,j);*exp(terZ(i,j))));
fi(i,3)=1-pi* (diambolha”3)*Cb(i,J)/6; %fi=1-(volume da bolha *
- Abolhas (i,3)=Cb(i,j) *pi*diambolha"2;
end
end
end

[o)

% Solucdo numérica (Diferencas Finitas por Crank-Nicolson)
% Condicdo inicial:

C(1l:NY+1,1:NX+1)=0;

for k=1:NT



% Condicdes de contorno:

% Parede superior:
C(1l,2:NX)=C(3,2:NX);

% Parede inferior:
C (NY+1,2:NX)=C (NY-1,2:NX) ;

% Parede lateral esquerda:
C(2:NY,1)=0;

% Saida pela direita:
C(2:NY,NX+1)=C(2:NY,NX-1);

for i=2:NY
for j=2:NX

% Paradmetros alfa, beta, gama...
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alfa(i,j)=(2*fi(i,J)/deltat)+(2*Dtx*fi (i,73)/deltax/deltax)+ (2*Dty*fi (i,7)/d

eltay/deltay)+Kl*Abolhas (i, ]);

bet (i,J)=(umedio (i, J)*fi(i,j+1)/2/deltax) -
(Dtx*fi(i,Jj+1) /deltax/deltax);

gama (i, j)=(-umedio (i, ) *fi(i,j-1)/2/deltax) - (Dtx*fi (i, -
1) /deltax/deltax) ;

lambda (i, j)=(vmedio (i, Jj)*fi(i+1,]3)/2/deltay) -
(Dty*fi(i+1l,j) /deltay/deltay);

omega (i,3j)=(-vmedio (i, J)*fi(i-1,7j)/2/deltay)—-(Dty*fi (i-
1,7)/deltay/deltay);

% Parametros a,b,c...

a(i,j)=(2%fi(i,3)/deltat) - (2*Dtx*fi (i,3)/deltax/deltax)-
(2*Dty*fi (i, ) /deltay/deltay)-Kl*Abolhas (i,7);
b(i,3)=(-
umedio (i,J) *fi (i, j+1)/2/deltax)+ (Dtx*fi(i,j+1)/deltax/deltax);
c(i,j)=(umedio(i,3j)*fi(i,j-1)/2/deltax)+ (Dtx*fi(i,J-
1) /deltax/deltax) ;
d(i,j)=(-
vmedio (i,3) *fi (i+1l,j)/2/deltay)+ (Dty*fi(i+1l,7)/deltay/deltay);
e(i,d)=(vmedio(i,)*fi(i-1,9)/2/deltay)+ (Dty*fi (i-
1,3)/deltay/deltay);
f(i,j)=2*Kl*Abolhas (i, j) *Cs;

% Calculo de R:

R(i,3)=a(i,J)*C(1i,3)+b(i,3)*C(1,J+1)+c(i,])*C(i,]-
1)+d(i,J)*C(i+l,])+e(i,])*C(i-1,3)+£(1i,]);

end
end
% Método SOR:

o

for kl1=1:1000 % (Numero de tentativas)
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for i=2:NY

for j=2:NX
Cn(i,j)=(R(1i,])-(bet(i,j)*C(i,j+1)+gama(i,j)*C(i,Jj-
1)+lambda (i, j) *C(i+1,j) +omega (i, 3J)*C(i-1,73)))/alfa(i,J);
erro(i,j)=abs(C(i,3J)-Cn(i,3));
C(i,j):Cl’l(i,j),’
end

end
errelat=max (max (erro) ) /max (max (Cn)) ;

if (errelat<=le-8)
break;
end
end

clf;

contourf (x,vy,C);

colorbar ('fontsize',18);

caxis ([0 0.0171);

xlabel ('Comprimento (m)', 'fontsize',18);

ylabel ('Altura (m)','fontsize',18);

title('Concentracdo de Oxigénio Dissolvido', 'fontsize',22);

end



