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RESUMO

SOUZA, K. C. O. (2004). Avaliagido de solugdes analiticas para escoamentos
turbulentos. Dissertagio (Mestrado) — Escola de Engenharia de S#o Carlos,
Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2004.

A partir da solugdo analitica obtida para o campo turbulento gerado por duas grades
oscilantes em fluido em repouso, considerados os casos de viscosidade constante e
viscosidade variavel, foram estudados escoamentos turbulentos complexos. A partir de
proposta de equagdo governante linear ainda ndo publicada de SCHULZ (2003a), foram
obtidas solugdes promissoras e exploradas possibilidades de generalizagdo. As equagdes
em questdo baseiam-se no modelo k-& A ferramenta de trabalho no estudo das solugoes
tedricas foi o programa Mathematica. Embora essa ferramenta simplifique o trabalho
mecénico decorrente da busca de solugdes viaveis, vale lembrar que a construgio do
problema depende da criatividade do estudioso. Os objetivos propostos foram atingidos:
reproduzir e ampliar os resultados para grades oscilantes de SCHULZ (2001).
Adicionalmente, os equacionamentos governantes lineares mostraram possuir solugdes

compativeis com a observagao.

Palavras-chave: grades oscilantes, modelo -, turbuléncia.
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ABSTRACT

SOUZA, K. C. O (2004). Evaluation of analytical solutions for turbulent flows. M.Sc.
Dissertation — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Séo
Carlos, 2004.

From the analytical solution of turbulent field generated by two oscillating grids in fluid
in rest, complex turbulent flows have been studied considering the cases of constant and
variable viscosities. Promising solutions as well as some turbulence generalization
possibilities were obtained considering SCHULZ’s (2003) non-published proposal of
linear governing equations. The solutions are based on the k-£ model. The Mathematica
program was used as a tool in the study of the theoretical solutions. Although this tool
simplifies the work derived from the search for viable solutions, it is important to
remember that the construction of the problem depends on the researcher’s skills. The
aims of reproducing and extending SCHULZ’s (2001) model for oscillating grids have
been achieved. Additionally, the linear governing equations have shown to have

compatible solutions with the observation.

Keywords: oscillating grids, k-& model, turbulence.



1 INTRODUCAO

Desde muito, a compreensdo e a modelagem dos fendmenos turbulentos tém
desafiado a imaginagéo e a criatividade de cientistas e engenheiros. A propria definigéo
de turbuléncia é assunto em aberto e, usualmente, a ela tem sido atribuida uma série de

caracteristicas proprias a sua identificagdo. (SCHULZ, 2001).

Por sua natureza, a turbuléncia ¢ parte da Fisica Classica sem solugdo, por
envolver um “efeito de desordem” que se desenvolve nas escalas humanas de tempo e
espago. Apesar das gigantescas dificuldades que a turbuléncia apresenta para se
conseguir solugo tedrica completa, a literatura mostra constante interesse na busca de
solugdes para situagdes especificas. Espera-se, idealmente, que tais solugdes especificas

possam permitir vislumbrar generalizagdes no futuro.

A turbuléncia faz parte do dia-a-dia de todo ser humano. Ela estd presente na
maioria das atividades que executamos ou simplesmente observamos. Tém-se como
exemplos simples: a fumaga que sai de uma chaminé ou o movimento de mistura de
uma colher em uma xicara com café, nas quais facilmente se percebe a agio de mistura
decorrente da turbuléncia, aumentando a transferéncia de calor e massa. Assim, a
turbuléncia caracteriza-se como um fendmeno complexo no movimento dos fluidos,
mas encontrada na maioria das ocorréncias naturais desses fluidos. 'RODI (1980), apud
SOUZA FILHO (1994), afirmou que na Hidrdulica, assim como em outras areas da
Mecéanica dos Fluidos, os escoamentos de relevéincia pratica sdo turbulentos. Trata-se de
uma afirmativa que transmite empolgagio mas que, sem divida, ndo representa sempre
a realidade em todas as éareas. Mencionam-se como exemplos: botinica, biologia,

medicina (a circulagfio sangiiinea, de seiva e de demais liquidos em organismos costuma

"RODI, W. (1980). Turbulence models and their application in hydraulics. IAHR, Delft.



ser laminar) e robotica (movimentos mecanicos finos e lentos podem ser controlados

por sistemas hidraulicos contendo 6leo viscoso em movimento laminar).

Esta apresentagfio pode estender-se um pouco para um contexto mais amplo,
considerando a realidade hidrica atual. Menciona-se seguidamente a escassez pontual de
recursos hidricos e a possibilidade dessa escassez generalizar-se. Essa perspectiva futura
solicita que desde ja sejam efetuadas a¢des de planejamento, monitoramento e controle
com ferramentas cientificas adequadas. Os modelos de turbuléncia interessantemente se
inserem neste quadro, como ferramenta potencial de entendimento e previsdo dos
fendmenos hidrodindmicos que envolvem a previsdo da qualidade de aguas naturais,

como canais e lagos (SOUZA FILHO, 1994).

A turbuléncia atua como acelerador dos processos de mistura. Dessa forma, a
transferéncia de oxigénio para corpos de dgua como rios, lagos ou qualquer outro corpo
hidrico, dependem do nivel de turbuléncia presente. Processos industriais de extragdo de
gases nocivos de efluentes também estdo relacionados ao nivel de agitagdo turbulenta
imposta aos fluidos. Esses sfio alguns exemplos, vinculados a qualidade do meio-
ambiente, que nos permitem entender a importdncia da quantificagdo da turbuléncia.
Desenvolver modelos conceituais e tedricos que busquem solugdes especificas sdo
importantes procedimentos no atual contexto do nosso conhecimento em turbuléncia,
sendo sua necessidade mais do que evidente. O assunto atualmente € tratado de formas
alternativas, complexas e heuristicas, principalmente por engenheiros, que estdo sempre
em busca de solugdes para problemas praticos (SCHULZ, 2001). Certamente, passos
isolados com resultados corretos, observados de forma integrada, permitirio ampliar o
entendimento geral da turbuléncia. O presente trabalho representa um desses passos

isolados.

A turbuléncia desperta a curiosidade sobre o que ela pode proporcionar e qual seu
espectro de utilidade na vida pratica, uma vez convenientemente quantificada. Esta
curiosidade também ¢ a causa motora do presente trabalho, no qual se usam solugdes

especificas, para avaliar aplicagdes mais gerais.



2 OBJETIVOS

O objetivo precipuo do trabalho foi ampliar o conhecimento em torno das

existentes solugdes de SCHULZ (2001, 2003) para turbuléncia utilizando o modelo £-¢,

bem como explorar a possibilidade de generalizagfio e ampliagéio das respostas obtidas

ou dos métodos utilizados.

Objetivos especificos:

1.

Estudar a solugdo em série existente para campo turbulento gerado por
grades oscilantes, com relagdo a convergéncia das mesmas e a evolugéo
espacial da viscosidade turbulenta. Verificar as tendéncias analiticas por
meio dos resultados de experimentos anteriormente feitos, encontrados na
literatura da éarea e em trabalhos de mestrado realizados neste
departamento.

Avaliar a possibilidade de generalizagdo da aplicagiio das solugdes por
meio do programa Mathematica (o mais utilizado programa pelo grupo de
pesquisa), disponibilizado na Universidade de Sdo Paulo, Escola de
Engenharia de Sdo Carlos.

Aplicar o modelo k-¢ diretamente, ou equagdes ja existentes e dele
decorrentes, ao campo turbulento gerado por grades oscilantes, com vistas

a avaliar a viabilidade das abordagens utilizadas.



3 FUNDAMENTOS DA TURBULENCIA

3.1 TURBULENCIA

“O Brasil deveria estar preparado para enfrentar as ondas de incerteza como parte
da vida rotineira, disse o professor Carlos Langoni, diretor do Centro de Economia
Mundial da Fundagdo Getitlio Vargas e ex-presidente do Banco Central (BC)/...] A
turbuléncia entrou na rotina dos mercados globais [... ” (Estado de Sdo Paulo,
20/02/2003).

Desordem, agitagdio, movimentos aleatérios intensos, estado de deslocamento
erratico de um liquido ou gas, instabilidade, perturbagdo da ordem, comportamento
violento, selvageria etc, sdo as diferentes conotagdes para a palavra turbuléncia; séo
mais numerosos ainda os contextos de seu uso. Ndo € preciso criar ou imaginar um
fendmeno turbulento; diariamente encontramos esses fendmenos nas mais diferentes

situagdes, sempre visiveis ou percebidos pelas diferentes areas do conhecimento.

Considerando a situagdo pratica dos meios fluidos, a literatura em geral (por
exemplo, MUNSON ef al., 1997) classifica os escoamentos como laminares ou
turbulentos. Existe, para qualquer escoamento, pelo menos um pardmetro adimensional
que indica em qual estado o escoamento se encontra. Geralmente esse adimensional ¢
construido de forma que, se seu valor for menor do que um valor de referéncia, o
escoamento € laminar. Pardmetros adimensionais relevantes para a descrigdo do
movimento séo, por exemplo, entre outros, o nimero de Reynolds, o nimero de Mach; e
seus valores criticos (de referéncia), dependem da geometria especifica do escoamento.

Por exemplo, para escoamentos em tubos, o escoamento sera laminar se o nimero de



Reynolds for menor do que aproximadamente 2100 e turbulento se o nimero de

Reynolds for maior do que aproximadamente 4000.

SHAMES (1973) discorre que o escoamento laminar, embora tenha movimentos
moleculares irregulares, ¢ macroscopicamente bem ordenado. J4 o escoamento
turbulento apresenta-se como escoamento irregular em nivel macroscépico, existindo o
efeito de uma observavel flutuagdo de velocidade superposta ao escoamento médio,

geralmente definido de forma a ser ordenado.

Talvez valha a afirmagdo que o escoamento turbulento possui, em sua
complexidade, a dificuldade de sua propria definigdo. Os cientistas utilizam suas
caracteristicas para melhor qualificar o movimento e estabelecer metodologias de

quantificagio.

FIGURA 01 — Visualizagdo de uma se¢do horizontal da turbuléncia em um tanque girando rapidamente
sobre um eixo vertical: os vortices mostrados siio quase bidimensionais devido ao efeito de rotagio (E.J.
Hopfinger, Institut de Mécanique de Grenoble).

Fonte: LESIEUR, 1997.

A busca do entendimento em turbuléncia (talvez até tornando sua definicio mais
precisa), decorre do valor pratico desse desafio: existem problemas técnicos, industriais
e ambientais que envolvem turbuléncia e que cada vez mais requerem melhores e mais

precisas solugdes que, em sua apresenta¢do, incluam caracteristicas detalhadas do



movimento turbulento. Em outras palavras, ha necessidade de avango no entendimento
da turbuléncia para que esses problemas reais possam ser modelados com melhor

qualidade (SOUZA, 2002).

DAILY et al.(1969) argumentam que um estado de turbuléncia pode ser visto como
o resultado de uma “falha” (descontinuidade) no escoamento, previamente uniforme,
que forma redemoinhos, os quais se propagam até “contaminar” uma regifio de
escoamento, produzindo movimentos irregulares. Se as condigdes sdo propicias, a
turbuléncia persiste como um estado de movimento “quase” permanente. Uma fonte de
redemoinhos e turbuléncia pode ser a interface entre “correntes” de fluido que escoam
lado a lado com alguma discrepancia entre suas velocidades (o exemplo dos Rios Negro

e Amazonas pode ilustrar a argumentagio).

Como mencionado, a propriedade importante da turbuléncia, de misturar
componentes muito mais rapidamente do que processos moleculares de difusdo, atrai

muitos pesquisadores com o intuito de desenvolver projetos industriais.

3.2 FLUIDO TURBULENTO E “CA0S”

Segundo CORREA (2002), o termo chaos era usado pelos gregos com o sentido de
vasto abismo ou fenda. Mais ou menos seguindo este sentido inicial, a palavra também
alude ao estado da matéria sem forma e ao espago infinito que existia antes do universo
ordenado (um grande abismo, ou uma grande fenda), evidentemente segundo uma
interpretaciio cosmologico-religiosa. E, finalmente, tem-se o sentido atualmente mais

usual de caos: desordem, confusio.

A questdo etimoldgica ¢ interessante porque condiciona a imagem transmitida pelos
conceitos fisicos ¢ matematicos que dela se utilizam. Foi com essas interpretagdes
seménticas que se denominou um estudo matematico, “teoria do caos”. Segundo
pesquisadores, a Teoria do Caos € a teoria matematica que se ocupa dos sistemas que
apresentam comportamentos “imprevisiveis” e aparentemente aleatorios, embora
regidos por leis estritamente deterministicas. Desde que foi concebida, na década de

1970, a Teoria do Caos tornou-se uma das mais florescentes areas da pesquisa



matematica. Algumas versdes sobre o desenvolvimento da fisica consideram que,
mesmo incluidos os avangos da teoria quéntica, ela havia lidado quase que
exclusivamente com sistemas de comportamento previsivel, pelo menos em larga
escala, antes do advento da Teoria do Caos. Mas o mundo natural mostra uma tendéncia
ao comportamento cadtico (também se trata de uma interpretagdo). Por exemplo,
sistemas climaticos de grande escala tendem a desenvolver padrdes aleatorios a medida
que interagem com sistemas locais. Outros exemplos incluem a sempre variavel taxa de
gotejamento de uma torneira, a turbuléncia das moléculas em uma coluna de fumaga e o
ritmo das batidas do coragdo humano. Embora até os anos 60, os sistemas caoticos lhes
fossem familiares, os cientistas ndo dispunham dos meios matematicos necessarios para
estuda-los e, portanto, a tendéncia foi evita-los em seu trabalho teérico. A partir dos
anos 70, porém, com o desenvolvimento de modernos computadores, alguns fisicos
comegaram a procurar maneiras de dominar o caos. Um de seus principais teoricos foi o
fisico Mitchell Feigenbaum que, com base em estudos de May, um ecologo tedrico,
descreveu mais adequadamente a existéncia de certos padrdes de comportamento em
sistemas que tendem para o caos. Esses padrdes envolvem quantidades agora
conhecidas como numeros de Feigenbaum. Os padrdes do comportamento cadtico estdo
relacionados aos observados na geometria fractal e tém afinidades com a teoria das
catastrofes (esta ultima desenvolvida por René Thom). Continuando neste breve relato
historico, vale lembrar que Benoit Mandelbrot adotou o termo fractal para descrever um
objeto geométrico que nunca perde a sua estrutura, qualquer que seja a distancia de
visdo. Quando os fractais surgiram, pouco ou nada estavam relacionados ao caos. Com
o tempo veio a se descobrir que sdo “primos matematicos”. Na realidade, os fractais sdo
“a linguagem” que nos permite descrever o caos. Benoit Mandelbrot €, em grande parte,
responsavel pelo presente interesse em geometria de fractais. Ele mostrou como fractais
podem ocorrer em muitas situagdes tedricas e praticas, como em matematica e na

natureza.

3.3 TURBULENCIA ISOTROPICA

O estudo de turbuléncia isotropica teve inicio com TAYLOR (1935) que a definiu
como condigio em que todos os valores médios das fungdes de variaveis de escoamento

sdo independentes de translagdio, rotacdo e reflexdo dos eixos de referéncia. Desde



entdo, por ser teoricamente a classe mais simples de turbuléncia, a qual é descrita pelo
menor numero de pardmetros e relagdes basicas, a turbuléncia isotropica tem sido
largamente utilizada na busca de melhor entendimento da turbuléncia em si. A partir
dela obtiveram-se expressdes matematicas para aspectos dos processos de mistura entre
liquidos, entre sdlidos e liquidos, entre gases e liquidos e, por fim, entre sélidos,
liquidos e gases. Além disso, a existéncia de caracteristicas comuns a todos os
escoamentos turbulentos permite que a compreensfio da turbuléncia isotropica esclarega
questdes referentes as formas mais complexas de turbuléncia “TOWNSEND, 1976
apud SOUZA, 2002).

A isotropia impde que todas as componentes da velocidade turbulenta média em um
ponto sejam iguais (raiz quadrada da média quadratica) e, como as flutuagdes sdo
aleatorias, nélo existe relagéio entre as componentes em diferentes eixos de coordenadas.
Isto impde que a média das tensdes de cisalhamento turbulentas, também conhecidas
como tensdes de Reynolds, seja igual a zero. Em outras palavras, um escoamento
isotropico ¢ isento de tensdes de cisalhamento turbulentas, em toda sua extensdo. Esta
situagfo ja se mostra “irreal” porque para que haja escoamento de qualquer espécie, um
esforgo deve ser aplicado ao fluido, que escoa com relagéo ds paredes que o contém e,
portanto, gera cisalhamento. HINZE (1959) afirma que a turbuléncia isotropica é
teoricamente o tipo mais simples da turbuléncia. Entretanto, ¢ também um tipo de
turbuléncia hipotética, porque nenhum escoamento real turbulento mostra isotropia
verdadeira, embora possam ser obtidas condi¢des tais que a isotropia seja mais ou

menos aproximada.

Devido a sua relativa simplicidade, a turbuléncia isotrépica ¢ mais amena ao
tratamento teorico fundamental do que os outros tipos de turbuléncia (camada-limite,
jatos, esteiras etc, todos anisotropicos). Adicionalmente, experimentos devidamente
conduzidos em escoamentos “quase-isotropicos” permitem testar solugdes obtidas
teoricamente. Finalmente, extensdes das solugdes obtidas para escoamentos isotropicos
podem ser feitas para escoamentos anisotropicos, uma vez que ha situagdes de

“isotropia local” (no sentido de Kolmogoroff) também nesses escoamentos.

> TOWNSEND, A. A. (1976). Homogeneous turbulent flows. In: THE STRUCTURE of turbulent shear
flow. Cambridge University Press, Cap.3, p.45-103.



3.4 EQUACOES DE REYNOLDS

Toda a literatura em Mecénica dos Fluidos (por exemplo, MUNSON et al., 1997)
afirma que as equagdes (3.1), conhecidas como as equagoes de Navier-Stokes (em honra
ao matematico francés L.M.H. Navier, 1758-1836, e ao fisico inglés G.G. Stokes, 1819-
1903, responsaveis por sua formulagdo), combinadas a equacdo (3.2), que representa a
conservagdo de massa, denominada “equagdo da continuidade”, fornecem uma
descrigdo matematica completa do escoamento incompressivel de um fluido

Newtoniano.

Equagdes de Navier-Stokes: Conservagao de quantidade de movimento

: . 89U,
2% +U, ‘zUI st g L 3.1)
ot Ox p Ox;  Ox;0x;

U; € a velocidade instantdnea na diregdo coordenada 7 (i = 1, 2, 3), x; € 0 €ixo
coordenado (/ = 1, 2, 3), p ¢ a pressdo estatica instantdnea, /; é a componente
instantdnea / (i = 1, 2, 3) da resultante das forgas de campo, p ¢ a massa especifica do

fluido e v € a viscosidade cinematica.
Equagdo da continuidade: Conservagdo de Massa

ou ov ow
ki =) (3.2)
ox 0Oy 0z

Neste caso, as componentes de velocidade estdo representadas por v, v ¢ w e 0s

eixos coordenados por x, y e z. As duas notagdes sdo comuns em Mecanica dos Fluidos.

Segundo DAILY er al. (1969), as equagdes de movimento de fluido viscoso,
aplicam-se de forma geral, tanto a fluidos turbulentos como ndo turbulentos. A
dificuldade em obter apenas uma solugio impondo as condigdes de contorno — note-se
que as instabilidades tipo erraticas conduzem a diferentes perfis de velocidade ao longo

do tempo para as mesmas condig¢des de contorno — fez com que se buscasse a descrigio
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do escoamento médio, efetuando uma divisdo entre este escoamento médio e as

flutuagdes a ele superpostas (equagdes 3.3).
U,-=I+N'; P:;"'P' Ffz‘?i‘*“}'wi (33)

Na maior parte dos problemas hidraulicos realmente nfio ha interesse em conhecer
os valores das varidveis envolvidas a cada instante, mas apenas o comportamento médio
do escoamento descrito pelos valores médios das varidveis. Assim, efetua-se a divisfo
descrita nas equagdes (3.3) e introduz-se essas varidveis (divididas) nas equagdes de
Navier-Stokes. Posteriormente, efetua-se a média da equagio resultante utilizando as
assim denominadas “condi¢des de Reynolds para as médias” (ver SCHULZ, 2003). As
equagdes resultantes deste processo sido chamadas equagdes de Reynolds (SOUZA
FILHO, 1994), apresentadas na equagéo (3.4).

Equagdes de Reynolds

ou; — ou;

——tu,
of axj.

H.Qg_+_a_ ;[ﬂ—p!l'i M'}- + I (3.4)

p
ox; Ox;| ox

Nesta equagdo, u,sdo as componentes da velocidade média nas trés diregdes
coordenadas (i = 1, 2, 3), pé a pressdo média, y é a viscosidade dindmica do fluido,

F, sdo as componentes das forgas de campo médias (i = 1, 2, 3) e u’;, as flutuagdes de

velocidade (i = 1, 2, 3). A barra horizontal representa uma operagéio de média temporal.
A equagao (3.4) mostra as equagdes de Reynolds em sua forma usual para escoamentos
incompressiveis.

!

O termo p(u’,. u

J) ¢ conhecido como tensdes de Reynolds, representando fisicamente

o transporte de quantidade de movimento devido ao movimento turbulento.
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3.5 MODELO DE TURBULENCIA k-¢&

De acordo com SOUZA FILHO (1994), o modelo &-& ¢ um modelo de viscosidade

turbulenta (v), a qual ¢ obtida a partir da equagio de Kolmogoroff-Prandtl

(v; =C ;,.JEL) com a substituigdo do comprimento caracteristico (L) pela equagéo

k*'? / L= ¢ . Deste conjunto de definigdes resulta:

2
v =, K (3.5)

u

C, ¢ uma constante de proporcionalidade, k& ¢ a energia cinética turbulenta ¢ £ ¢ a
taxa de dissipagdo de energia cinética turbulenta. Trata-se de um modelo de duas
equagdes, assim denominado porque na defini¢io da equagiio (3.5) sflo utilizadas duas
novas variaveis, ou seja, a propria energia cinética turbulenta £; e sua taxa de dissipagio
& Assim, para quantificar essas duas novas variaveis necessitam-se duas equagdes
adicionais de transporte, uma para k e outra para & Normalmente, nessas aproximagdes
utiliza-se como escala para as flutuagdes turbulentas de velocidade, a raiz quadrada da

energia cinética turbulenta.

Segundo RODI (1980), a equagdo completa da conservagdo da energia cinética

turbulenta é escrita como:

ok — ok o, (uiv;, p —ou, o, o
i e,.( 2’ —] —uu' — ~V6—"\_' (3.6)
v, ok, P ox; i, Ox;
. Vau',- ou'; (3.7)
dx; oOx;

A equagdo diferencial para £ no modelo k-¢ €, geralmente, expressa por:
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- w. ou, \ou 2
E.HIEQ:_"@_ _Vf_% +Cl£": a"' +_f @L_ng_ (3.8)
ot ox; ox,\ o, ox, k |\ ox;, ox; Jox; k

Nas equagdes (3.6), (3.7) e (3.8), k, § ue u’;, ve v, p e p’ tém o mesmo significado
ja descrito nas equagdes precedentes. C; e C; sfo constantes do modelo. Essas equagdes
representam uma aproximagédo conveniente, que tem produzido resultados satisfatorios
em varios tipos de escoamentos. Vale sempre lembrar que se utilizou a defini¢do de
viscosidade turbulenta (hipotese de Boussinesq) para superar as dificuldades que

surgem das parcelas que possuem produtos de flutuagdes de velocidade e produtos que

envolvem flutuagdes de presso.
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4 TANQUE DE GRADES OSCILANTES DO SHS-EESC-USP

4.1 TANQUE DE DUAS GRADES OSCILANTES

O presente trabalho tem abordagem estritamente teérica. Contudo, as solugdes
estudadas devem ser comparadas a dados obtidos em escoamentos turbulentos reais
(com o uso de equipamentos adequados). Um desses equipamentos foi construido no
Laboratério de Hidradulica Ambiental do Centro de Recursos Hidricos do Departamento
de Hidraulica e Saneamento — EESC-USP. Trata-se de um tanque no qual se produz
turbuléncia em dgua com o uso de grades oscilantes. Segundo SOUZA (2002), o tanque
possui 50cm x 50cm de area superficial e 115cm de altura (FIGURA 02). As paredes do
tanque foram feitas de acrilico para permitir visualizagdo de seu volume interno e
utilizagdo de equipamento laser para medigoes de velocidade turbulenta. Para tanto
implementou-se, no laboratorio, a técnica Digital Particle Image Velocimetry (DP1V),
que permite a obtencfio das velocidades turbulentas e o posterior calculo das grandezas

estatisticas turbulentas,entre elas a viscosidade turbulenta.
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FIGURA 02 — Tanque com duas grades oscilantes.
Fonte: JANZEN, 2003.

O tanque permite a colocagio de duas grades idénticas posicionadas
horizontalmente 4 uma distdncia de 31,6cm uma da outra (de eixo a eixo). A turbuléncia
assim gerada tem propriedades quase-isotropicas e os resultados experimentais foram
utilizados para validar as propostas tedricas decorrentes dos estudos nesta linha de

pesquisa, entre os quais esta pesquisa.

Nos experimentos conduzidos por outros autores, nesse equipamento, as grades
foram osciladas em fase com freqiiéncia de oscilag#io variando de | a 4Hz ¢ a amplitude
de oscilagdo de 2 a Scm, JANZEN (2003).

4,.1.1 GRADES

Uma descrigio mais detalhada do equipamento ¢ aqui feita para elucidar que tipo de
dado esta sendo comparado ao estudo teérico. Segundo JANZEN (2003), as duas grades
idénticas foram construidas de ago inoxidavel compostas de 9 x 9 barras de segéo

quadrada de lcm x lem. Elas possuem espagamento M (Mesh) de 5,1cm com solidez
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(relagdo entre a area horizontal ocupada pelas barras da grade e a area total da superficie
do tanque) de 32%. As duas grades possuem distincia de separagdo de 31,6cm, sendo o
centro de oscilagio da grade inferior posicionado a 55cm do fundo do tanque. Segundo
HOPFINGER & TOLY (1976), solidez inferior a 40% gera turbuléncia quase-

isotropica, capaz de evitar escoamentos secundarios.

| 1

|

| I ’
4} 194

I I [

4.1.2 MECANISMO DE OSCILACAO DA GRADE

E interessante valorizar as solugdes construtivas desenvolvidas no proprio
Laboratério de Simulagdo Computacional. Assim, vale mencionar que um novo
mecanismo de oscilagdio da grade foi desenvolvido por SOUZA (2002) para seu
mestrado, no qual a maior parte desse equipamento foi concebida. O tanque possui
fixagdo do sistema de oscilagdo por meio da parede lateral, para que sejam evitadas

fontes de escoamentos preferenciais, oscilagdo do nivel de dgua e eventuais vazamentos.
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Os componentes do mecanismo de oscilagio da grade sdo motor, conjunto de
rolamentos, mancais, eixos, polias e correias. O motor utilizado foi de 4Hp, de corrente
continua, cuja rotagiio pode ser variada por controle acionado manualmente, JANZEN
(2003).

Todos os detalhes construtivos foram descritos por SOUZA (2002) e JANZEN
(2003).

4.1.3 CAMPO TURBULENTO GERADO POR DUAS GRADES OSCILANTES EM

FLUIDO EM REPOUSO

A formulagio estudada no presente trabalho ¢ unidimensional (na vertical). Para a
comparagio efetuada com o tanque de duas grades oscilantes, ¢ preciso que se diga que,
em um processo essencialmente unidimensional, as grades deveriam ter dimensdes
infinitas nos planos perpendiculares ao eixo x (FIGURA 04). Evidentemente esta
condi¢gdo ¢ impossivel, mas a experiéncia mostra que os efeitos de borda sdo

despreziveis para as regides centrais do tanque.

A origem do eixo estd no centro do espagamento entre as grades. Com este arranjo,
a energia cinética fornecida ao meio por intermédio das grades e dissipada no espago
entre as mesmas, passa por um minimo em x = 0 (para oscilagdes iguais das duas

grades, evidentemente com caracteristicas geométricas idénticas) (SCHULZ, 2001).
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Oscilagdo Oscilagfio
FIGURA 04 — Representagio esquemética da situagdio de duas grades oscilantes e do processo de difuso-

dissipacfio da energia cinética turbulenta,
Fonte: SCHULZ (2001).

Equipamentos semelhantes, com caracteristicas também semelhantes, tém sido
utilizados em literatura da area. Assim, por exemplo, SHY ef a/ (1997), utilizaram um
par de grades oscilando verticalmente para experimentalmente produzir uma regido de
turbuléncia estacionaria quase-isotropica em um fluido homogéneo (dgua) contido em
um tanque (situagdo andloga aquela descrita para o equipamento do Laboratorio de
Hidraulica Ambiental). Segundo os autores mencionados, de acordo com a escolha
apropriada dos parametros que compdem o meio e o equipamento de gera¢do de
turbuléncia, sdo geradas duas regides de escoamento distintas: uma altamente turbulenta
perto de cada grade e uma com turbuléncia estaciondria, aproximadamente isotropica,
localizada na regido de nucleo entre as grades. Esta pesquisa estudou os modelos que
descrevem a evolugfio de pardmetros da turbuléncia, considerando o espago existente

entre as grades oscilantes (dominio de aplicagdo deste estudo).
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5 MODELO DE TURBULENCIA DE SCHULZ &
CHAUDHRY (1998)

5.1 PROCEDIMENTOS GERAIS

Considerando situagdo de escoamento estaciondrio e fluido em repouso (isto €, sem
escoamento médio), SCHULZ & CHAUDHRY (1998) partiram das equagdes (3.6) e
(3.7), para obter a forma de evolugdo da energia cinética turbulenta em sistemas
difusivo-dissipativos unidimensionais. A equagdo para a energia cinética turbulenta

unidimensional ¢ obtida diretamente do caso geral, resultando em:

w'iu', *ou',
9| B4y PO Oy 5.1)
OX; 2 P Ox; Ox,;

O termo entre colchetes, sem equacionamento definitivo, € substituido, no modelo 4-
&, pelo produto do coeficiente de Boussinesq (viscosidade turbulenta) com o gradiente

da energia cinética turbulenta € uma constante de proporcionalidade (or). Obtém-se:

) [v, akJ
—|+=|=¢ (5.2)

ox\ o, Ox

A equagdo diferencial para & pelo modelo k-&, equagdo (3.8), para o caso difusivo-

dissipativo, torna-se:

oo

5 2
: [‘—' agJ -2 (5.3)
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Para obter a viscosidade turbulenta geral tedrica para uma situagdo que reproduza o
escoamento turbulento gerado por duas grades oscilantes, partiram das equagdes (3.5) e
(5.2), que permitem obter uma relagfio envolvendo apenas energia cinética turbulenta e

sua taxa de dissipagdo de energia:

ox\ o, & Ox

B [C,, K’ ak]
—|L——|=¢ (5.4)

SCHULZ & CHAUDHRY (1998) integraram a equagdo (5.4), obtendo o seguinte

conjunto de equagdes, valido para sistemas difusivo-dissipativos:

3 o, 2
kj:EC—:{[E'dHB’} +B, (5.5)
d Zcﬂ 3
gE=—_|=—5(k’—=B 5.6
dx\/3 L (5.6)
* 2C g
W=2pd |==£k3, -B,)- /—_fi ki —B
P [\/3 & (nf 2) V3o, (n 2)] (5.7)

B; e B; sdo constantes de integragfio, p ¢ a massa especifica do fluido ¢ 4 é a 4rea

transversal a diregdo x, I ¢ a poténcia dissipada entre as duas grades. Admite-se que,

em uma posigio v = 0, a energia cinética turbulenta assume o valor £, e que em uma

posigdo genérica x, a energia cinética turbulenta assume um valor de referéncia para o

espago considerado (k = k...

Para a obtengfio de uma avaliagdo dos perfis de k e & SCHULZ & CHAUDHRY

(1998) adotam expansoes em séries de poténcias para as duas varidveis.

As varidveis k e &sio expressas conforme indicado nas equagdes (5.8).
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=Y gx' k= kx! (5.8)
i=0 =0

O uso dessas relagdes na equagdo (5.5), comparando termo a termo os coeficientes
de mesma ordem de x para os dois membros da equagdio expandida, resultam nas

seguintes equagdes para os primeiros coeficientes da série:

- Energia cinética turbulenta (APENDICE B):

Ordem zero: ky=BY?ou B, =k} (5.92)
Ordem I: k,=0 (5.9b)
Ordem 2: S . 3o
ky=—*_(g2) Sy =3 5.9
) 3/{5( 0 2(,# (5.9¢)
Ordem 3: k; =0 (5.9d)
Ordem 4: S, (2¢,& k;
i =Lk[ 0 2)__2 (5.9¢)
a3 ) K,
Ordem 5: ks =0 (5.91)

Observa-se que cada coeficiente &; depende dos coeficientes anteriores na série para

energia cinética turbulenta, assim como para a taxa de dissipagdo de energia.

Reescrevendo-se a equagdo (5.3) utilizando a equagdio (3.5) para & tem-se uma

equagdo mais apropriada para a taxa de dissipag¢do de energia, que assume a forma,

2 C,o,
2!(25%@—1(3@@%35&:3854 Se =— (5.10)
dz dz dz dz dz? Cy
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Utilizam-se as equagdes (5.8) na equacgiio (5.10), o que conduz aos seguintes

coeficientes para o caso de duas grades oscilantes:

- Taxa de dissipagdo de energia (APENDICE C):

Ordem zero: S &2
= 5.11a
i -
Ordem 1: gy=10 (5.11b)
Ordem 2: 28 eles—Thikspges +RiE2
By = = (5.11c)
6kyey
Ordem 3: ;=0 (5.11d)
Ordem 4:

L Sc(3e0e] + 2658, )~ Lkokjye, — 1Ikok 606, — 26k, kyeot, +hJE,6, ~kokys) (5.11¢)
6 3
I5k}e,

Ordem 5: g, =0 (5.11f)

Vé-se que apenas ky e & necessitam ser determinados, isto €, o valor da energia
cinética turbulenta na origem e o valor da taxa de dissipagdo de energia na origem,

ambos obtidos experimentalmente.

Os autores mencionados também adimensionalizaram as equagdes. Assim, as
equagbes para a energia cinética turbulenta adimensional, k%, (= h), e taxa de

dissipagiio de energia adimensional, &/g, (= e), apresentam-se da seguinte forma:

4
S, [ g,x Y &)X
Il:]+?k[k‘:)/zj +?k(Sg—Sk)[‘k—:ﬁJ Fiaie (512)
a 0
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2 4
S, [ &ox S.(58 7Sk} &gk
£ i £ + eeeeee 5.13
2(/;3”2] 6( 4 6 Nk’ B:13)

O uso dos valores experimentais C, = 0.09, C; = 1.92, o = 1.0, 0, = 1.3 nas

equagdes (5.8), (5.9) e (5.11) (RODI, 1980) resulta em:

e=1+

2 4
hal+5.560 <2 | 4205 S5 | 4. (5.14)
kﬂ kﬂ
i 2 i 4
ex1+13.9) 22 | 1704 22| 4. (5.15)
kﬂ kﬂ

A viscosidade turbulenta obtida das equagdes (3.5), (5.14) e (5.15) produz:

2 4
&EsX &EpX
FES RN ] +7].8(~-—°--—] Fo,
[kg/f kg/} kg

Vio £pX ’ EyX ! i zcﬂg (5.16)
) =
1+]3.9[k3"/2] +70.4(k3/2J E S—_—"
0 0

v,

~

Esta apresentagdo também consta em SCHULZ (2001).

5.2 CALCULO OTIMIZADO DOS COEFICIENTES (k;, &)

5.2.1 PROGRAMA MATHEMATICA

Resolugdes tedricas envolvem o conhecimento prévio de ferramentas de célculo e
uso de tabelas matematicas extensas. Parte dessas exigéncias foi muito facilitada com o
advento de programas computacionais que armazenam os procedimentos de resolugio e
as mencionadas tabelas. Desta forma, ao pesquisador/profissional resta bom senso na
formulagdo do problema em estudo e o estabelecimento da equagdo governante em

questdo. Um desses programas é o Mathematica.
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Segundo CARMO ef al. (1999), o sistema do Mathematica disponibiliza uma
grande quantidade de fungdes previamente definidas e permite a visualizagdo de
elementos graficos. Estas caracteristicas favorecem a motivagdo e auto-aprendizagem
dos usuarios do sistema. O Mathematica auxilia a identificagio e compreensio de
problemas de engenharia e ciéncia e permite rapida resolugdo de solugdes desses

problemas.

Ha que mencionar a riqueza de conceitos disponibilizados por este sistema. Por um
lado, a computagiio efetuada pelo sistema Mathematica é também simboélica e ndo
apenas numérica. Por outro lado, em um mesmo ambiente, estdo disponiveis diversos
paradigmas de programagdo, a saber: a programagdo funcional, a programagao

recursiva, a programagao imperativa e a programagfo por regras de reescrita.

5.2.2 COEFICIENTES k; E &;

Verifica-se que os coeficientes £; e & sdo calculados seguindo os procedimentos do
item 5.1, que s@o os procedimentos gerais propostos pelos autores. Por esses
coeficientes se tornarem extensos demais a medida que se avanga (“em 7°) nos termos
das séries de k e g, ficou evidente a necessidade da criagdo de um programa que, de
maneira rapida e eficiente, auxiliasse os procedimentos de calculo. O nimero de
operagbes de cada novo termo torna-se rapidamente impraticaivel sem auxilio

computacional.

Estudado o programa Mathematica, como ferramenta para otimizagio dos calculos
de 4 e & para o presente mestrado, foi criado um programa para o ambiente
Mathematica denominado Cdlculo Otimizado dos Coeficientes de k e & O programa
tem como variavel inicial o nimero de coeficientes que se quer calcular para k e ¢, (N,).
Outras variaveis também sfo nomeadas no inicio do programa, quais sejam: S, S, kg e
&. E possivel atribuir valores a essas varidveis e obter valores numéricos dos

coeficientes de ke &

Esse programa encontra-se no APENDICE A.
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5.3 VISCOSIDADE TURBULENTA (V)

A partir da ampliagdo dos coeficientes de & e & por meio do calculo otimizado
permitido pelo programa aqui desenvolvido, foi possivel realizar a analise da
viscosidade turbulenta (v), ou seja, o estudo geral da viscosidade turbulenta

adimensionalizada.

A analise foi efetuada a partir das equagdes (3.5), (5.12) e (5.13), com as quais se

obtém a expressdo geral para viscosidade turbulenta adimensionalizada (5.17):

2 4 6
285, [ gpx hY EpX S EpX
T+ 22k 20 | _Zheg, —28 )1 22 | + 2R 2087 — 51,8, +3087 )| =2 | +...
Vi B 3 [kg/zJ 9( k g) kg/z 405( k ke z:) kg/;

2 4 6

Vo S, ex )| S Ep¥ S, 2
1+ 200 | _Z=r1yS, — 158 0" | + 2F (72882 —12908,S. + 54987 )| 22| 4+
2(1(3’2 72110 =8N arz | * 4597255 =i AR

(5.17)

£pX
1372

Percebe-se que o termo entre parénteses, [
0

J, ¢ um termo adimensionalizado

que pode ser substituido por x*

Através do programa Cdlculo Otimizado dos Coeficientes de k e &, a viscosidade

turbulenta adimensionalizada pode ser determinada para » termos.
5.4 CASO PARTICULAR: COMPARACAO TERMO A TERMO DAS SERIES (%, &)

Apos a verificagio e ampliagdo dos coeficientes de & e g, foram reescritas as
equagdes para a energia cinética turbulenta adimensional, k%, (= h), ¢ a taxa de
dissipagfio de energia adimensional, e/g (= e), que se apresentam da seguinte forma, de

acordo com as equagdes (5.12) e (5.13):

2 4
h :1+i(i] +Sx s —Sk)(;":;J T (5.18)
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2 4
S| &% S (35S, 78, ) &x
g=1% Z[k:”’J + 6[ T 6k][k3”] Fesamnss (5.19)
[ 0

Em uma primeira analise, verificou-se que a comparagio, termo a termo de mesma

ordem, das equagdes (5.18) e (5.19), resulta nas seguintes proposi¢des:

38,
Si == (5.20)
ou
S, :% (5.21)

s ? 52 &

EpX b EpX
h=p=Jglel 0 | "¢ g £ ... 5.22
2 [kg”J 12 [kg”J S

Substitui-se a equagdo (5.21) na equagdo (5.19) e verifica-se que:

S, [ g,x ? 8'2( X !
h:ej+—"'( o ] _ 2k | &0 ] Foen (5.23)

3\k72) 277

Ou seja, com a substituigio das equagdes (5.20) e (5.21) nas equagdes (5.18) e
(5.19), respectivamente, verifica-se que as equagdes para a energia cinética turbulenta
adimensional, ¥4, (= /), e a taxa de dissipagdo de energia adimensional, &/g (= e),
tornam-se iguais de acordo com as variaveis substituidas. Interessante verificar que esta
igualdade € possivel, uma vez que as relagdes (5.20) e (5.21) se mantém para todos os

coeficientes.

Assim com esta igualdade, as equagBes tém coeficientes que dependem

exclusivamente de uma uUnica variavel, de S; ou de S, Atribuindo-se valores
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experimentais C, = 0.09, C; = 1.92, o = 1.0, 0, = 1.3 (RODI, 1980) as variaveis Sk € S¢
nas equagdes (5.9¢) e (5.10), novamente reproduzidas pelas equagdes (5.24) e (5.25),
respectivamente, percebe-se que as constantes ndo seguem a regra estabelecida por

(5.20) e (5.21). Tém-se:

s -39
T (5.24)
€
C,o
S = 2.8
& C (5.25)

Considerando a viscosidade turbulenta (v;),

k2
v, =C, "~ (5.26)
&

com as condigdes (5.20) e (5.21), esta passa a ser representada também por:

Lt B (5.27)

Vto
Ou seja, 0 modelo £-¢ transforma-se em um modelo exclusivamente em 4 (= k/k,).

5.5 SOLUCAO LINEAR PARA &= ¢ (k)

O item 5.4 serviu para criar sensibilidade no trato com as equagdes expandidas,

permitindo obter relagdes que, contudo, sdo muito particulares.

Os trabalhos passaram entdo a considerar os procedimentos de SCHULZ &
CHAUDHRY (1998) e MATSUNAGA ef al (1999), que motivaram o uso conjunto das
definigdes desses trabalhos. Segundo *SCHULZ (2003), decorrente dos trabalhos

* SCHULZ, H. E. (2003). Informagfio pessoal, ainda nfio publicada.
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conjuntos nessa linha de pesquisa, apresenta uma proposta de equacionamento linear
para a equagdio governante da taxa de dissipagdio de energia como fungdio da energia
cinética turbulenta. Esse desenvolvimento é apresentado em detalhes no presente texto,

adicionado da proposta de solugdo aqui desenvolvida.
MATSUNAGA ef al (1999) definiram:

dr oy
— (5.28)

A fungdio I’ é definida apenas como uma variavel auxiliar. Insere-se a equagéo

(5.28) na equagdo (5.2), eliminando-se dz, o que resulta em:

d(d) C, ,
— | ==k 529

Rearranjando-se as equagdes (5.3), (5.26) e (5.28), tem-se que:

d(ﬁ)ﬁ ggC2C;: =k 530
dF \ dI O'f . (5.30)

Definem-se as seguintes variaveis:

_ Cp
k=— (5.31)
9
c
f—% 5.32
: & (5.32)

MATSUNAGA ef al (1999) demonstraram que:
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c
2 _
3;; — jek (5.34)

Segundo a abordagem de SCHULZ & CHAUDHRY (1998), aplicada agora para /' ¢

ndo para x, a primeira integragdo da equagdo (5.33) produz:

ak =i‘/w, . (5.35)
dr 3

Na equagdio (5.35), w; é uma constante de integragdo. Considerando que apenas se

pode dissipar o que ji existe, foi sugerido que a taxa de dissipagéo de energia pode ser

expressa como fungdo da energia cinética turbulenta. Em outros termos, impde-se:

e=¢(k) (5.36)

k=k(F) (5.37)

As proposigdes das equagdes (5.36) e (5.37) sdio decorrentes de consideragdes
fisicas e exigem comprovagdo a partir da forma da equagdo obtida para a taxa de
dissipagdo de energia (&), a ser expressa em fungfio da energia cinética turbulenta (E).

Esta comprovagio deve ser verificada em nivel experimental.

Sendo a dissipagdo de energia fungfo da energia cinética turbulenta, entdo:

ds _ds dk

=40 (5.38)
dF  dk dI



29

2 2. (7Y 2y
d’e ﬁﬁ(dk] ds d*k (5:39)

= & B A
dr? g2\ dr ) dk dF?

Utilizando-se das equagdes (5.33), (5.34) e (5.35) na equagéo (5.39), obtém-se:

— 2 — —
(w, + %kjjd—_i+ kzg%*j«fk =0 (5.40)
dk

: 3 T
Definindo-se e =y, k=x e a= Ew , ha equagdo (5.40), apenas para simplificagao

de notagio, tem-se:
2
y iy 3
(a+.\:")—d : +ix2(—y——jxy:0 (5.41)
d. dx

Na equagdo (5.41), a é uma constante de integragdo. Esta ¢ a equagdio governante
originalmente proposta por SCHULZ (2003). Note-se que a vantagem desta equagdo
reside no fato de ser linear e admitir solugdo segundo as ferramentas tradicionais do
ccalculo. Em outros termos: "o problema de turbuléncia isotropica, considerado do ponto
de vista do modelo k-5 quando tratado no espago k-& admite equacionamento
governante linear". Este fato € um progresso importante na area, porque o problema de
duas equagdes diferenciais ndo-lineares acopladas foi transformado em um problema de
uma Unica equagdo linear. O presente trabalho de mestrado foi entdo direcionado para a

obtengdio da solugio deste problema linear. De forma resumida, resolve-se a equagdo

(5.41) e obtém-se & = S(E) .
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6 RESULTADOS NUMERICOS
6.1 VISCOSIDADE TURBULENTA (V)

Como primeiro resultado deste mestrado, sdo apresentados os estudos de
convergéncia das séries de k e & Verificou-se 0 comportamento do raio de convergéncia
da viscosidade turbulenta adimensionalizada, acrescentando-se passo a passo os termos

das séries.

o

2
Yex" =cotex+ex’ ey + 6.1)
n=0

Espera-se que a série de poténcias que representa um fendmeno fisico, usando
como exemplo a equagdo (6.1), possui um raio de convergéncia r* tal que a série
converge quando |r| < r* e diverge quando |x| > r* Em outras palavras, a soma dos
infinitos termos que compdem a série assumira valor finito “dentro” do raio de
convergéncia. Diz-se que a séric convergiu no intervalo delimitado por esse raio.
Analises teodricas tradicionais utilizam métodos que permitem, através da analise de
termos sucessivos, atestar pela convergéncia ou ndo. Em alguns casos utilizam-se

métodos assintoticos.

De qualquer forma, é preciso conhecer o termo geral, ou seja, aquele que
expressa a formagfo de toda a série. No presente problema, nfo se conseguiu exprimir
esse termo geral, em decorréncia da nfo-linearidade do conjunto acoplado de equagdes
diferenciais. Como €é possivel uma analise assintotica, adotou-se um ponto de vista de
engenharia, ou seja, estabeleceu-se um horizonte “de igualdade” para duas avaliagdes

sucessivas da grandeza fisica em questdo, a segunda com um termo a mais do que a
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primeira. A partir desse horizonte de igualdade, foram obtidos e comparados valores

numericos.

Em termos praticos, o que se fez foi avaliar inicialmente a série (6.1) para o

termo de ordem 0, obtendo-se:

J(x)=¢, (6.2)

Posteriormente, avaliou-se para o termo de ordem 1, obtendo-se:

fix)y=¢, +ex (6.3)

Comparou-se o grafico da aproximagdo de ordem zero e de ordem 1, e
estabeleceu-se como horizonte de igualdade 99%, ou seja, a segunda aproximagéo €
considerada igual a primeira para um erro relativo de 1% entre as avaliagdes. Neste
primeiro caso, o raio de convergéncia (limite no qual se verifica o horizonte de

igualdade) ¢ basicamente nulo.

Posteriormente, reavaliou-se a referida série para o termo de ordem 2, obtendo-

se.

f(x¥)=c, +c,x+c,x? (6.4)

Comparou-se entdo o grafico da aproximagio de ordem 2 e de ordem 1, com o
mesmo erro relativo de 1% entre as avaliagoes. Neste segundo caso, o raio de
convergéncia cresceu em relagdo ao primeiro. Este procedimento foi seguido até se

obter uma tendéncia assint6tica para o raio de convergéncia.

Graficamente, o raio de convergéncia ¢ determinado conforme representado na
FIGURA 05. Para analise da viscosidade turbulenta adimensionalizada, equagéo (5.17),

o eixo x foi substituido pelo x*.
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FIGURA 05 — Raio de convergéncia.

A TABELA 01 apresenta os valores encontrados para o raio de convergéncia da
equagdo (5.17), ou seja, para a equagdo da viscosidade turbulenta adimensionalizada,
variando-se o nimero de termos de coeficientes na equagéo (numerador e denominador
ao mesmo tempo). Foi efetuada a analise para o raio de convergéncia até o limite de 60
termos (pares e impares) nas séries. O programa desenvolvido para o calculo dos
coeficientes de k e & ndo possui limitagdes quanto ao numero de Ny. Mas vale ressaltar
que quando N, ¢ grande, o programa exige muita memoéria RAM (Random Access
Memory) do meio computacional para calculos relativamente rapidos. Os valores para o
raio de convergéncia foram registrados com 4 digitos significativos. A viscosidade
turbulenta adimensionalizada (ponto a ponto) foi registrada com 6 digitos significativos.
O raio de convergéncia para a regido difuso-dissipativa encontrado na analise direta da
viscosidade turbulenta (comparagfio entre calculos de viscosidade turbulenta), apos a
inclusdo de 60 termos (pares e impares, lembrando que os termos impares anulam-se no

presente estudo) nas séries foi de aproximadamente 0,33 sobre o eixo da variavel x*,
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TABELA 01 — Raio de convergéncia para a viscosidade turbulenta adimensionalizada.

N.° de Termos Raio de  |N.° de Termos Raio de
Pares Convergéncia Paves Convergéncia

2 0,0000 17 0,2900
3 0,0173 18 0,2900
4 0,0361 19 0,3050
5 0,0796 20 0,3090
6 0,1231 21 0,3090
7 0,1500 22 0,3151
8 0,1919 23 0,3200
9 0,2001 24 0,3006
10 0,2008 25 0,3102
11 0,2400 26 0,3219
12 0,2400 27 0,3217
13 0,2409 28 0,3292
14 0,2813 29 0,3313
15 0,2610 30 0,3233
16 0,2719 31 0,3299

A visualizagdo grafica da TABELA Olesta apresentada na FIGURA 06.

0,35 - . S
1 11 SRR a e : .
0,25 |
0,20 - = 5un

0,15 - . I
0104 —

Raio de Convergéncia

(131137 SRR S

0»00 = — T T T (i T T ————y
0 5 10 15 20 25 30 35

N.° Termos Pares

FIGURA 06 — Raio de convergéncia para a equagdo da viscosidade turbulenta adimensionalizada.

Como ilustragdo acerca da possivel variagdo do raio de convergéncia considerando
diferentes aproximag¢des no modelo k-¢, efetuou-se analise adicional considerando o
caso idealizado da equagdo (5.27). A TABELA 02 apresenta os valores dos raios de
convergéncia para a equagdo da viscosidade turbulenta adimensionalizada, segundo as
equacdes (5.27) e (5.18), isto é, para o caso particular em que toda a descri¢io do

fenomeno € feita a partir do calculo de A. Foi efetuada analise para o raio de
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convergéncia até o limite de 56 termos na série (pares e impares, lembrando que os
termos impares se anulam). Vale novamente ressaltar que essa analise somente seria
verdadeira se as constantes usuais do modelo k-¢ como descritas em RODI (1980),
seguissem as condi¢des das equacgdes (5.20) e (5.21). Os valores para o raio de
convergéncia foram registrados com 4 digitos significativos e a viscosidade turbulenta
adimensionalizada (ponto a ponto) com 6 digitos significativos. O raio de convergéncia
para a regido difuso-dissipativa encontrado para 56 termos (pares e impares) na série foi
aproximadamente 0,23. Verifica-se, portanto, que o valor obtido depende da forma

como as equagdes sdo utilizadas.

Nao obstante, verificou-se haver, também, uma regido de convergéncia que, no caso
de uso da equagio na forma geral, com as constantes existentes na literatura, situa-se até
um valor de raio de 0,33 (para x*). A abrangéncia deste valor para cada caso pratico

depende das variaveis & e & de cada caso.

TABELA 02 — Raio de convergéncia para a viscosidade turbulenta adimensionalizada para a aproximagio

que considera apenas /1.

N.°de Termos| Raiode |N.”de Termos| Raiode
Pares Convergéncia Pares | Convergéncia

2 0,0000 16 0,2140
3 0,0201 17 0,2172
4 0,0501 18 0,2172
5 0,0901 19 0,2193
6 0,1100 20 0,2194
? 0,1221 21 0,2194
8 0,1500 22 0,2194
9 0,1501 23 0,2194
10 0,1708 24 0,2194
11 0,1811 25 0,2239
12 0,1900 26 0,2292
13 0,1911 27 0,2320
14 0,1930 28 0,2339
15 0,1988 29 0,2339

A visualizagdo grafica da TABELA 02 esta apresentada na FIGURA 07.



35

onbﬂ
aoqsensuo“'

0,20 T e AR SR

Raio de Convergéncia

0,00 - T T — T 1
0 5 10 15 20 25 30
N.° Termos Pares

FIGURA 07 — Raio de convergéncia para a viscosidade turbulenta adimensionalizada para a aproximagfio

quc considera apenas h.

Independente da manipulagdo efetuada no modelo, conclui-se, pelas FIGURAS 06 e

07, que os graficos tendem a estabilidade.

6.2 SOLUCAO LINEAR PARA &= ¢ (k)

Através do programa Mathematica, utilizado como ferramenta para auxilio de
resolugdes de equagdes complexas, foi possivel obter-se uma solugdo para a equagdo

(5.41). Esta solugdo assume a forma:

y =", Hypergeometric2F1f A ] + xC", Hypergeometric[ B ]) (6.5)

l/_?(

[A] = [———J A +—,/1+24 ———] (6.6)

) TN FSTT A (6.7)

12 12

Hypergeometric2I'l [a,b,c,z] ¢ uma fungdo hipergeométrica »/*; (a,b,¢c,z). A fungéo

2I; tem uma expansdo em série:
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JFy(abe.z) =Y (a)(b)y [z / k! (6.8)
k=0

ou

bz afl+a)b(1+b)z’ +a([+a)(2+a)b(1+b)(2+b)z3 s

a
n :[ - -

Para considerarmos a equagdo (6.5) como solugio da equagdo (5.41) no conjunto

dos niimeros reais, € preciso analisar a raiz que se encontra nas equagoes (6.6) e (6.7).

Ji1+24j (6.10)
A equagdo (6.10) tera solug@o real se for satisfeita a seguinte anélise:

1+24j=0 (6.11)

Para que a equagio (6.11) seja verdadeira, tem-se que:
jz-— (6.12)

A partir da equagdo (5.32), tem-se que todas as variaveis pertencentes a equagio sdo

maiores que zero, portanto, ter-se-a sempre j > 0, o que satisfaz a equagdo (6.12).

O valor de j igual a 2,496, determinado pela equagio (5.32) através das constantes

descritas, por exemplo, em RODI (1980), foi inserido nas equagdes (6.6) e (6.7).

Para o estudo do comportamento da equagdo (6.5), devem ser estabelecidas

condig¢bes de contorno. As seguintes condi¢des foram consideradas adequadas:

k=0-—>¢=0 (6.13)
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k = 0,0000139534256077076 n’/s’, & = 0,0000002514897253536 mi’/s’ (6.14)

emz = 2,512cm

Para os experimentos considerados nesta analise, foram observadas algumas
assimetrias. Assim, em z = 2,512¢cm, a energia cinética e a taxa de dissipagio de energia
sdo minimas e iguais a ky € &, respectivamente. Sabe-se que em situagio ideal, a energia
cinética e a taxa de dissipagdo de energia passam por um minimo em z = 0, para um
tanque com duas grades oscilantes (a origem do eixo estd localizada no centro do
espagamento entre as grades). Os valores da condi¢do de contorno da equagio (6.14)
foram retirados dos dados experimentais para o tanque com duas grades oscilantes de
JANZEN (2003) descrito anteriormente, para freqiiéncia de oscilagio (f) igual a 4Hz e
amplitude de oscilagdo (S) igual a 2cm. Trata-se, portanto, de um caso particular. O
deslocamento de 2,512cm da origem decorre da assimetria nas condigdes de contorno
de topo e de fundo do tanque (superficie livre e fundo imodvel, além das diferentes

distancias até a superficie e o fundo), em relagdo as duas grades, (JANZEN, 2003).

Apo6s a aplicagdo das condigdes de contorno das equagdes (6.13) e (6.14) na

equacgdo (6.5), foram obtidas as seguintes constantes desta equagdo:

(=0 (6.15)

0.333333
- 0.200261 a

-18
Hypergeometric2F 1{— 0.233675, 1.06701, 1.33333, — M} (6.16)

a

Com a substitui¢do das equagdes (6.15) e (6.16), a equagio (6.5) reduz-se a:

3
0.200261 x Hypergeomelric2 ¥ 1{— 0.233675, 1.06701, 1.33333, — ‘—}

y= (6.17)

a
1.98048. 107'¢
a

Hypergeometric2FF ][* 0.233675, 1.06701, 1.33333, —
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Diferentes valores de « foram atribuidos a equagio (6.17) e foi obtida uma
familia de curvas, FIGURA 08. O menor valor de « foi de 102, A partir desta familia
de curvas foi obtida a equagfio (um grafico, se melhor aprouver) que melhor representa
os dados experimentais de JANZEN (2003) para o tanque de grades oscilantes com
freqiiéncia igual a 4Hz e amplitude de oscilagdio igual a 2cm, com posi¢io de minimo
deslocada. Através da FIGURA 09 verificou-se haver boa aproximagfo para esse caso

particular dos dados experimentais de JANZEN (2003). Trabalhou-se com a alteragio

dos valores de k para kea solugdo linear para & =¢ (Z). O valor de a para o melhor

ajuste foi 107 (ajuste visual).

¢ a= 10720
a=10"1
0.004 | 7, a=10718
0.003 | o a=10""
0.002 +
a=10"1
0001 | = . a=108
. o - ol -7/’7,__-!/‘
= e e e U
0.0001 0.0002 0.0003 0.0004
FIGURA 08 — Familia de curvas tendo como parametro .
€
0.0025 -
0.002 |
L]
0.0015¢
°
0.001 ¢ .
° o
]
0.0005 o
o 9
— \J hd - " = L ~ L T L
0.0001 0.0002 0.0003 0.0004

FIGURA 09 — Solugdo linear para & =¢ (E) e dados experimentais de JANZEN (2003).
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CONCLUSOES

As presentes conclusdes consideram os objetivos inicialmente tragados para este

trabalho.

O grande volume de calculo referente a resolugdio dos coeficientes de k e & nas
solucdes em série existentes na literatura da area impede o desenvolvimento manual.
Portanto, foi desenvolvida uma rotina no ambiente do programa Marhematica, utilizada
como ferramenta para simplificar o trabalho mecanico. Devido a limitagdo de memoria
RAM dos computadores disponibilizados para a pesquisa, foi possivel chegar a 60
termos (pares e impares, o que implica em 31 termos diferentes de zero) dos

coeficientes de ke &.

Um caso especial dos coeficientes de & e ¢ foi estudado como abordagem inicial, ou
seja, a situagfo na qual as equagdes expandidas de / (= kkg) e de e (= &/&p) tornar-se-
iam iguais. O modelo k-¢ transforma-se em um modelo exclusivamente dependente de

h, desde que as constantes do modelo seguissem as condi¢des das equagdes (5.20) e

(5.21).

O valor do raio de convergéncia obtido para a viscosidade turbulenta foi 0,33
(adimensional), através de método numérico com erro relativo de 1% aceito entre

avaliagOes sucessivas da viscosidade.

A partir de proposta de SCHULZ (2003) ndo publicada, que sugere uma equagio
governante linear para & =ég( k ), verifica-se haver a possibilidade de seguir outro

caminho para determinagfo das variaveis relevantes aos processos difusivo-dissipativos.
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Sugere-se que a possibilidade ¢ = &( k) seja utilizada em outras situagdes. Foi aqui
obtida uma solugio na forma de fungdes hipergeométricas. Verificou-se que o
comportamento desta solugdo produz boa aproximagdo para o caso particular de dados
experimentais de JANZEN (2003), em uma analise comparativa na qual foi gerada uma

familia de curvas tedricas.

A partir da hipotese que originou a pesquisa e dos objetivos estabelecidos para o
trabalho, os resultados alcangados indicam que a proposta foi plenamente desenvolvida

e os objetivos cabalmente atingidos.
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APENDICE A — PROGRAMA CALCULO OTIMIZADO DOS

COEFICIENTESDE LK E ¢

O programa descrito abaixo ¢ uma exemplificagfio para o nimero de coeficientes
que se quer calcular para k e & (N,) igual a 18. Nos APENDICES B ¢ C estdo os

resultados do programa com 18 coeficientes de k € ¢, respectivamente.

Ne = 18;

n=N.+2;

Sk = Sk;

Se =857

ko=ko/

€0 = €0/

Dolki=., {i, 1, Nx, 1}]1;
Dolei=., {i, 1, Nk, 1});

13

{5

i=0
m[kﬁ.:OJ {ir 1r n, 2)]-’
ExpandAll [ XX] ;
Collect[ XX, x];
CoefficientList[XX, x];
+1 2
-sk[ G"‘l Bl] + By

isl

Dofei =0, {i, 1, n, 2}];
B =0;

ExpandAll[YY] ;
Collect[YY, x];
Coefficientlist[YY, x];



W 1= 2 [i (ki*xi)) > (einx) ) [Z:’(i*ki*x.i‘l)) [,_Z: (i*ei*xi‘l)) -
[Z(kl*xl)] [Z (inein® ))[;(i*ei*xi'l))-r

Z(ki*xi)) [Z (el*xl)] Z iw (d- 1)*@1*:{1 ))-Do[ki=0, {i, 1, n, 2});
i=0 i=0

Dolei =Or {i, 1, n, 2));
Expandhll [W] ;
Collect[WW, x];
Coefficientlist[WH, x] ;

88:=8, g(ei*xi))é;

Dolei =0, {i, 1, n, 2}1;
B =0;

Expandhll[SS] ;
Collect[SS, x] ;
Coefficientlist[SS, x] ;

listal = Coefficient[XX, %, 2] == Coefficient[YY, x, 2] ;
Egk, = Solve[listal, kp]
lista? = Coefficient[WH, x, 0] == Coefficient[SS, x, 0] ;
Fqe = Solve[lista2, e2]

Do[aumk = Coefficient[XX, x, i] = Coefficient[YY, x, i] ;
Do[auxk = auxk /. Egkii 2[[1]1] /. Egess.2[[1]], {ii, 4, i, 2}] ;
Ecky = Simplify[Solve[auxk, ki]] ;
axe = Coefficient[WW, X, i - 2] = Coefficient[SS, x, i -2];
Do[auxe = auxe /. Bakii 2[[1]) /. EqQeii2[[11], (ii, 4, i, 2}] ;
Eqge; = Sinplify([Solve[auxe, e1]];/

Print[Egki] ; Print[Eqei], (i, 4, Nx, 2}]

DO[kj_:kj_/. Eq{-l[[l]]r €ei=€i/. Eqsl[[lllf [1r 2: NX: 2]]

47
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APENDICE B — COEFICIENTES OTIMIZADOS DE k

2
Ske
ko s

3k

R Sic (S £ Se) 6
9k3

Sk (50 S - 81 Sk Se + 3052 €§
ke

810 k§
L, Sk (=350 Sp+ 763585, - 5135, 52+ 108 53)
e 8505 K}l
rg ., Sk (92400 Sk - 251230 S§ Se + 239301 S SZ - 95460 Sk S2 + 13680 82) ef”
3061800 k3
— Sk (592900 S3 + 1925595 Sit S¢ — 2355251 S 52+ 1363242 SE S2 - 377142 Sy S2 + 40518 S2) e
25259850 k}/
Kua ! (S (3144741600 S8 - 118582009005 §, +

e
165502537200 k§°
17653081208 Sp. S2 - 13324108707 S5 52 + 5411780910 87 S - 1132810488 Sy, S0+ 96791760 %) i)

1

~ 155158628625 k5P

(Sk (~24568293755]. + 10540254725 S0 S - 18458150847 S, S7 + 1714111753055 52 - 9154572516 S5 S +
2830652388 5% 5. - 473663484 Sy SC + 33485724 8)) €89

kig

1
~ 3038626582992000 k37
(Sy (40986465520000 Sf - 197024665328400 5] S, + 396365190569932 5° 57 - 43650939402810083 83+
288647516043321 Sf S - 117898501670856 S S2 +
29240565228864 57 S2 - 4061131492608 Sy, S] + 244334880000 8% i)

kig
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APENDICE C — COEFICIENTES OTIMIZADOS DE, &

€2 8568
TP i
2k3

(14 S - 158;) Sc €3

i 72§

Se (728 £ - 1290 Sk Se + 549 82) e}
6480 k3

€6~

Se (-27664 S + 65820 SE Se - 50172 Sy 52+ 12465 S2) €3
362880 ki?

€g—>

Se (5532800 Sf - 16313776 S} Se + 17362068 Sf 52 - 7998372 Sk 52+ 1364067 52) e}t

s 97977600 K>

1
_-)

38799129600 kP |

8096740392 S} S2 + 5311914228 S2 S2 - 1711435878 S S2 + 218923965 S2) 83)

e Se (-1715168000 Sp + 6000356704 Sj S, -

1
7061441587200 kgt

(Se (253844864000 S - 1024739183488 S} Se + 1665279872000 Sf 52 - 1402972079688 S5 2 +
651160163628 SZ St - 159188355702 Sk S + 16148239461 88 e8°)

€14 >

1
(
"~ 5084237942784000 K

(-152814608128000 S, + 698063274666240 5§ S - 1322833230896000 S 52 + 1354186401250224 S 52 -
813421542033792 S ¢ + 288586899832824 SE. Sg - 56385533013768 S 2 + 47121374512358)) b

Se

€16

1

~ 1667330431475712000 K77

(Se (119806652772352000 S§ - 610321897598945280 S, S¢ + 1318993170667563776 52 52 -
1584983763757348992 Sj, S2 + 1163404154435930640 St S2 - 536925847452179328 S5 S2 +
153025605228762792 Sf S - 24769462080751992 Sk S, + 1753157283396489 5%) )

€18





