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REsSumMO

JESUS, A. F., (2010JUm Estimador de Erro a posterioripara a Equacao do Transporte
de Contaminantes em Regime de Pequena Advecc&10. 150 f. Tese (Doutorado) —
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universida&idé aulo, 2010.

Véarios modelos computacionais que implementam wsparte de soluto em meio poroso
saturado surgem constantemente em publicactesficesntevido a suma importancia dada a
compreensao e previsao do transporte de constituilissolvidos em agua subterrdnea. As
solugbes numéricas obtidas por esquemas compuaiiodo estdo imunes aos erros de
discretizacdo. No entanto, a confiabilidade nosltados obtidos das complexas operagdes
provenientes da dinamica de fluidos computacionatlep ser aumentada através de
estimadores de erm posteriorique indicam a precisdo da solugdo numérica de odeim
matematico que simula o fendmeno fisico de interesNeste trabalho € apresentado um
estimador residual para a equacdo parabdlica qeerad® os fenbmenos de adveccéo-
dispersdo-reacdo (&R) em meio poroso saturado, considerando o traresgont regime de
pequena advecc¢do. A solucdo numérica da equagae Adbtida pelo método dos elementos
finitos que emprega termagpwind para minimizar as inconvenientes oscilacdes espUA
implementacdo do codigo computacional para obteva esolugdo numérica e 0 seu
correspondente er@posteriorj € feita em linguagemyA na plataforma Eclipse seguindo o
paradigma da Programacdo Orientada a Objeto®)(PA solu¢cdo numérica da equacao
eliptica do fluxo subterrdneo e o seu estimadagrde com caracteristicas de recuperacao do
gradiente, o estimad@Z, também sdo implementados no codigeal Assim, a solucdo da
equacao do transporte é obtida em funcao da réidsalei RO prevista na implementacédo da
equacado do fluxo. A comparagdo da solucdo numélmamodelo AR 2D com a
correspondente solucédo analitica disponivel neatitea, demonstra que o estimador residual
apresenta excelentes indices de eficiéncia. Oftades numéricos obtidos mostraram que o
estimador residual encontra-se limitado inferi@uperiormente pelo erro real da solucdo em
malha grosseira. O estimad@Z mostrou-se inadequado para a analise do erro de
aproximacdo das equacOesRA Os exemplos selecionados para verificacdo e aplcdo
estimador residual abrangem, em diferentes escalagelos que descrevem reacédo de
primeira ordem e modelos com fenbmenos de sorc&etaedamento na migracdo do
contaminante em meio poroso saturado. Em conse@jémcestimador residual proposto
provou ser computavel, eficiente e robusto no derdie abranger uma grande variedade das
aplicacdes dos fendmenos de transporte de contategnam meio poroso saturado e regime
de pequena adveccao.

Palavras Chave:Aguas Subterraneas, Estimador Residual, Equacabdtaa, Transporte
Advectivo, Meio Poroso, Cédigawa, Método dos Elementos Finitos, Indicador Temporal.






ABSTRACT

JESUS, A. F., (2010)A posteriori Error Estimate for the Contaminant Transport
Equation in Small Advection Regime.2010. 150 f. Doctoral Thesis. Escola de Engenharia
de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, 2010.

Several computational models that implement thatsahigration in saturated porous media
constantly appear in scientific publications due th® great importance given to the
understanding and forecast of the solute transpogroundwater. The numerical solutions
obtained by computational schemes are not immunerrars related to the discretization
process. However, the reliability of the resultsaoted by the complex operations of the
computational fluids dynamics can be enhancea pgsteriori error estimates that indicate
the accuracy of the numerical solution. In this kvarresidual error estimator is presented for
the parabolic equation that describes the advedigpersion-reaction phenomenadf in
saturated porous media, considering the transpostmall advection regime. The numerical
solution of the AR equation is obtained by the finite element methskkhgupwindterms to
minimize the spurious oscillations. The computaiomode and the correspondeat
posteriori error estimates are implemented in Java languali@ving the Object Oriented
Programming (OP) paradigm in Eclipse platform. The numerical solutof the elliptic
groundwater flow equation and the respective emstimates with gradient recovery
characteristic, th&Z-estimator, are also implemented in t&Al code. The solution of the
transport equation is obtained as a consequendieofQop reusability intended in the
implementation of the flow equation. The numerisalution of the AR 2D simulation
compared to the analytical solution available ie fiterature, demonstrate the excellent
effectivity indexpresented by the residual error estimator. Thaiodtl results indicate that
the residual error estimator is lower and uppembled by a solution in coarse mesh. Hze
estimator showed to be inadequate for the errdiysiseof the AR equations. The examples
selected for validation and application of the deal estimator include, in distinct scales,
models that describe reaction of first order anddet® with sorption and retardation
phenomena in the pollutant migration in saturatecops media. Therefore, the proposed
residual error estimator proved to be computalffeient and robust in the sense of solving a
great variety of applications of transport phenoaném saturated porous media at small
advection regime.

Keywords: Groundwater, Residual Error Estimator, ParabiBfaation, Advective Transport,
Porous Media,AWA Code, Finite Element Method, Temporal Error Inthca
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Condutividade hidraulica.

Elemento finito.

Coeficiente de particdo entre soluto dissolviddsoavido a
fase solida.

Componentes principais do tensor da condutividadi@blica.
Tensor de condutividades hidraulica.

Comprimento caracteristico.

Vetor normal exterior &.

Vetor normal exterior ao lade.

Funcdes interpolantes Lagrangeanas.

Numero de Peclet.
Taxa de fluxo volumétrico por unidade de area.

Quantidade de interesse.

Taxa de bombeamento ou de injecdo do poco
Fator de retardo do contaminante.
Coeficiente de determinacéo.

Indicador de erro residual local.

Coeficiente de armazenamento

Coeficiente de armazenamento especifico.
Rebaixamento da superficie potenciométrica.
Parametro de biparticdo da malha retangular.
Elemento quimico estroncio 90.

Particdo espacial do domirin

Tempo de meia vida do contaminante.
Instante final da simulagéo computacional.

Transmissividades nas direcoesy.



u Solucao analitica.

Un Soluc¢do numérica.
u*e‘ Solucéo aproximada pelo método de elementos finitos
Y, [%] Campo de velocidades de cIaQ%é.Q).
Vy, Uy %] Componentes da velocidade do fluxo subterraneo.
Vb [%] Velocidade aparente no meio poroso.
VR [%] Velocidade intersticial (ou real).
w [%] Termos de fonte ou sorvedouro de agua dentro diéeao|
Wi Pesos aplicados nos pontos de Gauss.
Gy k Pesos aplicados nas raizes do polinbmio de Legendre
| Norma de energia do problema variacional.
Xmmin € Ymin [L] Valores minimos em cada direcdo da malha retangular
Xmax € Ymax [L] Valores maximos em cada dire¢do da malha retangular
Z Variavel de integracdo na solucdo deXteEr (1992).
zZ Estimador de erro do método de recuperacéo.

CARACTERES GREGOS

Simbolo Dimensdo  Definicdo

a, [L] Dispersividade Longitudinal.

as Constante de ponderacédo do estimador residual.
ar, [L] Dispersividade horizontal transversal
ar, [L] Dispersividade vertical transversal

M Fronteira de Dirichlet.

N Fronteira de Neumann.

0 [£] Funcdo delta de Dirac.

€ Menor autovalor da matriz de disperg3io
£k Erro exato no element.

& Conjunto de lados dos elementosTe
&r. Conjunto de lados contidos em

n Erro global da malha.

Ies Porosidade efetiva.



Nk
Ning

Nsup

Erro no nivel do elements.

Limite inferior do erro.

Limite superior do erro.

Indicador de erro espacial.

Indicador de erro temporal.

Estimador residual computavel.

Estimador residual preliminar.

Estimador de erro global obtido pela técniea S
Parametro de aproximagao temporal.
Constante de decaimento de 12 ordem.
Sistema de coordenadas locais.

Projecad_? sobre espaco de elementos finitos na malha inicial
Densidade volumétrica do meio poroso.
Gradiente da solucéo exata e gradiente da solyoragiaada.
Gradiente numeérico restrito ao elemeato
Tolerancia do erro numerico.

Amplitude don-ésimo intervalo de tempo.
Funcdes de aproximacao sobre o elemento
Norma dual do problema variacional.

Funcéo de ponderacéo do residuo.

Dominio computacional.

Subdominio d€ restrito ao elementa

Fronteira do domini®.
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1 INTRODUCAO

Resultados computacionais, mesmo quando obtidosurde apropriado modelo
matematico que caracteriza um fendmeno fisico therasse, ndo estdo inumes aos erros
numericos inseridos pelos processos de discretizad€duacdes diferenciais parciais ou
equaglOes integrais quando sdo manipuladas porsdispe digitais perdem informacoes,
uma vez que as aproximacfes numéricas diferem ddelmacontinuo. Estes erros de
aproximacao, quando ultrapassam certa magnitudaljdam a predicdo numérica do modelo
matematico.

Embora ocorram com frequéncia, os erros de aprap@mado dificeis de identificar e
de avaliar com medidas intuitivas ou heuristicass Mltimos 20 anos, teorias mateméticas e
procedimentos computacionais foram desenvolvidoa pstimar o erro de aproximagdo em
solucbes numeéricas dos problemas de valores imieiae fronteiras em diversas areas da
Engenharia. Neste cendrio surgem técnicas e derapbsts matematicas para fundamentar os
chamados estimadores de arposteriori

As anadlises destes estimadores, baseadas em igfimabtidas no pos-processamento
das solugdes numeéricas, fornecem limites supermiateriores do erro de aproximacédo em
uma norma apropriada. Assim, se o erro estimade pedcontrolado, é possivel melhorar a
qualidade da solucdo numérica ou pela modificaghmdlha que representa o dominio, ou
pelo aumento da ordem da funcdo de aproximacaotimizacdo do passo de tempo ou por
outro processo do algoritmo numérico capaz de reduzrro. Desta maneira, 0s estimadores
de erroa posteriorisdo essenciais para conduzing&todos computacionais adaptativos

Na presente tese, é apresentado um estimadorala paosteriorj com caracteristicas
adequadas para andlise especifica da solucdo wantiequacdo de adveccao-dispersao-
reacao (AR) em regime de pequena advecc¢ao para o transmodentaminantes.

Uma vez que modelos computacionais que implememtanansporte de soluto em
meio poroso saturado surgem constantemente na adewlen cientifica, devido a suma
importancia dada a compreensdo e previsdo do temesge constituintes dissolvidos em
agua subterranea, é fundamental assegurar a gieldka solucdo numérica das equacdes

ADR.
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A finalidade das sec¢bes seguintes é caracterizarrm numeérico abordado neste
trabalho, suas estimativas globais e locais, esaptar os dois principais métodos da
literatura que sdo base para implementacéo de digacbomputacional do estimador de erro

a posteriori.

1.1 ERROS DEAPROXIMAGAO E QUANTIDADE DE |NTERESSE

Em uma situacdo computacional geral, o erro dexapegéao € uma funcdo da posicao

x e do tempa, e é definido por:
e=u-—uy

sendou a solucdo exata do modelo matematico do fendémernoteresse &; a aproximacao
numeérica de: obtida por algum método numérico.

Diversas aplicacdes da Engenharia, além de requener magnitude desejavel da
parcelal|e]|, representando a norma do erro da aproximacaoriaanavaliam também o erro

em uma quantidade de interegsque depende da solugépisto é, avaliam a diferenca:

£ = QW) — Qup).

Essa estratégia, conhecida por estimatpl-oriented sdo direcionadas para o
aprimoramento da aproximacdo das quantidades dwesse e tém recebido grande
importancia nestas Ultimas décadag\Jpo et al, 2009]. O seu objetivo principal é obter

limites inferiores(n;,,s) e limites superiore§s,, ), tais que:
Ning < QW) — Q(up) < Nsyp-
SeQ(u) € um funcional linear, entao
Q(w) — Q(up) = Q(e) ou Qw) = Q(up) + Q(e).

Uma vez que a solucdoé, em geral, desconhecida ou dispendiosa pamsgutada,
uma boa aproximacao pafde) é responsavel pela boa aproximacao ga). E ainda, os

limites ;¢ €75, S0 obtidos através da solugcdo numérjca
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Outra caracteristica do estimador € o processediicacdo dos resultados produzidos
por modelos matematicos, assegurado por uma tolaran- 0 do erro numérico, fornecida

pelo analista. Ou seja, um modelo sera considexrdequadamente resolvido quando

lQ(w) — Q(up)| = 7.
Desta forma, se o ermoé estimado por limites computaveis s € n,,, gerados pelo

poOs-processamento dg, a aproximacao da quantidade de interesse é @ada p
Q) = Q(up) +,

1 1
sendop = 3 Ming + 3 Nsup = €.

1.2 CARACTERISTICAS GLOBAIS E LOCAIS DO ESTIMADOR DE ERRO

Segundo ©OeN (2002), maior requisito de um estimadopara aproximar ou limitar o
erro reall|e||, é a existéncia de constantes positias C, tais queC; |le|]| < n < C,lle]|. Se o
erro||e|| € pequeno, entdo o estimagoé um valor pequeno, pais € considerado um valor
ndo muito grande e, inversamente, se a estimativam valor pequeno, entéo o erro fg|

também sera pequeno, paisé considerado como sendo um valor ndo muito peguen

1
llell

a qualidade do estimadp{BABUSKA et al, 1994]. Quandd; ~ 1, o estimadon encontra-se

Define-se ainda uma quantidaBle= — como sendo o indice de eficiéncia para medir

proximo do erro redle||. Mesmo sendo rara a determinacdo da ndjefigpara a maioria dos
modelos matematicos, existem problemas paddiwle o erroe ou a solucdou sdo
conhecidos ou sdo computados sob uma desejavetgmedssim, a confiabilidade e a
robustez de diversos estimadores podem ser nummenmnta asseguradas.

As desigualdade§; |le|]| < n < C,|le|l representam uma estimativa do erro no sentido
global e indicam o intervalo que contém o erro total salim dominio computacional. Em
geral, para uma malha contendb elementos, indicadores de em@ no nivel de cada
elementdl, sdo computados usando as restriches da solugagimpdau, para cada

elemento.

! Do inglésbenchmark problems Modelos matemaéticos para verificacéo ou cal@wade esquemas numéricos.
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Assim, o estimador é dado por:
1
N 2
n= {Z m%}
K=1

Em cada elementd, o respectivo indice de eficiéncia sera dadoHpor= K sendo

llellx

llel]lx @ norma do erro restrito ao elemefte ni a contribuicdo do elemenib para o erro
global estimadg [BABUSKA et al, 1994].

E importante ressaltar que os indicadojgsdo representam o erro local no elemento
K, pois o errd|e||x €é “poluidd por erros de outros elementos adjacent&s Heste sentido,
o refinamento local da malha é atil na reducaorgrote, a um determinado limite, das fontes
de poluicbes de erros do elemento. Ou seja, astidadesn, sao eficientemente usadas

como base dos processos adaptativos de malhaqgudralar e reduzir o erro globgé]).

1.3 CLASSIFICACAO DOS ESTIMADORES DE ERRO

Os varios métodos para computar o indicadgr sdo basicamente divididos em duas
classes [AMEIDA et al, 2000]:

(1) Métodos Residuais e

(2) Métodos de Recuperacao.

Considere um determinado problema fisico modelado 4u = f, acrescido das
condigdes iniciais e de contorno, sentlam operador linear £ os valores de entrada. Na
relacdou = u; + e seguida da definicdo do residRce= f — Au;, € visto que o erre satisfaz
Ae = R. O residuak € uma medida que descreve o quanto a solucaoimaaeu, resolve
o problema original. O estimador de erro baseadtenmétodo residual determina uma
solugéo aproximada pade = R [VERFURTH 2008].

Os estimadores residuais séo classificados aindao cestimadores explicitos ou

implicitos.

2 Estimadores de erro, em geral, referem-se a glaafes usadas nos critérios de parada de uma gitraté
adaptativa, e o indicador de erro é a contribud@elemento na estimativa sobre uma quantidadetelesse.
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Os estimadores explicitos envolvem uma computag@&addo residuo no interior e
fronteira do elemento para encontra uma estimgbiaa 0 erro realle|| [BABUSKA E
RHEINBOLT, 1978]. Esse método explicito produz estimadgiesatravés de calculos de
funcdes ou substituicées, sem envolver solucaardsistema linear de equacoes.

O método implicito envolve a solucdo local de urobfgma de valor de contorno e
necessita de maior esforco computacional, no emtaihda disponibilizam estimativas
precisas para o erro rgid|| [AINSWORTH e ObEN, 2000].

Para estimar o erro da solucdo numérica do trarespercontaminantes em regime de
pequena adveccéo, utiliza-se o método explicitsoCantrario, se o regime € de o grande
adveccdo, faz-se necessério o uso do método itoplieira a estimativa posteriori da
solucdo numérica do transporte de contaminantedgpmne descrito na subsecdo 4.5.1, na
pagina 47 deste trabalho.

Uma terceira classe de estimadores de erro € deldanpétodo de recuperacdo do
gradiente [ZENKIEWICZ, 2004]. Nesta categoria, a solucdo aproximggda& pds-processada
para obter uma solucdo melhoragaa qual é, presumidamente, mais precisa dougué\
expressae” = u; — u, € uma aproximacao computavel do erre e*. Em alguns casosy,
€ obtido por extrapolagdo e o método de recuperagis popular € o conhecido Método
Superconvergente de Recuperacaddtch [ZIENKIEWICZ E ZHU, 1996b]. Nesta técnica, um
ajuste polinomial de alta ordem é realizado solreatores nodais de, (ou deVu;) sobre
um conjunto de elementos adjacentes que compantitla n6 da malha (o chamagatch.

Na sequéncia, € empregada uma regressao, atrav@étddo dos minimos quadrados, para
determinar uma aproximacdo melhoradda quantidad®u. Assim, a normd? da diferenca

G — Vu, sobre o elementli € usada como indicador de erro laggl isto €,

€k ® Mk = f |G (up) — Vuy|?dx.
K

Este indicadoZZ possui atrativas propriedades que sao: facilidizdenplementacéo e
independéncia dos operadores que caracterizam ldepra que estd sendo resolvido,
podendo ser aplicado tanto para problemas lineguesito ndo lineares. No entanto,
AINSWORTH e (EN (2000, pg. 82) apontaram deficiéncias neste indicaquando o erro
numeérico arbitrariamente grande de um problemacése foi estimado, pela técnicéZ,

como sendo nulo.
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Segundo ®ATSCH e BATHE (2005), outra caracteristica importante de serghsaa
implementacéo do estimador de erro, para os pr@sgréticos da Engenharia, é que o seu
custo computacional seja inferior ao custo de dera mesma aproximacao numerica em
uma segunda malha mais fina.

Maiores detalhes para outros procedimentos de ¢dtewlas estimativas do erro
numérico das técnicas de aproximacoes aplicadadia@sos problemas praticos podem ser
encontrados em [BRFURTH 1996], [ESTEP et al, 2000], [ANSWORTH E ODEN, 2000],
[BABUSKA E STROUBOULIS, 2001] ou [RUDHOMME E ODEN, 2002].

1.4 OuTROS ERROSNUMERICOS

Os esforgos concentrados neste trabalho sdo panaae®s erros de aproximacao
provenientes do processo de discretizacdo, atrdeésnétodo de elementos finitos, da
dimensao espacial da malha e da respectiva dimésisgporal.

Porém, outros erros numeéricos sdo previstos em dodmcedimento computacional
necessario para a resolucdo do modelo matematiceur@mento destes erros pode ser
resultado de diversas fontes, tais como: erros ddetagem, erros geometricos, erros de
truncamento, erros de algoritmesc, conforme descritos em RBNNER ESCOTT, 2002].

Os erros de modelagem podem ser introduzidos quanuo abstragdo matematica
representa uma determinada caracteristica do efisitiv. As vezes, é necessario estabelecer
algumas simplificacbes para amenizar a complexiddoe modelos matematicos mais
sofisticados. E esta tentativa de tornar o modedis rpraticavel, seguramente, resulta em
erros de modelagem.

Erros geométricos ocorrem quando a fronteira cugvaproximada por funcdes
polinomiais por partes. Estas representacdes @ddésncontinuas por aproximacoes discretas
sdo, para o analista, uma forma aceitavel pararaspondente implementacao digital, porém,
“dobras” na fronteira de dominios céncavos perturtmacomportamento da solugdo em sua
vizinhanca.

Os erros de truncamento ocorrem em aproximacoésashpelas regras de integracao
(p. ex.os métodos de Gauss e os de Legendre) e os eradgatitmo surgem dos esquemas

numéricos diretos ou iterativos de resolucdo dosnguos sistemas de equacOps €x a
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decomposicao de Cholesky para equacdes linearesn@todo de Newton para equagdes nao
lineares.).

Estes tipos de erros sdo considerados desprezjuaigdlo comparados aos erros de
aproximacao e podem ser controlados na verificdgaonodelo.

De acordo com J.INSLEY ODEN (2002), a verificagcdo é o processo que assegurmnse
modelo fisico ou se uma aplicacdo particular de sistema da Engenharia é resolvida
corretamente quando estes eventos estdo reprezenpad modelos matematicos. Isto
significa que, fundamentalmente, assegurar a aeudicaproximagdo numeérica € atingir a
esséncia do processo de verificagao.

No seguinte trecho, GEN (2002) relaciona conceitos do Processo de Vegdicado

modelo aos Estimadores de Earposteriori.

...Implicito na idéia de verificacdo é que os modelde alguma maneira, sdo
obtidos e cabe a nds determinar em que grau egtasa;des resolvem o modelo
em estudo. Isto é um estimador de erro a posteriori

1.5 CONSIDERAGOES DO CAPITULO 1

Os estimadores de eraoposterioridesenvolvidos na década de 90 foram direcionados
para controlar e avaliar o erro global na normaedergia. Recentemente, a teoria foi
estendida para estimar o erro em uma quantidadeetesse.

Basicamente, a presente tese contribui com a apegs® de um estimador de e&o
posteriori que seja apropriado para as equacdes parabobcaargporte de contaminantes
em meio poroso saturado.

Esse trabalho inicia-se com o desenvolvimento d@dés computacionais da dinamica
dos fluidos para determinar o campo de velocida@eés das equacdes do fluxo subterraneo
e que poderiam ser utilizados nas equacfes doptdasde contaminantes. Um estudo do
erro de aproximacgéo das respectivas solucbes sesppaelo, no entanto, como estes modelos
matematicos possuem equacdes de naturezas dististasalises do erro numeérico seguiram
por metodologias diferentes.

A caracteristica eliptica da equacdo do fluxo induautilizacdo do método de

recuperacdo do gradiente para estimativa do @rposteriori da sua solucdo numérica.
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Porém, esse método baseado na parte difusiva dadopediferencial ndo se aplica na
equacao parabdlica do transporte com advecc¢éo datein_ogo, o método residual citado na
secdo 1.3 € mais apropriado para estimar o errgollegdo numeérica do transporte de
contaminantes em aguas subterraneas.

Para conduzir essas discussdes, suas respectiypdsmientacdes, as contribuicbes
relevantes e os resultados apresentados nestéhtralsatese encontra-se organizada da
seguinte forma:

O capitulo 2 descreve, de forma sucinta, os olgetila tese.

O capitulo 3 apresenta o estado da arte, descreadguinas abordagens da equacao do
fluxo subterréneo, a intrinseca relagdo com o prame de contaminantes em meio poroso, 0s
esquemas de discretizacdo espacial e temporaltidsswna literatura, e o tratamento dos
erros numericos provenientes desses esquemas.

O capitulo 4 descreve a metodologia empregada pkernentacdo computacional do
método de elementos finitos para obter a solu¢cduéniva da equacgdo do fluxo e do
transporte de contaminantes. Esse capitulo desaiada a adequacdo para estimar o erro
numerico em cada tipo de equacao, seja de calftceou parabdlico. O capitulo 4 finaliza
com uma proposta de malha inicial que influenciartemente a andlise do emoposteriori
da equacao do transporte de contaminantes.

O capitulo 5, o capitulo dos resultados e discysgiesenta inicialmente, a verificacao
da solugcdo numérica implementada no codiggaJe posteriormente, a verificacdo do
estimador de erra posterioripara a equacao do transporte de contaminante.

Apébs estes processos de verificagdo, o estimad@rrdeé aplicado em situacdes de
transporte de contaminantes discutidos na litewatugue abrangem, além dos processos
classicos de adveccao e dispersao, os processesagi® de primeira ordem e os de sor¢cao
com fator de retardB > 1.

O capitulo 6 conclui o trabalho acerca da complidiaoie e eficiéncia do estimador de
erroa posteriorj apresentado no corpo da tese e aplicado na éstnaa erros provenientes
da equacdo do transporte de contaminantes em noegs@ saturado. Na secdo 6.1 séo
descritos os trabalhos futuros alinhados com asdestdesenvolvidos e relevantes para a

continuidade na geracéo do conhecimento obtido.
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2 OBJETIVOS

Nesta pagina sdo descritos o objetivo principalseobjetivos intermediarios deste
trabalho cientifico orientado pela seguinte hip&té® estimador de erro a posteriori para a
equacado do transporte de contaminantes em meiosposaturado pertence a classe dos

métodos residudis

2.1 OBJETIVO PRINCIPAL

“Obter um estimador de ereoposterioripara a equacéo do transporte de contaminantes

em meio poroso saturado que seja eficiente, rolmustonputavel”.

Para que o Objetivo Principal da tese seja alcancs#lo delineados os seguintes

objetivos intermediérios:

2.1.1 Obijetivos Intermediarios

e elaborar um cddigo computacional que resolve a gguado transporte de
contaminantes usando o Método dos Elementos Finitos

» verificar que o transporte de contaminantes em aghgerranea € realizado no regime
de pequena adveccéao;

* implementar no cédigo computacional um estimadored® com caracteristicas
residuais e um estimador de erro com caractergstieaecuperacao;

* apresentar uma verificagdo do estimador residua admplementacdo de solugéo
analitica da equacao do transporte disponivetematura;

e comparar as técnicas residuais com as técnicasedgparacdo empregadas na
estimativa do erro entre a solucdo numeérica e ac&ol analitica da equacdo do
transporte de contaminantes em aguas subterraneas,

aplicar o estimador residual em diferentes praxeds transporte de contaminantes.
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3 O ESTADO DA ARTE

A equacdo do transporte de contaminante € vincudaddanodelo matematico que
representa o fluxo de agua subterranea. A repagsEntprecisa de qualquer contaminante
necessita, além de um modelo calibrado, da detag&mprecisa da velocidade e direcdo do
fluxo de dgua subterrdnea. O presente capitulcapia as equacdes governantes necessarias
para obter os valores da velocidade real do flux@gla subterrdanea, com suas respectivas
direcbes, seguidas das equacdes governantes mexegsara estabelecerem o modelo

matematico do transporte de contaminantes no nweasp saturado.
3.1 EQUACOES GOVERNANTES DO FLUXO SUBTERRANEO

O modelo matemético para a distribuicdo de cargas rggem o fluxo de agua
subterranea, obtido pela lei de Darcy e pelo grinada conservacdo de massa em um volume

elementar representativo (REV) de um aquifero & gad [Q_EARY, 2007]:

O{K ah}+i{K ah}a[K ah}w(x,y,z,t):ss h (3.1)

0
" ax) "oy oy | "or o a

sendoh a carga hidraulica total ],

Kxx Kyy € Kzz0S componentes principais do tensor da conduti\eidiwréulica[H :
So coeficiente de armazenamento especifi¢o
W os termos de fonte ou sorvedouro de agua dentanjaiderd],

Para o caso tridimensional/ poderia ser representado por:

W=§:Q5(x—>q)6(y—yi)5(z—a) (3.2)
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sendoQ); [?J a taxa de bombeamento ou de inje¢céo do pegqo,yi,z) e

o é a fungdo delta de Dirac com unidgd¢s

Considerando despreziveis as variagbes de cargborgm da dimensdo vertical
(hipotese de Dupyite que a dimenséao horizontal dos aquiferos ealaspegionais pode ser
da ordem de dezenas de quildmetros, o fluxo podensmlelado por uma equacao

bidimensional enx ey dada por [CEARY, 2007]:

d oh| 0 oh oh
—| T — |+—|T,— [ +*W(XVy,t)=S— 3.3

sendoTy = b.Ky, € Ty = b.Kyy [%ZJ as transmissividades nas direcdes y do aquifero

confinado,
b, a espessura do aquifetd ¢
S = S.b, 0 coeficiente de armazenameradimensiongl

W representa os termos de drenanca dos fluxos aieriemanescentes em= 0
(camada confinante inferior) e em= b (camada confinante superior) acrescidos da atieida
de um pocao na posicaox,y).

Para que as informacdes obtidas da equacéo do $kjam aplicadas na equacéo do
transporte de contaminantes, em aquiferos confsjadtgumas hipdteses devem ser
consideradas:

* 0 contaminante em estudo nao ira influenciar nackgade do fluxo da agua
subterrénea, caracterizando o aquifero em estudmo cam campo
conservativo;

* a temperatura média no meio poroso ndo sofrerdagdtes significantes
durante o tempo observado;

e amatriz do solo saturado em estudo € rigida, jau 1s&@0 sofre deformacdes ou
relaxamento e

e 0S poros estdo todos conectados para a ocorrérxidrassporte de

contaminante.

A condicdo de fluxo horizontal sera adotada parapkiicar o estudo de fluxo
subterraneo, pois, para grandes extensdes do mquéfeitos das areas de recarga, de
descarga e de pogos parcialmente penetrantes EmtatasconsideradosiUEary, 2007].
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3.1.1 Campo de Velocidades do Fluxo Subterraneo

A previsdo da distribuicdo de poluentes importandodelo de 4gua subterrénea a
velocidade real determinada pela velocidade apmredada pela lei de Darcy, pela

distribuicdo da condutividade hidrauligay, e Kyy, e pela distribuicdo da porosidade efetiva

,7ef .
E oportuno, no entanto, citar um trecho do liviouAg Subterraneas deoBERT
CLEARY (2007, pg. 38), no qual distingue o conceito decrdade intersticial (ou realr e

de velocidade aparen®:

[...] Embora a “velocidade” de Dardyp = Q/A, ondeQ é a taxa volumétrica de
fluxo [L*T] e A é a &rea total da seccéo transversal pdipear & direcéo de fluxo
[L?, possua unidade de velocidade [L/T], ndo é nalagde uma velocidade. Na
realidade, é a taxa volumétrica do fluxo por ungtatal de area. Como Darcy ndo
estava diretamente interessado no fluxo da aguarsaibea, ele usou a area total da
seccao transversal da sua coluna de areia. Obvieneedrea ocupada pelos gréos
de areia néo esta disponivel para o fluxo e sulcidade”, baseada na &rea total,
deve ser modificada quando se deseja a velocided#adeira através do meio
poroso. A velocidade real, também conhecida corfucidade de poro, é dada pela
seguinte expressaui = Vp/nes .

A relacdo entre a velocidade réil e a velocidade aparentg é obtida se considerar
um experimento realizado em uma coluna divididatrés partes iguais e de comprimehio

conforme ilustrado na figura 3.1.

AV, A3Vs
FIG 3.1 — Determinacao da velocidade real utilizandonalogia de laboratério
A parte central desta coluna, o cilindro I, quarmteenchida por material geoldgico,
apresentara uma taxa volumétrica de flgkem estado estacionario, no qual um fluido entra
e sai da coluna sem que ocorram perdas ou ganhos.
Nos cilindros | e Ill, as velocidad&g e V; sé@o as velocidades aparentes. A velocidade

V, é a velocidade real no meio geoldgico Il.

% Quantidade de espacos no meio poroso que perraiteansmissédo de fluidos. Exprime-se como a relacédo
entre o volume total de intersticios conectadovelwme total do meio poroso, incluindo 0s espagasos.
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Da relacad = AV1 = AV, = AsV3 segue que

v N W
Ve _Vz_ﬁ S AL Vaisp _/7ef o9
Al AiL Vtotal

cilindro Il

sendoA; a area da secgéo transversal do cilindf b area porosa\;isp 0 volume de poros

disponiveis para o fluxo. Assim a velocidade resg@pre maior que a velocidade de Darcy.
De acordo comNGEBRITSEN et al. (2006), alei de Darcyé uma lei empirica que

descreve adequadamente o fluxo subterrdneo pam@csplado ao transporte de soluto por

adveccao e dispersao mecanica. Na forma diferemcial de Darcy € expressa por:

V,=q=—k (z) (3.5)

sendog a taxa de fluxo volumétrico por unidade de {réé} k a condutividade hidraulica

dh . o . . . . -
[%] e—, o gradiente hidraulicoadimensiongl O sinal negativo de (3.5) indica que o fluxo

esta na direcao decrescente da carga hidrdulica

De posse de uma solucao numériddem um elemento finitoe], e assumindo que as
coordenadas cartesianas alinham-se com os eixosigatis do tensor de condutividades
hidraulicas K], a velocidade reaVgr no elemento d), indicado por\7F(f), em analogia a

expressao (3.5), é dada por:

\ K 0 ~
véf):( xJz_i[ o JDh(e) (3.6)
Vy ,7ef O KW

A estimativa do parametrd da espessura do aquifero confinado e as relacdes
Tux = b.Kyxx, €Tyy = b.Kyy, resultam na seguinte expresséo para o campdatzdazle real nos
elementos finitos da malha:

g =- 1 . [T]ohe (3.7)

ef *

T, O
sendo[T] :[ (X)X - J o tensor de transmissividade da equagao (3.3).
yy



Departamento de Hidraulica e Saneamento — PPG SHSSE USP 15

3.1.2 Solucéo Analitica de Theis

No processo de verificacdo da solugdo numérica sergregada, para as futuras

comparacdes, a solucdo analitica de Tradsequacao do fluxo subterraneo{sa, 2003].

0°’h 10h Soh
Esta solucao analitica para a equacao transierftexaoradial —t——==—
¢ P quag o> ror Tot

considera as seguintes hipotesase|$, 1935]:
* 0 aquifero confinado € homogéneo e a sua exterisfioita;
* 0 aquifero é compressivel e a 4gua instantaneaniegrada da fonte quando a carga
hidraulica é rebaixada;
» ataxa de bombeamento € constante;
* nNao existe recarga.
A solucéo do fluxo horizontal da agua subterramesiltante da equacdo e hipoteses

acima determina o valor do rebaixamento da superfiotenciométricas(r,t) [L] a uma

distanciar [L] do centro do poco de extracéo const&h{é] e num determinado instarite

s(r,t) = h(e) - h(t) = %W(u) (3.8)

2 g Sig
sendow(u) = I[ex depara a varidveli =~ —,

So coeficiente de armazenamerddinensiongle
Ta transmissividadgj.

Quandau < 1, a funcad\(u) é aproximada pela expresséao:

W(u) = -057721566- Inu + 0,9999198 - 0,24991058>
+0,05519968° - 0,00976004* + 0,0010785%°

Quandol<u <o, a aproximagéo € dada por:

“ Charles Vernon Theis viveu de 27/03/1900 a 318871e deixou importantes contribuices na area da
Hidrogeologia.
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u*+au’+au’+au+a, a, =85733287401 b, =95733223454
W(u) = u*+hu+bu®+bu+b, om a, =18059016973 b, =256329561486
B ue" a, =86347608925 b, =210996530827

a, =02677737343 b, =39584969228

As informacdes provenientes da distribuicdo de asargidraulicas de um aquifero
podem ser utilizadas nos termos advectivo e difudarequacao do transporte, fornecendo ao
modelo matematico uma abrangéncia realista nosmemntos hidricos na zona de saturagao.
E neste sentido que o campo de velocidades dorasota de 4gua subterranea representa a

estreita relacéo entre a equacao fundamental o dw transporte de contaminantes.

3.2 ASEQUACOES GOVERNANTES DO TRANSPORTE DE CONTAMINANTES

O transporte de contaminantes, ou de soluto ou w0 constituintes quimicos
dissolvidos, que sao importantes componentes desvfrocessos geoldgicos, ocorrem
devido aos fendmenos descritos nRERO |: a adveccdo, a difusdo molecular, a dispersao
mecanica e outras caracteristicas fisico-quimelasantes do fenémeno.

Nesse anexo é visto que a adveccgéo refere-se aimnerde de solutos transportados
pelo movimento da agua subterranea. A difusdo mil@e@ o fluxo difusivo do soluto no
sentido contrario ao gradiente de concentracdoe Esscesso ocorre em funcdo do
movimento browniano dos ions na solugdo. Os ionsirda regido de concentragcdo alta
tendem a se misturar com ions de uma regido de lm@ircentracdo, estabelecendo uma
mesma distribuicdo no espaco. A dispersdo mecéemicao mesmo efeito da difusdo, com a
mistura resultando do movimento fisico da aguaefdificas de velocidade). Portanto, onde a
concentracdo difere, o soluto € predominantemenmstesportado por difusdo molecular
guando a velocidade é relativamente baixa e p@edi§o mecanica quando a velocidade é
considerada alta [viNskI, 2006].

Considerando a conservacdo de massa, com os #Hdxestivo e dispersivo associados

as transformacdes quimicas de primeira ordem eetmtde fonte ou sorvedouio %J a

equacéao do transporte de contaminantes em um sigterfluxo nao-uniforme em aquiferos

gerais é descrita da seguinte forma4B, 2001]:
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3,(c + pK,C)-difD'DEC)+v mC+A(&C +gK,C)=f (3.9)

sendo: C a concentracdo de soluto (massa de soluto poadmide volume do quiddjf'»gJ.
@ o conteudo de umidade do scdalimensiondl
OC o gradiente de concentragﬁéj,
D =Dy, + Dg 0 tensor da dispersao hidrodinérﬁi{:%],
v vetor de velocidade aparerféd,
A o coeficiente de decaimento de 12 orc[é]n

0, a densidade volumétritdo meio porosct[”—sje

Kq 0 coeficiente de particdo entre soluto dissohadmisorvido a fase sélic[ﬁi].

Para aquifero confinado, o meio poroso é sempueaght e, neste caso, o contetudo de

umidaded tera o mesmo valor da porosidade efetpydadimensiong|

K
Definindo o fator de retardo pd®=1+ Aol , a equacao (3.9) é reescrita por

ef

9,C—di{DOC) +vIIC+AC = f (3.10)

* * *

D
sendoD=—, v= v , = f . A equacéo (3.10) € a equacado de adveccao-dispersa
R nefR ,7efR

reacao (MR) que descreve o transporte de solutos no aquiteroeio poroso.

Quando o fator de retardo € igual a 1, o campodieciadesy da equacédo (3.10)
representa a velocidade real do fluxo subterréesia, velocidade também é conhecida por
velocidadeseepage

® Embora os respectivos parametros da dispersdminaada difusdo moleculdd,, e Dy, sejam provenientes
de diferentes processos fisicos, eles podem sgpaddos uma vez que possuem o mesmo efeito fisico.

® O bulk densityn, também é conhecido por densidade do solo H%cio
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7

A razao entre o transporte advectivo e o transpadidpersivo é caracterizada pelo

. v . . .
namero de PeclétPe:ML, sendoL um comprimento caracteristico definido sobre o

ol

dominio da equagAo (3.10)|&]| é a norma euclidiana.

O numero de Peclet € um parametro adimensionalfieede tipo predominante do
transporte de soluto. Se o niumero de Peclet € ngaierl, o mecanismo de transporte
predominante é o advectivo, caso contrario, sentendl de Peclet € menor que 1, o transporte

predominante € o dispersivogRr, 2001].

3.2.1 Condic0es Iniciais e Condi¢Oes de Fronteira

Para modelar o problema fisico é necessario definiconjunto coerente de condi¢cdes
iniciais e condicdes de fronteiras inicialmenteeedjradas.

As condic¢des iniciais definem as concentracdes aidaminante no aquifero em um
determinado instante inicial. As condi¢cdes de goatdefinem as restricbes impostas sobre o
contorno da malha do modelo que representa a aeteriexistente entre o dominio
discretizado e o ambiente do problema fisico.

Trés tipos de condicbes de fronteira poderiam saesiderados para a equacdo do
transporte de contaminantes: a condi¢ao de Ditichleondicdo de Neumann e a condi¢édo de
Robin (ou condicdo misth)

A condicdo de Dirichlet ocorre quando o valor daaemtracdo do contaminante é
imposto sobre a fronteira (ou sobre parte delapmdé@mada fronteira de Dirichleip) ou
quando é imposto em um ponto especifico do doméamy a contaminagao seja pontual. Em

termos matematicos, esta condicao € dada por:

C(x,y,t):CD sobrel p (tipo 1)

" Jean Claude Eugéne Péclet (1793-1857) foi unoffsianceés.

8 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1869)um matematico alemdo creditado com a moderna
definicdo “formal” de funcao. Carl Gottfried Neunmafl832-1925) foi um matematico alemao.

Victor Gustave Robin (1855-1897) foi um matemafiemcés que contribuiu na area da termodinamica.
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A condicdo de Neumann ocorre quando existe uma Sipdo no gradiente da
concentracdo normal sobre a fronteira, ou parte, delnominada fronteira de Neumdng
Esta condi¢do equivale dizer que o fluxo de maggzersivo encontra-se fixo através desta
parcela da borda (ou contorno), isto é:

n[DOC =g sobrely (tipo 1)

sendon o vetor unitario exterior a fronteifay e g o fluxo do contaminante por unidade de
comprimento dé€ . Se a fronteira € impermeavel, engge 0.

A condicao de Robin ocorre quando o valor do fltotal de massa é imposto sobre a
fronteira. Neste caso, $& e g. sao, respectivamente, a concentracao e o fluxaassa do

contaminante, a expressao é:
n{vC + DOC) = vC, [ + g, sobreg (tipo 111)

Em particular, s& = 0 sobre a fronteira, a condicdo acima sera dic@o de Neumann.

Existem autorésque ainda consideram um quarto tipo conhecido gomdicéo de
fronteiras abertas. Esta condicdo de fronteiraiders que o contaminante sai por dispersao
através de fronteiras permeéaveis. O valor do fldeocontaminante que sai € dado pela
seguinte expressao:

j (nDOC)dr (tipo 1V)

r

A vantagem na utilizacdo deste tipo de condicafraigeira € que o dominio numérico
pode ser inferior ao dominio que imp&em a condigi@etspo Il [BoniLLO et al, 1999].

3.3 APROXIMACAO DA EQUACAO DO TRANSPORTE

A metodologia para a estimativa do esrposteriorida solugcdo numeérica € influenciada

pelo método que é adotado para a discretizacael@mentos finitos.

® BONILLO J.et al, 1999A 2D Numerical Model for the Transport of Pollutants.
The Influence of Boundary Conditions3rd International Symposium on Ecohydraulics.
CD Proceedings. Salt Lake City, Utah, USA.
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A natureza parabdlica da equacdo do transportectide-dispersivo contribuiu, nos
altimos anos, ao desenvolvimento de controle de @&rposteriorida aproximagédo destas
equac0es transientes com carater dissipativoerfatiira apresenta trés principais métodos de
aproximacdes no tempo que poderiam ser empregadoggqoacdo do transporte de

contaminante (3.10).

» Método das Linhas MoL): Um sistema de equacdes diferenciais ordinarias
(EDO), cuja ordem é a mesma que a do grau de liberdadespaco de
elemento finito, € obtido da discretizacdo da matispacial da equacéo
parabdlica. O esquema Crank-Nicolsorkjdvis et al, 2006] é adotado para
resolver o sistema debB’s com coeficientes transientes. Esquemas-ktT
(Flux-Corrected Transpoyt para o fendmeno de fluxo dominado pelo
transporte advectivo seguem baseadoslao™.

» Método de Rothe Antes da discretizacdo da varidvel espacialakzeeda uma
particdo no intervalo de tempo. Assim, em cadagdsstempo tem-se uma
equacao diferencial parcial estacionaria, a qugdréximada por um esquema
de elementos finitds Alguns autores implementaram o método de Rothe e
desenvolveram um cédigo adaptativailtilevelpara a resolucédo de equacdes
parabolicas lineares e n&o-linedfes

* Elementos finitos espaco-temporalNesta aproximacao, o espaco e o tempo
sédo discretizados simultaneamente. SegundRFVRTH (2008) este tipo de
aproximacéao da equacgdo parabdlica € superior emaeelas duas anteriores e
serd detalhada na metodologia da presente tesi#o(de§, pg. 46), pois este
método de aproximacdo apodia o desenvolvimento tmador de erroa

posteriorida solugdo numérica do modelom

A aplicabilidade de um modelo preciso para o trartspde contaminantes em agua
subterranea incorpora, atualmente, a analise ddtadss laboratoriais dos processos de

degradacéo microbidtica 1O e MALTA, 2007]. Estes processos de biodegradacdo podem

10 KUZMIN D. 2008 Explicit and Implicit FEM-FCT Algorithms with Flux Linearization Preprint
submetido ao Elsevier (disponivel enhttp://www.mathematik.uni-dortmund.de/~kuzmin/linfdf
acesso em 15/12/2008)

1 AXELSSON 0., FRANK L. S., Van der SLUIS A. 198@nalytical and Numerical Approaches to
Asymptotic Problems in AnalysisMathematics Studies 47 North-Holland

12 BECK R., ERDMANN B., ROITZSCH R. 199%ASKADE 3.0 An Object-Oriented Adaptive Finite
Element Code Technical Report TR 95-Konrad-Zuse- Zentrum, Berlin.
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ser simulados descrevendo os fendmenos de traespativo com taxa de reacdo de 12
ordem, ou reacao do tipgonod dentro de um poro simpldsBlEBE et al, 2009]. Neste
modelo, a descricdo matematica do destino e deentnagao das espécies simples emprega
as equacOes de adveccgdo-dispersdo na fase de dlughr;des cinéticas na interface fluido-
sélido do interior do poro.

De acordo com HsSsAIN e MiAH (1999), o método dos elementos finitosefpossui
crescente popularidade entre os modelos de traesp@rcontaminante em agua subterranea.
Estes modelos numéricos, baseado no principio demmacdo de Galerkin (@&F)
[BocHEV, 2001], apresentaram resultados de precisdo e$pmeisegunda ordem quando
comparados aos dos métodos de diferencas finiagnkanto, para simulacdo de transporte
transiente GIEF é necessario a utilizacdo de pequenos passosng®,te ainda, quando a
adveccdo é o tipo de transporte predominante, @c&ol numérica apresenta oscilacdes
espurias, pois o0 operador advectivo € nao-siméf{iitoNeA E HUERTA, 2004], fato que
contribui para a perda de estabilidade deste tmadit método de Galerkin NPASTAVROU €
VERFURTH, 2000].

Para eliminar as oscilagbes numéricas, responsgwaissolucdes nao-fisicas, sédo
introduzidas as chamadas funcdes de bases comsteqmond® e outras variacdes para
adicionar uma estabilizacéo linear a formulaca&edkerkin tradicional [BNTOS EALMEIDA,
2007]. Os modelos referenciados por Petrov-Galdvkar (PGMEF) oferecem resultados
numeéricos livre de oscilagdo, porém, com uma siatifa dispersdo artificial [BEAO et
al., 2004] [KALASHNIKOVA et al, 2009].

Com o desenvolvimento de critérios refinados parasquema de Crank-Nicolson,
quando aplicado no N&F (CNGMEF) para o transporte de adveccao-dispersao, foiyess
obtencéo de resultados de precisdo temporal deomltan [HOSSEINe MIAH, 1999]. Estes
esquemas KIGMEF de discretizacdo da equacdo do transporte disppam simulacbes
precisas e livres de oscilacdo mesmo em situacaol\ckrcao predominante do transporte de
contaminante em agua subterranea, ou seja, eqigEneas sao incondicionalmente estaveis.
Segundo bzinski et al. (2009), até o presente, sdo poucos o0s trabalh®sompregam o
popular método de Crank-Nicolson nas equacfes @arab. Neste método de reconstrucao,
funcdes quadraticas e continuas por partes no tgragem ser obtidas explicitamente da

solugdo numeérica.

13 o ~ . P o
O upwindé uma corre¢do para a descrigdo numérica incatogprocesso fisico.



22 O Estado da Arte

Métodos livres de malha também foram desenvolvidwa modelos bidimensionais do
transporte de contaminantes através do meio p@atosado. Um método, conhecido por
Método Radial de Interpolacdo de Pon{®pim) aproxima a solugcdo em construcdes
inteiramente em termos do conjunto de nés do damémenhuma caracterizacdo da inter-
relacdo entre estes nds é necessariavikR E DODAGOUDAR, 2008]. O modelo Rm
apresentou uma adequada aplicabilidade para a &@mude adveccdo-dispersdo com
fendbmenos de sorcdo ou de degradacdo de 12 ordetmos Q@esultados numéricos foram
utilizados na verificacdo dessa metodologia de xapracdo e ainda foram gerados sem
oscila¢cdes, demonstrando-se insensiveis as restrigd nimero de Peclet. O modelNR

para o transporte 2D de contaminantes consideampe de velocidade em regime uniforme.

3.4 O TRANSPORTE EM REGIME DE PEQUENA ADVECCAO

Foi visto na se¢do 3.2 que o numero de Pecletalefimecanismo de transporte com
predominéancia dispersiva ou advectiva. Nesta seg@a definida uma constante
caracteristicgC,) para separar 0 mecanismo de transporte em regirpedgliena adveccao e
regime de grande adveccdo. Se o numero de Peclehdmr que 1, o mecanismo de
transporte possui predominancia advectiva, castr&am a predominancia sera dispersiva.
Se o valor da constante caracteristica for supeaial0, o regime de transporte sera
considerado de grande advecgdo, caso contrarioggone é considerado de pequena
adveccédo. A figura 3.2 apresenta as duas formaa gmtinguir, respectivamente, o
mecanismo e 0 regime de transporte. Ela ainda an@stpossibilidade de ocorréncia de
exemplos de transporte de contaminantes de predapian advectiva e em regime de

pequena adveccaBé¢> 1,0 eC. < 10).

—[Pe=1c B
predominancia predimancia pri
dispersiva advectiva
pequena pequena grande
advecgado advecgao advecgao

Fic 3.2 — Distingédo entre os mecanismos de transpoeen funcéo do no. de Peclet
e distincao entre os regimes de transporte em fungédla constanteC,
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Para definir essa constante caracteridfigaconsideres > 0, o0 menor autovalor da
matriz de dispersd® da equacdo 3.10 £> 0 o coeficiente de decaimento de primeira

ordem do contaminante em estudo, de acordo ceRFIRTH (2008):

1 1
* se Os<ltj<g|v([t)( @) 552 max{¢, A} ? o regime é considerado gequena adveccao
1 1
*+ se suﬁ|v([t)1|L2(Q) >> £2 max{¢, A} 2 o regime é considerado geande adveccao

O<t<T

Logo, considerande > 4 e fluxo de agua subterrdnea em regime permanauntegja,

campo de velocidadesgx,y) constante, pequena advecc¢adcaracterizada quando

1 1
V| < C.ezmax{e, A}z < C.¢ (3.11)

sendoC, > % uma constante caracteristica de tamanho moderado.

Na sequéncia, sdo analisados os regimes de adveegiioatro cendarios do transporte
de contaminantes em meio poroso saturagias escalas sdo: regionalbfkk, 1988], de
campo [ARKHURST, 2004] e [KUMAR e DODAGOUDAR, 2008] e de laboratorio [BANG et al,
2008]. Esses exemplos possuem a respectiva satwgdérica cuja verificacao e feita ou por

solugdes analiticas ou por métodos numéricos reoihts na literatura.

Exemplo 1.) Em SOREK (1988) um método adaptativo 2D Euler-Lagrangiasioufilizado
para o transporte de massa com distribuicdo esmhcieelocidade. A equacao de adveccao-
dispersao (EAD) para um constituinte efluente emfluido incompressivel considera: fator
de retarddR > 1, tensor de dispersédo hidrodindmica simétricerai-positivo e decaimento
radioativo de 12 ordem.

Esse exemplo numeérico para comparagao com solugditica e verificagcdo do meétodo
proposto considerou os seguintes parametros fisitos D, = 2 m?/s para as dispersdes

nas direcoes dos eixos coordenadow,e= 0,25m/s e v, =0m/s como sendo Os

componentes da velocidade do fluxo subterranear@éLU e FNN, 1982 apud SOREK,

1988}, A malha adotada caracterizou o transporte enmegie adveccdo dominante, pois o

VylAx

namero de Peclet na diregédoi P, =

= 25 eP, = 0 para a direcag.

X

% varoglu E., Finn W. D. L., “Utilization of the miedd of characteristics to solve accurately two disienal
transport problems by finite elementdhter J. Num Methods in Fluj@, 173-184, 1982.
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0,25
2

Nesta situacédo, o menor autovalor do telséoi € = D, = 2 e a constanté; >

0,125 era de tamanho moderado. Ou seja, o0 regime adotsie exemplo numérico foi o de

pequena advecgao.

Exemplo 2.) No caso de fluxo unidimensional na diregddPARKHURST (2004) apresenta
uma simulacédo de transporte de espécies quimicasésadirecdes, y e z, com reacdes de
decaimento de 12 ordem.

Os parametros deste exemplo séo: velocidade ictatst = 0,2 m/dia, coeficiente de
dispersividade longitudinak;, = 1,5 m, dispersividade horizontal transversgly = 0,3 m,
dispersividade vertical transversak;, =0,1m e taxa constante de decaimento
A=0,05d". Com estes valores, o tensor de dispersdo € azndifigonal Ds,; =
diag(0,30 0,06 0,02).

Considerando que o menor autovalor da métyiz, € = 0,02 €, neste caso, menor que
o coeficientel = 0,05, pode-se determinar que

vl 0,2
Ce > = - = 6,32

1 1- 1
ezmax{e,A}2  (0,02)2(0,05)2

€ uma constante de tamanho moderado, ou sejapgpkxencontra-se no regime de pequena

adveccéao.

Exemplo 3.)Um método numeérico livre de malha, chamado de doétadial de interpolagéo
de ponto (Rim), foi apresentado por WMAR e DODAGOUDAR (2008) para a resolugao
bidimensional da equacdo de adveccao-dispersdaes@m meio poroso saturado. Em
regime de adveccao dominank € 2,86) os autores consideraram um expressivo pal@
o fator de retardd®R = 7,267.

O exemplo numérico gerou a solucaeiNR para ser comparada com a respectiva
resolucdo por elementos finitos sobre uma malh@ainde 400 elementos quadrilateros e
apresentou boa concordancia. Dos parametros fidesie exemplo, pode-se obfer> 0,57

para caracterizar o regime de transporte em pecaercao.
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Exemplo 4.) Finalmente, para comparar uma EAD a sua corregpte equacdo de modelo
fracionario (RDE®), HUANG et al. (2008) analisaram o processo do transporte deitaram
uma coluna homogénea de solo arenoso saturado.

Dentre os parametros fisicos adotados para o ajlasteAD encontra-seR = 1,825

para o fator de retardw,= 1,9 cm/min para a velocidade no poroDe= 1,304 cm?/min

1,9
0,7145

para a dispersao longitudinal. Assif) > = 2,659, ou seja, o experimento foi

realizado em regime de pequena advecg¢ao.
Os exemplos acima séo fortes indicios de que Gpmte de contaminantes em agua

subterranea € realizado no regime de pequena &uecg

3.5 ERRO A POSTERIORIDA EQUACAO PARABOLICA

De forma pratica, os estimadores de erposteriorj obtidos dos diferentes métodos de
discretizacdo das equacdes diferenciais parciagggaram importantes questdes de como
uma solucéo discreta, pode ser precisamente determinada da solucéo drdeaum dado
problema da Engenharia. Esse estimador é constapid® a solucdo numérica pelo método
de elementos finitosy;,, ter sido computada e ainda utiliza os valoresrdeada descritos no
modelo matematico em questdo. Outra caracteristiciamental reside na escolha da norma
do erroe = u — u,; para constituir os estimadores.

Segundo BBUSKA e STROUBOULIS (2001), o estudo do estimador de emrposteriori
inicia-se no desenvolvimento do erro na norma gldbaenergia. No entanto, em problemas
praticos da Engenharia ndo é suficiente soment&timativa deste tipo de erro, pois, um
pequeno valor na norma de energia do erro nao ampiecessariamente que o erro na
quantidade de interesse seja também pequexBuHBA E STROUBOULIS, 2001, pg. 471].

A andlise de err@ posteriorj que estima o erro discreto real sem o conhecongat
solucédo exata, serve de base dos processos de refinamento mefidasiento das técnicas
de malhas adaptativas. Estes processos neces&tamalestratégia que facilmente limita o

erro computavel, para assegurar o controle gladbabtucao.

> 0 modelo FADE ffactional advection-dispersion equatjononsidera que as anomalias do movimento de
contaminantes no meio poroso sao representadgsqEaEssos nao-Fickianos.
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Para os problemas elipticos, como a equacdo dm feubterraneo em regime
permanente, a teoria dos estimadores de a&nposteriori encontra-se particularmente bem
desenvolvida [¥RFURTH 1996], [ANSWORTH e ODEN, 2000], e [GIDYAGWAI € RIVIERE,
2010]. Verifica-se na literatura que para equaghbiEsenciais elipticas a norma comumente
usada para quantificar o e a norma de energia ou a noigK NABER E ANGERMANN,
2003].

Para os problemas parabdlicos, nos quais estandases equacdes do transporte de
contaminantes, € encontrado um crescente inteegssestimar o erro da solugdo numérica
das equacdes de adveccao-dispersdo com predonaird@veictiva e de abordagens distintas.

O primeiro passo é a escolha da norfria que o erro numérico sera estimado. No
entanto, a questao para decidir qual € a normgaada do erro estimado para as equacdes
de adveccgdo-dispersédo é uma discussao na comumigati@ca [HHN, 2000].

Além da prescricdo da norma para estimar o erferetites estratégias de discretizacéo
sao apresentadas na literatura. Entre elas padiestscar as seguintes abordagens da equacao
parabdlica:

Estimadores de erro anisotropicos baseados naeeqfim da derivada segunda da
solucéo por elementos finitos foram desenvolvidms[ALMEIDA et al, 2000] para conduzir
uma eficiente geracdo de malhas para os dominieguicao de conveccao-difusdo e demais
problemas que empregamtasnicas computacionais para a dinamica de fluidos

Em [PAPASTAVROU e VERFURTH 2000], encontra-se uma comparagdo entre trés
estimadores posterioriaplicados no problema estacionario da equacaarlohe conveccao-
difusdo: um estimador ZZ, um estimador residuahreastimador de Neumann (estimador
baseado na resolucao local de um problema audiBareto). Para assegurar a estabilidade da
solugéo aproximada, o esquema de discretizacamapltonhecido \8G (streamline upwind
Petrov-Galerkin no método de Galerkin tradicional introduzindtug@o artificial com o uso
modificado nas funcdes de testes@tieset al, 2009]. Nos problemas testes, da comparacao
realizada, conclui-se que o estimador ZZ nao fpazade capturar os fenbmenos de alta
ordem, tais como, as regides de singularidadegntanto, tanto o estimador residual, quanto
o estimador de Neumann, mostrou-se qualificadoecaizacdo destas regides, fornecendo
ainda informacdes quantitativas sobre o erro dexapacao.

Uma vez que os métodos de elementos finitos adapgataseados em estimadores de
erroa posterioritornaram-se um tema central na Engenharia e ngp@agéo Cientifica, 0s
esforcos seguem direcionados para o desenvolvintmialgoritmos adaptativos eficientes

para os varios tipos de equactes diferenciais garparabolicas lineares ou nao-lineares.
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Para um caso linear,HEN e FENG (2004) desenvolveram um algoritmo adaptativo, com
estratégias de refinamento e desrefinamento gapazae reduzir o erro indicado abaixo de
um valor toleravel usando um namero finito de passoresolucao iterativa.

Estimadoresa posterioritambém s&o aplicados na avaliagcdo do erro praviesiala
discretizagdo temporal da equacdo transiente decedlo-dispersdo, tais como o ja
mencionado método de Crank-Nicolson.

Utilizando a reconstrucdo de Crank-Nicolson de sdguordem em continuas
aproximacoes lineares por partes da solucdo numéghaRrivis et al, 2006] obtiveram
estimativas facilmente computadas e com apropriadasesentacdes pontuais do erro
observado na evolugédo temporal de uma equacaogtiaeab

Um estimador posteriorido esquema de discretizacdo com elementos fimist® de
Raviart-Thomas de mais baixa ordem, para as eqgsiagéeconveccao-difusdo-reacdo, €
apresentado em PAHRALIK, 2007]. Esse estimador computavel e de caradtasstesiduais,
quando aplicados nos problemas de conveccao dotajnalsteve explicitamente os valores
constantes dos limites superiores globais do eercagtoximacdo na norma de energia,

confirmados por experimentos numericos.
- ~ 0 _ .
Utilizando na equacao do cal%l%— Au = f, elementos finitos lineares para obter a

discretizac&o espacial e 0 método de Crank-Nicgiswa a discretizacao temporalpiNSKI

et al, 2009] desenvolveu um estimador de ernposterioricom uma representacao razoavel
do erro real. As parcelas que constituem o estimamimhecidas por indicadores de erro,
conduziram um algoritmo adaptativo no tempo e pags.

Em [HILHORST e VOHRALIK, 2010] encontra-se um computavel estimador de &rro
posterioribaseado na discretizacdo pelo Método de Volumew§i(F/m)'° [EYMARD et al,
2003] das equacdes de conveccao-difusao-reacdo. O mlgorgsultante para obter as
estimativas apresenta boa eficiéncia para as baig@ies do erro espacial e temporal.

Verifica-se, desta maneira que os estimadores rdeagposteriorj para 0os problemas
parabdlicos, sdo obtidos de diferentes metodolagegsicados na avaliacdo dos esquemas de
discretizagdo numérica conforme o propdsito quatabelecido pelo pesquisador.

Neste trabalho serdo adotados os esqueffasstaveis [¥RFURTH 2008] que

generalizam o método de Crank-Nicolson para obtis@etizacdo temporal das equacdes de

16 Método de resolucdo de derivadas parciais basemdesolucdo de balancos de massa, energia e dpgmti
de movimento a um determinado volume de meio coatin
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adveccéao-difusdo-reacdo, com adveccdo dominantempanhados pelos esquemas de
discretizacdo espacial que utilizam elementos oénitonforme¥, é possivel obter um
eficiente estimador de er@ posteriorj com caracteristicas residuais, para os esqueeas d
discretizacéo espaco-temporal.

VERFURTH (2006) demonstrou que o limite superior desterestor residual € global no
espaco e no tempo e que o limite inferior € glotmakspaco e local no tempo. O estimador
desenvolvido € robusto no sentido que a razdo emtd@mite superior e inferior é
uniformemente limitada no tempo e independe do méamala malha ou do passo de tempo
adotado na discretizacdo. Uma caracteristica sgarge deste estimador residual é que ele é
uniformemente limitado em relagdo ao tamanho da@gho.

3.6 CONSIDERACOES DO CAPITULO 3

Os modelos de transporte e dos processos de re@@cdoeio poroso resultam na
equacao diferencial parcial dada por (3.10). Parpavametros fisicos desta equacdo sobre

um dominio poligonal limitad®, o niumero d&éclet globaldefinido por:

_ Ivllodiam(@)

Pe
1Dl oo

: (3.12)
é uma constante significativamente maior que umdadg?®. Isto caracteriza (3.10) como
sendo uma equacao ddveccdo dominante como visto na literatura, para esta equacao, 0s
métodos convencionais de discretizacao (0 Galér&dicional) apresentam limitacdes.

A aproximacdoupwind € uma alternativa para remediar a diminuicdo recigéio
numerica quando o tamanhala malha nao é “suficientemente pequeno”. Outearedtiva €
contrabalancear a difusdo numeérica negativa inaiddu pela aproximacdo obtida pelo

método de Galerkin tradicional.

" Uma aproximacdo M de uma equacéo eliptica de ordem & conforme set- as funcdes de base sép
vezes continuamente diferencidveis em cada suloregi& as funcdes de base sdel vezes continuamente
diferenciaveis em todo dominio.

18 Especificamente para o transporte de substanisaslvidas em agua subterranea, o valor represent
namero de Péclet global é em torno de 28ABNER e ANGERMANN, 2003].
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De acordo com [DNEA e HUERTA, 2004] estas metodologias sé&o equivalentes, aul sej

uma aproximacaapwindinduz a difusdo numérica e vice versa.

Entre outros métodos especiais para resolver egaaigadveccado dominante citam-se:
0 método 8BrPG (streamline upwindPetrov-Galerkin [BRoOOKS e HUGES 1982], que
basicamente adiciona apropriados residuos ponderadormulacao variacional do
problema estacionario para introduzir uma difusé@caena direcéo da velocidade (ou
transporte advectivo). Quando métodos implicitosterapo sdo acoplados com a
discretizacdo @G no espago, 0 resultado sdo termos adicionais derecem
consisténcia e acuracia na solucao dos problemadwzcédo dominante fBHEV et
al., 2004,

o méetodo de volume finito (WF), que discretiza umate integrando suas equacdes
sob volumes de controle. OW é estavel devido ao comportamento assintotico de
suas fungbes de ponderacdo. Devido a sua genemlidaalquer tipo de malha,
estruturad® ou ndo-estruturada, pode ser usadafigp et al, 2003];

o método de Galerkin Descontinuo D)G pode ser considerado como uma
generalizacdo do WF em que as fungdes de aproximacao e funcbes sEgidancoes
polinomiais sobre os elementos, sem restricbe®nigncidade sobre a fronteira entre
0s elementos [BvLOO et al, 2005]. O método G € consistente para a formulacdo dos
problemas de adveccéo-disperséo;

o método de Lagrange-Galerkin (&), que elimina o termo advectivo por uma
transformacdo apropriada das coordenadas, permitindhplicacdo dos métodos
tradicionais de discretizacdo em situacdo onde \eecgdo € dominante. Alguns
problemas com a estabilidade revelaram a necessadma melhor fundamentacao
tedrica do método Ms [MorTONet al, 1988apudKNABER EANGERMANN, 2003f° e

no método $(Symmetrical Streamline Stabilizat}dWENDLAND e SHIMD, 2000], a
equacao de adveccgdo-disperséo é divida pela tédeisaparacdo de operadores. Os
termos advectivo e dispersivos sdo aproximados tponicas Em distintas e
reagrupados a um unico sistema de equacdes. O wweztivo, que fica na parte
implicita da equacdo, possui a sua matriz de deafes simétrica, propiciando a

aplicacdo dsolverconhecido por Gradiente Conjugado Pré-condiciorfRdg).

9 Malha estruturada apresenta uma estrutura, olarégade, na distribuicdo espacial dos pontos.

2 Morton K. W., Priestley A., Sili E.Stability of the Lagrange-Galerkin method with non-exact
integration. RAIRO Model. MathAnal. Numer 22(4) 625-653, 1988
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Para resolver numericamente a equacdo parabolid®)(diferentes métodos séo
desenvolvidos e aperfeicoados. A quantificacaordsaltados obtidos, revelando a precisao
ou a deficiéncia do método, é possivel mediantpliaabilidade efetiva dos estimadores de

erroa posteriori.



4 O METODO DE ELEMENTOS FINITOS
E APROGRAMACAO JAVA

O Método de Elementos Finitos £NF é conhecido por suas aplicacbes nas diversas
areas das Engenharia. O uso de uma formulacaaizardh do modelo matematico e de uma
técnica de discretizagdo do dominid das equacgbes sdo frequentemente usadas para as
aproximacoes dos problemas de valores de cont@ma o et al, 2009]. A implementacdo
do cddigo numérico, baseada nevFpara a obtencao da solucdo aproximada da equacédo d
fluxo e da equacéao do transporte, € realizada mgudigem AvA em funcao da portabilidade
e da reusabilidade facilitada pelo paradigma dgrproacao orientada a objetoscoP

Neste capitulo € apresentado o método de obterciapdoximacdesem das equacdes
governantes do fluxo de agua subterrdanea da sedfod&s equacbOes governantes do
transporte de contaminantes da secdo 3.2 e dasctiegg implementacbes computacionais
Java que fornecem a solugdo numérica. O coédigo numétisponibiliza resultados de
solugdes analiticas para casos especiais de cadgdege implementa, principalmente, as

apropriadas técnicas que estabelecem estimativas @ posteriori

4.1 CONCEITOS BAsSIcos Do METODO DE ELEMENTOS FINITOS

No método Em, umsubdominiade Q seréa denotado pdR!, onde o subscrite denota

o0 “elemento€ e o0 sobrescritoh representa o “tamanho caracteristico” do elemento
discretizado.

O espaco de solugdes que coni@&né de dimensao infinita em todo pontsobre o
subdominio e possui uma variaugl(x) associada com o elemento. Na figura 4.1, esta

variavel de dimenséo infinita,(x) é aproximada por um espaco de dimens&o firl(x), a
qual depende do numero finito dos valores nodgis(o subscritoa é nimero do né do

elementce, e 0 simbolo “ " ” representa o valoralecalculado no n@ — ovalor noda).
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Uma base¢f de fungGes de aproximagdo para uma variayed definida em cada

subdominio de acordo com a expressao:

u, Oul=¢gfd> a=0,...,n,.-1 (4.1)

node

sendanqge 0 NUMero de nés do elemer®@ e funcdes de aproximagao.

element®!

fronteiradQ

Dominio globalQ Dominio global discretizad@"
sobreposto no domini®

FIG 4.1 — Geometria da discretizacdo do dominio glob&l
utilizando elementos finitos quadrilates.

A funcdo aproximadal! da equacdo 4.1 é definida por um conjuntduigdes de

interpolacéo ¢ sobre cada elemen& O espago gerado por estas fungdes é conhecido por
espaco de elementos finitos

A terna definida pelo conjunl{;QZ,qdj,uZ} representa uralemento finitajyue consiste
do dominioQ!, dafuncéo interpolantegf e dograu de liberdadeu! [CIARLET, 1978apud

WORKBOOK PG268F™.
Para discretizagdo das equacdes do fluxo e doptyeesde contaminantes, seréo
utilizadas as classicas fun¢des Lagrangianas sbémeentos de quatro nés, de acordo com a

seguinte formulacao:

N, (€)= 3 0+ o) @2)

“ICiarlet P. G., 1978 he finite element method for elliptic problems North-Holland, Amsterdam.
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sendoa= 0,1,2,3 o nimero do né do elemento(&) o sistema de coordenadas locais
cujos vértices (¢,,7,) sdo, respectivamente, {(-1,-1),(1,-1),(1,1),(-L,PRUDHOMME e

ODEN, 2002] (ver figura 4.2b).
Portanto, as formas explicitas para as funcfegpmisntes sao:

Ny(£.7)=7 1~ €)a-n)

N,(6.0)=3 0+ €)an) o

N, (67)= 2+ €)an)

B )

No processo de refinamento, elementos triangulawdsriam ser utilizados. Assim, as

funcdes interpolantes para elementos triangulaoelem ser obtidos pela degeneracdo das

equacdes 4.3, defininddy’ =N,, N;"=N, e N =N, +N, :%(1+/7), ou seja,

Ng (£.0)=3 1~ €)a-n)

N ()= 0+ E)an) @)

N (£7)=(0en)

A transformacdo de coordenadas usando a equag@opéta elementos quadrilateros

sdo mostradas na figura 4.2a, e a transformacawdoisa equacdo (4.4) para elementos

triangulares sdo mostradas na figura 4.2c. élemento de referénci®, pode ser definido
na regiao normalizada de acordo com a regraatesformacédo de coordenadas= x(ﬁe)

que aplicaQ, no elemento fisicQ!. Desta forma, o dominio normalizado nas coordesiada

naturais({ ,/7) é transformado no dominio fisico nas coordenadagx,y).
As funcdes interpolantes para a transformacéo dedenadas pode ser escolhida da
mesma forma como foi definida a interpolacdo dgderaproximadai’ (x) da equacéo (4.1),

ou seja,
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x(Q.)= g% (4.6)

3 1 2
Q.
y A 'f
0 1
(b) sistema de coordenadas locai
X 0 1
(a) sistema de coordenada (c) triangulo linear degenerad

cartesianas

FiG 4.2 — (a) Elemento fisico nas coordenadas cartasis ,y)
(b) Elemento de referéncia quaitiitero em coordenadas locais
(c) Elemento de referéncia triggular degenerado

Um elemento finito com o mesmo conjunto de fungdesrpolantes para as funcdes
de aproximacdo e para a transformacdo de coordenédda@onhecido porelemento
isoparamétrico

Uma vez que no meétodo de elementos finitos asdksde interpolacdo sdo usadas
para representar a aproximacdo de uma variavelattelm continuo, € necesséria a garantia
de que esta aproximacaentradicional esteja convergindo para a solucdoaegaando o
tamanhoh da malha estiver diminuinéo A convergéncia ocorre quando as funcdes de
aproximacédo satisfazem as condigbes de completutte antinuidade. Estas condigbes de
convergéncia sdo conhecidas por condicoesddassibilidadedas funcdes de aproximagéao e

2 Este tamanhb geralmente é definido como sendo o maximo doseti@s de cada elemento da malha.
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quando alguma das condigbes acima ndo é satisfestaglementos serdo ditasio-

conformé>.

4.1.1 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia do Método

Trés propriedades fundamentais que todo método neonéleve possuir para a
aproximacdo de uma equacao diferencial parciabr &0: consisténcia estabilidadee
convergéncia

Em linhas gerais, a consisténcia implica queba [iode ser recuperada por um sistema
de equacdes algébricas. O conceito de estabiliéstte relacionado ao crescimento ou
diminuicdo dos erros introduzidos nos célculos. Eoavergéncia implica que a solucéo
numérica aproxima a solucéo exata @& uando h4 um aumento no grau de libertfade
método numérico [BRTUNA, 2000].

Considerando o método de GalefRino espaco com as fungdes de bases continuas,
como as representadas por (4.3) ou (4.4), e asdangue a solucdo numérica(t) é
aproximada por funcoes lineares, em cada passengeotde acordo com (4.1), um esquema
de médias ponderadasyBHES 2000] para aproximar uma equacgao parabdlica peddado

por:
M+ @K ]C™ =[M - @-)atK]C" +t| @ - O)F" + ™| 4.7)

sendoM e K matrizes globais obtidas, respectivamente, da agem (ouassembliny das
matrizes locais de massa e de rigidez. O Jetafere-se a montagem dos vetores de carga da
equacao. A constanté o parametro de discretizacdo temporal.

As sensibilidades as pequenas perturbacdes, quieam na auséncia de estabilidade
do método, podem ser expressas na seguinte defiidgdio, 2007]:

% 0 método de Galerkin Descontinuo, que admite amapédo nao-conforme, é convergente.

4 Graus de liberdadeé um termo genérico utilizado em referéncia a tidade minima de nimeros reais
necessarios para determinar completamente o efs&mnde um dado sistema.

% Boris Grigoryevich Galerkin (1871-1945) foi um ioypante matematico e engenheiro russo.
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Definicdo 4.1.1Um esquema numéricoadndicionalmentestavel se uma perturbacéo de

tamanho|d| introduzida no instants permanece limitada para os tempos

subsequientes patx T e para todo passo de tempbs< At,.

Sem perda de generalidade, pode-se assumir qu@eme@bacaa é introduzida no

instantet = 0. ConsidereC solucdo da equacdo (4.7) satisfazemdo= C° + 5. Subtraindo o
sistema perturbadpV + @K [C™ =[M - 1-6)AtK |C" +Atl(1—H)F” + HF””] da equacao

(4.7), a seguinte expressao € obtida:

[M +ak o™ =[M - (1-g)atk |om, ’=0 (4.8)

sendod" =C"-C".
Assim, para problemas lineares € suficiente apleadefinicdo 4.1 na verséo
homogénea do esquema numérico, apresentando apeéad em suas condi¢des iniciais.

Com estas restricdes, define-se estabilidade demenaira mais explicita f@o, 2007].

Definicdo 4.1.2Um esquema numeérico lineare@tavelse existe uma constante> 0, que

independe A& e tal que‘ o

< CHJ"H quandon _ o, At 0, t<T.

Ambas as definicbes permitem que a perturbaca@lraesgca, mas somente por uma

quantidade limitada. Se uma condicdo mais fortm@osta na definicdo acima, ou seja, se
o

C(t) é limitada para todot=>0. Neste caso, ndo sdo permitidos os crescimentss da

<[0?. as solugdes de sistemas continuos sabSolutamentestaveisno sentido que

perturbacoesd".

O detalhamento da propriedade de estabilidade é&amwot pelo seguinte teorema de
Equivaléncia de Lax, o qual expressa uma relacée es trés propriedades fundamentais
[OTTO, 2007].

Teorema de Equivaléncia de Lax Para um problema bem poS&tp sendo a
formulagdo de dois niveis temporais consistenexisténcia de estabilidade é uma
condicdo necessaria e suficiente para convergédeaum sistema de equacgdes
lineares.

%6 Um problema de valor inicial é dito bem posto gladepende continuamente das condicées iniciais.
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Ou seja, se a formulacéo é consistente e estdestjiema é convergente. Desta for
a solucdo numériceC" convergird para a solucdo exa@ quando os increment

Ax, Ay e At tenderem ara zerc

A figura 4.3 estabelece relacGes entre as trés propriedadeanfiemias do métoc
numeérico e sintetiza quediscretizagao:
» CoNsISTENTESe a formulagdo numérica é suficientemente proxiaEDe.
» ESTAVEL se o problema discreto é bem pc

« CoNVERGENTEseC" é suficientemente primo da solucéo exe C.

discretizagao

Equagao Sistemas de
Diferencial Equacgdes

Parcial Algébricas

consisténcia

quando Anh e At .
tendem a zero estabilidade

convergéncia

quando Ah e At
tendem a zero Sol ugéo

Solugao Exata '
aproximada

FiG 4.3 —Relacao entre consisténcia, estabilidade e convengéa
Adaptado de [OrTO, 2007 pg. 69]

4.2 APROXIMAGCAO DA EQUACAO DO FLUXO E O ESTIMADOR DE ERRO

Nesta se¢d@ usada uma formulacdo na onde o dominio da equacéo do fluxo (3.
aproximado por elementos finitos, enquanto o tempdiscretizado por diferencas finiti
Uma malhaestruturada de elementos quadrilat é gerada para representar o domque
corresponderas dimensdes hoontais do aquifero confinado.

A formulag&o continua da equactransiente do fluxo € dada p
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0 oh| 0 oh oh
—| T, — |+—| T, — |[+WI(Xx y,t)=S— em Qx0T
6x{ XXax} ay{Way} (xy.0)=s7 @]
h=h, sobrel, x(0,T]
nDOh=g sobrel x(0,T]

(L) =h,  em Q

sendaQ [ IR? o dominio poligonal limitado e com fronteira Lipsiz®’ I consistindo de duas
partes disjuntas]p a fronteira de Dirichlet &y a fronteira de Neumann, tais que
L, UMy =Q. O tempo finall € arbitrario, no entanto, precisa ser especificado

O Método de Residuos Ponderados permite a obtetg@wlucdo aproximadé. A

contribuicdo em cada elemento para o residuo de&wlnumérica, no ni¢ pode ser obtida
da formulacéo integral da equagéo do fluxo:

oh® a|_ on®| o |_ on® e
L(e)qa{s ——{T— T oy —W(x,y,t) [dQ® =0 (4.9)

at ox| *ox | ay

sendo®, a fungdo de ponderagéo do residu@® um elemento da malha uniforme.

Para cada elemento finit@®, a carga hidraulican® sera obtida através da
. - - - 1
interpolacéo nodal das cargh,(-:‘é), utilizando as fungdes de basés :Z(1+ fjf)(1+/7]/7) em

coordenadas locaig¢,77), cujos vértices ({1-,/7]-) sdo {(-1,-1),(1,-1),(1,1),(-1,1)} para

j = 0,1,2,3. Desta forma, para cada elemento:
he =Y o he. (4.10)

Substituindo a aproximacéao (4.10) na equacado ddueg4.9) e aplicandoldentidade
de Greef nas derivadas de 22 ordeanformulacao fraca de Galerkin para a aproximalgéio

equacao do fluxo é:

270 termo é devido ao matematico alemado Rudolf Lijts1832-1903). Um dominio Lipschitz, ou dominio
com fronteira Lipschitz, € um dominio no espaco lidieno cuja fronteira é “suficientemente reguland
sentido que ela pode ser localmente representada sendo um grafico de uma fungio XY Lipschitz
continua ie, existeK > 0 tal qued, (f(x), f(x,))<Kd (x,x) para todox; e x, em X). Varios teoremas de

imersdo em espaco de Sobolev pedem que o domirgstdéo seja um dominio Lipschitz. Conseqliientemente
varios problemas envolvendo equacdes diferencaisigis ou formulacdes variacionais estdo defingtsre
dominios Lipschitz.
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M {%} K{n ={F} (4.11)

sendoM = J'Q(e) ®,®,dQ® a matriz de massa local ou de armazenamento,

K= 0% fr 0®,)dQ® a matriz de rigidez local ou de mobilidade |

T 0
T=| ™ o tensor de transmissividade e
0 Tyy

{F}= ,wdQ®+ [ o (T Oh)dr o vetor local de cargas noddisu de esforcos.

A aproximacdo temporal da equacdo (4.11) serd abpelo esquema d&uler

dﬁ ﬁt+At _ Rt
progressivaaproximando o term«{a} por [T] e aplicando as interpolagdes:
{h} =(1-6)N} + &M e(F} = (-0 F} +o(F}" (4.12)

A equacao aproximada para cada passo de té&hpera dada pela expressao:

(SIM]+@MIK] A = (M]-(1-6)[K] X +At(@- )y + g Fy) (4.13)

Os termos W] e [K] representam as matrizes globais obtidas pela agent
(assemblinydas matrizes locais nos elementos de uma malhalique discretiza o dominio
Q.

A solugdo do problema discreto (4.13) pode aplizamétodo deCrank-Nicolson
atribuindo 6?:% e usando os valore[fl}to fornecidos pelas condig¢des iniciais do problema

emt =tg.
Apo6s a imposicao das condi¢cdes de contorno deH]I'tti(:ﬁ} =h,, a qual especifica os
valores das cargas hidraulicas na frontdigg e as condicdes de contorno de Neumann

Oh=0, para a representacéo de fluxo nulo nas frontéimgermeaveisr, do aqifero

* [ (bAmB+AD?BldQ = | A%ﬁdr

1 é o vetor unitario exterior B=T, 0T, =0Q.
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confinado, a solugdo da equaco (4.13) fornecelam numérical R} ™™

. De maneira
sucessiva, determinam-se as solucfie,y;)} em cada nd(x,y;) da malha inicial, no

n-esimo passo de tempe-t, + n.At .

4.2.1 Gradiente Numérico da Equacéo do Fluxo

O gradiente hidraulicdh da solugdo numérica é aplicado na obtencdo do@al®p
velocidades do fluxo de agua subterranea e nasandé errca posterioridos processos

adaptativos que utilizam técnicas de Recuperacdarddiente [ZENKIEWICZ, 2004].
As funcOes de interpolacao Iineaﬂe]s:%(1+ fjf)(1+/7j/7), com os parametros das

coordenadas Iocaﬁé,n) e j =0...3, conforme definidas na secao 4.1, relacionam dignée

hidraulico em cada elemento finito por:

OR®(x,y) = (37 )".0h(£.) (4.14)
sendal a matriz jacobiana da mudanca de coordenadas.

2 0
] e a substituicdo de (4.10) em

Para uma malha inicial de (3.3) segue (]]JTeg_l = {O )

~ 3
(4.14) resulta na expressam® = 2.| ZZ(DGJ J. )hfe) .

j=0

Apos simples operagdes mateméticas, obtém-se

e - 0) (-7 - )
Oh® =

N

(4.15)
()R - 9+ - ) - )

Aplicando (£,7)=(00) em coordenadas locais, o gradiente obtido no @edtr

elementoQ®© & especificado por
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R + A - (ﬁ(ge) 4 ﬁs(e))

0h®(x,,y,)= (4.16)

NP

R + A - (ﬁ(ge) N ﬁl(e))

sendox. ey as coordenadas globais do ponto central do elenfiaito.

4.2.2 Estimador de Erro baseado na Recuperacéo do Gradien

A caracteristica eliptica da equacao fundamentd) (8vorece a aplicagdo do estimador
de erroa posterioribaseado em técnicas de recuperacao do gradienteeaidas por técnica
SPR (Superconvergent Patch Recoyg&ZiENKIEWICZ E ZHU, 1992b].

Quando o método de elementos finitceMlr € usado para solucionar as equacodes
diferenciais relacionadas a um funcional definigara um problema discreto, erros sao
introduzidos pelo processo de discretizacdo. O eesultante da reducdo do modelo
matematico continuo para um modelo numérico disogetlependente do numero finito de
graus de liberdade.

O erro da aproximacgéo obtida pelo método dos eltseimitos u,, em relagédo a

solucéo exata é dado por:

e=u-u, (4.17)
e o erro do fluxo (proporcional ao gradienteujié

e,=0-0,. (4.18)

sendoo o gradiente da solugdo exato, !0 gradiente da solugédo aproximada.

Uma vez que as solugbes exatae o sao quase sempre desconhecidas, faz-se
necessario desenvolver uma metodologia apropriadgagstimar o erro da solugdo numérica
FEM.

O estimador de erroPg, as vezes referenciado por estimaddy provou ser efetivo e
econdmico tanto no calculo do erro, quanto na ce@oludo refinamento adaptativo da
equacéo (3.3).
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Segundo [BANG e VICTORY JR., 1995], o campo das derivadas os fluxos o,
computadosia solugdo de elemento finiu, ndo possuem cantidade entre os elemento

tém uma baixa precisdo nos nénos elementos da fronteifdo entanto, existem pontos
interior dos elementos finitos, conhecidos ¢ pontos superconvergen, nos quais as
derivadas e os fluxos sdo mais precisos neste®Paiat que em qualquer outro ponto
interior do elemento fiito [ZIENKIEWICZ, 2004} Os valores nos pontos superconverge
convergem mais rapidame® para o valor exat@lo que o decréscimo do tamanho
elemento.

E possivel recuperar um valor nodalg mais preciso que, , por interpolagdo dest:
pontos superconvergentes em pequenos conjuntoteckerdos em volta do nd, chame

patch [AKIN, 2000. Este procedimento de recuperacdo para cO utiliza a técnica de

suavizacdo dos valores nodais qutermina uma média ponderada dos val(g®® = Oh

obtidos de cadalemento adjacente ao, canforme ilustrado na figura <

FIG 4.4 —(a) valores de 6 calculados para cada elemento dpatch
(b) gradiente siavizado pela média0

Na pratica, o gradiente suavizacO € aproximadamente dado pela expar
polinomial & = %a, sendo que? contém os termos polinomiais apropriadoa é um
conjunto de coefientes desconhecido. Esta expansdo é usada paaacoagonente d
tensoro .

No caso do problen eliptico bidimensional (3.3) ®comendada uma aproxima por

elementos finitos quadraticcZIENKIEWICZ e ZHU, 1992a]:

P=11,x Yy, %, xy, V] (4.19)
a = [ao, &, &, as, &, ag" (4.20)

%0 Convergéncia da orde®(h'*?) sendch o tamanho da malhapea ordem do polinémio interpolad
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Os coeficientes do veta sao obtidos através do método dos minimos quadrados
Ajusta-se a expansédo polinomial gepara obterg®, que sdo provenientes da solucdo por
elementos finitos aplicadas em seus centréidessampling points

Na malhar quadrangular, patch de elementos € definido como sendo a unido dos
elementos que compartiiham um determinado né. stiehesde elementos sdo usados na
performance local do ajuste do gradiente por misiquadrados.

Para ilustrar a técnica de recuperacao supercoemerg- R, considere osampling
points (4 pontos superconvergentes) patch com coordenadas globaig;,y). Assim, o

problema é reduzido a minimizacao do seguinte aunadi
§=>16(x.y)-a(x.y )I* = [6(x.y,) - Px.y)al? (4.21)
i=1 i=1

Este problema de minimizacao é resolvido com aicand$/oa = 0, o que fornece o

seguinte sistema de equacdes lineares algébricas
Aa=b (4.22),

sendo

A=DT9xy) Py e b= T90y)F(x.y)]
i=1 i=1
A resolucdo do sistema (4.22) fornece a solucda pe coeficientes dea e
conseglentemente a expressado d@e do gradiente, suavizada pelo ajuste dos minimos

quadrados.

Um estimador de erra posterioriassociado ao elementd [1Q para a equacdo do
fluxo subterraneo (3.3) pode ser definido por:

n: = j ‘ﬁ — )" dxdy (4.23)

Q

O erro globaly,, estimado pela tecnicae®€ dado por:

N2z = {Zné }2 (4.24)

KOQ
Segundo ¥RFURTH (2008) o estimador ZZ fornece ainda os respectivoges

superiores e inferiores para o erro da solucéo ricanéa correspondente equacao eliptica.
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4.3 FORMULACAO VARIACIONAL DA EQUACAO DO TRANSPORTE DE CONTAMINANTES

Nesta sec¢éo, na equagao governante do transgocenthminantes, dada pela equagao
parabolica linear e de segunda ordem (3.10), éstopas condigdes iniciais e de condi¢bes de

fronteira. O modelo matematico € entéo represergado

0,C-div(DOC)+vIMC+AC=f em Qx(0,T]

C=C, sobrel, x(0,T]
(4.25)
nDOC=g  sobrel, x(0,T]
C=C, em Q

sendoQ ] IR? o dominio poligonal limitado e com fronteira Lipitz ' consistindo de duas
partes disjuntas]p a fronteira de Dirichlet &y a fronteira de Neumann, tais que

o, Oy =Q. O tempo finall € arbitrario, no entanto, precisa ser especificado

Assuma que os parametros da equacéo (4.25) gatisias seguintes condi¢cdes:

a.) A difusdoD é uma matriz continuamente diferenciavel e simatruniformemente

definida positiva e uniformemente isotrépica, ojase

T } Z’D(x 1)z

M>O e K:glsupma)(¢

Z2z o<t<T ZIR A{0} AV
X1Q

e=inf min
O<t<T IR {0}
xQ

séo constantes de tamanho moderado.
b.) O termo de reacd® € uma funcao escalar continua e ndo-negativa.

c.) Existe uma constantg > 0 tal que:

A —%divvz S para quase toda[1Q e O<t<T.

E ainda, existe uma constarte=0 de tamanho moderatidal que sud)l(x,tx <Gp.
O<t<T
x0Q

se L =0, entdo o contaminante é considerado um tracadat,idu sejald =0.
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Desta forma, para o modelo do transporte de congantes, o regime é€:

difusdo dominantese o sup|v(x,t)| <c.£ e BSGE;
0<t<T
x0Q

reacdo dominantese o sup|v(x,t)| ScEepf>¢ 0u
O<t<T
x0Q

adveccdo dominantese osudv(x,t){ >>¢.
O<tsT
xdQ

Para fundamentar a discretizacdo por elemento®dimia equacédo do transporte de
contaminante que estabelecera o estimador de eerpwmsteriorj € descrito a seguinte

formulacao variacional da equacéo parabdlica (4.25)

.
EncontrarC : (0,T) — H_. tal quej||DC(x,t)||2 <,
0

L’(Q)

2

]' sup J'DC(x,t)D]]w(x)dx dt<oe, C(0)=C,

VOHY 9\{0}

o 2(q) 71

e para quase todo[ (0,T) e para todowIH} (Q), tem-se

jath+jDC DOw+ jv MCw+ _[ACW:_[ fw+ jgw (4.26)
Q Q Q Q Q My

sendoH;. (Q) ={vOH":v=C, sobrel .} e H;(Q) ={vOOH":v=0 sobrel.}.
As hipotesesa.), b.), c.) e condi¢des de regularidades sobre f e g, impliqam o

problema (4.26) admite uma solucdo unicafMURTH 2008].

A norma de energia associada a este problema iarée

N~

(4.27)

Il ={ low, o, + A, o )

sendo||v||;m = _[|\/|2dx.
Q
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A correspondente norma dual é dada por

I

= sup

1
—— | ¢ 4.28
o v “.28)

A solucéo fraca € procurada no caso em que naosgived determinar a solucao
cladssica do problema (4.25). Este € o caso de snajikcacfes cujos dados de entrada nédo
apresentam a suavidade requerida ou apresentarontieacdades do termo fontix,t).

Nestas circunstancias, o problema fraco (4.26)igaeser formulado.
4.4 ELEMENTOS FINITOS ESPACO-TEMPORAL PARA A EQUAGAO PARABOLICA

Como foi visto na secao (4.2) para a equacaowm ffubterraneo, a discretizagao por
elementos finitos é baseada na particdo do dorirém subdominios de formas simples que

ndo se sobrepdem. A colecdo destes subdominicangada de particd® e os seus membros

séo os elementds.
Nesta secdo, para obter a aproximacdo da equacd@rsporte de contaminantes,

algumas caracteristicas e propriedades da paffigiecisam ser consideradas.

Uma particdo/” satisfaz as seguintes condicdes:

i) Da unido de todos os elemenkoge 7 resulta o conjunt® LI T.

ii.) Equivaléncia Afim— ParaQ [J IR, cada element& [ 7°é um triangulo ou
um quadrilatero.

iii.)  Admissibilidade — Quaisquer dois elementos dE ou s&o disjuntos ou
compartilham, no maximo, ou uma aresta completanouinico vértice.

Iv.)  Forma Regular— Para todo elementq, a razdo entre o seu diamekjpe o

diametro px da circunferéncia inscrita end, possui valor uniformemente

he

limitado. A constante definida par,- = qurx_ € oparametro de formala
K

particao7.
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Esta condigcéo de regularidade da partigaamplica que todos os elementd K’, e
todos as arestds e E’, nos quais compartilham no minimo um vértice, pess as razées

h h he .. . . . .

h—K, h—E e h—K limitadas acima e abaixo por constantes que depenghicamente do
K' E' E

parametro de form&, .

Para toda partic&® em IR s&o associados aos seus elemefitos conjuntos:

Nk conjunto dos vértices d&

&k conjunto das arestas He

N = |JN, conjunto dos vértices de todos os elementdg de
KOT

E = UEK conjunto das arestas de todos os element@s de
KOT

Ne conjunto dos vértices de uma arestd E;

N . conjunto de vértices sobre a fronteira;

N, conjunto de vértices sobre a fronteira de Dirighle
N7, conjunto de vértices sobre a fronteira de Neumann;
N, conjunto de vértices no interior &

&, conjunto das arestas contidos na fronteira,;

&, conjunto das arestas contidos na fronteira deiet;
&rr, conjunto das arestas contidos na fronteira de ldenm

Er, conjunto das arestas que possuem, no minimo,omo final no
interior deQ.
A discretizacdo temporal inicia com uma partigao {[tn_l,tn] 1<n< NI} do intervalo

[0,T] em subintervalos satisfazendd=1t, <...<t, =T . Para todon natural del<n<N;

considere |, =[tn_1,tn] 0 n-ésimo subintervalo de comprimentad, =t -t _,>0. A cada
instantet, com0< n< N, € associado:

* uma particad/, deQ que € admissivel, de equivaléncia afim e de fowygalar;

* um espaco de elementos finit§s que consiste das continuas fun¢des polinomiais po
partes e

« a projecdar, do espact?(Q) sobre o espack,.
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Se considerar o parémetr@D[%J] e as correspondentes abreviagds= D((1,),

v =v(iL,), M =A@,), f"=f(Gt,) e " =9(i1,), a aproximag&o totalmente discreto da

equacao (4.25) do transporte de contaminantesiadeipor:

EncontrarC} O X,, 0<sn< N, tal queCy. =7,C, e paran=1...,N;
[ Ti(c;n -yt . + [le0cy, +@-@0cy? Jmrow,.
Q

n Q

+[vrmlecy, + @-o)Crt I, + [rlecy, + a-6cr I,
Q

0

@ +a-6)tw, + [(&"+@-6)g" W, paratodow, OX,

My

0 —

(4.29)

A discretizagdo acima € conhecida na literatunagsouemadA estavel [\ERFURTH,

1
2008]. Segundo ONNEA e HUERTA (2004, pg 92), para valores CEZE 0 método é
incondicionalmente estavel e ainda resulta no Eopmgquema de Crank-Nicolson 36%,

no esquema de Galerkin §e=§ e no esquema Euler implicito 8e 1.

As hipoteses enunciadas na secéo 4.3 implicano queblema discreto (4.29) admite

uma unica solugé(x:; )

n/o<nsNg
4.5 UM ESTIMADOR DE ERRO RESIDUAL PARA EQUACAO DO TRANSPORTE

A partir desta se¢doSU7T UE, denotard um elemento ou uma arestas ® seu
diametro. J_(J serda o operador que determina o valor do saltocatentragdo do
contaminante através da arebtal&€, na direcéo do vetor ortonormal.

Se a arest& (I, a orientacéo do vetor: ndo esté fixa e, no entantd, (J] dependera

desta orientacdo. Para evitar este tipo de problparag o valor da concentracdo sobre a
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aresta do elemento, sera considerado o valar(ie. (), pois este independe da orientag&o

do vetomg, conforme a figura 4.5.

¢

L |nE|:1 —Ng

[
-

p = proj, ¢
Pl =[ne 4

FIG 4.5 — Valor da proje¢éo independente da orientacaao vetor normal

\ 4

Sobre cada intervalbn_l,tn] sao definidas projecOése g, representadas pelas funcoes

constantes por parte da seguinte maneira:

t.(t)=n(& (1) +a-6)1 (1) e
9(Lt) = m,(A(Ct,) + - O)a(it,)),

0 elemento residual representado por

R = 1, -} -cptJ+div(procecs, + a-o)ci)) (4.30)

~vrmlacy +a-ecrt)- e +a-gcrt)
os residuos laterais representados por

~Jc . DOy +a-6)Cyt ) se EOE,
Re =19, —ng D"0(CT +1-6)Cr") se EUE, (4.31)
0 se ELE,

1 1

e a funcdo de ponderacdo representada quor min{hse_z,,l? 2} para todo elemento ou

arestasSUT O &%,

N

%2 Se =0 sera convencionadg 2 = w.
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De acordo com ERFURTH (2008), a parcela

1
2
ny :{ > a?|Rr ZLZ(E)} (4.32)

1
iZ(K) + Z € 2(]E”RE
KOT, ECE:

pode ser tomada como um indicador de erro espdtiainda acrescenta que o erro real,
provenientes das contribuicbes espaciais e dagilmagbes temporais da aproximacéo

totalmente discreta da equacéo parabdlica (4.85)1é pela seguinte expressao:

2}}; (4.33)

O estimador de erro residual (4.33) € apenasmirgdr, pois a presenca da norma dual

v mle, -cx)

Ny
Nz = {”Co - ”oconiz(g) +> Tn[(’ﬁn )2 +‘
n=1

||| Em definida pela equacédo (4.28), torna impraticeawetomputacdo do erro da solucéo

numeérica. A obtencdo de um estimador de erro madgicp sera obtida através da

substituicdo desta norma dual por uma quantidadieagnte e computével.
Para este fim, dois regimes de advecc¢éo serdadeoados de acordo com a influéncia

do termo advectivo: um regime de pequena advecgéo regime de grande adveccao.

4.5.1 Estimando o erro no Regime de Pequena Adveccéo

Segundo ¥RFURTH (2008), a equacao de adveccao-difusdo-reacdoseodeibdividida
em dois regimes principais, em funcdo dos parasele equacédo (4.25), o regime de

pequena advecc¢ao e o regime de grande adveccao.

1 1

@) <eZmax{e, B}?, o regime € considerado gdequena advecca®

« se sugv(Ct)

O<t<T

1 1
. se surﬂv([t)ﬂLz(Q) >> g2 max{e, B}2 o regime é considerado geande advecgio
O<t<T
Baseado no campo de velocidades do fluxo de adutarsdnea, os exemplos numeéricos

da secdo 3.4 mostraram que o0 regime apropriadoaaspbrte de contaminantes em meio

saturado é o regime de pequena advecc¢ao.
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Uma vez que os problemas testes abordados nedielhto possuem campo de

. . s a 1. , s . .
velocidades uniformer, a condi¢caoA —EdIVV > [ é satisfeita simplesmente se considerar
A = [, recaindo, desta maneira, na definicdo dos regapessentado na pagina 23.

Para o regime de pequena adveccdo, a utilizacdécdiEas de estimativas inverSas

faz com que a norma dual da equagéo (4.29), quedno critico (C;n —C;;ll M , seja

limitada pela computavel norma de eneﬂbiﬂ - C;‘_ll

“definida por (4.27).

A obtencédo dessa limitagao considera a constentque aparece na desigualdade de

Poincaré, ou seja, a constante tal que:
W, <co|Ow|, OwOH3(Q) (4.34).

Com a estimativa (4.34) e a norma de energia J4&itla Llu,wL] HE(Q) tem-se:
()<, = e i o
1 R
< manfLc vl me{e ol
= max{L c,}jv]e 2 max{s BY 2 ulliw

< max{1. ¢, e (4.35)
Aplicando a estimativa (4.35) na defini¢cdo (4.@8)norma dual, tem-se:
(e -cp l\ <maxlc,c/C}. -CFt (4.36)

E ainda, a norma de enert\#fa; -Crt

Tn—l ‘

€ um indicador de erro temporalRFURTH

2008] dado por:

[ ={eloles, )

n _ ~n-1l
CTn CTn,

n =

Cr - crt

Tn -1

L*(Q)

+ [ ;(m} : (4.37)

Desta forma, obtém-se o0 seguinte estimador deresidual para a equacao parabolica
(4.25) em regime de pequena advecc¢ao:

1
33 SeH‘u‘H-{EHDUHE(Q) [?HUHLZ(Q)}Z entao| oy wj, < £ 2 umln{cgg B }M Ou,wOHL(Q)
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N

Nz
==l S lon T+ )] (439

Se o regime for o de grande adveccéo, estimaitiva@ssas nao limitam a norma dual.
VERFURTH (2008) propde que o erro da aproximacao seja@kditibém por contribuicbes de
um estimador de erro para equacdes estacionari@aci&o-difusdo. Se comparado ao caso de
pequena adveccao, no regime de grande advecc&oléide um problema eliptico discreto
adicional, ou seja, o esfor¢co computacional patarabestimador de erro requer um passo de
tempo adicional em cada nivel temporal, pois € s&ue® determinar a solucdo de um

problema auxiliar discreto estacionario da equagieeacao-difusdo BRFURTH 2006].

4.6 |MPLEMENTACAO EM LINGUAGEM JAVA

Nesta secdo sdo descritos 0s procedimentos naosspara a obtencdo do codigo
computacional que implementa a soluc@&w FFlas equacfdes governantes do capitulo 3 e os
seus respectivos estimadores de erro.

A aproximacao da equacao do fluxo emprega o médedGalerkin convencional e a
aproximacdo da equacdo do transporte de contaremamtplementa o esquem®
(Symmetrical Streamline Stabilizat)ofWWENDLAND E SCHMID, 2000] para a estabilizacdo da
solugcdo numeérica #m, C(x,t), quando o regime do transporte de contaminaitte® de

adveccdo dominante. Maiores detalhes sobre o estfflesfio descritos NOMEXO 1.

Ambas as aproximagdes iniciam com a discretizagddominioQ em elemento€”.

Estes elemento®! serdo freqiientemente descritos por simples aegaadjricas tais como

triangulos ou quadrilateros. Os vértices desteplsgnobjetos geométricos - néds possuem
coordenadas nodais indicadas go# p[i][j]

Um objetop € instanciado pelo seu construtor

Point2D[][] p = new Point2D[  x. length ][ vy. length ];

sendo que a classeoint2D define a representacdo pontual da localizacdon@ma

coordenada espaciay).
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O no6 é entdo criado por:

public static Node2D createNode(Point2D p) {
return newNode2D(p);
}

Se o element® é quadrilatero ele seréa criado por:

simplices.add( new Point2D[] {p[i-1][j-11,p[il[j-11,p[illil.p[i-11[j] b;
Se for triangular entédo seréo criados dois a dmis p

simplices.add( new Point2D[] {p[i-1][j-11,p[il[j-1].p[i-11[1});
simplices.add( new Point2D[] {p[i-1][j1.p[i1[-11.p[IG1);

A ordem da numeracéo global deds é no sentido anti-horario iniciando-se palo
inferior esquerdo (ordenacgéo convencional utilizaol&Em).

A discretizacdo do dominio glob@f' basicamente consiste da colecéo de todos 0s nés e
elementos. A geragdo da malha inicial e a corredgme numeracdo dos elementos séo
obtidas por:

mesh = new Mesh(simplices, edges, constraintPoints);
mesh.enumerateElements();

A figura 4.6 ilustra a numeracdo de uma malha ahigue contém nove elementos

quadrilateros e 16 nos.

12 13 14 15
o)
[ El
8 9 10 11
5 6 7
4
Lo 1
&

0 1 3

1]

FIG 4.6 - Discretizacdo do dominio global visando
a minimizacao da banda das matrizes globais

As condicdes de fronteira de Dirichlet, ou condg;éssenciaie as de Neumann, ou
condicBesnaturais tambéem fazem parte do cddigo. Especificamenta patransporte de

contaminantes, estas condi¢bes sdo impostas por:
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concBC.put(node. id , solute ); // poluicdo pontual
concBC.put(node. id , CONCL; // poluicéo difusa
flowBC .put(node. id , FLOW, // fluxo na fronteira

sendo estes objetos criados por classes predefingavadog ou seja,

concBC
flowBC

new HashMap<Integer, Double>();
new HashMap<Integer, Double>();

Esses objetos indicam se os valores armazenadosspondem as condi¢coes de
contorno essenciais ey e ou as condi¢cdes de contorno naturai§ gm

A vantagem desta metodologi@desta inserida no fato que qualquer atualizacdo do
codigo, relacionado a implementacdo ndo-estacné® heterogeneidades ou de uma
possivel criacdo de novos nés e elementos, podeabsdas por mudancas nas classes mais
simples.

Em [WORKBOOK, pg 273] cita-se a importancia desta modelagendaomentada em

estruturas hierarquicas:

[...] Em geral, o método de programacdo orientadabjetos ndo somente usa
abstracdo para organizar dados e fungdes (...taslaém ajuda a classificar os
modulos do software, os quais sdo objetos modelddosnundo real em uma
estrutura hierarquica. Notemos que a classificad@opensamento em estrutura
hierarquica € uma das mais poderosas ferramenta® @er humano tem para a
construcao do conhecimento.

A esséncia do codigo de elementos finitos éoranulagdo do elementcA parte
relevante da formulacao variacional da equacaaatsporte foi discutida na secéo 4.3 e a
formulacao integral da equacéo do fluxo encontrasssecédo 4.2. Cada equacao diferencial
parcial possui uma formulacdo do elemento difereNi entanto, existe um impacto no
codigo ocasionado pela mudancga de um problemaopéia

No paradigma dad® é reconhecido que unsb-rotina elementaeva ser utilizada
para adquirir um moédulo de reposicdo. E estallkdade para a formulacdo do elemento
pode ser obtida através dolimorfismosuportado na linguagem de implementagéa J

A classe basica para grupo de nés, arestas edandas no modelo é a classe publica
FE2DAttributes . A classeFE2DFaces, do pacoteFe2d — conforme a figura 4.7, € um
recipiente para as faces, para as montagens dageaenajlobais de rigidez e de massa e é
definida como uma extenséo da classeDAttributes

A classe FE2DFaces contém um vetor de figuras geomeétricasmplex2D ) que
correspondem aos elementos triangulares ou quadoi$a e contém um vetor com as funcdes
de forma do elemento. As funcdes de forma séorostdas de acordo com a geometria do

elemento.
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& Java - jumpl.1.2Arena/src/org/arena/water/gwiem2d/flow2d/tests/TestSuite.java - Edlipse SDK
Files ki sGomrenRebicis Mangate s SeaichmBpech oy siindom sk

CHrEHE (50 Q-  BREG- &L P S IHF
_=_ H'rerarchﬂ = v |
Agwfemld *

a [ fe2d

| [J] FE2DAttributes java

[J] FE2DEdges.java

4J) FE2DFaces.java

[] FEZDLocalShapeFunction.java
[J] FE2DModel java

4 (B FE2DModel

edgedttributes
faceAttributes
globalloadVector
globalMatri:
nodehttributes
FE2DModel(FE2DFaces, FE2DEdges, FE2DModes, Map<i
createGloballoadVector()
createGlobalMatrix()
getEdgeProperties()
getElemProperties()
getModeProperties()
getValues()
setBoundaryConditions()
setCauchyBC()
setDirichletBC()
setMleumnannBC()
cetWalues(double[])
solve()

= v S

b

m

LR B P R A I R O TR R R <]

solveEquationsSystem()
p [I] FE2DModelTransientjava
i f| FE2DModes.java
¢ [J] FE2DShapeFunctionElement java
[ 4] FE2DShapeFunctionPoint java
5B flow2d
- fB transport2D
r 1 GWinterface.iava

FIG 4.7 - atributos e métodos compartilhados entre o adelo
computacional e a classEE2DVbdel do pacoteFe2d

A integracdo em cada face é determinada nos pdet@auss.
Para elementos quadrilateros, quatro pontos s&abedstidos para a integragdo

numeérica. De acordo comy$RA, 2003pPG. 84], as coordenadas destes pontos sao:

1 131 1)1 1 11
-——ll=—=|l=,=||-—=,—= |}, todas com peso 1.
Para elementos triangulares, os pontos escolhmlo#erior do elemento estao exibidos

na tabela 4.1.

A classeFE2DFaces € uma classe abstrata.

public abstract class FE2DFaces extends FE2DAttributes {



56

Metodologia

Tabela 4.1 — Pontos de Gauss e 0s respectivosgzesobre um triangulo

Adaptado de JRHOD et al, 20047*

Pesow;

Coordx;

Coordy;

0,197168783
0,197168783
0,052831216
0,052831216

0,211324865
0,211324865
0,788675134
0,788675134

0,166666667
0,622008467
0,044658198
0,166666667

Os atributos e os métodos compartilhados em todasnstancias do modelo
computacional estdo contidos na clasgeDModel. Estas instancias podem ser obtidas da
combinacéao de:

* caso estacionario ou caso transiente;

* regido de solo saturado ou regiao de solo ndoashiur

» aquifero livre ou aquifero confinado e

* implementacdo da equacdo de fluxo subterrdaneo oegdacédo do
transporte de contaminantes.

O preambulo da classe é:

public cl ass FE2DModel extends Observable {
pr ot ect ed FE2DEdges edgeAttributes
pr ot ect ed FE2DFaces faceAttributes ;
prot ect ed Matrix  globalLoadVector ;
prot ect ed Matrix  globalMatrix ;
pr ot ect ed FE2DNodes nodeAttributes

e a figura 4.7 detalha os atributos e métodosatsetE2DModel. A classe ainda contém uma
lista desimplices(triangulos ou quadrilateros), arestas e nds (cemespectivos atributos), a

matriz global e o vetor carga da equacéo aproximada

4.6.1 Implementacdo da Equacéo do Fluxo de Agua Subterr@a

A resolucdo numeérica do modelo matemético do floedzontal de dgua subterranea
descrito na secao 4.2 e dado pela equacéo (4.1B9p@ implementado na seguinte classe

publica:publ i ¢ cl ass FE2DModelTransient ext ends FE2Dmodel {.

3% Rathod H. Tet al, 2004Gauss Legendre Quadrature over TriangleJournal Indian Inst. Sci., 84, 183-188.
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Os principais parametros da classe, a descricaac@raspondente indexagdo numa
malha inicial sédo apresentados na tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Parametros basicos da implementacdo dwdelo de fluxo de agua subterranea

PARAMETRO DESCRICAO INDEXAGAO
o ne € 0 nimero de elementos
elements Vetor de elementos finitos 2D n&o ¢ permitido intervalo na numerag&o
comidsde O anp-1 elements[i].id =i
o ng € 0 numero de arestas
edges Vetor de elementos finitos 1D nédo é permitido intervalo na numeragao
comidsde 0 a p-1 edges[i].id =i
N, € o nimero de nés
nodes Vetor de nés numerados de 0,ah  Na0 € permitido intervalo na numeragéao
nodes[i].id =i
conductivity Vetor cujas entradas sdo matrizes 2x2el enent s[i].getConductivity () =
de condutividade para os elementos conductivity[i]
storage Vetor contendo os coeficientes de el ements[i].get Storage() =
armazenamento para os elementos storage[i]
initialHeads Vetor contendo o potencial hidraulico .”ﬁ.df.sgl ]Héggt |I ]”i tialHead() =
inicial em cada n6é da malha
concent r at edLoads.
concentratedLoads Vetor de cargas concentradas put (nodes. get (i).id, LOAD)
/1 in the well coordinates
. ~ basi s. | ength == nodes. | ength
basis \e/rent‘z:;gz ﬁ'g‘éaa‘?;(;ﬁg base do aquiferq,oges| i . get Basis() = basi s[i]
headBC Aplica a condigéo essencial se 0 N0 headBC. put ( node. i d, HEAD) ;
pertence a fronteira de Dirichlet /1 in Game_D
flowBC Aplica a condicéo natural se o n6 f1owBC. put (node. id, FLOW;
pertence a fronteira de Neumann /1 in Gama_N

package org.arena.water.gwfem2d.fe2d;

Para comparacdo da solucdo numérica da implemendagd com a correspondente
solucéo analitica, a figura 4.8 apresenta as lideasomando da implementacéo da solucao
de Theis, considerando um aquifero confinado, h@meg, de caracteristicas isotropicas e
dimenséao infinita (subsecéo 3.1.2).

A variavel Theis € definida como sendo booleana para que a confmetre as
solucbes seja realizada quando o propésito do loakwa verificacdo do codigo do fluxo
subterraneo. Neste caso, a variavel € inicializadao verdadeira, ou sejaol ean Theis =
true;. Caso contrario, se a implementacdo do codigo iderss aqliferos com outras
caracteristicas ou néo necessita de uma verificag@oicializacdo da variavel &ol ean

Theis = fal se;.

Em linhas gerais, a implementacao da solucao maatié Theis € obtida por:
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if ( Theis ){
System. out .printin(
"Node Head [m] Theis solution [m] value of u Error [m] Distance [m] coordinates" );
for (inti=0;i<nc;++){
for (intj=0;j<nr; ++){
int idx=(*nc)+j;
Node2D p = nodes[idx];
doubl e radius = Math. hypot ( XWELLEp. x, YWELLp. y);
i f (radius == 0.0) radius = 0.314; /I radius of well [m]
doubl e u = radius*radius* SS(4.0* TT*Step );
doubl e Wu=0;
if (u<=1){
Wu = (-0.57721566-Math. | 0g(u)+0.99999193*u
-0.24991055*Math. pow(u,2)+0.05519968*Math. pow(u,3)
-0.00976004*Math. pow(u,4)+0.00107857*Math. pow(u,5));

if (u>1y
Wu = (Math. pow(u,4)+8.5733287401*Math. pow(u,3)
+18.059016973*Math. pow(u,2) +8.6347608925*u+0.267773743)
/(Math. powu,4)+9.5733223454*Math. pow(u,3)
+25.6329561486*Math. pow(u,2)
+21.0996530827*u+3.9584969228)/(u*Math. pow(Math. E,u));

doubl e drawDown =  LOAD(4.0*Math. Pl * TT)*Wu;
doubl e theisSolution = HINIT +drawDown;
doubl e error = heads[idx]-theisSolution;
System.  out .print(dfl.format(idx) + R + df.format(heads[idx]));
System.  out .print( " " + df.format(theisSolution) + " " +
df.format(u)+ " " + df.format(error));
System.  out .printin( " " + df.format(radius) + o +
dfl.format(p. x)+ " +dfl.format(p. y)+ ")
}

Step = Step + timeStep ;
FIG 4.8 — Linhas de comando da implementacaava

da solucéo analitica de Theis contidas em
package org. arena. wat er. gwf en2d. f| ow2d. t est s;

4.6.2 Implementacdo do Estimador para a Equacéo do Fluxo

O estimador de erra posterioripara a equacéo do fluxo de 4gua subterranea eanpreg
as técnicas de recuperacao do gradiente, destaitsishsecéo 4.2.2.

Quando caédigo é iniciado pelo métodwAd descrito na figura 4.9, estabelece-se uma
interface com a classe publieg2DModelTransientzz ~ responsavel pela determinacdo do

erro numeérico de acordo com as técnicas classigaesentadas porIzNKIEWICZ e ZHU

(1992).
public voi d run() {
ArrayList<Simplex2D> elements = mesh.getElements();
FE2DModelTransientZZ flowModel = new FE2DModelTransientZZ(
new FL2DFacesTransientConfined(elements.toArray( new Simplex2D[elements.size()]),
transmissivity , storage ), newFL2DEdges( nul |'), newFL2DNodesConfined( nodes .toArray(
new Node2D[ nodes .size()]), initialHeads , basis ), concentratedLoads , headBC, flowBC );
flowModel.addObserver( t hi s);
flowModel.setCalculationTime( time , timeStep );

flowModel.solve();

FIG 4.9 — Interface entre a classe publicee2bvodel Tr ansi ent 2z
e as demais definicdes para o célculo da solucaonmérica
estabelecida no inicio do cddigo pelo método run()
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Desta forma, a cada passo de tempo, o potenciduticb do modelo de entrada é
calculado e, se os elementos da malha sdo quadrdab gradiente hidraulico é determinado

pela rotina apresentada na figura 4.10, que implereequacao (4.16).

for (inti=0;i<n;i++){

i nt nodelD = sNodesi]. id ;

doubl e head = nodesHeads[nodelD];
gradu_x += (0.5)*(Math. pow(-1.0, (2*i+1)%3))*head,;
gradu_y += (-0.5)*(Math. pow(-1.0, (2*i+2)%5))*head,;

det[elemID] = 2.0*ex*ey;
gradu[elemID] = new Point2D.Double(gradu_x, gradu_y);

FIG 4.10 — Rotina AvA para determinar, em cada elemento da malha,
o gradiente hidraulico descrito na equacao (4.16)

Apés a determinacdo do gradiente hidraulico naneftos da malha, o erro da solugéo
numeérica é calculado, em cada passo de tempo, gedae publicazz. A figura 4.11

especifica a rotinaa¥A destinada a determinacéo do erro numérico da aquigfluxo.

for (Simplex2D s : simplices) {Node2D[] sNodes = s.get Points();

int n=sNodes. length ;

Point2D.Double sxy = new Point2D.Double();

for (inti=0;i<n;i++){
Point2D.Double p = aver_grad[sNodes]i]. id J;
sxy.setLocation(sxy. X+p. X,SXy. y+p. y)

}

Point2D.Double ssxy = new Point2D.Double();

for (inti=0;i<n;i++){
Point2D.Double p0 = aver_grad[sNodes][i]. id J;
Point2D.Double p1 = aver_grad[sNodes[(i+1)%n]. id J;
sxy.setLocation(sxy. X+ (P0. x*p0. x),sxy. y+(@E0. y*p0. vy))
sxy.setLocation(sxy. X+ (P0. x*pl. x),sxy. y+(@E0. y*pl. vy))

int elemID =s. id ;

doubl e area = 0.5*det[elemID];
Point2D.Double p = gradu[elemID];

Point2D.Double grad = new Point2D.Double (p. x [ det[elemID], p. y / det[elemID]);
doubl e error = area*( grad. x*grad. x+grad. y*grad. y+
(1./6.)*(ssxy. X+SSXy. Y) - (2./3.)*(sxy. x*grad. x +sxy. y*grad. y));
error = Math. sqrt (Math. abs(error));

i f(error > etamax ){
etamax = error;
IDmax = elemID;

i f (error < etamin){
etamin = error;
IDmin = elemID;
etasumm += error;

etaquad += (error * error);
eta[elemID] = error;

FIG 4.11 — Rotina AvA para calcular o erro numérico ZZ
da equacéao do fluxo em cada elemento da malha

A verificacdo e aplicacao do estimador de erposterioripara a equacgéo do fluxo sé&o

apresentadas novxo Il [FIRMIANO e WENDLAND, 2009].
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4.6.3 Implementacdo da Equacéo do Transporte de Contamimdes

A reusabilidadeda RO para o transporte de contaminantes emerge naemtdntda
abstracdoe modularidadeda implementacéogh do fluxo das 4guas subterrangas

Uma vez que derancaPoo disponibiliza partes comuns para a definicdo de classe
basica mais geral na hierarquia de classes, 0s arquivos pdcote transport 2D:
TP2DModel.java € TP2DFacesTransient.java seguem, respectivamente, como extensdes

das classesE2DModelTransient.java eFE2DFaces.java do pacote&E2D. Ou seja:

public cl ass TP2DModel extends FE2DModelTransient {

public cl ass TP2DFacesTransient ext ends FE2DFaces {

As classes do pacote ansport2D obtém a solugdo numérica da equagdo parabdlica
(4.25) do transporte de contaminantes descrit@g@os4.3.

A heranca Bo é utilizada na geracdo e orientacdo dos nés eeatesh da malha do
dominio discretizado; na montageas¢emblinydas matrizes de massa, de rigidez e do vetor
de cargas nodais para a equacdo do transporteda, aia implementacdo do esqueBia
(Symmetrical Streamline StabilizatofWENDLAND E ScHMID, 2000] (ANEXO Il) para a
estabilizacdo da solucdo numériceaMF C(x,t), quando o regime do transporte de
contaminantes for de adveccédo dominanteris et al,, 2007].

Os principais parametros das classes publite@Model € TP2DFacesTransient , €
suas correspondentes descricbes sao apresentatiielza4.3. Com as extensdes descritas
acima, os atributos dos parametros da tabela 418 gxcecédo deonducivity € storage )
séo herdados da clagg2DModelTransient

Inicialmente a implementacéo poderia consideraragiiifero confinado cuja curva de
rebaixamento encontra-se em regime permanente. Miante, o fluxo de velocidades
proveniente da implementacdo da subsecéo (3.Ti&)## para compor os dados de entrada

para a resolucdo da equacao do transporte de doatd#es.

35 Maiores detalhes sobre reusabilidade, abstracadularidade e herancaoB para o método dos elementos
finitos sédo encontrados emgZER, 1999], [AKIN e SINGH, 2002] ou [HEIMSUND, 2005].
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Tabela 4.3 — Parametros béasicos da implementacéo dwdelo de transporte de contaminantes

PARAMETRO DESCRICAO INDEXACAO
dispersivity Vetor cujas entradas s8o matrizes 2x2di spersivity[i] = new Matrix(new
das dispersividades para os elementogloubl e[][1{{Dx, Dxy}, {Dxy, Dy}});

velocity Vetor 2D contendo a velocidade real velocity[i] = new Matri x(new
do fluxo de &gua subterranea em cadadoubl e[][]{{Vx, W}});
elemento finito da malha.

porosity Vetor 1D de valores da porosidade  porosity[i] = poro;
efetiva do solo. [/ uni f orm val ue
lambda Escalar que implementa o termo de  public doubl e getLanbda() {
decaimento de 12. ordem. return | anbda;
theta Escalar da aproximacao temporal. this. set Theta(1.0/2.0);

/1 Crank-Ni col son

package org.arena.water.gwfem2d.transport2D

4.6.4 Implementagcdo de uma solucdo analitica para o probima do transporte

A verificacdo da solucdo numérica da equacao dwsparte conta com as seguintes

hipoteses sobre o aquifero em estudo:

0 aguifero possui extensao infinita e a fonte r@dyzal de

contaminagao tem comprimento finito;

» adensidade e a viscosidade do fluido sdo constante

e 0 contaminante esta sujeito a transformacao gaideqrimeira ordem
(se o contaminante é conservativo, ent&o0);

* 0 fluxo uniforme ocorre na dire¢&acom velocidade constanig

» o0s coeficientes de dispersao longitudinal e traissdveDy, Dy) séo

constantes.

Essas restricbes visam a comparacao da solug&o da equacdo do transporte de
contaminantes com uma solucéo analitica 2D disgbnévliteratura [VEXLER,1992].
As condicdes iniciais e de contorno para obter laggo analitica do transporte de

contaminantes em aquiferos, que obedecem as caatgids acima, sdo dadas por:
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C=0C,, x=0eYi<y<Y,
C=0, x=0ey<Yiouy>Y;
C=0, a—C:O, y =00

oy
C=0, a—C:O, X =00

oX

sendoY; a ordenada do limite inferior da fonte de contamia enk =0 e
Y, a ordenada do limite superior da fonte de contameenx = 0.

Assim, segundo MKLER (1992) a solucdo analitica 2D é expressa por:

e e B e e X

O termo referente a integral da solu¢do acima éxapado pela formula de translacao

Gauss-Legendr& ou seja, por:

(4.40)

sendoX,, asn raizes do polinbmio de Legendre,g, 0s respectivos pesos.
Na implementacdo computacional adotounse8.
A funcdo especial, a funcdo erro complemeng&ic(x), que aparece na solucdo

analitica 2D, € dada por:
2 % o
erfc(x) =1-erf(x) =—— | e dt 4.41
(X) (9= j (4.41)

2n +1

a funcao erro gue goza das propriedades:
2n+1) ¢ que g prop

sendoerf(x)=\/_2( 1)’ (

% Mathews J. H., Fink K. KNumerical Methods Using Matlah Prentice Hall Inc, New Jersey, USA 2004,
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erf (o) =1 e erf (-x) = —erf (x) (4.42)

A figura 4.12 ilustra as linhas de comando que é@mgntam a funcdo erro

complementaerfc(x) .

Func o Erro Complementar Maple Graphics
2.5

private static doubleerfc( doubl e Xx){
doubl e errorFunction = 0O;
doubl e fat = 1;
if (x>=0.0&x<=4.895)
for (i nt i=0;i<100; ++i){
i f (i>0) fat = fat*i;
errorFunction += (2.0/(Math. pow(Math. Pl ,0.5)*(2*i+1))) |
*Math. pow(-1,i)*Math. pow(x,2*i+1)/(fat);

r et ur n 1.0-errorFunction;

}
else if (x<0.0&x>=-4.895) return2- erfc(-x); |
el se if (x>4.895) returno0.0; i -5 q
el se return 2.0; | |-
} ]

FIG 4.12 — Implementac¢édo da funcdo erro complementar
e o correspondente grafico gelapelo MAPLE 12

A figura 4.13 exibe as linhas de comando da impteag@io AvA da solucdo analitica
(4.41) nos referidos pontos de Legendre.

i f ( AnalyticalSolution )
doubl e[] legendrePoint; /I 8 pontos de Legendre para integragdo numérica
doubl e[] legendreWeight; /I 4 pesos de Legendre para integracdo numérica
legendrePoint = new doubl e[] {-0.1834346424956498049394761,-0.525532409916328 9858177390,
-0.7966664774136267395915539, -0.960289856497 5362316835609, 0.1834346424956498049394761,
0.5255324099163289858177390, 0.7966664774136 267395915539, 0.9602898564975362316835609};
legendreWeight = new doubl e[] {0.3626837833783619829651504, 0.3137066458778872 873379622,
0.2223810344533744705443560, 0.1012285362903 762591525314, 0.3626837833783619829651504,
0.3137066458778872873379622, 0.2223810344533 744705443560, 0.1012285362903762591525314}

tt = tt + timeStep ;
doubl e limSup = Math. pow(tt ,0.24)/2; /I b/2 da aproximacéao da integral
doubl e Y1= YWELE Ymed YWELIMath. pow(2, stepRef );
doubl e Y2= YWELKHYmed YWELIMath. pow(2, stepRef );
DecimalFormatdfl = newDecimalFormat( “"###HH#HH##H" ),
for (inti=0;i<nc; ++){
for (intj=0;j<nr; ++){
int idx=(>*nc)+j;
Node2D p = nodesl[idx];

doublecx=p. Xx;

doublecy=p. v;

doubl e integral = 0;

for (int k=0; k <legendrePoint. length ; ++k){
doubl e Z = limSup*(legendrePoint[k]+1); /I Variavel de Integragcéo
integral += legendreWeight[k]/Math. pow(Z, 3)*Math. exp(-( Vx*Vx/(4* Dx)
+ lambda )*Math. pow(Z, 4)-cx*cx/(4* Dx*Math. pow(Z, 4)))
*( er f c((Y1-cy)/(2*Z2*Z*Math. pow( Dy, 0.5)))
- er f c((Y2-cy)/(2*Z2*Z*Math. pow( Dy, 0.5))));

doubl e conc2D =  solute /Math. pow(Math. Pl * Dx, 0.5)*cx
*Math. exp(Vx*ex/(2*  Dx))*limSup*integral;

doubl e error  =conc2D - concsidx];
concsl[idx] = conc2D; /I lmprimir s6 a solucéo analitica
System. out.print(  df .format(concslidx]) + ",

FIG 4.13 — Implementagdo JAVA de uma solucdo analiticzD
para o transporte de contaminantes em agua subterréa
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4.6.5 Resultado Numérico versus Solucdo Analitica

Nesta subsecédo € apresentada uma solucdo nun@bieawsna malha inicial de 1024
elementos quadrilateros dispostos sobre &% com grau de liberdatlegual a 1056. A
finalidade encontra-se na comparacao da solucaénmarcom a respectiva solucéo analitica.

Os valores de entrada do modelo numérico da migrdgaontaminantes através de um
aquifero situado em Long Island, N.Y. estdo dispeisiem RDER [1973 apud WEXLER,
1992f%. Estas variaveis séo:

Limite inferior da fonte de contaminante = 635m
Limite superior da fonte de contaminaivie= 865m
Velocidade da agua subterraneal,42m/dia
Dispersividade longitudinal. = 70m
Dispersividade transversat = 14m

Fonte de concentracao inicfad = 40mgL

A distancia entre as fronteiras laterais é sufieiepara que a area de interesse
considere o aquifero como sendo de comprimentoitofiPara os valores acima, os termos
da disperséao sao dados por:

Disperséo na dire¢doD, = 100m%d

Dispers&o na direcdoDy = 20m%d

As concentracdes determinadas pela solugdo amal@i.4l) estdo distribuidas na
figura 4.14 (a) ao considerar um dominio de extems@tangulares iguais a 3.060por
1.500m e 5 anos de simulacéio«1.826 dias).

A mesma simulacdo numérica foi implementada nogwdivA de modo que as

concentracdes obtidas s&o apresentadas na figurg.

%" Uma vez que condigdes iniciais e de contorno foirapostas em 33 nds da fronteira esquerda do domini
retangular, as bibliotecas disponiveis asAl resolveram o sistema de equacgdes lineares de dri®6x1056
utilizando o método direto de Decomposi¢éo LU. Gddé de Cholesky também faz parte dwd.

38 Pinder, G.F., 1973 Galerkin-finite element simulation of groundwater contamination on Long Island
New York Water Resources Research, 096, p. 1657-1669.
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FIG 4.14 — Distribuicdo da concentracao de contaminaes
obtidas pela solugdo analitica e pela solugao nuniém

Evidentemente, a frente de contaminacao da soluga@rica (b) apresenta um atraso
bastante consideravel. A observacao desta disarigpsi foi possivel com a disponibilizacéo
de uma solucao analitica (a). No entanto, para iarimados problemas de transporte de
contaminantes em 4gua subterranea, em funcéo ei®@eneidades, anisotropias e dominios
com formas irregulares, solu¢des analiticas naaoedisponiveis na literatura. Este fato
remete a grande importancia do estudo dos estirsdi® erros posteriori para analise e

verificacdo da qualidade da solu¢do numérica deagquacao parabdlica.

4.6.6 Implementacdo do Estimador de Erro Residual

Semelhante ao que foi apresentado para a equagoxdpo estimador residual para a

equacdo do transporte de contaminantes € obtidem ip&rface com a classe publica
FE2DModelTransientRESIDUAL , conforme a figura 4.15.

public void run() {

ArrayList<Simplex2D> elements = mesh.getElements();

FE2DModelTransientRESIDUAL concModelRes = new FE2DModelTransientRESIDUAL(

new TP2DFacesTransient(elements.toArray/( new Simplex2D[elements.size()]),

lambda , dispersivity , Vvelocity ),

new FL2DEdges( nul |),

new FL2DNodesConfined( nodes .toArray( newNode2D[ nodes .size()]), initialConcs
basis ), concentratedLoads , concBC, flowBC );

concModelRes.addObserver( t hi s);

concModelRes.setCalculationTime( time , timeStep );

concModelRes.solve();

} [/ fim run

FIG 4.15 — Interface entre a classe publicee2DMbdel Tr ansi ent RESI DUAL
e as demais definicdes para o célculo da solucaonmérica
estabelecida no inicio do cédigo pelo método run@s dois
métodos sdo mantidos para futuros testes de eficiéa do

estimador de erro residual da equacédo do transporte
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O estimador baseado na recuperacdo do gradiedtesgregado na solugdo numérica
da equacéo do transporte para futuras comparagde®< resultados obtidos pelo estimador
residual em regime de pequena adveccao. No enesitajégias adaptativas seréo realizadas
com o estimador residual, que € adequado a casditt@iparabdlica da equacéao (4.25).

Para verificacao do tipo de regime de transpodrfocme descritos na subsecéo 4.5.1,
o calculo do menor autovalor da matriz de dispeBgg é realizado na classaevh inicial

que fornece os dados de entrada para o codigaodfiywe).

Dx Dxy

A determinagdo dos autovalores da mabig, = € realizado com a
Dxy Dy

implementacédo de um calculo direto feito por:

eigenValuel = ( Dx+Dy+Math. sqrt (( Dx- Dy)*( Dx- Dy)+4* Dxy* Dxy))/2.0;
eigenValue2 = ( Dx+Dy-Math. sqrt (( Dx- Dy)*( Dx- Dy)+4* Dxy* Dxy))/2.0;

sendoDx, Dy eDxy as respectivas dispersdes direcionais.

privat e doubl e menorAutovalor() {
doubl e eigenValuel = 0.0;
doubl e eigenValue2 = 0.0;
doubl e diameterhk = Math. hypot (DeltaX , DeltaYY );
doubl e regime =0.0;
doubl e alphaK = 0.0;
eigenValuel = ( Dx+Dy+Math. sqrt (( Dx- Dy)*( Dx- Dy)+4* Dxy* Dxy))/2.0;
eigenValue2 = ( Dx+Dy-Math. sqrt (( Dx- Dy)*( Dx- Dy)+4* Dxy* ny))/20
i f (eigenValuel > eigenValue2)eigenValuel = eigenValu
alphaK = Math. m n(diameterhk*Math. pow(eigenValuel,-0.5),

Math. pow reaction ,-0.5));
regime = Math.  pow(eigenValuel,0.5)*
Math. max(Math. pow(eigenValuel,0.5),Math. pow( reaction ,0.5));

r et ur n alphak;

FIG 4.16 — Classe que retorna o menor autovalor da mié de dispersao

O estimador de erro determinado pelo elemento uaki@.30) inserido na equacao
(4.38) é implementado na classe privadaentResidual  cujas principais linha de comando
estdo descritas na figura 4.17. Neste meétodo tanédieno o balanco de massa tanto no nivel
do no, quanto no nivel do elemento, utilizandourgdes de base. Este balanco determina a
guantidade de contaminante na malha atual e conepanaa quantidade calculada no passo
de tempo anterior.

A cada iteragdo, os valores das concentragéigssfidx] determinadas séao
armazenadas no vetafonclnit[idx] , sendo o0 parametro inteirex 0 numero da

identificacdo do n6 do elemento finito. Apds aizgitdo no calculo do estimador de erro dos
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valores das concentragfes no instante anteriogabizada a atualizacdo do vetor que

armazena as concentracdes atuais, ou sejainit[idx]:= concslidx]

for (Simplex2D s : simplices) {
int elemID =s. id ;
Node2D[] sNodes = s.getPoints();
int n=sNodes. length ;
doubl e gradu_x = 0.0;
doubl e gradu_y = 0.0;
doubl e divResidual = 0.0;
doubl e[] concElement = new doubl e[n];
doubl e RESIDUO;
doubl e residuoGauss = 0.0;
doubl e[] massNode = new doubl e[n]; //variaveis para determinar a conservagéo
/lde massa no nivel do n6
for (inti=0;i<n;i++){
i nt nodelD = sNodesi]. id ;
doubl e conc = theta*concs[nodelD]+(1-theta)*conclnitinode ID];
concElement[i] = -1.0* reaction *(conc-(concs[nodelD]-
conclnit[nodelD])/ timeStep );
gradu_x += (0.5) * (Math. pow-1.0, (2 *i + 1) % 3)) * conc;
gradu_y += (-0.5) * (Math. pow(-1.0, (2 *i + 2) % 5)) * conc;
divResidual += 2* Dxy*Math. pow(-1.0, i) * conc;
massNode[i] = concs[nodelD]-conclnitinodelD]; /IQtde. de massa a cada time step

}
RESIDUO = 0.0;

for (intj=0;j<n;j++){ /ICALCULO NOS PONTOS DE GAUSS
doubl e csi = Math. sqrt (3.0)/3.0;
doubl e eta = Math. sqrt (3.0)/3.0;
csi = (Math. pow(-1.0, (2 *j + 1) % 3)) * csi;
eta = -1.0*(Math. pow(-1.0, (2 *j + 2) % 5)) * eta;
doubl e phi0 = 0.25*(1-csi)*(1-eta);
doubl e phil = 0.25*(1+csi)*(1-eta);
doubl e phi2 = 0.25*(1+csi)*(1+eta);
doubl e phi3 = 0.25*(1-csi)*(1+eta);
baseFunction = new doubl e[] {phiO, phil, phi2, phi3};

for (int k=0;k<n; k++){
RESIDUO += baseFunction[k]*concElement[K];
massElem += baseFunction[k]*massNode[K]; /Imassa no nivel do elemento

residuoGauss += (RESIDUO+divResidual-( Vx*gradu_x+ Vy*gradu_y))*
(RESIDUO+divResidual-( Vx*gradu_x+ Vy*gradu_y));

}
gradulelemID] = new Point2D.Double(gradu_x, gradu_y);
resQuad[elemID] = residuoGauss*alphaQuad;

} /I fim for simplex2D

FIG 4.17 — Obtencéo da contribui¢cdo espacial para orerresidual
da equacao parabdlica do transporte de contaminaes

4.7 GERACAO DE MALHAS

A geracdo da malha inicial de elementos finitostrdomi significativamente para a
precisdo e confiabilidade da solucdo numérica dagp diferencial parcial do modelo.

Neste trabalho foram utilizadas duas técnicasntizgstipara a geracado automatica de malhas.
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Para a equacgéao do fluxo subterraneo foi utilizada malha retangular, com o0 mesmo
namero de nés na direc&@ na direcag.
Os valores de entrada para esta malha sao:
*  Xmin € Ymin— Valores minimos em cada direc¢éo;
*  Xmax€ Ymax— valores maximos em cada direcao;

» stepRef parametro de biparticao dos sub-intervaloS<@g [ Xmad € [Ymin, Ymax-

Ap6s serem fornecidos, o codigo crid'Xubintervalos cork = stepRefbiparticdes e

. . , L Xiax — X Yoax = Yo
instancia as seguintes variaveis médigs, :M € Y, :w. Esses valores

sao utilizados no calculo do nimero de Peclet e olonero de Courant ao definir o tamanho

da malha avaliado na direc&@ y por AX:XLKE” e Ay :YL‘;” , conforme ilustrado na figura
2 2

4.18.

Xmin Xwell Xmax

Ymin

Ywell

Ymax

FIG 4.18 — Exemplo de malha inicial para a
equacao do fluxo subterrdneo com stepRef = 3

Para o transporte de contaminantes, a estratégiardedo da malha inicial sofre uma
pequena alteracdo na direcioem funcdo de uma variavel chamadelay A mesma
quantidade de nos da malha para a equacao dodlaxantida para a equacao do transporte,
porém a sua distribuicdo tera outra metodologiatdNestratégia, os ndés da malha podem ser
movidos pelo usuario em fungdo do valor atribuidoapa variavetlelay Uma vez que a
pluma de contaminacdo avanca da fronteira esqueada a fronteira direita do dominio
retangular, fez-se necessario o uso de uma maitialinom elementos mais refinados nas

proximidades da fonte de contaminacao. A figur® 4ustra a malha da estratégia 2.
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Xwell Xmax

FIG 4.19 — Exemplo de malha inicial para a equacéo d@ansporte
comstepRef= 2 edelay= 30%

O calculo do nimero de Peclet e do nUmero de Cbsma baseado no tamanho da

malha dado poAX = maxAx, e determinado, neste caso, pela expresséo:
xQ

AR = % (1+ delay)” (4.43)

Para o valor da variavelelay= 0,0 %, a estratégia 2 fornecera o refinamentimume
apresentado inicialmente para o dominio da equdgdloixo. Para valores negativos diglay
0 modelo fornecera um avango nos elementos da rdelliarma que a maior concentragédo
dos elementos esteja na fronteira direita da n@larangular.

Segundo [YING e MAVRIPLIS, 2008] o objetivo de uma estratégia adaptativanéesmtar
a eficiéncia do coédigo numérico, ou seja, obter&ima reducdo do erro por unidade de
custo computacional. Outros tipos de estratégiaptativas sao apresentados:

* O refinamentoch — que envolve o aumento/diminuigcdo do ndmero denehtos
com o refinamento/desrefinamento da malha.

* O refinamentop — que envolve o aumento/diminuicdo do grau donpatio
interpolador das fungdes de base.

* O refinamentor — que envolve o movimento dos nés da malha e esjuso
tamanho do elemento para obter uma melhor resoluddwantagem desta
estratégia, que ndo aumenta o grau de liberdadeétiodo numérico, situa-se na
sua facilidade de implementacéao.

A combinacdo entre estas estratégias também évpbgsira obter, por exemplo, o
refinamentdip ou refinamentdr.

A estratégia que modifica a malha inicial, conforinstrada na figura 4.9, € um caso
particular do refinamenta E a malha que empregar este tipo de adaptacdoeserenciada

neste trabalho panalha deformada
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4.8 CONSIDERACOES DO CAPITULO 4

O processo de discretizacao introduz outros tigosrcbs provenientes de varias fontes,
tais como: erros de arredondamento, erros de tmew®, erros da representacao discreta
devido aos recursos limitados do computador e artisos com a acumulagéo sistematica
da metodologia de certos métodos numéricos (inkegao, integracdo numérica, etc.).

Uma maneira de apresentar uma solucdo com a dexddgdo nas respectivas fontes
de erros poderia ser através da implementacdo sodlieas mais finas, empregando mais
elementos finitos e aumentando o numero de fundéelsase, enquanto o passo de tempo
diminui. Em outras palavras, deve-se implementaresguema que exige uma capacidade
cada vez maior em relacdo a memoria e velocidadecdmputadores que hospedam os
complexos cédigos huméricos.

Uma vez que, através dos anos, os modelos numériasgliversas simulacdes foram
significadamente beneficiados com um aumento cootim memoria e na velocidade do
computador, a otimizacao destes recursos tornowmseatividade viavel.

Considerando que a velocidade pode ser mensurddanpmero de operacdes por
segundo com pontos flutuantes FudpPs (million floating point operations per second
declividade na figura 4.20 para os computadoresoaés (PC’s) demonstra que 0 aumento na

velocidade de processamento é da ordem derFlLOmda cada 4 anos.

10000000 |

1000000

100000

10000

1000

100

MFLOPS

10

1

0.1

0.01 T T T - : :
1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2008 2008

Year

FIG 4.20 — Performance do computador através dos anos
Adaptado de [@TO, 2007 pg. 19]
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Uma evolugdo similar ao grafico acima é observata p aumento de memoria dos
atuais computadores j@o, 2007].

Outros beneficios observados com a crescente caoiecde armazenamento de dados
e da velocidade de processamento residem no emgdosgmeétodos indiretos na resolucéo
dos imensos sistemas algébricos resultantes dgaadmérico.

Esses métodos indiretos, tais como o algoritmoinppéementa o gradiente conjugado
pré-condicionado para operadores simétricos, oalgigitmosMultigrid, que sado baseados
em uma sequéncia de malhas obtidas por refinanserc&ssivo, necessitam de uma grande
quantidade de memoria computacional e de operagiiegeticas proporcionais tanto ao grau
de liberdade do problema numérico quanto ao tamatihdaixa da matriz de banda
determinadas nas matrizes globais do sistema.

De forma geral, as limitac6es devido as restriglissrecursos computacionais também
sdo amenizadas com a crescente evolucdo tecnoldgioasignifica que, no processo de
aproximacéo fisica ou numérica, as fontes de aitadas no inicio desta se¢do podem ser

negligenciadas em funcéo dos testes realizadosrettalologia empregada.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para analise do estimador de erro residual sdceqeelos processos do transporte de
contaminantes, em meio poroso saturado e homogéngo regime € predominantemente
advectivo. A técnica empregada na solugémJpara evitar o surgimento de concentracdes
negativas e oscilagdes esplrias é o esquBgmmetrical Streamline Stabilizatiof®’)
[WENDLAND e SSHMID, 2000] (ANEXO II).

Visando a verificacdo da solucdo numeérica do codigen com a correspondente
solucdo numérica obtida porBbLAND e SHMID (2000) com o esquent, é simulado um
vazamento de contaminante conservativo de um dep&si uma regido de sec¢do retangular

de 100n de comprimento e 40de largura, conforme a figura 5.1.

12m I

16m| |ec,=100 ctn 40m

12m O l
+—— 100m ¥

FIG 5.1 — Geometria do problema teste para o esquerfa
adaptado de [WENDLAND, 2004]

A fonte de contaminante esta localizada na entadfuxo e os parametros fisicos para

0 meio poroso sao definidos de forma a estabelevervelocidade de fluxo de 1nds. As

C

condicbes de contorno consistem de concentragémaﬁzada(c—) no lado esquerdo do
0

dominio e condigbes homogéneas de Neumann nas Jé&wmatieiras para especificar fluxo
nulo de soluto através do contorno. A concentragié@l é C, = 0 no interior do domini®.

A discretizacdo espacial da malha considera= Ay = 0,5m. A discretizacao temporal
empregaAt = 1,0s com instante final; = 50s, a formulagédo de integracao consistente e o
esquema de Euler implicit@ € 1,0). O numero de Couranté = 2,0.

Os coeficientes de dispersdo longitudinal e tramssbe sdo, respectivamente,

D, = 0,02m?/s e Dy = 0,002m?/s, caracterizando o regime de advec¢do dominanig,opo



74

Resultados

namero de Peclet Be, = 25. Neste problema parabdlico em que o transportendéirchdo

por adveccgdo, dificuldades sdo esperadas devidisperddo numeérica, pois, critérios de

estabilidades n&o foram respeitados.

Em razdo da simetria da solucdo da equacao (d2kjura 5.2 apresenta a frente de

contaminacao na metade superior do dominio comipataajue foi obtida considerando:

a.) solucéo analitica dada poEiLe DaNE apudWENDLAND e SHMID 2000
b.) solucdo numérica que emprega o esqusina

c.) solucao tradicional de Galerkin e

d.) solucao numérica implementada no codigeal

€Y
] g | ‘ T Analytical
B

(b)

Galerkin

L5

i 5 A0 75 100
FIG 5.2 — Comparacao entre os esquemas de solu¢cdo nuoada equacéo do
transporte de contaminantes em regime de adveccaominante. Os gréaficos

(a), (b) e (c) foram adaptados de [\WNDLAND e SHMID , 2000] e o grafico
(d) foi obtido com a importacé@o dos dados para o fware Maple 12

% eij F. J. e Dane J. Hnalytical Solution of the One-Dimensional Advectia Equation and Two- or
Three- Dimensional Dispersion EquationWater Resour. Re6(7), 1475-1482, 1990.
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Comparado com a solugdo analitica, verifica-se usomespalhamento longitudinal
nos trés esquemas numericos. Para o esquema dekiaeobservado concentragdes
negativas fora da area da pluma e o maior espalitama frente de avanco do contaminante.

Verifica-se ainda uma boa concordancia entre ac8oldo cédigoAvA (d), a solucdo
do esquem&’ (b) e a correspondente solucdo analifmpda equacédo do transporte (4.25),
revelando que o cédigo computacional encontra-sgquatiamente implementado.

5.1 VERIFICAGAO DO ESTIMADOR RESIDUAL

Para a verificagcdo do estimador de erro residual, equacdo do transporte de
contaminantes, é implementada uma fonte contenétemento®Sr (Estroncio-90f que
migra facilmente de um armazenamento de residdasatasos para um aquifero confinado.

A solugcdo numérica é comparada com a solucéo iaaati¢ WEXLER (1992), dada pela
equacao (4.41) da subsecédo 4.6.6, e as varidveimdelo de transporte sdo as apresentadas
na tabela 5.1.

Como visto na subsecéo 4.5.1, para um contamirabecoeficiente de decaimento de

primeira ordem, > 0, que n&o supera o valor de> 0, 0 menor autovalor da matriz de

1 1
disperséo D, pequena adveccasera caracterizada quando [C.ezmax{e, 1}z < C_.¢,

sendoC, > % uma constante caracteristica de tamanho moderado.

De acordo com os valores que foram fornecidos, tazrdefinida positiva da dispersao

100 O
0 20

Conforme os valores da velocidade uniformme~= 1,0 m/dia segue que a constante

hidrodinamica & = ( ) e determina-se que o menor autovalor € dade poR0.

caracteristica €, = % = 0,05, ou seja, a verificagdo do estimador que utilizeansporte do

contaminanté®Sr é realizado em regime de pequena advecg&o.

0 Entre os vérios poluentes radioativos, um dos ipeigosos é o estrdncio-90 que, além de apresemtar
meia-vida relativamente alta, € um elemento meizdid pelo organismo de forma semelhante ao céicio.
radioatividade emitida peld®Sr pode alterar a atividade da medula 6ssea naigiodde células sangiiineas,
com o perigo de levar o individuo a uma forte ameoni mesmo a adquirir leucemia®8r acumula no corpo.
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Tabela 5.1 — \ariaveis do transporte de’Sr em agqjiifero confinado adaptadas deWEXLER (1992).

Velocidade
uniforme (m/dia)

Dispersividade
longitudinal (m)

Dispersividade
transversal (m)

Porosidade
efetiva

Frente de
contaminante (m)

Concentracao de
sy (mg/L)

Decaimento de 1
ordem (1/dia)

Coeficiente theta

Solugéo Analitica

a

Velocidade real do fluxo de ag
subterrédnea na dire¢éo horizo

Estima a ispersao longitudinal
D, =V, em funcdo da pluma.

Estima a dispersédo transve
Dy =ayV, em funcéo da pluma..

Define a porosidade efetiva (
aquiferc

Implementa a concentragéo
fronteira de Dirichlet de 150i

Concentracdo constante estimada
na fonte de 100 mg/

Escalar que implementa o termo
decaimento de 12 ordem %°Sr.

Escalar da discretizacéo tempc

Variavel booleana para compare
solugdo numérica com a analiti

double Vx =1.0;
doubl e Vy =0.0;

/I velocidade em x
/I velocidade em y

doubl e longiDisp =100.0;

/[ de 0.1m a 100m - (Kumar, 2009)
doubl e transDisp  =20.0;
doubl e poro =0.15; // porosity

int Ymed=3; // nosacima e abaixo
da contaminagéo pontual.

doubl e solute =1 00.0;

doubl e reaction
tempo de meia vida do

=0.0000678; 1
gy = 28 anos.

doubl e theta /I método de

Crank-Nicolson-

=1.0/2.0;
Galerkin

bool ean AnalyticalSolution =
/I solucéo 2D de Wexler 1992

true;

package org.arena.water.gwfem2d.transport2D

As dimensfes ddominio retangular da figura ! sdo 1000n de comprimento por 8Cm

de largura. A malha inicial foi dividida de formauey os 1024 elementos retangule

sobrepdem os 1089 nés igualmente cados na direcéoe nadirecaoy.

FiG 5.3 —Malha inicial do dominio @ = 1000mX800m indicando os 15én da frente de contaminacé,
0s nds 337 e 532, onderdo obtidas as curve BTC, 0 elemento 416 e patch661 para andlise de err
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O tempo total de simulacdo é de 2000 did{vididos em intervalos de tempo de 10
dias. As informacdes iniciais do cédigo refererdes parametros da malha e do regime de
transporte sao:

delta X = 31.2500 delta Y = 25.0000 VALORES DE REFERENCIA  Retardo R = 01.0000
Peclet 2D = 00.4002 00.3125 (1D) <=5 0.0
Courant 2D = 00.2499  00.3200 (1D) <=1 0
Pe.Cr=00.1000 00.1000 (1D) <=5 0
Pe(1+Cr) = 00.5002 00.4125 (1D) <<2 0

QUANTIDADE DE NOS NO SISTEMA 1089
Menor Autovalor de D = 20.0000
Valor de Cc (regime) = 00.0500

A andlise de erro e os graficos desta secdo coasida distribuicdo da concentracao

normalizada(ci) do s,
0

A solucdo numéricé, € comparada com a solucao analiicde WEXLER (1992), dada
pela equacao 4.41 e implementada no codigo (figura). A norma euclidiana do erro real
sobre todos os elementos da malfd, = ||C — Cp,||, foi obtida para cada passo de tempo e
posteriormente aplicada no indice de eficiénci@stonador, conforme descrito na secédo 1.2
para avaliar a qualidade do estimador residughdatio pela equacéo 4.32.

Os n6s escolhidos para a obtencédo das curves] Be passagem de solfitsao os nés
337 e 532 devido a posicdo geografica em que snram na figura 5.3. O no6 central 532
avaliara a evolucdo da passagem de soluto inflagdacpela dispersdo horizontal, e o no
adjacente 337 avaliara também a influéncia da dipetransversal. A figura 5.4 ilustra o
comportamento das curvas@337] e Brc[532] obtidas pela solugdo analitica e comparadas,

respectivamente, as curvasdB] obtidas da solugdo numérica do codiguAl.

e SOlUGE0 Wesler DH
Curvas de passagem de soluto - BTC[] Solugao Wesler
1 es=ume SO|UGE0 Java DH
08 e s So|ugdo Wesler DT
o g &
s g6 4/,...-—7 e S0|UGHO Java DT
g8
g TEu 0,4
o f=
0
0 50 100 150 200
No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FiG 5.4 — Comparacdao entre as curvas de passagem dieignda solugcdo Java e a correspondente
solucao analitica 2D de Wexler (1992) para o transpte do *°Sr em malha grosseira
DH significa difuséo horizontal e DT significa difisdo transversal

“l Do inglésBreakthrough Curvesestas curvas descrevem a evolucdo da concenitacgoluto em migracéo
no né de observacao.



78 Resultados

O erro entre estas curvas de passagem de solutere em toda malha inicial é
estimado conforme a metodologia apresentada naidg.5.1 pela equacgéo 4.38.

Para cada passo de tentfoo indice de eficiéncia sobre a malha grossentafi@ido

por: E, /iry (5.1).

e

sendos; o erro residual espacial da equacéo (4.32) sobrealaa 7, e |le|| a norma

n

euclidiana do erro real.

A figura 5.5 exibe uma curva de ajustamento quessgmta boa interpolagéo dos valores

do indice de eficiénci&, , equagdo (5.1), determinados em todos os passtang® da

simulacdo numérica.

Nos primeiros passos de tempo, as oscilagdes igida solugcdo numérica sao
responsaveis por apresentar valores do indice id€refia acima do especificado para a
maioria dos problemas da Engenharia, ou seja, degdimswoRrTHe ODEN (2000), valores
acima de 3,0.

No entanto, verifica-se pela figura 5.5 que o iedie eficiéncia aproxima-se de 1,0

conforme o tempo avanga, ou seja, o estimadoruasaspacialy; , dado pela equagéo 4.32,

encontra-se cada vez mais proximo do erro [tedll sendo assim, caracterizado como um

estimadoiassintoticamente estayglois,

lim o = 1

O limite acima assegura a qualidade do estimaderrderesidual espacial utilizado nos
resultados deste capitulo.

O estimadorZZ, proveniente da técnica de recuperacdo do gradidatio por
ZIENKIEWICZ e ZHU (1992a) e validado para a equacao eliptica dofkubterraneo (3.3)
[FIRMIANO e WENDLAND, 2009] (ANexo lll), também ¢é analisado em todos os passos de
tempo da simulacdo numérica e a sua eficiénciaaalaal

Verificou-se que o indice de eficiéncia do estimadd € quase nulo para todos os
passos de tempo. A figura 5.5 também ilustra orv@doE, para o estimadafZ em apenas
trés instantes de tempb=x 100, t = 100@ et = 200@) mostrando que esse estimador ndo é

adequado para o transporte de contaminantes, & amestimadoZZ subestima o erro real da

solucdo numérica da equacéao parabdlica (4.25)
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Eficiéncia do Estimador (malha original)

38 Eficiéncia Residual

P = Eficiéncia ZZ

—— Poténcia (Eficiéncia Residual)

w
w
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J \ y=1,0+82,117t0%3 —
5 N R2 = 0,9804 [
4
3 \
2 ¥
: . 0,0246 . , .0,0061 , , 10,0055,
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FIG 5.5 — Eficiéncia do estimador de erro residual efiin¢éo do passo de tempo.
O estimador residual é assintoticamente estavel esaa taxa de convergéncia
da ordem de uma funcgé&o poténcia com confianca de ,88%. A eficiéncia do
estimador ZZ é quase nula para todos os passo deneo.

Valores adequados para o estimador residual esp&0ia/7; < 20, sdo observados a

partir do 75° passo de tempo e a taxa de convaeg@éadempo do elemento residual de pode
ser obtida pela curva de ajuste da figura 5.5na&a poténcig = 1,0 + 82,117t79933 com
98,04% de confianca, sentlo nimero de passos de tempo da simulacao.

O estimador de erro residual espacial também fiizado localmente para a avaliacdo
do erro nopatch dos nos 337 e 532. Verifica-se que esse erro astinestabiliza-se, na
concentracdo normalizada, em 0,18 para 0 né ad@837 e em 2,3 para o né central 532
(ver figura 5.6).

O objetivo desta andlise € verificar a estabilidddeestimador residual aplicado no
centréide de um elemento retangular da malha gréssam, uma estratégia de refinamento
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adaptativo [\ERFURTH 2008] poderia considerar a solugdo numéricpatohdo no indicado
ao estimar os valores da concentracédo e compaés-lds passo de tempo do instante anterior

ao refinamento.

Angdlise do residuo estimado no patch da malha original

4,5 Patch 532
4 Patch 337
3,5
E N\
3 3
Q
o
£ 25 \
© R
=}
3 2
"
g
e 15
W
1
0,5
0 ié‘ prevrevvervevyeveeeves
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FiG 5.6 — Evolucéo do erro residual estimado npatchdo n6 adjacente 337 e
no patch do né central 532 da malha grosseira

A contribuicdo do erro da discretizacdo temporakaolacdo numérica em toda malha
inicial também é verificada na comparagdo com acsml analitica de YKLER (1992) para o
transporte d8°Sr.

O erro estimado pelo indicador temporg!, conforme descrito na equagédo 4.37,

converge para zero com 0 avango no tempo. A fifufalustra a convergéncia no tempo do
indicador temporal nos 100 ultimos passos de teroposeja, no intervalo compreendido
entre 0 1.000dia de simulagédo e o 2.00dia.

A taxa de convergéncia do indicador de erro tenipgfaé exponencial, conforme a

sua curva de ajustamenyo= 1735,9¢~%%%4  apresentada com 99,99% de confianca. A
variavelt é representa 0 nimero de passos de tempo da céoula

Este indicador de erro temporal apresenta-se came ferramenta essencial para a
obtencdo de uma estratégia de refinamento adaptativintervalo de tempo da simulacao,
conforme apresentado ene®FURTH (2008, pg 77).

As isoconcentracfes da solucdo analitica e da&wlngmérica no instante= 800d

sao fornecidas para comparacao na figura 5.8. @seganormalizados séo agrupados em

intervalos de 0,2 em 0,2 das concentracoes catm(é:d).
0
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Indicador de erro temporal na malha original

25

20

15

10

Erro de discretizagdao temporal

y = 1735,9e 004t

5
\ o

0 T T T T T T T T T v
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

Fic 5.7 — Evolucéo do indicador temporal e a correspalente taxa de convergéncia exponencial

Verifica-se na figura 5.8 que a frente de contagéonada solucdo numérica encontra-se
atrasada em relacéo a frente da solucédo analdicdjetivo do estimador residual espacial €
controlar esse erro de discretizagdo, fornecenda estimativa confiavel do erro real, para
que estratégias adaptativas sejam conduzidas para qualidade da solu¢cdo numérica esteja
assegurada.

A andlise de erra posterioriapresentada pelo codigava no instante = 800l é:

Erro da malha atual: 05.6194
Erro méaximo de 00.3810 no né: 661

Erro residual espacial da malha: 11.2572

Erro relativo da solucdo 0.0110

Erro residual maximo = 2.9286 no elemento 416
Erro residual minimo = 0.0001 no elemento 975

time: 800.0

Verifica-se que no instante indicado=(80@l) o estimador residual espacial possui um
indice de eficiéncia dado pdg, :%:%: 2,0033. Esse valor ainda é considerado

aceitavel para varios problemas da Engenhaniesj#orRTH EODEN, 2000, pg. 18].
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(a) solucao analitica deWexler (1992) (b)solugao numeéri@ do codigo AvA

[0,8-1 [0,8-1

m0,6-0,8 mO0,6-0,8
30,4-0,6 [@0,4-0,6
m0,2-0,4 mO0,2-0,4

m0-0,2 m0-0,2

FiG 5.8 — Comparacdao entre a solucdo analitica (a) e
a solucdo numérica (b) do transporte d®°Sr em
aquifero confinado no instantet = 800l

Através da solucdo analitica, ava-se que o erro reahaximo ocorre no no 66
Descrevendo @l = 20x33 + 1, segue gue a posidesse nod situae na 212 linha 22 coluna,
conforme a figura 5.3e acordo com as disposi¢cdes dos 1024 elementmalha fornecidos
pela figura 5.16, @atchdo n6 661 é simétrico ¢patchdo n6 397 = 12x33+1 (obsel que
661 = (16+4%33 + 1 e 397 = (1-4)x33 + 1).

O estimador residuzespacial identificou que o erro maximaoorreno elemento 416
que é formado pelos nos: 429, 430, 463 e 462. Lamajue 0s nos 429 e 430 fazem part
patch 397 e que a solugcdnumeérica € simétrica (figura 5,8Yerifice-se que o estimador
residual foi capaz de identificar a regido que sgme 0 maior erro numeérico da equaca
transportede contaminant.em malha grosseira.

A figura 5.9 ilustra @egido do dominio em que o estimadesidualespacial capturou o
valor do erro maximo.

.. patch do n6 397 simétrico ao patch do né 661

elemento 41 - formado pelos nés 429, 430, 463,462

132 linha

fronteira 1728linha - linha de simetria da solugio numérica
de

Dirichlet

212 linha

!! patch do n6 661- que apresenta o erro maximo atual

FIG 5.9 —Ocorréncia de erro maximo atual no n6 661 e capturdesse errc
devido a simetric da solucag pelo estimador residual no elemento 6
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5.1.1 Solucdo Numérica Ajustada ngatch

Nesta subsecéo é realizada uma avaliacdo na dastémce as curvas de passagem de
soluto — Bc[337] e Brc[532] da figura 5.4, obtidas localmente da solugéalitica e da
respectiva solucdo numeérica do codigoAl.

A condicdo de ortogonalidade de Galerkin diz queerco de discretizacdo é

perpendicular ao espaco das funcdes teste®RHRECHT e SCHNEIDER, 2009] conforme
indicado na figura 5.10.

FIG 5.10 — Condicéo de ortogonalidade de Galerkin
observada nos residuos da solucdo numérica&m

Apesar de ndo analisar se o erro residual presmrvado a ortogonalidade, pois o
esquema de discretizacdo adotado emprega terpvasd [WENDLAND, 2004], ao adotar 0s
parametros empiricos da figura 5.10, como semds 0,0e 8 = 1,3 verifica-se uma
excelente concordancia entre a curvec[B32] da solugdo numérica ajustada com a sua

correspondente curvarB[532] da solucéo analitica, conforme apresentadmuoea 5.11.

Curvas BTC[] ajustadas e
ajuste BTC[532]

IOl o s e S0lUcd0 Wexler DT

e 3jUste BTC[337]

o o9
> o » =

o
o N
‘ T

Concentragdo
normalizada

0 50 100 150 200
No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FIG 5.11 — Comparagéo entre a solugdo numeérica ajustad
a solucao analitica de Wexler (1992) no né 337 e né 532
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Os parametros de ajuste para a curva[®7] da solucdo numérica sao= 0,0 e
B = 2,5 e a concordancia com a correspondente[E7] da solucdo analitica € acentuada
apos o 100° passo de tempo, conforme visto naafi§utl. Estes parametros empiricos
podem variar de n6é para n6 e, até o momento, fazesessaria uma fundamentacdo

matematica para a sua obtencdao.

5.1.2 Limites Inferiores e Superiores do Estimador Residal

Por simplicidade de notacéo, considere nesta sabspe o estimador residual espacial
é denotado pon =77 .

Segundo ®ATSCH e BaTHE (2005), o principal proposito do estimador de earo
posteriori € prover uma estimativa precisa e limitar o eraosdlucdo numeérica em uma
norma especifica.

Um estimador de erro eficiente inclui uma predigéoto proxima do erro real, mesmo
quando a solucéao analitica € desconhecida paraaiandos problemas da Engenharia. A
confiabilidade do estimador surge com a existédeiéimites superiores e inferiores do erro
estimado que sao viabilizados pela implementac@opuatacional, conforme discutido na
secao 1.2.

Através da disponibilizacéo dos valores dos emegluais e dos erros reais da solucao
numérica do transporte diSr, para a malha original e em todos os passoemeot

determina-se as constantgs= 1,7 e C, = 4,0, tais que:
Cillell = m < Gllell (5.2)

A figura 5.12 apresenta o erro residual fornegdm estimador espacial 4.32 limitado
pela norma euclidiana do erro real. Verifica-se quiémite inferior 1,7||e|| € valido para
todos os passos de tempo da simulacdo numéricaamiogque o limite superior aplica-se a
partir do 40° passo de tempo.

Para limitar superiormente 0s passos de tempoiam@ero 40°, basta aumentar o valor
da constanté,.
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Erro Residual

20 Limites Superiores e Inferiores do Limite Inferior

Estimador em malha grosseira === Limite Superior
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FIG 5.12 — Visualizacéo dos limites inferiores, 7||e]|| e
superiores4, 0||e|| do estimador de erro residual em malha grosseira

As desigualdades (5.2) mostram que o erro residumle a zero na mesma taxa de
convergéncia em que o erro real tende a zero, enguemulacdo do transporte &Sr, o

indice de eficiéncia € limitado pdj7 < E, < 4,0, a partir do 40° passo de tempo.

5.2 A INFLUENCIA DA MALHA NO ERRO RESIDUAL DA SOLUGAO NU MERICA

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos reorganizacdo dos nés da
malha inicial em uma estratégia que concentra s aidponiveis junto a frente de
contaminacgao, conforme descrito na secao 4.7 gaties na figura 4.19 (pg 69). Para obter

essa malha deformada é adotado o seguinte vatmroEspondente variavel:

doubl e delay =0.3;

Isto significa que a malha inicial sofrera uma defacdo que concentrara varios dos
1089 noés na regido préxima margem esquerda daafigld. Nesta nova configuracdo da
malha, o né central 536 recebe a posi¢do geogrdficed 531 e 0 nd adjacente 344 recebe a

posicdo geografica do n6 337, conforme atualizaddado de entrada por:

i nt nodeBTC1 =536;
i nt nodeBTC2 = 344;



86 Resultados

A comparacdo entre as curvascfb36] e Brc[344] da solugdo numérica com as

respectivas curvastB[ ] da solucdo analitica € ilustrada na figura 5.13

===t BTC Wesler DH
Curvas BTC[] em malhas com atraso de 30% e BTC JAVA DH
1 — e BTC Wesler DT
8w 0,8 =g BTC JAVA DT
§ Té 0,4
§28o02
0
0 50 100 150 200
No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FiG 5.13 — Comparacéao entre as curvas de passagem dii® da solucédo AvA e a correspondente
solucéo analitica 2D de WXLER (1992) para o transporte do”°Sr em malha deformada
DH significa difusdo horizontal e DT significa difisdo transversal

Se comparado com a figura 5.4, a melhora observataa redistribuicdo dos nos da
malha original, para a proximidade entre a solugdimeérica e a solu¢cdo analitica nos noés
indicados é muito pequena. No entanto, verificapgga 0 mesmo numero de graus de
liberdade, uma melhoria significativa no erro glotba malha, no erro residual analisado no
patchde elementos e no indicador de erro temporal quanchalha inicial se encontra com
um atraso de 30% na redistribuicdo dos seus 1089 no

Para o erro global da malha, indice de eficiéncigeavaliado e o correspondente
estimador residual mostra-se assintoticamente edstévn melhora significativa na sua taxa
de convergéncia, conforme indicado na figura 5.14.

A tabela 5.2 confronta os valores da eficiéncioheinada na malha sem o atraso com
os valores na malha deformada e mostra a boa taspo®stimador residual para o referido

reposicionamento dos nds na obtencao da nova sohugaérica.

Tabela 5.2 — Eficiéncia do estimador de erro resid
na malha original e na malha deformada

Passo Delay = 0,0 Delay =0,3
t=10 12,5093 4,1098
t=50 3,0622 1,5256
t=75 2,2856 1,2360
t=100 1,9687 1,1214
t =150 1,7703 1,0611
t=175 1,7478 1,0606
t =200 1,7439 1,0542
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Verifica-se, na figura 5.14, que o indice de efici& do estimador residual aproxima-se
de 1,0 logo apds o 50° passo de tempo na malhanteda. Ou seja, o estimador residual
demonstrou-se mais eficiente nesse tipo de malha dransporte de contaminantes, em

relacdo a malha original da secéo 5.1.

Eficiéncia do Estimador (malha 30%)

10

=== Eficiéncia Residual

9 & Eficiéncia 2z

Poténcia (Eficiéncia Residual)

indice de Eficiéncia
(9]
pp—

y =1,0 + 69,265t 13>

3
\\ R?=0,934
2
1 \—w——

0,035 0,013 0,012
0o @ ¢ L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FiG 5.14 — Eficiéncia do estimador de erro residual effiuncdo do passo de tempo.
O estimador residual é assintoticamente estavel esaa taxa de convergéncia é
da ordem de uma func¢éo poténcia com confianca de 4%6. A eficiéncia do
estimador ZZ é quase nula para todos os passo derigo.

A taxa de convergéncia do estimador residgpal pode ser estimada pela curva de

ajustamento da figura 5.14, a funcdo poténgia 1,0 + 69,265t~ 13> com 93,4% de
confianca. Verificou-se novamente que o indice fi®éacia do estimadoZZ € quase nulo
para todos os passos de tempo. A figura 5.14 tanillbétra esses baixos valores dos indices
de eficiénciasE,; para o estimadatZ em apenas trés instantes de tentpol0a, t = 100@
et =200al).

O erro avaliado npatchdo n6 536 (antigo n6 531 da malha original) gpatthdo no

344 (antigo n6 337 da malha original) é ilustradagyrafico da figura 5.15.
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Andlise do residuo estimado no patch da malha com atraso de 30%

2,5

et Patch 536

r\ s Patch 344
2

15 \

Erro residual no patch

0,5

ST I v verervveesvevereevrpreveTTeTITITTTITITYSYSYTTYCTeTTeTTIeTOrTPETLYY
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FIG 5.15 — Andlise do erro residual npatchdo n6 536 e
no patchdo né 344 da malha deformada

O erro residual dgatch mensurado nos diferentes passos de tempo é vk
inferior em relacédo ao erro residual obtido na malhginal (figura 5.6). Para o n6 536, o
erro nopatchestabiliza-se por volta de 1,2, mostrando uma onaltde 49%, e para o0 no 344,
0 erro no patch estabiliza-se por volta de 0,068strando uma melhora de 62% se
comparado com a andlise do erro na malha original.

Outro resultado favoravel do estimador de errodtedi na malha com atraso é a
melhora observada na taxa de convergéncia do emparal. A figura 5.16 mostra esta
convergéncia do erro temporal e a funcdo de apesi@ os valores correspondentes aos 100
ultimos passos de tempo da simulagéo.

A tabela 5.3 confronta as taxas de convergéncga eftimadores de erro temporal

obtidas da solu¢cdo numérica na malha original malha deformada.

Tabela 5.3 — Convergéncia do estimador de erro teropal
na malha original e na malha deformada

Passos | Delay =0,0 Delay =0,3

t =100 22,3934 10,7257
t=125 7,2769 3,4719
t =150 2,4143 1,0995
t=175 0,8162 0,3604

t =200 0,2810 0,1159
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Verificase, na tabela 5.3, que o ajuste na distribuicd@acespdos ns da malha
original também é responsavel pela melhora obsarmad/elocidade de convergéncia do

de discretizacdo temporal para um valor r

Indicador de erro temporal
10
9 \\\\ Erro Temporal =
8 —— Exponencial (Erro Temporal) —
NN
5 6 AN
Q.
§ 5 \\
o
g 4 N
3 y =2892,9¢003t
2 R2=0,9508
X \
0 ety
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
100 ultimos passo de tempo da simulagdo [d]

FIG 5.16 —Evolucéo do indicador de erro temporal e a sua taxde convergénci
exponencial com 95,08% dconfianca na malhadeformada

O mapa dassoconcentracfes da solucdo analitica e da solugd@rica tambénfoi
recalculade os seus resultac, para o instante= 700d, exibidos na figura 5.1. Verifica-se
que estas solucdes estdo com um grau de pidade superior ague foi apresentado na
figura 5.8. Os valores normalizados for. agrupados em intervalos de 0,2 em 0,2

concentracdes calculadas.

(a) solugao analitica deWEXLER (1992)

(b)solugao numérica do codigJJAvA

m0,8-1

m0,6-0,8
10,4-0,6
m0,2-04

m0-0,2

#0,8-1
®0,6-0,8
#0,4-0,6
®0,2-0,4

m0-0,2

FIG 5.17 —-Comparacao enre a solucao analitica (a) e a solucdo numéri¢h) do transporte do*°Sr

emaquifero confinado no instantet = 700 em malhadeformada
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A andlise de erra posterioriapresentada pelo codigo no instarte/0a é:

Erro da malha atual: 04.8804
Erro maximo de 00.6165 no né: 661

Erro residual espacial da malha: 6.1780

Erro relativo da solucao 0.0060

Erro residual maximo = 0.9579 no elemento 455
Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 21

time: 700.0

Verifica-se que no instante indicado, o estimatmierro residual possui um indice de

eficiéncia dado poE; = 1% — 1,6259. Isto significa que o estimador residual espacial,

llell
malha deformada &= 70@, encontra-se mais proximo do erro real do que al@daoriginal

parat = 80, cuja eficiéncia eré(800) ~ 2,0.

Observa-se que indice de eficiéncia no passo deotem70a, da malha deformada, é
superior ao indice de eficiéncia determinado enodams passos de tempo da malha original
pois, no Ultimo passo de tempo dessa malha origalelila-set; (2000) = 1,7439.

Os limites superiores e inferiores do erro residestimado na malha deformada,

conforme apresentado na figura 5.18 obedecem apiditades:
llell <5 < 2,0.ell (5.3)

Desta forma, verifica-se que para limitar o ersideal, a partir do 40° passo de tempo,
€ necessario constantés= 1,0 e C, = 2,0, que determinam um intervalo de amplitude 1,0.
Isto representa uma melhora de 57%, se comparaithesivalo de amplitude 2,3 para limitar,
a partir do 40° passo de tempo, o erro residuahadd na malha original.

E ainda, as desigualdades (5.3) mostram que agesicual tende a zero na mesma taxa
de convergéncia em que o erro real tende a zeu® @@ simulacéo do transporte Gsr, o

indice de eficiéncia do estimador residual na mdéfarmada é limitado por

10<E, <20,

a partir do 40° passo de tempo.
As andlises feitas nesta secdo mostraram a beiohatidade do estimador residual
espacial sobre este tipo de malha adaptada.
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Erro Residual

Limites Superiores e Inferiores do
Estimador em malha deformada Limite inferior
|
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Erro Numérico
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FIG 5.18 — Obtencao dos limites inferiores, 0||e|| e superiores2, 0||e|| do
estimador de erro residual em malha deformada

5.3 UMA ESTRATEGIA DE REFINAMENTO ADAPTATIVO

A aplicabilidade do estimador de emqgposterioricom caracteristicas residuais para a
equacdao parabolica 4.25 deve ser avaliada naseggasde refinamento adaptativo da malha
de elementos finitos. O estimador residual espa@atquacao 4.38, em regime de pequena
adveccdao, conduzira o refinamento adaptativo dedacmm a estratégia do maximo, descrita
em VERFURTH (2008, pg. 81). Nesta estratégia, o elemento r&fidado, se o seu residuo
superar em uma determinada porcentagemvalor do erro maximo obtido nos elementos da
malha. O valor der, geralmente indicada pelo usuéario do cédigo, serssiderado neste
trabalho como sendo= 0,5, uma escolha popular e bem estabelecid®{EYRTH 2008).

Sendo a malha original uma malha estruturada e elmmentos quadrilateros, o
elemento marcado para o refinamento sera subdividadizontalmente em dois elementos
congruentes. Para evitar nés de enforcam&nts elementos vizinhos da esquerda e da
direita também serdo refinados. Umaalha regular € uma malha sem estes nds de
enforcamento [ERSTENSENe Hu, 2009]. A tabela 5.4 exemplifica uma captura doreslor
de erro residual dos elementos que séo indicadasop@finamento adaptativo pela estratégia

do méaximo.

2 Do ingléshanging nodesUm né seré considerado de enforcamento se naaneadistir pelo menos um
elemento, tal que o né pertence ao interior de amasta dé, mas nado € vértice do elemeito
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Nesta captura escolheu-se arbitrariamente o tem@8al para a malha original e para
a malha deformada.

Tabela 5.4 — Comparacéo dos elementos indicados paefinamento pelo estimador
residual espacial na malha original e na malha defmada, parat = 130l

malha original

O residuo do elemento 352 ¢ 1,6380
O residuo do elemento 416 é 3,1498
O residuo do elemento 417 é 2,2881
O residuo do elemento 418 é 1,7736
O residuo do elemento 419 é 1,4428
O residuo do elemento 448 é 1,8269
O residuo do elemento 449 é 1,8384
O residuo do elemento 450 é 1,7103
O residuo do elemento 451 é 1,5454
O residuo do elemento 452 é 1,3811
O residuo do elemento 480 é 1,7025
O residuo do elemento 481 é 1,6243
O residuo do elemento 482 é 1,5487
O residuo do elemento 483 é 1,4590
O residuo do elemento 484 é 1,3564
O residuo do elemento 512 é 1,7025
O residuo do elemento 513 é 1,6243
O residuo do elemento 514 é 1,5486
O residuo do elemento 515 é 1,4590
O residuo do elemento 516 é 1,3563
O residuo do elemento 544 é 1,8269
O residuo do elemento 545 ¢ 1,8384
O residuo do elemento 546 é 1,7101
O residuo do elemento 547 é 1,5452
O residuo do elemento 548 é 1,3808
O residuo do elemento 576 ¢é 3,1497
O residuo do elemento 577 é 2,2878
O residuo do elemento 578 é 1,7733
O residuo do elemento 579 é 1,4424
O residuo do elemento 640 é 1,6381

Erro residual maximo = 3,1498 (416)

malha com delay 30%

O residuo do elemento 419 é 1,1314
O residuo do elemento 421 ¢ 0,9114
O residuo do elemento 423 é 1,2715
O residuo do elemento 451 é 0,9006
O residuo do elemento 453 é 0,8568
O residuo do elemento 455 é 1,3728
O residuo do elemento 459 é 0,9102
O residuo do elemento 483 ¢ 0,8411
O residuo do elemento 487 é 1,3328
O residuo do elemento 491 é 0,9373
O residuo do elemento 515 ¢ 0,8410
O residuo do elemento 519 é 1,3324
O residuo do elemento 523 ¢ 0,9368
O residuo do elemento 547 é 0,9002
O residuo do elemento 549 é 0,8561
O residuo do elemento 551 é 1,3717
O residuo do elemento 555 é 0,9087
O residuo do elemento 579 é 1,1307
O residuo do elemento 581 é 0,9103
O residuo do elemento 583 é 1,2698

Erro residual maximo = 1,3728 (455)

doubl e tau =0.5;

Verifica-se que a quantidade de elementos que fonanctados para o refinamento é
inferior na malha com 30% de atraso em relacdodaomalha original, e ainda os erros
residuais foram distribuidos pelos elementos dahanahssim, o estimador residual ndo sé
identifica o erro espacial global da solugdo nuo@da equacédo do transporte 4.25, como

também é capaz de mensurar a contribuicdo para deicada um dos seus elementos.
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As figuras 5.1% 5.2( exibem a distribuicdo simétrichs elementos indicados par:

refinamento as duas malhas em estt Os mesmos elementos indicados nas figuras a

foram marcados em quase todos os passos do da simulacdo numéri

435 305 807 A3E 03 84D 4 ez w3 M4 845 MG 847 ME S48 360 361 962 953 964 gen o5k 307 oms mi| s
ST @BE 969 GT0 G71 672 973 G74 TR GTE 67T o7 878 M0 S0 M2 983 @M G96 am 007 See g se0 sa| @
3331000 1001 1002 1003 1004 1005 1008 1007) 1008 1008 100D G0N N0 W Ot 1015 G W07 i dms wnen w2t ez wex]

FIG 5.19—- Mapa de elementos marcadogelo estimador residua
para o refinamento na malha original parat = 130d

Verifica-se, pelo estimador resid espaciglque os elementos com maior contribui
para o erro espacial globdh solucdo estdo posicionados proximdsnde de contaminacé
constante gando a malha esta sem o atraso. Ve-se ainda que o estimador resid

identifica uma diminui¢cao d56,4% do erro maximo.
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5.20- Mapa dos elementos marcados pelo estimad@sidual
para o refinamento na malhadeformada, parat = 13
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Na sequéncia, sdo apresentados os resultados cestrakegias conjuntas da malha
deformada acrescida do refinamento adaptativo car@npetror = 0,5. Com o refinamento

dos elementos sugerido, os parametros da malharpasser:

delta X = 05.2522 delta Y = 12.5000 VALORES DE REFERENCIA  Retardo R = 01.0000
Peclet 2D = 00.1356  00.0525 (1D) <=5 0.0
Courant 2D = 00.7375 01.9040 (1D) <=1 0
Pe.Cr=00.1000 00.1000 (1D) <=5 0
Pe(1+Cr) = 00.2356  00.1525 (1D) <<2 0

QUANTIDADE DE NOS NO SISTEMA 1287

Os noés de observacao para as curvas de passagatutdepassam a ter a identificacao
635 para o n6 central e 344 para o né adjatemeuantidade de nés no sistema passa a ser

de 1287. As variaveis de atualizacédo do codigo meme@ara as estratégias combinadas sao:

bool ean REFINA= true; double delay =0.3; i nt nodeBTC = 635;

A comparacao entre as curvascb35] e Brc[344] obtidas da solucdo analitica com as
obtidas da solucdo numéricavd apresenta um comportamento semelhante ao aprésenta
na figura 5.13. Ou seja, na posicao indicada, estimde erro residual espacial revelou que o
refinamento adaptativo adotado ndo apresenta efgtevantes quando a malha se encontra
deformadadelay= 30%) na disposi¢do dos seus nés. No entantsamstratégia, observa-se
uma melhora de 72% em relacéo a diminuicdo doresidual ngpatchdo n6 635 (antigo né
531), e uma melhora de 80% patchdo n6 344 (antigo n6 337), conforme mostra a &égur
5.21.

A diminuic&o do erro espacial g@atch635, indicada pelo estimador de erro residual é
esperada, uma vez que a disposicao do n6 escglaidotracar as curvas de passagem de
soluto esta situada entre os elementos indicad@s @aefinamento adaptativo. Assim, 0s
elementos dpatchsao refinados e a resolugdo numérica torna-se pnaissa. Desta forma,

o estimador de erro espacial, com caracteristiesgduais, avaliou adequadamente a
diminuicdo do erro da solucdo numérica no conjulgcelementos que compartilham o no
635. A diminuicdo consideravel do erro residual paich do né 344 é devido a sua
proximidade com os elementos indicados para oaef@mto. Assim, a contribuicdo desses

elementos, para o erro residual, conforme indigeedo estimador, é inferior.

“ O refinamento adotado n&o influenciou no endemgoné 344, pois 0 mesmo encontra-se acima dos
elementos refinados
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FiG 5.21— Analise do erro residual ngpatchde elementos da malh
deformada e refinamento adaptativo com = 0,5

De acordo com o estimador residwo erro nopatchdo n6 635 estabiliz-se em 0,64.

O erro ngpatchdo no6 344, na malha com refinamento, estabi-se em 0,03

A figura 5.22compara a solucdo numérica do cocJAVA na malha sem refinamen

adaptativo ena malha col refinamento adaptativo. As curvas das isoconcedex, tracadas

para o passo de tempo= 200(d, revelam que a plumdo contaminantccontendo®Sr é

menos achatadpara a solu¢cdo com refinamento e, de do com a analise de eria

posteriorida tabela 5,5 a solucdo mais preci

(a) solugao numérica sem refinament

(b) solugéo numérica com refinament

m0,8-1
m0,6-0,8
m0,4-0,6
m0,2-0,4
m0-0,2

m0,8-1
m0,6-0,8
m0,4-0,6
m0,2-0,4
m0-0,2

FIG 5.22 —Comparacao d: solugdo numérica sem refinamento adaptativfa) com a solugéo
numérica com refinamento adaptativo (b do transporte do®'Sr apés 2000 dias de simulagc:
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5.3.1 Comparacao do erro residual para diferentes estratgas

Os resultados do estimador de erro residual, paransporte de contaminantes em
regime de pequena adveccdo, sdo apresentadoseta 5ab para as diferentes estratégias
descritas nas secdes anteriores, referentes a maliah sem atraso, malha inicial deformada

(delay= 30%) e sem refinamento, e malha inicial deforanradom refinamento adaptativo.

Tabela 5.5 — Andlise do erro residual do estimada posterioriem trés tipos de malha, que

descrevem o dominio do transeorte de contan@nte em regime de peguena advecgéo

Erro residual espacial da malha: 11.0642
Erro residual temporal do passo: 0.2810

ini Erro relativo da solugéo 0.0108
Malha orlglnal Erro residual maximo = 2.8804 no elemento 416
(delay= 0,0) Erro residual minimo = 0.0001 no elemento 1008
time: 2000.0

Erro residual espacial da malha: 6.0849
Erro residual temporal do passo: 0.1159
Erro relativo da solugéo 0.0059
Malha de_formada Erro residual maximo = 0.8966 no elemento 455
e sem refinamento Erro residual minimo = 0.0001 no elemento 86

time: 2000.0
Erro residual espacial da malha: 4.3797
Erro residual temporal do passo: 0.1206
Erro relativo da solucdo 0.0036
Malha de_formada Erro residual maximo = 0.5021 no elemento 419
e com refinamento Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 86

time: 2000.0

A analise apresentada na tabela 5.5 também coinpdbal a verificacdo do estimador de
erro com caracteristicas residuais para o trarspertcontaminantes. As estratégias adotadas
resultam numa diminuicao real do erro espaciainegto. Verifica-se, através do estimador de
erro, uma melhora na precisdo da solucdo numexica da ordem de 38% com o0 emprego
de uma malha deformada em comparacéo do erro meamaginal. E verifica-se, ainda, uma
melhora de 60%, se a técnica da malha deformadadimbinada com a estratégia de
refinamento adaptativo considerando o paramet0,5.

O valor do erro residual determinado sobrpatch do n6 central 532 é fortemente
influenciado pelas estratégias apresentada negitiloa A figura 5.23 apresenta a evolucao
do erro residual observado patchdo n6 532, que foi calculado na malha originalpadha
deformada e sem refinamento, e na malha deforn@mdaefinamento.

Verifica-se que o estimador residual responde aatiguente na determinacao precisa
do erro nopatch de elementos, quando sdo empregadas estratégasniteacdo da malha

inicial.
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Andlise do erro residual do patch 532

4,5
4 Malha original
35 e Deformada sem refino

3 \ e=sr== Deformada com refino
2,5 \

Erro residual

0,5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FIG 5.23 — Comparacéao do erro residual dpatch532 na malha original
e na malha deformada, sem refinamento e ca@finamento

O erro residual estimado em cada passo de tengpdrémmalhas apresentadas neste
capitulo, também foi agrupado em um Unico grafi&edigura 5.24 apresenta a diminuicao
desse erro residual em funcéo das estratégias oad#as que otimizam a malha inicial.

Andlise do Erro Espacial Global

40

=

e Malha original
35

< Deformada sem refino

30 Deformada com refino —

25

20

Erro Residual

15

10 4

(%]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FIG 5.24 — Comparacéao do erro residual global na malhariginal
na malha deformada sem refinamento e com refinameat

Verifica-se que, apos as oscilagbes iniciais nm eesidual, o comportamento

assintotico é caracteristico das trés estratépgi@sentadas neste capitulo.
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Em relacdo aos limites superiores e inferioresdigcutidos na subsecdo 5.1.2
(desigualdade 5.2), para a malha original, e nacsé¢2 (desigualdade 5.3), para a malha
deformada e sem o refinamento, a figura 5.25 apt@se estimador residual limitado pelo

erro real da malha deformada combinada com a égiaade refinamento.

Limites Superiores e Inferiores do
Estimador em malha deformada
e refinamento

Erro residual
Limite inferior

= | imite superior

Erro Numérico
wv

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FiG 5.25 — Obtengéo dos limites inferiore®, 55||e|| e superioresd, 90||e|| do
estimador de erro residual em malha deformada
combinada com estratégia de refinamento

Verifica-se que o erro residual é limitado pelaigealdade:
0,55]le|l <n < 0,90]le]| (5.4)

Desta forma, para limitar o erro residual, a patti 40° passo de tempo, é necessario
um intervalo de amplitude 0,35, o0 que correspondema melhora de 85% se comparado com
a amplitude encontrada para limitar o erro residaainalha original.

E ainda, as desigualdades (5.4) mostram que oesidual tende a zero na mesma taxa
de convergéncia em que o erro real tende a zeraeeng simulacdo do transporte do
contaminant€®Sr, o indice de eficiéncia do estimador residupheisl na malha deformada

com refinamento passa a ser limitado por

055< E, < 090,

a partir do 40° passo de tempo.
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5.4  APLICACAO DO ESTIMADOR DE ERRO RESIDUAL EM REGIME DE PEQUENA ADVECCAO

Conforme apresentado na secdo 3.4, 0 regime deempegadveccdo € 0 regime
apropriado ao campo de velocidade do fluxo de agulterranea quando modelos
matematicos descrevem os fenbmenos de transpogt@aprem nos aquiferos em estudo.
Desta forma, nesta secdo, o desempenho do estinted@rro residual sera avaliado,
considerando algumas técnicas computacionais depivete de contaminantes provenientes
da dinamica dos fluidos em meio poroso saturado.

Os exemplos numéricos para avaliagdo do erro edpdai solucdo por elementos
finitos, através do estimador residual da equacdB d4do adaptados da literatura e foram
inicialmente apresentados na secao 3.4. Os cerdegies exemplos abrangem as diferentes
escalas para o transporte de contaminantes nopoeiso. O primeiro exemplo considera a
analise de erro num dominio em escala regionala Bar dois exemplos seguintes, que
implementam, respectivamente, o transporte comacede primeira ordem e o transporte
com fendmenos de sorcdo, a andlise de erro sdiZadsano dominio em escala de campo.
No ultimo exemplo, para o transporte unidimensia#zahtrazina em coluna de solo saturado,

a analise sera realizada em escala de laboratério.

5.4.1 Solucdo Numérica da Equacao de Adveccao-Disperséo

Nesta subsecdo é realizada a analise do estinegidual da solu¢cdo numérica que sera
influenciada por diferentes discretizacbes do danfetangular, ou seja, por diferentes
valores para o numero de Peclet da malha inicial.

Em SOREK (1988) um meétodo adaptativo 2D Euler-Lagrangiamioutilizado para o
transporte de massa com distribuicdo espacial dacidade. A equacdo de adveccéao-
dispersdo (EAD) para um constituinte efluente emflurdo incompressivel considera: fator
de retarddR > 1, tensor de dispersédo hidrodindmica simétricerai-positivo e decaimento
radioativo de 12 ordem. Esse exemplo numeérico panaparacdo com solucdo analitica e

validacdo do método proposto considerou os segupaEmetros fisicos:
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D, =D, =2 m*/s, para as dispersdes nas dire¢cdes dos eixos caoiaery, = 0,25 m/s
ev, = 0m/s como sendo os componentes da velocidade do flubi@isaneo [MROGLU e

FINN, 1982apud SorRek, 1988,

A malha adotada comix = Ay = 200m caracterizou o transporte em regime de

VX

= 25 eP, = 0 para

adveccdo dominante, pois 0 numero de Peclet ngadise foi P, =

a direcdoy. Nesta situacdo, o menor autovalor do teri3doi ¢ = D, = 2 e a constante

C. 20’725= 0,125 era de tamanho moderado. Ou seja, 0 regime adotesie@ exemplo

numeérico foi o de pequena adveccao.

A solugdo numérica obtida pelo codigwa foi calculada sobre um dominio retangular
de 3.200n x 3.200n cuja malha inicial contém 289 ndés para constiZb6 elementos
quadrilateros. O tempo final da simulacéo é€Tde= 50.000s, dividido em intervalos de
tempoAt = 5.000s.

As condicdes iniciais adotadas 980, y, 0) = 0 no interior do dominio. As condi¢des

de fronteira séo dadas pela expressao:

r
Clx,yt ———,0<7<
%y,8) 1 —555,0 <7 <800

Co 0, caso contrario

sendoCp a concentracao inicial rea distancia entre os ndés da frontdirge o né central do
lado que contém a frente inicial de contaminaciisado na fronteira esquerda do dominio da
figura 5.26.

A implementacdoAVA desta condicdo de contorno possui as seguintesslide

comando:

for (int i = -Ymed; i <= Yned; ++i){

doubl e DeltaY = YWELL(i- desloca )* YWELIMath. pow2.0, stepRef );
i f (yy==DeltaY){ /ICondic&o Inicial de Sorek, 1988
solute =1.0-( Ymed/Math. powm2.0, stepRef -3))*Math. abs(i)* DeltaYY / YFINAL;
concBC.put(node. id , solute );
conclnit  [node. id ]= solute ;

}
DeltaY+= DeltaYY ;

“ Varoglu E., Finn W. D. L., “Utilization of the meod of characteristics to solve accurately two disienal
transport problems by finite elementdhter J. Num Methods in Fluj@, 173-184, 1982.
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320

mQE-1
vy = 0,25m/s

®0,6-0,8
H0,4-0,6

w0204

m0-0,2

FIG 5.26 — Frente de contaminante obtida com os paraines fisicos adaptados
de SOREK (1988), no instantd = 10.000s em regime de pequena adveccao

A determinacédo da solucdavh apenas na metade superior do dominio é uma das
flexibilidades existentes no cédigo implementadongiderando essa simetria na solucao
numeérica, a utilizacdo do dominio computacional et em 50%. A figura 5.26 ilustra a
distribuicdo da concentracdo do contaminante, pamatante = 10.00@, na metade superior
do dominio computacional. As curvas de isoconcedts sdo exibidas em intervalos de 0,2
em 0,2 dos valores normalizados e o comando dézatt&o éoolean simetria = true ;

A analise de erro da solugdo numérica € realizadademinios com o0s seguintes
valores de biparticao:

e int stepRef =3 (256 elementos e 289 nos);
e int stepRef =4 (1024 elementos e 1089 nos);
e int stepRef =5 (4096 elementos e 4225 nos).

Os resultados das simulagdes estao organizadabeia 6.6.

Tabela 5.6 — Desempenho do estimador de erro resalaplicado em malhas iniciais
com quantidades distintas de elementos em regime gdequena advec¢aod, = 0,125)

L. Erro residual espacial da malha: 9.7597
Malha inicial com Erro relativo da solug&o 0.0381
Erro residual maximo = 1.9124 no elemento 0
256 elementos Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 251
Pe, =25 eC, = 6,25

time: 50000.0
Erro residual espacial da malha: 4.9027

Malha inicial com Erro relativo da solucdo 0.0048
Erro residual maximo = 0.5217 no elemento 0
1024 elementos Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 997
Pe, =12,5eC, = 12,5

time: 50000.0
L Erro residual espacial da malha: 2.4481
Malha inicial com Erro relativo da soluc&o 0.0006
Erro residual maximo = 0.1388 no elemento 0
4096 elementos Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 4095
Pe, =625eC, =25 |-
time: 50000.0

Verifica-se que o erro indicado pelo estimadoidied diminui consideravelmente com
o tipo de malha inicial adotada. O grafico exibim® figura 5.27 demonstra a correlagcdo
perfeita (R = 1) entre o valor do erro residual e o nimer®eelet da malha correspondente

quando o regime é de adveccao dominante.
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Correlagao do estimador residual
para o caso de advec¢dao dominante

30
25 /
20

15

, /
L“;‘y y = 2,5657x - 0,0502
5 R2=1

No. de Peclet

Erro estimado na malha inicial

FiG 5.27 — Relacao linear entre o erro residual e o mero de
Peclet da malha inicial para a equacéo de advecca@ispersao

A equacao de regressao lingas 2,5657x — 0,0502 € uma forte evidéncia de que o
erro indicado pelo estimador residgaltende a zero quando o tamanho da maAthtende a

zero, pois, s¢ = Pe,, — 0 segue qudx — 0, logo
lirnAx—>O Nx = 0 (5-2)

A correlagéo observada entre os valores dos elasvos das malhas iniciais acima e o
respectivo numero de Peclet foi de 97,3%. Paralmses dos erros maximos, determinou-se
uma correlacéo de 99,2% com os correspondentesrosimhe Peclet.

A figura 5.28 ilustra a solugcdo numeéricavd nas malhas iniciais indicadas na tabela
5.5 e no passo de tempo igual a 50800@8mpo final da simulacdo). A malha inicial com
1024 elementosAe = 100m) € o refinamento uniforme da malha inicial com 2mentos
(Ax = 200m). E ainda, a malha inicial com 4096 elementfis £ 50m) é o refinamento
uniforme da malha inicial com 1024 elementbs & 100m).

Conforme os valores do erro maximo, especificadotabela 5.5, o estimador de erro
residual, para a equacdo do transporte de contategaé adequado para conduzir uma
estratégia de refinamento adaptativo, pois, foazage identificar o elemento que apresenta o
erro maximo — o elemento 0 — em todos os casogimssoa simulacdo numeérica. Esse
elemento identificado situa-se no canto inferioguesdo dos mapas de isoconcentracdes

ilustrados na figura 5.26.
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256 elementos
Ax=200m

1024 elementos
Ax=100m

4096 elementos =0,8-1
Ax = 50m =0,6-0,8
= 0,4-0,6
= 0,2-0,4

m 0-0,2

FIG 5.28 —Solucdo numéricaJAVA da equacdo de adveccadisperséac
em malhas com cferentes valores de Peclet indicando regirr
de advecc¢do dominante no passo de tempo igual aGBlls

Visualmente, ndo existem diferengas importante® ex#t curvas de isoconcentragao
entanto, o valor normalizado é mais preciso quaradoulado no nida malha com 4096
elementos, pois, verificee que o erro residual maximo possui 0 menor vadssa Ultimi
malha inicial.
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5.4.2 Solucdo Numérica da Equacao de Adveccao-Dispersa@e#&tao

Nesta subsecéo é realizada a analise do estimadenra residual espacial da solugéo
numerica que sera influenciada pela mudanca nanegdrd & da aproximacdo da derivada
temporal da equagéo 4.26.

No caso de fluxo unidimensional na direg80PARKHURST (2004) apresenta uma
simulacdo de transporte de espécies quimicas @ssdirecdest, y e z, com reacdes de
decaimento de 12 ordem.

Os parametros deste exemplo séo: velocidade ictatst = 0,2 m/dia, coeficiente de
dispersividade longitudinat, = 1,5m, dispersividade horizontal transversgl, = 0,3 m,
dispersividade vertical transversak;, =0,1m e taxa constante de decaimento
A=0,05dt. Com estes valores, o tensor de dispersdo é aizmdingonal
D35 = diag(0,30 0,06 0,02). Considerando que o menor autovalor da mabyz;,

€ = 0,02 é, neste caso, menor que o coeficidnte0,05, pode-se determinar que

[v]| 0,2

Ce = - = 6,32

1 1= 1
ez2max{e, A}z (0,02)2(0,05)2

€ uma constante de tamanho moderado, ou sejapgpkxencontra-se no regime de pequena
adveccao, cujo numero de Peclé&a;= 20,8 e o de Courant@& = 0,32.

O dominio computacional deaRKHURST (2004) originalmente simulou uma regidd 3
de dimensdes 1@0de comprimento, 40 largura e 261 de altura, cuja adaptacao espacial
nas dispersividades do exemplo 2 da secdo 3.42@)grevelou que o menor autovalor de
D33, € = 0,02, era menor que a taxa de decaimehte 0,05d~!. E ainda, o regime do
transporte é de pequena adveccao €pm 6,32 em uma malha inicial.

As condic¢Oes iniciais sdo as mesmas da subsecdb &.a condicdo de fronteira
descreve a concentracdo normalizada em exatam@ntecéhtrados no lado esquerdo do

dominio retangular. Na solucdo numérica, com ogmdiesenvolvidoAVA, € considerado

0,06 O
0 0,02

0,1. A figura 5.29 ilustra os valores das conce&fiega normalizadas obtidas nos 289 ndés do

um dominio ® com matriz de dispersdd = [ ] e porosidade constante € igual a

dominio 100n x 40m apos a simulagcéao de 400 dias.
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0,0025
0,1855
0,1887
0,1879
0,1881

0,1880
0,1881
0,1879
0,1887
0,1855
0,0025

FIG 5.29 — Solugdo numérica da equacédo de adveccagpdisao-reacao (AR)
com parametros fisicos adaptados deARKHURST (2004) no instantet = 4001

O estimador residual para a equacdo de advecsperdéo-reacdo OR), com
parametros fisicos fornecidos porRRHURST (2004), em regime de pequena adveccao,
apresentou as estimativas do erro para os segu@stpemas de aproximacdo da derivada
temporal da equagéao (4.25):

¢ double theta =1.0/2.0; /lesquema de Crank-Nicolson
* double theta =2.0/3.0; llesquema de Galerkin
* double theta =1.0; /lesquema de Euler implicito

O cdbdigo 3vAa aplica a solugédo analitica deeW.ER (1992) para obter o erro real da
malha e o correspondente indice de eficiéncia mionall passo de tempo, ou seja, em
t = 4000.

A tabela 5.7 organiza os resultados obtidos apimalacdo para 400 dias.

Verifica-se que a solucdo numérica obtida pelaiesw de Crank-Nicolson, mesmo
numa margem toleravel do indice de eficiéncia, magtiena o erro residual na malha inicial.
Quando o esquema empregado é o Euler implicitolug@ numérica subestima o erro real e
o indice de eficiéncia encontra-se um pouco abdixesperado.

A solugdo numérica do esquema de Galerkin, aléapdesentar o menor erro residual
espacial demonstrou uma excelente eficiéncia dmadbr com indice igual a 1,0415.

Assim, verifica-se que, o erro real da solucdo migaé& menor quando é obtida pelo
esquema de Crank-Nicolson (ver figura 5.30). Namtat, para este problema teste em que o
valor deA = 0,05d*, supera o valor do menor autovalor da matriz dpetisdog = 0,02, 0
esquema de Galerkin é o esquema de discretizaggmtal com indice de eficiéncia mais
proximo de 1,0. Logo, para as equacOes de adveligfersdo-reacdo, cujos parametros
fisicos foram os adaptados deRrRRHURST (2004), o erro residual espacial foi melhor

2

estimado quando o esquema de discretizacéo tenfporaalizado com paramettb= 3
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Tabela 5.7 -Desempenho do estimador de erro residual aplicaderemalhas iniciais

com distintosvalores do Earémetroa de discretizagéo temeoral «C.=6,32

Esquema de aproximacac
CrankNicolson
0=1/2

Erro real da malha: 00.8429
Erro maximo de 00.0571 no né: 53

Erro residual espacial da malha: 1.7420

Erro residual temporal do passo: 0.0000

Erro relativo da solugéo 0.0068

Erro residual maximo = 0.565 0 no elemento 64
Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 255

Efic[40] = 02.0668
time: 400.0

Esquema de aproximacac
Galerkir®,
0 =2/3

Erro real da malha: 01.2268
Erro maximo de 00.0561 no né: 223

Erroresidua | espacial da malha: 1.2777
Erro residual temporal do passo: 0.0002

Erro relativo da solucdo 0.0050

Erro residual méaximo = 0.3915 no elemento 64
Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 255

Efic[40] = 01.0415
time: 400.0

Esquema de aproximacac
Euler implicito
0=1

Erro real da malha: 01.8751
Erro méaximo de 00.0544 no né: 223

Erro residual espacial da malha: 1. 4245
Error esidual temporal do passo: 0.00 21
Erro relativo da solugéo 0.0056
Erro residual maximo = 0.3956
Erro residual minimo = 0.0000

no elemento 160
noelementol 5

Efic[40] = 00.7597
time: 400.0

As figuras a seguiexibem os erros de discretizacdo sobmesmamalha inicial para

0s trés esquemae discretizagdo temporais aplicados nesta subpaca@s euacoes AR.

Erro real no esquema de Crank-Nicolson

0,4-0,45
0,35-0,4
0,45 0,3-0,35
04 0,25-0,3
0,35 50,2-0,25
03
0,15-0,2
0,25
02 0,1-0,15
0,15 m0,05-0,1
0,1 0-0,05
0,05
0

FiGc 5.30 -Distribuicdo dos erros reais na aplicacdo do esquee Crank-Nicolson

> Para referenciar a nomenclatura do método em fi do valor d&9 ver [DONEA e HUERTA, 2004, pg. 92]
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Os valoresmaximos observados nos picos da figura 5.30 re-se aos erros reais
determinados sobre os nds simétricos 53 e 223 oAé@ncia destes valores ximos € ainda
observada nesses nés quando se aplica os esquerdasmtizacdo de Galerkin (confor|

figura 5.31) e de Euler Implicito (conforme figur82)

Erro real no esquema de Galerkin
0,4-0,45
0,35-0,4
0,45 0,3-0,35
0,4 = 0,25-0,3
0,35 ®0,2-0,25
0,3
®0,15-0,2
0,25
= 0,1-0,15
0,2
0,15 m0,05-0,1
0,1 m 0-0,05
0,05
0

FiG 5.31 -Distribuicdo dos erros reais na aplicacdo do esquerde Galerkin

Verifica-se queo método de Cral-Nicolson é mais preciso por apreseterro real da
malha menor que os erros reais dos outros doiseespl Verific-se ainda que no esquel
de Galerkin, que possui melhor indice de eficiépaise os trés esquemas, uma precisao

apurada que no método de Euler Implic

Erro real no esquema de Euler Implicito

0,4-0,45
0,35-0,4
0,45 0,3-0,35
04 20,25-0,3
0,35 0,2-0,25
0,3
0,15-0,2
0,25
0,1-0,15
02
0,15 =0,05-0,1
01 0-0,05
0,05

FiG 5.32 —Distribuicao dos erros reais na aplicagdo do esquerde Euler Implicito
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5.4.3 SolucdoNumérica da Equacao de Adveccé-DispersdoSorcac

Nesta subsecdo é realizauma andlise deestimador de erro residual esial que
examina aproporcionalidade existenentre os valore€p da concentracéna fronteira de
Dirichlet e o valor do erro estima.

Um método numerico livre de malha, chamado de noéttal interpolacéo de pon
radial, foi apresentado pKUMAR e DODAGOUDAR (2008) para a resolucao bidimensiona
equacao de adveccdospersa-sorcdo em meio poroso saturado. Em re de adveccgao
dominante Px = 2,86) os autores consideraram um expressivo ya@ o fator de retard
R = 7,267.Dos parametros fisiccdeste exemplo, pode-se obfer> 0,57 para caracterizar o
regime de pequena advec(

A solucado numeérica dKuMAR e DODAGOUDAR (2008) foi implementada em domir
retangular de dimens6@& m x 80m e velocidade do fluxo subterranv, = 0,864m/dia Os
valores das dispersividades gitudinal e transversal sao, respectivamela; = a; =
1,75m. O tempo final dasimulag&o foiT; = 6(d, dividido em passos de temAt = 1(d
(d = dia).

As condic¢des inicia deste problema teste sdo iguas dos exemplos anteriores. F
as condides de fronteira, frente inicial de contaminacdo den20comCp = 1,0g/nT, esta
situada na regido central da fronteira esquerddoduinio da figuré5.3:. Essa figura exibe a
solugcdo numeéricaa¥A do transporte de contaminantes com parametroogigiscritos

acima pard = 6(d.

®0,8-1
®0,6-0,8
0,4-0,6
=0,2-0,4
=0-0,2

FIG 5.33 —Solucdo numérica da equacédo de advecc-dispersdosorcdo com
parametros fisicos adaptados dKUMAR e DODAGOUDAR (2008) no instantet = 60d
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O erro residual estimado da solu¢cdo numérica dagdgude adveccao-dispersao-sor¢ao
com parametros fisicos adaptados dmKR e DODAGOUDAR (2008) é apresentado na tabela
5.8 no instantd; = 6(d para diferentes valores @g.

A analise realizada verificou uma proporcionalidadestente entre o residuo estimado
e o valor da concentragao inicial na frente de aantacdo. A propor¢cao obtida verifica-se
também para o erro relativo e para o erro resiohd&imo.

A proporcionalidade verificada no exemplo acimanéa caracteristica intrinseca do
estimador de erro residual e € observada em tapassos de tempo da simulagéo. De forma
geral, sen é a quantidade estimada do erro espacial (ermrmaia inicial, erro relativo ou
residuo no nivel elemento) para uma quantidadetaaiesC, da concentracdo na frente de
contaminante, entdo para uma concentracao ingual akCpy a quantidade estimada passa a
serkn, revelando a caracteristica de proporcionalidadestimador de erro residual espacial.

Tabela 5.8 — Proporcionalidade existente entre a noentracgéo inicial na

fronteira de Dirichlet e o erro residual eseacial btido Eelo estimador

Erro residual espacial da malha: 0.8849

Erro relativo da solugéo 0.0009

Cnh = 0.75 Erro res@dual méximo =0.1284 no elemento 511
D : Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 31

time: 60.0

Erro residual espacial da malha: 1.1798

Erro relativo da solucdo 0.0012

Ch=1.0 Erro res?dual mg&x_imo =0.1711 no elemento 511
D ' Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 31

time: 60.0

Erro residual espacial da malha: 2.9495

Erro relativo da solucdo 0.0029

Ch=25 Erro res@dual méx_imo =0.4279 no elemento 511
D . Erro residual minimo = 0.0000 no elemento 31

time: 60.0

O indicador elemento residuBk, que apresenta a proporcionalidade do estimador de

erro, no qual é evidente na norhfado erro real, é dado pela equagéo:
1 n n-1 H n n n-1
R = f, = —(Cp, -c52 )+ av{prD(acy, + a-6)cy)
-vrmlacy +@-ecrt)- 1l +a-ecr)

descrita previamente na secéo 4.5.

Verifica-se que a propor¢do quando impostaGyreé repassada pelo codigevd para
Cf}n da equacdo acima e este, por sua vez, para orgemssidualR¢. O resultado sobre

proporcionalidade foi observado em todos os tesiagericos empregados pelo codigoAl.
Este comportamento sugere que o cédign Jencontra-se adequadamente implementado ao
satisfazer estas minimas condi¢cdes que manténparpionalidade do erro estimado.
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5.4.4 Transporte 1D de Atrazina em coluna de solo Saturaw

Nesta subsecao é realizada uma analise da evallocéoo residual global da solucéo
numeérica influenciada pela quantidade de massamtaminante que € acrescida no dominio
poligonal da equacéo para cada passo de tempmd&esao. Este erro residual global é dado

por:

1

e =cs e+ Snlon } Y]}

com os estimadores residuaz';én e estimadores temporajs descritos na subseg¢éo 4.5.1.

Para os valores de entrada adaptados do modeioni&sio de HIANG et al. (2008) para
0 transporte de atrazina, foi realizado uma adeéguag programaAVA definindo a
dispersividade transversal nula para caracterthesta forma, o problema do transporte de
contaminante unidimensional. O dominio, em escaltloratorio, considera uma coluna de
solo saturado de Zfinde comprimento e thmde largura.

O valor indicado por HANG et al. (2008) para a porosidade foi 20% e o correspordent

fator de retardo foR = 1,825. Foram definido® = 1,9 cm/min para a velocidade no poro e

D = 1,304 cm?/min para a dispersdo longitudinal. Assifm, 2= = 2,659, ou seja, 0

7145
experimento foi realizado em regime de pequenacadoe
Empregando as mesmas condi¢des iniciais dos prablanteriores e concentracao
normalizada para a condi¢do de fronteira no topcotlana, a solugcdo numérica que fornece a
distribuicdo da concentracdo da atrazina no instdinal da simulacdof = 20 min, é

apresentada na figura 5.34.

™0,5-1
™ 0,309

0708

™0,6-0,7

® 0,5-0,6
¥ 0,4-0,5
¥ 0,3-0,4
% 0,2-0,3
¥ 0,1-0,2

¥ 0-0,1

FIG 5.34 — Transporte de atrazina em coluna saturadaedsolo arenoso
com parametros fisicos adaptados de WANG et al (2008) & = 20min.
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A analise do erro residual global deste experimeld, realizado em regime de
pequena adveccao, verifica a correspondéncia atesemtre os resultados do estimador em
funcdo da quantidade de massa acrescida nos reisteima.

Para isto, a malha inicial de @@ de comprimento pormdmde largura, com 63 nés, é
implementada no codigava através dos comandos:

/l Malha quadrangular
x = new double []{0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0, 8.0, 9. 0, 10.0,

11.0, 12.0, 13.0, 14.0, 15.0, 16.0, 17.0, 18.0, 19.0, 20.0};
y = new double []{9.95, 10.0, 10.05};

A quantidade de massa acrescida no sistema cooigndab € determinada pela
diferenca entre a massa total de contaminante \axeem um instantg com a quantidade
de massa total da malha no instante antgfior

E determinada uma correlagdo negativa igual alé8,%ntre o aumento dg, e a
quantidade de massa que foi acrescida na malhdaapezso de tempo. Isto significa que, de
acordo com a evolugao dg , o estimador residual dada pela tabela 5.9, madbr residual
global da solucdo numérica corresponde de formauadia com a quantidade de massa
acrescida no sistema computacional. A figura 5X3beeo grafico com as disposi¢cdes destas

correspondéncias.

Evolugdo do Erro Global da Solugao Numérica

} 4,2
" . e 4,0
g
3,8
* o
36 ©
o)
1]
34 @
Q.
S
3,2 P
o
3,0 g
N 2,8
3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 0,0

Acréscimo de massa no passo de tempo [g]

FiG 5.35 — Relacao entre o erro residual global da smido numérica e o correspondente
acréscimo de massa ho sistema computacional. Os @aretros fisicos da simulacéo foram
adaptados do transporte de atrazina em solo saturadde adaptados de HANG et al. (2008)

Os valores das abscissas estdo em ordem deceeguamat ficar de acordo com o

comportamento da quantidade de massa acrescidi gpasso de tempo.
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Os resultados dos 20 passos de tempo da simust@o organizados na tabela 5.9 e
apresenta, para cada passo de tempo, os valoressaittes da quantidade de massa do

contaminante introduzidas nos nés da malha inicial.

Tabela 5.9 — Analise do erro da solugao numérica deansporte de atrazina em coluna de solo
arenoso saturado com parametros fisicos adaptados AHUANG et al. (2008) e a respectiva
guantidade de massa no sistema

Passo de tempo Estimador residual /7, Massa no sistema
time: 1,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 2, 8162 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 2,8162 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 03, 3254
time: 2,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 3, 6794 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 2,3679 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 02, 8917
time: 3,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 3, 8815 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 1,2360 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 01, 8760
time: 4,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 3, 9323 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,6305 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 01, 3242
time: 5,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 3, 9640 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,5000 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 8913
time: 6,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 3, 9720 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,2523 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 6043
time: 7,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 3, 9843 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3127 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 4359
time: 8,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 3, 9921 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,2496 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 2854
time: 9,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 0053 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3243 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 2200
time: 10,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 0170 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3061 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 1457
time: 11,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 0323 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3516 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 1165
time: 12,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 0466 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3394 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0836
time: 13,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 0632 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3671 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0656
time: 14,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 0788 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3561 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0513
time: 15,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 0959 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3741 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0397
time: 16,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 1120 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3643 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0337
time: 17,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 1293 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3770 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0282
time: 18,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 1457 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3683 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0252
time: 19,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 1629 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3779 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0225
time: 20,0 ERRO RESIDUAL GLOBAL DA SOLUCAO: 4, 1793 QUANTIDADE DE MASSA
Erro residual espacial da malha: 0,3704 ACRESCIDA PELOS NOS
Erro residual temporal do passo: 0,0000 NO SISTEMA = 00, 0206
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Verifica-se nesta tabela 5.9 que o erro tempgftaldado pela equagéo 4.37, € um valor

insignificante para a presente simulacdo do tratspia atrazina em coluna de solo saturado.

Ou seja, considerando a amplitude de cada intedel@mpor, =10 e paras’ =0, 0 erro

residual global desta aplicacéo é simplificado paeapressao

N

n={Snbnff

Esta aplicagdo mostra que, apos simples ajustestjroador gosterioriimplementado
possui caracteristicas abrangentes, no sentiderdeapaz de computar o erro numérico do

modelo de transporte de contaminantes unidimenisiona



114 Resultados




6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado um estimador de @rposteriori para a solugéo
numeérica da equacdo do transporte de contaminamesneio poroso saturado, cujas
caracteristicas sdo de uma equacao diferenciabppezabdlica.

O cédigo desenvolvido em linguageavd, compara a solu¢cdo numérica da equacao de
adveccao-dispersdo-reacdo com a sua corresponsigntgfio analitica dada por BALER
(1992), em meio isotropico e homogéneo, com canpwealocidades uniforme e regime
predominantemente advectivo. Conclui-se que o asiimde erro pertencente a classe dos
métodos residuais apresenta performance superestaoador de erro da classe dos métodos
de recuperacéo, o estimadat, quando o regime de transporte € o de pequenagiive

Para minimizar a ocorréncia de oscilacfes espdaasolucdo numérica da equacado do
transporte de contaminantes foi implementado oesq$ [WENDLAND e SHMID, 2000]
(Symmetrical Streamline Stabilizatjono cédigo dvA que obtém a solucdo pelo método de
elementos finitos.

De simplicidade computacional, o estimador redidapacial dado por

1
2
=] Z R
demonstrou-se assintoticamente estavel para osleprab testes do transporte de
contaminantes validados na literatura. O estimaddr que emprega 0s meétodos de
recuperacado, apresentou baixos indices de efiei@aca os mesmos problemas.

Para avaliagédo do erro patchde elementos finitos, o indicador elemento redidua

R =1, _Ti(cprn —c,”rjl)+ div(D”D(éC% +(1-6)Cr’ )

-v" uﬂ(ec;n + (1—9)0,”,;}1)—/1”(60% +(1- H)Cf?;i)
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€ convergente, com o avang¢o do tempo, tanto par@®s frente da fronteira de Dirichlet,
guanto para os nds adjacentes a fronteira de itich

Conclui-se que o estimador residual, através diisannopatchde elementos, é capaz
de capturar a regido da malha grosseira que apaesemaior erro numérico conforme
apresentado em comparacdo com uma solucdo anditeguacao do transporte.

O valor do indicador erro temporal, ou norma dergia do erro,

2 } 1
2
L2(Q)

converge para zero com 0 avango no passo de tdespofato é um requisito minimo para

m=les - ={dley ~c ) + ey -cp

que o indicador temporal seja capaz de conduziatégias de refinamento adaptativo do
intervalo de tempo da simulagdo numeérica.

As curvas de passagem de soluto, ou curva$| Borovenientes da solu¢gdo numérica e
da solucdo analitica, para nos frontais e nos adfes a fronteira de Dirichlet, apresentam
excelente concordancia apos a obtencédo de par@nresponsaveis pelos ajustes no erro
fornecido pelo estimador residual espacial.

O estimador de erro residugl é limitado inferior e superiormente pela norma
euclidiana do erro atudlke||, ou seja, sobre a malha grosseira, é possivehgac@onstantes
C, eC,, tais que:

Cillell = m < Gllell

para todos os passos de tempo t;. Desta forma, o erro residual tende a zero na @é¢sRa
de convergéncia que o erro atual tende a zero.

Com a reorganizacdo dos nés da malha inicial e estratégia que concentra os nés
disponiveis junto a frente de contaminacdo, o eston residual demonstrou as seguintes

melhorias:

diminuicao do erro global e do erro residual amaissnopatchde elementos;

aumento na taxa de convergéncia do indice de efi@gpara o valor 1,

aumento na taxa de convergéncia do estimador deéeznporal para o valor O e

diminuicdo da amplitude do interval(@,, C,) formado pelas constantes positivas que

limitam o erro residual na desigualdaddie|| < n < C,|le||.



Departamento de Hidraulica e Saneamento — PPESEESC USP 117

Na estratégia de refinamento adaptativo com pdréame= 0,5, o estimador residual
correspondeu com as seguintes contribuicdes:
* menor quantidade na indicacado de elementos paffnamento de malhas com atraso;
 diminuicéo do erro maximo e do erro espaciapatthde elementos;
 diminui¢céo do erro espacial global da malha comsate

 diminuigdo da amplitude do interval6,, C,) para limitar o erro na malha com atraso.

Em regime de pequena advecc¢ao, o estimador résigesentou-se de forma adequada
na analise do erro da solucdo numeérica do traresplericontaminantes em agua subterranea
em escala regional, em escala de campo e em akediboratorio. Nos problemas testes
analisados da literatura, que apresentam diferéat@snenos de transporte para modelar o
transporte de contaminante em meio poroso saturadestimador residual corresponde

satisfatoriamente aos testes realizados, confoaseritb abaixo:

* O erro residual estimado da solu¢cdo numérica dagégude adveccgdo-dispersdo
(EAD), em escala regional, apresenta valor proporcianalumero de Peclet local, que é
caracterizado pelo grau de refinamento uniformendéha inicial. Isto significa que o

estimador residual espacial tende a um valor nuendo o tamanho da malha tende a
zero. Ou seja, o erro residual espacial é asgsiatognte correto no sentido de tender a

zero na mesma taxa que o erro real tende a zenaguatamanho da malha diminui.

 Com a implementacdo do termo de reacédo de 12 omlestimador residual para a
equacao de adveccao-dispersao-reacd®)ifem escala de campo e com 0s parametros
fisicos fornecidos por ARKHURST (2004), mostrou que as estimativas do erro séo
sensiveis aos esquemas de aproximacao da dereragartal tais como: Crank-Nicolson,
Galerkin ou Euler Implicito.

* Ainda em escala de campo, a andlise do erro dg&wloumeérica da equacao de
adveccao-dispersdo-sor¢cdob@ em meio poroso saturado, com parametros fisicos
adaptados de WvAR e DODAGOUDAR (2008), apresentou estimativas residuais
proporcionais a concentracao inicial na frontegdirichlet. Esta caracteristica, evidente
na norma.? do erro atual, pode ser estendida para qualqobtgmna teste que emprega

o estimador residual em regime de pequena adveccao.
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* O estimador residual do codigavd abrange a solucdo numeérica dos problemas do
transporte unidimensional de contaminantes em p@ioso saturado. A adequacao do
estimador no transporte de atrazina em coluna e ssdurado, com 0s parametros
fisicos de HIANG et al. (2008) em escala de laboratorio, apresentou uraactwelacédo

entre a quantidade de massa de soluto acrescisiatama computacional e o erro global

N

Nz
da solugao dado pay, = {”CO - 1G5 ot 2T, [(/7;” )2 + (/7;‘)2]} .
n=1

Com a descricdo acima, conclui-se que o estimeskidual proposto € robusto no
sentido de abranger uma grande variedade de apdicados fendmenos de transporte de
contaminantes em meio poroso saturado e regime edpiepa adveccdo. Para esses
problemas, a confiabilidade no método empregada panbtencdo da solugdo numérica é
garantida ao verificar-se que o estimador residuassintoticamente exato, ou seja, ao
verificar-se que o erro estimado aproxima-se do &uwal da solucdo em malha grosseira.

De forma geral, o estimador residual espacial gstiy além de indicar a precisdo da
solugdo numérica avaliada, mensurou a distribuig@o erro local sobre o dominio
computacional, para cada passo de tempo das siieslapresentadas.

Do ponto de vista da Engenharia, o estimador eagposteriorideste trabalho possui
custo computacional menos expressivo do que agquezlessario para recalcular a solucéo
numérica em uma malha totalmente refinada. Este datle ser observado se comparar a
grande quantidade de classes d@# ue compdem o codigoaA para obter a solucao
numerica da equacéao do transporte com o numeraidedde classes, do mesmo codigo, para

obter a correspondente estimativa do erro residual.
6.1 SUGESTOES PARATRABALHOS FUTUROS

Esta secao descreve as sugestdes para trabalhas fgtie poderiam complementar os
assuntos abordados nesta tese ou, de forma madsifesy permitir a continuidade nas
discussbes dos topicos alinhados com as metodslpgia estimativa posteriorido erro de

aproximacéo da solucdo numérica da equacao degibrdispersdo-reagcdo em meio poroso.
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Com o desenvolvimento do cédigavd até o presente, torna-se viavel o acoplamento
entre a solu¢cdo numérica da equacao do fluxo sabtm e a solugdo numérica do transporte
de contaminantes em aguas subterraneas. A priggaiacao fornece o campo de velocidades
de um dominio computacional, em funcdo da descriggcondutividades hidraulicas, e é
posteriormente aplicada na equacéo de adveccaersigpreacao, fornecendo carater realista
aos fendmenos de transporte no aquifero que esti seodelado. Ambas as solucdes ja
possuem 0s seus respectivos estimadores deagpaxerioriimplementadas no codigavia
favorecendo o emprego, de forma independente, si@gégnias de refinamento adaptativo que
poderiam ser empregadas.

A otimizacao do codigoAVA poderia resultar com a implementagdo desohaer mais
eficiente do ponto de vista computacional, poistoahés iterativos disponiveis na literatura
permitem a resolucdo de imensos sistemas algélileceguacdes. Entre esses métodos, cita-
se: 0 método do gradiente conjugado pré-condicmnalgoritmo do gradiente bi-conjugado
estabilizado, algoritmoswltigrid, etc.

Uma comparacao de desempenho entre o estimadduaksom o estimad&Z para as
solugcbes numéricas do modelo de fluxo subterranderfa unificar o emprego do estimador
de erro. Uma vez que o estimador residual tambéaplkea na equacdo do transporte com
difusdo dominante, a avaliacdo de adequacao etezbdg estimador residual para a equacgao
do fluxo parece ser muito promissora.

Em relacdo as funcbes de aproximacdo da solucdoelgonentos finitos, seria
interessante a verificacdo do estimador residualnddise em funcdes polinomiais de grau 2.
Estas fungcbes aumentam a precisdo da solucao mamerdssim, é esperado que o estimador
residual responda com valores menores para osagragroximacgao, indicando melhorias na
solugcéo numeérica.

E possivel, ainda, desenvolver e implementar urttatégia de refinamento adaptativo
temporal. Esta estratégia seria conduzida pela aodem energia do codigoavh para
discretizar o intervalo de tempo da simulacdo domgssos transientes da equacéo do
transporte de contaminantes em meio poroso e reggnpequena adveccao. Assim, o codigo
asseguraria a qualidade da solu¢cdo numérica miand@o correspondente erro temporal.

As técnicas desenvolvidas para obtencédo da solug&eérica da equacao do fluxo e do
transporte de contaminantes, seguidas dos selectesg estimadores de erro, e integradas
com um codigo aberto de Sistema de Informacdes rGkoas ($:), possibilitard uma

adequacdao nas representacdes das caracterisicas &§ geométricas do aquifero confinado.
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O desenvolvimento do codigo em linguageavAl encontra-se propicio para essa

integracéo e a avaliagao do proposto estimadatualspoderia se estender para as condi¢oes

heterogéneas e anisotropicas do meio poroso saturad

Outra extensao proposta poderia ser para as casda@d meio poroso nao-saturado,

empregando o estimador residual na solu¢do numdaieguacdo de Richards.
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ANEXO | - O TRANSPORTE DE CONTAMINANTES
EM AGUA SUBTERRANEA

O movimento de contaminantes dissolvidos em agisifpoderia seguir na direcao dos
pocos de abastecimentos publicos. Na existénciantge fonte continua de contaminacao
movendo pela agua subterrédnea, forma-se uma ardantoada, chamada de pluma de
contaminagdo. Esta combina¢édo do movimento da sigot@rranea com a fonte continua de
contaminacgao poderia, no entanto, atingir grandéansdes do aquifero, condenando-o em
grandes areas e em vastos volumes.

Algumas substancias perigosas sao dissolvidas da® mmito lento na agua. Sendo
substancias que extravasam mais rapido que o amipiéele dissolver, estes contaminantes
permanecem em sua forma liquida. Se o liquido éomeéenso que a agua (ex. o Oleo), o
poluente flutua sobre o topo do lencol freaticoteEgoluentes sdo chamados de LNAPLs
(light non-aqueous phase liquid€aso contrario, se o liquido € menos denso qagua, 0s
poluentes sédo chamados de DNAPdsnse non-aqueous phase liqiid3s DNAPLs tendem
a concentrar no fundo do aquifero. Estas concdi@sague contaminam o aquifero
dissolvem-se muito vagarosamente e séo transpertadalominantemente, de acordo com o
movimento da &gua subterrAnea. As vezes, pequdibsias de DNAPLs aderem aos
espacos entre as particulas soélidas, ocasionamtiaraadacontaminacao residuatla agua
subterranea.

Véarios modelos que simulam o transporte de contam@s dissolvidos em agua
subterranea sao descritos por equacdes de tramgpmrsoluto por adveccdo-difusdo. Esta
equacao diferencial parcial deriva do principio ad@servacdo de massa — a equacao da
continuidade, no qual afirma que, a taxa de vani@gimassa de soluto dentro de um volume
de controle do meio poroso é igual a diferencaeemtituxo de soluto que entra e o fluxo que
sai do volume, ajustados por perdas ou ganhos dsami soluto devido a reacfes quimicas
ou degradacao bioldgicas. O fluxo do soluto entvamal volume de controle € caracterizado
por dois processos principais: a adveccdo e a rd@pehidrodinami¢d Esse segundo
processo fisico é ainda representado pelo efeitibcado de outros dois processos: a difusao

molecular e a dispersdo mecanica.

% Dispersdo de uma solucdo que flui através de uno meroso, devido a difusdo molecular e a ndo
homogeneidade de velocidades microscépicas.
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Outros processos secundarios contribuem para abhespento ou retardamento na
propagacdo de substancias perigosas no agqiiiferos@inea sorcd e a degradacéo
bioquimica. A sor¢cédo ocorre quando o contaminadézeaas particulas do solo. Este tipo de
contaminacdo € muito dificil de remover. A degramagioquimica acontece quando
microorganismos, tais como bactérias e fungos, adiegn substancias organicas ou
inorganicas que contaminam a agua subterrdneae Netesso natural, as substancias

perigosas freqiientemente tornam-se menos nocivas.

OsPRINCIPAIS M ECANISMOS DE TRANSPORTE

Nesta sec¢édo serdo descritas, com pouco mais abeketos principais processos fisico-
guimicos responsaveis pelo transporte de contameimam agua subterrdnea. O interesse
neste detalhamento refere-se a obtencédo do modetmatico que descreve o transporte do

contaminante em solo saturado.

O Transporte Advectivo

Quando a agua esta se movendo no solo, o contatimi@aonduzido por um processo
fisico conhecido pofluxo convectivoou fluxo advectivo de mass& melhor maneira de
visualizar este transporte advectivo € atravésndgrocedimento conhecido pfluxo tipo
pistdg em que a frente de dgua avanca deslocando awoatse como um pistdo RKOSIK
e McCRACKEN, 1979].

Em aquiferos livres ou confinados, o transporteeetivo € a principal forma de
transporte de contaminante. O movimento das p#tcde soluto, ao longo da direcéo
média do fluxo, ocorre na mesma taxa de variacacelieidade intersticidl média da agua

NO mMeio poroso.

*” Termo genérico utilizado para indicar o proceseto mual o soluto é repartido entre a fase liquida
superficie das particulas sélidas.
“8 Velocidade do movimento das particulas de aguatedor dos poros, bem como de um poro para outro.
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Em meio saturado, a densidade de fluxo da agusolmp ouvelocidade aparenteé
determinada pela lei de Daféyno caso estacionério por:

v’ =-KOh (A1)

sendov’ a velocidade aparen[é],

K o tensor de condutividade hidraulica do m&il)e

[h o gradiente hidraulicacaflimensiongl

Assim, cada componente do transporte de solut@cmee por adveccao sera dada pelo

produto entre a concentracdo do somtb%J e a correspondente componevies ou V, [%]

da velocidade aparente da 4gua subterranea. Quasa = (vx,vy,vz) segue:

J.=vC (A.2)

a

O Transporte Difusivo

A difusdo molecular refere-se ao fluxo difusivo stuto na direcdo do gradiente de
concentracdo. Este processo ocorre em funcéo domaoto browniano dos ions na solugéo.
Os ions de uma regido de concentracéo alta tendemmasturar com os ions de uma regiao
de baixa concentracéo, estabelecendo uma mesnibuiggto no espaco. Este fluxo difusivo

é dado por uma relagcdo empirica conhecida comioreipa lei de Fick,

J, =-0D,00C (A.3)

sendaDy 0 tensor diagonal da difusao moIeCL{I%d,
0 conteudo de umidade do sobml[mensiond|

[0C o gradiente de concentragﬁé], e

C a concentragdo de soluto (massa de soluto poadide volume do fluidd)%J.

“ Henry Philibert Gaspard Darcy (1803-1858) foi umgenheiro francés que forneceu importantes
contribuicdes a hidraulica.
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O tensor de difusdo contém as medidas de veloesdach que as moléculas ou ions
estdo difundindo através da substancia porosat@deade um coeficiente de transporte
estacionario. Ele quantifica a dificuldade em qgen®léculas ou ions possuem para se
difundir enquanto movimentam-se atraves do meiogmrO valor destes coeficientes tende a
aumentar com o aumento da temperatura do solo cardeddo de umidade e diminuem com
0 aumento da massa atomica do soluto.

A difusé@o no solo é relativamente um processaalesporte muito lento e opera sobre
pequenas distancias. Em situacfes em que 0 mowvndenagua € vagaroso, a difusdo € o
mecanismo de transporte dominante.

Transporte de contaminantes no solo por difus@ondplicado pelo fato que os ions

deveriam manter-se eletricamente neutro quanddiseldem.

O Transporte por Dispersao Mecanica

A tendéncia da molécula de soluto tornar-se mifisal com o tempo quando a agua
move-se no solo € conhecido mlispersdo mecanica dispersdo ocorre quando existe uma
zona de transicao entre duas solucdes de diferentaposicdes quimicas. A variacdo da
pluma de contaminacdo é devida tanto a difusdotquadispersdo mecanica. Portanto, em
geral, ndo é possivel separar os efeitos destepomiessos de transporte.

Especificamente, a dispersdo mecéanica, ou dispdvisdaulica, descreve a mistura e
espalhamento do soluto ao longo da dire¢do diretdaodirecdo transversal do fluxo em
resposta a variacdo na velocidade intersticial ldold. Para escalas microscopicas, estas
flutuacdes da velocidade ocorrem em funcao dadsidade no caminho que o fluxo percorre
dentro do poro, e para escalas macroscopicaspersii® mecéanica é devido a variacéo local
da condutividade hidraulica e & presenca de hetamgades no interior do aquiif&to

Testes de laboratérios em colunas de solos deraonsjue o fluxo de soluto por

dispersdo mecanica também pode ser descrito pelaif lei de Fick,

J. =-6D_C (A.4)

sendo qu®n, € o tensor simétrico da disperséo mecét&zeja

¥ BEAR J. 2001Modeling Groundwater Flow and Contaminant Transport Copyright © 2000 by Jacob
Bear, Haifa, Israel disponivel enttp://www.cmdlet.com/demos/mgfc-course/mgfctoclitortoc
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A magnitude do tensor de dispersdo depende daidatte da agua no poro e do
coeficiente de difusdo do soluto. Uma vez que edcsf da difusdo e da dispersdo mecanica,
sobre a distribuicdo da concentracdo, sdo semeljapbtes processos provenientes de
mecanismo de transporte distintos sao freqient@meoimbinados em um mecanismo

chamado déispersao hidrodinamica

O Transporte por Disperséo Hidrodinamica

A dispersao hidrodinamica € o fluxo de soluto de\aos efeitos combinados da difuséo

molecular e da dispersdo mecanica. A sua formulagiaa por
J,=J,+tJ, =-9D'0C (A.5)

sendo qu®" =Dy, + Dg é o tensor da dispersao hidrodinéﬁﬁdéf—].

A difusdo molecular independe da velocidade dea&bterranea e, em funcdo do
pequeno tamanho do tensBy, a contribuicdo do transporte de soluto por ddugé
usualmente negligenciado quando comparado comtahiagdo do transporte de soluto por
adveccao ou por dispersdo mecanica para velocideédemuito pequenas do fluxo de agua
subterranea.

A mistura ou dispersdo que ocorre na direcdo daointeo do fluxo é chamada de
dispersao longitudinalA dispersédo na direcdo normal do caminho do flaxchamada de
dispersao transversaEstas duas direcdes da dispersdo mecanicas possus coeficientes
como resultados da velocidade linear do fluido inecéo principal do fluxo e da propriedade
do solo conhecida pdatispersividadeExpressées matematicas que descrevem os cotdiien
de dispersao longitudinal e transversal estdo haegée disponiveis na literatura onde é
possivel citar: $T0K,1989,pg. 472], [WEXLER,1992,pg.4] e [SUTRA,2003,pg.36].

No solo, a distribuicdo de velocidade depende etangtria do solo, do contetudo de
umidade, da prépria concentracéo de soluto e, morteelacdes empiricas entre o ter3oe

outros parametros macroscopicos observaveis témestdbelecidas.

1 Embora os parametr@, e Dy sejam provenientes de diferentes processos figtespodem ser adicionados
uma vez que possuem o mesmo efeito fisico.
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A relagdoD” = Dy, + Dy resulta de consideracdes estatisticas do traespersoluto

como consequéncia da distribuicdo randémica daidzlde de agua no meio poroso.

Reacdes Quimicas de Primeira Ordem

Um processo quimico, tal como o decaimento ragimabu a decomposicao
bioquimica, geralmente envolve a converséo irrévelrsio soluto A no soluto B. A taxa de
degradacgédo (quimica ou bioldgica) € frequentemexpeessa por modelos de ordem zero ou
de primeira ordem. No segundo modelo, a descrigitaxia de degradacédo é considerada
proporcional & concentracdo do soluto, isto épogsso quimico é dado pela expressao

dlAl - _jpa) (A.6)

sendo/ o coeficiente de decaimento ou de degrad:{xéboEste coeficiente, que representa a

declividade da reta na figura A.1, pode ser express termos do tempo de meia Viddo

soluto, T,, da seguinte forma:

A= |n_2 = 0693
T, T
InC 4
In Cy
declividade

tem po

FIG A.1 — Relacgdo entre o logaritmo natural na
concentracdo de soluto (A.6) e o tempo

2 Tempo necessario para que a concentracdo ineiespécies no soluto seja reduzida pela metade.
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Outras equagbes para o modelo cinético da taxdedeadacdo sdo encontradas na
literatura, no entanto, o modelo (1.6), apesar idglkidade, é aplicavel a maioria dos
contaminantes conhecidos para a agua subterranesngxi, 2006].

A taxa de producao de soluto devido as reacoesméo (ou dessorcao) entre o soluto e

0 meio poroso dentro do volume de controle podeob&do se considerar a combinagao
[Al :[6C+,0bKdC] sendog, a densidade volumétritado meio poroso Ky [adimensionglé

o coeficiente de particdo entre a reacéo progr@ssa’reacao reversaygroz, 2002].

Outros Processos Bio-Fisico-Quimicos do Transportie Contaminantes

Outros processos poderiam envolver complexasaigides bio-fisica-quimicas para
propiciar tanto o retardo quanto a aceleracdo deimemto de uma substancia quimica
através da agua subterranea.

De acordo com BwviNskl (2006), os principais tipos de reacfes que cauaam
transferéncia de substancfara a estrutura solida retardando a frente deaconacdo sao:
adsorcao, absorcao ou sorcao hidrofébica.

Entre as principais rea¢gOes causadorast@®miacdo das substansiao solo, por perdas
ou transformagdo em outras substancias citam-smletwiadacdo, degradacdo abidtica,
volatizacdo e decaimento radioativo.

Enfim, as reacdes quaimentam a mobilidadéos contaminantes através do solo sao:
dissolucéo, formacao de complexos ou quelagéopleé+ia e ionizacgéo.

Outras caracteristicas do contaminante que infilaemo transporte sdo: concentragao,
densidade, polaridade, solubilidade, pressdo deoryggH, potencial ibnico, demanda
bioquimica de oxigénio (D) e demanda quimica de oxigénioQ®), teor e finura de sélidos
em suspensao e a toxidez.

O meio poroso influencia o transporte de contantesmdevido as caracteristicas de:
tipo de matéria organica, distribuicdo granulongéirimineralogia, distribuicdo de vazios,

capacidade de troca ibnica e grau de saturacao.

*3 0 bulk densityn, também é conhecido por densidade do solo ssimgnsiond|

>4 Adsorcéo refere-se & adesdo de fons ou moléamasy® camada extremamente fina da superficie sééida
qual esta em contato. A absorcdo ocorre quando@minante se difunde no interior sélido da materosa
ocasionando um fendmeno volumétrico.
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Alguns dos processos acima, apesar de sua imp@rtdos fenbmenos de transporte

dos contaminantes, nao foram considerados no modgaiematico em razao da auséncia, até

0 presente, de uma literatura mais ampla paraaralicerificar ou até mesmo estimar os

parametros que descrevem as leis destas reacdegierporoso saturado.
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ANEXO || —SYMMETRICAL STREAMLINE STABILIZATION -S°

O esquemaSymmetrical Streamline Stabilizati¢s®) fornece um algoritmo robusto
para resolver a equacao de adveccao-dispersaguesmsgo uma solucdo estavel mesmo para
problemas dominados por adveccdo. Para evitar dsseaveis oscilacbes espurias
ocasionadas pela instabilidade numérica dos prosedssses transportes dominados por
adveccdo, o desenvolvimento matematico do esquamasthbilizacddS® se baseara no
procedimento de separacao de operadores desaritpA/ENDLAND e SHMID, 2000].

Sem perdas de generalidades, o esquema de estgif’ inicialmente considerara a

seguinte equacao governante do transporte por gélvelispersao:
% + v,Vc — V(DVc) = Q6(c* —¢) (A.7)

sendoc(x,t) a concentracdo do contaminante na posid® tempot, v,(x) o vetor
velocidade D (x) o tensor de dispersdo hidrodinami@aa fonte pontual com concentragdo
e § a funcéo delta de Dirat

Quando a técnica de separacao de operadmpesafor splitting é aplicada na equacao
(A.7), sao produzidos os mesmos efeitos que a apagé&o Euler-Lagrangiana: a separacao
da adveccdo e da dispersdo. A aproximacao nunpaioanétodo de elementos finitoE(h
conduz a um unico sistema de equacdes, com efieiterite deipwind[WENDLAND, 2004].

A equacao diferencial (A.7) pode ser aproximada tempo, considerando uma

aproximacao por diferenca finifade primeira ordem com fator pego

ct

=+ 0Ly + L)t + (1= 0)(Ly + L) = f (A.8)

sendo
c* a concentracdo do contaminante no insténteAt);

¢~ aconcentracdo do contaminante no insténte

%5 Segundo [VENDLAND, 2004, p. 114], reacdes quimicas ou decomposigéed? ordem sdo faciimente
incorporadas ao modelo matematico e numérico.

% objetivo do método das diferencas finitas é faansgar um problema composto por equacdes diferencia
em um problema formado por equac6es algébricdizantio a expanséo da funcdo em série de Tayldoema
de um ponto dado.
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At o intervalo de tempo;
L, = —V(DVc) + Q6;
L,=v,V e

f=0Q6c".

Segundo [VENDLAND e SHMID, 2000], com a aproximacéo adotada, a equacao (A.8)

pode ser separada em uma parte dispersiva queddepemente do operador lindar
Ol =S~ (1= )L +f (A.9)
At " 7 A 1 :
e uma parte advectiva, que depende somente dodopdireearL,
o OLyct = — (1 - 0)Lyct (A.10)
At 25 T At 2 .

O componente dispersivo de concentrag8ofoi introduzido como uma incognita
provisoria. As derivadas espaciais sao discretzattaacordo com a técnica proposta por
KONIG (1994F": a solucdo exata para cada etapa é aproximadapelosando o esquema

tradicional de interpolacéo
c(x,y,z,t) = Z?’zl @;(x,y,2)c;(t) (A.11)

sendop; uma funcao de interpolacao linear.

Para a parte dispersiva dada pela equacdo (A.9olecdo é obtida usando a
aproximacédo de Galerkin tradicional. O minimo &dwbponderando o residuo com respeito a

funcao-testey;

Tojcf Tojcj _
Jo @ [# + 6L Y, (pjcjd] dQ = [, ¢ [# -~ (1-0)L, Y pjci + F] dQ  (A.12)

gue pode ser reescrita em notagcédo matricial como

[% + 93] cd = [% —(1- 9)3] ¢ +F (A.13)

57 Kdnig, C.Operator Split for Three Dimensional Mass TransportEquation, Proceedings of
Computational Methods in Water Resourced )309-316, Heidelberg, 1994.
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sendo
M= [ ¢ip;do;
B =], DVp;Vp;dQ+ [, Q5p;p;dQ e
F=[ Qbc*p;da.

A parte advectiva, dada pela equacdo (A.10), maileaproximada pelo método dos

minimos quadrados. O residuo da aproximacdo € nziadlo, através de ponderacdo com

fungao-teste’ + 6v, Vg

i Yojcf
fﬂ (% + Gvanol-) [ A]t L+0L,Y (pjc]ff] dQ =
i Yojci
Ja (%Jf ‘9"av¢’i) [—A’t’ +(1- G)Lszp,-cf] dQ (A.14)

Em notagédo matricial, a operacao (A.14) resulta em

M T * + M T (1_9) * d
[E+9(V+V)+U]c —[E—(l—H)V+9V —Tu]c (A.15)

sendo
V=[, vo:Vp;dQ e

U* = %At [, vavaVeVe;dQ.

O procedimento tradicional da técnica de separdedmperadores consiste em resolver
a equacdo (A.13) e substituir, entdo, a concerdrettda equacido (A.15), obtendo a solugdo

desejada no novo instante.
@) vetor% c® aparece em ambas as expressdes (A.13) e (A.iB)ésatdo qual ambas

podem ser acopladas em uma Unica equacdo. ApGapebdcdo para a eliminacdo da

concentragao provisoérig, a seguinte formulagéo acoplada da equacdo gateréabtida:

[%+9(B+V) +ovT + U*] ¢t = [%— (1-6)(B+V) +9VT—(1+f”U*] ¢ +F (A.16)

A andlise da equacao (A.16) apresenta as vantafgenstodo. Usando o método dos

minimos quadrados, a matriz de coeficientes ragelt@ sempre simétrica, mesmo quando o
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termo advectivo aparece no lado implicito da equaédsimetria resulta da presenca do
termoAVTc* no lado esquerdo da equacéio.

Outra caracteristica € o efeito dgwind no termo advectivo, responsavel pela
estabilizacdo da solucdo numéricau@vindresulta da combinacao dos ternkos U*, como

mostrados na figura A.2.

upw ind

FIG A.2 — Funcgé&o peso para o termo advectivo (adaptadie [WENDLAND, 2004, p. 122])

Esse termo depwind U* = 82Atv2 pode ser interpretado em termos de critérios de

vaAt

estabilidade para o caso uni-dimensional. Congidieran nimero de Courany, = o O
caso uni-dimensional pode ser transformado em
U* = 62C,Alv, (A.17)
Apés a introducdo do numero de Peflet ”‘;Al, obtém-se:
U* = 62C,P,D (A.18)

O termo deupwindaparece como uma fracao da dispersdo naturalothepra, atravées
da qual a solucdo numérica é estabilizada, evitanocilacdo espuria. No procedimentp S
a difuséo artificial introduzida pelo método nuréré controlada pela discretizagcao temporal
(6,C,) e espacialP,). Devido ao produto vetoriab” v, a estabilizacdo atua somente na
direcdo de fluxo, evitando o surgimento de difus@msversal [VENDLAND, 2004] e essa
transformacao pode ser derivada para qualquenssie coordenadas.

A comparacdo do esquema desenvolvido pela equ@cd6) com um método de
residuos ponderados, que utiliza funcdo-peso as&meépara todos os termos, leva a
observacdo de que algumas derivadas de ordem @ufeor exemplo, termo de difusdo)
faltam na aproximacdo®SNo entanto, Books e HUGHES (1982) mostraram que, se
elementos retangulares com fungdes lineares depatégdo sdo usados, a parte assimétrica
da funcdo peso néo afeta os termos de difusdo.eGoestemente, as derivadas de ordem
superior desaparecem naturalmente e ndo afetamuedso O esquema®$, portanto,

consistente com o problema fisico. Geralmente, m&se2 0 caso para as funcdes quadraticas
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ou cubicas de interpolagdo para as quais os terdeosordem superior podem ser
significativos. Assim mesmo, em situacfes dominap@s adveccdo, pode-se também
negligenciar essas contribuicdes.

Outra caracteristica interessante é o comportarsgmimétodo para campos de fluxos
sem divergente. Nesse caso, a simetrizagdo condmzaaaproximacdo explicita do termo
advectivo e oscilagbes podem ser esperadas parerosimie Courant elevados. No entanto,
essas oscilagdes ndo ocorrem devido a estabiligmgada pelo efeito dgowind

Em relacdo esforco computacional, testes numénmostram que o esquema S
apresenta boa vantagem se comparado com o métmdioidnal. O método de Galerkin
conduz a uma matriz assimétrica, para o qual paden escolhido um método de solucdo
direta. Assim, a matriz cheia tem de ser armazenasdado a técnica de armazenamento por
bandas. Para o esquem3 Pode ser usado um esquema de solucdo baseadolver
conhecido por gradiente conjugado pré-condicion&ic), com armazenamento esparso. E
de acordo com [WWNDLAND e SHMID, 2000] estesolver apresenta grande economia de

memoria para modelos cujas larguras da matriz ddsbsdo bem maiores qig.
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ANEXO Il —ARTIGO TEMA 2009

TEMA Tend. Mg, Apl Compat., 10, Noo © {20099, 11.30.
@ U'ma Peblicapds da Sociedade Brasioirg de Maetemdbiog Apliczds ¢ Computacional.

Solucao da Equacao de Fluxo Subterraneo a partir
de Estimador de Erro a posterioril

A FIRMIANO? E. WENDLAND? Departamento de Hidrdulics ¢ Sanosmento
SHS/EESC/USE, Cx.P 350, 13560-:070 Sao Carlos, SP, Brasil.

Resumo & determunacao do campo de veloodades em agquferce e ssenoal para
o gesenciarpenbc de recurses hidroooe subterciness = a saliacio do fransporte de
solutos dasohoidos na fase aquosa. () preseotes trabalho apresenta una selugio para
a egugao de fuxo de dgua subtercines em aguifero confinads = partic de wma im-
plernentacan de meatods de slementos Bnibos em linguagem Juve, A salugiio consiste
na aproximagss da egquasgan de Pozason valda em domimo icresgular, com meio he-
terogines ¢ ansoirdpico.  Neste trabalho foi implementado um estimador de ecro de
acords oom a tecmica proposta por Ldenloewios e fhu Este estirnador de ermo, base.
ado no pleprocessamento do gradeente kideiadico, fo cpes de identifcar a regiao
do dominie que contem o singularidade. A distrbuoigio de carga hidedudics cules
lada for comparada com scducoes analiticas apresentadas pa hteratura, O modelo
de flixo de agua subterranes apresenton boa concordanoa do cunpo de velocrdides
#m regume bransiente. A solucio para a curva de rebascamento comvergiu para a
solucio sm regime permanente.

1. Introducao

O campo de welocidades da dpus subterrines estabeleco wma estoeita relscio entre
& equackn fundamental do fuxo e o ransporte de contaminantes No mMeio QOISR
saturado. As informagbes provenientes da distriboicio de eargas hidrdnlicas, de
um sgiiforo om gue 20 estd modelando, poderiam ser utilizadas nos termos sdvec-
tivo ¢ difusive de equagio do trapsporte, foroecendo ao modelo matemsitico nma
abrangéncia um pouco mais realista nos movimenios hidricos na 2ons de saturacao.
Este transporte da conteminsntes. o de soluto o de ontros constitoinbes quimicos
dissolvidos, que s&0 Importantes componentoes de vEros processos Seclddions. ooor-
rem devido aos fendmencs de adveccgo, difusao molecular @ disperséo mecanica
A ndvesgio rofere-se s0 movimento de solutos conduzdos pelo movimento da
fArua subterrines. A difusac molecular & o Auxo difusivo do soluto na divecso do ora-
diente de concentraghio. Esie procosso o0orme funcio do movimento brownianoe
dos fons na sologio. (s jons de uma regiao de concentracio alta tondoem s se mis-
turarcmn com fons die yma regio de baixs concentracio estabelecendo uma mesma

!Apaio finanesira do projeta FROBHAL - process CAPES/DAAD BEX 1017/07-1
*Lezandrofise.as. bo
5 owr e wsp br, www s case usp br, albagroe she sase wsp br
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distribuicao no cepacn. A dispersdao mecinica ocorne pela difercnca na concentragan
di soluto com a mistura resultando do movimento fzico de dgus. Portanto, onde a
concentracio difers, o soluto & transportado por difusao moleenlar quendo o fluxo
di velocidede é relativamente baixo o por dispersao mecanica quande a volocidade
4 ponsiderada alta.

) presente traballbo apresenta ums metodologia pars obter os valores da welo-
cidade real, com sues respectivas diregbes, em cads elemento Anito doe wma malha
de elementos gquadrilétercs. A resolucio numérica da equacio findamental do fuxo
da drua subtorranes., utilizs & lngusgem de prosramaceo JAVA para implementar
o pradiente hidrdelios de am agiuifero confinado interagindo com drenanca verti-
cal. Velockdades aperentes, provenicntes da lei de Darcy, junto oom estimativas
do parametro fisioo que representam a porosidade efctiva do agiffero em escala
regional, determinam as velocidades reais do Auxo da agus subterraneas.

Pars que as informaches obtides da equagao do fluxo sejam aplicades na cquagas
di transporte de contaminantes algumas ponderagtes devem ser consideradas. Por
axemnplo, o contaminsnte am estudo nao rd influcneiar na velocidade do foaxo da
firua subterranea, caractorizando o agillforo atid o COmo M CATPD COMSOrVE-
tive, K ainda 8 temperatura meidis no meio poroso naos sofrerd alterscbes sipnifi-
cantas durante o tempo observado,

A condigio de Auxo horizontal & sdotada peare simplificar o estudo de dpua
subtorTanea, pois, para pramndoes extensoes do sqiiffero, ofeitos das dreas de recargs,
de descargs o de popos parcialmente ponetrantes podemn ser desconsiderados (4]

A superficie potencioméiries 6 definida pela carpe hidrduotica dos pontos no
interior do dominio. & carve de rebaixaments aonalisade no presente cstudo 6 dada
pela variacko da carga hidrdulica, go longo do tempeoe, o i Que correspomnde o poc.

1.1. Eguagies governantes

O modelo matomAticn pars a distribuican de cargas que regem o fuxo de dopa
subterranca, obtido pola 18l de Darcy o pelo principio da conservacio de maesss am
um volume slementar representative (REV) de um sgilifero € dado pela soguinte

AR PTEERR
el ih g & e iR iR
— K a— — K y— — | K—| + Wiz, i) = 5,—. 1.1
H:r[ '“-ﬁI:I +3U [ L™ +B:.z' [ Hﬂf:l + Wiz z.1) R (1.1}

sendo k& carge hidraulics [m: Kee, Kyp o Az 08 componentes principais do tensor
da condutividade hidréulica [2]: §; o coefiviente de armssenamento especificn [+
& W o termos de fonte ou sumidouros de dgus dentro. do aqiiifers [1].

Sa considerar despresiveds as variacoos de carga an longo da dimensso vertical,
wma v que a dimensao hormsontal dos aqiifferos cm escalas regionais podo s da
ordem de desenas de quildmeotros, o Huxo b pode ser modeledo pela seguinto equacas
hidimensional em oy [4):

e i

HhT Pl ik
E[ =pr | T By [Twa—y

¥ (1.2

] +Wir.pt)=5
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sondn Try = B Rz, 8 Tyy = Blyy {m—;]ﬂﬂ transmizsividades nas diregtes 2 o g do
agiiifere confinade de espessura & fm| & § = S o coeficionte de armamenamento
[zdimensionall. W repressnta os termes de drenanga em @ = 0 (camada confinante
inferior} @ om z = b (camada confinsnte superior) ecrescidos da stividade de um
pogo § na posigao {2y, 4.

2. Metodologia

2.1. Método de Elementos Finitos

Ums malhe de elementos quadriiéteros & cerada pars representar o dorninic
corTesponiente s dimensbes horizontais do agiiffero. O Método dos Resfducs Pon-
derados permite 4 obtengdo de uma sohigiéo aproximada h

Para cada elemento finito £1°%) do dominio discretizado ©F, & carga hidréukics 2%
serd ohtids stravis da interpolacio das cargas nodais A' utilizando as funcies de
base &; = % {1+ £;£1{1 + my7) em coordensdas locais EE, 1), eujos vértiees (£, 7]
san (=1, =1}, (1. —1),01, 1), (-1, 1]}, Dests forme, pars ceds elemento finitao:

=
R = " dghl”. (2.1)
i=0

A contribuicio em ocada clemento para o resbduo da solucio numedrica wo oo @
pode ser obtida, a0 considerar na equagio (1.2), a formulacio integral

Bhiel &
JI By (s—&; — 5 |T:

AL Fel=l
3h=j| lﬂ [ “ﬁh E] i “"{I,ﬂ,a}) dnl:l'!] - ﬂ:

| By ty
gaied
(2.3)
sondo 4 & funcio de pomderacdc do residuo e 920%) um elemento finito da malha
inicial:

Substituindo & aproximsacio (2.1) na squaco de resfiluo (2.2) e aplicendo a
Tdentidade de Groen nas detivades de 2° ordem, & formulacio frece pars & equacio
diferetsa do o d:

Ei-ﬂfl{%} + K] {h} = {F}. (2.3)

sendo [M] = j{ il.*deiIL"'J & metriz do massa;
THE
K] = f Viby - (TV ;) dit™ a matric de rigides;
p Ll

T = 1 TE’ TI} ] o tepsor transmissividade o
1.
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[F) = ] B W™ o [ Byl (T he) dT® o vetor de cargas nodais®.
fria) rint

Fal
Considerando w [0, 1] um pearametro da discretizmcio temporal (2], as somiintes
intorpolacios si0 ohtidas:

(i} = (1 —w{h} + wih) = e [F} = (1 - w){F} +w{F}+2

. Gh _ i _ RUHAL _ g
A derivada B da equacio {2.3) d aproximada pals expressas | ————— |-

A equacio discrotizada pars cada passo de tempo At serd dada pels expressao:

(S[M) +wAr[K]) (B} = (§]M] — (1 — w) Aeik]) (&)
(2.4)
$AE((1 - w) {FJF + [ Flr+asy,

Om termos (M| e K| representam as matrizes globais obtidas pelo aesembly das
matrizes locais dos elomentos de nma malha inicial que dizeretizs o dominio 3. A
solucio iterative {2.4) pode war o método de Cronk-Nicholeon atribuindo w = % o
nsando o valores {9 fornecidos polas condiohas iniciais do problema em £ = 1.

Apde & imposicio das condicies de contorno de Dirichlet [h} = hp, a qual espe-
cifica o= velores das carges hidrdulicas oa fronteire I, ¢ as condiges de contorno de
Neumann Vi = [}, para & reprosentecio de fluxo mulo nas fronteiras Impermesgveis
"y do agifforo confinado®, a solucio da equacan (2.4) forneee a soluedn numdrica
[B}%+% Do mancirs sucessiva, determinam-se &3 solucdes {R{ry, w)] em cada né
(74, 1] da malhe inicial, no R-deima passo de tempo £ = fg 4+ AL

2.2, Gradiente da solucio numérica

O oradionte VR da solucdo oumdédrica & usado na andlise de erro g postertors dos
procossns adaptativos que utiliam téenicas de reeuperacio do gradients [10].

Az funcies de intorpolacio lineares, com o= pardmeottos das coordenadas oeais,
ralacionam o gradiente om cada elemento finito por:

A 2 | -
VA {r y) = (7T} VA (£.0), (2.5)

sondo J & matriz jacchiana da mudanca de ecordenacdes. .
A malha inicial msede neste trebalho formece (JT}"] = [3 g A

substituicio de (2.1) em {25) resulta na expressio VA = (J7) 2o ;%: (V) h}*l_
Apds simples operactes matematices. obbém-so:
_ (1) (R ) + (1) ()~ 59)
VA = 5 _ _ _ _
(0 (R - A} + - 0 (a8 - AE7)

Y8 § o votor unitdrio extetior & Fromeirs 000 o Aiplel
e PpUly e Cp Dy =
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Aplicands (£.97) = (0,0) em coondenades locais, o gradiente obtido oo contro do
elemento T3 § pspecificedo por

_ NE ELE O
VA (2, 3.) = 3 (2.6)

R ey Rl Rl )I'

sendo 2, e 3., a8 coordenadas globals do ponto central do elemento Gnito.

2.3. 0O pis-processamento do gradiente

O grediente (2.6) fornece, atraves de ked de Darey, o campo de velocidades do fuxo
da dgna sublorrines o, simaitancamente, estabelocs umea andlizo do erros utilizasdo
& téenica de recuperacio do gradiente sohre o patch® de elementos finitos [10], Este
estimador de orro. @ posteriors, conhecido por estimador 22, & adogquado para a
conducio de uma estratéria de refinamento adaptativo sobre a matha de clementos
finitos pars aproximar & solucio da equacko eliptics [1.2).

() proceditnento de recuperacio para obter @ [wm pradiente médio sobre o patel),
utiliza a técnics de suavizacio dos valores nodais que determing ums média pon-
derade doa velores & = Thi®H ohtidos de ceda clomento adjsconte ao nd contral do
pabels

Uma vez que as funcoes de interpolacio nodais dos elementcs quadrildtoros sao
lineares, oste técnica de recuperscio de patches & adequada [5]. E ainda. segue
da literatura que o estimador £ 2 aprosenta acoitdvels niveis de estabilidade o de
consisténcis para varios problemes pritices da engenharia (6]

A vantapem desto método de recuperscao situa-se ne facilidade da implementacio
computecional deste estimador para os elementos linearss. No entanto, observa-sc
que  sodupies eproximedes,  des  equactes  diferenciais perciais de segunsda
ordom, pelo método FEM-Galerfsn, tipieamonte resultam em derivadas que s&o des-
contimias mos elementos de fronteira. Embora estas descontinuidades possam ser
suavizadas polog valores médice. o gradiontes resulianves alnda soréo menos pre-
cisos nos nde da malba e nos clementos da fonteirs. Virios eequeamas de projogiao
local ou plobal para recuperar o prediente com precisgo adequada cern sido pro-
posto [T Pondm, estes cequemnas ou sG0 sensivels em relsgio ao tipo de elemento
o1 possuemn alto prau de dificubdade para serem implementados.

A previsao da distribuicio bidimensional de um poliente imports do modelo
de drua subterrénes & velockdade real determinasds pela velocidade aparente dada
pels lei de Darcy. pela distribuicio da condutividade hidrdnlica, Ker ¢ Ky e pela
distribmicio da porosidade efetiva ;. Em cads elemento finito, assumindo que as
coordenadas cartesianas alinham-se com o5 eixes prineipais do tensor de condutivi-
dades hidrdnlicas K |, sorue que s veloridade real % & dada pela oxprossio

e _ (“2) N L( -‘faz nP )-;:j-i_ue:_
Ty ey vy

E N ode-based patch: Srupa adjscento de olomentos associndos o wm nd partioslar [1].
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A gstimative do parimetro & da espessura do agoiforo confinado o as relactes
Tyr = 0.H gy, 0Ty = B.Hy, [roccom a eofuinte cxpressSc pere O campo de
velocidade real nos clementos de matha;

- -

7
g | (2.7)

| Tae. 0
Enm:luT—[ 0 T

rigidez da equacio (2.3).

] tensor de transmissividade implementiada ne matriz de

3. HResultados e Discussao

A implemontacio JAVA considera um sqiiffero confinado, sob condicies de Auxo
horirontal o dominio bidimensional 0 = (1000m ) x [1000m). Az condicbes inicizis
impbem h(z.p,0) = 100m, para todos os pontos de €1 no tempo t = 0, e fixs s
condigies de Dirichiet iy, gt = Wm am todos o8 pontos (7, 4y} da Fronteira
Fp=00 comie :{I;_]:EL'I] dias ().

A simulepcho consiidera que a camada confinante superior do agilfforo possui
10m o ostd & Sl do dotum, assim, a cspessura constante do agiifforo 6 & = Hime
Uma melhs inicial de 2506 elementos quedrildteros & gerada em torno de um pogo
totalmente peneirante cigjo raio possul valor infinitesimal. A vazao constante & dada
por @ = — 10 m® fd e {2p, yp) = {500; 500) 580 as coondenadeas do pogo. Com isto,
— 100, S0 =y = 500

0 mfd, caso contririo

A ordem de prandesa dos demais parametros fisices dests simulacio transiente,
tais como: & porosidads @ o coeficionte de armazenamento, baseou-ge na ocorréncia
de sqiliferos confinsdos, citados no Relatdrio de Qun!n‘]a-ir.- ddas Ag;kw.'s Subterrancas
do Estedo de S50 Paulo 2001-2003 3], Meste ralatdrio, identificam-se o8 ssguintes
valores pere as componentes do tonsor transmitividade: Ter = Tyy = 107 m? fa.

A distribuicio das cargas hidraulicss, obtidas pela solucio iterative (2.4) nos
nds de cada elemento compde o gradiente hidraulico no contro do elemento fdto,
conforme estipulado na equacio (2.6] para todos os 150 paszos da simnlacio.

Para o5 nds eqifidistantes & coondenads (Fp, yp). 0 modelo identificon o mesmo
valor de carga hidraulics, ou seja, & sclugao numérica encontrada sob condighes
isotrdpicas ¢ homogéness & um sclucio radie]l para cads passo de tempo, B aldm
disso, de acordo com o quadro 1, spresenton wma bos concordincia com & solacio
analitics de Theis [9]. Este solngio analitics considera wm pogo de raio r = 3. 14m,
valor freqiientemente utilizado na literatura

A geometria da malha inicial situs & singularidade ($p, ge) 0o od 144, que & o nd
comarn acs clementos 1109, 120, 135 ¢ 138 (pateh do nd 144). Os npds do quadre 1 =30
os comtides no corte transversal do domini bidimensional 0 = {1000rm) x| 1000w
que contém & singutaridade.. O gouadre 01 mostre que, além da bos coneordancia
com a solucio ansiftics, a solugin nurnétics susviza o valor da cargs hidrdunlice na
singularidade E este adequacio b= situscdes fsicas ol observads om codos os 150
passos de tompo de simulecio, poiE & solucio de Theis nao converge para o regims
permancnte num oimero finito de & = @ + mAL

o tormo de extragao ds cquacao (1,208 fmal & W = {
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Quadro 1 - Conparacio da solucao aprostimeads obtida na implementacso JAVA
com a solucio analftica de Theisem & = 2, 1 = 16 et = 45 diqe,

t=2d TG b= 48d
Né JAVA [m] Theis JAVA jm| Theis JAVA jm| Theis
13 10000 100,00 100,00 G9463 100,00 98782
187 00006 09500 99YED 00315 00738 08503
128 00089 09595 90304 00179 09461 98370
1% 00073 09.9Y0 09316 OEE00  DOI53 08008
140 99934 99.99F 08870 ORSTD  ORTO0 07 TsE
141 ORI 9075 08498 ORIS6 08334 97310
142 DBSRS 00498 07808 07535 OTG08  OGETH
143 08012 08432 OGEE2 OG443 DETHD 95TV
144 04080 00.18% 95384 BEDIR 03130 87154
145 G912 08533  O68E2 OG443 DETHD - OSETY
146 565 00428 07803 07536 07608 OGETH
147 DBE3F 09785 98498 OR156 08334 97312
148 09034 09997 98870 OB5T9  0EYO0  OT.TIE
149 ©O6YR 09979 99316 OREI) 00158 OR0OR
150 D080 99995 90504 00429 00461 98370
151 00906 99999 99ye0 O0031% 00738 08303
152 10000 100,00 10000 00463 10000 98782

A caracterfstica radial da carps hiddrdulica foi berdada para o gradisnte hidrdulieo,
conforme o guadre 2. Eete gradiente ainda aprezente amplitede dectescento na
diregio da singolaridade pars o8 nod da fronteira. I=to significa que a velocidacde
dir Auxe sumencs & medids gue & drua sabberrines AiTAVESEE o8 elBMONLos Mais
proximes & fonte de extracao constante,

Resuliados numérieos mostraram que o sentido do vetor deslocamento no mo-
vimento da fmua subterréanes, obtido em cada elemento da melha, & do centro do
elementn em direcdo & singularidads {poco). Ests abatracio rofire-so 4ponss & 1ma
temdénecia, pois o movimento dispersivo da dgus, por 0OITET BI0 MSi0 POCESD, Seon-
trard as suas barreiras naturais. Ao realizar altoracios com aumento ou diminuicgos
na vazio do poco, o modelo responden com valores diretamente proporciongis para
a5 valocidades roals em todos o8 elementos da maltha.

O guadro 2 apresents, além dos yvalores dos gradientes hidrdanlices, A respactiva
intemmidade no conro dos clomentos quadrildtercs prdximos so petcl do nd 144 no
tomm e GG

A simmlacis mostrou que, apds 45 passos de solucio itorstiva {2.4), o walor da
carga hidrdulica estabiliza (p. o, A = 53, 120m em (zp, ¥p)), ou seja, o modelo
computscional identificon o eguilibrio entre 8 veeio constante do pogo o 4 TeCarga
atribufda pela condicio de contorno de Dirichlet. Assim, nos passos de tompo
SpgUintes O TeEimo passon A Bor Permaneta.
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Chuadrn 2 - Caracterfstica radial do prediente da solugdo aprocimeda FEM
nos alementos proximos & singularideda.

ahom. LES: olom. I88: elom. LET: . IEE: oedom. LB olam. 1T
[0, 34 0 5 {-0.38;0,4F) [-0,12;008% ) (0,10 8Ly (0, 38:0,41) {03450, 34)
wvalar 0,48 velor 0U58 valar 0,82 valor 082 wvalor 0,66 valor 048
clemn. 145 oham. 150: edom 161 oham. 157 edem. 163 sam. 154
[-0,40; 0285 {-0.520,82) [~ 200 ) {0L200.53 ) [T,850,82) (o daeD, 38
valor 0,66 valor 0UEE velor 096 valoo 095 walor 088 valor 058
ehom. 133: ohom. 134: edicam. 135 olam. 138: oo 13T mem U 1E7:
{~0,81;0,32) | {-0.m%0.0 (-lom ey | g-lmesloey| o (-oomouen) | (ous0LLE)
walar 0,82 valor 0,95 valar 2,22 valor 353 wvalor 0,96 valor 082
clom. 117 ohom. 118: edom. 115 sham. 120 ehomn. 121: mlom. 122
[-0;81;-0,1F -0 050008 (-1,09-1,99) (191,09 [0, %3:-0,20) {00815-0,13}
wvilar 0,62 walor 095 valor 2,82 valor 2,82 valor 3,95 valor 082
edomn. 1OL: Ak 102 edican. Li0A: ehm. 1040 ediam. 10&: oo, 88
[0, 400,38 (- 520,82 {-9,20;-0.93)| {0.20;-0,03) {0, E2-0uETy {0 A0, 28
valor & velor OE5 vilor 0,96 L L walar 088 vilor 058
choan BE: ohom. Ba: elomm BT aam. S5 elom. 8% clam. o
[-0,34;-0.344  {-0.38-040)  [-0,13;-0.81)  {0.3%-0.8L) (0,380 49 {00 34;-0,34)
valar .48 valor 0,58 valar 082 velor AT walor 0,68 valos 048

A andli=e de orro reelizads pela téenica de reconsiTugio do gradiente [10] esid
aprescntada na tebela 1

Tabela 1 - Andlise dio ormo g posterior da equacio do Auxo subierranss.

Estimador tempn 2.0 tempo 5.0 tempo 45,0
Erro Glokhal 0,03491 {0550 0. 060G
Erro Belatoee  0,0002 0, 02 0, D2
Sorna Total 0, 3286 0, 7rar 08167

Erro Miximo 0,087 {edem. 119) 0,0099 {clem. 118) D,0100 (dem. 118)
Errc Minimo. 00000 (clem. 0)  0,0004 {elem. 0} 00004 {cdem. )

) astimador de orro g pesteriors capturon edequedamente a singularidade iden-
tificando o ebmonto que apresenton o meior ommo oo dominio discretizado, O oo
lobal apresenton uma leve ovoluggo devido & contribuicgo do erro temporal, oo
ontanto, o ermo relebivo permanccen constante, Estas carateristices apresantadas
pelo estimador de erro direcionam & estratigia de refinamento sdaptativo sobre a
malha de elementos fnitos.
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4. Conclusao

E obtido & snlucio numérica do models matem@tioo gue descrave o distribnbcio das
carpas hidrdulicas de wm agiffero confinado. A =solugio sproximads para a curva
dle rebalxamento S regime transicnte converZin pare 8 Solugan fm regime perme-
nente. O pradiente hidraolico provenionte do pds-processamento de implementagao
JAVA, além de descrever o campo de velocidades, sstabeloron um estimador de
oo @ posterier bastado nas wienices de recuperacio do orediente, As simulachos
domonstraram que cste cstimedor de arro ol capay de capturar a singularidads do
dominio discretivado, Assim & adequado para comdudr oma estratdgia de refine-
mento adaptativo pars s equacin do oo subisrmanes,

Abstract The deiermination of the Bow in sgoifers 18 sssential for manage of
proundwater and the smluation of the contammant transpart. Thas work presents a
solation for the equation of Bow in confined aquifers with the implementation of the
method of finite slements in language Jova, The solution consists in the approach of
ihe equsiion of Poissonvalid m irregular domain, with medium heteropsneous and
anisotropic. In this work was implemnented an error estimmator 100 agreement wakh
the technique propaossd for Lienkiewice and Zho Thiz srror estimator, bassd on the
post-processang of the hydrashe gradient it was able of to dentify the patch that
contains the singulanty. The distrbution of hydraulic head was compared wath
analyviical sclutions of ihe literature. The moded of Bow widdded o good sgreement

of the flow in transi=nl regime. The sclution for bhe potentiometric curve commrerged
for the solution in permanent regume.
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