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A dgua é o sangue da terra.
Insubstituivel.

Nada é mazs suave e, no entanlo,
nada a ela resiste:

Aquele que conhece sews principios
Pode agir corretamente,
tomando-a como chave e exemplo.
Quando a dgua é pura,

o coragio do povo é forte.

Quando a dgua é suficiente,

o coragio do povo é trangiiilo.

Filésofo Chinés
Século IV — A.C.
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RESUMO

GOMES, M. H. R. (2002). Uso da abordagem bayesiana para a estimativa de
pardmetros sazonais dos modelos auto-regressivos periodicos. Sdo Carlos, 2003.
118p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de S@o
Paulo.

O presente trabalho tem por finalidade o uso da abordagem bayesiana para a
estimativa de parametros sazonais dos modelos periodicos auto-regressivos (PAR).
Apo6s a determinagdo dos estimadores bayesianos, estes sdo comparados com o0s
estimadores de maxima verossimilhanga. A previsdo para 12 meses € realizada usando
os dois estimadores e os resultados comparados por meio de graficos, tabelas e pelos
erros de previsdo. Para ilustrar o problema as séries escolhidas foram as séries
hidrologicas da Usinas Hidroelétricas de Furnas e Emborcagdo. Tais séries foram
selecionadas tendo em vista a necessidade de previsdes com reduzido erro ja que o
sistema de operagdio das usinas hidroelétricas depende muito da quantidade de agua

existente em seus reservatorios e de planejamento e gerenciamento eficazes.

Palavras-chave: modelo PAR; séries temporais hidrologicas; abordagem bayesiana






ABSTRACT

GOMES, M. H. R. (2002). Use of bayesian method to the estimate of sazonal
parameters of periodic autoregressive models. Sao Carlos, 2003. 118p. Tese
(Doutorado) — Escola de Engenharia de Sido Carlos, Universidade de Sao Paulo.

The objective of this research is to use bayesian method to estimate of sazonal
parameters of periodic autoregressive models (PAR). The bayesian estimators are then
compared with maximum likelihood estimators. The forecast for 12 months is made by
using two estimators and comparing their results though graphs, tables and forecast
error. The hydrological time series chosen were from Furnas and Emborcagio
Hydroeletric Power Plant. These series were chosen having in mind the necessity of
series with reduced error in their forecast because system of operation in the
Hydroeletric Power Plant depends on the quantity of the water in their resevoirs, eficient

planning and management.

Key-Words: PAR models; hydrological time series; bayesian method






1 - INTRODUCAO

O Brasil possui cerca de 13,8% do deflavio mundial, o que significa uma parcela
consideravel da disponibilidade hidrica do mundo. Apesar disto, o pais enfrenta os
mesmos problemas do restante do mundo, o que implica na necessidade de projetos de
gestdo, gerenciamento e planejamento do uso dos recursos hidricos para garantir o seu
desenvolvimento social ¢ econdmico. Para assegurar a disponibilidade de agua para os
varios setores, segundo as demandas exigidas, torna-se necessario o gerenciamento de
um sistema hidrico conforme mencionado por KELMAN (1987), significando a
possibilidade de poder atuar no sistema, tendo como obijetivo a distribuigio temporal e
espacial da agua.

Objetivando, solucionar os problemas mencionados acima, cada vez mais
surgem pesquisas em todo o mundo visando simular o comportamento futuro dos
recursos hidricos (deflivios, aguas subterrdneas, etc.) a fim de se poder estabelecer
metas de consumo aliadas a produgdio de agua sem prejuizo para o homem, o meio
ambiente e o desenvolvimento econdmico e social das regioes.

Para alcangar este objetivo muitos métodos para geragao de séries sintéticas foram
criados, e sdo largamente utilizados. Isto ocorreu gragas a popularizagiio do uso de séries
sintéticas de vazoes, nos anos 60, pelo Havard Water Program, que as utilizou na resolugdo
de problemas na operagéo e projeto de reservatorios de sistemas hidricos de bacias.

Os métodos empregados podem ser deterministicos ou estocaticos. Em hidrologia
estocastica, os modelos empregados sdo erigidos sobre os conceitos de probabilidade ¢
estatistica. Varios sio os métodos empregados e investigados para geragao de séries
sintéticas, como também muitas sdo as melhorias aplicadas a cada método visando a
geragdo de séries sintéticas que se aproximem cada vez mais das séries historicas.

0s modelos matematicos utilizados com a finalidade de gerar séries hidrologicas

estdo vinculados aos graus de incerteza devido aos horizontes de plancjamento. A
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necessidade de previsdes com reduzido erro tem sido cada vez maior, tendo em vista a
escassez dos recursos hidricos e a crescente necessidade de se gerenciar de forma mais
eficaz os sistemas existentes, como por exemplo, o sistema de geragdo de energia
elétrica, que no Brasil na sua maior parte, € de origem hidrica. Quando considerada a
analise da aleatoriedade das vazoes futuras, observa-se que a incerteza aumenta com o
tempo. Analisando a Figura 1.1, pode-se observar trés periodos distintos quando as
caracteristicas do fendmeno se diferenciam (Tabela 1.1). As faixas apresentadas no
gratico possuem larguras distintas e sdo dependentes das caracteristicas do ciclo
hidrologico. A Tabela 1.1 apresenta a relagdo entre os horizontes de planejamento, os

graus de incerteza relativos a previsao e a descri¢ao de cada periodo.
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FIGURA 1.1 — Incerteza das vazoes futuras (POLTRONIERE SILVA, 1999)



TABELA 1.1 - Relagiio entre os horizontes de planejamento € 0s graus de incerteza € a descrigdo de

cada periodo.
Faixas Horizonte Grau de Incerteza
A incerteza sobre as vazoes futuras apresenta-se muito
| Curto prazo pequena devido a capacidade de previsio obtida pelos
(uma semana) modelos que utilizam informagdo meteorologica e pelos
modelos baseados na relagiio chuva-vazao.
L A incerteza ¢ crescente (mas menor que a incerteza a longo
Médio prazo g te devido a correlagdo entre a vazao futura
5 (algumas semanas prazo) e ocorre devido a correlag ¢ a vazdo futura e a
& presente (e passadas). Sdo utilizados de modelos de previsao
ol meses) das vazdes baseadas em séries temporais.
Existe a necessidade de considerar as vazoes em um futuro
Longo prazo remoto. A incerteza cresce até atingir a saturagdo (isto
3 (alguns meses representa a independéncia estocastica entre a vazio futura c a
ou anos) conjuntura presente). Sdo utilizados modelos baseados em
processos markovianos para as vazoes.

Diversos modelos estocasticos sio apresentados na literatura (BOX et al. 1995),
a familia de modelos aqui escolhida para investigagéo foi a familia dos modelos auto-
regressivos periddicos (PAR) cujos parametros variam de acordo com a sazonalidade
(os parimetros variam para cada modelo mensal). Na analise, uma etapa importante ¢ a
estimativa dos pardmetros dos modelos, uma escolha equivocada pode gerar uma
representagio inadequada da série. Entre os métodos para determinagdo dos pardmetros
de modelos auto-regressivos, podem-se citar, o método dos momentos, dos minimos
quadrados e o método de maxima verossimilhanga, ja exaustivamente investigados.
Entretanto, tem despertado interesse de alguns pesquisadores, um outro método para
analise e inferéncia de séries temporais, inclusive de séries temporais hidrologicas, que
siio os métodos bayesianos. O método bayesiano se deve aos eslorgos do pesquisador
Jacques Bernier, que foi o precursor da idéia bayesiana na hidrologia e, ¢ devido a
importancia de seu trabalho que o método bayesiano tem permeado as ciéncias
hidrologicas. O suporte para a idéia bayesiana ¢ conceitual e pratico. a aproximagao
bayesiana fornece uma estrutura coerente que facilita a analise de problemas de decisdo
sobre incertezas. (BERGER, 1985).

O uso da inferéncia bayesiana como um método para analise de séries temporais
hidrologicas e estimativa paramétrica dos modelos representativos dessas séries
tornaram-se alvo de interesse. Os métodos bayesianos foram empregadas como uma

alternativa para a redugdo do esfor¢o computacional no calculo das estimativas



paramétricas dos modelos PAR e tém por finalidade a obtengio de resultados mais
precisos do aqueles obtidos via analise de maxima verossimilhanga, ou seja, estimativas
paramétricas melhores, ja que nos casos de séries temporais geralmente tem-se amostras
pequenas para ajuste de modelos PAR.

Dentre os diferentes métodos para estimar os pardmetros dos modelos foi
escolhido o método de maxima verossimilhanga por ser um método amplamente
utilizado e que fornece bons resultados. Neste método, os pardmetros de um modelo sao
fixados como constantes. Enquanto que na teoria da inferéncia bayesiana, sdo
considerados variaveis aleatorias .

Esta pesquisa tem por finalidade avaliar e estimar os parametros dos modelos
periodicos auto-regressivos (PAR), para séries de vazoes médias mensais, via estatistica
bayesiana ¢ comparé-las com as estimativas paramétricas de maxima verossimilhancga.
A comparagio das estimativas paramétricas ¢ também realizada entre os modelos PAR e
os modelos auto-regressivos (AR). Os programas utilizados foram desenvolvidos com
auxilio do sofbware para computagdo numérica MATLAB 6.0. As séries hidrologicas
utilizadas sio as séries de vazoes médias mensais das usinas hidroelétricas de Furnas e
Emborcacdo que fazem parte do Sistema Sudeste Brasileiro de geragdo de energia

elétrica.



2 - OBJETIVOS

O grande crescimento da utilizagdo de agua de boa qualidade em todo o mundo
tem levado a um aumento da preocupagdo com o uso racional deste recurso,
traduzindo—se em um crescente nimero de pesquisas que objetivam o planejamento dos
recursos hidricos. E cada vez mais necessario o gerenciamento dos sistemas hidricos de
forma a garantir a distribui¢do da agua visando o desenvolvimento social e econdmico
de uma regiao e/ou pais, além de assegurar a disponibilidade de agua para os varios
setores, segundo as demandas exigidas. Esta pesquisa investigara o uso de modelos
periodicos auto-regressivos — PAR para previsao de séries de vazdes médias mensais
por meio de uma abordagem bayesiana onde serdo estimados os parametros do modelo,
além de se comparar os modelos PAR com os modelos auto-regressivos (AR). O
nimero de pardmetros de cada modelo sera inferido pelos critérios de informagao
bayesiano (BIC) e pelo critério de informagao de Akaike (AIC). As previsdes realizadas
com os estimadores bayesianos serdo comparadas com aquelas obtidas usando-se

estimadores de maxima verossimilhanga (EMV).
2.1 — Objetivos especificos

i Estimar os parametros de modelos periodicos auto-regressivos — PAR por meio de
uma abordagem bayesiana,
ii. Estimar os pardmetros de modelos periddicos auto-regressivos — PAR por meio de

uma abordagem classica (método de maxima verossimilhanga);

iii. Verificagdo da capacidade preditiva dos modelos PAR pela abordagem
bayesiana;
Iv. Comparar as previsdes realizadas utilizando-se os modelos PAR tanto pelo

enfoque bayesiano quanto pelo classico;
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Vi

Comparar a previsao obtidas pelos modelos PAR e os modelos auto-regressivos
(AR) tanto pelo enfoque bayesiano quanto pelo classico;
Apresentar a viabilidade do uso da abordagem bayesiana como um método de

estimativa paramétrica para sérics hidrologicas.



3 _ REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo serao introduzidos alguns conceitos basicos de séries temporais,
processos estocasticos ¢ inferéncia bayesiana usados para modelagao de séries
hidrologicas. Pode-se considerar, como razao principal, para modelagiio de uma série de
vazdes, por exemplo, a necessidade de prever o comportamento futuro dessa série.
Alguns exemplos de pesquisas envolvendo modelos estocasticos € bayesianos também

serdo apresentados como forma de ilustrar a aplicagdio pratica desses modelos.
3.1 — Séries temporais

3.1.1 — Conceito

Uma série temporal € uma série de observagdes tomadas, seqiiencialmente, no
tempo. Em um modelo de regressio padrdo a ordem na qual as observagoes sdo
incluidas no conjunto de dados € irrelevante, ou seja, qualquer ordenagdo ¢ igualmente
satisfatoria. Esta propriedade de ordem é crucial para séries temporais e € ela que
distingue uma séric temporal de uma série nao temporal. Agdes tomadas em algum
intervalo de tempo tém conseqiiéncias e efeitos que sdo experimentados em algum
tempo posterior. O proprio tempo, através dos mecanismos de casualidade, concede
estrutura dentro de uma série temporal. Em aplicagdes tipicas, sucessivas observagoes
poderdo ser igualmente espagadas, como por exemplo: diaria, semanal, mensal. Mas, tal
espacamento ¢ somente uma conveniéncia e isto ndo ¢, certamente, uma restrigdo
necessaria. Qualquer seqiiéncia de observagdes pode ser transformada em uma série
espagada igualmente pela adogdo de uma escala temporal apropriada (POLE et al.,
1999). Muitos conjuntos de dados apresentam-se €OmMo séries temporais, como por

exemplo as séries hidrologicas de precipitagao € vazio. Uma caracteristica intrinseca



das séries temporais € que, tipicamente, as observagoes sio dependentes e a natureza

desta dependéncia € de interesse pratico.

3.1.2 — Finalidade da andlise das séries temporais

A analise das séries temporais, de acordo com PEREIRA et al. (1986) tem por
finalidade entender o mecanismo gerador da série e predizer o comportamento futuro do
sistema. Para tal ¢ necessario: (i) descrever o comportamento das séries, por meio de
graficos, histogramas, estatisticas descritivas simples das séries, verificagdo de
tendéncias, ciclos, variagOes sazonais, etc; (ii) investigar o mecanismo gerador das
séries temporais; (iii) predizer valores futuros a partir de valores passados das séries, e

(iv) procurar periodicidade relevante no conjunto de dados que caracterizam as séries.

3.1.3 — Classificaciio das séries temporais hidrolégicas

A classificagdo de séries, particularmente, de séries temporais € adaptada por
YEVIEVICH (1972) para seqiiéncias hidrologicas. Todas as séries elementares ou os
componentes de séries complexas e compostas podem ser classificados em dois grupos
basicos — séries deterministica e séries estocasticas — e cada uma pode, sucessivamente,
ser classificada em outros grupos como mostrado na Figura (3.1). Cada grupo descrito e
suas subdivisdes podem ser encontrados na analise de séries hidrologicas, alguns mais
freqiientes que outros.

De acordo com PARZEN (1962), as séries temporais hidrologicas
deterministicas sdo definidas como sendo as séries expressas matematicamente por leis
exatas. As seqiiéncias deteministicas podem ser divididas em periddicas e ndo-

periodicas. As séries periddicas podem dividir-se em:

- Séries senoidais: Sao aquelas que possuem um componente periddico deterministico
aproximadamente senoidal, porém, nenhuma série hidrologica € uma simples fungéo
Seno ou coseno;

- Séries periddicas complexas: Sao aquelas que tém como caracteristica principal a

repeticao dos seus valores em intervalos (periodos) de tempo.



Ja as séries ndao-periodicas dividem-se em:

- Séries quase-periddicas: Sdo aquelas em que a relagdo entre duas quaisquer
freqiéncias é um numero irracional, ndo existindo nenhum periodo ¢ as frequiéncias
de fungdes trigonométricas sdo indeterminadas. Este tipo de série, dificilmente, ¢
encontrado em hidrologia, sendo mais comum em oceanografia,

- Séries transitorias; O ambiente hidrologico pode ser afetado por mudangas
repentinas produzidas pelo homem ou por transformagdes na natureza causando
alteragdes em algumas caracteristicas estatisticas da série como média, variancia,
coeficiente de assimetria e coeficiente de autocorrelagdo. Essas variagdes sdo lentas

e podem ser lineares ou ndo, ou caracterizadas por saltos.

Senoidal
Periodica
- Periddica Complexa
Série
Deterministica
Quase-Periodica
Néo-Periodica
Transiente
Ergddigo
Estacionario
Série i
Estocdstica Nio-Ergodico
Nio-Estacionario Classificaciio Especial

FIGURA 3.1 — Classificacio geral das séries temporais segundo YEVIEVICH (1972)
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PARZEN (1962) define as séries temporais hidrologicas estocasticas como as
séries que seguem leis probabilisticas e podem ser divididas em estaciondrias e nio-
estacionarias. As séries estaciondrias sdo aquelas cuja distribuigdo permanece inalterada
com o tempo, porque os mecanismos que as produzem ndo variam, ou seja, dividindo-se
uma série em varias sub-séries e usando um pardmetro estatistico qualquer para
caracterizar os dados em cada sub-série, quando o valor esperado desse parametro nio
se alterar em cada sub—série, a série ¢ denominada uma série temporal estacionaria. Em
caso contrario, a série ¢ denominada nfio-estacionaria.

As séries estacionarias podem ser ergodicas ou ndo-ergoddicas. Para que o
processo estacionario seja ergddico, ha a necessidade das médias amostrais, formadas
de um registro da seqiiéncia, sejam consideradas como uma aproximagao da média da
populagio, ou seja, as propriedades do processo sejam convergentes as da populagio.

Caso contrario, o processo sera nao-ergodico.

3.1.4 —Séries temporais versus previsio

De acordo com POLE et al. (1999), previséo e analise de séries temporais sdo
duas atividades distintas. A previsio de uma série ¢ uma visiio de um futuro incerto, ja a
analise de uma série temporal é uma descrigio daquilo que ja tenha acontecido. A
analise pode ser feita sem realizar a previsdo, igualmente, pode-se fazer uma previsio
sem efetuar analise da série temporal (ou qualquer outra). Mais precisamente, a
modelagio e o processo de anélise sio concluidos uma vez que a previsao tenha sido
produzida. Eventualmente, a quantidade, sendo prevista, torna-se conhecida, este valor
fornece novas informagdes a serem incorporadas & analise. Consequentemente, em uma
situagdo tipica, uma previsdo para um intervalo subseqiiente podera ser produzida e o

ciclo observagao-analise-previsio podera ser repetido.

3.2 — Modelos para geragio de séries temporais

KELMAN (1987) considera que gerenciar um sistema hidrico significa atuar no
sentido de assegurar uma distribuicdo temporal e espacial da agua que melhor se

adequam as necessidades da comunidade. Porém, néo se pode garantir que o objetivo do
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gerenciamento sera atingido, ja que inumeras sao as incertezas associadas aos
problemas em questao.

Para se tratar dessas incertezas, busca-se quantificar e atribuir probabilidades a
eventos futuros relacionados com a disponibilidade dos recursos hidricos. Os modelos ¢
algoritmos empregados em hidrologia estocastica sao erigidos sobre conceitos de
probabilidade e estatistica.

Segundo KELMAN (1987), nos processos aleatorios, a ordem dos eventos €
irrelevante. Existem, porém, outros casos em que a ordem é relevante. Por exemplo, na
analise do defliivio anual de uma bacia com solos profundos e com grandes capacidades
de reter agua, um valor muito acima da média dificilmente sera seguido de um valor
muito abaixo da média. Logo, em casos como este, as observagdes nao formam uma
amostra aleatoria independente, mas sim, uma série temporal. Neste caso, nao se tem
uma variavel aleatoria, mas um vetor de variaveis aleatorias, geralmente, dependentes
entre si. Esta seqiiéncia indexada de variaveis aleatorias é também chamada de processo

estocastico. Diz-se que uma série temporal ¢ uma realizagao do processo estocastico.

Os problemas envolvendo processos estocasticos sdo resolvidos em 4 etapas:

1. Coleta e organizagio de uma série temporal do processo estocastico;

ii. Selegdo de um modelo matematico para o broéesso estocastico;

iii. Estimativa dos parametros do modelo e teste do ajuste e adequagio do modelo;
iv. Utilizagdo do modelo ajustado para obtengao da resposta desejada. |

3.2.1 - Simulag¢iio Monte-Carlo

Ao se planejar ou operar um aproveitamento hidrico, segundo KELMAN (1987),
utiliza-se uma série historica como dado do modelo de simulagio e/ou otimizagao que
produza como saida uma grandeza relevante ao prOJeto A série historica € apenas uma
das possiveis realizagdes, ocorrida aleatoriamente segundo leis probabilisticas, dentre as
inimeras séries do fendmeno na natureza. Uma nova ocorrenua redundaria em uma
série diferente, porém igualmente provavel. Os modelos estocsticos tentam aproxuuar
este comportamento fazendo, artificialmente, tantas escolhas quanto forem necessarias
para o estudo do fenémeno enfocado. Cada escolha é associada a uma série de vazoes,

chamada de série sintética. Como essas séries sdo distintas entre si, é possivel que sejam



obtidos diferentes resultados provenientes das simulagoes. Sendo assim, podem-se
extrair, completamente, as informag¢des contidas na série historica e utiliza-las na
execugdo dos projetos por meio de séries geradas, segundo suas necessidades. O método
usado, neste caso, € denominado de Simula¢do Monte Carlo.

De acordo com MAASS et al.' apud BRAS & RODRIGUEZ-ITURBE (1985), a
geragdo sintética de séries hidrologicas (simulagdo Monte Carlo) foi popularizada nos
anos 60 através das pesquisas do Harvard Water Program. Vazodes sintéticas foram
usadas nos problemas de operagdo e projeto de reservatorios de sistemas hidricos de
bacias. O objetivo das simulagdes hidrologicas sintéticas € produzir um conjunto de
caracteristicas igualmente provaveis (tdo longas quanto necessario) que sdo
estatisticamente indistinguiveis dos dados historicos.

O método de simulagao Monte Carlo € muito usado para prever a operagao de
um sistema de recursos hidricos, quando as estruturas hidraulicas ja estdo
dimensionadas e os armazenamentos iniciais sdo dados pelas condigdes atuais do

sistema, além de ser aplicado em problemas mais complexos.

3.2.2 — Cadeias de Markov

Segundo GAMERMAN (1996), o conceito de dependéncia de Markov ¢é
imputado ao matematico russo Andrei Andreivich Markov que investigou, no inicio do
século XX, a alternancia entre as vogais € as consoantes existentes no poema “Onegin”
de Poeshkin. Markov desenvolveu um modelo probabilistico onde os resultados
sucessivos dos experimentos dependiam dos resultados antecedentes somente através de
seu predecessor. Esse modelo permitiu que seu criador obtivesse uma boa estimativa da
freqiéncia com que as consoantes apareciam no poema. Quase, simultaneamente,
segundo o autor, outro matematico, o francés Henri Poincaré, investigou sequiéncias de
variaveis aleatorias que na realidade sdo sequiéncias markovianas, entretanto ndo houve
a continuidade das investigagdes como fez Markov, recebendo este nome devido ao

reconhecimento.

'MAASS, A.; HUFSCHMIDT, R.; DORFMAN, R.; THOMAS, Ir. H. A; MARGLIN, S. A. & FAIR, G. M. (1962).
Design of Water Resource Systems. Cambridge, Mass.: Harvard Unity Press apud BRAS, R. & RODRIGUEZ-
ITURBE, L (1985). Random Functions and Hvdrology. EUA. Addison-Wesley Publishing Company.



As cadeias de Markov sdao processos estocasticos que pertencem a parte
dindmica da teoria das probabilidades onde se estuda uma colecio de variaveis

aleatorias sob o enfoque de sua interdependéncia e de seu comportamento limite.

3.2.2.1 — Simulacio via cadeias de Markov

Um processo markoviano € um processo cujo valor futuro da variavel aleatoria
depende do valor presente dessa mesma variavel. Quando esse processo assume um
namero finito ou infinito contavel de possiveis valores, entdo, esse processo recebe o
nome de Cadeia de Markov.

Nos processos markovianos existe uma matriz de probabilidade denominada
matriz de probabilidade de transigdo P{, Jj}, ou seja, se uma cadeia de Markov esta no
estado 7 no instante ¢ deve transitar para algum estado j no instante /+1 com esta
probabilidade /. Normalmente, utiliza-se o algoritmo de Metropolis-Hasting (M-H),

para simular uma trajetoria da cadeia de Markov, apresentado a seguir:

i) Condigao inicial qualquer: X, Contador: j— 1
ii) y~P(xja, y) — Gerar um candidato pertencente ao nicleo I’
iii) Verificar se o candidato gerado ¢é aceito entdo a transigdo sera realizada.
Gerar um n° aleatorio # ~ U[0,1]
Sew < afxp, y)
X1 =Y
caso contrario
Xj = Xj.1
fim

iv) Atualizar o contador j—jt1le repetir os passos ii e iil.

Onde U[0,1] ¢ um numero aleatorio com distribui¢do uniforme e o a

probabilidade de aceitagio do candidato gerado.

Quando a cadeia alcanga equilibrio, gera-se y ~ P (x:1,¥) e temos a(Xiy, y) = 1.

Ou seja, todo candidato ¢ aceito, assim, o algoritmo consiste simplesmente em:
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i) Condic¢ao inicial qualquer: xg; Contador: j — 1;
if) y~ P(xz1, ») — Gerar um candidato pertencente ao nucleo /7,
i) x; =y

f 2]

iv) Retornar aos passos (ii) e (iii) até a convergéncia.

GAMERMAN (1996) afirma que as cadeias de Markov abrem um grande leque
de possibilidades em simulagdo para problemas complexos onde simplesmente ndo ha

como aplicar os métodos convencionais.

3.2.3 — Modelos estocasticos

Os modelos utilizados para descrever séries temporais descrevem processos
estocasticos, isto €, processos controlados por leis probabilisticas. Para
KELMAN (1987), a utilizagdo do modelo estocastico de vazdes deve ser encarada
simplesmente como uma das maneiras de se manipular a informagio existente.
Nenhuma informagio é criada, a ndo ser a adogdo de hipoteses subjacentes ao modelo
estocastico.

A analise de séries temporais generalizada, segundo BOX & JENKIS (1976),
ndo parte da estrutura do modelo, mas sim do suporte (um tipo de modelo) que ajudara
na identificagio do modelo especifico descrevendo melhor o fendémeno. Os modelos sdo
expressos em termos de diversos componentes: tendéncia, periodicidade, memoria,
aleatoriedade, etc.

Entende-se por modelo de série o sistema modificador, ou filtro, que converte
uma seqiiéncia de variaveis aleatorias nao correlacionadas (normalmente distribuidas) a;
para uma seqiiéncia de variaveis correlacionadas Z. O operador representando o filtro
pode ser denominado como (B). A seqii€éncia de variaveis aleatorias néo

correlacionadas a, pode ser denominada como ruido branco (Figura 3.2).



Processo Alcatorio a, Série Temporal Z,
i Filtro Linear ‘¥(B) >

FIGURA 3.2 — Esquema do filtro linear agindo no ruido para criar uma série temporal
segundo BOX & JENKINS (1994).

BOX & JENKINS (1994) propuseram um algoritmo iterativo para identificar o

modelo, estimar os pardmetros e verificar o modelo (Figura 3.3).

Classe Geral dos Modelos Propostos

v

_ B Identificagio do Modelo para Maiores Andlises

v

Estimativa dos Parametros do Modelo

h 4

Diagnostico de checagem
(O modelo ¢ adequado?) .

l Nio Sim

Modelo usado para previsio e simulagiio

FIGURA 3.3 — Procedimento iterativo para construgdo do modelo segundo BOX &
JENKINS (1994).
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3.2.3.1 - Exemplos do uso dos modelos estocisticos

» Modelo para as vazdoes médias didrias

COIMBRA (1978) apresentou um modelo especifico para vazdes didrias de rios
intermitentes, no qual os eventos sdo considerados como a soma de dois componentes.
Um componente deterministico que € calculado pela equagdo de deplegio dos aqiiiferos
e um aleatorio, baseado em matrizes de probabilidades de transicdo de estados mensais
e diarios. A ordem markoviana do processo de dias com vazio igual ou maior que zero
€ de fundamental importancia para o modelo e é determinada por um método simples e
de grande aplicagdo em hidrologia. Na formulagdo do modelo foi imposto pelo autor um
processo markoviano mensal cujos estados indicam se em um determinado més ha ou
ndo-inpuf. Contudo foi necessaria também uma matriz markoviana diaria, pois
independentemente de haver, em um més qualquer, input ou ndo-input, isto nio implica
que este ocorra em todos os dias desse més As matrizes markovianas usadas mostraram
os periodos com maior probabilidade de ocorréncia dos eventos. A série sintética foi
gerada para 100 anos e suas caracteristicas comparadas com a das séries historicas.
COIMBRA (1978) analisou os resultados e concluiu que, para a série de vazdes do rio

Jaguaribe, o modelo proposto € adequado.

» Modelo conceitual markoviano para previsfo e geragiio de defliivios

OCCHIPINTI (1979) obteve um modelo conceitual chuva-deflivio, ndo-linear,
auto-regressivo (AR) do tipo markoviano no qual as precipitagdes sdo consideradas
insumos e os defluvios, respostas. O modelo conceitual multi-regressivo chuva-deflivio

usado pelo autor pode ser expresso pela seguinte formulagéo:

N N .
}}m,r = ZaHF.ZYJH—Z.Y +ZBTH,Z-YM*Z,?' +(]_R; }}ZBI’H,V (3‘ 1)
z=1 z=0
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onde:

— z série historica;

— Yyror © Xm-r s20 0s desvios padronizados dos logaritmos dos volumes mensais de
deflvios e precipitagdes;

— R, ¢ o coeficiente de regressio multipla,

—  g,, 6 uma variavel aleatoria normal (0, 1);

— Q- € Bu. sdo os coeficientes determinados por regressio multipla dos dados da
série historica;

_ méo indice referente a0 més do ano (m =1, 2,....., 12);

_ 7 é o indice referente ao ano da série acrescido de uma unidade a cada variagdo do

indice mde 1 a 12.

O modelo foi sintetizado na forma de um modelo com um pardmetro unico e trés
fungdes mostrando que a resposta (defliivios) poderia ser avaliada pelo produto de duas
funcdes; a fungdo persisténcia que € a média geométrica ponderada dos eventos
antecedentes chuva-deflivio, e a fungio forgante que € caracterizada pe[alprecipitaqﬁo
atual. De acordo com o autor, o modelo permite obter uma 6tima correlagao chuva-
defluvio e como conseqiiéncia avalia a consisténcia dos dados, estende as séries de
deflivios, gera precipitagdes como uUnicas variaveis aleatorias e a partir destas gera 0s
deflivios. O modelo geral possui a vantagem de poder ser aplicado em qualquer bacia,
em qualquer época e inclui outros modelos, como o_s_;marko'vi.an.os, etc.

Segundo OCCHIPINTI (1979), a__e_fjciénci; do modelo foi testada e comprovada
quando comparado com modelos markovianos auto-regressivos - AR (de ordem 1 e de
ordem superior) utilizando-se a mesma série historica de chuvas e de defluvios. O
modelo também apresenta um grau de determinagdo superior e uniforme ao longo do

ciclo anual quando comparado com outros modelos.

» Modelo estocdstico para vazdes mensais

A analise de intervengdo, segundo BOX & TIAO (1975), descrevendo as
mudangas no nivel médio de uma seqiiéncia devido as causas humanas ou naturais foi

estudado por GENOVEZ (1982) através de um tipo de fungao de transferéncia de Box-
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Jenkins em associa¢do com o modelo da componente aleatoria (modelo sazonal auto-
regressivo integrado multiplicativo de médias moveis — modelo SARIMA).

Trés diferentes modelos foram investigados com diferentes graus de
abrangéncia. Primeiro, houve a tentativa de se explicar vazdo através da intervengio
(urbanizagdo), das entradas (precipitagdio do més e do més anterior) e do modelo
SARIMA. Como os pardmetros estimados da componente de interven¢do ndo foram
significativos, GENOVEZ (1982) ajustou um outro modelo com entradas (precipitagiio
do més e do més anterior) e o0 modelo SARIMA, sem a componente de intervencgdo. Ja
para o terceiro modelo foi utilizado apenas a estrutura SARIMA para explicar as vazoes,
ou seja, sem a intervengdo e sem as entradas. Para os trés modelos, o autor sugeriu a
dessazonalizagdo dos dados antes de ajustar os modelos. De acordo com o critério de
informagdo de Akaike (AIC), o modelo com entradas é mais apropriado ja que este
fornece um valor menor para o critério AIC do que o modelo sem as entradas. Como a
maior vantagem do tipo de analise empregada, o autor aponta a possibilidade de
aproveitamento de toda extensdo das séries hidrologicas observadas, mesmo quando

ocorrem perturbagdes devido as atividades de desenvolvimento, na modelagdo estocastica.

» Maodelo para previsiio de vazio em tempo real

COSTA (1989) utilizou os modelos da familia ARIMAX visando a previsio de
vazOes em tempo real, sem levar em conta os termos de médias moveis (MA), porém,
dando énfase a participagio da variavel auto-regressiva (AR), varidveis exogenas
representadas pela letra X e diferengas de 1° ordem representadas pela letra 1. Um
modelo ARIMAX além de conter varidveis aleatorias do tipo Y, abrange variaveis
exogenas, como € o caso da chuva, em transformag¢do chuva-vazdo. A expressio

matematica de um modelo ARTMAX é dada da forma:

P q i

Z, :(Zaile +g:]_zbjgr—j _chxl"—k (3.2)
i=1 j=1 k=H

onde:

— Zr é uma transformada da variavel original ¥;;

— aj, b e ¢ sdo pardametros do modelo;
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— xpp €avariavel exogena e,
—  H éa defasagem inicial conveniente a variavel exogena,

— P, q 'y sao as ordens referentes as parcelas AR, MA e da variavel exogena.

Na eq.(3.2), a 1" parcela refere-se aos termos auto-regressivos, a 2" engloba os
termos média movel e a 3* envolve a variavel exogena x7. Nota-se, porem, que nao ¢
necessario incluir apenas uma tnica variavel exogena, outras podem ser incluidas.

As variaveis do tipo AR, utilizadas por COSTA (1989), sdo as vazoes na secao
de previsio, que é coincidente com a segéo de jusante de um trecho de rio previamente
escolhido. Ja as variaveis exogenas possuem duas origens: as vazoes sao observadas em
uma se¢iio de montante e as alturas médias de chuva que exercem maior influéncia nas
contribui¢oes laterais.

COSTA (1989) aplicou os modelos ARIMAX a 3 (trés) sub-bacias, 2 (duas)
situadas a montante e 1 (uma) a jusante do reservatorio de Americana, na bacia do rio
Piracicaba, estado de Sdo Paulo. Os coeficientes de correlagdo para as 3 (irés)
sub-bacias foram superiores a 95%, entre valores previstos e observados ao longo do
ano de 1982, adotando a hipétese de conhecimento antecipado, de um intervalo de

tempo, das alturas médias.

> Modelo estocastico para simulagio de vazdes didrias em bacias de

desenvolvimento elevado

KOTTEGODA et al. (1995) utilizaram um processo markoviano para periodos
secos e chuvosos na modelagdo de vazdes diarias. O objetivo principal foi simular
baixas vazoes em bacias com grande desenvolvimento, sujeitas & irrigagdo e outras
influéncias. A aproximagio considerada foi baseada no uso de seqiiéncias historicas de
descargas diarias do rio Po, localizado na Italia, para o desenvolvimento e calibragao do
modelo estocastico. As vazdes foram obtidas de medidas realizadas nas principais
estagdes do rio colaborando para um detalhado estudo das baixas vazoes.

Um gerador log-normal foi usado, por KOTTEGODA et al. (1998), para as
magnitudes de baixas vazdes, as quais sdo dependentes da duragdo de recessdo, mas

possuem baixa correlagdo serial. Um processo ARIMA foi adotado para simular a
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recessdo anterior no tempo entre uma baixa e uma elevada vazido. O estudo realizado
forneceu um procedimento alternativo para simulagdo de vazdes diarias com particular
referéncia aos eventos extremos minimos. De acordo com os autores, essa aproximagao
pode ser adaptada para as condi¢des peculiares de cada bacia.

As vantagens desse estudo, apontadas pelos autores, foram: a modelagio das
seqiiéncias de periodos chuvosos e secos tdo proximas quanto possiveis, modelagdo
realistica das baixas vazdes; simulagio do comportamento da recessdo usando-se
caracteristicas das recessOes observadas e também se impondo efeitos aleatorios

causados por varios processos de entrada e saida.

3.3 — Modelos estocasticos sazonais

As séries hidrologicas, geralmente, apresentam um comportamento periodico
(sazonal), como ilustra a Figura (3.4). Esse tipo de comportamento representa um caso

particular de ndo estacionariedade da série.
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FIGURAS 3.4 — Série de Vazdoes Médias Mensais da Usina Hidroelétrica Furnas de
Janeiro/1931 a Dezembro/1990
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Uma série temporal sazonal, geralmente, € representada por dois componentes,
um sazonal que pode ser considerado estocastico ou deterministico s e outro

estacionario z. Assim, a vazdo y, pode ser escrita como:

Yy, =8, +z, 3.4)

3.3.1 — Modelo com componente sazonal deterministico

Quando se considera a componente sazonal de uma série, esta pode ser
representada por uma fungdo deterministica periodica que se ajusta aos dados

utilizando-se uma série de Fourier. A componente sazonal pode entdo ser escrita como:

q
§, =0, + (o, cos2nft +P, sen 27f1) (3.5)
i=1
sendo:
| &
a, =5, com §, =— ) 3.6
0 TNA (3.6)
2 N
a, =—Zy, cos2zft (3.7
NS
2 &
B == ysen2z fi (3.8)
NG
onde:

— N é o niumero de observacdes da série,

-1

g= — quando N € impar ou g = % quando N ¢ par.
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A identificagio dos harmdnicos (f; = i/s, i = 1,2,...q), onde s € o periodo que
melhor representa s, ¢ a grande dificuldade desse método. Apos o ajuste do componente

sazonal da série, ¢ possivel isolar o componente estocastico estaciondrio:

zZ, =), 8 (3.9)

Dessa forma a série z pode ser modelada como um processo auto-regressivo de

médias moveis ARMA(p, q): ¢(B)z,~ §(B)a,. Assim, quando supomos a existéncia de um

componente sazonal deterministico, o modelo representativo completo da série sera

composto por duas equagoes:

Y, =35, -I-Z,

- (3.10)
#(B)z, =6(Ba,
A previsdo pode entdo ser feita por:
.j}r+h = ‘§r+h ia £r+h (3 1 1)

onde:

Vi € @ previsdo de y, para o instante /+5;

S,,; € 0 valor deterministico da fungéo s, no instante 1+h

t+h

Z,,, € a previsdo da componente estocastica z para o instante 71/ e ¢ dada por

t+h

Zn =2(z,,,11,), 1 conjunto das informagdes até o instante 1.

t+h

BOX & JENKINS (1994) mostram uma alternativa para ajustar e remover a
sazonalidade de séries de vazoes:
e Z r,m _l'll’ﬂ
=Jrm “m (3.12)

o d pu—
“tfr.m)
Gﬂl
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onde:
— Iy € Oy SA0 respectivamente a média e o desvio padrdo do més m (m=1, D i ks

— réoano(r=1,2,...,n),

|

11 é o nimero de anos de vazdes historicas €;

= lrom :S(f"]) +m.

A previsao, neste caso, para 0 tempo i+h é dada por:
yl(r,m) = /um +O-mzlfr.m) (3 13)

onde: r=n+1, nt2,.., m=1,2, .12 e a previsdo Z,,,), S€ obtém como antes, pelo

valor esperado condicional Z,, ). = E( Zyrmpn | 1 ).

3.3.2 — Modelo com componente sazonal estocastico

De acordo com BOX & JENKINS (1994), nas séries de vazoes, a natureza
sazonal se deve as condigdes climaticas e as estagdes do ano. Dessa forma, supde-se que
uma observacio para um determinado més deve estar correlacionada com as
observacdes do mesmo més de anos anteriores e com as vazoes de meses anteriores do
mesmo ano. O modelo do tipo auto-regressivo de médias moéveis sazonal

(SARMA(p, ¢)(P, Q)s) pode representar essa relacao:

D(B° )p,(B)y, =O(B )0,(B)a,m (3.14)

onde: cD(BS) e @(BS) sdo polindmios em B de graus P e Q, respectivamente e HB) e

&B) sdo polindmios de graus p € ¢, respectivamente.

3.3.3 — Modelo com parimetros periodicos

O modelo utilizado nesta pesquisa faz parte da classe de modelos auto-

regressivos (AR), porém levando-se em consideragio sua componente periodica. A



familia de modelos autoregressivos periodicos - PAR(p,) foi, originalmente,
introduzida por THOMAS & FIERING (1962) para modelagao e simulagio de séries de
vazoes mensais. De acordo com McLEOD (1992), o modelo PAR de ordens p,, pode ser

definido como:

Pn
Z.r(r,m) = ﬂm + Z ¢i.m (Z.r{r.m)—j - num—x' ) + ar(r.m)
P (3.15)

onde : rom)=p, +1

onde:

—  Z;sd0 as observagdes consecutivas de uma série temporal periddica com periodo s;

,J1s) € o indice de tempo que pode ser escrito como uma fungido do nimero
de anos 7 e o numero de meses m, ou seja, =, yy=(r-1)s + m;

— s € o periodo (por exemplo, se s = 12, a série possui periodo de 12 meses);

— n ¢ o comprimento da série;

— réoconjunto de todos os anos da série (r = 1,.......,n);

— m representa o numero de meses do ano (m = 1,......,).

—  Pm € aordem do modelo;

2
I 7o-mirm>0

n

— Ay € 0 ruido branco com N(0,7.' ) onde t

Se  p,=E(Zy, ) € Virmps) =CONZyymyZyrmy,;) €Xistem e dependem

somente de /., e m, a série Z, ¢ considerada correlacionada periodicamente ou
estacionaria periddica segundo GLADYSEV? apud McLEOD (1992). O autor observou
que se nao forem dependentes de m, a série torna-se uma série temporal estacionaria
com covaridncia ordinaria. Definidas a média f4.,) € autocovariancia y..y, 0 autor afirma que
o processo {Zyy,m, = 1,....,n; m=1,......s} é periodicamente estacionario com periodo s

se para dois niimeros j e k quaisquer:

- GLADYSEV. E. G., (1961) Periodically correlated random sequences. Sov. Math. Dokl 2. 385 - 388
apud McLEOD, A. I (1992). Diagnostic checking of periodic autoregressive models with
application. Journal of Time Series Analvsis vol. 15.n°2, p.221 - 233.
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ﬂr{ rom) = !ll(r,mh.t\' (3 16)

V.!( r.m)(j) = },f(r.m Hts(.]) (3 17)

2 . . A . ~
onde: 7,,,,(0)= 0, €avaridncia do processo no més m.

Utilizando as eq.(3.16) € (3.17) escreve-se a média e a fungfio de autocovaridncia

em termos de m para 0s seguintes casos:

i) r=1—>tgm=m e lq mirs=mtks

Aum = llmucs
2

I'HA;

V()= mess( )

F it (3.18)

g

ii) r£l > = (-stmtks =m+k’s e k’=r+k+1

!’lm = ;[m+k‘s
2
(o)

m

7::1(.]‘) = },mn:'s (J’)

O ks (3.19)

Os parimetros que variam de forma periédica no tempo serdo indexados apenas
pelo indice m, ou seja, o parametro se refere ao més do ano.
O modelo PAR(p,,) pode ser apresentado na forma de um modelo médias moéveis

(MA):

Zr(r.mj = #m * Z'}”Lmat(r.m)'f (320)
i=0

Onde os \’s podem ser calculados recursivamente usando a expressao:

Wr,m = ;{bj,mylf—j,m—j 2] (321)
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Wom=1 € ¥,»,=0 se i < 0. Uma condig¢do necessaria e suficiente para a estacionariedade

periddica é:

Z [r’/im < o 6] ’N = 1, ..... ,S (322)
i=0

3.3.4 — Alguns exemplos do uso dos modelos estocasticos sazonais

» Modelos niio-gaussianos multicomponentes (NGM) sua comparaciio com os

modelos periodicos auto-regressivos (PAR) para vazoes

O modelo nao-gaussiano multicomponente (NGM) para vazoes de VANDEWIELE
& DOM (1989) foi modificado por ESHETE & VANDEWIELE (1992) a fim de
facilitar a estimativa de maxima verossimilhanga. O modelo também foi generalizado de
modo que uma grande variedade de vazdes em uma diversidade de passos no tempo
pudesse ser modelado.A simulagdo € util na analise de projetos de deciso, visto que
previsdes foram empregadas em casos de controle real no tempo. A escolha da base
temporal do modelo (vazio anual, mensal, semanal), primeiramente, depende da
aplicaglio em estudo (prevengdo de enchentes, geragdo de energia elétrica, suprimento
de agua, melhoria das baixas vazdes) e na area da bacia. Como uma conseqiiéncia, ¢ qtil
ter uma variedade de modelos disponiveis, capazes de encontrar uma variedade
correspondente de exigéncias. Este modelo foi aplicado a duas bacias na Bélgica e na
Franga com diferentes areas, ambos em escala temporal mensal e semanal.

Os autores compararam a qualidade dos resultados da previsio e simulagdo
(especialmente simulagdo dos volumes de altas e baixas vazdes) com os modelos auto-
regressivos periodicos (PAR), os quais possuem um bom desempenho na previsio,
através do erro quadratico médio das previsdes. Neste caso os autores perceberam que
os modelos NGM geram resultados sempre melhores que os modelos PAR, isto ocorre
pelo fato dos modelos NGM, explicitamente, considerarem a presenga dos componentes
da vazdo tais como fluxo base e recessdo direta da vazdo, os quais sdo fendmenos bem

conhecidos dos hidrologos. O modelo PAR usa, exclusivamente, a auto-correlagio
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comum a qual ¢ simétrica no tempo e assim incapaz de explicar a assimetria de
repentinas variagdes do hidrograma.
Os modelos NGM nio foram investigados nesta pesquisa pela auséncia de

referéncias bibliograficas que dessem suporte a uma investigagao adequada.

» Processos auto-regressivos periodicos para modelagio de vazdes mensais

intermitentes

Diversas tentativas foram feitas no passado para modelagio de processos
hidrologicos tais como vazdes mensais em regioes secas. De acordo com CHEBAANE
et al (1995), um dos problemas cruciais na modelagio deste tipo de processo € o
tratamento da auséncia de vazdes. As vazOes mensais sdo, geralmente, processos nos
quais a média, a varidncia, coeficiente de assimetria e correlagio més a més variam
através do ano. Além disso, vazdes mensais em regides aridas e semi-aridas podem ser
intermitentes, por exemplo, o padrdo de vazio ¢ uma seqiiéncia alternada de valores
ndo-zeros e zeros. O processo de vazdo ndo-zero/zero ¢ altamente variavel com o
coeficiente elevado de variagdo e alto coeficiente de assimetria quando comparado a
vazdes mensais em regides umidas ou temperadas em rios perenes. Os modelos
desenvolvidos para regides umidas e temperadas ndo sdo de facil adaptagio para regides
aridas, conseqiientemente, o desenvolvimento de modelos especificos para vazoes
mensais, segundo os autores torna-se essencial.

Um modelo estocastico foi apresentado por CHEBAANE et al (1995), o qual
reproduz a percentagem de vazdes nulas em cada més, a média ¢ a varidncia mensal, e a
correlagdo més a més das vazdes intermitentes. O modelo considera o processo de vazao
intermitente mensal como um produto um processo binario discreto PDAR(1) e um
processo periédico continuo sendo ambos modelos auto-regressivos de primeira ordem.
A.estimativa dos pardmetros foi desenvolvida baseando-se no método dos momentos,
método de probabilidade de transigdo e método da maxima verossimilhanga. Os
probessos continuos dependentes, os quais representaram as magnitudes das ocorréncias
niio-zeros, foram descritos por um processo periddico de passo um. Para esta etapa, dois
tipos de modelos auto-regressivos foram usados: modelo AR(1) log-normal, denotado

como PAR; y e 0 modelo periodico gama AR(1) denotado PGAR.
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Ambos os modelos PDAR-PAR;x ¢ PDAR-PGAR justificam, explicitamente, a
variagdo sazonal de vazdes ndo-zeros e auto-covaridancia de passo um da
ocorréncia/ndo-ocorréncia de vazoes, bem como a média, varidncia, e auto-correlagdo
de passo um para processos intermitentes de vazdo. O modelo periodico
discreto-continuo proposto pelos autores pareceu ser util para modelagdo de processos

hidrologicos intermitentes sazonais dependentes.

» Modelo para previsiio de séries com caracteristicas sazonais

Os modelos para séries temporais do tipo auto-regressivo (AR) sdo bem
conhecidos e considerados adequados para modelar séries estacionarias. Todavia,
alguns conjuntos de dados ndo podem ser expressos por modelos AR estacionarios. Em
muitas situagdes praticas, encontramos séries temporais com um comportamento
sazonal. Tal comportamento ocorre quando ha similaridades na série apds s periodos ou
intervalos. HUTTER (1998) cita como exemplos de séries com caracteristicas sazonais,
a série formada pelo numero de passageiros em uma companhia aérea internacional, o
consumo de energia elétrica no setor industrial, a série de valores mensais de
concentra¢io de ozdnio (em partes por milhdo) e a série de vazdes médias mensais
(m*/s) que chegam ao reservatorio da Usina Hidroelétrica de Furnas.

Para as séries sazonais, onde o valor observado no instante 7 esta correlacionado
com os valores passados no instante 7-s € mais adequado ajustar um modelo cujos
pardmetros também variam de uma forma periodica do que um modelo com parametros
constantes para todos os meses. Estas séries sio ditas periodicamente estacionarias
quando a correlagdo entre os meses varia de forma periddica. Dentro da classe de
modelos periddicos, a autora considera os modelo auto-regressivos periddicos (PAR).

Um modelo PAR pode ser representado pela equagao abaixo:

~ Pn ~
err,m) = Z¢i,mzt(r.m)—i +ar(r,m) (323)
i=l

onde:

— A(r,m) 2 pyt]
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~ ng’r,m} o ﬂm ..
- Z, ~=——— representa a série temporal Z

rm)

«r.m) Dadronizada,

m
—  Hm € ¢ S0 as fungdes periddicas com periodo s que representam respectivamente a
média e os coeficientes do modelo para cada més;

- ayrm € o ruido gaussiano com as seguintes propriedades:

E(al(r.m)) = 0
< .
T,, J=0
Elay. =@ 0. =7 ¥ 3.24
(= ) 0, j#0 (3.24)
onde t,' =ol, 7, >0

HUTTER (1998) estabeleceu as metodologias classica e bayesiana para analise
de séries temporais periodicas. Na analise bayesiana, a autora, considerou trés
alternativas de fungdes de distribuigdo de densidades a priori para os pardmetros.
Através da densidade preditiva o melhor modelo foi escolhido e previsdes um passo a
frente de valores futuros de séries foram realizadas, usando-se dados da simulagio
Monte Carlo em Cadeia Markov (MCMC).

As técnicas bayesianas foram empregadas como uma alternativa para reduzir o
esforgo computacional, no calculo das estimativas de maxima verossimilhanga, e tem
por finalidade a obtengdo de resultados mais precisos que a analise de verossimilhanga,
ou seja, obtengdo de estimativas melhores, ja que nos casos de séries temporais
geralmente temos amostras pequenas para ajuste de modelos PAR.

O método proposto por HUTTER (1998) ¢ ilustrado por duas séries estacionarias
geradas e duas séries sazonais geradas. Os resultados apresentados mostraram que
técnicas de simulagdo em MCMC foram bastante apropriadas para a analise de dados de
séries temporais, quando se trabalha com séries periddicas onde muitos pardmetros
estdo envolvidos e as inferéncias usuais baseadas na estimagdo de maxima
verossimilhanga ndo sdo viaveis. Segundo a autora, os resultados obtidos com os
estimadores de maxima verossimilhanga se mostraram equivalentes aos obtidos pela
simulagio MCMC, além disso, o uso do algoritmo do amostrador de Gibbs e
Metropolis-Hasting é de simples implementagdo e ndo exigem conhecimentos

computacionais sofisticados.
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3.4 — Métodos “classicos” para determinacio dos parimetros do

modelo

Existem diferentes métodos para estimar os parimetros dos modelos para séries
temporais, entre o métodos considerados classicos estdio o método dos momentos, o
método dos minimos quadrados e o método de méaxima verossimilhanga. Uma breve
exposicdo desses métodos sera apresentada, porém, os métodos utilizados nesta
pesquisa sdo os métodos de maxima verossimilhanga e bayesiano, este Gltimo serd

apresentado posteriormente.

3.4.1 — Método dos momentos

De acordo com OLIVEIRA (1998), a determinagdo das funcdes de
autocorrelagdo (FAC) e auto correlagdo periodica (FACP) fornecem uma estimativa
inicial dos pardmetros de um modelo AR(p) através da relagdo dessas fungdes e a
equacdo de Yule-Walker, assim sendo os estimadores obtidos sdo denominados
estimadores por método dos momentos. Segundo o autor este procedimento,
geralmente, ndo apresenta boa precisdo nas estimativas dos pardmetros ¢’s quando o
modelo estd proximo das fronteiras da regiio de estacionariedade no espago dos
parametros (BOX et al., 1994). Considerando Z=(Z,,....,Zy) um conjunto de observagdes

de uma série temporal {Z,, 1>0} supostamente estacionaria. A estimativa da FAC ¢é dada

por:
c,
r, =-* (3.25)
CU
Onde:
I N-k
¢, =—— S (Z, - iXZ,., - 3.26
TNk J::l( /”X k Ju) ( )
1 X 7
1 =— " 3.27
H N3 ( )
]
¢y = kZ(F’ -8 (3.28)
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A estimativa dos pardmetros pelo método dos momentos nao ¢ mais simples,
segundo SALAS et al. (1988), do que a estimativa por outros métodos, entretanto,
freqiientemente, as estimativas dos momentos sdo usadas como uma aproximag¢do

inicial para estimativa dos pardmetros por outros métodos.

3.4.2 — Método dos minimos quadrados

Outro método usado para determinagio dos parametros do modelo, segundo
SALAS et al. (1988), ¢ o método dos minimos quadrados. Os autores descrevem o

método da seguinte maneira: considerando que o modelo de uma série temporal

L T — , @1, ey @) + a;, onde @y, ... , ¢ sdo os parametros do

modelo e a; é o residuo ou erro da série o qual tem média zero. O método de estimativa

dos minimos quadrados ¢ baseado na determinagdo das estimativas dos parametros

ys......p,de modo que a soma das diferengas dos quadrados entre os valores

observados ¥, e calculados pelo modelo X, = f(x, ,........ B ,;5},), =1,.....,N,

-

respectivamente, € minimizado. Isso € reeeey® devem ser escolhidos de modo a
> 1 P

minimizar o residual:

N N

zaf :g('\_'l ﬁ'fz)l - 2['—.r _.f(fl—l’ """""" Jél!""'ép)]z B3l

t=1

Para encontrar o minimo da soma na eq.(3.31) todas as derivadas parciais da

~

soma em relagdo & ¢,......,¢, devem ser iguais a zero. Isto ¢

N 2 2

N

6‘z,‘,(fr—j‘:r) aZ(fr _}r)

=0, =0
op, op,,

(3.32)
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Estas p equagdes com p incognitas devem ser resolvidas simultaneamente para
obteng@o das estimativas dos pardmetros ¢........6, do modelo. Estas estimativas sdo

eficientes quando certas condigdes sao satisfeitas segundo YEVJEVICH (1972a).

Considerando o modelo da série temporal x; = ¢ X, , ta; onde a média de ¥, é

zero, a média de «; ¢ também zero e a varidncia o’ de @, é considerada conhecida.

Pode-se determinar a estimativa dos minimos quadrados do pardmetro ¢, baseando-se

na série amostrada X,,X,....x, . A soma dos quadrados dos erros na eq.(3.32) ¢ dada

por:

2

Z”:z :i(“_‘: _étfr—!) (3.33)

E a derivada parcial da soma em relagio a ¢, é:

~
(9]

O,

Z(f: _él 'Fl—t)l = 22("—‘: - 551 '\—‘l—l}f - (ﬁ fr—l) (3.34)

Igualando a zero e resolvendo para ¢, tem-se:

_ 25X,

é = S22 (3.35)

Observa-se que nas expressdes acima o somatorio varia de /=2 a 1=N.

3.4.3 — Func¢io maxima de verossimilhanca

Considerando a observagdo z como o resultado de um experimento qualquer de

uma variavel Z que pode ser discreta ou continua e € caracterizada por uma distribuigio
de probabilidade pertencente a familia 3 de distribui¢des, especificada com um nimero
finito de parametros @=(g,,...., ¢,) , geralmente, desconhecidos. Seja flz, ¢) a fungio de
probabilidade ou densidade de Z dado ¢ e @ (denominado de espago paramétrico) é o

conjunto dos valores possiveis para o vetor ¢.



A teoria da probabilidade trata do problema da distribui¢do da variavel Z quando
esta é completamente definida, ou seja, todos os parametros ¢ sio conhecidos.
Entretanto, se a distribuigio da variavel Z ndo estiver completamente definida e
supondo que a sua distribuigio pertenga a familia J, o problema passa a ser de
inferéncia estatistica. O objetivo €, entdo, a partir das observagdes de z, ter alguma
informagio sobre a distribui¢ao de Z ou, equivalentemente, sobre uma hipotese expressa
através de ¢.

A funcio de verossimilhanga pode ser definida como sendo proporcional a
distribui¢do de probabilidade conjunta das realizagdes de Z, a menos de uma constante
de proporcionalidade positiva dependente dos dados de z, mas ndo do parametro ¢. De
forma geral, este parametro é considerado igual a 1. A verossimilhanga ¢ interpretada,
como fungdo do vetor de parametros para um conjunto fixo de dados, e tem por
finalidade medir o quanto aqueles dados suportam uma hipotese sobre ¢.

Obviamente, escolhe-se a familia I antes de se trabalhar com a verossimilhanga.
Esta escolha pode ser feita por intui¢do, por principios genéricos ou baseada em
experimentacgdes anteriores. Neste sentido, ela informa a ordem natural, de preferéncia,
entre as diversas possibilidades de ¢. E necessario, porém, salientar que ndo ¢ possivel
comparar diferentes hipoteses sobre ¢ se elas forem baseadas em conjunto de dados
distintos. A fun¢iio de verossimilhanga pode ser escrita de forma genérica da seguinte

maneira:

L(¢)= M2, Zi9) (3.36)

Verossimilhanga e probabilidade sdo conceitos fundamentalmente distintos, ja
que as hipoteses sobre ¢ ndo podem ser tratadas como se fossem resultados de
experimentos. Nos conceitos de probabilidade, os resultados da experimentagdo sdo
variaveis supondo a hipotese sobre ¢ constante, enquanto que para a verossimilhanga os
resultados do experimento (os dados) sdo fixados como constantes e as possibilidades
de ¢ so as variaveis.

FISHER (1921) propds a nogdo de verossimilhanga como um método de
estimagdio e como critério para comparar duas hipoteses rivais a serem testadas. O

método de maxima verossimilhanga ndo contradiz os fatos (representados pelos dados)
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observados e permite escolher o valor do pardmetro que fornece uma chance mais
provavel para que os fatos ocorram novamente. Para a estimativa de ¢y (valor
verdadeiro do pardmetro) ¢ necessario escolher o vetor de pardmetros que maximiza a

fungdo de verossimilhanga no dominio @. Logo, a estimativa de maxima
verossimilhanga (EMV) de ¢ ¢é o vetor ¢ que maximiza o L(¢) en @ A EMV de ¢
desempenha um papel central na inferéncia paramétrica de grandes amostras.
Geralmente, no processo de maximizagao, trabalha-se com o logaritmo natural de L(¢)
dado por ((p)=logL(#). Para determinagio dos estimadores de maxima
verossimilhanga (EMV) basta calcular as derivadas parciais de £(¢) em relagio aos

pardmetros ¢,......,¢, igualadas a zero sao:

e _ .

g,

¢
................ " og

(3.37)

P

Entdo, a solugdo da eq.(3.37) apresenta as estimativas de maxima
verossimilhanga para os pardmetros ¢i,...,@#. Os estimadores de maxima

verossimilhanga sdo assintoticamente eficientes.

3.4.3.1 — Exemplos do uso do método de méaxima verossimilhanga na determinacéo

dos parimetros do modelo

» Estimativa da maxima verossimilhan¢ca para modelos periddicos

auto-regressivos de médias moveis

Segundo VECCHIA (1985) ha muitas séries temporais peridédicas que nio
podem ser filtradas ou padronizadas para obtengdo da estacionariedade de 2* ordem,
devido ao fato da estrutura de correlagio dessas séries dependerem do periodo. A classe

de modelos considerada util e analisada, pelo autor, € a classe de modelos periédicos
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auto-regressivos de média movel (PARMA) que sdo uma extensio dos modelos
auto-regressivos de média movel (ARMA) levando em conta os parametros periodicos.

A estimativa da maxima verossimilhanga para o processo PARMA foi utilizada
por VECCHIA (1985). Uma aproximagdo computacional simples para a fungdo de
verossimilhanga exata para processos PARMA foi desenvolvida e um algoritmo foi
apresentado para obtengdo da estimativa aproximada da maxima verossimilhanga dos
pardmetros do modelo.

O modelo PARMAg(p, ¢) pode ser representado da seguinte forma:

i P
Z.f(n.nu _;q}k(m)zf(n.m)—k zaff'n,ml _;gk(m}zlr nn)k (338)

onde:

— Z,representa a série de vazoes;

— n(n=0, #1,...) representa o ano da série;

— m(m=1, 2,...,s) representa o nimero do intervalo dentro do periodo s (por exemplo,
meses do ano), .

— p, g representam a ordem do modelo PARMA.

O modelo PARMA (3.38), também, pode ser expresso em termos de um modelo
ARMA multivariado para estimativa da maxima verossimilhanga segundo HILLMER &
TIAO (1979). Entretanto, as dificuldades computacionais associadas com tal
aproximagio sdo excessivas quando comparadas com a aproximagao usada pelo autor,
especialmente, quando s ¢ maior que p e g.

O primeiro passo na obtengdo dos estimadores de maxima verossimilhanga (EMV)
dos pardmetros na eq.(3.38) ¢ escrever a fungio de verossimilhanga na forma que €
facilmente avaliada. Fazendo Z = [z), za,... ,zns/ , @ fungéo de verossimilhanga de Z para

o modelo apresentado na eq.(3.38) pode ser expressa como:

1(Z)=(21) ? |53 exp{[— %]z'z' z} (3.39)



onde: ¥ = cov(Z) ¢ uma fungao dos parametros sazonais. A verossimilhanca dada na
€q.(3.39) possui duas grandes dificuldades. Primeira, o calculo de X é uma dificil tarefa,
e segunda, a dimensdo de X aumenta com #, fazendo o calculo de seu inverso e de seu
determinante ter um alto custo computacional. Para solucionar estes problemas o autor
considera o caso de p=0 para a determinag¢io da fun¢do de méaxima verossimilhanga
exata. Quando calculada a verossimilhanga aproximada para as dltimas ns-p
observagdes em Z considera-se p>0 e observam-se as primeiras p-observagdes como
sendo fixas, dessa maneira a maxima verossimilhanga ¢ facilmente avaliada e
interpretada.

O algoritmo proposto para a estimativa da maxima verossimilhanga aproximada
dos parametros do modelo ¢ direto e facilmente executado. As simulagdes mostram que
um melhor desempenho ocorreu para modelo PARMA(1, 1). VECCHIA (1985) sugere
que mais pesquisas precisam ser realizadas antes de serem apresentadas conclusdes
gerais para modelos de ordem elevada. O algoritmo foi testado e seus resultados
comparados com as estimativas dos momentos. A aplicabilidade da técnica é
demonstrada através de uma série de vazdes do Rio Caroni na Venezuela e os resultados

encontrados por VECCHIA (1985) sdo sensivelmente melhores.

» Aplicagiio da simulag¢iio Monte Carlo com cadeia Markov (MCMC) na

estimaciio da maxima verossimilhanca para processos AR(p) e MA(q)

ANDRADE FILHO & MIZOI (1998) propuseram o uso de algoritmos de
simulagio Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC), mais especificamente, o
algoritmo Amostrador de Gibbs (CASELLA & GEORGE, 1992) e o algoritmo de
Metropolis-Hasting (CHIB & GREENBERG, 1995) para o célculo das estimativas dos
pardmetros dos processos AR(p) e MA(g) pelo método de maxima verossimilhanga. Os
parametros dos modelos foram interpretados como variaveis aleatérias cuja densidade
de probabilidade tem como nucleo a fungdo de verossimilhanga do modelo. Os
algoritmos de simulagdo MCMC foram usados para gerar uma amostra dos pardmetros
e, a estimativa de maxima verossimilhanga desses parametros foi tomada como sendo a

moda da amostra gerada.



As séries usadas foram geradas por modelos AR(2) ¢ MA(2). Para os modelos
AR(2), os resultados foram comparados com os obtidos através de métodos numeéricos
(estimativa dos minimos quadrado, aproximagao das estimativas de maxima
verossimilhanca (BOX et al., 1994)) e pelo método ARMLE (MILLER, 1995). Para os
modelos MA(2), os métodos numéricos usados na comparagio foram as estimativas de
maxima verossimilhanga condicional e maxima verossimilhanga incondicional (BOX
et al., 1994). ANDRADE FILHO & MIZOI (1998) mostraram que o uso dos algoritmos
MCMC, para o calculo dos EMV em modelos do tipo AR(p) € vidvel, pois dispensa as
simplificagdes necessarias quando usados métodos numéricos. Ja para os modelos do
tipo MA(g), o cilculo das estimativas de maxima verossimilhanga apresenta a vantagem
de estimar de forma mais precisa os pardmetros do modelo. Quando comparados os
resultado obtidos usando os algoritmos de simulagio MCMC com aqueles obtidos por
métodos numéricos, os resultados mostram que as estimativas via MCMC sdo proximas
daquelas obtidas pelos outros métodos, no caso de modelos AR(p). Para os modelos
MA(q), a diferenga entre as estimativas do pardmetro @ mostraram-se um pouco
maiores, mas com resultados muito satisfatorios. Entretanto, para os modelos MA(g), o
custo computacional torna-se elevado quando usados os algoritmos MCMC devido a
necessidade de se operar com matrizes muito grandes, fazendo com que os algoritmos
fiquem mais lentos que os demais. Os autores, também, citam que as vantagens dos
métodos numéricos diminuem a medida que a discretizagio do intervalo de variagdo dos
parimetros nestes métodos aumenta e esta discretizagdo também afeta a precisdo desses

dados.

3.5 — Inferéncia bayesiana

3.5.1 - Natureza da inferéncia bayesiana

As opinides a respeito do valor do teorema de Bayes, de acordo com BOX &
TIAO (1992), como uma base para a inferéncia estatistica tem oscilado entre aceita¢do e
rejei¢io desde sua publicagdo em 1763. Durante muitos anos, quando se pensava que
argumentos alternativos forneciam um suporte satisfatorio para a inferéncia bayesiana,

os resultados obtidos eram vistos, muitas vezes, com condescendéncia, como um



interessante, mas erroneo esfor¢o para solucionar problemas importantes. Quando,
posteriormente, encontrou-se argumentos, inicialmente, desapercebidos acompanhando
as alternativas, o interesse foi reacendido. O modo bayesiano de pensamento, em muitas
ocasides esquecido, ergueu-se, com vigor e de acordo com os autores, trés fatores

adicionais podem esclarecer esse reavivamento:

1) Os trabalhos de varios autores, embora nem sempre direcionados a esse fim,

ajudaram a esclarecer e superar algumas das dificuldades filosoficas e praticas;

ii) Enquanto outras teorias de inferéncia produziam solugdes viaveis em casos onde
hipoteses especiais, tais como normalidade e independéncia de erros, podiam ser
realizadas; em outros casos, particularmente, onde nio existiam estatisticas suficientes,
as solugdes eram, freqiientemente, insatisfatorias e confusas. Embora seja verdadeiro
que estas hipoteses especiais cubram um niimero de situagdes de interesse cientifico,
seria indtil fingir que o conjunto dos problemas estatisticos cuja solugdo tenha sido ou
viria a ser necessaria ao pesquisador coincida com o conjunto dos problemas e desta
maneira tratado de forma conveniente. A obtengdo dos dados €, muitas vezes,
dispendiosa quando comparada com a analise. E razoavel, entdo, que esses dados sejam
analisados sob diferentes pontos de vista. Na selegdo dos pontos de vista, os métodos
bayesianos permitem que uma énfase maior seja dada ao interesse cientifico e uma

énfase menor a conveniéncia matematica;

iii) As solugdes viaveis baseadas nas hipoteses especiais tornaram-se populares por
outra razdo — elas eram faceis de computar. Esta consideragiio, porém, tem menor forga
hoje em dia, pois a calculadora de mesa ndio é mais considerada como um “instrumento
poderoso” na execu¢do da analise estatistica. Com o surgimento dos computadores, o
tempo computacional gasto na busca de cada solucéo foi reduzido e um nimero maior

de analises pode ser realizado.

Segundo BOX & TIAO (1992), a teoria da inferéncia bayesiana os pardmetros
de um modelo s3o considerados variaveis aleatorias, para os quais temos alguma

informag@o a priori, resumida na densidade de probabilidade a priori, a qual expressa a
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incerteza sobre estes parametros. Essa distribui¢do desempenha um importante papel na
analise bayesiana.

As aplicagdes do teorema de Bayes, discutida por BOX & TIAO (1992) sdo
exemplos da inferéncia estatistica, embora esta seja somente uma etapa de projeto e
analise, usada na iterag@o investigatoria, todavia ¢ uma importante etapa.

Entre diferentes sistemas de inferéncia estatistica existentes que derivam do
teorema de Bayes, os autores acreditam que este teorema podera ter propriedades as
quais o fario, de maneira particularmente apropriada, tornar-se um importante

instrumento na investigagao cientifica.

3.5.2 — Analise bayesiana e a hidrologia

BERGER (1995) afirma que o precursor do uso da idéia bayesiana na hidrologia
foi o pesquisador Jacques Bernier e ¢ devido a importdncia de seu trabalho que o
método bayesiano tem permeado as ciéncias hidrologicas.

Segundo o autor, o suporte para a idéia bayesiana é conceitual e pratico: o
procedimento bayesiana fornece uma estrutura coerente que facilita a analise de
problemas de decisdo sobre incertezas (BERGER, 1985). As criticas relativas aos

métodos bayesianos estdo centradas em trés aspectos:

- Computacionais: A implementagdo do suporte bayesiano muitas vezes aponta para
as dificuldades dos problemas computacionais. Como uma conseqiiéncia, a
implementago ¢é, algumas vezes, questionada numa tentativa de chamar atengao para
modelos muito simplificados ou para empreender uma analise ndo bayesiana. O
desenvolvimento recente dos métodos MCMC e outras ferramentas computacionais
bayesianas tém ultrapassado estas criticas, levando em consideragdo uma modelagao

mais realistica (e tipicamente complexa);

- Imprecisio: E, freqiientemente, apontado que o suporte bayesiano demanda precisao
excessiva nos julgamentos do decisor, particularmente, quanto a especificagdo da
distribui¢io a priori. O autor recorda que o suporte bayesiano é normativo. Quando
aplicado, este suporte serve como um guia para agir sob a incerteza. Portanto, em

estagios anteriores de uma anélise, o modelo pode nfo ser capaz de produzir
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informagdes precisas (prioris, modelo, utilidade). Para esclarecer este fato, métodos
bayesianos robustos tém sido desenvolvidos. Esses métodos consistem em empreender
uma familia de andlises bayesianas e as suas conclusdes em razdes comuns. Se ha
também muita discrepéancia, as ferramentas bayesianas robustas sugerem como resolvé-

las, guiando-as a elucidagio,

- Descritiva: Algumas vezes, discute-se que decisores atuais ndo confirmam os
postulados bayesianos. ALLAIS® apud BERGER (1998) em seu trabalho mostra que
muitos estudos experimentais tém apontado que muitos decisores violam os postulados
bayesianos em tarefas desassistidas o que sugere fragilidade do procedimento bayesiano
como uma teoria descritiva. Alguns autores interpretam e tratam o assunto com status
normativo, embora tal interpretacdo nio carregue nenhuma forga logica. Segundo RIOS
INSUA" apud BERGER (1998), em muitos casos, novas teorias tém surgido tentando

aperfeigoar, de modo geral, a analise bayesiana sob um ponto de vista descritivo.

3.5.3 — Operaciio bayesiana

Na operagio bayesiana, de acordo com PEREIRA & VIANA (1982), a incerteza
¢ descrita probabilisticamente. Dessa forma, a receita bayesiana € simples: para o
calculo de uma quantidade desconhecida ¢ de interesse (pardmetro), a partir de valores
passados /1, sio calculadas as probabilidades condicionais dessa quantidade ¢, por meio
de regras de probabilidade. Observa-se que se / representa o conhecimento de ¢ até
determinado momento, no instante seguinte devera conter também as informacgdes
adicionais adquiridas naquele momento. O objetivo da inferéncia bayesiana € estudar as formas com
as quais os resultados experimentais, adicionados a // alteram a probabilidade de ¢, dado H. Para

ilustrar a operag@o bayesiana, os autores propuseram o esquema abaixo (Figura 3.6):

SALLAIS, M. (1953). Le comportement de I’homme rational devant le risque: critique des postulats ct
axiomes de I'école Américaine. Econometrica, 21, p. 503-546 apud BERGER, J. O. (1998). Recent
developments in Bayesian inference with appplications in hydrology. In: Statistica and bayesian
methods in hydrological sciences. Ed IHP-V Technical Documents in Hydrology n 20, UNESCO,
Paris, Cap 3. p.43-61.

‘RIOS INSUA, D. (1994). Ambiguity, imprecision and scnsitivy in Decision Theory, in Puri and
Vilaplana (cds). New Progress in Probability and Statistics, SVP apud BERGER. J. O. (1998).
Recent developmenis in Bayesian inference with appplications in hydrology. In: Statistica and
bayesian methods in hydrological sciences. Ed IHP-V Technical Documents in Hvdrology n 20.
UNESCO, Paris, Cap 3. p.43-61.
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Y
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FIGURA 3.5 — Diagrama ilustrativo da operagao bayesiana PEREIRA & VIANA (1982)

3.5.4 — Teorema de Bayes

E uma das relagdes mais utilizadas que faz uso da probabilidade condicional.

Esse teorema afirma que:

P(E2|E1)P(EL)

i P(E2E1)P(EL) (3.40)

I1=1

P(EL|E2) =

Onde a probabilidade do evento /22 pode ser calculada conhecendo-se as probabilidades

condicionadas P(F2|[1,) e P(I:1,) para i=1,....n, como:

P(E2) = ]J[UE2 mEl,J =Y P(E2nEL,)
i=1 i=1

) (3.41)
P(E2) = P(E2

i=1

E1)P(EL)
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3.5.5 — Sele¢iio do modelo bayesiano

O procedimento bayesiano para sele¢do do modelo inicia-se pela designacio das
probabilidades para cada modelo a ser investigado, freqiientemente, sio utilizadas
probabilidades a priori iguais. E, também, necessario escolher distribuicdes a priori
para os parametros desconhecidos de cada modelo. Tipicamente, seleciona-se o modelo
ou modelos com a maior probabilidade a posteriori.

Segundo BERGER (1998), a mais evidente vantagem do procedimento
bayesiano € a simplicidade da interpretagdo das respostas, até mesmo aquelas pessoas
com conhecimento estatistico basico podem, facilmente, interpretar as conclusdes das
probabilidades a posteriori. A segunda vantagem é a consisténcia, de certo modo,
quando se obtém mais e mais dados, estd garantida a selecio do modelo mais
apropriado ou do modelo proximo do modelo mais apropriado entre todos os
escolhidos. Os métodos classicos, tipicamente, falham neste critério minimo,
usualmente, pelos modelos selecionados que sdo muito complexos quando ha uma
grande quantidade de dados. A terceira vantagem, apresentada pelo autor, da sele¢io do
modelo bayesiano € que se pode incluir a incerteza no modelo. Além das vantagens
anteriormente apresentadas, ainda existe a possibilidade da selecio do modelo
bayesiano de ser aplicado na comparagdo de diversos modelos e aplicado muito
genericamente; estes modelos ndo precisam pertencer a familia padrio e nem estar

agrupados.

3.5.6 — Método bayesiano e técnicas de simulagio

BERGER (1998) afirma que sdo duas as dificuldades na implementagio do
modelo bayesiano: a escolha da distribuigdo a priori e a computagio do modelo
escolhido. Porém, a escolha da distribui¢do a priori é considerada o maior problema.

Este pode, bem, ser o caso em que o conhecimento subjetivo sobre os
pérﬁmetros desconhecidos € avaliado e pode ser incorporado a subjetividade propria das
densidades a prioris para estes parametros. Isto é, claramente, desejavel se puder ser
realizado. Freqiientemente, entretanto, os parametros podem, ser super dimensionados e

a obtengo subjetiva de todas as prioris pode ser impossivel.



43

3.5.6.1 — Computaciio bayesiana

Algumas ferramentas computacionais recentes tém permitido a aplicagdo de
métodos bayesianos para modelos de alta complexidade e ndo padronizados. Na
verdade, para modelos mais complicados, a analise bayesiana tenha, talvez, se tornado o
mais simples, e freqiientemente o Gnico, método de analise (BERGER, 1998).

O método de analise bayesiano possui algumas limitagdes nas aplicagdes quando
se trata da resolugdo de integrais bayesianas para obtengdo de distribuigdes marginais
que sdo muitas vezes de dificil solugdo analitica e que acabam exigindo o uso de
métodos de aproximagdo de integrais como, por exemplo, o método de Laplace.
Recentemente, porém, tém sido utilizadas com sucesso as técnicas de simulagdo
baseadas na técnica de simulagao Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) como o
Amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hasting (M-H) (CHIB &
GREEENBERG, 1995). A convergéncia desses algoritmos pode ser verificada,
informalmente, por meio de métodos graficos, quantitativos ou qualitativos e, também,
formalmente, por varios métodos propostos na literatura. O critério comumente usado €

o critério proposto por GELMAN & RUBIN (1992).

3.5.7 — Exemplos do uso do método bayesiano em hidrologia

Nesta parte do trabalho, apresentam-se alguns exemplos do uso do método
bayesiano aplicado a hidrologia de modo a mostrar a viabilidade de tal ferramenta nas

ciéncias hidrologicas.

» Modelo bayesiano de processos de previsiio de vaziio

KRZYSZTOFOWICZ (1983), para encontrar decisdes Otimas para previsoes de
vazio de rios ou para avaliar o desempenho econémico de tais previsoes, desenvolveu
um modelo do processo resposta-previsdo de vazdes. Um dos componentes desse
modelo seguiu uma lei estocastica A que governa o estado de transi¢ao do processo de
previsdo de vazdo. O processo A foi conceituado como uma cadeia markoviana discreta
no tempo, finita, de duragdo aleatoria, bivariada. As fungdes ndo-estacionarias de

transi¢do de probabilidade foram obtidas via procedimento bayesiano.
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Os procedimentos de decisdo bayesianos justificaram nfio somente a incerteza da
previsdo, mas em contraste com outros procedimentos, eles asseguraram um lucro na
previsdo temporal real ndo importando qudo grande era a incerteza na previsao. Esta
vantagem do procedimento bayesiano foi elucidada teoricamente e numericamente por
KRZYSZTOFOWICZ (1983a). Do ponto de vista metodologico, o autor estende este
estudo para um procedimento bayesiano de um processo markoviano com duas
ramificagdes e embutidos em um algoritmo de programagio dindmica que soluciona um
problema de decisdio sequencial. Além disso, oferece uma aproximacgio (também no
espirito bayesiano) para fungdes de verossimilhanga bivariada para torna-las mais
amenas para avaliagdes praticas. Além da vantagem apresentada acima, o autor cita
também como vantagens: primeiro, permite que se explore todos os registros de dados
relevantes que foram tipicamente muito mais longos para o processo da inundagido do
que para o processo da previsdo e segundo, realga a implementagdo do modelo para
oferecer aproximagoes para as fungdes bivariadas de transigio de probabilidade as quais

requerem a estimativa de somente fungdes univariadas.

» Método bayesiano para estimativa de vazdes extremas em periodos de seca

Um método para estimativa regional de vazdes extremas em periodo de seca foi
apresentado por MADSEN & ROSBJERG (1995). A modelagdo local foi baseada no
método de séries de duragdo parcial (SDP) e assumiu-se que a ocorréncia de secas
poderia se descrita por meio de um processo de Poisson e a magnitude das secas e
déficit de volumes seguem uma distribuigdo exponencial generalizada (DEG). Os
autores relacionaram os pardmetros do modelo as caracteristicas da bacia (fisiograficas,
meteorologicas, entre outras) utilizando técnicas de regressio de minimos quadrados
que consideram os erros amostrais e dependéncia entre locais. As propriedades
regionais dos parametros do modelo foram usadas como informagdes a priori no
procedimento bayesiano que tornou possivel a estimativa de eventos de 7-anos em
locais sem postos de medida. Ja em locais com medigdo a procedimento bayesiano
forneceu um esquema de atualizagdo para combinar as informagdes a priori e as
informagdes locais especificas.

O modelo de estimativa de vazdes em periodos de seca foi aplicado a 11 (onze)

conjuntos de dados de vazdes do rio Danish com periodos de observagdo de 60 a 77



-
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anos. MADSEN & ROSBIJERG (1995) observaram que para a duragao dos periodos de
seca a DEG forneceu um ajuste apropriado, visto que uma auséncia de ajuste ¢
verificada na calda da distribui¢do para o déficit de volume em um numero significativo
de estagdes e concluiram que neste aspecto mais pesquisas precisam ser realizadas.
Entretanto, algumas conclusdes preliminares puderam ser esbogadas. A correlagdo
interlocal observada foi relativamente grande implicando que um severo periodo de seca
possui uma grande cobertura regional na Dinamarca. Para todos os parametros DEG,
exceto o pardmetro de forma do déficit de volume, as equagdes de regressdo regional
foram formuladas. Para o parAmetro de forma do déficit de volume um modelo de
médias regional que implica em um valor constante do pardmetro na regido foi
considerado adequado. A comparagdo entre os procedimentos de estimagio dos eventos
de T-anos revelou que o procedimento bayesiano regional foi superior a estimativa
baseada somente nos dados locais. Além disso, a procedimento bayesiano fornece um
procedimento de estimativas para locais sem medigdo os quais sdo muito importantes

para a avaliagdo geral dos periodos de secas regionais.

» Modelos auto-regressivos para variac¢io de regimes de escoamento de LU &

BERLINER (1999)

LU & BERLINER (1999) consideraram uma classe de modelos dindmicos
bayesianos que envolvem variagdes entre regimes de escoamento. Este modelo ¢ uma
combinagio de trés modelos auto-regressivos, os quais sdo ajustados para os estados
normal, de acréscimo e redugdo no processo de escoamento. O modelo para variagdo
entre regimes ¢ dado por uma cadeia de Markov em trés estados, onde as probabilidades
de transi¢do sio modeladas tendo por base os valores passados dos escoamentos e das
séries de dados de alturas pluviométricas.

Os modelos formulados sdo analisados usando-se um procedimento bayesiano e
o amostrador de Gibbs para a simulagdo Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC).
Neste exemplo, os autores, utilizaram trés modelos auto-regressivos de ordem 1 (isto ¢,
dado o regime, somente Y., entra no modelo para Y)), onde sdo definidas variaveis
indicadoras {/;} para cada regime em estudo: para /=0 tem-se a representagdo para o
regime normal, /=1 indica um sobressalto ou acréscimo no periodo de escoamento, e

[=2 denota o periodo de restabelecimento ou diminuigdo do regime. Para o regime onde
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ha acréscimo do escoamento (/=1), os autores incluiram valores passados de .Y no
modelo de regressio.
Os modelos markovianos para a variagio entre os regimes de escoamento,

utilizando-se de um procedimento bayesiano sdo dadas por:

Pal(l)=D(n,, +Mp Y, + Mg X,y ) (3.43)
Pull)= D, M X,, ) (3.44)
Pn(l)= @(m,, TNt ) (3.45)

onde: ®(z) denota a fun¢io de distribui¢io de uma variavel aleatoria normal padrao Z,
isto €, ®(z) é a probabilidade de Z ser menos que z. Especificagdes destes trés
valores de p completam o modelo devido # existéncia de zeros na Tabela 3.2. Os

outros trés valores sdo obtidos pela subtragdo, por exemplo, Poo(t)=1-poi(t).

No modelo markoviano para a variagdo entre regimes de escoamento, a
probabilidade condicional para /, depende somente dos valores passados de /.;. A
probabilidade de se fazer a transigio de um estado para outro € denotada pelos pj
apresentada na Tabela 3.1. Observa-se que o padrdo de zeros (po;=pio=p»=0) que
aparece na matriz de transigfio, neste exemplo, reflete as defini¢des dos regimes

realizadas por LU & BERLINER (1999).

TABELA 3.1 - Matriz das probabilidades de transi¢do para o processo de Markov dos
periodos indicados

I
I 0 1 2
0 Poo Po 0
| 0 P11 P12
2 P20 0 P2
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Para os autores, uma importante aplicagdo de uma analise de série temporal € a
previsio de valores futuros. No problema de escoamento apresentado por eles, foi
desenvolvido um procedimento para incorporar novos dados de precipitagdo. De acordo

com os autores, 0 modelo produziu resultados razoaveis.

» Estimativa paramétrica via estatistica bayesiana e simulagiio Monte Carlo de

BARRETO & ANDRADE (2000)

BARRETO & ANDRADE (2000) propuseram uma abordagem bayesiana e o
uso de simulagdo Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) para a estimativa dos
pardmetros de modelos estocasticos auto-regressivos de ordem p - AR(p), e compararam
os resultados obtidos com aqueles calculados pelo método de maxima verossimilhanga
(MV). De acordo com os autores, a diferenga entre os métodos € o tratamento dado ao
pardmetro ¢ do modelo. No método de MV, o pardmetro é tratado como uma constante
enquanto a abordagem bayesiana entende o pardmetro como uma variavel aleatoria que
obedece a uma determinada distribuigdo de probabilidade. Conforme se viu nos itens
anteriores, o processo de inferéncia bayesiana requer a especificagio de uma densidade
de probabilidade a priori que reflete o conhecimento prévio a respeito da distribuigio do
parametro em questdo.

Inicialmente, foi determinada a ordem p do modelo AR que melhor representa a série
temporal observada. Dentre os critérios mais utilizados para a sele¢gdo do modelo estéo
os critérios AIC (AKAIKE, 1974) e BIC (SCHWARZ, 1978), os métodos baseados na
densidade preditiva a posferiori e utilizando o fator de Bayes. Os autores avaliaram os
resultados por estes métodos e observaram o modelo AR(2) era o mais indicado. Em
seguida, os autores utilizaram a simulagio MCMC para estimar dos pardmetros do
modelo, através da geragdo de uma amostra de onde se obteve inferéncias a cerca dos
pardmetros, e analisar a robustez do estimador bayesiano. Os pardmetros calculados
pelo método bayesiano e MV foram usados para se fazer a previsdo de valores futuros,
calculados 12 passos a frente.

BARRETO & ANDRADE (2000) escolheram a série de vazdoes médias mensais
afluentes ao reservatorio de Furnas no periodo de janeiro de 1960 a dezembro de 1990

para analise, na tentativa de melhorar a previsio e conseqiientemente, ajudar na solugdo
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dos problemas de planejamento da operagdo do sistema energético visando as tomadas
de decisdo que resultem na operagdo otima do sistema. Os resultados obtidos, pelos
autores, mostraram que o desempenho da técnica bayesiana ¢ ligeiramente melhor do
que o dos métodos classicos e que o uso da estatistica bayesiana e das técnicas de
simulagio MCMC tornaram o processo de estimagdo paramétrica mais flexivel e

poderoso quando comparado com os métodos classicos.

» Procedimento estocaistico para o problema de controle de vazio

ANDRADE et al. (2001) propuseram a jun¢do do modelo estocastico com
conceitos de analise da confiabilidade para melhorar as estimativas para o volume de
prote¢ao que podem ser alocados no reservatorio para controlar uma onda de cheia.
Neste procedimento, a vazido de entrada que alcanga o reservatorio durante uma cheia
foi considerada sendo uma carga, e a capacidade do reservatorio para controlar esta
cheia foi considerado como a resisténcia que o reservatorio oferece contra a propagagéo
da cheia. Neste estudo a carga e a resisténcia sio modeladas como um processo de
difusdo estocastico, e o volume de protegio foi determinado via formula de Ito. Neste
cenario, uma formula explicita para o risco de falha foi derivado.

A inferéncia do parametro foi realizada pelo procedimento bayesiano para uma
versao discreta no tempo da carga, e as estimativas foram obtidas usando-se os
algoritmos de simulagdo Monte-Carlo em Cadeia Markov (MCMC) e Amostrador de
Gibbs cuja convergéncia foi monitorada usando-se o Critério de Convergéncia de

Gelman-Rubin. Neste caso o niimero considerado de iteragbes foi suficiente para a
convergéncia aproximada se a escala potencial estimada de redugiio for +/R <1,1. Os

estimadores de maxima verossimilhanga foram usados na comparagdo. Os dados
utilizados compreendem nove anos de vazoes didrias de entrada durante os periodos de
cheia (novembro a maio) que chegam a Hidroelétrica de Xavantes no sudeste do Brasil.
Quando comparados os métodos bayesiano e de maxima verosimilhanga pode-se
observar, segundo os autores, que mesmo sendo o volume de protegao alocado pelo
método bayesiano tenha sido sensivelmente maior do que aquele alocado pela

estimativa de maxima verossimilhanga; o método bayesiano foi mais significativo para
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o numero de dias de falha, certamente devido ao excelente uso dos volumes utilizados

obtidos por meio do método bayesiano.

3.6 — Métodos para sele¢ciio do modelo

A sele¢do da ordem do modelo ¢ uma das etapas importantes para a analise das
séries temporais, pois através dessa selegdo pode-se escolher o modelo matematico mats
parcimonioso para a séric em estudo. A identificagdo da ordem do modelo mais
adequando consiste na determinagdo do valor de p, ou seja, do nimero de termos a
serem considerados em um modelo auto-regressivo. Caso haja a escolha de um valor
pequeno de p, pode-se ter uma representagdo inadequada da série, por outro lado, a
escolha de um valor elevado pode levar a um alto grau de complexidade do modelo, o
que ¢ desnecessario, além de que, em alguns casos, pode ocorrer uma representagao
inadequada para o conjunto de dados. Varios sdo os métodos apresentados na literatura,
tanto para o enfoque classico quanto para o bayesiano e um breve resumo destes

métodos é apresentado a seguir.

3.6.1 - Determinacio da funciio de autocorrelagio parcial periodica — PeFACP

A investigagio das propriedades seqiienciais de uma série pela analise da
autocorrelagdo ¢ uma técnica da estatistica classica. E usada para determinagdo da
dependéncia linear entre valores sucessivos do processo em instantes distintos. A fungéo
de autocorrelagdo periodica (PeFAC) indica graficamente a presenga de correlagdes

periodicas entre os meses e pode ser apresentada da seguinte forma:

. 7 (7))
PulJ)= s
(v

1/ 3.46
707 (0))2 (3.46)

sendo 7 ’s as covaridncias estimadas.



Os valores das PeFAC’s podem ser apresentados em um grafico que relaciona as
PeFAC’s e os passos significativos (lags).

Apos detectar a presenga da correlagdo periodica, um modelo PAR(p,,)
adequado pode ser selecionado pela fungao de autocorrelagio parcial periddica
(PeFACP) ¢, que determina graficamente a ordem do modelo ou por algum critério de
informagao.

No caso em que for utilizado a PeFACP para identificagdo da ordem p,, do
modelo, a mesma ¢ determinada pelo passo no qual a PeFACP amostrada é cortada. A

equagdo geral representativa da PeFACP pode ser escrita como:

pm(.j) = ¢1.m‘pm(.’i - l) + ;él.mpm (] - 2) to + ¢pwmpm (] - pm) ] > 0 347)

Denota-se por ¢, 0 i-ésimo coeficiente de um modelo PAR(p,,) para m-ésimo més, de tal modo
que @omm seja o ultimo coeficiente. A PeFACP serd calculada pela eq.(3.47) fazendo-se

J=Lyeeeeey P para obtengfio de um conjunto de equagdes denominado equagdes de Yule Walker

dadas por:
Pou(1)=¢ 0 & P (1) i &, il Ba—1)
Pul(2) =0 Pu(1)F Py + e, b Bl Py =2)
: (3.48)
Pl P ) =GP Py — 1)+ P D0y =2 )+ i +9, .

Obtendo-se uma estimativa dos coeficientes ¢,,, do modelo PAR(p,,) e substituindo as
PeFAC p,(j) por suas estimativas y.(j). A eq.(3.48) pode também ser escrita na forma

matricial como segue:
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1 Pu(1) = pul(Py=1) | bin Pull)
P,,,(U 1 e pm(pm - 2) ¢2.m prn(z)

(3.49)

pm([)m - l) pm(pm —2) e ] ¢P,-,.m’ pm(I)m)

O pardmetro @y, ¢ denominado de fungdo de autocorrelagio parcial periodica.
Na pratica utilizam-se seus valores estimados.

A variancia estimada para as PeFACP’s € dada por:

Var($,, )= % (3.50)

-

Para um valor de » grande e supondo que o processo ¢ PAR(p,), o pardmetro ¢,

nm
possui distribuigdo aproximadamente normal com média zero e variancia calculada pela

eq.(4.13), de modo que o intervalo de confianga ¢ dado por:

« 3
IC=¢,, +— (3.51)
H

3.6.2 — Critério do erro de predicio finito - FPE

AKAIKE (1969) desenvolveu o Critério do Erro de Predi¢do Finito (FPE) para
selegdo da ordem (identificagdo) de modelos auto-regressiva. Esse critério € definido
como sendo a predigdo do erro de uma realizagio independente do modelo ajustado e ¢
apresentado como:
otk

FPE =g,
“n—k

(3.52)



onded; ¢ o estimador de maxima verossimilhanga de o, n 0 tamanho da série e k=1,

2,...p onde £ € o passo (lag) e p ¢ a ordem do modelo. O menor valor para FPE indica a

melhor ordem do modelo.

3.6.3 — Critério de informaciio de Akaike - AIC

Segundo McLEOD (1992), um critério bem conhecido é o Critério de
Informagdo de Akaike (AIC) desenvolvido por AKAIKE (1974, 1977°). O critério AIC

é dado por:

AIC = m(éz)ﬁﬁwze (3.53)
n

onde: M = p+1 denota o nimero de pardmetros estimados no modelo incluindo o termo

) . C ~ . . .
constante; 6~ denota a estimativa de o* pela fun¢io de maxima verossimilhanca,

1 € o tamanho da série.

Por este método, o modelo escolhido sera aquele que minimizard a

expressdo (3.53).

3.6.4 — Critério de Hanna-Quinn — HQ

O critério AIC ¢ um exemplo do critério informagio generalizado (CIG) o qual
minimiza a expressio CIG =log(c’)+Cp/T. Para o critério AIC, C=2. Um
estimador consistente pode ser obtido pela recolocagdo de C como sendo uma funcio de
decréscimo de 7' tal que Cp/T tende a zero quando 7T tende ao infinito, onde 7 é o
namero de observagdes avaliadas. HANNAH & QUINN (1979) provaram que um
limite menor na razio de acréscimo de Cp ¢ log(T). O critério de Hanna-Quinn pode ser

escrito como:

* AKAIKE, H. (1977). In entropy maximization principle. Proceedings of the Symposium on Application
of Statistics (ed. P. R. Krishnaiah). Amsterdam: North Holland apud McLEOD, A. 1. (1992)
Diagnostic checking of periodic autoregressive models with application. Jowrnal of Time Series
Analvsis vol. 15, n°2, p.221-233,
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HQ =(logT)7" LSS (3:54)
onde LSS ¢ a soma residual dos quadrados.

3.6.5 — Critério de Schwarz

SCHWARZ (1978) forneceu um critério no qual ¢ um procedimento para uma
grande amostra para a razao de probabilidade a posteriori dos modelos considerados. O

critério do autor € baseado na minimizagao de:

BIC = Iog(crz)wL(lo—g}T)ﬁ (3.55)

De acordo com os resultados de HANNA & QUINN (1979), este critério tem a
propriedade de uma forte consisténcia. SNEEK® apud ENGLE & BROWN (1986)
verificou que o critério de Schwarz possui um desempenho melhor do que o critério
AIC na selegdo da ordem correta de um modelo ARMA, especialmente se houver uma

grande diferenga entre os modelos competidores.

3.6.6 — Critério de Shibata

SHIBATA (1981) desenvolveu um critério para a sele¢cio das variaveis de
regressdo Otimas (assintoticamente) sob uma hipotese de que o nimero de variaveis
possiveis € infinito ou aumenta com o tamanho da amostra. Esse critério pode ser

escrito como:

SHIBATA = (1 + %JESS (3.56)

® SNEEK, J. M. (1984). Modelling procedures fore univariate economic time scries. Free University
Press. Amsterdam apud ENGLE, R. F.; BROWN, §. J. (1986). Model Selection for Forecasting,
Applied Mathematics and Computation 20: 313-327.



3.6.7 — Densidade preditiva ordenada

A selegdo do melhor modelo pode também ser realizada através do enfoque
bayesiano, dentre as técnicas utilizadas esta aquela que utiliza as densidades preditivas
ordenadas (GELMAN et al., 1995). E consiste na determinagiio da densidade preditiva
ordenada para uma observagio Z’”"b dada a série (Z,, ..., Zn, ..., Zn: 5..), o parametro ¢ e 7,

¢ dada por:

G = f{Z

Zpia ) [[ rlexp{- ;(7 - fsé,-Z,,fH) }f (. d|2)dpdr  G.57)
¢ i1

onde f(¢,717) € a densidade a posteriori para os pardmetros ¢ e 7, e M, é 0 modelo que

Yo
. . AM : - .
esta sendo avaliado. Calcula-se C™7 =[] C}f,y para cada modelo M, e seleciona-se o
k=1

modelo que maximiza esse produto (ANDRADE & BARRETO, 1999).

3.6.8 — Fator de Bayes

Uma outra forma de determinagdo da ordem, segundo ANDRADE FILHO
(2001), do modelo via teoria bayesiana ¢ através do fator de Bayes que pode ser

definido da seguinte maneira:

5 - PZIM,)
¥ PIZJM,-) (3.58)

sendo p(Z|M,) o fator de normalizagio dada por:
P(ZIM,)=[[L(Z|pt.M ,)p(pT| M, )dgdr (3.59)
¢r

Onde p(¢,1M,) € a densidade a priori e L(Z|¢, 7, M,) é a fungdo de verossimilhanga.



Os valores para analise do fator de Bayes, segundo KASS & RAFTERY (1995).
estio reunidos na Tabela 3.2, onde HO ¢ a hipotese nula que afirma se um modelo ¢

melhor que o modelo na hipotese alternativa H1 e By, significa a razdo entre o modelo

HI e modelo HO (H1/HO).

TABELA 3.2 — Tabela de referéncia do fator de Bayes

Log 10 (B1o) Bio Evidéncia contra HO
0a0,5 1a32 Nio-Significativos
0,5al 32al0 Substancial

la2 10a 100 Forte
B2 > 100 Decisivo

Nos capitulos seguintes serdo apresentados a metodologia empregada nesta

pesquisa e os resultados gerados por esta.






4 - METODOLOGIA

Neste capitulo € apresentada a metodologia usada na investigagao dos modelos
auto-regressivos periodicos (PAR) sob o enfoque classico (método de verossimilhanga)

e bayesiano.

4.1 — Modelo periddico auto-regressivo — PAR

4.1.1 - Apresentacio do modelo

A familia de modelos autoregressivos periodicos - PAR(p,,) escolhida para ser
investigada foi introduzida por THOMAS & FIERING (1962) para modelagio e
simulag@o de séries de vazdes mensais. A equagdo (3.15) representa o modelo PAR de

ordem p,,.

4.1.2 — Identificacfio do modelo PAR

Segundo McLEOD (1991), uma forte componente sazonal bem como uma alta
variabilidade sazonal dos dados sdo evidentes nas séries temporais, o que pode ser
observado quando plotamos os dados de vazdo versus periodo (meses). A presenga de
correlagbes periddicas nas séries temporais pode, freqiientemente, ser indicada pelo
exame do grafico de dispersdo, onde os dados plotados mostram a correlagdo periddica.
Os graficos de dispersdo serdio apresentados da seguinte forma: janeiro versus fevereiro,
fevereiro versus margo,......... , novembro versus dezembro. Dessa maneira pretende-se

mostrar, graficamente, a existéncia de correlagdo periddica entre os meses.
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4.1.2.1 - Determinacio da funcfio de autocorrelacio — PeFAC

A investigagdo das propriedades seqiienciais de uma série pela analise da
autocorrelagdo ¢ uma técnica da estatistica classica. E usada para determinagdo da
dependéncia linear entre valores sucessivos do processo em instantes distintos. A fungio
de autocorrelagao periddica (PeFAC) indica, graficamente, a presenga de correlagdes
periddicas entre os meses. Os valores das PeFAC’s podem ser plotados em um gréfico
que relaciona as PeFAC’s e os passos significativos (lags). A anélise dos graficos das
PeFAC’s foi realizada para identificar o tipo de modelo que melhor representaria a série
e, em seguida, selecionar o niimero de pardmetros que melhor se adequar a esse modelo
usando os critérios de sele¢ao do modelo. Quando observados os graficos, pode-se notar
que para os modelos do tipo auto-regressivo periodico, as PeFAC’s possuem
caracteristicas especificas para este tipo de modelo, ou seja, possuem sua fungio de
autocorrelagdo com extensdo infinita, consistindo-se de quedas exponenciais e/ou
ondas. Entretanto deve-se salientar que cada tipo de modelo possui a sua PeFAC com

caracteristicas especificas em fungdo dos mesmos.

4.2 - Selecio do modelo

4.2.1 — Critérios de informaciio

A selegdo de um modelo PAR(p,,) adequado pode ser realizada pela fungio de
autocorrelagdo parcial periodica (PeFACP) que identifica graficamente a ordem do
modelo. Entretanto, optou-se por determinar a ordem do modelo pelos critérios de
selegdo apresentados nas equagdes (4.1) e(4.2), a partir dai, estimar os valores dos
parametros pelos métodos de maxima verossimilhanga e estimador bayesiano.

A identificagfio da ordem do modelo consiste na determinagio do valor de Pm, OU
seja, do nimero adequado de pardmetros a serem considerados em um modelo. Uma
escolha inconveniente de p,, pode gerar uma representagao inadequada da série ou um
alto grau de complexidade do modelo, o que ¢ desnecessario, além de ocorrer, em
alguns casos, uma representagao errénea do conjunto de dados. Os critérios de selegdo

do modelo vém ajudar na escolha do modelo visando atender ao critério de parcimdnia
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de Box (BOX et al., 1994). Um modelo mais parcimonioso € aquele que tem o menor
numero possivel de parametros e menor variancia dos residuos.

Além da PeFACP que determina a ordem do modelo a partir da interpretagdo de
graficos, uma outra maneira de selecionar o modelo mais parcimonioso é o uso dos
critérios de informagao, como, por exemplo, o Critério de Informagdo de Akaike (AIC)
ou Critério de Informagao Bayesiano (BIC), detalhados no Capitulo 3.

Os modelos que fornecem um menor valor para os critérios de informagéo sdo os
preferidos e os valores AIC e BIC sdao comparados entre varios modelos como base para
a sele¢do. Como o critério BIC impde maior penalidade para o nimero de pardmetros
do modelo estimado do que o AIC, o uso do menor valor de BIC para a selegdo do
modelo podera resultar sempre na escolha do modelo no qual o nimero de parametros é
menor que aquele escolhido pelo AIC. Uma desvantagem desta aproximagdo € que
varios modelos deverdo ser estimados pela fungdo de maxima verossimilhanga o que
demanda elevado tempo computacional.

Para os modelos PAR, os critérios de selecio do modelo podem ser rescritos

cOomo:

AIC = ln(c};)Jr% 4.1)

m

onde: ¢ denota a estimativa de 6 pela fungdo de méaxima verossimilhanga, M=p,,+1

¢ o nimero de pardmetros do modelo e #,, € o tamanho da série para cada més.

Para os modelos PAR, o critério BIC pode se fatorado para obten¢do de um
critério separado para cada periodo. A ordem do modelo é escolhida a partir da analise

desses critérios e uma ordem para a série € inferida. Assim:

: I
BIC=Y'BIC, onde BIC, =—Iné: +m (") (42)

m=1 H

m
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onde: 7, denota a estimativa da variancia, A/=p,+1 é o numero de parimetros do

modelo, incluindo o termo constante, € 1,, € o tamanho da série para cada més.

4.3 - Estimativa dos parametros do modelo

Existem diferentes métodos para estimar os pardmetros dos modelos
auto-regressivos, entre eles estdo os métodos dos momentos, dos minimos quadrados e
de maxima verossimilhanga (BOX et al., 1994). Atualmente, os métodos bayesianos
tem sido investigados como uma alternativa na analise e inferéncia de modelos de séries
temporais. Optou-se por usar, aqui, os métodos de maxima verossimilhanga e bayesiano

na analise e determinagdo dos pardmetros de séries de vazdes mensais.
4.3.1 — Método classico — Estimadores de maxima verossimilhanca

4.3.1.1 — Determinac¢io da fun¢io de verossimilhanca

A familia de distribuigdes escolhida € a distribuigdo normal, que é a mais
importante da estatistica, segundo CORDEIRO (1992), face s suas iniimeras aplica¢des
€ por constituir uma aproximagao razoavel para um grande numero de distribui¢des de
interesse, além de ser uma das distribuigdes mais faceis de se trabalhar
matematicamente.

Rescrevendo a eq.(3.15) para o modelo PAR em termos de ay;, .y, tem-se:
P
al(r.m) :Zl(r.m) _Zgéi.rnzr(r,nl}:" f(f‘,”l)z pm +1 (43)
i=1

Z n zl‘('r,mi - l‘rm
Lirm) = 2
onde; ¥ o2

m

f=i(rm)=(r—-1)s+m
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A fungio de densidade de probabilidade (fdp) conjunta dos ay;.,,y para cada més € dada por:

Sl @y | P70 ) = ﬂr'”mp{ 2 azm)}

a & )7 expd — Y2
m( lfrl)‘ 2 ) H !{ 2 t(rl) (44)
T
f.(a tra2) | Dy, 7, ) = HTIM exp {_?arz(r.u)}
r=2

Pode-se escrever a eq.(4.4) de forma geral:

-fm(af(f-"lj I q)rH'Tm) = H 1/2 exp{ 2 lzfr m)} (45)

r=2

A fdp pode ser escrita como uma fungio de Z:

\ 2
n- [ C
Lm(‘zml m’T )_T( pm)"ze\ - [Z( t(rm) Z¢lm( 1(1—;71}—;)]] (46)

2

Escrevendo a eq.(4.6) na forma matricial tem-se:

n (Cbm 2 J’H | Z ) { . pn) exp( = (Z /Yﬂi G)ﬂl )’ (Zﬂi - IYIH d)m ]} (4' 7)

sendo:

S+m

m

A (4.8)

Z

(n-1js+m
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“s+m-l Zsom—l Zsm_l

_ ZZs-t—m—I Zznm—z e 2s+m
X, = . . (4.9)

Z(n—l)s+n1- 1 (n-1)s+m-2 rm-1ps el
¢I,m
5 = ¢Z,m
q m £ (4 10)
¢pl"!""

Para o modelo PAR em estudo, a fungio de verossimilhanga é o produto das

fungdes (eq.4.7) para todos os meses e é apresentada em sua forma matricial:

12 .
Lm(q yonnens :q:i 20500 #12 | Zm) * H{E{’:’*}’m)/ 2 BX‘{—%(ZM _"qu)m) (Zm - ’\rmq)m)]} (4 if )

m=1

]

sendo:cbl:(aﬁl’l, ..... ’¢Pm)’ .......... (Dlz(¢|2’l, ..... ,¢p1212), o vetor de parametros

associado aos pardmetros ¢’s para cada més.

Os calculos serdo feitos usando-se somente a eq.(4.7) pela possibilidade de

assumir a independéncia entre parametros, o que resulta em se trabalhar com uma

fungdo para cada més.



4.3.1.2 — Estimadores de maxima verossimilhanca - EMV

Os valores que maximizam a eq.(4.7) sdo denominados de estimadores de
maxima verosimilhanga (EMV) e sdo obtidos usando-se o logaritmo natural da eq.(4.7)

e as suas derivadas parciais em fun¢io dos parametros @e 7:

Cn(®P,,7, 1 Z,) o fog{r,(,f‘""'" e exp(— Tz'" z,-x,0,)(z, - quam)D (4.12)

Os EMV’s @, e 7, podem ser determinados pelas expressdes abaixo:

-~ L} —1 L]
gpAr.u = ("Ym /Ym) ("sz m) (4' 13)
n 1 s\ A
T = T(Zm - "Ymd)m ) (Z m “Ym(pm) (4- 14)
m
A estimativa de Z é dada por:  Z w=X, D, (4.15)

4.3.2 — Método bayesiano

Nesta etapa apresenta-se a analise bayesiana para estimativa dos parametros dos
modelos autoregressivos periodicos (PAR) para séries temporais hidrologicas. Na teoria
da inferéncia bayesiana, os pardmetros de um modelo sio considerados variaveis
aleatorias, para os quais temos alguma informacio a priori, resumida na densidade de
probabilidade @ priori que expressa a incerteza sobre estes parimetros e a densidade a
posteriori mostra a distribuigdo da variavel aleatoria ¢ apos as variaveis terem sido
observadas. A metodologia empregada para a analise bayesisana teve por base o
trabalho de HUTTER (1998), entretanto algumas modificages foram necessarias para a

determinagao dos estimadores bayesianos.
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4.3.2.1 — Priori nio-informativa de Jeffreys

A inferéncia bayesiana para os modelos PAR inicia-se pela escolha da densidade
a priori que pode ser definida como a densidade de probabilidade que permite
incorporar conhecimento prévio sobre os pardmetros do modelo. Entretanto, quando ndo
ha informagdes sobre os pardmetros, utiliza-se uma priori ndo-informativa. Neste
trabalho foi usada a priori nio-informativa de Jeffreys (BOX & TTAO, 1992). Supondo

a independéncia dos parametros, encontra-se uma densidade a priori conjunta dada por:

1
ﬁO(q)mvrm)ocﬁ'[m >0 (4-]6)
m
4.3.2.1.1 - Densidade a posteriori conjunta para os parimetros ¢, € Ty,

A fungao densidade a posteriori n(®,, %) € obtida pela combinagio da eq.(4.6)

e aeq.(4.16). A densidade a posteriori conjunta é dada por:

(@, 7 17, Yo T,E""?ﬁ)“ e.\.‘p{— oz, -x,0,)(z, -x.o )]} (4.17)

2

onde n,, ¢ o nimero de anos para um determinado més.

Integrando a eq.(4.17) em relagfio aos parimetros @, e 7, obtém-se as

densidades marginais e condicionais para esses parimetros: onde (@, 7,1Z,) tem

m?

distribui¢do normal-gama, ou seja 7, (@, | Tp>Zyy) possui distribuigio Normal e

Tr( Tﬂ] I @

"

»Z,,) possui distribuigio Gama.
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A densidade a posteriori para o pardmetro 7, € dada por:

F(Tm | Zm ) = -[ﬁ o e J‘?TP’m (¢m } Tm ; Zm )d¢ln‘ d¢ph.m (4 1 8)
' Op,
[nn;pn J" r '
nl, | Z,)oe 1 | epi-e Vz,-x0,)z,-x,0, )|do (@19
D(a,, )
A
et
plas
7 \
'Lnﬂ-rpn ]—l T i ' ) “_'r/;!lzg"‘ o (’,/‘ J
e Z)ers ) el -2z, -2.0 02, 2.0 G
~ I EX[){* Lo [(qjm o (i?m )J (X'm 7‘({]m )((pm - (f)m )]}d®m (420)
E(q’n J 2 )

2 |
r" |

Observa-se que o pardmetro 7, possui uma densidade a posterior

G(””a(”m _pm/zﬁbnr) onde by = (Zm - 7:m )'(Zm - 2»1 )/2 '
O estimador bayesiano de 17, € dado por:

Tpm =(N, — P,,,)[(Z,,, = Zﬂ,,, ) (Z,,, = ém )]1, n, >>2p._ (4.21)

Var(r, | Z,)=2(n — p., )[(zm -2)@, -2, )T (4.22)
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A densidade a posteriori para o pardmetro @,, ¢ dada por:

e8]
ﬁ"’((pm IZm) - g) H’”((pm,TM IZm Jdrm (4.23)

nm 7 ])m

7] 1
7 (D |Z o Ir 2 {exp{—&,:(@) ) )(X X j(d) — )}} +
m' " m Som 3 m m m-om)\m o m
+ exp{[(Z % } (Z =¥ )}}}
m m/Nm Tm

(4.24)

onde: a, = 3%’ (4.25)
B m- El:((pm _@m) (Xmej(@m B (pm ) T (Z m Z m) (Zm - Zm ):f

(4.26)

' I NG
( XonXm ){(Z m~Z m) (Zm L )J

A ~ Y . —m
((pm ~P,, )+ (Zm ~Zy ) (Z m=Z m )] (4.27)

entdo - ’T(@m ' Zm) oc |i(cpm - (Dﬂi)

1
’i(“ﬂ +Pm)

o v —
(@m (Dm) i "‘(@m (])m) (4.28)
v

(@, |Z, )oc|l+
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oide: v =n

ni m

—2p

mi

I”’i = (”HI 721)1:”)

O parametro @, possui densidade « posteriori marginal (-Student

pPw-dimensional com v,, graus de liberdade, vetor de localizacdo e matriz de precisdo I,

dados por:
~ : -1 !
(pB,m = E(d)m | Zm) = ("Ym X m) (/szm) (4'29)
A Y % i —1
Val'(CD ]Z ): U V—l _ (Zm 72:)1)(2::1 _Zm XA m’Ym) (4.30)
m m "
m 2 My = Pm — 2

Pode-se observar que o estimador bayesiano @p,, coincide com 0 EMV @, ,

quando € usada uma priori ndo-informativa.

4.3.2 2 — Densidades a priori informativas — priori Normal-Gama

O grau de conhecimento a respeito dos pardmetros do modelo pode ser avaliado
pelas fungdes de densidade a priori informativas. Considera-se, nesta pesquisa, duas
densidades a priori informativa: uma densidade a priori Normal e densidade a priori

Gama.

g ((Dm >Tm ) =7 (q)m { T )EZ (Tm ) (43 1)

A distribuigfo 7; € uma distribui¢io Normal:
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Fn
"- Tﬂl i
72—] ((p!ii ! rﬂi ) oc Tﬁ':‘ c.“[){ 2 (w”i - filﬂl) })ﬂ'] (d)le - ![m )} (4‘32)
sendo P, a matriz de precisio e g, € o vetor de parametros iniciais calculado

usando -se os dados da série.

A distribuig@o 77; € uma distribuigdo Gama;

ol 3.33)
) (Tm ) o Tmm exp (7 Bm Tm
Onde:
. L 1
Bm (d)m ) = [d)m o (lYm "YmDm) !(‘szm + Pnnum )} x
1.34)
X (‘(‘{;J‘){m + Pm)il (/‘i,;izm + Pm/um)
A priori Normal-Gama 74(®,,, 7,,) pode ser rescrita da seguinte forma:
pmi
ES T : -1 .
zn) (d')"“rm)oc Tmz exp{—;—' (CDm - fum) Pm (@m ~Hm )} x T;m exp{Bm Tm (1.35)
ﬂJ'f'fw'a_l T '
Ty (CDm > U ) *x Tmz BXP{% (@m - /Jm) Pm (cpm —Hm )Jr ZBm} (4'36)

4.3.2.2.1 — Densidades «a posteriori

A densidade a posterior de ®,, e T, sera obtida usando-se o teorema de Bayes e

a priori Normal-Gama.
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e

Ty ((pm T | Zm ) o Tr::Z G'\-p{?;(zm =X P ) (Zm o "Ymd)m )} X

m | moom

Pr
AW T i
2 n m p) @, —1 »
X Tﬂl c'\[){_ ,7 (djlll - #ﬁ'!) ] mn (d)r.’l - Jt!rl’l )} >< TH.I e'\[){g TDIBJ'H}

(4.37)

@, RN
onde: { &, >0
B,>0

m

Resolvendo eq.(4.37) temos:

5
", +2u

@7, |Z ) 1'[ . X

m

. exp{g £ {Bm N Z Z,+ 1P, - (X; Z,+Pu, ) (X; Z E )*1 (,x Z P )ﬂ )

2

2

. , . |
x{exp{rzm(qom XX+ (B,,, +Z Z, +#,,,P#,,,XA ,,Zum) J]

{ r [(X'ﬂ z,+pPu,) (' x ) (X 2, +Pu, )H}
—exp| — 5

2

(4.38)
Rearranjando os termos da eq.(4.37), pode-se escrever a densidade a posteriori

da seguinte forma:

n,+2a,

P
ﬂ-(@m ! Tm l Zm ) & T[ : }! (3,\']) {TmDm }>< Tmz e_\‘l){h % B”i (m”f )} (43 9)

"
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onde:

D -B +(Z;.Zm+ﬂ;;/’mﬂm)_
T 2 (4.40)

r

(Y z, P, ) (X2 ) (X2, + P,

m-om

2

A densidade a posteriori conjunta do pardmetro 7, ¢ uma distribuigdo Gama:

n,t2a,,

J‘T(Tm | Z m)o: T,E 2

m

J exp{-17, D, }x r'f J’ m exp{— %Bm (D, )}dﬂb (4.41)

e z)ens ) eofr,) @

m m m

n,+2ea, J_“ Pn

+2
J'T(Tm | Zm) oc G(UH(J["’”Ta’",Dm) (4.43)
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Integrando a eq.(4.38) em relagdo a 1,,, obtemos a posteriori marginal de @

. Ln,_,+ 2a,, }—H‘é—" ‘ r, ,
(@, | Zm)ocj:] 7, ? exp *7(2‘0"1 +B (o, ), (4.44)

onde :
_ 2, +p,
" 2
n,(@,)=2D, +B,(,)

Considerando apenas os termos dependentes de®,, temos:

m (Q')

i

1Z,) (2D, + B, (@, ) * (4.45)

A densidade & ((I) |Zm) ¢ uma fungdo 7-Student com (m,,+ 2a,,) graus de liberdade.

m m

O estimador bayesiano @,, ¢ dado por:

™ J -1 fl
b(qu | Zm ) = (Xm Xm + Pm) ("‘1 mzm + Pmﬂm) (4-46)
QﬁBm = E(q)m | Zm): (Xm Xm + Pm)71 (X.:nzm + Pm)um) (4-47)

Integrando a eq.(4.38) em relagdo a @, obtemos a posteriori marginal de z,:



| Py — p,1+2a,., Ll

ﬂ(T H.!) o T ? ’ e“])(w Tﬂl [)lﬂ ) X

(4.48)
<Jrt ev’{ A ém)}d@,
@,
O estimador bayesiano 7, ¢ dado por:
2, =k, 12,)=(,-p, +2a,)2D,)’ (4.49)
I/'(”'(T"r | ZP?? ) - E(’[HI | Z!H X[)IN )—l (450)

4.3.2.2 — Determinaciio de P, e u,,

A matriz de precisdo P, usada nesta pesquisa foi a matriz identidade, ja o valor

do vetor de pardmetros iniciais u, foi determinado ajustando-se as séries em analise

segundo um modelo do tipo auto-regressivo (AR(p)), porém, considerando-se as ordens

determinadas para cada més, de acordo com McLEOD (1992).

» Apresentaciio do modelo AR(p)

Z‘ :¢IZ,_]+¢IZ, 2+¢3Z£73+ .......... +¢ Z +da,, a, ’&“N(O,Uz) (4.51)

pTi=p

Onde: - Z; sdo as observagdes consecutivas de uma série temporal;
- ¢ s@o os pardmetros do modelo;

- a; é o ruido branco N = (0, o).



~ ldentificacdo de um modelo AR(p)

A identificacao de um modelo ¢ feita pela analise de sua fungao de
autocorrelagdo (FAC). Em um modelo AR tem-se que sua func¢ao de autocorrelagdo tem
por caracteristicas: extensao infinita consistindo-se de quedas exponenciais e/ou ondas;
ja a fungdo de autocorrelagao parcial (FACP) possui extensao finita, com picos no passo

(lag) um e sendo cortada no passo p.

» Determinac¢iio da ordem do modelo

A ordem do modelo foi escolhida usando-se os critérios AIC e BIC,
apresentados no Capitulo 3, seus valores foram calculados para ordem 1 até ordem 10 e

o modelo AR(p) ajustado para cada uma das ordens.

~ Determinacio dos parametros do modelo AR usando EMYV

Os parametros do modelo AR foram calculados pelo estimador de
maxima verossimilhanga ajustando cada série para cada uma das ordens mensais
determinadas anteriormente. Estes pardmetros foram usados como o conjunto inicial de
pardmetros I, para a determinagdo dos estimadores bayesianos exatos — EBEx do
modelo PAR(p,,). Para o modelo AR, a fungio de verossimilhanga L(Z|#) onde Z
representa a série padronizada ¢ @—(¢, ¢h,..., ¢, 7 € o vetor de pardmetros

desconhecidos do modelo, € dada pela seguinte equagao:

uzipeyer el Lp-Dexl-del-2e-2) as

Os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) sao obtidos pelas derivadas

parciais do logaritmo natural da eq.(4.52):
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Os EMV’s @ e ¢ podem ser determinados pelas expressdes abaixo:

& =(X"x)"(x'2) (4.53)
¢ =1 (z-xd)(z - x) (4.54)
H

A estimativa de Z édada por: Z = X (4.55)
Zp+! Z] Zp

Onde: Z=| " e X=| 5 3 (4.56)
' Z v,
ZN N-p N

4.4 — Aplicacio

A verificagdo do uso de estimadores bayesianos para determinacdo dos
parametros do modelo foi realizada comparando-se a geragio de dados da série para 12
meses para estes estimadores e os EMV. Para tal foram usadas séries hidrolégicas de
vazbes médias mensais dos reservatorios das Usinas Hidrelétricas de Furnas e
Emborcagdo que fazem parte do Sistema Sudeste Brasileiro de geragdo de energia
elétrica. Os resultados foram comparados como aqueles encontrados usando-se os

modelos AR com abordagem bayesiana e exata.



4.4.1 — Escolha das séries hidrologicas

Para se chegar aos objetivos propostos no Capitulo 2, foi necessaria a escolha
das séries hidrolégicas tendo em vista o desafio de se obter previsdes de boa qualidade
em varios setores. As séries escolhidas foram as séries hidrologicas de vazdes médias
mensais das usinas hidroelétricas para produgdo de energia devido a necessidade de um
planejamento da operagdo do sistema hidrotérmico de geragiio de energia elétrica com a
finalidade de se determinar uma politica de operagdo para as usinas hidroelétricas e
termoelétricas de maneira que a demanda requerida de energia seja atingida de forma
econdmica e confiavel. O problema da operagdo do sistema consiste na quantifica¢io da
disponibilidade de agua para geragdo hidroelétrica (de custo relativamente baixo) na
tentativa de se reduzir ano maximo a geragdo termoelétrica (de custo operacional
elevado) (POLTRONIERE SILVA, 1999).

As séries hidrologicas escolhidas sdo as séries de vazdes médias mensais para
um periodo de 60 anos das Usinas Hidrelétricas de Furnas e Emborcacéo localizadas no

Rio Grande e no Rio Paranaiba, respectivamente (Figura 4.1).

FURNAS
Rio Grande EMBORCACAO
MARIMBONDO
Rio Paranaiba
LL SAOQ SIMAO
AGUA VERMELHA
[LHA SOLTEIRA

Rio Parand

FIGURA 4.1 — Parte do Sistema Sudeste Brasileiro (POLTRONIERE SILVA, 1999).



76

5 — Calculo dos erros

Apos a determinagdo dos pardmetros do modelo pelos EMV e bayesianos dos
modelos PAR, a gera¢do de dados para 12 meses foi realizada e comparada por meio de
uma avaliagio dos erros. As medidas de avaliagio dos erros, de acordo com
ANDRADE FILHO (2001), mais usadas sdo: Raiz do Erro Quadratico Médio (REQM),
Erro Absoluto Percentual Médio (EAPM) e Erro Absoluto Percentual Maximo

(EAPMax). Os erros foram calculados usando-se as equagdes abaixo:

. )
REOM = F;Z[ obs(tek) pra(r+k)} (4.57)
100 ¥ Zobs(Hk) - Z.Dfes'(Hk)
EAPM (%) = 4
]\7 kz=l Zobs(Hk) ( 68)
£ bs(t+k) Z (r+k
EAP_A/I O/ - 100 obs (t+k) prev(1+k)
(“( 0) max {l obs(t+k) 4%

4.6 — Desenvolvimento dos programas computacionais

Os programas computacionais para determinagdo paramétrica (EMV e EBEx),
gera¢do de dados e calculo dos erros foram desenvolvidos com o auxilio do software

para simulagdo numérica MATLAB 6.0.



5_RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos pelo método de
verossimilhanca e bayesiano para determinagdo dos parametros, além da previsdo para
12 meses usando-se os valores historicos das séries hidrologicas das Usinas

Hidroelétricas de Furnas e Emborcagao.
5.1 — Modelo periodico auto-regressivo — PAR

5.1.1 — Apresentagiio das séries hidrologicas

Os conjuntos de dados utilizados para ilustrar o uso dos métodos aqui propostos
foram os de vazoes médias mensais das Usinas Hidroelétricas de Furnas e Emborcagao,
que compde o Sistema Sudeste Brasileiro de Geragdo de Energia, tendo em vista o
desafio de se obter previsoes de boa qualidade em varios setores, inclusive no setor de
geragio de energia. As Figuras 5.1 e 5.2 mostram as sérics historicas de Furnas e

Emborcagdo, respectivamente, para um periodo de 60 anos.
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FIGURA 5.1: Série hidrologica de vazdes médias mensais para a Usina Hidrelétrica de
Furnas no periodo de janeiro de 1931 a dezembro de 1990.
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Emborcagdo no periodo de janeiro de 1931 a dezembro de 1990.
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5.1.2 — Identificaciio do modelo PAR

De acordo com McLEOD (1991), a presenga de correlagio periodica pode ser
indicada pelo exame de dispersdo apresentado em graficos que mostram a correlagdo
periddica entre os meses. As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam os graficos de dispersdo para
as séries em estudo e pode-se observar a correlagdo periddica entre os meses do ano
para cada série. Observando as figuras pode-se ver que existe uma maior correlagdo
periodica entre os meses de estiagem, enquanto que para 0s meses de chuva, apesar de
também existir uma correlagdo, ela nio ¢ tio explicita Uma outra forma de identificagio
da correlagdo periodica foi realizada pela analise da fungdo de autocorrelagdo periodica
(PeFAC). A investigagio das propriedades seqiienciais de uma série pela anélise da
autocorrelagio ¢ uma técnica da estatistica cldssica e ¢ usada para determinar a
dependéncia linear entre os valores sucessivos do processo em instantes distintos. Pela
andlise da PeFAC, pode-se verificar, também, o tipo de modelo que melhor se ajusta ao
conjunto de dados. Nas séries aqui utilizadas, o modelo mais adequado ¢ um modelo do
tipo auto-regressivo (AR). A Figura (5.5) apresenta os graficos das FACP’s para as
séries dessazonalizadas em estudo. Observando os graficos apresentados percebe-se que
as PeFAC’s para as séries investigadas apresentam as caracteristicas proprias de um
modelo AR, ou seja, possuem sua fungio de autocorrelagdo com extensao infinita,
consistindo-se de quedas exponenciais e/ou ondas.

Sabendo-se que as séries em analise sdo adequadas a um modelo do tipo AR,
adotou-se este tipo de modelo para cada més das séries investigadas. Sendo assim,
tem-se um modelo auto-regressivo periodico (PAR) ¢ o nimero de pardmetros

determinado para cada més da série.
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5.2 - Sele¢do da ordem do modelo

Para selegio da ordem do modelo foram escolhidos os Critérios de Sele¢io AIC
¢ BIC, conforme mencionados no Capitulo 4. Os valores dos critérios AIC ¢ BIC para
cada més de cada série hidrologica foram determinados e estdo apresentadas nas
Tabelas 5.1 a 5.4. Os critérios foram calculados para valores de p,, de 1 a 10 com a
finalidade de se determinar o nimero de pardmetros mais adequado para cada més de
cada série, sempre levando em consideragdo o critério de parcimonia de Box (BOX
et al,, 1994). Na avaliagiio dos critérios de informacio, os modelos escolhidos foram
aqueles que forneceram um menor valor para esses critérios (Tabelas 5.5 e 5.6). De
acordo com a literatura, o critério BIC impde maior penalidade para o niimero de
parametros do modelo estimado do que o critério AIC. O uso do menor valor de BIC
para a selecdo do modelo resultou na escolha do modelo no qual o nimero de
pardmetros ¢ menor que aquele escolhido pelo AIC. Entretanto, em alguns meses, o
critério AIC forneceu um menor valor que o critério BIC, mas a ordem estimada por
ambos era a mesma. Sendo assim, as ordens escolhidas para cada més foram aquelas
determinadas em sua maioria pelo critério BIC. Tendo sido inferidas as ordens mensais
para os modelos PAR(p,,) de cada série hidrologica aqui pesquisada, o passo seguinte

foi a determinagéo dos parametros mensais pelos métodos escolhidos.
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TABELA 5.3 - Valores dos critérios AIC os meses da série hidrologica de Emborcaggo

Critério AIC para os 12 meses da Série de Emborcacgio

p| jan fev mar abr mai jun jul ago set out nov dez

1 {-0,1293(-0,5383|-0,2715(-0,6583 | -1,6452 | -1,4008 | -2,4343 |-2,3154 | -1,3649 | -0,2016 | -0,172 |-0,2658
2 {-0,1076 | -0,622 |-0,2353|-0,6905|-1,7425|-1,3672]-2,7387|-2,3375|-1,3286 | -0,1948 | -0,2363 | -0,2333
31-0,1149|-0,5948 |-0,2357|-0,6568 | -2,0029 | -1.4012 | -2,7095 | -2,5344 | -1.3172|-0,1581 |-0,1989 | -0,1978
4 1-0,1847|-0,5796|-0,2388|-0,6537 |-2,0318 | -1,3736 | -2,7445 | -2,4986 | -1,3634 | -0,1428 | -0,2070 | -0,1591
5 [-0,1634-0,5467)-0.2046 | -0,7118 | -2,0689 | -1,3564 | -2,8346| -2.460 |-1,3234|-0,1061]-0,1677 | -0,1447
6 [-0,1714-0,5132]-0,1627|-0.6701 | -2,0538 | -1,3471]-2,8112| -2.435 | -1.2833|-0,1350]-0,1259|-0,1414
7 [-0,1321(-0,4885(-0,2072|-0,6497 | -2,0600 | -1,3221 | -2,8391 |-2,4715|-1,2492|-0,0983 | -0,1787 | -0,1001
8 |-0,0965|-0,4885]-0,1621|-0,6047 | -2,0708 | -1,2773 | -2,7980|-2,5060 | -1.2125|-0,0775 | -0,1415 | -0,0576
9 [-0,0535| -0,465 |-0,1151| -0,562 |-2,0281-1,2399]-2,7681 |-2,4990|-1,3251]-0,0347[-0,0944 | -0,0112
10]-0,0395]-0,4225|-0,0681|-0,5147 [-1,9961 | -1,2156 | -2,8248 | -2,5046 | -1,2900| 0,0043 |-0,0473 | 0,0224

TABELA 5.4 - Valores dos critérios BIC os meses da série hidroldgica de Emborcagio
Critério BIC para os 12 meses da Série de Emborcacio

p| jan fev mar abr mai jun jul ago set out nov dez

1 |-0,0583-0,4673|-0,2005 |-0,5873 | -1,5741|-1,3297 | -2,3633 | -2,2443 | -1,2938 | -0,1305 | -0,1010 | -0,1948
2 1-0,0001 |-0,5145|-0,1277|-0,5830|-1,6349| -1,2597|-2,6312|-2,2300|-1,2211|-0,0872|-0,1288 | -0,1257
3 10,0298 |-0,4502)-0,0910|-0,5122|-1,8582 | -1,2566 | -2,5649 |-2,3898 | -1,1725]-0,0134 [-0,0542 | -0,0531
4 1-0,0022|-0,3972-0,0563|-0,4713 [-1,8493|-1,1911|-2,5620|-2,3161|-1,1809| 0,0396 |-0,0245| 0.0234
5 10,0576 |-0,3257| 0,0163 |-0,4908 | -1,8479|-1,1354|-2,6136|-2,2390|-1,1024| 0,1149 | 0,0533 | 0,0763
6 | 0,0888 |-0,2530) 0,0975 |-0,4098 | -1,7936|-1,0868 | -2,5510{-2,1748 | -1,0231| 0,1253 | 0,1343 | 0,1188
7 10,1681 [-0,1883 | 0,0930 |-0,3495]-1,7598|-1,0219|-2,5389|-2,1713|-0,9490| 0.2019 | 0,1215 | 0,2001
8 | 0,2444 |-0,1476| 0,1789 |-0,2638 | -1,7299]-0,9363 | -2,4571|-2,1651|-0,8716 | 0,2634 | 0,1994 | 0,2833
9 10,3289 [-0,0826| 0,2674 |-0,1796 |-1,6457|-0,8575]-2,3857|-2,1166|-0,9427| 0,3477 | 0,2880 | 0,3712
10| 0,3852 | 0,0022 | 0,3566 | -0,0900|-1,5714|-0,7909 | -2,4001 |-2,0799 | -0,8653 | 0,4290 | 0,3774 | 0,4471
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A Tabela 5.7 apresenta os valores das ordens mensais para cada série. Estas
ordens inferidas foram usadas para ajustar um modelo AR na determinagio do vetor de
pardmetros iniciais i, para o calculo dos estimadores bayesisanos exatos e serdo
apresentados posteriormente. Pode-se observar que os meses de setembro e outubro da
série hidrologica de Turnas possui ordens elevadas (4 e 6, respectivamente) quando
comparadas com os outros meses. Tal fato ocorre devido as altas correlacdes entre os
meses secos levando a estimativa de ordens elevadas, para o modelo AR, no periodo
correspondente aos meses secos. Pode-se, também, atribuir as ordens elevadas do

modelo AR a ndo normalidade da série.

TABELA 5.7: Valores das ordens para cada més inferidas para as séries hidrologicas
para o modelo PAR

Série/Més | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez

Furnas 1 2 1 3 3 1 2 4 6 1 2

1
Emboreacio | | 2 I 1 3 1 2 3 1 | 2 1

5.3 - Estimativa dos parametros do modelo

5.3.1 - Métado clissico — Estimadores de méaxima verossimilhanca (EMV)

Para a determinagio da fungdo de maxima verossimilhanca, escolheu-se a
distribuicio normal, por ser a mais importante da estatistica, segundo
CORDEIRO (1992) face as suas inimeras aplicagdes e por constituir uma aproximacao
razoavel para um grande nimero de distribuigoes de interesse. A fungio de
probabilidade conjunta para cada més foi determinada em funcdo dos «; e escrita em
fungdo dos Z,’s. Os calculos foram feitos usando-se somente a eq.(4.20) pela
possibilidade de assumir a independéncia entre parametros, o que resultou em se
trabalhar com uma fungéo para cada més. Os valores que maximizaram a eq.(4.20) sio
os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) e foram obtidos usando-se o seu
logaritmo natural ¢ as suas derivadas parciais em fungdo dos pardmetros @ e 7 (eq. 4.12
¢ 4.13). Para a determinagao da matriz Z,, (eq. 4.7) foram usados os valores das vazoes
médias mensais das séries iniciando-se do segundo ano de dados (17,, = 2.,..., 60, onde 1,

indica o ano).
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Os parametros para cada més foram calculados pelos estimadores de maxima

verossimilhanga (EMV) considerando as ordens da Tabela 5.7. Para calculo dos EMV

foram usadas as eq.(4.16) e (4.17) e os resultados foram reunidos nas Tabelas 5.8 € 5.9.

TABELA 5.8: Valores dos pardmetros do modelo PAR da série de Furnas calculados

pelos EMV

Més ¢ ¢ ¢s ¢ ¢s P Te

Jan 0,5969 : - . - - 1,5311
Fev 0,6386 -0,1870 - - - - 1,5796
Mar 0,6238 - - - - - 1,6044
Abr 0,5446 0,1373 0,2617 - - - 3,0610
Mai 0,5363 0,1833 0,3125 - - - 5,6354
Jun 0,8741 - - - - - 4,0658
Jul 0,5976 0,3823 - - - - 94282
Ago 0,9454 - x - - - 9,1079
Set 0,6048 0,1884 0,6420 -0,5889 4,9299
Out 0,3376 -0,2654 0,4473 0,6277 0,0680 -0,4085 3,9917
Nov 0,7850 - - - - - 2,5913
Dez 0,3565 0,3891 - - - - 1,9494

TABELA 5.9: Valores dos pardmetros do modelo PAR da série

calculados pelos EMV

de Emborcagdo

Més P ¢: ¢s ¢ ¢s [ Te

Jan 0,4172 - - - - - 1,2030
Fev 0,7343 -0,1925 - - - - 2,0058
Mar 0,4984 - - - - - 1,4517
Abr 0,6853 - - - - - 2,1160
Mai 0,6864 0,1436 0,2476 - - - 8,1353
Jun 0,8915 - - - - - 4,4008
Jul 0,6900 | 0,2924 g . . - 17,3241
Ago 08363 | -0,2047 | 03281 . . . 14,5241
Set 0,8239 - - - - - 4.5060
Out 0,4858 : ’ - - - 1,3078
Nov 0,6043 -0,3118 - - - - 1,3665
Dez 0,5187 - s ; - - 1,3850
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5.4 — Método bayesiano

5.4.1 — Determinaciio dos parimetros usando priori nio-informativa de Jeffreys

A inferéncia bayesiana para os modelos PAR iniciou-se pela escolha da
densidade @ priori que pode ser definida como a densidade de probabilidade que
permite incorporar conhecimento prévio sobre os parametros do modelo. Entretanto,
quando sdo insuficientes ou ndo ha informagdes sobre os pardmetros utiliza-se uma
priori ndo-informativa. Utilizou-se, aqui, densidade de probabilidade a priori
nao—informativa de Jeffreys (eq. 4.19). Ao utilizarmos a priori ndo-informativa para
determinagdo dos estimadores bayesianos, foi possivel observar que os valores
encontrados coincidem com os valores encontrados pelos EMV, o que é corroborado

pela teoria bayesiana.

TABELA 5.10: Valores dos pardmetros do modelo PAR da série de Furnas calculados

utilizando priori nao-informativa de Jeffreys

Més ¢ ¢: ¢s ¢ Ps fo 2

Jan 0,5969 - - B - - 1,5311
Fev 0,6386 -0,1870 - 5 = - 1,5796
Mar 0,6238 - - - - - 1,6044
Abr 0,5446 0,1373 0,2617 - - - 3,0610
Mai 0,5363 0,1833 0,3125 - - - 5,6354
Jun 0,8741 - - - - . 4,0653
Jul 0,5976 0,3823 - - = = 90,4282
Ago 0,9454 - - - - 5 9,1079
Set 0,6048 0,1884 0,6420 -0,5889 4,9299
Out 0,3376 -0,2654 0,4473 0,6277 0,0680 -0,4085 3,9917
Nov 0,7850 - - - - - 2,5913
Dez 0,3565 0,3891 : 5 - - 1,9494
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TABELA 5.11: Valores dos parametros do modelo PAR da série de Emborcagao
calculados utilizando priori ndo-informativa de Jeftreys

Més i p: s P Ps P Te

Jan 0,4172 - - - . - 1,2030
Fev 0,7343 -0,1925 - - - - 2,0058
Mar 0,4984 - - - - - 1,4517
Abr 0,6853 - - - - - 2,1160
Mai 0,6864 0,1436 0,2476 - - - 8,1353
Jun 0,8915 - - - - - 4,4008
Jul 0,6900 0,2924 - - - - 17,3241
Ago 0,8363 -0,2047 0,3281 - - - 14,5241
Set 0,8239 - - - - - 45060
Out 0,4858 - - - - - 1,3078
Nov 0,6043 -0,3118 - - - - 1,3665
Dez 0,5187 - - - - - 1,3850

5.4.2 - Determinacfio dos parimetros usando a priori informativa Normal-Gama

As prioris informativas sdo aquelas que representam o grau de conhecimento
sobre os parametros do modelo. Optou-se por utilizar uma densidade a priori conjugada
Normal-Gama (eq. 4.34) para os parametros @ e 7. Sendo uma densidade a priori
Normal para o pardmetro @ e para o parametro 7, uma distribui¢fo a priori Gama. As
prioris informativas foram apresentadas nas equagdes (4.31) e (4.32). Ao se trabalhar as
equagdes, duas novas variaveis sdo necessarias para determinagdo dos estimadores

bayesianos. Sao elas: Py € t.

5.4.2.1- Determinacao de P, e z,

A matriz P,, usada é a matriz identidade e sera ajustada em fun¢io de cada
ordem mensal. Ja o vetor de pardmetros /4, foi estimado a partir dos pardmetros do
modelo auto-regressivo periodico (AR) ajustado para a ordem para cada més das séries
investigadas. A identificagdo do tipo de modelo foi realizada pela analise de sua fungao

de autocorrelagio (FAC). Observando o grafico das FAC’s (Figura 5.5) das séries
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nota—se uma extensao finita consistindo de quedas exponenciais e/ou ondas o que indica

um modelo do tipo AR

~ Determinac¢fio da ordem do modelo

Apos a identificagio do tipo de modelo a ser utilizado foram determinadas as
ordens desses modelos AR usando-se os critérios AIC e BIC e as ordens pré-
determinadas na Tabela 5.7. As séries foram ajustadas para iniciar o processo de
estimagdo paramétrica do modelo PAR via equagoes (4.47) e (4.48), os resultados

apresentam-se na Tabela 5.12.

> Determinaciio dos parimetros do modelo AR usando EMYV

Os pardmetros ¢ do modelo AR foram calculados pelo estimador de maxima
verossimilhanga (EMV) considerando-se as ordens mensais determinadas anteriormente
(eq. 4.5). Estes valores foram usados como valores do vetor de pardmetros iniciais p,,
no calculo dos estimadores bayesianos exatos utilizando-se de uma priori Normal-

Gama.

TABELA 5.12: Valores dos parametros do modelo AR ajustado para as ordens mensais
das séries em estudo

Ordem d1 P b3 by s b
1 0,7268 - 5 - , B
2 0,6729 0,0732 - - = "
3 0,6616 0,0251 0,0769 - - .
Furnas 4 0,6536 0,0201 0,0330 0,0710 - -
5 0,6493 0,0186 0,0312 0,0385 0,0503 -
6 0,6480 0,0182 0,0309 0,0387 0,0325 0,0257
1 0,7027 - - . s s
Emborcacio 2 0,6491 0,0763 - - = 2
3 0,6398 0,0435 0,0558 - . =




5.4.2.2- Determinacio dos estimadores bayesianos exatos (EBEx)

(4.46) e (4.47) e estdo reunidos nas Tabelas 5.13 € 5.14.
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Os estimadores bayesianos exatos (EBEx) foram determinados pelas equagoes

TABELA 5.13: Valores dos parametros do modelo PAR da série de Furnas calculados pelos EBEx

Més ¢ ¢z s [ s s T
Han 0,5994 - . ’ - - 1,5311
Kes 06337 | -0,1786 . g . . 1,5796
Mar 0,626 . ; ; . i 1,6044
Abx 0548 | 01381 | 02565 - - g 3,061
Mai | (5436 | 01815 | 0,3049 y i - 5,6354
Jun 0,8724 - - “ - - 4,0658
Jul 06099 | 0,3685 - - : : 0,4282
Ago | (9427 : . - i - 9,1079
Set 06033 | 01955 | 05763 | -0,5280 ; - 4,9299
Out | (3608 | -0,1869 | 03548 | 05682 | 00762 | -0,3652 | 3,917
Nov 0,7846 - . - - - 2,5913
Dz 03731 | 03730 - - ; . 1,9494

TABELA 5.14: Valores dos parametros do modelo PAR da série de Emborcacio calculados pelos EBEx

Maés ¢ ) &s P ?s Ps Te
i 0,4216 - - ; - : 1,203
Fey 07343 | -0,1925 ; . . - 2,0058
Mar | 5016 i - ; - i 1,4517
AR 0,6856 - - . : - 2,116
Mat 0,688 | 01425 | 02443 ; - : 8,1353
hun 0,8885 “ - - - - 4,4008
dul 0,6989 | 0,2811 - : = - 17,3241
Age 07838 | -0,1406 | 0,3144 0 0 i 14,5241
Set 0,8219 - - - i : 4,506
Lt 0,4896 . : : - . 1,3078
Nov 1 g6016 | -0,3035 - ; i - 1,3665
ez 0,5215 - - : ; : 1,385
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5.5 — Previsio

Tanto para os estimadores de méaxima verossimilhanga (EMV) quanto para os
estimadores bayesianos exatos (EBEXx) foram usados 12 meses na previsio de valores
das séries de vazoes médias mensais de Furnas e Emborcagio. O procedimento, nesta
etapa, foi simples: das séries hidrolégicas foram retirados os ultimos doze meses (1 ano
de dados), e estes valores foram calculados ora, utilizando-se os EMYV ora, utilizando-se
0s estimadores bayesianos exatos (EBEx). Para este procedimento, considerou-se em
um primeiro momento apenas 50 anos da série (1931 a 1980) e o ultimo ano (1980) foi
retirado e previsto, usando-se os EMV € 0os EBEXx, e comparado-o com o valor historico.
Posteriormente, o mesmo procedimento foi realizado considerado-se a serie de vazdes
com 60 anos (1931 a 1990) e, 0 ano de 1990, retirado para ser simulado utilizando-se
dos pardmetros estimados. Esses resultados foram comparados com resultados obtidos
usando-se os modelos AR(p), também analisado sob os dois enfoques. Os valores
encontrados foram apresentados em forma de graficos e tabelas. Nas tabelas foram
inseridos também os erros de previsio calculados.

Observando-se a Figuras 5.6 verifica-se que tanto para os EMV quanto para os
EBEx, utilizando-se dos modelos PAR(p,), os valores previstos para 12 meses
(ano 1980) acompanham o comportamento dos valores histéricos para a série
hidrologica de Furnas, o que vem mostrar a viabilidade do uso dos EBEx para previsio
de valores. A Tabela 5.15 retne os resultados obtidos para estes valores gerados e os
erros calculados. Verifica-se que para os EBEx os resultados sdo levemente melhores do
que aqueles calculados pelos EMV.

Tal afirmacéo pode ser percebida, com mais nitidez, ao compararmos os erros de
previsio calculados entre os valores previstos pelos EMV e EBEx. Apesar dessa
diferenga ser bastante sutil, mesmo em si tratando de modelos que venham a gerar
valores futuros e até mesmo investigados para previsio em hidrologia, toda e qualquer
melhora no calculo desses estimadores e, consequentemente, dos resultados obtidos
torna-se util.

A comparagiio entre os valores histérico e previsto usando um modelo AR(2),
tanto para a analise classica quanto para a bayesiana, estio apresentados na Figura (5.7)

para a série de Furnas para os anos de 1980, Pode-se observar que neste caso também os



EBEx geram valores melhores que os EMV. Entretanto, quando comparados os valores
de um modelo AR(2) com aqueles gerados pelo modelo PAR(p,,), usando os EBEx, €

possivel perceber que este altimo oferece melhores resultados (Tabela 5.15).
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FIGURA 5.6: Comparagdo grafica entre os valores historicos e valores previstos para o
ano de 1980 usando os modelos PAR, os EMV e os EBEx para a série

hidrologica de Furnas.
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FIGURA 5.7: Comparagdo grafica entre os valores historicos e valores previstos para o
ano de 1980 usando os modelos AR(2), os EMV e os EBEx para a série

hidrologica de I'urnas.



TABELA 5.15: Valores obtidos a

de Furnas para de 1980.

partir dos os EMV ¢ os EBEx

para a série hidrologica

Valores Valores Previstos
Histéricos EMVY EBEx
(Ano:1980) PAR | AR(2) PAR AR(2)
2674 056,6 1209,9 968,8 09422
1918 1596,9 19781 1614,6 15724
1103 17242 1672,5 1713,0 1692, 1
1682 11395 1026,7 1126,9 11173
878 10283 1255,0 1039,0 1012,8
758 9675 8437 955,0 948 3
639 611.9 6305 610,3 600,9
462 5227 5346 521,1 513,3
466 4133 402,0 410,7 405.6
445 345.9 3744 346,2 3399
823 340,0 361,7 3398 3340
1753 4606,5 5979 473,0 459.6
REQM 689,49 | 619,94 685,16 693,39
EAPM 66,24% 52,71% _ 65,55% 67,87%
_ EAPMax. 275,74% 193,19% 270,58% 281,39%
Perc(90%) 208,40% 204,37% 204,37% 204,37%

As Figuras (5.8) e (5.9) representam as previsdes realizadas para a série de

Furnas, com 60

anos de dados historicos, utilizando os EMV e os EBEx para os

modelos PAR(p,,) ¢ AR(2). Observa-se, neste €aso, que os EBEx oferecem melhores

resultados do que os EMV. Pode-se notar,

proporcionaram melhores result

também que os modelos PAR(p,,)

ados do que os modelos AR(2). Estes resultados vem

corroborar aqueles, anteriormente, apresentados e mostram que o uso dos EBEx ¢ valido

para qualquer periodo que se deseja prever.
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FIGURA 5.8 — Comparagdo grafica entre os valores histori
ano 1990 usando os modelos PAR, os E

hidrologica de Furnas.
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FIGURA 5.9 — Comparagio grafica entre os valores previstos ¢ valores historicos para o
ano 1990 usando o modelo AR(2), os EMV ¢ os EBEx para a série
hidrologica de Furnas.

Os resultados para os valores previstos pelos estimadores e os valores historicos,
bem como os erros de previsdo, para o ano de 1990 da série hidrologica de Furnas, estdo

reunidos na Tabela 5.16.

TABELA 5.16: Valores obtidos a partir dos os EMV e os EBEx para a série hidrologica
de Furnas para o ano de 1990.

Valores Valores Previstos
Historicos EMV EBEx
(Ano:1990) PAR AR(2) PAR AR(2)
1343 696,3 895,1 706,2 686,1
643 958,9 1062,3" 961,4 042, 7
1051 751,8 636,8 740,8 736,6
695 6249 776,3 632,0 6153
595 656,7 620 651,3 6443
391 482,5 4959 481,2 473,9
403 370,9 3495 367,8 363,9
379 295,8 322,3 296,2 290,7
435 2919 309,1 291,7 286,8
432 302,5 340,5 303,7 297.5
378 3233 348,2 3234 317,7
576 302,8 3134 302,2 2974
REQM 249,57 235,67 248,56 252,17
EAPM 36,74% 31,92% 36,58% 38,25%
EAPMax. 92,87% 83,78% 90,62% 95,76%
Perc(90%) 91,00% 90,31% 90,31% 90,31%
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As Figuras 5.10 e 5.11 apresentam os graficos obtidos para as previsdes
realizadas para a série hidrologica de Emborcagdo e as Tabelas 5.17 ¢ 5.18 retinem os
valores obtidos para estas previsdes e os erros calculados. Neste caso, também, verifica-

se uma previsdao melhor para os EBEx, conforme ja mencionado anteriormente.
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FIGURA 10: Comparagdo grafica entre os valores historicos e valores previstos usando
os modelos PAR, os EMV e os EBEx para a série hidrologica de

Emborcagio para o ano de 1980
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FIGURA 11: Comparagfio grafica entre os valores historicos e valores previstos para o
ano de 1980 usando os modelos AR(2), os EMV e os EBEx para a série
hidrolégica de Emborcagéo.
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TABELA 5.17: Valores obtidos a partir dos os EMV e os EBEx para a série hidrologica

de Emborcagio para os valores historicos do ano de 1980.

Valores Valores Previstos
Historicos EMV EBEx
(Ano:1980) PAR AR(2) PAR AR(2)
1470 2604 356,2 261,8 265,7
1670 762,5 9925 766,6 740.,4
788 866,2 1196,2 870,9 8§92,3
793 408,8 638,9 410,9 476,5
527 4113 5749 413,5 428.8
407 2734 402,6 2748 300,3
347 211,1 3044 2123 227,1
259 180,0 256,3 181,0 191,2
215 134,3 194,6 135,1 145,1
205 111,5 159,3 112,1 118,8
417 106,3 149,5 106,9 111,5
890 216,3 286,3 217.5 213,6
REQM 505,15 440,88 503,88 502,38
EAPM 134,95% 74,39% 133,78% 126,25%
EAPMax. 464,54% 312,67% 461,51% 453,20%
Perc(90%) 357,39% 354,94% 355,84% 354,90%

Analisando as figuras e tabelas pode-se observar que no caso da série de

Emborcagio assim como na série de Furnas, ao se trabalhar com diferentes periodos

para simulagdo da série, os EBEx oferecem melhores resultados do que os EMV, tanto

no caso dos modelos PAR(p,) quanto dos modelos AR(2). Sendo, porém, os valores

previstos utilizando os modelos PAR(p,) e os estimadores EBEx, sensivelmente

melhores.

1500

1000

500

Serie Hidrologica

1500

V. Histdrico
—#— V Previsto EMV

' ‘*"gf"#—ii—:%r:'—*%

—_
]
=
o

500

Serie Hidrologica

0
05

o

715

V.Eeal
—4— V.Previsto EBEx

L
\
\# )

0
120 705

o

N5

720

FIGURA 5.12 — Comparagdo grafica entre os valores historicos e valores previstos para
o ano de 1990 usando os modelos PAR, os EMV e os EBEx para a
série hidrologica de Emborcagdo.
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FIGURA 5.13 — Comparagdo grafica entre os valores previstos e valores historicos para
o ano de 1990 usando o modelo AR(2), os EMV e os EBEx para a
série hidrologica a de Emborcagio.

TABELA 5.18: Valores obtidos a partir dos os EMV e os EBEx para a série hidrologica
Emborcag@o para o ano de 1990.

Valores Valores Previstos
Histéricos EMV EBEx
(ano 1990) PAR AR(2) PAR AR(2)
1070 829,9 1070,6 834.4 798,7
586 555.0 816,6 558,0 609,1
548 ' 303,9 462,0 305,6 344,6
404 284,3 400,4 285,8 298,7
355 209,5 304,0 210,7 226,8
261 184,1 261,3 185,1 194,9
238 135,4 196,5 136,1 146,6
182 123.5 174,4 124,1 130,1
182 94,4 136,3 94,9 101,7
199 94,4 132,0 94,9 98,5
201 103,2 143,1 103,8 106,7
236 104,3 145,7 104,8 108,7
REQM 135,11 83,20 133,67 129,14
EAPM 67,99% 23,08% 23,07% 59,29%
EAPMax. 126,36% 62,03% 125,14% 117,22%
Perc(90%) 115,47% 113,30% 114,31% 114,31%

Os erros calculados usando-se os modelos AR(2) e PAR(p,,) foram inseridos na
Tabela 5.15 e 5.16 para a série hidrologica de Furnas e nas Tabelas 5.17 ¢ 5.18 para a
série hidrologica de Emborcagdo. Analisando estes valores observa-se que os erros
calculados para o modelo AR(2) quando usado 0 EMV ¢é maior do que o erro calculado
quando usado o EBEx. A mesma observagio pode ser feita quando sdo avaliados os

erros obtidos para o modelo PAR(p,) considerando a analise classica (EMV) e a



99

bayesiana. O que corrobora as analises realizadas anteriormente, ou seja, que o uso da
inferéncia bayesiana na estimativa paramétrica oferece resultados melhores que os
EMV. Pode-se, também, comparar o modelo periddico com o ndo-periodico
evidenciando que o uso dos modelos periddico e a estimativa dos pardmetros

considerando as caracteristicas mensais da série proporciona melhores resultados.

5.5.1 - Analise dos Residuos

Outra analise realizada foi a analise dos ruidos das séries hidrologicas em

estudo. As Figuras 5.10 e 5.11 apresentam na parte superior o histograma dos ruidos
/

(lado esquerdo) e a clirva da probabilidade normal (lado direito) e, na parte inferior a
x

A 0
correlagdo e a correlagio parcial quando usados os EMV.
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FIGURA 5.14: Analise grafica da probabilidade, da correlagdo e da correlagdo parcial
dos residuos para a série hidrologica de Furnas.
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Observando o histograma dos ruidos a; pode-se notar que estes possuem uma
distribuigao aproximadamente normal. Avaliando o grafico da probabilidade normal,
verifica-se que na parte inferior os pontos se afastam da curva normal enquanto que no
centro € possivel notar que as estimativas oferccem uma menor sensibilidade as
variagdes. Quanto aos graficos de correlagdo e correlagio parcial, verifica-se que as
duas fungdes estio confinadas dentro de uma faixa aceitavel. Considerando-se, portanto,

que o modelo ajustado representa bem as correlagbes da série original.
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FIGURA 5.15: Analise grafica da probabilidade, da correlacdo e da correlagdo parcial
dos residuos para a série hid rologica de Emborcagio.

As consideragdes feitas acima podem ser atribuidas as duas séries em analise,

apesar de serem diferentes, foi possivel observar nos dois casos comportamentos

semelhantes quando usado os EMV.

A abordagem bayesiana possui um desempenho semelhante, portanto nio houve

a necessidade de repetir a apresentagio da analise dos residuos
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Analisando o estudo realizado pdde-se confirmar que a utilizagdo dos EMV para
estimativa dos pardmetros do modelo e para previsio de valores fornece bons
resultados, entretanto pdde-se verificar, também, que o uso da abordagem bayesiana
como uma ferramenta para analise de séries temporais ¢ valida e que a estimativa de
pardmetros por este método proporciona a obtengio de pardmetros que levam a

resultados sensivelmente melhores na previsdo de valores futuros.
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6 — CONCLUSOES

Para a obtengdo dos resultado apresentados no Capitulo 5 foram escolhidos dois
métodos para a estimativa de pardmetros de modelos estocasticos: o método de maxima
verossimilhanga e o método bayesiano. Na tentativa de alcangar os objetivos propostos,
no inicio, desta pesquisa, uma metodologia adequada foi investigada e para avaliar o
desempenho desta dois conjuntos de dados historicos de vazdes médias mensais foram
escolhidos. As séries hidrologicas usadas foram séries de vazdes médias mensais das
Usinas Hidrelétricas de Furnas e Emborcago.

Varios foram os métodos apresentados na literatura para determinagdo dos
parimetros de modelos estocasticos (Capitulo 3). Dentre os métodos classicos
apresentados, escolheu-se 0 método de maxima verossimilhanga por ser um dos mais
usados em hidrologia, conforme mencionado na literatura. Esse método foi escolhido
para ser comparado com o método de estimativa paramétrica bayesiano, sendo este o

alvo principal desta pesquisa. Algumas conclusdes foram obtidas a partir deste estudo:

1. O uso do método de maxima verossimilhanga para determinagdo paramétrica de
modelos auto-regressivos e auto-regressivos periddicos proporciona bons resultados
0 que pode ser confirmado quando comparados os resultados obtidos para as séries
em analise;

2. A comparagdo entre os modelos auto-regressivos periodicos - PAR e os modelos
auto-regressivos — AR com pardmetros estimados pelo método de maxima
verossimilhanga, mostra que os resultados obtidos para a previsdo para 12 meses,
utilizando os modelos PAR, sdo melhores do que aqueles obtidos pelo modelo
auto-regressivo;

3. Para a analise bayesiana determinou-se uma priori ndo informativa de Jeffreys que

utilizada para estimativa dos pardmetros os estimadores bayesianos forneceu
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(=)

~J

el

estimadores  bayesianos exatamente iguais aos estimadores de maxima
verossimithanga, tanto para os modelos auto-regressivos quanto para os modelos
auto-regressivos periodicos (PAR);

Na determimagio dos parémetros bayesianos exatos - EBEx foi utilizada uma priori
normal-gama, conforme a metodologia desenvolvida por HUTTER (1998) com
alieragdes na determinagdo da matriz pm conduzindo ermos NIENUTes nas previsoes
PO i e e | S M. FE. [ . .

para 12 meses quando da utilizagiio desses parameiros;

Analisando as previsdes para 12 meses realizadas utilizando-s¢ 0 modelo
aulo—regressivo periddico PAR(p,), 0s estimadores de méxima verossimithanga e os
estimadores  bayesianos exatos, pdde-se verificar que os resuliados obtidos
i i =1 =24 = Py WL L | o P 2 ] =

acompannam as caracterisiicas dos dados histéiicos;

Comparando-se os graticos para as previsdes e os resultados tabelados, verificou-se
que os EBEx proporcionam melhores resuliados que os estimadores de maxima
verossimilhanga, mesmo sendo essa diferenga seja suiil,

Verificou-se que para periodos diferentes, os resuliados enconirados apontam como

confirmado comparando-se os erros de previsio tabelados;

As comparagdes dos resultados para as previsdes para 12 meses das séries em
estudo € dos erros mosiraram a viabilidade da abordagem bayesiana na analise de
séries hidroiogicas e na estimativas do parametros dos modelos esiocasticos

represenialivos destas séries.

Eniretanio, mais pesquisas envolvendo a abordagem bayesiana e as séries temporais
> q 12!

hidroiogicas podem ser desenvolvidas, sendo assim Sugere-s€ como proposia para

futuras investigages:

.'\) —

(U]

Considerar modelos ndo gausssianos, —
Fazer 4 analise multivariada de posios de vazies;, -

Estudar o grau de dependéncia entre variaveis.



ANEXO A

Vazoes Médias Mensais da Usina Hidroelétrica de Furnas






Valores das vazoes médias mensais para o periodo de janeiro de 1931 a dezembro de
1990 da Usina Hidrelétrica de Furnas

Ano | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun Jul | Ago | Set Out | Nov | Dez
1931 | 1470 | 3080 | 2160 | 1580 | 1020 | 806 | 629 | 493 | 563 | 654 | 690 | 1140
1932 | 1930 | 1920 | 1530 | 884 696 655 497 399 414 546 397 | 1490
1933 | 1350 | 747 | 717 | 632 | 467 | 384 | 359 | 356 | 326 | 437 | 324 | 7I3

1934 | 1220 | 720 | 773 | 505 | 363 | 310 | 275 | 242 | 277 | 305 | 331 | 1300
1935 | 1850 | 2690 | 1570 | 1360 | 930 | 698 | 576 | 493 | 462 | 628 | 550 [ 680

1936 | 614 | 602 | 1850 [ 959 | 648 | 461 392 | 380 | 469 | 376 | 625 | 1340
1937 | 2630 | 1610 | 1130 | 851 853 | 645 | 480 | 392 | 339 | 842 | 1020 | 2370
1938 | 1950 | 1650 | 1470 | 955 | 869 | 661 531 | 505 | 507 | 812 | 944 [ 1690
1939 | 2160 | 2040 | 1080 | 973 | 752 | 581 | 507 | 424 | 378 | 426 | 638 | 1400
1940 | 2070 | 2550 | 2150 | 1160 | 843 | 661 536 | 434 | 409 | 488 | 1050 | 1610
1941 | 1730 | 1000 | 972 794 514 465 464 342 610 669 704 | 1310
1942 | 1310 | 1250 | 1900 | 1130 [ 767 | 639 | 551 | 426 | 398 | 545 | 855 | 1230
1943 | 2900 | 2260 | 2120 | 1130 | 798 | 683 | 560 | 502 | 449 [ 651 | 659 | 1090
1944 | 1000 | 1530 | 1650 | 912 | 622 | 502 | 430 | 354 | 300 [ 328 | 513 | 671

1945 | 864 | 2030 | 1200 | 991 | 635 | 558 | 505 | 357 | 321 356 | 724 | 1590
1946 | 3160 | 1290 | 1470 | 1150 [ 755 | 630 | 553 | 438 | 339 | 492 | 692 | 750

1947 | 1760 | 1770 | 3650 | 1690 | 1030 | 803 | 700 | 553 | 765 | 630 | 708 | 1220
1948 | 1520 | 1750 | 1840 | 1080 | 768 | 612 | 520 | 449 | 377 | 393 | 530 | 1050
1949 | 1570 | 2260 | 1330 | 947 [ 745 | 632 | 490 | 388 | 347 | 418 | 564 | 849

1950 | 1590 | 2634 | 1590 | 1180 | 857 | 685 | 530 | 423 | 367 | 495 | 1020 | 1670
1951 | 1590 | 2180 | 1840 | 1280 | 828 | 683 | 571 | 490 | 398 | 423 | 408 | 724

1952 | 1180 | 1730 | 2340 | 1200 | 708 | 693 | 531 | 414 | 377 | 387 | 668 | 745

1953 | 571 653 | 806 | 979 | 510 | 403 | 337 | 292 | 314 | 336 | 518 | 812

1954 | 745 | 1260 | 668 | 643 | 634 | 458 | 335 | 279 | 225 | 306 | 426 | 596

1955 | 1130 | 694 | 867 | 665 | 422 | 383 | 285 | 235 | 206 | 276 | 422 | 1160
1956 | 1050 | 704 | 1170 | 599 | 566 | 534 | 405 | 437 | 357 [ 315 | 423 | 1180
1957 | 1620 | 1480 | 1670 | 1560 | 945 | 68O | 588 | 470 | 621 446 | 782 | 1190
1958 | 960 | 1550 | 1240 | 891 | 889 | 754 | 639 | 483 | 589 | 660 | 711 | 848

1959 | 1860 | 1410 | 1240 [ 1090 | 692 | 584 | 504 | 471 | 408 | 432 | 668 | 778

1960 | 1450 | 1512 | 1977 | 971 | 839 | 639 | 624 | 513 | 354 | 421 | 587 | 1447
1961 | 2750 | 2875 | 2780 | 1463 | 1257 | 882 | 708 | 602 | 539 | 455 | 652 | 789
1962 | 1312 | 2403 | 1660 | 993 | 832 | 725 | 564 | 507 | 519 | 760 | 997 | 1675
1963 | 1306 | 1405 | 875 | 452 | 468 | 357 | 368 | 296 | 258 | 353 | 447 | 252

1964 | 1020 | 1983 | 982 | 567 | 562 | 390 | 373 | 249 | 213 504 | 608 | 1255
1965 | 2449 | 3114 | 2387 | 1185 | 1224 | 921 808 | 668 | 566 | 927 | 1095 | 1688
1966 | 3215 | 2086 | 2670 | 1385 | 994 | 697 | 556 | 462 | 458 | 743 | 1431 | 1699
1967 | 2904 | 2584 | 1897 | 1139 | 848 | 708 | 627 | 509 | 459 | 512 | 1084 | 1203
1968 | 1640 | 988 | 941 590 | 446 | 384 | 336 | 346 | 350 | 444 | 379 | 1338
1969 | 1150 | 1130 | 942 | 616 | 405 | 414 | 318 | 297 | 196 | 485 | 1230 | 1131
1970 | 1415 | 1270 | 1305 | 738 | 506 | 419 | 407 | 326 | 592 | 521 | 826 | 531

1971 | 606 | 355 | 463 | 379 | 288 | 344 | 289 | 200 | 218 | 464 | 545 | 1529
1972 | 1308 | 1776 | 1600 | 864 | 565 | 437 | 594 | 416 | 360 | 684 | 1142 | 1280
1973 | 1565 | 1419 | 903 | 1111 | 626 | 477 | 405 | 354 | 315 | 483 | 726 | 1396
1974 | 1832 | 1047 | 1537 | 1081 | 637 | 632 | 483 | 38l 290 | 406 | 380 | 1093
1975 | 1442 | 1555 | 851 | 671 | 473 | 351 | 390 [ 237 | 224 [ 437 | 1020 | 1154
1976 | 944 | 1152 | 1246 | 929 | 749 | 721 | 760 | 721 | 1048 | 904 | 1366 | 1918
1977 | 1978 | 1583 | 1181 | 1160 | 645 | 561 | 441 | 338 | 565 | 407 | 833 | 1423
1978 | 1914 | 1267 | 1203 | 734 | 675 | 668 | 471 | 345 | 332 | 485 | 859 | 1084
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cont. - Valores das vazdoes médias mensais para o periodo de janeiro de 1931 a
dezembro de 1990 da Usina Hidrelétrica de Furnas
Ano | Jan Fev | Mar | Abr | Mai | Jun Jul Ago | Set Out | Nov | Dez

1979 | 1396 | 2400 | 1399 | 935 172 608 551 530 715 510 943 | 1654

1980 | 2674 | 1918 | 1103 | 1682 | 878 758 | 639 462 466 445 823 | 1753

1981 | 2768 | 1327 | 1252 | 1064 | 749 [ 671 475 440 331 807 | 1330 [ 2338

1982 | 2445 | 1922 | 2900 | 1782 | 1244 | 1066 | 784 599 | 461 771 777 | 2118

1983 | 3529 | 3264 | 3085 | 2367 | 1679 | 2392 | 1368 | 1082 | 1989 [ 1934 | 2018 | 3117
1984 | 2182 | 1301 | 972 887 828 543 440 | 461 528 410 629 | 1318

1985 | 2596 | 2194 | 2416 | 1308 | 843 648 540 | 449 | 486 457 | 758 | 1040

1986 | 1690 | 1538 | 1349 | 777 807 529 545 567 351 279 345 | 1732

1987 | 1907 | 1720 | 1166 | 1208 | 807 671 519 409 551 444 586 | 1334

1988 | 1289 | 1790 | 1404 | 810 680 612 404 355 296 955 648 799

1989 | 1783 | 1585 | 1590 | 864 561 522 460 451 470 432 659 | 1234

1990 | 1343 | 643 | 1051 | 695 595 391 403 379 435 432 378 | 576




ANEXO B

Vazoes Médias Mensais da Usina Hidroelétrica de Emborcacio






Valores das vazdes médias mensais para o periodo
dezembro de 1990 da Usina Hidrelétrica de Emborcagao

107

de janeiro de 1931 a

Ano | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun Jul Ago | Set Qut | Nov | Dez
19311 911 | 1610 | 1610 | 1180 | 636 | 420 | 377 | 323 | 316 | 308 | 314 | 426
1932 | 364 | 944 | 728 | 491 | 342 | 326 | 268 | 198 | 145 | 241 | 312 | 716
1933 | 1200 | 990 | 716 | 658 | 427 | 330 | 243 | 213 | 193 | 237 | 278 | 557
1934 | 676 | 531 | 529 | 414 | 290 | 162 | 132 | 105 | 126 | 172 | 151 | 237
1935 | 944 | 1150 | 672 | 1010 | 618 | 384 | 274 | 241 | 133 | 221 | 247 | 416
1936 | 431 | 284 | 843 | 581 | 360 | 233 [ 203 [ 154 [ 134 | 138 | 205 | 322
1937 | 700 | 290 | 382 | 445 | 314 | 262 | 185 | 136 | 120 | 140 | 336 | 666
1938 | 766 | 527 | 529 | 427 | 253 [ 210 | 197 | 123 | 95 | 87 | 184 | 561
1939 | 831 | 863 | 380 | 320 | 272 | 227 | 164 | 144 | 106 | 117 | 229 | 324
1940 | 581 | 1040 | 905 | 451 | 348 | 260 | 195 | 110 | 112 | 134 | 418 | 364
041 | 720 | 473 | 404 | 487 | 245 | 193 | 161 | 122 | 121 | 154 | 237 | 449
1942 | 511 | 620 | 1030 | 614 | 360 | 537 | 332 | 177 | 161 | 155 | 338 | 519
1943 | 1360 | 1250 | 1100 | 614 | 388 | 348 [ 278 | 192 [ 174 | 280 | 483 | 473
1944 | 449 | 720 | 682 | 479 | 366 | 243 | 203 | 156 | 125 | 134 | 356 | 386
1945 | 559 | 1150 | 1280 | 1310 | 656 | 418 | 346 [ 255 [ 148 | 256 | 447 | 1060
1946 | 1340 | 927 | 1190 | 748 | 497 | 370 | 336 | 255 | 221 | 207 | 288 | 491
1947 | 666 | 825 | 1460 | 1020 | 525 [ 372 | 304 | 253 | 213 | 213 | 203 | 571
1948 | 869 | 819 | 954 | 668 | 336 | 354 | 235 | 198 | 168 | 168 | 163 | 644
1949 | 781 | 1450 | 1010 | 587 | 416 | 354 | 295 | 234 | 181 | 246 | 321 | 546
1950 | 586 | 829 | 755 | 561 | 323 | 241 [ 191 | 144 | 112 | 198 [ 573 | 685
1951 | 1090 | 1000 | 950 | 694 | 400 | 316 | 244 | 199 | 150 | 161 | 188 | 293
1952 | 612 | 1050 | 2000 | 731 | 471 | 356 | 280 | 216 [ 189 | 181 | 337 | 674
1953 | 372 | 343 | 845 | 756 | 388 | 281 | 216 | 164 | 162 | 387 | 384 | 849
1954 | 465 | 846 | 412 | 452 | 381 | 261 | 171 | 119 | 99 | 80 | 379 | 528
1955 | 674 | 630 | 478 | 667 | 275 | 214 | 157 | 119 | 88 | 206 | 309 | 1130
1956 | 772 | 470 | 859 | 423 | 476 | 397 | 274 | 228 | 173 | 166 | 537 | 1340
1957 | 1450 | 1540 | 1400 | 1250 | 746 | 517 [ 405 | 322 | 268 | 249 | 361 | 773
1958 | 816 | 935 | 707 | 575 | 407 | 326 | 290 | 212 | 221 | 241 | 186 | 266
1959 | 951 | 575 | 1040 | so0 | 317 | 254 | 200 | 160 | 123 | 161 | 377 | 416
1960 | 696 | 824 | 879 | 550 | 393 | 289 | 230 | 173 | 136 | 147 | 361 | 826
1961 | 1350 | 1450 | 1220 | 652 | 555 [ 380 [ 298 | 224 | 172 | 161 | 255 | 405
1962 | 984 | 1060 | 1000 | 535 | 406 | 303 [ 235 | 197 | 170 | 236 | 305 | 1120
1963 | 987 | 979 | 543 | 373 | 293 [ 242 | 203 | 163 | 126 | 125 | 171 | 146
1964 | 789 | 966 | 457 | 391 | 278 | 192 | 156 | 122 | 94 | 263 | 417 | 621
1965 | 970 | 1200 | 1500 | 765 | 496 | 358 | 296 | 237 | 169 | 265 | 462 | 859
1966 | 1390 | 1600 | 932 | 703 | 522 | 387 [ 306 | 237 | 190 | 311 | 450 | 870
1967 | 1040 | 1190 | 987 | 706 | 486 | 368 | 287 | 220 | 183 | 156 | 368 | 854
1968 | 890 | 920 | 918 | 533 | 371 | 290 | 234 | 196 | 169 | 219 | 236 | 60l
1969 | 436 | 551 | 461 | 296 | 225 | 165 | 130 | 103 [ 84 | 164 | 657 | 700
1970 | 1350 | 1120 | 793 | 504 | 334 | 254 | 207 | 163 | 172 | 242 | 295 | 266
1971 | 193 | 200 [ 300 | 213 | 134 | 119 | 88 | 77 | 8 | 200 | 386 | 1060
1972 | 559 | 626 | 602 | sS04 | 307 | 228 | 203 | 149 | 122 | 369 | 883 | 745
1973 | 814 | 819 | 805 | 851 | 451 | 330 | 267 | 200 | 165 | 279 | 582 | 599
1974 | 661 | 422 | 1100 | 951 | 542 | 383 | 300 | 245 | 178 | 267 | 216 | 405
1975 | 740 | 662 | 398 | 406 | 282 | 200 | 177 | 129 | 97 | 157 | 374 | 415
1976 | 401 | 404 | 463 | 320 | 223 | 165 | 142 | 103 | 158 | 174 | 482 | 1210
1977 | 1070 | 777 | 401 | 483 | 309 | 247 | 185 | 140 | 131 | 195 | 289 | 701
1978 | 1300 | 679 | 946 | 629 [ 416 | 354 | 269 | 206 | 177 | 212 | 415 | 1030
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Cont.- Valores das vazdes médias mensais para o periodo de janeiro de 1931 a
dezembro de 1990 da Usina Hidrelétrica de Emborcacgio

Ano | Jan Fev | Mar | Abr | Mai | Jun Jul Ago Set Out | Nov | Dez
1979 | 1430 | 1900 | 1020 | 760 502 417 324 267 275 219 | 398 502
1980 | 1470 | 1670 | 788 | 793 527 | 407 | 347 | 259 | 215 205 | 417 | 890
1981 | 1540 | 870 | 637 | 664 446 362 279 | 217 166 268 | 1040 1110
1982 | 1580 | 1160 | 1690 | 1070 | 660 501 380 296 | 236 | 265 | 258 | 390
1983 | 1510 | 2350 | 1340 | 1060 | 686 521 410 317 | 282 431 | 671 | 1290
1984 | 886 571 =l 680 | 373 273 220 187 | 222 168 | 205 566
1985 | 1280 | 1010 | 926 | 639 | 429 318 | 256 | 204 183 176 | 259 | 567
1986 | 1200 | 1010 | 695 417 | 327 244 201 197 151 139 | 156 | 420
1987 | 662 504 | 481 560 | 344 | 247 187 147 135 175 | 285 982
1988 | 797 | 930 886 | 624 405 324 248 196 149 212 | 347 | 631
1989 | 664 728 639 396 | 285 232 190 166 158 178 | 420 | 1600
1990 | 1070 | 586 548 | 404 | 355 201 238 182 182 199 | 201 236
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