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RESUMO

Em mecanica dos fluidos, especificamente em processos turbulentos, o problema de
fechamento representa um dos maiores desafios para qualquer pessoa interessada nesta
area. Durante décadas, cientistas vém usando abordagens estatisticas com o objetivo de
"fechar" o problema ou, pelo menos, diminuir as dificuldades inerentes. Assim, o
presente trabalho apresenta uma criteriosa analise com base em ferramentas estatisticas
em que ondas quadradas aleatorias, aliadas a um nimero fixo de parametros, foram
utilizadas para criar equagbes paramétricas para representar um fluxo turbulento
unidimensional com uma abordagem a priori, diferenciando de outras abordagens
aplicadas amplamente na &rea, que utilizam uma abordagem a posteriori. Em seguida,
simulacdes foram realizadas, a fim de avaliar o comportamento do modelo. Nas
simulagOes pode-se reproduzir o comportamento observado na literatura e estipular a
abrangéncia do método. Além disso, uma importante discussao acerca das condi¢des de

contorno foi desenvolvida.

Palavras-chave: Escoamento turbulento; problema de fechamento; abordagem a priori;

condicdes de contorno.



ABSTRACT

In fluid mechanics, specifically in turbulent processes, the closure problem represents
one of the biggest challenges for anyone interested in this area. For decades, scientists
have been using statistical approaches aiming to “close” the problem or, at least,
decrease the inherent difficulties. So, the present project presents a judicious analyze
based on statistical tools in which random square waves, allied with a fixed numbers of
parameters, were used to create parametric equations to represent a turbulent flow with
an a priori approach, differentiating from other approaches broadly applied in the area,
which use an a posteriori approach. Then simulations were done, in order to evaluate
the behavior of the model. In the simulations, the behavior of some data from the
literature could be followed and the scope of the method was stipulated. Besides this, an

important discussion about boundary conditions was developed.

Key-words: Turbulent flow; closure problem; a priori approach; boundary conditions.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizacéo

A mecénica, aqui entendida como a area do conhecimento que estuda o0 movimento e
suas causas, € uma area de estudos que tem apresentado grandes desafios a ciéncia
desde a antiguidade. Nesse sentido, da-se destaque a mecénica dos fluidos, na qual a
“turbuléncia” nao possui quantifica¢ao definitiva devido a complexidade fisica inerente
de seus fendmenos. A turbuléncia tem sido estudada com ferramentas desenvolvidas
para a “mecanica dos fluidos estatistica”, as quais evoluem com 0 crescimento em

paralelo da matematica moderna.

O escoamento turbulento, como o préprio nome ja sugere, representa um fenémeno nao
regular ou previsivel do fluido em questdo. Alguns autores ainda classificam como
sendo aquele em que as particulas fluidas misturam-se rapidamente enquanto se
movimentam, devido a flutuacdes aleatérias de velocidades que podem ocorrer
tridimensionalmente (FOX ET AL., 2010).

Os fendmenos turbulentos, em sua origem, tém sido explicados utilizando conceitos da
teoria da instabilidade e caos e, quando € considerada a turbuléncia j& estabelecida, ou
seja, quando suas caracteristicas médias podem ser quantificadas a partir de uma
amostragem conveniente, uma abordagem estatistica é feita. J4 a ndo linearidade do
equacionamento basico, gera mais incognitas do que equacdes, o que é denominado de
“problema de fechamento” da turbuléncia. Para tanto, estudiosos tém tentado encontrar
relacOes estatisticas para contornar o problema decorrente do nimero de incdgnitas que

esses fendmenos envolvem.

Ndo ha, entretanto, consenso em como quantificar definitivamente a turbuléncia.
Ferramentas estatisticas valorizam grandezas médias de varidveis que possuem
caracteristicas “quase aleatorias”, uma vez que suas flutuagdes sdao limitadas por

propriedades moleculares como viscosidade e difusividade.

Por outro lado, a instabilidade de um escoamento (se bem que nem de todos) pode ser
acompanhada usando conceitos desenvolvidos para o0 caos, que € um estado final
essencialmente aleatorio. A evolugdo para esse estado aleatdrio, entretanto, pode seguir

padrdes deterministicos, o que é explorado nas teorias de caos. Assim, para estudar



13

turbuléncia € preciso “adentrar” nesse mundo de definicdes eventualmente

“contraditorias” e organizar as informagdes Uteis e potencialmente esclarecedoras.

As teorias estatisticas consideram que as oscilacbes podem ser representadas como uma
parcela sobreposta ao escoamento médio. Este processo é conhecido amplamente como
a decomposicao de Reynolds e, com isso, uma grandeza G qualquer em uma coordenada

i é dada pela média somada com a oscilacéo, na forma:
G; = G; + g; (1.01)

Segundo Ramos et al. (2006), as teorias classicas de turbuléncia sdo baseadas
fortemente em argumentos heuristicos e fenomenolégicos e, portanto, sdo advindos de

problemas simplificados ou com aproximacoes que tornam as soluc@es particulares.

Com isso, torna-se essencial aplicar teorias matematicas avancadas para se obterem
modelos mais globais, de forma a abranger mais situacdes de trabalho. Esse aumento da
robustez do modelo estatistico passa, entdo, a ser um desafio, uma vez que ndo é uma
tarefa 6bvia produzir um que “feche” o sistema de equacGes com um namero finito de

incdgnitas, mantendo a simplicidade almejada pelo calculo das grandezas médias.

Na mecénica sdo utilizados os principios fisicos classicos de conservagdo: Massa,
Quantidade de Movimento e Energia. Assim, em um escoamento turbulento esses
principios se aplicam ao proprio fluido. Adicionalmente, ao estudar o transporte de uma
grandeza escalar neste escoamento, tem-se um fendémeno que é consequéncia da
existéncia da turbuléncia, mas que também segue principios de conservagdo para a
propria grandeza. Desta forma, podem-se estudar caracteristicas da turbuléncia a partir
do estudo de seus efeitos sobre um composto transportado no fluido, que é a abordagem

seguida neste estudo.

Tal abordagem, na qual o estudo destas caracteristicas a partir de seus efeitos sobre a
grandeza “transportada” no fluido, especificamente a transferéncia de massa, caracteriza
tanto os aspectos principais como os detalhes do processo de transferéncia, que sdo

vitais na caracterizagdo do escoamento turbulento (TOWNSEND, 1980).
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1.2 Objetivos

1.2.1 Geral

Como objetivo geral, busca-se organizar o conhecimento gerado na obtencdo de um
modelo unidimensional robusto para a transferéncia de massa em regime turbulento
baseado em teorias estatisticas. Na sequéncia, pretende-se avancar na tipificacdo dessa

nova abordagem, procurando avaliar generalizacdes.

1.2.2 Especificos

e Organizar os conceitos em um texto de lingua portuguesa, uma vez que a
maioria dos textos gerados foi apresentada em lingua inglesa;

e Andlise detalhada das fun¢des paramétricas do modelo;

e Anadlise detalhada do conjunto de equacdes gerado para 0 modelo;

e Analisar a abrangéncia do modelo atraves de simulagoes;

e Detalhar a sistematica de analise do problema unidimensional de transferéncia
de massa para um regime turbulento;

e Detalhar uma proposta de abordagem, indicando os desafios e possiveis
empecilhos, para uma analise bidimensional.

e Apresentar novas conclusées vinculadas aos contornos adequados aos problemas

unidimensionais de transporte de escalares.
1.3 Modelos de Turbuléncia

Os modelos de turbuléncia sdo alternativas criadas na tentativa de “driblar” as
dificuldades inerentes do problema de fechamento em turbuléncia através de relacdes

para as tensdes de Reynolds.

E verdade, no entanto, que o uso de Simulagdes Numéricas Diretas (SND) tem
aumentado seu espectro, mas mesmo assim, suas limitacdes quanto a precisao e ao custo

computacional ainda inviabilizam seu uso para tais modelos.

Conforme destacado por Silveira Neto (2001), em 1991 os estudos em escala mundial
se limitavam na utilizacdo de SND para um numero de Reynolds de até 600, enquanto
gue no ano de 2000 ja existiram estudos em desenvolvimento e alguns ja finalizados

(com resultados razoaveis) de numero de Reynolds de até 1700.
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Atualmente, com os avancos tecnoldgicos, é possivel que esta fronteira seja
ultrapassada, mas mesmo assim ainda ha limitagdes do uso de simulacdo direta, o que

reforga o uso dos modelos turbulentos.

Dentre os modelos turbulentos, verificou-se ser conveniente fazer uma distingdo entre
os modelos a priori e os modelos a posteriori (Schulz et al., 2011b). Os primeiros sdo
assim chamados por definirem, no conceito inicial que os molda, todas as grandezas
fisicas e conceituais que eventualmente venham a surgir pelo problema de fechamento

Ou quaisquer outros.

Ja nos modelos a posteriori, que sdo amplamente difundidos no meio académico, as
grandezas estatisticas que caracterizam o ndo fechamento sdo estudadas de forma
independente, inserindo modelos empiricos ou heuristicos, por exemplo, 0 uso da

viscosidade turbulenta de Boussinesq.

No presente trabalho, detalha-se um modelo a priori, apresentando contribui¢bes
referentes aos contornos adotados para a sua solugdo, mas cabe, no presente item, uma
abordagem resumida sobre alguns dos principais modelos a posteriori. Vale ressaltar
que o assunto sera apenas tangenciado, ja que ndo é foco do presente trabalho, servindo

para situar o tema no atual contexto.
e Viscosidade Turbulenta

O conceito de viscosidade turbulenta, proposta por Boussinesqg, € que 0 tensor de
Reynolds (—pwv;v;) poderia ser expresso através das variagOes das oscilagGes das
velocidades nas coordenadas espaciais. Para isso, foi feito uso de uma funcdo que
representaria as caracteristicas do escoamento, diferentemente da viscosidade

molecular, que depende das caracteristicas do fluido.

Desta forma o “tensor de Reynolds” é apresentado na seguinte forma:

2 ov; 07,
vivj = §k6l] — Ut E + E (102)

Onde v, € a viscosidade turbulenta, k € a energia cinética turbulenta e §;; € o delta de

Kronecker (valor oscilante entre 1, para i =j, e 0, para i # j). A energia cinética
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turbulenta, por sua vez, pode ser incorporada a pressao hidrodindmica ao longo de

algumas metodologias, por depender apenas do tensor de Reynolds.

Infelizmente, para muitos escoamentos, as precisdes das hipoteses da viscosidade

turbulenta estdo aquém das esperadas (POPE, 2000), mas mesmo assim sdo amplamente

utilizadas pelos modelos a posteriori.

Classificacdo dos Modelos

Os modelos podem ser classificados em quatro tipos, a partir do nimero de equacdes de

transporte utilizadas para solucionar o problema de fechamento, sendo assim descritos:

Zero equacdo: existem dois tipos de modelo de zero equacgdo: o primeiro nao
considera a viscosidade turbulenta em sua modelagem, fazendo uso de relagdes
algébricas com a velocidade para modelar as tensdes turbulentas; e ha ainda o
segundo tipo, no qual os modelos sdo baseados no comprimento de Prandtl para
modelar a viscosidade turbulenta a fim de solucionar o problema.

Uma equacdo: acrescenta-se uma equacdo de transporte adicional para a
resolugdo do problema. Por exemplo, cita-se 0 modelo k — L, onde o k é
modelado pela equagdo de transporte e o L representa um comprimento
caracteristico em questdo. Este tipo de modelo representa um grande avanco em
relacdo aos anteriores, mas mesmo assim possui limitagdes quanto ao uso em
escoamentos complexos, 0 que motivou a criagdo do proximo tipo;

Duas equac0es: sdo utilizadas duas equacdes de transporte adicionais para
modelar a viscosidade turbulenta. Neste caso, citam-se como exemplo 0s
modelos k — e (amplamente utilizados em cddigos comerciais de Dindmica dos
Fluidos Computacional, este modelo utiliza uma equacdo de transporte para a
energia cinética turbulenta, k, e outra para a taxa de dissipacdo de energia
cinética turbulenta, €) e 0 k — w (este modelo utiliza uma equacéo de transporte
para a energia cinética turbulenta, k, e outra para a frequéncia turbulenta,
w = ¢/k);

Seis equacdes: ja esta classe de modelos utilizam seis equagdes de transporte

para as componentes de tensdes do tensor de Reynolds.

Para os modelos de duas equacdes, existem ainda as variagfes dos modelos citados,

mostrando, assim, o amplo espectro de estudos realizados sobre os dois modelos. Em
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todos os casos, 0 problema de fechamento é apresentado e, tenta-se contornar atraves de
uma postura a posteriori, apresentando equagfes e novos conceitos a medida que se
sente a necessidade.

1.4 Ponto de Partida

O presente estudo fundamenta-se no equacionamento estatistico apresentado em Schulz
etal. (20114, b).

No referido equacionamento, os autores adotaram ondas quadradas aleatorias para
definir grandezas e gerar relacGes entre as grandezas envolvidas. Para avaliar a sua
adequacdo no problema de fechamento, foi utilizada a equacéo para o balango dos
momentos centrais. Ambos os procedimentos utilizados serdo destacados mais adiante.

Para a comparacdo dos resultados obtidos no presente estudo com dados experimentais,

buscaram-se dados da literatura, como aqueles descritos por Schulz e Janzen (2009).

Vale ressaltar que existem hoje modelos amplamente utilizados para quantificar
escoamentos turbulentos, como o modelo k-¢, ja comentado, que utiliza uma primeira
relagdo semiempirica proposta por Kolmogorov ao equacionar a assim denominada
“viscosidade turbulenta”. No entanto, essa aproximagdo ja considera a hipdtese de
Boussinesq, na qual o fluxo turbulento de quantidade de movimento € definido como

proporcional ao gradiente da velocidade média.

No presente trabalho esse tipo de hipo6tese ndo € seguido. Os fluxos turbulentos séo
quantificados diretamente a partir do produto das flutuacdes, o que representa uma
vantagem inicial, ja que incorpora desde o inicio da andlise as caracteristicas fisicas do

problema, sendo, portanto, definido como um modelo a priori.

Portanto, visa-se aqui detalhar as bases, bem como aprofundar e aprimorar um modelo
proposto mais recentemente e cuja simplicidade pode representar um avanco na analise
de turbuléncia. Pretende-se que este trabalho contribua no desenvolvimento e

concretizacdo desta abordagem.
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2 METODOLOGIA
2.1 Equacdes Bésicas

Como o proprio tema sugere, a proposta aqui abordada busca, através de alguns
conceitos estatisticos, contornar o problema de fechamento cl&ssico recorrente no

equacionamento de escoamentos turbulentos.

Para tanto, o problema necessita inicialmente uma equacdo que represente de maneira
geral o problema de transferéncia de massa unidimensional e outra que represente de

maneira estatistica 0 mesmo problema.

Obviamente, vale ressaltar, que mais equagdes podem ser inseridas no problema como
forma de tentar auxiliar a resolucdo, mas existem duas possibilidades que devem ser

atentadas:

e a primeira é que ao se inserir novas equacBes no sistema sdo geradas novas
variaveis, caracterizando o problema de fechamento em si;
e asegunda é que elas, mesmo com novas variaveis, ndo inutilizem o modelo, o

que pode ocorrer devido ao aumento de sua complexidade.

As equacgOes para 0 escoamento turbulento sdo originadas das equagdes originais de
conservacdo. Para o corrente trabalho, foca-se na conservacdo de massa de um

composto em um escoamento qualquer.
Assim, para coordenadas cartesianas, a conservacdo de massa € dada pela equagédo 2.01.

6C+V6C+V6C+VGC_6( 6C)+6(DGC>+6(DGC>+. (2.01)
ot~ *ax ' Yay " Zaz ox\ ax) ay\Cay) Taz\"az) "9 '

Seguindo os procedimentos classicos, Schulz (2006), substitui-se a concentracdo C e
velocidades V; da expressdo 2.01 pelas suas componentes média e oscilatoria,
apresentando como expressao final para a conservacdo de massa em regime turbulento

em coordenadas cartesianas i quaisquer, a equagéo 2.02.

aC _ac 0 aC _
o ot _9 ([ 0C —\, = 2.02
ot T Vigr T e <Dl ai ”lc> tg (2.02)
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Como a analise inicial proposta sera unidimensional em z e ao considerar que ndo haja
geracdo ou consumo do composto, nem velocidade preferencial ao longo de z, pode-se

simplificar a equagéo para:

ac a ([ _acC
ot _9(pl_ 2.03
ot~ oz (D 3z ”ZC> (2.03)

Nota-se que esta € uma equacdo estatistica, uma vez que trata de grandezas médias. Esta
equacdo envolve duas incdgnitas: a concentracdo média e o fluxo de massa turbulento,
este ultimo representado pelo produto das flutuacbes de massa e velocidade. Portanto,
para fechar o problema, mais uma equacdo € necessaria. Schulz et al. (2011a)
desenvolveram sua andlise considerando os balancos de momentos centrais de
diferentes ordens, de modo a gerar pelo menos mais uma equagdo envolvendo as

mesmas incognitas. A equacao fornecida é

———+ft— oyt —+ =D|c0t—+c01— (2.04)

19c? aC 9C  10v,c0 9%C 9%
6 ot ot oz 6 0z 0z2 0z2

Onde 6 é a ordem do balanco. Por exemplo, uma analise inicial do problema seréa feita

com o balango de segunda ordem, entéo para 8 = 2, tem-se que:

19¢2 __aC 10v,c? _ (a%) (2.05)

20t "%, 72 oz €922

Nota-se que ao considerar 8 = 1 produz-se a equacdo (2.03).
2.2 Consideracdes Iniciais

Os desenvolvimentos aqui apresentados tém por base aqueles definidos em Schulz e
Janzen (2009) e Schulz et al. (2011a). Ao observar a transferéncia de massa a partir de
uma interface para o seio do liquido e ao longo de um eixo z, podem-se representar as

oscilagdes de acordo com a Figura 2-1.
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Figura 2-1: concentragdo em funcao de z e do tempo. (SCHULZ ET AL., 2011a)

Isso mostra que as oscilacdes sao, no minimo, bidimensionais (z e t) e que ao longo de z
elas ocorrem preferencialmente em uma determinada faixa, entre z, e z,. Essas
oscilagbes variam entre uma concentragdo anterior e outra posterior, C, e Cy,
respectivamente. E considerado também um regime estacionario, onde ndo havera
variacOes cinéticas ao longo do tempo, sendo ressaltado, no entanto, que a concentragao
varia ao longo desta dimenséo (conforme pode ser visualizado na Figura 2-1).

E de conhecimento que o fluxo de massa é determinado pelo gradiente de concentragéo,
que depende de cada situacdo. Por exemplo, se estiver sendo analisado um corpo de
agua com altas concentracBes de amonia, o fluxo de massa ocorre de dentro do liquido
para fora. Se for considerado o0 mecanismo natural de reoxigenacédo, o fluxo de massa

ocorre no sentido contrario.

No entanto, nota-se que o esquema da Figura 2-1 € geral, sendo, portanto, aplicado a
ambos 0s processos, s alterando o posicionamento do sentido de z no referencial do

problema.

Vale ressaltar, entretanto, que ao longo do tempo as concentragbes C,, e Cy podem
apresentar uma variagéo significativa, de forma que, em sistemas sem outras fontes ou

sumidouros, as concentragdes tendem a se igualar.

Em uma secdo qualquer de z, a média temporal das oscilacdes é assim definida:

t2

— 1
= — 2.06
Cz Atf CZ,tdt ( )

t1
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Essa definicdo pode ser aplicada igualmente para o balangco dos momentos centrais. Ja
outra consideracéo, essencial para o desenvolvimento do modelo, engloba a questéo de
simplificar a representacdo das oscilagcdes. Assim, optou-se pela utilizacdo de ondas

quadradas aleatorias, 0 que é esquematizado na Figura 2-2.

C Clh
a b
%T (@) Copn — =B __
C; Cz
Cir Cp| 885 3o i i @ oo
rr Ld

Figura 2-2: comportamento da concentracdo e sua simplificacdo ao longo do tempo para
uma se¢do z. (SCHULZ ET AL., 2011a)

No modelo da onda quadrada aleatéria, as oscilagcBes variam entre um valor e outro de
maneira instantdnea. Portanto, as ondas servem para simplificar e quantificar
parametros, quantificacGes estas que posteriormente devem ser corrigidas. De acordo
com as ondas quadradas aqui adotadas, as oscilacdes sdo representadas de forma
bimodal, como mostram as Figuras 2-2 (b) e (c), onde se observam os intervalos de

tempo com oscilacdes acima e abaixo da média.

A Figura 2-2 mostra também C,, que representa a média das concentracdes observadas.
A simplificacdo basica desta aproximacao é considerar que as quantificacdes associadas
ao fenbmeno oscilatdrio original podem ser obtidas a partir de quantificacbes obtidas de
uma onda quadrada aleatdria acrescida de coeficientes de correcdo. Adiante (item 2.3)
sera mais discutida a questdo da faixa de oscilacdo, bem como os coeficientes

paramétricos adotados.

A faixa de oscilacdo real € menor do que o salto entre C, e C,,, de modo que se imp&e
uma reducdo ou o incremento desse salto utilizando as varidveis P e N,
respectivamente, que distanciam os valores observados do méaximo e minimo em
qualquer z. Como as oscilacBes variam em z, P e N também sdo variaveis em funcéo de
z. Assim, a concentracdo limite superior e inferior em um determinado z pode ser

expressa por C, — P e C, + N, respectivamente, conforme apresentado na Figura 2-2

(©).
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2.3 Funcdes Paramétricas

A parametrizagdo e provavelmente um dos caminhos mais dificeis de seguir. Na
verdade ela representa a esséncia da metodologia, pois é com ela que 0 mesmo pode ser
gerado. Ao longo dos anos, varios estudiosos de turbuléncia tém buscado um sistema de
coeficientes paramétricos eficazes para representar de maneira robusta um escoamento

turbulento, como o ja mencionado exemplo do modelo k-¢.

O presente trabalho baseia-se, portanto, em um conjunto de funcbes paramétricas

adotadas desde o inicio da analise do problema (abordagem a priori), sendo destacadas:

2.3.1 Funcao de Particéo

A funcdo de particdo é uma ponderacdo adotada para exprimir as parcelas de tempo em
que as oscilacdes estdo com valores maximos ou minimos na abordagem de onda

guadrada aleatoria para os valores extremos.

A ponderacdo mencionada gera uma funcdo n, que representa o tempo no qual a

concentracdo é maior que a média, assim:

Atc,-p
n= 14

= (2.07)
Attotal

Portanto, para as ondas quadradas bimodais, quando a concentragao néo for C, — P, ela

sera C,, + N, o que pode ser representado, utilizando a funcéo de particéo, por:
(2.08)

Sendo a média das oscilagbes nula, entdo a soma das areas das oscilacdes superiores e

inferiores sdo iguais, portanto:
N. AtCn+N == P Ath—P (209)

Consequentemente, dividindo-se ambas as parcelas pelo tempo total observado, tem-se

a seguinte relacdo entre P e N:
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N = (2.10)

Assim, para obter valores médios decorrentes de oscilacdes quadradas bimodais, a
funcdo de particdo € utilizada para qualquer variavel. Considerando a concentracéo

média, por exemplo, tem-se que:

C,=nC,+(1—n)C, (2.11)

Esta relacdo é importante, porque resume a forma de obter qualquer grandeza média
com o presente procedimento em relacdo a uma ponderacdo temporal. Exemplos sdo a

velocidade e a temperatura, dentre outras.

Partindo da equagdo 2.11 obtém-se a relacéo para n:

C_Z_Cn
Cp — Cp

n= (2.12)

Nota-se que n passa a ser o perfil adimensionalizado da concentracdo. Em outros
termos, o perfil da funcdo de particdo é exatamente o perfil médio da variavel em
estudo.

Ao analisar o comportamento de n ao longo de z, vale observar que o sentido do eixo é
concordante com o fluxo de massa (vide figura 2-1), assim o valor de n varia entre
aproximadamente igual a 0 (ao fim da camada de transferéncia, z,) e 1,0 (no inicio da
referida camada, z;). Se, por exemplo, e=2,—2z; e z"* = (z—2z;)/e, entdo se

z"=0>=>n=10,esez"*"=1,0,n=0.

2.3.2 Funcao de Reducdo
A funcdo de reducdo, designado por a, representa a parcela da amplitude maxima de
oscilacdo que é referente a variavel P. Assim, pode-se afirmar que:

P=a./(C,—C,) (2.13)

Onde «, é a funcéo de reducdo de concentracdo, que define uma dependéncia entre P e

(Cp — C_Z) sendo, portanto, também uma fungéo de z. Ao substituir a expressdo 2.11 na

2.13, obtém-se a relagdo da expressao 2.14.
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P=a,(1-n)(C,—Cp) (2.14)
De forma anéloga, pode-se determinar uma relacdo semelhante para o N, na qual:
N =an(C, — Cy) (2.15)

Apesar de a analise considerada ser unidimensional, € importante se ter a nocdo de que
0 processo turbulento se desenvolve tridimensionalmente. No entanto, para a ilustragdo

do comportamento das camadas de transferéncia, buscar-se-4 uma analise mais didatica.

No entendimento do comportamento da funcdo de reducédo, a., observa-se o seguinte
perfil proposto na Figura 2-3. Nela, tem-se 0 eixo z no inicio da camada de transferéncia

e toma-se uma se¢do em um Z’ qualquer.

SRR YA Y ALY R Ve B fgvz-
e S R A )

zZ

AL T rnr r o r b n i i nyy

Figura 2-3: camada limite de transferéncia no meio em analise

Portanto, haverd uma concentracdo média C,r, referente a este Z’. Por consequéncia

havera certa oscilagdo em torno deste C, e, assim, haverd um P e um a.

correspondentes a esse Z’.

De uma observacgéo da expressdo 2.13, quanto maior for o a., maior sera o valor de P e,
analisando a Figura 2-2, as amplitudes de oscilagcbes tendem a se reduzir. Se as
amplitudes de oscilagdes reduzem é coerente afirmar que o efeito da turbuléncia sera

menor, isto porque a concentra¢do passa a ser mais “estavel”. Em resumo:
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Ta. =T P = Oscilagdes =1 Efeito da Turbuléncia

Para poder entender melhor tal relacdo, observa-se a Figura 2-2 (c). Com o aumento da
funcdo de reducdo, o valor de P (conforme destacado pela relacdo 2.13) também ira

aumentar até que ele atinja seu valor maximo. Desta forma, a medida que P se aproxima

de (Cp — C,), a faixa de amplitude de oscilagdes diminui de forma a tender a zero.

Isso ocorrerad nos extremos da camada limite de transferéncia, indicando que a, atinge o
seu valor méaximo (1,0) e que a transferéncia é exclusivamente difusiva. Nessa situacao,
0 C, tende a permanecer praticamente constante ou a Cp ou a Cy, a depender do n em

questdo, ja que 0 mesmo determinara a posicao dentro da camada.

Resumidamente, se z* (z/e) for proximo de zero, n serd préximo de 1,0 e, para o valor

maximo de a., C, = C,. Em contrapartida, se z* € proximo de 1,0, n sera

assintoticamente igual a zero e C, = C,,.

No entanto pode ocorrer uma situacdo inversa: se 0 a, diminuir, isso indica que o P
também reduzira, assim as amplitudes de oscilacdes crescem, 0 que caracteriza uma

maior influéncia do efeito de turbuléncia. Portanto:

la. =2 P =71 Oscilagbes =T Efeito da Turbuléncia

Para este caso 0 C, ira tender a uma amplitude de oscilacdo méxima, onde seu valor ira
variar entre 0 C,, e 0 Cy, alternadamente. Aqui 0 a. tem o seu valor minimo e ocorre no

interior da camada limite.

Na teoria este valor seria zero, 0 que caracterizaria uma transferéncia exclusivamente
turbulenta, mas na prética isso € impossivel, porque os efeitos difusivos estdo sempre
presentes. Com isso, pode-se dizer que a funcdo de reducdo ird tender a um valor

préximo a zero, que dependera do tamanho da influéncia difusiva no meio.

Portanto, pode-se descrever o perfil da camada limite de transferéncia, dividindo-a em
duas: uma cujos efeitos difusivos sdo mais significativos e outra cujos efeitos
turbulentos sdo prevalecentes. Se 0 a, tende a 1,0 nas extremidades, entdo a camada
difusiva ganha forga nas extremidades da camada limite, enquanto que a camada limite

turbulenta passaria a ocupar a parte central da camada.
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Fica claro, assim, que havera teoricamente quatro faixas que “compde” a camada limite,
duas difusivas e duas turbulentas conforme destacado na Figura 2-4. A divisdo das

camadas limites turbulentas é o ponto onde o0 a, € mais proximo a zero.

Vale ressaltar que os termos afastadas e proximas sdo em referéncia a superficie e que a
camada limite difusiva afastada é usualmente incluida no préprio seio, no entanto foi

dado destaque aqui para se poder melhor visualizar a divisao das camadas.

Difusiva Proxima

Turbulenta Proxima
/‘\ Turbulenta Afastada

Difusiva Afastada

SEFPT i i rrir i rirr i iy rriirirrirrriiyrg

Figura 2-4: perfil da camada limite de transferéncia.

Vale destacar, contudo, que a funcdo de particdo e a funcdo de reducdo sdo
independentes entre si, ja que representam caracteristicas distintas. Resumidamente, a
primeira é uma ponderacdo em relacdo ao tempo, enquanto que a segunda em relagdo a

concentracdo, tendo em comum a dependéncia em relagdo as variaveis espaciais.

2.3.3 Superposicado e Correlacdo entre Velocidade e Concentracao

A funcdo de superposicdo € conceitualmente simples de ser entendida. Em um
escoamento, no qual esteja havendo transferéncia de massa na direcdo de um
determinado eixo, haverd uma relacdo entre a velocidade e a concentracdo, ou seja, uma
sobreposicao total ou parcial, que deve ser considerada para a analise de conservagao de

massa, por exemplo.
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Como o problema aqui tratado é incialmente unidimensional, apenas ha velocidade em z

e como as flutuacbes de concentracdo dependem do campo de velocidades, o

conhecimento de sua interacdo é relevante no entendimento da transferéncia de massa.

Como forma ilustrativa, destinada ao esclarecimento, apresenta-se a Figura 2-5. Podem

ocorrer dois cenarios extremos: as oscilaces serem perfeitamente superpostas (a) e

serem totalmente opostas (b).

(@

(b)

= == (Concentragfo
Velocidade

Figura 2-5: superposicOes extremas entre concentracdo e velocidade.

Nesse caso, representando a superposi¢do por uma funcdo £ e as funcbes de particdo da

velocidade e da concentracdo por m e n, respectivamente, observa-se a Figura 2-6.

=== Concetitragio

Gfm == === === (1-H1-n)
i ; i 1

(1—fm ! | L pa-m

\ [ | :

Figura 2-6: analise de m a partir de 8 e n.

t Velocidade

Dela, pode-se obter a equacdo 2.16, relacionando as trés fungdes que serdo utilizadas no

processo de parametrizacéao.

m=1—(f+n—20n)

(2.16)
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Torna-se também essencial descrever, através de uma relacdo, a grandeza principal em
estudo (a concentracdo) e a velocidade. Tradicionalmente, o coeficiente de correlacéo é
utilizado para caracterizar esta relacéo, sendo definido como:

tz

1
%= f 1y dt (2.17)

Onde o integrando e dado por:

v,C

I (2.18)
vZZ\/Z

Uma caracteristica do coeficiente de correlacdo é que, fisicamente, ele representa o
fluxo de massa turbulento normalizado com os valores RMS da velocidade e da
concentracdo. Ao usar ondas quadradas aleatorias, é simples quantificar a sobreposicéo
com base nas fungdes de particdo para a concentracdo e para a velocidade, conforme

anteriormente apresentadas.

Consequentemente, para reforcar a validade da relacdo da expressdo 2.16 na
representacdo da superposicéo, se a correlacdo for perfeita conforme proposto na Figura
2-5 (a), tem-se que: , =1; B =1; m =n. E caso elas sejam totalmente opostas,
Figura2-5(b):, =0; =0, m=1—n.

2.4 Processo de Parametrizacao

Com base nas equacdes escolhidas para formar o sistema, pode-se, entdo, transforma-las
de forma a se tornarem fungdes dos pardmetros adotados (n,a. e B). Além destes
parametros, que sao ligados mais diretamente a concentracdo, ainda € necessaria uma
variavel que represente a escala de velocidade que caracteriza o escoamento, afinal, a

massa € transportada pelo movimento turbulento. A escala de velocidade é o valor RMS

da velocidade (\/v:ZZ), conforme destacado por Schulz et al. (2011a).

Vale observar que os pardmetros mencionados sdo fungdes da distancia e, com isso,
todo o sistema gira em torno da mesma variavel (z). Outra observagdo importante sobre

0 processo de parametrizacdo seguido é que cada termo dela possibilita que os demais
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das equacOes originais sejam trabalhados separadamente, deste modo se possibilita
trabalhar com os termos de maneira isolada para apenas posteriormente uni-los na
equacdo de origem. Com isso, podem ser avaliadas as derivadas, fluxos e produtos de
oscilacbes de maneira separada para serem concatenados posteriormente nas equacoes

governantes.

2.4.1 Flutuagdes de Concentracéo e Velocidade

A metodologia seguida considera as oscilagdes de concentracdo, onde:
aq=(c,-P-C) (2.19)
Substituindo os termos pelas suas respectivas equacgdes parametrizadas:
a=0-n(C-C)1-a) (2.20)
De maneira analoga:

c;=(Ca+N—=C)=-n(C,—Cp)(1 — @) (2.21)

Onde c; e c, representam as oscilagbes de concentracdo positiva e negativa,
respectivamente, em relacdo a média para uma determinada posi¢do z. Note-se que a
concentracdo média, conforme indicado na figura 2-1, oscila entre os dois valores

extremos situados no inicio e no fim da camada limite de transferéncia.

Ao se aplicar para a velocidade 0 mesmo raciocinio ja aplicado para a concentracao,
seria preciso haver dois valores distintos de velocidade (em z, porque o problema é
unidimensional) nas fronteiras da camada-limite. Entretanto, isso implicaria em um
problema de conservacdao de massa, pois ou haveria mais fluido chegando a regido, ou
haveria mais fluido saindo dela. Assim, o que se necessita, para a velocidade, é
considerar uma escala que seja realistica com o problema unidimensional proposto. Esta
escala ja é utilizada classicamente em turbuléncia, através do valor RMS da velocidade

(intensidade turbulenta), conforme destacado anteriormente.

Assim, para um determinado z qualquer, a oscilagdo pode ser escrita com base em uma

ponderacdo temporal com relacdo as suas oscilagdes positivas e negativas em relacdo a
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média, de forma que ao se usar a funcdo de particdo, conforme demonstrado no

Apéndice I, obtém-se:
c? =n cf + (1 - n).cg’ (2.22)

Onde ¢ é um expoente qualquer. O que permite encontrar, apds substituir as expressoes
2.20e 2.21 em 2.22, a relagéo 2.23:

c® =n(1-n)(C, - €)1 - a)?[(1 — )1 + (~1)¢n?"1] (2.23)

Esta expressdo é de suma importancia para a parametrizacdo de termos com base nas
oscilagbes de concentracdo, como as derivadas das oscilacbes e o produto de uma

oscilacdo pela derivada da mesma por exemplo.

Ja na Figura 2-7, observa-se que as flutuacbes de velocidade devido a conservagdo de
massa, que se anulam ao calcular o seu valor médio. Ou seja, as areas que representam o
produto entre o valor da flutuacéo e o tempo de atuacdo desta sdo iguais acima e abaixo

do eixo do tempo.

o mvy, =U
(4 . Al
21
A H Tempo "
Normalizado
L] \ " )
(1-m)v,=-U

Figura 2-7: oscilagdes da velocidade. (SCHULZ ET AL., 2011b)

Na figura é, portanto, definida uma escala de velocidade U. Ela pode ser representada

pelas expressdes seguintes.
mvl = U = (m - 1)172 (224)

Lembra-se, entretanto, que v, € um valor negativo e, assim, U € sempre positivo. Ao
aplicar as expressbes 2.16 e 2.24, partindo da expressdo da velocidade baseada no

Apéndice I, obtém-se, conforme proposto no Apéndice II:
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N p+n—20n

vl—‘fv \/1—(,8+n—2ﬁn) (2.25)
B — 1-(B+n-2pn)

vz——,fv\/ B+n—2pn (2.26)

2.4.2 Fluxos de Massa Turbulentos

O fluxo de massa turbulento é definido como a média do produto entre as oscilagdes de
velocidade e de concentracdo, vc. De acordo com estudos realizados por Janzen (2006,
apud SCHULZ ET AL., 2011b), o fluxo de massa turbulento € relevante na maioria das
situacdes préticas, sendo de extrema importancia quantificar essa grandeza, e, portanto,
a mesma foi parametrizada seguindo os procedimentos sugeridos para ondas quadradas

aleatorias.

Como explicado no item 2.3.3, uma das formas de se representar essa grandeza em
termos adimensionais foi descrita pela equacdo 2.18, onde o médulo de r (coeficiente de
correlacdo) varia entre 0 e 1. Para obter r a partir das ondas quadradas aleatorias
utilizam-se as duas oscilacGes da concentracdo e as duas oscilagdes da velocidade, as
quais podem estar parcialmente superpostas, o que € quantificado com g, além do fluxo

de massa turbulento de expoente unitario para a concentragao.

Esse fluxo de massa, por sua vez, pode ser quantificado através das combinacdes
possiveis dos produtos entre as oscilagdes de concentracdo e de velocidade. A oscilacédo
¢, € ponderada com n, enquanto que c, é ponderada com (1 —n), ja que a funcdo de
particdo esta relacionada diretamente com a parcela positiva em relacdo a concentracao

média.

Quando analisadas as superposi¢des das duas grandezas, c; € v; estdo em situacdo de
oscilacdo coincidente, bem como c, e v,, sendo assim relacionadas por . No entanto,
com oscilacBes opostas, c; € v, OU ¢, € vy, a superposi¢do serd indicada por (1 — 8).

Com isso, pode-se escrever a expressédo 2.27.

ve = vi[ceinf + (1 —=n)(1 = B)] + vy [c;n(1 = B) + c,(1 —n)f] (2.27)
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De acordo com o proposto no Apéndice IlI, tem-se a expressao 2.27 transformada na
equacao 2.28:
n(1—n)(1 - a0)(C, — C)V 2

jn(l —n)+ —g(i ;,Bﬁ))z

CcC =

(2.28)

E de maneira geral, obtém-se a equacdo 2.29, que abrange uma gama de aplicacdes

maior, partindo de uma expressao geral de forma semelhante a 2.27:
v = v, [cfnﬁ +c?1-n)- B + v, [cPn(1-B) +c? (1 —n)B] (2.29)

De maneira anédloga a aplicada a equacdo 2.28, no Apéndice Ill, destaca-se a obtengéo
da equacdo geral para fluxo de massa turbulento. Na equacdo 2.30, por exemplo,

evidencia-se o fluxo de massa turbulento para um expoente ¢ = 2, assim:

—  a(l-m) - 20 - a)?(C, — C) V2
vce =

\/n(l—n)+—’8(1_’8)

(2.30)
(1-2p)>

Para a andlise de expoentes de concentracdo diferentes de 1, que ocorrem quando sdo
trabalhados os momentos dos balancos centrais de ordens superiores a 2, devem ser

utilizadas as equacOes geradas a partir da geral proposta no Apéndice IlI.

2.4.3 Derivadas

Na equacdo 2.04, para o balan¢o dos momentos centrais, podem ser observadas algumas
derivadas parciais, que devem ser representadas de forma parametrizada, em

congruéncia com as outras parcelas ja apresentadas.

Desta maneira, a derivada de qualquer ordem da concentracdo média é dada pela

expresséo 2.31, onde O é a ordem da derivada (Apéndice 1V).

29c 2%n
—o = (Cp — Cp) 550 (2.31)



33

Ja a derivada parcial temporal é descrita por diversos autores de forma empirica baseada
na lei analoga a lei de resfriamento de Newton, que sugere que a taxa de variagdo
temporal é proporcional ao déficit de concentragdo média. Na realidade, ha uma
conotacdo quimica inerente, que se baseia em uma reacdo de primeira ordem, a qual é
obtida a partir da Lei da A¢do das Massas com relagdo ao (C, — Cy). Assim, tem-se
que:

aC,

= = K(G =G (2.32)

O coeficiente K pode ser apelidado, no presente contexto, de coeficiente de
“crescimento”, ja que ele representa o crescimento da concentragdo C, ao longo do
tempo. Ja a variacdo temporal do C, foi desprezada, ja que a concentragdo da “fonte de

massa” permaneceria com 0 seu valor inalterado.

Conforme descrito no Apéndice IV e V, as derivadas parciais temporais para a
concentracdo média e media das oscilacdes a um expoente qualquer séo representadas

pelas equacdes 2.33 e 2.34.

¢ (2.33)
o = K- n)(C, — Cp) :
oc? - - ¢ 2.34
— = —Knp(1 -1 - a)?*[(L - )¢~ + (~Dn? (¢, - C) (2.34)

No Apéndice V também esta descrito o procedimento para alcancar a derivada da média
de uma flutuacdo exponencial em relacéo a z. Esta equacdo é de suma importancia para
a deducdo proposta no Apéndice VI, cujo equacionamento é comentado no item

seguinte.

2.4.4 Produtos entre Flutuactes e Derivadas

Para representar este produto, tomar-se-a como base o mesmo principio aplicado para o
fluxo de massa turbulento e, assim, aplica-se uma ponderacao temporal (fazendo uso da
funcdo de particdo) para a parametrizagdo do produto entre flutuagGes e derivadas, de

modo que:
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0092 90 c%? 90 c%?
¢1 —pcft_1 —m P2 (2.35)
c 570 ney 570 + (1 —n)c, 570

Para entender, basta lembrar a relacdo da equacdo 2.22, assim 0 n estaria relacionado
com c; a um expoente ¢p1 e 0 mesmo com um expoente distinto ¢2, sendo derivado a

uma ordem O qualquer. E 0 mesmo para a oscilagdo de concentragéo inferior c,.

Desta forma, conforme especificado no Apéndice VI, a expressdao geral pode ser

expressa por:

0,92
C¢1W =n(1-n)(1—a)?(C,
°(1 —n)?2(1 — a,)??

0z9

~ )PP @ - e (2.36)

2°(—n)??*(1 — a,)??
dz9

+ (—n)$1-1

2.5 Simulagéo

A simulag&o aqui abordada consiste em verificar o comportamento do modelo para uma
situacdo especifica de modo a analisa-lo com base em dados obtidos e outras simulacdes

realizadas.

Existe atualmente uma gama de métodos numéricos que sdo aplicados a uma vasta
gama de problemas de simulagdo. 1sso sugere que exista a0 menos uma maneira de se
tentar resolver o problema de simulacdo para os modelos gerados através da

parametrizacdo do escoamento turbulento unidimensional.

Em uma primeira proposta, segundo proposto por Schulz et al. (2011a), utilizou-se o
método de Runge-Kutta para simular o0 modelo e o método Quase-Newton como
otimizador de um de seus coeficientes, o que gerou uma avaliacdo de comportamento da

funcdo de parti¢do, n, em funcdo de uma profundidade relativa, y.
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" Data of Janzen (2008)
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Figura 2-8: simulacdo do comportamento de n em funcéo de y.
(SCHULZET AL., 2011a)
Esta primeira previsdo, apesar de ter apresentado resultados animadores (considerando a
tendéncia geral da Figura 2-8), considerava uma parcela no seu equacionamento final
que se mostrou inadequada, seguindo as bases do modelo de ondas quadradas, como foi
destacado por Schulz et al. (2011b).

A simulacéo a ser realizada no presente trabalho, bem como nos trabalhos ja citados, é
feita com uma equacdo reduzida, onde a funcdo de reducdo (a.) é dita constante em
relacdo a z. Desta forma, admite-se um a, predominante, ou seja, um valor constante
para a. que representa o escoamento de maneira significativa em uma situacdo
especifica, de modo a diminuir a complexidade do modelo, possibilitando uma

simulagdo mais simples.

Apesar de fisicamente improvavel, uma situacdo com a, constante pode ser utilizada
para gerar o comportamento da funcdo de particdo (n) em uma situacdo onde um

determinado valor de a,. € significativo.

Como serd discutido mais adiante, para se obter uma estimativa mais precisa do
escoamento, sabe-se que seria preciso observar também o comportamento do
coeficiente de reducdo em conjunto com o de particdo. Entretanto, para tal simulacéo,
seriam necessarias mais trés condi¢des de contorno ligadas ao coeficiente de reducéo,
baseadas em dados iniciais observados (bem como foi feito para o coeficiente de
particao).

No presente trabalho também é utilizado o método de Runge-Kutta, como sera descrito

mais adiante (2.1.5), e sdo feitas tentativas com um método das Diferencas Finitas, por
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ser um método mais simples e de ampla aceitacdo, para testar a possibilidade de

também ser usado para este tipo de simulacéo.

Ressalta-se, entretanto, que foram observadas algumas limitagdes quanto ao uso do
método das Diferencas Finitas, ligadas as condi¢bes de contorno. O método em si nao
sera alvo de discussdo do presente trabalho, tendo destaque nos itens subsequentes
apenas o procedimento utilizado para as simulagdes finais. Contudo, serdo destacadas
algumas observages sobre as tentativas nos comentarios finais (3.1.3).

A verificacdo da simulacdo, assim, é bem definida ja que partird das analises propostas
por Schulz e Janzen (2009). As comparac6es serdo semelhantes as propostas por Schulz
et al. (2011a, b), dando énfase as representacdes fisicas e detalhamento aos outros
coeficientes.

2.5.1 Método de Runge-Kutta

Existem diversos métodos que poderiam ser utilizados para gerar a simulacdo do
comportamento de n. A diferenca entre os métodos estaria, sobretudo, na complexidade

de aplicé-los ao problema, o erro envolvido e o custo computacional inerente.

Apesar de existirem maneiras mais simples de discretizar a equacdo, por exemplo, ao
utilizar o ja& mencionado método das Diferencas Finitas, opta-se no presente trabalho
pela utilizacdo do método de Runge-Kutta devido a ampla utilizacdo pelo meio
académico, o que facilita a busca de informagfes mais detalhadas sobre 0 mesmo, e ao

erro e custo computacional serem baixos em comparacdo a outros métodos.

O método de Runge-Kutta se baseia nas séries de Taylor de maneira a preservar 0s erros
de ordens altas, mas sem necessitar determinar ou avaliar as derivadas parciais
(FAIRES E BURDEN, 2002).

O método de Runge-Kutta consiste em utilizar a série de Taylor para buscar taxas de
variacdo da funcdo em andlise em pontos proximos ao de interesse, 0 que garante ao
método uma eficacia maior se comparada a de outros métodos. Esta eficacia elevada,
por sua vez, permite a utilizacdo de malhas mais grossas, diminuindo também o custo

computacional envolvido.

De maneira ilustrativa, tem-se a Figura 2-9:
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Figura 2-9: esquema espacial de pontos de auxilio para 0 método de Runge-Kutta.

Nesta figura, observa-se um esquema simplificado para o método. Os pontos A, B e C,
serdo analisados pelo problema. Desta forma, para avaliar, por exemplo, o ponto B,
busca-se os pontos proximos a ele, no entanto, ndo necessariamente o ponto de apoio
deve ser um ponto em andlise. Podem-se ter, entdo, pontos intermediarios entre 0s
préprios pontos de analise (AB-1, AB-2, BC-1 e BC-2). Estes, por sua vez, sao

dispensados apds a avaliacdo de B, participando apenas indiretamente da anélise.

Com relagdo ao embasamento matematico do método, ele é bem simples
conceitualmente. Ele parte de uma equacdo geral, a qual representa uma relacéo linear

entre uma fungdo y qualquer e uma variavel x, tal que y = g(x):

Ay

lp:Ax

Representando de outro modo:

Yis1 =Yi+Y.h (2.37)

Onde i € a iteracdo atual, h € uma funcdo que representa a variacdo de uma variavel x
qualquer. E ¥ ¢é uma fun¢ao que pode ser definida como uma “taxa” de variagdo de y

em relacdo a variagdo h.

Sdo diversas as formas que 0s autores consagrados da area utilizam para representar a
funcdo 1 (e suas equivalentes, representadas por outras formas). Aqui, adaptou-se a
apresentada por Chapra e Canale (2006), de maneira a deixar em uma forma didatica e

sistematica.

Deste modo, a fungéo de variacdo pode ser representada por:

0-1
b = Z ak; (2.38)
j=0
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Na qual O ¢ a ordem do método Runge-Kutta. Ja a; representa um coeficiente de
ponderacdo para a funcdo k; que a fungdo de variagdo especifica que indica a taxa de

variacdo de y em funcéo de uma variacdo de x em um ponto préximo ao analisado.

A ordem do método, por sua vez, representa a que expoente o erro global do método
esta relacionado ao refinamento da malha, por exemplo. Assim, quanto maior a ordem
do método, maior serd a reducdo do erro global ao ser refinada a malha do problema

(aumentado o nimero de pontos analisados).

Os coeficientes a; sdo encontrados ao final, quando um sistema de equagdes deve ser

solucionado e as fungdes k; sdo definidas como:

( ko = f(xi, yi)
ky = f(x; + p1h, y;i + q11koh)
k, = f(x; + p2h, yi + qzokoh + q21k1h) (2.39)

Lk0—1 = f(x; + po-1hyi + do-1)okoh + -+ qo-1) (o—z)ko—zh)

Observa-se que f € a funcdo derivada de y;, ou seja: y;. Nota-se que o que se faz €
calcular cada parcela acrescida do produto entre a taxa de variacdo de y; pela variagéo
Ax = h. Nota-se também que a cada passo de k, os valores acrescidos de y recebem

influéncia dos ks anterores.

Encontrar a equacao final parece ser complicado e, por vezes, realmente se exige certo
trabalho algébrico. Primeiro, emprega-se as equacdes de 2.39 na série de Taylor, de
modo a encontrar uma equacdo equivalente em funcdo das derivadas e variagbes. Em
seguida, utilizam-se as expressdes encontradas na equacdo 2.37 e evidenciam-se as

derivadas e variacOes.

De posse disso, compara-se com a serie de Taylor original e dai resulta um sistema de
equacOes ao tentar zerar as parcelas que multiplicam as variacdes de Ax. O sistema
encontrado, no entanto, possui mais incognitas do que equacdes e, por isso, € um
sistema possivel, mas indeterminado. Isso indica que had mais de uma solucéo para o
mesmo sistema e, assim, diz-se que existe uma familia de equac¢fes do método Runge-

Kutta para cada ordem.
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O presente trabalho ndo busca desenvolver tais equacfes, nao por dificuldade, mas por
praticidade. Desta forma, serd utilizada uma equacdo amplamente difundida para o
método de Runge-Kutta de terceira ordem adaptada de Chapra e Canale (2006):

h
Yi+1 =Yi + g(ko + 4k + k3) (2.40)
Onde:
ko = f(xi,yi)
ki = f(x; + 0,5h,y; + 0,5kyh) (2.41)

kz == f(xl + h, Yi - koh + Zklh)

2.5.2 Processo de Simulacdo

As equacOes adotadas para a simulacdo (2.40 e 2.41) sdo bem simples, ja a forma de
aplica-las necessita certo cuidado. Para tanto, um procedimento metddico e simples
pode ser usado.

Inicialmente é preciso entender que o método de Runge-Kutta calcula o valor
subsequente de y a partir do anterior e da derivada composta do mesmo também no
ponto anterior. Desta forma, para aplica-lo ao presente trabalho, no qual a equacéo a ser
simulada é uma equacéo diferencial parcial (EDP) de terceira ordem, deve-se fazer uso

de alguns mecanismos:

e verifica-se que as derivadas da equacdo sdo totais e ndo parciais e, assim, o
problema se resume a uma equacao diferencial ordinaria (EDO);

e as derivadas de primeira e segunda ordem sdo atribuidas fungdes a fim de
facilitar a sistematica, ja que a primeira derivada (y') vai ter seus valores
computados da mesma forma que o y, mas com relacdo a segunda derivada, que
por sua vez é computada em relacdo a terceira derivada;

e ja a terceira derivada deve ser isolada e seus valores computados a partir da

propria equacao.

Este procedimento fica simples de ser aplicado de maneira sisteméatica em qualquer

planilha de trabalho. No presente trabalho, por exemplo, fez-se uso do Microsoft Excel®
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e algumas indicages de uso do método podem também ser encontradas em Schulz et al.
(2011b).

Com o procedimento determinado, basta determinar o tamanho da malha de analise,
quais serdo as condicGes de contorno a serem empregadas e os valores dos outros
parametros de entrada. Apesar de saber que a precisdo do método de Runge-Kutta é boa,

optou-se por uma malha fina de 1000 pontos, ja que ndo dificulta em nada a simulag&o.

Em relacdo as condicbes de contorno, a andlise € mais complexa. Nesse sentido, o
presente estudo representa uma contribuicdo ao entendimento da influéncia das
definicbes dos contornos na resolucdo do problema, o que pode ter repercussdes no
tratamento de problemas com mais dimensdes. Supde-se, de maneira a ilustrar, que se
tenha uma variavel dependente d em uma regido R qualquer cuja regido de fronteira é
definida por 6R. Assim, existem resumidamente trés tipos de condicdo de contorno (ou

condiges de fronteira):

e Dirichlet: um valor especifico de d é determinado na fronteira da regido 6R;

¢ Neumann: também é especificado um valor de fronteira, mas na forma de um
gradiente normal ou tangencial. Quando este gradiente é nulo, diz-se que a
condigdo de fronteira é natural ou homogénea;

e Robin: ja neste tipo de condicdo de contorno, ha uma combinacdo linear dos
dois primeiros tipos, de forma que a condi¢do de contorno é representada por

uma equacao diferencial.

Obviamente, nem todos os problemas vao recair a um Unico tipo de condicdo de
contorno e, com isso, ter-se-4 uma condicdo de contorno mista. Para o presente trabalho,
por exemplo, a condi¢cdo de contorno “global” do problema serd uma mista entre

Dirichlet e Neumann.

Mas mesmo definindo o tipo de condi¢do de contorno como mista, ainda resta dizer
quantas serdo determinadas por cada tipo, isto porque a equacéo final do modelo recai
em uma equacédo diferencial parcial de terceira ordem e, desta forma, necessita de ao

menos trés condi¢des de contorno individuais.
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Diferentes estruturas de condi¢Bes de contorno podem e foram testadas, mas para a

aplicacdo do método de Runge-Kutta, utilizou-se, entdo, uma condi¢do de Dirichlet
(n(z* = 0)) e duas tipo Neumann (dn/dz*(z* = 0) e 32n/0z**(z* = 0)).

Vale ressaltar que usualmente se atribui a condigdo do tipo Neumann apenas a primeira
derivada da grandeza transportada, no entanto, no presente texto, sera feito uso da
mesma nomenclatura para a segunda derivada, relacionando-a também ao conceito de
derivada do fluxo e ndo apenas ao de fluxo da grandeza propriamente dita, a fim de
facilitar as discussdes ao longo do trabalho.

Assim, essa segunda condicdo tipo Neumann entra de forma a satisfazer o que seria uma
quarta condicao de contorno do tipo Dirichlet (n(z* = 1)), que na verdade entra como
fator de andlise da simulacdo. Isso porque o valor da segunda derivada deve ser
estimado de forma que havera uma simulacdo dentro da simulacdo principal, cuja

condicdo de contorno para encontrar o valor é n(z* = 1).

O processo pode ser 0 mais diversificado, desde a utilizagédo da ferramenta Solver do
Microsoft Excel® ao utilizar a mesma planilha de célculo ou semelhante a da simulac&o
principal até ferramentas mais avancgadas de programacao envolvendo linguagens como
o Matlab® ou simples iteracdes manuais, jé que na prética ao definir a primeira derivada

havera um intervalo estreito de segundas derivadas que atendem a condicao de analise.

A partir destes dados de entrada, fica simples visualizar a aplicacdo do método. Nas
tabelas (a) e (b) do Apéndice IX pode ser observada a aplicacdo do método de Runge-

Kutta de uma maneira geral.

Nas tabelas (a) do Apéndice IX, tém-se os parametros de entrada. Nas condigdes iniciais
estdo as trés condi¢des de contorno e o valor de h que indica o tamanho da malha. Ja os
valores de S e A (1 — a,) séo referentes a equacdo do modelo. Ainda é computado o

valor de x (kappa) para comparagdo com as aproximacdes de Schulz et al. (2011a, b).

Ja nas tabelas (b) do mesmo apéndice constam os procedimentos de célculo. Para uma
iteracdo qualquer i, na qual haverd um valor de z* correspondente, o célculo dos valores
correspondentes da linha ocorrerd de acordo com as expressdes indicadas em cada
célula. Nota-se em algumas células ha trés pontos verticais, que indicam que as células

seguem o0 mesmo principio da célula acima.
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Como foi dito anteriormente, o valor de n dependera dos valores de n', os quais
dependeram de n'’ e que, por sua vez, sdo relacionados com os valores de n'”’. Os
valores das derivadas terceiras, kg, ki’ e k5, sdo computados ao se isolar a equacéo do

modelo de tal forma que é apresentada a equacao no final do Apéndice IX.
2.6 Andlise dos Resultados

A andlise dos resultados consiste na observacdo do perfil gerado pelo modelo
discretizado quando comparado aos dados dispostos por Janzen (2006). Apesar de ser
baseada em um método simples, outros pontos devem ser observados a cerca dos

resultados obtidos, como:

e Valor final de n, que ndo deve ultrapassar 0,01, no qual este valor representa a
tolerancia adotada para o valor da funcdo de particdo que, conceitualmente,
tende ao zero;

e Possiveis valores negativos podem aparecer ao longo da simulagdo quando, ao
depender dos valores iniciais, 0 modelo passa a ter um perfil “parabolico” perto
do final, quando deve apresentar uma “curva assintotica”;

e Pode haver certa distingdo com os dados propostos por Janzen (2006), desde que
satisfeitas essas duas primeiras observacdes e ao observar semelhanca no

comportamento.

A andlise parece simples, mas na verdade ela abrange uma série de problemas
relacionados as condicBes de contorno inicialmente adotadas. A andlise da primeira
derivada a partir do comportamento inicial é de grande importancia para a determinacéo
do comportamento da funcdo de particdo representativa para uma concentragdo, mas € a

segunda derivada inicial que iréd restringir o comportamento assintotico final.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

No presente item serdo apresentados os resultados para 0 modelo proposto e, ndo menos
importante, as discussdes que foram conduzidas durante e apos o término do mesmo.
Como foi mencionado anteriormente, um processo de parametrizagdo foi utilizado

gerando um modelo na forma de uma equacéo dita, portanto, paramétrica.

Conforme pode ser verificado nos Apéndices do presente trabalho, a parametrizacéo das
equacOes basicas ocorreu em partes, nas quais cada termo da equacdo original foi
parametrizado separadamente e, em seguida, juntaram-se todos 0s termos

parametrizados para compor a equacdo (Apéndice VII).

Algumas simulacBGes foram geradas para descrever o comportamento do modelo ao
utilizar uma funcdo de reducdo predominante conforme foi comentado em itens

anteriores.

Os comentarios finais a cerca da metodologia e resultados séo, entdo, apresentados e, de

forma a finalizar o item, fazem-se comentarios a cerca de modelos equivalentes.
3.1 Modelo Proposto

O primeiro modelo serd composto pelas expressbes 2.03 e 2.05 apresentadas
anteriormente. Nesta equacdo é considerado o balanco de segunda ordem, assim 6 = 2

na equacdo 2.04, conforme explanado no item correspondente.

Com isso, 0 sistema se resume ao seguinte:

aC a( oC _)
= —— — VU, C

at  0z\ oz Lol
19c2 __9C 10v,c? 92c (3.01)
|-+ 00— += = —
k2 ot "0z 2 0z 072

Essas sdo as duas equacOes basicas estatisticas para representar os fendmenos de

transferéncia de massa turbulenta no presente trabalho.
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3.1.1 Equacéo Global

A partir das equacdes 3.01, pode-se gerar uma equacdo global para o primeiro modelo
ao ser aplicado o processo de parametrizacao por partes. No Apéndice VII foi realizado

tal procedimento, tendo sido, portanto, encontrado as seguintes equacoes:

9 ne \_[D o
Z <Ke(cp—cn)>‘l1<ezaz*2_( -0 2.9

—n(1-n)(1—ay.)?+

I on (1-2n) 6acl
a —
Ke(C,—C,)| ©0z* 2 0z
(A-2n)d-a) g < v,C )
_|_
2 dz*\Ke(C, — C,)

Dn(1—-n)(1 —a,)[0? (l—n)(l—ac) 0%(— n)(l—ac)
= Ke? *2 + I

(3.03)

Apo0s gerar as duas equacdes paramétricas de base, é feito uso de operacbes algébricas
de forma a gerar apenas uma, eliminando termos em comum que poderiam vir a

complicar a aplicacdo do modelo final.

Séo observados dois coeficientes adotados ao longo do Apéndice VII:

s __ e n(-m-aNv?
base — Ke(Cp -C ) B (3.04)
’ B(1L—B)
Ke\jn(l —-n)+ m
D
> " Ke? (3.05)

O coeficiente expresso em 3.04 é apenas um coeficiente intermediario, criado para
facilitar as passagens algébricas, ndo sO6 diminuindo a apresentacdo dos termos
envolvidos, como sendo isolado na segunda equacdo para ser utilizado na primeira,
servindo como parametro de base. Ja o segundo (3.05), s6 possui a funcdo de reunir as
constantes envolvidas de forma a deixar a apresentacdo mais simples e facilitar a

entrada de dados no momento da simulagéo.
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De posse destas equacdes, ficam mais claros os procedimentos que devem ser adotados
para que destas duas equacOes resulte a equacgdo final do modelo. Tais procedimentos
estédo claramente empregados no Apéndice VII, os quais resultam na equacéo 3.06.
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Onde z* é uma profundidade relativa.
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A equacdo geral do modelo é complexa, mas isso ja era esperado de uma equagédo que

possa representar uma transferéncia de massa em escoamento turbulento.

3.1.2 Simulages

Para as simulac6es, conforme j& foi destacado, € utilizada uma equacdo cuja funcéo de
redugdo € constante (af) e igual a um valor predominante a um determinado
escoamento. Com isso, tem-se a equagdo 3.07, derivada da equagdo 3.06 (Apéndice
VI1I1), que é uma equacéo diferencial parcial de terceira ordem.

—S(1—a?)[4n(1 —n)(1 - af an 63
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2
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2 32
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+S(1—af)[(1-2n) +4n(1 —n)(1 — a?)] <52 )

—1-n(1-af)[2n(1-al)+ (1 - 2n)]

=2a{3(an) [ o'n -(1- n)l

6*2

Onde z* = z/e, sendo e a espessura da camada turbulenta.

Assim, a partir da equacdo 3.07, podem ser geradas algumas simulagdes, iniciando com
a tentativa de representar os dados adaptados de Janzen (2006) e ressaltados por Schulz

e Janzen (2009), descritos como uma nuvem de pontos por Schulz et al. (2011a, b).

Os dados apresentam um parametro x variando entre 0,001 e 0,005. Este parametro, na
realidade, foi estipulado por Schulz e Janzen (2009) e equivale ao inverso do coeficiente
S aqui apresentado, ou seja: 200 < S < 1000.

Com relacéo as condigdes de contorno foram utilizadas trés condi¢des de contorno, dos
tipos j& mencionados no item 2.5.2, as quais podem ser visualizadas no Quadro 3-1 a

sequir.
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Quadro 3-1: condicdes de contorno para as primeiras simulacdes.

Tipo de Condicéo @ Condicédo de Contorno

Dirichlet Ny = 1,00
N , on
N " 0°n

As condi¢bes de contorno iniciais dispostas nesse quadro foram obtidas a partir da

nuvem de pontos provenientes dos dados de Janzen (2006).

Desta forma, pode-se apresentar a Figura 3-1, para um a,. predominante de 0,5 e um S

médio do intervalo, 600.

0:8 \
07 N\
06—\
n 0,5 \\\
N

0,4 §\
: >
o . . \

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Z*

Figura 3-1: grafico da simulagfo de n para af = 0,5 e S = 600.
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Pode-se observar que 0 comportamento da curva de simulacdo representa muito bem os
dados observados, mesmo com as consideragcdes e erros envolvidos, conforme foi

comentado anteriormente.

O que se constatou durante as simulagdes foi que os valores S que representam os dados
em questdo ndo alteram de maneira representativa 0 comportamento da curva, se

mantido o mesmo valor da funcéo de reducdo predominante.

Isso ndo quer dizer que os valores da funcdo de particdo ndo se alteram com a mudanca
de S, mas apenas que n é pouco, ou muito pouco, sensivel em relacdo ao S. Em alguns
casos a amplitude de S chega a ser bem maior do que a apresentada como limite para os
dados. SO ressaltando que os valores de S sdo limitados pela prépria fisica do problema,
ja que depende da difusividade, espessura da camada limite e da constante de

“crescimento” K.

O mesmo ndo se pode falar da mudanca da funcdo de redugdo predominante. Se o seu
valor for alterado, por exemplo, para af = 0,6, obtém-se, para 0 mesmo valor de S e as

mesmas condicGes de contorno (Quadro 3-1), a curva descrita na Figura 3-2.

038 \

07 -\

06—\

n 0,5 \\\

WU \N
N\

0,3
0,2
0,1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Z*
Figura 3-2: grafico da simulagio para de n paraa’ = 0,6 e S = 600.

Ao analisar a Figura 3-2, pode-se concluir que com o valor de a? = 0,6 a curva se

aproxima ainda mais dos dados apresentados, mais precisamente de seu limite inferior,
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0 que representa mais uma confirmacdo da representatividade do modelo perante os

dados.

Outro fator de suma importancia no resultado a ser encontrado sdo as condicOes de
contorno adotadas. A cada conjunto de condi¢bes sera encontrada uma nova curva
correspondente que pode representar 0 conjunto de dados, mesmo que a partir de uma

funcéo de reducdo predominante distinta.

No item 3.1.3 sera feita uma discussdo melhor a cerca da questdo das condi¢des de
contorno. Mas para se ter uma boa ideia, na Figura 3-3 podem ser observadas algumas
curvas a partir da variacio do af, alterando-se apenas o valor da segunda derivada e

mantendo as demais condic¢des de contorno.

0,9
0,8 \

0,7

0,4

0,6
Nos \\ —0,65
0,4 AN ——0,75
0,3 \ —08

o N

Figura 3-3: grafico de simulagio de n a partir de a? predominante variavel com
mudanca na segunda derivada como condicdo de contorno.

Vaérias observacgdes podem ser feitas a partir desta figura, mas o que é mais importante é
observar que ha uma ampla faixa de a’ que podem representar um processo de

transferéncia de massa, visto 0 comportamento das curvas.

Uma ressalva também deve ser feita quanto ao comportamento inicial das curvas que é
praticamente idéntico, devido a condicdo de contorno referente & primeira derivada.
Ainda em se tratando das condig¢des de contorno, as segundas derivadas tiveram valores

variaveis, conforme foi dito, estando entre: 2,99812 < ng, < 3,2111. Outras
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abordagens deste tipo também podem ser vistas em Schulz et al. (2011b), inclusive com

0 aumento da ordem do método de Runge-Kutta utilizado na simulacéo.

Também a fim de verificar a amplitude de alcance do a?, podem ser simuladas algumas
situacOes para o comportamento da funcdo de particdo com a variacdo da funcdo de
reducdo, alterando-se eventualmente as duas condic¢des de contorno do tipo Neumann.

Desta forma pode ser apresentada a Figura 3-4.

0,9
0,8
0,7

n0:5 \\\ 0,4
0,4 NN 0,6
0,3 AN 0,8
N

1N

Figura 3-4: grafico de simulago para a? e as condigdes de contorno do tipo Neumann
variaveis

Na figura anterior estdo representados os comportamentos de n para trés funcdes de

reducdo distintas. Para esta simulacdo, as condi¢des de contorno do tipo Neumann

foram alteradas em relacdo aos seus valores inicialmente apresentados. No Quadro 3-2

constam os valores utilizados.

Quadro 3-2: condigdes de contorno tipo Neumann usadas para cada a?..

Funcéo de Reducdo | Primeira Derivada | Segunda Derivada
0,4 -2,90 3,08300
0,6 -2,69 2,66600
0,8 -2,90 3,00836



o1

Duas compara¢des importantes podem ser feitas: a primeira comparando a Figura 3-4 e

Figura 3-3 ao observar a curva para a® = 0,4. Na Figura 3-5 pode ser observado que

apesar de as curvas parecerem idénticas, hd uma pequena distincdo entre elas. 1sso é de

se esperar, ja que as condic¢Bes de contorno sdo distintas.

0,9
0,8
0,7
0,6
n 0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0,2 0,4 0,6 0,8 1
Z*

Figura 3-5: comparagdo das curvas de af = 0,4 das Figuras 3-3 e 3-4.

O mesmo pode ser dito a respeito do a? = 0,6 conforme pode ser observado na Figura

3-6.

0,9
0,8
0,7
0,6
n 0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

.’...\ ......... Flgura 3-2

G S - — - Figura 3-4

0,2 0,4 0,6 0,8 1
Z*

Figura 3-6: comparaco das curvas de af = 0, 6 das Figuras 3-2 e 3-4.

Nota-se que as condi¢Oes de contorno distintas geram comportamentos distintos e que

ambas as curvas podem representar o conjunto de dados. Essas comparagdes reforcam a
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importancia das condi¢des de contorno iniciais, sobretudo as do tipo Neumann para a

analise do modelo.

3.1.3 Comentérios

Neste topico sdo abordadas questdes diversas ja apresentadas anteriormente como forma
de analisar melhor alguns aspectos observados. Os comentérios aqui feitos abordam
pontos que possam ter suscitado alguma divida, de forma a esclarecé-los, ou até

curiosidades, de maneira a sana-las.
e Funcdo de Reducdo Predominante

Esse assunto ja é recorrente, visto que ja foi abordado em itens anteriores. Entretanto
sua importancia no trabalho exige mais uma ressalva, ja que as simulacGes se basearam

nessa premissa.

Fisicamente, sabe-se que a funcdo de reducao é variavel ao longo da camada limite, mas
ao observar o comportamento da mesma, pode-se, eventualmente, adotar um valor para
a. de modo que ele seja representativo com relagdo ao comportamento. Com esse valor

predominante seria, entdo, possivel caracterizar o fenémeno.

E 6bvio, no entanto, que o mais correto seria simular o fendmeno com base na equagao
completa (sem simplificaces com relacdo a a., conforme mencionado também em

Schulz 2011a e b) acrescentando mais condic¢des de contorno para resolver o problema.

Isto é possivel, mesmo que mais complicado, ja que a equacdo seria ainda mais
complexa e as condig¢Oes de contorno para a. deveriam ser encontradas. Portanto, como
a analise simplificada alcancou bons resultados, ndo foi preciso ampliar a analise para a

funcdo de reducdo variando ao longo de z*.

Um questionamento possivel pode ser feito sobre qual valor predominante aplicar. Mas
isso dependera das condi¢des do fendmeno. E improvavel que os valores a serem
utilizados estejam fora do intervalo: 0,4 < a? < 0,8; para o caso da analise de
transferéncia de massa. Valores fora dessa faixa foram testados buscando encontrar
condigdes fisicas apropriadas para o fendmeno de transferéncia de massa em si, mas néo

foi obtido grande sucesso.
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Mesmo dentro do intervalo foram evidenciadas algumas descontinuidades que nao
puderam representar os dados. Vale ressaltar que tais descontinuidades dentro do
intervalo, no entanto, eram “deslocadas” ao se alterar a ordem do método de Runge-
Kutta, bem como os valores de n de alguns pontos simulados. Ou seja, ao simular a
funcdo de particdo utilizando o Runge-Kutta de terceira e quarta ordens, o resultado
seria diferente, mesmo que sutil, sendo necessario em boa parte das vezes alterar as

condigdes de contorno do tipo Neumann para alcancar os resultados pretendidos.

Essas descontinuidades provavelmente sdo em detrimento tanto do método de
simulacdo quanto da consideracdo do valor predominante para o «.. Desta forma a

utilizacdo de outros métodos ainda encontrariam faixas diferentes.

Uma ressalva deve ser feita ao se considerar valores muito altos para a funcdo de
reducdo, ja que eles iriam “priorizar” as partes mais externas da camada limite, onde as
oscilagbes sdo praticamente nulas, e, em contrapartida, ao se adotar valores muito
baixos, dar-se-ia muito enfoque as oscilacBes altas, caracteristicas da parte mais
“central” da camada limite turbulenta. Com isso € necessaria certa atencdo na adogéo do

a?f fora da faixa indicada ao simular um fenémeno especifico.

De maneira a finalizar o assunto, sabe-se que em alguns casos a abordagem da funcao
de reducdo predominante ndo alcancara bons resultados ou, até mesmo, ndo obtera
resultado algum. Nestes casos, fica clara a necessidade de se utilizar uma abordagem
mais geral, computando na simulacdo a sua variacdo a partir de condi¢des de contorno.
Isso € importante deixar claro, ja que para simulacfes com mais de uma dimensao

espacial, por exemplo, pode ser necessaria tal abordagem.
e Diferencas Finitas

Como foi dito anteriormente, inicialmente se optou por trabalhar com o método das
diferengas finitas, o que gerou um custo computacional elevado e resultados bem abaixo
dos esperados. No entanto, quando este método foi aplicado, foram usadas duas
condigdes tipo Dirichlet (n(z* =0) e n(z* =1)) e uma condi¢cdo tipo Neumann
(On/oz*(z* = 1)).

Mas ao aplicar logo ap6s o método de Runge-Kutta, utiliza-se uma condicdo de

Dirichlet (n(0) = 1) e duas tipo Neumann (dn/dz*(z* = 0) e *n/dz**(z* = 0)). Ao
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fazer uma répida tentativa com estas novas condi¢cdes de contorno no método das
diferengas finitas, notou-se uma melhora no resultado encontrado, bem como no custo
computacional. Mesmo assim, descartou-se sua utilizacdo, pois 0 método de Runge-

Kutta se mostrou mais eficaz na andlise realizada em ambos 0s aspectos.

Isto esta sendo ressaltado, porque demonstrou que é possivel fazer uso das diferencas
finitas para a simulacdo, coisa que a principio parecia uma possibilidade descartada,

mesmo que sem explicacdo aparente.

Nota-se que a condicdo de Neumann que substituiu a de Dirichlet sdo diretamente
“relacionadas”, pois ao satisfazer uma estara satisfazendo a outra, mas a estrutura de

apresentacdo é distinta e obtiveram resultados distintos.

Dois pontos importantes devem ser chamados a atencdo: primeiro a importancia da
estrutura das condicBes de contorno, ja que sem ela a simulacdo torna-se muito mais
longa e duvidosa quanto a convergéncia; e segundo abre mais um método a ser
empregado nas analises de mais de uma dimenséo, pois 0 método das diferencas finitas
seria valido desde que as condigdes de contorno sejam propicias.

e Condicdes de Contorno

Ja que acabam de serem citadas as condi¢des de contorno, também é importante

comentar algumas observacgdes percebidas ao longo da elaboracdo do presente trabalho.

A primeira coisa a se chamar a atencdo é que existe um conjunto de condi¢des de
contorno que possibilitam o comportamento da curva, a fim de representar o fendbmeno

em questdo, para cada a,. predominante.

Cada solucdo distinta é alcancada através de um par de condi¢bes tipo Neumann
(primeira e segunda derivada, conforme foi visto). Ou seja, para cada primeira derivada,
h& apenas uma derivada segunda que, para uma funcdo de reducdo predominante
qualquer, possa ser considerada uma solucdo para o fendmeno em questdo ao se basear

nas condigdes fisicas necessarias (como as do item 2.6, por exemplo).

A Figura 3-7 ilustra a situacdo, onde cada linha ligando um valor de n’ e n’’ representa

um resultado possivel para um a,. predominante qualquer.
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Ac

Figura 3-7: esquema geral para as condi¢Bes de contorno em relacao aos resultados.

Dentro do universo de pares possiveis para a. existem indmeros pontos de n' e n"’. Ja
nestes, é possivel selecionar conjuntos de pontos possiveis (destacado através de uma
nuvem eliptica na Figura 3-7) e para cada valor de n' existira um valor de n'
correspondente a uma situacdo fenomenoldgica especifica. E, dentre todos os pares

possiveis, apenas um que representara a situacdo especifica estudada.

Isso se deve a complexidade da equacdo do modelo, ja que para cada derivada primeira
de n em relacdo a z*, havera uma derivada segunda, tal que possa resolver o problema e
tantas outras que podem representar outros problemas de transferéncias distintas. E
ainda havera outras derivadas primeiras com suas respectivas derivadas segundas,

correlacionadas ao problema em analise, que também poderdo simular bem os dados.

Assim, nas andlises realizadas, ao se adotar um a,. constante em relacdo a z*, mais de
um par poderd representar de maneira aproximada o comportamento dos dados, mas
nunca representardo a mesma curva simulada entre si. Vale ressaltar também que ha
pontos de descontinuidades ao longo da analise com a fun¢éo de reducdo predominante,

conforme ja foi discutido, onde tais pares ndo sdo formados.

Se, entretanto, a funcdo de reducdo for variavel, o nimero de pares representativos ira
reduzir de maneira a tender ao Unico par (a medida que os erros envolvidos sdo
eliminados) de modo que o resultado tenda a um Gnico par que podera representar o

fendmeno em questao.

Por exemplo, para a simulacdo base em questdo (af = 0,5), estimou-se a primeira

derivada de n e em seguida se tem a segunda derivada correspondente para que a
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simulacdo fosse concretizada. A escolha dessa segunda derivada esta amarrada a uma
“condigdo de contorno intrinseca” (n(1) = 0, com tolerancia de 1%), mas seu valor é

estimado a partir do comportamento inicial de n.

Para a representacdo da mesma nuvem de dados, pode-se obter através do mesmo
método, outra primeira derivada associada a outra segunda derivada, com valores
possivelmente proximos aos do primeiro par de condi¢fes de contorno, cuja curva ird
representar uma situacdo distinta de mesma funcdo de reducdo, com uma curva
diferente, mas valida para a nuvem de pontos. E tal situacdo poderia se repetir com mais
outros tantos pares possiveis.

Se, entretanto, a. for tido como varidvel, o comportamento padrdo predominante
(af = 0,5) da situagdo em analise permanece, mas se espera que 0 comportamento
especifico dele, ou seja, a curva de seu comportamento ao longo de z* fard com que
apenas um par de condigdes de contorno tipo Neumann (primeira e segunda derivadas)
possa ser utilizado em conjunto com tal comportamento para representar a nuvem de
dados, pois se imagina que o comportamento combinado de ambos, que caracteriza o
fendmeno em questdo, estara ligado a apenas um conjunto de condi¢des de contorno que

seré o caracterizador do problema.
3.2 Anadlises Subsequentes Alternativas

O procedimento de parametrizacdo empregado envolve uma metodologia sistematica
aplicada sobre equacGes basicas que descrevem a transferéncia de massa em
escoamentos turbulentos. Evidentemente tal metodologia pode ser aplicada sobre outro
conjunto de equacbes basicas. Esta possibilidade é abordada no item Challenges
(desafios) de Schulz et al. (2011b), no qual algumas possibilidades ainda ndo exploradas

sdo aventadas.

Assim, é possivel partir de outro conjunto de equacdes de momentos centrais para
encontrar a solugdo do fendmeno. Este conjunto é alternativo, podendo igualmente
representar o fenbmeno em questdo, mesmo sendo distinto da proposicdo aqui
detalhada.

Um segundo conjunto de equagdes pode ser mais ou menos complexo, redutivel ou néo,

mas as propriedades gerais das possiveis alternativas, como mencionado em Schulz et



57

al. (2011b), ainda ndo foram discutidas. Os mesmos autores comentam que a, constante
€ uma primeira aproximacao, cujos resultados em esséncia demonstram a aplicabilidade

da proposta.

Como esta esséncia da aplicabilidade foi atingida (note-se que ndo se defende um
“modelo”, mas a metodologia de abordagem estatistica), ndo Se buscou aqui 0s
equacionamentos alternativos anteriormente citados, mas detalhar os passos e explorar

como obter respostas melhores a partir das definicdes adequadas dos contornos.

Contudo, uma ampliacdo da anélise para o caso bidimensional (conforme destacado no
item 4), pode necessitar avancar sobre os aspectos ainda ndo explorados da
metodologia. Ndo se pode especular sobre as tendéncias, como se o procedimento ficara
mais robusto ou ndo, por exemplo, em se ajustando as simplificagdes iniciais, como a
limitacdo de funcOes de reducdo preponderantes, bem como eventualmente testando as

diferentes ordens do método de Runge-Kultta,

Um exemplo de anélise alternativa, utilizando mais equacGes de momentos centrais e
considerando aqueles de menor ordem (ver os desafios sugeridos por Schulz et al.

2001a), leva ao seguinte sistema de equacoes:

: T2 (0% )
ot 0z\ 9z *
19c3  —aC ~0C 1dv,c®  (—9°C 9%
<§¥+c E-I_UZC E+§ 9 =D|c ﬁ+c 352 (3.08)
19c* —acC 9C  1dv,c* (—0°C d%
U A TR PRy PRl R PO P

Estes sdo 0s momentos centrais de primeira, de terceira e de quarta ordens (equacéo ja

apresentada, 2.03).
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4 ANALISE BIDIMENSIONAL PREVIA

A analise bidimensional aqui descrita serve de ponto inicial para a ampliacdo da analise
de transferéncia de massa em escoamentos turbulentos para mais de uma dimensdo com
base na metodologia de ondas quadradas aleatorias. Esta apresentagdo segue aquela
desenvolvida por Schulz et al. (2011b).

Esta abordagem representa uma primeira tentativa, podendo ser posteriormente
ampliada. O que se observou é que se pode aplicar a analise a casos mais complexos,

ficando o detalhamento desta ampliacdo para trabalhos futuros.

Conforme destacado por Schulz et al. (2011b), os autores consideraram o transporte de
quantidade de movimento e ndo o de massa. Portanto, se antes era preciso conhecer as
interacdes entre velocidade e grandezas escalares, a abordagem passa a incluir as

interacOes entre velocidades em diferentes direcdes.

No caso da analise da velocidade, usam-se as equacOes de Reynolds (4.01), advindas
das equacOes de Navier-Stokes.

ot Vi T

ov; —av; a( av; 19p
di

V——7v:V; | ———+ B; 401
Onde i é um vetor com todas as coordenadas espaciais cartesianas envolvidas e j é

coordenada especifica em analise. v é a viscosidade cinematica do fluido, p é a massa

especifica e B; é a chamada “for¢a de campo” por unidade de massa.

Com uma abordagem estacionaria, considerando um escoamento bidimensional, no qual
as velocidades sdo predominantes e relevantes apenas em uma direcdo e sem acao de

forcas de campos, como a gravidade, pode-se resumir a equacdo 4.01 na equacéo 4.02:

—oV, [ aV, =\ 0/( dV, 10p
_ _ _ _-ZF 4.02
v, <v ” vx> + <v PRI e (4.02)

Assim, ao considerar um escoamento entre placas paralelas, V,, passa a depender apenas
da coordenada z e ao saber que o valor do RMS ndo ira se alterar ao longo de x,

resume-se 4.02 em 4.03:
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10p a0 [ 9V,
i Py 4.03
pox 0z (U 0z vaZ) (4.03)
Essa ultima equacdo é a base para a definicdo das fungdes de particdo, reducdo e
superposicdo. Uma proposta para a fungéo de particdo foi dada a partir da consideragéo
de escoamentos em placas paralelas de acordo com a Figura 4-1 (SCHULZ ET AL.,
2011b).

Perfil de Velocidade Media

Velootdude Virtoal Maxima

V=0

n

Figura 4-1: Escoamento turbulento entre placas planas (SCHULZ ET AL., 2011b)

Como pode ser observado, sdo definidas duas velocidades extremas V;, e V, seguindo a
mesma nomenclatura ja utilizada, onde V, > V,,. V, representa uma velocidade virtual
maxima, de modo que todo espectro de velocidades do campo esteja abaixo dela. Essa

definicdo permite efetuar uma analogia direta com o caso da concentracgéo.

Ainda seguindo de maneira analoga, definiu-se uma funcdo de particdo longitudinal

para a velocidade, de forma que:

Aty,—p
p
m, = (4.04)
* Attotal
O que sugere, também de forma analoga:
At
1—m, = 2ot (4.05)

Atl:otal

Seguindo 0s mesmos passos para a obten¢do da equacdo 2.12, obtém-se:

V-V
x (4.06)
V= Va

m, =
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Além da funcéo de particdo, definiu-se também a funcdo de reducgéo para a velocidade
considerando-se 0 escoamento ao longo do eixo x. Com isso, aplicando novamente a

analogia, ttm-se as equaces 4.07 e 4.08.

N =a;m,(V, — V) (4.07)
=a;(1-m)V, — V) (4.08)

Seguindo 0s mesmo passos descritos no item 2.4.1, pode-se também obter:

v = 1 =m)(V = ) (1 - a) (4.09)

Uy = —my(Vy = V) (1 — aff) (4.10)

Aplicando-se, entéo, a equacdo obtida no Apéndice I resulta:

v = mevl; + (1 - movd, = me(1 - m) (1 - a)*(, = V,)’ (4.11)

De onde se pode encontrar a relacdo 4.12 ao aplicar raizes em ambos os lados e
isolando-se o termo de (1 — ay).

2
Vx (4.12)

1—a; =
(Vo = Va)yma (1 —my)

Schulz et al. (2011b) mencionam que se pode obter a funcdo de reducdo utilizando

dados medidos e apresentam uma metodologia que permite trabalhar com os dados

existentes na literatura. Pope (2000) apresenta os dados de Wei e Willmarth (1989),

utilizados na anélise de Schulz et al. (2011b) e aqui descrita em detalhes.

Partindo da equacdo 4.06 e observando o proposto na Figura 4-1 (1, = 0), pode-se
chegar a equacdo 4.13 ao se dividir tanto o numerador quanto o denominador pela

velocidade de atrito ou velocidade cisalhante (V;):

m, = = — (4.13)

De modo a avaliar V};, observa-se o valor maximo para a razao entre a velocidade media

e a velocidade de atrito e acrescenta-se a parcela proveniente das oscilagdes. Na figura
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4-2, tem-se um grafico dos valores de V* em funcdo de z*, que representa a razéo entre
a disténcia da parede e a escala de comprimento viscoso (6, = v/V;). A partir do
gréfico, extraem-se os valores maximos possiveis com base nos pontos de maximo dos

dados.

20

10

PUOD

0 M T R W R MR NI | T BN I |

1 2 10

10 .10 3

Figura 4-2: dados de Wei e Willmarth (1989) para a estimativa de V* (POPE, 2000).

Os pontos de maximo sdo o valor observado méaximo dos dados e o valor maximo
extrapolado da curva gerava. Ambos 0s pontos giram em torno do mesmo valor e séo,

assim, usados para o calculo do V!

max:

ja que o objetivo sera encontrar o valor da

velocidade virtual maxima, V.

Desta forma, o valor méaximo de V* observado pelos dados de Wei e Willmarth (1989
apud POPE, 2000) gira em torno de 24,2. Em sequéncia, encontra-se o valor da razéo
entre as oscilacdes (representada pelo valor do RMS) e a velocidade de atrito

correspondente ao V.* Novamente recorrendo aos dados dos mesmos autores e

max:

também citados na mesma literatura base, tem-se a Figura 4-3.
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Figura 4-3: dados de Wei e Willmarth (1989) para a obtencéo de V' (POPE, 2000).

O valor de V' ( v_g/VT) pode ser extraido a partir dos dados ilustrados na Figura 4-3.

Para isso € necessario encontrar 0s pontos correspondentes, ou seja, 0 ponto cujo valor

de z* é igual ao do ponto maximo encontrado na Figura 4-2.

No entanto, ha dois pontos descritos na Figura 4-2. Tomou-se inicialmente, desta forma,
0 ponto extrapolado como base e, deste modo, pode-se optar por dois pontos. O ponto
(1) € alinhado com o ultimo dado descrito e o ponto (2) é baseado no comportamento

extrapolado da nuvem de pontos, tomando-se 0 ponto mais elevado.

A escolha, portanto, recai sobre o ponto (1) por dois motivos: primeiro ele é o valor
mais alto (aproximadamente 1,14, enquanto segundo ponto gira em torno do 0,95); e se
for tomado de base o z* do dltimo ponto observado na Figura 4-2, o valor da
extrapolacdo se aproxima do Gltimo valor observado dos dados da Figura 4-3, ou seja,

em torno de 1,14.

Mas ainda resta saber como compor o V,. Para tanto, pode-se fazer uso de uma
distribuicdo estatistica e estimar o seu valor a partir de uma probabilidade para definir

tal composicao.
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Assim, utiliza-se uma distribuicdo Normal (ou Gaussiana). Na Figura 4-4, podem-se
observar alguns valores de probabilidade e seus respectivos “comprimentos” da

distribuicdo, conforme destacado por Montgomery e Runger (2003).

fix) 4

| | | .
p=3r (=2 u=-m u w4 p+doe u4dr x

‘ le— 62% —]
= 5% -|
|« 99.7% ,

Figura 4-4: distribuicbes Normais (MONTGOMERY E RUNGER, 2003).

Com isso, baseando numa probabilidade de 99,7% de conter todos os valores de V;,

pode-se apresentar a equacao 4.14, ja que se busca o valor maximo.
Vpl = Vr;éx + 3Vclorrespondente (4.14)

Substituindo os valores extraidos das figuras 4-2 e 4-3, tem-se que V,, € aproximado em

27,6. Em seguida, retorna-se a equacéo 4.13.

V+
= 4.15
=276 (4.15)
Mas V* pode ser substituido pela lei Log, descrita pela equacgéo 4.16.
1
vt = ;lnz+ + B (4.16)

Onde k é constante de von Karman e B uma constante qualquer. Usualmente os valores
apresentados na literatura séo 0,41 e 5,2, respectivamente. Desta forma a equagédo 4.15

pode ser descrita por:

_ 244.Inz* +5.2

4.17
27,6 (4-17)

My
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Reorganizando a equagdo 4.12, sabendo que V, =0 de acordo com 0 proposto
anteriormente e dividindo ambos os termos pela velocidade de atrito, encontra-se a

expressao 4.18.

2
V= J; = Vyme (1 —my)(1 - ) (4.18)

Vi

Onde ¥}, = 27,6, conforme os procedimentos ja apresentados.

De forma a ilustrar o comportamento de V,y/m, (1 —m,) e compara-lo com os dados
apresentados por Wei e Willmart (1989 apud POPE, 2000) para V', Schulz et al.
(2011b) apresentou a Figura 4-5. Nela pode ser observado o comportamento de
Vy\/m, (1 —m,) em comparagdo com os dados gerados por Wei e Willmarth (1989
apud POPE, 2000) para V'.

—
l};wfmx (1—m,)

4 14

30f
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Figura 4-5: verificacdo do comportamento da equacédo 4.18 com os dados de Wei e
Willmarth (1989 apud POPE, 2000) (SCHULZ ET AL., 2011b)

Observa-se que a equacdo obtida acompanha aproximadamente a forma da nuvem de
pontos dos dados. Isso é coincidente com a concluséo de Schulz e Janzen (2009) para as

flutuacGes de concentragéo.

Infere-se que a ampliagdo para mais de uma dimens&o espacial pode seguir os mesmos

conceitos apresentados para o caso unidimensional.
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5 COMENTARIOS FINAIS

A turbuléncia € um ramo desafiador da mecanica dos fluidos. Conforme foi discutido no
inicio do presente trabalho, existem varios modelos ou propostas de abordagem que tém

sido historicamente apresentados e utilizados por pesquisadores em todo o globo.

Este trabalho visou inicialmente detalhar as caracteristicas de uma metodologia de
abordagem estatistica que se apresenta como promissora no contexto da turbuléncia.
Ndo se trata, como geralmente se apresenta na literatura, de um modelo para
turbuléncia, mas de uma “metodologia que se aplica muito bem a turbuléncia”.
Descreveu-se o caso unidimensional de transferéncia de massa em regime turbulento,

extensivel para a transferéncia de quaisquer grandezas escalares nesse regime.

Apesar de os textos analisados considerarem uma proposta em estagio de consolidacao,
ela mostrou-se bastante eficaz nas analises realizadas, produzindo previsdes bastante
animadoras, encorajando o seu aprofundamento. Ao fazer uso de uma metodologia
simples e de conceitos fisicos, os procedimentos propostos formam uma ferramenta

promissora em analises de escoamentos turbulentos.

Os objetivos de detalhamento e apresentacdo de um texto em lingua portuguesa desta
metodologia levaram a formalizacdo da presente dissertacdo. Nesse contexto, a
sequéncia de passos detalhada conduziu a uma equacdo para transferéncia
unidimensional de massa que possui uma parcela distinta daquela equacao inicialmente
considerada em 2010 por Schulz et al., quando os autores aplicaram originalmente a
metodologia da onda quadrada aleatéria. A presente forma da equacdo é resultado de
analises conjuntas dos pesquisadores envolvidos com esta metodologia e representa, no
contexto dos passos seguidos, um modo mais adequado de exprimir o transporte
unidimensional de um escalar em se considerando «, constante. Nesse sentido, 0
presente texto expde um equacionamento mais robusto do que aquele primeiramente

testado.

Em adicdo ao detalhamento das caracteristicas da metodologia, apresentou-se uma
contribuicdo com o presente estudo, ndo contida nos textos precedentes, que é a equagdo
para o transporte unidimensional na qual a funcdo de reducdo é mantida variavel em

relacdo a z*, isto é a, é varidvel. Neste caso, apresenta-se também o sistema de
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equac0es alternativo equivalente. Os desenvolvimentos subsequentes desta metodologia

poderdo necessitar deste novo sistema de equagdes.

A deducéo das equagOes tem papel de destaque para a aplicacdo desta metodologia. Ela
permite observar a sistematica de aplicacdo das funcdes definidas a priori, que é
bastante intuitiva, caracteristica que procurou ser evidenciada neste texto. As analises
numericas aqui apresentadas, por sua vez, geraram discussdes importantes acerca dos
problemas vinculados a esta metodologia na quantificacdo da  transferéncia
unidimensional de escalares, bem como a abrangéncia de utilizacdo das conclusdes
unidimensionais. A utilizacdo do método de Runge-Kutta, em detrimento do método
das Diferengas Finitas, constitui uma ferramenta poderosa ndo s6 nas andlises graficas,
mas também na simulacdo como um todo, sobretudo se observado o custo

computacional envolvido.

Uma questdo primordial que foi abordada no presente trabalho foi, sem ddvida, a
analise das condicGes de contorno apliciveis no caso unidimensional. A tentativa de se
simular o modelo por diferentes métodos e com diferentes tipos de condi¢bes de
contorno culminaram para uma analise de condi¢6es de contorno mais adequadas para o

estudo de transferéncia de grandezas escalares.

Tais analises foram cruciais para firmar a utilizagdo do modelo. A indicacdo e
verificacdo da composicdo do conjunto de condigdes de contorno que melhor se aplicam
representa uma contribuicdo importante no contexto de uso das ondas quadradas

aleatorias.

Para o transporte unidimensional analisado, verificou-se que as melhores condicdes de
contorno sdo: uma condicdo de Dirichlet e duas de Neumann no ponto de z* = 0 (uma

primeira derivada e uma segunda derivada).

Assim, de acordo com 0 exposto nessas conclusdes, consideram-se atingidos 0s

objetivos apresentados nos itens 1.2.1 e 1.2.2 do presente texto.
e Recomendacoes:

Entende-se que a metodologia, como aplicada ao caso turbulento, representa uma
ferramenta que aponta para a possibilidade de solugdes adequadas, melhor embasadas

fisicamente em comparacao com as hipoteses mais classicas utilizadas na area.
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Sugere-se, que nos estudos futuros, esforgos sejam direcionados para:

i.  Aplicar metodologias de resolucéo para a, variavel no caso unidimensional.
ii.  Desenvolver o ambiente matematico (conjunto de equacdes e descrigdo de suas

caracteristicas) para os casos bi e tridimensionais.
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APENDICE I: equacio para média de oscilagdes exponenciais.

Toma-se inicialmente uma grandeza A, cuja funcdo de particdo é k', onde se pode

escrever a expressdo seguinte:
A% = k'A% + (1 - kHA?

Onde A; e A, sdo, respectivamente, as grandezas positiva e negativa em relacdo a média
e 0 expoente ¢ € um expoente qualquer de analise. Esta relagdo inicial indica que se
tivermos grandezas elevadas a um determinado expoente, a média sera ponderada pela
funcdo de particdo das mesmas. Se for observado um expoente unitario, por exemplo,

retorna-se a expressdo 2.11 ja apresentada.
Com isso, se A = A + a, entdo:
A+a)? =kA+a)?+ (1 -k)A+a)?

Vale observar que, ao desenvolver os expoentes em ambos os lados, os membros
elevados a expoentes impares do lado direito serdo sempre anulados pelas parcelas

equivalentes e opostas.

Além disso, todos os outros membros sdo anulados por termos dos dois lados da
igualdade, podendo a expresséo final ser escrita como:

Ka? + (1-k)a? = a?

Como demonstracdo para essa equacao pode-se utilizar a seguinte sequéncia, assim para

¢ = 2; pode escrever que:

A+a)?=kKA+a)?+1-k)A+ a)?

2 7 — 1 (7% A 2 1 A 2 _ 1, (7 0 2
= A2+ 24a+a?=k'(A +24a,+a?)+ A+ 24a, + a3 — k'(A + 24a, + a3)

=>A2+2Aa+a2—k'(zz+2Za +a2)+ZZ+ZZa +a2—k'(ZZ+ZZa +a2)
- 1 1 2 2 2 2

= 24a + a? = 2A[K'a; + (1 — kDay] + [kK'a? + (1 — k) a?]
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Lembrando que a média de uma oscilacdo € igual a zero e que conforme descrito na

equacgdo 2.24 (k'a; + (1 — k")a, = 0), entdo:
k'a? + (1 —k"a? = a?;c.q.d.

Se for aplicado para ¢ = 3, seguir-se-a 0 mesmo procedimento, mas aparecerao agora
dois membros conhecidos ja encontrados em ¢ = 1 e ¢ = 2; ja no ¢ = 4, aparecerdo

termos ja encontrados nos outros trés ¢ antecessores e assim por diante.

Nota-se que o coeficiente de ponderagdo ndo acompanha o expoente das grandezas, isso
porque ele representa, de maneira sintetizada, o tempo que a grandeza estd acima ou
abaixo da média, independente se esta grandeza estiver ao quadrado, for cibica ou de

quaisquer expoentes superiores.
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APENDICE I1: equacdo para oscilacBes de velocidade.

Utilizam-se a equacéo descrita no Apéndice I, com a grandeza sendo a velocidade e o

sua funcéo de particdo m, tem-se:

mv2 + (1 — m)vz = v?

De acordo com a expressao 2.24:

U? U? —

- = p2
m 1-—-m

U? —

= > =v?
m-—m

= U = |v2ym —m?

Portanto retornando a expressdo para as oscilagbes, 2.24, podem-se escrever as
oscilacdes de velocidade como:

/— m
v, = — |v2
2 1—-m

Substituindo m de acordo com a expresséo 2.16 [m =1 — (f + n — 2fn)]:
_ \/:2 f+n—2Fn
V1= 1-(B+n—2Bn)
——J:Z 1—(8+n—28n)
V2 = Y B+n—26n
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APENDICE Il1: expressio geral para o fluxo de massa turbulento.

Uma expressdo geral para o fluxo de massa turbulento pode ser obtido ao se substituir

as equacdes 2.20, 2.21, 2.25 e 2.26 na 2.27. Com isso, ter-se-a:

ve = vi[einf + (1 —n)(1 = B)] + va[cin(1 = ) + (1 — n)f]

_ — B+n—2B
:H]C:J;jl—(ﬁ-ril—n—ZT;’n)[(l_n)(Cp_Cn)(l_aC)n’B

—n(C,— €)1 —a)(1—n)(1 - B)]

— 1= +n-2
‘\/;J ﬁ(iniz,efn)[(l—")(cp‘Cn)(l‘“c)"(l_ﬁ)

—n(Cy — C,)(1 — a)(1 —n)p]

Ao se colocar em evidéncia 0s termos em comum, tem-se como etapa intermediéria a

seguinte expressao:

— -2
ve=n(1-n)(1-a)(C,—C,)(1— 23)\@<_j1 _ﬁ(;z:n _ﬁznﬁn)
1-(+n—-26n)
B p+n—20n
=vc =-n(1-n)(1-a)(C, - C,)(1

3 2,8)\/% (,/[)’ +n—2[>’n)2 + (\/1 —(B+n-— Zﬁn))zl

J1—=(B+n—2Bn)./B+n—2pn
=>vc=-n(1l—-n)1- ac)(Cp - Cn)(l

o [ L l
Zﬁ)\/: L/(ﬁ +n—28n)— (B +n—28n)?

Apbs desmembrar todos os termos dentro dos colchetes e certo algebrismo, utilizando

termos em evidéncia, pode-se obter:
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=>vc=-n(1-n)1-a)(C, - C,)(1

_om [ 1 l
Zﬁ)\/; l\/n(l -n)(1-2B)2+p(1—-p)

— _ B B B =l 1 l
= vC n(l n)(l ac)(cp Cn)(Z,B 1)\/; _\/n(l — n)(l — 23)2 n B(l = ﬁ)
=>vc=n(1-n)1-a)(C, - Cn)\/% !
a5

n(1—n) (1 —a)(C, — C V2

_ B(1—p)
jn(l n) + d=25)?

= vC =

Se for tomada uma expressao geral para o fluxo de massa turbulento, parte-se da

seguinte equacio:
ved = vl[cf’nﬁ + c;’b(l -n)(1-B)]+ vz[cf’n(l - B) + cg’(l —n)pB]

Substituindo os termos v, v,, ¢, € c,, tem-se:

([ -n)(c, - ) - )]’ np

% |2 p+n-—2Fn
B 1-(B+n—28n)

+[-n(6, - )1 - a)]” A -1 - p)]

_\/%f_(ﬁJrn_zﬁn) [ =m)(C, - €)1 - a)]n(1 - B)

p+n—20n

+[-n(C, - €)1 - a)]” (1 - nyp]
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— — p+n—2p
= vc? = \/;{\/1 — (B:l-n— Zrzﬁn) [(1—")¢(Cp - Cn)¢(1 —a)?np

+(~D%n?(C, — €)1 — a)? (1 - m)(1 - B)]

_\/1—(ﬁ+n—2ﬁn)

ey (GRS DU G €)1 - a)?n(1 - )

+(-1)?n2(C, - 6)* (1 - a)?(1 - n)ﬁ]}

Ao evidenciar os termos em comum:

B+n—26n
1-(B+n-28n)

= vt = (1— a)?(C, - Cn)¢ ﬁ{n(l - n)j [1-n)?"1p
+(=Dn®1(1 - B)]

—n(]_ —n)\/l - (ﬁ +n— Zﬁn) [(1 —n)¢_1(1—ﬁ)

B+n—28n

+ (—D"’n"’lﬁ]}

- — -2
= vc? =n(1-n)(1—a)?(C, - Cn)d)\@{\/l _ﬁ(;:l_ n _ﬁzr’lgn) (1 —m)?~"p

+(=1)%n? (1 - B)]

_\/1—(ﬁ+n—23n)

1-n)?71(1-B) + (-1)%n¢1
ey el (G DL CRy ORI Cob ]

Essa é a equacdo geral pra o fluxo de massa turbulento, onde a oscilacdo da
concentragdo esta elevada a um expoente ¢ qualquer. Se, por exemplo, ¢ = 2, tem-se

que:
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— — -2
= vc? =n(1-n)(1 - a.)*(C, — Cn)z\/;{\/l _'8(;— _T: - —,anﬁn) [(A-n)B

1-(B+n—26n)
p+n—20n

+n(1—ﬁ)]—j [(1—n)(1—ﬁ)+n,3]}

B+n—20n
1—-(B+n—28n)

= vz =n(l-n)(1—- a)?(C, — Cn)z ﬁ{(ﬁ +n-— 2,871)\/

1-(+n-28n)
p+n-—2Fn

—[1—(ﬁ+n—2ﬁn)]j

= pc?

=n(1-n)(1-a)?(C,

= )2\/% (’B+n_zﬁn)(\/ﬁ+n—2[3n)2—[1—(/3+n—2/3n)](\/1—(B+n—2ﬂn))2]

J1—(B+n—-2Bn)JB+n—2pn
= vc2 = n(1 —n)(1 - a.)?(C,

(B+n—2n)? —[1— (B +n—2pn)]°
J1—(B+n—2Bn)/B+n—-2pn

—C) v?

= vc?
=n(1-n)(1 - a)?(C,

_ )z\/%l(lﬂn—wn)z—1+2(ﬁ+n—2ﬁn)—(ﬁ+n—2ﬁ’n)zl
n Yn@-n)(1-28)2+p1A-B)

v [m[ —14208+n—2pn)
= vc2 =n(1-n)(1 - a)?(C, C”)‘/:_\/n(l—n)(l—ZB)2+ﬁ(1—ﬁ)-

o 2 = (1-2n)(28 - 1)
2 — — — 2 - 2
= vc2 =n(1 —n)(1 - a)*(C, — Cy) ‘]: /n(1—n)(1-28)2+ (1 - p).
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n(1—n)(1 - 2n)(1 — a)?(C, — C,) V2

\/n(l—n)+—’8(1_ﬁ)

= vct =

(1—2p)?

Sendo esta a expressdo para o fluxo de massa turbulento com expoente 02 na

concentragéo.

O principio se aplica a outros expoentes, por exemplo, para o segundo modelo que seria
gerado a partir do sistema 3.08 também seria necessario encontrar para o expoente 04 na

concentracdo, desta forma:

F=n<1—n)<1—a»‘*(cp—cn)‘”ﬁ{ j PARZ2PM (1 - myp

1-(+n-26n)

1-(B+n-28n)
p+n-—2Fn

+n3(1—ﬁ)]—j [(1—n)3(1—ﬁ)+n3ﬁ]}

= vt = n(1—n)(1 — a)*(C, — Cn)4\/%{\/1 _ﬁ(;:;iﬁzr;n) [(1—3n + 3n2

—n%)p +n® - fn’]

_\/1—(ﬁ+n—2/3n)

B+ n—2pn [(1—3n+3n2—n3)(1—ﬁ)+n3/3]}

zm=n(1—n)(1—ac)4(6p—Cn)4\/%{\/ ftn-2pn [B —3nB + 3n%p

1—(B+n—2Bn)
— 2Bn3 + n3]
§ EEE IS

+ 2ﬁn3]}
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n(1—n)(1—a)*(C, — ) V2

= vct = T im0 -G no2p {(B+n—2Bn)[B —3nB + 3n?p
—2fn3 + n?]
—[1=(@B+n-2pn)][1-3n+3n?2—n3—p+3np —3np
+2pn%]}

Com certo algebrismo no denominador, devidamente utilizado anteriormente:

a1 -nA-a)*(C, - ¢,) Vo2

= vct = N [ T ) {(B+n—2Bn)[B —3nB + 3n?p
—2pn3 + n?]
—[1-(B+n-28n)][1-3n+3n*—n3—-B+3np —3n?p
+2pn°]}

n(1—n)(1 - a)*(C, — €)Wz

Yn(l =1 -28)%+B(1 - )
—2Bn® +n3] —[1-3n+3n* —n®> - B +3nB — 3n?pB + 2pn?]
+ (B +n—-2pn)[1—-3n+3n%—n3— L+ 3np —3n?p + 2pn3]}

= vct =

{(B+n—2Bn)[B —3np + 3n?p

L -m (- a)* (G ) V2
Yyl =n)(1-2B)%+B(1 - B)

—2pn®+n3+1—-3n+3n2—-n3— B +3np —3n?p + 2pn3]

—[1-3n+3n?2—n3-p+3np —3n?B + 2pn3]}

{(B+n—2Bn)[B —3np + 3n?p

L - - )G - ) V2
ver =

yn(1—=n)(1 =282+ (1 - p)
—[1—-3n+3n2—n®—p + 3nB — 3n?B + 2pn3]}

{(B+n—2pn)[1—3n+ 3n?]

L (=m0 —a)*(G - c,) Vo2
Yyl =n)(1-2B)2+B(1—B)

— 2pn + 6fn? — 64n3]

—[1-3n+3n%2—n3- B+ 3np —3n2p + 2pn3]}

{[8 —3np +3Bn? +n—3n%+3n




=

= vC

vet =

4

(= m)(1 - a)*(C, - C) V2
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n(1—n)1—a)*(C, - C,)"Vo?

V(@ =m)(1-28)2 + B~ B)
—2pn+6pn? —6pn3 —1+3n—3n2+n3+ B —3np + 3n?p
— 2pn°}

{B —3np +3Bn?%+n—3n%+3n3

= pct

=

- 287+ - F)

{28 — 8npB + 12pn? + 4n — 6n? + 4n3

—8pn3 — 1}

a1 - - a)*(C, - C) V2
Y1 =n)(1-28)2+B(1-B)

(28 —1)(1 — 4n + 6n? — 4n3)

— -0 -a)*(C, ) 'Vv?

ve (1 —4n+ 6n% — 4n?)
\/n(l—n)+—’8(1_ﬁ)

(1-2p)?
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APENDICE IV: derivadas parciais para a concentracio média.
Segundo a equacdo 2.11, tem-se que:
C, =nC,+ (1 —n)C,

Entdo, derivando-a parcialmente em relacdo a z, por exemplo, independente da ordem

da derivada, obtém-se:

goc, 0° (cpn +C,(1— n))

0z9 0z9

9°C, 9°Cyn  9°C,(1—n)

= =
0z9 0z9 0z9

Ao lembrar que C,, e C, sdo constantes em relagdo a z, pode-se retira-los das derivadas
parciais, enquanto que a funcdo de particdo varia ao longo da coordenada espacial,
conforme ja foi discutido anteriormente, assim:

2°c, %n 9°(1 —n)

9z0 P 9z0 o 9z0

a°c, %n
a0 = (G~ tgs

Com relacédo a variacdo no tempo, as derivadas parciais podem ser obtidas pelo mesmo

procedimento, lembrando, contudo, que tanto o C,, e C,, podem variar no tempo, como o

C,, ja que este depende dos valores daqueles.

No entanto, o valor do n sera constante em relacdo ao tempo de uma maneira geral, ja
que sendo um coeficiente de ponderacdo, ele s6 dependera das coordenadas espaciais.
Isto porque mesmo com a média mais proxima de um dos extremos, 0 que representa
um P ou N reduzido, o tempo que a concentracdo de oscilacdo estard acima ou abaixo

da média ndo ira variar temporalmente.

Para entender melhor isso, deve-se analisar a seguinte situacdo onde a concentragao C,

aumentaria, mas a C,, permaneceria constante, ao longo do tempo para um mesmo z.
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Nessa situacdo, ao aumentar o C,, a concentracdo média também aumentaria e o valor de

P reduziria e o de N aumentaria.

No entanto, consegue-se perceber que a amplitude de oscilacdo diminuiria, mas o
coeficiente de ponderacdo permaneceria inalterado, pois, como o z nédo se altera, a
propor¢do de tempo acima da média e abaixo da média néo se altera; ja que a situacéo
permanece em equilibrio, 0 mesmo ocorre com 0 @, que permaneceria constante, ou

praticamente, ao longo do tempo, sé alterando em relacéo as variaveis dimensionais.

Enfim, a derivada parcial temporal da concentracdo média pode ser obtida ao derivar

parcialmente a equacdo 2.11 em relagéo ao tempo, assim pode ser descrita como:

< _ « . ac
Pode-se entdo substituir a expressao 2.32 e, ressaltando que se considera que: a—t” =0,

nessa equacdo, onde se obtera:

C

Jt

=1 -nK(C, - C,)

z

Jt

=>—=K(1-n)(C,—C,)
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APENDICE V: derivadas parciais para oscilacdes exponenciais médias.

De maneira andloga ao Apéndice IV, aplica-se para a derivada parcial da média das

oscilagfes a um expoente qualquer (¢), onde:
¢t = n.cf) + (1—n).c§)
Assim, com relacéo a z, para uma derivada de ordem O qualquer:

9%c® 3%c$  a°(n.c? + (1—n).c)
0z0  0z0 0z°

Retirando os termos constantes em z:

9°c? [9°(n.cf) 0° ((1 - n).cg’)
= 9z0 0z9 + 0z9

Ao aplicar a regra do produto e da soma repetidamente em conjunto com a regra da

cadeia, tém-se as seguintes etapas:

90c% 90c? 9%n 9%c? 9°(1 —n)
¢ ¢
920 [ G0t et - b
90c? aO 9%n 90c? 9°(1—n
= S QAL SR S QA 2
0z0 | oz 0 1 920 0z9 029
90c® a%c? . 9% 2%¢? 9%
_ ¢ _ €2 _ 01
9z0 [n. VA% ta VAY +(1-n) 920 2 350
90c® % 9%n d c;”
= 570 — |"350 + (¢ —cz)——i—(l—n)

0z9 B

09c? a%c?  99c? e _ o °n
B 0z°  0z9 (e

(o5}
(@)
9}
NS
[ —

Substituindo as expressoes 2.20 e 2.21, tem-se:
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39co 0°0-n?-a)? 9°(-m)?(1-a)?
920 ::(Cb——Cﬁ)¢{n-l 0z9 B 0z°
2°n
+[A-m?A-a)? - (-1 - a)?] o
9°(-n)?(1 — a,)?
+ 0z9 }
ao—¢ aO 1— c ¢ aO 1-— ¢
=55 =(6-6) {" [“ g ()
0°(1 — a.)? 9%(—n)?
— ()~ (- a5
60 00 1- c ¢
+[A -1 - a)? - (-m)? 1 - a)?] aTZ +(=n)? %
0(_n\P
+(1— ac)‘i’ang)}
300 °(1 - a,)?
- azCO = (Cp - Cn)¢ {n- [((1 - n)¢ - (_n)d))(Toa)
°(1-n)® 9%(—n)?
+ (1 - O(C)¢ < 520 90 )
09 0°(1 — ar)?
n [(1 _ n)¢(1 _ ac)¢ _ (_n)¢(1 — ac)(p]ﬁg + (—n)¢ ( azoa’ )
aO(_n)¢
+(1— ac)¢67}

Se os termos de c; e ¢, forem substituidos no comeco, ou seja, utilizando a expressdo

2.23 desde o inicio, tem-se que:

306 0°(n(1=n)(C, — C)* (1 = a)? [ — M + (~1)¢nd1])

dz9 dz9
Portanto:
09%c? ¢60((1——n)¢‘14—(—1)¢n¢‘1)

0z9

ao(n(l_—-n)(l-—-ac)¢)}

0z9

dz9

= (¢, - C,)° {n(l —n)(1 - a,)

+[(1=—n)?"1+ (—1)Pn? 1
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00c% °(1 — )¢—1 ao(_l)(p $—1
= aZCO = (Cp - Cﬂ)“’ {n(l -n)(1 —ay)?® l aZ;l n aZon
0 —
HA=m? 4 )P [<1 - ncgi_o 2
°(1 — ¢
+n(1—-n) % }

Pode-se resumir a equacdo acima ao se conhecer a ordem da derivada. Ainda podem ser
feitas algumas simplificagdes, no entanto a forma final mais clara pode ser descrita

apenas retirando o termo constante em relacdo a z, assim:

09c? 9°(1 — n)¢-1 90nd-1
970 = (CP - Cn)¢ {Tl(l -n)(1— ac)¢ IT + (—1)¢ 370
O —_—
+[(1 =)t + (-1)%n?Y] l(1 L "(go n)

0°(1 — a.)?

+n(1—n) 370

j

Com relacgdo a derivada parcial de primeira ordem temporal o procedimento é analogo a

este e mais simples, assim:

aC_¢ . -1 -1 a(Cp B Cn)(p
5 =1 -mA-a)?[(1 -n)?™" + DT —————

Pela regra da cadeia, a derivada parcial pode ser decomposta, assim:

% =n(1 - m)(1 - a)?[(1 = m)** + (~1)n?"1] |¢.(C, — C,) " Wl

2 - W - @[ - P+ (1P (G, — G (

ot
ac,
at

Substituindo as relagGes das derivadas parciais restantes (2.32 e 2.33), encontra-se que:

%,
at

dc® . B 5
= ——=—Knp(1-m)(1 - a)?[(1 -m)?7! + (-1)*n?71|(C, - Cn)
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Vale ressaltar que esta derivada temporal poderia ter sido feita com outra ordem, no

entanto, no momento, detém-se a anélise mais simples como demonstragao.

Outra ressalva importante € com relacdo as expressdes encontradas com a substituicdo
inicial de ¢, e ¢, é que nela ndo se computam a ordem da derivada, importante para o

caso de derivadas espaciais, onde a ordem tende a ser diferente de 01.

Assim, ambas as expressdes para derivadas espaciais podem ser utilizadas com uma
ressalva de que expoente deve ser diferente de um, pois nesse caso a derivada é anulada
ao utilizar a segunda expressdo, ja que desde o principio a oscilacdo ja esta nula, sem
levar em conta a ordem da derivada. Por isso, dar-se-a preferéncia a primeira expressao

gerada para as espaciais.

Resumindo, as expressdes a serem utilizadas seréo:

O Y (T S SLA L
+(1-a)? <ao(22—0")¢ _ 60;;;1)"’)
+lA-m?Q-a)? = (=m*( - mi% + <—n>¢ao(la+o“6)¢
+(1—a)? (wg%)qb}
2 kgt =1 = 2 [ = + 9]y = )’

Tendo sido feita a devida ressalva nos procedimentos para esclarecimento.
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APENDICE VI: produtos entre flutuac@es e derivadas.

De acordo com o proposto no item 2.4.4, tem-se como ponto de partida:

0,2 0,92 0,92
ch1 0%c? = nc?? ! +(1-n)c s
029 1 9z0 2 9z0

Substituindo as expressdes 2.20 e 2.21, tem-se:

0,02

0%
= c$1 5,0 = n(l- n)*(c, - Cn)¢1(1

0°(1 - m)*2(C, — 6,)” (1 — a)??

+(1

¢2
o1 2°(—n)?%(Cc, — )" (1 — a,)??

- n)(—n)¢1 (Cp - Cn)¢1(1 - ac) VA%

9%c?? ($1+62) 0°(1 - n)?2(1 — a.)??
= c$1 5,0 = n(1-n)?*(c, - C,) (1—a,)? 570 =
($1+42) 9°(=n)?*(1 — a.)??
+ (1 -n)(—m)?(C, — Cy,) (1—a)? PP

002
= cP1 50 = n(1-n)(1 - a)?(c,

— =
°(1 —n)??(1 — a,)??
029

~ )" (@ -y

0°(-m)**(1 — a )

+ (—n)#1-1 5,0
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APENDICE VII: parametrizacio por partes para o primeiro modelo.

O primeiro modelo é proposto originalmente pelas equac6es dos balancos de momentos
centrais de primeira ordem (equacdo béasica de transferéncia de massa em processo
turbulento) e de segunda ordem, assim:

[ E T )

4 ot o0z\ 9z *

|20c | 0T, Lowme? <6_>

\20t "9z 2 oz 0z2

Para aplicar o processo de parametrizacdo por partes € necessario revisar algumas

equacOes paramétricas ja deduzidas no presente trabalho, sendo destacadas:
e Fluxos Turbulentos:
Para o primeiro modelo podem ser observados dois tipos distintos de fluxo, assim:
. v,c.p=1,;

Conforme ja disposto no Apéndice IlI:

n(1 - n)(1 - a0)(C, — C)V 2

\/n(l —n)+ —g(i ;ﬁﬁ))z

CcC =

. ve ¢ =2;

Conforme disposto no Apéndice IlI:

— a1 -m(-20)1 - a)?(C, — C,) Vv?
vce =
\]n(l—n)+—ﬁ(1_ﬁ)

(1-2p)?

= ve2 = (1 -2n)(1 - a.)(C, — C,)vc



86

e Derivadas:
2°C 0
570~ G~ Ggs

aC
- = k- n)(C, — Cp)

Jt

Ja com relacdo as derivadas, sdo notados trés tipos diferentes, assim:

acd _ _ ¢
—Knp(1 —n)(1 — a)?[(1 —n)?1 + (-1)?n®1](C, — Cp)

ac,
LS
C
o = K- n)(C, — Cp)
ac, . ..
. —=0=1
ac _ AN
62_(p ")az
acz. .
. ==¢ =2

aa—‘f = —2Kn(1 - n)(1 - a)*[(1 - )* + (-1)*n'](C, — Co)°
c? 2
_ZKTL(]. — n)(]_ — “c)z(Cp N Cn)

MrT

e Produtos entre Flutuacdes e Derivadas:

092
= c?1 5,0 = n(1-n)(1 - a)?(c,

2°(1 —n)?2(1 — a,.)%?
=) (1 — i )az(g 2

L, 0°(=m)**(1 — a,)??
+ (—n)#1-1 5,0
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J& o produto entre flutuacdo de concentracdo e derivada, sé hd um caso evidenciado,
assimgpl=1,¢2=1e0 = 2:

" 92c 0° (1—n)(1—ac) 02(—n)(1 — a,)

‘o922 n(1-n)(1 - a)(Cp - Cn) 0z? 0z*

Por consequéncia, podem ser geradas as equacdes parametrizadas para 0 primeiro

modelo, sendo a primeira equacao:

aCc 2 DaE —
ot az\ 9z

0 on __
=> K1 -n)(C,—Cp) = g[u(cp - cn)g— v,C

=>K1-n)(C,—Cp) = [(Cp n)D (g’;) % (@)]

Se a difusividade é constante em relagéo a z:

’n 8
=>K(1-n)(C,—Cp) = lD(Cp — Cn)a—zr; — E(m)l

K1 = Dazn g v:C
> (‘”)‘[ 972~ az<(c ))l

Para uma analise mais detalhada do comportamento em func¢éo da variacdo ao longo
de um z, de forma a analisar o contexto na camada limite, propde-se um coeficiente

z"*, definido com uma razdo entre a posi¢ado z e a espessura total da camada e.

Isso facilita a analise, ja que monta uma situacdo adimensional, além de destacar o
comportamento do coeficiente. Em ambos os casos a analise seria valida, no entanto

se busca aqui uma ferramenta facilitadora da analise. Assim:

k(1 )_Dazn 0 v,c [Da*n 10 v,C
V922 T az\(c, — )| [eFaz?  edz \(c, - c,)
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(- = D 9°n 1 0 v,C ]
n= Ke29z*? Kedz* (Cp—Cn) ]

= g V€ _ [ o (1 )-
0z* Ke(Cp_Cn) o KezaZ*Z n_

J& a sequnda equacdo pode ser representada por:

=t v, 53
z 0z

19c? _aE+1ach2_D d%c
2 Ot dz 2 9z

= % [—ZKn(l -n)(1- aC)Z(Cp - Cn)z] +7,C [(CP B Cn) Z_TZL]

10 -
+ EE((l —2n)(1— ac)(Cp - Cn)vzc)

*1-n)(1-a,)
0z2

=D {n(l -n)(1—- “c)(Cp - Cn)z I
4 62(_71)(1 - ac)l}

0z2

N % [—2Kn(1 —n)(1 - a)*(Cp — Cn)z] U [(CP =) g_;l]

C,—C, J ___
+ (pZ—) [(1 -2n)(1 — a,) &(vzc)

9]
o (- 201 - a)|

0*°(1-n)(1—a)
0z2

=D {n(l -n)(1 - “c)(Cp - Cn)z I
4 62(_n)(1 - ac)l}

0z2




N % [—2Kn(1 -n)(1 - a)?*(C, - Cn)z] U [(CP = Cn) g_n]

+ (Cp — Cn)

{(1 -2n)(1 - ac) (v )

e [(1 - 62]}
=D {n(l —m)(1 - a)(Cp— C)’ [62(1 — ;251 —ac)
2(— -
4 0%( na)ii ac) }
= —Kn(1 —n)(1 — a)*(C, — Ca)” +7,¢(C, - Cn)g_z
+ (C" ) {(1 —2m)(1 - ac) — (#0)
—7c }
= Dn(1 —n)(1 — a)(C, — C,)" [6 1 _221 — ac)
2(— -
N 04( na)S ac)
= —Kn(1—n)(1 - a)?(C, — Co) + vzcg—n
+2{a -2 -a) - @)
-7 (- ~ ) —]}
= Dn(1 =1 - a)(C, - C) [a (-2

4 0*(—n)(1 — ac)l

0z2

89
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on (1-2n)(1—a,) 0

= —Kn(1-n)(1 - a)?*(C, — Cy) + oo+ > — (70)
et gy
= Dn(1 —n)(1 - a.)(C, — Cy) Iaz(1 _221 D)
4_az(—ngg--ac)
= —Kn(1 —m)(1 - a)(C, ~ G;) + Te | on - T g gy
La- 2n)2(1 - aC)aa_z(W)
= Dn(1 —n)(1 - ac)(C, — Cp) Iaz(1 = gzgl —ac)
N 62(—7’3; — ac)l
:—ij—nX1—aa%qf—aJ+a;bngg_(r;b”%?l

1-2n(1—-a,) d ___
+ > EP (v,0)

0*’(1-n)(1—a)
0z2

= Dn(l - Tl)(l - ac)(Cp - CTl) l

0*(—n)(1 — a,)]
+ 0z2

= —-Kn(1-n)(1-a.)?+

C,—c)l™ 0z~ 2 oz
+(1—2n)(1—dc)i< V,C >
2 0z (Cp - Cn)

0*’1-nA—-a) *(-n)(1-ac)
0z2 + 0z2

v,c | on (1-2n) aacl

=Dn(1—-n)(1—a,) I

Aplicando o mesmo procedimento de substitui¢do de z, onde z = ez*, tem-se que:
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—Kn(1—n)(1 —ay)?+

ac on (1—2n)8ac
(p— n) e dz* 2e  0z*

1-2n)(1-ac) 0 v,c
+ 2e 0z* ((C - Cn)>

=Dn(1-n)(1 - a) Ia (1- n)(*lz— a)  0%(— T;)a(zl*z_ )

= —Kn(1-n){1-a.)?+

+(1—2n)(1—ac)6< v,C >
2e (¢, —Cn)

0 (1—11)(1—%) 0?(-n)(1 —a,)

d0z*? 0z*?

on (1 — 2n) da,
| e

Dn(l n)(1—a.)
o2

Dividindo todos os termos pela constante K:

& n( =) - a)? + on (1- 2n) aacl

Ke(C, —Cn)[ 9z*

(1—2n)(1—ac) d v,C
e (G o)

0° (1—11)(1—%) 0%(-n)(1 —a,)

Dn(l n)(1—a.)

Ke? 0z** dz*2
Reorganizando:
on (1 — 2n) da,
=>-n(1-n){1—-a)?+ o (C ) [ az*l
+(1—2n)(1—ac) 0 ( v,C )
2 Ke(C, — Cp)
_Dn(1-n)(1 —a.)[0%(1 - n)(l - ac) %(—n)(1 — a,)
- Ke? l *2 aZ*Z

Substituindo em ambas as equagfes 0s termos recorrentes por um parametro base e

um coeficiente qualquer, onde:
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o BT n(1=n){ - a Vo2
base_Ke(C _Cn)_
g Ke\/n(l—n)%—%
D
S= ke

Entdo a primeira e segunda equacéo resultam em, respectivamente:

2

n
—(1—n)l

0
ﬁ(Pl}ase) = lS aZ*Z

I on (1-2n) Oacl
—n(1—n)(1 — a.)? + Plye

Yo~ 2 dz*
@-2n1-a. 0
+ 2 < aZ* (PI}ase)
*1-n1-a) 0*(-n)1-ay)
2 + 2
d0z* az*

=Sn(1-n)1-a,) I

Neste ponto é importante unir as duas equacGes em uma Unica de modo a
representar o fendbmeno. Desta forma, faz-se uso da regra da substituicdo para a

resolucdo de sistemas.

A regra da substituicdo pode ser aplicada a qualquer termo presente em ambas as
equacdes. Um problema surge com a escolha do termo, pois termos nao elementares
podem ter parcelas equivalentes que ndo estdo claramente evidenciadas e que

também necessitariam ser substituidas no procedimento.

A fim de evitar tal complicacdo futura, escolhe-se trabalhar com o isolamento do
Pj <0, J& que o termo ndo se repete e ainda evidencia inimeras variaveis do sistema
que se repetem ao longo das equagfes. Portanto, ao substituir a derivada evidenciada

da primeira na segunda equacao:
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on 1—2n)oa
“n(1 = )1 = @) + Plase lac _a-2m ]

0z* 2 dz*
(1-2m)(1-a)[_ d%n
* 2 SaZ*Z -1 -n)
PPN i (LA NS (ST
aZ* 62*

Isolando o termo de P},,, tem-se:

1 on (1-2n)da,
Pbase ac 07" - 2 PP

201 _ _ 20 3
=Sn(1-n)1—a,) 0" -ma ac)_l_a (A - ac)

aZ*Z aZ*Z
1-2n(1—-a)] 9%n
Tt PP C ke 24 PG P
2 | dz*
! 02(1 - n)(1 - a,)
3 = — _ c
= Pbase - an ~ (1 — Zn) aac {Sn(l n)(l aC) aZ*Z
aC aZ* 2 aZ* L
’(—n)(1 -«
az*
1-2n—-ay)|_ 0°n
pl _ 1 Sn(1 1 4 on da, 21
= base — on ~ (1 — Zn) aac n( - n)( — aC) %az* — (
% a7 2  0z*
(')Zn azac

_ aC)W - (1-2n) Py

(1-2n)1-aJ)[_ 08°n
B 2 lS 9z°2 (1- n)l}

l +n(1—-n)(1- ac)z
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pi 1 45n(1 ) ) on da,
= Tbase = on _ (1—2n)da, mi-n %) 5 oz
A 577 2 dz*
, 0°n
-25n(1—n)(1 — a,) Py Sn1l—n)(1—a.)(1—2n)
S(1-2n)(1-a,) 0°n

+n(1-n)1-a,)?

2 aZ*Z

N 1-n(@1 —22n)(1 — ac)}

Pode-se, entdo, substituir este termo na primeira equagéo:

d 1 4sn(1 1 ) on da,
a7 on (1-2n) Oac] n(1-n1 - ac 0z* 0z*
Yoz 2 0z
0°n
-25n(1-n)(1 — a,)? pp Sn(1-n)(1—a.)(1—2n)
z
S(1-2n)(1—-a,) 0°n

+n(1-n)1-a,)?

2 aZ*Z

-(1-n)

1-nA-2n)1-a))| [, 0°n
* 2 } B IS dz**

2
d°a,
dz*2

2
d°a,
aZ*Z
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on

ez~

1 {l on
a
(1-2n) 6ac]2 ‘o0z*

2 dz*
(1-2n)da.| 0 on da,
T2 oo\ mmd-ad R
%n 0%a,
—-25n(1-n)(1 - a.)*—=—-Sn(1—n)(1 —a.)(1 — 2n) —
daz* dz*
S(1-2n)(1—-a,) 9%n
+n(1—n)(1—a)? - > — o
1-n1-2n)1-a.)
2
on da, , 0°n
—[4Sn(1 —n)(1 — a,) FPe 25n(1—n)(1 — a,) Py
0%a,

—Sn(1-n)(1—-a.)(1-2n)—+n(1-n)(1—a.)?

dz*
S1-2n)(1—-a.) 3%n
2 aZ*Z

N 1-n)(1 —22n)(1 —a.)

0 on (1-2n)ada,
oz \ %oz 2 0z*

2°n
= [Saz*z —(1-n)
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. on (1-2n)da.| 0 4sn(1 -1 ) on da,
%oz 2 9z |az \ " " %) 52 9z
0% 9?2
—25n(1 = m)(1 — a0)? oz — Sn(1 — W)(1 — a) (1 — 2n) —=
daz* dz*
S(1-2n)(1-a,) 0°n
— — 2 _
+n(1-n)(1—-a.) > Py
1-nA-2n)1-a)
2
on da, , 0°n
—4Sn(1 —n)(1 — a,) 7 90 25n(1—n)(1 — a,) Y
0%a,

—Sn(1-n)(1 - a1 -2n)— +n(l -1 - a.)?

d0z*?
S1-2n)(1-a.) 0°n

- 2 aZ*Z

N 1-n(1 —22n)(1 —a.)

0 on (1-2n)oa,
oz \ %oz 2 0z

l on (1-2n) aacr

e az* 2 dz*

0°n
= [Saz*z -(1-n)




d

on

on Oac>

a _
9z

(4571(1 -n)(1-a.)

2 dz*||oz*

(1-2n)da.|| 0
dz* 0z*

_ ZSi<n(1 — )1 - a,)? 62">
a0z*

dz*?

9 0%a,
- Sﬁ(ﬂ(l - n)(l - ac)(l - Zn) aZ*2>

2

0 S0 0
o (1= m)(1 - @)?) - 5§<<1 -2 - a) aZ—”>

10
+ Eﬁ ((1 -n)(1-2n)(1 - ac))]

2°n

dz*2

—-257n(1 —n)(1 — a,)?

on da,
—4Sn(1 - n)(1 - a,) 37 97

0%a,

-Sn(1-n)1 —ay,)(1-2n) e +n(1—n)(1 - a.)?

S(1-2n)(1-a,) 0°n
2 0z*?

N 1-n)1 —22n)(1 —a.)

0 ((1—-2n)da,
9z ( 2 62*)]

9%n on  (1-2n)da,]’
B [S 9z - n)l [ac oz 2 az*l

6( an)
oz \ %oz

97
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on (1-2n)da, d on da,
= {[ac ozr 2 az*l [85 0z* (n(l —n- aC)ﬁ 62*)

_ 4si(n(1 =)= )2 62">
a0z*

dz*?

9 0%a,
- zsﬁ<n(1 -n)(1—a)(1 —2n) az*z>

9 ] 0°
+ Zﬁ(n(l -—n)(1-a.)?) — 5@ (1-2n)1 - a,) Bz_*r;>

+ ai* (A-n@a-2n1- ac))]
2
—14Sn(1 —-n)(1 — a,) ;; chxi —25n(1—n)(1 — a.)? jz*nz
0%a,

-Sn(1-n)1 —ay)(1-2n) e +n(1-n)(1-a.)?

S1-2n)(1-a.) 3%n
B 2 0z*2

A-nA-2nN1-a,) 0 an
+ 2 [2 0z* (ac 62*)

0 da,
“sr{a-mi)
’n on (1-2n)o0a, 2

=2 IS 0z*2 - (- n)l [ac az* 2 az*l

Ao trabalhar com as oito derivadas compostas em destaque acima de forma
separada, tem-se que:

on aac)

d
dz* (n(l — @il = %) dz* 0z*

doa, 9*n UAY
=(1- ac)ﬁ [n(l —n) 372 &= 2m) (62*) I

0

n 02a, [Oaq\
rd-ngx [“ -5z (57) l




i (n(l —n)(1 - a,)? 62">

dz* dz*?
—a V(1 -2 )an 9%n 21 )aaC62n+ .
- ac n 0z* aZ*Z ac 9z* aZ*Z Tl(
23n
) - @)t

daz* dz*?

on d%a,
N T

g (n(l — ) — )1 — 2n) 62“°>

[1—6n+ 6n?]

03a, Oda,0%a,
0z*> 0z* 9z**

+n(1-n)1-2n)|(1—-a.)
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d on Ja
_ _ 2N — — — 2 — _ _ s
(1 - - a)?) = (1 - 201 - @) 5= = 2n(1 - M1 - a) 5
0 ol 0°n
—la-wa-a-—
0°n on 0°n
= (1 - 211,)(1 - (ZC)F — 2(1 - ac)ﬁaz*z — (1
. da, 0°n
) 0z* 0z**
d on Jda,
s ((1 —-n)(1-2n)(1 - ac)) =4n-3)1- ac)ﬁ —(1-n)1-2n) e

az*

6( an) 0’n  0n da,
aC

e =a +
0z* ©9z*%2  0z*dz*

0 da, 0%a., _da, On
(1-2n) = (1-2n) 2

dz* dz* 022 “9z*0z*

Substituindo as derivadas compostas pelas suas equacdes equivalentes na equacao

do modelo, encontra-se:
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s on  (1-2n)da, 8s(1 aac (1—n) 0%n -2 )(an )2
o7 2 oz az " ey \az
6 a, (Oap\’
+85n(1 l(l — (62*)
on 9%n da, 9%n
—45(1 — a,)? (1—2n)a o *2+85(1—ac)a 372
63
— 45n(1 - m)(1 - @)*~ n
on 9%a,
—25(1 — a, )a 352 “[1 — 6n + 6n?]

6 a, 6a662ac
V927 92 627

—25n(1—-n)(1-2n)|(1 -

+2(1-2n)(1 - ac)z on

n)(1— ac)

S(1-2n)(1 )63n+25(1 )On 02n
n ac 62*3 ac aZ* aZ*Z

2

n on
Py +(4n—3)(1—ac)ﬁ

aC
0z*

on da, 0°n
—14Sn(1—-n)(1 - )a ? —-25n(1-n)(1 - ac)z —

a
+S(1-2m) =

~-(1-

2

—Sn(l-m)(1 - )1 - 20)> g “; +n(l—n)(1 - a.)?

S(1-2n)(1-a.) 9*n (1—n)(1—2n)(1—ac)“
- a a2

2 072 2
on da, 2a, Jda, on
az*a*_(l_z)a*z 262*62*]}
_ols 0°n (1—n) on  (1-2n)ade.]
B dz*2 W% g2 2  0z*

Nota-se que todas as derivadas parciais estdo derivando apenas uma funcéo de z*,

portanto se pode indicar que esta equacéo ja esta pronta para ser discretizada.

No entanto, hd como melhorar a sua apresentagdo, bem como reduzir o nimero de

parcelas, desta forma:
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9 da, 92n
S {[ZaCa—:* —(1- {85(1 —a) e de e —m+1]
+8S(1—2n)(1 )ao{c(a")2
n %) o7 \oz
on 92
+25(=1+10n —10n»)(1 — a,) an ~ (fzc

on <6ac)2 4501 )2(1— 2 )an 0%n
0z*\0z* e oz * 922

3

—s(1-a,) % [4n(1 — n)(1 — a.) + (1 — 2n)]

ac da. 0%a,
0z% 92" 0z°7

—-25n(1—n)(1-—2n) l(l —a,.)

da,
+2(1—2n)(1—ac)2 ac) =—
0z
on 0°n da, 0°n
+ 25(1 - (lc)ﬁaz*z + 5(1 - 271) 92" aZ*Z
Ja
+ (4n — 3)( :}
0z
8sn(1—n)(1 on gac 45n(1 —n)(1 )? o'
n n d0z* 0z* n n e dz*?

2

—25n(1 —n)(1 — a.)(1 —2n) gz(f,j +2n(1 —n)(1 — a,)?

0°n 0°n
-S1-2n)(1- aC)W +(1-n)1-2n)(1- ac)l lZacF

on da, 0%a,
462* 0z° (1=2n) az*zl}

2

dz*?

2
—(1—”)l on (1—2n)6acl

=415 -
I %52 2 dz*

Esta é a expressdo geral para o primeiro modelo.
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APENDICE VIII: equagBes para primeira simulagio.

A primeira simulacdo contara com um amplo conjunto de equacdes basicas, ja que ao
analisar cada funcdo paramétrica, serdo considerados constantes os demais de forma a

gerar uma analise de sensibilidade de cada um.
A equacdo base utilizada, deduzida no Apéndice VII é:

a. 0°n
a a %2

[n(1—n)+1]

= {[Zac ;; -(1- {85(1 - ac)

+85(1—2n)(1 - “C) (:?)

n 0%a, on (Oda
+25(—1 4 10n — 10n?)(1 - ac) 02" 9.2 8sn(1 — <az’f>

on 9°n

—45(1 — a,)? (1—2n) Py

03n
-S(1 - ac)m [4n(1-—n)(1—a.) + (1 —2n)]

25n(1 ya—2mla )03ac da, 0%a,
n n n Q¢ 973 0z 922

+2(1-2n)(1 - ac)z on

n)(1— ac)

2 2

on 0“n
+2.S’(1—a:c)a 6*2+S(1 6 6

aC

0z*
Y _4sn(1-n)(1 2
ey n n ac

5+ (4n—3)(1 - ac)

-1-m1-

2

—|85n(1

_25n(1—n)(1 — a,)(1 - 2n) ZZ“Z +2n(1—n)(1 — a,)?

0%n 0%n
-S(1-2n)(1 - )6 -+ (1 —-n)(1-2n)1 - a.) Zacﬁ
z
on da, 0%a,
462* Fra (1=2n) az*zl}

_ . Sazn . on  (1-2n)de.]
B 9z*? (1 -n)fa 0z* 2 dz*
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e Funcdo de reducio a, constante (a?)

on 2 on 9%n
{[Zaf az*] {—45(1 —a?)"(1-2n) 37952
da3n
-S(1-al) e [4n(1 —n)(1—a?) + (1 — 2n)]
VA

on 0%n

0z* dz*>

d
+2(1-2n)(1- aﬁ’)za—; +25(1—a?)

d
+ (n-3)(1-a?) a:*}
0°n

02*2

- l_45n(1 -n)(1- af)z +2n(1-n)(1 - a?)z

—S(1-2n)(1-a?)

2 2
aZZ +(1-n)(1-2n)(1- af)l lZaf g nl}

d d0z*2
_456271 a )[pan]z
- aZ*Z n ac aZ*
Assim:
on\? 9%n
-sta-etf s -2 ()
{ 45(1—af)"(1-2n) i) 352
on 93n
-S(1-al)[4n(1 —n)(1 —af) + (1 —2n)] 37 953

on\? on\* 92
v20 - 2m(1 - af)’ (o) 4251 - a?) (o) 22

+(n-3)(1-a?) (5:*)2}

2

0%n

py +2n(1-n)(1- af)z

n 2
Py [—4Sn(1 —n)(1—a?)

—S(1-2n)(1-a?b)

SZ:; +(1-na-2n)(1- af)l

an)z I 2°n

— p _ _
=2a?(57) [s==-a n)l
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. {_5(1 ~a)[an(1 (1 - a?) + (1~ 2m)] o T

2

+(1—-af)[2(1 - 2n)(1 - a?) + (4n - 3)] (5711)

2 32
+25(1—-af)[1-2(1—-a?)(1 - 2n)] (%) ;)Z,Z}

2 azn

dz*?

N2
_[—4571(1—71)(1—af)2<a n) +2n(1-n)(1-af)

dz*?

62 2 62
—S(1-2n)(1—-a?) (aZZ) +(1-n)(1-2n)(1-af) az*r;]
on\*[_ 9%n
- Zaf (az*) IS dz*2 —(= n)l

on 03n
0z* 0z*3

= {—5(1 —al)[4n(1-n)(1-al) + (1 - 2n)]

2

+(1-al)[2(1 - 2n)(1 - a?) + (4n - 3)] (5?)

2 12
+25(1—-a?)[1-2(1-al)(1 - 2n)] (%) :ZZ}

_ [_5(1 —a?)[(1 - 2n) + 4n(1 —n)(1 — a?)] <62n>2

dz*2

+(1-n(1-ab)[2n(1-al)+ (1 -2n)] SZZT;]

_, p<an)2 S(’)Zn
- aC aZ* aZ*Z

—(1—n)l
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on 03n
= —S(1-af)[4n(1 -n)(1-af) + (1 - 2")]§az*3

2

+(1-af)[2(1 - 2n)(1 — a?) + (4n — 3)] (%)

on )2 0%n

+25(1—al)[1-2(1—-al)(1-2n)] (ﬁ 572

2. \2
+S(1—a?)[(1 - 2n) + 4n(1 —n)(1 — a?)] <§Z*T;>

2°n

—1-n(1-ab)[2n(1-al)+ (1 - 2n)] 5772

2z (22 5o - a-nl

az* dz*? a
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APENDICE IX: tabelas resumos para a aplicacio do método de Runge-Kutta.

a) Dados de Entrada:

Condigdes Iniciais

n(0) n'(0) | n"(0) h
1 - - 0,001
Valores Fixos
SR > S =1/S |--> kappa
A - > A =1-A4 |-----> alfa
b) Tabelas Gerais:
n n'
Ite z*
X; X; x; + 0,5h x;+h
Z;c a ko k1:k6+ch k2:k0_k6h+2k£h
. ko+ 4k, +k ko + 4k; + k)
i+1| z+h | =a+h=> 61 2 :k0+h.%
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Ite z*

i z k) K, =kh+ky.h | ky=ky—ki.h+2.klh| ki % Ky

kg + 4k + kg

i+1 | z,+h | =kj+h. A

Onde: kg, ki’ e k3 séo as fungdes isoladas das derivadas terceiras de n em cada um dos pontos alternativos e no de analise. Onde, de uma

maneira geral:

1
ky

A2 - 20)A + (4a - 3)](k,)” + 25A[1 — 24(1 — 2a)]1(k,) ke + SA[(L — 2a) + 4a(1 — )Al(k))" — (1 — @A[2a4 + (1 - 2a)|k, — 2(1 — A)(k,,)°[Sk}, — (1 — )]
- SA[4a(1 - )A + (1 - 2n)]k,

Para0 <p < 2.
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