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i 

 

LISTA DE SÍMBOLOS – CAPÍTULO 2 

Minúsculas 

 

a na equação 2.12 é utilizado apenas para simplificar a escrita; 

 

b na equação 2.12 é utilizado apenas para simplificar a escrita; na Figura 2.11 

corresponde à largura indicada; 

 

cf fator de resistência de Fanning (cf=f/4); 

 

ci fração de vazios normalizada definida como   )CC/(]CZC[c iuiii  ; 

 

f fator de resistência; 

 

faw fator de resistência do escoamento bifásico, calculado com a profundidade equivalente 

de água (equação 2.38); 

 

fb fator de resistência devido ao fundo em degraus; 

 

fd fator de resistência deduzido por Chanson (2002, p.171). Ver equação 2.42; 

 

fL fator de resistência em um vertedor liso, utilizado na metodologia de Sanagiotto 

(2003), equações 2.45 e 2.46, e Dai Pra (2004), equações 2.54 e 2.55; 

 

fm fator de resistência do escoamento bifásico, calculado com a profundidade h90; 

 

fmáx fator de resistência definido pela metodologia de Ohtsu et al. (2004). Na metodologia 

destes autores o fator de resistência para um dado ângulo  é função de s/hc, 

assumindo um valor máximo assintótico; 

 

g aceleração devida à gravidade; 

 

ha pressão atmosférica por unidade de peso de fluido; 

 

hA profundidade do escoamento, perpendicular ao fundo, em x=LA; 

 

hc altura crítica (hc=(q
2
/g)

1/3
 para canais retangulares); 

 

*C
h  profundidade da mistura correspondente a um valor de *C ; 

 

hmean altura média definida como hmean = (hc + h(x))/2, em que h(x) é a função que calcula as 

profundidades do escoamento ao longo do canal. Esta profundidade média é 

empregada nas equações 2.58 e 2.59; 

 

hpi carga devida à pressão no fundo 

 

ht ponto de inflexão do modelo de Straub e Anderson; 
 

hu profundidade do escoamento uniforme; 



ii 

 

hv carga correspondente à pressão de vapor 

 

h1 conjugado supercrítico de um ressalto hidráulico; 

 

h2 conjugado subcrítico de um ressalto hidráulico; 

 

h90 profundidade correspondente à posição y, perpendicular ao fundo, onde C = 0,9; 

 

h90,A profundidade do escoamento na posição de início da aeração definida por Boes (2000), 

obtida para a posição no perfil de fração de vazios onde há 90% de ar; 

 

h’ distância média das partículas projetadas além de x2 = ht (modelo de Straub e 

Anderson); 

 

k altura da macro rugosidade, definida como k=scos; um parâmetro adimensional que 

leva em conta a redistribuição de pressões (apenas nas equações 2.22 e 2.23); k 

também é a energia cinética turbulenta quando utilizado no contexto, sendo definido 

de tal forma, ou quando aparece junto com , que é a taxa de dissipação de energia por 

unidade de massa (e.g., “modelo k-)”; 

 

l comprimento do piso do degrau; 

 

p pressão mecânica utilizada na equação da energia ou equação de Bernoulli (para 

escoamento incompressível). Possíveis subscritos indicam a seção correspondente, 

sendo sempre especificada no texto; 

 

pe pressão externa da bolha (equação de Rayleigh); 

 

pi pressão interna da bolha (equação de Rayleigh); 

 

pm pressão média calculada a partir de um sinal (ver equação 2.169); 

 

pr pressão relativa; 

 

pv pressão de vapor; 

 

q vazão específica; 

 

r coordenada radial (equação de Rayleigh); 

 

r1 fração de líquido definida como )x(*C1r 21   (o subscrito 1 denota fase 1); 

 

s altura do degrau; 

 

t tempo; 

 

u* velocidade de cisalhamento, u* = (0/)
1/2

; 
 

u(y) componente do vetor velocidade paralela ao fundo do canal; 
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vwi velocidade calculada com a profundidade equivalente apenas de água na seção de 

início da aeração; 

 

vr velocidade de ascensão das bolhas de ar do modelo de Chanson (1996); componente 

radial da velocidade (utilizada na dedução da equação de Rayleigh, 1917); velocidade 

de ascensão das bolhas (modelo de Straub e Anderson); 

 

wf função presente no modelo de Wood (1984); 

 

x coordenada horizontal; 

 

xs um comprimento (para vertedores controlados por comportas, por exemplo, xs foi 

definido por Cain e Wood (1981) como a distância, paralela ao fundo, desde a 

superfície livre até o ponto de início da aeração, tendo como referência a superfície 

livre no início da aeração). Ver equação 2.77; 

 

y coordenada vertical; 

 

z eixo vertical com origem na crista (ou definida de acordo com o texto) e positivo para 

baixo; 

 

zi
’
  posição de início da aeração, medida na vertical e com origem na posição de 

escoamento crítico (equação 2.92); 

 

 

Maiúsculas 

 

A1 função pertencente à metodologia de Ohtsu et al. (2004), para o cálculo do fator de 

resistência; 

 

A’ definição utilizada na equação 2.66, A’ = (cf/c’f)
1/3

. Nesta equação o apóstrofo 

corresponde à calha lisa; 

 

B largura de topo do canal; 

 

B’, G’ parâmetros do modelo de Wood (1984); 

 

C(xi,t) campo escalar de fração de vazios. xi é a representação tensorial dos eixos 

coordenados x1, x2 e x3, ou 1, 2 e 3, ou x, y e z; 

 

C(y) fração de vazios em função de y; 

 

C  fração de vazios média, definida com 



90hy

0
90 CdyCh ; 

 

*C  valor médio temporal de C(xi,t); 

 

)x(C 1  fração de vazios média definida como 

*C
h

0

22

*C

1 dx)x(*C
h

1
)x(C ; 
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bC  fração de vazios no pseudo fundo definida por Boes e Hager (2003b). Os seus valores 

correspondem a medidas locais de concentração de ar em duas posições perto das 

bordas externas dos degraus, sendo a mais próxima a 1,5 mm; 

 

iC  fração de vazios no ponto de início da aeração zi
’
 definido por Boes (2000); 

 

Cp coeficiente de pressão calculado com pm; 

 

Cp
’
 coeficiente de pressão calculado com p; 

 

eC  fração de vazios média (na seção transversal) do ar transportado (bolhas incorporadas 

ao escoamento). Ver equação 2.177; 

 

eC  valor médio assintótico de eC  observado nos dados experimentais; 

 

uC  fração de vazios na posição de escoamento uniforme em uma calha lisa definida por 

meio da equação de Hager (1991), equação 2.111, ou para um canal em degraus, como 

utilizado na equação 2.119; 

 

D adimensional (“drop number”) utilizado como D = q
2
/(gs

3
)=(hc/s)

3
 na equação 2.171; 

 

Dt difusividade turbulenta do modelo de Chanson (1996); 

 

Dh diâmetro hidráulico; 

 

Dt difusividade turbulenta média para bolhas de ar; 

 

Lc comprimento característico; 

 

Fr número de Froude definido com valores característicos (Fr=V/(gLc)
1/2

); 

 

Fr’ número de Froude na base do extravasor que possui canal liso; 

 

Fr
*
 número de Froude escrito com a forma  sengk/qF 3*

r ; 

 

Fr2 número de Froude na seção subcrítica do ressalto hidráulico; 

 

F* número de Froude escrito com a forma  seng/qF 3
*  (equação 2.81); 

 

F1 número de Froude em termos de h1 (equações 2.58 e 2.59); 

 

F número de Froude definido com a forma  sengs/qF 3 ; 

 

Hres energia residual, Hres=Hmax-H; 
 

Hdam altura desde a crista do vertedor até a cota de fundo da bacia de dissipação; 
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Hdam,u altura desde a crista até a posição onde é estabelecido o escoamento uniforme (ou 

quase uniforme); 

 

Hmáx energia específica crítica somada a Hdam, ou seja, Hmáx=1,5hc+Hdam; 

 

Ho carga sobre a soleira, a montante da comporta; 

 

Hs energia total a montante (entrada do canal) em relação ao ponto de início da aeração 

(Equação 2.84); 

 

If declividade da linha de energia; 

 

K este símbolo foi utilizado em diferentes equações: (a) taxa de expansão adimensional 

da camada cisalhante (Equação 2.42); (2) função presente na equação 2.82; 

 

K’, D’ constantes do modelo de Chanson (1996); 

 

LA posição de início da aeração; 

 

L distância entre as profundidades definidas em h; 

 

N número de degraus; 

 

R raio da bolha (equação de Rayleigh); 

 

Re número de Reynolds definido com valores característicos (Re=VLc/. Pode ser 

definido em termos da vazão específica quando especificado (Re=q/); 

 

Rh raio hidráulico; 

 

V velocidade média característica ou velocidade do jato (nas equações 2.22 e 2.23); 

 

Vcr velocidade com valor crítico relacionado à ocorrência de cavitação, definida por 

Gomes (2006), pela equação 2.168; 

 

Xi coordenada adimensional definida como Xi = (x-LA)/hA; 

 

X* distância a partir do ponto de início da aeração para o estudo de Wilhelms e Gulliver 

(2005); 

 

Y50 é a posição y correspondente a C = 0,5; 

 

Zi eixo coordenado adimensional igual a (z-zi
’
)/hc. 
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Alfabeto Grego 

Minúsculas 

 

 ângulo entre o pseudo-fundo e a horizontal; 

 

c coeficiente de Coriolis; 
 

 espessura da camada limite; 

 

 rugosidade absoluta equivalente (os subscritos “p”, “e” e “m” correspondem ao piso, 

espelho e muros, respectivamente);  pode ser também a taxa de dissipação de energia 

por unidade de massa; no modelo de Wood (1984), esta letra é a difusividade da 

densidade média; 

 

 viscosidade cinemática;
 

 função da temperatura e do gás para dedução da equação do raio crítico de uma bolha 

em equilíbrio; 

 

' proporção de energia dissipada por degrau; 
 

1, 2 constantes adimensionais de correção das equações 2.58 e 2.59; 

 

 constante de proporcionalidade (modelo de Straub e Anderson); 
 

 viscosidade dinâmica; 

 

 ângulo entre a horizontal e o piso de um degrau inclinado; 
 

 massa específica;

 

c adimensional utilizado para cavitação (número de cavitação, número de Euler, número 
de Leurox); 

 

E desvio padrão da função erro de Gauss; 

 

p rms obtido com o sinal medido com transdutores de pressão (ver equação 2.170); 
 

 tensão superficial; 



o tensão média de cisalhamento sobre o perímetro molhado; 

 

 

Maiúsculas 

 

f variação de f utilizada no cálculo da incerteza de f (equação 2.62); 



h diferença entre a altura crítica e h(x); variação de h(x) utilizada no cálculo da incerteza 
de f (equação 2.62); 
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Hdam Hdam = Hdam - E(z=Hdam) (E = energia específica no pé do vertedor); 

 

H’ definição correspondente à diferença H’= Hres’ - Hres empregada na equação 2.66.  
Nesta equação o apóstrofo corresponde à calha lisa; 

 

H energia dissipada; 

 

q variação de q utilizada no cálculo da incerteza de f (equação 2.62); 
 

x espaçamento finito entre dois pontos sobre o eixo x; 

 

, 1 funcionais; 
 

1, 1 coeficientes da potência definida pela equação 2.60; 
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LISTA DE SÍMBOLOS – CAPÍTULO 3 

Minúsculas 

a3 coeficiente de assimetria; 

 

a4 coeficiente de curtose; 

 

bx,y covariância dos dados medidos (“x”) e calculados (“y”); 

 

ec energia específica crítica por unidade de massa; 

 

fp frequência dominante (utilizada no cálculo do número de Strouhal); 

 

ke energia cinética turbulenta por unidade de massa; 

 

ke* energia cinética turbulenta adimensional, definida como ke* = (w’/Vc)
2
; 

 

h altura de escoamento (perpendicular ao fundo). Utilizada para valores “instantâneos” e 

para definir , que é calculado com valores médios; 

 

hm altura de escoamento média utilizada na Figura 3.11a; 

 

hmc altura de escoamento média calculada com amostras corrigidas, utilizada na Figura 

3.13a (notação adotada para comparar com hm, apenas nestas figuras); 

 

hu altura de escoamento para condição uniforme; 

 

h(0) altura de escoamento medida na posição x=0 (valor médio); 

 

h1 igual a hA; 

 

h2 profundidade ou altura de escoamento na posição final da região de transição, 

correspondente ao primeiro pico do perfil médio ondulado; 

 

h3 profundidade ou altura de escoamento do primeiro vale após h2; 

 

max() função que indica a apresentação do valor máximo de um determinado vetor ou matriz 

situado entre os parêntesis; 

 

q vazão por unidade de largura (vazão unitária, q=Q/B); 

 

qr quartil; 

 

qt vazão teórica por unidade de largura utilizada na dedução da equação 3.5; 

 
u flutuação de velocidade utilizada na definição geral da energia cinética turbulenta, 

equação 3.47; 

 

zc cota da seção com escoamento crítico; 
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zi posição de início da aeração vertical com a mesma origem de LA, portanto, 

zi=LAsen; 

 

zi
’
 posição de início da aeração vertical somada à distância calculada com a extrapolação 

para o caso de um vertedor sem comportas; 

 

zL posição de início da aeração zi
’
 somada ao comprimento de transição, Lsen; 

 

z1 cota do ponto de jusante da linha de corrente escolhida para deduzir a equação 3.3; 

 

w’ componente vertical da intensidade turbulenta, definida como 2w'w  ; 

 

w flutuação definida como WWw  ; 

 

2S
'
i )z  o mesmo que zi

’
. O detalhe “)S2” ressalta que se trata da posição zi

’
 correspondente ao 

final do perfil S2;, diferenciando-a da posição zi
’
 de Boes (2000), que corresponde a 

1% de ar junto ao pseudo fundo; 

 

Maiúsculas 

 

A área da seção transversal ao escoamento; amplitude de um conjunto de amostras, 

definida como A = max(h)-min(h); 

 

AIQ amplitude interquartil; 

 

B largura de topo do canal, que coincide com a largura do vertedor de parede delgada 

atrelado à equação 3.5; B também é a largura do canal em degraus; 

 

Cd coeficiente de vazão; 

 

Ec energia específica crítica; 

 

F número de Froude definido como  sengs/qF 3 ; 

 

Fr número de Froude definido em termos da altura média: V/(gHm)
1/2

; 

 

Fru número de Froude Fr para o escoamento uniforme; 

 

H carga sobre a soleira de um vertedor retangular de parede vertical e delgada; 

adimensional definido como H = z/hc; 

 

Hm altura média definida como Hm = A/B; 

 

Io declividade de fundo do canal, igual a sen; 

 

L comprimento de transição; 

 

L
o
 comprimento paralelo ao pseudo fundo entre h1 e h3; 

 



x 

 

LA posição de início da aeração definida como a distância entre a posição x=0 e a posição 

final do perfil S2, paralela ao pseudo fundo; 

 

LA* distância até o início da aeração, paralela ao pseudo fundo e correspondente a zi’; 

 

LA
*
 distância até o início da aeração, paralela ao pseudo fundo e correspondente a zL; 

 

P altura do vertedor; 

 

Q vazão; 

 

Re número de Reynolds, escrito para o vertedor de parede delgada em termos do diâmetro 

hidráulico com a forma: Re = 4Q/[(B+2H+2P)]; número de Reynolds em termos do 

diâmetro hidráulico Re=V4Rh/, portanto, função da posição ao longo do canal uma 
vez que V e Rh são funções de x; 

 

Rh raio hidráulico; 

 

Re(0) número de Reynolds em termos do diâmetro hidráulico. Calculado em x=0; 

 

St número de Strouhal; 

 

Tc tempo característico definido como cV/2sTc  ; 

 

V(x) velocidade média ao longo do canal, calculada com V(x) = q/h(x), ou simplesmente 

V=q/h; 

 

Vo velocidade no ponto inicial sobre a linha de corrente escolhida para deduzir a equação 

3.3 (trata-se de uma velocidade de aproximação); 

 

V1 velocidade no ponto final sobre a linha de corrente escolhida para deduzir a equação 

3.3; 

 

Vc velocidade crítica, Vc=(ghc)
1/2

; 

 

W derivada temporal de h (derivada temporal obtida com os valores “instantâneos” de h 

medidos com o sensor ultrassônico); 

 

W  valor médio de W; 

 

Zu posição final do decaimento das quantidades estatísticas na região com escoamento 

bifásico, definida como Zu=(z-zi)+
2S

'
i )z ; 

 

Alfabeto grego 

Minúsculas 

 

 número puro adotado igual a 1,5 para a construção dos box plots; 

 

i constantes adimensionais; 



xi 

 

x,y coeficiente de correlação entre dados medidos (“x”) e calculados (“y”); 

 

x desvio padrão dos dados medidos (“x”); 



y desvio padrão dos dados calculados (“y”); 
 

Maiúsculas 

 

 adimensional definido como  = h/hc; 
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LISTA DE SÍMBOLOS – CAPÍTULO 4 

Minúsculas 

a  aceleração; 

 

aijkl tensor de 4ª ordem resultante da combinação linear entre tensão e deformação; 

 

d diâmetro médio de partículas esféricas de uma fase dispersa ; 

 

d comprimento de escala interfacial do modelo de mistura; 
 

e energia específica, no sentido termodinâmico (e=E/m); 

 

f() variável adimensional definida por Blasius em sua solução para camada limite. Foi 

utilizado também apenas o f, mas apenas no item de apresentação da solução de 

Blasius; 

 

h entalpia (energia interna, especificamente a energia térmica, somada ao termo 

correspondente ao trabalho das forças de pressão); 

 

k condutividade térmica; 

 

m massa; 

 

p pressão, um campo escalar p=p(xi,t); 

 

p  pressão mecânica, igual a menos um terço do traço do tensor das tensões; 

 

p


 pressão adimensional utilizada na equação de Navier-Stokes, 2
o V/)pp(p 


. Trata-se 

de uma forma de escrever o número de Euler; 

 

pe pressão estática definida para o escoamento multifásico; 

 

pt pressão total definida para o escoamento multifásico como 

2

et Vr
2

1
pp ; 

 

r  vetor posição; 

 

r fração volumétrica da fase , utilizada na apresentação dos modelos multifásicos. É 

definida como r = Vol/Vol, em que Vol é o volume da fase ; 

 

s vetor tensão (força interna por unidade de área que, no instante t, atua sobre a 

superfície dA); também é utilizado para denotar a entropia por unidade de massa; 

 

t tempo; 

 

t


 tempo adimensional definido como L/tVt 


; 

 

u,v,w componentes do campo de velocidades em x, y e z, campos escalares: u=u(x,y,z,t), etc. 
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xj
0
 coordenadas da posição inicial de uma partícula “p” (coordenadas materiais); 

 

xi coordenadas da posição atual de uma partícula “p”; 

 

ix


 sistema de coordenadas adimensionalizados como L/xx ii 


; 

 

u energia interna e, em algumas passagens, a componente do vetor velocidade em x; 

 

Maiúsculas 

A área interfacial por unidade de volume entre as fases  e ; 
 

C concentração; CA=concentração da espécie A; 

 

DAB coeficiente de difusão da espécie A na espécie B; 

 

E energia total 

 

F  vetor força resultante; 

 

Fc força devida a um campo (gravitacional); 

 

Fr número de Froude utilizado na forma adimensional da equação de Navier-Stokes; 

 

Fs força de contato entre superfícies; 

 

J Jacobiano; 

 

JA fluxo da espécie química A; 

 

N grandeza extensiva; 

 

Np número total de fases 

 

Q  taxa de transferência de calor ou potência térmica; 

 

Re número de Reynolds utilizado na forma adimensional da equação de Navier-Stokes; 

 

S entropia; 

 

Sger entropia gerada; 

 

SA termo que representa fontes e sumidouros; 

 

T temperatura; 

 

To temperatura do ambiente; 

 

Tjkl... tensor geral; 
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U  potência utilizável dissipada; 

 

V velocidade característica; 

 

V  campo de velocidades, definido como  t,z,y,xVV  ; 

 

Vi vetor velocidade escrito com notação de Einstein. i varia de 1 a 3, sendo possível 

escrever as três componentes V1, V2 e V3, correspondentes a x1, x2, x3 (são iguais a u, 

v e w); 

 

mV  velocidade média da mistura em um escoamento multicomponente; 

 

iV


 velocidade adimensional utilizada na equação de Navier-Stokes: V/VV ii 


; 

 

V∞ velocidade fora da camada limite ou velocidade do escoamento potencial; 

 

We número de Weber; 

 

W  taxa de trabalho ou potência ou taxa de variação do trabalho de escoamento; 

 

maxW  potência máxima; 

 

Alfabeto grego 

Minúsculas 

 

 ângulo empregado na dedução do teorema do transporte de Reynolds, definido entre o 
vetor normal à superfície e o vetor velocidade; 

 

i vetor unitário; 

 

ij delta de Kronecker; 
 

* espessura de deslocamento (utilizada na formulação integral de von Kármán); 

 

ij  tensor taxa de deformação; 

 

ijk  símbolo de Levi-Civita; 

 

 segundo coeficiente de viscosidade de Stokes; na teoria da similaridade é utilizado 
para denotar a escala geométrica, ou seja, LX/LY (X denota protótipo e Y representa o 

modelo físico); 

 

 espessura de quantidade de movimento (utilizada na formulação integral de von 

Kármán); 

 

 uma quantidade escalar genérica utilizada no equacionamento do modelo de mistura; 
 

 massa específica, também escrita como um campo escalar =(xi,t); 
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 massa por unidade de volume da fase ; 

 


~  densidade efetiva da fase , definida como   r~ ; 

 

m densidade da mistura; na segunda dedução da equação de conservação de massa é uma 

densidade média devida ao tamanho finito do volume de controle; 

 

 tensor das tensões de Cauchy; 
 

s tensão superficial; 

 

 grandeza intensiva, definida como a grandeza extensiva por unidade de massa; 
adimensional empregado na solução de Blasius; 

 

v grandeza extensiva por unidade de volume; 

 

 viscosidade dinâmica; 
 

 sub-região tridimensional de ; 

 

A fração mássica da espécie A;  
 

k,   vorticidade; 

 

 sub-volume mínimo de  para o qual é possível definir um valor único para  devido 
à ausência de flutuações estatísticas; 

 

Maiúsculas 

 

m quantidade finita de massa contida em um volume vol; 
 

t intervalo finito entre dois instantes sobre o eixo t; 

 

vol volume com dimensões finitas preenchido com fluido; 
 

 região finita do espaço tridimensional que contém um determinado fluido; 

 

 circulação (Símbolo clássico para circulação. Não confundir com =h/hc utilizado nos 
demais capítulos sobre vertedores em degraus); 

 

 função corrente empregada na equação de Blasius para camada limite laminar. 
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LISTA DE SÍMBOLOS – CAPÍTULO 5 

Minúsculas 

aij tensor anisotrópico presente no modelo de turbulência de tensões de Reynolds; 

 

f(r) função coeficiente de correlação (longitudinal); 

 

g aceleração devida à gravidade; 

 

g(r) função coeficiente de correlação (transversal); 

 

k energia cinética turbulenta; 

 

l’ pequena escala de comprimento (não é a microescala de Kolmogorov); 

 

l1, l2 comprimentos de mistura; 

 

r distância entre duas componentes de flutuação de velocidades; 

 

t tempo; 

 

u’ pequena escala de velocidade (não é a microescala de Kolmogorov); 

 

u1 velocidade na posição 1, empregada na apresentação sobre camada limite turbulenta; 

 

u* velocidade de cisalhamento, definida como  /*u 0 ;  

 

Maiúsculas 

 

C concentração; CA=concentração da espécie A; 

 

DAB coeficiente de difusão da espécie A na espécie B; 

 

E energia da escala externa (grande escala); 

 

E() espectro de energia; 
 

L comprimento característico; 

 

ijL  integral da função coeficiente de correlação  



0

ijij drt,rL  que define a escala integral 

de Taylor; 

 

Lf, Lg escalas integrais de Taylor para turbulência isotrópica; 

 

Re número de Reynolds; 

 

Sij tensor de deformação média presente no modelo de tensões de Reynolds apresentado; 

 

V velocidade média ou velocidade característica das grandes escalas; 
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Vi campo de velocidades; 

 

Vi
’
 flutuação em torno de Vi; 

 
''

iV  intensidade turbulenta; 

 

mV  velocidade média da mistura em um escoamento multicomponente; 

 

'V'V ji  tensor de Reynolds definido com as covariâncias (média dos produtos das flutuações); 

 

U escala de velocidade de Kolmogorov; 

 

Alfabeto grego 

Minúsculas 

 

 coeficiente de expansão térmica (Equação 5.133); 

 

ij delta de Kronecker; 
 

 taxa de dissipação de energia mecânica por unidade de massa; 

 

 escala de comprimento definida por Kolmogorov; 
 

 número de onda (ver espectro de energia); também empregado para representar a  

constante de von Kármán; 

 

f microescala de Taylor (longitudinal); 
 

g microescala de Taylor (transversal); 

 

 viscosidade cinemática; 
 

 viscosidade cinemática turbulenta ou coeficiente de Boussinesq; 

 

 viscosidade turbulenta; 
 

 massa específica, também escrita como um campo escalar =(xi,t); 

 

 t,rij  função coeficiente de correlação (ver escala integral de Taylor); 

 

0  tensão de cisalhamento média (média sobre o perímetro molhado); 

 

 igual a /k. Utilizado no modelo k-; 
 

Maiúsculas 

 

ij tensor vorticidade. 
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LISTA DE SÍMBOLOS – CAPÍTULO 6 

Minúsculas 

)q(f  vetor: 




















2

gq

q

q

q

)q(f 2
1

1

2
2

2

; 

 

ha energia cinética de aproximação por unidade de peso de fluido; 

 

hd carga de projeto; 

 

k altura das macro rugosidades, k=scos; 

 

p pressão; 

 

q vazão específica; 

 

qd vazão de projeto; 

 

q  vetor:

 




















2

1

q

q

hV

h
q ; 

 

s altura do degrau; 

 

t tempo; 

 

w componente longitudinal da velocidade, w(x,y), em um escoamento completamente 

desenvolvido; 

 

zA posição de início da aeração desde a crista até a posição onde a camada limite e o 

escoamento possuem a mesma altura (perpendicular ao fundo); 

 

Maiúsculas 

 

A, B matrizes de ordem p; 

 

C concentração de um composto em um escoamento; 

 

Cd coeficiente de vazão de um vertedor de parede delgada; 

 

Cd
*
 coeficiente de vazão de um vertedor com soleira padrão; 

 

Cn número de Courant; 

 

DAB coeficiente de difusão da espécie A na espécie B; 

 

Ho carga hidráulica: Ho = hd+ha; 

 

I unidade imaginária; 
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LA posição de início da aeração definida como zA/sen; 

 

P altura do vertedor; 

 

R coeficiente de correlação; 

 

SA termo que representa fontes e sumidouros; 

 

S(k) símbolo empregado na análise de estabilidade de von Neumann (ou raio espectral); 

 

T

U operador de translação utilizado na análise de estabilidade; 

 

 

Alfabeto grego 

Minúsculas 

i constantes de ajuste presentes nas potências utilizadas para camada limite (i=1,2,3,4); 
 

 escala de comprimento definida por Kolmogorov; 

 

 viscosidade dinâmica; 
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LISTA DE SÍMBOLOS – CAPÍTULO 7 

Minúsculas 

f fator de resistência; 

 

fp freqüência de oscilação da superfície livre; 

 

h altura de escoamento (perpendicular ao fundo ou pseudofundo); 

 

hc altura crítica; 

 

hmean valor médio calculado como hmean = (h0+h1)/2 (empregado na formulação para o fator 

de resistência; 

 

hu altura de escoamento na região uniforme (ou quase uniforme); 

 

h0 altura de escoamento, definida na seção de entrada do volume de controle utilizado na 

formulação para o fator de resistência; 

 

h1 conjugado supercrítico, também considerado igual à profundidade no final da calha na 

formulação para o fator de resistência e, no contexto do comprimento de transição, é 

igual à primeira profundidade característica da onda (hA); 

 

h2 profundidade ou altura de escoamento na posição final da região de transição, 

correspondente ao primeiro pico do perfil médio ondulado; 

 

h3 profundidade ou altura de escoamento do primeiro vale após h2; 

 

k altura da macro rugosidade, definida como k=scos; 

 

l comprimento do piso de um degrau; 

 

q vazão específica; 

 

s altura do degrau; 

 

u* velocidade de cisalhamento. 

 

Maiúsculas 

 

A área da seção transversal; na primeira forma adimensional proposta para o perfil da 

superfície livre A é um adimensional com a forma A = B/hu; 

 

B largura de topo do canal; 

 
C fração de vazios; 

 

C  taxa de geração de vazios entre as seções 1 e 2 (Figura 7.4); 

 

Fr número de Froude em termos de quantidades características; 
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Frk número de Froude definido como 


 

gksen

V
Frk ; 

 

G aceleração da gravidade; 

 

H adimensional definido como H = z/hc; 

 

If declividade da linha de energia; 

 

Io declividade de fundo; 

 

K módulo de elasticidade volumétrica; constante de proporcionalidade (item 7.6); 

 

Lc comprimento característico; 

 

Q vazão (Q=VA); 

 

Rek número de Reynolds definido como 


 kV
Rek ; 

 

Rh raio hidráulico; 

 

T adimensional para a turbulência; 

 

V velocidade média; 

 

V1 velocidade média na seção transversal onde inicia a aeração superficial, 

correspondente a h1 no contexto do comprimento de transição; velocidade do 

escoamento supercrítico utilizada para definir o número de Froude Fr1 (formulação 

para o fator de resistência); 

 

Alfabeto grego 

Minúsculas 

 ângulo de inclinação do canal; 
 

c coeficiente de Coriolis ou de correção da energia cinética; 

 

 coeficiente de Boussinesq ou de correção de quantidade de movimento; 
 

 rugosidade absoluta equivalente (os subscritos “p”, “e” e “m” correspondem ao piso, 

espelho e muros, respectivamente);  pode ser também a taxa de dissipação de energia 
por unidade de massa; 

 

1 coeficiente de correção para levar em consideração a não linearidade do perfil da 

superfície livre. Utilizado na formulação para o fator de resistência; 

 

2 coeficiente de correção utilizado na formulação para o fator de resistência para corrigir 
o valor da tensão de cisalhamento; 
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 massa específica da água; 

 

a massa específica do ar; 
 

 viscosidade dinâmica; 

 

 tensão superficial; 
 

0 tensão de cisalhamento média; 

 

Maiúsculas 

 

E energia dissipada por unidade de volume de fluido; 



h diferença entre a altura na seção de entrada do volume de controle e a altura na saída 

do mesmo volume, utilizada na formulação para o fator de resistência: h = h0-h1;



H energia dissipada por unidade de peso de fluido; 

 

p diferença entre a pressão em uma determinada posição e instante e a pressão de vapor 
do líquido, ou seja, p-pv; 

 

 adimensional definido como H = h/hc; 
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Resumo 

 

SIMÕES, A.L.A. (2012). Escoamentos turbulentos em canais com o fundo em 

degraus: resultados experimentais, soluções numéricas e proposições teóricas. São 

Carlos, 528 p. Tese (Doutorado) – Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade 

de São Paulo. 

 

Este trabalho traz contribuições experimentais, numéricas e teóricas acerca dos 

escoamentos turbulentos em canais e vertedores em degraus. Com a exposição de 

resultados de diferentes autores, procurou-se apresentar uma visão histórica sobre a 

evolução do conhecimento ligado ao tema, bem como o seu estado-da-arte. Os 

resultados experimentais foram obtidos em um canal em degraus com 1V:1H. Procurou-

se investigar o comportamento da superfície livre com o uso de um medidor 

ultrassônico de deslocamentos. Foi possível obter perfis médios bem definidos, 

compostos por um trecho inicial com a forma S2 e S3 e um trecho ondulado a partir do 

início da aeração superficial. Esses perfis formados por valores médios levaram à 

definição de profundidades características que compõem a onda e de um comprimento 

de transição ao escoamento bifásico entre o final do perfil S2 e o primeiro pico da onda. 

As comparações dos dados experimentais deste trabalho e dos resultados experimentais 

e numéricos de outros autores, referentes à posição de início da aeração e à altura de 

escoamento nesta posição, indicaram haver excelente concordância entre as diferentes 

propostas. Foram fornecidas expressões empíricas para a maior parte das quantidades 

medidas. Além dos valores médios, os sinais instantâneos obtidos com o ultrassom 

foram também analisados, tendo sido possível extrair informações sobre a distribuição 

da intensidade turbulenta, energia cinética turbulenta, número de Strouhal e coeficientes 

de assimetria e curtose. Estas quantidades estatísticas revelaram diferentes regiões ao 

longo do canal em degraus, incluindo a região de decaimento das mesmas, com posição 

final coincidente. Como resultado foi proposta uma expressão para calcular a posição 

vertical do início do escoamento uniforme. A segunda parte desta tese contém uma 

revisão sobre as equações e princípios básicos de mecânica dos fluidos e sobre aspectos 

essenciais relacionados a soluções numéricas. Ao comparar os resultados experimentais 

com soluções numéricas das equações de Navier-Stokes médias de Reynolds, 

conservação de massa e diferentes modelos de turbulência, concluiu-se haver excelente 

sobreposição das soluções aos experimentos. Isto foi possível com o uso do modelo não 

homogêneo para o escoamento com superfície livre e com os modelos de turbulência k-

, RNG k-, SSG e zero-equação. Em seguida, utilizando-se o modelo k-, foram 

realizadas simulações numéricas em domínios que correspondem a vertedores sem 

comportas e com dimensões de protótipo. Explorou-se também o uso do referido 

conjunto de equações na obtenção de informações sobre escoamentos em quedas 

sucessivas. Neste caso a análise dos resultados se concentrou nas profundidades ao 

longo do canal e da energia residual. A terceira parte da tese contém proposições e 

considerações teóricas e semi-empíricas. Entre elas, pode-se mencionar que foram 

apresentadas equações para previsão de perfis da superfície livre, fator de resistência, 

comprimento de transição, desenvolvimento da camada limite e coeficiente de 

reoxigenação. Finalmente, o último capítulo antes das conclusões traz discussões acerca 
dos três pontos de vista: experimental, numérico e teórico. 

 

Palavras-chave: canais em degraus; mecânica dos fluidos; turbulência. 
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Abstract 

 

SIMÕES, A.L.A. (2012). Turbulence in stepped chute flows: experimental results, 

numerical solutions and theoretical approaches. São Carlos, 528 p. Tese (Doutorado) 

– Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo. 

 

This work includes contributions from experimental, numerical and theoretical studies 

about turbulent flows in stepped chutes and spillways. Initially, previous results and 

proposals of different authors are presented, intending to furnish an overview of the 

historical evolution of the knowledge in this theme and its state-of-the-art. The 

experimental results were obtained in a stepped channel with step ratio 1V:1H. The 

behavior of the free surface was investigated using an ultrasonic displacement meter. It 

was possible to obtain well-defined time-averaged profiles, comprising a first stretch 

with the S2 and S3 forms, and a second wavy stretch, which was produced by the surface 

aeration. These profiles consist of average depths, and led to the definition of 

characteristics depths for the first “wave” and to a transition length between the end of 

the S2 profile and the first peak of the wavy region. Comparisons between the 

experimental data obtained in this study and experimental and numerical results of other 

authors, regarding the inception point and the water depth at this position, indicated 

excellent agreement between the different proposals. Empirical expressions are 

proposed here for most of the measured parameters. In addition to the analysis of the 

average values, also the instantaneous signals obtained with the ultrasound sensor were 

analyzed; allowing to obtain information about the distribution of the turbulent 

intensity, the turbulent kinetic energy, the Strouhal number, and the coefficients of 

skewness and kurtosis. The behavior of these statistical quantities revealed different 

regions along the stepped chute, and a final region of decay coincident for all quantities.  

As a result, an expression was proposed to calculate the vertical position of the 

beginning of the uniform flow. The second part of this thesis contains a review of the 

basic principles and equations of fluid mechanics and some key aspects related to 

numerical solutions. By comparing the experimental results with the numerical 

solutions of the Reynolds Averaged Navier-Stokes equations, the conservation of mass, 

and different turbulence models, it was concluded that there exist an excellent 

superposition between the numerical predictions and the experiments. This was made 

possible using an inhomogeneous model for the free surface flow and the turbulence 

models k-, RNG k-, SSG and zero-equation. Further, using the k- model, numerical 

simulations were carried out for uncontrolled spillways (without gates), considering 

prototype dimensions. The same set of equations was used for skimming flows and 

nappe flows. In the second case, the analysis focused on the water depths along the 

channel and on the residual energy. The third part of the thesis contains theoretical and 

semi-empirical formulations based on fluid mechanics’ principles. The presented 

equations are for predictions of free surface profiles, resistance factors, transition 

lengths, development of boundary layer and reaeration. Finally, the last chapter before 

the conclusions presents discussions about the three points of view: experimental, 

numerical and theoretical. 

 
Keywords: fluid mechanics; stepped chutes; turbulence. 
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1 INTRODUÇÃO 

1.1 Considerações gerais 

O tema central deste trabalho é o estudo das características dinâmicas de escoamentos em 

canais com o fundo em degraus. Devido às possibilidades de uso de estruturas hidráulicas 

desse tipo, o assunto tratado aqui é de grande interesse para a engenharia. Como ilustrado por 

meio da Figura 1, canais em degraus são empregados em sistemas de drenagem e 

principalmente como parte de extravasores de barragens. O termo vertedor em degraus, ou 

vertedouro em degraus, é utilizado para designar este tipo de estrutura, como na Figura 1.1c,d. 

 

 
Figura 1.1 – Exemplos de usos de canais em degraus: (a,b) Canal do sistema de drenagem do Campus II da USP 

em São Carlos-SP; (c,d) Vertedor em degraus da barragem Rio da Dona (Bahia) – Imagem cedida por Antônio 

Gilberto Simões de Oliveira; (e) Córrego Tijuco Preto (entrada principal do Campus I da USP em São Carlos). 

 

 Ao projetar um canal como fundo em degraus, que pode ter dezenas de metros de 

altura, é necessário prever, assim como nos projetos de estruturas hidráulicas em geral, a 

maior quantidade possível de informações sobre os comportamentos das variáveis de campo 

envolvidas. O campo de pressões, por exemplo, pode indicar a possibilidade de ocorrência de 

mudança de fase da água e conseqüentes danos ocasionados pela cavitação. Atrelado a este 

fenômeno, o conhecimento da distribuição de bolhas de ar incorporadas ao escoamento 
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também é decisivo em previsões sobre o risco de cavitação. A velocidade média na 

extremidade final de um canal vertedor, que pode ser obtida a partir do campo de velocidades, 

é uma grandeza indispensável para estimativas das dimensões de estruturas de dissipação de 

energia adicionais, empregadas com o propósito de manter a integridade estrutural da 

barragem. 

 Se existisse uma solução analítica geral para o sistema de equações diferenciais 

parciais e leis constitutivas que traduz os princípios de conservação, certamente seria possível 

responder a uma considerável quantidade de questões relativas aos escoamentos em canais em 

degraus. Em um ponto de vista mais profundo sobre o tema, que excede a precisão exigida 

pela engenharia, cabe afirmar que tais respostas seriam aproximadas. Neste ponto de vista e, 

de uma forma sintética, pode-se dizer que as equações de Cauchy associadas às equações 

constitutivas para um fluido newtoniano, as equações de Navier-Stokes, seriam suficientes 

para representar o balanço de quantidade de movimento. Tanto para o escoamento monofásico 

quanto para o escoamento bifásico, o uso das equações de conservação de massa seria uma 

opção bem estabelecida para reprodução matemática desse princípio. Finalmente, a primeira 

lei da termodinâmica, a equação da energia, possibilitaria prever, junto com equações 

constitutivas (equação do gás-ideal, por exemplo), a formação de cavidades e subseqüente 

mudança de fase para o estado líquido, assim como a transferência de calor que ocorre quando 

a energia é dissipada no escoamento. 

 Atualmente não é possível resolver o sistema de equações citado para escoamentos em 

estruturas hidráulicas ou outros tipos de escoamentos encontrados na indústria, que operam 

com elevados números de Reynolds, nem mesmo com o uso de métodos numéricos 

associados aos recursos computacionais mais avançados. Por esta razão, ao longo de muitos 

anos têm sido propostos e aperfeiçoados modelos matemáticos para os escoamentos 

turbulentos. Tais representações aproximadas para o problema da turbulência possuem 

restrições impostas pelas hipóteses simplificadoras adotadas nos desenvolvimentos teóricos 

das formulações. Apesar deste fato, resultados obtidos com tais modelos matemáticos 

possuem proximidades com a realidade física (que dependem do caso específico sob análise), 

sendo úteis para elaboração de projetos com diferentes níveis de complexidade. 

 Desde os projetos mais simples até os mais complexos a experimentação sempre está 

presente. Para os escoamentos laminares, por exemplo, que podem ser solucionados com 

elevada precisão através de formas simplificadas das equações de Navier-Stokes, pode ser 

necessário conhecer a viscosidade e a massa específica do fluido e, portanto, é necessária a 

experimentação. Quando o objetivo é prever o comportamento médio das grandezas de um 
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escoamento turbulento por meio de modelos de turbulência, o uso de recursos experimentais é 

indispensável para o levantamento de constantes ou relações que naturalmente surgem no 

processo de construção de tais modelos. Deste modo, a mecânica dos fluidos experimental é 

essencial para o entendimento das características de escoamentos em estruturas hidráulicas e 

para a concepção de métodos para previsões das grandezas de interesse. 

 Frisa-se que, ao mencionar a necessidade de experimentar, não está sendo feita 

qualquer observação sobre a possibilidade de conceber algo livre da experiência, condição 

que pode ser amplamente discutida. Assim, acerca das três leis de Newton e das hipóteses de 

Stokes, por exemplo, não parece razoável afirmar que elas surgiram como frutos de 

pensamentos isentos de experiências anteriores. Outro exemplo interessante sobre este tema é 

o uso de resultados obtidos com as equações básicas, por meio de simulações numéricas 

diretas de escoamentos simples, utilizados para explicar aspectos da turbulência. Como as 

equações diferenciais sofreram alguma influência da experimentação em diferentes níveis, os 

resultados também estão associados a ela. Por outro lado, observar a simulação também é uma 

experiência. Sobre este tema, por exemplo Kant escreveu: 

 
“Não há dúvida de que todo o nosso conhecimento principia pela experiência. Sem 

dúvida, que outro motivo poderia despertar e por em ação a nossa capacidade de 

conhecer senão as coisas que afetam os sentidos e que, de um lado, por si mesmas 

dão origem a representações e, de outro lado, movimentam nossa faculdade 

intelectual e levam-na a compará-las, ligá-las ou separá-las, transformando então a 

matéria bruta das impressões sensíveis num conhecimento que se denomina 

experiência? Dessa forma, na ordem do tempo, nenhum conhecimento precede em 

nós a experiência e é com esta que todo o conhecimento de principia.” (Immanuel 

Kant. Kritik der Reinen Vernunft, 1781) 

 

No parágrafo seguinte o autor apresenta a seguinte observação: 

 
“No entanto, se todo o conhecimento se principia com a experiência, isso não prova 

que todo ele derive da experiência. Nosso próprio conhecimento experimental bem 

poderia ser um composto do que recebemos por meio das impressões sensíveis e 

daquilo que a nossa própria capacidade de conhecer – apenas ocasionada por 

impressões sensíveis – produz por si mesma, acréscimo esse que não distinguimos 

dessa matéria prima, enquanto a nossa atenção não despertar por um longo exercício 

que nos capacite a separá-los.” (Immanuel Kant. Kritik der Reinen Vernunft, 1781) 

 

Após tais colocações, Kant destaca que pelo menos uma questão deve ser resolvida com 

um estudo mais atento: se poderá haver um conhecimento independente da experiência e de 

todas as impressões dos sentidos. Ele denominou este conhecimento como a priori, 

separando-o do conhecimento empírico, cuja origem é a posteriori, isto é, na experiência. As 

numerosas páginas de sua obra são dedicadas a argumentações sobre esse assunto e 

implicações desvendadas com o uso de exemplos, ilustrando assim a importância dispensada a 
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questões fundamentais relacionadas à ciência. Não há aqui a intenção de desdobrar o tema 

expondo sequer algumas poucas discussões que podem ser apresentadas. Trabalhos como o de 

Hume (1711-1776), o de Poincaré (1854-1912) e o de Popper (1902-1994) são alguns 

exemplos de textos dedicados ao tópico. Entretanto, expõe-se a seguir uma concisa e 

introdutória consideração. 

Ao posicionar a experiência como indispensável, é natural que seja questionada a 

necessidade de desenvolvimentos de modelos matemáticos. Algumas argumentações 

favoráveis aos modelos podem ser apresentadas. Um exemplo típico é o uso de análise 

dimensional, uma forma teórica de organizar as informações vinculadas a um fenômeno. 

Sobre este tema, Poincaré escreveu: 

 
“A experiência é a única fonte da verdade. Somente ela pode nos ensinar algo novo 

e nos prover de certeza. Estes são dois pontos inquestionáveis. Entretanto, se a 

experiência é tudo, que lugar é deixado para a física matemática? (...) Não podemos 

nos contentar apenas com a experimentação? Não, isto é impossível; o que seria uma 

completa incompreensão da verdadeira natureza da ciência. O cientista deve 

trabalhar com método. A ciência é construída com fatos assim como uma casa é 

construída com pedras, mas um acúmulo de fatos não é ciência assim como uma 

casa não é um monte de pedras. E, principalmente, o cientista deve prever.” (Henri 

Poincaré. Science and Hipothesis, 1905, p.140-141) 

 

Considerando um experimento que envolve uma grandeza A=A(x), para a qual foram 

obtidos muitos pontos nos intervalos x1<x<x2 e x3<x<x4, como na Figura 1.2, não é possível 

prever o comportamento de A(x2<x<x3) sem alguma reflexão. Podem existir diferentes 

caminhos formados pelos pontos (x, A) entre x2 e x3. Se alguma teoria estiver disponível, 

mesmo que exista uma ou mais constantes de ajuste que reflitam a dificuldade de representar 

exatamente o fenômeno, é possível que ela forneça uma resposta próxima ao que seria obtido 

experimentalmente para o intervalo x2<x<x3. A palavra próxima é necessária porque não há 

confirmação experimental. A curva tracejada da Figura 1.2 que possui um padrão diferente 

das demais é um exemplo ainda mais impressionante sobre as possibilidades existentes. Neste 

caso, pode-se utilizar como exemplo a distribuição de pressão em torno de uma esfera lisa. Se 

as previsões para a região entre as nuvens de pontos são difíceis, a tentativa de prever o que 

ocorre se x<x1 e x>x4 pode ser considerada muito mais difícil sem o uso de alguma teoria. 
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Figura 1.2 – Ilustração sobre a discussão relacionada à relevância da teoria. As curvas tracejadas são algumas 

possibilidades para o intervalo x2<x<x3. 

 

 

As linhas anteriores resumem a forma de trabalho adotada nesta pesquisa. Esse modo 

envolve experiência, teoria e simulação. Os problemas relacionados aos escoamentos em 

canais em degraus têm sido estudados há pelo menos quatro décadas. Existem dados 

publicados para diferentes tipos de geometrias dos degraus, incluindo degraus com pisos em 

aclive, em declive, com soleiras situadas na extremidade do piso, entre outras configurações 

já mencionadas, por exemplo, em Simões (2008) e Simões, Porto e Schulz (2009). Apesar da 

grande quantidade de dados, são notadas algumas divergências, além de não haver 

informações experimentais suficientes para generalizar um possível método de previsão para 

todos os aspectos relevantes de escoamentos. Desse modo, estudos experimentais e teóricos, 

ainda que sejam direcionados a um único aspecto do escoamento, são de grande relevância 

para a área. 

 

1.2 Organização dos tópicos 

 

Este trabalho está organizado de acordo com os seguintes tópicos: 

 

a) Introdução: são apresentados tópicos gerais adotados nesta linha de pesquisa; 

b) Objetivos: os objetivos deste trabalho são apresentados sob a forma de tópicos que 

destacam as propostas da tese; 

c) Revisão bibliográfica: é exposto o estado atual do conhecimento sobre estudos 

relacionados a escoamentos em canais e vertedores com o fundo em degraus. Sempre 

que possível, procurou-se expor os assuntos de maneira sintética e com ênfase para os 

detalhes conceituais incutidos nas formulações. A revisão bibliográfica é fundamental 

para a identificação de assuntos que já foram estudados e de dados disponíveis para 
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análise em conjunto com modelos propostos. Entretanto, não foi possível dissertar 

sobre todos os estudos existentes, sobretudo devido às barreiras impostas pelos 

diferentes idiomas (como o mandarim, japonês, etc.); 

d) Materiais e métodos: este item está distribuído entre os capítulos. O capítulo sobre o 

estudo experimental desenvolvido contém os materiais e métodos correspondentes. O 

capítulo com resultados numéricos inéditos é precedido por capítulos escritos acerca 

das equações e princípios básicos de Mecânica dos Fluidos, Transição e Turbulência. 

O próprio capítulo sobre as soluções numéricas contém uma breve introdução aos 

métodos numéricos que destaca a importância de temas como estabilidade, 

consistência e convergência, por exemplo. O capítulo com desenvolvimentos teóricos 

inéditos possui métodos que consistem basicamente na adoção de hipóteses e 

princípios fundamentais (conservação de massa, 2ª Lei de Newton, etc.) para 

problemas específicos. A sua construção, entretanto, passou pela observação da 

revisão bibliográfica, resultados numéricos e experimentais e todas as demais 

impressões devidas às informações sobre Mecânica dos Fluidos, Termodinâmica, 

Mecânica do Contínuo, etc.; 

e) Comparações entre Experimentação, Simulações e Teoria: Tais comparações são 

expostas no penúltimo capítulo da tese, que precede as conclusões e referências. 

 

 Sobre a estética do trabalho, cabe destacar que foram utilizados diferentes softwares 

para produção dos gráficos, prática que, às vezes, inviabiliza a uniformidade em toda a tese. 

Cabe mencionar também que cada capítulo da Tese possui uma lista de símbolos própria. Em 

função do grande número de equações, entende-se que seria demasiadamente confuso 

elaborar uma única lista, com símbolos compostos para evitar muitas repetições. Deste modo, 

optou-se pelo método de citar as definições dos símbolos após as equações com o uso de uma 

lista por capítulo, como complemento. 
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2 OBJETIVOS 

 

Os objetivos deste trabalho estão associados aos estudos teórico, experimental e numérico do 

escoamento ao longo de canais com o fundo em degraus e, em alguns aspectos, para canais 

lisos. A parte teórica mencionada refere-se à apresentação de modelos matemáticos propostos 

para escoamentos em canais lisos e em degraus. A seguir são listados os objetivos gerais da 

pesquisa: 

 

1) Apresentar o estado atual do conhecimento sobre o tema central da pesquisa e os 

fundamentos que sustentam todas as propostas do trabalho; 

2) Estudar experimentalmente as características de escoamentos em canais em degraus; 

3) Estudar as características do escoamento deslizante sobre turbilhões e em quedas 

sucessivas por meio de soluções numéricas da equação de conservação de massa e 

equações de Navier-Stokes com médias de Reynolds associadas a modelos de 

turbulência; 

4) Propor modelos físico-matemáticos adimensionais e analíticos para previsão da 

posição da superfície livre em canais retangulares; 

5) Aplicar sensores acústicos ultrassônicos de deslocamento para o estudo do 

comportamento estatístico da superfície livre de escoamentos deslizantes sobre 

turbilhões. O uso do ultrassom é parte da metodologia, mas, como objetivo deste 

trabalho, destaca-se a aplicação deste tipo de instrumento de medição; 

6) Desenvolver um modelo físico-matemático para avaliação do fator de resistência de 

Darcy-Weisbach; 

7) Propor um modelo físico-matemático para o desenvolvimento da camada limite; 

8) Desenvolver um equacionamento para avaliar a reoxigenação da água. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

2.1 Considerações iniciais 

Ao escrever sobre escoamentos em canais em degraus é natural que seja especificado o 

contexto abordado, já que existem diferentes fenômenos que podem ser amplamente 

discutidos. Esta revisão é dedicada à exploração do conhecimento existente sobre os 

escoamentos em estruturas com degraus e espera-se que ela sirva como suporte para 

identificação da maior parte dos resultados obtidos nos estudos desta área. Como nas diversas 

áreas da ciência, a terminologia é um aspecto fundamental, o mesmo ocorrendo em trabalhos 

que discorrem sobre hidráulica e mecânica dos fluidos. Por este motivo, estas considerações 

iniciais incluem definições básicas utilizadas ao longo do texto. O termo canal em degraus é 

utilizado para nomear uma estrutura hidráulica com fundo escalonado capaz de conduzir água 

em escoamento com superfície livre. Esta definição não inclui restrições em relação à 

geometria dos degraus e dos muros laterais do canal. Os degraus podem ter o piso em aclive, 

podem estar espaçados e, em alguns estudos, é possível encontrar degraus horizontais com 

soleiras centrais ou na extremidade de jusante do piso. Há também, embora não sejam 

comuns, canais em degraus com muros laterais não-paralelos. O termo vertedor em degraus é 

usado para os extravasores de barragens. O vertedor propriamente dito é, por definição, a 

região superior do extravasor. À sua frente é normalmente adotada uma crista definida 

segundo os padrões usuais para estruturas lisas (perfil Creager, 1917; Scimemi, 1939), 

embora ela possa ser alterada com a inclusão de degraus com dimensões não uniformes. A 

Figura 2.1 ilustra algumas possíveis geometrias encontradas em estudos sobre o tema. 

 

 
Figura 2.1 – Exemplos de características de canais em degraus: (a) Degraus com alturas variadas, comporta e 

defletor na extremidade final do canal; (b) Uso de um arco na base do canal e inclinação do paramento de 

montante; (c) Canal sem a crista padrão; (d) Degraus cujos pisos estão em aclive; (e) Muros laterais 

convergentes; (f) Degraus com soleiras nas extremidades finais dos pisos. 
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A primeira imagem da Figura 2.1 contém um defletor na extremidade final do canal, 

sendo esta forma uma proposta por Tozzi (1992, p.89-93). O uso de comportas é mencionado 

por Chanson (2002, p.177). Os trabalhos de Diez-Cascon et al. (1991) e Povh (2000) ilustram 

o uso de arcos como ligação entre o canal em degraus e a bacia de dissipação (Figura 2.1b). 

Ainda sobre a Figura 2.1b, de acordo com os trabalhos de Christodoulou (1993, p.645) e 

Chanson (2002, p.218), o paramento de montante não precisa ser necessariamente vertical. O 

uso de degraus em aclive e com soleiras terminais pode ser visto nos trabalhos de Peyras et al. 

(1992), Chinnarasri e Wongwises (2006, p.73-74), Takahashi et al. (2008, p.115) e Carvalho e 

Martins (2009, p.516). É usual adotar uma largura uniforme para o canal em degraus. 

Entretanto, há estudos que se ocuparam em investigar os efeitos da adoção de muros laterais 

convergentes, como pode ser visto no trabalho de Frizell (2006, p.46-48) e Hunt et al. (2008). 

 Neste trabalho, o termo canal em degraus é utilizado para canais com o fundo em 

degraus. O termo vertedor em degraus é empregado sempre que o canal em degraus fizer 

parte do sistema extravasor de uma barragem. Nestas definições, se não for mencionado o 

contrário, subentende-se que os pisos são horizontais e sem soleiras nas extremidades. Está 

implícito também que os muros laterais são paralelos e que a seção transversal do canal é 

retangular. Pode-se ainda fazer distinção entre uma ou outra estrutura em função da 

rugosidade superficial, que pode apresentar valores diferentes nas diferentes partes que 

compõem o perímetro molhado. Existem canais e vertedores em degraus formados por rochas 

(Figura 2.2a) e por pedras confinadas em gaiolas (gabião), como ilustrado na Figura 2.2b. O 

canal apresentado na Figura 2.2c, exemplifica uma estrutura com pisos cujas rugosidades 

superficiais são diferentes das encontradas nos espelhos e muros laterais. As finalidades dos 

canais e vertedores apresentados anteriormente estão atreladas às obras hidráulicas que os 

adotam. Entretanto, existem estruturas da arquitetura decorativa que incluem o uso de canais 

em degraus, como apresentado na Figura 2.2d. 

 

 
(Continua na próxima página) 
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Figura 2.2 – Exemplos de canais em degraus com rugosidades superficiais diferentes: (a) Imagem aérea de um 

canal em degraus formado por rochas, situado no Canadá e pertencente ao James Bay Project; (b) Canal em 

degraus formado por gabiões; (c) Canal em degraus com rugosidades dos pisos modificada pela introdução de 

pedras; (d) Canal em degraus de uma estrutura decorativa, com a superfície revestida com pastilhas. 

Fonte: (a) Aubin et al. (1979, p.127)- (b) Stephenson (1979); (d) Simões (2008) 

 

As imagens anteriores mostram canais em degraus construídos com diferentes materiais. 

Os canais denominados “descidas d’água tipo escada” ou “escadas d’água” utilizados em 

sistemas de drenagem de rodovias são normalmente construídos com concreto armado (DER, 

1991, p.236-237), assim como o canal dissipador de energia da Figura 2.2c. Peyras et al. 

(1992, p.716) sugerem o uso de uma camada de concreto sobre os pisos de canais em degraus 

formados por gabiões com o intuito de preservar a integridade da estrutura. Nota-se também 

canais construídos com rochas e outros materiais, como nas Figuras 2.2a,d. Além das 

alternativas mencionadas, existe a possibilidade de uso de pré-fabricados de concreto que se 

encaixam formando um canal com o fundo em degraus. Algumas formas específicas foram 

desenvolvidas e estudadas pelo U.S. Department of the Interior e pelo Instituto Superior 

Técnico (Portugal), tendo como aplicação principal o revestimento dos taludes de jusante de 

barragens de terra e enrocamento já existentes. Tal emprego se deve a avaliações hidrológicas 

relativamente recentes que demonstraram a incapacidade de alguns sistemas extravasores em 

descarregar vazões que não foram previstas quando os extravasores originais foram 

projetados. A Figura 2.3 contém mais algumas imagens, que ilustram alguns dos aspectos 

aqui mencionados. 

Nesse sentido, um dos materiais mais empregados para a construção de vertedores em 

degraus é o concreto compactado a rolo. Como ilustrado por meio das Figuras 2.3d,e,f, o uso 

de camadas de concreto favorece a confecção dos degraus. Além dessa vantagem construtiva, 

os degraus atuam como dissipadores de energia e, como consequência, a estrutura de 

dissipação a jusante do vertedor em degraus normalmente possui dimensões inferiores às de 

uma estrutura de dissipação a jusante de um vertedor liso. Millan (1993, p.23-26) menciona 

também que o uso de concreto compactado a rolo pode ser mais econômico, em alguns casos, 

até mesmo em relação às obras de terra e enrocamento. A imagem da Figura 2.3f ilustra uma 
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situação na qual a ensecadeira de montante rompeu, tendo ocorrido o galgamento durante a 

construção. A estrutura permaneceu intacta, sendo essa mais uma vantagem atrelada ao uso de 

concreto compactado a rolo. 

O uso de concreto compactado a rolo em barragens não é tão recente, podendo-se 

mencionar o seu uso no núcleo de uma barragem em Taiwan, entre 1960 e 1961. Andriolo 

(1998, p.12) comenta que em 1986 foram construídas quinze barragens desse tipo em diversas 

partes do mundo. Segundo o mesmo autor, esse número cresceu para 45 barragens em 1990, 

96 barragens em 1993 e 156 barragens em 1996. O concreto compactado a rolo no Brasil tem 

sido empregado para construção de barragens há mais de vinte anos e, como apresentado por 

Simões (2006, 2008), entre as 45 barragens brasileiras mencionadas por este autor, pelo 

menos 18 possuem vertedor em degraus. 

 

 
Figura 2.3 – Canais e vertedores em degraus construídos com diferentes materiais: (a,b) Estruturas de concreto 

armado; (c) Canal em degraus formado por peças pré-moldadas; (d,e,f) Barragem construída com concreto 

compactado a rolo. Fonte: (c) – Frizell (1992); (d,e,f) – Imagens cedidas por Antônio G. Simões de Oliveira e 

Paulo R. M. Simões. 

 

 

Em função dos atrativos relacionados aos vertedores em degraus, as características dos 

escoamentos em tais estruturas hidráulicas têm sido estudadas em diversas instituições. Como 

exemplo, pode-se mencionar os trabalhos desenvolvidos em Portugal, na Espanha, na China, 

na Grécia, no Japão, na África do Sul, na Austrália, na Suíça, nos Estados Unidos e no 

Canadá. No Brasil, um dos primeiros estudos relacionados ao tema foi conduzido na 

Universidade de São Paulo, em 1992, seguido por pesquisas em outras universidades, como 

indicado na Tabela 1.1. 
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Tabela 1.1 – Trabalhos acadêmicos desenvolvidos no Brasil sobre vertedores e canais em degraus 
Autor(a) – 1 

Orientador – 2 
Ano Instituição Declividade Caráter do Trabalho Tipo 

1 
1 – Marcos José Tozzi 

2 – Giorgio Brighetti 
1992 USP/EP 1V:0,75H; 1V:2,0H; 1V:6,69H Experimental T 

2 
1 – Winston H. Kanashiro 

2 – Podalyro Amaral de Souza 
1995 USP/EP 1V:0,75H Experimental T 

3 
1 – Paulo Henrique Povh 

2 – Marcos José Tozzi 
2000 UFPR 1V:0,75H Experimental D 

4 
1 - Julio Cesar Olinger 

2 – Giorgio Brighetti 
2001 USP/EP 1V:0,75H Experimental T 

5 
1 – Daniela Guzzon Sanagiotto 

2 – Marcelo Giulian Marques 
2003 UFRGS 1V:0,75H Experimental D 

6 
1 – Maurício Dai Prá 

2 – Marcelo Giulian Marques 
2004 UFRGS 1V:1H Experimental D 

7 
1 – Jaime Federici Gomes 

2 – Marcelo Giulian Marques 
2006 UFRGS 1V:0,75H Experimental T 

8 
1 – André Luiz Andrade Simões 

2 – Michel Sahade Darzé 
2006 UNIFACS - Teórico M 

9 
1 – Eudes José Arantes 

2 – Rodrigo de Melo Porto 
2007 USP/EESC 1V:0,75H Numérico T 

10 
1 – André Luiz Andrade Simões 

2 – Rodrigo de Melo Porto 
2008 USP/EESC - Teórico D 

Legenda: USP = Universidade de São Paulo; EP = Escola Politécnica; EESC = Escola de Engenharia de São 

Carlos; UFPR = Universidade Federal do Paraná; UFRGS = Universidade Federal do Rio Grande do Sul; 

UNIFACS = Universidade Salvador; T = tese; D = dissertação; M = Monografia. 

 

Os trabalhos internacionais publicados sobre o tema estão, em grande parte, 

concentrados nos dois principais periódicos de engenharia hidráulica: o Journal of Hydraulic 

Reserach e o Journal of Hydraulic Engineering. Existem também artigos publicados em 

outros meios importantes, como no periódico francês, La Houille Blanche, no International 

Journal of Multiphase Flow, no Canadian Journal of Civil Engineering, entre outros. Como 

exemplo da quantidade de publicações, pode-se mencionar que ao inserir o termo stepped 

spillway no site do Journal of Hydraulic Engineering são recuperados 51 documentos, que 

correspondem a artigos e discussões sobre artigos. Há também alguns livros específicos sobre 

vertedores e canais em degraus e livros com capítulos sobre alguns aspectos do escoamento. 

Entre eles, encontram-se os trabalhos de Chanson (1994c, 2002), de Minor e Hager (2000) 

que organizaram artigos de um workshop, Vischer e Hager (1998) e Khatsuria (2005), que 

dedicaram parte dos seus livros aos vertedores em degraus, entre outros. Outras fontes de 

informações sobre o tema são os relatórios escritos em universidades e grandes centros de 

pesquisa. Como exemplo, pode-se mencionar o Project Report 511, desenvolvido na 

Universidade de Minnesota, no St. Anthony Falls Laboratory, escrito por Lueker et al. (2008), 

dentre os quais encontra-se também um professor brasileiro (Schulz, H.E., da USP). 

 

2.2 Aspecto históricos 

Embora o interesse recente sobre escoamentos em canais em degraus tenha sido impulsionado 

pelo uso de concreto compactado a rolo (ccr) nas construções de barragens, há evidências 

históricas que indicam o uso de tais estruturas em épocas anteriores ao uso do ccr. Em seu 
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livro sobre vertedores em degraus, Chanson (2002) apresenta uma interessante exposição 

sobre o tema. Ele menciona o trabalho de Knauss (1995) e afirma que o mais antigo vertedor 

em degraus conhecido está situado na Grécia, em Akarnania, tendo sido construído em 1.300 

a.C.. De acordo com esse autor, a estrutura apresentava 10,5 m de altura, 25 m de largura, 

declividades entre 39º e 75º e degraus com alturas entre 0,6 m e 0,9 m (CHANSON, 2002, 

p.36). 

Seguindo o panorama apresentado por Chanson (2002), pode-se mencionar que outros 

extravasores antigos foram encontrados no oriente médio como, por exemplo, nas 

proximidades do rio Khosr (694 a.C.). Durante o império romano foram construídos alguns 

vertedores, sendo que uma parte dos mesmos pode ser encontrada na Líbia, Síria e Tunísia. 

Chanson (2002, p.36) comenta que, após a queda do Império Romano, engenheiros 

mulçumanos construíram barragens com extravasores desse tipo na Espanha, no Iran, na 

Arábia Saudita e no Iraque. Os engenheiros espanhóis continuaram a utilizar as estruturas 

romanas e mulçumanas, além de terem projetado novas barragens com vertedores em degraus, 

a exemplo das barragens Almansa, Alicante e Barrarueco de Abajo. Informações adicionais 

muito interessantes sobre características dessas e de outras construções antigas podem ser 

encontradas na referência mencionada. 

Os degraus são estruturas naturalmente vinculadas a civilizações que se estabelecem em 

regiões acidentadas, ou cujo estágio arquitetônico utiliza as pirâmides com degraus. Embora 

fora do contexto do escoamento propriamente dito, pode-se aludir ao uso de degraus em 

forma de terraços nas civilizações do Novo Continente (maias, incas, astecas), os quais 

visavam mais a proteção da erosão nas plantações do que a própria condução da água, mas 

que mostra que uma solução técnica vinculada à água fez uso de degraus também nessas 

civilizações. 

É interessante notar que nomes históricos como Leonardo da Vinci e Johann Bernoulli 

tenham apresentado padrões de escoamentos que, de alguma forma, estão relacionados aos 

observados atualmente. A Figura 2.4a mostra um desenho de da Vinci, apresentado por 

Richter (1883, p.236), que corresponde a um dos tipos de escoamento que ocorre para vazões 

menores e degraus com pisos mais extensos. Já a Figura 2.4b, extraída do livro Hydraulica, 

de Bernoulli, ilustra a formação de vórtices em um escoamento que passa por 

descontinuidades geométricas, sendo esse um padrão típico do escoamento sobre vertedores 

em degraus que funcionam em regime deslizante sobre turbilhões. 
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Figura 2.4 – Desenhos históricos relacionados aos campos de escoamentos em canais e vertedores em degraus: 

(a) Esboço atribuído a Leonardo da Vinci (Richter, 1883, p.236) (a imagem está em espelho); (b) Desenho 

encontrado no livro Hydraulica, de Johann Bernoulli (Bernoulli, 1743, p.368). 
 

 

No Brasil, o uso de concreto compactado a rolo para a construção de barragens com 

vertedores em degraus tem sido uma prática há mais de trinta anos. Entre as 50 barragens 

listadas na Tabela 1.2, pelo menos 24 possuem parte do sistema extravasor composta por um 

vertedor desse tipo. A Figura 2.5 ilustra a distribuição das barragens nos diferentes Estados 

brasileiros. Nota-se que, de acordo com esse levantamento, a Bahia possui oito barragens 

construídas com ccr, dentre as quais três possuem vertedores em degraus. Na Paraíba essa 

relação é de 1/3 (leia-se “um para três”), em Pernambuco é de 5/6, no Rio Grande do Sul é de 

3/5, em Goiás 1/4, em Minas Gerais 3/6, no Ceará 2/3, no Piauí 1/1, no Mato Grosso 2/2, no 

Rio Grande do Norte 1/4, em São Paulo 2/2, no Pará 0/2, em Sergipe 0/1 e no Paraná 0/2. 

 
Tabela 1.2 – Barragens brasileiras construídas com ccr 

n
o 

NOME ESTADO VERTEDOR 
PERÍODO DE 

CONSTRUÇÃO 

1 Acauã Paraíba Degraus 1993-1995 

2 Arthur Tavares de Melo Pernambuco Degraus - 

3 Bandeira de Melo Bahia Liso 2001-2005 

4 Belo Jardim Pernambuco Degraus 1995-1998 

5 Bertarello Rio Grande do Sul Degraus 1998-2000 

6 Cana Brava Goiás Liso 1999-2002 

7 Candonga Minas Gerais Liso 2001-2005 

8 Canoas Ceará Degraus 1993-1996 

9 Caraíbas Minas Gerais Degraus 1990-1991 

10 Carnaúba Ceará Degraus 2002-2002 

11 Castanhão Ceará Liso 1999-2002 

12 Cova da Mandioca Bahia Degraus 1993-1994 

13 Dona Francisca Rio Grande do Sul Degraus 1998-2000 

14 Duas Serras Pernambuco Degraus - 

15 Estreito Piauí Degraus 1997-2002 

16 Fundão Rio Grande do Sul - 2001-2005 

17 Gameleira Minas Gerais Degraus 1990-1991 

18 Guilman-Amorin Minas Gerais Degraus 1997-2000 

19 João Leite Goiás Degraus 2001-2004 

20 Jordão Paraná Liso 1994-1996 

21 Juba I Mato Grosso Degraus -1995 

22 Juba II Mato Grosso Degraus -1995 

23 Jucazinho Pernambuco Degraus 1996-1999 

24 Lajeado Goiás Liso 1998-2002 

25 Malhada das Pedras Bahia - - 

26 Mocotó Bahia - - 
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27 Pedras Altas Bahia Degraus 2000-2001 

28 Pelo Sinal Rio Grande do Norte - 1991-1994 

29 Pindobaçu Bahia Liso 2001-2005 

30 Pirapama Pernambuco - 2000-2001 

31 Ponto Novo Bahia Liso 1998-2000 

32 Rio da Dona Bahia Degraus - 

33 Rio do Peixe São Paulo Degraus 1996-1998 

34 Rio da Prata Pernambuco Degraus 1993-1994 

35 Rosal São Paulo Degraus 1998-2000 

36 Saco de Nova Olinda Paraíba - 1985-1987 

37 Salto Caxias Paraná Liso 1995-1998 

38 Santa Clara Minas Gerais Liso 2001-2005 

39 Santa Clara-Jordão Rio Grande do Sul - 2001-2005 

40 Santa Cruz do Apodi Rio Grande do Norte - 1998-2000 

41 Serra do Falcão Goiás - 2001-2005 

42 Sítio Traíras Rio Grande do Norte - - 

43 Traíras - Degraus 1994-1995 

44 Três Marias Minas Gerais Liso - 

45 Tucuruí (1ª fase) Pará Liso 1975- 

46 Tucuruí (2ª fase) Pará Liso 1998-2005 

47 Umari Rio Grande do Norte Degraus 1998-2001 

48 Val de Serra Rio Grande do Sul Degraus 1997-1998 

49 Várzea Grande Paraíba - 1993-1995 

50 Xingó Sergipe Liso - 

Fonte: Elaborado com dados de Simões (2006), Associação Brasileira de Cimento Portland e Andriolo (2002). 

 

 
Figura 2.5 – Barragens e vertedores em degraus nos Estados brasileiros 

 

 

Os itens precedentes contêm informações introdutórias sobre escoamentos em canais e 

vertedores em degraus. A partir do item 2.3, esta revisão bibliográfica se desenrola com a 

apresentação dos resultados de autores sobre características dos diferentes escoamentos que 

ocorrem em canais e vertedores em degraus. 

 

2.3 Regimes ou tipos de escoamento: aspectos físicos 

Observando o esboço de Leonardo da Vinci da Figura 2.4a, nota-se que o escoamento ocorre 

de um piso para o outro por meio de quedas. Este tipo de escoamento é denominado nappe 

flow na bibliografia internacional. Considerando a mesma geometria da estrutura esboçada 
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pelo artista, há um valor para a vazão a partir do qual a configuração do escoamento é 

alterada. É possível identificar um escoamento principal na direção longitudinal ao canal e um 

escoamento secundário nas cavidades formadas pelos degraus, que é mantido pelo 

escoamento principal. Em inglês, o termo empregado para designar esse padrão é skimming 

flow. Os trabalhos de Horner (1969), Rajaratnam (1990), Diez-Cascon et al. (1991) e de 

outros pesquisadores classificaram os padrões mencionados como dois regimes de 

escoamento que ocorrem em vertedores e canais em degraus. Matos e Quintela (1995a) 

introduziram, na língua portuguesa, os termos atualmente empregados para os tipos de 

escoamento: escoamento em quedas sucessivas para o regime nappe flow e escoamento 

deslizante sobre turbilhões para o skimming flow. Para condições específicas que propiciam 

escoamentos que não se enquadram nesses dois tipos, sendo intermediários a eles, existem 

padrões que fazem parte de um escoamento denominado como escoamento de transição. Os 

primeiros autores que sugeriram essa terceira divisão foram Ohtsu e Yasuda (1997). 

A separação mencionada no parágrafo anterior culminou na realização de estudos 

específicos sobre cada tipo de escoamento. Apesar de ainda haver lacunas no conhecimento 

sobre as características de cada um dos tipos, devido às complexidades dos escoamentos e 

pela grande quantidade de geometrias imagináveis, é possível encontrar na literatura um 

grande número de informações sobre o tema. Por esta razão, a organização desta revisão 

bibliográfica foi feita com base nos tipos de escoamentos. Como exemplo da dificuldade 

inerente às atuais classificações, cabe mencionar que, atualmente, cada um dos três tipos de 

escoamentos apresentados anteriormente possui pelo menos dois sub-regimes. Com o intuito 

de apresentar uma primeira descrição sobre as características gerais dos três tipos de 

escoamentos, é apresentado um esboço na Figura 2.6. 
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Figura 2.6 – Tipos de escoamentos: (a) Quedas sucessivas; (b) Transição; (c) Deslizante sobre turbilhões. 

 

 

Os escoamentos em quedas sucessivas ocorrem normalmente em canais encontrados 

nos sistemas de drenagem urbana, estações de tratamento de esgoto, canais para a 

transposição de peixes, estruturas ornamentais e em vertedores em degraus de barragens com 

degraus de grandes dimensões. 

Como ilustrado na Figura 2.6a, o escoamento proveniente de um reservatório ou de um 

canal, ao encontrar a extremidade do primeiro degrau, ocorre seguindo uma trajetória 

semelhante à observada em vertedores de parede delgada. Nota-se a formação de uma 

cavidade de ar na região abaixo da lâmina vertente que permanece desde que a mesma tenha 

um suprimento de ar contínuo. Entre a cavidade de ar e o piso do degrau pode haver a 

formação de uma região com recirculação. As características do jato dependem da altura dos 

degraus e das condições de aeração do mesmo. Para degraus altos, a entrada de ar por meio da 

superfície livre normalmente é intensa, tornando o escoamento bifásico. Se o dispositivo 

responsável pela adução de ar não for dimensionado corretamente, o jato pode oscilar e, assim 

como o ar incorporado ao escoamento, tais oscilações se propagam para jusante determinando 

o padrão observado após o ponto de impacto da lâmina vertente como piso. 

Com o intuito de identificar um sub-regime específico do escoamento em quedas 

sucessivas, considera-se válido supor a ocorrência de uma curva H3 sobre o degrau. Seguindo 

tal hipótese, o escoamento não pode persistir indefinidamente segundo essa curva, ocorrendo 

então um ressalto hidráulico. Com a formação do ressalto e a conseqüente transição para o 

regime subcrítico, a curva teórica prevista para o trecho entre a onda estacionária e a queda 

brusca é uma curva H2. Esse é o primeiro sub-regime do escoamento em quedas sucessivas. 

De acordo com Chanson (2002, p.90) o escoamento em quedas sucessivas pode ser 
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subdividido em três tipos. O primeiro é denominado escoamento com ressalto hidráulico 

plenamente desenvolvido, abreviado por NA1. O segundo é o escoamento com ressalto 

hidráulico parcialmente desenvolvido (NA2) e o terceiro, escoamento sem ressalto hidráulico 

(NA3). Para um dado escoamento NA1, à medida que a vazão é elevada, o ressalto se desloca 

para jusante. Com isto há transição entre os sub-regimes até a condição para a qual se torna 

impossível a formação do ressalto hidráulico. 

A Figura 2.6b tem como objetivo ilustrar de forma aproximada a seção longitudinal de 

um escoamento de transição. Nota-se que há algumas cavidades preenchidas e outras não, 

além de oscilações na superfície livre. De acordo com autores como Chanson (2002) e 

Chanson e Toombes (2004), o escoamento de transição é caracterizado pela recirculação de 

água entre degraus e normalmente por uma pequena cavidade de ar junto à face superior do 

espelho. Observa-se também um ponto de estagnação que divide o escoamento em duas 

regiões sobre o piso. A montante do ponto de estagnação ocorre a zona com escoamento 

recirculante e, a jusante dele, há formação de respingos de água (spray) e escoamento 

supercrítico. A ocorrência desse ponto de divisão também ocorre em escoamentos deslizantes 

sobre turbilhões, sendo possível observá-lo por meio de campos de velocidades obtidos com 

simulações numéricas. O escoamento de transição tem sido menos explorado pelos estudiosos 

quando comparado aos dois regimes principais. Apesar disto, trabalhos como os de Chanson 

(2002), Chanson e Toombes (2004), Sánchez-Juny e Dolz (2005) e Carosi e Chanson (2006) 

contêm informações interessantes sobre as características do escoamento. 

O terceiro tipo de escoamento, ilustrado na Figura 2.6c, é o deslizante sobre turbilhões. 

O termo utilizado para nomear esse padrão reflete, de forma resumida, o aspecto do campo de 

velocidades. Como desenhado na figura mencionada, observa-se um escoamento principal 

que ocorre sobre grandes turbilhões confinados nas cavidades dos degraus. Em vertedores de 

barragens sem comportas, o escoamento oriundo do reservatório é praticamente monofásico e, 

devido à distância em relação ao fundo do canal de aproximação, é razoável assumir que a 

distribuição de velocidades junto à entrada do vertedor seja aproximadamente uniforme. Ao 

entrar em contato com o contorno sólido, o perfil uniforme passa a sofrer a sua influência e a 

camada limite se desenvolve ao longo do escoamento. Existem diferentes geometrias que 

podem ser adotadas nas proximidades da extremidade de montante do vertedor em degraus e, 

em função de tais geometrias, a camada limite pode se desenvolver sobre distâncias 

diferentes. Para prosseguir com essa descrição, assume-se que existe um pseudo-fundo 

formado pelo alinhamento das esquinas dos degraus. Se for verdadeira a hipótese de um 

escoamento com perfil de velocidades uniforme na entrada do canal, a descrição anterior 
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permite definir uma região de escoamento potencial, uma região de escoamento no interior da 

camada limite e zonas de escoamentos com grandes vórtices. Ao longo do trecho onde ocorre 

este padrão, a superfície livre deve ser lisa e bem definida e o escoamento monofásico. A 

partir da posição onde a espessura da camada limite coincide com a profundidade do 

escoamento, são observadas intensas agitações na superfície livre e conseqüente entrada de ar. 

Na literatura técnica, o ponto na superfície livre a partir do qual o ar é incorporado recebe o 

nome de ponto de “incipiência” da aeração. A partir desse ponto, observa-se a formação de 

um escoamento bifásico formado pela mistura do ar com a água. Como representado na 

Figura 2.6c, a entrada de ar forma um perfil longitudinal composto por bolhas que penetram 

no escoamento a profundidades crescentes ao longo do canal. Observações experimentais 

publicadas por Chamani e Rajaratnam (1999a, p.363) e Ohtsu et al. (2001, p.522), assim 

como aquelas realizadas neste trabalho, mostram que as bolhas podem atingir a região dos 

grandes vórtices formados entre degraus. Para posições próximas à posição de início da 

aeração, as bolhas podem ser transportadas até os grandes vórtices permanecendo ali de forma 

intermitente. Para posições mais a jusante, plenamente aeradas, observou-se que sempre há 

uma grande quantidade de bolhas em recirculação. 

Empregando os possíveis perfis da superfície livre utilizados nos estudos de 

escoamentos permanentes gradualmente variados, pode-se considerar que, a partir do início 

do vertedor em degraus ocorre um perfil do tipo S2. Esse perfil é caracterizado por 

profundidades decrescentes no sentido do escoamento que tendem assintoticamente ao regime 

uniforme. Essa descrição é coerente com aquelas apresentadas na literatura, elaboradas para a 

região de escoamento monofásico e com base em observações em modelos reduzidos com e 

sem comportas. De uma forma geral, há também um consenso sobre a forma da superfície 

livre a jusante do ponto de incipiência da aeração (pelo menos no tocante à manutenção da 

profundidade, podendo haver evoluções nos perfis de concentração e velocidade associados, 

um tema que ainda necessita mais investigações). Nesta parte, as profundidades são 

crescentes do sentido do escoamento e, se o canal for suficientemente extenso, observa-se o 

estabelecimento de um escoamento uniforme. Para canais controlados por comportas 

instaladas na extremidade de montante, entretanto, existe a possibilidade de ocorrência de 

perfis S3, como constatado nesta pesquisa. 

Pegram et al. (1999, p.500) estudaram o escoamento em canais em degraus com 

1V:0,6H. De acordo com esses autores, o escoamento deslizante sobre turbilhões ocorre 

quando a profundidade é grande o suficiente em relação à altura dos degraus em um vertedor 

relativamente íngreme. Como característica principal do escoamento, eles destacam a 
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incorporação de ar e também mencionam a existência de vórtices na região triangular formada 

entre dois degraus e o pseudo-fundo, como mencionado anteriormente. Diferente de algumas 

descrições encontradas na literatura, esses autores observaram a existência de pequenas 

cavidades de ar no topo do triângulo. Os autores comentam que a manutenção dos grandes 

turbilhões formados entre degraus não acontece em regime permanente e uniforme, havendo 

ejeções da água contida nas cavidades para o escoamento principal. 

Chanson (2002) propõe a subdivisão do escoamento deslizante em três tipos, de acordo 

com o padrão de escoamento observado em diferentes declividades de vertedores em degraus. 

Esse autor considerou a estabilidade do vórtice abaixo do pseudo-fundo e sugeriu os seguintes 

regimes: (a) escoamento com recirculação instável com interferência esteira-degrau (SK1); 

(b) Escoamento com recirculação instável com interferência esteira-esteira (SK2) e (c) 

escoamento com recirculação estável (SK3). O SK3 é aquele ilustrado na Figura 2.6c. O caso 

(a) é caracterizado por uma superfície livre com ondulações e ocorre em canais não muito 

inclinados, ou seja, em canais com pisos extensos e, portanto, com cavidades longas abaixo 

do pseudo-fundo. De acordo com Chanson (2002) são formadas esteiras instáveis que atuam 

isoladamente em cada degrau. Observando um degrau, a esteira tem início no vértice externo 

e termina sobre o piso do degrau. O caso (b) é diferenciado do caso (a) pela posição final da 

esteira. Para degraus que formam canais mais inclinados do que aqueles do caso (a), o 

referido autor comenta que a extremidade de jusante da esteira formada em um degrau 

interfere com a próxima esteira. Sobre a superfície livre, comenta-se também que as 

ondulações são reduzidas em relação ao tipo (a). O último sub-regime corresponde à 

descrição inicial dada para o escoamento deslizante sobre turbilhões. 

Ohtsu et al. (2004) apresentaram resultados experimentais obtidos em vertedores em 

degraus com ângulos de inclinação da calha entre 5,7º e 55º. Para ângulos entre 19º e 55º 

esses autores observaram que o perfil da superfície livre, na região de escoamento uniforme, é 

independente da relação entre a altura do degrau e a profundidade crítica (s/hc, em que 

s=altura do degrau), sendo a declividade da superfície livre praticamente igual à declividade 

do pseudo-fundo. A esse sub-regime os referidos autores deram o nome Perfil Tipo A. Para 

ângulos entre 5,7º e 19º, a superfície livre do escoamento deslizante não é sempre paralela ao 

pseudo-fundo e o Perfil Tipo A só é formado para pequenos valores da relação s/hc. Para 

valores grandes desse adimensional, os autores comentam que o perfil da superfície livre 

passa a ter profundidades variadas, dependentes da posição ao longo de um degrau. O 

escoamento deslizante se torna, em parte, paralelo ao piso, sendo esse sub-regime 

denominado Perfil Tipo B. 
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2.4 Escoamento em quedas sucessivas 

Este item é dedicado à apresentação de resultados de estudos relacionados ao escoamento em 

quedas sucessivas. Os tópicos explorados foram divididos da seguinte forma: (1) Ocorrência 

do escoamento em quedas sucessivas e os seus sub-regimes; (2) Dissipação de energia; (3) 

Aeração. 

 

2.4.1 Ocorrência do escoamento em quedas sucessivas e os seus sub-regimes 

O uso de análise dimensional aplicada ao problema de determinação da ocorrência de um dos 

três regimes de escoamento pode conduzir a diferentes resultados. Para canais em degraus 

usuais, uma abordagem pode ser feita incluindo na análise as seguintes variáveis: s = altura 

dos degraus, l = comprimento dos pisos, V = velocidade média característica, B = largura do 

canal (retangular),  = massa específica,  = viscosidade dinâmica, Lc = comprimento 

característico e g = aceleração da gravidade. Sendo assim, define-se a seguinte função: 

 

0)g,L,,,V,B,l,s( c          (2.1) 

 

As escolhas feitas para a definição da função anterior são praticamente imediatas porque 

incluem as dimensões dos degraus e as variáveis que definem os números de Reynolds e 

Froude. Entretanto, a função 2.1 pode ser redefinida em função de detalhes específicos, como, 

por exemplo, com a possibilidade de adoção de canais em degraus com muros laterais 

convergentes ou divergentes, às vezes utilizados em estruturas de descarga lateral em grandes 

canais como o rio Tietê. O uso do teorema de Vaschy-Buckingham ou uma inspeção simples 

das possíveis combinações entre as variáveis da equação 2.1 conduz à definição de uma nova 

função, 1, em termos de cinco adimensionais, cuja forma é: 
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em que: Re = número de Reynolds e Fr = número de Froude. 

Estudos voltados ao estabelecimento de critérios para a previsão dos diferentes tipos de 

escoamento normalmente utilizam relações entre s/hc e s/l ou adimensionais similares (hc = 

profundidade crítica). Essery e Horner (1978) apresentaram resultados experimentais válidos 

para 0,2s/l0,842 que permitem identificar as regiões de ocorrência dos regimes quedas 

sucessivas e deslizante sobre turbilhões. A proposta desses autores relaciona s/l com hc/l para 

canais em degraus com pisos horizontais ou em aclive. Desta forma, percebe-se que devido 

aos pisos inclinados, seria necessário incluir mais uma variável na função definida pela 
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equação 2.2, ou seja, o ângulo formado entre o piso e o plano horizontal. Para uma mesma 

geometria é esperado que o aumento da vazão específica (ou da altura crítica) faça com que o 

escoamento passe do regime quedas sucessivas para o regime deslizante sobre turbilhões. As 

curvas estabelecidas pela relação s/l(hc/l) propostas por esses autores dividem o plano em 

duas regiões, uma para cada regime de escoamento, e corroboram o esse comportamento 

intuitivo sobre a mudança de regime. 

Além do trabalho mencionado no parágrafo anterior, há uma série de estudos que 

estabeleceram critérios para identificar a ocorrência dos tipos de escoamentos. Rajaratnam 

(1990, p.550) sugere que o escoamento deslizante sobre turbilhões deve ocorrer se hc/s0,8 

para o intervalo 0,4s/l0,9. O mesmo autor comenta que observações de Sorensen (1985) 

para s/l = 1,28 estão de acordo com este critério. Chanson (1994a) analisou dados de diversos 

pesquisadores e concluiu que existe a seguinte relação linear que divide, no plano (s/l)-(hc/s), 

regiões com escoamento deslizante e em quedas sucessivas: 
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465,0057,1

s

hc           (2.3) 

 

Chamani e Rajaratnam (1999b, p.971) selecionaram um volume de controle que inclui a 

parte do escoamento situada entre a crista do vertedor e o primeiro degrau. Assumindo que o 

escoamento é ideal, os referidos autores empregaram a equação de conservação de energia e a 

equação de quantidade de movimento associadas a equações empíricas. Como resultado, eles 

obtiveram a seguinte formulação para prever o limite de ocorrência do escoamento deslizante 

sobre turbilhões: 
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       (2.4) 

 

Os mesmos autores sugeriram o uso de uma formulação empírica para prever a ocorrência do 

escoamento em quedas sucessivas. Tal equação, escrita a seguir, quando comparada com a 

equação 2.4 sugere a existência do escoamento de transição entre os regimes quedas 

sucessivas e deslizante sobre turbilhões, como comentam os autores. 
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Em um estudo posterior ao que gerou a equação 2.3, Chanson (2001) analisou dados 

experimentais e propôs a equação 2.6 para prever o limite entre o escoamento quedas 

sucessivas e o escoamento de transição. 
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s
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s

hc           (2.6) 

 

Ohtsu et al. (2001, p.524) verificaram que o adimensional hc/s é independente do 

número de Reynolds e da razão de aspecto B/hc se B/hc5 e Re=q/2,0.10
4
. Considerando 

tais restrições e para 0,1s/l1,43, os referidos autores propuseram a seguinte equação para 

avaliar o limite entre o escoamento em quedas sucessivas e o escoamento de transição: 
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          (2.7) 

 

Chinnarasri e Wongwises (2004) estudaram o escoamento em canais em degraus com 

pisos em aclive e com pisos horizontais. Para canais com ângulos de inclinação entre o 

pseudo fundo e a horizontal () iguais a 30º, 45 e 60º, esses autores estudaram pisos com 

ângulos em relação à horizontal () iguais a 10º, 20º e 30º. Como proposta de previsão da 

ocorrência do escoamento em quedas sucessivas para tais configurações e para 0,1s/l1,73, 

os referidos autores obtiveram a seguinte equação empírica: 

 

l

s
0,3880,0050,927

s

hc          (2.8) 

 

Arantes (2007, p.107-108) simulou numericamente o escoamento sobre vertedores em 

degraus com o uso das equações de Navier-Stokes médias de Reynolds associadas a um dos 

modelos de turbulência de tensões de Reynolds. Entre as suas análises, o referido autor 

estudou a transição entre os regimes de escoamento, considerando escoamento bidimensional 

e uma estrutura com três degraus. Para h/l igual a 0,2 foram simulados hc/s = 0,5, hc/s = 0,75, 

hc/s = 1,0 e hc/s = 2,0. Para s/l igual a 0,5 foram simulados hc/s = 0,5, hc/s = 0,75 e hc/s = 1,0. 

Como resultados de suas simulações computacionais, o referido autor apresentou diferentes 

perfis da superfície livre, sendo estes coerentes com resultados de estudos experimentais 

representados pelas equações citadas anteriormente. 

Considerando os sub-regimes do escoamento em quedas sucessivas, Chanson (1994a, 

p.72) propôs a inequação 2.9 para avaliar a ocorrência desse tipo de escoamento com a 
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formação de ressaltos hidráulicos sobre os pisos. Para tanto, o referido autor utilizou 

formulações empíricas propostas por Rand (1955) e Hager et al. (1990, p.602). 
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          (2.9) 

 

2.4.2 Dissipação de energia 

O escoamento em canais em degraus é altamente turbulento e, por esta razão, envolve 

considerável dissipação de energia. Adicionalmente, é possível identificar mecanismos 

específicos, como a dispersão do jato no ar, o impacto do jato com o piso do degrau, a 

formação de uma região de recirculação abaixo o jato e, em alguns casos, a formação de 

ressaltos hidráulicos sobre os degraus. 

Chamani e Rajaratnam (1994) assumiram a existência de um parâmetro adimensional 

que representa a proporção de energia dissipada por degrau (’). Supondo-se que na crista do 

vertedor ocorre a profundidade crítica, a energia dissipada após o primeiro degrau é igual a 

(’)(s + 1,5hc) de modo que a energia residual vale (1 - ’)(s + 1,5hc). Na base do segundo 

degrau, seguindo a mesma idéia, a energia residual é (1 - ’)[(1 - ’)(s + 1,5hc) + s]. Verifica-

se facilmente que após N degraus a energia residual é calculada por meio da seguinte 

equação: 
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        (2.10) 

 

A equação anterior pode ser reescrita em termos da energia dissipada H, 

adimensionalizada em relação à energia Hmáx=1,5hc+Hdam. Os referidos autores utilizaram a 

aproximação Hdam=Ns, ou seja, a altura do vertedor, desde a crista até a bacia de dissipação, é 

igual ao número de degraus multiplicado pela altura dos degraus, condição verdadeira para 

canais com degraus uniformes e sem a crista padrão. Como resultado, obtém-se a seguinte 

equação: 
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Observa-se que a equação 2.11 inclui o adimensional desconhecido ’. Com base nos 

dados de Horner (1969), Chamani e Rajaratnam (1994, p.258) propuseram as seguintes 

equações para avaliar ’: 
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         (2.12) 

 

Em suas conclusões, Chamani e Rajaratnam (1994) comentam que a energia dissipada 

parece ocorrer devido à mistura ocasionada pelos jatos e pela formação de ressaltos parciais 

sobre os degraus. Os autores comentam também que os desenvolvimentos foram propostos 

para hc/s<0,8, condição que caracteriza a ocorrência do escoamento em quedas sucessivas. 

Uma forma relativamente simples de escrever uma expressão para a energia dissipada 

pelos degraus pode ser desenvolvida assumindo-se que na extremidade inicial do canal a 

energia específica possui um valor crítico e que o escoamento sobre os degraus apresenta 

distribuição de pressões hidrostática. Sendo z = 0 a posição no início do canal (onde a energia 

é crítica) e -z1 a cota do piso de um degrau em uma posição z genérica, pode-se escrever (ver 

Figura 2.7): 
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Figura 2.7 – Desenho esquemático de um escoamento em quedas sucessivas 

 

 

A vazão específica “q” está relacionada com a profundidade crítica por hc
3
=q

2
/g. 

Portanto, a equação anterior pode ser reescrita com a seguinte forma: 
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A equação anterior pode ser adimensionalizada, resultando em: 
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        (2.15) 

 

Observa-se que a equação anterior requer o conhecimento da profundidade do 

escoamento (h). Chanson (2002, p.102-103) propôs o uso da equação 2.16, obtida por Rand 

(1955), assumindo que h = h1 (conjugado supercrítico do ressalto). Esta equação é válida para 

0,045<hc/s<1 e corresponde ao escoamento sobre um degrau com piso horizontal e com a 

lâmina vertente aerada. 
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Como resultado da combinação entre as equações 2.15 e 2.16, obtém-se a equação 2.17, 

proposta por Chanson (2002). Para canais controlados por comportas em sua extremidade de 

montante, um desenvolvimento semelhante conduz à equação 2.18, proposta pelo mesmo 

autor. 
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em que: Ho = carga sobre a soleira, a montante da comporta. 

Com o objetivo de exprimir a energia dissipada em termos da altura de um degrau, 

Simões (2008, p.34), com o uso de procedimentos algébricos semelhantes aos anteriores e a 

equação 2.16, propôs a equação 2.19, cuja forma é semelhante à de Stephenson (1979), válida 

para um degrau, ou seja, N = 1. 
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As equações precedentes são válidas para o escoamento em quedas sucessivas que 

inclui a formação de ressaltos sobre os pisos dos degraus. O sub-regime NA2 ainda requer 
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estudos adicionais para o estabelecimento adequado de relações entre as variáveis de interesse 

prático. É possível que a única recomendação referente a este sub-tipo de escoamento tenha 

sido fornecida por Peyras et al. (1992, p.711). Com base em estudos realizados em vertedores 

formados por gabiões, esses autores sugeriram o uso das equações destinadas ao sub-regime 

NA1 em avaliações preliminares. 

Fundamentado em estudos experimentais, Chanson (2002) obteve as equações 2.20 e 

2.21 para o cálculo da energia residual, Hres=Hmax-H, a jusante de canais em degraus 

submetidos ao sub-regime NA3: 
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  para 2 < Hdam/hc < 20       (2.20) 
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  para 30 < Hdam/hc < 75      (2.21) 

 

Estas equações foram desenvolvidas com base em dados experimentais de Horner 

(1969), correspondentes a um canal com  = 22,8
o
 e s = 0,45 m, Chanson (2002, p.112), com 

dados medidos em uma estrutura com  = 3,4º e s = 0,143 m e Pinheiro e Fael (2000), para 

modelos com  = 18º e  = 14º e s = 0,05 m. Sendo Hres/hc=h/hc+0,5(h/hc)
-2

, se h/hc diminui 

com Hdam/hc=z/hc a partir de um valor crítico, ou seja, h/hc=1, então Hres/hc cresce com 

Hdam/hc. Este comportamento não é observado nas equações anteriores. 

 

2.4.3 Aeração do escoamento e fenômenos relacionados 

A ocorrência de escoamentos bifásicos em canais em degraus que operam submetidos ao 

regime “quedas sucessivas” é de considerável relevância devido a diferentes razões. A entrada 

de ar no líquido contribui com a reoxigenação da água e evita a deterioração da estrutura 

quando há cavitação. Em escoamentos em quedas sucessivas, as velocidades são inferiores às 

observadas em estruturas lisas, condição que aumenta o tempo de permanência das bolhas de 

ar no interior do líquido e, conseqüentemente, a transferência de gases através da interface ar-

água. Com respeito à cavitação, sabe-se que a mistura compressível ar-água minimiza os seus 

efeitos devido à absorção elástica da energia liberada no impacto entre massas de água nos 

colapsos das bolhas. 

Observando o escoamento em um canal retangular com um degrau (ou vertedor de 

parede espessa) nota-se que a lâmina vertente adere à face vertical de jusante do vertedor se a 

porção de fluido abaixo do jato não estiver em contato com a pressão atmosférica. Esta 
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situação normalmente é evitada em função do aparecimento de pressões negativas e possíveis 

vibrações impostas à estrutura devido a oscilações na lâmina vertente. Como solução, é usual 

implantar aeradores de fundo que conectam o ambiente externo (com pressão atmosférica) 

com a parte inferior do jato. O mesmo procedimento é usual em vertedores de parede delgada, 

como ilustrado na Figura 2.8. 

 

 
Figura 2.8 – Exemplo de uso de um conduto aerador em um vertedor de parede delgada 

Vertedor situado no canal de restituição do Laboratório de Hidráulica Ambiental do Departamento de 

Engenharia Hidráulica e Saneamento – EESC – USP. 

 

O escoamento sobre um degrau ou sobre uma sucessão deles, quando submetido ao 

regime quedas sucessivas com formação de ressalto hidráulico, tem essas ondas estacionárias 

como fontes adicionais para a admissão de ar. Para os demais sub-regimes, desde que o jato 

esteja bem ventilado (como na Figura 2.8), observa-se a entrada de ar ao longo do jato (sobre 

as faces superior e inferior) e devido ao mergulho do mesmo na porção de líquido que 

permanece sobre o degrau (plunging flow), sobretudo na parte anterior, onde se situa a zona 

de recirculação. Além desses mecanismos, em função das dimensões da estrutura e condições 

hidráulicas, é possível que a entrada de ar aconteça através da superfície livre do escoamento 

ao longo do degrau e devido ao impacto do jato com o piso. De acordo com Chanson (2002, 

p.107), a parte inferior do jato fica submetida a uma considerável troca interfacial. Sobre a 

parte superior, o referido autor menciona que a interface ar-água é afetada por turbilhões 

atuando próximo à superfície livre e por rápidas “redistribuições de pressão” a jusante da 

borda formada pelos degraus. Chanson (2002) sugeriu que a distribuição da fração de vazios 

pode ser modelada por meio das seguintes equações: 
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em que C(y) = fração de vazios, y = coordenada vertical, Y50 é o lugar onde C = 0,5, Dt = 

difusividade média para bolhas de ar, V = velocidade do jato, x = coordenada horizontal, k = 

um parâmetro adimensional que leva em conta a redistribuição de pressões. 

Toombes (2002) estudou o escoamento em canais em degraus com baixas declividades. 

Entre os seus resultados o referido autor apresenta distribuições de vazios para as diferentes 

regiões do escoamento sobre um degrau, comparações entre a equação 2.22 e frações de 

vazios médias e características de bolhas de ar presentes no escoamento. Uma interessante 

contribuição encontrada no trabalho desse autor é o conjunto de medidas de concentrações de 

oxigênio dissolvido no líquido em função das diferentes características hidráulicas. Para um 

único degrau e canais com múltiplos degraus, Toombes (2002, p.232) apresenta distribuições 

longitudinais da eficiência para o oxigênio dissolvido. 

 

2.5 Escoamento de transição 

O escoamento de transição ocorre entre o escoamento em quedas sucessivas e o deslizante 

sobre turbilhões. De acordo com Chanson (2002, p.119), autores como Elviro e Mateos 

(1995) e Chanson (1996) reportaram condições de transição entre os dois regimes principais. 

É provável que Ohtsu e Yasuda (1997) tenham sido os primeiros a apresentar o conceito de 

escoamento de transição (Chanson, 2002; Ohtsu, Yasuda e Takahashi, 2004). De acordo com 

descrições apresentadas pelos referidos autores, o escoamento de transição apresenta 

características específicas, como a presença de cavidades de ar junto à parte superior de 

alguns espelhos dos degraus, uma superfície livre ondulada, turbilhões entre degraus e 

formação de respingos de água na região de impacto do jato com o piso. 

O número de publicações com dados acerca desse regime de escoamento não é 

comparável à quantidade correspondente aos demais, entretanto, trabalhos como os de 

Chanson (2002), Chanson e Toombes (2004), Sánchez-Juny e Dolz (2005) e Carosi e 

Chanson (2006) trazem informações relevantes sobre o assunto. Os estudos desses 
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pesquisadores incluem dados sobre a configuração do escoamento de transição, quantificações 

de frações de vazios, pressões e posição de início da aeração. 

 

2.6 Escoamento deslizante sobre turbilhões 

As obras hidráulicas que incluem canais com o fundo em degraus são projetadas, em grande 

parte, tendo em vista o escoamento deslizante sobre turbilhões. Os exemplos mais freqüentes 

são os canais de grande declividade que integram as estruturas extravasoras de barragens. Por 

ser o regime predominante em grandes obras, o escoamento deslizante tem despertado o 

interesse de diversos pesquisadores, sendo possível relacionar um considerável número de 

publicações vinculadas ao tema. Este item é voltado à apresentação de resultados sobre o 

escoamento em questão e foi dividido da seguinte forma: (1) Ocorrência do escoamento 

deslizante sobre turbilhões e dos seus sub-regimes; (2) Dissipação de energia; (3) Aeração. 

 

2.6.1 Ocorrência do escoamento deslizante sobre turbilhões e dos seus sub-regimes 

Ohtsu e Yasuda (1999) e Ohtsu et al. (2001, p.524), no mesmo estudo que produziu a equação 

2.7, apresentaram a equação a seguir, que separa as regiões de ocorrência dos escoamentos de 

transição e deslizante sobre turbilhões no plano (s/l, s/hc). Tal equação é válida para as 

mesmas condições ligadas à equação 2.7. 
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          (2.24) 

 

Chanson (2001), com base em dados experimentais correspondentes a degraus com 

pisos horizontais e s/l entre 0,05 e 1,7, propôs a equação 2.25 para identificar a ocorrência do 

escoamento deslizante sobre turbilhões. Esta equação leva em consideração o regime de 

transição, assim como a equação anterior. 
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hc           (2.25) 

 

Boes e Hager (2003a) concluíram que o início do escoamento deslizante sobre 

turbilhões depende da profundidade crítica, da altura dos degraus e ângulo de inclinação do 

canal. Estes autores, com base em estudos experimentais correspondentes a 25º55º e 

canais com degraus cujos pisos eram horizontais, desenvolveram a seguinte equação para 

determinar o início do escoamento deslizante sobre turbilhões: 
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hc           (2.26) 

 

Considerando canais em degraus com pisos horizontais e inclinados, Chinnarasri e 

Wongwises (2004, p.875) obtiveram a equação 2.27 para prever a ocorrência do escoamento 

deslizante sobre turbilhões após o escoamento de transição. A configuração experimental 

atrelada à referida equação impõe as seguintes condições: 30º60º, 10º30º (ângulo do 

piso em relação à horizontal) e 0,1s/l1,73. 
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Ohtsu, Yasuda e Takahashi (2004) estudaram experimentalmente o escoamento 

deslizante sobre turbilhões em canais com 5,7º55º. Com o intuito de separar as regiões 

correspondentes aos sub-regimes Tipo A e B (ver item 2.3), os referidos autores apresentaram 

a seguinte equação, válida para os experimentos realizados em canais com 5,7º19º: 
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         (2.28) 

 

A seguir é apresentada uma comparação realizada no contexto do presente estudo e já 

publicada em Simões et al. (2011), contendo parte das equações anteriores para delimitar as 

regiões de ocorrência dos diferentes tipos de escoamento, incluindo a subdivisão para o 

regime deslizante sobre turbilhões. Nota-se, na figura 2.9a, que para determinados pontos (s/l, 

s/hc) ou regiões no plano s/l-s/hc o tipo de escoamento é bem definido de acordo com todas as 

equações. Apesar disto, observa-se que uma porção considerável do gráfico é composta por 

um emaranhado de curvas para as quais há divergências sobre o regime correspondente, 

embora haja um comportamento subjacente médio que ainda assim desponte, como ilustrado 

na Figura 2.9b. Nesta figura também são apresentadas retas que delimitam, de forma 

aproximada, as regiões em destaque, e que, no contexto das incertezas que cada equação em 

particular contém, são sugeridas como ferramentas para descrever as diferentes regiões. 
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(a) (b) 

Figura 2.9 – Classificação dos tipos de escoamento: (a) Comparação entre as equações e (b) uma apresentação 

qualitativa elaborada com base nos extremos encontrados em (a), cujas retas são: s/hc=2s/l; s/hc = 0,233s/l+1 

(Simões et al., 2011). 
 

2.6.2 Dissipação de energia 

A dissipação de energia que ocorre em escoamentos no interior de canais e vertedores em 

degraus é considerada como um importante fenômeno proporcionado por tais estruturas. Por 

este motivo, diversos pesquisadores se empenharam em estabelecer equações e gráficos 

destinados a prever o comportamento da energia dissipada ou da energia residual na base de 

vertedores e canais em degraus. Ao longo dos anos de pesquisas realizadas em diversas 

instituições, foram adotadas algumas iniciativas para representar o fenômeno, como, por 

exemplo, o uso das equações de resistência de Darcy-Weisbach e de Manning, o uso de 

equações algébricas ajustadas aos dados experimentais e a apresentação de pontos 

experimentais por meio de gráficos. 

Este item contém uma apresentação dos diferentes pontos de vista adotados para 

formular o problema de dissipação de energia. São abordados aspectos como a não 

uniformidade do perfil da superfície livre ao longo do escoamento monofásico, valores para o 

fator de resistência de Darcy-Weisbach, a influência das bolhas de ar na resistência oferecida 

ao escoamento, comparações entre a energia dissipada por um canal liso em relação a um 

canal em degraus, entre outros tópicos. 

 

Fator de Resistência 

A equação de Darcy-Weisbach tem sido amplamente adotada em estudos relacionados aos 

vertedores em degraus. A sua dedução pode ser desenvolvida com argumentos físicos e o uso 

de desenvolvimentos teóricos. Em um dos casos utiliza-se a análise dimensional associada ao 

conhecimento sobre energia. Já a segunda dedução envolve o uso da segunda lei de Newton e 

uma informação experimental sobre o comportamento da tensão de cisalhamento média ao 

longo do perímetro molhado. Em ambos os casos o resultado é o mesmo. A análise 

dimensional é interessante porque revela claramente que o fator de resistência é uma função 
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de números adimensionais. O exemplo mais difundido, certamente devido à sua forte 

capacidade de previsão, é o escoamento em condutos forçados circulares. Para tal problema, o 

fator de resistência é uma função de duas variáveis: rugosidade relativa e número de 

Reynolds. Quando se pretende aplicar o mesmo tipo de análise aos vertedores e canais em 

degraus o fator de resistência obtido pode ser dependente de mais de uma dezena de números 

puros, como ilustrado por meio da equação 2.29, desenvolvida no âmbito deste trabalho. 
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Nesta definição f é o fator de resistência de uma equação idêntica à equação de Darcy-

Weisbach, razão pela qual este nome é preservado. As demais variáveis são: Re = número de 

Reynolds, Fr = número de Froude,  = atg(s/l), k = scos, Lc = comprimento característico,  

= rugosidade absoluta equivalente (os subscritos “p”, “e” e “m” correspondem ao piso, 

espelho e muros, respectivamente), s = altura do degrau, l = comprimento do piso do degrau, 

B = largura de topo do canal, C = fração de vazios (um campo escalar que, para o caso mais 

geral é uma função C = C(xi,t)). 

Em termos do diâmetro hidráulico (Dh = 4Rh, em que Rh = raio hidráulico), a equação 

de Darcy-Weisbach assume a forma representada através da equação 2.30. Nesta equação If é 

a declividade da linha de energia, definida a partir da energia dissipada em um comprimento 

x. 
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Rajaratnam (1990) analisou dados de Sorensen (1985), correspondentes a um modelo 

reduzido com 1V:0,78H, escala 1:25 e s = 0,61 m (Valor correspondente ao protótipo). Entre 

as suas conclusões ele apresenta um valor igual a 0,18 para o fator de resistência definido de 

acordo com Fanning (ver, por exemplo, Bird, Stewart e Lightfoot, 2002, p.173): 
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          (2.31) 

 

Comparando as equações 2.30 e 2.31, conclui-se que o referido autor utilizou a profundidade 

do escoamento uniforme h = hu (uma vez que If = sen e a condição de canal largo, para a 
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qual ocorre Rh = h (q = vazão por unidade de largura). O fator de resistência indicado por ele 

equivale, portanto, a f = 0,72. 

Stephenson (1991, p.29) assumiu que o escoamento em vertedores em degraus pode 

alcançar o regime uniforme e sugeriu que o fator de resistência de Darcy-Weisbach pode ser 

calculado como uma função independente do número de Reynolds. Para tanto, o referido 

autor indica o uso da seguinte equação: 
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          (2.32) 

 

Observa-se que a equação anterior possui certa semelhança com aquela que modela o 

escoamento turbulento em tubos rugosos (para os quais a rugosidade absoluta equivalente 

ultrapassa a subcamada laminar). Neste caso, a “altura de rugosidade” k foi utilizada no lugar 

da rugosidade absoluta equivalente. 

Tozzi (1992) estudou o escoamento em modelos físicos de vertedores em degraus com 

1V:0,75H, 1V:0,2H e 1V:6,69H. Em seus estudos, o referido autor utilizou valores de k entre 

5 e 60 mm e vazões específicas entre 86,1 e 201,4 L/(sm). Para vertedores com 1V:0,75H, 

inclinação muito utilizada em estruturas de barragens, o autor concluiu que, se h/k  1,8 o 

fator de resistência assume um valor constante igual a 0,163. Para h/k > 1,8, Tozzi (1992) 

obteve uma formulação com a seguinte forma: 
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Cabe mencionar que os resultados obtidos por Tozzi (1992) correspondem ao escoamento 

apenas de água e escoamentos de ar em condutos com diferentes configurações. As demais 

formas geométricas estudadas pelo autor culminaram nas seguintes equações: 
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, válida para 1h/k14 e 1V:2H     (2.34) 
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1
, válida para 1h/k10 e 1V:6,69H     (2.35) 

 

Christodoulou (1993) obteve dados experimentais em um modelo físico com 35,93 cm 

de altura (desde a crista até a bacia de dissipação) e 1V:0,7H. Os resultados publicados por 

este autor indicam que o fator de resistência variou entre 0,192 e 0,684. 
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Povh (2000) realizou experimentos em um modelo físico com 1V:0,75H, s = 2,4 cm, B 

= 0,8 m e para vazões que corresponderem ao intervalo 3,38hc/k11,72. Como metodologia, 

o referido autor mediu conjugados subcríticos na bacia de dissipação e calculou os 

correspondentes conjugados supercríticos, tendo estimado o fator de resistência com base em 

tais valores. Povh (2000, f.122) comenta que o valor médio para o fator de resistência resultou 

igual a 0,11, sendo tal resultado próximo daquele sugerido por Matos e Quintela (1995b) para 

o pré-dimensionamento de vertedores em degraus. 

A resistência oferecida ao escoamento apenas de água é alterada quando ocorre a 

entrada de bolhas de ar transformando-o em uma mistura bifásica do tipo ar-água. Grupos de 

bolhas de ar podem funcionar como pequenas camadas lubrificantes entre camadas do líquido 

transportado. Deste modo, as tensões de cisalhamento desenvolvidas na mistura são menores 

em relação às tensões presentes em um escoamento monofásico. Além disto, se as bolhas 

penetrarem até as proximidades do contorno sólido, desde que ocorram grandes densidades de 

bolhas, haverá também um efeito de redução na tensão cisalhante existente ao longo da 

superfície sólida. Resultados experimentais obtidos em canais lisos e em degraus mostraram 

que a resistência oferecida ao escoamento é reduzida quando ocorre a entrada de bolhas de ar. 

Tais estudos utilizaram o fator de resistência como grandeza relevante, sendo o trabalho de 

Wood (1983) uma importante referência na área. Inicialmente o autor apresenta a relação 

existente entre a tensão média de cisalhamento (o) sobre o perímetro molhado e o fator de 

resistência, válida para um canal retangular largo e escoamento monofásico: 
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           (2.36) 

 

Após a apresentação da equação anterior, Wood (1983, p.457) comenta que os efeitos 

do número de Reynolds sobre o fator de resistência podem ser negligenciados se houver 

rugosidades e números de Reynolds elevados. Prosseguindo com a apresentação de sua 

metodologia, o autor escreve a equação para f a partir da equação de Darcy-Weisbach, com a 

forma a seguir, válida apenas para o escoamento uniforme. Enfatiza-se que o fator de 

resistência depende apenas da rugosidade relativa hu/. 
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Wood (1983) sugere que o fator de resistência do escoamento bifásico (faw) possa ser 

obtido a partir de uma equação semelhante à anterior, desde que ele seja função não apenas da 
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rugosidade relativa, mas também da fração de vazios média. Com essas considerações, a 

combinação entre as equações apresentadas pelo referido autor permite escrever: 
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          (2.38) 

 

em que C  = fração de vazios média (ou concentração média de ar), calculada com a seguinte 

definição: 



90hy

0
90 CdyCh ; h90 é a profundidade correspondente à posição y, perpendicular 

ao fundo, onde C = 0,9. Aqui foi utilizado h=hu uma vez que If=sen. 

Com base nos dados experimentais de Straub e Anderson (1958), Wood (1983) obteve a 

curva apresentada na Figura 2.10. É interessante notar que o fator de resistência para o 

escoamento de ar e água é praticamente igual ao fator de resistência para a água pura até 

valores da fração de vazios média em torno de 0,3, posição a partir da qual é iniciado um 

considerável decrescimento. Wood (1983) explica que até o valor 30% a concentração de ar 

junto ao fundo do vertedor é da ordem de 10%. 

 

 
Figura 2.10 – Comportamento da relação faw/f em função da fração de vazios média 

Fonte: Wood (1983, p.458) 

 

Ainda sobre vertedores lisos, Chanson (1994a) comenta que a presença de bolhas de ar 

no interior da camada limite turbulenta reduz as tensões de cisalhamento. Este autor propôs a 

equação 2.39 para estimar o efeito de redução da resistência oferecida ao escoamento. 
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em que: tgh = tangente hiperbólica. 
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Abordagens semelhantes a aquela proposta por Wood (1983) e Chanson (1994a) foram 

aplicadas aos escoamentos em vertedores em degraus. Boes (2000, p.183) e Boes e Hager 

(2003a, p.676) comentam que o fator de resistência é, em muitos estudos, superestimado para 

a região de escoamento bifásico. Se as medidas forem realizadas com instrumentos que 

fornecem profundidades próximas ao valor h = h90 e se estes resultados forem utilizados para 

calcular o fator de resistência negligenciando a presença do ar na água, obtém-se valores de f, 

denotados por fm, cujos valores são superiores aos obtidos com a equação 2.38. Como 

resultados de seus estudos, Boes (2000) apresentou a seguinte equação: 
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Cabe ressaltar que as equações 2.39 e 2.40 foram normalizadas com valores do fator de 

resistência diferentes, já que fm é calculado com a profundidade da mistura, faw calculado com 

a profundidade equivalente apenas de água, ou seja, )C1(h90   e f é calculado com a 

profundidade do escoamento monofásico. Desta forma, ocorrerá sempre faw/fm1. Os dados 

experimentais de Boes (2000), também apresentados por Boes e Hager (2003a), mostram 

excelente concordância com a equação 2.40, sendo independentes da inclinação do canal. 

Considerando dados de diferentes pesquisadores obtidos para escoamentos em canais 

em degraus, Chanson (2002, p.168) propôs a seguinte equação para modelar o comportamento 

da relação faw/f em função da concentração média de ar: 
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Chanson (2002, p.171) recomenda que o fator de resistência do escoamento não aerado 

seja estimado por meio da equação 2.42. Com o uso desta equação, o valor de f passa a ser 

igual ao de fd na equação 2.41. 

 




K

2
fd           (2.42) 

 

A dedução da equação 2.42 envolve o uso de algumas hipóteses e considerações 

específicas encontradas no trabalho de Chanson (2002, p.334-336). Para <20º o autor 

considera que a resistência oferecida ao escoamento inclui arrasto de forma ocasionado pela 

recirculação que ocorre na cavidade formada pelos degraus somada ao “atrito” superficial 
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existente na porção final de cada degrau (sub-regime SK1). Para inclinações um pouco 

maiores, entre 12 e 25º, o autor comenta que as camadas de mistura de degraus adjacentes 

podem interagir e o atrito superficial passa a ter o seu efeito reduzido (sub-regime SK2). Para 

ângulos superiores aos 20º, Chanson (2002) afirma que não há resistência superficial entre o 

escoamento principal e as faces dos degraus (sub-regime SK3). Nestes casos o arrasto de 

forma devido à recirculação passa a ser o principal responsável pela dissipação de energia, 

como explica o autor. Para deduzir a equação anterior, assumiu-se que a camada de mistura é 

basicamente uma camada com escoamento cisalhante livre. A representação matemática do 

problema incluiu o uso do modelo de comprimento de mistura e a hipótese de viscosidade 

turbulenta constante através da camada cisalhante. O resultado é a equação 2.42, que contém a 

taxa de expansão adimensional da camada cisalhante K
-1

. Com K entre 4,5 e 6, Chanson 

(2002) sugere um valor para o fator de resistência fd igual a 0,20. No mesmo livro o referido 

autor indica K = 12 para escoamentos monofásicos, o que resulta em f = 0,094. 

Boes e Hager (2003a) estudaram o comportamento do fator de resistência do 

escoamento bifásico uniforme em canais em degraus. Como equação básica, os referidos 

autores empregaram a equação de Darcy-Weisbach escrita para canais retangulares com a 

seguinte forma: 
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          (2.43) 

 

em que h = profundidade equivalente apenas de água (escoamento uniforme, já que If=sen). 

Entre as suas contribuições, Boes e Hager (2003a) apresentaram uma equação para 

calcular o fator de resistência correspondente aos efeitos oriundos da presença dos degraus 

(fb). A equação proposta por estes autores é apresentada a seguir: 
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Nesta equação Dh = diâmetro hidráulico calculado com a profundidade equivalente h. A sua 

validade está vinculada aos intervalos: 19
o55

o
 e 0,1k/Dh1,0. 

Sanagiotto (2003) realizou experimentos em canais lisos e em degraus com 1V:0,75H. 

Entre os resultados do seu trabalho, a referida autora apresentou um conjunto de equações que 

permitem calcular o fator de resistência para um vertedor em degraus com base no fator de 
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resistência de um vertedor liso. As equações que compõem o seu método encontram-se 

apresentadas a seguir. 
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em que fL = fator de resistência em um vertedor liso, válido para 2,5Fr12; Fr = número de 

Froude calculado com uma profundidade hL em uma posição x na calha lisa. A autora destaca 

que a equação 2.45 é válida para x/LA<1 e h/k9; para 1x/LA2 a equação está restrita a 

valores de h/k3. Para x/LA entre 2 e 2,5 a equação deve ser utilizada com cuidado e para 

x/LA>2,5 a equação deve ser evitada. A equação 2.47 é válida para 1x/hc17. 

Ohtsu, Yasuda e Takahashi (2004, p.863) mencionam que, para um canal em degraus, o 

efeito do campo gravitacional nas características do escoamento deslizante sobre turbilhões é 

considerável. Desta forma, o escoamento passa a depender do número de Froude, além da 

rugosidade relativa e do ângulo de inclinação do canal. Com os dados experimentais obtidos, 

os referidos autores concluíram que o fator de resistência pode ser expresso apenas em função 

do ângulo  e do número adimensional s/hc, tendo sido propostas as seguintes equações: 
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2224

máx 10.2,3.10.6,1.10.2,4f         (2.49) 

 
1223

1 10.5,1.10.4,6.10.7,1A          (2.50) 

 

Condições para o uso das equações 2.48 a 2.50: válidas para 5,7º    19º e 0,1  s/hc  

0,5. Se 0,5  s/hc, desde que ocorra escoamento deslizante sobre turbilhões, f = fmáx. O ângulo 

 deve ser utilizado em graus. 

 
1325

máx 10.31,2.10.75,2.10.32,2f         (2.51) 

 

452,0A1            (2.52) 
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Condições para o uso das equações 2.48, 2.51 e 2.52: válidas para 19º    55º e 0,1  s/hc 

 0,5. Se 0,5  s/hc, desde que ocorra escoamento deslizante sobre turbilhões, f = fmáx. O 

ângulo  deve ser utilizado em graus. 

 

Dai Pra (2004, p.91-92), em um estudo realizado na Universidade Federal do Rio 

Grande do Sul, assim como o de Sanagiotto (2003), obteve um conjunto de equações que 

compõem uma metodologia semelhante à de Sanagiotto para estimar o fator de resistência em 

estruturas com 45º. 
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Dai Pra (2004) ressalta que: a equação 2.53 é aplicável quando 0<x/hc45, sendo válida com 

restrições para x/hc entre 2.30 e 2.45; para x/LA<0,80, a equação 2.55 é válida; para 

0,80<x/LA1,20 a equação 2.55 deve ser utilizada com restrições; para 1,20<x/LA<2,5 a 

equação 2.55 é válida; para x/LA>2,5 recomenda-se não utilizar a equação 2.55. 

Chanson (2004, p.317) apresentou resultados de estudos realizados na Universidade de 

Queensland, correspondentes a canais em degraus com  = 15,9º e  = 21,8º, s = 0,05 m e s = 

0,1 m. Entre os seus resultados, o autor indica valores para o fator de resistência faw entre 0,07 

e 0,28. Chanson (2004) sugeriu uma relação linear entre faw e a fração de vazios média com a 

seguinte forma (com coeficiente de correlação igual a 0,392): 

 

C288,0276,0faw  , obtida para 60,0C28,0       (2.56) 

 

No mesmo trabalho, Chanson (2004) também obteve uma equação semelhante à 

equação 2.41, desenvolvida com base na metodologia de Wood (1983) descrita anteriormente. 

A equação mencionada é: 
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Foi destacado anteriormente que há diferentes detalhes geométricos que podem ser 

adotados em conjunto com vertedores e canais em degraus. Chanson (2006) apresentou 
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algumas considerações e desenvolvimentos que levaram em conta a geometria de entrada. 

Após analisar dados de Boes (2000) e André et al. (2003), que estudaram o escoamento em 

canais com entrada pressurizada, Chanson (2006) obteve um valor para o fator de resistência 

próximo de 0,10. Para vertedores modelos sem a condição de entrada sob pressão, o autor 

menciona que o valor médio do fator de resistência foi próximo de 0,21 para cristas 

semelhantes à padrão e 0,15 para a condição de entrada com uma soleira extensa. Cabe 

destacar que, entre os 179 valores de f analisados pelo referido autor, encontram-se números 

elevados, como f = 1,0, e valores iguais a 0,08 e ainda menores. 

Grande parte dos estudos relacionados às características de escoamentos em canais e 

vertedores em degraus foi realizada com o uso de experimentação em laboratório. Apesar 

deste fato, existem alguns trabalhos que utilizaram as equações de conservação e modelos de 

turbulência para obter resultados. Dong e Lee (2006) utilizaram o modelo k- para uma 

estrutura com 20º e, entre os seus resultados, apresentam valores para o fator de resistência de 

Fanning (cf = f/4). Os valores calculados por estes autores para cf situaram-se entre 0,015 e 

0,042, aproximadamente. Tais números correspondem a f entre 0,06 e 0,168. 

Arantes (2007) estudou o escoamento em vertedores em degraus simulando-os através 

de soluções das equações de Navier-Stokes médias de Reynolds associadas a modelos de 

turbulência. Entre os seus resultados é possível encontrar valores para o fator de resistência e 

comparações com a metodologia proposta por Tozzi (1992) para 1V:0,75H. Os valores de f 

calculados por este autor variaram entre 0,141 e 0,212. Ao comparar os seus resultados com 

os de Tozzi (1992), o referido autor obteve excelente concordância com a experimentação. 

Gonzalez e Chanson (2008) estudaram o escoamento em um canal com baixa 

declividade (1V:2,5H) e com aletas (vanes) instaladas sobre os degraus. As sete disposições 

para as aletas encontram-se ilustradas na Figura 2.11. Os valores para o fator de resistência 

foram calculados em diferentes posições adimensionais z/b (ver Figura 2.11). De acordo com 

os autores, a configuração em zigzag ofereceu maior resistência do que as demais. Os valores 

médios ao longo de z/b foram: f = 0,16 (sem aletas), f = 0,21 (com 3 e 7 aletas e fila), f = 0,20 

(7 aletas em fila com alternância entre degraus), f = 0,22 (zigzag 3 e 5) e f = 0,21 (zigzag 7). 
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Figura 2.11 – Detalhe da geometria utilizada por Gonzalez e Chanson (2008) 

Fonte: Gonzalez e Chanson (2008, p.67) 
 

Parte das propostas para o cálculo do fator de resistência carrega a hipótese de 

escoamento uniforme. Simões (2008) propôs formas adimensionais para a equação diferencial 

do escoamento gradualmente variado e utilizou dados experimentais publicados por onze 

pesquisadores com o intuito de obter o fator de resistência. Entre os seus desenvolvimentos, 

verificou-se que o intervalo 0,07  f  0,20 produz curvas que se aproximam da maioria dos 

pontos experimentais. Posteriormente, no trabalho de Simões, Schulz e Porto (2010, p.334), o 

intervalo teve os seus limites estendidos para 0,05  f  0,30, encerrando uma maior 

quantidade de pontos. No mesmo trabalho foi proposta uma formulação teórica para o fator de 

resistência, fundamentada no princípio de conservação de energia. Considerou-se f constante 

e uma variação linear para o perfil da superfície livre, tendo sido obtida a seguinte equação: 
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Com o uso da 2ª Lei de Newton, tendo sido adotada como hipótese que a tensão de 

cisalhamento é uma constante no pseudo-fundo, a equação obtida possui a forma apresentada 

a seguir. Este modelo é preferível em relação ao anterior porque evita a inconsistência f < 0. 
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em que hc = profundidade crítica, hmean = (hc + h(x))/2, h = diferença entre a altura crítica e 

h(x), L = distância entre as profundidades definidas em h , F1 = número de Froude em 

termos de h1 e 1 e 2 são constantes adimensionais introduzidas devido às simplificações 

adotadas. 

Os dados experimentais utilizados por Simões (2008) e Simões, Schulz e Porto (2010) 

possibilitaram o cálculo das constantes1 e 2 para vertedores lisos e em degraus. A Figura 

2.12 contém as curvas obtidas pelos autores, correspondentes a 1 = 8 e 1 = 1,0, para 

vertedores em degraus e 1 = 25 e 1 = 4,0, para vertedores lisos. Com o intuito de propor um 

modelo simples e prático, a equação 2.60 foi ajustada aos dados, tendo sido obtidas as 

seguintes constantes de ajuste: 1 = 1,66 e 2 = 1,23 para estruturas em degraus 

(4,01F111,16) e 1 = 0,393 e 2 = 1,22 para canais lisos (5,78F112,9). Vale comentar 

que a Figura 2.12 se destaca entre aquelas encontradas na literatura por ter congregado de 

forma expressiva os resultados dos autores indicados na legenda. 

 

2

11Ff


           (2.60) 

 

 
Figura 2.12 – Relação entre o fator de resistência e F1. Pontos experimentais de diferentes autores citados na 

legenda. Fonte: Simões, Schulz e Porto (2010a). 

 

 

Reflexão sobre as variações encontradas para o fator de resistência 

Os valores de f encontrados na literatura apresentam uma ampla faixa de variação, com 

números compreendidos aproximadamente entre 0,05 e 5 (ver Chanson, 2002, p.165). Há 

alguns detalhes que podem ser úteis na compreensão de tais variações. Ao medir a 

profundidade da mistura e utilizar esse resultado no cálculo de f, sabe-se que o valor obtido 

será superior ao calculado se o volume de ar fosse excluído. Esta é uma das principais razões 
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de valores demasiadamente elevados para o fator de resistência. Outra justificativa vinculada 

às variações em intervalos menores (0,08 a 0,2, por exemplo) é a dificuldade encontrada 

quando se pretende medir a profundidade do escoamento bifásico. Até mesmo a região 

monofásica não é de fácil medição uma vez que oscilações de alta freqüência impedem a 

definição precisa da posição da superfície livre ou do seu valor médio com o uso de réguas ou 

pontas. Para demonstrar estes fatos, considera-se o desenvolvimento exposto a seguir. A 

equação 2.30 pode ser reescrita para um canal largo com a seguinte forma: 

 
2

f
3 q/Igh8f            (2.61) 

 

Derivando f em relação a q e h, obtém-se: 3
f

3 q/Igh16q/f   e 2
f

2 q/Igh24h/f  . 

Assumindo que If = 10 (uma hipótese grosseira), pode-se avaliar a propagação da 

incerteza no cálculo do fator de resistência por meio da equação 2.62. Para tanto, admitiu-se 

que os erros vinculados às variáveis sejam estatisticamente independentes e a função f=f(q,h) 

varie de forma suave com respeito à propagação de erros. 

 

   22
h/h9q/q4f/f          (2.62) 

 

Para um experimento com h = 0,05  0,001 m e q = 0,25  0,005 m
2
/s, a incerteza 

relativa no cálculo do fator de resistência é próxima de 7,2%. Levando em consideração a 

dificuldade em definir a posição da superfície livre e a parcela correspondente às medições 

que permitiriam o cálculo de If, a incerteza relativa poderia ser ainda maior. Para h = 3 mm, 

obtém-se f/f = 18,4% e para h = 5 mm, o resultado é f/f = 30,3%. 

 

 

 
(Continua na próxima página) 
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Figura 2.13 – Comportamento da superfície livre (>1) 

 

 

A Figura 2.13 contém algumas imagens seqüenciais do escoamento bifásico, obtidas no 

canal utilizado nesta pesquisa. Elas ilustram uma oscilação com amplitude próxima de 15 

mm. As três primeiras fotografias foram obtidas apenas com a iluminação do ambiente, 

condição que produziu imagens semelhantes à percepção do olho humano. As duas últimas 

fotografias mostram que a forma da superfície é altamente irregular, com porções de fluido 

que compõem um campo macroscópico típico do movimento turbulento. Fica evidente que o 

instrumento utilizado para medir a profundidade do escoamento pode conduzir a resultados 

incorretos se estes aspectos não forem bem definidos e conhecidos em um dado trabalho 

experimental. Outras fotografias são apresentadas no Apêndice 1. 

Ao observar as duas últimas fotografias da Figura 2.13, é razoável fazer a seguinte 

pergunta: Qual é a localização da superfície livre? Uma aproximação pode ser feita 

considerando as três primeiras imagens da Figura 2.13. Entretanto, mesmo que tal 

aproximação seja pertinente, se fossem realizadas N medições com uma ponta ou régua (sem 

o uso de câmeras de alta velocidade ou algo parecido), a profundidade média pode não ser 

realmente a posição média da superfície livre. Isto ocorre porque ao medir N profundidades, é 

provável que eles correspondam a valores máximos, sendo calculada então uma média dos 

máximos. Uma possível solução para obter médias bem definidas seria utilizar um 

instrumento de medida com alta freqüência de aquisição de dados por um tempo 

razoavelmente longo e sem a necessidade de utilizar a visão, como um sensor ultrassônico, 

por exemplo. Outras imagens e detalhes sobre os aspectos semelhantes aos expostos nesta 

breve discussão podem ser vistos em Wilhelms e Gulliver (2005). 

 

Formas de quantificação da energia dissipada 

A energia dissipada em um escoamento que acontece em um canal em degraus pode ser 

definida como a diferença entre a energia disponível nas proximidades da crista e a energia na 

extremidade final do canal, sendo denotada neste trabalho por H. Selecionando um volume 
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de controle que envolve o escoamento de água entre a crista (seção 0) e uma seção a jusante 

(seção 1), pode-se escrever a equação da energia com a seguinte forma: 

 

H
g2

Vp
z

g2

Vp
z

2
1

1
1

1

2
0

0
0

0 





        (2.63) 

 

Cabe ressaltar que, em função das características do escoamento e da geometria do canal, a 

seção 1 pode ser composta por ar mais água. Assumindo que a distribuição de pressões é 

hidrostática de modo que p0/ = h0 e p1/ = h1cos (Chow, 1959), a equação anterior pode ser 

reescrita da seguinte maneira: 
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hH   por Hmax, a equação anterior passa a ter a seguinte forma: 
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A equação 2.64 corresponde a um modelo que pode ser útil, respeitadas as restrições 

destacadas, para quantificar a energia dissipada no interior do volume de controle 

selecionado. Todos os fenômenos responsáveis pela dissipação de energia (recirculação dos 

grandes turbilhões entre degraus, tensões de cisalhamento entre volumes de líquido e entre a 

água e o ar (na interface), além de outros fenômenos) foram reunidos em H. Alguns autores 

sugeriram o uso de equações que podem ser obtidas de forma parecida com aquela 

apresentada para a dedução da equação anterior. Em todos os casos, a hipótese adotada com 

maior freqüência é a de canal largo e a validade da equação de Darcy-Weisbach. Levando em 

consideração a largura do canal, o uso da equação de Darcy-Weisbach (equação 2.30) para 

um canal retangular em conjunto com a equação 2.64 conduz ao seguinte resultado: 
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    (2.65) 

 

A equação 2.64 (ou 2.65) não possibilita qualquer cálculo sem o conhecimento das 

grandezas ali presentes. Desta forma, deve-se dispor de resultados experimentais ou 

numéricos para gerar relações entre a energia dissipada adimensional e os demais 

adimensionais presentes na equação. Sorensen (1985) construiu modelos físicos em escalas 

1:10 e 1:25 com o intuito de prever o comportamento do escoamento na barragem 

Monksville. Com medições de vazões e profundidades efetuadas no final da calha, Sorensen 

(1985) calculou a energia específica nesta posição. No mesmo estudo ele incluiu modelos 

físicos sem degraus e a sua comparação foi apresentada em relação aos mesmos. Concluiu-se 

que a energia cinética do vertedor em degraus correspondia a valores entre 6% e 12% 

daqueles obtidos na estrutura lisa. 

Rajaratnam (1990), seguindo a mesma ideia de comparação feita por Sorensen (1985), 

propôs a seguinte equação: 
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'
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        (2.66) 

 

em que H’= Hres’ - Hres, Hres = energia específica residual no pé do vertedor e o apóstrofo 

corresponde à calha lisa; Fr = número de Froude na base do vertedor; A’ = (cf/c’f)
1/3

. 

Rajaratnam (1990) assumiu que Fr’
2
/2 + 1 = Fr’

2
/2 e que A’/Fr’

2
 = 0. O referido autor 

também utilizou cf = 0,18 e cf’ = 0,0065. Com estes números e simplificações, a equação 2.66 

permitiu concluir que a energia dissipada no escoamento sobre degraus, em relação a um 

canal liso, está próxima de 89%, como calculado a seguir: 
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Stephenson (1991) propôs um equacionamento adimensional que pode ser deduzido 

seguindo procedimentos similares aos que conduziram às equações 2.64 e 2.65. O autor 

definiu um adimensional para a energia com a seguinte forma: Hdam/Hdam, sendo Hdam = 
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Hdam - E(z=Hdam) (E = energia específica no pé do vertedor). Essa relação pode ser escrita da 

seguinte maneira: 

 

dam

c

3
1

3
c

c

1

dam

2
1

2

1dam

dam

dam

H

h

h2

h
1

h

h
1

H

gh2

q
hH

H

H





















 

 

Em sua proposta, o autor utilizou a equação de Darcy-Weisbach para canais largos com o 

intuito de calcular h1. Substituindo esta equação na anterior, pode-se verificar que o resultado 

obtido é a equação 2.67, um pouco diferente da equação apresentada pelo referido autor, que 

possui expoente 1/2 no lugar de 1/3. 
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       (2.67) 

 

O perfil da superfície livre do escoamento não aerado é composto por profundidades 

que dependem da posição longitudinal. Com a hipótese de escoamento permanente 

gradualmente variado, Tozzi (1992) utilizou a equação da energia para obter o perfil da 

superfície livre da região não aerada do escoamento. O método empregado pelo autor 

envolveu o uso de uma média aritmética entre as declividades da linha de energia em duas 

seções transversais adjacentes e o uso da equação de Darcy-Weisbach com o fator de 

resistência calculado através de suas equações empíricas. 

Embora tenham sido empregadas estratégias essencialmente teóricas para a obtenção de 

relações que envolvessem a energia dissipada, percebe-se que a informação experimental é 

indispensável, uma vez que sempre resta uma variável por quantificar. Alguns autores, 

entretanto, apresentaram resultados sob a forma de gráficos com pontos experimentais ou 

equações ajustadas aos dados, sem qualquer desenvolvimento teórico. Christodoulou (1993) 

construiu um modelo reduzido com perfil indicado pela WES (Waterways Station 

Experiment), com s = 2,5 cm, l = 1,75 cm,  = 55º e Hdam = 35,93 cm, tendo sido adotados 

degraus com alturas variadas junto à crista padrão. Foram medidas profundidades em duas 

posições do canal e para vazões entre 0,02 e 0,09 m
3
/(sm). Os resultados obtidos por este 

autor foram apresentados sob a forma de um gráfico que relaciona H/Hmax com hc/(Ns). Em 

suas definições, deve-se destacar que: Hmax é definido de tal maneira que a seção “0” esteja 

localizada no canal de aproximação, N = número de degraus, s = altura do degrau e hc = 

profundidade crítica. O gráfico de Christodoulou (1993) é apresentado na Figura 2.14. 
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Hager (1995, p.165) obteve a equação 2.68, ajustada aos pontos experimentais de 

Sorensen (1985) e Christodoulou (1993), válida para hc/(Ns) < 0,25. 
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Figura 2.14 – Relação proposta por Christodoulou (1993) 

Fonte: Adaptado de Christodoulou (1993) 

 

Chanson (1993) comenta que se o escoamento alcança condições uniformes, a energia 

dissipada adimensional pode ser calculada através da equação 2.69: 
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Com o uso da equação de Darcy-Weisbach em conjunto com a equação 2.69, o referido autor 

propôs a equação 2.70. 
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      (2.70) 

 

em que hu = profundidade do escoamento uniforme e c = coeficiente de Coriolis. 

É interessante notar que as equações anteriores assumem que na seção 0 (utilizada na 

dedução das equações 2.64 e 2.65) a energia é crítica (h0 = hc) e 0 = 1. Adicionalmente, para 

que a forma apresentada pela equação 2.70 seja possível, é necessário que o escoamento no 

canal aconteça com hu/B = 0. Chanson (1993) destaca que, para barragens altas, a equação 

anterior é simplificada para a forma proposta por Stephenson (1991). Chanson (1994b, p.217) 
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sugeriu a equação 2.71, semelhante à anterior, válida para canais controlados por comportas, 

submetidas a uma carga Ho. 
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Chamani e Rajaratnam (1999a, p.367) estudaram o escoamento em vertedores em 

degraus com  = 59,03º e  = 51,34º, e degraus com alturas iguais a 12,5 cm, 6,25 cm e 3,15 

cm. Entre os resultados apresentados por estes pesquisadores, encontra-se uma relação entre 

H/Hmax com a vazão específica no modelo físico. 

Povh (2000) investigou as características do escoamento deslizante em um modelo 

físico com escala 1:25 que correspondia a um protótipo com 1V:0,75H, Hdam = 41,5 m, s = 

0,60 m e vazões específicas entre 4,21 e 27,11 m
2
/s. Para avaliar a energia dissipada, foram 

medidas profundidades subcríticas de ressaltos formados na bacia de dissipação e calculadas 

as profundidades supercríticas com a equação clássica obtida com o balanço de quantidade de 

movimento. O referido autor propôs as equações apresentadas a seguir, ajustadas aos seus 

pontos experimentais. Nota-se que Povh (2000) utilizou a energia específica residual para 

compor os adimensionais encontrados nas equações mencionadas (Hres = Hmax - H). 
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Boes e Hager (2003a) apresentaram resultados de estudos experimentais desenvolvidos 

em um canal com um pressurizador na sua extremidade inicial. Estes autores apresentaram 

uma relação entre Hres/Hmax com k/Dh (Dh = diâmetro hidráulico), a e Hdam/hc. Considerando o 

limite Hdam/hc < 15 a 20, os autores sugeriram a seguinte equação: 
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Para valores de Hdam/hc maiores ou iguais que 15 a 20, os autores propõem a equação 2.74. 
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Considerando a região de escoamento uniforme (ou quase-uniforme), Ohtsu, Yasuda e 

Takahashi (2004) encontraram boa concordância entre Hres/hc,  e o fator de resistência. As 

equações apresentadas por estes autores podem ser obtidas com procedimentos similares aos 

empregados anteriormente e foram indicadas para cada um dos sub-tipos de escoamento (Tipo 

A e Tipo B, ver item 2.3). 
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Para a região de escoamento não uniforme, as equações apresentadas por estes autores 

mostram que há dependência entre a energia residual adimensionalizada e outros 

adimensionais, com pode ser visto no conjunto de equações empíricas apresentadas a seguir: 
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Nestas equações, deve-se notar que: Hdam,u = altura desde a crista até a posição onde há 

escoamento uniforme e  deve ser utilizado em graus. A validade do método corresponde aos 

seguintes intervalos: 5,7º    55º, 0,1  s/hc (com escoamento deslizante sobre turbilhões) 

e 5  Hdam/hc  Hdam,u/hc. 

Arantes (2007), com resultados obtidos através do uso de modelos de turbulência e as 

equações de conservação em termos de grandezas médias, calculou os adimensionais 

propostos por Christodoulou (1993) com e sem o uso do coeficiente de Coriolis diferente da 

unidade. O referido autor concluiu que a inclusão deste fator de correção implica em uma 

redução de até 47,5% na perda de energia. Arantes (2007) verificou também que o uso da 
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equação 2.70, proposta por Chanson (1993), apresenta melhor aproximação com os resultados 

obtidos numericamente se f = 0,17 e c = 1,13. 

Simões (2008) e Simões, Schulz e Porto (2010) apresentaram comparações entre pontos 

experimentais (Hdam/hc, H/Hmax) de diferentes autores com a formulação 2.65, escrita para 

um canal largo e escoamento crítico na seção 0. Em tal comparação, considerou-se o 

escoamento como gradualmente variado, tendo sido obtida uma envoltória de curvas que 

correspondem ao fator de resistência entre 0,05 e 0,30, como pode ser visto na Figura 2.15. 

 

 
Figura 2.15 – H/Hmax em função de Hdam/hc (curvas com 1V:0,75) 

Fonte: Simões, Schulz e Porto (2010) 

 

2.6.3 Escoamento bifásico 

Algumas imagens e breves apresentações expostas anteriormente mostraram que o 

escoamento deslizante sobre turbilhões é composto, no caso mais geral, por uma região de 

escoamento monofásico (água) e uma região com escoamento bifásico (ar-água). Os efeitos 

da aeração do escoamento assumem grande importância quando se pretende utilizar uma 

estrutura hidráulica desse tipo. Como exemplo, pode-se mencionar que as profundidades do 

escoamento aumentam e há o movimento de numerosas gotas de água no ar. Portanto, a altura 

dos muros laterais deve ser suficiente para conter o líquido. A porção monofásica no 

escoamento é mais suscetível à cavitação do que a bifásica. Junto à parte superior dos 

espelhos o campo de pressões pode ser formado por valores negativos e, em alguns casos, 

desencadeia-se um processo de formação de bolhas de gases, antes dissolvidos na água, ou até 

mesmo bolhas de vapor de água. O colapso dessas cavidades ocorre por um processo de 

implosão, sendo liberada grande quantidade de energia. Diferente do escoamento monofásico, 

a mistura se comporta sob a influência do efeito de compressibilidade do ar de tal maneira que 

a compressibilidade da mistura é capaz de absorver o colapso das bolhas. Deste modo, a 

entrada de ar no escoamento pode ser vista como benéfica em relação à cavitação. Outro 
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fenômeno de grande relevância vinculado à presença de bolhas de ar no escoamento é a troca 

de gases através da interface ar-água das bolhas. Finalmente, cabe mencionar que o ar 

presente na água reduz a resistência oferecida ao escoamento, como discutido na seção 

correspondente ao fator de resistência. 

 

Aspectos físicos do escoamento 

Descrições relativas aos escoamentos em vertedores lisos possuem alguns aspectos em 

comum com aquelas apresentadas para estruturas em degraus. A região inicial do escoamento 

é composta apenas por água (1 – Figura 2.16), com uma superfície livre aparentemente lisa. A 

partir da posição onde a espessura da camada limite coincide com a profundidade do 

escoamento, define-se o ponto de início da aeração (ver Figura 2.16). É nesta posição que os 

efeitos originados no fundo podem ser percebidos na superfície, tornando-a bastante irregular 

e contorcida. A jusante do início da aeração, desenvolve-se um campo de fração volumétrica 

de ar C(xi,t) cuja evolução espacial em x1 (coordenada longitudinal) é crescente desde a 

superfície até o fundo, como ilustrado na Figura 2.16. 

O padrão geral descrito no parágrafo anterior também é observado em vertedores em 

degraus de barragens e modelos físicos utilizados em laboratórios. Adicionalmente, deve-se 

incluir em tal descrição o transporte de ar sob a forma de bolhas até os contornos sólidos dos 

degraus. Entretanto, canais curtos com entradas laterais ou em queda livre, como aqueles 

existentes em sistemas de drenagem, normalmente operam com escoamentos aerados desde 

posição inicial. Quando se inicia a aeração, há uma evolução espacial dos perfis de fração de 

vazios, isto é, para valores médios (temporais) de C, denotados por *C , existe uma função 

)x,x(*C 21 , assumindo a hipótese de escoamento bidimensional. A partir de uma determinada 

posição x1 o equilíbrio é estabelecido de tal maneira que )x(*C*C 2 . Trabalhos como os de 

Straub e Anderson (1958), Keller et al. (1974), Cain e Wood (1981) e Wood et al. (1983) 

apresentaram resultados coerentes com as descrições acima, atrelados aos escoamentos em 

vertedores lisos. A Figura 2.16b é a situação clássica apresentada por Keller et al. (1974). 
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Figura 2.16 – Escoamento deslizante e suas regiões 

Fonte: (b) Keller et al. (1974) 

 

Um dos primeiros trabalhos que descreveram aspectos semelhantes entre escoamentos 

em canais lisos e em degraus foi o de Sorensen (1985), que contém uma ilustração indicando 

o ponto de início da aeração e uma referência ao fato da superfície livre ser lisa antes desse 

ponto (Fig. 2.17a). Peyras, Royet e Degoutte (1992) estudaram o escoamento em canais em 

degraus formados por gabiões e, no item correspondente ao escoamento skimming flow, 

destacaram a Figura 2.17b, que contém o ponto de início da aeração, assim como o trabalho 

de Sorensen (1985). 
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(b) 

Figura 2.17 – Ilustrações do escoamento sobre fundo em degraus. 

Fonte: (a) Sorensen (1985, p.1467) e (b) Peyras et al. (1992, p.712). 
 

A imagem apresentada na Figura 2.17b destaca a existência de rolos a jusante da 

posição de início da aeração. Estudos experimentais mostram que a distribuição de ar no 

escoamento alcança as cavidades abaixo do pseudo-fundo, onde há grandes turbilhões 

mantidos pelo escoamento principal. Alguns exemplos são os trabalhos de Chamani e 

Rajaratnam (1999, p.363) e Ohtsu, Yasuda e Takahashi (2001, p.522). 
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Início da aeração 

Grande parte dos trabalhos relacionados ao início da aeração em vertedores lisos e em degraus 

define tal posição como aquela na qual a espessura da camada limite () é igual à 

profundidade do escoamento (hA). Bauer (1954), com base em estudos experimentais 

correspondentes a vertedores lisos, propôs a seguinte equação: 

 
135,0

s

s

x
0254,0
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         (2.77) 

 

em que xs = um comprimento (para vertedores controlados por comportas, por exemplo, xs foi 

definido por Cain e Wood (1981) como a distância, paralela ao fundo, desde a superfície livre 

até o ponto de início da aeração, tendo como referência a superfície livre no início da aeração) 

e  = rugosidade absoluta equivalente. 

Cain e Wood (1981), assumindo como válida uma lei de potência para a distribuição de 

velocidades (dada pela equação 2.78) e a equação 2.79 para representar o crescimento da 

camada limite, obtiveram a equação 2.80. 
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em que c1, c2 e n são parâmetros de ajuste dos modelos, u = u(y) e U = velocidade do 

escoamento potencial. F* é uma forma do número de Froude, definida em termos da 

rugosidade, como apresentado a seguir. 

 





seng

q
F

3
*           (2.81) 

 

Wood et al. (1983) comentam que os resultados de diferentes aproximações teóricas de 

Keller e Rastogi (1977) conduziram à equação 2.82 (K é uma função aparentemente 

independente do ângulo ). Considerando n = 6,3 (Cain e Wood, 1981) e comparando as 

equações 2.80 e 2.82, Wood et al. (1983) obtiveram c1 = 0,10 e c2 = 0,82K
-1,4

. Considerando 

uma variedade de dados apresentados por Keller e Rastogi (1977), Wood et al. (1983), com 
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análise de regressão múltipla, obtiveram a equação 2.83. Esta equação possibilita o cálculo da 

posição de início da aeração (LA), medida desde o início da curva que define a crista padrão. 

Os referidos autores também desenvolveram uma equação para a espessura da camada limite 

(Eq. 2.84). Nesta equação, observa-se a dependência em relação à energia total a montante 

(Hs na entrada do canal) em relação ao ponto de início da aeração. 
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Observa-se que o conjunto de equações apresentado anteriormente permite que a 

posição de início da aeração seja calculada, assim como a profundidade em tal posição. Nota-

se que a equação 2.83 inclui o ângulo de inclinação do canal, além de F*. Algumas propostas 

para vertedores em degraus seguem formas similares a este conjunto de equações. O U.S. 

Army Corps of Engineers (1977, 1990, p.9) sugeriu a seguinte relação entre hA/LA e LA/: 
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          (2.85) 

 

Tozzi (1992) propôs o uso da equação anterior desde que  seja substituído pela altura 

de rugosidade (k = scos). Em seu trabalho, ele comparou os resultados obtidos com este 

modelo utilizando os pontos experimentais publicados por Sorensen (1985) e concluiu que a 

relação entre os valores experimentais e os calculados por ele variou entre 1,12 e 1,38. Os 

dados de Sorensen (1985) e Tozzi (1992) podem ser vistos na Figura 2.18a. É interessante 

notar que ao multiplicar os dados de Tozzi por 1,25, os pontos se aproximam da reta de 45º, 

como ilustrado na Figura 2.18b. 
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(a) (b) 

Figura 2.18 – Comparação entre os resultados de Sorensen (1985) e Tozzi (1992): (a) Dados apresentados por 

Tozzi (1992) e (b) Dados com os valores de Tozzi (1992) modificados por um fator 1,25. 

 

 

Matos (1999) obteve as equações 2.86 e 2.87 para canais em degraus com  = 53º. 

Nota-se certa semelhança entre a equação 2.86 (válida apenas para uma inclinação) e a 

equação 2.83. Assim como indicado por Tozzi (1992), a rugosidade absoluta equivalente deu 

lugar à altura de rugosidade, inclusive na definição de Fr
*
. 
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Chamani (2000) conduziu um estudo experimental em modelos físicos com B = 0,3 m, 

l/s = 0,6 e l/s = 0,8 e para vazões entre 21 e 62 L/s. Com os seus dados experimentais, 

Chamani (2000, p.66) obteve a seguinte equação: 
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         (2.88) 

 

Povh (2000, f.81-87, 97-99) estudou o escoamento em um modelo físico com 1V:0,75H 

e s = 2,4 cm. As suas observações o levaram a definir quatro posições relacionadas ao início 

da aeração. A primeira é identificada como “aeração da superfície livre da água”, onde o 

perfil da superfície livre apresenta oscilações decorrentes da aeração (utiliza-se a variável L1/k 

ou L1/k). A segunda é a “aeração intermitente dos degraus”. O autor explica que há uma 

região de separação a jusante do espelho de cada degrau, tendo o mesmo notado a presença 

dos grandes turbilhões por meio das bolhas de ar incorporadas ao movimento (L2/k ou L2/k). 
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Em seguida, Povh verificou a ocorrência de grandes turbilhões de forma contínua, 

denominando tal região como “aeração contínua dos degraus” (L3/k ou L3/k). A quarta e 

última região corresponde ao escoamento totalmente aerado ao longo da profundidade (L4/k 

ou L4/k). A Figura 2.19, apresentada a seguir, ilustra o comportamento dos dados 

experimentais desse autor. 

 

 
Figura 2.19 – Quatro posições de início da aeração 

Fonte: Povh (2000) 
 

 

Chanson (2002, p.147-148), após analisar dados experimentais de diferentes autores, 

obteve equações semelhantes às propostas por Wood et al. (1983). Nota-se que as equações 

2.83 e 2.89 possuem os mesmos expoentes. 

 
713,0*

r
0796,0A F)sen(719,9

k

L
         (2.89) 

 
592,0*

r
04,0A F)sen(4034,0

k

h          (2.90) 

 

Estas equações foram obtidas para  entre 20º e 55º. É interessante notar que, ao combinar as 

equações 2.83 e 2.84, com Hs/LA = sen e  = hA, obtém-se a equação 2.91. Uma forma 

semelhante a esta foi citada por Chanson (1993). 
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        (2.91) 

 

Boes (2000, p.124) definiu o ponto de início da aeração no fundo como a posição a 

partir da qual a fração de vazios no pseudo fundo é igual a 0,01. Este autor utilizou um 

modelo físico com entrada sob pressão ao invés de uma entrada livre. Com o intuito de 

extrapolar os resultados experimentais para estruturas sem comportas na entrada, foi 

empregada a equação da energia entre a seção de início da aeração e a seção com escoamento 
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crítico. Definindo zi’ como a posição de início da aeração, medida na vertical com origem na 

posição de escoamento crítico, o referido autor propôs a equação 2.92. Boes (2000, p.122) 

também apresentou equações ajustadas aos dados experimentais que possibilitam calcular a 

profundidade do escoamento na posição de início da aeração definida por ele (equações 2.93 e 

2.94). A equação 2.93 fornece profundidades equivalentes (apenas água) e a equação 2.94 

profundidades da mistura (90 indica uma fração de vazios média igual a 0,9). 
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Boes e Hager (2003b, p.665-666), utilizaram dados de Boes (2000) e de outros autores 

em conjunto com a metodologia citada anteriormente. Como resultados, os referidos autores 

obtiveram as seguintes equações: 
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Sanagiotto (2003) estudou o escoamento em um modelo físico com 1V:0,75H, degraus 

com alturas entre 3 cm e 9 cm e s/hc entre 0,0814 e 0,894. Com o intuito de prever os valores 

de LA e hA, Sanagiotto (2003) desenvolveu as equações 2.97 e 2.98 (válidas para 

50º53,13º). 
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Dai Prá (2004, p.90-91) estudou o escoamento em um modelo com  = 45
o
 e concluiu 

que a equação 2.98, apresentada por Sanagiotto (2003), pode ter sua faixa de aplicação 
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estendida, com extremo inferior igual a 45º. O ponto de incipiência da aeração foi 

representado por este autor através da seguinte equação: 
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         (2.99) 

 

É natural esperar que diferentes condições de entrada em um canal propiciem 

desenvolvimentos diferentes dos campos de velocidade, pressão, etc. Chanson (2006) resumiu 

uma série de estudos experimentais e destacou as diferentes geometrias empregadas pelos 

pesquisadores em seus modelos físicos. Nesse trabalho, o referido autor apresentou dois pares 

de equações para LA e hA. O primeiro corresponde aos vertedores em degraus sem comportas 

(equações 2.100 e 2.101) e o segundo aos vertedores controlados por comportas (2.102 e 

2.103). Para o desenvolvimento de tais equações, Chanson (2006) empregou modelos 

semelhantes às equações 2.78 e 2.79. 
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em que “uc” indica que não há comporta, “pi” representa a condição “pressurizado na 

entrada”, Frpi = número de Froude em termos das grandezas de entrada (Hpi = abertura da 

comporta e V = q/Hpi). 

Arantes (2007) utilizou recursos numéricos e computacionais para obter resultados com 

as equações de Navier-Stokes médias de Reynolds e um dos modelos de turbulência de 

tensões de Reynolds. Entre os seus resultados, o autor avaliou o desenvolvimento da camada 

limite e relações entre os adimensionais hA/LA e LA/k, tendo encontrado boa concordância 

com os resultados experimentais de Tozzi (1992). 
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Fração de vazios 

Uma importante variável que faz parte do conjunto de grandezas de campo que caracterizam o 

escoamento em canais lisos e em degraus é a fração de vazios. Trata-se de uma fração 

volumétrica de ar, denominada em alguns textos como concentração de ar, embora seja uma 

grandeza adimensional. Sendo “Vol” a variável volume, define-se a fração de vazios por meio 

da seguinte relação: 

 

águaar

ar

VolVol

Vol
C


          (2.104) 

 

Deve-se destacar que C é um campo escalar, para o caso mais geral, C(xi,t). Outras definições 

associadas foram apresentadas anteriormente. Define-se a fração de vazios média por meio da 

seguinte igualdade: 
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Figura 2.20 – Evolução espacial de )x,x(*C*C 21 . x1 é paralelo a *C . 

 

Observa-se que )t,x(*C i  conserva a característica de campo escalar tridimensional e não 

estacionário, mas agora com um valor médio entre os valores instantâneos. Assumindo a 

condição de regime permanente e bidimensional, escreve-se )x,x(*C*C 21 , como ilustrado na 

Figura 2.20. O termo fração de vazios média ou concentração média de ar também é utilizado 

para indicar um valor médio obtido a partir de um perfil )x(*C 2 . Neste caso, escreve-se: 
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em que 
*C

h  é a profundidade da mistura correspondente a um valor de *C . 

A mistura ar-água é composta por bolhas de ar presentes no escoamento, gotas de água 

junto à superfície livre e volumes de ar circundados por estruturas deformadas de água que 

compõem a superfície livre. Em muitos desenvolvimentos é usual empregar profundidades 

equivalentes apenas de água. Neste texto, h é a letra utilizada para denotar as profundidades 

do escoamento monofásico e, também, para indicar profundidades equivalentes apenas de 

água. Com a hipótese de um campo bidimensional e, sendo o canal retangular com largura B, 

pode-se definir a fração de líquido média no tempo (r1, em que 1 denota a fase 1, isto é, a 

água) da seguinte maneira: 
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Simplificando e integrando em x2, obtém-se a definição para a profundidade equivalente 

apenas de água: 
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As equações 2.106 e 2.107 possibilitam escrever a seguinte relação: 

 

)]x(C1[hh 1*C
          (2.108) 

 

Cabe destacar que o uso de um elemento de volume com dimensões infinitesimais é 

uma alternativa a ser considerada com cuidado. O escoamento é composto por água e bolhas 

com dimensões da ordem de milímetros. Se for utilizado um instrumento capaz de medir a 

densidade através do escoamento por meio de um detector extremamente delgado, é possível 

que os valores médios temporais de C sejam médias calculadas com C = 1 (somente ar), C = 0 

(somente água) e 0 < C < 1 (detectados na interface ar-água das bolhas). Levando em conta a 

possibilidade de haver posições dominantes para as bolhas, o valor médio de C pode resultar 

muito próximo de 1 se a posição do detector coincidir com a posição com maior densidade de 

probabilidade de encontrar uma bolha. O contrário também é possível. De outro modo, 

selecionando um volume finito, com dimensões da ordem de alguns diâmetros das bolhas, ao 
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medir o número de bolhas presentes em tal volume em função do tempo e o volume de ar 

correspondente, pode-se saber qual a fração de vazios média no volume. 

Diez-Cascon et al. (1991, p.25), sugeriram que a fração de vazios média em um 

vertedor em degraus pode ser avaliada por meio da equação 2.109, desenvolvida pela ASCE 

(1961), para canais lisos. 
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         (2.109) 

 

A vazão específica q deve ser utilizada com a unidade de acordo com o S.I. 

Chamani e Rajaratnam (1999a, p.367) utilizaram uma sonda como aquela desenvolvida 

por Lamb e Killen (1950) para medir a fração de vazios. Essa sonda utiliza um volume de 

amostragem cúbico, com lados iguais a 10 mm. Estes pesquisadores verificaram que a 

equação 2.109 deve ser modificada para a seguinte forma: 
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A vazão específica deve ser utilizada em L/(sm) e o termo entre colchetes deve estar no 

intervalo 0,2 – 0,27, aproximadamente. 

Matos e Quintela (1995a) e Matos (2000) apresentaram dados de diferentes autores 

(Diez-Cascon et al., 1991; Tozzi, 1992; Lejune, Lejune e Lacroix, 1994; Chamani e 

Rajaratnam, 1999) correspondentes a fração de vazios média em função do adimensional 

Hdam/hc. Os dados experimentais mostraram que, para Hdam/hc > 30, a variação da fração de 

vazios média é muito pequena, podendo-se considerar a ocorrência do escoamento uniforme. 

Os resultados desses autores indicam também que a equação de Hager (1991, p.531) para 

calhas lisas, equação 2.111, fornece um valor próximo do valor de equilíbrio ( uC ) encontrado 

experimentalmente, embora alguns pontos estejam situados abaixo de 63% (para 1V:0,75H). 

A equação 2.112, apresentada por Matos (2000), ilustra o comportamento mencionado. 
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Válida para 10<Hdam/hc<100 e 1V:0,75H. 
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Povh (2000) mediu as alturas conjugadas de ressaltos estabelecidos na bacia de 

dissipação a jusante de um modelo físico de um vertedor em degraus. Com o uso da equação 

2.113, o autor calculou profundidades teóricas não aeradas. Tais resultados permitiram 

calcular valores para a fração de vazios média. Como resultado, Povh (2000) apresentou a 

equação 2.114 (com q em m
2
/s). Posteriormente, Povh e Tozzi (2001) apresentaram uma 

equação semelhante à 2.112. Eles analisaram dados de Diez-Cascon et al. (1991), Tozzi et al. 

(1996), Povh (2000) e Matos (2000) e, como resultado, apresentaram a equação 2.115, que 

corresponde à envoltória dos dados. 
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Boes (2000) e Boes e Hager (2003b) dedicaram-se ao estudo experimental e ao 

estabelecimento de metodologias para o cálculo de frações de vazios em vertedores em 

degraus. O conjunto de equações apresentadas por Boes e Hager (2003b) auxilia na previsão 

de: (1) Fração de vazios média como função da distância vertical (equação 2.116); (2) Fração 

de vazios média no regime uniforme (equação de Hager, 1991 – Eq. 2.111); (3) Fração de 

vazios na posição de início da aeração (equação 2.117); (4) Fração de vazios no pseudo-fundo 

(equação 2.118). 
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Validade: 26º    55º ( em graus). As equações estão escritas em termos de adimensionais 

definidos como: Zi = (z-zi
’
)/hc e Xi = (x-LA)/hA, em que: z = eixo vertical, positivo para baixo 

e com origem na crista padrão; zi
’
 = posição correspondente a LA e x = eixo orientado no 

sentido do escoamento e com origem na soleira. 
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Ohtsu, Yasuda e Takahashi (2004, p.867) apresentaram uma formulação empírica para a 

concentração média de ar na região de escoamento quase-uniforme. O trabalho desses 

pesquisadores mostra que esta variável depende do ângulo de inclinação do canal como 

previsto pela equação de Hager (1991), válida para canais lisos, e do adimensional s/hc, como 

pode ser visto a seguir: 
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D é igual a 0,3 para 5,7º19º e 0,1s/hc (desde que o escoamento seja deslizante sobre 

turbilhões). Se 19º55º e 0,1s/hc, D é calculado com a seguinte equação (com  em 

graus): 

 
2224 10.57,310.14,210.0,2D          (2.120) 

 

 

Modelos para a distribuição de fração de vazios 

1) Modelo de Straub e Anderson (1958). 

Straub e Anderson (1958) desenvolveram um trabalho hoje considerado “clássico” sobre o 

comportamento de escoamento bifásicos do tipo ar-água em canais lisos. Eles identificaram 

duas regiões correspondentes ao perfil de concentração. A primeira, denominada região 

interior, consiste em uma mistura de bolhas em água dominada pela turbulência. A segunda 

região, denominada região exterior, corresponde à mistura heterogênea de gotas e volumes de 

água ejetados da superfície. A fronteira entre as duas regiões de Straub e Anderson é definida 

no ponto de inflexão do perfil, para 0x/*C
t2 hx

2
2

2 


. Para a região interior, a equação 

proposta por estes pesquisadores é: 

 

*

r

u4,0

v

2t

2
t

xh

x
)2/h(*C*C


















         (2.121) 

 

Para a região exterior, o modelo proposto por eles tem a seguinte forma: 
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em que vr = velocidade de ascensão das bolhas, u* = (0/)
1/2

 = velocidade de cisalhamento,  

= constante de proporcionalidade e h’ = distância média das partículas projetadas além de x2 = 

ht. 

 

2) Modelo de Wood (1984). 

Wood (1984) elaborou um modelo matemático com o intuito de prever a distribuição de 

fração de vazios em escoamentos sobre vertedores lisos e completamente desenvolvidos. 

Fundamentado na equação de conservação de massa, foi proposta a seguinte equação 

diferencial: 

 

  



 cosw)*C1()*C1(

x
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       (2.123) 

 

em que  = difusividade da densidade média (assumida como constante) e wf está relacionado 

ao comportamento da velocidade da água em x2 e pode ser modelado com a seguinte relação 

(válida até x2 = h90): 

 

*Cxw 2f            (2.124) 

 

Combinando as equações anteriores e integrando, obtém-se: 

 

]}cos)h/x('Gexp['B/{'B*C 2
902         (2.125) 

 

Nota-se que surgiram duas constantes: B’ e G’. A condição h90 permite obter uma relação 

entre as constantes e a fração de vazios média na seção transversal, fornecendo mais uma 

equação: 

 

)cos'Gexp(9'B           (2.126) 

 



90h

0

2
90

dx*C
h

1
C          (2.127) 

 

É interessante notar que modelo de Wood (1984) não apresenta a descontinuidade 

encontrada na proposta de Straub e Anderson (1958). 

 

3) Modelo de Chanson (1996). 

Seguindo procedimentos fundamentados em argumentação física e equações de conservação, 

Chanson (1996) propôs um novo modelo matemático para perfis de fração de vazios. A 

primeira equação apresentada por Chanson (1996) possui a forma da equação de conservação 
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de massa de uma espécie em escoamento, escrita em termos de grandezas médias e com a 

hipótese de Boussinesq (já que contém uma difusividade turbulenta): 

 

arqdiv*C
Dt

D
          (2.128) 

 

O segundo membro da equação é o divergente do fluxo de ar, definido como: 

 

rtar v*C*CDq           (2.129) 

 

Dt é a difusividade turbulenta e vr a velocidade de ascensão das bolhas de ar (um vetor 

vertical. A sua componente em x2 (eixo perpendicular ao fundo) é vrcos e em x1 (eixo 

paralelo ao fundo e positivo no sentido do escoamento) é -vrsen). A equação 2.128 assume 

que a densidade das bolhas de ar é constante, i.e., os efeitos de compressibilidade são 

desprezíveis. 

Para escoamento bidimensional, a equação da continuidade em coordenadas cartesianas 

é escrita com a seguinte forma (resultado da substituição da equação 2.129 na equação 2.128): 
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em que vr é positiva para cima ao longo de x2 (perpendicular ao fundo),  é o ângulo de 

inclinação do canal e Dxi são as componentes da difusividade turbulenta. Considerando a 

região de equilíbrio do escoamento, a equação 2.130 é simplificada com: 
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       (2.131) 

 

A força de flutuação em um corpo submerso é igual à diferença entre as componentes 

verticais de pressão que atuam em suas partes superior e inferior. Para uma única bolha 

subindo com velocidade constante em um fluido calmo, o balanço de forças envolve a força 

de arrasto, força peso e força de flutuação. Desprezando o peso de ar no interior da bolha, a 

velocidade de subida da bolha ao quadrado é proporcional ao gradiente de pressão: 
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           (2.132) 

 

No escoamento bifásico ar-água, a pressão local e o gradiente de pressão em qualquer 

posição x2 é (Chanson, 1996, p.296): 
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A densidade local a mistura ar-água é = (1-C)+arC, tendo sido desprezado o termo 

que envolve a densidade do ar. Considerando a velocidade de subida da bolha submetida a um 

gradiente de pressão hidrostático (i.e., p/x2= gcos), a velocidade de ascensão da bolha 

em um fluido com densidade (1-C) é: 
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em que “hid” indica que vr é a velocidade da bolha em um gradiente de pressão hidrostático. 

Substituindo a equação 2.135 na equação 2.131, tem-se: 
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Dt é a difusividade na direção normal à direção do escoamento (Dt=Dx2) e a velocidade (vr)hid 

é considerada constante. Em termos adimensionais, obtém-se: 
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A primeira integração desta equação resulta em: 
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No desenvolvimento seguinte é considerada apenas a solução para “constante = 0”. 
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Assumindo turbulência homogênea perpendicular ao escoamento, a integração da equação 

anterior conduz ao seguinte resultado: 
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Nesta equação K’ é uma constante de integração. Pode-se escrever: 
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Nota-se que a fração de vazios é função de dois parâmetros constantes: K’ e D’. Uma relação 

entre D’e K’ é deduzida a partir da condição de contorno h90 (y’=1): 
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          (2.142) 

 

Se a difusividade é desconhecida, pode-se utilizar a concentração média de ar: 
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Isto produz: 
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Aqui termina a apresentação do modelo de Chanson (1996).■ 

Comparações realizadas por Matos (1999) revelaram uma boa concordância entre o 

modelo de Wood (1984) e perfis experimentais, apesar daquele modelo ter sido concebido 

sem levar em conta a existência de degraus. Boes e Hager (2003, p.667) comentam que o 

modelo de Chanson (1996) apresentou boa concordância com os pontos experimentais, exceto 

para pequenos valores de y’. Alguns pontos experimentais destes autores foram apresentados 

em comparação ao modelo de Chanson (1996) por Simões (2008, p.83). Arantes (2007) 

comparou os seus resultados numéricos com os dois últimos modelos apresentados e 

encontrou melhores concordâncias com a proposta de Wood (1984). 
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2.6.4 Cavitação e campo de pressões 

O surgimento de uma segunda fase sob a forma de bolhas preenchidas por gases no interior de 

um líquido é denominado cavitação. Se a bolha surgir devido à presença de uma substância 

com composição química diferente daquela do líquido, denomina-se cavitação gasosa. De 

outro modo, se o aparecimento da bolha ocorrer devido à mudança de fase do líquido, define-

se a cavitação como vaporosa. É importante destacar que, diferente da ebulição, a cavitação 

ocorre sem o aquecimento do líquido. Para que as bolhas sejam formadas, deve haver no 

campo de pressões zonas com ocorrências de valores suficientemente baixos. 

De uma forma geral, acredita-se que as bolhas formadas nas zonas de baixa pressão 

entram em colapso em regiões onde a pressão não é suficiente para sustentar a existência das 

mesmas. Esse colapso é muito rápido e produz um pulso local de pressão de grande valor. Se 

o colapso ocorrer junto à superfície sólida, é esperado que ela seja deteriorada devido aos 

esforços originados durante a implosão. Rayleigh (1917) desenvolveu um exemplo numérico 

cujo resultado demonstra que a pressão interna nos últimos estágios do colapso de uma bolha 

de vapor de água é 1260 vezes maior do que a pressão do fluido em um ponto afastado da 

interface vapor-água da bolha. Com números tão elevados, os efeitos do fenômeno sobre 

superfícies sólidas que compõem estruturas hidráulicas são altamente destrutivos, como 

ilustra a Figura 2.21. Pinto (1988, p.84) menciona que o colapso das bolhas pode ser 

acompanhado de pressões próximas de 7000 a 70000 kg/cm
2
 e, se a implosão ocorrer a cerca 

de 1,0 mm da superfície sólida, as tensões sobre o contorno não causam prejuízos. 

 

 

 
Figura 2.21 – Desgastes provocados pela cavitação. Em concreto: (a-d) Barragem Keban (e) Barragem 

Dworshak; (e) superfície de aço. Fonte: (a-d) Aksoy e Ethembabaoglu (1979, p.373); (e) Regan, Munch e 

Schrader (1979, p.190); (b) Rotor utilizado para ilustrar o desgaste provocado pela cavitação – EESC – USP. 
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O crescimento de uma bolha de vapor decorrente do fenômeno de cavitação vaporosa é 

favorecido pela existência de um núcleo. Esse núcleo pode ser sólido ou uma pequena bolha 

de gás presente no escoamento. Em um experimento realizado por Harvey, McElroy e 

Whiteley (1947, p.162), constatou-se que a presença de núcleos na água propiciava o 

surgimento de cavitação para velocidades menores que 3 m/s. Ao retirar possíveis núcleos e 

superfícies hidrofóbicas, os autores conseguiram a formação inicial de cavidades com 

velocidades muito superiores, atingindo 37 m/s. Os mesmos autores propuseram que a 

existência de núcleos de gás em pequenas cavidades sobre superfícies sólidas ou em partículas 

de poeira existentes na água podem atuar como núcleos. Deste modo, exceto em situações 

controladas ou elaboradas com critérios específicos, há uma grande chance de haver núcleos 

que propiciem a cavitação em estruturas e partes móveis utilizadas em hidráulica. Em uma 

superfície de concreto, a existência de irregularidades contribui para a formação de núcleos e 

acelerações locais elevadas. Sendo o cimento a parte menos resistente do concreto é esperado 

que a sua deterioração ocorra antes. Desta forma, o fenômeno é intensificado com o aumento 

das irregularidades superficiais em função da exposição dos agregados e, em seguida, do aço. 

 

Equação de Rayleigh (1917) 

Rayleigh (1917) utilizou princípios básicos de conservação e algumas hipóteses com o intuito 

de descrever a evolução de uma bolha esférica. As hipóteses utilizadas na dedução podem ser 

enunciadas da seguinte maneira: (1) A bolha é formada por moléculas iguais às do líquido na 

fase vaporosa; (2) A pressão de vapor na bolha não é função do raio; (3) O líquido é 

incompressível; (4) O movimento considerado é radial para ambas as fases; (5) Os efeitos 

viscosos são desprezíveis; (6) A bolha é esférica; (7) Não há transporte de massa através da 

interface; (8) O fluido é newtoniano. Com tais considerações, a equação da continuidade e a 

equação de Navier-Stokes, em coordenadas esféricas, assumem as seguintes formas: 
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         (2.146) 

 

em que r = raio; v = velocidade; p = pressão;  = massa específica do líquido e t = tempo. 

Em uma posição muito distante da bolha, define-se p(∞,t) = p∞. Sendo pi a pressão 

interna da bolha, pe a pressão externa e  a tensão superficial, a segunda lei de Newton pode 

ser aplicada, resultando em: pi - pe = 2/R. Em palavras, a diferença entre as pressões é 

compensada pela força devida à tensão superficial para que a bolha permaneça em equilíbrio. 
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O uso desta igualdade permite escrever a segunda condição de contorno da equação de 

Rayleigh: p(R,t) = pv-2/R (pv = pressão de vapor, no interior da bolha e, p(R,t) = pressão 

imediatamente fora da bolha). Com essa consideração, observa-se que a bolha possui paredes 

muito delgadas em relação ao seu raio. Integrando a equação da continuidade, vem 
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         (2.147) 

 

O uso da equação anterior na parede da bolha (r = R) fornece o seguinte resultado: 

 

)t(FRR 2            (2.148) 

 

em que R)t,R(vr
 . 

Com este resultado e a equação 2.147 é possível expressar a velocidade em qualquer posição 

radial do líquido (vr) através da seguinte formulação: 
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Substituindo a equação 2.149 na equação 2.146, obtém-se: 

 

dr

dp1

r

2
RR

r

R
R

r

R
R

r

R2
3

22
22

2

2 















































        (2.150) 

 

Integrando, o resultado é: 
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A função que aparece em conseqüência da integração pode ser encontrada com a condição de 

contorno p(∞,t) = p∞, resultando em: 
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Com a segunda condição de contorno, obtém-se a equação de Rayleigh: 
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É interessante notar que o conjunto de hipóteses e desenvolvimentos que culminaram na 

equação anterior foi capaz de reduzir o sistema não linear de EDP’s em uma EDO não linear 
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cuja solução é uma função que descreve o comportamento do raio da bolha com o tempo. A 

equação também pode ser expressa com variáveis adimensionais: 

 






 































dT

d
R

Rdt

dR
R

dT/dt
R

Tt
R

/tT

Rd/dRRRR/R

03
0

3
0

3
0

3
0

000

 

 

Substituindo-os na equação 2.153, obtém-se: 
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Equação de Rayleigh-Plesset 

Plesset (1949) deduziu uma equação semelhante à de Rayleigh. Em seus desenvolvimentos, a 

pressão no interior da bolha (pB) não é simplesmente a pressão de vapor, sendo dependente do 

tempo, os efeitos viscosos foram considerados e a temperatura no interior da bolha também. 

Com  igual à viscosidade cinemática da fase líquida, a equação de Reyleigh-Plesset assume a 

seguinte forma: 
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Detalhes sobre a dedução podem ser encontrados em Brennen (1995). 

 

Sobre a implosão da bolha 

 

As teorias apresentadas anteriormente (equações de Rayleigh e Rayleigh-Plesset) contêm uma 

hipótese fundamental que não corresponde bem à realidade física. Trata-se da geometria 

esférica e desaparecimento da bolha. 

Knapp, Daily e Hammitt (1970, p.344) e Falvey (1990) separam as possibilidades de 

colapso em diferentes grupos. Seguindo a divisão apresentada por Falvey (1990), ilustrada 

pela Figura 2.22, o primeiro grupo de eventos leva em conta o colapso de uma bolha em um 

líquido em repouso. O volume da bolha diminui com o tempo até atingir um valor mínimo 

(fim do primeiro colapso). Em seguida, o volume da bolha aumenta com o tempo, embora não 

alcance o valor inicial, e diminui em seguida. Neste segundo estágio o crescimento da bolha é 

acompanhado de uma onda de choque esférica, como ilustrado na Figura 2.22a. O termo em 

inglês rebound é utilizado para denotar os numerosos ciclos que podem ocorrer. O segundo 

grupo expõe a análise do colapso de uma bolha submetida a um gradiente de pressões. A 
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bolha, inicialmente esférica, é distorcida assumindo a forma aproximada de uma semiesfera 

oca. A parte inferior da esfera é então a porta de entrada para um jato de água com alta 

velocidade, como ilustrado na Figura 2.22b. A estrutura seguinte indicada pelo autor é uma 

formação toroidal. O terceiro grupo é um pouco mais complexo, pois inclui a existência de 

um contorno sólido junto ao colapso. O primeiro colapso é semelhante ao descrito para o 

segundo grupo. Após o instante em que há formação do toro, passam a existir duas ondas de 

choque esféricas, o surgimento de uma bolha maior e a propagação de uma onda secundária e 

uma primária. Finalmente, o último grupo considera o colapso de um aglomerado de bolhas, 

como ilustrado na Figura 2.22d. Nota-se a formação de ondas de choque, assim como nos 

casos anteriores. 

O trabalho de Ellis (1953) contém imagens interessantes que ilustram distorções bolhas 

durante o colapso em diferentes situações. Estudos realizados por Frost (1985) mostraram que 

uma bolha inicialmente esférica é convertida em uma bolha cuja superfície é formada por 

numerosas estruturas menores. Há uma distorção considerável em relação à esfera, como 

ilustrado na Figura 2.23. Suslick (1989), citado por Pfister (2008, p.16), também apresenta 

uma fotografia interessante de uma forma toroidal estabelecida durante o colapso. 

 

 

 
Figura 2.22 – Diferentes estágios do colapso 

Fonte: Adaptado de Falvey (1990, p.9) 
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Figura 2.23 – Bolha de éter em glicerol antes do colapso (a) e após o primeiro colapso (b). 

Fonte: Frost (1985, p.64) 

 

As forças decorrentes da cavitação podem ser exploradas em aplicações benéficas. Um 

interessante exemplo encontrado na natureza é o camarão de estalo (Alpheus heterochaelis). 

Esse animal marinho produz um jato de alta velocidade ao fechar uma de suas garras em um 

tempo muito pequeno. Imagens obtidas por Versluis et al. (2000, p.2115) com uma câmera de 

alta velocidade (40.500 fps) mostram a formação e desaparecimento da cavidade. Esses 

autores mediram as pressões nas proximidades do animal e verificaram que o colapso da 

bolha corresponde a um pico extremamente elevado de pressão, capaz de atordoar presas, 

oponentes territoriais, quebrar vidros de aquários e gerar imagens espúrias em sonares de 

submarinos. O ser humano tem utilizado a cavitação de diferentes formas, como, por 

exemplo, para limpeza ultra-sônica, realizações de cortes com água, para a desinfecção da 

água e para a geração de luz (sonoluminescence). Um exemplo recente é o uso da formação e 

colapso de bolhas com o intuito de produzir trabalho (Schulz et al., 2011). 

 

Número adimensional para cavitação 

O número adimensional empregado nos estudos sobre cavitação é o número de Euler e pode 

ser definido, de uma forma geral, como: 
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           (2.156) 

 

Nesta definição c é denominado também como número de cavitação ou de Leroux, p é uma 

pressão absoluta em um ponto de estudo no líquido e V é uma velocidade de referência. A 

partir da definição contida na equação anterior é possível encontrar variados tipos de números 

adimensionais de cavitação. Como exemplo, pode-se citar o coeficiente de cavitação de 

Thoma (Porto, 2006, p.158). Pfster, Hager e Minor (2006a,b) definiram um coeficiente de 
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cavitação para vertedores em degraus. Esses autores utilizaram como referência a seção 

transversal onde há o início da aeração e definiram o número da seguinte forma: 
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          (2.157) 

 

em que hpi = carga devida à pressão no fundo, hv = carga correspondente à pressão de vapor e 

ha = valor correspondente à pressão atmosférica. A velocidade vwi é calculada com a 

profundidade equivalente apenas de água na seção de início da aeração. 

 

Raio crítico de uma bolha em equilíbrio 

É possível definir um raio crítico para uma bolha estática que contém vapor e gás. 

Empregando mais uma vez a hipótese de bolha esférica, o seu volume gasoso pode ser escrito 

como proporcional ao cubo do raio e a sua massa (gasosa) que, por hipótese, é independente 

do tempo. Portanto, sendo  uma função da temperatura e do gás, a pressão parcial no gás é 

/r
3
. A segunda lei de Newton aplicada a uma bolha esférica assume a seguinte forma: 
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Para uma bolha em equilíbrio a aceleração é nula e a equação anterior permite escrever: 
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A diferença entre a pressão no líquido e a pressão de vapor para a condição de equilíbrio 

está relacionada com o raio da bolha de acordo com a equação anterior. Se esta equação for 

válida, pode-se determinar o raio crítico (rc): 
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A equação precedente pode ser expressa em termos da diferença entre as pressões no 

líquido e a pressão de vapor. É interessante notar que rc>0 e , portanto, deve ser respeitada 

a desigualdade p < pv. 
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De acordo com Knapp, Daily e Hammitt (1970, p.79), as equações 2.160 e 2.161 foram 

obtidas por Blake (1949). Com o intuito de evidenciar os comportamentos previstos pelas 

equações apresentadas neste item, considera-se válido adimensionalizar a equação 2.159 de 

tal maneira que ela assuma a seguinte forma: 
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      (2.162) 

 

Com este resultado fica evidente que a relação entre os adimensionais não depende de  

e . A Figura 2.24 ilustra o comportamento de p*(r/rc). Nota-se que para um mesmo p* 

podem existir dois valores de r/rc. 

 

 
Figura 2.24 – Relação entre os adimensionais da equação 2.162 

 

 

Estudos sobre o campo de pressões 

Se em um modelo físico o número de cavitação aponta para a ocorrência deste fenômeno, um 

protótipo semelhante deverá apresentar o mesmo potencial de cavitação se o seu número de 

cavitação for idêntico ao do modelo. Sendo X o protótipo e Y o modelo físico correspondente, 

esta afirmação conduz ao seguinte resultado: 

 
2
Y

2
XYvXvcYcX V/V)pp/()pp(        (2.163) 

 

Os modelos físicos de vertedores normalmente são construídos seguindo a semelhança 

de Froude. Sendo  a escala geométrica () e utilizando a semelhança de Froude, pode-se 

escrever: 
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Combinando as equações precedentes com a pressão relativa pr = p - pa, obtém-se: 

 

)1(p)1(p)p(p)pp/()pp( varYrXYvXv      (2.165) 

 

Observando o resultado expresso pela equação 2.165, nota-se que pressões relativas 

negativas obtidas em um modelo físico podem levar a diferentes pressões relativas em um 

protótipo quando >1. Essas pressões no protótipo podem ou não assumir valores negativos 

com este critério de extrapolação. Exemplo: Se prY/ = -1,0 mH2O e  = 10, prX/ = 79,9 

mH2O (com pv/ = 0,32 mH2O e pa = 101 kPa). Utilizando um segundo critério, para o qual se 

define prX/prY = , o valor de prX seria igual a -10 mH2O. Se  = 15, a pressão extrapolada 

assumiria um valor incorreto. Apesar deste fato, entende-se que medições realizadas em 

modelos podem fornecer pressões negativas que apontem para o risco de ocorrência de 

cavitação no protótipo. Observa-se, entretanto, a necessidade de mais estudos neste item 

particular. 

Tozzi (1992) realizou medições de pressões nos pisos e espelhos dos degraus em um 

modelo físico com 1V:0,75H. Os seus resultados mostraram a ocorrência de pressões 

negativas na parte superior do espelho e positivas na extremidade final dos pisos. Com o uso 

de transdutores de pressão, o referido autor obteve variações entre -0,5 e 0,4 mH2O. Entre os 

seus resultados, Tozzi apresentou curvas com probabilidade de ocorrência de pressões 

negativas iguais a 1% e 10%. Tais curvas foram obtidas em duas posições ao longo do canal, 

uma monofásica e a outra bifásica. As curvas desenvolvidas relacionam um coeficiente de 

pressão do tipo (pr//[V
2
/(2g)] com h/k. Desta forma, a extrapolação dos resultados deve ser 

feita com a relação prX/prY = . 

Olinger (2001) e Olinger e Brighetti (2004) apresentaram resultados de estudos 

experimentais desenvolvidos em um modelo físico com 1V:0,75H alimentado por uma 

entrada sob pressão. Foram utilizadas três configurações e, a cada uma delas foi associada 

uma escala de transposição calculada com base em um degrau com altura de 60 cm: (1) s = 

12,0 cm com escala 1:5; (2) s = 6,0 cm com escala 1:10 e (3) s = 3,0 cm com escala 1:20. As 

vazões máximas utilizadas nos teses situaram-se entre 0,014 e 0,246 m
3
/s. Os resultados 

obtidos por Olinger (2001) mostraram a ocorrência de pressões negativas nos espelhos dos 

degraus. Estes autores também apresentaram uma metodologia destinada a prever a 

ocorrência da cavitação com base nos valores obtidos no modelo físico e extrapolados de 

acordo com as escalas mencionadas acima. Na avaliação do risco de cavitação nos degraus, 

Olinger (2001) considerou a conclusão obtida por Lopardo et al. (1982) para bacias de 
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dissipação por ressalto hidráulico. Estes autores concluíram que a cavitação em uma bacia de 

dissipação semelhante à estudada por eles pode acontecer se a probabilidade de ocorrência de 

pressões flutuantes sub-atmosféricas atingir 1% em termos de freqüência. 

Chen, Daí e Liu (2002) utilizaram as equações de Navier-Stokes médias de Reynolds e 

o modelo de turbulência k- com o intuito de simular o escoamento em um vertedor em 

degraus. Estes autores mediram as pressões em um modelo correspondente ao simulado e 

obtiveram boa concordância entre os resultados, exceto na posição próxima à superfície livre. 

Alguns critérios relacionados à cavitação indicam o uso de velocidades médias 

máximas. Peterka (1953) constatou experimentalmente que frações de vazios médias junto ao 

contorno sólido próximas de 5% a 8% são suficientes para evitar os danos decorrentes da 

cavitação. Boes e Hager (2003b), com o uso da equação 2.118 e os valores indicados por 

Peterka (1953), encontraram expressões para posições adimensionais críticas Xi (= Xi,c): 

 
3,2

c,i )sen(0,5)05,0(X          (2.166) 

 
3,2

c,i )sen(0,10)08,0(X          (2.167) 

 

Os autores comentam que a distância requerida para que haja uma aeração suficiente no 

pseudo-fundo é muito sensível ao valor da fração de vazios utilizada. Considerando que a 

aeração é mais intensa nos protótipos do que nos modelos, Boes e Hager (2003b) 

recomendam o uso da equação 2.167 para propósitos práticos. Para a região desprotegida pela 

falta de ar, os autores propõem que as velocidades médias não excedam um valor máximo 

igual a 20 m/s. 

Arantes e Porto (2005) e Arantes (2007) simularam o escoamento em vertedores em 

degraus com diferentes configurações. Com uma geometria semelhante a utilizada por 

Olinger (2001), os autores realizaram comparações entre as pressões experimentais e 

numéricas, tendo encontrado bons resultados em relação aos valores experimentais. 

Gomes (2006) realizou experimentos em um modelo físico com 1V:0,75H e com três 

alturas diferentes para os degraus (s = 3 cm, s = 6 cm e s = 9 cm). Após analise estatística dos 

dados obtidos com transdutores de pressão, Gomes (2006) indicou uma vazão específica 

máxima de 15,6 m
2
/s para que não ocorra cavitação. O autor também sugere uma velocidade 

média máxima na seção de início da aeração, igual a 17 m/s. Entre os seus resultados, o 

referido autor apresentou um critério destinado a prever velocidades a partir das quais a 

cavitação pode ocorrer (Vcr). Tal critério é válido para x/LA entre 0,35 e 1,20 e pode ser 

utilizado com a seguinte formulação: 
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  23,0/60,0L/xexp1

91,9
29,16V

A
cr


        (2.168) 

 

A unidade de Vcr é m/s. Esta equação é válida para hc/s  4,09, 48º    58º. 

Amador, Sánchez-Juny e Dolz (2009) obtiveram resultados experimentais 

correspondentes a um modelo com 1V:0,8H. As pressões foram obtidas ao longo dos pisos e 

espelhos dos degraus e, entre os resultados apresentados, encontram-se variações dos 

coeficientes de pressão em função da distância ao longo do vertedor. As definições para os 

coeficientes de pressão utilizados por estes autores incluem o uso de uma pressão média (pm) 

e o rms das flutuações de pressão (p): 

 

)g2/V/()/p(C 2
mp           (2.169) 

 

)g2/V/()/(C 2
p

'
p           (2.170) 

 

A montante do ponto de início da aeração, o valor de Cp’ cresce ao longo do vertedor e, a 

jusante do início da aeração a evolução de ambos os coeficientes mostra uma tendência 

decrescente. 

 

2.7 Tópicos especiais 

Além dos fenômenos e propostas estudadas com maior freqüência é possível encontrar, na 

literatura, contribuições sobre temas mais específicos ligados aos vertedores e canais em 

degraus. Entre tais assuntos, encontram-se os seguintes tópicos: 

1) Canais em degraus com grandes dimensões; 

2) Canais com degraus formados por gabiões; 

3) Características de ressaltos hidráulicos a jusante de vertedores em degraus; 

4) Escoamentos com jatos mergulhantes ou ressaltos submersos; 

5) Recomendações para o projeto da altura dos muros laterais; 

6) Geometria de soleiras com alturas de degraus variadas; 

7) Aeradores de fundo para vertedores em degraus; 

8) Defletor na extremidade final do canal em degraus; 

9) Uso de degraus espaçados; 

10) Degraus inclinados e com soleiras sobre os pisos; 

11) Canais em degraus com muros laterais convergentes; 

12) Uso de degraus pré-moldados; 

13) Comprimento de bacias de dissipação; 

14) Observação sobre a descrição do escoamento aerado em vertedores; 

15) Mecânica dos fluidos computacional e vertedores em degraus; 

16) Reoxigenação da água em escoamento em canais em degraus; 
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A seguir são apresentadas sínteses sobre os temas listados acima. Uma revisão estendida 

sobre alguns temas pode ser encontrada em Simões (2008) e Simões, Porto e Schulz (2009). 

 

1) Canais em degraus formados por rochas 

É usual adotar um ressalto hidráulico como dissipador de energia em uma bacia de dissipação. 

Entretanto, para estruturas muito elevadas, essa alternativa pode não ser viável. Poggi (1949, 

1956) propôs o uso de um canal em degraus com grandes dimensões, sendo que cada degrau 

deve funcionar como uma bacia de dissipação e, em cada uma das extremidades dos degraus, 

deve ser utilizado um perfil WES. O vertedor da barragem Tehri, situada no Vale do Ganges 

do Himalaia Central, por exemplo, possui 218 m de altura e 777 m de comprimento 

(horizontal), aproximadamente (Vittal e Porey, 1987). A Figura 2.25 ilustra uma estrutura 

deste tipo. 

Um segundo exemplo de canal em degraus com grandes dimensões foi apresentado na 

Figura 2.2a, no início desta revisão bibliográfica. Naquele caso, os degraus do vertedor 

canadense são formados por rochas e não possuem perfis desenhados de acordo com as 

recomendações de Scimemi. 

 

 
Figura 2.25 – Canal em degraus com grandes dimensões 

Fonte: Adaptado de Chow (1959) 

 

2) Canais com degraus formados por gabiões 

A idéia de utilizar gabiões para construir um canal em degraus foi apresentada por Stephenson 

(1979), como ilustrado pela Figura 2.26. Em seu estudo experimental, o autor obteve relações 

adimensionais que envolvem a energia dissipada em relação à altura do degrau de forma 

semelhante a aquela expressa pela equação 2.19, mas válida para um degrau. Sendo D = 

q
2
/(gs

3
), ou seja, (hc/s)

3
, a equação proposta por Stephenson (1979), deduzida com o auxilio 

das equações de Rand (1955), é: 

 

15,0425,0333,0 D71,1D54,0D5,11
s

H



      (2.171) 
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Figura 2.26 – Canal em degraus formados por gabiões 

Fonte: Stephenson (1979) 

 

Peyras, Royet e Degoutte (1992) estudaram o escoamento em um modelo físico de um 

canal em degraus formado por gabiões com escala 1:5 e o uso da semelhança de Froude. Os 

modelos construídos por estes autores incluíam o uso de placas de concreto sobre os pisos dos 

degraus, placas de concreto inclinadas sobre os pisos e degraus com soleiras terminais. Assim 

como no trabalho de Stephenson (1979), os resultados experimentais mostraram que a energia 

dissipada relativa à altura de um degrau depende do ângulo . 

 

3) Características de ressaltos hidráulicos a jusante de vertedores em degraus 

Alguns pesquisadores construíram modelos físicos de vertedores em degraus com bacias de 

dissipação por ressalto hidráulico. Deste modo, há na literatura informações sobre 

características de ressaltos estabelecidos em tais modelos. Diez-Cascon et al. (1991) 

concluíram que o quadrado do número de Froude na seção subcrítica do ressalto é 

aproximadamente constante e igual a 0,041 para as condições testadas. O número de Froude 

ao quadrado pode ser utilizado para estabelecer a seguinte relação: 

 

3
2
2

2

2
gFr

q
h            (2.172) 

 

Com o valor indicado pelos autores substituído na equação anterior, obtém-se a forma 

proposta por eles: 

 
3/2

2 q355,1h            (2.173) 

 

Pegram et al. (1999) realizaram estudos experimentais em um modelo com 1V:0,6H e 

chegaram a uma conclusão semelhante à dos autores citados anteriormente, mas com 

coeficientes distintos:  
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89,0
2 q96,2h            (2.174) 

 

Trabalhos recentes desenvolvidos por Ohtsu, Yasuda e Takahashi (2000, 2004) expõem 

relações entre h2/hc e Hdam/hc e nos quais os autores concluíram que o primeiro adimensional é 

independente da relação s/hc. Os pontos experimentais correspondentes a  = 55º e Hdam/hc > 

28, apontam para um valor constante de h2/hc = 2,55 se o adimensional s/hc estiver situado 

entre 0,6 e 1,25. Os autores perceberam também que a posição do ressalto é relevante na 

determinação de h2/hc. 

Em um desenvolvimento analítico e experimental destinado a avaliação da cota de 

fundo de bacias de dissipação por ressalto hidráulico, Simões (2008) e Simões, Schulz e Porto 

(2010a) obtiveram a equação 2.175: 

 

15,2h/Y01,1h/H ccdam          (2.175) 

 

Nesta equação, Y = Hdam-h2. Substituindo a definição de Y na equação 2.175 e rearranjando-a, 

obtém-se uma relação que demonstra a dependência de h2 não só com a vazão específica, mas 

também com a altura Hdam, como pode ser visto por meio da equação 2.176. Nota-se as 

semelhanças entre os expoentes das vazões das fórmulas de Pegram et al. (1999) e da equação 

2.176. O primeiro termo parece irrelevante devido ao fator 0,0099, entretanto, Hdam/hc pode 

ser um número de magnitude considerável. Para Hdam/hc=50, por exemplo, obtém-se h2/hc = 

0,5 + 2,13. 

 













23/2
dam2

c

dam

c

2

m/s 9,806  g S.I., o para  válida,q005,1H0099,0h

13,2
h

H
0099,0

h

h

    (2.176) 

 

 

4) Escoamentos com jatos mergulhantes ou ressaltos submersos 

Um jato mergulhante em um vertedor em degraus pode ser observado quando o nível d’água a 

jusante do canal em degraus do sistema extravasor é elevado o suficiente para que parte do 

canal em degraus permaneça sob a água. As características de escoamentos desta natureza 

foram estudadas por Yasuda e Ohtsu (2000) para  entre 5,7º e 55º. Uma revisão em 

português sobre o estudo desses pesquisadores foi apresentada por Simões (2008, p.123-129). 

 

5) Recomendações para o projeto da altura dos muros laterais 

O correto dimensionamento da altura dos muros laterais é essencial para evitar falhas em 

barragens. Estruturas de terra e enrocamento, por exemplo, podem não suportar, por períodos 
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prolongados, os desgaste ocasionado pelo excesso de água que por ventura ultrapasse os 

muros. Sendo assim, é comum adotar um muro com altura uniforme e igual à maior 

profundidade prevista para o escoamento. O emprego de coeficientes de segurança é 

recomendado devido às incertezas relacionadas às previsões. Uma segunda alternativa inclui 

considerar as diferentes profundidades ao longo do canal. Para tanto, há formulações de 

diversos autores que permitem prever a forma do perfil da superfície livre, como apresentado 

em Simões (2008), Simões, Schulz, Porto e Darzé (2010) e Schulz, Lobosco e Simões (2011). 

A Figura 29 ilustra um vertedor com muros laterais uniformes. 

 

 
Figura 2.27 – Vertedor em degraus com muros laterais paralelos e com alturas uniformes, denotadas por hm.  

Fonte: Simões, Schulz, Porto e Darzé (2010). 

 

6) Geometria de soleiras com alturas de degraus variadas 

Alguns trabalhos experimentais utilizaram soleiras do tipo Scimemi ou Creager com degraus 

variados até o ponto de tangência, sendo referências quando se pretende utilizar essa 

alternativa (e.g. Tozzi, 1992; Olinger, 2000). Um método destinado a auxiliar a escolha das 

dimensões dos degraus foi apresentado por Garcia e Iguacel (1995). 

 

7) Aeradores de fundo para vertedores em degraus e outras alternativas 

Este é um dos temas de grande importância e com certa carência de informações. Importantes 

contribuições experimentais sobre aeradores de fundo em vertedores em degraus foram 

apresentadas por Pfister, Hager e Minor (2006a,b) e Zamora, Pfister, Hager e Minor (2008). 

Uma segunda proposta, fundamentada em soluções numéricas das equações de conservação 

em termos de grandezas médias foi desenvolvida na Escola de Engenharia de São Carlos por 

Arantes (2007).  

Lueker et al. (2008) estudaram o uso de macro rugosidades adicionais implantadas a 

montante da soleira padrão do modelo físico do vertedor auxiliar da Barragem Folsom. A 
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Figura 2.28 ilustra duas configurações empregadas nos ensaios (Figuras 2.28a,b) e o aspecto 

da superfície livre com e sem o uso das macro-rugosidades (imagens da Figura 2.28c). 

Embora este estudo tenha sido desenvolvido nos Estados Unidos, considera-se válido destacar 

a participação de um pesquisador brasileiro no desenvolvimento desta alternativa. Como pode 

ser visto na Figura 2.28c, na terceira imagem, as rugosidades adicionais aumentaram a 

aeração superficial. Isto é percebido pelas ondas bifásicas (“água branca”) observadas na 

superfície. 

 

(a) (b) 

(c) 

Figura 2.28 – Uso de macro-rugosidades a montante da crista padrão para aumentar a aeração superficial: (a) e 

(b) duas configurações testadas pelos pesquisadores e (c) Três imagens correspondentes a: 1ª - Sem as macro-

rugosidades, 2ª e 3ª – Correspondem a duas configurações diferentes. 

Fonte: Lueker et al. (2008). 

 

8) Defletor na extremidade final do canal em degraus 

O uso de um defletor implantado com o intuito de afastar o local de impacto do jato 

proveniente do canal em degraus foi estudado por Tozzi (1992). Entre os seus resultados, o 

referido autor apresenta relações que permitem calcular o comprimento desde o final do 

defletor até a posição de impacto. 

 

9) Uso de degraus espaçados 

Kanashiro (1995) realizou experimentos em um modelo físico cuja característica principal era 

o uso de “degraus espaçados”. As imagens apresentadas por este pesquisador mostram que a 

geometria empregada também proporciona uma intensa aeração do escoamento. Entre os seus 

resultados é possível encontrar dados sobre dissipação de energia, que depende do 

espaçamento entre macro rugosidades e da relação entre a profundidade do escoamento e k. 
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10) Degraus inclinados e com soleiras sobre os pisos 

Chinnarasri e Wongwises (2004, 2006) apresentaram resultados de estudos experimentais 

voltados à compreensão das características de escoamentos em canais em degraus com 

soleiras terminais e pisos em aclive. Os resultados destes autores contêm um conjunto de 

equações que possibilita a previsão de grandezas médias relevantes para o pré-

dimensionamento de estruturas deste tipo. Uma discussão sobre o trabalho desses 

pesquisadores foi apresentada por Takahashi, Yasuda e Ohtsu (2008). Os resultados 

experimentais apresentados por eles mostram que a energia dissipada pelos degraus com 

soleiras terminais é um pouco maior que energia dissipada em estruturas sem soleiras. 

Carvalho e Martins (2009) realizaram experimentos e simularam o escoamento em 

canais em degraus com soleiras situadas junto à posição central de cada piso e com perfis na 

extremidade final dos degraus. O modelo de turbulência empregado foi o k-RNG e, entre as 

conclusões, percebe-se que os resultados numéricos apresentaram boa concordância com a 

experimentação. 

 

11) Canais em degraus com muros laterais convergentes 

O uso de muros laterais convergentes não é uma prática comum, sobretudo porque provoca a 

formação de ondas e conseqüente elevação da posição da superfície livre. Esse efeito pode ser 

visto nos trabalhos de Frizell (2006) e Hunt et al. (2008). 

 

12) Uso de degraus pré-moldados 

Verificações recentes do comportamento hidrológico de algumas bacias com barragens de 

terra mostraram que os vertedores podem não ser capazes de escoar vazões máximas. Com o 

intuito de proteger a face de terra contra galgamentos, Frizell, Matos e Pinheiro (2000) e 

Relvas e Pinheiro (2008) apresentaram resultados de estudos experimentais correspondentes 

ao escoamento em um canal com o fundo construído com degraus pré-moldados. As 

investigações desses autores incluíram características básicas do escoamento, como o fator de 

resistência e a quantidade de ar incorporada. 

 

13) Comprimentos de bacias de dissipação 

Vertedores em degraus normalmente são associados a grandes dissipações de energia. Apesar 

disto, em grande parte dos problemas o uso de bacias de dissipação não deixa de ser 

necessário. Simões (2006, 2008) e Simões, Schulz e Porto (2010a) desenvolveram relações 

entre o comprimento da bacia adimensionalizado (Li/Hdam) com o adimensional Hdam/hc, 
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válidas para canais lisos e em degraus. Os resultados destes autores mostram o efeito da 

resistência no comprimento das bacias de dissipação por ressalto hidráulico sugeridas por 

Peterka (1984), além se possibilitarem o cálculo do comprimento de forma direta devido à 

excelente correlação existente entre os adimensionais citados. Adicionalmente, foram 

propostas equações que auxiliam na estimativa da cota de fundo da bacia. 

 

14) Observação sobre a descrição do escoamento aerado em vertedores 

Este item é dedicado à exposição da descrição proposta por Wilhelms e Gulliver (2005) para 

escoamentos aerados em vertedores lisos e, por extensão, aos vertedores em degraus. Estes 

autores destacam trabalhos clássicos e mencionam que o de Ehrenberger (1926) é 

normalmente citado como o primeiro estudo sobre aeração natural em canais abertos (aeração 

que não é induzida por aeradores de fundo ou outros mecanismos, mas sim aquela que ocorre 

devido à entrada de ar por meio da superfície livre). As maiores contribuições do trabalho de 

Ehrenberger foram, de acordo com os referidos autores: (1) reconhecimento da influência do 

ar incorporado nas características hidráulicas e (2) uma descrição sobre a física do 

escoamento aerado, que inclui temas destacados neste trabalho, como: são notadas gotas de 

água envolvidas pelo ar na região superior. Abaixo de tal camada é observada uma mistura de 

ar e água e em seguida, bolhas de ar individuais imersas na água. Finalmente, há uma camada 

não aerada junto ao fundo. Segundo Wilhelms e Gulliver (2005), tal descrição por meio de 

camadas conduziu ao uso do conceito de contínuo para o escoamento ar-água desde o fundo 

até a superfície. 

A ideia de empregar o conceito de contínuo parece plausível quando são observados 

perfis de fração de vazios obtidos experimentalmente (ver, por exemplo, Straub e Anderson, 

1958 e Boes e Hager, 2003b). Como apresentado na Figura 2.13, a hipótese de uma 

distribuição contínua de ar em água não representa bem a observação experimental. Esta e 

outras observações constatadas com fotografias de alta velocidade e fotografias com 

sobreposição de imagens (com baixa velocidade de abertura do obturador da máquina e 

condições de iluminação específicas) já haviam sido apresentadas por Killen (1968). Tendo 

como base as evidências fotográficas de Killen (1968), Wilhelms e Gulliver (2005) 

introduziram os conceitos de “entrained air” e “entraped air”, que podem ser vistos na Figura 

2.29. O primeiro conceito se refere as bolhas de ar presentes no escoamento principal, 

portanto, trata-se do ar transportado pelo escoamento sob a forma de bolhas. O segundo 

conceito corresponde ao ar presente entre as ondas que compõem a superfície livre 



93 

 

contorcida. Possíveis traduções são: (1) ar transportado (para o caso das bolhas presentes no 

escoamento) e (2) ar aprisionado, para o ar envolvido pelas ondas. 

 

(a) (b) 

2.29 – Desenho esquemático que ilustra os conceitos de ar aprisionado e ar transportado, em (a). Em (b) são 

apresentados perfis de concentração para o ar aprisionado e para a soma do ar aprisionado com o ar transportado, 

valores obtidos para q = 0,43 m
2
/s e  = 30º. 

Fonte: (a) - Wilhelms e Gulliver (2005) e (b) Killen (1968), citado por Wilhelms e Gulliver (2005). 

 

 

Killen (1968) foi capaz de medir concentrações médias de ar e gerar perfis de ar 

aprisionado e ar aprisionado somado ao ar transportado, como apresentado na Figura 2.29b. 

Wilhelms e Gulliver (2005) consideraram os dois tipos de ar incorporados ao escoamento e 

obtiveram, a partir dos dados de Killen (1968) e Straub e Anderson (1956), uma equação que 

possibilita calcular a fração de vazios média ao longo de vertedores lisos, fração esta que 

inclui apenas o ar transportado. A equação obtida por eles possui a seguinte forma: 

 

)e1(CC Ah/*X010,0
ee


          (2.177) 

 

Nesta equação eC  = fração de vazios média (na seção transversal) do ar transportado (bolhas 

incorporadas ao escoamento), eC  = valor médio assintótico de eC  observado nos dados 

experimentais, X* = distância a partir do ponto de início da aeração, hA = profundidade no 

ponto de início da aeração. Os autores obtiveram também uma expressão que possibilita 

calcular o valor de equilíbrio da fração de ar transportado: 

 

]e1[656,0C )9,10(0356,0
e


          (2.178) 

 

A equação 2.178 foi desenvolvida para 15º75º, portanto, para uma ampla faixa de 

possíveis aplicações práticas. Outros detalhes podem ser encontrados no trabalho de Wilhelms 

e Gulliver (2005), como o significado do valor 0,010 presente na equação 2.177, fotografias 

relacionadas ao estudo experimental que originou os conceitos e dados e gráficos ilustrando a 

qualidade dos ajustes matemáticos. 
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A determinação dos limites de integração para o cálculo das frações de vazios médias 

foi uma contribuição essencial da pesquisa destes autores. Eles analisaram os dados de Killen 

(1968) e concluíram que a fração de vazios média do ar transportado cresce ao longo do 

vertedor. Era esperado o mesmo, segundo os autores, para o ar aprisionado, mas, para o limite 

de integração h98, concluiu-se que o valor médio da fração de vazios é aproximadamente 

constante e igual a 0,23 ao longo do vertedor. Para os limites h95 e h90 os valores médios 

foram iguais a 14,2% e 7,3%, respectivamente. Ao avaliar os três casos, os autores concluíram 

que o desvio padrão menor foi aquele correspondente a h98, ou seja, as flutuações em torno da 

média foram menores para a definição com C = 0,98. Killen (1968) conclui que a forma 

contorcida (ou rugosidade) da superfície livre pode ter suas características descritas 

satisfatoriamente por meio de uma função erro de Gauss. Uma função erro também pode ser 

empregada para descrever a forma da distribuição de frações de vazios aprisionados. Sendo 

E o desvio padrão da função erro de Gauss, a diferença h02-h98 resulta igual a 4,1E. 

Wilhelms (1997), em sua tese de doutorado, mostrou que se a distribuição de vazios 

aprisionados é descrita por uma distribuição normal acumulada, a fração de vazios média de 

ar aprisionado é igual a uma constante multiplicada pelo desvio padrão E. Assumindo como 

válida uma analogia do problema em questão com resultados sobre a camada limite 

turbulenta, Wilhelms e Gulliver (2005) empregaram informações sobre distribuições 

relacionadas à camada limite, apresentadas por Hinze (1959), e obtiveram uma fração de 

vazios média igual a 0,25. Esse valor é muito próximo dos 23% obtidos com os dados 

experimentais e reforçam a conclusão sobre a altura h98. Além disto, eles usaram os 23% 

como referência para subtração ao analisar os dados de Straub e Anderson (1958) e obtiveram 

pontos que se distribuem próximos aos dados de Killen (1968). 

O conceito desenvolvido por Wilhelms e Gulliver (2005) foi aplicado por Lima et al. 

(2008) para calcular a evolução da captura de ar na superfície inferior de um jato de aerador, 

simplificando a sua análise e igualmente fornecendo resultados dependentes da posição até a 

qual a integração foi feita. Os resultados mostram ser importante considerar, no uso das 

medidas de concentração, o ar de fato incorporado, desconsiderando o ar no qual as 

deformações do líquido estão imersas. 

 

15) Mecânica dos fluidos computacional e vertedores em degraus 

Neste item são apresentados alguns detalhes específicos sobre simulações numéricas 

realizadas por diferentes pesquisadores. Chen et al. (2002) utilizaram o modelo de turbulência 

de tensões de Reynolds, diferenças finitas e o algoritmo SIMPLEC para simular o escoamento 
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em um vertedor em degraus com 1V:0,75H. Estes autores realizaram medições em um 

modelo físico equivalente ao domínio simulado, com 78,9 cm de altura, 30 cm de largura, 

perfil de entrada WES e com cinco degraus de transição. Entre os resultados encontram-se 

campos de velocidades experimentais e numéricos que mostram os grandes turbilhões entre 

degraus. Também foram comparados perfis de velocidades e distribuições de pressões 

(experimentais e numéricas). Como conclusão, os autores sugeriram que o modelo de tensões 

de Reynolds é adequado para o problema. Os resultados deste trabalho não incluem a 

incorporação de ar e consequente elevação da superfície livre a partir do início da aeração. 

Mais tarde, Chen et al. (2004) utilizaram o modelo k- em um domínio tridimensional, 

resolveram as equações com volumes finitos e empregaram o modelo “fractional volume of 

fluid model”. Os resultados apresentados foram os campos de velocidades e pressões. Nota-se 

que a elevação da superfície devido à entrada de ar não foi simulada. 

Entre os métodos numéricos empregados normalmente e problemas sobre vertedores em 

degraus, destaca-se o uso de diferenças finitas e volumes finitos. Tabbara et al. (2005) 

utilizaram elementos finitos por meio do software ADINA-F. O domínio apresentado indica o 

uso de um perfil WES com degraus de transição. A simulação foi desenvolvida a partir de 

uma condição inicial com o domínio completamente preenchido por água. Com a evolução 

temporal, a geometria inicial do domínio, em seu contorno superior, era deformada até 

assumir a forma final da superfície livre. Como soluções, além dos campos obtidos, não foi 

observada a entrada de ar. 

Arantes e Porto (2005) e Arantes (2007) simularam o escoamento com o modelo de 

tensões de Reynolds SSG e o software CFX em diferentes configurações, incluindo a 

comparação com dados experimentais de autores como Olinger (2000), Tozzi (1992), entre 

outros. Foram comparadas distribuições de pressões, perfis de velocidades, posição de início 

da aeração, profundidade no início da aeração, além de ter sido desenvolvida uma geometria 

para um aerador de fundo. 

Dong e Lee (2006) empregaram o modelo k- para representar a turbulência, 

discretizaram as equações com volumes finitos e adotaram malhas não estruturadas. Este 

trabalho se destaca por ter simulado o escoamento em canais com ângulos menores, iguais a 

10º e 20º. Embora os autores tenham apresentado perfis de frações de vazios, nota-se que a 

variação desta quantidade ocorreu em uma distância muito curta, certamente a que ocorre na 

interface entre os fluidos (ar e água). 
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Xiangju et al. (2006) utilizaram o modelo RNG k-, escrito para o modelo de mistura 

adotado por eles. Como condições de contorno foram fixadas as alturas para água e ar na 

entrada, com perfil uniforme para velocidades da água e pressão atmosférica para o ar. Como 

nos demais trabalhos, empregou-se a condição de não deslizamento nas paredes e uma lei de 

parede padrão. Destaca-se que estes autores resolveram as equações com o modelo de mistura 

por meio do Software Fluent
®
, com volumes finitos e o algoritmo PISO (The pressure-

velocity coupling algorithm is the pressure-implicit with splitting of operators). Os resultados 

numéricos foram comparados com os obtidos em um modelo físico com perfil WES e degraus 

de transição, 1V:0,75H, Hdam=82,7 cm e B=30 cm (largura). Além dos campos de velocidades 

e pressões (experimentais e numéricos), este artigo se destaca por ter apresentado distribuição 

de vazios a partir do ponto de início da aeração e ao longo da profundidade. 

Qian et al. (2009) testaram os modelos de turbulência: (1) Realizable k-ε; (2) SST k-ω; 

(3) v
2
-f; (4) LES (com Smagorinsky-Lilly). Com os resultados obtidos eles concluíram que o 

modelo Realizable k-ε é a melhor opção entre os quatro para a simulação do escoamento em 

vertedores em degraus e apontaram algumas deficiências encontradas com os resultados 

calculados com os demais modelos de turbulência. O expoente da distribuição de velocidades 

na camada limite, representada por uma potência, resultou igual a 1/3 e, como conhecido a 

partir de dados experimentais, as pressões mínimas ocorreram na parte superior das faces 

verticais dos degraus. 

Bombardelli, Meireles e Matos (2010) empregaram o modelo k- e a sua versão RNG. 

Estes autores utilizaram o software FLOW 3D, volumes finitos e diferenças finitas e o 

tratamento da superfície livre foi feito com o TruVOF. Diferente da maior parte dos trabalhos, 

a malha empregada possuía a mesma resolução em todo o domínio. Foram realizados 

experimentos em um modelo com 1V:0,75H, crista padrão e degraus com alturas variadas 

sobre a crista. Entre os resultados, encontram-se comparações entre profundidades medidas e 

calculadas numericamente (para o escoamento apenas de água), perfis de velocidades e 

desenvolvimento da camada limite. É interessante notar que eles concluíram não haver 

diferenças significativas entre os resultados calculados com o modelo k- e a versão RNG k-. 

Rad e Teimouri (2010) simularam o escoamento com o modelo k- e apresentaram 

resultados que correspondem aos regimes nappe flow, transition flow e skimming flow. Não 

ocorreu entrada de ar, como na maior parte dos trabalhos. Estes autores utilizaram degraus 

com pisos inclinados em algumas simulações. Sarfaraz e Attari (2011) realizaram simulações 

representando a turbulência com o modelo RNG k- associado ao VOF (volume of fluid) e ao 
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Drift Flux sub-model, por meio do Software FLOW 3D. Foram realizados experimentos em 

um modelo físico com 1H:1.2V e como resultados os autores compararam as velocidades 

médias e profundidades em função de hc/s para o escoamento uniforme, assim como a posição 

de ocorrência do escoamento uniforme. A maior parte das soluções numéricas obtidas nos 

trabalhos supracitados envolveu o uso de códigos comerciais. Uma alternativa diferente foi 

apresentada por Lobosco e Schulz (2010) e Schulz, Lobosco e Simões (2011), que adotaram o 

software livre OpenFOAM
®
. 

 

16) Reoxigenação da água em escoamentos em vertedores em degraus 

A elevada agitação da superfície livre em escoamentos sobre vertedores favorece 

transferências de massas de gases através da interface ar-água. Podem ocorrer transportes de 

gases dissolvidos para o ar e transferência de gases da atmosfera para a água em uma taxa 

acelerada. A formação de lagos com a construção de barragens modifica as quantidades de 

oxigênio e outros compostos no meio líquido originalmente em um estado de agitação mais 

elevado. Portanto, do ponto de vista ambiental, é relevante conhecer as distribuições de 

espécies químicas ao longo do escoamento como um todo e, para quantificar as trocas 

aceleradas, especificamente sobre o canal em degraus e das demais possíveis estruturas de 

dissipação implantadas na extremidade final do extravasor. A quantidade de oxigênio 

dissolvida na água é uma das informações mais importantes acerca da qualidade da água. 

Desta forma, os estudos sobre este tema normalmente estão vinculados ao conhecimento das 

concentrações de O2. Toombes (2002) e Chanson (2002) apresentam revisões bibliográficas 

sobre o assunto, incluindo medidas de oxigênio dissolvido em vertedores em degraus 

submetidos aos regimes nappe flow e skimming flow. Nesta tese, no Capítulo 7, expõe-se uma 

breve revisão sobre o tema e a apresentação de um modelo fundamentado na teoria estatística 

da turbulência. 

  



98 

 

 



99 

 

CAPÍTULO 3 
-------------------------------------------------------------------- 

ESTUDO EXPERIMENTAL 
 

Sumário 
3 ESTUDO EXPERIMENTAL .............................................................................................. 101 

3.1 Descrição geral do laboratório e equipamentos ............................................................ 101 

3.2 Medidas de vazão e posição da superfície livre ............................................................ 103 

3.2.1 Considerações gerais .............................................................................................. 103 

3.2.2 Vazões .................................................................................................................... 104 

3.2.3 Posição da superfície livre...................................................................................... 106 

3.2.4 Resultados .............................................................................................................. 110 

3.3 Observações adicionais sobre o método de medição .................................................... 115 

3.4 Análise dos resultados................................................................................................... 118 

3.4.1 Posição de início da aeração................................................................................... 121 

3.4.2 Profundidades no início da aeração ........................................................................ 127 

3.4.3 Profundidade final da região de transição e comprimento de transição ................. 129 

Profundidade final da região de transição ....................................................................... 129 

Comprimento de transição .............................................................................................. 131 

3.4.4 Outras grandezas .................................................................................................... 134 

3.4.5 Considerações finais sobre os resultados anteriores .............................................. 138 

3.5 Análise espectral e outras informações estatísticas sobre a superfície livre ................. 138 

3.5.1 Análise espectral .................................................................................................... 138 

3.5.2 Intensidade turbulenta ............................................................................................ 143 

3.5.3 Profundidades máximas ......................................................................................... 150 

3.5.4 Relação entre o escoamento uniforme e decaimento de quantidades estatísticas .. 153 

3.7 Considerações finais sobre o Capitulo 3 ....................................................................... 155 

 

 

  



100 

 

  



101 

 

3 ESTUDO EXPERIMENTAL 

 

Este capítulo contém descrições sobre a parte experimental da pesquisa. Sendo assim, ele 

compõe uma fração da exposição completa dos materiais e métodos empregados. São 

apresentados detalhes sobre a metodologia experimental adotada e sobre o método de análise 

dos resultados experimentais e das aproximações experimentais para diferentes grandezas 

relacionadas ao escoamento turbulento em canais em degraus. Os resultados obtidos incluem 

grandezas conhecidas, como a posição de início da aeração, e variáveis inéditas identificadas 

a partir do perfil médio da superfície livre e dos valores instantâneos da posição da superfície 

livre. 

 

3.1 Descrição geral do laboratório e equipamentos 

O trabalho experimental foi desenvolvido no Laboratório de Hidráulica Ambiental, 

pertencente ao Departamento de Engenharia Hidráulica e Saneamento. Esse laboratório é 

composto por uma área principal, oficina mecânica e outras instalações. Situado na área 

principal, há um equipamento de pesquisa composto de um canal retangular de aço e acrílico. 

A sua inclinação é ajustável e os possíveis ângulos entre o fundo do canal e a horizontal ( 

são: 3º, 14º, 30º e 45º. O comprimento útil do canal é de 5,0 m e a largura é de 0,20 m. A água 

escoada ao longo do canal é proveniente do rio situado nas adjacências do laboratório e o seu 

transporte é feito por um conjunto motor-bomba (Figura 3.1a). Na extremidade final do canal 

existe um dissipador de energia composto por estruturas de aço elaboradas para que o 

escoamento assuma características uniformes e pouco agitadas no trecho de restituição. Este 

por sua vez possui largura igual a 0,79 m e comprimento de 9,0 m desde o último dissipador 

até a seção transversal onde há um vertedor retangular de soleira delgada. A Figura 3.1b,c 

contém desenhos esquemáticos dos componentes. Com medições da posição da superfície 

livre a montante do vertedor (Figura 3.1b) é possível calcular as vazões a partir dos dados de 

calibração obtidos por Carvalho (1997), pesquisador responsável pela construção do canal 

original com fundo liso. O sistema hidráulico também possui um medidor de vazão 

eletromagnético instalado em um trecho da tubulação a montante da entrada do canal. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

Figura 3.1 – (a) Conjunto motor-bomba utilizado nos experimentos; (b) canal de restituição empregado para 

obtenção de vazões com auxílio do vertedor de parede delgada; (c) desenho esquemático do sistema hidráulico 

utilizado para realização dos experimentos: 1) Rio; 2) Casa de bombas; 3) Reservatório cilíndrico; 4) Medidor de 

vazão eletromagnético; 5) Canal em degraus (extensão de 5 m); 6) Dissipador de energia; 7) Trecho inicial do 

canal de restituição; 8) Vertedor de parede delgada; 9) Canal de restituição (a água retorna ao rio). 

 

Entre os equipamentos que já foram utilizados ao longo da história do laboratório, e que 

conferiam a este laboratório um perfil de ponta, não encontrável em outros laboratórios de 

pesquisa em hidráulica, destacam-se os seguintes: (1) Sonda de Césio 137 utilizada para 

medir frações de vazios. Ela era composta por um sistema eletrônico de aquisição de dados, 

uma envoltória de chumbo e um veículo de alta capacidade de carga instalado sobre o canal 
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(este veículo foi projetado e instalado por Lima, 2004, mas as facilidades laboratoriais 

relacionadas a estas medidas foram desativadas); (2) Sistema para medições com o uso da 

técnica Imagem por Velocimetria de Partículas. Há um equipamento periférico capaz de 

produzir luz laser com freqüência de pulso controlável, cabos de fibra-óptica, lentes e uma 

câmera com capacidade de filmar a 30 fps (Neste caso, o sistema necessita ser atualizado, 

porque se trata de um equipamento cerca de 15 anos. Principalmente os sistemas geradores de 

luz laser apresentaram desenvolvimento muito evidenciado no período mencionado, sendo já 

difícil efetuar sua manutenção); (3) Sensores ultrassônicos de posição. Esses equipamentos 

podem ser ligados ao computador e utilizados para obter posições da superfície livre ao longo 

do canal (adquiridos para este trabalho); (4) Transdutor de pressão portátil; (5) Estroboscópio. 

Este equipamento faz parte do Laboratório de Hidráulica do Campus I e foi cedido 

gentilmente pelo Professor Rodrigo de Melo Porto. Com ele é possível visualizar fenômenos 

rápidos não percebidos pelo olho humano em condições normais de iluminação. 

Entre os equipamentos citados, utilizou-se nesta pesquisa o sensor acústico para medir a 

posição da superfície livre. A utilização de sensores ultrassônicos foi realizada por Lueker et 

al. (2008) com o objetivo de medir a posição da superfície livre do escoamento em um 

modelo físico do vertedor auxiliar da Barragem Folsom, no Laboratório St. Anthony Falls da 

Universidade de Minnesota. Este modelo físico possuía um trecho liso e o trecho final 

constituído por degraus. O equipamento empregado por Lueker et al. (2008) possuía acurácia 

de 1 mm e resolução de 0,25 mm. O seu funcionamento era dependente da temperatura do ar, 

sendo que o cone formado pelo ultrassom possuía ângulo de abertura de 8º. A frequência de 

aquisição de dados adotada por tais pesquisadores foi de 10 Hz e o tempo para cada 

experimento foi escolhido como 60 s. Um segundo trabalho que empregou sondas acústicas 

foi o de Murzyn e Chanson (2009), entretanto, para a medição da posição da superfície livre 

de ressaltos hidráulicos. Os referidos autores calcularam freqüências dominantes, número de 

Strouhal e outras grandezas a parir dos sinais obtidos com a sonda acústica. 

 

 

3.2 Medidas de vazão e posição da superfície livre 

3.2.1 Considerações gerais 

Os componentes eletrônicos e sensores empregados nesta parte da pesquisa foram sensores 

ultra-sônicos, notebooks, softwares para aquisição e análise de dados, um vertedor retangular 

de parede delgada, um medidor de vazão eletromagnético, um medidor de distância a laser, 

inclinômetro e réguas. Um dos sensores acústicos era posicionado sobre um suporte preso ao 
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veículo que se desloca ao longo do canal. Para a maior parte dos experimentos, no trecho 

inicial, onde ocorre o escoamento monofásico, eram realizadas medições a cada 5 cm e, a 

partir da posição 60 cm, foram adotados espaçamentos de 10 cm. Estabeleceu-se como 

critério a realização de 6000 medidas com freqüência de 50 Hz em cada posição longitudinal. 

O segundo sensor teve como utilidade medir a posição da superfície livre a montante do 

vertedor de parede delgada com o intuito de calcular a carga hidráulica média e, em seguida, a 

vazão. 

 

3.2.2 Vazões 

Para o cálculo da vazão com a equação do vertedor de parede delgada é necessário medir a 

carga sobre a soleira. Os valores médios dessa grandeza são obtidos com os dados medidos a 

uma freqüência de 25 Hz durante 240 s. Durante um experimento para obtenção do perfil da 

superfície livre, cuja duração é próxima de 3 h, foram obtidos pelo menos cinco valores 

médios distribuídos entre o início e o fim. Adicionalmente, eram registrados cinco valores 

médios das vazões fornecidas pelo medidor eletromagnético, sendo cada um deles calculado 

como a média aritmética de 15 leituras. Em todos os casos a vazão adotada para os cálculos 

finais é a média das médias. Há uma diferença considerável entre os valores fornecidos por 

ambos dispositivos. Uma vez que o vertedor foi devidamente calibrado, optou-se pelo seu uso 

para realização dos cálculos. A equação empírica obtida por Carvalho (1997) para a medição 

de vazão com o vertedor de parede delgada possui a seguinte forma: 

 
55787,1H81464,1Q           (3.1) 

 

Nesta equação, Q é a vazão e H, a carga sobre a soleira, ambas com unidades de acordo com o 

S.I. Os coeficientes desta equação foram calculados para vazões situadas entre 25 e 200 L/s, 

aproximadamente. 

A equação clássica para um vertedor de parede delgada é deduzida com a equação de 

Bernoulli. Os detalhes relacionados à construção desse modelo podem ser encontrados em 

Porto (2006). O ponto a montante, sobre a linha de corrente, é escolhido em uma posição 

distante do vertedor (onde as linhas de corrente podem ser consideradas horizontais e 

paralelas). O ponto a jusante está inserido na lâmina vertente e sobre a soleira do vertedor. Se 

o plano horizontal de referência passa em uma cota igual à cota da soleira, pode-se escrever a 

equação de Bernoulli com a seguinte forma: 
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As variáveis encontradas nesta equação possuem as seguintes definições: y = H-z1 (em que z1 

= cota do ponto de jusante); Vo e V1 são as velocidades do líquido nos pontos inicial e final 

sobre a linha de corrente, respectivamente. Destaca-se também que, como hipótese, assumiu-

se que a pressão é atmosférica no interior da lâmina vertente. Uma vazão unitária infinitesimal 

na seção da lâmina vertente pode ser escrita como dq = V1dy. A expressão para V1 é obtida 

por meio da equação anterior: 

 

2
o1 Vgy2V            (3.3) 

 

Desprezando a velocidade de aproximação Vo e integrando a equação dq = V1dy, vem: 
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A integração anterior, ao ser realizada para os limites 0 e H, faz com que a seção de 

jusante da linha de corrente tenha altura H. Sabe-se que há uma considerável contração do 

jato nas proximidades do vertedor. Com o intuito de corrigir esse e os demais erros atrelados 

ao modelo, utiliza-se um coeficiente de vazão Cd, transformando a vazão unitária teórica (qt) 

em uma vazão real (q): 
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         (3.5) 

 

em que B = largura do vertedor. 

A dedução da equação anterior corresponde a um vertedor retangular de parede delgada 

sem contrações laterais. A comparação direta entre as equações 3.1 e 3.5 não é possível, uma 

vez que o expoente da equação empírica assumiu o melhor valor correspondente ao ajuste por 

mínimos quadrados. Apesar disto, foram realizados alguns cálculos com o intuito de verificar 

o modelo mais adequado para interpolação dos dados experimentais. A Figura 3.2a ilustra a 

qualidade do equacionamento clássico para vertedores (equação 3.5) com o uso de um 

coeficiente de vazão único e igual a 0,718, obtido por mínimos quadrados. Como esperado, a 

equação 3.1 apresenta uma somatória de erros quadráticos inferior à obtida para a equação 

3.5. Este fato é ilustrado pela maior aderência dos pontos à reta de ajuste perfeito da Figura 
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3.2b comparada à Figura 3.2a. Embora este não seja um motivo de grande relevância devido 

aos erros e incertezas associados aos estudos experimentais, ele serviu para decidir sobre o 

uso de uma ou outra equação. Neste trabalho a equação utilizada é a 3.1. 

 

(a)  (b) 

 (c) (d) 

Figura 3.2 – Dados experimentais de Carvalho (1997) em comparação aos modelos: 

(a) Equação 3.5 em relação aos dados experimentais; (b) Equação 3.1 comparada aos dados experimentais; (c) 

Cd(Re) e (d) Cd(H/P) 

 

É interessante observar que o coeficiente de vazão depende do número de Reynolds (Re 

= 4Q/[(B+2H+2P)], em que P = altura do vertedor) e do adimensional H/P para os 

experimentos do referido autor, como ilustrado na Figura 3.2c,d. Uma terceira alternativa 

seria utilizar funções Cd(Re) e Cd(H/P) para o cálculo da vazão com a equação 3.5. 

 

3.2.3 Posição da superfície livre 

Como ilustrado na Figura 3.3, o sensor utilizado para realização de medidas da posição 

da superfície livre fica situado sobre um veículo capaz de se deslocar sobre o canal. Esse 

veículo é suportado por um cabo de aço preso a um motor que possibilita o seu deslocamento. 

O software para aquisição de dados com o sensor acústico foi utilizado em um notebook que 

permanecia sobre a plataforma. O cabo empregado para conectar sensor e computador possui 

um amplificador de sinal devido à sua grande extensão. Apesar do uso deste dispositivo, 

foram realizados testes com todos os cabos empregados nesta pesquisa e não foram 

verificadas diferenças entre os resultados obtidos com cabos diferentes. 
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Figura 3.3 – Desenho esquemático da disposição utilizada no experimento: canal inclinado com  = 45º, degraus 

com s = l = 5 cm (s = altura do degrau e l  = comprimento do piso de um degrau), largura do canal B = 0,20 m, 

extensão utilizada nos experimentos igual a 3,5 m. 

 

 

Os experimentos realizados restringiram-se ao ângulo de 45º, degraus com s (altura) = l 

(comprimento do piso) = 5 cm, o canal mantém a sua largura e característica prismática (B = 

0,20 m) e o comprimento do canal utilizado para realização de medidas de 3,5 m, em função 

das dimensões do veículo e das interferências provocadas no ultrassom por obstáculos. Tais 

obstáculos correspondem a saliências ou pequenas vigas utilizadas na estrutura do canal. A 

Figura 3.4 ilustra algumas características geométricas de parte da instalação experimental, 

como uma visão geral do canal, o ângulo entre o pseudofundo e a horizontal e as dimensões 

dos degraus. 
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Figura 3.4 – Detalhes sobre a geometria do canal: 

(a) Canal, a disposição do sensor acústico e plataforma; (b) ângulo () formado entre o pseudofundo e a 

horizontal, sendo aproximadamente igual a 45º; (c) a terceira imagem corresponde à verificação da posição do 

piso em relação à horizontal. Nota-se que ele estava praticamente plano, como indicado pelo nível; (d,e) 

dimensões do piso e espelho; (f) uma segunda verificação do ângulo . 
 

Durante um experimento, o sensor ultrassônico é ligado a um notebook através de uma 

porta USB. O software que identifica o sensor possibilita a aquisição dos dados com 

diferentes freqüências, com valor máximo igual a 50 Hz. Esta freqüência mencionada é igual 

à taxa de amostragem e não deve ser confundida com a freqüência das ondas sonoras, igual a 

50 kHz para este sensor. De acordo com o fabricante, as ondas emitidas pelo sensor viajam a 

uma velocidade próxima de 343 m/s e formam um cone com ângulo situado entre 15º e 20º e 

área da base menor correspondente ao emissor, que possui diâmetro igual a 3,7 cm. Alguns 

testes realizados para este trabalho mostram que o ângulo mencionado pode ser próximo de 

7º. O seu bom funcionamento depende de uma distância mínima do obstáculo igual a 15 cm, 

necessária porque o emissor também é o detector. Além disto, a distância máxima é 6 m. Os 

sensores possuem precisão igual a 1 mm e são calibrados pelo fabricante. Não foi possível 

realizar calibrações dos mesmos com equipamentos mais precisos, embora tenham sido 

efetuados alguns testes qualitativos com o uso de um medidor de distâncias a laser com 

precisão igual a 1,5 mm. Os resultados podem ser vistos na Figura 3.5a, sendo que cada ponto 

obtido com o sensor ultra-sônico corresponde à média de 100 medidas obtidas a uma 

freqüência de 20 Hz. Embora esta não seja uma calibração adequada segundo as regras da 

instrumentação (que normalmente exige um instrumento dez vezes mais preciso), foi possível 

verificar características esperadas como a linearidade e um coeficiente angular unitário. 

Constatou-se que o estado inercial do sensor influencia o valor do primeiro ponto medido se o 

mesmo permanecer sem uso durante alguns minutos. A Figura 3.5b ilustra este fato por meio 

de um histograma de freqüências correspondente a um ponto do gráfico da Fig. 3.5a. Observa-

se que uma medida ocorreu com valor discrepante muito menor em relação à média. 
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 (a) (b) 

 

Figura 3.5 – Funcionamento do sensor acústico: (a) Comparação qualitativa entre as medidas realizadas com o 

sensor ultra-sônico e uma trena a laser (na equação x = abscissa). Valores em metros. (b) Histograma de 

freqüências absolutas obtido para um dos pontos da Figura 3.5a, com freqüência de 20 Hz e 100 medidas (média 

= mediana = 0,1902 m e desvio padrão = 0,0001254 m). 

 

 

Os deltas utilizados na Figura 3.5a indicam que os valores correspondem a diferenças 

calculadas com base em uma medida inicial adotada como referência. Para a obtenção das 

profundidades perpendiculares ao pseudo-fundo, o procedimento adotado antes do início de 

cada experimento, com o canal vazio, consiste nos seguintes passos: 

 

(1) Posicionar o sensor sobre o canal: é utilizado um suporte confeccionado com barras com 

roscas e porcas que possibilitam o ajuste da altura em relação ao fundo do canal; 

 

(2) Ajustar o emissor/detector de tal maneira que o sinal acústico seja perpendicular ao fundo: 

esta etapa é realizada por comparação entre o ângulo entre o pseudo-fundo e o ângulo do 

emissor/detector. Um medidor de ângulos digital auxiliou a comparação; 

 

(3) Inserir o alvo no canal: utilizou-se uma placa de acrílico como alvo para medir a distância 

desde o sensor até o alvo com o canal vazio. A espessura do alvo é conhecida, o que 

possibilita o cálculo da profundidade do escoamento com os valores das posições da 

superfície livre (Figura 3.6); 

 

(4) Verificar se o sensor está centralizado (em relação à largura): com o auxilio do alvo e de 

um medidor de distâncias a laser é possível verificar, de forma aproximada, se o sensor está 

situado em B/2, ou seja, centralizado em relação à largura do canal. Para cada posição 

longitudinal foram realizadas medições apenas na posição central. Se não houvesse 

interferências provocadas pelas paredes do canal e o sensor fosse posicionado em diferentes 

posições transversais (ao longo da largura do canal), seria possível medir superfícies médias e 

não as linhas médias, ou seja, h(x1, x2) e não apenas h(x1), em que h = profundidade do 

escoamento; 

 

(5) Verificar a distância desde o sensor até o alvo: esta etapa é realizada com o mesmo 

medidor de distâncias a laser e com o próprio sensor; 

 

y = 1,0E+00x + 1,2E-03
R² = 1,0E+00

0,0

0,5

1,0

1,5

0,0 0,5 1,0 1,5

D
x

 -
L

a
se

r

Dx - Ultra-som

Sensor_1

Linear (Sensor_1)



110 

 

A Figura 3.6a,b ilustra, de forma esquemática, as grandezas relevantes para a realização 

das medidas. Observa-se que a profundidade do escoamento é calculada como h = Hs_a - 

Hs_sl + e. 

 

 

 

(a) (b) 

 

Figura 3.6 – Posicionamento do sensor antes de cada experimento (a) e posição do sensor durante um 

experimento (b). Hs_a = distância desde o sensor até o alvo; e = espessura do alvo; Hs_sl = distância desde o 

sensor até a superfície livre; h = profundidade do escoamento. 
 

3.2.4 Resultados 

Todos os experimentos realizados nesta pesquisa são supercríticos. Em um canal prismático 

com escoamento unidimensional, monofásico e distribuição de pressões hidrostática é 

possível calcular a forma teórica do perfil da superfície livre por meio da clássica equação 

diferencial do escoamento permanente gradualmente variado: 

 

2
fo

Fr1

II

dx

dh




           (3.6) 

 

em que h = altura de escoamento, x = eixo coordenado paralelo ao fundo do canal, Io = 

declividade de fundo, If = declividade da linha de energia, Fr = número de Froude (definido 

como V/(gHm)
1/2

, Hm = A/B, A = área da seção transversal e B = largura de topo da seção 

transversal). 

Se 1-Fr
2
<0 o escoamento é supercrítico. Resta então definir o sinal do numerador para 

que seja possível prever o sinal de hx. A declividade da linha de energia pode ser escrita como 

uma função do número de Froude, do fator de resistência de Darcy-Weisbach e do 

adimensional h/B. Para tanto, emprega-se a equação de Darcy-Weisbach escrita em termos do 

diâmetro hidráulico, obtendo-se como resultado a seguinte igualdade: 
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B

h
21(Fr

8

f
I 2
f           (3.7) 

 

Considerando, por exemplo, f = 0,08 e h/B = 0 (canal largo), If = 0,01Fr
2
. A condição de 

escoamento uniforme implica Fru = 10 (Io = 1). Espera-se com base nesta simples relação que 

dh/dx < 0 se 1 < Fr < 10. A curva prevista para tais condições é denominada S2. Ela tem início 

em uma seção com h/hc = 1 e tende assintoticamente a h/hc = hu/hc. Se Fr > 10, a curva 

prevista é a S3, com dh/dx > 0. Esta curva tem início em uma seção com h/hc < hu/hc e 

também possui assíntota horizontal com o valor hu/hc. A terminologia S2 e S3 é a mesma 

empregada por Chow (1959) e é adotada nos textos clássicos e modernos (e.g. Henderson, 

1966; Porto, 2006). Destaca-se que o valor 0,08 para f é apenas um exemplo utilizado neste 

trecho para a definição das formas das curvas S2 e S3. 

Os experimentos realizados correspondem a s = l = 5 cm e diferentes vazões e aberturas 

da comporta. A Figura 3.7 contém os perfis da superfície livre representados pelos 

adimensionais H = z/hc e  = h/hc, sendo z = xsen e x = coordenada longitudinal, paralela ao 

fundo. A Tabela 3.1 contém um resumo das informações relacionadas aos experimentos. As 

vazões dos experimentos 8 e 9 foram extrapoladas uma vez que ultrapassam o limite inferior 

de 25 L/s. 

 
Tabela 3.1 – Dados gerais sobre os experimentos relativos às medições da posição da superfície livre 

N
o
 Nome do Experimento 

Q 

[m
3
/s] 

Perfil 
q 

[m
2
/s] 

hc 

[m] 

s/hc 

 

h(0) 

[m] 

Hs_a 

[m] 

1 Exp.2 0,0505 S2 0,252 0,187 0,268 0,103 0,5045 

2 Exp.3 0,0458 S2 0,229 0,175 0,286 0,101 0,651 

3 Exp.4 0,0725 S2 0,362 0,238 0,211 0,106 0,6575 

4 Exp.5 0,0477 S2 0,239 0,180 0,278 0,087 0,6533 

5 Exp.6 0,0833 S3 0,416 0,261 0,192 0,092 0,6533 

6 Exp.7 0,0504 S2 0,252 0,187 0,268 0,089 0,6468 

7 Exp.8 0,0073 S2 0,037 0,051 0,971 0,027 0,6439 

8 Exp.9 0,0074 S2 0,037 0,052 0,967 0,024 0,6432 

9 Exp.10 0,0319 S2 0,159 0,137 0,364 0,058 0,6434 

10 Exp.11 0,0501 S3 0,250 0,186 0,269 0,06 0,6479 

11 Exp.14 0,0608 S2 0,304 0,211 0,237 0,089 0,646 

12 Exp.15 0,0561 S2 0,280 0,200 0,250 0,087 0,6484 

13 Exp.16 0,0265 S2 0,133 0,122 0,411 0,046 0,6471 

14 Exp.17 0,0487 S2 0,244 0,182 0,274 0,072 0,6476 

15 Exp.18 0,0431 S2 0,216 0,168 0,298 0,074 0,6472 

16 Exp.19 0,0274 S2 0,137 0,124 0,402 0,041 0,6456 

17 Exp.20 0,0360 S2 0,180 0,149 0,336 0,068 0,6475 

18 Exp.21 0,0397 S2 0,198 0,159 0,315 0,071 0,6265 

Notação: Q = vazão obtida como vertedor retangular de parede delgada; q = Q/B; B = 0,20 m (largura do canal); 

hc = (q
2
/g)

1/3
; g  = 9,806 m/s

2
; s = 0,05 m (altura do degrau); h(0) = profundidade média na posição inicial; Freq1 

= taxa de amostragem do sensor acústico (Freq1=50 Hz); N
o
 de amostras = Freq1T.A.; T.A. = tempo de 

amostragem (T.A.=60 s para o Exp.2 e T.A.=120 s para os demais); Hs_a = distância desde o sensor até o alvo; 

ea = espessura do alvo (ea=0,0126 m). 
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Os comportamentos dos valores médios apresentados na Figura 3.7 mostram que o 

método adotado permite medir perfis S2 de forma satisfatória. A posição de início da aeração 

definida com base em tais experimentos corresponde à posição longitudinal onde termina o 

perfil S2. Para a maior parte dos experimentos esta definição pode ser utilizada sem 

dificuldades. Entretanto, a ocorrência de ondas transversais ou até mesmo erros experimentais 

podem dificultar a medição precisa, como ilustrado pelos dados do Experimento 3. 

Observando os resultados do Experimento 14, nota-se a elevação do perfil médio da 

superfície livre. Observações visuais justificam este desvio com base na existência de ondas 

transversais originadas na entrada do canal. Os resultados dos experimentos 6 e 11 indicaram 

a ocorrência de perfis médios do tipo S3. Cabe mencionar que a identificação visual dos perfis 

S2 e S3, neste trabalho, não foi possível para todos os experimentos, tendo sido observados 

apenas alguns perfis S2. 
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Figura 3.7 – Perfis médios da superfície livre obtidos experimentalmente: os perfis (e) e (j) são do tipo S3 e os 

demais claramente do tipo S2. As únicas variáveis alteradas em cada experimento são a vazão específica e a 

abertura da comporta, representada por h(0), sendo este o valor medido na posição inicial dos 3,5 m, que não é 

exatamente a posição da comporta. A profundidade crítica é calculada com hc = (q
2
/g)

1/3
. As variáveis utilizadas 

são:  = h/hc e H = z/hc, z = eixo vertical. 
 

Em todos os casos, para uma determinada posição longitudinal, o espaçamento adotado 

nas medições foi alterado em função da existência de uma barra transversal de sustentação 

dos muros laterais. Não foi possível medir nesta região em função das reflexões provocadas 

pela barra. Como já foi mencionado, a escolha do trecho de 3,5 m para realizações dos 

experimentos foi influenciada pela pelas dimensões do veículo utilizado para transportar o 

sensor e pelas possibilidades de posicionamento do mesmo sobre o canal. 

 

3.2.5 Considerações finais sobre os resultados anteriores 

O uso do método de medição da superfície livre com ultrassom permitiu obter perfis da 

superfície livre dos escoamentos monofásico e bifásico. Os resultados mostram profundidades 

médias que caracterizam perfis S2 e S3. Foram observadas profundidades crescentes na região 

de transição entre os escoamentos monofásico e bifásico e perfis médios ondulados para a 

região bifásica. Matos (2000) encontrou perfis ondulados por meio de observação visual 

através das paredes laterais do canal e das profundidades características do escoamento 

bifásico. Alguns pesquisadores relataram haver dificuldades em medir profundidades do 

escoamento bifásico com o uso de réguas ou pontas limnimétricas. O sensor acústico 
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empregado aqui é uma alternativa interessante por fornecer perfis médios bem definidos nas 

regiões monofásica e bifásica. Adicionalmente, ele possibilita levantar máximos e mínimos e 

sinais que podem ser explorados por meio de análise espectral. A seguir é apresentada uma 

metodologia destinada a auxiliar na rejeição de amostras e análise dos dados. Em seguida, 

seguindo o caráter deste capítulo, são apresentadas relações puramente empíricas entre 

algumas variáveis calculadas a partir dos perfis médios e demais informações (q, s, k, etc.). 

 

3.3 Observações adicionais sobre o método de medição 

Neste item são destacados alguns detalhes relacionados às medições de profundidades 

realizadas com ultrassom. Este método foi adotado com o intuito de capturar a posição da 

superfície livre. Observações visuais sem o auxílio de qualquer equipamento eletrônico 

mostram a sobreposição das ondas existentes na superfície, assim como o aspecto 

esbranquiçado da mistura bifásica (Figura 3.8a). Com o uso de estroboscópio ou fotografias 

obtidas com alta velocidade, pode-se observar que a forma da superfície livre não é bem 

definida como a fornecida apenas pela visão. Ela é composta por estruturas alongadas, às 

vezes bifurcadas, que emergem do escoamento principal, além de volumes de água e gotas 

separadas deste escoamento, como pode ser visto na Figura 3.8b. Sendo assim, o volume de 

medição cônico gerado pelo equipamento pode detectar valores que não correspondem à 

posição da superfície que encerra a maior parte do volume de líquido. A Figura 3.8c ilustra tal 

consideração com uma ilustração do problema. Para comprovar esta hipótese, foram 

realizados lançamentos de fragmentos de papel com tamanhos e formas aproximadamente 

iguais às dos volumes de fluido. Com uma freqüência de amostragem igual a 50 Hz e 

lançamentos horizontais e parabólicos, conclui-se que o sensor é capaz de detectar os 

fragmentos de papel e, por extensão, as massas líquidas que atravessam o cone de medição 

ultrassônico. 

 
Figura 3.8 – Estrutura da superfície livre: (a,b) Fotografias correspondentes a experimentos realizados nesta 

pesquisa; (c) desenho esquemático com ilustração do cone e possíveis valores discrepantes detectados devido à 

presença de volumes e gotas destacadas do escoamento. 
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Foi desenvolvido um código que possibilita eliminar valores discrepantes da amostra. 

Este código funciona em Matlab
®
 e, com algumas alterações, pode ser utilizado no software 

livre Octave. Destaca-se que o termo “valor discrepante” foi adotado para designar as 

medidas das posições de volumes ejetados da superfície quando se pretende calcular a posição 

média da superfície. A definição de discrepância é relativa uma vez que esses valores estão 

relacionados à posição da superfície livre definida anteriormente. Quando o interesse está 

concentrado nos valores máximos, os valores extremos medidos deixam de ser classificados 

como discrepantes. Sendo assim, a definição depende do fenômeno. Em um estudo 

relacionado à medição da posição da superfície livre de ressaltos hidráulicos, Simões, Schulz 

e Porto (2010) utilizaram o mesmo sensor empregado nesta pesquisa. Este estudo foi 

realizado no contexto do presente trabalho. O problema de ejeção de gotas e volumes de 

líquido ocorreu na pesquisa realizada por esses autores. As amostras obtidas apresentavam 

amplitudes (A = max(h)-min(h)) que, em muitos casos, eram superiores à altura do ressalto 

calculada com valores médios ou superiores às dimensões características observadas no 

experimento. Deste modo, a observação do fenômeno forneceu subsídios para a definição do 

valor discrepante. Classifica-se também como discrepante a medida que ultrapassa um dos 

limites correspondente ao intervalo de medição do sensor, ou seja, 0,15 m como valor mínimo 

e 6,0 m como máximo. 

Os sinais obtidos com o sensor ultrassônico possuem formas que dependem da posição 

ao longo do canal. A Figura 3.9 contém dois sinais correspondentes ao experimento 2, o 

primeiro obtido no escoamento monofásico e o segundo na região bifásica. O aspecto dos 

sinais obtidos na região monofásica é semelhante ao apresentado na Figura 3.9a. Os sinais 

obtidos para o escoamento bifásico são parecidos com aquele da Figura 3.9b. Nota-se que a 

distribuição dos valores para o escoamento apenas de água possui maior simetria em relação 

ao segundo caso. Nota-se que a Figura 3.9b apresenta picos que afastam a forma do sinal de 

uma possível simetria. Isso se deve aos máximos ocasionados pelas ejeções citadas 

anteriormente. 
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(b) 

Figura 3.9 – Valores da profundidade em função do tempo para duas posições ao longo do canal: (a) Valores 

obtidos na região com escoamento monofásico; (b) Valores obtidos na extremidade final do canal, onde o 

escoamento é bifásico. 

 

Há diferentes formas de representação gráfica dos dados de uma amostra, sendo os 

diagramas de caixas alternativas interessantes por apresentarem informações sobre simetria e 

variabilidade. A elaboração dos mesmos utiliza os quartis, denotados por “qr”, e a amplitude 

interquartil (AIQ). A Figura 3.10 contém o diagrama de caixas para o ressalto estudado por 

Simões, Schulz e Porto (2010). Nesta figura o eixo vertical contém valores da profundidade 

do escoamento (h) e o horizontal indica as posições (números inteiros) onde foram realizadas 

as medições. Nota-se que o diagrama possui uma linha horizontal vermelha. Esta linha 

corresponde ao segundo quartil do grupo de dados medidos. Quanto mais próxima do centro 

estiver essa linha, mais simétrica é a distribuição dos dados, por exemplo em um histograma. 

A extremidade inferior da caixa corresponde ao primeiro quartil e a superior ao terceiro. 

Portanto, os extremos da caixa encerram 50% dos dados da amostra. Os símbolos “+” 

correspondem a profundidades (h) e só são apresentados quando excedem os limites qr1 - 

AIQ e qr3 + AIQ, sendo estes os “valores discrepantes”. Como convenção, utiliza-se  = 

1,5, embora este número possa ser escolhido de forma conveniente para um determinado 

estudo. No trabalho dos referidos autores, concluiu-se que o valor 1,5 é adequado para o 

ressalto hidráulico. Neste trabalho foi utilizado o mesmo critério. 

 

 
Figura 3.10 – Diagrama de caixas correspondentes às posições da superfície livre de um ressalto hidráulico. 

Fonte: Simões, Schulz e Porto (2010) 
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3.4 Análise dos resultados 

Neste item, o método citado anteriormente é aplicado ao experimento 14. Evidentemente, 

qualquer dos demais experimentos poderia ter sido escolhido. Este foi utilizado como 

exemplo devido à existência de uma onda transversal que alterou a forma do perfil S2. A 

intenção era verificar a forma corrigida do perfil médio na posição da onda, tendo sido este o 

primeiro experimento analisado com o método de rejeição. O perfil médio da superfície livre 

e as amplitudes das amostras ao longo de x encontram-se na Figura 3.11. Nota-se que os 

valores médios das profundidades (hm nesta figura) são inferiores a 10 cm ao longo de toda a 

extensão do canal. Observações visuais e de filmes mostram que as amplitudes das amostras, 

apresentadas na Figura 3.11b, não correspondem às oscilações da superfície livre e devem ter 

sido ocasionadas pelo líquido separado do escoamento principal. Portanto, fica evidente a 

existência de valores discrepantes com a observação destes resultados (Fig. 3.11a,b). 

 

(a)  (b) 

Figura 3.11 – Perfil da superfície livre (a) e amplitude das amostras (b) para o experimento 14. 

 

A representação dos dados por meio de diagramas de caixas é apresentada na Figura 

3.12. A Figura 3.12a indica uma grande quantidade de pontos situados fora dos limites 

estabelecidos como aceitáveis. Após a rejeição dos valores considerados discrepantes, o 

resultado é aquele da Figura 3.12b. Uma vez que a média e as demais quantidades estatísticas 

são recalculadas, surgem novos valores discrepantes de acordo com o critério adotado. Isto 

não significa que eles devam ser rejeitados sem uma nova análise das amostras, por meio das 

amplitudes e do perfil médio, por exemplo. Estes encontram-se apresentados na Figura 3.13. 

Na Figura 3.13(a) é comparado o perfil médio com o perfil médio corrigido (hmc). A Figura 

3.13 (b) contém a amplitude em função da posição ao longo do canal. Nota-se uma 

considerável redução nos valores de A(x) em comparação aos encontrados na Figura 3.11b. 
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(a) 

 (b) 

Figura 3.12 – Diagrama de caixas para a posição da superfície livre do experimento 14: (a) com valores 

discrepantes e (b) após aplicação do método de rejeição de valores discrepantes. 

 

(a)  (b) 

(c)  (d) 

Figura 3.13 - Perfil da superfície livre (a) e amplitude das amostras (b) após a aplicação do método de rejeição; 

(c) erro relativo calculado com os valores médios “hm” e “hmc”, tendo como referência “hmc”; (d) erros 

relativos máximos correspondentes aos dezoito experimentos. 

Dados correspondentes ao experimento 14 (unidades de acordo com o S.I.). 
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Alguns resultados interessantes podem ser extraídos dos “valores corrigidos”. A Figura 

3.13a indica que o perfil médio da superfície livre não sofre alterações importantes com a 

rejeição dos dados. Isto é reforçado pela análise dos erros relativos ao longo de x, que 

assumiram valores menores que 3,6%, como apresentado na Figura 3.13c. Observa-se que os 

valores médios para a região monofásica (perfil S2) são muito próximos, com erro relativo 

máximo menor que 1,5%. A Figura 3.13d contém os erros relativos máximos obtidos em cada 

um dos experimentos, em função do número de Froude na posição inicial. Os maiores valores 

resultaram iguais a 5,6% (experimento 2) e 5% (experimento 3) e os demais, menores que 

4%. Menciona-se também que o percentual máximo de amostras rejeitadas foi igual a 8,3% 

para o experimento 5. 

Além das conclusões apresentadas no parágrafo anterior, os dados corrigidos foram 

utilizados para calcular mais algumas quantidades. A primeira entre elas, apresentada na 

Figura 3.14a, é o terceiro momento central, definido como coeficiente de assimetria. Os 

valores dos coeficientes de assimetria indicam que a maior parte das distribuições de 

probabilidades possui dados distribuídos mais à direita em relação à média, devido aos 

valores positivos encontrados. A Figura 3.14b ilustra o comportamento do coeficiente de 

curtose (4º momento central). Nota-se que os valores corrigidos situaram-se em torno de três, 

indicando que grande parte dos valores discrepantes foi rejeitada. A Figura 3.15 contém 

alguns histogramas e curvas normais que ilustram as formas das distribuições das medidas 

para quatro posições em x. É interessante notar que a Figura 3.15c, correspondente à posição 

x =1,05 m é a que mais se aproxima de uma distribuição normal (linha vermelha). 

 

(a) (b) 

Figura 3.14 – Momentos centrais adimensionalizados: (a) Coeficiente de assimetria e (b) coeficiente de curtose. 

Experimento 14. 
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 (a) (b) 

 (c) (d) 

Figura 3.15 – Histogramas de frequências (ordenadas) de h (abscissas) para quatro posições (x): Experimento 14 

 

 

3.4.1 Posição de início da aeração 

A posição de início da aeração foi definida com base no ponto de mínimo que caracteriza a 

extremidade final do perfil S2 ou, de forma aproximada, para os experimentos que 

apresentaram espalhamentos como os experimentos 3 e 19. Os resultados apresentados neste 

item do trabalho correspondem aos dezesseis experimentos que resultaram na identificação de 

perfis S2, entre os dezoito apresentados na Figura 3.7, tendo sido obtidos após a aplicação do 

critério de rejeição. A primeira relação investigada envolve as variáveis LA/k e Fr
*
 e o uso de 

uma função do tipo potência. A variável LA é definida na Figura 3.16a, assim como as demais 

empregadas neste item. A potência utilizada possui a seguinte forma: 

 

2c*
r1

A Fc
k

L
           (3.8) 

 

em que  sengk/qF 3*
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A qualidade do ajuste foi quantificada com o uso do coeficiente de correlação e dos 
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covariância dos dados (bx,y) dividida pelo produto dos desvios padrão (x e y), como escrito 

a seguir: 

 

yx

y,x
y,x

b


           (3.9) 

 

Os resultados podem ser vistos na equação 3.10 e no gráfico da Figura 3.16b. O 

coeficiente de correlação entre dados experimentais e valores calculados com a equação 3.10 

resultou igual a 0,91. 

 
06,1*
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A F61,1
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L
           (3.10) 

 

Válida para 2,09  Fr
*
  20,70. 

 

(a)  (b) 

 
Figura 3.16 – (a) Definição das variáveis relacionadas ao início da aeração; (b) Relação empírica entre LA/k e 

Fr
*
: dados experimentais e valores calculados; (c) distribuição dos pontos em torno da reta de ajuste perfeito. 

 

Durante os experimentos, constatou-se que a posição de início da aeração depende da 

abertura da comporta e, portanto, da profundidade na posição inicial (x=0). Mais uma vez, o 

uso de uma potência possibilitou um bom ajuste, com coeficiente de correlação igual a 0,97. 

A Figura 3.17 contém a comparação entre os dados experimentais e a equação ajustada, 

escrita a seguir. 
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)0(h
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          (3.11) 

 

Válida para 0,69  h(0)/k  2,99. 
 

 

(a)  (b) 

Figura 3.17 – Posição de início da aeração em função da profundidade na posição inicial do canal: (a) relação 

empírica entre LA/k e h(0)/k; (b) comparação entre dados experimentais, calculados e a reta com coeficiente 

angular igual a 45º. 
 

As relações entre variáveis descritas anteriormente sugerem que a posição de início da 

aeração, para este experimento, é uma função de duas variáveis adimensionais: Fr
*
 e h(0)/k. 

Tendo como fundamento as funções observadas e, sendo i constantes adimensionais, 

considerou-se a seguinte hipótese: 
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         (3.12) 

 

A minimização dos erros quadráticos entre os valores medidos e os calculados 

possibilitou o cálculo das constantes, tendo sido obtida a equação 3.13. A Figura 3.18 permite 

observar o comportamento da equação obtida em relação aos experimentos. O coeficiente de 

correlação entre os dados experimentais e os valores calculados resultou igual a 0,98. 
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Válida para 2,09  Fr
*
  20,70 e 0,69  h(0)/k  2,99. 
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Figura 3.18 – Relação entre dados experimentais e valores calculados (-, reta com 45º). Esta relação corresponde 

à dependência de LA/k com Fr
*
 e h(0)/k e a equação utilizada é a 3.13. 

 

Prosseguindo com a observação das medidas em função de variáveis relevantes do 

escoamento, constatou-se que é possível expressar LA/k como função do número de Reynolds 

na posição inicial, definido com o diâmetro hidráulico (Dh = 4Rh, em x = 0). Incluindo este 

adimensional na equação 3.12 por meio da soma de mais uma potência que o envolva, o 

resultado obtido por mínimos quadrados forneceu os coeficientes da equação 3.14. O 

coeficiente de correlação para esta equação em relação aos dados experimentais é igual a 

0,98. Os pontos formados pelos valores medidos e calculados com a equação 3.14 podem ser 

vistos na Figura 3.19. 
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Válida para 2,09  Fr
*
  20,70, 0,69  h(0)/k  2,99 e 1,15.10

5
  Re(0)  7,04.10

5
. 

 

 

 
Figura 3.19 - Relação entre dados experimentais e valores calculados (-, reta com 45º). Esta relação corresponde 

à dependência de LA/k com Fr
*
, h(0)/k e Re(0) dada pela equação 3.14. 
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Hager (2003b) com a seguinte forma: 




sengs

q
F

3
. Pode-se verificar que Fr* = F/(cos

3
)

0,5
. 

O coeficiente de correlação para estes adimensionais é o mesmo obtido para os adimensionais 

encontrados na equação 3.10. A equação resultante, válida para as mesmas condições dos 

modelos precedentes, é: 

 

06,1i F397,1
s

z
           (3.15) 

 

A equação 2.92, proposta por Boes (2000) possui coeficientes diferentes daqueles 

encontrados na equação 3.15. O mesmo ocorre com a equação 2.95, apresentada por Boes e 

Hager (2003b). Com o intuito de comparar os resultados experimentais por meio destas 

equações empíricas, a equação 3.15 foi modificada com a substituição de zi por zi’ (ver Figura 

3.16a). Para tanto, utilizou-se a equação da energia escrita entre a seção com escoamento 

crítico (Seção 1, representada pelo subscrito “c”) e a seção inicial dos experimentos (Seção 2, 

em x = 0, representada por (0)). A forma empregada neste trabalho inclui o uso da equação de 

Darcy-Weisbach com valores médios para o raio hidráulico e velocidade. A equação 

resultante é similar à proposta por Boes (2000, p.126), exceto em relação ao uso do 

coeficiente de Coriolis. 
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       (3.16) 

 

Nota-se que o cálculo de zi’ requer o conhecimento do fator de resistência. Os valores 

utilizados para este adimensional são aqueles calculados com base na solução analítica da 

curva S2, apresentada no capítulo 4. Como resultado desta metodologia, a equação obtida 

possui coeficiente de correlação x,y = 0,98 e tem a seguinte forma: 

 

837,0
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i F19,3

s

z
           (3.17) 

 

em que zi’ = zi + zc – z(0). Válida para os mesmos intervalos precedentes. 

Verifica-se que a equação 3.17 fornece valores menores em relação aos calculados com 

a equação de Boes (2000, p.126) e a equação de Boes e Hager (2003b). Duas razões podem 

ser destacadas para justificar tais diferenças: (1) O método empregado para o cálculo do fator 
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de resistência e, seguramente, (2) a definição do início da aeração. Esses autores definiram a 

posição de “início da aeração no fundo” como aquela onde há 1% de ar no pseudofundo, que 

ocorre evidentemente após o ar ter atravessado a superfície (ponto de incipiência na 

superfície) e percorrido o trajeto até o fundo. A definição empregada no presente trabalho 

corresponde à posição final do perfil S2, relacionada com a incipiência na superfície. 

Utilizando a equação de Boes e Hager (2003b), equação 2.95, é possível relacionar estas duas 

posições por meio da equação 3.18. Nota-se que o início da aeração com 1% de ar junto ao 

fundo ocorre em uma posição próxima de 1,85 vezes a posição final do perfil S2. 
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           (3.18) 

 

em que zi’)1% corresponde à equação de Boes e Hager (2003b) e zi’)S2 à equação 3.17. 

É possível transformar a equação 3.17 de tal maneira que ela relacione variáveis 

semelhantes às definidas inicialmente (LA*/k e Fr
*
, em que LA* é a distância até o início da 

aeração, paralela ao pseudo fundo e correspondente a zi’). Para tanto, utiliza-se a seguinte 

relação entre os números de Froude: 
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Uma vez que LA*/k = (zi’/s)/(sencos), obtém-se: 

 
837,0*

r
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k
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          (3.19) 

 

O comportamento da equação 3.19 em relação aos dados experimentais é ilustrado na 

Figura 3.20. Foram inseridos nesta figura pontos experimentais de outros pesquisadores, 

assim como duas curvas. Observa-se que, exceto pelos dois primeiros pontos, os resultados 

situaram-se próximos à curva definida por Matos (1999). É interessante notar também que as 

retas de Matos (1999) e Sanagiotto (2003) são aproximadamente paralelas. Os dois pontos 

experimentais correspondentes aos menores números de Froude foram os principais 

responsáveis pela diferença de inclinação encontrada em relação às equações citadas. Esse 

desvio pode ter ocorrido devido à dificuldade em medir o perfil S2 para a condição próxima 

ao limite entre os escoamentos de transição e deslizante sobre turbilhões e devido à 

extrapolação realizada para estimativa das vazões. 

 



127 

 

 
Figura 3.20 – Posição de início da aeração: comparação entre dados experimentais desta pesquisa, equação 

obtida neste trabalho e dados (experimentais e numéricos) de diferentes autores.  

 

 

3.4.2 Profundidades no início da aeração 

Este item contém os resultados experimentais para as profundidades do escoamento na 

posição de início da aeração. Assim como no item anterior, procurou-se estabelecer relações 

entre o adimensional hA/k e os números de Froude, Reynolds e a profundidade relativa h(0)/k. 

Diferente do problema de determinação da posição de início da aeração, a profundidade em x 

= LA não necessita do cálculo de extrapolação para uso em vertedores sem comportas. O 

primeiro ajuste obtido corresponde à equação 3.20, cujo coeficiente de correlação entre 

valores medidos e calculados resultou igual a 0,97. A Figura 3.21 ilustra os resultados 

correspondentes a esta equação em relação aos pontos experimentais. 
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Figura 3.21 – Resultados experimentais e equação empírica (a) e comparação entre os resultados (b): 

profundidades na posição de início da aeração superficial, definida com o final do perfil S2. 
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Os resultados experimentais, quando comparados às equações e pontos experimentais e 

numéricos de outros autores, apresentaram excelente concordância. A Figura 3.22 ilustra esta 

observação e, mais uma vez, revela boa concordância com a equação proposta por Matos 

(1999). Os coeficientes da lei de potência apresentada por Matos (1999) são próximos dos 

valores calculados neste trabalho (0,361 e 0,606). 

 

 
Figura 3.22 – Profundidade na posição de início da aeração definida com base no final do perfil S2: comparação 

com dados experimentais e numéricos de diferentes pesquisadores. 

 

 

As relações entre hA/k, h(0)/k e Re(0) foram estabelecidas com o uso de potências, 

tendo sido obtidas as equações 3.21 e 3.22. A representação gráfica destes ajustes é 

apresentada na Figura 3.23 e os coeficientes de correlação resultaram iguais a 0,97 e 0,93, 

respectivamente. 
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Figura 3.23 – Ajustes para hA/k(h(0)/k) – (a) e hA/k(Re(0)) – (b) 
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Um modelo composto por três potências, como aquele representado pela equação 3.14, 

possibilitou o estabelecimento de uma relação empírica entre as quatro variáveis com x,y = 

0,98. Nota-se, por meio da Figura 3.24, que a distribuição dos pontos em torno da reta de 45º 

indica um excelente ajuste. 
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Válida para 2,09  Fr
*
  20,70, 0,69  h(0)/k  2,99 e 1,15.10

5
  Re(0)  7,04.10

5
. 

 

 
Figura 3.24 – Comparação entre dados experimentais e valores calculados (com hA/k(Fr

*
, h(0)/k, Re(0))) 

correspondentes à profundidade no início da aeração 

 

A inclusão do número de Reynolds na equação anterior e nas demais propostas 

semelhantes apresentadas neste capítulo ocorreu de forma livre, seguindo o método empírico 

de busca de correlações entre as grandezas estudadas. Apesar disto, sabe-se que descrição 

matemática de escoamentos com superfície livre envolve os números de Reynolds e Froude, 

como exposto no capítulo 4, quando é apresentada a equação de Navier-Stokes em termos de 

variáveis adimensionais. O uso da formulação integral de von Kármán para a camada limite 

também conduz a soluções que podem envolver os números de Reynolds e de Froude, como 

proposto no capítulo 7 desta tese. 

 

3.4.3 Profundidade final da região de transição e comprimento de transição 

Profundidade final da região de transição 

Os experimentos revelaram que os valores médios de profundidades formam um perfil da 

superfície livre com uma região decrescente (S2) seguida de uma zona com profundidades 

crescentes até um máximo a partir do qual há uma forma ondulada, como ilustrado na Figura 

3.25. O valor máximo imediatamente após o final da segunda região é denotado com h2. O 

comprimento de transição, por sua vez, é representado por L e corresponde ao comprimento 

entre hA e h2, paralelo ao pseudo fundo. 
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Assim como nos itens anteriores, esta parte do trabalho procurou estabelecer relações 

entre variáveis adimensionais com o uso das informações empíricas. As formas das funções 

foram adotadas a partir da observação do comportamento dos pontos experimentais. Se 

houver uma boa relação entre hA/k e h2/k, é razoável supor que h2/k apresente boas 

correlações com os demais adimensionais empregados anteriormente. Dessa forma, a primeira 

equação estabelecida relaciona hA/k com h2/k. O coeficiente de correlação resultou igual a 

0,99. Os dados e a equação 3.24 podem ser vistos na Figura 3.26. 

 

 
Figura 3.25 – Definição da profundidade h2 e do comprimento de transição L  

 

 
Figura 3.26 – Relação entre a profundidade no início da aeração (hA/k) e a profundidade correspondente à 

primeira crista da onda (h2/k). 
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As equações obtidas para h2/k em função de Fr
*
, h(0)/k e Re(0) encontram-se 

apresentadas a seguir. Entre os valores calculados e medidos, os coeficientes de correlação 

resultaram iguais a: 0,98; 0,97 e 0,94. A Figura 3.27 ilustra a distribuição dos pontos em torno 

das curvas obtidas. 
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(a) (b) 

(c) 

Figura 3.27 – Comparação entre dados experimentais e equações empíricas: (a) Relação entre h2/k e Fr
*
; (b) 

relação entre h2/k e h(0)/k e (c) relação entre h2/k e Re(0). 

 

Finalmente, assim como nos casos anteriores, estabeleceu-se uma relação envolvendo os 

três adimensionais Fr
*
, h(0)/k e Re(0) e h2/k, representada pela equação 3.28 e Figura 3.28, 

que contém uma comparação entre valores medidos e calculados. O coeficiente de correlação 

para esta aproximação resultou x,y = 0,99. 
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Válida para 2,09  Fr
*
  20,70, 0,69  h(0)/k  2,99 e 1,15.10

5
  Re(0)  7,04.10

5
. 

 

 
Figura 3.28 – Comparação entre valores medidos e calculados com a equação 3.28. 
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ausência de ar junto ao fundo. Tal afirmação constitui uma hipótese fundamentada em 

observações visuais e necessita de verificação experimental por meio de medições de frações 

volumétricas de ar. Apesar disto, é apresentada uma análise para a hipótese levantada, tendo 

como base estudos experimentais de Boes (2000) e Boes e Hager (2003b). 

Se aos valores de LA* ou zi
’
 forem adicionados comprimentos de transição 

correspondentes é possível definir novas posições de início da aeração. Os primeiros 

adimensionais estudados foram (zi
’
+Lsen)/s = zL/s e F = q/(gs

3
sen)

1/2
. Como resultado, 

desenvolveu-se a equação 3.29, com coeficiente de correlação igual a 0,95. A Figura 3.29 

ilustra o comportamento deste ajuste em relação aos dados experimentais. Na mesma figura é 

apresentada a curva obtida com a equação de Boes e Hager (2003b). 
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Figura 3.29 – Posição de início da aeração definida com a soma do comprimento de transição L: zL/s em função 

de F; a equação de Boes e Hager (2003b) é zi’/s = 5,9F
0,8

 (neste caso zi’ corresponde a uma fração de vazios 

média igual a 1% junto ao pseudo fundo). 

 

As equações propostas por Boes (2000) e Boes e Hager (2003b), equações 2.92 e 2.95, 

apresentam formas que permitem relacionar zL/s com a posição correspondente a uma fração 

de vazios no fundo igual a 1%. Os resultados obtidos foram: 
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As equações precedentes sugerem, como se esperava, que o início da aeração é mais 

próximo da posição zL em relação à posição calculada com a equação 3.17, correspondente ao 

final do perfil S2. Como ilustrado na Figura 3.29, as diferenças em relação à equação de Boes 
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e Hager (2003b) não são muito grandes, sugerindo que a posição correspondente a zL é 

próxima à posição onde há 1% de ar junto ao fundo. 

Os dados também foram utilizados para relacionar LA
*
/k com Fr

*
, sendo LA

*
 a posição 

correspondente à soma de LA* com L. O resultado obtido foi a equação 3.32 (x,y = 0,95), cujo 

comportamento é ilustrado por meio da Figura 3.30 em comparação aos dados de outros 

pesquisadores. De forma geral, nota-se uma excelente concordância da equação 3.32 com a 

maior parte dos resultados dos pesquisadores citados na legenda da figura, em especial com os 

resultados de Povh (2000), correspondentes ao comprimento L4/k, Chanson (2002) e 

Sanagiotto (2003). 
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Figura 3.30 – Nova posição de início da aeração: comparação com dados de diferentes autores 

 

 

Uma tentativa de relacionar a nova posição de início da aeração com o número de Fr
*
, 

h(0)/k e Re(0) resultou na equação 3.33. Este ajuste possui coeficiente de correlação igual a 

0,98 e o espalhamento dos pontos em torno da reta de 45º pode ser visto na Figura 3.31. 
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Figura 3.31 – Posição de início da aeração LA

*
/k em função de Fr

*
, h(0)/k e Re(0): comparação entre dados 

medidos e calculados com a equação 3.33 

 

 

3.4.4 Outras grandezas 

Todos os resultados experimentais correspondentes aos perfis S2 possibilitaram identificar, 

ainda que de forma aproximada em alguns casos, o início da aeração superficial, o máximo 

correspondente à primeira crista da onda (h2) e um mínimo após primeira crista, onde a 

profundidade da mistura passa a ser representada por h3. A análise dos dados correspondentes 

à profundidade do primeiro vale (h3) apontou para a existência de boas correlações com 

algumas variáveis adimensionais. Inicialmente, constatou-se que h3/k e h2/k e h3/k e h1/k estão 

relacionados linearmente de acordo com as seguintes equações: 
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Os coeficientes de correlação entre valores medidos e calculados com as equações 

precedentes resultaram iguais a 0,99 e os gráficos correspondentes aos ajustes podem ser 

vistos na Figura 3.32. 
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(c) (d) 

Figura 3.32 – Profundidade média da mistura na posição do primeiro vale: (a) relação linear entre h3/k e h2/k; (b) 

comparação entre dados medidos e calculados; (c) relação linear entre h3/k e h1/k e (d) comparação entre dados 

medidos e calculados. 

 

Assim como nos desenvolvimentos anteriores, foi investigada a existência de relações 

entre h3/k e Fr
*
, h(0)/k e Re(0), além de outros adimensionais, como h1/h2, L/k, L/h1, L/h2, etc. 

A disposição dos pontos experimentais (Fr
*
, h3/k) indicou a existência de uma relação linear 

entre essas variáveis. O ajuste obtido é apresentado na Figura 3.33a e, na Figura 3.33b são 

comparados dados experimentais com valores calculados por meio da equação 3.36. O 

coeficiente de correlação entre dados experimentais e medidos resultou igual a 0,97. As 

Figuras 3.33c,d apresentam resultados obtidos com o mesmo tipo de análise, porém 

correspondem a (Re(0), h3/k). Constatou-se uma dependência linear e o coeficiente de 

correlação entre dados calculados e medidos resultou igual a 0,95. O arranjo dos pontos 

(h(0)/k, h3/k) ocorreu de maneira um pouco mais espalhada em relação às demais relações 

apresentadas neste item. Embora esse espalhamento tenha sido notado, foi possível obter um 

ajuste razoável por meio de uma potência, como ilustrado nas Figuras 3.33e,f. O coeficiente 

de correlação resultou igual a 0,95. 
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(c) (d) 

(e) (f) 

Figura 3.33 – Outras relações lineares envolvendo h3/k: (a) Distribuição dos pontos experimentais em torno da 

reta ajustada, relação com Fr
*
; (b) Comparação entre dados experimentais e calculados, relação com Fr

*
; (c) 

relação linear h3/k(Re(0)); (d) Comparação entre dados experimentais e calculados, para h3/k(Re(0)); (e) 

distribuição de dados experimentais em torno da curva definida por uma potência entre h3/k e h(0)/k; (f) 

comparação entre dados experimentais e calculados, ralação com h3/k e h(0)/k. 
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Como nos itens anteriores e, seguindo o caráter empírico deste capítulo, foi obtida uma 

equação que relaciona h3/k com Fr
*
, h(0)/k e Re(0). A forma da função obtida é apresentada a 

seguir, tendo sido escolhida após a observação das formas das três equações anteriores. A 

Figura 3.34 permite notar a distribuição dos pontos experimentais e calculados em torno da 

reta de 45º. O coeficiente de correlação entre dados medidos e calculados com esta 

metodologia é igual a 0,98. 
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Figura 3.34 – Comparação entre valores experimentais e calculados com a função h3/k(Fr

*
, h(0)/k, Re(0)). 

 

Com os dados experimentais desta pesquisa, concluiu-se que não há correlação entre 

h3/k e o comprimento de transição ou adimensionais definidos a partir dele (L/h1 e L/h2). O 

comprimento desde o final do perfil S2 até a posição correspondente a h3 é definido como L
o
. 

As correlações aceitáveis envolvendo este comprimento correspondem ao comportamento de 

L
o
/k em função de L/k e L

o
/h3 em função de h3/h2. Em ambos os casos foram utilizadas 

potências, tendo sido obtidos coeficientes de correlação iguais a 0,95 e 0,89. As comparações 

entre os dados experimentais e calculados são apresentadas a seguir. 
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(c) (d) 

Figura 3.35 – Relações adimensionais estabelecidas com h2, h3, k, L e L
o
. 

 

 

3.4.5 Considerações finais sobre os resultados anteriores 

Os resultados obtidos com o sensor acústico possibilitaram identificar variáveis clássicas 

presentes nos estudos sobre vertedores, como a posição de início da aeração e a profundidade 

nesta posição. As equações ajustadas aos experimentos e os próprios pontos experimentais 

situaram-se próximos a resultados de diferentes autores que estudaram o comportamento de 

tais grandezas em modelos físicos de vertedores em degraus. Além da realização de medidas 

de variáveis clássicas com o uso de um método inédito nesta área, identificou-se um novo 

conjunto de grandezas por meio do perfil médio da superfície livre. Este conjunto inclui 

comprimentos de transição e profundidades relacionadas à forma ondulada da superfície. 

Como comentário final, destaca-se que todos os ajustes empíricos apresentados anteriormente 

possuem validade se forem respeitadas as seguintes restrições: 2,09  Fr
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  20,70, 0,69  

h(0)/k  2,99 e 1,15.10
5
  Re(0)  7,04.10

5
 e  = 45º. 

 

3.5 Análise espectral e outras informações estatísticas sobre a superfície livre 

3.5.1 Análise espectral 

Com o uso da transformada rápida de Fourier (FFT) e os dados experimentais originais foi 

possível calcular freqüências dominantes (fp) a partir das derivadas temporais de h, 

consideradas aproximadamente iguais à velocidade vertical da superfície (W). Para tanto, 

considerou-se a derivada temporal da posição da superfície livre, medida desde o sensor até a 

superfície. Este valor corresponde ao oposto da derivada temporal de h, como demonstrado a 

seguir. Seja h a profundidade do escoamento, Hs_sl = distância desde o sensor até a superfície 

livre e Hsp = distância desde o sensor até o pseudo fundo. É possível verificar que: 
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Sabe-se que Hsp–Hs_sl=h e Hsp é uma constante, logo: 
dt

sl_dHs

dt

)sl_HsHsp(d

dt

dh



 .■ 

A frequência dominante pode ser utilizada para o cálculo do número de Strouhal, que 

representa uma relação entre tempos (um tempo característico do escoamento e o tempo 

atrelado ao fenômeno em estudo, que neste caso é a oscilação da superfície livre). O 

experimento escolhido para ilustrar este tipo de análise é o de número 18, por ser um dos 

experimentos com perfil S2 bem caracterizado. Os seus resultados correspondem a um perfil 

S2 praticamente sem ondulações e regiões de transição e aerada bem definidas. O número de 

Strouhal envolve o tempo característico do escoamento e o período de oscilação. Ele foi 

definido neste trabalho com a velocidade média obtida a partir do perfil médio (V(x) = q/h(x), 

sendo q = vazão específica) e a profundidade do escoamento (h(x), que é o valor médio). 

Outras tentativas, como o uso da profundidade na posição inicial e da velocidade na mesma 

posição não resultaram em possíveis correlações. Sendo fp a freqüência de pico, o número de 

Strouhal é escrito com a seguinte forma: 

 

V

hf
St

p
           (3.43) 

 

A primeira tentativa de perceber a variação do número de Strouhal ao longo do 

escoamento conduziu à elaboração da Figura 3.36a. A partir do primeiro pico após a região de 

transição, assim como na região não aerada, há uma proporcionalidade entre valores de St(H) 

e . A Figura 3.36b ilustra este comportamento. Definindo o número de Reynolds com o 

diâmetro hidráulico, Re = V4Rh/, constatou-se que o número de Strouhal é inversamente 

proporcional ao seu valor, como ilustrado na Figura 3.36c. A Figura 3.36d contém os pontos 

(Fr, St) e é apenas uma forma de representação adicional que pode ser obtida a partir da 

Figura 3.36b já que Fr = 
-3/2

 (Fr = número de Froude). 
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(Continua na próxima página) 
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(c) (d) 

Figura 3.36 – Número de Strouhal calculado com dados do experimento 18: (1) St(H) e (H), em que H = z/hc e 

 = h/hc; (b) St(); (c) St(Re); (d) St(Fr). 

 

A Figura 3.37 reúne os dados de todos os experimentos realizados nesta pesquisa, isto é, 

perfis S3, S2 e escoamentos monofásicos e bifásicos. O primeiro resultado, correspondente a 

relação St() apresentada na Figura 3.37a, contém uma grande quantidade de dados 

distribuída em uma forma aproximadamente elíptica. Isto confirma a tendência observada no 

experimento 18. Nota-se também grupos de pontos com comportamento linear bem definido. 

Eles pertencem à região não aerada dos experimentos 2 e 3 e 19 e são exceções com 

coeficientes de correlação maiores que 0,8 entre St e . A Figura 3.37b contém pontos que 

ilustram a relação entre St e Re. Como no caso precedente, há um aglomerado de pontos que 

se destaca dos demais, entretanto, com forma aproximadamente circular. Os valores de 

Strouhal mais à esquerda, correspondentes aos menores números de Reynolds, fazem parte 

dos experimentos 8 e 9 (experimentos com vazões menores). A aparência vertical produzida 

pela distribuição dos pontos desses dois experimentos ocorreu em função da escala horizontal 

do gráfico. 

 

 (a) (b) 

Figura 3.37 – Número de Strouhal para os escoamentos monofásico e bifásico (todos experimentos): (a) Pontos 

experimentais ( ,St); (b) pontos experimentais (Re, St). 

 

A separação dos dados obtidos para o escoamento monofásico com perfis S2 resultou 

nas Figuras 3.38a,b. A Figura 3.38a mantém a tendência observada a partir de todos os dados. 
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Os pontos (Re, St) da Figura 3.38b destacaram possíveis relações lineares entre esses 

adimensionais. 

 

(a) (b) 

Figura 3.38 – Número de Strouhal para o escoamento monofásico (experimentos com perfis S2): (a) Pontos 

experimentais (, St); (b) pontos experimentais (Re, St). 

 

O passo seguinte na observação dos resultados consistiu em gerar gráficos semelhantes 

aos anteriores, porém, para os pontos da região bifásica dos experimentos com perfis 

monofásicos S2. Percebe-se mais uma vez a forma aproximadamente elíptica na Figura 3.39a, 

a aparência vertical para baixos Reynolds na Figura 3.39b e o aspecto aproximadamente 

circular para os demais pontos na Figura 3.39b. 

 

(a) (b) 

Figura 3.39 – Número de Strouhal para o escoamento bifásico (experimentos com perfis S2): (a) Pontos 

experimentais (, St); (b) pontos experimentais (Re, St). 
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3/4pcp
Fr

g

fh

V

hf
St           (3.44) 

 

O experimento 2 apresentou freqüências de pico próximas de 12,2-12,3 para os 

primeiros oito pontos experimentais da região monofásica. Para o experimento 3, o valor de fp 

resultou próximo de 9,3. Uma vez que, para um determinado experimento, a altura crítica é 

única, só resta fp como variável capaz de alterar a forma da relação entre St e Fr ou St e . As 

freqüências dos dezesseis experimentos com perfis S2 variaram entre 2,73 e 12,32 para 

números de Froude entre 1,95 e 5,65, como ilustrado na Figura 3.40a. Avaliou-se também a 

possibilidade de relação entre a freqüência (ou período) com um tempo característico do 

escoamento, definido a seguir. Os resultados são apresentados na Figura 3.40b, que relaciona 

o período com o tempo característico, Tc. Como pode ser visto, assim como ocorreu para a 

freqüência em função de Fr, não há boa correlação entre estas grandezas. 

 

cV

2s
Tc            (3.45) 

 

em que Vc = (ghc)
0,5

. 

 

(a) (b) 

Figura 3.40 – (a) Frequencias dominantes para os experimentos com perfil S2; (b) Período (1/fp) em função do 

tempo característico definido por meio da equação 3.45. 
 

Os pontos obtidos na posição inicial do experimento 18 (x=6 cm) foram utilizados para 

obter o gráfico da Figura 3.41a. Na mesma figura é mostrada uma reta correspondente à lei 

dos 5/3 de Kolmogorov (1945). Uma análise semelhante para a posição final do canal com 

escoamento plenamente bifásico forneceu os resultados apresentados na Figura 3.41b. É 

interessante notar que esta avaliação indicou a ocorrência da sub-região inercial apenas para 

os dados da região monofásica. Em todos os casos, os dados correspondentes a W = dh/dt 

fornecidos pelo programa de aquisição de dados do sensor ultra-sônico foram utilizados para 
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gerar os gráficos. Utilizou-se a transformada rápida de Fourier e foram obtidos espectros de 

amplitude de um lado para os quadrados de w. Uma faixa mais ampla do espectro 

correspondente à sub-região inercial foi identificada para os escoamentos supercrítico e 

subcrítico de um ressalto hidráulico com Fr1 = 3 (número de Froude da seção supercrítica) 

estudado por Simões, Schulz e Porto (2010b), como ilustrado na Figura 3.41c,d. 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 3.41 – Espectro de amplitude de um lado calculado com (dh/dt)
2
: 

(a) Escoamento monofásico (x=6 cm) e (b) escoamento bifásico (x=350 cm). A Figura (c) corresponde ao 

escoamento supercrítico (x=0) e a (d) ao escoamento subcrítico (x  =2,95 m) de um ressalto hidráulico com Fr1 = 

3, estudado por Simões, Schulz e Porto (2010b). A linha cinza é obtida com uma potência de -5/3 e é apresentada 

apenas para comparação visual com os pontos. 

 

 

3.5.2 Intensidade turbulenta 

Definições 

Este item é dedicado à análise dos sinais h=h(x,t) e obtenção de informações sobre a 

turbulência na superfície livre. Os cálculos são realizados a partir das amostras com 

velocidades verticais W, sem rejeição de amostras. Hinze (1975, p.4) menciona o trabalho de 

Dryden e Kuethe (1930) como o primeiro a introduzir a definição de intensidade das 

flutuações turbulentas. Estes autores utilizaram o valor rms da flutuação, definindo a 

intensidade das flutuações turbulentas de acordo com a equação 3.46. Brodkey (1967, p.269) 
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utiliza a mesma definição. É usual expressar os resultados em termos relativos 

adimensionalizando a intensidade turbulenta com o valor médio da velocidade, a velocidade 

de atrito, entre outras opções. A intensidade turbulenta possui componentes nas três direções. 

Considerando a componente vertical, define-se: 

 

2w'w            (3.46) 

 

em que w’ é a intensidade das flutuações turbulentas ou simplesmente intensidade turbulenta 

e WWw  . 

A intensidade turbulenta definida pela equação 3.46 é considerada aqui como 

aproximadamente igual à componente vertical da intensidade turbulenta na superfície livre. 

Além da intensidade turbulenta, foram calculados valores para a energia cinética turbulenta a 

partir das informações experimentais disponíveis. A energia cinética turbulenta por unidade 

de massa, ke, é definida como a metade do traço do tensor de Reynolds: 

 

iie uu
2

1
k            (3.47) 

 

em que u = flutuação de velocidade. Classicamente, a energia cinética turbulenta é 

representada por k. Uma vez que o símbolo k é utilizado em estudos sobre vertedores em 

degraus como sendo a altura de rugosidade e, por ele aparecer com grande freqüência neste 

texto, optou-se pelo símbolo ke para representar a energia cinética turbulenta neste capítulo. 

Se a turbulência for isotrópica o tensor de Reynolds possui componentes diferentes de 

zero apenas na diagonal principal. O elipsóide, para turbulência isotrópica, é reduzido a uma 

esfera deixando de existir variações quando são realizadas rotações do sistema de 

coordenadas e reflexões com respeito aos planos coordenados. Deste modo, as componentes 

da diagonal principal passam a ser iguais e a energia cinética turbulenta assume a seguinte 

forma (escrita em termos de w ou w’): 

 

22
e 'w

2

3
w

2

3
k           (3.48) 

 

 

Resultados 

A intensidade turbulenta foi utilizada para calcular intensidades relativas. A 

adimensionalização adotada inclui o uso da velocidade crítica, Vc = (ghc)
0,5

, resultando na 

seguinte forma para a intensidade relativa (ir): 
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cV

'w
ir             (3.49) 

 

De forma aproximada, pôde-se concluir que o comportamento da intensidade turbulenta 

consiste em um trecho crescente para H<10, aproximadamente, e uma região com valores 

decrescentes para H>10. A intensidade relativa condensou as informações de forma muito 

interessante e apresenta o mesmo comportamento, evidenciando um crescimento 

relativamente pouco íngreme para H>25. A Figura 3.42 permite observar tais descrições. 

 

(a) (b) 

Figura 3.42 – Intensidades turbulentas para todos os experimentos com perfis S2: (a) Intensidade em função da 

posição adimensionalizada H = z/hc; (b) intensidade relativa em função da posição H. 
 

Cada experimento, inclusive aqueles com perfis S3, possui um valor máximo para a 

intensidade turbulenta. Estes valores apresentaram boa correlação com as velocidades críticas 

correspondentes. A equação empírica ajustada que relaciona max(w’) com Vc é apresentada a 

seguir e o coeficiente de correlação entre dados medidos e calculados resultou igual a 0,90. A 

Figura 3.43a ilustra a distribuição dos pontos em torno da curva representada pela equação 

3.50. Estão atrelados a esta equação os seguintes limites: 0,157<w’<0,493 e 0,71<Vc<1,60. 

 
41,1

cV255,0)'wmax(           (3.50) 

 

(a) 

Figura 3.43 – Valores máximos para a intensidade turbulenta 
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Com o intuito de distinguir os resultados obtidos para a região monofásica dos 

resultados obtidos após o fim do perfil S2, as intensidades relativas foram analisadas em 

função de z/zi (zi = posição de início da aeração, medida verticalmente). Com a Figura 3.44a,b 

é possível concluir que as intensidades relativas máximas ocorrem a jusante do ponto de 

início da aeração superficial. A Figura 3.40b destaca esta conclusão e permite observar 

também que existem dois picos, o primeiro para a região monofásica e o segundo para a 

região bifásica. Os máximos ocorridos na região monofásica não apresentaram boa correlação 

com a velocidade crítica, como aconteceu para o escoamento da mistura. Nota-se que o os 

valores mínimos definidos pelo contorno superior dos pontos ocorrem próximos ao ponto de 

início da aeração, um pouco a montante, em z/zi  0,9. O pico para a região bifásica ocorre 

em z/zi  2,11. Cabe mencionar que os valores obtidos para a intensidade turbulenta relativa 

são da ordem dos valores encontrados na literatura (ver Hinze, 1975). 

 

(a) (b) 

Figura 3.44 – Intensidade relativa em função da posição vertical adimensionalizada com a posição de início da 

aeração definida com o final do perfil S2: (a) Todos os resultados e (b) Parte inicial, com destaque para a posição 

de início da aeração (z/zi = 1). 

 

Assumindo como verdadeira a hipótese de turbulência isotrópica, a equação 3.48 pôde 

ser empregada para calcular a energia cinética turbulenta. Para comprovar esta hipótese seria 

necessário medir as três componentes da velocidade e, a partir delas calcular as componentes 

do tensor de Reynolds. Se as correlações entre ui e uj (i≠j) resultassem iguais a zero (ou muito 

baixas) a turbulência seria isotrópica. A obtenção de tais valores na superfície livre é 

extremamente complexa. Em um determinado volume selecionado para análise, por exemplo, 

com 5 cm
3
, certamente ocorrem movimentos de diversos tipos. Alguns possíveis exemplos 

são: o movimento semelhante ao de uma membrana, a ocorrência de formas alongadas que se 

deslocam tridimensionalmente, a formação de gotas que ascendem e, em seguida, retornam ao 

escoamento principal seguindo trajetórias que não são necessariamente retilíneas, etc. Sendo 
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assim, definir a superfície livre com precisão seria a primeira tarefa, que aparentemente não é 

simples. 

A energia cinética turbulenta ke também foi adimensionalizada. Para tanto, empregou-se 

a energia específica crítica (no sentido hidráulico) definida como Ec = (3/2)hc (por unidade de 

peso de fluido). Seja h a profundidade de escoamento e V a velocidade média na seção 

transversal, a energia específica (E) para um canal retangular é definida como: 

 

g2

V
hE

2

           (3.51) 

 

Derivando a energia em relação a profundidade h, vem: 
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Se dE/dh = 0, h = hc (altura crítica utilizada ao longo do texto). A energia específica crítica é 

definida de modo que Ec = E(hc). Portanto, Ec = (3/2)hc. A energia específica crítica por 

unidade de massa de fluido pode ser escrita como: 

 

cc gh
2

3
e   

 

Utilizando esta expressão para adimensionalizar a energia cinética turbulenta, obtém-se: 

 

c
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c

2

c

e
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gh
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gh

w

e

k
*k           (3.52) 

 

A partir da equação 3.52, conclui-se imediatamente que ke* = (w’/Vc)
2
. Os valores 

obtidos para a energia cinética seguem o mesmo padrão correspondente à intensidade 

turbulenta, como pode ser visto na Figura 3.45. Gonzalez e Chanson (2008) apresentaram 

resultados para intensidade turbulenta relativa obtida com uma sonda de condutividade de 

ponta dupla. A adimensionalização foi escrita em termos da velocidade longitudinal 

interfacial (ar-água), também obtida com a referida sonda. Os resultados destes pesquisadores 

correspondem a escoamentos em canais em degraus submetidos ao escoamento deslizante 

sobre turbilhões e com placas triangulares inseridas nos degraus para alterar a turbulência em 

relação a uma estrutura convencional. As intensidades turbulentas relativas foram 

apresentadas em função da posição adimensional y/y90 e das velocidades V/V90. Nestas 

definições, y = eixo coordenado perpendicular ao pseudofundo, y90 é a profundidade para 

C=0,9, V é a velocidade longitudinal interfacial (ar-água) e V90 a velocidade em y=y90. 
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Embora os resultados de Gonzalez e Chanson (2008) correspondam a variações da 

intensidade turbulenta ao longo da profundidade do escoamento, foi interessante notar que 

eles mediram valores para a intensidade turbulenta que compuseram um padrão com uma 

região aproximadamente constante (abaixo do pseudofundo), uma tendência decrescente até 

um ponto de mínimo seguido de um crescimento com um ponto de máximo que ocorre entre 

y/y90=0,5 e y/y90=1,0. 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 3.45 – Energia cinética turbulenta: (a) Energia cinética turbulenta em função de H; (b) ke* em função de 

H; (c) ke* em função de z/zi; (d) ke* em função de z/zi (ampliação). 
 

Resultados obtidos para um ressalto hidráulico 

No âmbito deste doutorado foi conduzido um estudo experimental com o intuito de obter 

informações sobre a superfície livre de um ressalto hidráulico com Fr1=3. O sensor acústico 

utilizado foi o mesmo empregado nas medições realizadas no canal em degraus, com 
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canal. A Figura 3.46a possui um desenho esquemático do canal empregado, que é retangular e 

possui largura igual a 41 cm. A vazão foi obtida através de um vertedor triangular e da 

equação de Thomson. Embora o escoamento no canal em degraus seja supercrítico ao longo 

de toda a sua extensão, considerou-se relevante mencionar os resultados obtidos para o 
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por meio da superfície livre. Foi interessante notar que este fenômeno provoca um aumento 

nos valores das intensidades turbulentas no ressalto hidráulico e nos escoamentos sobre 

degraus. Além disto, os aspectos gerais das distribuições de intensidades turbulentas são 

semelhantes. 

Alguns resultados experimentais e numéricos relacionados ao estudo do referido 

ressalto hidráulico foram publicados por Simões, Schulz e Porto (2010b). Neste trabalho os 

dados apresentados pelos referidos autores foram utilizados para calcular as intensidades 

turbulentas relativas. Uma fotografia do ressalto estudado, o perfil médio da superfície livre e 

o comportamento da intensidade turbulenta relativa são apresentados na Figura 3.46b,c. Como 

pode ser notado na Figura 3.46c, w’/Vc assumiu um valor máximo na região de intensa 

recirculação do ressalto hidráulico e aproximadamente coincidente com a posição em que 

ocorre a profundidade crítica, o que são características que apontam esta medida como 

adequada para localizar o rolo e obter informações de sua agitação. Entre o ponto de máximo 

e x/hc igual a 20, o comportamento de w’/Vc pôde ser descrito por meio da seguinte equação 

(com coeficiente de correlação igual a 0,99): 

 
5/6

cc h

x
45,2

V

'w















          (3.53) 

 

No intervalo 20<x/hc<30, w’/Vc possui um valor médio próximo de 0,07. 

 

(a) 

(b) (c) 

Figura 3.46 – Resultados experimentais sobre a posição da superfície livre de um ressalto hidráulico: (a) desenho 

esquemático do canal e sensor empregado; (b) fotografia do ressalto estudado (Fr1 = 3); (c) intensidade 

turbulenta relativa ao longo do ressalto hidráulico e perfil médio da superfície livre. 
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3.5.3 Profundidades máximas 

Neste item são apresentados valores para as profundidades máximas adimensionalizadas em 

relação à profundidade crítica (max()) e suas relações com outras variáveis dos escoamentos 

estudados no canal em degraus. As primeiras relações obtidas foram entre max() e h1/hc, 

h2/hc e h3/hc. As equações que representam tais relações e os gráficos correspondentes são 

apresentadas a seguir. Nota-se que há coerência entre as relações observando-se as definições 

de cada uma das grandezas adimensionais utilizadas. Os valores máximos foram obtidos a 

partir dos perfis médios corrigidos. 
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Os coeficientes de determinação são iguais a 0,71, 0,92 e 0,84, respectivamente, e devem ser 

observados os seguintes intervalos: 0,31<h1/hc<0,47, 0,41<h2/hc<0,60, 0,36<h3/hc<0,49. 

 

 
Figura 3.47 – Relações entre max() e os adimensionais h1/hc, h2/hc, h3/hc. 

 

Os coeficientes de correlação de outros ajustes apresentaram valores baixos, dentre os 

quais os únicos aceitáveis são aqueles envolvendo o número de Reynolds na posição inicial, 

Re(0), e o adimensional s/hc. As equações 3.57 e 3.58 representam as relações entre estas 

variáveis, com coeficientes de correlação iguais a 0,87 e 0,85, respectivamente. Os gráficos da 

Figura 3.48 contêm os pontos experimentais em torno das retas ajustadas aos dados. 
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421,0
h

s
215,0)max(

c

         (3.58) 

 

Validade: 1,1x10
5
<Re(0)<7,0x10

5
 e 0,21<s/hc<0,97. 

 

(a) (b) 

Figura 3.48 – (a) Relação entre max() e Re(0); (b) relação entre max() e s/hc. 

 

Finalmente, com o intuito de localizar os valores máximos, foram calculadas as relações 

entre max() e H e max() e H-zi/hc ou (z-zi)/hc (distância entre a posição de início da aeração 

superficial e a posição correspondente ao valor máximo). As equações 3.59 e 3.60 

correspondem a estes ajustes e possuem coeficientes de correlação iguais a 0,86 e 0,83. Os 

gráficos da Figura 3.49 ilustram as retas obtidas com as equações e os pontos correspondentes 

aos experimentos realizados. A equação 3.60 é especialmente útil porque fornece a 

localização da profundidade máxima a partir do ponto de início da aeração. Assumindo que os 

resultados são aplicáveis a estruturas sem comportas é possível calcular a profundidade 

máxima após o início da aeração com a equação 3.60. 
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Validade: 7,36<H<27,35 e 3,35<(H-zi/hc)<24,62. 
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(a) (b) 

Figura 3.49 – Localização dos valores máximos de  ao longo do canal: (a) Relação entre max() e H; (b) 

relação entre max() e H–zi/hc. 

 

As relações apresentadas até aqui foram estabelecidas com as profundidades máximas 

pertencentes aos perfis médios da superfície livre, a jusante do ponto de início da aeração. 

Devido às oscilações da superfície livre em torno dos valores médios, estes não são os 

máximos medidos. Foi possível estabelecer uma relação linear entre os valores máximos 

obtidos com perfis médios, max(), e os máximos presentes nos sinais corrigidos, denotados 

por max(
*
). A equação que relaciona estas quantidades é apresentada a seguir e possui 

coeficiente de correlação igual a 0,98. 
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Válida para 0,42<max()<0,64. 

 

 

 
Figura 3.50 – Relação entre os valores máximos de  

 

A equação 3.61 mostra que a profundidade máxima é aproximadamente duas vezes 

maior que a profundidade média máxima. Esta constatação é de grande importância prática, 

sendo útil para o dimensionamento das alturas dos muros laterais. O dimensionamento 

realizado a partir de profundidades equivalentes apenas de água e frações de vazios médias 

depende do fator de resistência adotado, como pode ser visto em Simões et al. (2010), 
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Simões, Schulz e Porto (2011) (discussão de Takahashi e Ohtsu, 2011). A metodologia 

desenvolvida neste trabalho proporciona mais uma alternativa para avaliar a altura dos muros 

laterais, válida para vertedores em degraus com  = 45º e os demais intervalos citados 

anteriormente. 

 

3.5.4 Relação entre o escoamento uniforme e decaimento de quantidades estatísticas 

A definição precisa da ocorrência do escoamento uniforme pode ser feita a partir do 

conhecimento dos comportamentos médios dos campos de velocidades, pressões e 

distribuição de vazios. Em média, a uniformidade existe se a condição de equilíbrio é 

alcançada, como em um escoamento plenamente desenvolvido em um conduto forçado, cujos 

perfis de velocidades possuem formas independentes ao longo da posição. De forma geral, 

entende-se que a uniformidade em escoamentos livres é uma característica assintótica. Uma 

profundidade constante, por outro lado, é entendida como um indicativo de uniformidade 

(apesar de poderem haver redistribuições de velocidades e vazios). A Figura 3.51 contém 

quatro gráficos. O primeiro, Figura 3.51a, permite observar as intensidades turbulentas 

relativas (apresentadas anteriormente) em função do adimensional (z-zi)/hc. O uso deste 

adimensional nas abscissas faz com que os pontos correspondentes ao escoamento 

monofásico fiquem em (z-zi)/hc<0. Os demais também utilizam esta ideia. A Figura 3.51b 

contém os números de Strouhal, apresentados anteriormente e reapresentados nesta figura 

com o referido eixo das abscissas. As Figuras 3.51c e 3.51d foram elaboradas com os 

coeficientes de assimetria e curtose dos sinais correspondentes às profundidades do 

escoamento. Nos quatro gráficos apresentados é possível observar a ocorrência de um pico à 

jusante do início da aeração. A intensidade turbulenta apresentou um comportamento 

crescente mais definido em relação aos demais a partir de (z-zi)/hc=0 e o número de Strouhal 

foi o adimensional com maior espalhamento ao longo do canal. Após o pico observa-se o 

decaimento destas quantidades. 
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(c) (d) 

Figura 3.51 – Quantidades estatísticas em função de (z-zi)/hc: (a) Intensidade turbulenta, (b) Número de Strouhal, 

(c) coeficiente de assimetria, (d) coeficiente de curtose (623 pontos em cada gráfico) 

 

De forma aproximada, sobretudo para St, fica evidente que o decaimento termina muito 

próximo à posição (z-zi)/hc=20. Definindo Zu=(z-zi)+
2S

'
i )z e com o uso da equação 3.17, pode-

se estabelecer, com base nos dados e considerações expostos neste trabalho, uma função para 

a distância desde a crista do vertedor até a posição final do decaimento, Zu. Inicialmente, 

escreve-se o número de Froude presente na equação 3.17, F, com a seguinte forma: 
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A equação 3.17 pode ser reescrita como: 
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Empregando a definição de Zu e o resultado (z-zi)/hc=20, obtém-se a equação procurada: 
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        (3.63) 

 

Deve-se destacar que esta equação está vinculada às condições experimentais apresentadas 

anteriormente. Isto significa que o número 20 pode não ser absoluto, eventualmente sendo 

função do ângulo , por exemplo, assim como os demais números reais presentes na função. 

 

Escoamento uniforme 

Matos e Quintela (1995c) indicaram que o escoamento uniforme ocorre se z/hc≥25-30, para 

1V:0.75H. Neste caso z é o eixo coordenado vertical com origem na crista padrão e positivo 

para baixo. Yildiz e Kas (1998), para a mesma inclinação, sugeriram que o escoamento 

uniforme ocorre se z/hc≥20. Ohtsu et al. (2004), a partir de resultados experimentais, 
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concluíram que a altura adimensional necessária para que ocorra o escoamento quase-

uniforme em vertedores em degraus depende de s/hc e de . 

Empregando a metodologia de Ohtsu et al. (2004), o escoamento uniforme para um 

canal com =45º ocorre se z/hc>24,95, para s/hc=1. O uso da equação de Boes e Hager 

(2003a) para =45º resulta em z/hc>19,04 como condição para ocorrência do escoamento 

uniforme. Utilizando a equação 3.63 com s/hc=1 e =45º, obtém-se Zu/hc=23,7. Com esta 

breve revisão sobre o tema, percebe-se que a previsão da ocorrência do escoamento uniforme 

ainda é um tema com resultados divergentes. Tais observações sugerem que o método 

apresentado nesta tese, baseado no decaimento das quantidades estatísticas, é adequado para a 

definição da ocorrência do escoamento uniforme.  

 

3.7 Considerações finais sobre o Capitulo 3 

O Capítulo 3 foi escrito com base nos resultados experimentais obtidos nesta pesquisa. Em 

um primeiro ponto de vista, as equações propostas são ajustes matemáticos destinados a 

fornecer subsídios práticos para a previsão de grandezas relacionadas ao escoamento em 

canais em degraus com 1V:1H. Em outros termos, as equações propostas servem como 

ferramentas de interpolação. Em função das condições relacionadas à etapa experimental 

desta pesquisa, há uma lacuna entre alguns pontos experimentais e dois experimentos 

correspondentes as menores vazões. Para reforçar as tendências estabelecidas foram utilizadas 

comparações com dados experimentais de outros autores, como pode ser visto na Figura 3.22. 

A possibilidade de uso imediato das equações empíricas em projetos de canais em degraus foi, 

sem dúvidas, um dos motivadores essenciais desta pesquisa. Além disto, procurou-se 

compreender aspectos aparentemente menos aplicados, como a configuração dos perfis 

médios formados por diferentes profundidades características, o comportamento do número 

de Strouhal e intensidades turbulentas calculadas com os sinais obtidos. Como consequência 

do uso deste segundo ponto de vista, definiu-se uma equação destinada a prever a ocorrência 

do escoamento uniforme com base no final do decaimento das quantidades estatísticas 

apresentadas. Este é um dos principais resultados desta tese. Os capítulos seguintes abordam 

aspectos teóricos da mecânica dos fluidos, turbulência, soluções numéricas e 

desenvolvimentos teóricos para problemas relacionados aos escoamentos com superfície livre 

em canais de vertedores lisos e em degraus. 
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4 EQUAÇÕES E PRINCÍPIOS BÁSICOS DE MECÂNICA DOS FLUIDOS 

 

Este capítulo é dedicado à apresentação de algumas equações e princípios básicos da 

mecânica dos fluidos, voltada mais especificamente aos estudos da presente tese. Tais 

equações representam fundamentos essenciais, a saber: conservação de massa, segunda lei de 

Newton, a primeira lei da termodinâmica e a segunda lei da termodinâmica. Existem 

diferentes caminhos possíveis quando se pretende deduzir as equações de conservação. Neste 

texto, grande parte das deduções é realizada a partir do teorema do transporte de Reynolds e 

outros teoremas. Esta é uma alternativa compacta e rigorosa, tendo sido considerada adequada 

para a exposição feita aqui. Note-se que esta exposição visa o entendimento mais direto dos 

desenvolvimentos feitos ao longo desta tese. Assim, ela objetiva permitir ao leitor localizar 

mais facilmente tanto os princípios aplicados como as proposições teóricas ou empíricas 

desenvolvidas. A notação empregada não é única, sendo possível encontrar notação vetorial e 

com índices, ambas comentadas nas referências citadas. O presente capítulo também inclui a 

obtenção da equação constitutiva para um fluido newtoniano que, combinada com a equação 

de Cauchy (deduzida a partir da 2ª Lei de Newton), resulta na equação de Navier-Stokes. 

Neste sentido, as exposições feitas neste capítulo também podem ser vistas como uma revisão 

bibliográfica sobre os princípios de conservação, em suas formas mais básicas. Enfatiza-se 

que a revisão desses princípios e as suas consequentes equações é necessária na 

fundamentação da Mecânica dos Fluidos Computacional, que é explorada nesta tese para 

estudar o escoamento em vertedores em degraus. Apesar da extensão do assunto, considera-se 

este texto uma síntese, dividida em duas partes. A primeira corresponde ao presente capítulo e 

a segunda, apresentada no Capítulo 5, aborda a Transição e a Turbulência. As principais 

referências utilizadas foram Shames (1962), Chandrasekharaiah e Debnath (1994), Schulz 

(2003) e Batchelor (2000). 

 

4.1 A hipótese do contínuo 

As equações apresentadas neste capítulo possuem duas hipóteses básicas: (1) a validade da 

mecânica newtoniana e (2) a hipótese do contínuo. Os materiais são compostos por moléculas, 

átomos e partículas ainda menores do que essas duas estruturas. Com base nesta noção, pode-

se dizer, de forma geral, que essas partículas não estão continuamente distribuídas nos 

materiais, existindo vazios entre elas. Quando se estuda os efeitos externos sobre os materiais, 

os vazios podem ou não aparecer nas formulações, dependendo da hipótese adotada. O estudo 

denominado microscópico é aquele que leva em conta a existência dos interstícios. O estudo 
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que ignora os interstícios e assume que o material é contínuo é chamado de macroscópico, 

sendo este o campo que inclui a Mecânica dos Fluidos. 

Seja  uma região finita no espaço tridimensional que contém um determinado fluido e 

 uma sub-região de . Se m é a massa contida em um volume Vol, em um instante t, a 

massa específica é definida da seguinte maneira: 

 

Vol

m
lim

*Vol 





         (4.1) 

 

Neste caso  é um subvolume mínimo de . Se Vol< não é possível definir um valor 

único para  devido às flutuações estatísticas. De outro modo, se  for grande, não há como 

capturar possíveis variações espaciais da massa específica, definindo-se então um valor médio 

que disfarça a distribuição desta variável no espaço. Estas duas propriedades devem ser 

satisfeitas para que tanto as flutuações estatísticas sejam irrelevantes como o volume seja 

suficientemente pequeno para ser considerado como um ponto no seu tratamento matemático. 

Com a hipótese do contínuo o limite é calculado “assumindo” que Vol0. A massa 

específica ou densidade (como se utiliza nos textos de mecânica do contínuo) é, no caso mais 

geral, uma função do espaço e do tempo, sendo uma variável escalar e de campo, ou seja, 

=(xi,t), i=1, 2, 3. 

 

4.2 Teorema do Transporte de Reynolds (TTR) 

Os modelos matemáticos da física clássica como a segunda lei de Newton, a lei de 

conservação da massa, a primeira lei da termodinâmica e a segunda lei da termodinâmica, por 

exemplo, foram primordialmente estabelecidos para sistemas. O TTR possibilita a aplicação 

destas leis aos volumes de controle, constituindo assim uma transformação do ponto de vista 

lagrangeano para o ponto de vista euleriano (por esta razão, alguns autores denominam o TTR 

como Transformação de Reynolds. Situação semelhante ocorre com a derivada material 

D/Dt). A dedução do TTR, apresentada a seguir, não admite que o volume de controle possa 

se deformar ou se deslocar. Entretanto, tais limitações podem ser superadas com a aplicação 

do teorema de Leibniz e com o uso de uma velocidade relativa, por exemplo. 

 

4.2.1 Primeira dedução do TTR 

A Figura 4.1a ilustra o volume de controle e o sistema no instante inicial t. Nota-se que não é 

possível fazer uma distinção clara entre o sistema e o volume de controle, pois em t eles 

coincidem. As linhas de corrente esboçadas indicam que o volume de controle e o sistema 



161 

 

estão inseridos em um escoamento. O volume de controle permanece fixo em relação ao 

sistema de coordenadas xyz, mas o sistema se move de acordo com o campo de escoamento, 

representado por  t,z,y,xV , que é arbitrário (ou seja, no desenho as linhas de corrente 

poderiam apontar para cima, para baixo ou para o lado oposto sem que a dedução do teorema 

fosse prejudicada). Cabe mencionar ainda que a forma do volume de controle não é 

específica, precisamente para que a formulação obtida possa ser empregada a volumes de 

controle tubulares, cúbicos, cônicos, irregulares, etc. O objetivo principal deste 

equacionamento é relacionar a taxa de variação de qualquer propriedade (ou grandeza) 

extensiva (N) do sistema com as variações temporais desta propriedade atreladas com o 

volume de controle. 

 

 

(a) (b)

(c) 

Figura 4.1 – Sistema e volume de controle utilizados na dedução do teorema do transporte de Reynolds: (a) o 

volume de controle está plenamente ocupado pelo sistema no instante inicial t; (b) devido ao escoamento, o 

sistema de deslocou em relação ao volume de controle, que permanece fixo e com a mesma forma (instante 

t+t); (c) apenas mais uma imagem que indica o deslocamento do sistema no escoamento (para um instante 

maior do que t+t que não será utilizado na dedução do TTR. 
 

A taxa de variação de uma propriedade extensiva do sistema é matematicamente escrita 

por meio de sua derivada temporal, definida através do limite apresentado a seguir: 

 

   
t

tNttN
lim

dt

dN ss

0tsistema 





       (4.2) 

 

O subscrito “s” indica que a propriedade extensiva N pertence ao sistema. Em t+t, de acordo 

com a Figura 4.1b, o sistema ocupa as regiões 2 e 3, enquanto que em t o sistema e o volume 

de controle coincidem, sendo este um detalhe conceitual de extrema relevância. Isto posto, 

pode-se escrever que 

 



162 

 

           
   








tNtN

ttNttNttNttNttNttN

vcs

31vc32s    (4.3) 

 

Observando o desenho apresentado, nota-se que N2 é igual a Nvc–N1. Substituindo a equação 

4.3 na equação 4.2, obtém-se: 

 

 
       

t

tNttNttNttN
lim

dt

dN vc31vc
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    (4.4) 

 

Uma vez que o limite da soma é igual à soma dos limites, a equação 4.4 é escrita da seguinte 

maneira: 
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   (4.5) 

 

Nota-se que a equação 4.5, em seu segundo membro, só possui termos relacionados às 

regiões do espaço selecionadas na Figura 4.1b e ao volume de controle. O próximo passo em 

busca da equação almejada consiste em escrever cada um dos limites de forma conveniente 

para aplicações relacionadas ao escoamento de fluidos. De acordo com a definição de 

derivada, o “limite 1” da equação 4.5 pode ser escrito da seguinte maneira: 
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        (4.6) 

 

Além de poder variar com o tempo, a propriedade extensiva N, dentro do volume de 

controle, pode variar ponto a ponto em função, por exemplo, da existência de um campo 

escalar de massa específica (x,y,z,t). Deste modo, a fim de obter a contribuição de todos os 

pontos no interior do volume de controle, deve-se efetuar uma soma, representada pela 

integral de volume apresentada a seguir: 
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vc dVolN          (4.7) 

 

em que  é a grandeza intensiva, igual a dN/dm e m = massa. Combinando as equações 4.6 e 

4.7, obtém-se: 

 
   

 














vc

vcvcvc

0t
dVol

tt

N

t

tNttN
lim       (4.8) 

 



163 

 

Para avaliar o “limite 2” da equação 4.5 foi utilizada a sub-região 2 da Figura 4.1b, 

ampliada na Figura 4.2. Cabe mencionar que a forma de um cilindro utilizada no desenho não 

significa que esta região deva ser necessariamente cilíndrica. Como convenção, o vetor 

normal “n” sempre aponta para fora da superfície de controle. Convenciona-se também que 

ele é sempre perpendicular à superfície dA. O ângulo  entre o vetor velocidade e o vetor n 

pode variar de 0
o
 a 90º porque a massa da região 3 sai do volume de controle. Ainda sobre a 

Figura 4.2, destaca-se que s representa a distância percorrida durante t sobre uma linha de 

corrente existente no instante inicial por uma partícula de fluido que estava sobre a superfície 

do sistema em t. Finalmente, para a sub-região 2, pode-se escrever: 

 

       tttt3 cossdAdVolttdN         (4.9) 

 

Percebe-se que o volume dVol foi substituído por sdAcos. Considerando toda a região 3, a 

equação 4.9 é integrada produzindo o seguinte resultado: 
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         (4.10) 

 

 

 
Figura 4.2 – Detalhes relacionados à sub-região 3 (neste desenho dAnAd  ). 

 

 

Combinando a equação 4.10 e o “limite 2” da equação 4.5, obtém-se: 
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Neste ponto do desenvolvimento só resta avaliar o “limite 3” da equação 4.5. O seu 

desenvolvimento é àquele do “limite 2”, exceto pelo fato de que agora é estudada uma região 

dentro do volume de controle que era, no instante t, ocupada pelo sistema. Alguns detalhes 

importantes devem ser notados: (1) O vetor normal continua apontando para fora como 
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convencionado, mas agora, o ângulo entre ele e o vetor velocidade pode variar entre 90º e 

180º porque o vetor velocidade aponta para dentro do volume de controle; (2) O cosseno de 

um ângulo entre 90º e 180º varia de 0 a -1. Por esta razão, deve-se inserir um sinal negativo 

no resultado para a sub-região 1, uma vez que o volume é uma quantidade escalar que deve 

ter sempre um valor numérico positivo. Com tais considerações, para a região 1, obtém-se: 
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         (4.12) 

 

Substituindo no “limite 3” da equação 4.5, vem: 
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As equações 4.8, 4.11 e 4.13 substituídas na equação 4.5 produzem o seguinte resultado: 
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Considerando toda a superfície de controle, inclusive aquelas através das quais não há 

passagem de fluido (quando  = 90º ou V = 0), a soma das integrais duplas pode ser 

representada por uma integral de superfície (isto é, sobre uma superfície fechada que envolve 

o volume): 
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      (4.15) 

 

A equação 4.15 é o conhecido teorema do transporte de Reynolds para um volume de 

controle fixo e constitui o modelo clássico para converter uma análise de sistema em uma 

análise de volume de controle. Apresentado em palavras, este equacionamento estabelece que 

a taxa de variação de uma propriedade extensiva do sistema é igual à taxa de variação 

temporal dessa propriedade no interior do volume de controle somada ao escoamento total da 

mesma propriedade através das superfícies de controle. 

 

4.2.2 Segunda dedução do TTR 

Ao deduzir a equação 4.15 foram demonstrados aspectos físicos relevantes atrelados a ela. 

Deste modo, evidenciou-se que o teorema do transporte de Reynolds é uma representação 

matemática de um balanço para uma grandeza N em um volume de controle. Este item tem 
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com objetivo apresentar um segundo caminho para obtenção do mesmo teorema, que é menos 

extenso, porém menos evidente com relação aos aspectos físicos. Porém, como a linguagem 

usual da Mecânica dos Fluidos, seja conceitual, seja computacional, é matemática e tende a se 

tornar mais abstrata à medida que se busca a solução de problemas mais básicos, a 

apresentação deste caminho é adequada no presente momento. Como parte da demonstração, 

é utilizada a seguinte igualdade: 

 

VJdiv
Dt

DJ
            (4.16) 

 

Nesta equação D/Dt é a derivada material e J é o Jacobiano. A prova da equação 4.16, 

também denominada de fórmula de Euler, pode ser encontrada em Chandrasekharaiah e 

Debnath (1994, p.253-254) e em Aris (1989, p.83-84). O Jacobiano é definido da seguinte 

maneira: 
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Nesta definição, xj
0
 é a representação, com notação indicial, das coordenadas de um ponto P0, 

que é a posição inicial de uma partícula “p”. Tais coordenadas são chamadas de coordenadas 

materiais. xi representa as coordenadas do vetor posição de um ponto P que é a posição atual 

da partícula “p”. Neste caso, denomina-se xi como coordenadas espaciais. Outros termos 

empregados para estas coordenadas são: coordenadas de referência ou coordenadas iniciais 

para o primeiro caso e coordenadas instantâneas ou atuais para o segundo caso 

(Chandrasekharaiah e Debnath, 1994). 

 

A grandeza extensiva N pode ser representada como: 

 






)tt(Vol

dVolN          (4.18) 

 

A derivada material de N é, portanto: 
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Utilizando o Jacobiano, pode-se verificar que dVol(t+t)=JdVol(t). Substituindo esta relação 

na equação 4.19, obtém-se: 
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A equação 4.20 pode ser reescrita com a seguinte forma: 
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Substituindo a equação 4.16 na equação 4.21, vem 
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Se for considerado o produto JdVol(t), a integral anterior passa a ser avaliada em t+t: 
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Empregando a definição de derivada material para o primeiro termo do integrando é obtido o 

seguinte resultado: 
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Ao utilizar a definição de derivada material surge a soma composta pelos dois últimos termos 

do integrando, que pode ser reduzida por meio da seguinte identidade: 

 

)V(Vdiv)())(V(         (4.25) 

 

Substituindo 4.25 em 4.24, tem-se: 
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Separando os termos do integrando, a equação pode ser reescrita como: 

 










)tt(Vol)tt(Vol

dVol)V(dVol
t

)(

Dt

DN
      (4.27) 

 

A parte final da dedução requer o uso do teorema de Gauss. 
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Teorema de Gauss 

O teorema de Gauss, freqüentemente chamado de teorema da divergência de Gauss, 

possibilita transformar uma integral de volume do divergente de um campo tensorial em uma 

integral de área sobre a superfície que define o volume. Existem diferentes maneiras de 

enunciar este teorema, mas alguns aspectos básicos estão presentes em todos os enunciados. 

 

Teorema de Gauss. Seja uma região do espaço (Vol) definida por uma superfície suave por 

partes fechada e orientada para fora
1
. Se as funções 
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e suas primeiras derivadas 
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são contínuas em Vol U SC (U denota união, ou seja, está-se considerando como domínio de 

trabalho o volume e sua superfície delimitante), então: 
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em que cos(n,xi)=cos(i) são os cossenos diretores, i são os ângulos entre n e o eixo 

correspondente e n vetores unitários que apontam para fora da superfície. Sendo Tjkl... um 

tensor de ordem qualquer, o teorema de Gauss pode ser escrito da seguinte maneira (Mase, 

1970, p.23; Chou e Pagano, 1992, p.186-187): 
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       (4.28) 

 

O operador del, representado por /xi, é um tensor de ordem 1, ou seja, um vetor. Se o tensor 

Tjkl... for considerado como um tensor de segunda ordem, o produto ponto (produto vetorial) 

entre ele o operador del reduz a ordem do resultado para 2+1-2=1 (o resultado é um vetor). 

Para este caso, o teorema é escrito com a seguinte forma: 

 

                                                             
1
 Os gráficos de funções vetoriais podem ser contínuos e suaves ou erráticos. Seja v(t) uma função vetorial, em 

que t é um parâmetro, cujo conjunto dos valores possíveis define o domínio de v(t). Do ponto de vista algébrico, 

a suavidade exige que as componentes de v(t) possuam derivadas contínuas não nulas para um mesmo t. Uma 

superfície orientável possui dois lados, diferente da faixa de Möbius (August Möbius, 1790-1868), por exemplo, 

que só possui um lado (ver Aris, 1962, p.44-45). 
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A prova do teorema de Gauss pode ser encontrada em diferentes fontes, dentre as quais cabe 

mencionar Wrede (1972, p.297), Butkov (1988, p.27), Chou e Pagano (1992, p.186-187) e 

Kreyszig (2009), que valoriza aspectos geométricos envolvidos na dedução. Um modo 

compacto de verificar este teorema normalmente é apresentado em textos sobre mecânica do 

contínuo, como em Chandrasekharaiah e Debnath (1994) e Gonzalez e Stuart (2008), por 

exemplo. Tal prova é exposta a seguir, escrita tendo como referências os livros citados. 

 

Prova do teorema de Gauss. Seja c um vetor constante arbitrário e  um campo tensorial 

definido em Vol e em A (superfície que envolve o volume Vol). Então 
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Utiliza-se agora a seguinte igualdade: 
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Portanto: 
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em que n  = vetor unitário normal à superfície A. Uma vez que c é um vetor arbitrário, fica 

demonstrado o teorema. Empregando notação com sufixos, tem-se: 

 

dAnadVola

A
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Vol
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(notação com vírgula: aik,k=aik/xk). Aqui termina a prova do teorema de Gauss. ■ 
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Retornando à equação 4.27, pode-se transformar a integral que inclui o divergente em 

uma integral sobre a superfície A com o teorema de Gauss (equação 4.28): 
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Ou, com o uso dos operadores tradicionais do cálculo: 
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Substituindo uma dessas equações na equação 4.27, o resultado obtido é o teorema do 

transporte de Reynolds. 
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Como já comentado, neste caminho foram valorizadas identidades do cálculo, procedimentos 

que se tornam usuais quando se buscam soluções básicas. O teorema do transporte de 

Reynolds junto com o teorema de Gauss é utilizado para obtenção das equações de 

conservação apresentadas nos itens seguintes. 

 

4.3 Conservação de massa 

O princípio de conservação da massa estabelece que a taxa de variação da massa de um 

sistema é igual a zero. Sendo assim, para N=m, m=massa, dm/dm=1 e o teorema do transporte 

de Reynolds é reduzido para a seguinte forma: 
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Esta é a equação de conservação da massa na forma integral. A forma diferencial pode 

ser obtida por meio de um balanço de massa realizado em um elemento de fluido ou com o 

teorema de Gauss, considerando que o tensor Tij é de primeira ordem, i.e., um vetor, igual a 

V . Tal consideração leva ao seguinte resultado: 
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Percebe-se que as equações 4.33 e 4.34 possuem um termo em comum. Considerando o 

volume de controle como indeformável, a derivada da primeira integral da equação 4.33 pode 

ser efetuada antes da integração. Substituindo 4.33 em 4.34, obtém-se: 
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A equação 4.35 é válida para um volume de controle de qualquer tamanho ou forma. Em 

respeito à igualdade, percebe-se que o integrando deve ser igual a zero, condição que produz a 

equação diferencial da conservação da massa (pode-se utilizar também, como argumento 

final, o “teorema da localização”): 

 

0)V(
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         (4.36) 

 

A equação 4.36 é válida para escoamentos não permanentes, tridimensionais e compressíveis, 

ou seja, é a forma geral da equação da conservação da massa, a partir da qual é possível obter 

formas particulares (escoamentos bidimensionais, em regime permanente, etc.). Ela é válida 

para qualquer sistemas de coordenadas curvilíneas, podendo-se efetuar a alteração com o uso 

do operador del apropriado. É interessante notar que através da regra do produto, a equação 

4.36 pode ser escrita da seguinte maneira: 
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         (4.37) 

 

Percebe-se que os dois primeiros termos do primeiro membro da equação 4.37 correspondem 

à derivada material da massa específica. Se tal definição for empregada, a equação assume a 

forma apresentada a seguir: 
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         (4.38) 

 

Se o escoamento for incompressível, a massa específica não varia com o espaço e não 

varia com o tempo, tornando nula a sua derivada material, condição que produz a seguinte 

equação: 
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0V            (4.39) 

 

Ressalta-se que a equação 4.39 continua sendo válida para escoamentos em regime não 

permanente. Em coordenadas cartesianas, definindo u=dx/dt, v=dy/dt e w=dz/dt, a equação 

pode ser escrita da seguinte maneira: 
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Considerando que o sistema de coordenadas (x,y,z) corresponde a (x1,x2,x3), como 

ilustrado na Figura 4.3, as equações anteriores podem ser escritas com natação indicial da 

seguinte maneira: 
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Figura 4.3 – Equivalência entre as notações (os deltas correspondem aos vetores unitários i, j e k e os eixos 

coordenados são denotados por números) 

 

 

Alguns aspectos físicos da dedução 

O teorema do transporte de Reynolds pode ser aplicado em casos com volumes de controle 

cujas dimensões são tão pequenas quanto se necessite, como aquele ilustrado na Figura 4.4. 

Tratando-se de conservação de massa (=1), o equacionamento integral assume a forma 

apresentada anteriormente, reescrita a seguir: 
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Figura 4.4 – Volume de controle 

 

O primeiro termo do segundo membro desta equação é avaliado utilizando-se um valor médio 

para a massa específica (m) do fluido no interior do volume de controle: 
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O segundo termo, relativo à passagem de massa através das superfícies de controle, é dividido 

em seis termos e avaliado supondo-se que o escoamento é uniforme ao longo das superfícies 

de controle, ou seja, que as distribuições dos fluxos de massa V são de fato uniformes em 

cada superfície de controle: 
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   (4.46) 

 

Substituindo as equações 4.45 e 4.46 na equação 4.33 e dividindo pelo volume, obtém-se: 
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Fazendo x1, x2 e x3 tenderem a zero, o volume de controle passa a ser um volume de 

controle infinitesimal (ou um ponto). Para esta condição, verifica-se que: (1) a massa 

específica assume um valor pontual e não mais um valor médio e (2) a hipótese de 

distribuições uniformes nas seções transversais do volume de controle deixa de ser uma 

restrição. Deste modo, obtém-se a equação procurada: 
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       (4.48) 

 

Reconhecendo a existência do divergente de V na equação 4.48, obtém-se uma forma 

idêntica à equação 4.36, deduzida por outro caminho. É interessante notar que esta forma de 

obtenção da equação da continuidade, embora seja menos elegante do ponto de vista 

matemático, é mais física do que a anterior, pois mostra que a equação representa um balanço 

de massa. Uma apresentação semelhante foi dada por Sissom e Pitts (1979, p.276-278). O 

mesmo pode ser feito para os demais princípios de conservação, caminho não adotado aqui 

devido à extensão necessária para as apresentações deste tipo. 

 

4.4 Quantidade de movimento linear 

A equação diferencial decorrente do balanço de “momentum” (ou quantidade de movimento 

linear, sendo o termo em latim, comum na literatura inglesa, adotado por vezes no presente 

texto) está fundamentada na segunda lei do movimento de Newton. A sua construção, sob o 

ponto de vista de Euler, pode ser realizada por meio das mesmas ferramentas empregadas para 

a obtenção da equação da conservação da massa. O início da dedução desta equação consiste 

em identificar cada um dos termos presentes na segunda lei de Newton, escrita a seguir: 
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Forças em um elemento de fluido (ou material) 

Existem dois tipos de forças consideradas nas análises realizadas com os princípios da 

mecânica do continuo. Tais forças são as forças de campo e as forças de superfície (ou forças 

devidas ao contato). Alguns autores, como Kundu e Cohen (2008, p.89), por exemplo, 

mencionam ainda as forças em linha (line forces), resultantes da tensão superficial e que 

podem surgir na interface entre um líquido e um gás e entre líquidos imiscíveis. Apesar da 

existência destas forças, os autores comentam que elas não aparecem nas equações, pois são 

tratadas como condições de contorno. As forças de campo ocorrem, em grande parte das 
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aplicações, devido ao campo gravitacional e aos campos eletromagnéticos. As forças de 

superfície, diferente das de campo, originam-se devido ao contato. Essa superfície pode ser 

vista como aquela existente nos contornos de um dado volume ou a superfície imaginária 

existente quando é selecionado um volume particular que pertence ao volume total do 

material. O primeiro caso pode corresponder, por exemplo, às forças devidas ao vento 

atuantes na superfície livre, além dos exemplos já mencionados quando a tensão superficial 

foi citada. A Figura 4.5a ilustra tal situação. Ao destacar um elemento material que compõe 

um volume definido pelos seus contornos, deve-se evocar o princípio da ação e reação (3ª lei 

de Newton) para identificar as forças devidas ao contato. As forças de superfície que ocorrem 

nesta situação são devidas ao contado do volume selecionado com a sua vizinhança (Figura 

4.5b). 

 

 
Figura 4.5 – Forças de campo e superfície (a) e vetor tensão em um elemento de área dA (b). Notação: Fs = força 

de superfície, Fc = força de campo, n = vetor unitário normal à superfície dA, s = vetor tensão, x = ponto em dA. 

 

(1) Forças de campo: a força gravitacional que age sobre um elemento de fluido de volume 

dVol é expressa da seguinte maneira: 

 

dVolgFd campo           (4.50) 

 

em que g  é o vetor aceleração da gravidade ou, para o caso mais geral, o vetor força de 

campo cuja dimensão física é força por unidade de massa. Menciona-se também que,  e g  

podem depender da posição e do tempo. O efeito gravitacional sobre o volume é escrito por 

meio da soma das contribuições pontuais, como apresentado a seguir: 

 

 

Vol

campo dVolgF          (4.51) 

 

(2) Forças de superfície: na Figura 4.5 foi definido o vetor s (tensor de ordem 1) que 

representa uma força por unidade de área, sendo chamado de vetor tensão ou vetor tração 

(traction vector). É evidente que a força sobre a superfície orientada dA que contém ponto x é 

(dA)s e que se dA for modificado, a força será igualmente modificada. Por outro lado, se dA e 
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dA1 são superfícies com áreas iguais e orientações diferentes não é possível afirmar que as 

forças atuantes são iguais ou distintas. Para resolver este problema, Cauchy postulou: 

 

Postulado de Cauchy sobre a tensão. O vetor tensão s(xi,t) é dependente da orientação da 

superfície do elemento material sobre o qual ele atua e depende de xi e t, ou seja, s = s(xi,t,n).  

 

A partir do postulado de Cauchy é possível responder à questão anterior. Prosseguindo com 

esta breve exposição sobre forças de contato, quando dA é um elemento de área pertencente 

ao interior do material, o vetor n possui duas direções possíveis, opostas entre si. Escolhendo 

uma das direções para n, o vetor s = s(xi,t,n) é interpretado como a força interna por unidade 

de área que, no instante t, atua sobre a superfície dA. É inevitável que as três leis de Newton 

sejam utilizadas para a plena compreensão acerca da existência do vetor tensão e de suas 

conseqüências. Em particular, a terceira lei de Newton indica que deve ser definido um vetor 

tensão que atua na direção –n, e que s(xi,t,-n) = -s(xi,t,n). Esta igualdade é conhecida como 

relação recíproca de Cauchy ou simplesmente como lei da ação e reação. Ressalta-se que foi 

assumido como verdadeiro que as porções adjacentes do material destacado para a análise, 

com superfícies dA, interagem de tal maneira que os efeitos comentados são produzidos. 

 

 

Componentes da tensão 

Considera-se agora um elemento de fluido (ou sólido) com volume dVol e situado por meio 

de um sistema de coordenadas cartesiano. O volume infinitesimal dVol representa um ponto 

e, portanto, pode ter infinitos planos que passam por ele. Nesta análise, apenas os três planos 

definidos pelos vetores unitários normais i são considerados porque os demais planos podem 

ser decompostos sobre os três eixos. Para o plano correspondente a 1 (i é normal ao plano e 

paralelo ao eixo i) identifica-se o vetor tensão que atua neste plano como sendo s
(1)

 = s(1). 

Em termos de suas componentes, pode-se escrever: s
(1)

 = 111 + 122 + 133 = 1kk. De 

forma similar, escreve-se: s
(2)

 = 2kk e s
(3)

 = 3kk. O sobrescrito (i) em s indica que o vetor s
(i)

 

corresponde ao plano (i) e não uma componente do vetor tensão, ou seja, sobre cada plano (i) 

existe um vetor s
(i)

 que por sua vez possui três componentes sobre os três eixos coordenados. 

De forma compacta, pode-se escrever: s
(i)

 = ikk. Efetuando o produto escalar nesta equação 

com o vetor j, em ambos os membros, obtém-se: s
(i)

.j = ij (isto é verdadeiro porque k.j = 

kj = delta de Kronecker e ikkj = ij). ij representa a j
th

 componente de s
(i)

 e é uma matriz 3x3 

conhecida como matriz das tensões em um ponto xi e um instante t. 



176 

 

Tensor das tensões de Cauchy 

A Figura 4.6a ilustra um tetraedro de pequenas dimensões com três faces perpendiculares aos 

eixos coordenados e uma face definida por meio do vetor unitário n, cuja inclinação é 

arbitrária. Define-se inicialmente as áreas das faces perpendiculares aos eixos 1, 2 e 3 iguais a 

a1, a2 e a3, respectivamente. A área da face inclinada é simplesmente A. É possível obter 

as seguintes relações: 

 





















3/)A(hVol
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)x,ncos()A(n)A(a

n)A(a

33
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em que cos(n,x2) é o cosseno do ângulo entre n e o eixo positivo x2, ni são as componentes de 

n e Vol é o volume do tetraedro (h é a distância do ponto P até a face inclinada, como 

indicado na Figura 4.6a). 

 

Sendo “” a massa específica e “a” a aceleração avaliada no ponto P, a segunda lei de Newton 

pode ser escrita com a seguinte forma: 

 
)i(

ii s)a()n,t,x(s)a(g)Vol(a)Vol(   

 

Combinando as definições anteriores, vem: 

 
)i(

ii sn3/)ga(h)n,t,x(s   

 

Para n e P fixos, considera-se o limite quando h tende a zero. Esta condição faz com que a 

face inclinada normal a n tenda a ser um elemento plano normal a n em P. Como resultado, 

obtém-se: 

 
)i(

ii sn)n,t,x(s   

 

No item anterior foi obtida a seguinte relação: s
(i)

 = ikk. Substituindo-a na equação anterior, 

obtém-se: 

 

jkkji n)n,t,x(s   

 

Aplicando o produto escalar com i em ambos os membros da equação anterior, obtém-se: 

 

kkiii )n,t,x(s   
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É possível demonstrar que ij são as componentes de um tensor de segunda ordem 

(Chandrasekharaiah e Debnath, 1994, p.72), embora esta seja uma conclusão imediata com 

base no que foi exposto anteriormente. Este tensor é denominado tensor das tensões de 

Cauchy, denotado por  neste texto: 

 

jiij   ou n)n,t,x(s T
i   

 

Esta última equação inclui a matriz transposta do tensor das tensões e pode ser escrita na 

forma matricial com a seguinte forma: 
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Observa-se que tal relação liga o vetor tensão s(xi,t,n) com o tensor das tensões , sendo 

conhecida em textos de mecânica do contínuo como lei ou hipótese de Cauchy 

(Chandrasekharaiah e Debnath, 1994, p.300; Gonzalez e Stuart, 2008, p.82-83). 

Como discutido, as forças de superfície dão origem ao tensor das tensões. É possível 

demonstrar que o vetor tensão e n não precisam ser colineares. Sendo assim, o tensor das 

tensões é composto por tensões tangenciais e tensões normais. As tensões tangenciais ou de 

cisalhamento são compostas exclusivamente por tensões viscosas. As tensões normais, 

entretanto, são compostas pelas tensões decorrentes da pressão termodinâmica (que sempre 

atuam comprimindo o elemento de fluido e dependem da densidade do fluido e da 

temperatura
2
) e pelas tensões viscosas. Como mencionado,  é o tensor das tensões e, a partir 

deste ponto, as tensões viscosas são representadas pela letra  e a pressão por p: 
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333231

232221

131211

ij

p00

0p0

00p

    (4.52) 

 

Sendo i e j vetores unitários (ver Figura 4.3), o tensor  pode ser escrito como: 

 

jiij            (4.53) 

 

em que ij é uma díada unitária (tensor de segunda ordem, também denominado produto 

exterior ou produto de Kronecker: , i.e., ij). Como exemplo, apresenta-se: 

                                                             
2
 Se o fluido for incompressível a pressão p passa a ser uma pressão mecânica. 
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000

000

100

31          (4.54) 

 

A interpretação dos índices é auxiliada com a Figura 4.6b. O subscrito i representa o plano no 

qual atua a componente do tensor e o subscrito j representa a orientação de acordo com os 

eixos 1, 2 e 3. A direção de um determinado plano é definida através do vetor normal a ele, 

que sempre aponta para fora da superfície. 

 

(a) (b) 

Figura 4.6 – Tetraedro (a) e tensões em um elemento de fluido (b). 

Fonte: adaptado de Chandrasekharaiah e Debnath (1994). 

 

Quantidade de movimento: forma integral e forma diferencial 

Neste item, a grandeza extensiva estudada é o vetor quantidade de movimento linear e a 

grandeza intensiva correspondente é o vetor velocidade. Com o uso do teorema do transporte 

de Reynolds, pode-se obter a forma integral que representa o balanço de quantidade de 

movimento linear, apresentada a seguir. 

 

 





scvcsistema

)dAnV(VdVolV
t

F
dt

)Vm(d
     (4.55) 

 

O somatório das forças inclui as forças de campo e as de superfície, apresentadas 

anteriormente. A equação 4.51 define a força de campo considerada, que é aquela decorrente 

do campo gravitacional. Os esforços de superfície são definidos a partir do tensor das tensões 

da seguinte maneira: 

 

 

sc

T
sup dAnF          (4.56) 

 

Com o intuito de obter a forma diferencial da equação da quantidade de movimento, utiliza-se 

aqui o teorema de Gauss, que possibilita a transformação das integrais de superfície em 

integrais de volume, como apresentado a seguir: 
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Volsc

dVolVVdAnVV        (4.57) 

 

 

Vol

ji

sc

T dVoldAn         (4.58) 

 

Cabe comentar que o produto VV  é um tensor de segunda ordem (um produto diádico). 

Combinando as equações anteriores, vem 

 

 

    0dVolgVVV
t

dVolVVdVolV
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dVoldVolg
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ji
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Como resultado, empregando-se o “teorema da localização”, obtém-se: 

 

    TgVVV
t





        (4.59) 

 

A equação 4.59 é a forma diferencial da equação da quantidade de movimento linear. Ela é 

uma equação vetorial válida para escoamento compressível e em regime não permanente que 

carrega a hipótese do contínuo. Cabe ressaltar que o operador nabla em ambos os membros da 

equação forma o divergente de um campo tensorial. Sendo tal operação efetuada com um 

produto ponto, a ordem da multiplicação é reduzida em duas unidades. Deste modo, os 

segundos termos de ambos os membros da equação são tensores de primeira ordem (ordem do 

resultado da multiplicação = 1+2-2=1). Os demais termos são facilmente reconhecidos como 

vetores. Algumas manipulações algébricas efetuadas sobre o primeiro membro da equação 

4.59 possibilitam a obtenção de uma segunda forma. O primeiro termo pode ser escrito como: 

 

 
t

V
t

V
V

t 












         (4.60) 

 

O termo que envolve o diádico pode ser manipulado através da seguinte identidade: 

 

     VVVVVV          (4.61) 

 

A substituição destes resultados na equação 4.59 permite escrever: 

 

    T

0

gVVV
t

V
t

V





















   

      (4.62) 

 



180 

 

O termo entre colchetes é igual a zero, de acordo com a equação diferencial de conservação 

de massa. Deste modo, a equação da quantidade de movimento na forma diferencial pode ser 

escrita sem o produto diádico, diferente da equação 4.59. 

 

  TgVV
t

V





         (4.63) 

 

Com o uso da derivada material, a equação assume a seguinte forma: 

 

Tg
Dt

VD
          (4.64) 

 

Uma vez que a derivada material, assim como o teorema do transporte de Reynolds, 

representa um elo entre os pontos de vista de Euler e de Lagrange, reconhece-se de forma 

imediata a segunda Lei do Movimento de Newton na equação 4.64. O primeiro membro 

corresponde ao produto entre massa e aceleração por unidade de volume de fluido e o 

segundo membro contém a soma das forças de campo e de contato, ambas por unidade de 

volume de fluido. Esta equação é válida para qualquer meio contínuo, incluindo sólidos e 

fluidos não-newtonianos. Em homenagem ao engenheiro e matemático francês Augustin 

Louis de Cauchy (1789-1857), a equação anterior é denominada como equação do movimento 

de Cauchy em textos de mecânica do contínuo. Existem diferentes notações que podem ser 

empregadas na escrita da equação da quantidade de movimento. Como exemplo, apresenta-se 

a seguir dois estilos que utilizam notação indicial: 

 

j

j i
i

i

x
g

Dt

DV




          (4.65) 

 

j,j ii
i g

Dt

DV
          (4.66) 

 

em que j,j i
j

j i

x





. Os índices i e j variam de 1 a 3 e correspondem aos eixos coordenados em 

três dimensões. As equações escalares correspondentes à equação vetorial são apresentadas a 

seguir: 
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    (4.67) 
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       (4.68) 

 

De acordo com a equação 4.52, que define o tensor das tensões, as componentes do tensor que 

ocupam a diagonal principal são compostas pela soma das tensões viscosas normais com a 

pressão. Matematicamente, pode-se escrever que: 

 











ji se ,

ji se ,p

ijij

ijij
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Kronecker de delta

p

ij

ijijij
      (4.69) 

 

É interessante notar que, pelo equilíbrio do tetraedro elementar ilustrado na Figura 4.6, o 

tensor das tensões é simétrico. Em outros termos, diz-se que o momentum angular é 

conservado, sendo o fluido classificado como apolar. Uma demonstração sobre a simetria do 

tensor das tensões pode ser encontrada em Aris (1989, p.102-103). Sendo simétrico, a 

quádrica representativa do tensor é um elipsóide, como ilustrado na Figura 4.7. Para a 

condição de repouso não há tensões cisalhantes, de modo que a forma alongada do elipsóide 

deixa de existir dando lugar a uma esfera (ou tensor esférico). 

 

 
Figura 4.7 – Quádrica representativa do tensor das tensões 

Fonte: adaptado de Lencastre (1996, p.40). 
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Considerações sobre a simetria do tensor das tensões  

Considerando um sistema de coordenadas inerciais, o princípio da quantidade de movimento 

angular para um sistema pode ser escrito como: 

 

 Vdm
Dt

D
rFdr           (4.70) 

 

em que r  é o vetor posição que situa uma partícula em relação à origem fixa de um sistema 

inercial de referência. É interessante observar que: 

 

        dVolardm
Dt

VD
rVdm

Dt

D
rVdm

Dt

D
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Dt

D

0VV



 

  (4.71) 

 

Utilizando as equações escritas para forças superficiais e de campo, obtém-se o momento da 

quantidade de movimento, que é igualado à expressão anterior integrada no volume: 

 

      

scVolVol

AdrdVolgrdVolar       (4.72) 

 

O integrando do último termo desta equação pode ser visto como o produto tensorial do vetor 

posição com o tensor das tensões. O resultado de tal operação é um tensor de segunda ordem, 

pois o produto xis reduz a ordem do resultado em uma unidade ([ordens das grandezas 

multiplicadas] - 1 = 1+2+0-1=2). Pode-se demonstrar que com o uso do símbolo de Levi-

Civita o integrando do último termo da equação anterior é escrito da seguinte maneira: 

 

  kpjijkrr  (p = 1,2,3)         (4.73) 

 

O próximo passo consiste em combinar este resultado com o teorema de Gauss, com o intuito 

de obter uma integral tripla: 

 

  

vc

ppkjijk

sc

kpjijk dVol,rdAnr        (4.74) 

 

O segundo membro da equação anterior pode ser escrito como uma soma: 

 

       

vc

jkijk

vc

jkijkp,pkjijk

vc

ppkjijk dVolrdVolrdVol,r   (4.75)

 

 

Combinando os resultados anteriores: 
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vc

jkijk

VolVol

dVolrdVolgrdVolar

 

    

vc
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Vol

dVoldVolgar       (4.76) 

 

A partir da equação de Cauchy (presente no primeiro membro da equação anterior), 

conclui-se que o integrando do segundo membro da equação é igual a zero. Sendo este termo 

igual a zero, a partir da definição do símbolo de Levi-Civita é possível concluir que ocorrem 

as seguintes igualdades: 
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Com o resultado anterior fica demonstrado que o tensor das tensões é simétrico quando 

são consideradas apenas as forças de campo e de superfície no cálculo do momento da 

quantidade de movimento. Em outras palavras, se há conservação de quantidade de 

movimento angular o tensor das tensões é simétrico. A condição de simetria demostrada 

acima é atribuída a Cauchy (1827), como mencionado por Chandrasekharaiah e Debnath 

(1994, p.337) e é equivalente à relação recíproca de Cauchy. Ao adicionar um torque devido a 

um dado campo e uma co-tensão (couple stress) à tensão normal, o balanço de quantidade de 

movimento angular conduz a um resultado atrelado aos fluidos polares (um caso mais geral 

do que os fluidos apolares, que são aqueles que seguem a relação recíproca de Cauchy). 

Outros detalhes relacionados a este tema são apresentados por Aris (1989, p.102-104). 

 

4.5 Conservação de energia 

Neste item é apresentada a primeira lei da termodinâmica aplicada ao escoamento de fluidos. 

A primeira lei da termodinâmica para um sistema pode ser escrita da seguinte maneira: 

 

dt

dE
W-Q            (4.77) 

 

Para um volume de controle fixo, com o uso do teorema do transporte de Reynolds, pode-se 

escrever a primeira lei como: 
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       (4.78) 
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em que “e” é a energia específica (no senso termodinâmico e não hidráulico), correspondente 

à soma da energia cinética com a energia potencial gravitacional e com a energia interna, 

todas por unidade de massa de fluido. Foram desprezadas outras possíveis formas de energia 

na definição de e, como, por exemplo, energia decorrente de reações químicas, nucleares e 

efeitos de campos magnéticos e eletrostáticos. O teorema de Gauss possibilita escrever que 

 

     

vcsc

dVolVedAnVe        (4.79) 

 

Considerando apenas a possibilidade de troca de calor por condução, utiliza-se a lei de Fourier 

para modelar o termo referente à taxa de transferência de energia sob a forma de calor através 

das fronteiras do sistema: 

 

 

sc

dAnqQ           (4.80) 

 

O sinal negativo é necessário, pois se Q  > 0 o fluxo de calor ocorre para dentro do volume de 

controle e se Q  < 0 o fluxo ocorre de dentro para fora do volume de controle. Uma vez que o 

vetor n  sempre aponta para fora, quando calor estiver entrando o resultado da integração será 

negativo (graças ao produto escalar), sendo corrigido com o sinal negativo imposto. A lei de 

Fourier estabelece a seguinte relação entre o fluxo de calor e o gradiente de temperaturas: 

 

Tkq            (4.81) 

 

Combinando as equações 4.80 e 4.81 e aplicando o teorema de Gauss, vem: 

 

   dVolTkdAnTkQ

Volsc

         (4.82) 

 

Para modelar o termo que envolve o trabalho W, foram considerados apenas os efeitos 

decorrentes das tensões. Deste modo, a partir da definição de trabalho, pode-se escrever a taxa 

de trabalho (denominado muitas vezes como trabalho de escoamento) da seguinte maneira: 

 

  

sc

dAnVW          (4.83) 

 

Aplicando o teorema de Gauss: 
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Com todos os termos escritos como integrais volumétricas é possível obter a equação 

diferencial da conservação da energia pela substituição dos resultados precedentes na equação 

4.78, com apresentado a seguir. 
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Mais uma vez, a soma dos termos entre colchetes deve ser igual a zero, resultando em: 
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        (4.85) 

 

A equação da conservação da massa pode ser encontrada no segundo membro da equação 

4.85 com o uso da regra do produto e de uma identidade, como apresentado a seguir: 
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Os termos restantes do lado direito da igualdade podem ser escritos com o uso da derivada 

material: 
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          (4.86) 

 

Empregando a definição de energia específica, obtém-se: 
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Deste modo, a equação diferencial da energia assume a seguinte forma: 
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VTk       (4.88) 

 

Ainda é possível realizar uma modificação na forma de apresentação da equação 4.88. Sendo 

 simétrico, pode-se verificar a seguinte identidade (ver prova em Bird et al., 2004, p.781): 

 

)V(:)(V)V(   
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Relembrando a equação de Cauchy (equação da quantidade de movimento linear), percebe-se 

a sua presença na equação 4.88 por meio das seguintes operações: 
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)V(:Tk          (4.89) 

 

Como discutido anteriormente, o tensor das tensões envolve as tensões viscosas e a pressão 

termodinâmica. Este fato possibilita a seguinte interpretação do segundo termo do primeiro 

membro da equação 4.89: 

 

)V(p)V(p)V(:)V(:

expansãoou  compressão
de  trabalhode Taxa

Φ  viscosadissipação de função
uma como dointerpreta é  termoeste

is tangenciaensõesenvolver tPor 




   (4.90) 

 

Combinando as equações 4.89 e 4.90 e rearranjando os termos, obtém-se a equação da energia 

válida, para escoamento variável, compressível, viscoso e com condução de calor: 
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Em notação indicial, a equação 4.91 pode ser escrita como: 
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       (4.92) 

 

Os termos desta equação podem ser interpretados da seguinte forma: 

(1) Divergente do fluxo de calor. Corresponde à taxa de adição de energia por condução de 

calor, por unidade de volume; 

(2) Este termo corresponde à taxa de trabalho realizado sobre o fluido pelas forças das tensões 

cisalhantes, por unidade de volume; 

(3) Este termo exprime a taxa de variação local e o transporte advectivo de energia interna do 

fluido, por unidade de volume; 

(4) Taxa de trabalho realizado sobre o fluido que advém das forças de pressão, por unidade de 

volume. 

 

 

4.6 Conservação de massa para uma espécie em escoamento 

A fim de equacionar o problema de conservação da massa de um composto presente em um 

escoamento, é interessante observar que o princípio geral necessário para esta tarefa pode ser 

expresso por meio de palavras da seguinte maneira: considerando um volume de controle para 
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avaliação euleriana do problema, a variação de massa do composto no interior do volume de 

controle é igual à massa que entra no mesmo por meio das superfícies permeáveis menos a 

massa que sai do volume de controle mais a massa gerada no interior do volume de controle e 

menos a massa consumida no interior do volume de controle. A geração e o consumo de 

massa podem ocorrer graças a reações químicas, por exemplo, e serão representadas por um 

único termo. Como objetivo, procura-se estabelecer uma equação de conservação para a 

fração de cada composto presente no escoamento. Com o intuito de utilizar as ferramentas 

matemáticas empregadas neste texto, a grandeza intensiva é definida como a razão entre a 

massa de um composto A e a massa total (fração mássica, denotada por A). Desta forma, o 

teorema do transporte de Reynolds em sua forma integral é escrito da seguinte maneira: 

 

  





sc

A

vc

A

sistema

A dAnVdVol
tdt

dm
      (4.93) 

 

Nesta equação, o vetor velocidade corresponde à velocidade com a qual se desloca a espécie 

A e o primeiro membro não se anula como na equação da continuidade, pois pode ocorrer 

produção ou consumo de massa da espécie A no interior do volume de controle. Utilizando a 

definição de concentração C, igual à massa de A dividida pelo volume total, a equação 

anterior é escrita da seguinte maneira: 
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A

vc

A

sistema

A dAnVCdVolC
tdt

dm
      (4.94) 

 

O teorema de Gauss permite expressar a integral de superfície como uma integral no volume: 

 

    

vc

A

sc

A dVolVCdAnVC        (4.95) 

 

O termo relativo às fontes e sumidouros pode ser escrito com a forma integral da seguinte 

maneira: 
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    (4.96) 

 

Substituindo as equações 4.95 e 4.96 na equação 4.94, vem 
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Denotando o termo que representa fontes e sumidouros com SA e, sabendo-se que o volume 

elementar dVol é diferente de zero, obtém-se: 

 

  AA
A SVC
t

C





          (4.97) 

 

A equação 4.97 é uma forma intermediária da equação procurada que apresenta uma 

complicação do ponto de vista prático, pois requer o conhecimento da velocidade da espécie 

A. Uma abordagem amplamente empregada está baseada no uso da Lei de Fick e consiste em 

considerar que o processo de transporte da espécie A ocorre por meio da combinação do 

transporte difusivo com o transporte advectivo. No primeiro caso, o movimento de uma 

espécie é avaliado em relação ao movimento da mistura e no segundo caso é considerado o 

movimento da mistura, representado por uma velocidade média (indicada com o subscrito 

“m”). Deste modo, o fluxo relativo da espécie A é definido como: 

 

 mAA VVCJ           (4.98) 

 

A Lei de Fick estabelece que: 

 

AABA DJ           (4.99) 

 

em que DAB é um tensor de segunda ordem denominado como coeficiente de difusão da 

espécie A na espécie B (oxigênio em água, por exemplo). Igualando as equações 4.98 e 4.99 e 

resolvendo para o produto entre a concentração de A e o vetor velocidade da espécie A, 

obtém-se: 

 

  AABmAAAABmAA DVCVCDVVCJ      (4.100) 

 

Prosseguindo em busca de um modelo que considere a velocidade média da mistura, substitui-

se a equação 4.100 na equação 4.97: 
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       (4.101) 
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Em notação tensorial, escreve-se: 
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      (4.102) 

 

A equação 4.101 (ou 4.102) corresponde ao modelo matemático procurado para 

conservação da massa de um composto em um escoamento, válido para regime não 

permanente, escoamento tridimensional, compressível, meio anisotrópico para o composto, 

além de considerar a possibilidade de geração e consumo da espécie A. É interessante notar 

que o caráter geral desta equação possibilita a obtenção de formulações particulares. Para o 

caso incompressível, isto é, se a distribuição de densidade da mistura for incompressível, a 

equação assume a seguinte forma: 

 

   AABAAm
A CDSCV
t

C





       (4.103) 

 

A simplificação encontrada na equação anterior em relação à original decorre da equação da 

continuidade, como apresentado a seguir: 
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Se o fluido estiver em repouso (Vm=0), ainda assim pode haver transferência de massa 

por difusão, sendo tal condição representada pela equação deduzida: 

 

 AABA
A CDS
t

C





        (4.104) 

 

Se o meio for considerado isotrópico, a equação assume a seguinte forma: 

 

A
2

ABA
A CDS
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C





         (4.105) 

 

Caso não hajam fontes ou sumidouros para o soluto A, obtém-se a forma apresentada a 

seguir, conhecida como segunda lei de Fick (Bird et al., 2002, p.557): 

 

A
2

AB
A CD
t

C





         (4.106) 
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Pode-se ainda realizar uma simplificação adicional, para situações que ocorrem em 

regime permanente. Se isto for considerado, a forma matemática da equação passa a ser a da 

equação de Laplace (Pierre Simon Laplace, 1749-1827): 

 

0CA
2            (4.107) 

 

Textos clássicos que expõem deduções da equação geral obtida para escoamentos 

multicomponentes são os trabalhos de Streeter, Wylie e Bedford (1998, p.212-214) e Bird, 

Stewart e Lightfoot (2004, p.555), por exemplo. Ambos foram empregados como referências 

para elaboração deste item. 

 

4.7 Forma diferencial do TTR 

Nos itens anteriores foram apresentadas equações diferenciais que exprimem princípios 

básicos da mecânica dos fluidos, a saber: conservação da massa, balanço de quantidade de 

movimento linear e conservação da energia. Tais modelos matemáticos podem ser 

representados de forma compacta através de uma equação diferencial escrita em termos da 

grandeza intensiva , que pode ser vista como uma forma diferencial do teorema do 

transporte de Reynolds. Esta forma aparece com certa freqüência em livros clássicos de 

mecânica dos fluidos e em manuais de softwares de mecânica dos fluidos computacional, 

sendo empregada para resumir a apresentação das equações básicas resolvidas. De acordo 

com o teorema de Gauss, a integral de superfície do TTR pode ser transformada em uma 

integral volumétrica: 

 

    

vcsc

dVolVdAnV        (4.108) 

 

A grandeza extensiva N pode ser expressa, por exemplo, por unidade de volume: 
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dVolN

dVol
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          (4.109) 

 

Deste modo, o TTR pode ser escrito como: 

 

  





vcvcvc

v dVolVdVol
t

dVol
dt

d
      (4.110) 

 

Agrupando os termos em uma única integral de volume, obtém-se a forma diferencial: 
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   V
tdt

d v 






         (4.111) 

 

em que v é igual à grandeza extensiva por unidade de volume, diferente de , que é a 

grandeza extensiva por unidade de massa. É fácil verificar que v=, o que possibilita 

escrever a equação 4.111 com a seguinte forma: 

 

   V
tdt

)(d








        (4.112) 

 

É possível deduzir a equação anterior a partir das ferramentas empregadas na segunda 

dedução do TTR. O primeiro membro da equação 4.112 representa a força resultante por 

unidade de volume, para a segunda lei de Newton, as taxas de calor e trabalho, para a primeira 

lei da termodinâmica, é igual a zero para o caso da conservação da massa (equação da 

continuidade) e é igual às fontes e sumidouros (SA) para o caso de conservação da massa de 

um composto em escoamento. 

 

4.8 Equações de Navier-Stokes 

4.8.1 Considerações iniciais 

As equações de Navier-Stokes representam, em essência, a segunda lei do movimento de 

Newton associada às equações constitutivas correspondentes a um fluido newtoniano. O seu 

desenvolvimento foi fruto dos esforços de diversos cientistas, dentre os quais se encontram: 

Claude Louis M. H. Navier (1785-1836), Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Simeon Denis 

Poisson (1781-1840), Adhémar Jean Claude Barré, M. de Saint-Venant (1797-1886), George 

Gabriel Stokes (1819-1903) e eventualmente outros não citados. Em 1822, Navier, que foi um 

engenheiro de pontes, propôs a inclusão de efeitos viscosos nas equações de Euler, tendo sido 

o primeiro a obter uma forma matematicamente correta das conhecidas equações de Navier-

Stokes. Contribuições mais elaboradas do ponto de vista analítico foram fornecidas por 

Cauchy e Poison e, finalmente, após vinte e três anos, Stokes (professor Lucasiano entre 1849 

e 1903) apresentou uma dedução completa para as equações. 

A seção seguinte apresenta um breve desenvolvimento das equações constitutivas que, 

combinadas com a equação diferencial do momentum (quantidade de movimento linear), 

desenvolvida anteriormente, culminam nas equações de Navier-Stokes. A dedução das 

equações de Navier-Stokes pode ser encontrada em diferentes fontes e, normalmente, uma 

compreensão completa do caminho necessário para obtenção das equações requer a consulta 

de materiais cujos assuntos estão interligados. Talvez os aspectos mais intrincados das 
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equações sejam aqueles relacionados à obtenção do modelo constitutivo para um fluido 

newtoniano. O primeiro grupo de referências necessárias são aquelas que versam sobre 

mecânica dos fluidos e tratam como pré-requisitos tópicos básicos de mecânica do contínuo e, 

inevitavelmente, de cálculo tensorial. Fazem parte deste grupo os trabalhos de Stokes (1845), 

Schlichting (2000), Aris (1989), White (2006), Schulz (2003), Durst (2008) e Kundu e Cohen 

(2008). O segundo grupo é composto por livros de mecânica do contínuo e de física 

matemática, dentre os quais, os principais utilizados foram os de Butkov (1988) e 

Chandrasekharaiah e Debnath (1994). Entende-se que a apresentação aqui feita pode ser entendida 

como uma contribuição que, além do caráter de revisão histórica sobre tema, é uma tentativa de 

organização em um só documento das informações presentes nas fontes citadas. 

 

4.8.2 Equações constitutivas 

O desenvolvimento apresentado neste texto é válido apenas para fluidos newtonianos, uma 

classe que possui características menos gerais do que fluidos estudados pela reologia. A 

equação da quantidade de movimento linear, ou equação de Cauchy, apresentada 

anteriormente é: 

 

ijg
Dt

VD
          (4.113) 

 

Em termos de suas equações componentes escalares, escreve-se o sistema: 
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       (4.114) 

 

Comentou-se anteriormente que o tensor das tensões é simétrico. Este fato tem como 

conseqüência a existência de seis e não nove componentes diferentes que formam o referido 

tensor, apresentado a seguir: 

 

























332313

232212

131211

ij          (4.115) 

 

Deste modo, a equação da quantidade de movimento (ou o sistema de equações que 

compõem a referida equação vetorial) passa a ter seis e não nove tensões como incógnitas. A 
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seguir são apresentados os desenvolvimentos necessários para obtenção de relações entre as 

tensões e as componentes das velocidades do escoamento. 

 

Decomposição do movimento de um fluido 

 

1) Translação pura: um elemento de fluido de massa dm em um campo de escoamento sofre 

translação pura quando ele se desloca de um ponto a outro sem alterar a sua forma, isto é, sem 

sofrer qualquer deformação, de modo que não se desenvolvam tensões de cisalhamento, como 

ilustrado por meio da Figura 4.8. A translação é dada simplesmente pelo vetor velocidade e 

corresponde à velocidade do centro de massa do elemento de fluido. 

 

 
Figura 4.8 – Translação pura. O cubo pontilhado corresponde ao elemento de fluido no instante t+t. 

 

 

2) Dilatação volumétrica: a dilatação volumétrica de um elemento de fluido pode ocorrer 

devido a mudanças no comprimento das arestas que delimitam as suas faces, que então 

caracterizam as alterações no volume desse elemento. Para escoamentos incompressíveis, a 

taxa de dilatação volumétrica é nula. A variação no comprimento do elemento de fluido em 

uma dada direção ocorre quando existe uma variação espacial da velocidade naquela direção. 

Sendo assim, define-se a taxa de dilação volumétrica como: 
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          (4.116) 

 

ou, reconhecendo-se o divergente do campo de velocidades: 
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           (4.117) 
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O índice duplo indica o plano no qual ocorre a deformação. Um esboço de dilatação 

volumétrica pode ser visto na Figura 4.9. É interessante notar que se o escoamento for 

incompressível a taxa de dilatação volumétrica é nula. Para casos como esse a equação 4.117 

é reduzida à equação da continuidade para escoamento incompressível. 

 

 
Figura 4.9 – Dilatação volumétrica: o cubo pontilhado corresponde ao elemento de fluido dilatado em t+t. 

 

3) Deformação angular: a deformação angular de um elemento de fluido está atrelada às  

definições de variações no ângulo entre duas linhas que possuem um ponto comum, mais 

adequadamente expressas por duas linhas reciprocamente perpendiculares no fluido. Tal 

variação pode ser equacionada e, como resultado, obtém-se (White, 2006, p.20): 
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        (4.118) 

 

As igualdades anteriores decorrem da simetria considerada na deformação angular, ou seja, 

j iij   , em analogia com a mecânica dos sólidos. A Figura 4.10 contém um esboço que 

representa uma possível deformação angular de um elemento de fluido. 

 

 
Figura 4.10 – Deformação angular 
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4) Rotação de corpo rígido: neste caso o fluido se move como se fosse um sólido, sem sofrer 

os efeitos de tensões cisalhantes. Logo, um elemento de fluido permanece com lados 

mutuamente perpendiculares sem que ocorra aproximação angular como ilustrado a seguir, 

com o auxílio da Figura 4.11. 

 

 
Figura 4.11 – Rotação de corpo rígido 

 

É interessante notar que a taxa de rotação possui formulação semelhante àquela para 

deformação angular, exceto pelo sinal negativo decorrente da não aproximação entre os lados 

do elemento. Sendo i o vetor velocidade angular, as suas componentes são (White, 2006, 

p.20; Kundu e Cohen, 2008, p.37): 
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Com o uso do símbolo de Levi-Civita (1873-1941), ijk, a equação 4.119 assume a forma: 
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      (4.120) 

 

O subscrito junto à letra ômega indica que o elemento gira em torno daquele eixo. Os 

diferentes tipos de deformação, representados pelas equações anteriores, podem ser reunidos 

em uma representação do tensor taxa de deformação, como pode ser visto na equação 4.121. 
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  (4.121) 

 

Em notação tensorial a equação 4.121 é representada por: 
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Postulados de Stokes (1845) sobre o tensor viscoso (White, 2006): 

 

i) O fluido é um meio continuo e o tensor viscoso varia linearmente com o tensor taxa de 

deformação ij ; 

ii) O fluido é isotrópico, ou seja, suas propriedades são independentes da direção considerada 

e, conseqüentemente, a lei de deformação é independente dos eixos coordenados empregados; 

iii) Quando a taxa de deformação é igual a zero, a lei de deformação é reduzida para a 

condição hidrostática. 

 

O postulado i possibilita escrever o tensor viscoso como uma combinação linear de 

nove elementos do tensor das deformações, como apresentado a seguir: 
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  (4.123) 

 

Em notação tensorial, a matriz de 81 elementos é representada de forma compacta por: 
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        (4.124) 

 

Para um fluido isotrópico (postulado ii), sendo simétricos os tensores da equação 4.124, 

o número de constantes para definir o tensor de quarta ordem aijkl se reduz a duas ( e ). Esta 

afirmação é proveniente de um teorema da mecânica do contínuo, provado a partir de uma 

série de rotações nos eixos coordenados e da condição de simetria dos tensores taxa de 
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deformação e viscoso. Como a demonstração é relativamente extensa, ela foi deslocada para o 

Apêndice 2. O resultado final da demonstração é: 

 

 jkiljlikklijijkla          (4.125) 

 

Reconhece-se na equação 4.125 que  é a viscosidade dinâmica e  o segundo coeficiente de 

viscosidade de Stokes. Combinando as equações 4.124 e 4.125, vem: 
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        (4.126) 

 

O tensor taxa de deformação é formado por uma parte simétrica, referente à superposição dos 

efeitos de dilatação e deformação, e uma parte anti-simétrica correspondente à rotação de 

corpo rígido. Uma vez que o tensor viscoso é simétrico, ele será proporcional somente à parte 

simétrica do tensor das deformações (não há tensões cisalhantes associadas à rotação pura), 

definido de acordo com a equação 4.127: 
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Substituindo a parte simétrica de 4.127 em 4.126, vem: 
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Substituindo a equação 4.128 na equação 4.52 (equação que define o tensor das tensões como 

a soma do tensor hidrostático mais o tensor de desvio), obtém-se a equação constitutiva para 

um fluido newtoniano. Lembrando que o delta de Kronecker é igual a+1 se i=j e igual a zero 

se i≠j, os termos presentes na equação 4.128 podem ser simplificados algebricamente da 

seguinte maneira: 
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Alguns detalhes sobre as simplificações precedentes são apresentadas no Apêndice 2. O 

resultado final procurado é: 
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        (4.129) 

 

A equação 4.129 corresponde à equação constitutiva para um fluido newtoniano, ou 

seja, um fluido que se comporta de acordo com as hipóteses adotadas nos desenvolvimentos 

precedentes. 

 

Equações de Navier-Stokes (N-S) 

Os desenvolvimentos apresentados anteriormente culminaram na equação constitutiva para 

um fluido newtoniano e possibilitam a obtenção das equações de Navier-Stokes. Para tanto, 

substitui-se a equação 4.129 na equação de Cauchy. A equação 4.64, apresentada 

anteriormente, é: 
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Combinando com a equação 4.129, obtém-se a equação de Navier-Stokes (ou equações de 

Navier-Stokes, uma vez que ela representa três equações escalares): 
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Esta é uma forma compacta de escrever as equações. Com o uso de notação vetorial em 

alguns termos, a equação assume a forma apresentada a seguir: 
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A equação 4.131 pode ser representada por suas equações componentes, escritas em 

diferentes sistemas de coordenadas. A seguir, são apresentadas as equações de N-S em 

coordenadas cartesianas. 

 

Direção 1 (ou x): 
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Direção 2 (ou y): 
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Direção 3 (ou z): 

 












































































































































































3

3

3

3

2

2

1

1

23

2

2

3

2

1

3

3

1

13
3

3

3
3

2

3
2

1

3
1

3

x

V
2

x

V

x

V

x

V

xx

V

x

V

x

x

V

x

V

xx

p
g

x

V
V

x

V
V

x

V
V

t

V

   (4.134) 

 

É interessante notar que se o fluido estiver em repouso a equação 4.131 é simplificada 

de tal maneira que se obtém a equação básica da estática dos fluidos. Para tanto, o termo 

relativo à aceleração é igual a zero, assim como o divergente do campo vetorial de 

velocidades e o termo oriundo da relação entre tensão e deformação angular. Com estas 

simplificações, a equação 4.131 passa a ser escrita como apresentado a seguir: 

 

0gp            (4.135) 

 

A hipótese de Stokes (1845) 

O segundo coeficiente de viscosidade de Stokes (), por estar associado apenas com a 

expansão volumétrica, é denominado por alguns autores como coeficiente volumétrico de 

viscosidade (coefficient of bulk viscosity) e na teoria da elasticidade linear ele é chamado de 

constante de Lamé (White, 2006, p.66). A hipótese de Stokes tem como objetivo relacionar 

este coeficiente com a viscosidade dinâmica do fluido. Para alcançar tal relação são 

empregadas as definições de pressão mecânica e termodinâmica. A pressão mecânica é 

definida como o negativo de um terço do traço do tensor das tensões (primeiro invariante), 

que são as componentes normais do tensor: 
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A equação constitutiva 4.129 contém os três termos presentes na equação 4.136, como pode 

ser visto a seguir: 
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A soma das equações 4.137 a 4.139 fornece: 
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Nota-se a existência do divergente do campo de velocidades na definição anterior: 
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A substituição da equação 4.140 na equação 4.136 fornece o seguinte resultado: 
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Observa-se que a pressão mecânica não é igual à propriedade termodinâmica chamada 

pressão. Esta distinção conceitual é importante e se destaca para o caso mais geral, para o qual 

o escoamento é compressível. Muitos escoamentos são praticamente incompressíveis ou com 

efeitos de compressibilidade tão pequenos que Vk,k é próximo de zero. Esta simplificação é 

válida para a maioria dos problemas relacionados à hidráulica, mas pode não ser adequada 

quando se pretende obter detalhes vinculados ao movimento dos fluidos, como durante o 

colapso de bolhas em fenômenos de cavitação em vertedores e outras estruturas hidráulicas. O 

termo entre parênteses encontrado na equação 4.141 é chamado de coeficiente de viscosidade 

volumétrico (Brodkey, 1967, p.38; Kundu e Cohen, 2008, p.102), sendo definido como: 
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A hipótese de Stokes assume K=0, o que significa supor que a pressão mecânica é igual à 

pressão termodinâmica, ou seja: 
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 . Como conseqüência, obtém-se: 
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Escoamento incompressível 

Se a massa específica do fluido permanece constante, o divergente do vetor velocidade e o 

segundo coeficiente de viscosidade desaparecem da equação de Navier-Stokes de acordo com 

a equação da continuidade. Além disto, se for assumido que a viscosidade dinâmica é 

constante e independente do campo de temperaturas, a equação de Navier-Stokes é 

simplificada para: 
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Para tanto, considerou-se que: 
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 (incompressibilidade) 

 

Existem aplicações nas quais o uso de coordenadas cilíndricas é preferível. Nesse 

sistema de coordenadas, as equações de Navier-Stokes assumem as seguintes formas: 

 

Componente radial (r): 
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Componente angular (): 
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Componente longitudinal (z): 

 



































































 

2

z
2

2

z
2

2

z

2

z
2

z

z
z

zz
r

z

z

VV

r

1

r

V

r

1

r

V

z

p
g

z

V
V

V

r

V

r

V
V

t

V

      (4.148) 

 

 

4.9 Forma adimensional das equações de Navier-Stokes 

Este item tem como objetivo expor uma breve discussão sobre a importância relativa de cada 

um dos termos presentes nas equações de N-S para o caso de escoamento isotérmico e 

incompressível (equação 4.144). A discussão que pode ser desenvolvida a partir da forma 

adimensional da equação é especialmente importante para a teoria da semelhança. A equação 

de Navier-Stokes utilizada como ponto de partida possui a seguinte forma, reescrita a seguir: 
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Sendo L um comprimento característico genérico, a adimensionalização é iniciada por meio 

da definição de algumas variáveis adimensionais. A primeira, apresentada a seguir, é uma 

relação entre velocidades: 
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Define-se também o seguinte número de Euler: 
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Assim como as variáveis dependentes, as independentes também são adimensionalizadas, de 

acordo com as definições dadas a seguir: 
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em que V = velocidade média de referência ou velocidade característica e po = pressão de 

referência. O operador nabla (ou del) pode ser adimensionalizado da seguinte maneira: 
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Similarmente, o laplaciano adimensionalizado é escrito como: 
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A derivada material assume a seguinte forma: 
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Por meio dos resultados anteriores e de algumas manipulações algébricas apresentadas a 

seguir é possível reescrever as equações de Navier-Stokes com variáveis adimensionais: 
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Rearranjando os termos, com L/(V
2
) em evidência, obtém-se: 
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No segundo membro da equação 4.158, os termos entre parênteses são: 
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O símbolo Fr denota o número de Froude. 
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em que Re é o número de Reynolds escrito em termos de grandezas características genéricas. 

Combinando as equações, obtém-se a forma adimensional almejada: 
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A equação anterior também pode ser escrita com os operadores vetoriais: 
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         (4.162) 

 

Para escoamentos nos quais as forças inerciais são muito maiores do que as viscosas, o 

número de Reynolds assume valores extremamente elevados. Ao admitir que Re∞, a 

equação 4.162 é simplificada com a supressão do último termo, sendo possível reconhecer, no 

resultado obtido, a forma adimensional da equação de Euler. 
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Se o adimensional que envolve a pressão for definido de acordo com a equação 4.164, 

apresentada a seguir, é possível avaliar a condição Re0. Os demais adimensionais são os 

mesmos empregados anteriormente. Adicionalmente, considera-se que os efeitos 

gravitacionais são muito pequenos em relação aos demais. 
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Após algumas manipulações algébricas, obtém-se: 
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          (4.165) 

 

Com Re0, a equação 4.165 é modificada para: 
 

V'p 2


           (4.166) 

 

Ou, em forma dimensional: 

 

Vp 2           (4.167) 

 

A equação 4.167 (ou 4.166) representa de forma satisfatória escoamentos nos quais os 

efeitos viscosos são preponderantes, também denominados escoamentos de Stokes ou 

creeping flows. Um escoamento deste tipo é ilustrado por meio da figura a seguir, que contém 

uma visualização obtida com pó de alumínio em glicerina e resultados obtidos com uma 

solução numérica das equações de Navier-Stokes em duas dimensões. 

 

(a) (b) 

Figura 4.12 – Escoamento de Stokes em um canal com obstáculo: (a) visualização com uso de pó de alumínio 

em glicerina (van Dyke, 1982, fotografia de Taneda, 1979) e (b) simulação numérica (fluido: glicerina, Re = 

Vs/ com V = velocidade média do escoamento e s = altura do obstáculo; Re = 0,014; software EasyCFD). 

 

 

4.10 Teoria da similaridade e equações de Navier-Stokes 

A elaboração de projetos relacionados à engenharia hidráulica freqüentemente requer o uso de 

extrapolações, que ocorrem, por exemplo, ao projetar estruturas hidráulicas de grande porte, 

como o vertedor de uma barragem, uma eclusa ou uma grande turbina. A extrapolação é 

efetuada quando as informações obtidas em um modelo físico em escala reduzida são 

empregadas para prever os fenômenos que ocorrem em uma escala muito maior. A teoria da 

semelhança mecânica contém os fundamentos necessários para a realização adequada de 

estudos experimentais de problemas específicos em escalas reduzidas. Este tópico expõe de 

forma sintética alguns temas básicos sobre o assunto e, como referências principais, cabe 

mencionar os livros de Pimenta (1981), Porto (2006), Schulz (2003) e Kundu e Cohen (2008). 
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Definições 

Dois escoamentos que ocorrem segundo as mesmas trajetórias são mecanicamente 

semelhantes quando apresentam, em instantes homólogos, relações constantes entre todas as 

grandezas físicas relevantes para o movimento. Dados dois escoamentos semelhantes, como 

aqueles da Figura 4.13, para que exista semelhança geométrica é necessário que sejam 

satisfeitas as seguintes relações: 
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A equação 4.168 estabelece que os escoamentos X e Y possuem comprimentos 

homólogos proporcionais (C0=constante) e a equação 4.169 corresponde à igualdade entre os 

ângulos homólogos. 

 

 
Figura 4.13 – Linhas de corrente de dois escoamentos X e Y (X pode ser, por exemplo, o escoamento em um 

protótipo e Y em um modelo físico). Fonte: adaptado de Pimenta (1981, v.2, p.5) 

 

Além da geometria, os escoamentos devem ser semelhantes do ponto de vista 

cinemático, ou seja, devem apresentar proporcionalidades entre velocidades, acelerações e os 

intervalos de tempo, entre instantes e pontos homólogos. Deste modo, ainda sobre a Figura 

4.13, devem ser observadas as seguintes relações: 
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em que V = velocidade, a = aceleração, t = tempo e C1, C2 e C3 são constantes. 

Para que se tenha uma similaridade completa entre um modelo físico e um protótipo, 

além da semelhança geométrica e a cinemática, é necessário respeitar a semelhança dinâmica. 

Tomando como exemplo as energias dissipadas (h), as forças (F) e tensões (), dos 

escoamentos X e Y, a semelhança dinâmica exige que sejam satisfeitas as seguintes equações: 
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em que C4, C5 e C6 são constantes. 

As relações constantes definidas com as equações precedentes são denominadas como 

escalas de semelhança dos dois movimentos. Os valores de C0,...C6 são diferentes pois 

envolvem grandezas diferentes. Entretanto, para uma mesma grandeza (pressão, velocidade) o 

valor da constante é o mesmo para qualquer par de pontos homólogos escolhido. A razão de 

similaridade de duas figuras geométricas é denominada escala geométrica, denotada neste 

item com a letra . As demais escalas do movimento podem ser escritas em função de  e das 

relações existentes entre os valores das características físicas dos fluidos em escoamento. 

 

Definição de semelhança com o auxílio da equação de Navier-Stokes 

A equação de Navier-Stokes foi adimensionalizada, assumindo a seguinte forma: 
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. Como comentado 

anteriormente, a velocidade V é uma velocidade característica do escoamento, L é uma 

dimensão característica do escoamento e po é uma pressão de referência. Os números de 
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Froude e Reynolds são definidos em termos das grandezas características, como apresentado a 

seguir: 

 

Lg
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Fr

i
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VL

Re . 

 

Observando os conceitos e definições apresentadas, pode-se concluir que, para dois 

escoamentos X e Y com superfície livre e cinematicamente semelhantes, a equação 4.176 só 

fornecerá soluções idênticas se os números de Froude e Reynolds forem iguais para X e Y, ou 

seja, FrX = FrY e ReX = ReY. Cabe enunciar, com base nos adimensionais definidos, os 

conceitos de pontos e instantes homólogos: 

 

Definição. Pontos homólogos são aqueles para os quais são verdadeiras as seguintes 

relações: iYiX xx


  (i = 1,2,3). Instantes homólogos são aqueles em que: YX tt


 . 

 

A semelhança de Reynolds ocorre quando há igualdade entre os números de Reynolds 

dos escoamentos X e Y. Ela é especialmente importante em escoamento sob pressão e pode 

ser verificada com a forma adimensional das equações de Navier-Stokes sem o número de 

Froude. Para tanto, utiliza-se uma nova variável adimensional para a pressão, definida como: 
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           (4.177) 

 

em que g é a componente da aceleração devida à gravidade em x3 (a única diferente de zero) e 

z = x3. Utilizando a equação 4.177, a equação de Navier-Stokes assume a seguinte forma: 
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Portanto, conclui-se que o número de Reynolds deve ser igual para X e Y. Considerando 

agora escoamentos com superfície livre, como mencionado anteriormente, os números de 

Reynolds e Froude dos escoamentos X e Y devem ser iguais para que os escoamentos sejam 

mecanicamente similares. Se em X e Y forem utilizados os mesmos fluidos, submetidos ao 

mesmo valor de g, é fácil verificar que YXXY VLVL   e YXXY VLVL  . A solução deste 

sistema é: YX LL   e YX VV  . Portanto, conclui-se que não é possível, para escoamentos 

geometricamente semelhantes, respeitar a similaridade em sua plenitude. Felizmente, para 

escoamentos turbulentos, é possível fixar um valor mínimo para o número de Reynolds, Re0, 
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denominado Reynolds soleira (Pimenta, 1981), e então empregar a semelhança de Froude, 

com a qual os números de Froude do protótipo e do modelo físico (de X e de Y) devem ser 

iguais. Ela é válida se ReX>ReY>Re0. Esta prática é possível porque, em escoamentos 

turbulentos, para Re>Re0, deixa de haver a dependência entre as grandezas físicas e o número 

de Reynolds. Como exemplo, cabe mencionar o diagrama de Moody e o coeficiente de arrasto 

para o escoamento externo, em torno de uma esfera. Em ambos os casos, verifica-se que tanto 

o fator de resistência quanto o coeficiente de arrasto são independentes de Re em certa região 

do domínio, para Re>Re0. 

 

Escalas de semelhança 

Sendo X o protótipo e Y o modelo físico em escala reduzida, a semelhança de Froude 

possibilita estabelecer relações entre as grandezas físicas relevantes e a escala geométrica . 

Com a igualdade FrX = FrY, pode-se escrever: 
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O mesmo pode ser feito para as demais grandezas, com o auxílio da equação 4.179. Para o 

tempo, tem-se: 
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Para as pressões relativas, escreve-se: 
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Para as vazões QX e QY, obtém-se: 
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Os desenvolvimentos precedentes levaram em consideração as forças de inércia, as 

forças devidas ao campo gravitacional, as forças de pressão e as viscosas. Há problemas para 

os quais a consideração somente dessas grandezas não é suficiente. Em problemas com 

superfície livre a tensão superficial é uma grandeza importante como, por exemplo, em 

escoamentos supercríticos com elevada entrada de ar que ocorrem em vertedores lisos e em 

degraus e em bacias de dissipação. Neste caso a semelhança de Weber deve ser observada e, 
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se não puder ser respeitada, deve ficar dentro de limites práticos recomendados na literatura. 

Este adimensional é proporcional à relação entre as forças de inércia e de tensão superficial, 

sendo definido como: 
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           (4.183) 

 

em que We = número de Weber e s = tensão superficial. A Tabela 4.1 reúne alguns 

adimensionais importantes para a Mecânica dos Fluidos e para a Hidráulica. 

 
Tabela 4.1 – Alguns números adimensionais pertencentes à Mecânica dos Fluidos e Hidráulica 

Nome Definição Descrição 

Número de Froude 

William Froude (1810-1879): foi 

um engenheiro inglês. gL

V
Fr   

É importante em escoamentos com superfície livre, como 

em canais, vertedores de barragens, escoamentos ao redor 

de embarcações. 

Número de Reynolds 

Osborne Reynolds (1842-1912): 

engenheiro inglês. 


VL
Re  

Trata-se de um número adimensional importante para quase 

todos os fenômenos ligados aos fluidos. 

Número de Weber 

Moritz Weber (1871-1951): 

professor alemão que aplicou a 

similaridade aos escoamentos 

capilares. 
s

2LV
We




  

Relação entre força inercial e de tensão superficial. É 

importante em escoamentos capilares e com superfície livre, 

sobretudo quando há entrada de ar por meio dela. 

Número de Euler 

Leonhard Euler (1797-1783): 

notável matemático suíço. 

2V

p
Eu




  ou 

2V5,0

p
Eu




  

Relação entre diferença de pressão e a pressão dinâmica. 

Número de Cavitação, também 

conhecido como número de Leroux. 

2
v

c
V

pp




 ou 

2
v

c
V5,0

pp




  

p = pressão absoluta e pv = pressão de vapor. É importante 

em escoamentos em sistemas elevatórios, em canais de 

vertedores, etc. 

Fator de resistência de Darcy 

Henry P. G. Darcy (1803-1858): 

engenheiro francês. 
2

w

V

8
f




  

Fundamental em escoamentos sob pressão e muito utilizado 

em escoamentos em canais vertedores. 

Fator de resistência de Fanning 

John T. Fanning (1837-1911): 

engenheiro americano. 
2

w
f

V

2
C




  Semelhante ao de Darcy-Weisbach. Em alguns países ele é 

empregado no lugar do primeiro. 

Coeficiente de arrasto 
2

D
D

AV5,0

F
C


  

A = área característica. Relação entre força de arrasto e 

dinâmica. É empregado para avaliar esforços em pilares, 

aerofólios, etc. 

Número de Cauchy 

Augustin-Louis de Cauchy (1789-

1857): foi um matemático e físico 

notável. 
K

V
Ca

2


 

K = módulo de elasticidade volumétrico do fluido. 

Número de Mach 

Ernst Mach (1838-1916): físico 

austríaco com muitas contribuições 

em mecânica dos fluidos. 
c

V
M   

c = velocidade do som. É de grande importância em 

escoamentos compressíveis. 

Número de Schmidt 
D

Sc



 

D = difusividade molecular. É um adimensional que 

envolve propriedades do fluido e representa a relação entre 

a difusão de quantidade de movimento e a difusão de massa. 

Número de Strouhal 
V

*Lf
St 

 

f* é uma freqüência relacionada ao fenômeno. Este 

adimensional compara a freqüência do fenômeno com o 

inverso do tempo característico do escoamento principal. 
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4.11 Equações de Euler e Bernoulli 

Se a equação de Navier-Stokes for simplificada com a hipótese de escoamento ideal, o 

resultado obtido é a equação de Euler, atribuída ao ilustre matemático Leonhard Euler. 

Quando foi considerada a condição Re∞, mencionou-se que o resultado obtido é a equação 

de Euler. A partir daquela equação ou da equação de Navier-Stokes sem o termo relativo aos 

efeitos viscosos, obtém-se a equação de Euler: 
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        (4.184) 

 

Como nos demais casos aqui estudados, a única força de campo considerada é aquela 

devida ao campo gravitacional. Com o objetivo de discutir a validade da equação de Bernoulli 

para situações específicas, a sua dedução é iniciada escrevendo-se a aceleração advectiva em 

termos da vorticidade (k), como apresentado a seguir: 
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Substituindo este resultado na equação de Euler, tem-se: 

 

  kijkj
ii

2
j

i

i V
x

p1
gz

x
V

2

1

xt

V






























      (4.186) 

 

Assumindo que a massa específica é função apenas da pressão (condição barotrópica), vem: 
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         (4.187) 

 

Substituindo este resultado na equação 4.186, obtém-se: 
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        (4.188) 

 

Os três termos entre parênteses são grandezas escalares e podem ser interpretados como 

energia cinética, potencial gravitacional e decorrente da pressão (trabalho realizado pelas 

forças de pressão), respectivamente, todos por unidade de massa de fluido. Em notação 

vetorial a equação de Euler pode ser escrita com a forma apresentada a seguir: 

 

 




 dp
gzV

2

1
BVB

t

V 2        (4.189) 
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Para escoamento permanente e linhas de corrente e linhas de vorticidade não coincidentes, a 

equação anterior passa a ser escrita como: 

 

 VB           (4.190) 

 

Nesta equação, para B constante, grad(B) é um vetor normal à superfície B (ver prova 

em Chandrasekharaiah e Debnath, 1994). O segundo membro é igual a um vetor 

perpendicular a V  e  . Deste modo, pode-se concluir que V  e   são tangenciais à superfície 

B constante. Conclui-se também que as linhas de corrente e linhas de vorticidade se cruzam 

em uma superfície B constante. Isto equivale a dizer que B é constante ao longo de linhas de 

corrente e de vorticidade. Uma superfície com B constante e coberta por uma malha formada 

por linhas de corrente e de vorticidade recebe o nome de superfície de Lamb em homenagem 

ao físico e matemático Sir Horace Lamb (1849-1934) (Lamb, 1879). 

 

C/pgz2/V2           (4.191) 

 

em que C é uma constante sobre linhas de corrente e de vorticidade, neste caso. Se o 

escoamento for irrotacional e a massa específica dependente da pressão, obtém-se: 

 

 pontoqualquer 
2 C/dpgz2/V          (4.192) 

 

A equação 4.191 pode ser aplicada sobre uma linha de corrente e, em geral, o valor da 

constante C é diferente para diferentes linhas de corrente. No segundo caso (equação 4.192), 

que corresponde à condição de vorticidade nula no campo de escoamento, o valor da 

constante C permanece igual para todas as linhas de corrente e, portanto, a equação de 

Bernoulli pode ser aplicada transversalmente às linhas de corrente. Em outras palavras, se o 

escoamento for irrotacional, a equação de Bernoulli pode ser aplicada entre dois pontos 

quaisquer do escoamento. Um exemplo de escoamento rotacional que possui linhas de 

corrente com valores de C diferentes e efeitos viscosos nulos é o conhecido escoamento de 

corpo rígido estabelecido no interior de um recipiente cilíndrico (desde que o regime seja 

permanente). Adicionalmente, considera-se válido listar as hipóteses que restringem o uso 

desta equação: (1) escoamento em regime permanente; (2) escoamento com efeitos viscosos 

desprezíveis; (3) ausência de trabalho de eixo; (4) escoamento incompressível (eq. 4.191); (5) 

escoamento sem transferência de calor e (6) escoamento ao longo de uma linha de corrente 

(equação 4.191). 
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4.12 Escoamentos multifásicos 

4.12.1 Introdução 

Neste trabalho, os escoamentos em vertedores e canais em degraus são estudados 

numericamente através de soluções de equações escritas para escoamentos multifásicos.  

Um escoamento multifásico é aquele em que há mais de um fluido presente. Os fluidos 

podem ser diferentes espécies químicas, como ocorre em grande parte dos casos, ou diferentes 

estados termodinâmicos de uma mesma espécie. Um exemplo típico para este caso é o 

fenômeno da cavitação, que inclui o escoamento de água no estado líquido e bolhas de vapor 

de água. Cabe destacar aqui a diferença entre um escoamento multicomponente e um 

escoamento multifásico. No primeiro caso assume-se a existência de uma mistura entre 

fluidos em uma escala molecular e no segundo caso é considerada uma mistura macroscópica, 

correspondente a uma escala muito maior do que a molecular. A mistura multicomponente em 

escoamento compartilha um único campo de velocidades, temperaturas, etc. (ver a dedução da 

equação de conservação de massa para uma espécie, apresentada no item 4.6, que inclui uma 

importante hipótese vinculada ao campo de velocidades). O escoamento multifásico requer a 

solução de campos para cada fase em escoamento. Exemplos de escoamentos multifásicos 

são: escoamento ar-água, com bolhas de ar presentes na água ou gotas de água presentes no 

ar, fluidos imiscíveis (óleo-água), entre outros. Quando são resolvidos os campos para cada 

um dos fluidos há forças interfaciais a serem consideradas nos cálculos e fenômenos de 

transferências entre as fases (calor, massa e quantidade de movimento). As noções de 

escoamentos multifásicos e multicomponentes podem ser conectadas com o intuito de 

modelar um dado problema. Em situações desse tipo há o escoamento de duas ou mais fases, 

sendo que cada uma delas pode ser composta por mais de uma espécie. Como exemplo, cabe 

citar mais uma vez o escoamento bifásico ar-água. Durante o tempo de residência das bolhas 

de ar na água pode ocorrer a troca de moléculas de O2 (entre outras) entre as fases por meio da 

interface ar-água, como ilustrado na Figura 4.14. Ou seja, o oxigênio se dissolve na água. 

Uma imagem mais física pode ser considerada utilizando o açúcar não dissolvido em uma 

xícara de água (multifásico sólido-líquido) e o açúcar já dissolvido na mesma xícara de água 

(multicomponente na fase líquida). 
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Figura 4.14 – Escoamento multifásico – multicomponente ar-água. 

 

O escoamento composto por diferentes fases pode ser representado matematicamente 

com o uso de diferentes estratégias. Uma das mais utilizadas em softwares comerciais é a 

representação do tipo euleriano-euleriano. Há também softwares desenvolvidos com modelos 

lagrangeanos, como o software livre SPHysics. Este tipo de abordagem é capaz de simular 

escoamentos com aspectos extremamente realísticos, incluindo facilmente o tombamento de 

ondas e formação de gotas. Uma terceira alternativa consiste em combinar os dois pontos de 

vista. Alamy Filho (2006) desenvolveu códigos capazes de resolver problemas de 

sedimentação e ressuspensão em canais. Nesses códigos o autor utilizou a simulação de 

grandes escalas para representação da turbulência e o fundo do canal representado por meio 

do ponto de vista lagrangeano, de tal maneira que a sua forma evolui em função da 

sedimentação e ressuspensão, modelados matematicamente com a equação de conservação de 

massa para uma espécie associada a um modelo analítico para a velocidade de sedimentação. 

Existem modelos multifásicos homogêneos e não-homogêneos. O modelo homogêneo 

tem como premissa fundamental o compartilhamento dos campos entre as fases. Para um 

determinado processo de transporte, o modelo homogêneo assume que as quantidades 

escalares transportadas são as mesmas para todas as fases, com exceção da fração 

volumétrica. No modelo não-homogêneo apenas o campo de pressões é compartilhado pelos 

fluidos e a interação entre eles é realizada através de termos de transferência interfacial. A 

seguir são apresentados alguns detalhes sobre estes tipos de abordagem. Como referências 

empregadas para elaboração deste, cita-se Bennon e Incropera (1987), Iguchi e Ilegbusi 

(2011) e o tutorial do software ANSYS CFX
®
. 
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4.12.2 Modelo não-homogêneo: Definições básicas 

A fração volumétrica de uma determinada fase é denotada por “r”, sendo utilizado um 

símbolo grego subscrito para indicar a fase. r, por exemplo, representa a fração da fase , 

isto é, sendo Vol o volume de “” presente em um pequeno volume Vol, tem-se: r = 

Vol/Vol. Considerando a existência de uma única fase, define-se a densidade do material de 

forma tradicional:  = massa por unidade de volume. A densidade efetiva, denotada com o 

uso de um til sobre a letra , é definida como: 

 

  r~           (4.193) 

 

A definição da equação 4.193 corresponde à razão entre a massa de  e o volume total 

V, assim como se define concentração. Uma terceira definição vinculada às possíveis 

densidades em um escoamento multifásico é a densidade da mistura (m), definida como: 

 

  rm           (4.194) 

 

A equação 4.194 representa a soma das massas das diferentes fases dividida pelo volume 

total. A pressão total em escoamentos multifásicos é definida da seguinte forma: 

 



2

et Vr
2

1
pp          (4.195) 

 

As trocas interfaciais de quantidade de movimento, calor e massa são dependentes da 

superfície de contato entre duas fases. Com o intuito de caracterizar tal superfície de contato, 

utiliza-se uma área interfacial por unidade de volume entre duas fases, denotada por A, 

sendo esta uma grandeza com unidade de comprimento elevado a -1. A transferência 

interfacial pode ser modelada utilizando o Modelo de Mistura, o Modelo de Partículas ou o 

Modelo de Superfície Livre. Tais opções fornecem diferentes meios de calcular A com o 

uso de equações algébricas. 

 

Modelo de partículas 

O modelo de partículas assume que umas das fases é contínua (fase ) e a outra é dispersa 

(fase ). Este modelo carrega a hipótese de que a fase dispersa é composta por partículas 

esféricas com diâmetro médio d. Sendo assim, a densidade de área interfacial é definida da 

seguinte maneira: 
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         (4.196) 

 

A equação 4.196 é escrita para um volume Vol que contém a fase  e a fase , sendo 

que a fase  está presente por meio de esferas de diferentes diâmetros (no caso mais geral) 

com um valor médio definido por d. Duas estratégias são adotadas para conferir certa 

robustez ao modelo: (1) define-se um valor mínimo para a fração r com o intuito de evitar 

que a densidade de área interfacial seja igual a zero e, (2) para valores elevados de r a 

hipótese de fase dispersa é inválida. Neste caso a densidade de área deve diminuir para refletir 

o fato de que ela tende a zero quando r tende a unidade. Matematicamente essas 

modificações assumem a seguinte forma (no software CFX): 
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       (4.197) 

 

Como padrão, no software CFX, os valores máximo e mínimo da fração volumétrica (r) 

são 0,8 e 10
-7

, respectivamente. É possível formular o problema de tal maneira que rmin seja 

nulo. Para casos sem forças de arrasto, pode-se utilizar uma formulação ligeiramente diferente 

para a densidade de área que recebe o nome “Unclipped Interfacial Area”. Para tal 

equacionamento a densidade de área pode ser nula, ou seja, rmin = 0. Além disto, a densidade 

de área interfacial é reduzida mais agressivamente à medida que a fração volumétrica da fase 

dispersa se torna maior. O equacionamento para esta situação é apresentado a seguir: 
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      (4.198) 

 

O valor de n é igual a 5 como padrão no referido software. Com o uso do diâmetro médio das 

partículas e das propriedades contínuas de cada fase, é possível escrever o número de 

Reynolds e o número de Prandtl da seguinte maneira: 
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  /dVVRe         (4.199) 

 

  /CPr p          (4.200) 

 

Em que:  = viscosidade da fase contínua, Cp = capacidade térmica específica da fase 

contínua e  = condutividade térmica da fase contínua. 

 

Modelo de mistura 

O modelo de mistura considera as fases de forma simétrica de tal maneira que a densidade de 

área por unidade de volume é representada pela seguinte equação: 

 

  d/rrA           (4.201) 

 

Nota-se que nesta definição há uma nova variável, d, que é o comprimento de escala 

interfacial. Em problemas para os quais uma das frações volumétricas é muito pequena 

(próxima de zero), utiliza-se a seguinte formulação: 

 















6/)drdr(d

)drdr/(rr6A
        (4.202) 

 

Os mesmos adimensionais apresentados no sub-modelo de partículas aparecem com as 

seguintes definições: 

 

  /dVVRe         (4.203) 

 

  /CPr p          (4.204) 

 

Diferente do modelo de quando uma das fases é dispersa, as grandezas físicas agora 

correspondem à mistura. A densidade, por exemplo, é calculada por:  = r+r. , 

Cp e  são, respectivamente, a viscosidade da mistura, a capacidade térmica específica da 

mistura e condutividade térmica da mistura. 

 

Modelo de superfície livre 

Este sub-modelo pertence ao tratamento não-homogêneo do problema multifásico e busca 

uma solução para a interface entre os fluidos. Havendo dois fluidos apenas, a densidade de 

área interfacial por unidade de volume é modelada pela seguinte equação: 
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  rA           (4.205) 

 

A generalização para mais de duas fases assume a seguinte forma: 

 

)rr/(rr2A           (4.206) 

 

 

4.12.3 Modelo não-homogêneo: Equações de conservação 

Equação da continuidade 

A equação da continuidade do modelo não-homogêneo mantém algumas semelhanças com a 

equação da continuidade para um único fluido em escoamento, como pode ser visto a seguir. 

Nota-se que a primeira diferença está na inclusão da fração volumétrica no primeiro membro. 

Como há interação entre as fases, é possível que ocorra transferência de massa através da 

interface. Deste modo, são adicionados termos de taxa de transferência de massa por unidade 

de volume entre fases. Além disto, utiliza-se um termo fonte que possibilita a definição de 

fontes e sumidouros para problemas específicos. A equação da continuidade para o modelo 

homogêneo é semelhante à equação para o modelo não-homogêneo, exceto pela velocidade, 

que não é especifica para cada fase e sim compartilhada com todas as fases. 
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       (4.207) 

 

em que SMS é um termo fonte e  é a taxa de transferência de massa por unidade de volume 

desde a fase  até a fase . Esse termo só existe se houver transferência de massa pela 

interfase. 

 

Equação de conservação de volume 

A primeira relação básica de conservação estabelece que a somatória das frações volumétricas 

de cada fase é igual à unidade: 

 

1r
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1
             (4.208) 

 

A equação 4.208 pode ser combinada com a equação da continuidade (equação 4.207) para 

obtenção da seguinte equação para conservação de volume: 
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Considerando o caso incompressível e a ausência de termos fonte, a equação anterior 

assume a forma apresentada a seguir. Nota-se que ela é semelhante à equação da continuidade 

para uma fase e escoamento incompressível. 

 

  0Vr 
          (4.210) 

 

 

Quantidade de movimento linear 

A equação de quantidade de movimento pertencente ao modelo não-homogêneo, ou equação 

de Navier-Stokes, assume a seguinte forma: 
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   (4.211) 

 

em que SM é um termo fonte que representa forças de campo externas e fontes e sumidouros 

definidos para problemas específicos; M corresponde às forças interfaciais atuando na fase  

devido à presença das demais fases; o termo ( 




  VV ) surge devido à transferência de 

quantidade de movimento entre fases devido à transferência de massa entre as fases. 

 

Fechamento do sistema de equações 

Para fechamento do sistema de equações, o campo de pressões é compartilhado por todas as 

fases, ou seja, p=p para todos os valores de . O sistema completo de equações possui 4Np+1 

equações e 5Np incógnitas. Para duas fases, por exemplo, há 9 equações (duas para 

continuidade, seis para quantidade de movimento e uma para conservação de volume) e 10 

incógnitas (duas frações volumétricas, seis componentes de velocidades e duas pressões). Se 

for estabelecido que p=p, tem-se mais uma equação e o sistema pode ser resolvido. 

 

4.12.4 Modelo Homogêneo 

A premissa básica do modelo homogêneo é o compartilhamento dos campos entre as fases. 

Para um determinado processo de transporte, o modelo homogêneo assume que as 

quantidades escalares transportadas são as mesmas para todas as fases, com exceção da fração 

volumétrica. Em outros termos, sendo  uma quantidade escalar genérica,  o índice para 

contar as fases e Np o número total de fases, escreve-se: 
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pN1  ,           (4.212) 

 

Uma vez que há compartilhamento das quantidades transportadas no modelo 

homogêneo, utiliza-se uma equação geral para resolver os campos compartilhados no lugar de 

resolver equações de transporte correspondentes a cada fase. A equação única mencionada 

pode ser deduzida pela soma das equações de transporte de cada fase, obtendo-se o seguinte 

resultado: 
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        (4.213) 

 

em que 
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         (4.214) 

 

 

Quantidade de movimento linear 

Como mencionado anteriormente, o modelo homogêneo assume que V = V para todas as 

fases . A equação de conservação do momentum pode ser obtida a partir da equação 4.211, 

resultando em: 
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     (4.215) 

 

O termo relativo às forças interfaciais que está presente no modelo não-homogêneo deixa de 

existir quando os campos são compartilhados. Além disto, o somatório correspondente às 

trocas de quantidade de movimento induzidos pela troca de massa entre fases, 

 






 

pN

1

VV , é igual a zero anulando-se devido à soma. 

 

As definições dadas pela equação 4.214 são válidas e a viscosidade é calculada com o valor 

correspondente à mistura: 
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Demais equações 

As equações de conservação de massa e volume são as mesmas do modelo não-homogêneo, 

porém, com V = V. O campo de pressões também é compartilhado entre as fases de tal 

maneira que p = p. 

 

4.13 Segunda lei da termodinâmica 

Como exaustivamente mencionado nos livros citados, a mecânica dos fluidos está 

fundamentada em conclusões e princípios gerais da mecânica e da termodinâmica clássicas. 

Apesar disto, a terminologia técnica da área nem sempre ressalta o elo presente entre tais 

princípios básicos, essencialmente no que diz respeito à geração de entropia e à própria 

entropia. Seguindo os textos de Bejan (1982), Schulz (2001, 2003) e Kundu e Cohen (2008), 

esta seção tem como objetivo abordar a segunda lei da termodinâmica e o desenvolvimento 

teórico da relação entre a geração de entropia e a taxa de dissipação de energia, na forma de 

trabalho, expondo assim o teorema de Gouy-Stodola. Como fechamento é deduzido um 

equacionamento diferencial para a taxa de geração de entropia a partir da relação de Gibbs, da 

equação da continuidade e da primeira lei da termodinâmica, tal como apresentadas 

anteriormente nas formas diferenciais. Ao escrever a segunda lei da termodinâmica incluindo-

a no escopo deste trabalho, junto com as demais equações da mecânica dos fluidos, é 

introduzida mais uma equação e mais uma variável, a entropia. A intenção principal em 

abordar este princípio é destacar os conceitos próprios da segunda lei da termodinâmica. 

 

4.13.1 Teorema de Gouy-Stodola 

Em estudos sobre escoamentos incompressíveis a entropia nem sempre é analisada de forma 

explícita como uma grandeza de interesse prático. Apesar disto, é interessante observar que há 

uma relação entre a geração de entropia e a dissipação de energia. Para iniciar a discussão 

sobre o tema, uma conseqüência importante da segunda lei é apresentada, a saber: a 

desigualdade de Clausius (Rudolf Julius Emanuel Clausius, 1822-1888), estabelecida para um 

ciclo termodinâmico: 

 

 


0
T

Q
          (4.217) 

 

O símbolo utilizado na integral indica apenas que a soma é efetuada em um ciclo completo, 

com início e fim no mesmo ponto arbitrário. O numerador é escrito com um delta minúsculo 

para enfatizar que não se trata de uma diferencial exata de Q (calor). A aplicação desta 

equação a diversas trajetórias reversíveis ligando dois pontos conduz à definição da entropia S 
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como variável de estado (utiliza-se, portanto, uma diferencial exata “dS”), de acordo com a 

equação apresentada a seguir (que também é utilizada na obtenção da equação de Gibbs, 

utilizada também para demonstração da equação de Crocco, 1937): 

 

reversívelT

Q
dS 







 
          (4.218) 

 

Em casos reais os processos são sempre irreversíveis e a segunda lei é classicamente 

enunciada como: “a variação da entropia de um sistema é maior ou igual à quantidade de 

calor a ele transferida, dividida pela temperatura absoluta do sistema” (Schulz, 2003, p.233). 

Matematicamente, tem-se: 
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           (4.219) 

 

A definição de entropia permite concluir que há transferência de entropia através das 

fronteiras de um sistema sempre que houver transferência de calor. A segunda lei da 

termodinâmica estabelece, portanto, que quando um sistema passa de um estado 1 para um 

estado 2, tem-se: 
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           (4.220) 

 

Esta relação mostra que quando o sistema passa do estado 1 para o estado 2 a sua 

entropia aumenta, pois se for considerada a igualdade (processo reversível), a entropia do 

estado 2 será: 
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Observando agora a desigualdade presente na equação é natural que seja introduzida 

uma parcela correspondente à entropia gerada durante a transição do estado 1 para o 2 (Sger): 
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Acerca da equação anterior, cabe mencionar que a entropia gerada depende do caminho 

seguido durante a transição e, portanto, não é uma propriedade do sistema. As equações 

anteriores estão escritas para análise de sistemas (sistemas fechados em termodinâmica). Com 
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o intuito de utilizar um ponto de vista euleriano, isto é, uma formulação para volume de 

controle (ou sistema aberto em termodinâmica), convém trabalhar com a taxa de variação 

temporal da grandeza extensiva em questão: 

 

T

Q

dt

dS

sistema


           (4.223) 

 

O símbolo Q com um ponto denota uma descarga térmica. A entropia pode ser 

representada na forma integral a partir da sua grandeza intensiva “s” da seguinte maneira: 
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dVolssdmS        (4.224) 

 

A taxa de variação da entropia do sistema pode ser expressa por meio de uma integral 

de superfície para levar em conta a não uniformidade do fluxo de calor através das fronteiras 

do sistema, assim como da temperatura, como apresentado a seguir: 
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        (4.225) 

 

Com a relação estabelecida por meio da expressão anterior, torna-se viável construir um 

equacionamento euleriano para o problema por meio do teorema do transporte de Reynolds: 
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      (4.226) 

 

Considerando valores médios nas seções de entrada e saída do volume de controle, a 

inequação anterior assume a seguinte forma: 
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          (4.227) 

 

Deve-se notar que o símbolo m  representa uma descarga (no SI, kg/s). Em palavras, o 

resultado anterior afirma que a taxa de variação da entropia da massa no interior do volume de 

controle é maior ou igual ao fluxo de entropia através das superfícies de controle permeáveis à 

massa mais a parcela correspondente à transferência de calor que pode ocorrer através de toda 

a superfície de controle. Também é possível definir a taxa de geração de entropia: 
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        (4.228) 

 

A equação anterior é utilizada para obtenção da relação entre a geração de entropia e a 

taxa de dissipação de energia, na forma de trabalho. O procedimento para obtenção de tal 

relação é conhecido como teorema de Gouy-Stodola (Aurel Boreslav Stodola, 1859-1942) e 

inclui o uso da primeira lei da termodinâmica escrita para volumes de controle com a seguinte 

forma (considerando valores médios): 
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      (4.229) 

 

em que E é a energia do sistema no interior do volume de controle (cinética mais potencial 

gravitacional mais interna), h é a entalpia (energia interna, especificamente a energia térmica, 

somada ao termo correspondente ao trabalho das forças de pressão) e W com um ponto é a 

potência utilizável do sistema (ou taxa de trabalho). 

 

Eliminando a potência térmica das equações precedentes, obtém-se: 
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      (4.230) 

 

Nesta inequação, To é a temperatura do ambiente, em que está imersa a parte do volume 

de controle por onde penetra o calor e a superfície de controle correspondente. Qualquer 

alteração de temperatura é considerada como ocorrendo no interior do volume de controle. 

Fica claro com a expressão anterior que a taxa de trabalho utilizável do sistema possui um 

limite superior e que a potência máxima corresponde ao sinal de igualdade. A diferença entre 

as potências máxima e utilizável corresponde à potência utilizável dissipada, isto é: 

 

WWU máx
            (4.231) 

 

Pode-se associar 4.229 com 4.230 para o caso de potência máxima, como apresentado a 

seguir: 
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      (4.233) 

 

Subtraindo as potências como indicado na equação 4.231 e com To em evidência, obtém-se: 
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       (4.234) 

 

Percebe-se que a equação anterior contém a definição de entropia gerada (Sger), presente na 

equação 4.228, fato que permite escrever o seguinte resultado: 

 

geroSTU             (4.235) 

 

Este é o teorema de Gouy-Stodola, que relaciona a potência dissipada com a taxa de geração 

de entropia no interior do volume de controle. É interessante notar que, para escoamentos com 

ausência (hipotética) de efeitos viscosos, a potência utilizável é igual à potência máxima e, 

portanto, a entropia gerada é nula, uma vez que To é diferente de zero para fluidos em 

escoamento. 

 

4.13.2 Forma diferencial para taxa de geração de entropia 

A segunda abordagem aqui apresentada tem como objetivo relacionar a taxa de produção de 

entropia sob um ponto de vista diferencial a partir da equação de Gibbs. Cabe destacar que o 

procedimento seguido tem como referência Kundu e Cohen (2008) e que alguns aspectos 

relevantes sobre a segunda lei da termodinâmica devem ser enunciados antes do início da 

demonstração almejada. O primeiro deles se refere à equação 4.221, cuja interpretação revela 

que para um processo reversível e isolado (Q=0), a entropia do estado 1 é igual a entropia do 

estado 2. Considerando processos reais (irreversíveis) e um sistema isolado, a desigualdade de 

Clausius mostra que a entropia aumenta quando passa de um estado 1 para um estado 2, sendo 

este acréscimo ocasionado por efeitos viscosos e processos de mistura (Sger). O terceiro 

aspecto importante afirma que coeficientes relacionados aos transportes moleculares como a 

viscosidade dinâmica e a condutividade térmica devem ser positivos (caso contrário, ocorreria 

uma diminuição espontânea da entropia de um sistema isolado). O último ponto destacado é 
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de grande importância para compreensão do modelo apresentado e pretende refletir sobre uma 

questão conceitual associada à equação de Gibbs. 

A forma diferencial da primeira lei da termodinâmica para um sistema pode ser 

expressa para um processo internamente reversível da seguinte maneira: 

 

dEWQ revrev           (4.236) 

 

em que E é a energia do sistema. Para processos internamente reversíveis, os demais termos 

podem ser escritos como apresentado a seguir: 
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Combinando estas equações, o resultado obtido é a equação de Gibbs: 

 
1pdduTds           (4.238) 

 

Embora seja tema básico do escopo da termodinâmica clássica, o último ponto deixado 

em aberto, julgado aqui como algo importante, se refere à validade das relações de Gibbs. 

Deve-se notar que a obtenção destas relações foi realizada tendo em mente um processo 

internamente reversível. Apesar disto, o resultado obtido é válido para processos reversíveis e 

irreversíveis, pois relaciona propriedades de estado do sistema e, portanto, independentes do 

processo pelo qual o sistema passa. Observando que d
-1

=-
-2

d, a equação de Gibbs pode 

ser escrita como: 
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         (4.239) 

 

Deste modo, a taxa de variação da entropia pode ser obtida por meio da derivada material, 

como apresentado a seguir: 
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          (4.240) 

 

A derivada material da massa específica é determinada por meio da equação diferencial 

da conservação da massa e a derivada material da energia interna é avaliada com a equação da 

energia, deduzida a partir da 1ª lei da termodinâmica.  

 

0V
Dt

D1





         (4.241) 
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Substituindo estas equações na equação 4.240 e utilizando o vetor fluxo de calor no lugar de 

kT, vem: 
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Pode-se demonstrar que: 
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Combinando estes resultados e voltando a utilizar a lei de Fourier para condução de calor, 

obtém-se: 

 

 
T

T
T

k

T

q

Dt

Ds 2

2














        (4.243) 

 

Em notação tensorial, escreve-se: 
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       (4.244) 

 

O primeiro termo do segundo membro desta equação corresponde ao ganho de entropia 

reversível ocasionado pela transferência de calor, pois não contém a condutividade térmica. 

Os dois últimos termos representam a produção de entropia originada da condução de calor e 

dos efeitos viscosos, lembrando que: 
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Vale ainda destacar uma conseqüência importante deste desenvolvimento. A segunda lei 

da termodinâmica exige que a geração de entropia seja positiva, o que implica k e  sempre 

positivos. Finalmente, nota-se que se o escoamento for considerado como ideal e sem 

condução de calor a entropia é conservada ao longo das trajetórias das partículas de fluido. 

 



228 

 

4.14 Conservação de vorticidade e circulação 

Neste item são expostos alguns comentários acerca do comportamento de vórtices a partir do 

exame dos teoremas de Hermann von Helmholtz (1821-1894) e de Kelvin (William Thomson, 

1824-1907). Esses teoremas se referem a linhas de vórtice que, assim como linhas de corrente, 

são linhas que tangenciadas em todos os seus pontos pelo vetor rotação, num dado instante. 

Também é possível encontrar a terminologia filamento de vórtice e, se um conjunto de 

filamentos de vórtices tangentes a uma curva fechada contida em um escoamento é 

representado, define-se o tubo de vorticidade (assim como existe o tubo de corrente) ou tubo 

vorticoso. Uma superfície formada por linhas de vorticidade localmente paralelas é chamada 

de superfície de vorticidade. Teoremas atribuídos a Helmholtz, válidos para massa específica 

constante e escoamento ideal, são (Kundu e Kohen, 2008, p.149): 

 

(1) Um tubo de vorticidade não possui uma extremidade final no interior do fluido. Ele 

deve se estender para o infinito, terminar em uma parede sólida ou formar uma 

superfície fechada sobre si mesmo. 

(2) A intensidade de um tubo de vorticidade é uniforme ao longo de sua extensão, isto é, a 

circulação não varia ao longo do tubo de vorticidade. Tal afirmação é conseqüência do 

teorema 1, já que se a força variar ao longo do tubo de vorticidade ele pode começar 

ou terminar no interior do fluido. 

(3) Qualquer linha de vórtice é formada pelas mesmas partículas de fluido, ou seja, ela 

move-se com o fluido. 

 

Para as mesmas condições (=constante e =0), o teorema de Kelvin (Thomson, 1869) 

afirma que em um escoamento ideal e barotrópico com forças de campo conservativas, a 

circulação () ao longo de uma curva fechada movendo-se de acordo com o fluido não varia 

com o tempo. Matematicamente isto significa que a derivada material da circulação é nula: 
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A prova deste teorema é apresentada de duas maneiras diferentes. A primeira pode ser 

obtida a partir da definição de vorticidade e de algumas operações algébricas, como 

apresentado a seguir: 
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em que dx é a distância entre dois pontos sobre a curva C. A partir da equação de Cauchy, 

pode-se escrever: 
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Combinando este resultado com a equação 4.246, obtém-se: 
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Após o desenvolvimento da equação anterior, resta mostrar que os termos do segundo 

membro são nulos. Assume-se que a força de campo é conservativa, de forma que gi=- 

em que  é uma força potencial ou energia potencial por unidade de massa (gz, assim como 

utilizado na dedução da equação de Bernoulli). Pode-se agora calcular a integral de linha de g 

ao longo da linha de fluido AB: 
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Já que a integração anterior foi realizada ao longo de uma linha fechada, os pontos A e 

B coincidem e, portanto, o resultado anterior é igual a zero. O próximo passo em direção à 

prova do teorema leva em consideração a hipótese de fluido barotrópico. Com o objetivo de 

provar que a primeira integral da equação 4.247 é igual a zero, é empregado um artifício 

matemático que considera P=p/. Derivando a variável P em relação a p, obtém-se dP/dp = 
-

1
. Substituindo este resultado na integral: 
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Esta igualdade decorre da condição atrelada à integração, assim como no caso anterior. A 

hipótese de escoamento ideal anula a integral que envolve o tensor viscoso. Para mostrar que 

a última integral é nula, considera-se que a velocidade na posição x+dx sobre a curva C é: 
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Uma segunda maneira de provar o teorema da circulação de Kelvin consiste inicialmente em 

verificar que é verdadeira a seguinte igualdade: 
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Observando a equação 4.246 e o último resultado da prova 1, fica demonstrada a igualdade 

anterior. Pode-se também escrever a seguinte relação: 
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A dedução desta equação pode ser encontrada em Chandrasekharaiah e Debnath (1994). 

Empregando a identidade    VV
2

1
VV

T
 , vem: 
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Portanto, fica demonstrada mais uma vez a validade do ponto de partida para a segunda forma 

de provar o teorema de Kelvin. Utilizando um pouco de formalismo para enunciar o teorema a 

ser provado, pode-se escrever:  

 

Teorema. Se a aceleração DVi/Dt é o gradiente de um potencial, a circulação ao redor da 

curva material permanece constante no tempo. 

Prova. Seja  um tensor de ordem zero, uma vez que DVi/Dt = grad(), é verdade que: 

 

0dxdxd
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Portanto, fica demonstrada a equação 4.245, que representa o teorema de Kelvin. ■ 

De acordo com o teorema de Cauchy-Lagrange, se um escoamento como aquele para o 

qual é válido o teorema de Kelvin é inicialmente irrotacional, ele permanecerá assim ao longo 

de toda a sua história. Entretanto, para escoamentos reais, alguns agentes são capazes de criar 

ou destruir a vorticidade, como, por exemplo, forças de campo não conservativas (forças de 

Coriolis, por exemplo), relações entre pressão e massa específica não barotrópicas e tensões 

viscosas. Para finalizar esta breve exposição sobre vorticidade e circulação, é considerada a 
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equação de Navier-Stokes para o caso incompressível e isotérmico. Se for aplicado o operador 

rotacional sobre os termos da equação de Navier-Stokes, pode-se demonstrar que: 

 

  


  21 gpV
t

       (4.248) 

 

em que   é a vorticidade, definida como o produto vetorial entre o operador del e o vetor 

velocidade (rotacional do campo de velocidades). Com o intuito de elucidar as causas da 

variação temporal da vorticidade, pode-se interpretar os demais termos presentes na equação 

4.248 (Batchelor, 2000, p.264; Vanyo, 1993, p.164-165; Kundu e Kohen, 2008, p.150-151): 

 

(1)   V : este termo corresponde ao transporte advectivo de vorticidade que ocorre 

através das superfícies permeáveis do volume de controle infinitesimal (ponto) 

considerado, causado pela existência do campo de velocidades. Ele inclui 

alongamentos e inclinações nas linhas de vórtice; 

(2) p1   : uma vez que o rotacional do gradiente de um campo escalar é igual a zero, 

para a condição de massa específica constante este termo é nulo. Se superfícies de 

massa específica não forem paralelas a superfícies de pressão surge um torque e este 

termo não é igual a zero; 

(3) g : este termo é igual a zero para forças conservativas (ver demonstração do 

teorema de Kelvin). Algumas forças magnéticas e elétricas não são conservativas e 

podem produzir ou modificar a vorticidade em fluidos magnéticos ou condutores; 

(4)  2 : este termo representa a taxa de mudança na vorticidade ocasionada pela difusão 

de vorticidade assim como o seu termo correspondente na equação de N-S representa a 

difusão de quantidade de movimento linear. 

 

Referências que abordam este tema e que foram utilizadas para este item são Batchelor 

(2000), White (2006), Chandrasekharaiah e Debnath (1994), White (2002), Vanyo (1993) e 

Kundu e Cohen (2008). 

 

 

4.15 Teoria da camada limite: uma breve apresentação 

A partir do final do século XIX a mecânica dos fluidos começou a ser desenvolvida de duas 

maneiras distintas. Um desses ramos era a hidrodinâmica teórica, fundamentada na equação 

de Euler e, conseqüentemente, dedicada aos escoamentos ideais. A segunda parte desta 

bifurcação, existente graças à necessidade de respostas práticas e rápidas que não eram 

fornecidas pela teoria, era a hidráulica. Em 1904, Ludwig Prandtl foi capaz de expor
3
 uma 

idéia que vinculou a hidrodinâmica teórica com a hidráulica. Com o conceito de camada 

                                                             
3
 Em um congresso em Heidelberg, onde apresentou o seu trabalho intitulado “Escoamento de fluidos com 

cisalhamento muito pequeno” (SCHLICHTING, 1979, p. 1; SCHULZ, 2003, p. 130). 
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limite, Prandtl mostrou que, considerando a influência da viscosidade no interior de uma 

camada delgada nas proximidades das superfícies delimitadoras dos escoamentos (que podem 

ser sólidas ou não), resultados experimentais apresentavam excelente concordância com a 

teoria. Estudos relacionados à camada limite formam atualmente uma especialização da 

mecânica dos fluidos, cuja complexidade e quantidade de informações seguramente exige a 

existência de tratados específicos sobre o tema, a exemplo do clássico escrito pelo professor 

Hermann Schlichting, Boundary-Layer Theory. Neste texto são apresentados apenas dois 

desenvolvimentos. O primeiro deles é válido para o escoamento laminar em uma placa plana 

semi-infinita, solução atribuída a Blasius (1908). O segundo desenvolvimento conduz a uma 

formulação integral proposta por von Kármán que requer a introdução de um perfil de 

velocidades para ser utilizada. Trata-se de um caminho interessante do ponto de vista prático, 

pois pode ser empregado tanto para escoamentos turbulentos quanto para escoamentos 

laminares. 

 

4.15.1 Solução de Blasius (1908) 

A solução de Blasius (1908) está fundamentada nas equações de Navier-Stokes escritas com 

algumas simplificações, enunciadas a seguir: 

 

1) Escoamento sobre placa plana semi-infinita, onde o escoamento é assumido como 

bidimensional (ao longo da placa e normal a ela); 

2) O escoamento ocorre em regime permanente; 

3) O escoamento é incompressível; 

4) Não há gradiente de pressões (não há variação de pressão ao longo do comprimento da 

placa, pois a velocidade do escoamento potencial se mantém constante); 

5) O escoamento é isotérmico ( é uma constante). 

 

Com estas hipóteses, as equações de Navier-Stokes e a equação de conservação da massa são 

escritas da seguinte maneira: 

 

Direção 1 (ao longo da placa): 
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Direção 2 (normal à placa): 
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Continuidade: 
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Algumas considerações adicionais são necessárias para obtenção da solução proposta 

por Blasius. Sendo a camada limite laminar suficientemente delgada, considera-se que a 

componente da velocidade na direção 2 é muito menor do que a componente na direção 1. 

Considera-se também que a componente na direção 2 do gradiente da velocidade V1 é muito 

maior do que a componente do gradiente na direção 1. Como conseqüência, a equação 4.249 é 

simplificada com a exclusão do termo difusivo que envolve a variação de V1 com x1, uma vez 

que este termo é muito menor do que aquele que envolve a variação de V1 com x2. Já os 

termos do primeiro membro permanecem, pois eles possuem a mesma ordem de grandeza 

uma vez que são formados pela multiplicação de fatores com valores elevados e pequenos. Ao 

considerar que V2 é muito pequena, a equação 4.250 revela que a variação de pressão na 

direção 2 é igual a zero porque os demais termos são anulados. Após estas simplificações, as 

equações assumem as seguintes formas: 
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O próximo passo para obtenção da solução proposta por Blasius consiste em empregar a 

função corrente () como ferramenta matemática da seguinte maneira: 
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    (4.256) 

 

A equação 4.256 é uma equação diferencial parcial não linear e de terceira ordem. Com 

o objetivo de resolver o problema matemático, Blasius propôs o uso de adimensionais que 
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transformam a equação diferencial parcial em uma equação diferencial ordinária. Tais 

adimensionais são: 
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A velocidade com o subscrito infinito representa a velocidade na região fora da camada 

limite (escoamento potencial) e no lugar da relação entre a viscosidade dinâmica e a massa 

específica foi utilizada a viscosidade cinemática. Finalmente, com regras simples de 

diferenciação parcial, é possível efetuar a transformação mencionada. Para tanto, procura-se 

obter os termos presentes na equação 4.256 da seguinte maneira: 
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Combinando os resultados: 
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Substituindo na equação 4.256, 
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A equação 4.259 é uma equação diferencial ordinária de terceira ordem que representa a 

solução proposta por Blasius em sua tese de doutorado. Observando as definições dos 

adimensionais utilizados, pode-se escrever: 
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Para x2 = 0, V1=V2=0 e para x2∞, V1V∞. Deste modo, conclui-se que: 
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A equação desenvolvida por Blasius foi solucionada por ele com o uso de uma expansão em 

série do seguinte tipo (Hughes e Brighton, 1999): 

 

 
 






















0n

2n3n
1nn

!2n3

C

2

1
f         (4.261) 

 

em que =0,332 e: 

 

 3817137C ;27897C ;375C ;11C ;1CC 543210       (4.262) 
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Como alternativa ao uso da série anterior, a equação de Blasius pode ser solucionada 

por meio de um método numérico apropriado, como os de Runge-Kutta, por exemplo, 

caminho que revela a origem da constante “”, apresentada anteriormente. A concordância 

entre dados experimentais e a equação de Blasius é excelente, como pode ser visto em 

Schlichting e Gersten (2000), que apresenta uma comparação com os dados de Nikuradse 

(1942), e Klewicki et al. (2007), no livro editado por Tropea et al. (2007, p.889). 

 

 

4.15.2 Formulação integral (Theodore von Kármán) 

A solução de Blasius, discutida brevemente no item anterior, representa um marco de grande 

importância para a mecânica dos fluidos e, embora seja extremamente satisfatória quando 

confrontada com experimentos, a sua validade está limitada pelas hipóteses adotadas. Neste 

item é apresentada a forma integral de equacionar o problema da camada limite, desenvolvida 

por Theodore von Kármán (que também foi aluno de Ludwig Prandtl), aplicável não só às 

camadas-limite laminares, mas também para o caso turbulento desde que seja conhecida uma 

expressão para o perfil de velocidades (pois não há solução exata para camada limite 

turbulenta). A dedução apresentada é bastante difundida entre os livros de mecânica dos 

fluidos. Como referência principal, utilizou-se a exposição feita por Fox e McDonald (2001). 

O seu desenvolvimento considera o escoamento sobre uma placa plana e, apesar de ter um 

caráter mais geral do que a solução via análise diferencial proposta por Blasius, algumas 

hipóteses são necessárias: 

 

1) O escoamento ocorre em regime permanente (ou permanente em média se o 

escoamento for turbulento); 

2) Escoamento incompressível; 

3) Escoamento bidimensional; 

4) Ausência de forças de campo paralelas ao eixo x1. 

 

Para o desenvolvimento da equação, foi selecionado um volume de controle diferencial 

no interior da camada limite, como pode ser visto na Figura 4.15 apresentada a seguir. A 

solução é obtida com o uso das equações integrais de conservação da massa e quantidade de 

movimento linear escritas para o referido volume de controle. A largura do volume de 

controle é w (independente de x1), a espessura da camada limite é , a velocidade do 

escoamento fora da camada limite é V∞ e há fluxo de massa por bc (pois a fronteira da 

camada limite não coincide com uma linha de corrente). Além disto, procura-se equacionar o 

caso que inclui fluxo de massa por ad (injeção ou sucção), tendo sido ilustrada a injeção no 

desenho apresentado. Não é necessária a hipótese de escoamento laminar, o que faz com que 
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o resultado seja válido para escoamento laminar ou turbulento. Considera-se também que 

dp/dx1 é diferente de zero (o escoamento em um canal, por exemplo, possui gradiente de 

pressões diferente de zero, ao contrário do escoamento em uma placa plana). 

 

 
 

Figura 4.15 - Desenho esquemático com informações utilizadas para obtenção da formulação integral 

 

Parte 1: Conservação de massa 
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Sendo o regime permanente, a equação 4.263 é escrita para as superfícies de controle 

permeáveis à massa com a seguinte forma: 
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Para a superfície ab a descarga é: 
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em que w é a largura (independente de x1) e V1 a componente x1 do vetor velocidade. O sinal 

negativo se deve ao produto escalar. 

A superfície de controle cd está situada em uma posição x1+dx1. Expandindo a descarga 

por meio de uma série de Taylor em torno de x1 e com truncamento no termo de segunda 

ordem, obtém-se uma expressão para a descarga em cd: 
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     (4.266) 

 

Considerando que a injeção ou sucção ocorre com um perfil de velocidades uniforme, 

obtém-se a expressão para a descarga em ad: 
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1wad wdxVm           (4.267) 

 

Na equação 4.267 o sinal será negativo se houver injeção de massa no volume de 

controle e positivo se houver sucção de massa (aqui é considerada a injeção). A descarga 

através da superfície bc é determinada com as equações 4.264 a 4.267: 
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Parte 2: Quantidade de movimento 
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A componente x1 da equação da quantidade de movimento em regime permanente é: 
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Os membros da equação 4.269 são avaliados separadamente. Inicialmente, são estudados os 

termos relativos à taxa de transferência de quantidade de movimento. 

 

a) Transporte de quantidade de movimento: 

 

Através da superfície de controle ab o transporte de quantidade de movimento é: 
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Assim como no caso de conservação da massa, utiliza-se uma expansão em série de Taylor: 
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Uma vez que a massa que escoa através da superfície de controle bc tem componente de 

velocidade V∞ na direção x1, a taxa de transferência de quantidade de movimento em x1, 

através de bc, é dado por: 
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Na equação 4.272 o sinal negativo se deve a descarga bc pois V∞ é positivo. Somando 

os termos, obtém-se a expressão para a taxa de transporte total de quantidade de movimento 

através das superfícies de controle: 
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b) Somatório de forças 

 

Na superfície ab atua uma força devida a pressão p: 

 

 pwFab           (4.274) 

 

Considera-se que p é função apenas de x1, pois a camada limite é delgada, sendo 

razoável desprezar variações em x2. Na superfície cd a força devida a pressão é calculada com 

uma expansão em série de Taylor como nos casos anteriores: 
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Sobre a superfície bc é considerada uma pressão média: 
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Sobre a superfície ad atua uma força de cisalhamento: 
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em que 21 é a tensão de cisalhamento sobre a superfície 2 e na direção 1 (com sentido 

negativo). Assim, o somatório das forças em x1 é: 
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Igualando as equações 4.273 e 4.278: 
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Dividindo todos os termos pela área wdx1, vem: 
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O gradiente de pressão pode ser avaliado com a equação de Euler escrita de forma 

simplificada como dp/dx1=-V∞dV∞/dx1, para a região de escoamento potencial: 
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Uma vez que: 
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2dx , a equação 4.279 é escrita como: 
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Com o intuito de utilizar as definições de espessura de deslocamento (*) e de quantidade de 

movimento (), a equação 4.280 é retrabalhada. Inicialmente informa-se aqui que é possível 
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demonstrar que 
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, o que faz com que a 

equação 4.280 seja reescrita como: 
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        (4.281) 

 

A equação 4.281 corresponde ao equacionamento procurado, incluindo injeção de 

massa devido ao sinal do termo que envolve Vw. Se a injeção (ou sucção) for desconsiderada, 

as equações 4.280 e 4.281 assumem as formas mais comuns encontradas nos textos básicos: 

 
























0

2
1

0

21
1

0

211
1

21 dxV
dx

dV
dxV

x
VdxVV

x
    (4.282) 

  *
dx

dV
VV

dx

d

1

2

1

21 


 
         (4.283) 

 

Para que a formulação integral de von Kármán seja empregada, deve-se conhecer um 

perfil de velocidades adequado. 

 

4.16 Considerações finais 

Este capítulo foi dedicado às equações fundamentais da mecânica dos fluidos, tendo sido 

apresentada uma revisão sobre as mesmas. Elas representam quatro princípios básicos, a 

saber: conservação de massa, segunda Lei de Newton (quantidade de movimento linear), 

conservação de energia e a segunda lei da termodinâmica. Uma breve exposição sobre os 

modelos para escoamentos multifásicos e multicomponentes também foi realizada com a 

apresentação das equações dos modelos heterogêneo e homogêneo e da equação de advecção-

difusão. Entre os demais itens discutidos, destaca-se que a formulação integral para camada 

limite é explorada no Capítulo 7 com a proposição de um modelo para o desenvolvimento da 

camada limite em vertedores. 
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5.1 Transição 

Um dos primeiros resultados experimentais que indicaram a existência de uma transição entre 

escoamento laminar e turbulento foram, provavelmente, os de Hagen (1839). Ele estudou o 

escoamento de água em tubos e concluiu que a velocidade média do fluido e o raio do tubo 

eram relevantes para a caracterização da natureza do escoamento. Em 1854 Hagen verificou 

que a viscosidade também era importante para o fenômeno da turbulência. Apesar dessas 

observações, o seu trabalho não estabeleceu um critério geral para a transição de um 

escoamento laminar para um escoamento turbulento. Algumas décadas mais tarde, Osborne 

Reynolds apresentou um parâmetro único para avaliar a transição entre o escoamento laminar 

e o turbulento. Reynolds (1883), utilizando o conceito de similaridade mecânica de 

escoamentos de fluidos reais, propôs que o escoamento permanece laminar desde que não seja 

excedido um valor crítico da relação entre a velocidade média (V), um comprimento 

característico (L) e a viscosidade cinemática (). Em outras palavras, Reynolds estabeleceu 

que o número puro VL/, com L igual ao diâmetro interno do tubo, assume um valor crítico a 

partir do qual o escoamento deixa de ser laminar. 

Em 1908 o físico alemão Arnold Sommerfeld apresentou um artigo que continha a hoje 

conhecida equação de Orr-Sommerfeld. Nessa equação ele introduziu um número 

adimensional e o denominou “número de Reynolds”. Desde então, a relação VL/ passou a 

ser chamada de número de Reynolds. Maiores detalhes históricos sobre o tema são discutidos 

por Rott (1990). O número de Reynolds expressa uma relação entre valores característicos de 

forças de inércia e forças viscosas. As forças inerciais são capazes de iniciar o movimento de 

um fluido em repouso e contribuem para a formação de heterogeneidades no escoamento. As 

forças viscosas atuam amortecendo tais heterogeneidades. No clássico experimento de 

Reynolds é possível observar, por meio de um filete de corante, que para números de 

Reynolds inferiores ao valor crítico, o corante escoa com a sua estrutura praticamente 

inalterada. Qualquer perturbação é rapidamente amortecida pelos efeitos viscosos neste caso. 

À medida que o número de Reynolds aumenta o corante passa a assumir diferentes formas e, 

para valores correspondentes ao escoamento turbulento, há uma mistura intensa do mesmo. 

O experimento de Reynolds, cujo aparato é ilustrado na Figura 5.1, foi realizado com 

tubos de diâmetros aproximadamente iguais a 1”, 1/2” e 1/4” (2,54 cm, 1,27 cm e 0,635 cm, 

respectivamente) e comprimentos próximos de 4 pés e 6 polegadas (1,37 m). Em todos os 

casos o conduto estava equipado com um bocal hidrodinâmico na entrada para evitar a 

formação e propagação de instabilidades (Reynolds, 1883, p. 941). Como ilustrado na Figura 
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5.1, o tubo conectado ao bocal permanecia imerso dentro de um grande tanque com água. 

Injetava-se um filete de corante dentro do tubo cuja utilidade era permitir a visualização do 

escoamento. 

 

 
Figura 5.1 – Representação artística do experimento de Reynolds. 

Fonte: Reynolds (1983, p.73). 

 

Sobre as observações experimentais de Reynolds (1983), considera-se válido destacar as 

seguintes descrições: 

1. Quando as velocidades eram suficientemente baixas, o corante se estendia ao longo de 

uma linha reta dentro do tubo (ver Figura 5.2a); 

2. Ao aumentar a velocidade de modo gradual, em algum ponto do tubo, sempre a uma 

distância considerável em relação à entrada, o corante era misturado com o fluido 

circundante preenchendo todo o restante do tubo com água colorida (Figura 5.2b); 

3. A Figura 5.2c ilustra a formação de instabilidades a partir do ponto onde a espessura 

da camada limite coincide aproximadamente com o raio interno do tubo. 

 

(a) 

(b) 

 (c) 

Figura 5.2 – Representações dos três escoamentos apresentadas por Reynolds (1883, p.942): (a) escoamento 

laminar; (b) escoamento turbulento; (c) escoamento de transição. Fonte: Reynolds (1983). 
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Para o caso de tubos, o comprimento característico é o diâmetro e a velocidade é a 

velocidade média na seção transversal, sendo o número de Reynolds crítico utilizado na 

prática da engenharia igual a 2300, embora este valor possa variar de forma expressiva em 

condições controladas em laboratório. Reynolds conseguiu um escoamento laminar com 

Re=13000, valor que atualmente não é alcançado no mesmo laboratório devido ao tráfego 

intenso que induz vibrações no equipamento, como explica van Dyke (1982, p.61). Apesar 

desta consideração, Root (1990, p.5) menciona que V. Walfrid Ekman visitou o laboratório e, 

após reduzir a rugosidade da superfície do bocal de entrada do conduto, conseguiu 

escoamento laminar com número de Reynolds superior a 44000. Novopashin e Muriel (2002) 

discutem que número de Reynolds crítico depende fortemente das outras propriedades do 

fluido, além da viscosidade cinemática. Os resultados de experimentos realizados com cinco 

gases inertes, quatro gases moleculares e dois líquidos mostraram que o número de Reynolds 

crítico variou entre 2530 e 3570, dependendo do fluido utilizado. Cabe mencionar também 

que a existência de singularidades, como curvas, válvulas e outros acessórios, podem alterar o 

valor do número de Reynolds crítico em relação ao obtido para as condições experimentais de 

um tubo horizontal e retilíneo. 

 

5.1.1 Alguns tipos de instabilidades 

Existem diferentes tipos de instabilidades e o estudo das mesmas compõe uma especialidade 

da Mecânica dos Fluidos que não será aprofundada neste texto. Trabalhos clássicos dedicados 

exclusivamente ao assunto são os de Chandrasekhar (1981) e Drazin e Reid (2004). O livro de 

Dyke (1982) contém visualizações muito interessantes de diversos tipos de instabilidades. 

Cabe mencionar que, em língua portuguesa, o trabalho de Silveira-Neto (2003) é uma 

interessante referência sobre o tema. Outras obras como a de Schlichting (2000), Batchelor 

(2009), White (2006), Kundu e Cohen (2008) também contêm tópicos de instabilidades em 

escoamentos de fluidos. A seguir, apresenta-se uma breve explanação qualitativa sobre o 

tema, elaborada com as referências citadas. 

 

Camada de mistura 

Este tipo de escoamento é um subgrupo dos escoamentos cisalhantes livres e ocorre quando, 

entre dois escoamentos com velocidades aproximadamente uniformes e diferentes, há uma 

distribuição de velocidades como ilustrado na Figura 5.3. 
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Figura 5.3 – Exemplo de um campo de velocidades com uma camada cisalhante 

Fonte: adaptado de Silveira-Neto (2003) 

 

Um dos resultados da introdução de perturbações externas em um campo como aquele 

da Figura 5.3 é a formação de vórtices e instabilidades de Kelvin-Helmholtz. Imagens deste 

tipo de instabilidade obtidas em laboratório podem ser vistas em Dyke (1982) e a sua 

ocorrência na atmosfera é ilustrada na Figura 5.4. Após cerca de 40 s, o padrão ilustrado na 

primeira fotografia desapareceu, o que caracteriza uma camada de mistura com 

desenvolvimento temporal. 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 5.4 – Instabilidades de Kelvin-Helmholtz (São Carlos, SP). 

Fonte: Fotografias (c) e (d) cedidas pelo Professor Harry E. Schulz. 

 

Existe também a possibilidade da camada de mistura apresentar um padrão de 

desenvolvimento espacial, como aquele da Figura 5.5. Nota-se que neste caso as 

instabilidades de Kelvin-Helmholtz apresentam regiões formadas por turbilhões crescentes ao 



249 

 

longo da direção do escoamento (esquerda para direita). Tais estruturas turbilhonares bem 

organizadas e em uma escala relativamente grande são também conhecidas como estruturas 

coerentes. Uma aplicação dos conceitos relacionados às instabilidades, vinculada aos canais 

em degraus, foi desenvolvida por Chanson (2002, p.335). Ele considera a ocorrência de uma 

camada cisalhante livre nas proximidades do pseudofundo, a partir do vértice formado entre 

piso e espelho. A partir desta consideração, Chanson (2002) propôs uma formulação para o 

fator de resistência que resulta em um valor próximo de 0,20, para escoamentos deslizantes 

sobre turbilhões, como apresentado na revisão bibliográfica (Capítulo 2). 

 

 
Figura 5.5 – Camada de mistura em desenvolvimento espacial 

Fonte: Brown e Roshko (1974) 

 

 

Além dessas instabilidades, que correspondem aos escoamentos cisalhantes livres, há 

aquelas formadas em jatos, que também incluem a ocorrência de instabilidades de Kelvin-

Helmholtz, e em esteiras. No último caso, talvez a mais conhecida seja a esteira de von 

Kármán, que pode ocorrer a jusante de obstáculos, como ilustrado na Figura 5.6. É possível 

observar o comportamento do escoamento bidimensional em torno de um cilindro. A primeira 

imagem corresponde ao escoamento de Stokes. A segunda imagem ilustra a formação de 

vórtices laminares estáveis a jusante do obstáculo. A Figura 5.6c é uma representação do 

campo de velocidades por meio de cores e permite observar a forma ondulada de uma imagem 

instantânea do campo de velocidades. Ela ocorre devido à sucessiva formação de transporte 

de vórtices após o cilindro, formando a conhecida esteira de vórtices de von Kármán. 

 

(a) (b)

(c) 

Figura 5.6 – Transição a jusante de um cilindro: linhas de corrente em (a) e (b) e campo de velocidades em (c) e 

(d). (a) Re = 4,75; (b) Re = 47,46; (c) Re = 142,37 (Código: EasyCFD). 
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Transição na camada limite 

Para um escoamento da esquerda para a direita sobre uma placa plana, como esquematizado 

na Figura 5.7, assume-se que há um perfil de velocidades uniforme e sem turbulência antes do 

fluido encontrar a placa. A região (1) é caracterizada por um escoamento estável e laminar. 

Após a posição correspondente ao número de Reynolds crítico, Rec, ocorrem instabilidades 

bi-dimensionais denominadas ondas de Tollmien-Schlichting (2). Na região (3) há formação 

de ondas tri-dimensionais e de vórtices. A região (4) é caracterizada pelo decaimento dos 

vórtices e a (5) pelo aparecimento de regiões turbulentas (turbulent spots ilustrados com 

círculos pintados com a cor preta). A turbulência completa é ilustrada como região (6). 

 

 
Figura 5.7 – Representação esquemática do processo de transição da camada limite 

Fonte: Adaptado de White (2006, p. 377) e Schlichting (2000, p. 420). 

 

Existem ainda outros tipos de instabilidades, como a de Taylor-Couete e a convecção de 

Bénard. O primeiro tipo ocorre entre cilíndricos concêntricos rotativos (em um escoamento de 

Couete) devido à ação das forças oriundas da rotação. O tratamento matemático dado a esta 

instabilidade pode ser encontrado no capítulo 3 de Drazin e Reid (2004) e em outras 

referências citadas anteriormente. A segunda instabilidade mencionada ocorre devido à 

convecção e o seu estudo, denominado problema de Bénard, pode ser encontrado em 

Chandrasekhar (1981, p.11). 

 

 

5.2 Turbulência 

5.2.1 Considerações iniciais 

Pesquisas relacionadas à turbulência compõem atualmente a vanguarda da dinâmica dos 

fluidos moderna. Em mecânica dos fluidos, além da gigantesca dificuldade matemática 

relacionada à busca de uma solução geral para as equações de N-S (acrônimo para Navier-
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Stokes), existe a desafiadora tarefa de entender a e representar a turbulência. Escoamentos 

turbulentos são compostos por estruturas vorticosas tridimensionais de diferentes tamanhos e 

quantidades de energia e por movimentos do fluido que não são necessariamente 

turbilhonares. O estudo de detalhes a respeito de tais estruturas pode ser feito com auxílio de 

instrumentação ou através de soluções numéricas das equações governantes do escoamento. 

Do ponto de vista experimental, visualizar e registrar o campo de velocidades do 

escoamento é um trabalho cujo grau de complexidade aumenta à medida que se pretende 

obter detalhes do fenômeno. Como exemplo, pode-se mencionar a técnica não intrusiva 

conhecida como velocimetria por imagem de partícula (PIV), que fornece o campo de 

velocidades em um fluido com base na observação do movimento de pequenas partículas 

refletoras presentes no escoamento em um período curto, com o uso de lasers pulsados. Uma 

adaptação desta técnica é o que se chama de micro-PIV, método que possibilita o 

levantamento do campo de velocidades em escalas muito menores do que aquelas 

investigadas em experimentos que empregam PIV. 

Quando se trata de simular numericamente escoamento de fluidos, cálculos relacionados 

a campos turbulentos, ainda que estacionários (permanentes em média), são extremamente 

mais complexos do que cálculos para escoamentos laminares. De forma similar ao exemplo 

adotado para a situação experimental, a simulação numérica de escoamentos turbulentos se 

torna mais difícil e cara à medida que detalhes do escoamento são investigados. Em uma 

escala de complexidade, o nível mais alto corresponde à simulação numérica direta (Direct 

Numerical Simulation - DNS), realizada quando se pretende resolver o movimento não-

permanente de todas as escalas do escoamento turbulento. Para tanto, deve-se empregar 

malhas tridimensionais altamente refinadas e os computadores mais avançados. Mesmo com o 

uso destes recursos, em função da existência de diferentes escalas de tempo e espaço, que 

podem ter várias ordens de magnitude, problemas práticos de engenharia não são abordados 

com DNS. Autores como Blazek (2001, p.1, 53), Chung (2002, p.679) e Lesieur (2008, p.18-

19) comentam que com os computadores atuais, o uso de DNS ainda não é possível para 

casos práticos de escoamentos turbulentos e com elevados números de Reynolds, como, por 

exemplo, o escoamento em um avião em escala completa. O mesmo pode ser dito para 

simulações de escoamentos ao longo de estruturas hidráulicas, como canais, sistemas 

extravasores de barragens, escoamentos através de máquinas hidráulicas como turbinas, 

bombas, além de outros casos. Apesar destas limitações, o emprego de DNS possui expressiva 

importância para pesquisa. Entre as aplicações possíveis, pode-se citar que o seu uso é útil 

para compreensão de estruturas turbulentas e daquelas que ocorrem na transição entre 
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escoamentos laminares e turbulentos, para calibração de modelos de turbulência, para 

simulação da produção de ruídos em aerodinâmica, entre outras aplicações (Anderson, 1995, 

p.530-533; Blazek, 2001, p.53; Ferziger e Perić, 2002, p.268-269). 

O segundo nível, abaixo da simulação numérica direta, é a simulação de grandes escalas 

(Large Eddy Simulation - LES). Com esta técnica os grandes vórtices são simulados enquanto 

os menores são modelados. Tal modelagem assume que a turbulência em pequenas escalas é 

isotrópica, ou seja, não depende da orientação do sistema de coordenadas, comportando-se de 

forma estatisticamente previsível, independentemente do campo de escoamento turbulento. 

Mesmo com esta hipótese básica, que diminui de forma drástica o problema em relação ao 

que é tratado via DNS, o uso de LES em problemas práticos de engenharia é dispendioso, pois 

exige o uso de recursos computacionais avançados, além de bastante tempo para obtenção de 

soluções que em muitos casos excedem os prazos relacionados aos projetos. 

O terceiro e último nível apresentado nesta breve discussão não pretende simular o 

comportamento não permanente de qualquer vórtice em qualquer escala. Neste nível, 

encontram-se os modelos de turbulência, nos quais estão embutidas aproximações que 

dependem de constantes ou funções empíricas para o fechamento matemáticos das equações. 

Embora possa parecer que este nível é pouco preciso, deve-se mencionar que os modelos de 

turbulência são responsáveis por grandes avanços na engenharia pelo fato de produzirem 

resultados confiáveis que auxiliam o desenvolvimento de projetos desta área. Apenas como 

recurso mnemônico, a Figura 5.8 resume a classificação descrita anteriormente. 

 

 
Figura 5.8 – Níveis encontrados na simulação numérica de escoamentos (RANS é o acrônimo para Reynolds-

Averaged Navier-Stokes). 
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Ao empregar modelos de turbulência, as equações de N-S são transformadas e passam a 

relacionar variáveis médias. Escritas com essa forma, as equações recebem o nome de 

equações de Reynolds ou equações de Navier-Stokes com médias de Reynolds, como uma 

tradução do inglês Reynolds-Averaged Navier-Stokes equations (RANS). Os parágrafos 

seguintes expõem alguns tópicos sobre o tema, incluindo a dedução das referidas equações e 

uma breve discussão sobre turbulência e modelos de turbulência. Destaca-se que o tema é 

extremamente amplo e uma exposição abrangente e densa certamente ocuparia um número 

considerável de páginas. Aqui são abordados apenas conceitos básicos e, como referência, 

cabe citar a influência exercida pelos textos de Hinze (1975), Brodkey (1967), Monin e 

Yaglom (2007), Schulz (1985, 1990, 2001, 2003), Durst (2008) e Kundu e Cohen (2008). 

 

5.2.2 Definições básicas e equações de Navier-Stokes com médias de Reynolds 

Este item tem como objetivo apresentar a forma de obtenção das equações básicas da 

Mecânica dos Fluidos escritas em termos de grandezas médias, isto é, equações cujas 

variáveis dependentes representam valores temporais médios e não instantâneos. Para tanto, 

são utilizados conceitos próprios do cálculo, além de algumas definições estatísticas 

elementares. As grandezas instantâneas encontradas nas equações já desenvolvidas podem ser 

separadas em uma parcela média mais uma parcela correspondente à flutuação em torno da 

média em um dado instante. Sendo t o tempo e T um intervalo de tempo finito, há três formas 

básicas de definição da média para um campo euleriano. Utilizando a velocidade, pode-se 

escrever (Hinze, 1975, p.5): 
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em que 
t

iV =média temporal, 
x

iV =média espacial e 
e

iV  é a média de um conjunto de dados de 

N experimentos idênticos. Se as três médias forem consideradas iguais, pode-se dizer que a 

turbulência é estacionária e homogênea, sendo tal igualdade conhecida como teorema da 

ergodicidade ou hipótese ergódica. A Figura 5.9a ilustra a decomposição mencionada, para a 

qual a variável em questão (profundidade do escoamento) é separada em um valor médio 
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considerado permanente mais o desvio relativo a esta média. As demais variáveis envolvidas 

no escoamento podem ser decompostas da mesma maneira como foi feito para o caso da 

profundidade subcrítica do ressalto na referida figura. O mesmo pode ocorrer para 

escoamentos em regime não permanente, como ilustrado na Figura 5.9b, em uma 

representação esquemática da variação da profundidade média durante a passagem de uma 

onda em um canal. 

 

(a) (b) 

Figura 5.9 – Profundidades instantâneas em uma seção de escoamento subcrítico de um ressalto hidráulico. A 

linha vermelha representa o valor médio das profundidades (em uma única posição, portanto, uma média 

temporal) e os pontos representam os valores instantâneos das profundidades (ou as flutuações em torno da 

média, se forem observados em relação à profundidade média). Os dados foram obtidos com um sensor 

ultrassônico durante 250 segundos com frequência de 20 Hz, em um canal retangular do Laboratório de 

Hidráulica da EESC/USP (a); escoamento turbulento em regime não permanente ilustrado por meio da variação 

da profundidade média com o tempo (b). 

 

Adotando uma barra superior como operador de média para velocidade, escreve-se: 

 
'
iii VVV            (5.4) 

 

Os conceitos elementares do cálculo permitem escrever as seguintes relações para duas 

funções genéricas A e B (equações 5.5a-i, apresentadas a seguir): 
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2'AA'A' 9)            (5.5i) 
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A segunda barra superior indica a operação de média sobre a média e c é uma constante. As 

demonstrações das propriedades apresentadas como equações 11a-i podem ser encontradas 

em Brodkey (1967, p.234), Schulz (2003, p.116-118), Durst (2008, p.528) e Kundu e Cohen 

(2008, 541-544). 

Ao aplicar as propriedades descritas por meio das equações 5.5 nas equações de Navier-

Stokes são obtidas as equações de N-S médias de Reynolds (1894). Com o uso da notação 

tensorial, os algebrismos são sintetizados de forma significativa. A equação de N-S para 

escoamento isotérmico e incompressível foi manipulada por partes da seguinte maneira: 
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De acordo com a regra do produto, pode-se escrever: 
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apenas: 
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 . Substituindo este termo na equação 5.8, vem: 
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Os demais termos requerem operações algébricas mais simples, como apresentado a seguir: 
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Substituindo os resultados obtidos na equação de Navier-Stokes, é obtida a equação 

procurada: 
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O último termo do segundo membro da equação 5.13 é um produto diádico e, portanto, 

como um tensor de segunda ordem, possui nove componentes que compõem o tensor de 

Reynolds, apresentado a seguir: 
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O tensor de Reynolds é um tensor simétrico composto por covariâncias das 

componentes de velocidades. Em analogia com o tensor das tensões de Cauchy, as 

componentes da diagonal principal correspondem a tensões normais e as demais componentes 

correspondem a tensões cisalhantes. Se as flutuações turbulentas não apresentam direções 

preferenciais, a turbulência é classificada como isotrópica e as componentes da diagonal 

principal são iguais e as demais iguais a zero. Para este caso o tensor é esférico e uma possível 

representação gráfica do mesmo pode ser vista na Figura 5.10a. Em contraste com a 

turbulência isotrópica, a representação gráfica vista na Figura 5.10b ilustra a distribuição 

alongada com forma aproximadamente elipsoidal da nuvem de pontos que representam um 

meio turbulento anisotrópico. 

 

 (a) (b) 

 

(Continua na próxima página) 
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 (c)  (d) 

 
Figura 5.10 – Turbulência isotrópica (a) e turbulência anisotrópica (b). Cada ponto representa um par de valores 

de V1V2 em um dado instante; (c) Turbulência isotrópica ilustrada por meio de uma mancha circular produzida 

pelos sinais de dois anemômetros e turbulência anisotrópica ilustrada por meio de uma mancha elíptica. 

Fonte: Figuras (a) e (b ) adaptadas de Kundu e Cohen (2008, p.551) e imagens extraídas do vídeo 

Characteristics of Laminar and Turbulent Flow, de Hunter Rouse, University of IOWA. 

 

 

Uma definição formal para a homogeneidade pode ser enunciada da seguinte maneira 

(Monin e Yaglom, 2007): 

 

Definição 1. A turbulência é homogênea se todos os campos atrelados à dinâmica do fluido 

forem campos aleatórios homogêneos. Um campo aleatório homogêneo é aquele que possui 

densidade de probabilidade independente da posição no espaço. 

 

A definição de isotropia, de acordo com Monin e Yaglom (1975, p. 113, v.2), é: 

 

Definição 2. A turbulência é classificada como isotrópica se todos os campos atrelados à 

dinâmica do fluido forem campos aleatórios homogêneos e isotrópicos. Um campo vetorial 

aleatório isotrópico é aquele cujas densidades de probabilidade de suas componentes em um 

conjunto arbitrário de pontos x1, x2, ..., xN não são afetadas por rotações, translações e/ou 

reflexões acompanhadas de rotação simultânea e/ou reflexão do sistema de coordenadas em 

relação ao sistema no qual as componentes do vetor são determinadas. 

 

Em outras palavras, a turbulência é dita isotrópica se qualquer parâmetro médio é 

direcionalmente independente e homogênea se os parâmetros médios avaliados (velocidade, 

pressão etc.) são independentes da posição no fluido, embora possam ser diferentes para 

diferentes direções (anisotropia). As Figuras 5.11a,b e 5.12 ilustram esses conceitos. 

 

(a) (b) 

 

Figura 5.11 – (a) Turbulência isotrópica; (b) turbulência homogênea ilustradas pelo comportamento da densidade 

de probabilidades bidimensional. Fonte: adaptado de Durst (2008). 
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Figura 5.12 – Turbulência homogênea após uma grade 

(Fonte: Van Dyke (1982, p.89), fotografia de Thomas Corke e Hassan Nagib) 

 

 

5.2.3 Conservação de massa para a concentração de um composto 

Além das equações de Navier-Stokes médias de Reynolds, é de interesse prático obter o 

equacionamento médio a partir da formulação desenvolvida para concentração de uma espécie 

em um escoamento. Esta equação, reescrita a seguir, é simplificada com a hipótese de meio 

isotrópico para o soluto em questão e são empregadas as mesmas ferramentas matemáticas 

que conduziram às equações RANS. 
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Sendo o meio isotrópico para a espécie presente no escoamento, a equação é simplificada e 

assume a seguinte forma: 
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Em coordenadas cartesianas retangulares o segundo termo do primeiro membro pode ser 

escrito de forma conveniente a partir da regra do produto, como apresentado a seguir: 
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Sendo o escoamento é incompressível (divVm=0), obtém-se: 
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Ou, 
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Utilizando notação com índices, a equação 5.18 pode ser escrita com a seguinte forma: 
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Substituindo as variáveis instantâneas: 

 

         
2
i

'
AA

2

AB
'
AA

i

'
AA'

mimi

'
AA

x

CC
DSS

x

CC
VV

t

CC














   (5.20) 

 

Aplicando o operador de média em ambos os membros da equação, tem-se: 
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Deve-se observar que o produto de duas flutuações não é nulo, mesmo para o caso de 

grandezas diferentes (velocidade e concentração): 
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Com o intuito de utilizar o conceito de coeficiente de difusão turbulento, o termo que envolve 

o produto de flutuações é escrito da seguinte maneira: 
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A última igualdade é garantida pela equação da continuidade. Substituindo a equação 5.23 na 

equação 5.22, tem-se: 
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O primeiro termo entre colchetes corresponde ao fluxo molecular de massa de acordo com a 

lei de Fick. Já o produto de flutuações representa o fluxo turbulento de massa. Deste modo, 
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nota-se que o fluxo total de massa em um escoamento turbulento pode ser expresso por meio 

da seguinte equação: 
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         (5.25) 

 

Ao trabalhar com escoamentos turbulentos, é comum utilizar a lei de Fick para 

avaliação de um fluxo médio a partir de um gradiente de concentração média. Essa postura 

gera a necessidade de introduzir um coeficiente de difusão turbulento para que seja mantida a 

proporcionalidade entre fluxo e gradiente da concentração média. O coeficiente de difusão 

turbulenta não reflete a natureza do fluido, mas as características do escoamento. A sua 

introdução na lei de Fick produz o seguinte resultado: 
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Combinando as equações 5.25 e 5.26, obtém-se: 
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Substituindo este resultado na equação 5.24, vem: 
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Matematicamente, a equação obtida é semelhante à equação original. Entretanto, deve-

se observar que ela relaciona grandezas médias (temporais) e que possui um novo coeficiente 

vinculado ao nível de turbulência do meio e não ao fluido, como é o caso do coeficiente de 

difusão molecular. 

 

5.2.4 Escalas de turbulência 

Escalas de Taylor 

A descrição proposta por Richardson (1922) explica que o escoamento turbulento é composto 

por turbilhões de diferentes tamanhos, condição que impõe à turbulência uma abundância de 

escalas. Este foi um dos primeiros trabalhos a perceberem a existência de tal variedade de 

escalas ligadas à turbulência. Um turbilhão pode não ser uma escolha precisa para definir a 

estrutura dos campos turbulentos, isto é, podem existir trajetórias seguidas pelo fluido em um 

escoamento turbulento que não formam turbilhões. Porém, como comentado por Pope (2009, 
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p.183), ele foi concebido para representar o movimento turbulento que é moderadamente 

coerente em uma região com certa escala de comprimento. O trabalho intitulado Statistical 

theory of turbulence, escrito por Taylor (1935), foi um marco importante nos estudos da 

turbulência. Taylor (1935) definiu duas escalas de turbulência a partir da função coeficiente 

de correlação. A grande escala, “escala integral” ou “macro-escala” é obtida pela integração 

da função coeficiente de correlação, como apresentado a seguir: 
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Nesta equação r é a distância entre duas componentes de flutuação de velocidades e  t,rij  a 

função coeficiente de correlação, definida como: 
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Emprega-se agora as intensidades turbulentas: 
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Combinando as equações 5.30 e 5.31, obtém-se: 
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Se a turbulência for homogênea o resultado anterior é simplificado com a exclusão da 

dependência das intensidades em relação à posição analisada, resultando em: 
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Para o caso isotrópico, se i≠j os termos fora da diagonal principal são nulos no tensor de 

Reynolds e os termos da diagonal principal são iguais, condições que simplificam o 

coeficiente de correlação para a seguinte forma: 
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Se for tomada como uma direção de medidas de velocidades a direção da reta que une 

dois pontos em consideração, só interessará saber as velocidades normais e paralelas a esta 

reta. Como resultado, obtém-se duas funções de coeficiente de correlação, a saber: uma 

longitudinal, denotada por f(r), e uma transversal, simbolizada por g(r): 
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Para o caso isotrópico são obtidas duas grandes escalas definidas por meio das funções 

g(r) e f(r): 
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Estas escalas estão relacionadas por meio da seguinte equação: 
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De acordo com Taylor (1935), as suas escalas estão associadas ao tamanho médio dos 

turbilhões, sendo Lg o seu valor representativo. Além da macro-escala, Taylor também definiu 

uma microescala (g) como sendo: 
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A microescala de Taylor é função da derivada segunda da função coeficiente de 

correlação g(r) em r = 0. Para obtenção desta definição, considera-se uma expansão de g(r) 

em série de Taylor em r = 0: 
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Uma vez que g(r) é uma função par de r, as parcelas ímpares da série são iguais a zero. Sendo 

g(0)=1 e desprezando termos de ordem superior, tem-se: 
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Nota-se na equação a definição da microescala de Taylor, sendo chamada de micro-

escala transversal devido a adoção de g(r). A micro-escala longitudinal é definida de forma 

semelhante por meio da seguinte equação: 

 

 
0r

f
"rf

2



          (5.42) 

 

A definição de Taylor (1935) para as menores escalas admite que ela represente 

adequadamente o tamanho médio dos menores turbilhões, pois foi utilizada a condição de r 

tendendo a zero, acreditando-se assim que a ação dos menores turbilhões é que determina o 

comportamento da função coeficiente de correlação envolvida. Menciona-se ainda que a 

micro-escala de Taylor não é a menor escala que ocorre em um escoamento turbulento, sendo 

a micro-escala de Kolmogorov uma aproximação mais realística. Isto se deve ao fato de que a 

definição de Taylor está associada a escalas de velocidades, cuja importância é menor do que 

a da taxa de dissipação de energia encontrada na definição de Kolmogorov (Tennekes e 

Lumley, 1972, p.68). Apesar disto, há trabalhos que utilizaram a microescala de Taylor como 

estimativa para geração de malhas com um número de pontos adequado para capturas as 

diferentes escalas de tal maneira que pudesse ser realizada uma simulação numérica direta. 

O segundo marco histórico relacionado ao estudo da turbulência e, em especial ao 

estudo da turbulência isotrópica e de suas microescalas foi estabelecido em 1941 pelo físico-

matemático russo Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987). Entre as contribuições 

presentes no trabalho de Kolmogorov (1941a-d), encontram-se escalas de comprimento e 

velocidade para os menores turbilhões existentes em um meio turbulento, além de uma 

equação para variação espectral da energia cinética turbulenta (Schulz, 2001). Por se tratar de 

uma teoria de grande importância para o estudo da turbulência, neste item são apresentados 

alguns tópicos relacionados ao trabalho de Kolmogorov (1941), tendo sido utilizadas como 

referências principais os livros de Monin e Yaglom (1965), Landahl e Christensen (1994), 

Schulz (2001) e Kundu e Cohen (2008). Um texto interessante sobre este notável cientista, 

especificamente sobre as suas contribuições em turbulência, foi escrito por Yaglom (1994). 

Ele comenta que a leitura do trabalho de Taylor foi inspiradora para Kolmogorov, que sempre 

se interessou por possíveis aplicações relacionadas às suas proposituras teóricas. 
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Microescalas de Kolmogorov e relações com as grandes escalas 

Fundamentado em análise dimensional, Kolmogorov sugeriu as seguintes expressões para as 

escalas de comprimento () e de velocidade (U): 
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em que  é a viscosidade cinemática e  a taxa de dissipação de energia mecânica por unidade 

de massa que ocorre nas menores escalas quando a energia mecânica é dissipada sob a forma 

de calor. As dimensões das definições anteriores podem ser facilmente verificadas. Utilizando 

as unidades do sistema internacional, por exemplo, tem-se: 
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Estas são as únicas formas de representar a velocidade e o comprimento como função da 

viscosidade cinemática e da taxa de dissipação de energia por unidade de massa. A relação 

entre tais variáveis foi desenvolvida por Kolmogorov (1941) a partir da hipótese de que “para 

o caso da turbulência com números de Reynolds suficientemente altos, a distribuição 

multidimensional de probabilidades para velocidades relativas, em uma região de espaço-

tempo G em que a turbulência é localmente isotrópica, é definida completamente pelos 

valores de  e ” (Monin e Yaglom, 1965, p.347, v.2). Em outras palavras, isto significa que 

para as menores escalas de movimento, apenas a viscosidade cinemática e a taxa de 

dissipação de energia são suficientes para definir a velocidade e a escala de comprimento dos 

turbilhões. Para que estas escalas tenham as formas apresentadas, é necessário que o número 

de Reynolds característico do turbilhão seja igual a um. Uma maneira simples de verificar este 

fato consiste em assumir que a taxa de dissipação de energia por unidade de massa pode ser 
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definida em função das pequenas escalas de comprimento (l’) e velocidade (u’)
1
, como 

apresentado a seguir (Landahl e Christensen, 1994): 
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           (5.45) 

 

O equacionamento anterior é análogo à fórmula de Stokes obtida a partir de 

considerações mecânicas e termodinâmicas (ver Monin e Yaglom, 1965, p.52-55, v.1 e p.347, 

v.2). Do mesmo modo, define-se também o número de Reynolds com estes parâmetros: 
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A eliminação da escala de velocidade destas expressões permite escrever: 
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A equação 5.47 mostra que para obtenção da escala de comprimento de Kolmogorov 

(l’=) os efeitos inerciais devem ser da mesma ordem dos efeitos viscosos, de tal maneira que 

o número de Reynolds seja igual à unidade. A mesma idéia pode ser empregada para obtenção 

da escala de velocidade eliminando-se l’ (u’=U): 
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Além das escalas anteriores, pode-se também definir escalas de tempo, vorticidade e energia 

por unidade de massa (t corresponde à escala de Kolmogorov): 
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1
 Ao se referir às pequenas escalas, não significa que elas sejam as micro-escalas de Kolmogorov. 
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   (vorticidade)      (5.50) 

 

  2/12U     (energia)      (5.51) 

 

É interessante observar que a imposição de um número de Reynolds igual à unidade 

transforma o “comprimento do turbilhão” () em um valor crítico. Para esta condição, uma 

redução em seu comprimento faz com que os efeitos viscosos superem os inerciais e então o 

turbilhão deixa de existir. É preciso que se enfatize que, além dos turbilhões pequenos, 

pertencentes à microescala de Kolmogorov, há, nos escoamentos turbulentos, também 

turbilhões com dimensões maiores. O limite superior para a escala de uma estrutura deste tipo 

é da ordem da maior dimensão da composição geométrica que a envolve ou então a dimensão 

da estrutura que a originou, como um cilindro. No interior de um tubo, por exemplo, é comum 

adotar o diâmetro interno como dimensão característica das grandes escalas (também 

conhecida como escala externa, em contraste com a microescala que pode ser chamada de 

escala interna). Para as grandes escalas geométricas, as escalas de tempo, T, e energia, E, são: 
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2VE             (5.53) 

 

Convém questionar se é possível conhecer, ainda que aproximadamente, os valores das 

microescalas de Kolmogorov com base nas informações correspondentes às grandes escalas, 

uma vez que estas são facilmente mensuráveis (como a velocidade média e o diâmetro interno 

de um tubo). Assumindo que toda energia introduzida no escoamento por meio das grandes 

escalas é dissipada pelos efeitos viscosos, escreve-se: 

 

L

V

T

V

T

E 32

          (5.54) 

 

Combinando a equação anterior com a definição para escala de comprimento de 

Kolmogorov é possível obter uma relação entre as escalas de comprimento e o número de 

Reynolds das grandes escalas (comparável ao número de Reynolds usualmente definido nos 

problemas típicos de mecânica dos fluidos), como apresentado a seguir: 
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O mesmo procedimento conduz às relações para velocidade e tempo (Pope, 2009, p.186): 
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5.2.5 Espectro de energia 

As relações anteriores mostram de que maneira as grandes escalas estão relacionadas com as 

escalas de Kolmogorov. É notável que para números de Reynolds típicos de escoamentos 

turbulentos (10
5
 em tubulações industriais, por exemplo) a relação entre escalas seja tão 

grande. Pensando na quantidade mínima de números reais necessários para descrever 

completamente o estado físico de um sistema (fluido no interior de uma tubulação, por 

exemplo), o número de graus de liberdade de um escoamento turbulento tridimensional seria 

igual ao cubo de L/ e, portanto, igual a Re
9/4

 (Landau e Lifshitz, 1987). Isto sugere que um 

escoamento turbulento possui uma grande quantidade de escalas intermediárias entre as 

microescalas (que possuem pouca energia) e as grandes escalas (portadoras de grande 

quantidade de energia proveniente de agentes externos) o que permite concluir também que há 

um considerável espectro de energia, já que cada escala possui certa quantidade de energia 

associada a ela. É por esta razão que o uso de simulação numérica direta é extremamente 

custoso para elevados números de Reynolds. 

Para obter o espectro de energia E() mencionado como uma função do número de 

ondas , Kolmogorov utilizou, mais uma vez, a taxa de dissipação de energia e a viscosidade 

cinemática (além das variáveis citadas). Como resultado da análise dimensional, dois 

parâmetros adimensionais foram obtidos, relacionados a seguir por meio da função genérica 

 (Schulz, 2001): 
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A experimentação sugere que o espectro de energia possa ser representado como uma 

potência do número de ondas, condição que possibilita escrever a função genérica  como 

uma lei de potência em relação ao parâmetro adimensional que ela envolve (porque o número 
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de ondas está presente apenas neste parâmetro), como explica Schulz (2001). Sendo A uma 

constante a ser determinada pela via experimental e, seguindo a idéia anterior, tem-se: 
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        (5.59) 

 

Pretendendo avaliar x na equação anterior, Kolmogorov admitiu que a viscosidade 

cinemática, considerada relevante nos desenvolvimentos precedentes, pudesse não ser 

importante para alguma região do espectro de energia. Tendo isso em mente, deve-se operar a 

equação anterior de tal maneira que a viscosidade fique elevada a zero, desaparecendo assim a 

sua influência na relação entre as variáveis. Para tanto, segue-se os seguintes 

desenvolvimentos algébricos: 

 

  


























































 3/5x0

4

x3

4

51
AAE

x
4/1

4/14/x34/5

x
4/1

3
4/14/5  

 

  3/53/2AE           (5.60) 

 

O expoente 5/3 foi verificado de forma ampla por meio de experimentos oriundos de 

diferentes fontes, como pode ser visto na Figura 5.13, que expõe a relação entre os 

adimensionais E()(
5
)
-1/4

 e . Por esta razão, a equação 5.60 recebeu o nome de lei dos 5/3 

de Kolmogorov. Comentários acerca dos trabalhos experimentais clássicos sobre o tema 

podem ser encontrados em Monin e Yaglom (1965, p.479-494, v.2). 

 

 
 

Figura 5.13 – Espectro longitudinal adimensionalizado de acordo com diferentes autores: Gibson e Schwarz 

(1963) para a água, Stewart e Townsend (1951) para o ar e Grant, Stewart e Moilliet (1962). 

Fonte: Monin e Yaglom (1965, p. 486, v.2). 
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É interessante observar que a Figura 5.13 pode ser vista como uma relação entre o 

espectro de energia e o número de onda, embora estejam representados ali valores 

adimensionais. O tamanho do turbilhão está relacionado de forma inversa com o número de 

onda  (cuja dimensão é o inverso do comprimento), ou seja, os grandes vórtices possuem 

números de onda pequenos e os pequenos vórtices possuem números de onda grandes. Deste 

modo, percebe-se que a quantidade de energia associada a cada turbilhão diminui com o 

tamanho do turbilhão. O intervalo no espaço de número de ondas que respeita a segunda 

hipótese de Kolmogorov (que exclui a viscosidade cinemática) é conhecido como sub-região 

inercial, sendo uma parte da denominada região de equilíbrio universal, para a qual as 

propriedades dos escoamentos turbulentos podem ser expressas como função da viscosidade 

cinemática e da taxa de dissipação de energia (Schulz, 2001, p.23). Esta descrição sugere a 

existência de uma cascata de energia, cujo patamar mais elevado corresponde aos turbilhões 

maiores (com maior quantidade de energia) e o mais baixo aos turbilhões pertencentes à 

microescala de Kolmogorov (com menor quantidade de energia). Os turbilhões intermediários 

atuam como uma espécie de ponte entre os maiores, que são alimentados por agentes externos 

(gradientes de pressão e forças de campo), e os menores, responsáveis pela dissipação, sob a 

forma de calor, da maior parte da energia injetada nas grandes escalas. 

A cascata de energia foi proposta por Richardson (1922), citado por Monin e Yaglom 

(2007, p.12-13, v.1), e, em outras palavras, a noção exposta por ele diz que os turbilhões 

grandes são instáveis e rompem, transferindo energia para turbilhões menores, com dimensões 

intermediárias. Estes também não são capazes de permanecer, de tal maneira que se desfazem 

e transferem a sua energia para turbilhões ainda menores. Esta cascata de energia ocorre até as 

pequenas escalas, onde os turbilhões são estáveis e dissipam sua energia cinética sob a forma 

de calor. A figura a seguir ilustra esta idéia, entretanto, destaca-se que a linearidade presente 

nela não é correta, sendo possível verificar este fato interpretando as equações de Navier-

Stokes no espaço de Fourier, como apresentado por Silveira-Neto (2003, p.72). 

 

 
Figura 5.14 – Representação esquemática da cascata de energia. “Grandes turbilhões têm pequenos turbilhões 

que se alimentam de sua velocidade, e pequenos turbilhões têm turbilhões ainda menores, e assim por diante, até 

a viscosidade” (versos de Lewis P. Richardson citado por Porto, 2006, p.27). 
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5.2.6 Modelos de turbulência 

Como demonstrado anteriormente, ao reescrever as equações de Navier-Stokes em termos de 

grandezas médias surgem variáveis desconhecidas que são as médias dos produtos de 

flutuações de velocidades, ou o tensor de Reynolds: 
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O mesmo ocorre com a equação de conservação da massa de um composto em escoamento: 
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De um modo geral, os modelos de turbulência foram e são desenvolvidos com o intuito 

de modelar as covariâncias do tensor de Reynolds. Este item é dedicado ao tema e apresenta 

os modelos clássicos e modernos que possuem este papel. Inicialmente são expostas equações 

mais simples relacionadas à turbulência, especificamente alguns tópicos sobre a camada 

limite turbulenta.  

 

Camada-limite turbulenta 

Antes de expor alguns tópicos sobre os modelos de turbulência, considera-se válido que seja 

feita uma breve apresentação acerca da camada limite turbulenta. O escoamento turbulento 

possui complexidades que impedediram, até então, uma análise fundamentada epenas em 

métodos teóricos. Por esta razão, os resultados experimentais e a análise dimensional 

constituem a base dos desenvolvimentos relacionados à camada limite turbulenta. Seguindo o 

exposto em Monin e Yaglom (1979) e Schulz (2003), pode-se listar as seguintes grandezas 

relevantes para a determinação da equação que descreve as velocidades em diferentes pontos: 

 

1) Tensão de cisalhamento na parede (0): está grandeza depende das condições do 

escoamento turbulento, sendo diretamente proporcional à agitação do meio. Além 

disto, ela também depende da viscosidade do fluido; 

2) Massa específica do fluido em escoamento (); 

3) A diferença de velocidade média entre dois pontos do escoamento (u12), ao longo do 

eixo perpendicular à superfície sobre a qual ocorre o escoamento; 

4) As cotas dos pontos nos quais as velocidades são consideradas (z1 e z2). 
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Com esta seleção, tem-se cinco variáveis envolvidas no problema. Utilizando o teorema 

de Vashy-Buckingham, pode-se verificar que existem dois números adimensionais que 

descrevem o fenômeno observado: 
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Reconhece-se em 1 a definição de velocidade de cisalhamento: 

 

 /*u 0           (5.63) 

 

Seguindo os procedimentos usuais da análise dimensional, pode-se escrever: 
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 é uma função genérica. A equação 5.64 também pode ser escrita com a seguinte forma: 

 


















1

2
1

1212

z

z

*u

u

*u

)z(u)z(u
        (5.65) 

 

A forma da função 1 ainda não é conhecida. Uma maneira de abordar o problema 

consiste em utilizar a seguinte igualdade (Monin e Yaglom, 1979): 
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A equação 5.65 pode ser reescrita para diferentes pontos ao longo de z, além dos pontos 

1 e 2. Com tal condição, pode-se demonstrar a equação 5.66 da seguinte maneira: 
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Observa-se que 1 deve ser tal que, aplicada ao produto de duas grandezas, opere no 

sentido de ser igual à soma da função aplicada às grandezas em separado. A função que 

atende a este requisito é a logaritmica, multiplicada por um coeficiente genérico “A”. 

Adotando ln para a função 1, tem-se: 
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       (5.67) 

 

Com o intuito de obter uma expressão envolvendo apenas parâmetros adimensionais, é 

realizada uma nova análise dimensional com as seguintes variáveis: 0, , u(z), z e . Nota-se 

que a tensão de cisalhamento na parede e a massa específica foram mantidas. No lugar da 

diferença de velocidades, considera-se agora a velocidade em um ponto (u(z)), a cota 

correspondente (z) e a viscosidade cinemática, cuja relevância depende da posição z. Após o 

uso do teorema de Vashy-Buckingham, pode-se escrever: 
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A representação dada pela equação 5.68 é denominada lei de parede. O próximo passo 

deste desenvolvimento consiste em multiplicar, na equação 5.67, z1 e z2 por u*/: 
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As duas últimas parcelas do segundo membro estão associadas à cota de referência, a 

partir da qual a função logaritmica é valida. Observando a equação 5.69, o primeiro membro é 

um adimensional, usualmente denotado por u
+
. A cota adimensionalizada é representada por 

y
+
. Com esta simbologia, a equação para a velocidade na camada limite turbulenta passa a ser: 
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em que: 
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Na equação 5.70, A = 1/, sendo  a constante de von Kármán, cujo valor médio é 

próximo de 0,40 ou 0,41 (ver Durst, 2008, p.582 e White, 2006, p.417), embora este número 

possa variar para escoamentos com sólidos em suspensão. B é a variável que envolve a cota 

de referência determinada pela via experimental. Nota-se que B depende da viscosidade 

cinemática, da velocidade de cisalhamento e de z1, portanto, B é função das condições de 
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escoamento de um determinado fluido. Observa-se que o perfil logaritmico é limitado devido 

à singularidade em y
+
=0 ou z1=0. Com o intuito de representar a região correspondente à 

subcamada viscosa, considera-se o seguinte desenvolvimento. Para esta região, onde os 

turbilhões não podem subexistir, aplica-se a lei da viscosidade de Newton, que pode ser 

escrita com a seguinte forma: 

 










dy
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*u 2
          (5.72) 

 

Junto ao contorno sólido =0, portanto: 
 







 yu1
dy

du
         (5.73) 

 

O perfil de velocidades linear na subcamada viscosa, obtido de tal maneira, está de 

acordo com a experimentação. A região entre a subcamada viscosa e o escoamento turbulento 

é denominada região de amortecimento ou camada de amorteciamento. Para esta camada é 

comum utilizar o perfil logaritmico com valores e A e B diferentes. A seguir é apresentado 

um resumo das equações correspondentes a cada uma das três camadas, incluindo uma 

expressão para a região de amortecimento: 

 

1) Para a subcamada viscosa: 

 
  yu  (válido para 0<y

+
<5) 

 

2) Para a região de amortecimento: 

 

05,3)yln(0,5u   (válido para 5<y
+
<30) 

 

3) Para a região de escoamento turbulento: 

 

5,5)yln(5,2u   (válido para 30<y
+
<400) 

 

O valor de B = 5,5 para a região de escoamento turbulento corresponde a um valor 

médio calculado com dados de diversos pesquisadores, assim como a constante de von 

Kármán, como ilustrado por Durst (2008, p.582). A Figura 5.15 ilustra as três regiões 

mencionadas e uma última região, para valores de y
+
 maiores que 400. Não há 

comportamento assintótico para a função logaritmica quando y
+
 tende ao infinito, o que revela 

a necessidade de outro desenvolvimento para a porção superior da camada limite turbulenta. 

Já foram conduzidos estudos para tal região, sendo um dos resultados mais relevantes a 
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denominada “lei da esteira”, de Coles (ver White, 2006, p.421 e Schulz, 1985). Para 

escoamentos laminares em tubos, por exemplo, sabe-se que o efeito da rugosidade superficial 

pode ser desprezado, sendo válidas as equações obtidas a partir das equações de Navier-

Stokes mesmo para tubos rugosos. Entretanto, o escoamento turbulento sofre de forma 

considerável a influência da rugosidade. A subcamada viscosa estende-se apenas até y
+
 

próximo de 5. Por esta razão, não são raros os escoamentos que ocorrem sobre superfícies 

cuja rugosidade absoluta equivalente é tal que a subcamada viscosa deixa de existir. Em casos 

como esse a Figura 5.15 é alterada com o deslocamento do perfil de velocidades para baixo e 

para a direita, condição que também pode ser demonstrada por meio dos resultados de 

Nikuradse (Porto, 2006; White, 2006, p.431). 

 

 
Figura 5.15 – Camada limite turbulenta: observa-se uma excelente concordância entre o perfil logaritmico e os 

pontos experimentais. Para a região externa, ocorrem perfis de velocidades que podem variar dependendo do 

campo de pressões ou se o escoamento ocorre em placas planas ou tubos, por exemplo. 

Fonte: Monin e Yaglom (1979) 

 

Espessura da camada limite 

A espessura da camada limite turbulenta () em função da posição (x) ao longo de um 

conduto é uma informação de grande relevância para diversas aplicações da mecânica dos 

fluidos e da hidráulica. Pode-se mencionar, por exemplo, o escoamento ao longo de canais 

vertedores. Um caminho relativamente simples e adequado para obtenção de equações semi-

empíricas para (x) consiste em utilizar a formulação integral de von Kármán, representada 

pela seguinte equação: 
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em que x1=x, x2=y e V1 = V. Resultados experimentais apresentados por Schlichting (2000) e 

outros autores mostram que é possível aproximar a função V=V(y) por meio de uma lei de 

potência do tipo: 
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Nesta equação C e n são assumidos como constantes, embora n possa depender do 

número de Reynolds e da rugosidade do contorno sólido. Cabe mencionar que Utilizando a 

equação 5.74 com o perfil de velocidades dado pela equação 5.75, pode-se efetuar a 

integrações da seguinte forma: 
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Observa-se que, para resolver a equação diferencial ordinária 5.76 é necessário 

conhecer uma relação entre a tensão de cisalhamento e a espessura da camada limite. Com 

base em informações empíricas, pode-se utilizar a seguinte aproximação: 
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em que C1 e N são assumidos como constantes e  = viscosidade cinemática. De acordo com 

Schlichting (1968), a aproximação empírica de Blasius para o cálculo da tensão de 

cisalhamento média em escoamentos turbulentos sobre placas planas lisas tem a forma: 
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Combinando as equações 5.76 e 5.77, obtém-se: 
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Separando as variáveis e integrando, vem: 
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K é uma constante de integração que pode ser igual a zero se for determinada assumindo a 

simplificação de que em x=0, =0 (hipótese válida apenas se a extensão correspondente ao 

escoamento laminar e de transição for desprezível). Com essa hipótese a equação 5.80 pode 

ser reescrita, após algumas manipulações algébricas, com a seguinte forma: 
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Com os valores C = 1, n = 1/7 (expoente médio), C1 = 0,0225 e N = 1/4, a equação 5.81 

assume a seguinte forma: 

 

5/1
xRe37,0
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          (5.82) 

 

em que 


 xV
Rex . 

 

 

Modelos de turbulência “sem equações” 

Os modelos de turbulência sem equações são aqueles que não possuem equações diferenciais 

parciais além das equações de conservação escritas em termos de grandezas médias. Uma 

idéia inicial sobre este tipo de modelo foi apresentada quando o coeficiente de difusão 

turbulenta foi adotado na equação de conservação de massa de um composto em um 

escoamento. Para as equações de Navier-Stokes, a proposta de Boussinesq (1877) consiste em 

introduzir o conceito de viscosidade turbulenta (tensor denotado por t. Esta viscosidade 

também é chamada de coeficiente de Boussinesq, sendo muitas vezes apresentada como uma 

viscosidade cinemática turbulenta t) que, assim como a difusividade turbulenta, é função do 

escoamento e não uma propriedade do fluido. Observando a equação 5.13, reescrita a seguir, 

pretende-se modelar o tensor formado pelas médias dos produtos das flutuações. 
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Com o modelo de Boussinesq o tensor desviador de Reynolds é representado por: 
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Nesta equação k é a energia cinética turbulenta, definida como a metade do traço do tensor de 

Reynolds: 
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É interessante notar que a equação 5.83 é análoga à equação constitutiva para um fluido 

newtoniano, desde que Vi,i = 0: 

 

























i

j

j

i
ijij

x

V

x

V
p         (5.85) 

 

A equação 5.13 pode ser escrita com a seguinte forma: 
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     (5.86) 

 

Utilizando a equação 5.83, obtém-se: 
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Agrupando a pressão com o termo que contém a energia cinética turbulenta, a equação 

assume a seguinte forma: 
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A soma da viscosidade dinâmica com a viscosidade turbulenta pode ser chamada de 

viscosidade efetiva, sendo dependente de xi e t devido à viscosidade turbulenta. O segundo 

termo do segundo membro entre parênteses é a pressão média modificada (Pope, 2009, p.93). 
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Comentários sobre o modelo de Boussinesq 

Cabe ressaltar que a viscosidade turbulenta, para o caso geral, é função da posição e do tempo 

em um escoamento turbulento, já que ela depende das condições de escoamento. Uma vez que 

a sua determinação experimental ou teórica é necessária, o problema de determinação do 

tensor de Reynolds foi apenas transferido para a determinação de um campo formado por 

viscosidades turbulentas. Nota-se também que, devido à forma final da equação, gradientes de 

velocidades nulos implicam ausência de tensões cisalhantes turbulentas, o que não é verdade. 

Tomando como exemplo um escoamento permanente e completamente desenvolvido (em 

média) em um conduto forçado com seção genérica, a equação 5.88 é simplificada para a 

seguinte forma: 
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Para um dado gradiente de pressões médias modificadas e uma distribuição de 

viscosidades turbulentas conhecida, a solução da equação 5.89 é um perfil de velocidades 

V3(x1,x2). Nas regiões desse perfil onde o gradiente de velocidades é nulo, a tensão turbulenta 

média também é nula. Entretanto, as componentes do tensor de Reynolds correspondentes não 

são necessariamente iguais a zero devido às flutuações existentes no escoamento turbulento, 

que correspondem ao movimento de vórtices através dessa região de gradiente de velocidades 

médias nulo. Definindo, por exemplo, a viscosidade turbulenta em 3-1, tem-se: 
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Portanto, se a componente de grad(V) é igual a zero, a componente de t não está definida. 

 

A equação da continuidade em termos de grandezas médias garante que: 
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Os traços dos tensores definidos na equação 5.83 podem ser escritos com a seguinte forma: 
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Eliminando o termo correspondente à equação da continuidade é obtida a definição de k: 
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 'V'V'V'V'V'V
2

1
k 332211          (5.93) 

 

Portanto, conclui-se que a adoção do termo que envolve k na equação 5.83 é necessária para 

que 0'V'V ii  . 

 

Comprimento de mistura de Prandtl 

Prandtl, em 1925, propôs uma forma de determinação da viscosidade turbulenta com base em 

argumentos físicos. Conhecida como teoria do comprimento de mistura, a sua idéia está 

baseada em uma analogia com o conceito de livre caminho médio molecular da teoria cinética 

dos gases. De acordo com Prandtl, 'V'V 21  pode ser relacionado com o gradiente de 

velocidades médias e escalas do escoamento de acordo com a seguinte equação: 
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em que C1 = constante de proporcionalidade, l1 e l2 são chamadas de comprimentos de mistura 

e representam o tamanho médio dos vórtices (muito maiores do que o livre caminho médio). 

Considerando C1=1 e l1=l2=lm, a equação 5.94 passa a ser representada por: 
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Com a hipótese de Boussinesq, para um escoamento unidirecional, obtém-se: 
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          (5.96) 

 

Igualando as equações 5.95 e 5.96, o resultado é: 
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           (5.97) 

 

Este é o modelo do comprimento de mistura para a viscosidade turbulenta. Casos 

tridimensionais normalmente não são abordados por esta teoria. Observa-se que, mais uma 

vez, o problema de fechamento da turbulência não foi resolvido, tendo sido transferida a 

quantificação da viscosidade turbulenta para o comprimento de mistura, que é função de x2. 

Existem algumas propostas para o cálculo do comprimento de mistura, como apresentado por 

Rodi (2000), dentre as quais a conhecida equação 5.98, proposta por von Kármán (1930): 
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          (5.98) 

 

Esta equação pode ser utilizada para o escoamento próximo ao contorno sólido, embora 

possua restrições. Em escoamentos com perfis que possuem pontos de inflexão, por exemplo, 

a equação não é adequada. Maiores detalhes podem ser encontrados em Monin e Yaglom 

(2007, p.371, v.1) e Schulz (1985, 1989), incluindo deduções. Assumindo que junto à parede 

o comprimento de mistura é igual a x2, a equação 5.95 pode ser escrita como: 
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Para utilizar a tensão de cisalhamento no perímetro molhado, assume-se como hipótese 

que a tensão na parede é igual a que se desenvolve no interior do escoamento. A terceira 

hipótese corresponde a /t0. Tais simplificações são atribuídas a Prandtl. Utilizando a 

velocidade de cisalhamento e separando as variáveis, a equação 5.99 pode ser integrada, 

resultando em: 
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A constante de integração C é determinada considerando que em z1 a velocidade média é u(z1) 

e em z2, u(z2): 
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Substituindo na equação 5.100, obtém-se: 
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Nota-se que o resultado obtido é idêntico ao obtido por meio de análise dimensional. 

 

Modelos com “uma equação” 

Classicamente, o coeficiente de Boussinesq foi interpretado como sendo proporcional ao 

produto entre as escalas de velocidade (V) e comprimento (L) que caracterizam os 

movimentos de estruturas pertencentes às grandes escalas do escoamento: 

 

VLt            (5.103) 
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De acordo com Rodi (2000, p.20-21), Kolmogorov, em 1942, e Prandtl, em 1945, 

sugeriram que k
1/2

 é a melhor representação para a escala de velocidade associada aos grandes 

turbilhões, justificando tal proposta no fato deles conterem a maior parte da energia cinética. 

Com essa idéia, define-se a conhecida relação de Kolmogorov-Prandtl para a viscosidade 

turbulenta: 

 

Lkc'
t            (5.104) 

 

em que 'c  = constante de proporcionalidade. Além da energia cinética turbulenta k, a taxa de 

dissipação de energia por unidade de massa, , também é relevante no modelo de turbulência 

de uma equação. Como menciona Rodi (2000, p.21),  normalmente é modelada por meio da 

seguinte expressão: 
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Nesta equação CD é uma constante de proporcionalidade. Observa-se que em tal definição a 

taxa de dissipação de energia por unidade de massa é modelada com base nas escalas 

atreladas aos grandes turbilhões. 

O termo modelo de turbulência com uma equação reflete o uso de uma equação 

diferencial parcial deduzida para representar o transporte de k. O produto médio de duas 

flutuações de velocidade em direções associadas aos eixos coordenados, e em pontos distintos 

do campo, é igual à função de correlação multiplicada pelos desvios-padrão dessas flutuações. 

A variação temporal da função de correlação possibilita introduzir, no equacionamento, as 

equações de Navier-Stokes. O fruto dessa associação é uma equação de evolução para as 

flutuações de velocidades que contém parcelas iguais ao produto de três flutuações de 

velocidade. O surgimento de tais parcelas ilustra que o problema estatístico da turbulência não 

é fechado. Quando se pretende descrever funções de correlação de n variáveis, sempre 

aparecerão parcelas envolvendo n+1 variáveis, sem que seja obtida uma equação adicional. Se 

as duas direções de duas flutuações são coincidentes e a distância entre os pontos onde atuam 

tais flutuações é nula, tem-se a soma dos quadrados das flutuações, gerando a equação da 

energia cinética turbulenta (Schulz, 2001, p.31): 
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em que k é a energia cinética turbulenta,  é a viscosidade cinemática do fluido e p’ é a 

flutuação de pressão. Observa-se que a equação 5.106 não pode ser resolvida em conjunto 

com as equações de N-S médias, pois ela contém termos desconhecidos. O primeiro membro 

da equação é formado pela taxa de variação local de k e por um termo que representa o seu 

transporte advectivo. Esses termos não precisam ser modelados. O segundo membro contém 

termos que devem ser modelados de alguma forma para que a equação seja empregada. 

Seguindo o exposto em Rodi (2000), o primeiro termo, escrito a seguir, é equivalente a um 

termo difusivo, sendo normalmente modelado como proporcional ao gradiente de k: 
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k é uma constante empírica de difusão (Rodi, 2007, p.21) ou o número de Prandtl efetivo 

para difusão de energia turbulenta, como explicam Launder e Spalding (1972, p.76) e Pope 

(2009, p.371); k,i=grad(k). O segundo termo do segundo membro é modelado com a hipótese 

de Boussinesq, por meio do conceito de viscosidade turbulenta: 
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Para turbulência homogênea, o último termo da equação 5.106 corresponde à taxa de 

dissipação de energia por unidade de massa (). Rodi (2000, p.21) explica que esse termo é 

usualmente modelado com a equação 5.105: 
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Substituindo as equações 5.107 a 5.109 e a equação de Kolmogorov-Prandtl na equação 

5.106, obtém-se: 
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   (5.110) 

 

Em síntese, cabe destacar que o modelo apresentado está atrelado aos seguintes tópicos: 

 

1) As tensões de Reynolds são obtidas por meio do conceito de viscosidade turbulenta; 

2) A viscosidade turbulenta é definida com a equação de Kolmogorov-Prandtl, sendo 

função de k; 
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3) O campo de energia cinética turbulenta é modelado com base em desenvolvimentos de 

estatística, tendo como conseqüência o surgimento de quantidades desconhecidas; 

4) As quantidades desconhecidas que aparecem na equação de transporte de k são 

modeladas como apresentado anteriormente; 

 

Nota-se que o uso da equação 5.110 requer o conhecimento dos valores de 'c , k e CD. 

Segundo Launder e Spalding (1972), citados por Rodi (2000, p.22), é razoável adotar k = 1,0 

e 08,0Cc D
'  . As equações 5.104 e 5.105 permitem escrever: 

 

2

t
D

'
2/3

D'

t

k
Cc

k
C

kc
L








 



       (5.111) 

 

Resultados obtidos por Kim et al. (1987), citado por Pope (2009, p.371), com o uso de 

simulação numérica direta de um escoamento em um canal para Re = 13750, mostram que 

D
' Cc  é função de y

+
, sendo aproximadamente constante e com valor médio próximo de 0,09 

para 60<y
+
<400. Também é necessário especificar a distribuição de L (comprimento 

característico para os maiores turbilhões). A grande escala de turbulência, como discutido 

anteriormente, foi definida inicialmente por Taylor a partir da função de correlação entre as 

flutuações de velocidades. Como explica Schulz (2001, p.34), L pode ser quantificado a partir 

de medidas espectrais. Uma revisão sobre modelos utilizados para o cálculo de L pode ser 

encontrada em Rodi (2000, p.22-24). Além do modelo de turbulência fundamentado no 

transporte de k e nas considerações precedentes, existem outras propostas de uma equação 

para representar escoamentos turbulentos. Pode-se mencionar, por exemplo, os trabalhos de 

Bradshaw et al. (1967, 1973), descritos por Rodi (2000). 

 

Modelos com duas equações: Modelo de turbulência k- 

O modelo de turbulência k- é um clássico da turbulência empregado frequentemente em 

softwares livres e comerciais. Ele possui este nome devido à introdução de uma equação 

diferencial parcial para o cálculo da taxa de dissipação de energia por unidade de massa (). O 

cálculo de k é efetuado com a mesma equação do modelo anterior. Uma das vantagens 

associadas a este caminho consiste em que, ao resolver uma equação para , não é necessário 

modelar o comprimento característico L. Em resumo, o modelo k- consiste em: 

 

1) A equação para o transporte de k é utilizada; 

2) Utiliza-se uma equação para o transporte de ; 

3) A viscosidade cinemática turbulenta é modelada com a equação 5.111. 

 



284 

 

O cálculo da taxa de dissipação de energia cinética por unidade de massa é realizado 

para altos números de Reynolds, quando a isotropia local acontece. Neste caso, tem-se: 
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O segundo membro desta equação é igual à viscosidade turbulenta multiplicada pela 

flutuação da vorticidade. As equações de Navier-Stokes podem ser utilizadas para deduzir  

uma equação exata para as flutuações de vorticidade e, consequentemente, para . Entretanto, 

tal dedução envolve correlações complexas, cujo comportamento é pouco conhecido, sendo 

necessária a adoção de consideráveis simplificações para que a equação seja utilizável. Após a 

aplicação de tais simplificações, a equação resultante é (Rodi, 2000, p.28): 
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P e G foram adotados apenas para simplificar a escrita da equação, sendo definidos como: 
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em que e, C1, C2, C2 são constantes ou parâmetros empíricos resultantes das simplificações 

necessárias para a obtenção do modelo, b, gi e Rf são parâmetros associados aos efeitos 

oriundos do empuxo, geralmente desprezíveis nos escoamentos usuais (Schulz, 2001, p.32) e 

t é o número de Prandtl turbulento (para transferência de calor) ou de Schmidt turbulento 

(para transferência de massa). Com a equação 5.111, a viscosidade turbulenta é obtida de 

forma imediata, sendo calculada por meio da seguinte equação: 

 


 

2

t
k

c           (5.116) 

 

em que c é uma constante. 

 

Constantes empíricas 

O uso do modelo k- só é possível se forem conhecidos valores ou expressões matemáticas 

para os parâmetros empíricos mencionados. Como explica Rodi (2000, p.28), em um 
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escoamento turbulento gerado por grades oscilantes, os termos de difusão e produção P+G são 

nulos, restando apenas C2 nas equações para k e . Para este tipo de escoamento, observa-se 

um movimento preferencial em apenas uma direção (x1) e uma característica de escoamento 

plenamente desenvolvido (em média), ou seja, perfis de velocidades que não se alteram ao 

longo de x1. Com tais considerações, para acelerações locais desprezíveis, as equações 5.110 e 

5.113 são simplificadas para a seguinte forma: 
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Estudos experimentais mostram que o decaimento de k pode ser modelado com uma lei de 

potência do tipo k = ax1
-n

. Derivando essa função uma vez, obtém-se: 
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Substituindo este resultado na equação 5.117, determina-se a expressão para : 
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Derivando uma vez em relação a x1, tem-se: 
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Com a equação 5.118 e a lei de potência, pode-se escrever: 
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Seguindo esses procedimentos, se o valor de n for obtido experimentalmente, pode-se 

estimar o valor da constante C2. No capítulo 3 foi apresentada uma equação para o 

decaimento da intensidade turbulenta na superfície livre de um ressalto hidráulico (equação 

3.53). Considerando a turbulência como isotrópica, por hipótese, é possível estimar o valor da 

constante C2, como exposto a seguir: 
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Como padrão, C2 = 1,92 (Rodi, 2000). Foi interessante constatar que a metodologia 

proposta aqui resultou em um valor para a constante próximo ao valor padrão. Os 

experimentos realizados no canal em degraus forneceram informações sobre a componente 

vertical da intensidade turbulenta. Mais uma vez, assumindo a ocorrencia de turbulência 

isotrópica, pôde-se calcular a constante para 2,5<z/zi<14, com coeficiente de correlação igual 

a 0,72. Como resultado foi obtido n = 0,46, o que implica C2 = 3,17. Este número 

aproximadamente 1,7 vezes maior que o valor padrão. 

Para regiões de um escoamento turbulento para as quais é válida a hipótese do equilíbrio 

local, tem-se P=. Com essa hipótese, é possível determinar o valor de c a partir do resultado 

experimental de Bradshaw et al. (1967), que obtiveram 
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Com a hipótese de Boussinesq e a equação anterior, pode-se escrever: 

 

3,0
x

V

kk

'V'V

2

1t21 



         (5.120) 

 

Sendo P=, tem-se: 
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As equações 5.116, 5.120 e 5.121 podem ser resolvidas para c, tendo como resultado: 
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A constante C1 é determinada para regiões próximas à parede e com base no perfil 

logaritmico. Como consequência, as hipóteses atreladas à obtenção do perfil logaritmico são 

transferidas para essa constante. Utiliza-se também a equação para , simplificada de tal 

maneira que D/Dt = G = Rf = 0, como apresentado a seguir: 
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Mais uma vez, emprega-se a hipótese de que P=. O resultado final é a seguinte equação: 
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21          (5.123) 

 

Apesar da dependência de C1 em relação às demais grandezas presentes na equação 

5.123, é comum utilizar o valor 1,44. De acordo com Rodi (2000, p. 29), é usual empregar os 

seguintes valores para as constantes do modelo k-: c = 0,09, C1 = 1,44, C2 = 1,92, k = 1,0 

e  = 1,3. Rodi (2000) comenta que esses valores são adequados para escoamentos 

bidimensionais em camadas limite junto a paredes, escoamentos em dutos, escoamentos 

cisalhantes livres, escoamentos em recirculação, jatos e camadas limite tridimensionais 

formadas devido às paredes. Segundo Pope (2009, p.373), a proposta do modelo k- padrão é 

atribuída aos autores Jones e Launder (1972) e melhorias com a introdução das constantes se 

devem a Launder e Sharma (1974). Pesquisadores que contribuíram para o seu 

desenvolvimento, antes dessas publicações, são: Davidov (1961), Harlow e Nakayama (1968), 

Hanjalić (1970) entre outros citados por Launder e Spalding (1972). 

 

Modelos de tensões de Reynolds 

Nos modelos de tensões de Reynolds é resolvida uma equação de transporte para cada 

componente do tensor de Reynolds e para a taxa de dissipação de energia ou outra grandeza 

(como , que é igual a /k, grandeza utilizada no modelo de duas equações k-). Com esta 

prática é obtida uma escala de tempo ou de comprimento para a turbulência e, 

conseqüentemente, não há necessidade de utilizar a viscosidade turbulenta. Isto é tido como 

uma vantagem considerável, pois o uso da viscosidade turbulenta é considerado um dos 

maiores problemas dos modelos anteriores (Pope, 2009, p. 387). 

A equação diferencial parcial que representa o transporte das tensões de Reynolds é 

obtida a partir das equações de Navier-Stokes e das equações de Navier-Stokes médias de 

Reynolds. Segundo Rodi (2000, p. 34), a dedução da equação 5.124, apresentada a seguir, foi 

inicialmente feita por Chou (1945).  
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Os termos T1 a T5 foram escritos apenas para simplificar a apresentação. O primeiro 

membro da equação não precisa ser modelado, pois ele contém as incógnitas atreladas a esta 

nova equação que compõe o sistema de equações diferenciais parciais. Entretanto, o segundo 



288 

 

membro, devido aos desenvolvimentos estatísticos, possui correlações desconhecidas que 

precisam ser modeladas de algum modo para que a equação seja utilizada. 

O primeiro termo do segundo membro, T1, é composto por partes que o caracterizam 

como uma representação do transporte difusivo. Ele possui a seguinte forma: 
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O segundo termo, T2, é interpretado como um agente de produção de tensão e T3 está 

ligado à produção de flutuação. Eles são representados como: 
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em que  é a flutuação de uma quantidade escalar. O quarto termo, T4, é denominado 

correlação entre a pressão e a deformação. Ele é um tensor que possui traço nulo e, como 

conseqüência, o esse termo não aparece na equação da energia cinética. Como explica Pope 

(2009, p.389), ele atua na redistribuição da energia entre as tensões de Reynolds, sendo 

escrito como: 
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O termo T6 envolve a viscosidade cinemática do fluido e representa uma dissipação 

viscosa: 
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Modelos para os termos T1 - T5 

Como mencionado, é preciso modelar cada um dos termos que envolvem quantidades 

estatísticas desconhecidas. No software CFX, por exemplo, o modelo de tensões de Reynolds 

utilizado como padrão utiliza a equação de transporte para , tendo a seguinte equação para o 

transporte das componentes do tensor de Reynolds: 
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Nesta equação, Pij é igual a T2: 
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O termo T3 está relacionado a Pij,b: 
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Empregando o modelo de Boussinesq, bi é modelado como: 
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em que  = coeficiente de expansão térmica. Se as diferenças de densidades são levadas em 

consideração na formulação do modelo, escreve-se: 
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Nestes modelos,  é o número de Schmidt turbulento, igual a 0,9 para o modelo de 

Boussinesq e igual a 1,0 para o segundo modelo (eq. 5.134). 

Não é possível abrir mão de uma equação de transporte para a taxa de dissipação de 

energia, , uma vez que ela aparece em cada uma das equações que modelam o transporte das 

componentes do tensor de Reynolds. A equação empregada com a equação 5.130 é: 
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O modelo de tensões de Reynolds também pode ser empregado com coeficientes de 

difusão anisotrópicos. Para tal condição, a equação de transporte para as tensões de Reynolds 

e demais equações assumem as seguintes formas: 
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k

'
k

'
iSi

x

T
VV

k
Cb










        (5.137) 

 

k

'
k

'
iSi

x
VV

k
Cb










         (5.138) 

 

    











































l

'
l

'
kkl

k
21k

k x
VV

k
c

x
cPc

k
V

xt

)(
   (5.139) 

 

O termo T4 atua na redistribuição da energia entre as tensões de Reynolds, conduzindo-

as de certa forma a um estado isotrópico. Este termo é dividido em duas partes. Seguindo a 

simbologia das equações 5.130 e 5.139, escreve-se: 

 

2,ij1,ijij           (5.140) 

 

O primeiro termo do segundo membro é denominado “termo lento” ou termo de retorno 

à isotropia. O segundo termo é o termo rápido. Aqui se inicia uma apresentação muito 

importante. Há alguns modelos de tensões de Reynolds relacionados à equação para  que se 

diferenciam em função dos modelos empregados para os referidos termos. Os modelos 

denominados LRR-IP e LRR-QI, propostos por Launder, Reece e Rodi (1975) utilizam 

correlações lineares. A abreviação IP denota “Isotropization of Production”, o que denota a 

influência exercida pelo termo matemático na tendência à isotropia presente no modelo. O 

modelo LRR-IP é o mais simples dos três a serem apresentados, sendo composto por: 
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em que C1 = 1,8, C2 = 0,6 e P é dado por 0,5Pii. A abreviação QI significa “Quasi-Isotropic”. 

O termo lento para a condição quase isotrópica é o mesmo do modelo IP e o termo rápido é 

calculado por meio da seguinte equação: 
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O terceiro e último modelo apresentado aqui é o SSG, desenvolvido por Speziale, 

Sarkar e Gatski (1991). Estes pesquisadores utilizaram uma relação quadrática para a 

correlação dada pela equação 5.140, tendo obtido: 
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Estes modelos incluem um tensor anisotrópico aij, um tensor vorticidade e um tensor de 

deformação média, definidos, respectivamente, como: 

 

ij

'
j

'
i

ij
3

2

k

VV
a  , 

























i

j

j

i
ij

x

V

x

V

2

1
 e 

























i

j

j

i
ij

x

V

x

V

2

1
S . 

 

As constantes presentes nos modelos apresentados foram escritas a seguir, na Tabela 

5.1. Os três modelos utilizam  = 1,0 se bi for calculado com base na diferença de 

densidades. Quando é selecionado o modelo de Boussinesq, os valores empregados são 

aqueles da Tabela 5.1. Aqui é encerrada esta breve apresentação de alguns modelos de 

turbulência. 

 
Tabela 5.1 – Constantes dos modelos de tensões de Reynolds 

Modelo CRS RS cs c c1 c2 Cs1 Cs2 Cr1 Cr2 Cr3 Cr4 Cr5  

LRR-IP 0,1152 1,10 0,22 0,18 1,45 1,9 1,8 0 0 0,8 0 0,6 0,6 0,9 

LRR-QI 0,1152 1,10 0,22 0,18 1,45 1,9 1,8 0 0 0,8 0 0,873 0,655 0,9 

SSG 0,1 1,36 0,22 0,18 1,45 1,83 1,7 -1,05 0,9 0,8 0,65 0,625 0,2 2/3 

Fonte: Adaptado do tutorial do software CFX
®
 

 

 

 

 

5.3 Considerações finais 

Este capítulo foi escrito com o intuito de expor uma breve revisão sobre transição e 

turbulência. Não é preciso mencionar que se trata de uma síntese. Uma ampla revisão 
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bibliográfica apenas sobre transição, incluindo suas equações e origens das mesmas, por 

exemplo, certamente ocuparia um considerável número de páginas. Existem outros modelos 

de turbulência. O modelo k-, por exemplo, possui uma variações, como, por exemplo, RNG 

k-, que se utiliza de conceitos da teoria de renormalização de grupo aplicada a Navier-

Stokes. Neste modelo as equações de transporte são as mesmas, mas as constantes são 

definidas de maneira diferente e uma das constantes é substituída por uma função. Além deste 

modelo de duas equações, pode-se citar o modelo k-, que no lugar de  utiliza a relação  = 

/k. Este modelo também possui uma variação denominada “Wilkox k- model”. O modelo 

de tensões de Reynolds apresentado é baseado na equação de transporte para , sendo apenas 

uma das possibilidades. Há também modelos baseados na equação de , do modelo k-. 

Finalmente, apenas como um comentário adicional, os modelos mencionados são 

denominados de “a posteriori” por Schulz et al. (2011 a, b), por introduzirem conceitos novos 

à formulação após construir as equações de transporte. Os autores propõem uma formulação 

denominada “a priori”, que considera a introdução de conceitos novos antes de construir as 

referidas equações. Esta formulação foi aplicada apenas para um caso simplificado de 

transferência unidimensional de massa, mas mostra-se promissora para mais aplicações. 
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6.1 Introdução 

Os capítulos 4 e 5 foram escritos com a intenção de apresentar uma breve revisão sobre 

conceitos essenciais relacionados à Mecânica dos Fluidos e a Turbulência. Foi apresentada 

grande parte das equações diferenciais parciais resolvidas neste trabalho com o código 

escolhido. Tais equações representam os princípios de conservação de massa e a segunda lei 

de Newton para escoamentos monofásicos e multifásicos, representações aproximadas para a 

turbulência (modelos de turbulência) e equações constitutivas, em todos os casos, 

solucionadas para escoamentos incompressíveis. Neste capítulo são apresentados os 

resultados numéricos inéditos obtidos para escoamentos em canais em degraus. Antes, 

entretanto, resta discutir sobre métodos numéricos. Isto é feito brevemente a seguir. 

 

6.2 Métodos numéricos 

Embora sejam preferíveis por diversas razões, as soluções analíticas para equações 

diferenciais parciais são raras, principalmente em problemas de Mecânica dos Fluidos. Este 

fato é justificado por diferentes características dos problemas desta área, como, por exemplo, 

a existência freqüente de geometrias complicadas, a não linearidade das equações governantes 

e as possíveis condições de contorno. Deste modo, torna-se inevitável o uso de técnicas 

numéricas para obtenção de soluções. A essência dos métodos numéricos para EDP’s está 

ligada à discretização das mesmas, que são válidas para o contínuo. Tal discretização 

transforma o problema contínuo em um problema finito, ou seja, enquanto a solução analítica 

de uma equação diferencial é válida para os infinitos pontos que compõem o domínio da 

solução, a solução numérica é valida para uma quantidade finita de pontos. Existem diferentes 

métodos capazes de transformar as equações originais em formas discretas, como o método 

das diferenças finitas, volumes finitos, elementos finitos, elementos de contorno e métodos 

espectrais. Aqui é apresentada uma síntese de aspectos básicos relacionados à mecânica dos 

fluidos computacional. Métodos clássicos como diferenças finitas, volumes finitos, entre 

outros não são apresentados. Optou-se por uma exposição de tópicos como: classificação das 

equações diferenciais parciais; estabilidade, consistência e convergência; ordem de 

convergência para a malha. Cabe mencionar que foram seguidos, principalmente, os textos de 

Dautray e Lions (2000) e Ferziger e Perić (2002) nesta breve revisão. 

 

6.2.1 Equações diferenciais parciais 

Os fenômenos pertencentes à mecânica dos fluidos e à engenharia hidráulica normalmente 

ocorrem em regime variável e em três dimensões. Como conseqüência, as equações que 
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modelam tais fenômenos são equações diferenciais parciais. Até mesmo quando a hipótese de 

escoamento unidimensional é considerada válida para aplicações práticas, se há dependência 

temporal, a solução procurada é uma função (t,x) e a equação diferencial é parcial. É 

verdade que em casos específicos, certas hipóteses funcionam razoavelmente bem 

possibilitando o uso de modelos que são equações diferenciais ordinárias, como, por exemplo, 

a equação de Blasius e a equação do escoamento permanente gradualmente variado. Este item 

tem como objetivo expor alguns tópicos introdutórios relacionados à solução numérica de 

equações diferenciais parciais. Algumas EDP’s mais simples, resultantes dos modelos 

completos obtidos das leis de conservação são utilizadas em alguns exemplos. Essas formas 

simplificadas, em alguns casos, podem ser classificadas segundo um critério especial que 

separa as equações de acordo com a natureza das mesmas. Este assunto é abordado a seguir. 

 

Classificação das equações 

Para um processo difusivo bidimensional em um meio B estacionário, a equação de 

conservação de massa para um composto A em um escoamento é simplificada para a seguinte 

forma: 
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Recordando as origens da equação, conclui-se imediatamente que ela representa um 

processo difusivo que evolui com o tempo, podendo incluir ou não a existência de fontes e 

sumidouros (SA). Uma equação deste tipo é classificada como parabólica. Se o perfil C(x,y) 

for independente do tempo, a equação deixa de ser parabólica e passa a ser classificada como 

elíptica. Um escoamento laminar completamente desenvolvido e em regime permanente em 

um conduto pode ser modelado com a seguinte forma simplificada das equações de Navier-

Stokes: 
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          (6.2) 

 

Nesta equação w(x,y) é a componente da velocidade paralela ao eixo z, que é 

perpendicular ao plano x-y, p = pressão e  a viscosidade dinâmica. O gradiente de pressões 

pode ser função do tempo. Sendo assim, há uma família de soluções para a equação elíptica, 

dependentes do instante considerado, mas independentes entre si. Na equação parabólica o 
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termo “variável”/t, que para a equação 6.2 seria uma aceleração local w/t, vincula as 

soluções pertencentes aos diferentes instantes. Para determinar a classe de uma EDP, 

considera-se a seguinte equação, em analogia às cônicas estudadas em geometria analítica: 
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em que: a, b, c, d, e, f e g são funções de x e y ou constantes. As funções a, b e c são tais que 

a
2
+b

2
+c

2
 ≠ 0 e F(x,y) é a função incógnita do problema. 

Para casos em que a, b e c são constantes, é possível classificar uma determinada 

equação como elíptica, parabólica ou hiperbólica. Se não são constantes, a EDP pode assumir 

características das três classes em função de x, y, z e t. A classificação da EDP em uma das 

três classes mencionadas é feita com o valor do discriminante  = b
2
-4ac. Se  = 0 a equação 

é parabólica, se  < 0 a equação é elíptica e se  > 0 a equação é hiperbólica. Tomando como 

exemplo a equação 6.2, nota-se que F = w, a=c= e b = 0, portanto,  = -4
2
 < 0. Se o 

gradiente de pressões for diferente de zero a equação é chamada de equação de Poisson e se 

for nulo, equação de Laplace. Simplificando a equação 6.1 para o caso unidimensional em que 

2
C/y

2
 = 0, verifica-se que a equação resultante é parabólica, pois: a = DAB > 0, b=c=0, 

assumindo que t é a segunda variável independente presente na equação 6.3. Um exemplo de 

equação hiperbólica é a equação de onda unidimensional: 
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Comparando com a equação 6.3, nota-se que a = -j
2
, b = 0 e c = 1. Sendo assim,  = 4j

2
>0 e a 

equação é hiperbólica. Outros exemplos de equações hiperbólicas são: equações de Euler, 

equações de Saint-Venant e as equações do golpe de aríete. Para estas equações, ao calcular 

os autovalores da matriz convectiva, conclui-se que as equações formam um sistema 

hiperbólico. 

 

Condições de contorno e iniciais 

Os problemas modelados por equações elípticas nos quais são especificados valores da 

variável dependente no contorno do domínio são denominados problemas de Dirichlet. Se, no 

contorno do domínio, for especificada a derivada normal ou tangencial da variável 

dependente, o problema recebe o nome de problema Neumann. Pode-se também adotar uma 

combinação linear entre as condições de Dirichlet e Neumann, sendo este tipo denominado 
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condição de Robin. Finalmente, o terceiro problema ou problema misto é aquele para o qual 

são especificados, em uma parte do contorno, valores para a variável dependente e na parte 

restante as derivadas. Para equações parabólicas, além dos valores nos contornos, é necessário 

especificar condições iniciais em todo o domínio. As equações hiperbólicas também precisam 

de condições iniciais. As condições de contorno podem ser especificadas por meio de 

números, equações ou tabelas ou através de expressões que incorporam informações sobre o 

comportamento das variáveis no interior do domínio. 

Especificamente sobre as equações hiperbólicas (Exemplos: equações de Saint-Venant, 

equações do golpe de aríete, equações Euler), é necessário conhecer os autovalores da matriz 

convectiva e então, a partir deles, impor adequadamente as condições de contorno respeitando 

o modo com o qual as informações são transportadas sobre as curvas características. 

 

Erros e malhas 

Ao representar um fenômeno físico por meio de soluções de equações diferenciais, 

sabe-se que existem erros associados a tais soluções que podem distanciá-las mais ou menos 

da realidade física. Os primeiros erros podem surgir durante a elaboração do modelo 

matemático. Isto ocorre porque freqüentemente são necessárias hipóteses simplificadoras para 

a sua construção. Tomando como exemplo as equações de conservação de massa e a equação 

da quantidade de movimento linear na forma diferencial, a hipótese fundamental para a 

dedução das mesmas é a hipótese do contínuo. Esta é uma consideração válida e que funciona 

satisfatoriamente desde que o meio selecionado para estudo e as escalas adotadas sejam 

compatíveis com a hipótese. Do mesmo modo, ao considerar que efeitos relativísticos não são 

importantes, está sendo feita uma hipótese simplificadora. Estas são conjecturas perfeitamente 

aceitáveis e os erros decorrentes delas são imperceptíveis desde que sejam respeitadas as 

condições que levam às conjecturas. Um exemplo de hipótese que introduz consideráveis 

erros na descrição matemática do problema é assumir que um fluido não-newtoniano se 

comporta como um fluido newtoniano. 

Ao escolher um método de discretização para as equações escritas sob o ponto de vista 

euleriano é preciso adotar uma malha para discretização do domínio. Os problemas tratados 

sob o ponto de vista de Lagrange utilizam partículas ao invés de malhas. Existem diferentes 

tipos de malhas. A primeira classe inclui as denominadas malhas estruturadas. Elas são 

compostas por famílias de linhas de grade. Os membros de uma mesma família não se 

cruzam, formando interseções apenas com membros de outras famílias e apenas uma vez. Em 

outros termos, elas são aquelas cujas interseções entre segmentos, os nós, possuem vizinhos 
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bem definidos. Em uma malha não estruturada a identificação dos vizinhos de um 

determinado nó não é trivial como em uma malha estruturada. A Figura 6.1a ilustra uma seção 

transversal de um tubo discretizada com uma malha estruturada cartesiana. Percebe-se 

claramente que esta não é uma solução adequada devido à incapacidade da malha se ajustar 

perfeitamente ao contorno curvo do círculo. É possível obter um resultado aceitável com este 

tipo de malha se ela for refinada ao ponto de tornar os erros devidos ao contorno irrelevantes. 

Esta prática pode ser útil em problemas simples, que não exigem grandes recursos 

computacionais. É possível utilizar uma malha estruturada bem ajustada a contornos curvos 

ou inclinados. Para tanto, pode-se empregar coordenadas curvilíneas generalizadas ou 

fronteiras imersas, por exemplo. A Figura 6.1b ilustra o uso de uma malha não estruturada 

para um problema cuja geometria inclui formas curvas e inclinadas. Trata-se de um conduto 

semelhante ao utilizado por Tozzi (1992), desenvolvido para estudar a dissipação de energia 

promovida pelos degraus. Nota-se que a não uniformidade da malha é capaz de se ajustar bem 

aos contornos curvos. 

 

(a) (b) 

 

Figura 6.1 – Exemplos de malhas: (a) estruturada e (b) não-estruturada. Em (a) houve a tentativa de ajustar a 

malha a uma forma composta por arcos de círculos. Em (b) é possível notar que a forma triangular dos elementos 

da malha se ajusta melhor à forma curva. 
 

Ao discretizar a equação diferencial é obtida uma equação modificada, que não é, 

evidentemente, a equação diferencial original. A diferença entre as soluções exatas obtidas 

com a equação discretizada e a equação original é o erro de discretização, decorrente do 

truncamento dos termos da série de Taylor. A solução exata da forma discreta da EDP é a 

solução que não inclui erros de arredondamento, sendo definida como a diferença entre a 

solução analítica da EDP e o erro de discretização. Os erros de arredondamento são aqueles 

introduzidos na solução pelo fato de uma máquina (computador, calculadora) representar os 

números de modo finito. Há ainda mais um tipo de erro a ser mencionado aqui, que é o erro 

de convergência. Este erro ocorre quando é necessário o uso de um método iterativo, como o 

método iterativo de Newton. A adoção deste tipo de técnica requer a imposição de um critério 
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de parada, que introduz o erro de convergência na solução. O erro de convergência é igual à 

diferença entre o resultado numérico calculado iterativamente e a solução exata da equação na 

forma discreta. 

 

Consistência 

A consistência de uma equação na forma discreta existe se o erro de truncamento tende a zero 

quando os espaçamentos da malha tendem a zero. Este é um aspecto importante, pois um dos 

requisitos para haver convergência do método numérico é a consistência. A verificação da 

consistência de uma forma discreta pode ser realizada seguindo o caminho inverso da 

discretização. A seguir é apresentado um exemplo para uma equação parabólica 

unidimensional escrita para um escalar genérico . 
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Utilizando o esquema centrado de diferenças finitas para a derivada espacial e o método 

de Euler para a derivada temporal, a equação discretizada assume a seguinte forma 

(naturalmente,  foi substituído pela variável discreta ): 
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Com o objetivo de verificar a consistência da equação discretizada são empregadas as 

seguintes expansões em série de Taylor: 
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Substituindo as equações 6.7 a 6.9 em 6.6, obtém-se o seguinte resultado: 
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Nota-se que a equação 6.10 contém a equação original mais o erro local de truncamento. 

Quando x e t tendem a zero, o erro local de truncamento tende a zero, sendo possível 

recuperar a equação original. Sendo assim, diz-se que a discretização é consistente com a 

equação diferencial original. 

 

Estabilidade 

O segundo requisito necessário para que ocorra convergência é a estabilidade. Um método 

numérico é estável se os erros ou perturbações presentes na solução não crescem sem limites. 

Esse tal crescimento descontrolado pode produzir números que atingem os limites da 

máquina, com valores irreais como 10
200

, por exemplo. Condições de contorno ou iniciais 

incorretas podem ser responsáveis por este tipo de erro, assim como o acúmulo de erros de 

arredondamento ocorrido durante o processamento. Se as condições de contorno e iniciais 

forem corretas, o acúmulo de erros de arredondamento passa a ser o responsável pela 

instabilidade de um método numérico. 

Para analisar a estabilidade de uma equação linear na forma discreta é apresentado a 

seguir o método de von Neumann. A referência referente a este tema utilizada neste trabalho é 

o livro de Dautray e Lions (2000). Como restrições, a equação deve ser linear e com 

espaçamento da malha constante. Para estas condições, define-se a seguinte relação: 
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em que A e B são matrizes de ordem p (com p linhas e p colunas), T

U é um operador de 

translação. Uma das etapas do uso do método consiste em determinar estas matrizes para uma 

dada equação da forma discreta. O próximo passo consiste em calcular o símbolo ou raio 

espectral do esquema numérico, que para coeficientes constantes é: 
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em que I = unidade imaginária e k  R
m

. 

 

Análise de estabilidade das equações de Saint-Venant 

O método de Lax-Friedrichs é uma variação sutil e necessária do esquema centrado. No 

esquema centrado, as derivadas espaciais são aproximadas por diferenças finitas centradas de 
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segunda ordem no instante “n” e as temporais por diferenças finitas avançadas de primeira 

ordem na posição “i”. Este item contém uma aplicação do método de von Neumann às formas 

linearizadas das equações de Saint-Venant 1D. Como referência, cita-se o trabalho de Simões, 

Schulz e Porto (2010a). 
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Há um grave problema com a escolha das aproximações 6.13 e 6.14 para os sistemas 

hiperbólicos de um modo geral, que é a instabilidade numérica. Para um sistema hiperbólico 

linear é possível provar que o esquema centrado é incondicionalmente instável. Com o intuito 

de verificar a estabilidade de um método numérico, normalmente é utilizada a análise de 

estabilidade de von Neumann, mencionada anteriormente. Como o sistema deve ser linear 

para que essa análise seja empregada, considera-se um estado de referência “0” que permite 

definir h = h0 + y e V = V0 + v, em que h0 e V0 são constantes e y e v são perturbações em 

torno desses valores constantes. Inicialmente, empregando a regra do produto, a equação de 

Saint-Venant é reescrita na forma não-conservativa, como apresentado a seguir: 
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O sistema anterior é formado pelas equações de Saint-Venant para um canal retangular 

(equações para águas rasas) e sem termos fonte (declividade de fundo, tensões na superfície, 

declividade da linha de energia). Substituindo as definições anteriores para h e V na equação 

6.15 e eliminando as derivadas de constantes, obtém-se: 
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Desprezando os termos que envolvem produtos de flutuações, o sistema 6.16 é linearizado, 

assumindo a seguinte forma: 
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Aproximada com o esquema centrado, a equação 6.17 pode ser escrita da seguinte maneira: 
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     (6.18) 

 

A aplicação do método de von Neumann requer a identificação das matrizes A e B 

presentes na seguinte relação: 
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Para a equação 6.18, as matrizes são: 
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Note-se que  = -1 corresponde à posição i-1 da malha espacial,  = 0 ao índice i e  = 

1 ao índice i+1. Para n+1 identifica-se as matrizes A e para o instante n as matrizes B. O 

próximo passo consiste em calcular o símbolo do esquema numérico: 
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Substituindo as matrizes, vem: 
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Das relações trigonométricas elementares, sabe-se que e
Ik

-e
-Ik

 = 2Isenk. Substituindo na 

equação 6.19 e somando as matrizes, vem: 
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Se o módulo de um dos autovalores do símbolo for maior do que a unidade o esquema é 

instável. Sendo assim, é necessário calcular os autovalores de S(k), o que pode ser feito com a 

solução da função característica. 
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Nota-se na equação 6.21 a definição do número de Courant (Cn): 
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Teorema 1. O esquema numérico centrado é incondicionalmente instável. 

 

Prova. |autov[S(k)]|>1  Cn. 

A partir dessa conclusão de cunho geral, de que o esquema centrado não é adequado 

para as equações linearizadas, verifica-se que as equações não lineares originais não podem 

ser discretizadas com esse esquema. O método de Lax e Friedrichs, já mencionado, altera o 

esquema centrado com o uso da seguinte aproximação para a derivada temporal: 
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Seguindo os mesmos procedimentos, é possível demonstrar a condição de estabilidade 

do método de Lax-Friedrichs. O sistema 6.17 discretizado com este método assume a seguinte 

forma: 
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Portanto, o símbolo é: 
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Calculando os seus autovalores, obtém-se: 
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Teorema 2. O método de Lax-Friedrichs é estável se Cn < 1. 

 

Prova. O módulo do segundo autovalor de S(k) é: 
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A Figura 6.2 ilustra o comportamento de |autov[S(k)]| para diferentes números de 

Courant sob a forma de gráfico. Uma descrição detalhada do método de análise empregado 

pode ser encontrada em Dautray e Lions (2000) e, uma abordagem um pouco diferente, em 

Chaudhry (2008, p.392). Este exemplo teve como objetivo ilustrar o uso do método de análise 

de estabilidade numérica para o sistema hiperbólico formado pelas equações para águas rasas. 

Como as equações originais precisam ser lineares para aplicação do método, torna-se inviável 

a aplicação do mesmo às equações completas de Navier-Stokes. Apesar disto, as informações 

deduzidas a partir de sistemas lineares são empregadas como referências para o 

estabelecimento de critérios de estabilidade para as equações de Navier-Stokes e da 

continuidade. 

 

 

 
Figura 6.2 – Comportamento de |autov[S(k)]| em função de Cn 
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Convergência 

Para uma discretização consistente, se o refinamento progressivo da malha produz resultados 

que se aproximam da solução analítica da EDP, diz-se que há convergência. De acordo com o 

teorema da equivalência de Lax (Lax e Richtmyer, 1956), pode-se escrever que um esquema 

numérico consistente é convergente se e somente se ele for estável (a prova pode ser 

encontrada em Dautray e Lions, 2000, p.37). 

Considera-se de grande relevância destacar que a convergência ocorre em relação à 

solução analítica e não necessariamente aos resultados experimentais. Há situações para as 

quais o resultado numérico errado representa bem o resultado experimental, como pode ser 

visto em Simões, Schulz e Porto (2010a). Estes autores apresentaram o perfil médio 

experimental de um ressalto hidráulico obtido com ultrassom. No mesmo trabalho eles 

compararam a solução das equações de Saint-Venant calculadas com diferentes números de 

Courant, ilustrando que o efeito numérico difusivo aproxima os resultados numéricos e 

experimentais. Ao utilizar o número de Courant apropriado, a solução obtida foi próxima de 

uma descontinuidade (onda de choque normal), que é a solução esperada. Sendo assim, julgar 

adequada a solução com difusão numérica é um erro grave do ponto de vista numérico e 

físico, já que as hipóteses atreladas às equações fazem com que elas representem um 

problema com choques normais. 

 

Ordem de convergência para a malha 

Um determinado método numérico possui uma ordem de convergência atrelada a ele, que 

pode ser definida como o valor do expoente da dimensão da malha que melhor ajusta uma lei 

de potência entre o erro (e.g., valor máximo da diferença entre solução analítica ou solução de 

referência e resultado numérico) e esta dimensão. O método de Runge-Kutta de 4ª ordem, por 

exemplo, possui ordem de convergência proporcional à quarta potência do espaçamento da 

malha. Esta ordem de convergência é resultante da dedução do método. A Figura 6.3 ilustra o 

significado da ordem de convergência ou de precisão de cinco métodos numéricos. Para tanto, 

comparou-se a solução analítica de uma EDO que modela a queda livre com as soluções 

numéricas obtidas com os métodos indicados na legenda. Percebe-se que os erros absolutos 

máximos calculados com as soluções analíticas e numéricas mantêm relações com o 

espaçamento da malha que indicam a ordem do método por meio da potência correspondente.  
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Figura 6.3 – Ordens de precisão ou convergência dos métodos de Euler e Runge-Kutta (RK) até ordem 5. V é a 

velocidade da partícula em queda livre, calculada numericamente e Va a velocidade calculada analiticamente. t 

é o espaçamento da malha temporal, Euler denota o método de Euler RK o método de Runge e Kutta 

correspondente à ordem indicada por um número. 

 

Para EDP’s, se a malha não se ajusta bem aos contornos do domínio, não há garantia de 

que o código escrito com um determinado método de discretização forneça a ordem de 

precisão do método quando são realizados sucessivos refinamentos da malha. De uma forma 

geral, se o contorno não é bem representado pela malha, a ordem de convergência para a 

malha é aproximadamente uma vez menor que a ordem de precisão do método (ver Simões, 

Schulz e Porto, 2010b). Se houverem descontinuidades na solução a ordem de precisão teórica 

também é prejudicada, como demonstrado por Simões et al. (2011). 

 

Conservação 

Além dos três princípios básicos apresentados anteriormente, é de grande importância que um 

método numérico de discretização seja conservativo. As equações diferenciais originais são 

representações matemáticas de leis de conservação em mecânica dos fluidos. Portanto, a 

forma discreta das mesmas deve ser conservativa para cada elemento da malha numérica e de 

forma global para todo o domínio discretizado. Se o método de volumes finitos for utilizado 

isto é garantido. Em outros termos, para um dado volume de controle, a equação discretizada 

não pode acrescentar quantidades à solução que não estão presentes no balanço de uma 

propriedade extensiva qualquer realizado a partir das equações originais. 

 

Consistência física de soluções numéricas 

Como mencionado anteriormente, uma solução numérica deve ser considerada correta se os 

erros em relação à solução analítica da equação diferencial original são pequenos. Ela não 

deve ser avaliada como correta tendo como fundamento comparações com dados 

experimentais (note-se que o ideal é que tanto dados, como solução analítica, como resultado 

numérico sejam “iguais”, mas aqui se está descrevendo a metodologia vinculada ao conceito 
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de consistência física de soluções numéricas). As equações de conservação resolvidas em 

problemas de mecânica dos fluidos computacional são deduzidas a partir de princípios da 

física clássica, que, considera-se, representam bem os fenômenos pertencentes a ela. Deste 

modo, as soluções teóricas obtidas com elas conduzem, idealmente, a “excelentes” resultados 

em relação à experimentação, como é o caso da solução de Blasius para camada limite, a 

solução de Hagen-Poiseuille, a solução de Couete, etc. Por conseguinte, tendo como 

fundamento um conjunto de formulações derivadas das equações de Navier-Stokes que 

representam satisfatoriamente problemas como aqueles citados, é, por inferência, razoável 

supor que os resultados para problemas que ainda não admitem soluções analíticas (na nossa 

“matriz” atual de conhecimento matemático) sejam fisicamente consistentes. Entretanto, há 

sérias complicações quando se pretende simular escoamentos complexos, para os quais a 

nossa “matriz” de conhecimento matemático ainda está sendo construída, como os 

escoamentos turbulentos, multifásicos, etc. 

Como discutido no capítulo 5, a turbulência possui um amplo espectro de energia que 

traduz as possíveis quantidades de energia contidas nos diferentes tamanhos dos turbilhões 

que compõem o movimento do fluido. Sendo L a dimensão característica das grandes escalas, 

 a micro-escala de Kolmogorov e Re o número de Reynolds das grandes escalas, a teoria de 

Kolmogorov prevê a seguinte expressão para os graus de liberdade de um escoamento 

turbulento com número de Reynolds Re:  

 

4/9
3

Re
L











          (6.27) 

 

Os valores de Re em estudos sobre vertedores em degraus são da ordem de 10
5
. 

Portanto, uma malha euleriana deve possuir aproximadamente 10
11

 elementos. Este número é 

demasiadamente elevado para realização de simulações com os recursos computacionais 

existentes. A alternativa para contornar este obstáculo é o uso de modelos de turbulência. Tais 

modelos consistem em representações aproximadas para a turbulência e não há garantia que 

as soluções numéricas sejam próximas dos resultados experimentais. Eles carregam 

simplificações que, em muitos casos, transgridem as características físicas, como turbulência 

isotrópica e homogênea. Existem, certamente, escoamentos específicos que podem ser 

considerados isotrópicos e homogêneos (vale a ressalva de que, mesmo nesses casos, a 

isotropia implica em decadência monotônica, ou seja, é uma situação ideal). O escoamento 

em vertedores em degraus, entretanto, é composto por uma região principal que desliza sobre 

grandes turbilhões, o que “não parece” ser um campo homogêneo e isotrópico. Além disto, a 
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superfície livre é extremamente irregular a jusante do início da aeração. As ondas e distorções 

ocorridas no escoamento bifásico são de difícil representação e os modelos de turbulência e 

modelos multifásicos normalmente são empregados em malhas muito mais espessas do que as 

dimensões características de tais ondulações. A entrada de ar e formação de um grande 

número de bolhas no interior do escoamento impõe restrições ainda mais severas. Capturar a 

formação das referidas bolhas e o movimento das mesmas é um desafio ainda insuperável 

devido às suas dimensões e às dimensões da malha necessárias para representar 

satisfatoriamente a interface. 

Ao solucionar um problema com mecânica dos fluidos computacional (CFD), como o 

escoamento em um vertedor, obtém-se os campos de velocidade, pressão, distribuição de 

vazios e demais grandezas associadas ao modelo de turbulência adotado. A validação, ou 

melhor, a comparação entre teoria (CFD) e experimentação deve ser feita por meio da 

comparação entre as quantidades calculadas e aquelas mensuráveis (note-se aqui a ressalva 

anterior, de que idealmente todos os resultados devem ser “iguais”, seja experimentais, 

analíticos ou numéricos). Esta prática requer o uso de instrumentação sofisticada, pois é 

necessário medir campos de velocidades e pressões para que seja possível obter os valores 

médios correspondentes. Além disto, as flutuações permitem o cálculo das covariâncias e, 

consequentemente, a verificação de isotropia, entre outras avaliações. Deste modo consegue-

se encerrar o ciclo do método científico. A complexidade dos métodos numéricos e dos 

modelos matemáticos que compõem a estrutura da mecânica dos fluidos computacional 

provoca, em muitos casos, a falsa impressão de perfeição atrelada às soluções obtidas. É 

verdade que este ramo da mecânica dos fluidos participou (e participa) de avanços que podem 

ser classificados momentaneamente de “incríveis” (na modéstia do conhecimento humano 

atual – certamente esta “incredulidade” será menos efusiva com o avançar das décadas e 

séculos), como o projeto de aeronaves, veículos espaciais (lançadores de satélites, entre 

outros), grandes barragens, máquinas hidráulicas, física nuclear e grandes embarcações, por 

exemplo. Como já mencionado, sempre se deve lembrar das já comentadas “sérias 

dificuldades”, que mantém a nossa efusão em um limite mais próximo (ver Chanson e Lubin, 

2010). Tendo em conta as considerações feitas neste item sobre a consistência física de 

soluções numéricas, adotou-se como princípio básico deste trabalho que os resultados 

numéricos não verificados devem ser considerados como aproximações úteis apenas em 

avaliações preliminares e nunca em projetos definitivos. Eles nunca devem substituir a 

experimentação. 
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6.3 Simulações numéricas 

6.3.1 Considerações iniciais 

Este item contém os resultados inéditos obtidos nesta tese por meio de simulações numéricas. 

Existem alguns softwares comerciais reconhecidos pela boa qualidade dos resultados que 

produzem, dentre os quais, pode-se citar, por exemplo, o Fluent
®
 e o CFX

®
 (utilizado neste 

trabalho). Há também softwares livres, como o OpenFOAM
®
, Clawpack, SPHysics, entre 

outros. As simulações foram realizadas tendo como objetivos calcular grandezas de interesse 

prático, realizar comparações com resultados experimentais e demonstrar limitações dos 

modelos matemáticos utilizados quando se pretende simular escoamentos em canais em 

degraus. Sempre que possível é recomendável verificar a convergência por meio do 

refinamento sucessivo da malha. Isso não significa que seja necessário verificar a ordem de 

convergência de códigos comerciais como aquele empregado neste trabalho. Tais códigos 

normalmente são amplamente testados por meio de diferentes métodos específicos para esse 

fim. Neste trabalho, o nível de refinamento das malhas adotadas foi escolhido em função da 

capacidade dos computadores disponíveis. 

 

6.3.2 Escoamento deslizante sobre turbilhões – Experimento 18 

Os resultados obtidos com a realização do Experimento 18, apresentado no Capítulo 3, foram 

comparados com resultados numéricos calculados com diferentes modelos de turbulência, o 

modelo não homogêneo para o escoamento bifásico e o modelo de superfície livre. O objetivo 

desta simulação é comparar a posição média da superfície livre do escoamento monofásico 

obtida experimentalmente com soluções numéricas calculadas com diferentes modelos de 

turbulência. Assumiu-se como simplificação que o escoamento é bidimensional, simulando-o 

em um domínio com dimensões iguais às indicadas na Figura 6.4. Foi fixada uma velocidade 

média na entrada igual a 2,91 m/s. As variáveis na saída foram representadas por meio de 

extrapolações, inclusive para as frações volumétricas de ar e água e as laterais do domínio 

correspondem à condição de simetria. A parte superior do domínio permite apenas o 

escoamento de ar. 
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Figura 6.4 – Geometria utilizada para simular o Experimento 18 (s=l=5 cm). 

 

Como pode ser visto na Figura 6.5, houve excelente concordância entre os pontos 

obtidos experimentalmente e aqueles calculados com os modelos de turbulência k-, RNG k-

, SSG e o modelo sem equações (aquele representado por Zero eq. na referida figura). 

Destaca-se também que foram utilizadas diferentes malhas. Adicionalmente, testou-se o 

modelo k-, o modelo BSL e o modelo k- EARMS. Apenas o último apresentou resultados 

com qualidade semelhante aos apresentados na Figura 6.5. Os demais superestimaram as 

posições da superfície livre, com erro relativo máximo em relação aos experimentos próximo 

de 8%. O mesmo desvio foi observado ao utilizar o modelo k- e o modelo de mistura ao 

invés do modelo de superfície livre. 

 

 
Figura 6.5 – Comparação entre resultados experimentais e soluções numéricas calculadas com diferentes 

modelos de turbulência (ver legenda) para a região monofásica do escoamento (ke = k-; M1 e M2 são malhas 

não estruturadas com ~0,49x10
6
 e ~0,23x10

6
 elementos, respectivamente; M3 é uma malha estruturada com 

~0,2x10
6
 elementos). Os números 18.1 a 18.5 correspondem às diferentes simulações realizadas (ver 

informações adicionais no Apêndice 3). 

 

Em todos os casos, não foi possível reproduzir numericamente o perfil bifásico 

encontrado pela via experimental. Além disto, destaca-se que algumas cavidades de ar 

persistiram abaixo do pseudo-fundo nas soluções numéricas, sendo esta solução inconsistente 
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com o Experimento 18, que não apresentou cavidades de ar em tal posição. Supondo-se que as 

soluções numéricas obtidas (em todos os casos foram empregados esquemas numéricos de 

alta resolução) sejam próximas das soluções analíticas, este erro pode ser atribuído aos 

modelos matemáticos utilizados para representar o fenômeno (modelos de turbulência e 

modelos relacionados ao escoamento multifásico) ou à simulação bidimensional. A Figura 6.6 

contém uma comparação semelhante à da Figura 6.5, porém para resultados de uma simulação 

em um domínio 3D. O modelo de turbulência empregado foi o k- e a malha estruturada 

possui 3,1x10
6
 elementos. Neste caso, o tempo necessário para realização da simulação foi de 

aproximadamente oito dias. Os resultados calculados desta forma apresentaram excelente 

concordância com os pontos experimentais. As cavidades persistiram na simulação 3D, 

porém, com dimensões menores em relação às encontradas para simulações bidimensionais, 

como ilustrado nas Figuras 6.7a e 6.7b. As Figuras 6.7c e 6.7d ilustram o aspecto 

tridimensional da solução por meio de isso-superfícies de frações volumétricas de ar 

correspondentes a 0,90. 

 

 
Figura 6.6 – Comparação entre dados experimentais do Experimento 18 e resultados numéricos obtidos com o 

modelo multifásico não homogêneo, o modelo de turbulência k- e um domínio tridimensional correspondente 

ao trecho do canal empregado nos experimentos, com largura igual a 0,20 m. A seção escolhida está situada no 

centro do canal (B/2), assim como foi posicionado o sensor acústico. A malha M4 é estruturada e possui 3,1x10
6
 

elementos (ver informações adicionais no Apêndice 3). 
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(a) (b) 

                      (c) (d) 

Figura 6.7 – Campos de frações volumétricas de ar e isso-superfícies: (a) Simulação 2D com o modelo k- e a 

malha M2 mencionada na Figura 6.5, (b) Simulação 3D correspondente aos dados da Figura 6.6, (c, d) Isso-

superfícies de fração volumétrica de ar correspondentes a 90% de vazios (neste caso, a adoção de 90% ou outro 

valor próximo não produz diferenças expressivas uma vez que a interface é muito delgada para a solução obtida, 

que corresponde à região a montante do ponto de início da aeração). 

 

 

6.3.3 Escoamento deslizante sobre turbilhões: Vertedor sem comportas 

Considerações iniciais 

O estabelecimento de critérios para a realização das simulações está baseado nas magnitudes 

das variáveis adimensionais encontradas nos estudos experimentais publicados por diversos 

autores. Nem sempre esses intervalos são citados em termos adimensionais. O valor mínimo 

para a vazão específica, por exemplo, deve ser escolhido de tal maneira que ocorra o 

escoamento deslizante para uma determinada geometria dos degraus. O valor máximo para a 

mesma grandeza está fortemente atrelado à ocorrência de cavitação. Pfister, Hager e Minor 

(2006a,b) analisaram valores para o coeficiente de cavitação e concluíram que o limite 

relacionado ao risco de cavitação em vertedores em degraus conduz a uma vazão específica 

máxima igual a 30 m
2
/s. Uma avaliação semelhante para vertedores lisos fornece um valor 
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máximo igual a 100 m
2
/s, como mencionado pelos referidos autores. Estes números serviram 

como indicadores para a adoção dos valores utilizados nas primeiras simulações realizadas. 

A escolha do limite inferior para a vazão específica e geometria dos degraus foi 

auxiliada com a Figura 2.9, apresentada na revisão bibliográfica e reproduzida a seguir como 

Figura 6.8. As áreas definidas neste gráfico possibilitam verificar a ocorrência dos tipos de 

escoamento e, embora tenha sido constatada uma região de “dúvida” (Fig. 6.8b), ela é 

extremamente útil para obtenção de estimativas iniciais dos limites entre os tipos de 

escoamento. 

O perfil adotado é composto por um perfil padrão proposto por Scimemi (1930). Não há 

degraus de transição e os degraus possuem dimensões uniformes que se estendem até a 

posição de início da aeração, aproximadamente, para a maior vazão simulada (para vazões 

menores e a mesma geometria, o ponto de início da aeração se desloca para montante). Não 

foi possível simular a mistura bifásica ar-água após o início da aeração nesta etapa da 

pesquisa. Sendo assim, para valores de s (altura do degrau),  (ângulo entre a horizontal e o 

pseudo fundo) e q (vazão específica), pode-se prever o comprimento do trecho monofásico e 

estabelecer o domínio computacional com o uso desta informação. A equação empregada foi 

a 2.89 (
713,0*

r
0796,0A F)sen(719,9

k

L
 ), proposta por Chanson (2002). O valor de LA é utilizado 

como referência para a definição de Hdam (distância vertical desde a crista até o piso do último 

degrau) e P (altura do vertedor). 

 

(a) (b) 

Figura 6.8 – Classificação dos tipos de escoamento: (a) Comparação entre as equações e (b) uma apresentação 

qualitativa elaborada com base nos extremos encontrados em (a) (Figura 2.9 reproduzida neste capítulo e 

renumerada como Figura 6.8) 

 

A equação que relaciona a vazão e a altura de escoamento sobre a crista padrão em um 

vertedor-extravasor possui forma semelhante à equação para um vertedor retangular de parede 

delgada. Definindo qd como a vazão específica de projeto e hd como a carga de projeto, 

escreve-se (Porto, 2006): 
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2/3
d

*
dd hg2C

3

2
q           (6.28) 

 

O coeficiente de vazão Cd
*
 pode ser relacionado com o coeficiente de vazão Cd de um 

vertedor Bazin (vertedor retangular de soleira delgada) igualando as vazões dessas estruturas: 

 

 2/3
d

2/3
d

*
dd hg2C

3

2
hg2C

3

2
qq  

 
2/3

d
d

*
d

h

h
CC 










          (6.29) 

 

em que h = carga sobre a soleira de um vertedor Bazin e q =  vazão específica escoada sobre 

um vertedor Bazin. Sabe-se que h-hd é aproximadamente igual a 0,12h (Porto, 2006, p.399). 

Portanto, pode-se escrever: 

 

d
*
d C211,1C            (6.30) 

 

A equação empírica obtida por Bazin (1889) para o cálculo de Cd e outras equações 

desenvolvidas para este fim indicam que o coeficiente de vazão depende da carga sobre a 

soleira e da altura do vertedor, como apresentado a seguir: 

 



































2

d
Ph

h
55,01

h

0045,0
6075,0C        (6.31) 

 

sujeito a: 0,08<h<0,5, 0,20<P<2,0; P = altura do vertedor. 

 

A equação 6.28 é normalmente é escrita de forma compacta, com o coeficiente de vazão 

substituído por um segundo coeficiente de vazão dimensional Co. Além disto, utiliza-se a 

carga hidráulica Ho = hd+ha, ou seja, a carga hidráulica hd acrescida da energia cinética de 

aproximação ha (por unidade de peso de fluido): 

 
2/3

ood HCq            (6.32) 

 

em que g2C
3

2
C *

do  . 

 

O conhecido livro Design of Small Dams (Bureau of Reclamation, 1987, p.370) 

apresenta uma curva que relaciona Co e P/Ho, confirmando a existência das relações entre as 

variáveis citadas na análise anterior. A curva apresentada no referido livro foi utilizada para 

gerar a Figura 6.9a, com valores de Co de acordo com o S.I.. Junto à curva é apresentado o 
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resultado obtido com a equação 6.33, proposta neste trabalho para interpolação dos dados. A 

Figura 6.9b permite comparar os dados calculados com a equação 6.33 e os dados que 

formam a curva original. O coeficiente de correlação para este ajuste resultou 

aproximadamente igual a um e o máximo erro relativo igual a 0,7%. Cabe destacar que o 

trabalho original apresenta Co atrelado à aceleração da gravidade em ft/s
2
 (g = 32,2 ft/s

2
), 

portanto, deve-se observar cuidadosamente as unidades utilizadas. 

 



























639,0

o
o

H

P
933,1tgh509,0661,1C  - (Unidades de acordo com o S.I.)   (6.33) 

 

 

(a) (b) 

Figura 6.9 – Coeficiente de vazão: (a) Relação entre o coeficiente de vazão e o adimensional P/Ho; (b) 

comparação entre dados originais e calculados com a função de interpolação proposta. 

 

O desenho do perfil do vertedor foi feito com o auxílio da equação da soleira padrão 

para vertedores com paramento de montante vertical, conhecida como perfil WES 

(Waterways Experiment Station) ou Scimemi (Scimemi, 1930). Neste trabalho é assumido 

que Ho = hd. A forma do perfil é dada por: 

 

85,0
o
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H

X

2

1
Y            (6.34) 
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          (6.35) 

 

A Figura 6.10 contém as definições dos símbolos presentes nas equações 6.34 e 6.35. O 

perfil é desenhado até que a derivada dY/dX coincida com a inclinação adotada para o 

paramento de jusante (1V:0,75H, 1V:0,8H, 1V:1H, etc.). 
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Figura 6.10 – Perfil Scimemi com paramento de montante vertical 

Fonte: Porto (2006) 

 

Após a definição da geometria da soleira padrão, resta estabelecer a altura dos degraus e 

a inclinação do paramento de jusante. Uma vez definida a vazão, o regime de escoamento e a 

inclinação do paramento de jusante, pode-se calcular a altura dos degraus através da Figura 

6.8. Isto leva, evidentemente, a diversas soluções. A definição das dimensões dos degraus foi 

feita com base nesta análise e em informações sobre valores reais encontrados na prática. 

 

Resultados obtidos com soluções numéricas 

As simulações de escoamentos em regime deslizante sobre turbilhões ou skimming flow são 

nomeadas com a abreviação SF seguida da numeração correspondente. Se não for 

mencionado o contrário, as simulações realizadas correspondem a domínios bidimensionais. 

O software empregado foi elaborado para resolução de problemas tridimensionais. A 

estratégia adotada para resolver um determinado problema em duas dimensões consiste em 

gerar uma malha com largura igual à largura do domínio e impor a condição de contorno de 

simetria nas faces laterais do domínio, assim como foi feito para a simulação do Experimento 

18. 

Os computadores utilizados são compostos por: (1) um processador Intel Core i5
®
 650 

com 3,20 GHz e 8Gb de memória RAM; (2) um processador Intel Core i7 2600 com 3.4 GHz 

(até 3.8 GHz) e 16 Gb (RAM); (3) um processador i7 2820 QM 2.3 GHz (até 3.4 GHz) e 8 Gb 

(RAM). O número de elementos das malhas variou entre 5x10
5
 e 1x10

6
, aproximadamente. O 

tempo total de simulação depende da vazão escoada, para um mesmo domínio. Vazões 

menores implicam tempos maiores. Para as vazões maiores o tempo foi próximo de dois dias 

e para as vazões menores, em média, o tempo foi igual a cinco dias. O computador dois é 

aproximadamente duas vezes mais rápido nos processamentos em relação ao computador um. 

a
b

R2

X
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Os arquivos gerados ocupam aproximadamente 2Gb do disco rígido, que possui 1Tb (em 1 e 

2) e 750 Gb (em 3). A seguir são apresentadas sínteses dos resultados obtidos. 

 

Simulação SF 1.1: 1V:0,75H, s = 0,6 m, q = 30 m
2
/s. 

Os dados relacionados à geometria utilizada e outras grandezas são apresentados na Tabela 

6.1 e na Figura 6.11a. 

 
Tabela 6.1 – Informações gerais sobre a simulação SF 1.1 

Grandeza Valor Grandeza Valor 

Hdam [m] 59,8 q [m
2
/s] 30 

s [m] 0,6 hc [m] 4,51 

l [m] 0,45 hd [m] 5,76 

k [m] 0,36 P [m] 49,6 

 53,13
o 

Co [m
1/2

/s] 2,17 

hE [m] 20 P/hd 8,68 

VE [m/s] 1,5 s/hc 0,133 

Simbologia: hE = altura da entrada; VE = velocidade na entrada. 

 

Esta simulação foi a primeira de um conjunto correspondente a geometrias com 

dimensões semelhantes às de estruturas reais. A geometria do domínio e a malha empregada 

podem ser vistas na Figura 6.11. As condições de contorno utilizadas foram: (1) Entrada com 

perfil de velocidades uniforme (V = 1,5 m/s ao longo de 20 m de altura, o que resulta em q = 

30 m
2
/s); (2) Paredes com rugosidade absoluta equivalente igual a 0,15 mm; (3) Saída com 

extrapolações para as frações volumétricas de ar e água; (4) Contorno superior aberto e com 

fração de vazios igual à unidade. Empregou-se o modelo de turbulência k- com intensidades 

turbulentas extrapoladas nos contornos abertos e intensidade turbulenta igual a 1% na entrada. 

O modelo multifásico empregado é o não-homogêneo com a densidade de área interfacial por 

unidade de volume calculada com o modelo de superfície livre. 

O domínio foi elaborado de acordo com as dimensões especificadas na Figura 6.11a. A 

sua espessura é igual a 0,05 m, valor correspondente ao tamanho mínimo de um elemento da 

malha. Como ilustrado através da Figura 6.11b,c, a malha adotada nesta simulação é muito 

mais refinada ao longo da região prevista para o escoamento sobre o canal em degraus. Esta 

prática reduz consideravelmente a quantidade de elementos que compõem a malha (500.000 

para esta simulação), mas prejudica a resolução da solução obtida para os campos atrelados ao 

escoamento de ar. Como não há interesse direto no escoamento de ar, julga-se esta estratégia 

como adequada devido às dificuldades em trabalhar com malhas com mais de 10
6
 elementos 

(com os computadores disponíveis). 
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(a) 

(b) (c) 

Figura 6.11 – Geometria e malha utilizada na simulação SF 1.1: (a) Geometria do domínio: a1=96 m, a2 = 5 m, 

a3 = 28,3 m, a4 = 17,4 m, a5 = 15 m; (b) Malha em todo o domínio e detalhe do refinamento junto aos degraus, 

(c) malha refinada junto à crista padrão. 

 

 

O domínio adotado, em sua região a montante do vertedor, não representa a condição 

real encontrada em uma barragem. A segunda alternativa para imposição da condição de 

contorno na entrada seria o uso de frações volumétricas fixas, um perfil de velocidades 

uniforme e distribuição hidrostática de pressão. Esta não é uma opção correta uma vez que o 

escoamento a montante da crista padrão é subcrítico. A profundidade na extremidade 

esquerda do domínio é parte da solução do problema. Ao impor um valor fixo, devido à 

possibilidade de propagações de ondas em todos os sentidos, não há garantia de que o valor 

imposto será igual ao calculado. 

Os resultados obtidos podem ser visualizados por meio de diferentes recursos, como 

gráficos de cores, campos vetoriais, linhas de corrente, entre outros. A visualização pode ser 

feita em todo o domínio ou em regiões específicas, construídas no pós-processamento. Pode-

se, por exemplo, gerar uma linha perpendicular ao pseudofundo que serve de base para 

apresentação de perfis de velocidades. O primeiro aspecto observado em cada simulação é o 

da distribuição das frações volumétricas de ar e água, como ilustrado na Figura 6.12. Como 

pode ser visto na Figura 6.12a, o resultado obtido reproduz a forma esperada para o perfil 

hEVE

P
Hdam

a1

a3a2

a4

a5
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médio da superfície livre. O detalhe destacado na Figura 6.12b permite observar 

irregularidades na superfície livre decorrentes da baixa resolução da malha a montante do 

vertedor. A Figura 6.12c destaca exatamente o contrário, ou seja, uma superfície livre bem 

definida em função da alta resolução da malha naquela posição. O mesmo pode ser visto na 

posição final do vertedor (Fig. 6.12d). Esta figura também indica a existência de cavidades de 

ar nos últimos degraus, de acordo com a solução numérica. Tais cavidades não correspondem, 

necessariamente, ao escoamento que seria observado em uma estrutura real com 

características físicas e condições hidráulicas semelhantes. 

 

       (a) (b) 

(c) (d) 

Figura 6.12 – Solução para o campo de fração volumétrica de ar ou fração de vazios: (a) Solução apresentada em 

todo o domínio, (b) detalhe da superfície livre a montante da crista padrão, (c) detalhe da superfície livre sobre a 

crista padrão e (d) superfície livre na extremidade final do canal. 

 

Os campos de velocidades obtidos com a solução do modelo não-homogêneo são os 

campos para o escoamento de ar e escoamento de água. A apresentação a seguir corresponde 

ao campo de velocidades superficiais de água, que é a multiplicação do campo de frações 

volumétricas de água pelo campo de velocidades da fase líquida. A Figura 6.13a contém a 

distribuição de velocidades em todo o domínio, representada por meio de um diagrama de 

cores. Nota-se que junto à crista padrão as velocidades estão entre 3,4 m/s e 10,1 m/s, 

intervalo que contém a velocidade crítica, igual a 6,65 m/s para este problema. Os resultados 

também indicam a ocorrência de valores elevados, com máximo superior a 30 m/s na 

extremidade de jusante do canal em degraus. A Figura 6.13c permite observar os grandes 

turbilhões formados entre os últimos degraus. 
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(a) (b) 

(c) 

Figura 6.13 – Campo de velocidades (água): (a) visão geral do domínio com o campo de velocidades para água; 

(b) Trecho final do canal em degraus e campo de velocidades representado por meio de mapa de cores; (c) 

Campo vetorial de velocidades nos últimos degraus. 

 

Um dos resultados obtidos que possui considerável interesse prático é o campo de 

pressões. Com ele é possível prever, ainda que de maneira preliminar e aproximada, a 

possibilidade de ocorrência de cavitação. Para tanto, compara-se as pressões mínimas com a 

pressão de vapor da água, neste problema igual a 0,32 mH2O a 25
o
C. A Figura 6.14a contém o 

campo de pressões em todo o domínio. Devido à ampla faixa de variação desta variável, a 

referida imagem só possibilita a visualização de variações a montante do vertedor, onde 

ocorrem os máximos. A Figura 6.14b ilustra a ocorrência de pressões negativas no encontro 

da soleira padrão com o primeiro espelho e sobre o espelho do segundo degrau. 

 

 

(a) (b) 
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(c) 

Figura 6.14 – Distribuição de pressões: (a) Distribuição de pressões em todo o domínio; (b) Detalhe das pressões 

nos primeiros degraus; (c) Pressão mínima na soleira padrão. 

 

A Figura 6.14c destaca a ocorrência da pressão mínima sobre a parte inicial da soleira 

padrão. O valor -23345,9 Pa é igual a -2,38 mH2O, com  = 9806 N/m
3
. Sendo 10,3 mH2O a 

pressão atmosférica, obtém-se min(p) = 7,92 mH2O (referencial absoluto). Esta avaliação 

sugere que a cavitação não ocorre em uma estrutura como esta e para a vazão específica igual 

a 30 m
2
/s. Entretanto, tal conclusão deve ser levada em consideração com algumas 

observações. Como discutido, a malha não é refinada o suficiente para capturar todos os 

detalhes do escoamento. Isto levou ao uso de um modelo de turbulência cujas simplificações 

podem ou não conduzir a soluções adequadas para o campo de pressões. Assumindo que o 

modelo de turbulência seja satisfatório para o problema em questão, ainda há observações que 

merecem destaque. Mesmo com uma malha típica de simulações que envolvem modelos de 

turbulência, ainda assim é possível que ela não seja refinada o bastante para capturar as 

distribuições adequadamente, sobretudo os máximos e mínimos. Os valores médios são 

relevantes, mas para avaliar a possibilidade de ocorrência de cavitação por meio de 

comparações com a pressão de vapor, as flutuações assumem um papel de grande 

importância. Para este problema seriam necessárias flutuações próximas de 0,96min(p): (7,92-

0,32)/7,92 = 0,96. Finalmente, deve-se ressaltar que a avaliação da ocorrência de cavitação 

por meio de comparações como aquelas realizadas aqui é simplificada e tem caráter prático e 

preliminar. Como discutido na revisão bibliográfica, a formação de colapso de bolhas é 

influenciado por diferentes condições físicas. 

 

Simulação SF 1.2: 1V:0,75H, s = 0,6 m, q = 25 m
2
/s. 

A diferença entre os dados desta simulação e os da anterior está apenas no valor da vazão 

específica, que foi reduzida para 25 m
2
/s, e na malha, refinada na região da superfície livre a 

montante do vertedor. A geometria do domínio permanece a mesma, o que leva a ocorrência 

da condição de soleira comprimida. Com a alteração da vazão específica, alguns dados 

apresentados na Tabela 6.1 foram modificados, como pode ser visto na Tabela 6.2. 
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Tabela 6.2 – Informações gerais sobre a simulação SF 1.2 

Grandeza Valor Grandeza Valor 

Hdam [m] 59,8 q [m
2
/s] 25 

s [m] 0,6 hc [m] 4,0 

l [m] 0,45 hd [m] 5,76 

k [m] 0,36 P [m] 49,6 

 53,13
o 

Co [m
1/2

/s] 2,17 

hE [m] 20 P/hd 8,68 

VE [m/s] 1,25 s/hc 0,15 

 

 

Sendo q = Ch
3/2

 a relação entre uma vazão qualquer e a carga de trabalho 

correspondente, h, pode-se prever o valor de h desde que seja conhecido o coeficiente de 

vazão C. Empregando a equação 6.36, proposta por Porto (2006, p.400) com base em dados 

experimentais de Abecasis (1961) e da WES, foi calculado h = 5,09 m. O coeficiente de vazão 

permaneceu praticamente o mesmo devido ao valor elevado do adimensional P/hd. 

 
148,0

dh

h
215,2C 










          (6.36) 

 

Uma síntese dos resultados correspondentes à simulação SF 1.2 é apresentada na Figura 

6.15. A Figura 6.15a ilustra a malha adotada e a Figura 6.15b a distribuição de frações 

volumétricas de ar, que possibilitam visualizar a posição da superfície livre. Nota-se que a 

malha adotada para esta simulação eliminou completamente as irregularidades encontradas na 

superfície livre a montante do vertedor, na simulação SF 1.1. Diferente do problema 

precedente, a pressão mínima ocorreu no encontro entre a crista padrão e o primeiro degrau. 

Utilizando a comparação entre a pressão mínima e a pressão de vapor do líquido para verificar 

a possibilidade de ocorrência de cavitação, conclui-se que o valor calculado não é 

suficientemente baixo para que o líquido mude de fase. 

 

(a)      (b) 
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(c) (d) 

Figura 6.15 – Imagens relacionadas à simulação SF 1.2: (a) malha adotada para a simulação (5,8.10
5
 elementos), 

(b) fração de vazios, (c) campo de velocidades e (d) parte do campo de pressões com min(p). 

 

 

Simulações SF 1.3 a SF 1.7: 1V:0,75H, s = 0,6 m, q entre 2 m
2
/s e 20 m

2
/s. 

O domínio empregado nas simulações anteriores e a malha utilizada na simulação SF 1.2 

foram utilizados para as demais vazões testadas, entre 2 m
2
/s e 20 m

2
/s. A menor vazão 

específica empregada corresponde ao escoamento deslizante sobre turbilhões, de acordo com 

a Figura 6.8. A forma da superfície livre esperada para as vazões inferiores aos 30 m
2
/s 

deveria incluir a entrada de ar e conseqüente elevação das profundidades ao longo do espaço a 

partir do ponto de início da aeração. Entretanto, o modelo matemático adotado para 

representar o escoamento, a condição de regime permanente e o refinamento da malha não são 

capazes de fornecer soluções para a mistura após o início da aeração. Sendo assim, as 

profundidades obtidas após o início da aeração foram consideradas como profundidades 

equivalentes apenas de água. 

Os campos de frações volumétricas de ar para as simulações correspondentes a este item 

podem ser vistos na Figura 6.16 e os dados se encontram apresentados nas Tabelas 6.3 e 6.4. 

As imagens da Figura 6.16 mostram que as soluções obtidas correspondem a superfícies livres 

bem definidas, exceto para a Simulação SF 1.7, obtida com q = 2 m
2
/s. Neste caso o 

escoamento saltou os degraus dois e três após o primeiro degrau. Trata-se de um fenômeno 

esperado para vazões menores, como pode ser visto em Tozzi (1992, p.247). Os valores das 

demais variáveis de campo (velocidades, pressões) foram explorados no próximo capítulo em 

conjunto com desenvolvimentos teóricos. 

 



326 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) 

Figura 6.16 – Campos de frações de vazios obtidos com as simulações SF 1.3 a SF 1.7 (as cores correspondem à 

fração de vazios): (a) Simulação SF 1.3; (b) Simulação SF 1.4; Simulação SF 1.5; Simulação SF 1.6; Simulação 

SF 1.7. 
 

Tabela 6.3 – Informações comuns às simulações SF 1.3 a SF 1.7 

Grandeza Hdam [m] s [m] l [m] k [m] 
Valor 59,8 0,6 0,45 0,36 53,13

o
 

Grandeza hE [m] hd [m] P [m] Co P/hd 

Valor 20 5,76 49,6 2,17 8,68 

 

Tabela 6.4 – Informações sobre as simulações SF 1.3 a SF 1.7 

- SF 1.3 SF 1.4 SF 1.5 SF 1.6 SF 1.7 

VE [m/s] 1,0 0,75 0,5 0,25 0,1 

q [m
2
/s] 20 15 10 5 2 

hc [m] 3,44 2,84 2,17 1,37 0,74 

s/hc 0,17 0,21 0,28 0,44 0,81 
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Simulações SF 1.8 a SF 1.11: 1V:0,75H, s = 2,4 m, q entre 15 m
2
/s e 30 m

2
/s. 

As simulações SF 1.8 a SF 1.11 foram realizadas com uma geometria semelhante a anterior, 

exceto pelas dimensões dos degraus, que possuem alturas iguais a 2,40 m. A estratégia para a 

construção da malha também inclui o refinamento das regiões previstas para o escoamento de 

água, como ilustrado por meio da Figura 6.17. As Tabelas 6.5 e 6.6 contêm os detalhes 

relacionados às simulações. 

 

 
Figura 6.17 – Malha não-estruturada obtida para realização das simulações 1.8 a 1.11 (9,4x10

5
 elementos) 

 

Tabela 6.5 – Informações comuns às simulações SF 1.8 a SF 1.11 

Grandeza Hdam [m] s [m] l [m] k [m] 

Valor 59,8 2,4 1,8 1,44 53,13
o
 

Grandeza hE [m] hd [m] P [m] Co P/hd 

Valor 20 5,76 49,6 2,17 8,68 

 

Tabela 6.6 – Informações sobre as simulações SF 1.8 a SF 1.11 

- SF 1.8 SF 1.9 SF 1.10 SF 1.11 

VE [m/s] 1,5 1,25 1,0 0,75 

q [m
2
/s] 30 25 20 15 

hc [m] 4,51 4,0 3,44 2,84 

s/hc 0,53 0,60 0,70 0,85 

 

As soluções numéricas obtidas para as simulações SF 1.8 a SF 1.11 indicam a 

persistência de grandes cavidades de ar abaixo do pseudo fundo, como apresentado na Figura 

6.18. Este fenômeno pode ser explicado pelas grandes dimensões das cavidades, erros 

numéricos ou dificuldades de representação do escoamento bifásico e turbulento por meio dos 

modelos empregados. A primeira hipótese considera que o escoamento não é capaz de arrastar 

todo o ar presente entre os degraus devido às grandes dimensões das cavidades. Com estas 

simulações foi possível obter resultados que correspondem ao intervalo 0,53s/hc0,85. As 

simulações SF 1.1 a SF 1.7 correspondem ao intervalo 0,13s/hc0,81, portanto, praticamente 

todos os resultados obtidos com as simulações SF 1.8 a SF 1.11 estão contidos neste intervalo. 

Embora exista tal coincidência, as pressões absolutas mínimas obtidas a partir das simulações 
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com degraus de grandes dimensões variaram entre 4,64 mH2O e 6,33 mH2O e as pressões 

absolutas mínimas calculadas para s = 0,6 m, entre 7,92 mH2O e 8,21 mH2O. 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 6.18 - Campos de frações de vazios obtidos com as simulações SF 1.8 a SF 1.11 (legenda: ver Fig. 6.10): 

(a) Simulação SF 1.8; (b) Simulação SF 1.9; (c) Simulação SF 1.10; (d) Simulação SF 1.11. 

 

Simulações SF 1.12 a SF 1.18: 1V:1H, s = 0,6 m, q entre 5 m
2
/s e 40 m

2
/s. 

Esta parte do trabalho contém os resultados obtidos para simulações em um vertedor em 

degraus com s = l = 0,6 m, portanto, com  = 45º. A tentativa de obtenção de informações a 

partir de resultados numéricos para um canal menos inclinado teve como objetivo generalizar 

possíveis relações entre grandezas do escoamento (fator de resistência, pressões mínimas, 

etc.). A vazão máxima escolhida para este conjunto de simulações é igual a 40 m
2
/s e o 

traçado da soleira WES foi realizado com esta vazão. Os dados específicos utilizados em cada 

uma das simulações podem ser vistos nas Tabelas 6.7 a 6.8. 

 
Tabela 6.7 – Informações comuns às simulações SF 1.12 a SF 1.18 

Grandeza Hdam [m] s [m] l [m] k [m] 
Valor 59,8 0,6 0,6 0,42 45

o
 

Grandeza hE [m] hd [m] P [m] Co P/hd 

Valor 20 6,98 49,6 2,17 8,68 

 

Tabela 6.8 – Informações sobre as simulações SF 1.12 a SF 1.18 

- SF 1.12 SF 1.13 SF 1.14 SF 1.15 SF 1.16 SF 1.17 SF 1.18 

VE [m/s] 2,0 1,5 1,25 1,0 0,75 0,5 0,25 

q [m
2
/s] 40 30 25 20 15 10 5 

hc [m] 5,46 4,51 4,0 3,44 2,84 2,17 1,37 

s/hc 0,11 0,13 0,15 0,17 0,21 0,28 0,44 
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As malhas empregadas nestas simulações são não-estruturadas e com aparência 

semelhante às precedentes. Para a simulação com vazão específica igual a 40 m
2
/s foi 

empregada uma malha com aproximadamente 1x10
6
 elementos. As demais simulações foram 

realizadas com malhas compostas pela metade do número de elementos, aproximadamente. 

Em todos os casos, a dimensão mínima era a mesma e igual a 0,05 m. A primeira malha 

possui maior quantidade de elementos porque foi refinada em uma área maior do que as 

demais com o objetivo de abranger a região do escoamento de água e ar para a maior vazão 

(que implica maiores profundidades). Nesta fase foram encontradas algumas dificuldades 

relacionadas à estabilidade, o que levou ao ajuste da malha original. Em média, foram 

necessários dois a três dias para cada simulação. 

Os resultados correspondentes às frações volumétricas de ar obtidas para as sete vazões 

testadas podem ser vistos na Figura 6.19. Nota-se, assim como nas soluções anteriores, que a 

superfície livre é bem definida e não há entrada de ar por meio dela. A Figura 6.19h é uma 

ampliação da Figura 6.19g, relativa ao experimento numérico SF 1.18. Observa-se que 

mesmo para a menor vazão testada houve uma boa definição da superfície livre. 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 
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(g) (h) 

Figura 6.19 - Campos de frações de vazios obtidos com as simulações SF 1.12 a SF 1.18 (legenda: ver Fig. 6.10): 

(a) Simulação SF 1.12; (b) Simulação SF 1.13; (c) Simulação SF 1.14; (d) Simulação SF 1.15; (e) Simulação SF 

1.16; (f) Simulação SF 1.17; (g) Simulação SF 1.18; (h) Detalhe da superfície livre (SF 1.18). 

 

Simulações SF 1.19 a SF 1.25: 1V:6,67H, s = 0,6 m, q entre 5 m
2
/s e 40 m

2
/s. 

Prosseguindo com a ideia de generalizar possíveis relações entre grandezas, foram realizadas 

simulações em um canal com =31º. Os dados vinculados a esta parte do trabalho podem ser 

vistos nas Tabelas 6.9 e 6.10. A Figura 6.20 contém os campos de frações de vazios obtidos 

para as simulações SF 1.19 a SF 1.25, simulações realizadas seguindo critérios semelhantes 

aos anteriores e com malhas cujas características também são semelhantes às precedentes 

(não-estruturadas, com número de elementos aproximadamente igual). Para valores baixos de 

s/l pode se tornar difícil adotar uma entrada composta por uma soleira WES. Neste caso ainda 

foi possível utilizar um trecho do perfil hidrodinâmico utilizado nas simulações anteriores. 

 
Tabela 6.9 – Informações comuns às simulações SF 1.19 a SF 1.25 

Grandeza Hdam [m] s [m] l [m] k [m] 

Valor 40 0,6 1,0 0,514 31
o
 

Grandeza hE [m] hd [m] P [m] Co P/hd 

Valor 20 6,98 40 2,17 5,73 

 

Tabela 6.10 – Informações sobre as simulações SF 1.19 a SF 1.25 

- SF 1.19 SF 1.20 SF 1.21 SF 1.22 SF 1.23 SF 1.24 SF 1.25 

VE [m/s] 2,0 1,5 1,25 1,0 0,75 0,5 0,25 

q [m
2
/s] 40 30 25 20 15 10 5 

hc [m] 5,46 4,51 4,0 3,44 2,84 2,17 1,37 

s/hc 0,11 0,13 0,15 0,17 0,21 0,28 0,44 

 

 

O refinamento da malha empregada não foi suficiente para capturar a interface com a 

mesma resolução ao longo de todo o escoamento correspondente à simulação SF 1.19, com 

maior vazão e maior carga sobre a soleira. A Figura 6.20a ilustra este resultado. Apesar disto, 

a partir do primeiro degrau a interface apresentou a resolução esperada, um detalhe 

praticamente imperceptível para a escala adotada para as Figuras. A Figura 6.20h, assim como 

nas simulações anteriores, mostra que mesmo para a menor vazão simulada a qualidade da 

solução numérica na transição ar-água permaneceu com elevada resolução. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

Figura 6.20 - Campos de frações de vazios obtidos com as simulações SF 1.19 a SF 1.25 (legenda: ver Fig. 6.10): 

(a) Simulação SF 1.19; (b) Simulação SF 1.20; (c) Simulação SF 1.21; (d) Simulação SF 1.22; (e) Simulação SF 

1.23; (f) Simulação SF 1.24; (g) Simulação SF 1.25; (h) Detalhe do escoamento junto à crista padrão 

correspondente à simulação SF 1.25. 

 

Simulações SF 1.26 a SF 1.31: 1V:5H, s = 0,6 m, q entre 5 m
2
/s e 30 m

2
/s. 

As últimas simulações pertencentes ao grupo SF foram realizadas para um canal com 

=11,3º. Neste caso a adoção de uma soleira WES não foi possível, tendo sido utilizado um 

pequeno degrau com extensão igual a 1,5 m. Os dados destas simulações encontram-se nas 

Tabelas 6.11 e 6.12. Como pode ser visto na Figura 6.21, a forma do perfil da superfície livre 

nas proximidades da entrada do canal em degraus é próxima de um “S” com um ponto de 

inflexão, onde ocorre, aproximadamente, a profundidade crítica. Alguns resultados numéricos 

apresentaram soluções para o campo de frações de vazios com cavidades de ar persistentes, 

que não desapareceram com a evolução dos cálculos. As Figuras 6.21g e 6.21h ilustram 

detalhes destes campos extraídos das simulações SF 1.29 e SF 1.30, respectivamente. 
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Tabela 6.11 – Informações comuns às simulações SF 1.26 a SF 1.31 

Grandeza Hdam [m] s [m] l [m] k [m] 

Valor 20 0,6 3,0 0,59 11,3
o
 

Grandeza hE [m] hd [m] P [m] Co P/hd 

Valor 20 5,76 20 2,17 3,47 

 

Tabela 6.12 – Informações sobre as simulações SF 1.26 a SF 1.31 

- SF 1.26 SF 1.27 SF 1.28 SF 1.29 SF 1.30 SF 1.31 

VE [m/s] 1,5 1,25 1,0 0,75 0,5 0,25 

q [m
2
/s] 30 25 20 15 10 5 

hc [m] 4,51 4,0 3,44 2,84 2,17 1,37 

s/hc 0,11 0,13 0,15 0,17 0,21 0,28 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 

Figura 6.21 – Campos de frações de vazios obtidos com as simulações SF 1.26 a SF 1.32: (a) Simulação SF 1.26; 

(b) Simulação SF 1.27; (c) Simulação SF 1.28; (d) Simulação SF 1.29; (e) Simulação SF 1.30; (f) Simulação SF 

1.31; (g) Detalhe da Simulação SF. 1.29; (h) Detalhe da Simulação SF. 1.30. 

 

6.4 Análise dos resultados (Skimming flow) 

6.4.1 Posição de início da aeração 

A posição de início da aeração definida a partir dos resultados numéricos é aquela a partir da 

qual a espessura da camada limite turbulenta, , coincide com a altura de escoamento, h, ou 

seja, a própria definição física do ponto de início de aeração, como ilustrado na Figura 6.22. 

Como todo o desenvolvimento do escoamento antes do ponto de início de aeração é 

supercrítico (não dependendo, portanto, do que ocorre na região aerada), os cálculos do 

escoamento são facilitados. Os valores de zA foram obtidos com os resultados da maior parte 

das simulações anteriores correspondentes a estruturas sem comportas, como indicado na 
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Tabela 6.13. Eles foram extraídos dos campos de velocidades, identificando-se a igualdade 

=h por meio de perfis de velocidades. Os valores de LA foram calculados de forma 

simplificada como zA/sen. 

 

 
Figura 6.22 – Desenho esquemático com a definição da posição de início da aeração zA com base na igualdade 

=h (=espessura da camada limite turbulenta). O fato de se ter escoamento supercrítico faz com que não haja 

influência de jusante sobre o desenvolvimento do escoamento de montante. 

 
Tabela 6.13 – Resultados numéricos para a posição de início da aeração 

 Simulação q hc zA LA zA/k LA/k Fr
*
 

[rad] 
 

[m
2
/s] [m] [m] [m] [-] [-] [-] 

0,9273 

SF 1.1 30 4,51 47,10 58,88 130,83 163,54 49,59 

SF 1.2 25 3,99 42,10 52,63 116,94 146,18 41,32 

SF 1.3 20 3,44 37,50 46,88 104,17 130,21 33,06 

SF 1.4 15 2,84 26,70 33,38 74,17 92,71 24,79 

SF 1.5 10 2,17 20,60 25,75 57,22 71,53 16,53 

SF 1.6 5 1,37 10,30 12,88 28,61 35,76 8,26 

0,7854 

SF 1.12 40 5,46 46,40 65,62 109,37 154,67 54,97 

SF 1.13 30 4,51 38,70 54,73 91,22 129,00 41,23 

SF 1.14 25 3,99 32,70 46,24 77,07 109,00 34,36 

SF 1.15 20 3,44 27,90 39,46 65,76 93,00 27,48 

SF 1.16 15 2,84 21,40 30,26 50,44 71,33 20,61 

SF 1.17 10 2,17 16,20 22,91 38,18 54,00 13,74 

SF 1.18 5 1,37 9,80 13,86 23,10 32,67 6,87 

0,54042 

SF 1.19 40 5,46 33,89 65,87 65,87 128,03 48,26 

SF 1.20 30 4,51 28,80 55,98 55,98 108,80 36,19 

SF 1.21 25 3,99 23,30 45,29 45,29 88,02 30,16 

SF 1.22 20 3,44 18,00 34,99 34,99 68,00 24,13 

SF 1.23 15 2,84 14,10 27,41 27,41 53,27 18,10 

SF 1.24 10 2,17 9,40 18,27 18,27 35,51 12,06 

SF 1.25 5 1,37 5,30 10,30 10,30 20,02 6,03 

0,1974 

SF 1.26 30 4,51 11,70 59,66 19,89 101,40 47,94 

SF 1.27 25 3,99 9,60 48,95 16,32 83,20 39,95 

SF 1.28 20 3,44 6,40 32,63 10,88 55,47 31,96 

SF 1.29 15 2,84 5,00 25,50 8,50 43,33 23,97 

SF 1.30 10 2,17 2,70 13,77 4,59 23,40 15,98 

SF 1.31 5 1,37 1,60 8,16 2,72 13,87 7,99 

 

Os adimensionais zA/k e Fr
*
 apresentados na Tabela 6.13 relacionam-se bem através da 

seguinte função, assim como apresentado na revisão bibliográfica: 
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2*
r1

A F
k

z 
           (6.37) 

 

Os parâmetros 1 e 2 são adimensionais e dependem do ângulo . A Tabela 6.14 contém os 

valores de 1 e 2, assim como os coeficientes de correlação. 

 
Tabela 6.14 – Valores dos parâmetros relacionados à equação 6.37 

 1 2 R 

 [-] [-]  

53,13º 4,905 0,854 1,0 

45º 5,262 0,759 1,0 

31º 1,912 0,923 1,0 

11,3º 0,23 1,137 0,99 

R=coeficiente de correlação 

 

Os dados apresentados na Tabela 6.14 e a equação 6.37 conduziram ao desenvolvimento 

de uma formulação geral para interpolação das soluções numéricas. Tal formulação é 

composta por uma potência e um logaritmo, como apresentado a seguir (equação 6.38a). A 

equação 6.38b foi obtida por meio da relação zA=LAsen. 

 
748,0)senln(239,0*

r
28,2A F)sen(389,9

k

z 
        (6.38a) 

748,0)senln(239,0*
r

28,1A F)sen(389,9
k

L 
        (6.38b) 

 

Estas equações são válidas para: 6<Fr
*
<55 e 0,11≤s/hc≤0,44. O coeficiente de correlação entre 

os valores numéricos e calculados com a equação 6.38 é igual a 1,0 (para dois dígitos 

significativos e reduzindo a apresentação à primeira casa decimal). Este resultado e a 

distribuição dos pontos formados pelos valores calculados e numéricos (Figura 6.23a) 

indicam a boa qualidade da equação proposta. A relação entre os valores obtidos com a 

equação 6.38, denotados por zA)1, e os valores calculados numericamente, zA)2, também é 

apresentada (Figura 6.23b). Nota-se que a maior parte dos pontos está localizada próximo ao 

valor unitário, sendo que apenas um ponto apresentou desvio maior que 11%. 

 

(a) (b) 

Figura 6.23 – Posição de início da aeração: Comparação entre os resultados numéricos e os valores calculados 

coma função proposta. 
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6.4.2 Profundidade no início da aeração 

A relação entre os adimensionais hA/k e Fr
*
 foi estabelecida por diversos autores com o uso de 

uma potência, como apresentado na revisão bibliográfica. Os dados numéricos conduziram ao 

uso de uma função com esta forma também, tendo sido possível calcular coeficientes 

independentes do ângulo . Todos os dados encontram-se na Tabela 6.15. A equação 6.39 

corresponde ao modelo sugerido, com coeficiente de correlação igual a 0,99. A distribuição 

dos dados em relação aos valores numéricos originais é ilustrada na Figura 6.24a e a Figura 

6.24b contém a relação entre os valores ajustados pela potência e os calculados 

numericamente. Observa-se que os pontos situaram-se entre 0,9 e 1,1.  

 
582,0*

r
A F34,0
k

h
          (6.39) 

 

Estas equações são válidas para: 6<Fr
*
<55 e 0,11≤s/hc≤0,44. 

 
Tabela 6.15 – Resultados para profundidade no início da aeração 

 Simulação q hc hA hA/k Fr
*
 

[rad] 
 

[m
2
/s] [m] [m] [-] [-] 

0,9273 

SF 1.1 30 4,51 1,11 3,07 49,59 

SF 1.2 25 3,99 1,02 2,83 41,32 

SF 1.3 20 3,44 0,88 2,44 33,06 

SF 1.4 15 2,84 0,75 2,08 24,79 

SF 1.5 10 2,17 0,60 1,66 16,53 

SF 1.6 5 1,37 0,39 1,10 8,26 

0,7854 

SF 1.12 40 5,46 1,47 3,45 54,97 

SF 1.13 30 4,51 1,20 2,84 41,23 

SF 1.14 25 3,99 1,10 2,60 34,36 

SF 1.15 20 3,44 0,97 2,28 27,48 

SF 1.16 15 2,84 0,82 1,94 20,61 

SF 1.17 10 2,17 0,64 1,50 13,74 

SF 1.18 5 1,37 0,42 0,99 6,87 

0,54042 

SF 1.19 40 5,46 1,74 3,39 48,26 

SF 1.20 30 4,51 1,44 2,80 36,19 

SF 1.21 25 3,99 1,32 2,57 30,16 

SF 1.22 20 3,44 1,18 2,30 24,13 

SF 1.23 15 2,84 0,99 1,93 18,10 

SF 1.24 10 2,17 0,80 1,55 12,06 

SF 1.25 5 1,37 0,53 1,03 6,03 

0,1974 

SF 1.26 30 4,51 1,96 3,34 47,94 

SF 1.27 25 3,99 1,77 3,00 39,95 

SF 1.28 20 3,44 1,61 2,74 31,96 

SF 1.29 15 2,84 1,35 2,30 23,97 

SF 1.30 10 2,17 1,07 1,82 15,98 

SF 1.31 5 1,37 0,65 1,10 7,99 
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(a) (b) 

Figura 6.24 – Profundidades no início da aeração: Comparação entre os resultados numéricos e os valores 

calculados coma função proposta. 

 

6.4.3 Relação entre hA/LA e LA/k 

As variáveis hA/LA e LA/k podem ser relacionadas por meio de uma função com a forma da 

equação 6.40, como apresentado na revisão bibliográfica. Os dados numéricos obtidos 

confirmaram este comportamento. Os coeficientes 3 e 4 calculados para cada valor de  

podem ser vistos na Tabela 6.16. Com a Figura 6.25, nota-se que os pontos não ultrapassaram 

os limites 0,90 e 1,10. 

 

  4k/LL/h A3AA


          (6.40) 

 
Tabela 6.16 – Valores dos parâmetros relacionados à equação 6.40 

 3 4 Fr
*
 s/hc R 

 [-] [-] [-] [-]  

53,13º 0,0974 -0,328 8,26-49,59 0,13-0,44 0,98 

45º 0,0649 -0,214 6,87-54,97 0,11-0,44 0,98 

31º 0,17 -0,39 6,03-48,26 0,11-0,44 0,99 

11,3º 0,367 -0,516 7,99-47,94 0,13-0,44 0,99 

R=coeficiente de correlação. 

 

(a) (b) 

Figura 6.25 – Comparação entre os valores numéricos e interpolados de hA/LA e LA/k. 

 

6.5 Escoamento em quedas sucessivas 

Foram realizadas duas simulações de escoamentos em quedas sucessivas com o intuito de 

avaliar a energia dissipada. A primeira simulação, denominada NF1.1, foi realizada em um 

domínio bidimensional discretizado com uma malha não estruturada com aproximadamente 

4,3x10
5
 elementos. Os degraus possuem s=0,25 m, s/l=0,5 e s/hc=1,5 (valor próximo do limite 

entre o regime nappe flow e o escoamento de transição). O domínio escolhido possui uma 
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entrada sob pressão com 0,15 m de altura. Adotou-se rugosidade absoluta equivalente igual a 

0,15 mm, o modelo não homogêneo e o modelo de turbulência k-. A Figura 6.26a contém a 

solução obtida para o campo de fração de vazios. Com este resultado, foram obtidas 

profundidades sobre os pisos para avaliação aproximada da energia residual em função de 

z/hc. Na Figura 6.26b é apresentada a solução para s/hc=2 (demais dados iguais aos da 

simulação NF1.1). Esta simulação é denominada NF1.2. 

 

(a) (b) 

Figura 6.26 – Campo de fração volumétrica de ar: (a) NF1.1; (b) NF1.2. 

 

Para calcular a energia residual, Hres, foram utilizadas as seguintes definições: 

 

)h2/(hh)gh2/(qhH 23
c

22
res         (6.41) 

cmáx h5,1zH            (6.42) 

)5,1h/z/()h/h5,0h/h(H/H c
22

ccmáxres        (6.43) 

 

Com estas equações é possível definir um fator de resistência para o nappe flow, representado 

por fn. Seja If a declividade da linha de energia. Calculada com a equação de Darcy-Weisbach 

para um canal largo, pode-se escrever: 

 

  8/Frf8/h/hfI 2
n

3
cnf          (6.44) 

 

Fr
2
 é o quadrado do número de Froude para um canal retangular, igual a (hc/h)

3
. Chanson 

(2002) calculou fn = 0,079, para z/hc entre 2,5 e 14,5, com dados experimentais para o regime 

nappe flow sem ressalto hidráulico (NA3). Com o intuito de comparar os resultados 

numéricos com os dados experimentais apresentados pelo referidos autor, a equação de 

conservação de energia foi escrita com a seguinte forma simplificada: 

 

  máxrescresmáxf H/H1z/h5,11sen)sen/z/()HH(I      (6.45) 

 

Com esta equação e a equação 6.44 é possível calcular fn a partir dos dados numéricos por 

meio da equação 6.46. Os resultados obtidos e apresentados na Figura 6.27a indicam que o 

parâmetro adimensional Hres/Hmáx decresce ao longo de z/hc, com valores praticamente 
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independentes de s/hc. Como pode ser visto nas Figuras 6.27b e c, fn cresce ao longo de z/hc 

com um comportamento aproximadamente logarítmico, descrito pela equação 6.47, que 

possui coeficiente de correlação igual a 0,93. 

 

  máxresc
2

n H/H1z/h5,11)Fr/sen8(f        (6.46) 

0418,0)h/zln(0449,0f cn          (6.47) 

 

Os resultados foram obtidos com profundidades calculadas nas proximidades do final do piso, 

que são valores próximos aos que se estabeleceriam em bacias de dissipação horizontais na 

mesma posição vertical do piso. Como ilustrado na Figura 6.27b, os valores calculados com 

os resultados numéricos de acordo com a metodologia descrita coincidem aproximadamente 

com a solução de Chanson (2002) para os menores valores de z/hc. Os resultados obtidos 

possuem min(fn)=0,068 e max(fn)=0,21 e são válidos para z/hc entre 1,5 e 40. Como pode ser 

visto na Figura 6.27d, o valor da declividade da linha de energia na região de escoamento 

uniforme, calculada com a metodologia descrita, coincide de forma aproximada com o valor 

teórico previsto, isto é, sen(atan(0,5))=0,447, para z/hc entre 10 e 40. 

 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 6.27 – Resultados correspondentes aos experimentos numéricos NF1.1 e NF1.2: Energia residual (a), 

fator de resistência (b), comparação entre valores calculados com a função logarítmica e os dados numéricos (c) 

e declividade da linha de energia (d). Valores calculados com as equações 6.43 e 6.46 (a e b). 

 

Verifica-se que a presente metodologia permite expandir o conhecimento acerca dos 

escoamentos em canais escalonados (vertedores), mostrando que os resultados encontrados na 

literatura preenchem requisitos particulares desses escoamentos. 
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7 DESENVOLVIMENTOS TEÓRICOS 

As impressões decorrentes da leitura dos trabalhos existentes, além daquelas provenientes dos 

experimentos desta pesquisa, conduziram à seleção de variáveis e proposição de hipóteses 

relativas a relações entre elas. Entre as abordagens teóricas encontram-se análises 

dimensionais, soluções inéditas para o perfil da superfície livre, uma equação para o fator de 

resistência e uma equação para o comprimento de transição encontrado com as medidas dos 

perfis da superfície livre. 

 

7.1 Análise dimensional 

O uso de variáveis adimensionais é indispensável em estudos ligados à Mecânica dos Fluidos 

e Hidráulica. Esta prática reduz o número de graus de liberdade do problema e produz 

resultados que independem do sistema de unidades adotado. Como exemplo, pode-se 

mencionar o diagrama de Moody, que é uma representação altamente compacta da relação 

entre o fator de resistência com a velocidade média, a viscosidade cinemática, a rugosidade 

absoluta equivalente e o diâmetro interno do tubo. Quando se pretende substituir as variáveis 

dimensionais por números puros, é razoável perguntar: (1) Quantos números adimensionais 

são necessários para descrever o fenômeno? (2) Como obter tais números? Uma possível 

maneira de responder a estas questões é com o uso do teorema de Vaschy-Buckingham. Antes 

de enunciar o teorema, é necessário observar as seguintes definições básicas: 

 

Definição 1. Grandezas físicas dimensionais são aquelas que possuem dimensões associadas 

a elas, como a velocidade, pressão, força, aceleração, etc. Elas são denotadas neste texto por 

Gi, em que i = 1,2,...,n, sendo n o número de grandezas físicas que representam o fenômeno. 

As grandezas físicas podem ser funções ou constantes. 

 

Definição 2. Número total de unidades fundamentais, denotado por j, é o número de unidades 

dimensionais necessárias para escrever as unidades de cada variável do fenômeno. Neste 

texto, tais grandezas são: massa, comprimento, tempo e temperatura. 

 

Definição 3. Uma matriz dimensional possui j linhas e n colunas. Cada elemento da matriz é 

determinado pela comparação do expoente de Gi com a unidade fundamental da linha 

correspondente, sendo igual ao expoente dessa unidade fundamental presente em G. 

 

Teorema 1. Se um fenômeno físico puder ser descrito através de uma função F(G1, G2,..., Gn) 

= 0, então o mesmo fenômeno também pode ser descrito por meio de uma função (1,2, 

..., n-r) = 0, de n-r números adimensionais independentes e com a forma: 
 

iiii z
n

c
3

b
2

a
1ii G...GGGA          (7.1) 
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Nesta equação r = característica da matriz dimensional (geralmente igual a j), Ai = número 

puro e ai, bi ci e zi são incógnitas, determinadas de tal maneira que a homogeneidade 

dimensional seja satisfeita. Nota-se que o Teorema 1 estabelece que os números 

adimensionais devem ser independentes, ou seja, não podem ser escritos como um múltiplo 

ou uma potência de outro. Essa independência é alcançada se para cada  existir um G 

diferente dos presentes nos demais ’s. 

 

7.1.1 Aplicação ao escoamento em canais em degraus 

Neste item o Teorema 1 é aplicado ao escoamento com superfície livre que ocorre em um 

canal com o fundo em degraus, como aquele da Figura 7.1. A escolha adequada das grandezas 

físicas é o primeiro passo para a realização da análise dimensional. Algumas escolhas são 

imediatas, como, por exemplo, a velocidade, a massa específica, a viscosidade dinâmica e a 

aceleração da gravidade, já que o escoamento ocorre com superfície livre. As demais 

variáveis relevantes para a análise são determinadas com base em conjecturas razoáveis e 

possíveis informações existentes. Canais com o fundo em degraus podem ser construídos com 

ângulos de inclinação () que variam desde valores pequenos até valores elevados, como 50º 

ou 60º, em vertedores de barragens. Como ilustrado na Figura 7.1, há uma posição ao longo 

de x a partir da qual o escoamento deixa de ser monofásico devido à entrada de ar através da 

superfície. A posição de início da aeração corresponde à posição onde a espessura da camada 

limite é igual à profundidade do escoamento, h. A aeração e a configuração da superfície livre 

dependem, entre outras variáveis, das dimensões dos degraus (“s”, “l” e k = scos). Uma 

maneira de representar a mistura bifásica é utilizando a fração de vazios, como discutido na 

revisão bibliográfica. 

A qualidade dos resultados obtidos por meio de estudos em modelos reduzidos está 

associada às dimensões do modelo físico, além de outros aspectos. Modelos físicos muito 

pequenos normalmente levam a resultados que não podem ser extrapolados para o protótipo, 

mesmo com o uso de números adimensionais. A quantificação de tais efeitos de escala é feita 

com adimensionais selecionados em função dos fenômenos envolvidos. Em vertedores, graças 

à incorporação de ar, é razoável incluir os efeitos da tensão superficial entre ar e água. Deve-

se levar em consideração também a possibilidade de ocorrência de cavitação, sobretudo na 

região de escoamento monofásico, sendo o campo de pressões (p) relevante para o fenômeno, 

ou, em outros termos, a diferença entre a pressão absoluta p e a pressão de vapor pv, denotada 

por p. Uma vez que a compressibilidade da água é importante durante o colapso de 

cavidades, deve-se incluir na análise o módulo de elasticidade volumétrico do fluido (K). A 
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freqüência fp, utilizada anteriormente para definir o número de Strouhal, também foi 

selecionada. Finalmente, é razoável adotar um adimensional inicialmente genérico, T, que 

caracterize a turbulência. Neste trabalho, T foi representado de algumas formas apenas para a 

superfície livre, como com o uso da intensidade turbulenta relativa e com os coeficientes de 

assimetria e curtose, que envolvem momentos centrais. 

 

 
Figura 7.1 – Desenho esquemático de um canal com o fundo em degraus 

 

Reunindo as variáveis mencionadas anteriormente e outras definidas a seguir, existe a 

seguinte função que descreve o fenômeno: 

 

  0T,f,g,C,,B,k,l,s,L,,K,,,,p,VF pac        (7.2) 

 

em que V = velocidade média, p = p-pv,  = massa específica da água,  = viscosidade 

dinâmica,  = tensão superficial, K = módulo de elasticidade volumétrica,  = ângulo de 

inclinação do canal, Lc = comprimento característico, s = altura do degrau, l = comprimento 

do piso, k = scos, B = largura de topo do canal, a = massa específica do ar, C = fração de 

vazios, g = aceleração da gravidade, fp = freqüência dominante e T = adimensional para a 

turbulência. 

Como pode ser notado, o número de grandezas físicas definidas na função dimensional 

é n = 17. O campo de temperaturas não foi considerado neste problema, o que implica j = 3. 

Portanto, a matriz dimensional possui a seguinte forma: 

 
 V p    K  Lc s l k  a C g fp T 

M 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

L 1 -1 -3 -1 -1 -1 0 1 1 1 1 1 -3 0 1 0 0 

T -1 -2 0 -1 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 -1 0 

 

O próximo passo para aplicação do método consiste em determinar a característica 

(rank) da matriz dimensional, que para este problema é igual a três. Como mencionado 

anteriormente, cada número adimensional deve envolver uma grandeza G diferente daquelas 
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existentes nas demais para que haja independência entre os ’s. Deve-se então escolher um 

conjunto de variáveis a repetir, formado por um número de variáveis igual à característica da 

matriz dimensional. Como regra, o coeficiente da matriz dimensional do sistema pró-básico 

(variáveis repetidas) deve ser diferente de zero. Observadas essas regras, o sistema pró-básico 

será formado por variáveis que, quando combinadas, não resultam em um número 

adimensional. Para esse problema foram escolhidas as variáveis V,  e Lc (base dimensional), 

cuja matriz dimensional possui determinante igual a -1. Cabe mencionar que é comum 

escolher V e  e uma grandeza geométrica para compor o sistema pró-básico. 

Com os resultados precedentes, a próxima etapa consiste em determinar os números 

adimensionais. Como n = 17 e r = 3, serão obtidos 14 adimensionais. Empregando a equação 

7.1 com zi = +1 ou zi = -1 (os valores foram escolhidos convenientemente para obter números 

adimensionais com as formas padrão) obtém-se: 

 

pLVA 111 c
c

ba
11           (7.3) 

 222 c
c

ba
22 LVA          (7.4) 

 333 c
c

ba
33 LVA          (7.5) 

KLVA 444 c
c

ba
44           (7.6) 

 555 c
c

ba
55 LVA          (7.7) 

kLVA 666 c
c

ba
66           (7.8) 

sLVA 777 c
c

ba
77           (7.9) 

lLVA 888 c
c

ba
88           (7.10) 

a
c
c

ba
99

999 LVA           (7.11) 

CLVA 101010 c
c

ba
1010           (7.12) 

BLVA 111111 c
c

ba
1111           (7.13) 

gLVA 121212 c
c

ba
1212           (7.14) 

p
c
c

ba
1313 fLVA 131313          (7.15) 

TLVA 141414 c
c

ba
1414           (7.16) 

 

Para garantir a homogeneidade dimensional nas equações 7.3 a 7.16 os expoentes são 

determinados com a solução das equações formadas pelas dimensões de cada grandeza, como 

apresentado a seguir: 
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Equação 7.3: 
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        (7.17) 

 

Nota-se que o resultado obtido é o número de cavitação. O valor de A1 pode ser escolhido 

como sendo igual a 1 ou igual a 2. 

 

Equação 7.4: 
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Neste caso adotou-se A2 = 1 e z2 = -1 com o intuito de obter o número de Reynolds. Para que 

ele seja expresso em termos do diâmetro hidráulico, utiliza-se Lc = 4Rh, (Rh = raio hidráulico). 

 

Equação 7.5: 
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O resultado obtido é o número de Weber, com A3 = 1 e z3  =-1. 

 

Equação 7.6: 
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Verifica-se que as escolhas para A4 e z4 resultaram no número de Cauchy. 
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Equação 7.7: 
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Neste caso, como esperado, o adimensional é o próprio ângulo . 

 

Equação 7.8: 
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O resultado obtido é uma razão do tipo k/Lc, que pode ser vista como uma razão de aspecto 

semelhante à rugosidade relativa para tubos, com k equivalente à rugosidade absoluta 

equivalente e Lc equivalente ao diâmetro. Pode-se adotar A6 = 1 e Lc = 4Rh para que o número 

puro seja escrito em termos do diâmetro hidráulico. Isto não afeta de nenhum modo o 

resultado final da análise, porém, trata-se de uma escolha que mantém certa coerência com as 

definições empregadas em hidráulica. 

 

Equação 7.9: 
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Não há analogia como ocorreu no caso anterior. Apesar disto, optou-se por A7 = 1 e Lc = 4Rh, 

quantidade que pode ser alterada convenientemente em aplicações futuras. 

 

Equação 7.10: 
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Valem os comentários feitos para o adimensional precedente. 

 

Equação 7.11: 
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Este adimensional é numericamente igual à densidade do ar (densidade relativa). Para um 

experimento realizado com água e ar ele é, em grande parte das aplicações, uma constante. 

 

Equação 7.12: 
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Por ser uma grandeza adimensional, a fração de vazios é igual a 10, como esperado. 

 

Equação 7.13: 
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Este número é interessante por incluir a largura de topo do canal. 

 

Equação 7.14: 
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Este número é igual ao quadrado do número de Froude (com certa freqüência, é o quadrado o 

número de Froude que aparece nos resultados e não o número de Froude). Neste caso, é 

comum adotar A12 = 1 e Lc = Hm, em que Hm = altura média, definida como a razão entre a 

área molhada e a largura de topo da seção. 

 

Equação 7.15: 
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O resultado obtido é o número de Strouhal (A13=1). O último cálculo é semelhante ao 

realizado para o ângulo  e para C, uma vez que T é um adimensional por definição. 

Com os resultados anteriores a função  pode ser escrita com a seguinte forma: 
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      (7.30) 

 

A quantidade de números adimensionais ilustra a complexidade do problema. Se a 

reoxigenação da água fosse inserida na análise assim como a liberação de gases dissolvidos e 

a influência da rugosidade absoluta equivalente da superfície do material que compõe dos 

degraus, a função seria dependente de uma quantidade ainda maior de adimensionais. O 

último passo da análise dimensional consiste em estabelecer a forma da função  e os valores 

das constantes envolvidas. Essa tarefa não pode ser realizada sem a realização de 

experimentos, normalmente efetuados em laboratório, com modelos em escala reduzida, mas 

que também podem ser experimentos numéricos, com soluções obtidas a partir das equações 

de conservação atreladas a modelos de turbulência (embora esta seja uma alternativa com 

limitações em relação à primeira). Outro caminho para a determinação da função seria a via 

teórica. A seguir são expostos comentários sobre aspectos físicos ligados a alguns 

adimensionais presentes na equação 7.30, especificamente para o escoamento desta aplicação: 
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1) Ao adimensionalizar a equação de Navier-Stokes surgem os números de Reynolds e 

Froude. Uma conseqüência deste resultado é o fato de não ser possível igualar os números de 

Reynolds e Froude de um modelo reduzido aos mesmos números do protótipo 

correspondente. Sendo assim, o número de Reynolds do escoamento em um modelo com 

escala reduzida deve ter um valor soleira (isto é, de referência) compatível com a turbulência 

observada no protótipo. Nos estudos experimentais deve ser verificada a dependência dos 

números adimensionais com Re; 

 

2) A experiência mostra que modelos reduzidos com escalas inadequadas interferem no 

fenômeno de aeração do escoamento. Investigações experimentais relativas a um aerador de 

fundo implantado em uma calha lisa, conduzidas por Pinto (1988, p.100), em modelos de 

escalas 1:50, 1:30, 1:15 e 1:8 revelaram que o fenômeno de aeração depende do número de 

Weber, mostrando que a tensão superficial é importante, a menos que este parâmetro atinja 

um valor crítico, situado entre 500 e 1000; 

 

3) O número de Cauchy está associado à compressibilidade do fluido e, portanto, à 

cavitação. Neste caso, este adimensional pode ser relacionado à cadeia de eventos que 

decorrem do colapso de uma bolha gasosa ou vaporosa, que libera grande quantidade de 

energia, a qual se traduz na propagação de ondas que viajam através do líquido e que podem 

atingir superfícies sólidas, deteriorando-as; 

 

4) O ângulo do canal e as três razões de aspecto seguintes exercem influência, por exemplo, 

na ocorrência de diferentes tipos de escoamento em canais em degraus, na posição de início 

da aeração e na dissipação de energia ao longo do canal. Há canais cujos degraus possuem 

pisos não-horizontais ou com soleiras na extremidade de jusante. Para esses problemas, 

seriam necessárias razões de aspecto e ângulos adicionais para levar em consideração a 

influência de tais geometrias;  

 

5) Valores adequados para a fração de vazios C são de grande importância para a prevenção 

dos efeitos da cavitação e também alteram as condições de dissolução de gases na água; 

 

6) O adimensional que envolve a largura é importante por generalizar a análise que, em 

muitos casos, é realizada com a hipótese de canal largo. A influência das paredes laterais 

pode ser importante, por exemplo, em canais de sistemas de drenagem nos quais os valores 

de Lc/B (que pode ser h/B) nem sempre tendem a zero; 

 

7) O número de Froude é indispensável já que o escoamento ocorre com superfície livre e 

este adimensional relaciona forças inerciais e gravitacionais. Embora tenha sido mencionado 

que Lc = Hm, em estudos relacionados a vertedores em degraus, há definições de Froude em 

termos das dimensões da cavidade formada entre degraus, ou, mais especificamente, em 

termos de “k”, como apresentado nos capítulos anteriores. 

 

A análise dimensional também pode ser realizada de forma direcionada, ainda mais 

específica, como apresentado a seguir. 

 

7.1.2 Analise dimensional para a dissipação de energia em canais em degraus 

Este item tem como objetivo aplicar a análise dimensional ao problema de escoamentos em 

canais com o fundo em degraus, como esquematizado na Figura 7.1. Percebe-se que, para 
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aquela situação, há um escoamento do tipo deslizante sobre turbilhões (skimming flow), sendo 

essa uma restrição atrelada aos desenvolvimentos expostos aqui. A energia dissipada por 

unidade de volume de fluido (E) entre duas seções 1 e 2 separadas por uma distância x 

pode ser tratada com o uso do Teorema 1, na forma: 

 

  0C,,B,,,,l,s,k,x,g,,E,L,V,F mepc        (7.31) 

 

Nota-se que na definição desta função foram inseridas rugosidades absolutas 

equivalentes () para o piso do degrau (p), para o espelho do degrau (e) e para os muros 

laterais (m, supostamente iguais). Tal consideração é válida, pois há interesse em conhecer a 

influência desta grandeza nos valores de E. A Figura 7.2 ilustra dois canais em degraus que, 

embora não estejam operando em regime deslizante sobre turbilhões nessas fotografias, são 

dois exemplos com superfícies cujas rugosidades são distintas. 

 

(a) (b) (c) 

Figura 7.2 – Canais em degraus: (a) Barragem Rio da Dona (Imagem cedida por Antônio Gilberto Simões de 

Oliveira) e (b e c) canal dissipador de energia do sistema de drenagem do Campus II da USP – São Carlos. 

 

Nota-se que n = 16 para a função escolhida. Com j=3, a matriz dimensional para o 

problema em questão é: 

 
 V E    Lc s l k  p e m x g C 

M 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

L 1 -1 -3 -1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 

T -1 -2 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 

 

A característica desta matriz é igual a 3 e o sistema pró-básico escolhido é composto por 

V,  e Lc. Seguindo os mesmos procedimentos apresentados anteriormente, vem, 
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O adimensional obtido com A1 = 2 é: 
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           (7.33) 

 

Uma vez que as demais grandezas são semelhantes a aquelas do problema anterior, não 

é necessário efetuar todas as operações novamente. O adimensional 1 pode ser escrito como 

uma função de : 
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A perda de carga em um conduto forçado é proporcional à primeira potência do 

comprimento para o escoamento laminar completamente desenvolvido e em regime 

permanente, sendo esta uma conclusão que pode ser obtida experimentalmente e através da 

equação de Navier-Stokes e de conservação de massa, que resulta na conhecida solução de 

Hagen-Poiseuille. A experiência mostra que ocorre a mesma proporcionalidade para 

escoamentos turbulentos em condições semelhantes. O equacionamento apresentado aqui para 

a queda de energia não deve ser restrito aos escoamentos completamente desenvolvidos, uma 

vez que em um vertedor em degraus está condição é rara, ocorrendo apenas para a região 

bifásica e após um comprimento relativo extenso. Deste modo, assumir que tal dissipação está 

linearmente relacionada com o comprimento corresponderia a uma simplificação. Supondo 

que a linha de energia tenha uma forma qualquer, sempre com dE/dx<0, e que x é 

suficientemente pequeno para que a mencionada proporcionalidade linear seja válida, escreve-

se: 
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    (7.35) 

 

Multiplicando 1 por g/g, obtém-se: 
 

g2

V

L

x
fH

2

c


           (7.36) 

 

em que H = energia dissipada por unidade de peso de fluido e f = fator de resistência, igual à 

função 1. Substituindo Lc por 4Rh e fazendo If = H/x (declividade da linha de energia), a 

equação 7.36 é reescrita com a seguinte forma: 
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g2

V

R4

f
I

2

h
f            (7.37) 

 

Nota-se que a equação 7.37 é semelhante à de Darcy-Weisbach, exceto pela definição 

do fator de resistência, que para a equação universal é uma função do número de Reynolds e 

da rugosidade relativa. Se for assumido que  = p =e = m (o que não é verdade para a Figura 

7.2b) e que a influência de /Lc pode ser desprezada quando comparada a k/Lc, o fator de 

resistência é simplificado para: 
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As hipóteses que permitiram a obtenção da equação 7.38 são razoáveis para grande 

parte dos vertedores de barragens normalmente adotados em projetos. Ainda sobre este tipo 

de estrutura, pode-se afirmar que é comum ocorrer a condição de canal largo, o que elimina a 

possibilidade de existência de uma boa correlação entre f e Lc/B. Assumindo que f é 

independente de Re (uma hipótese que necessita de maiores embasamentos, mas que é 

utilizada neste estudo como hipótese passível de teste), a equação 7.38 passa a ser: 
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7.2 Modelo matemático para o perfil da superfície livre 

O uso de algumas hipóteses e das equações de conservação de energia e massa ou equação da 

quantidade de movimento e conservação de massa têm como resultado uma equação 

diferencial ordinária cujas soluções são funções h(x), i.e., o perfil da superfície livre. Este 

item é dedicado às deduções desta EDO e de suas soluções para formas adimensionais. 

 

7.2.1 Dedução da equação diferencial ordinária para o perfil da superfície livre 

Primeira dedução (conservação de energia)  

A conservação de massa e energia são os princípios básicos desta dedução. O primeiro 

conjunto de hipóteses está presente na primeira lei da termodinâmica escrita com a forma 

apresentada a seguir: 
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        (7.40) 
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Nesta equação, 1 e 2 são os coeficientes de Coriolis nas seções 1 e 2. Se as seções 1 e 2 

estiverem separadas por um comprimento x, pode-se escrever: 
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       (7.41) 

 

A distribuição de pressões, por hipótese, é calculada por meio do equilíbrio de um elemento 

de fluido perpendicular ao fundo. Sendo hBdx o peso do fluido correspondente a ele, a sua 

componente normal ao fundo é hBdxcos. A outra força atuante na direção normal ao fundo 

é a força de pressão no fundo, igual a -pBdx. A condição de equilíbrio na direção 

perpendicular ao fundo do canal resulta na equação 7.42, apresentada por Chow (1959): 

 

 coshp           (7.42) 

 

Substituindo este resultado na equação 7.41 e, para x0, obtém-se: 
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em que c = coeficiente de Coriolis. O último termo do segundo membro pode ser reescrito da 

seguinte forma: 
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Substituindo este resultado na equação 7.43 e identificando o número de Froude (Fr), pode-se 

escrever: 
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c         (7.44) 

 

Isolando dh/dx e, reconhecendo que dH/dx = -If (declividade da linha de energia [m/m]) e 

dz/dx = -Io (declividade de fundo [m/m]), vem: 
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          (7.45) 

 

A equação anterior é conhecida como equação diferencial do escoamento gradualmente 

variado. A sua dedução pode ser encontrada em obras clássicas como Chow (1959) e 

Henderson (1966). 



354 

 

Segunda dedução (2ª Lei de Newton) 

Os princípios de conservação de massa e o balanço de quantidade de movimento são os 

fundamentos desta dedução. Esta segunda dedução inclui a possibilidade de regime variável 

com o intuito de obter as equações de Saint-Venant. O volume de controle adotado pode ser 

visto em destaque na Figura 7.3. Ressalta-se que a simplicidade do modelo matemático 

deduzido não faz distinção entre um canal liso ou em degraus, sendo, portanto, válido para 

ambos os casos. 

 

 
Figura 7.3 – Volume de controle adotado para a dedução 

 

A equação de conservação de massa em sua forma integral é: 

 

0ndAvdVol
t

scvc





         (7.46) 

 

O volume de controle adotado possui apenas duas faces permeáveis, uma entrada e uma 

saída. O escoamento é, por hipótese, unidimensional. Deste modo, sendo Q a vazão e 1 e 2 as 

seções de entrada e saída, respectivamente, a equação pose ser simplificada para a seguinte 

forma: 
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          (7.47) 

 

Utilizando o teorema do valor médio e fazendo x0, obtém-se a equação da continuidade na 

forma conservativa: 
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          (7.48) 

 

A segunda lei de Newton escrita para um volume de controle e em sua formulação 

integral pode assumir a seguinte forma: 
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F         (7.49) 

 

em que F = força resultante. 

Com a hipótese de escoamento unidimensional (em x), incompressível e levando em 

conta apenas a entrada (1) e saída (2), a equação é reescrita: 
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As forças consideradas são: (1) Forças devidas às pressões nas seções 1 e 2, calculadas 

com distribuições semelhantes à da equação 7.42; (2) Força de cisalhamento ao longo do 

perímetro molhado; (3) Força devida ao peso de líquido no volume de controle. Utilizando a 

geometria do problema e as hipóteses anteriores, escreve-se: 

 

xPcosx)Ah(
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AF 0        (7.51) 

 

1) Força Peso. O peso do líquido presente no volume de controle é igual a Ax. Na direção 

do escoamento, a componente é Axsen ou -Axdz/dx. 

2) Força devia a pressão. A força na seção 1 é F1. Na seção 2, a força é F1+(dF1/dx)x. Deste 

modo, a diferença entre as forças nas seções 1 e 2 é igual a: 

 

x
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Com a distribuição de pressões dada pela equação 7.42, obtém-se: 

 

 cosx
dx

)Ah(d
FF 21  

 

em que h  é a distância desde a superfície livre até o centro de gravidade da seção. O mesmo 

resultado é obtido considerando variações na área e na profundidade desde que os termos 

envolvendo produtos de diferenciais sejam desprezados. 

 

3) Cisalhamento. O cálculo da força devida ao cisalhamento é feito coma tensão média de 

cisalhamento sobre o perímetro molhado. 
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Com as considerações feitas até aqui as integrais da equação 7.50 devem ser avaliadas. 

A primeira é aquela que envolve a taxa de variação da quantidade de movimento da massa no 

interior do volume de controle. Reconhecendo que dVol = Adx, escreve-se: 
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Com valores médios e o coeficiente de Boussinesq, as integrais sobre as superfícies são 

calculadas da seguinte forma: 
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Combinando as formulações anteriores: 
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Dividindo a equação por x: 
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Uma vez que as posições que definem x são independentes do tempo, o uso do 

teorema de Leibniz em sua forma mais simples possibilita reescrever a integral presente na 

equação anterior. Empregando o teorema do valor médio, é obtido o seguinte resultado: 
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A tensão de cisalhamento precisa ser modelada. Para tanto, utilizou-se a definição do 

fator de resistência semelhante à definição para coeficientes de arrasto e a equação de Darcy-

Weisbach: 
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       (7.53) 

 

Substituindo na equação 7.52, pode-se escrever: 
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      (7.54) 
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As equações 7.48 e 7.54 formam um sistema hiperbólico, escrito na forma conservativa. 

Em regime permanente, a equação 7.48 é: 
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         (7.55) 

 

Para o regime permanente e com coeficiente de Boussinesq independente da posição, a 

equação 7.54 assume a seguinte forma: 
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As derivadas podem ser reescritas, como apresentado a seguir: 
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Substituindo na equação 7.56 e simplificando, vem: 
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Reconhecendo o número de Froude, o resultado obtido é: 
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          (7.57) 

 

Nota-se que as equações 7.45 e 7.57 são semelhantes, exceto pelos coeficientes de 

correção de Coriolis e Boussinesq e pela definição de Fr. 

 

7.3 Formas adimensionais para o perfil da superfície livre 

Neste item é realizada a substituição das variáveis dimensionais encontradas na equação 7.57 

por variáveis dimensionais. Em seguida são apresentadas soluções analíticas para as equações 

em termos de variáveis adimensionais. 

 

7.3.1 Primeira forma adimensional: () 

Os adimensionais empregados nesta seção foram introduzidos por Hager e Blaser (1998) em 

um trabalho sobre canais lisos e utilizados por Boes (2000) para canais com o fundo em 
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degraus. Embora sejam os mesmos adimensionais, a equação deduzida por esses 

pesquisadores é diferente daquela apresentada aqui. Os adimensionais utilizados são: 
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         (7.58) 

 

Derivando-os, obtém-se: 
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         (7.59) 

 

Outras relações são necessárias para obtenção da forma final da EDO. A equação de 

Darcy-Weisbach e o número de Froude podem ser escritos com variáveis adimensionais da 

seguinte maneira: 
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A relação If/Io, com o uso da equação 7.60, é: 
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          (7.62) 

 

em que A = B/hu. Substituindo 7.59 em 7.57, vem: 
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Com as equações 7.61 e 7.62, a equação 7.63 pode ser reescrita da seguinte forma: 
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A equação 7.60 para o regime uniforme permite que a razão ho/hc seja substituída: 
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Finalmente, substituindo 7.65 em 7.64, obtém-se: 
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Esta equação foi apresentada por Simões, Schulz e Porto (2010a, p.330), sem a dedução 

exposta aqui. A condição de canal largo leva ao resultado obtido por Simões (2008, p.174), 

escrito a seguir: 
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7.3.2 Segunda forma adimensional: () 

Os adimensionais utilizados neste item foram utilizados no capítulo sobre desenvolvimentos 

experimentais e encontram-se listados a seguir: 
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Utiliza-se também os seguintes adimensionais, que surgem ao longo da dedução: 
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Considerando que senz/x e com os equacionamentos já apresentados, a equação 7.57 

é reescrita da seguinte maneira: 
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Finalmente, multiplicando este resultado por 
3
, obtém-se a equação final: 
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A equação anterior foi apresentada por Simões, Schulz e Porto (2010c). A condição de 

canal largo implica  = 0 e reduz a equação 7.70 à forma proposta por Simões (2008, p.176). 

Esta equação é: 
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         (7.71) 

 

7.3.3 Soluções analíticas para as adimensionalizações apresentadas 

Equação 7.66 

A solução analítica para a primeira forma adimensional proposta, equação 7.66, foi 

desenvolvida por Schulz e apresentada em Simões, Schulz e Porto (2010a). Como hipótese, 

assumiu-se que o fator de resistência é uma constante. O resultado obtido foi escrito sob a 

forma de um sistema de equações e é uma função () e não (), como apresentado a seguir: 
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em que  = f(1+2/A)/(8tg) e D é a constante de integração. 

 

Equação 7.70 

A EDO 7.70 foi integrada por Schulz e os detalhes relacionados à solução podem ser vistos 

em Simões, Schulz e Porto (2010c). Assim como foi feito para a equação anterior, a solução 

representa (). A integração desta equação resultou em: 
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em que CI’ = constante de integração determinada para H = 0 e  = 1 ou outro valor 

pertencente ao perfil S2;  = cos nesta solução; d = -b; e = -/b. b é definido a seguir: 
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7.4 Fator de resistência 

No âmbito dos desenvolvimentos propostos para este tese, Simões, Schulz e Porto (2010b) 

apresentaram uma formulação para o cálculo do fator de resistência médio que o relaciona 

com o número de Froude da seção de jusante (F=F1), além de outras grandezas. A formulação 

foi obtida a partir da equação da energia e de quantidade de movimento aplicada a um volume 

de controle com seção de entrada na posição com escoamento crítico e saída em uma posição 

vertical z, abaixo da crista. Esta dedução foi efetuada no contexto da presente linha de 

pesquisa, sendo uma contribuição de Schulz (em Simões, Schulz e Porto, 2010b) que, 

segundo este autor, encontrou motivação nos resultados adimensionais de Simões (2008). 

 

7.4.1 Equação da energia 

O volume de controle adotado corresponde a um trapézio com seção de entrada denotada por 

“0” e seção de saída representada por “1”. Como hipótese, assumiu-se que a diferença de 

pressões entre as seções é igual a zero e que o canal é largo. Sendo assim, a equação da 

energia com a equação de Darcy-Weisbach assume a seguinte forma: 
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Reescrevendo a equação em termos da vazão específica, obtém-se: 
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Para que o cálculo da energia dissipada possa ser efetuado é necessário conhecer a 

função h(x). A estratégia empregada para a construção deste modelo consistiu em adotar uma 

variação linear para o perfil da superfície livre como primeira aproximação: 
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em que x = x1-x0 (x = coordenada  longitudinal) e h = h0-h1. Combinando as equações e 

integrando: 
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Cabe destacar as seguintes definições: z = z0-z1 e hmean = (h0+h1)/2 (a notação original 

utilizada na primeira publicação foi preservada). Prosseguindo com os cálculos: 
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Neste ponto da dedução foi inserido um coeficiente de correção 1 para levar em 

consideração a não linearidade do perfil. Isolando o fator de resistência, utilizando o número 

de Froude, assumindo que h0 = hc e simplificando a equação, obtém-se: 
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Sabe-se que f > 0. Portanto, deve-se ter: 
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7.4.2 Balanço de forças 

Considera-se neste balanço de forças o peso do líquido, as pressões e a resistência oferecida 

ao escoamento. Deste modo, tem-se: Peso+Pressão.área = força de resistência. O peso é 

calculado considerando um perfil longitudinal do escoamento com forma trapezoidal. As 
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pressões são aproximadas com distribuições hidrostáticas e a força de cisalhamento é 

calculada coma tensão no fundo: 
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Simplificando: 
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em que 2 = segundo coeficiente de correção. Destaca-se que a tensão de cisalhamento foi 

calculada com base na velocidade V1. Combinando o último resultado anterior com a equação 

7.77, vem 
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7.4.3 Solução final 

A equação 7.79 pode ser resolvida analiticamente para o fator de resistência com a solução da 

equação do segundo grau. A escolha da raiz foi orientada pela condição física f > 0. Com tais 

considerações, a solução obtida por Simões, Schulz e Porto (2010b, p. 332) assume a forma 

dada pela equação 7.80. 
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7.5 Comprimento de transição para o escoamento bifásico: Parte 1 

Existe um comprimento de transição entre o perfil S2 e o escoamento bifásico com 

profundidade média constante, como destacado no capítulo sobre resultados experimentais. 

Foram propostas algumas formulações que descrevem o comportamento deste comprimento 

de transição e, como resultados de tais estudos, há referências a serem citadas. Os primeiros 

trabalhos sobre o tema são os de Schulz e Simões (2011) e Simões (2011). Em seguida, 

Simões, Schulz e Porto (2011) apresentaram comparações entre os modelos propostos e 

resultados experimentais. Além dessas publicações, foi apresentada a definição de 

comprimento de transição, encontrada nos dados experimentais desta tese, na resposta à 

discussão apresentada por Takahashi e Ohtsu (2011). 

Neste item é apresentado o modelo de Simões, Schulz e Porto (2011). O volume de 

controle escolhido contém uma entrada (seção 1), uma saída (seção 2) e uma parte da 

superfície de controle, a superfície livre, através da qual o ar é capturado. Nesta região há 

também ejeções de gotas de água que podem ou não retornar para o escoamento por meio 

dela. Como hipótese, assume-se que os transportes de massa, quantidade de movimento e 

energia ocorrem apenas através das seções 1 e 2 em quantidades apreciáveis. A Figura 7.4 

resume as considerações precedentes. 

 

 
 

Figura 7.4 – Desenho esquemático utilizado para a construção do modelo 
 

7.5.1 Conservação de massa 

A equação de conservação de massa para escoamentos em regime permanente, em sua forma 

integral e para volumes de controle é: 
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A massa específica na seção 1 é igual à da água. Na seção 2, entretanto, há bolhas de ar 

envolvidas pelo líquido, não sendo possível utilizar uma massa específica média ou um valor 

para a mistura (as bolhas possuem alguns milímetros de diâmetro). A existência de bolhas no 

líquido faz com que a distribuição de massa específica do escoamento bifásico seja composta 

por gradientes demasiadamente elevados.  No interior de uma bolha, junto à interface, a massa 

específica é igual à do ar. Após a interface, no líquido, a massa específica é a da água. Como a 

espessura da interface ar-água é muito pequena, os gradientes são elevados, o que permite 

criar uma imagem aproximada de um campo de massa específica repleto de descontinuidades. 

Para a seção 1, pode-se escrever a seguinte igualdade: 
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em que V é o valor médio na seção transversal. 

Apesar das considerações anteriores, adota-se neste desenvolvimento o uso de 

formulações clássicas para a mistura. Ao longo da seção 2, a massa específica e a velocidade 

são funções da posição. Deste modo, sabe-se que: 
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         (7.83) 

 

Com o intuito de utilizar uma igualdade semelhante a aquela definida pela equação 

7.82, é introduzido um coeficiente de correção 0: 
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Se 0 = 1, isto significa que as distribuições na seção 2 são uniformes, logo: 

 

222111 AVAV           (7.85) 

 

Utiliza-se aqui a formulação clássica para equacionar a massa específica da mistura, na 

seção 2 e na região de escoamento bifásico do trapézio. Para tanto, o número de Mach deve 

ser muito menor do que a unidade, ou seja, a mistura deve ter um comportamento 

incompressível. 
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Substituindo 7.86 em 7.84 e simplificando, o resultado é: 
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A área utilizada corresponde a área de um canal retangular (A = Bh) e h* = h2/h1. 

 

 

7.5.2 Quantidade de movimento 

A segunda lei de Newton (equação da quantidade de movimento linear) é utilizada em sua 

forma integral, euleriana e em regime permanente. 
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em que  é o coeficiente de Boussinesq na seção 1 e 1 é um coeficiente de correção 

semelhante ao de Boussinesq que leva em conta o fato de: 
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Força peso: Considera-se a área trapezoidal destacada na Figura 7.4 e uma fração 2 desta 

área que corresponde aproximadamente ao triângulo inferior. Assume-se também que a massa 

específica da fração da área trapezoidal restante seja igual à massa específica da mistura, 

definida por meio da equação 7.86. 
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Forças resultante das pressões em 1 e 2 (Fp): 
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O cos aparece nas definições anteriores devido à adoção da equação 7.42. 
 

Força ocasionada pela tensão de cisalhamento no fundo: 
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Foram desprezadas as tensões cisalhantes nas paredes e superfície livre. Combinando as 

equações anteriores, vem: 
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Simplificando: 
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Com o intuito de estabelecer uma formulação que relacione adimensionais, utiliza-se L* 

= L/h1 e as definições de h* e Froude: 
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Com a equação 7.87 é possível substituir a relação entre velocidades presente na 

equação anterior, obtendo-se: 
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A tensão de cisalhamento no fundo foi modelada por meio da definição do fator de 

resistência de Darcy-Weisbach (f), calculado com grandezas da seção 1: 
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7.5.3 Conservação de energia 

Neste item é empregada a equação de conservação de energia em sua forma integral, euleriana 

e em regime permanente, assim como adotado para as equações de conservação anteriores. 
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em que Q  é a potência térmica resultante das trocas de calor através da superfície de controle 

e W  é a potência resultante das diferentes formas de trabalho; e = gz + v
2
/2 + u (energia 

específica no sentido termodinâmico). 
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As integrações foram aproximadas seguindo procedimentos semelhantes aos adotados 

anteriormente. Tendo como intenção o uso de grandezas médias na seção transversal 2, foi 

considerado um coeficiente de correção 3, no termo correspondente à energia cinética, 

semelhante ao coeficiente de Coriolis, empregado para a seção 1 (c1). A energia potencial de 

um elemento de fluido varia ao longo das posições verticais das seções de entrada e saída. 

Sendo Z1 a cota de um elemento de fluido junto ao fundo da seção 1 e Z2 a cota de um 

elemento de fluido junto ao fundo da seção 2, igual a zero, pode-se escrever z1 em função de h 

como z1=Z1+hcos. Do mesmo modo, z2=hcos. 
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Uma fração do trabalho pode ser interpretada como sendo aquela devida à parte esférica 

do tensor das tensões. Esta parcela é conhecida como trabalho de escoamento ou trabalho das 

forças de pressão (Wp). Matematicamente, pode-se escrever a seguinte igualdade: 
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Combinando todos os resultados a partir da equação 7.98 e utilizando a relação geométrica 

Z1=Lsen, escreve-se: 
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em que Wr é a resultante das demais formas de trabalho, ocasionadas por tensões de 

cisalhamento e máquinas hidráulicas, não consideradas neste problema. As integrais restantes 

foram aproximadas com o uso de valores médios e coeficientes de correção, definidos a 

seguir: 
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Substituindo a 7.103 em 7.102 e rearranjando os termos, uma possível forma para a equação 

resultante é: 
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Utilizando a equação 7.84 na equação 7.104 e multiplicando-a por -1, obtém-se: 
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O termo hp representa as irreversibilidades. Nota-se que ele inclui a variação da energia 

interna, a potência térmica resultante que atravessa a superfície de controle e a potência 

resultante comentada anteriormente. A equação 7.105 pode ser reescrita como: 
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Com a equação 7.87 é possível substituir a relação entre velocidades presente na 

equação anterior e se a mesma for dividida por h1 é obtida uma formulação adimensional: 
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A perda de energia ocorrida no trecho de comprimento L deve ser modelada de alguma 

maneira. Adotou-se como alternativa uma estratégia semelhante a empregada para perdas de 

carga localizadas: 
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Combinando as equações 7.108 e 7.109 e isolando o termo que envolve a fração de vazios, 

obtém-se a equação final: 
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7.5.4 Síntese do modelo proposto 

O sistema obtido é composto pelas equações 7.94 e 7.110, reescritas a seguir: 
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Ao substituir 7.110 em 7.94 é conseguida uma equação não linear que relaciona L* e 

h*. As constantes, evidentemente, devem ser calculadas com informações experimentais ou 

alguma teoria. A proposição deste modelo teve como principal objetivo destacar a 

complexidade encontrada quando se pretende aplicar as leis básicas com poucas 

simplificações ao problema em questão, que inclui escoamento bifásico. A existência de dez 

constantes e a forma das equações são características indesejáveis em um ponto de vista 

prático. 

 

7.6 Comprimento de transição: Parte 2 

Neste item são apresentadas outras formulações relacionadas ao comprimento de transição. 

As equações foram desenvolvidas no contexto deste doutorado e das pesquisas relacionadas, 

e, assim como ocorreu com alguns modelos já apresentados, elas foram publicadas antes da 

apresentação desta tese. 

 

7.6.1 Proposta fundamentada em analogia com as leis básicas 

Uma análise alternativa, apresentada por Schulz e Simões (2011), levou à definição da taxa de 

geração de vazios entre as seções 1 e 2 (Figura 7.4), denotada por C . Assumiu-se que esta 

grandeza é proporcional à vazão específica, q, e à declividade da superfície livre, dh/dx. Tais 

proporcionalidades também podem envolver potências destas quantidades, porém, 

considerou-se a abordagem mais simples, com primeiras potências. Utilizando uma constante 

de proporcionalidade, K, a formulação básica assume a seguinte forma: 
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A vazão específica é uma constante para o regime permanente. A constante de 

proporcionalidade, K, pode ser função da posição, variando em função das características do 

meio, assim como ocorre com as constantes de proporcionalidade das leis básicas (Lei de 

Newton da viscosidade, Lei de Fick, Lei de Fourier, Lei de Ohm, Lei de Darcy). A primeira 

aproximação considerada assume que C  e K são constantes, o que conduz à seguinte solução: 
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Para o caso de K variável, considerou-se uma aproximação por meio de uma série do tipo: 
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Com truncamento de primeira ordem, i=1, obtém-se: 
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Observando a relação entre variáveis presente na equação 7.114, Schulz e Simões 

(2011) sugeriram uma formulação semi-empírica, apresentada a seguir. Nesta equação, i são 

coeficientes que devem ser calculados a partir de dados experimentais. 
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Aspectos físicos relacionados aos parâmetros envolvidos 

 

Considerando a dependência de C  para com x, cabe destacar os seguintes pontos: 

a) C  possui uma região de máximo no volume, o que faz com que a aproximação mais 

simples para C  seja uma equação de segunda ordem em x (ou, em outros termos, um 

polinômio de grau 2); 

b) Sendo assim, considerando o caso mais simples em que K é uma constante, isso implica 

que a evolução da superfície livre é não-linear, sendo regida no mínimo por uma função de 

terceira ordem em x (ou, em outros termos, um polinômio de grau 3). Essa condição é 

fisicamente necessária, porque a superfície evolui, nessa região (volume) como uma curva em 

S e apenas com funções de terceira ordem ou superiores pode-se gerar um ponto de inflexão. 

Esta correlação direta entre C  e h é imediatamente observável pela presente formulação. 

Adicionalmente, se K variar, sabe-se que C  seguirá um comportamento que imporá no 

mínimo uma função de terceira ordem para h. 

c) Qualquer função que se utilize para representar C  como função de x não afeta a 

generalidade da equação 2. Para demonstrar isto, considere-se o desenvolvimento a seguir. 

A função genérica envolve x multiplicado por alguma constante a determinar. É possível 

então adimensionalizar esta função na forma: 
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ai representa a(s) constantes(s) a determinar. As equações 7.111 e 7.116 permitem escrever: 
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          (7.117) 

 

bi representa a(s) novas constantes(s) a determinar. A integração do primeiro membro da 

equação 7.117 é feita entre 0 e 1, fornecendo, portanto, um valor numérico, denotado aqui por 

. O comprimento L, portanto, fica determinado por: 
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7.6.2 Modelo para o comprimento de transição total, entre h1 e h3 

Este item contém formulações para o comprimento do trecho entre h1 e h3, correspondente à 

variável L
o
, como indicado na Figura 7.5. Assim como no desenvolvimento da primeira 

formulação, foram utilizados os princípios básicos de conservação, porém, com 

simplificações adicionais e considerações que levam a um resultado mais simples e com 

caráter prático mais evidente em relação ao primeiro sistema apresentado (equações 7.94 e 

7.110). Assim como ocorreu com as soluções analíticas para a EDO, esta proposta insere-se 

na linha de pesquisa que contextualiza o doutorado, sendo uma contribuição de Schulz (de 

Simões, Schulz e Porto, 2010b) que, segundo o autor, é decorrência natural do trabalho 

efetuado em conjunto com a equipe, na pesquisa em tela. 

 

 
Figura 7.5 – Desenho esquemático do volume de controle adotado, com indicação dos comprimentos L 

(comprimento de transição) e L2-3 (comprimento entre o primeiro pico e o vale correspondente a h3). 

 

Formulação para o primeiro trecho 

A primeira simplificação empregada corresponde ao uso da seguinte relação geométrica: 

h2=h1+h. Sendo Ab a área da base de um elemento de fluido, paralela ao plano do fundo do 

canal, o volume correspondente é Vol=Abh. Portanto, a relação entre massas específicas é: 



374 

 

2

1

1

1

1

2

h

h

hh

h








         (7.119) 

 

A conservação de massa utilizada nesta formulação corresponde a: 

 

BhVBhV 222111           (7.120) 

 

Portanto, conclui-se de 7.119 e 7.120 que V1=V2. A equação da quantidade de movimento foi 

empregada incluindo as forças decorrentes das pressões, a força peso e a força resultante da 

tensão cisalhante. O resultado obtido é: 
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em que  é o coeficiente de Boussinesq. Utilizando a equação 7.120 e V1=V2, obtém-se: 
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Utilizou-se também a primeira lei da termodinâmica. Como simplificações, assumiu-se 

que Q =0, que as energias internas nas seções 1 e 2 são iguais, que (uVA)=0 e que W

=potência dissipada, igual a oAV. Deste modo, a equação da energia foi escrita com a 

seguinte forma: 
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A velocidade escolhida para representar a potência dissipada definida anteriormente foi 

aquela da seção 1. Junto com tal adoção, introduziu-se um coeficiente de ajuste . Igualando 

as tensões de cisalhamento das equações 7.122 e 7.123 e utilizando as igualdades propostas, é 

possível demonstrar a seguinte solução: 
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121        (7.124) 

 

Demonstração. A partir das equações 7.119, 7.120, 7.122 e 7.123, obtém-se: 
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Subtraindo estas equações e, com algumas operações algébricas, vem: 
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Portanto, fica confirmada a existência da equação 7.124.  
 

Formulação para o segundo trecho 

Os desenvolvimentos para o segundo trecho são análogos aos apresentados para o primeiro 

trecho. Como resultado, a equação obtida é: 
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Multiplicando este resultado por h* e substituindo Fr1 por Fr2 por meio da relação entre estes 

números adimensionais, obtém-se: 
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Equação para o comprimento entre h1 e h3 

O resultado final procurado é obtido somando-se as equações 7.124 e 7.126. Com o uso da 

variável L
o
 =L+L2-3, definida no Capítulo 3, a equação resultante é: 
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em que 425  . 

 

7.7 Dissipação de energia 

7.7.1 Considerações fenomenológicas 

A Figura 7.6 contém um esboço que ilustra diferentes possibilidades relacionadas à dissipação 

de energia em um canal em degraus. Nela são utilizados turbilhões para representar as 

menores estruturas coerentes do escoamento turbulento, sendo portadoras de pouca 
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quantidade de energia, estáveis e responsáveis pela dissipação de energia sob a forma de 

calor. 

No quadro (I), destacado do escoamento monofásico principal, é ilustrada a interação 

líquido-líquido que pode ocorrer nas menores escalas, assim como a consequente dissipação 

de energia sob a forma de calor. Nesta região a espessura da camada limite devida ao fundo 

do canal é menor do que a profundidade do escoamento e a camada limite devida à interface 

com o gás é ainda mais delgada. Apesar disto, não se pode considerar que esta região seja 

necessariamente uma zona com escoamento potencial devido às condições do escoamento a 

montante. Adicionalmente, fundamentado em estudos sobre escoamentos forçados em um 

canal em degraus, como apresentado por Silveira-Neto (2003), supõe-se a existência de 

injeções de instabilidades que ocorrem de forma intermitente. O quadro (II) contém uma 

ampliação da interface ar-água também para a região do escoamento principal sem a presença 

de bolhas de ar. A interação entre os fluidos desta região, líquido e gás, leva à ocorrência de 

tensões de cisalhamento menores em relação às tensões cisalhantes desenvolvidas durante o 

movimento relativo de massas de líquido. Portanto, há uma dissipação menor em relação à 

condição do quadro (I). Também ocorre interação do tipo líquido-gás no interior do 

escoamento principal, como destacado por meio do quadro (III). Neste caso, espera-se que a 

presença das bolhas de ar diminua a dissipação, como discutido na revisão bibliográfica. 

 

 
Figura 7.6 – Desenho esquemático de um perfil instantâneo do escoamento em um canal em degraus e das 

diferentes interações existentes nas escalas relacionadas à dissipação de energia. 

 

O próximo esboço, apresentado no quadro (IV), assume a ocorrência da região de 

amortecimento e da subcamada viscosa na região de escoamento secundário a montante do 

início da aeração. Neste caso há dissipação correspondente à interação entre líquido e sólido, 

mas com a formação da subcamada viscosa. O quadro (V) corresponde a um número de 
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Reynolds de rugosidade tal que a formação da subcamada viscosa é impossível. Ali, o 

movimento turbulento interage com o sólido em escalas diferentes daquelas apresentadas no 

quadro (IV). Em outros termos, pode-se dizer que há um pequeno filme líquido aderido que se 

movimenta muito lentamente. A sua espessura, entretanto, é menor do que a espessura da 

subcamada viscosa do quadro (IV), caracterizando assim uma situação diferente. Em (VI) foi 

considerada a possibilidade de interação entre o ar presente nas bolhas e o sólido, sem a 

formação da subcamada viscosa (assumiu-se que se a subcamada se formar as bolhas não 

penetram nela). A dissipação que ocorre no escoamento representado pelo quadro (V) deve 

ser superior à dissipação correspondente ao quadro (VI). 

Como ilustrado por meio da Figura 7.7a, a agitação junto à superfície faz com que 

volumes de líquido sejam lançados sobre ela. Tais ejeções consomem parte da energia do 

fluido em escoamento. A Figura 7.7b contém uma fotografia de um turbilhão estabelecido a 

montante do ponto de início da aeração. Este escoamento secundário é mantido pelas trocas 

de quantidade de movimento com o escoamento principal. Portanto, sob o ponto de vista do 

escoamento principal, pode-se considerar que é necessária uma quantidade de energia para 

manter os grandes turbilhões em movimento. 

 

(a) (b) 

Figura 7.7 – (a) Porções de líquido lançadas a partir do escoamento; (b) Turbilhão visualizado a partir de bolhas 

presentes no escoamento. 
 

Observou-se também a formação de cavidades na superfície livre e a injeção de massas 

de ar que se deslocavam até os grandes turbilhões, como ilustrado por meio da Figura 7.8. 

 

 
Figura 7.8 – Injeção de ar por meio da superfície livre (q=0,229 m

2
/s, Exp. 3). Imagens obtidas a partir de um 

vídeo com as seguintes características: 1280x720 pixels, 29 quadros/s. 
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O tempo de permanência do grupo de bolhas abaixo do pseudofundo foi medido de 

forma aproximada por meio do vídeo obtido, sendo igual a 0,47 s. Este é mais um exemplo de 

como ocorrem os transportes de massa, de quantidade de movimento e de energia nos 

escoamentos estudados. Pfister e Hager (2010) apresentaram descrições semelhantes, 

fundamentadas na observação de imagens obtidas com taxa de amostragem igual a 1000 

quadros/s e resolução de 512x512 pixels. 

 

7.7.2 Equacionamento integral para a dissipação de energia 

Os desenvolvimentos apresentados neste item foram, em grande parte, explorados na dedução 

do modelo matemático para o comprimento de transição, representado pelas equações 7.94 e 

7.110. A formulação foi desenvolvida sob o ponto de vista euleriano e com um volume de 

controle com superfícies de controle de entrada e saída em seções do escoamento monofásico 

e bifásico, respectivamente. A superfície de controle inferior coincide com o pseudofundo e as 

demais simplificações adotadas anteriormente também se aplicam aqui. A partir da equação 

7.104, sem considerar Z2=0, e da equação 7.84, pode-se escrever: 
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Assumindo que 0=1 e levando em consideração que Z1-Z2=z (posição vertical, positiva 

para baixo e com origem na posição adotada para Z1), obtém-se: 
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Esta equação pode ser reescrita com a seguinte forma: 
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Com o primeiro termo do segundo membro em evidência, obtém-se: 
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O uso da equação 7.86, )C1(/ 12  , resulta em: 
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Se os coeficientes de correção forem considerados iguais à unidade e a seção 1 

corresponder à seção com escoamento crítico, a equação anterior assume a seguinte forma: 
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Finalmente, empregando a profundidade equivalente apenas de água, h2w, obtém-se: 
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O resultado obtido mostra uma forma de quantificação da energia dissipada mais geral 

em relação às formulações usuais. Em um caso mais simples, para o qual a seção 2 é 

composta apenas por água, a fração de vazios média é igual a zero e a equação anterior 

assume uma forma semelhante à deduzida na revisão bibliográfica (Equação 2.64). Isto 

demonstra a sua validade para escoamentos monofásicos, evidenciando que esta formulação é 

de fato mais geral. 

 

7.8 Formulação integral para o desenvolvimento da camada limite 

No capítulo 4 foram apresentadas as propostas de Blasius e von Kármán para o 

desenvolvimento da camada limite sobre placas planas. Neste item é proposta uma 

formulação semelhante à de von Kármán, porém, escrita para um canal inclinado e, portanto, 

com uma componente da força peso na direção do escoamento, igual a wdx1sen. A 

notação é a mesma do capítulo 4, ou seja, w=largura do canal, d=espessura da camada limite e 
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x1 é o eixo coordenado paralelo ao fundo do canal. Esta componente da força peso é 

acrescentada ao somatório de forças, transformando a equação 4.281 em (sem considerar a 

equação de Euler com a forma dp/dx1=-V∞dV∞/dx1 utilizada na equação 4.279): 
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Em que 21 é a tensão de cisalhamento no plano 2 e na direção 1, V∞=velocidade do 

escoamento potencial e Vw corresponde à injeção ou sucção de massa através do fundo, p é a 

pressão no contorno da superfície de controle do volume de controle escolhido dentro da 

camada limite.  é a espessura de quantidade de movimento e * a espessura de 

deslocamento. Sendo V1 a componente da velocidade paralela a x1 e perpendicular a x2, estas 

grandezas são definidas, para o caso incompressível, da seguinte forma: 
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O termo relativo à transferência de massa através do pseudofundo poderia ser 

considerado devido às trocas que ocorrem entre o escoamento principal e os escoamentos 

secundários. Entretanto, assume-se que o canal em degraus não possui aeradores de fundo ou 

outra geometria que propicie a injeção ou sucção de massa de tal maneira que o balanço desta 

quantidade seja alterado. Portanto, Vw=0 para o desenvolvimento apresentado aqui. 

Empregando um perfil de velocidades representado por uma potência, como apresentado a 

seguir, pode-se realizar as integrações presentes nas definições anteriores. 

 
2c

2
1

1 x
c

V

V














          (7.138) 

 























































  1c2

c

1c

c
)/x(d

x
c

x
c

2

2
1

2

1

1

0

2

c2

2
1

c

2
1

22

    (7.139) 

 

1c

c
1)/x(d

x
c1*

2

1

1

0

2

c

2
1

2



























         (7.140) 

 



381 

 

em que c1 e c2 são funções desconhecidas que devem ser determinadas experimentalmente. 

Neste desenvolvimento, assume-se que c1 e c2 são constantes. 

A tensão de cisalhamento deve ser aproximada, assim como o perfil de velocidades. O 

uso da hipótese de Boussinesq pode parecer uma escolha apropriada, em analogia com a 

formulação para a camada limite laminar, porém, o perfil definido pela potência anterior faz 

com que a tensão em x2=0 seja igual a zero. Adotou-se uma aproximação empírica 

semelhante à proposta por Blasius (Schlichting, 2000) para camada limite turbulenta em 

placas planas lisas: 
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Substituindo estes resultados na equação 7.135, obtém-se: 

 

12

12

12

2
1

2

1

c

2
3

dx

dp

1c

c
1

1
)V(

dx

d

1c2

c

1c

c
seng

V
Vc

4






















































    (7.142) 

 

Ou 

 

1

6

1

2

1
5

c

2
3

dx

dpc

dx

d
V

dx

dV
V2cseng

V
Vc

4












 





















     (7.143) 

 

em que 




















1c2

c

1c

c
c

2

2
1

2

1
5  e 














1c

c
1c

2

1
6 . 

 

A espessura da camada limite é função da posição x1. Se a forma do perfil da superfície 

livre for S2, conclui-se que a velocidade do escoamento potencial aumenta em direção ao 

ponto de início da aeração, sendo, portanto, função de x1, assim como . 

 

7.8.1 Aproximação para dp/dx1=0 e dV∞/dx1=0 

Se a curvatura da superfície livre entre a seção de entrada no canal e a posição de início da 

aeração não for muito acentuada, como pode ocorrer em estruturas controladas por comportas, 

a aceleração dV∞/dx1=0 pode assumir valores poucos expressivos em relação aos demais 

termos presentes na equação. Esta hipótese não implica dp/dx1=0, uma vez que resta o termo 

relativo ao campo gravitacional e o termo difusivo da componente em x1 das equações de 

Navier-Stokes. Em um ponto de vista mais simples, considerando distribuição de pressões 

hidrostática e a primeira hipótese, com valores de h próximos entre si ao longo de x1, 



382 

 

assumiu-se que dp/dx1=0. Com estas simplificações, a equação 7.143 assume a seguinte 

forma: 
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Reorganizando a forma da equação e separando as variáveis, pode-se obter a seguinte solução 

analítica: 
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em que 1cc 49  , 9888410 cccccc   e 
884

7
11

ccc

|c|ln
c




 . Vale lembrar aqui que LA representa 

o comprimento de início da aeração, quantificado como o comprimento para o qual a 

espessura da camada limite coincide com hA, que é a altura de escoamento na posição de 

início da aeração. 

 

Análise dos sinais das constantes e formas adimensionais da equação 7.145 

A equação 7.145 pode ser reescrita em termos de constantes adimensionais e de 

números adimensionais apenas, como apresentado neste item. A constante c4 é adimensional e 

foi introduzida com a apresentação da equação 7.141, como um expoente. Portanto, c9 é 

adimensional. A constante c10 é: 
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 . Utilizando o Sistema Internacional, c10 possui unidade m
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  ou 9c

m . A constante c3 é adimensional e faz 

parte da equação 7.141. Se c4=0, c3 é semelhante a um coeficiente de arrasto de forma (ou 

seja, relacionado ao cisalhamento). Finalmente, a constante pode ser interpretada da seguinte 

forma: 
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Com tais definições, a equação 7.145 é reescrita em termos apenas das constantes 

adimensionais presentes nesta formulação e pode ser adimensionalizada, como exposto a 

seguir: 
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Portanto, obtém-se: 
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ou 
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em que c14=-c5/c9, c15=-1/c3, 
A

A
gh

V
Fr   e 


  A

A

hV
Re . Uma vez que c3>0, c15<0. Para que 

esta condição física seja satisfeita, deve-se considerar o uso do módulo da solução analítica 

em possíveis ajustes numéricos das constantes. Considerando uma estrutura com comportas, 

para a qual a profundidade h(0) (empregada no capítulo sobre o estudo experimental) é 

aproximadamente igual à abertura da comporta, V∞=q/h(0), assumindo que a camada limite 

inicia em x=0. Em um segundo caso, pode-se adotar V∞=(ghc)
1/2

. 

Os adimensionais presentes na equação anterior surgem naturalmente com as operações 

algébricas efetuadas. A segunda adimensionalização proposta consiste em definir LA/k e 
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hA*=hA/k, introduzindo assim uma dimensão característica dos grandes turbilhões situados 

entre degraus. Como resultado, obtém-se: 
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em que 
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 kV
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Evidencia-se, assim, que os fenômenos vinculados à camada-limite neste tipo de escoamento 

podem ser representados como função do número de Reynolds e do Número de Froude, 

condição explorada no capítulo que apresentou os dados experimentais. 

 

7.9 Modelo para transferência de oxigênio através da interface ar-água 

7.9.1 Modelo clássico para reoxigenação 

O modelo analítico clássico que representa a absorção de oxigênio por meio da interface ar-

água pode ser escrito com as seguintes formas (Schulz, 2003): 
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em que C(t)=concentração de oxigênio na água para um determinado instante t (massa de 

oxigênio por unidade de volume); Cs=concentração de saturação; C(0)=concentração inicial 

(em t=0); K2=coeficiente de reoxigenação; t=tempo; r=déficit; ET=eficiência da aeração a uma 

dada temperatura T. 

A dedução da equação 7.149a pode ser encontrada em Schulz (2003, p.175-176). 

Considera-se um volume de controle com uma parte da superfície de controle composta pela 

superfície livre, através da qual ocorre o fluxo de massa, JA: 

 

dt

dM
AJ 1

sA
           (7.150) 

 

em que As=área interfacial, correspondente à superfície livre que separa líquido e gás. M é a 

massa do soluto, igual ao produto de C(t) com o volume Ash, sendo h a altura do volume. 

Neste caso C(t) é uma concentração média no seio do líquido, admitindo-se que a mistura 
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ocorre de forma instantânea, ou seja, sem variações espaciais da concentração. Com esta 

definição e uma equação análoga à lei de Newton do resfriamento, obtém-se: 

 

)]t(CC[
h

h

dt

)t(dC
s

tm           (7.151) 

 

Nesta equação htm é o coeficiente de transferência de massa, que dividido pela altura resulta 

no coeficiente de reoxigenação K2. Deste modo, fica demonstrada a origem da equação 

7.149a, que é solução da EDO anterior. 

 

7.9.2 Modelo proposto para K2 

O coeficiente de reoxigenação é função de características dos fluidos separados pela interface, 

da agitação do meio líquido e do meio gasoso e de fatores externos, como a temperatura. Este 

item tem como objetivo propor uma formulação para avaliação de K2 em vertedores a partir 

da energia cinética turbulenta junto à superfície livre. Trata-se de uma proposta que foi 

elaborada seguindo as ideias apresentadas nas referências citadas, sobretudo aquelas de 

Schulz e Giorgetti (1986) e Schulz (1989, 2001, 2003). Nesses estudos, a base teórica seguida 

foram as propostas de misturadores de Corrsin (1957, 1964). Adicionalmente, mostrou-se 

como a escala de segregação, uma grandeza estatística presente nos modelos de Corrsin, 

poderia ser adequadamente descrita em fenômenos interfaciais, o que foi possível a partir da 

utilização de conceitos de onda quadrada aleatória. Note-se que a ponte conceitual entre os 

misturadores e o fenômeno de transferência interfacial de massa é que garante a possibilidade 

de uso de conceitos desenvolvidos para turbulência nas questões fronteiriças. De outra forma, 

sem esta ponte conceitual, as propostas assumem a característica essencialmente empírica. No 

presente estudo, considera-se que a base conceitual seja a mesma apresentada em Schulz e 

Giorgetti (1986) e Schulz (1989). Como discutido no capítulo 5, assumindo que toda energia 

introduzida no escoamento por meio das grandes escalas é dissipada pelos efeitos viscosos, 

obtém-se (ver equação 5.54): 

 

I
3
I L/V           (7.152) 

 

Nesta equação VI é a velocidade característica das grandes escalas e LI é o comprimento 

característico das grandes escalas (ou comprimento médio dos grandes turbilhões). Este 

resultado é um princípio importante que decorre da cascata de energia, para altos números de 

Reynolds, como mencionado por Pope (2009, p.244), e como discutido no capítulo 5. 

Mencionou-se também que, de acordo com Rodi (2007, p.20-21), Kolmogorov, em 1942, e 
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Prandtl, em 1945, sugeriram que ke
1/2

 é a melhor representação para a escala de velocidade 

associada aos grandes turbilhões, justificando tal proposta no fato deles conterem a maior 

parte da energia cinética. Portanto, VI=ke
1/2

, o que leva ao seguinte resultado: 

 

I
2/3

e L/k           (7.153) 

 

em que ke é a energia cinética turbulenta por unidade de massa. Adotando um procedimento 

similar ao empregado para representação de  (ver Pope, 2009, p.370), considera-se que a 

equação 7.153 deva ser corrigida com uma constante CD: 

 

I
2/3

eD L/kC           (7.154) 

 

Os comentários acima não consideram perfis de velocidade, ou escalas preferenciais. Em 

outras palavras, há isotropia implicitamente considerada. No caso de escoamentos gerais, com 

perfis de velocidade, as mesmas expressões são utilizadas, sabendo-se que podem haver 

variações por exemplo nos coeficientes propostos. Em escoamentos que seguem a lei 

logarítmica para a velocidade média, LI=lm=x2 (lm=comprimento de mistura, =constante de 

von Kármán e x2=eixo coordenado perpendicular à parede), CD=0,166, como pode ser visto 

em Pope (2009, p.372). Para o caso mais geral, em que hajam escoamentos preferenciais, CD 

é função do número de Reynolds, como ilustrado por Nezu e Nakagawa (1993, p.22). Note-se 

que a equação 7.154 vale, em princípio, para qualquer escoamento, mesmo aquele sem 

escoamento médio e isotrópico (neste caso, necessariamente decadente). Urban et al. (2005) 

empregaram este resultado para avaliar o decaimento da turbulência ao longo de bacias de 

dissipação a jusante de vertedores. Com as equações apresentadas até aqui, observa-se que é 

necessário calcular o comprimento LI. Nezu e Nakagawa (1993, p.70-72) estudaram a relação 

entre LI/h e a profundidade normalizada (y-kr)/(h-kr), em que kr=altura de rugosidade. Para a 

região próxima à superfície livre, ou seja, para valores de (y-kr)/(h-kr) próximos da unidade, 

LI/h assume valores entre, aproximadamente, 0,4 (fundo rugoso: clips, cascalho ou areia 

grossa (gravel), seixo ou cascalho (pebbles)) e 0,62 (fundo liso). Os degraus podem se 

classificados como macro rugosidades, entretanto, equivalência entre eles e os elementos de 

rugosidade citados deve ser verificada experimentalmente uma vez que o escoamento 

deslizante sobre turbilhões envolve a formação de grandes turbilhões com dimensões bem 

definidas (já que os degraus possuem geometria bem definida) e a ocorrência do escoamento 

principal sobre a camada de líquido (ou líquido e ar) que compõe o escoamento secundário 
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presente nas cavidades. Deste modo, optou-se por uma aproximação linear com uma 

constante I a ser determinada: 

 

hL II            (7.155) 

 

Combinando as equações 7.154 e 7.155, obtém-se: 

 

h

k
c

2/3
e           (7.156) 

 

em que c = CD/I. 

Neste estágio da construção do modelo, utilizou-se a proporcionalidade empírica 

observada entre K2, a taxa de dissipação de energia e h encontrada por diversos autores. Trata-

se de uma relação estabelecida por meio de potências, com a forma apresentada pela equação 

7.157 (Schulz e Giorgetti, 1986). Nesta equação, a constante K e os expoentes n e y assumem 

diferentes valores quando são observados os estudos de diversos pesquisadores, como 

ilustrado por meio da Tabela 7.1, que contém dados reunidos por Rathbun (1977). 

 
Tabela 7.1 – Expoentes n e y apresentados por diversos autores 

n y Autores citados por Rathbun (1977) 

0,323 1,353 Churchill et al. 
0,33 1,00 Langbein-Durum 

0,24 1,51 Owens et al. 

0,33 1,17 Isaacs-Gaudy 

0,22 1,63 Owens et al. 
0,28 0,57 Negulesku-Rojanski 

0,17 1,33 O’Connor-Dobbins 

0,234 0,820 Padden-Gloyna 

0,20 1,20 Bansal 
0,202 1,487 Bennett-Rathbun 

0,375 1,00 Parkhurst-Pomeroy 

0,408 0,66 Krenkel-Orlob 

0,500 1,00 Cadwallader-McDonnel 
0,375 1,00 Dobbins 

1,00 0 Tsivoglow-Wallace 

Fonte: Rathbun (1977). 
 

yn
K2 hK            (7.157) 

 

Substituindo a equação 7.156 na equação 7.157 é obtido o modelo para o coeficiente de 

reoxigenação K2 em função da energia cinética turbulenta e da altura de escoamento. 

Empregando os adimensionais =h/hc e ke
*
=w’

2
/(ghc)=(w’/Vc)

2
=ke/ec é possível obter a 

equação 7.159. Nestas definições, hc=altura crítica, h=altura de escoamento, w’=intensidade 

turbulenta ( 2w'w  , em que w é a flutuação da componente vertical), Vc=velocidade crítica 

e ec=(3/2)Vc
2
. 
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ny2/n3
e2 hkK           (7.158) 
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em que n
Kc  e 2/n3

1 )g
2

3
( . 

 

Vale mencionar que a dependência do coeficiente de aeração para com uma potência da 

taxa de dissipação de energia segue também do uso dos misturadores de Corrsin (1957, 1964) 

e das considerações com ondas quadradas aleatórias de Schulz e Giorgetti (1986) e Schulz 

(1989). O vínculo conceitual, portanto, fundamenta-se nessa abordagem. 

 

7.9.3 Comportamento de K2
*
 ao longo do escoamento: aproximação para n e y constantes 

Para que seja possível calcular valores de K2
*
 a partir dos dados experimentais deste trabalho 

é necessária a determinação dos expoentes n e y. Os dados da Tabela 7.1 fornecem os 

seguintes valores médios: n=0,35 e y=1,05. Ao relacionar os números de Sherwood (Sh=htm 

dp/D, htm=coeficiente de transferência de massa; dp=diâmetro da partícula; D=difusividade 

molecular;=viscosidade cinemática), de Schmidt (Sc=/D) e de Reynolds (Rep=
1/3

dp
4/3

/) é 

possível calcular n=1/4 para um problema de dissolução de esferas (ver Schulz, 2001, p.20). 

O mesmo valor para o expoente, i.e., n=1/4, foi deduzido por Schulz (2001). Optou-se pelo 

uso de n=1/4 e y=1,05 para avaliar a distribuição de K2
*
 ao longo de (z-zi)/hc, sendo esta uma 

primeira aproximação já que a quebra da superfície livre e consequente formação de gotas e 

bolhas de ar podem alterar o valor de n e de y (Roberts, 1984). 

Como pode ser visto na Figura 7.9a, o adimensional K2
*
 não apresenta boa correlação 

com (z-zi)/hc. Entretanto, esses são comportamentos exploratórios, essencialmente previsivos, 

destinados a comparações com dados medidos e relatados na literatura. Os valores mínimo e 

máximo obtidos foram 0,03 e 0,11, com média igual a 0,066. A partir do ponto de início da 

aeração, como ilustrado na Figura 7.9b, observa-se que K2
*
 cresce com a posição o longo do 

canal. Tal comportamento é consistente com a variação da energia cinética turbulenta e das 

profundidades para este intervalo. Nesta região há o “rompimento” da superfície livre, ou 

seja, inicia-se a formação de ondas e estruturas turbulentas de grandes dimensões em relação 

às que ocorrem na superfície livre do escoamento monofásico. Uma aproximação para os 

valores intermediários de K2
*
 em função de (z-zi)/hc é fornecida por meio da equação 7.160a e 
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a envoltória dos dados corresponde às equações 7.160b (inferior) e 7.160c (superior), válidas 

para 0<(z-zi)/hc<5. As curvas obtidas com estas equações podem ser vistas na Figura 7.9b. 
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        (7.160c) 

 

em que Zi=(z-zi)/hc. 

 

(a) (b) (c) (d) 

Figura 7.9 – Variação de K2
*
 com expoentes constantes n: (a) Escoamento monofásico; (b) Escoamento bifásico 

na região de transição até o primeiro pico dos valores de energia cinética turbulenta; (c) resultados obtidos para 

região entre o primeiro pico e a região final de decaimento das quantidades estatísticas em (z-zi)/hc=20; (d) 

resultados calculados para região final. 

 

Os resultados para 5<(z-zi)/hc<20 são apresentados na Figura 7.9c. Eles correspondem à 

região de decaimento das quantidades estatísticas apresentadas no Capítulo 3. A Figura 7.9d 

contém os pontos restantes, para 20<(z-zi)/hc<46. Observa-se que o caráter ondulatório 

presente em  também ocorreu para estes valores de K2
*
, que oscilam em torno de um valor 

médio de 0,18. 

 

7.9.4 Inclusão das dimensões dos degraus na formulação 

Schulz (1990), a partir de dados experimentais, estabeleceu uma relação entre K2,  e a 

rugosidade absoluta equivalente, , empregada como escala integral de Taylor. A equação 

obtida por este pesquisador é apresentada a seguir: 

 
154,049,0

2 041,0K   ( em metros       (7.161) 

 

Propõe-se que a rugosidade presente na equação de Schulz (1990) seja substituída por 

k=scos, para aplicações relacionadas a vertedores em degraus. Trata-se de uma sugestão 

semelhante à apresentada por Tozzi (1992), relacionada à camada limite. A dependência de 

K2 com k expressa desta forma deve ser verificada por meio de experimentos, assim como o 

valor do expoente. 
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154,049,0
2 k041,0K   (k em metros       (7.162) 

 

Se c=1, a equação 7.156 e a equação 7.162 podem ser combinadas resultando em: 

 
154,049,0735,0

e2 k)h/k(041,0K          (7.163) 

 

Observa-se que este equacionamento é de aplicação imediata desde que os expoentes e 

constante corresponda adequadamente aos vertedores em degraus. Nota-se que ao substituir a 

taxa de dissipação de energia pela energia cinética turbulenta, a altura de escoamento h fica 

relacionada de forma inversa com o coeficiente de reoxigenação. 

 

7.9.5 Comparações com dados experimentais 

Chanson (2002, p.196) apresentou resultados experimentais que relacionam E15 e Hdam/hc (ou 

z/hc, como utilizado neste texto) para =11º, =22º e =45º em regime deslizante sobre 

turbilhões. Este autor comenta que a transferência de massa a montante do ponto de início da 

aeração é próxima de zero e apresenta uma metodologia semi-empírica para avaliar a 

eficiência levando em consideração a área interfacial devida às bolhas incorporadas ao 

escoamento. Com base nos dados de Chanson (2002), sugere-se a equação 7.164, com 

coeficiente de correlação igual a 0,96. A Figura 7.10 ilustra os resultados obtidos com esta 

equação em comparação aos dados experimentais de Chanson (2002). 

 

])h/z(011,0exp[1E 3,1
c15          (7.164) 

 

Válida para =11º, =22º, =45º e 7,8<z/hc<32,5, aproximadamente. 

 

(a) (b) 

Figura 7.10 – Comparação entre a formulação semi-empírica 7.164 e os dados experimentais de Chanson (2002) 

 

A boa qualidade do ajuste representado pela função 7.164 e a forma desta equação 

possibilitaram comparar as equações 7.149c e 7.164. Tal analogia conduz naturalmente à 

igualdade apresentada a seguir, por meio da equação 7.165. 
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Com base na informação contida na equação 7.165, considerou-se a redefinição de K2
*
, 

a partir da equação 7.159, incluindo o adimensional (z/hc)
1,3

, com o intuito de utilizar os dados 

experimentais desta pesquisa. Deste modo, propõe-se o adimensional apresentado a seguir, 

definido como K2
o
. Ele também inclui a altura de rugosidade (k/hc)

r
, definida com o intuito de 

incluir as dimensões dos degraus no equacionamento. Os resultados obtidos com esta 

formulação podem ser vistos na Figura 7.11, calculados com n=1/4, y=1,05, c
n
=0,06 e r=-

0,01. Nesta comparação não foi considerada a correção para a temperatura. É interessante 

observar que o uso dos expoentes apresentados ao longo do texto conduziu a uma boa 

aproximação entre os dados, sendo necessário o cálculo apenas de c
n
. 
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    (7.166) 

 

 
Figura 7.11 – Comparação entre os dados calculados com base na formulação proposta neste trabalho e os dados 

experimentais de Chanson (2002). Os valores de z/hc correspondem às distâncias desde a crista até a cota de 

fundo da bacia de dissipação ou até a cota do piso do degrau mais baixo. 

 

Esta formulação considera o tema de quantificação do coeficiente de aeração para 

vertedores escalonados e mostra que os conceitos da área podem ser retrabalhados para a 

geometria considerada. Apesar da exiguidade de dados medidos especificamente para 

quantificar a aeração em canais escalonados, o uso dos dados existentes na literatura e as 

considerações aqui tecidas, que permitem relacionar diferentes dados para obter o coeficiente 

de aeração, conduziu a resultados coerentes, mostrando que esta abordagem é merecedora de 

maiores estudos. 
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8.1 Introdução 

Este capítulo antecede as conclusões desta tese e contém as comparações entre os modelos 

propostos no Capítulo 7 e os resultados numéricos e experimentais. 

 

8.2 Perfil da superfície livre 

8.2.1 Comparações com dados experimentais 

As comparações apresentadas neste item correspondem à solução para a forma adimensional 

que incluiu o uso de =h/hc e H=z/hc. Tal equacionamento adimensional envolve também os 

números =f/(8sen) e =2hc/B, que podem ser vistos na Tabela 8.1 junto com os valores do 

fator de resistência e outros detalhes relacionados. A escolha do fator de resistência foi 

realizada inicialmente por comparação visual entre a curva S2 e os pontos experimentais. Este 

número serviu como estimativa inicial para a minimização da soma dos erros quadráticos 

entre os valores experimentais e analíticos. O uso das soluções analíticas está condicionado ao 

conhecimento do fator de resistência e do coeficiente de Boussinesq. Este coeficiente pode ser 

calculado a partir de perfis de velocidades experimentais. Neste trabalho, o seu valor foi 

assumido constante e igual a 1,05 com base nos resultados de Tozzi (1992). O cálculo do fator 

de resistência pode ser realizado com a equação da energia e dados que possibilitem calcular a 

declividade da linha de energia. Neste trabalho o fator de resistência é um parâmetro de ajuste 

presente no modelo analítico. 

 
Tabela 8.1 – Dados relacionados às comparações entre a solução H=H() e dados experimentais. 

N
o
 Experimento   f Re=q/ s/hc 

1 Exp.2 0,0212 1,87 0,12 2,5E+05 0,268 

2 Exp.3 0,0229 1,75 0,13 2,3E+05 0,286 

3 Exp.4 0,0195 2,37 0,11 3,6E+05 0,211 

4 Exp.5 0,0248 1,80 0,14 2,4E+05 0,278 

5 Exp.7 0,0199 1,86 0,11 2,5E+05 0,268 

6 Exp.8 0,0583 0,51 0,33 3,7E+04 0,971 

7 Exp.9 0,0371 0,52 0,21 3,7E+04 0,967 

8 Exp.10 0,0229 1,37 0,13 1,6E+05 0,364 

9 Exp.14 0,00919 2,11 0,052 3,0E+05 0,237 

10 Exp.15 0,0152 2,0 0,086 2,8E+05 0,250 

11 Exp.16 0,0229 1,22 0,13 1,3E+05 0,411 

12 Exp.17 0,00955 1,82 0,054 2,4E+05 0,274 

13 Exp.18 0,00725 1,68 0,041 2,2E+05 0,298 

14 Exp.19 0,0177 1,24 0,10 1,4E+05 0,402 

15 Exp.20 0,00884 1,49 0,050 1,8E+05 0,336 

16 Exp.21 0,0212 1,59 0,12 2,0E+05 0,315 

 

 

Os perfis analíticos e experimentais são apresentados na Figura 8.1. Observa-se que a 

maior parte dos experimentos apresentou boa concordância com a solução analítica. Os 
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experimentos 8 e 9 contém poucos pontos na região monofásica devido ao início da aeração 

próximo da origem x=0 em relação aos demais. Apesar disto, foi possível verificar o 

decaimento de  ao longo de H e, portanto, a existência de um perfil S2. Nestes experimentos 

está evidente a posição de início da aeração e perfil ondulado que ocorre após ela. Isto não 

ocorreu com os dados do experimento 19 devido ao espalhamento dos pontos após o perfil S2 

identificado. Em alguns casos (experimentos 5, 7 e 14) é possível observar a elevação da 

superfície na região monofásica, ocasionada pela formação de pequenas ondas transversais. 
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Figura 8.1 – Perfil da superfície livre adimensional (apenas perfis S2): comparações entre resultados 

experimentais e solução analítica para H=H(). 

 

As tentativas de relacionar o fator de resistência com outros adimensionais não 

resultaram em ajustes com coeficientes de correlação elevados. As relações entre f e 

adimensionais como s/hc, Re=q/ ou Fr
*
, por exemplo, que variam apenas em função da vazão 

específica para os experimentos deste trabalho (uma vez que =45º, s=0,05 m e  k = 0,035 m) 

resultam em ajustes com coeficientes de correlação próximos de 0,80 e distribuição dos 

pontos gerados pelos valores calculados e “experimentais” como apresentado na Figura 8.2. A 

Figura 8.2a compara os pontos formados pelos valores de f apresentados na Tabela 8.1 e os 

pontos calculados com a equação 8.1, que relaciona f com o número de Reynolds definido 

como q/. Os dados que compõem a Figura 8.2b foram obtidos com a Tabela 8.1 e a equação 

8.2. As equações 8.1 e 8.2 possuem coeficientes de correlação iguais a 0,80 e 0,83, 

respectivamente, com limites de aplicação especificados na Tabela 8.1. 

 

145,1log(Re)085,0(Re)f          (8.1) 
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Figura 8.2 – Comparação entre valores de f correspondentes aos ajustes apresentados na Tabela 8.1 e os valores 

calculados com as equações 8.1 e 8.2. 
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8.2.2 Comparação com resultados numéricos 

No item anterior foi utilizada a formulação para canais retangulares. Neste item, uma vez que 

as simulações foram realizadas em domínios bidimensionais, a solução analítica empregada 

corresponde à solução para canais largos, apresentada por Simões, Schulz e Porto (2010a), e 

que é matematicamente similar à solução de Bresse, citado por Henderson (1966). O sistema 

que compõe a referida solução é: 
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As primeiras soluções numéricas apresentadas no capítulo 6 foram obtidas utilizando-se 

a geometria e condições de escoamento do experimento 18. A sobreposição dos pontos 

experimentais e numéricos foi excelente. Deste modo, o fator de resistência obtido para o 

experimento 18 é praticamente o mesmo calculado com os pontos numéricos, sendo 

desnecessária a reapresentação da Figura 8.1(m). As demais simulações, SF 1.1 a SF 1.31, 

foram utilizadas para calcular o fator de resistência da solução analítica anterior. Os 

resultados encontram-se apresentados na Tabela 8.2, assim como outros detalhes 

relacionados. 

 
Tabela 8.2 – Dados correspondentes às simulações numéricas e resultados obtidos com as comparações entre as 

soluções numéricas e o perfil unidimensional da superfície livre. 

 Simulação q [m
2
/s] hc [m] f  Re=q/ s/hc 

53,13
o
 

(s=0,6 m) 

SF 1.1 30 4,51 0,052 0,00813 3,0E7 0,133 

SF 1.2 25 3,99 0,062 0,00969 2,5E7 0,150 

SF 1.3 20 3,44 0,063 0,00984 2,0E7 0,174 

SF 1.4 15 2,84 0,065 0,0102 1,5E7 0,211 

SF 1.5 10 2,17 0,088 0,0138 1,0E7 0,277 

SF 1.6 5 1,37 0,090 0,0141 5,0E6 0,439 

SF 1.7 2 0,74 0,140 0,0219 2,0E6 0,809 

53,13
o
 

(s=2,4 m) 

SF 1.8 30 4,51 0,045 0,00703 3,0E7 0,532 

SF 1.9 25 3,99 0,046 0,00719 2,5E7 0,601 

SF 1.10 20 3,44 0,050 0,00781 2,0E7 0,697 

SF 1.11 15 2,84 0,010 0,00156 1,5E7 0,845 

45
o
 

(s=0,6 m) 

SF 1.12 40 5,46 0,063 0,0111 4,0E7 0,110 

SF 1.13 30 4,51 0,061 0,0108 3,0E7 0,133 

SF 1.14 25 3,99 0,065 0,0115 2,5E7 0,150 

SF 1.15 20 3,44 0,066 0,0117 2,0E7 0,174 

SF 1.16 15 2,84 0,074 0,0131 1,5E7 0,211 

SF 1.17 10 2,17 0,087 0,0153 1,0E7 0,277 

SF 1.18 5 1,37 0,096 0,0170 5,0E6 0,439 
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31
o
 

(s=0,6 m) 

SF 1.19 40 5,46 0,096 0,0233 4,0E7 0,110 

SF 1.20 30 4,51 0,093 0,0226 3,0E7 0,133 

SF 1.21 25 3,99 0,100 0,0243 2,5E7 0,150 

SF 1.22 20 3,44 0,107 0,0260 2,0E7 0,174 

SF 1.23 15 2,84 0,110 0,0267 1,5E7 0,211 

SF 1.24 10 2,17 0,130 0,0316 1,0E7 0,277 

SF 1.25 5 1,37 0,135 0,0328 5,0E6 0,439 

11,31
o
 

(s=0,6 m) 

SF 1.26 30 4,51 0,083 0,0529 3,0E7 0,133 

SF 1.27 25 3,99 0,086 0,0548 2,5E7 0,150 

SF 1.28 20 3,44 0,085 0,0542 2,0E7 0,174 

SF 1.29 15 2,84 0,065 0,0414 1,5E7 0,211 

SF 1.30 10 2,17 0,060 0,0382 1,0E7 0,277 

SF 1.31 5 1,37 0,100 0,0637 5,0E6 0,439 

 

As comparações entre os resultados obtidos numericamente e a solução simplificada 

para o perfil unidimensional encontram-se apresentadas na Figura 8.3. O procedimento 

empregado para obtenção dos valores para o fator de resistência apresentados na Tabela 8.2 

foi o mesmo utilizado nas comparações anteriores, entre a solução analítica e os resultados 

experimentais. Adotou-se =1,0 e, como ilustrado pelas figuras, foi possível obter excelentes 

ajustes entre a solução simplificada unidimensional e as soluções numéricas obtidas com as 

equações de Navier-Stokes médias, o modelo k- e o modelo multifásico não homogêneo. A 

Figura 8.3g, correspondente à simulação SF 1.7, mostra que os pontos obtidos com a 

simulação numérica apresentaram um espalhamento maior em torno da curva analítica quando 

comparado com os demais. Este comportamento pode ser explicado pela baixa vazão 

específica (q = 2 m
2
/s), que conduz a uma superfície mais ondulada, ou seja, a forma do fundo 

passa a exercer maior influência na forma da superfície livre. Os resultados obtidos com a 

simulação SF 1.11 (Fig. 8.3k) também estão mais dispersos em relação aos outros. Neste 

caso, como discutido no capítulo sobre as simulações numéricas, a adoção de degraus com 

s=2,4 m conduziu a soluções com grandes cavidades de ar. A simulação SF 1.11 corresponde 

à menor vazão testada e o resultado obtido inclui o descolamento a partir do segundo degrau, 

que recola a partir do quarto degrau, e profundidades onduladas ao longo do restante do canal. 

Os demais resultados com alguns pontos dispersos foram obtidos por motivos semelhantes, 

i.e., devido a superfícies onduladas por oscilações oriundas da forma do fundo ou de 

cavidades de ar persistentes abaixo do escoamento principal (que possuem pressões baixas e, 

portanto, alteram a forma do perfil do escoamento principal). Os últimos pontos das Figuras 

8.3h e 8.3j estão posicionados de tal maneira que é caracterizado o início de uma elevação da 

posição da superfície livre. Estes pontos foram obtidos no final do canal e ocorreram devido à 

curvatura da superfície livre que há ao longo da transição entre o canal inclinado e o canal 

horizontal situado na extremidade de jusante. 
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Figura 8.3 – Soluções numéricas obtidas com as equações de Navier-Stokes médias de Reynolds e perfil 

analítico unidimensional definido pelo sistema de equações 8.3 a 8.6. Os pontos, denominados “Simulação 

numérica” correspondem às soluções obtidas com as equações de Navier-Stokes, o modelo de turbulência k- e o 

modelo multifásico não homogêneo, como descrito no capítulo sobre simulações numéricas. As linhas, 

denotadas por “Perfil 1D”, foram obtidas com as equações 8.3 a 8.6. 
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em que a e b são constantes, definidas de acordo com a Tabela 8.3, apresentada a seguir. 

 

 
Tabela 8.3 – Constantes obtidas para a equação 8.7 

 a b k/hc Re R 

 
[-] [-] [-] [-] [-] 

53,13
o 

0,195 0,502 0,0798-0,485 8,0E6-1,2E8 0,97 

45
o 

0,146 0,355 0,0776-0,311 2,0E7-1,6E8 0,97 

31
o 

0,185 0,294 0,0942-0,377 2,0E7-1,6E8 0,96 

R=coeficiente de correlação. 

 

8.2.4 Discussão sobre a previsão do perfil bifásico 

Foi discutido em trabalhos anteriores, como em Simões (2008), Simões et al. (2010b) e 

Takahashi e Ohtsu (2011), que é possível prever, para fins práticos, a forma do perfil bifásico 

com o uso de frações de vazios médias conhecidas ao longo do canal, assim como a partir da 

forma do perfil da superfície livre do escoamento monofásico. Empregando esta metodologia 

com o uso das equações de Boes e Hager (2003a,b), foram traçados os perfis do escoamento 

bifásico a partir dos perfis de profundidades equivalentes apenas de água gerados pela 

extrapolação das soluções apresentadas na Figura 8.1. Alguns resultados podem ser vistos na 

Figura 8.4, apresentada a seguir. Observa-se que na posição de início da aeração definida pela 

metodologia mencionada, as profundidades da mistura calculadas (linhas tracejada) são 

inferiores às profundidades obtidas experimentalmente. 
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(c) (d) 

(e) (f) 

Figura 8.4 – Previsão da forma do perfil bifásico e comparação com os resultados experimentais. 
 

 

Os experimentos 3, 5 9 e 10, apresentados na Figura 8.4, sugerem também que o 

método de previsão fornece profundidades sobrestimadas em relação aos dados 

experimentais. Os experimentos 17 e 18 indicam soluções mais próximas dos pontos 

experimentais, porém, com oscilações em torno delas devido à forma do perfil experimental. 

Como discutido ao longo desta tese, sobretudo na revisão bibliográfica, o fator de 

resistência é alterado com a entrada de ar no escoamento. Deste modo, as previsões anteriores 

podem ser modificadas com o uso de valores de f variados. Para tanto seria necessário 

conhecer a função que define o fator de resistência ao longo do escoamento, a partir do ponto 

de início da aeração. Uma alternativa aproximada consistiria em empregar as formulações 

existentes, que relacionam os valores de f dos escoamentos monofásico e bifásico, obtidas 

para o escoamento uniforme como funções da fração de vazios média. Se o fator de 

resistência diminui com a entrada de ar, as profundidades equivalentes apenas de água 

também diminuem e, como consequência, os perfis bifásicos previstos (Figura 8.4) devem ser 

formados por profundidades menores. 

 

8.3 Constantes presentes na formulação proposta para o fator de resistência 

8.3.1 Cálculo a partir de dados de diferentes fontes 

A primeira avaliação realizada com a equação proposta para o fator de resistência (equação 

7.80, do item 7.4.3 do Capítulo 7) envolveu o uso de dados de diferentes autores, listados na 

legenda da Figura 8.5. Nesta figura são apresentadas as curvas obtidas com 1 = 8 e 2 = 1,0, 
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para canais em degraus e 1 = 25 e 2 = 4,0, para canais lisos. Como mencionado na revisão 

bibliográfica, estes resultados foram apresentados por Simões, Schulz e Porto (2010a), que 

também sugeriram um modelo mais simples e prático, que relaciona f com o número de 

Froude F1 presente na formulação completa. A equação 8.8 representa esta proposta, sendo 

complementada pelas seguintes constantes de ajuste: 1 = 1,66 e 2 = 1,23 para estruturas em 

degraus, válidas para 4,01F111,16, e 1 = 0,393 e 2 = 1,22, para canais lisos, válidas para 

5,78F112,9. Os coeficientes de correlação entre os valores de f calculados com a equação 

completa e o ajuste dado pela equação 8.8 resultaram iguais a 0,97 e 0,98 para vertedores em 

degraus e lisos, respectivamente. 

 
2

11Ff


           (8.8) 

 

 
Figura 8.5 – Primeira avaliação da equação deduzida para o fator de resistência, com as constantes calculadas a 

partir de dados experimentais de diferentes autores (citados na legenda). Fonte: Simões Schulz e Porto (2010a). 

 

8.3.2 Cálculos realizados com o uso dos dados experimentais 

Antes de apresentar os resultados obtidos a partir de cálculos efetuados com os dados 

experimentais, considera-se válido definir novamente cada um dos termos presentes no 

modelo sugerido, reescrito a seguir (com hc=h0): 
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A equação anterior foi desenvolvida para um volume de controle com uma entrada 

denotada pelo subscrito “0” e uma saída representada pelo subscrito “1”. Para uso com os 

dados referentes ao modelo físico desta pesquisa, adotou-se h0=h(0), e não igual a hc como 

realizado no item anterior. x é a distância, paralela ao pseudo-fundo, entre h0 e h1. Deste 
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modo, as definições necessárias para uso da equação e cálculo das constantes são: 10 hhh  , 

01 xxx   e 3
1

3
c1 h/hF  . 

Foi possível obter os resultados apresentados na Figura 8.6 empregando as definições 

apresentadas e com o uso dos pontos experimentais obtidos com medições ao longo do 

escoamento monofásico. Nesta figura também é apresentada a curva gerada pela potência 

definida pela equação 8.8. As constantes obtidas foram 1 = 8 e 2 = 1,0, assim como no item 

anterior. Estes valores permitiram calcular o fator de resistência entre 0,066 e 0,35, limites 

próximos dos limites apresentados na Tabela 8.1. As constantes da potência foram1 = 1,66 

e 2 = 1,82, com coeficiente de correlação entre os valores originais e calculados com a 

equação 8.8 igual a 0,97. Cabe mencionar que apenas 2 foi alterado, sendo igual a 1,48 

vezes o valor anterior. Os resultados obtidos estão vinculados ao intervalo 2,37F15,67. 

 

(a) (b) 

Figura 8.6 – Resultados obtidos para o fator de resistência calculado com dados experimentais, modelo proposto 

e curva obtida com a equação 8.8 (a); comparação entre os pontos gerados com a equação 7.80 (f), equação 8.8 

(Potência) e a reta de ajuste perfeito. 

 

 

8.3.3 Cálculos realizados com o uso dos dados numéricos 

Os primeiros experimentos numéricos analisados foram SF 1.1 a SF 1.7. Os dados 

possibilitaram o cálculo do fator de resistência, tendo sido obtidos 1 = 32 e 2 = 1,0. Estes 

são os números que produzem o menor espalhamento dos pontos (F1,f) e que resultam em 

0,053<f<0,33, para 2,58F19,51. A Figura 8.7 contém as curvas obtidas e os pontos 

calculados. Nota-se que a aproximação simplificada por meio de uma potência apresentou 

excelente concordância com os valores calculados com a equação completa, como ilustrado 

pela Figura 8.7b. O coeficiente de correlação resultou igual à unidade e as constantes da 

equação 8.8 são: 1 = 1,2 e 2 = 1,39. 
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(a) (b) 

Figura 8.7 - Resultados obtidos para o fator de resistência calculado com dados numéricos (SF 1.1-SF 1.7), 

modelo proposto e curva obtida com a equação 8.8 (a); comparação entre os pontos gerados com a equação 7.80 

(f), equação 8.8 (Potência) e a reta de ajuste perfeito. 

 

 

A mudança de declividade de 1V:0,75H para 1V:1V não alterou os valores das 

constantes 1 = 32 e 2 = 1,0, mas levou a um melhor ajuste para a potência com 1 = 1,1 e 

2 = 1,4, com coeficiente de correlação igual a um. A Figura 8.8 contém os resultados desta 

análise. Os intervalos associados a ela são: 0,057<f<0,33 e 2,40F18,28. 

 

(a) (b) 

Figura 8.8 – Resultados obtidos para o fator de resistência calculado com dados numéricos (SF 1.12-SF 1.18), 

modelo proposto e curva obtida com a equação 8.8 (a); comparação entre os pontos gerados com a equação 7.80 

(f), equação 8.8 (Potência) e a reta de ajuste perfeito. 

 

Os resultados obtidos para =31º, com os dados das simulações SF 1.19 a SF 1.25, 

levaram a um melhor ajuste com o uso das mesmas constantes 1 e 2 (1 = 32 e 2 = 1,0). A 

Figura 8.9 contém comparações semelhantes às apresentadas anteriormente. As constantes 1 

e 2 resultaram iguais a 0,84 e 1,44, respectivamente, com coeficiente de correlação unitário. 

Estes resultados são válidos para 2,22F16,0 e correspondem a 0,064<f<0,28. 
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(a) (b) 

Figura 8.9 – Resultados obtidos para o fator de resistência calculado com dados numéricos (SF 1.19-SF 1.25), 

modelo proposto e curva obtida com a equação 8.8 (a); comparação entre os pontos gerados com a equação 7.80 

(f), equação 8.8 (Potência) e a reta de ajuste perfeito. 

 

As constantes obtidas para =11,31º foram diferentes das anteriores, com os seguintes 

valores: 1 = 4,5, 2 = 1,0, 1 = 0,64 e 2 = 1,34 (com coeficiente de correlação igual a 

0,99). Os resultados obtidos com estas constantes podem ser vistos na Figura 8.10, que está 

atrelada aos seguintes intervalos: 0,061<f<0,24 e 2,14F15,68. A Tabela 8.4 contém uma 

síntese dos resultados obtidos, com os valores das constantes e demais informações. 

 

(a) (b) 

Figura 8.10 – Resultados obtidos para o fator de resistência calculado com dados numéricos (SF 1.26-SF 1.31), 

modelo proposto e curva obtida com a equação 8.8 (a); comparação entre os pontos gerados com a equação 7.80 

(f), equação 8.8 (Potência) e a reta de ajuste perfeito. 

 
Tabela 8.4 – Síntese dos resultados obtidos para o fator de resistência com os dados numéricos 

 1 2 1 2 f F1 R Simulações 

 
[-] [-] [-] [-] [-] [-] [-]  

53,13
o
 32 1,0 1,2 1,39 0,053-0,33 2,58-9,51 1,0 SF 1.1-SF 1.7 

45
o
 32 1,0 1,1 1,4 0,057-0,33 2,40-8,28 1,0 SF 1.12-SF 1.18 

31
o
 32 1,0 0,84 1,44 0,064-0,28 2,22-6,0 1,0 SF 1.19-SF 1.25 

11,31
o 

4,5 1,0 0,64 1,34 0,061-0,24 2,14-5,68 0,99 SF 1.26-SF 1.31 

 

 

0,01

0,1

1

1 10

f

F1

Valores calculados

Potência

SF 1.19 - SF 1.25

0,0

0,2

0,4

0,0 0,2 0,4

f 
-

P
o

tê
n

ci
a

f

SF 1.19 - SF 1.25

0,01

0,1

1

1 10

f

F1

Valores calculados

Potência

SF 1.26 - SF 1.31

0,00

0,15

0,30

0,00 0,15 0,30

f 
-

P
o

tê
n

ci
a

f

SF 1.26 - SF 1.31



409 

 

8.4 Comprimento de transição para o escoamento bifásico 

8.4.1 Primeiro equacionamento baseado nas leis de conservação – Parte 1 

O primeiro modelo proposto para o comprimento de transição é composto por duas equações 

algébricas não lineares com dez constantes de ajuste. A quantidade de constantes, embora 

grande, foi justificada ao longo da dedução apresentada, desenvolvida a partir das leis de 

conservação escritas com a forma integral. Para encontrar os valores das constantes foi 

necessário minimizar os erros quadráticos entre valores medidos e experimentais ao mesmo 

tempo em que era solucionado o sistema de equações formado pelas duas equações do modelo 

matemático (equações 7.94 e 7.110). A Figura 8.11 contém os valores de L/k. 

 

 
Figura 8.11 – Comparação entre dados experimentais e valores calculados com as equações 7.94 e 7.110. 

 

Como resultados foram obtidos os seguintes valores: 0=0,78, 1=1,49, 2=0,456, 

3=1,22, 4=0,629, 5=0, 1=1,03, c1=1, K=0,295 e f=0,0198. Embora tenha sido obtido 

coeficiente de correlação igual a 0,84, para os dados da Figura 8.11, observa-se certo 

espalhamento dos pontos. O coeficiente de correlação para o adimensional escolhido 

inicialmente, L
*
=L/h1, resultou inferior a 0,6. 

 

8.4.2 Analogia com as leis básicas – Parte 2 

As equações 7.114 e 7.115 tiveram as suas constantes calculadas a partir dos dados 

experimentais originais para o comprimento de transição. As constantes obtidas foram: 1) 

Equação 7.114: C/0
 = 290.7, )C2/(1

 = -2290.1 e coeficiente de correlação igual a 0.90; 2) 

Equação 7.115: 1 = 789.12, 2 = -976.5, 3 = -10610.5, 4 = 17265.15, 5 = 0.192 e 

coeficiente de correlação igual a 0.98. As Figuras 8.12a e 8.12b comparam os resultados 

experimentais com os valores teóricos do adimensional L/k calculados com as referidas 

equações. Observa-se que as equações mais simples produziram resultados superiores em 

relação aos apesentados no item anterior. A equação 7.115, cujos resultados encontram-se na 

Figura 8.12b, mantêm características semelhantes com a equação 7.114, mas com cinco 
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constantes de ajuste, o que possibilitou a obtenção de uma dispersão menor em relação aos 

resultados da Figura 8.12a. 

 

(a) (b) 

Figura 8.12 – Comparação entre valores experimentais de L/k e valores calculados. 

 

8.4.3 Resultados para o comprimento de transição total, entre h1 e h3 

A equação 7.127, proposta para o cálculo do comprimento entre as seções com profundidades 

h1 e h3, possui três constantes de ajuste. Utilizando os dados experimentais foram obtidos os 

seguintes resultados: 8,511  , 63,933   e 00554,05  . Estes valores correspondem a um 

coeficiente de correlação entre dados experimentais e calculados igual a 0,91 e com 

distribuição dos pontos formados entre valores medidos e calculados como aquela apresentada 

na Figura 8.13a. Utilizando os mesmos dados, porém com adimensionais L
o
/k, o coeficiente 

de correlação é igual a 0,92. A comparação entre valores de L
o
/k é apresentada na Figura 

8.13b. 

 

(a) (b) 

Figura 8.13 – Comparação entre valores medidos e calculados para L
o
/h1(a) e L

o
/k (b). 

 

 

8.5 Análise da formulação integral para camada limite 

8.5.1 Aplicação para o cálculo de LA e LA
*
 com dados experimentais 

No Capítulo 7 foi proposta uma formulação para o cálculo do comprimento LA, necessário 

para que se inicie a aeração superficial, definido como a posição a partir da qual a espessura 
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da camada limite coincide com h (como é usual na literatura). A equação 7.148 é o resultado 

final da dedução, reescrito a seguir: 

 

|1FrRehc|lnFrc
k

L 2
k

c
k

c
*A15

2
k14

A 49          (7.148) 

 

em que   gksen/VFrk , hA*=hA/k e   /kVRek . 

 

Nota-se que é necessário adotar um valor apropriado para a velocidade do escoamento 

potencial, V∞, considerada constante por simplificação. O valor escolhido foi q/hc, ou seja, a 

velocidade crítica. Para o primeiro caso, ou seja, para o cálculo de LA, as constantes 

assumiram os seguintes valores: c4=0,513, c9=c4+1, c14=2,53 e c15=-0,0617. Para LA
*
 

(extrapolação para estruturas sem comportas, considerando o comprimento de transição), os 

resultados foram: c4=0,972, c9=c4+1, c14=1 e c15=-1. A comparação entre teoria e 

experimentação para este caso é apresentada na Figura 8.14(a,b), com coeficientes de 

correlação iguais a 0,94 e 0,96, respectivamente. 

 

(a) (b) 

Figura 8.14 – Comparações entre valores medidos e calculados de LA/k e LA
*
/k. 

 

A constante c3 resultou igual a 16,21 para o cálculo de LA. Já o valor encontrado na 

formulação proposta por Blasius é igual a 0,0225. A constante c4=0,513 e a constante 

equivalente a esta, proposto por Blasius é igual a 0,25. Isto significa que a tensão de 

cisalhamento utilizada na formulação, que representa os efeitos dissipativos, é muito maior no 

problema com canal inclinado e com o fundo em degraus em relação à geometria da placa 

plana horizontal. Assumindo c1=1, pode-se calcular c2=0,41, que é um número maior que a 

potência 1/7. Este resultado é próximo do valor calculado por Qian et al. (2009), igual a 1/3. 

Estes autores utilizaram o modelo multifásico de mistura e o modelo de turbulência 

Realizable k-. O ajuste realizado para LA
*
 resultou em c2=0,36, valor mais próximo da 

potência 1/3. Além dos aspectos relacionados ao fenômeno, que sugerem maiores tensões de 

cisalhamento no vertedor em degraus em relação a uma placa plana lisa, cabe destacar que as 
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constantes foram obtidas de forma indireta, ou seja, não foram medidas tensões ou perfis de 

velocidades. 

 

8.5.2 Aplicação aos dados numéricos 

Os resultados numéricos apresentados no capítulo 6 foram utilizados para avaliar os valores 

das constantes presentes na formulação apresentada. Concluiu-se que as constantes dependem 

do ângulo , como indicado na Tabela 8.5. A disposição dos pontos formados pelas 

constantes e  indica que há uma inversão no sinal, com a ocorrência de máximos para c4 e 

c15 e mínimo para c14. Sugere-se que, para ângulos intermediários, seja realizada interpolação 

linear. A Figura 8.15 compara os pontos numéricos e calculados com a reta de ajuste perfeito, 

indicando o bom ajuste do modelo aos dados simulados. 

 
Tabela 8.5 – Constantes calculadas a partir dos resultados das simulações numéricas. 

 c4 c14 c15 Frk Rekx10
-6 

R Simulações 

 
[-] [-] [-] [-] [-] [-]  

53,13
o
 0,345 5,27 -0,1855 2,17-3,96 1,32-2,39 0,99 SF 1.1-SF 1.7 

45
o
 0,612 1,54 -0,0715 2,13-4,27 1,55-3,11 0,99 SF 1.12-SF 1.18 

31
o
 0,706 2,24 -0,0011 2,27-4,54 1,88-3,77 0,99 SF 1.19-SF 1.25 

11,31
o 

0,223 5,53 -0,769 3,44-6,25 2,15-3,91 0,96 SF 1.26-SF 1.31 

 

(a) 

Figura 8.15 – Comparação entre os resultados numéricos e os valores calculados com a formulação semi-

empírica para camada limite (Notação: 53==53,13º, 45==45º, 31==31º e 11==11,31º). 

 

 

8.6 Comparação entre os resultados experimentais, numéricos e dados da literatura 

A Figura 8.16a contém dados experimentais obtidos neste trabalho, curva geradas com as 

equações empíricas dos autores citados na legenda, dados numéricos de Arantes (2007), a 

curva obtida com a equação 3.30 (ver Capítulo 3) e os resultados numéricos para todos os 

ângulos (uma vez que foi constatada independência com ). Observa-se que os resultados 

numéricos situaram-se um pouco abaixo dos demais. Os resultados numéricos para a posição 
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de início da aeração correspondentes a 1V:1H e 1V:0,75H podem ser vistos na Figura 8.16b. 

Nota-se que houve uma excelente concordância com a maior parte dos demais resultados 

apresentados. 

 

(a) 

(b) 

Figura 8.16 – Comparação entre dados experimentais, numéricos e de outros autores: (a) Comparação 

relacionada às profundidades no início da aeração e (b) comparação relacionada à posição de início da aeração 

para vertedores sem comportas. 

 

 

8.7 Comprimento de ressaltos hidráulicos a jusante de vertedores em degraus 

8.7.1 Considerações iniciais 

Existem diferentes definições para o comprimento do ressalto hidráulico. Como consequência 

de diversos estudos realizados ao longo de quase um século, há variadas formulações 

empíricas para o cálculo do comprimento do ressalto e do comprimento do rolo do ressalto. 

Elevatorski (1959, p.31) apresenta quinze equações de referências diferentes para o 

comprimento do ressalto, dentre as quais a mais antiga é a de Riegel e Beebe (1917)
1
, citado 

por Elevatorski (1959). Segundo Hager et al. (1990), o primeiro estudo sistemático sobre o 

comprimento do rolo do ressalto é atribuído a Safranez (1929). Bakhmeteff e Matzke (1936) 

definiram o final do ressalto como a posição onde o perfil da superfície livre alcança a sua 

altura máxima e onde a curva ascendente do escoamento em expansão (confinado entre o 

                                                             
1
 Riegel, R.M.; Beebe, J.C. (1917). The hydraulic jump as a means of dissipating energy. Miami Conservancy 

District Tech. Rep.., part III. 
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fundo do canal e rolo) coincide com a superfície e passa a decair em direção ao escoamento 

gradualmente variado subsequente. Esta definição conduziu a comprimentos maiores que os 

comprimentos dos rolos dos ressaltos. Schröder (1963), citado por Hager et al. (1990), 

determinou o comprimento do rolo visualizando a superfície livre. Como mencionado por 

Hager et al. (1990), tal procedimento envolve a decisão pessoal para escolha do comprimento 

uma vez que a superfície livre está em constante movimento devido às ondas. Malik (1972), 

citado no trabalho de Hager et al. (1990), empregou uma sonda de medições de força 

ligeiramente imersa no escoamento e movida axialmente até que a força fosse anulada. 

 

8.7.2 Definição do comprimento do ressalto com o auxílio de quantidades estatísticas 

Os trabalhos mencionados no parágrafo anterior são alguns exemplos de definições 

empregadas ao longo dos anos para o comprimento do ressalto e do rolo do ressalto 

hidráulico. Marques et al. (1997) apresentaram resultados de estudos experimentais que 

empregaram transdutores de pressão ao longo do fundo de um canal horizontal, onde foram 

estabelecidos ressaltos hidráulicos com números de Froude entre 4,9 e 9,3. A partir dos sinais 

obtidos com os transdutores, foram calculados coeficientes de assimetria e de curtose. Os 

referidos autores concluíram que o coeficiente de curtose assume valor três e se torna 

praticamente independente da posição a partir de x/(y2-y1)=8,5. Com base neste resultado, 

Marques et al. (1997) definiram o fim do ressalto hidráulico e, portanto, o seu comprimento, 

Ljs=8,5(y2-y1), em que y1=conjugado supercrítico e y2=conjugado subcrítico. O fim do rolo do 

ressalto também foi estudado por estes autores, que apresentaram a seguinte relação: 

Lr=6,0(y2-y1). Com base nos resultados experimentais de Marques et al. (1997) e no resultado 

obtido com o sensor ultrassônico empregado nesta pesquisa, considera-se adequado o uso de 

uma função com a forma apresentada a seguir: 
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         (8.9) 

 

em que Ljs = comprimento do ressalto definido com quantidades estatísticas, cb é um número 

real, igual a 8,5, de acordo com o trabalho de Marques et al. (1997), para medições realizadas 

com transdutores de pressão instalados no fundo do canal, ou 9,5 para Fr1=3 (correspondente 

às medições de flutuações da posição da superfície livre, obtidas neste trabalho). 

Se for empregada a equação clássica que relaciona y2/y1 com Fr1, (Equação 8.10) pode-

se reescrever a equação 8.9 em função de Fr1. Uma segunda alternativa mais adequada 

consiste em utilizar os pontos experimentais apresentados por Marques et al. (1997). Deste 



415 

 

modo, ao estabelecer uma relação entre Ljs/y2 e y2/y1, torna-se possível comparar os resultados 

clássicos de Peterka (1984), para bacias de dissipação por ressalto hidráulico Tipo I, com 

aqueles correspondentes às medições de pressões no fundo. A equação 8.11, com coeficiente 

de correlação próximo da unidade, corresponde ao ajuste obtido a partir dos dados de 

Marques et al. (1997). A Figura 9.17a contém uma comparação entre os dados medidos e os 

valores calculados com a equação 8.11. Substituindo a equação 8.11 na equação 8.9 com 

cb=8,5 o resultado é a equação 8.12. Este modelo empírico foi utilizado para compor a Figura 

8.17b, que ilustra também os dados experimentais de Peterka (1984), curvas para diferentes 

valores de cb (calculadas com a equação 8.13) e a equação de Simões (2008), LjP/y2=(Fr1
2
-

81,85Fr1+61,13)/(-0,62-10,71Fr1), que se ajusta aos dados de Peterka (1984). 
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Ljs* é o comprimento do ressalto calculado com a equação 8.13, obtida pela combinação das 

equações 8.9 e 8.10 (o * é empregado para diferenciá-la da equação 8.12, que é o resultado da 

combinação entre as equações 8.9 e 8.11). 

 

(a) (b) 

Figura 8.17 – (a) Comparação entre valores medidos e calculados com a equação 8.11, correspondentes ao 

adimensional y2/y1, e obtida com os dados de Marques et al. (1997); (b) Comparação entre os pontos 

experimentais de Peterka (1984), a equação proposta por Simões (2008), equação 8.12 (obtida a partir do 

trabalho de Marques et al., 1997) e equação 8.13. 

 

Como ilustrado pela Figura 8.17b, a curva obtida com a equação 8.13 requer um valor 

de cb = 6,8 para se aproximar dos dados de Peterka (1984). Este número corresponde 

aproximadamente à equação proposta por Simões (2008), também utilizada por Simões, 
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Schulz e Porto (2010a). A solução para cb = 9,5 está vinculada ao fim do decaimento da 

intensidade turbulenta junto à superfície livre e também foi apresentada para o intervalo 

correspondente a números de Froude entre 4,5 e 10. Esta curva apenas ilustra mais uma 

possibilidade e deve ser verificada experimentalmente para este intervalo de Fr1, uma vez que 

foi obtida para Fr1=3,0. 

 

8.7.3 Comprimento do ressalto hidráulico a jusante de vertedores em degraus 

O número de Froude pode ser escrito em função de =h/hc com a seguinte forma: 

 

2/3
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          (8.14) 

 

Com esta igualdade e considerando y1=h(z), as equações 8.11 e 8.12 possibilitam obter 
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Observa-se que com a equação 8.15 é possível estabelecer curvas formadas por Ljs/z e 

H=z/hc se forem conhecidos os pontos (H, . As equações 8.10, 8.14 e a equação de Simões 

(2008), que se ajusta aos dados de Peterka (1984), resultam em: 
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As equações 8.15 e 8.16 foram utilizadas para calcular os comprimentos do ressalto 

definidos por elas com os resultados numéricos obtidos para (H, ) com o intuito de verificar 

o acréscimo decorrente do uso da equação 8.15, que considera a invariância das quantidades 

estatísticas calculadas a partir das pressões medidas no fundo da bacia. A Figura 8.18 contém 

os resultados obtidos para as simulações SF 1.1 a SF 1.7. Junto com os pontos são 

apresentadas as curvas obtidas, representadas pelas equações 8.17 e 8.18, com coeficientes de 

correlação unitários. As equações 8.17 e 8.18 são válidas para 4,50≤Fr1≤9,51 e 

3,30≤H≤77,33. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 8.18 – Ljs/z e LjP/z em função de H (=z/hc) para os experimentos numéricos SF 1.1 a SF 1.7 (=53,13º): 

(a) Valores calculados com a equação 8.15 (comprimento do ressalto de acordo com Marques et al., 1997); (b) 

Valores calculados com a equação 8.16 (comprimento do ressalto de acordo com Peterka, 1984); (c, d) 

comparação entre dados numéricos e calculados com as equações 8.17 e 8.18. 

 

A relação entre os valores calculados com a equação 8.15 e a equação 8.16 assumiu 

valor máximo igual a 1,17 e mínimo igual a 1,138, com a distribuição apresentada na Figura 

8.19. A Figura 8.20 contém os dados calculados com o uso das soluções numéricas para 

=45º. Como pode ser observado, a aplicação das equações 8.17 e 8.18 também é apropriada 

para este ângulo. Os desvios máximo e mínimo obtidos para =45º com as duas metodologias 

resultaram iguais aos calculados para 1V:0,75H, i.e., 1,17 e 1,138. Considerando =45º, as 

equações 8.17 e 8.18 são válidas para 4,56≤Fr1≤8,28 e 3,39≤H≤34,09. 

 

 
Figura 8.19 – Comparação entre os valores calculados com a equação 8.15 e equação 8.16. 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 8.20 – Ljs/z e LjP/z em função de H para os experimentos numéricos SF 1.12 a SF 1.18 (1V:1H): (a) 

Valores calculados com a equação 8.15 (comprimento do ressalto de acordo com Marques et al., 1997); (b) 

Valores calculados com a equação 8.16 (comprimento do ressalto de acordo com Peterka, 1984); (c, d) 

comparação entre dados numéricos e calculados com as equações 8.17 e 8.18. 

 

Os resultados numéricos obtidos para =31º possibilitaram o cálculo de novas 

constantes, apresentadas a seguir nas equações 8.19 e 8.20. Os coeficientes de correlação para 

estas equações resultaram iguais a um e a distribuição dos pontos numéricos em relação às 

curvas propostas e resultados calculados com elas pode ser vista na Figura 8.21. As equações 

8.19 e 8.20 são válidas para 4,61≤Fr1≤5,99 e 4,13≤H≤27,6. 
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(c)  (d) 

Figura 8.21 – Ljs/z e LjP/z em função de H para os experimentos numéricos SF 1.19 a SF 1.25 (=31º): (a) 

Valores calculados com a equação 8.15 (comprimento do ressalto de acordo com Marques et al., 1997); (b) 

Valores calculados com a equação 8.16 (comprimento do ressalto de acordo com Peterka, 1984); (c, d) 

comparação entre dados numéricos e calculados com as equações 8.19 e 8.20. 

 

 

Ao simular os escoamentos no canal com =11,31º o máximo número de Froude obtido 

resultou igual a 5,68. As equações obtidas para interpolação dos dados são apresentadas a 

seguir e possuem coeficientes de correlação iguais a 0,99 e 1,0. A equação 8.21, 

correspondente ao comprimento definido com base nas pressões junto ao fundo, foi obtida 

para dados das simulações SF 1.29 e SF 1.30, com 4,53≤Fr1≤5,68 e 4,27≤H≤8,63. Os pontos 

que a geraram podem ser vistos na Figura 8.22a e a Figura 8.22c compara os valores originais 

com os interpolados. O mesmo foi feito com a segunda metodologia, tendo sido obtida a 

equação 8.22 e as Figuras 8.22b e 8.22d. A equação 8.22 está atrelada ao intervalo 

1,75≤Fr1≤5,68 e 0,23≤H≤13,82. 
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(c) (d) 

Figura 8.22 – Ljs/z e LjP/z em função de H para os experimentos numéricos SF 1.26 a SF 1.31 (=11,31º): (a) 

Valores calculados com a equação 8.15 (comprimento do ressalto de acordo com Marques et al., 1997); (b) 

Valores calculados com a equação 8.16 (comprimento do ressalto de acordo com Peterka, 1984); (c, d) 

comparação entre dados numéricos e calculados com as equações 8.21 e 8.22. 
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9.1 Conclusões 

As decorrências dos assuntos tratados neste trabalho foram descritas ao longo do texto junto 

aos desenvolvimentos apresentados. Sintetizando-as de forma ordenada neste item, é possível 

evidenciar as conclusões expostas a seguir. 

O Capítulo 2 contém a revisão bibliográfica sobre os estudos relacionados aos 

vertedores em degraus de forma direta e inclui itens secundários, mas com grande importância 

devido à aplicação aos escoamentos em canais de extravasores, como a descrição sobre a 

cavitação, por exemplo. Com este capítulo foi possível vislumbrar o estado atual do 

conhecimento sobre o tema, incluindo o modo de classificação empregado para os tipos de 

escoamentos, as geometrias adotadas até então, as quantidade medidas em canais em degraus 

e os diferentes pontos de vista adotados para abordar o problema com o uso de métodos 

experimentais e teóricos, que incluem as simulações numéricas. Pôde-se perceber que a 

instrumentação empregada para estudos em vertedores em degraus é composta por 

ferramentas clássicas, como pontas para medições da posição da superfície livre e tubos de 

Pitot para obtenção de velocidades, além de instrumentos sofisticados, como sensores 

eletrônicos de pressão, sondas para obtenção de fração de vazios, velocimetria por imagem de 

partícula e filmadoras com alta velocidade de aquisição de imagens. Foi observado também 

que há estudos numéricos que utilizaram diferentes modelos de turbulência e modelos para 

representação do escoamento multifásico. Entre todos os textos, notou-se que as pesquisas são 

elaboradas para declividades específicas, mas com algumas exceções que apresentaram 

resultados mais amplos, envolvendo canais com diferentes ângulos entre o pseudofundo e a 

horizontal. O texto é um apanhado dos principais resultados existentes, organizados de forma 

a compor um corpo coerente para o entendimento do presente estudo e para futuros 

pesquisadores, representando uma contribuição neste tema em língua portuguesa; 

O tema central do terceiro capítulo é o uso de um sensor ultrassônico de deslocamento 

para obtenção da posição da superfície livre. Concluiu-se que o sensor empregado possibilita 

obter excelentes dados experimentais, levando em conta as suas características e os demais 

detalhes vinculados à metodologia exposta. A posição média da superfície livre para a maior 

parte dos experimentos e até o início da aeração superficial é decrescente, com o padrão S2 

previsto pela teoria. O final deste perfil é claramente identificado pelo início do crescimento 

das profundidades médias, tendo sido definido como o início da aeração superficial. A 

posição de início da aeração definida desta forma pôde ser bem relacionada com 

adimensionais como Fr
*
, h(0)/k e Re(0) com o uso de potências. Esta conclusão sobre a forma 

da função concorda com os resultados propostos na literatura, desde os estudos sobre 
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vertedores lisos. As medidas foram realizadas em um canal controlado por uma comporta em 

sua extremidade inicial e grande parte dos estudos apresentados por outros autores 

corresponde a vertedores sem comportas. Isto levou ao uso de uma extrapolação semelhante à 

empregada por Boes (2000) para que os dados fossem então comparados aos de outros 

autores. Concluiu-se que a maior parte dos resultados experimentais extrapolados de tal 

maneira se aproxima dos dados de outros autores, mas situam-se um pouco abaixo da maioria 

dos pontos utilizados na comparação. Ao identificar a existência do comprimento de transição 

entre a última seção de água essencialmente deaerada e a máxima profundidade e somá-lo ao 

comprimento necessário para que se inicie a aeração superficial, verificou-se que os pontos 

experimentais deste trabalho foram reunidos entre os demais. Esta análise também levou à 

conclusão de que as posições desta soma, medidas conforme descrito, (e após a extrapolação 

descrita) correspondem de forma muito aproximada à posição definida por Boes (2000) e 

Boes e Hager (2003b) de início da aeração de fundo (bottom inception point, na terminologia 

dos autores citados), onde há 1% de ar junto ao fundo. Já as profundidades médias no início 

da aeração superficial, ou seja, os valores no final do perfil S2, situaram-se muito próximas 

dos pontos propostos por outros autores quando comparada a sua relação com Fr
*
. Os perfis 

médios ondulados, como exposto no Capítulo 3, também levaram à identificação de 

profundidades características que estão bem correlacionadas entre si e com Fr
*
, h(0)/k e Re(0). 

As últimas conclusões extraídas dos resultados medidos com ultrassom têm como base as 

quantidades estatísticas obtidas a partir dos sinais das profundidades e de suas derivadas 

temporais. A partir das intensidades turbulentas, números de Strouhal, coeficiente de 

assimetria e coeficientes de curtose foi possível identificar diferentes regiões de crescimento e 

decaimento. Tais regiões indicam o início do aumento da intensidade turbulenta junto à 

superfície livre devido à entrada de ar, sendo observado claramente um pico em todos os 

casos. A jusante deste ponto de máximo há decaimentos cujas posições finais coincidem. Isto 

levou à definição da posição final do decaimento das quantidades estatísticas junto à 

superfície e, após analisar esta posição em comparação aos dados de outros autores sobre a 

ocorrência do escoamento uniforme, concluiu-se que o seu uso é adequado como metodologia 

de identificação da ocorrência do escoamento uniforme. Além disto, os sinais permitiram a 

obtenção de profundidades máximas e boas correlações com grandezas que possibilitam o seu 

uso prático para as condições experimentais empregadas. Concluiu-se também que as 

intensidades turbulentas máximas são proporcionais à velocidade crítica de acordo com uma 

lei de potência. Outros resultados e conclusões acerca do uso dos sensores acústicos foram 

obtidos ao aplicar este instrumento para a medição da posição da superfície livre de um 
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ressalto hidráulico. Do mesmo modo, verificou-se a ocorrência de regiões de decaimento de 

quantidades estatísticas, tendo sido definida a posição final de decaimento e o comprimento 

do ressalto hidráulico com base em tal posição. Os dados do equipamento utilizado foram, 

portanto, explorados de forma bastante completa e original, o que não foi observado em 

outros estudos com tal dispositivos; 

Os capítulos 4 e 5 constituem uma revisão direcionada ao tema em tela acerca dos 

princípios fundamentais da mecânica dos fluidos, transição e turbulência. Eles antecedem os 

textos sobre simulações numéricas dos escoamentos e desenvolvimentos teóricos propostos, 

sendo necessários como revisão das bases que compõem a metodologia adotada para a 

segunda parte da tese. O ponto de vista empregado para a realização das simulações 

numéricas foi o euleriano. Com esta abordagem, os primeiros resultados inéditos do Capítulo 

6 são comparações entre os pontos experimentais do perfil S2 obtido com o Exp. 18 e 

soluções numéricas calculadas com diferentes modelos de turbulência. Concluiu-se que o 

modelo k- é uma boa opção para simular a posição média da superfície livre do escoamento 

monofásico. Entre os modelos testados há uma opção ainda mais simples (e menos onerosa 

computacionalmente) que é o modelo sem equações. Entretanto, optou-se pelo uso do modelo 

k- como uma alternativa intermediária entre o modelo sem equações e os modelos mais 

avançados (e mais custosos) como o RNG k- e o modelo de tensões de Reynolds SSG. Além 

disto, a revisão da literatura indicou que o modelo k- conduz a soluções próximas de 

resultados experimentais para a posição da superfície livre, como pode ser visto em 

Bombardelli et al. (2010). Uma simulação tridimensional do referido experimento também 

indicou excelente concordância entre os pontos experimentais e numéricos calculados com k-

 para a região monofásica. Cabe destacar que nesta fase também foram testados os modelos 

homogêneo e não-homogêneo para representação do escoamento bifásico (não o escoamento 

da mistura de ar e água, mas o escoamento monofásico de água e ar, separados pela interface, 

que é a superfície livre). Para malhas uniformes e refinadas como aquelas empregadas neste 

trabalho, concluiu-se que os modelos produzem interfaces com espessuras semelhantes. Para 

malhas grosseiras, o modelo homogêneo calcula interfaces mais espessas do que o modelo 

heterogêneo. Deste modo, considera-se que a opção escolhida é apropriada para simulação da 

posição média da superfície livre do escoamento a montante do início da aeração. A segunda 

parte dos resultados do Capítulo 6 contém as soluções obtidas em domínios com dimensões 

de protótipos. Concluiu-se que as posições de início da aeração definidas com a igualdade 

entre a espessura da camada limite e a profundidade do escoamento se comportam de acordo 
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com uma composição de uma potência com uma função logarítmica em relação ao número de 

Froude Fr
*
. Nesta função foi inserido o ângulo , dando um caráter geral à formulação para as 

condições simuladas. As profundidades na posição de início da aeração não apresentaram 

dependência com o referido ângulo e puderam ser bem relacionadas com Fr
*
 por meio de uma 

única potência. Os adimensionais hA/LA e LA/k também foram relacionados, tendo sido 

obtidas excelentes correlações com o uso de potências diferentes. 

As conclusões finais foram extraídas do Capítulo 8, que reúne os resultados 

experimentais, numéricos e as proposições teóricas. O primeiro item trata da solução analítica 

para o perfil da superfície livre em comparação aos dados experimentais e numéricos. 

Concluiu-se que a solução unidimensional tendo como constante de ajuste o fator de 

resistência apresenta excelente concordância com os dados experimentais e numéricos. As 

comparações com os dados experimentais indicaram haver dependência do fator de resistência 

com Re=q/ e s/hc. Esta conclusão reforça a hipótese de que um único valor para o fator de 

resistência é suficiente para ajustar bem o modelo analítico aos dados medidos uma vez que 

tais adimensionais são constantes na integração da equação diferencial ordinária. Os dados 

numéricos e a solução para um canal largo indicam que o fator de resistência está relacionado 

com k/hc, k=scos, por meio de potências para os diferentes ângulos . No item seguinte é 

discutida a metodologia de previsão do perfil bifásico em comparação aos dados 

experimentais. Concluiu-se que não há boa concordância entre a forma ondulada do perfil 

médio experimental e a curva crescente calculada com o método descrito, havendo regiões 

com valores superestimados e sobrestimados. A formulação proposta para o fator de 

resistência permitiu reunir os dados de diversos pesquisadores por meio de uma fórmula mais 

simples, uma potência, com valores de f em função do número de Froude. O mesmo foi 

possível para os dados experimentais e numéricos. Entre os modelos propostos para o calculo 

do comprimento de transição, aquele com caráter semi-empírico resultante da formulação 

baseada em analogia com as leis básicas foi o que resultou em melhores ajustes. O 

equacionamento apresentado para o comprimento entre h1 e h3 também forneceu excelentes 

resultados em relação aos dados experimentais. A formulação integral proposta para a camada 

limite foi comparara aos dados experimentais e numéricos, tendo sido encontradas excelentes 

correlações e pouca dispersão dos dados em relação ao modelo. Os dados experimentais, 

numéricos e os resultados apresentados por diferentes autores referentes ao início da aeração 

foram comparados. As profundidades no início da aeração obtidas numericamente situaram-se 

um pouco abaixo dos demais dados. Já os pontos correspondentes à posição de início da 



427 

 

aeração formaram uma distribuição estabelecida entre a maior parte dos dados empregados 

nas comparações. O último item é uma breve discussão sobre a definição do comprimento do 

ressalto hidráulico e a sua influência no comprimento da bacia de dissipação a jusante dos 

vertedores em degraus simulados numericamente. Foi possível concluiu que o uso das 

metodologias de Peterka (1984) e Marques et al. (1997) levam a resultados diferentes. O 

comprimento definido com base nas quantidades estatísticas obtidas com os sinais de 

transdutores de pressão instalados ao longo do fundo da bacia de dissipação podem ser 17% 

maiores que o comprimento definido com as resultados clássicos de Peterka (1984). 

Além das proposituras comentadas acima, cabe destacar o último desenvolvimento do 

Capítulo 7, relacionado à reoxigenação da água em escoamento no canal em degraus. Foi 

sugerido um modelo para avaliar o coeficiente de reoxigenação, K2, em vertedores em 

degraus. A relação básica considerada inclui este coeficiente, a taxa de dissipação de energia 

por unidade de massa e a altura de escoamento. Trata-se de uma equação que envolve 

potências, como foi tratado classicamente pelos diversos autores citados. Uma vez que foram 

medidas intensidades turbulentas junto à superfície livre, assumiu-se isotropia para 

turbulência, calculando-se a energia cinética turbulenta. O uso da equação clássica que 

relaciona esta grandeza com a taxa de dissipação de energia e de uma relação linear entre a 

escala integral e a altura de escoamento levou a um coeficiente de reoxigenação adimensional 

cujo comportamento foi avaliado. Concluiu-se que, com os expoentes utilizados, tal 

adimensional segue aproximadamente a distribuição da energia cinética turbulenta ao longo 

do canal. Em seguida, baseado no trabalho de Schulz (1990), incluiu-se a altura de rugosidade 

dos degraus na formulação. Os dados experimentais de Chanson (2002) puderam ser 

aproximados por uma função matematicamente análoga à função analítica que envolve K2. 

Isto possibilitou a comparação entre os seus dados experimentais e os dados experimentais 

deste trabalho com a inclusão do adimensional z/hc, com o expoente médio para a altura de 

escoamento (obtido com base nos trabalhos dos diferentes autores citados) e o expoente 1/4 

para a taxa de dissipação de energia deduzido por Schulz (2001). A sobreposição dos pontos 

de Chanson (2002) aos deste trabalho indica que o procedimento clássico fundamentado na 

teoria estatística da turbulência, associado às considerações propostas, conduz a excelentes 

resultados. 
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APÊNDICE 1. ALGUMAS FOTOGRAFIAS 

 

As fotografias apresentadas neste item correspondem aos experimentos expostos no Capítulo 

3 e outras estão relacionadas a esta tese de alguma forma. Não foi possível vincular as 

primeiras imagens aos experimentos correspondentes, embora elas tenham sido utilizadas para 

ilustrar aspectos do escoamento. A câmera utilizada na ocasião dos experimentos foi uma 

máquina simples, modelo Sony DSC T90. 

 

  
Figura A1.1 - Visão geral do canal em degraus (esquerda) e alvo utilizado para medir a distância desde o sensor 

até o pseudo fundo e para verificar a posição do emissor/receptor (direita). 

 

   
Figura A1.2 - Exemplos que ilustram a forma contorcida da superfície livre na região do escoamento composta 

pela mistura ar-água. Observa-se a formação de gotas com a fotografia à direita. 

 

   
Figura A1.3 - Superfície livre do escoamento monofásico a jusante da comporta. Estas imagens destacam a 

estrutura real da superfície livre (imagem à esquerda) e a superfície livre lisa e bem definida obtida em uma 

fotografia com tempo de exposição um pouco maior e sem o uso de flash (à direita). A segunda fotografia se 

aproxima mais da imagem percebida pela visão humana para escoamentos com velocidades semelhantes às 

velocidades correspondentes a estas fotos. Tempo de exposição, Te, 1/40 s (esquerda/com flash) e 1/2 s 

(direita/sem flash). 



456 

 

  
Figura A1.4 - Imagens do escoamento bifásico do Experimento 5. Nota-se na primeira fotografia a forma 

irregular da superfície livre, que é mais aparente na segunda fotografia (observa-se uma forma alongada que 

emerge do escoamento principal, voltada para montante). 

 

  
 Figura A1.5 - Neste caso, na primeira imagem, foi traçada uma linha vermelha que, de forma aproximada, se 

sobrepõe à posição da superfície livre do escoamento monofásico. Observa-se que para estas condições de 

escoamento o trecho monofásico é translúcido. O mesmo não ocorre na imagem ao lado, que ilustra o aumento 

da opacidade ao longo do canal devido ao aumento da concentração de bolhas (a fotografia está inclinada, ou 

seja, o canal possui degraus com pisos horizontais). Dados: Te=1/40 s com flash (esquerda) e Te=1/13 s sem 

flash (direita). 
 

  
Figura A1.6 - A primeira fotografia foi obtida com Te=1/40 s e com flash. Esta imagem ilustra o mesmo que a 

segunda imagem anterior, isto é, a evolução da concentração de bolhas ao longo do escoamento. Entretanto, não 

é observada a sobreposição das bolhas e sim as próprias bolhas, inclusive no interior das cavidades formadas 

pelos degraus. A segunda imagem é mais um exemplo que mostra irregularidades na superfície livre. 
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Figura A1.7 - A primeira fotografia corresponde ao experimento 7 e não contém novidades em relação ao que já 

foi apresentado. As duas fotos seguintes ilustram a superfície livre do escoamento bifásico, em uma vista 

superior. Nota-se claramente a ocorrência de ondas e outras erupções que a transformam em uma superfície 

contorcida e irregular. A quarta fotografia é uma vista lateral que destaca as gotas. 

 

 

Experimento 8 

 

 

  
Figura A1.8 - A primeira foto é particularmente interessante porque mostra um aparente aumento da espessura 

da interface, que na verdade é a sobreposição de imagens a partir do início da aeração superficial. Ela foi obtida 

com Te=1/15 s e sem flash. A imagem à direita mostra a ocorrência de bolhas e as irregularidades da superfície 

livre aerada (Te=1/40 s e com flash). Em ambos os casos, a água é transparente a montante do início da aeração. 
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Figura A1.9 - Destaca-se que estas fotografias correspondem ao mesmo experimento e ao mesmo trecho do canal 

(ver numeração dos degraus). À esquerda é mostrada uma sobreposição de imagens obtida sem flash e com 

Te=1/10 s. A segunda fotografia foi obtida com Te=1/40 s e com flash. Nela é possível observar bolhas, gotas e 

a forma distorcida da superfície livre. Trata-se de fotografias giradas, ou seja, o canal está inclinado a 45º. 
 

  
Figura A1.10 - A primeira foto destaca o canal e o escoamento, de uma forma geral, correspondente. A segunda 

é mais um exemplo obtido na região bifásica. Nota-se uma elevada concentração de bolhas. 
 

  
Figura A1.11 - Vistas superiores da superfície livre do escoamento bifásico. 
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Experimento 9 

 

  
Figura A1.12 - A primeira foto foi obtida com flash e Te=1/40 s. Ela permite observar uma forma alongada que 

emerge do escoamento principal e uma enorme quantidade de bolhas. Entre estas bolhas, há formas elipsoidais, 

bolhas disformes, como a segunda e a terceira em destaque, e bolhas esféricas, como a quarta. A Fotografia à 

direita mostra o aspecto esbranquiçado obtido com Te= 1/10 s e sem flash. Neste caso, a profundidade de 

aproximadamente 4 cm não é a mesma profundidade média apresentada no Capítulo 3. Certamente o valor 

indicado na fotografia se aproxima de um valor máximo, mas sem considerar os máximos ocasionados por 

ejeções que ocorrem com certa frequência não capturada pela máquina fotográfica. 

 

  
Figura A1.13 - Nota-se à esquerda a evolução espacial da fração de vazios e à direita a superfície livre ondulada 

a jusante da entrada do canal. Tal ondulação se deve às condições de escoamento. Nota-se que a superfície 

acompanha, aproximadamente, a forma do fundo, condição esperada para o escoamento supercrítico. 

 

 

Experimento 10 
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Figura A1.14 - As imagens apresentadas acima possuem características semelhantes às comentadas 

anteriormente. 

 

 

Experimento 11 

 

  
Figura A1.15 - A intenção principal de apresentar a primeira fotografia foi ilustrar a forma irregular da superfície 

livre, aproximadamente serrilhada, neste caso. A imagem à direita contém bolhas, gotas e volumes de líquido 

ejetados. O perfil médio deste escoamento, como apresentado no Capítulo 3, é próximo de um perfil S3. 

 

  
Figura A1.16 - Os desenhos feitos na parede do canal, apresentados na primeira foto, correspondem 

aproximadamente ao caminho percorrido por volumes de ar incorporados ao escoamento (observados 

visualmente). A fotografia à direita contém traços interessantes, causados pelo movimento de pequenas bolhas 

presentes no escoamento. Esta foto foi obtida com Te=1/40 s e sem flash, produzindo este efeito. Nota-se que as 

linhas são aproximadamente paralelas ao pseudo-fundo do canal em degraus. 
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Figura A1.17 - Estas fotos são as mesmas. A primeira é a original, obtida na região de escoamento bifásico com 

Te=1/400 s e sem flash (com ISSO 3200, maior do que os anteriores). A segunda é uma modificação obtida com 

um ajuste nos tons com o intuito de destacar o turbilhão formado na cavidade. 

 

  
Figura A1.18 - Ao ocorrer uma injeção de ar, ela pode penetrar até abaixo do pseudo-fundo, como ilustrado na 

fotografia à esquerda, que corresponde à região de transição, ou seja, com injeções intermitentes de ar. À direita 

é possível observar o turbilhão na região de escoamento monofásico por meio dos traços deixados pelo 

movimento de pequenas bolhas introduzidas no escoamento (Te=1/500 s, sem flash). 

 

 

Experimento 14 

 

  
Figura A1.19 – Imagens do Experimento 14, obtidas no trecho inicial do canal, onde o escoamento era 

monofásico. Observa-se a aparência transparente da água. 
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Figura A1.20 – A primeira imagem fornece uma visão geral do escoamento. A segunda foto evidencia, por meio 

de uma imagem instantânea (obtida com flash e Te=1/40 s), a distribuição espacial das bolhas, com um aumento 

da concentração ao longo do canal. 
 

Experimento 16 

 

  

  
Figura A1.21 – Detalhes da superfície livre do escoamento bifásico. 
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Figura A1.22 – Estes são exemplos de imagens extraídas de um filme obtido com a mesma máquina citada 

anteriormente, 29 frames/s e o auxílio de um estroboscópio. É interessante notar a formação de diferentes 

estruturas na posição iluminada. 

 

  

  
(continua na próxima página) 
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Figura A1.23 – Estas fotografias são interessantes por ilustram a variação da posição da superfície livre. As duas 

primeiras imagens indicam que a posição da superfície está próxima de 8,4 cm e 8,2 cm. A terceira corresponde 

a um valor próximo de 8 cm. Em um tempo menor que 1 s ocorrem variações que levam às figuras seguintes, 

com posições que ultrapassam os 8 cm. Nota-se que na quarta foto um filme ascendeu junto à parede de acrílico 

ultrapassando os 12 cm. A Fotografia 5 indica uma altura de 9,8 cm e a 6 uma altura de 9,1 cm. Imagens 

extraídas de um filme obtido com 29 frames/s e o auxílio de um estroboscópio. 

 

 

OUTRAS IMAGENS 

 

  

 
Figura A1.24 – Construção do fundo em degraus: placas para fixação dos degraus. 
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Figura A1.25 – Construção do fundo em degraus: degraus (materiais: PVC). 

 

 
Figura A1.26 – Verificação da geometria do fundo em degraus: a primeira imagem mostra o uso de um nível de 

bolha para o plano, indicando que o piso está horizontal (com um desvio muito pequeno). 
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Figura A1.27 – Substituição da haste da válvula principal situada a jusante do conjunto motor-bomba: as duas 

primeiras fotografias mostram a haste antiga e a haste nova. As duas seguintes são fotos da válvula aberta e da 

haste nova presa ao disco. A penúltima fotografia mostra o papel utilizado para vedação e a última a válvula 

pronta para o uso com a sua nova haste. 
 

 
Figura A1.28 – Foto do canal em funcionamento, sensor sobre o veículo e a plataforma utilizada para acessar a 

extremidade inicial do canal (esquerda); vista do vertedor de parede delgada e do medidor eletromagnético. 
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Figura A1.29 – Regime transitório inicial ocasionado pela abertura da válvula situada a montante do canal. 

Observa-se com estas imagens a propagação de uma onda resultante da abertura da válvula, que levou de 2 a 3 

segundos para alcançar o final do canal. 

 

  
(Continua na próxima página) 
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Figura A1.30 – Canal em degraus utilizado no sistema de drenagem do Campus II da USP em São Carlos. Nota-

se que há uma entrada lateral e pedras incrustradas nos pisos. As duas últimas fotografias foram obtidas em 

03/04/2010, às 18 h, aproximadamente. Nota-se que o escoamento ocorre em quedas sucessivas e com grande 

quantidade de ar incorporado desde o início do canal. 

 

  

  
(Continua na próxima página) 
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Figura A1.31 – Canais em degraus utilizados em sistemas de drenagem em rodovias (seis primeiras imagens: 

Rodovia Bandeirantes-SP; penúltima: Córrego Tijuco Preto, São Carlos-SP; última: canal do sistema de 

drenagem próximo à entrada de São Carlos-SP). 

 

 

Estruturas originadas a partir de colisões de gotas 

 

  

  
(continua na próxima página) 
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Figura A1.32 – Estes são alguns exemplos de estruturas formadas no meio líquido inicialmente estático após a 

colisão de uma gota de água. Imagens obtidas com Te=1/200 s e flash (Canon T3i). 

 

  

  

  
Figura A1.33 – As cinco primeiras fotos foram obtidas em experimentos individuais e ilustram a sequencia de 

eventos de um experimento. A sexta imagem contém dezesseis fotografias sequenciais extraídas de um vídeo 

obtido com 60 fps (com uma máquina Canon T3i). Nota-se que a colisão da gota forma uma coroa que se fecha 

impulsionando o líquido para cima, havendo separação e a formação de uma nova gota. O retorno da coluna de 

líquido favorece a formação da bolha, que é impulsionada para baixo, sendo desacelerada pelos efeitos viscosos 

até parar e inverter o sentido do seu movimento, regressando à superfície. 
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Ressalto hidráulico 

 

  

  

  

  
Figura A1.34 – Imagens correspondentes ao estudo de Simões, Schulz e Porto (2010) sobre o ressalto hidráulico. 

A primeira fotografia mostra uma visão geral o canal utilizado, ainda sem o estabelecimento do ressalto 

hidráulico. O vertedor triangular de parede delgada, utilizado para medir a vazão, é apresentado na segunda 

imagem. As demais fotografias mostram o ressalto hidráulico (Fr1=3). 
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A.2.1 SIMPLIFICAÇÃO DO TENSOR DE 4ª ORDEM 

 

Pretende-se simplificar a equação A2.1 de tal maneira que o tensor aijkl possa ser representado 

pela equação A2.2. 

 

1,2,3.lk,j,i, que em ,
x

V
aa

l

k
ijklklijklij 




   (A2.1) 

 

 jkiljlikklijijkla    (A2.2) 

 

A equação A2.2 é fruto do seguinte teorema: 

 

Teorema 1. Se aijkl são componentes de um tensor isotrópico de quarta ordem, então 

 

jkiljlikklijijkla    (A2.3) 

 

em que: ,  e  são escalares. 

 

A prova do Teorema 1, por ser relativamente extensa, fez com que os elementos do tensor 

fossem separados em cinco classes. Esta prova está fundamentada no fato de que um tensor 

isotrópico é aquele tensor que permanece inalterado para qualquer transformação de 

coordenadas. A primeira classe envolve os componentes do tensor que possuem índices iguais 

(i=j=k=l). A segunda classe envolve aqueles que possuem os dois primeiros e os dois últimos 

subscritos iguais e o segundo e o terceiro diferentes (i=j e k=l e j≠k). Em seguida, na terceira 

classe, considera-se as componentes com i=k e j=l e i≠j e k≠l. O penúltimo caso inclui i=l e 

j=k com i≠k e k≠l. Estas quatro classes podem ser resumidos da seguinte maneira 

(Chandrasekharaiah e Debnath, 1994): 

 

Classe 1: 333322221111 a;a;a                       (3 componentes) 

Classe 2: 113333222211331122331122 a;a;a;a;a;a  (6 componentes) 

Classe 3: 131332322121313123231212 a;a;a;a;a;a  (6 componentes) 

Classe 4: 133132232112311323321221 a;a;a;a;a;a  (6 componentes) 

 

A classe 5 envolve os sessenta componentes restantes (81-3+3x6 =81-21 = 60). Nesta classe 

um dos subscritos é diferente dos demais (dos 3 restantes), sendo possível identificar duas 

sub-classes: 5.1 – Três índices iguais e 5.2 – Dois índices iguais e dois diferentes. A matriz 

apresentada a seguir ilustra a divisão adotada. 
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Matriz 1 – Matriz 9x9 que representa a equação 123 

 

Após esta separação, são consideradas algumas transformações, sendo a primeira delas a 

seguinte (rotação de 90º): 

 















13

32

21

'

'

'

  (A2.4) 

 

Os deltas são vetores unitários e os índices indicam os eixos coordenados. A linha junto ao 

delta representa a transformação no sistema de coordenadas. Se aij são componentes de um 

tensor isotrópico de segunda ordem, então é possível provar: 

 

Teorema 2. 

 

ijija    (A2.5) 

 

em que:  é um escalar. 

 

Prova do Teorema 2. Para qualquer escolha de um sistema de coordenadas, tem-se ijij a'a   já 

que o tensor é isotrópico. Inicialmente, considera-se a transformação definida pela equação 1. 

Uma representação geométrica de tal transformação pode ser vista na Figura A2.1 e, como 

conseqüência, obtém-se: 

 

0 demais, os para e,

1

ij

312312




  (A2.6) 
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Figura A2.1 – Teorema 2 – Os símbolos vermelhos tracejados compõem o sistema transformado. 

Fonte: adaptado de Chandrasekharaiah e Debnath (1994). 

 

O uso da equação anterior, lembrando que ijij a'a  , permite escrever que: 

 

22pqq1p11111 aa'aa    (A2.7) 

 

Em que pqq1p1 a  é a regra de transformação de coordenadas para tensores de segunda ordem. 

Foi considerada a única possibilidade que não anula a operação, isto é, p=q=2. De modo 

similar, pode-se mostrar que: 

 

133221

312312

113322

aaa

aaa

aaa







  (A2.8) 

 

Utiliza-se agora a seguinte transformação: 

 















33

12

21

'

'

'

  (A2.9) 

 

Esta transformação tem as seguintes conseqüências: 

 

demais os para ,0

1

1

ij

21

3312







  (A2.10) 

 

O uso da equação A2.10, lembrando que ijij a'a  , permite escrever que: 

 

13pqq3p22323

23pqq3p11313

aa'aa

aa'aa




  (A2.11) 

 

Estas equações mostram que: 
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0aa 2313   (A2.12) 

 

Finalmente, pode-se chegar à seguinte conclusão (combinando a equação A2.12 com parte da 

equação A2.8): 

 

0aaaa 32312112   (A2.13) 

 

As equações A2.12 e A2.13 contém 6 termos do tensor aij e mostram que apenas os termos da 

diagonal principal são diferentes de zero. Definindo os termos da diagonal principal como 

sendo iguais à unidade, tem-se: ijija  . Com isto fica demonstrado o Teorema 2. 

 

A regra de transformação para um tensor de quarta ordem junto com a condição de 

isotropia e o uso da equação A2.6 leva aos seguintes desenvolvimentos e conclusões: 

 

1) 2222pqrss1r1q1p111111111 aa'aa    (A2.14) 

 

De modo análogo, obtém-se: 

 

33332222 aa    (A2.15) 

 

2) 2233pqrss2r2q1p111221122 aa'aa    (A2.16) 

 

De modo análogo, obtém-se: 

 

33112233 aa    (A2.17) 

 

3) 3322pqrss1r1q2p222112211 aa'aa    (A2.18) 

 

De modo equivalente, obtém-se: 

 

11333322 aa    (A2.19) 

 

4) 2323pqrss2r1q2p112121212 aa'aa    (A2.20) 

 

De modo análogo, obtém-se: 

 

31312323 aa    (A2.21) 

 

5) 3232pqrss1r2q1p221212121 aa'aa    (A2.22) 

 

De modo análogo, obtém-se: 

 

13133232 aa    (A2.23) 

 

6) 2332pqrss1r2q2p112211221 aa'aa    (A2.24) 
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De modo análogo, obtém-se: 

 

31132332 aa    (A2.25) 

 

7) 3223pqrss2r1q1p221122112 aa'aa    (A2.26) 

 

De modo análogo, obtém-se: 

 

13313223 aa    (A2.27) 

 

A próxima transformação de coordenadas é: 

 















13

22

31

'

'

'

  (A2.28) 

 

A sua representação geométrica pode ser vista na Figura A2.2(a), que segue a mesma lógica 

da Figura A2.1 quanto aos símbolos utilizados. 

 

 (a) 

 (b) 
 

Figura A2.2 – Teorema 1: (a) representação geométrica e (b) tabela direcional de co-senos  

 

Para esta transformação, é verdade afirmar que (ver Figura A2.2(b)): 

 

demais os para ,0

1

ij

312213




  (A2.29) 

 

Utilizando a equação A2.29 e a regra de transformação de coordenadas para tensores de 

quarta ordem junto com a condição de isotropia, obtém-se: 

 

3322pqrss2r2q1p111221122 aa'aa   (A2.30) 
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O resultado positivo encontrado na equação A2.30 se deve às operações sucessivas com o 

número -1, ou seja: (-1).(-1).(-1).(-1) = 1. De modo análogo ao que foi feito para obtenção da 

equação A2.30, chega-se aos seguintes resultados: 

 

32231221

32321212

aa

aa




  (A2.31) 

 

Os resultados obtidos para a Classe 1, expressos pelas equações 11 e 12, mostram que 

todos os componentes desta classe são iguais, de tal maneira que podem ser representados por 

um escalar : 

 

 333322221111 aaa   (A2.32) 

 

As equações A2.16 a A2.19 e a equação A2.30 mostram que todos os componentes 

pertencentes a Classe 2 são iguais: 

 

 113333222211331122331122 aaaaaa   (A2.33) 

 

Todos os componentes pertencentes  a Classe 3 são iguais, de acordo com as equações 

A2.20 a A2.23 e a equação A2.31: 

 

 212113133232313123231212 aaaaaa   (A2.34) 

 

As equações A2.24 a A2.27 e a equação A2.31 mostram que todos os componentes da 

Classe 4 são iguais: 

 

 133132232112311323321221 aaaaaa  (A2.35) 

 

A partir do que foi exposto anteriormente, pode-se afirmar que , ,  e  possuem os 

mesmos valores em qualquer sistema de coordenadas. Neste estágio da prova, a atenção é 

voltada para os sessenta elementos da classe restante (Classe 5). Nesta classe um dos 

subscritos é diferente dos 3 restantes. Sendo um diferente dos três restantes, existem as 

seguintes possibilidades (ver matriz no início da prova): Classe 5.1 - Componentes com três 

índices iguais (ex.: a1112, a1113, a1131, etc.) e Classe 5.2 - Componentes com dois índices iguais 

e os outros dois diferentes (ex.: a1123, a1132, a2132, etc.). Considera-se a seguinte transformação 

de coordenadas (giro de 180º em torno de x1): 
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33

22

11

'

'

'

  (A2.36) 

 

Isto tem como conseqüência o seguinte resultado: 

 

ij

33

22

11

a demais os para zero e

1

1

1







  (A2.37) 

 

Para i, j, k ≠ 1, pode-se escrever (na equação seguinte, equação A2.38, o caractere 1 é o 

número um e não a letra “L” minúscula): 

 

ijk1qrs1ksjriqpqrsksjriqp1ijk1ijk1 aaa'aa    (A2.38) 

 

Como exemplo, apresenta-se avaliações para as componentes a1222 e a1131 (Classe 5.1) e a3312 

(Classe 5.2): 

 
       0a011aa1111a'aa 12221222122212222222221112221222   

 
       0a011aa1111a'aa 11311131113111311133111111311131   

 
       0a011aa1111a'aa 33123312331233122211333333123312   

 

Uma vez que i, j e k devem ser diferentes de 1, conclui-se que ijk1a  só pode ser igual a zero. 

De modo similar, pode-se demonstrar que: 

 

0aaa 1ijkk1ijjk1i  , para i, j, k ≠ 1  (A2.39) 

 

Considera-se agora mais duas transformações, representadas pelas equações A2.40 e A2.41 

(estas transformações são necessárias para provar que os demais termos pertencentes à classe 

5 são iguais a zero. A transformação anterior mostra que alguns destes termos são iguais mas 

não provam que são nulos.): 

 















33

22
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'

'

  (Rotação de 180º em torno de x2) (A2.40) 















33

22
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'

'

'

  (Rotação de 180º em torno de x3) (A2.41) 
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Pode-se mostrar que: 

 

0aaaa 2ijkk2ijjk2iijk2  , para i, j, k ≠ 2  (A2.42) 

 

0aaaa 3ijkk3ijjk3iijk3  , para i, j, k ≠ 3  (A2.43) 

 

Deste modo, conclui-se que todos os componentes da Classe 5 são iguais a zero. 

Conseqüentemente, pelo menos um dos componentes pertencentes às classes 1 a 4 deve ser 

diferente de zero. Em outras palavras, pelo menos uma das constantes , ,  e  deve ser 

diferente de zero. O último estágio da prova requer a introdução dos números cijkl (que 

formam um tensor isotrópico de quarta ordem) definidos como: 

 

 jkiljlikklijijklijkl ac   (A2.44) 

 

O segundo termo do segundo membro da equação A2.44 é obtido como uma combinação 

linear das componentes não nulas do tensor aijkl. Utilizando as equações A2.32 a A2.35 e o 

fato de que todos os componentes de aijkl são iguais a zero para a Classe 5, verifica-se, por 

meio da equação A2.44, que: 

 
 

demais. os para 0c

ccc

ijkl

333322221111




  (A2.45) 

 

Na equação A2.44, cijkl é diferente de zero se todos os índices forem iguais (Isto pode ser 

verificado substituindo-se i,j,k,l pelos diferentes valores pertencentes às classes 1 a 4). Até 

então foram efetuadas rotações de 90º e 180º. Rotações arbitrárias devem produzir os mesmos 

resultados, respeitando a isotropia assumida no enunciado do teorema. Uma última 

transformação é necessária, sendo realizada considerando-se uma rotação de 45º em torno de 

x3 (lembrando que cos45
o
 = 2

1/2
/2= 1/2

1/2
): 

 

 

 






























nulos são  demais os ;
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1
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Com esta transformação e a equação A2.45, lembrando que o tensor c é isotrópico (cijkl=cijkl’), 

vem: 
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 (A2.47) 

 

Portanto, c1111 = 0. Conseqüentemente, a equação A2.45 resulta c2222=c3333=0. Assim, todos os 

81 números definidos por cijkl na equação A2.44 são anulados, restando a equação A2.3, 

enunciada no Teorema 1. A prova do Teorema 1 termina aqui. 

 

A prova apresentada para o teorema 1 foi construída com base na referência [4] e com 

elementos encontrados nas referências [1], [2], [3], [5], [6], [8] e [9]. A matriz 1, após as 

conclusões obtidas anteriormente, assume a seguinte forma: 

 

 
 

Figura A2.3 - Matriz 2 – Após as conclusões envolvidas na demonstração do Teorema 1 

 

Butkov (1988, p.689) segue um caminho diferente, representando o tensor aijkl da seguinte 

maneira: 

 

ijkljkiljlikklijijkla    (A2.48) 

 

em que ijkl é o delta de Kronecker generalizado, igual a um se todos os índices forem iguais e 

igual a zero nos demais casos. O referido autor argumenta que para uma rotação arbitrária 

infinitesimal, o último termo da equação A2.48 viola a exigência de isotropia. Como 

consequência, obtém-se a equação do Teorema 1. 

 

Conclusão da demonstração da equação A2.2. O Teorema 1 afirma: “se aijkl são 

componentes de um tensor isotrópico de quarta ordem, então é válida a seguinte relação”: 
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jkiljlikklijijkla    (A2.2) 

 

em que ,  e  são escalares. 

 

Os desenvolvimentos precedentes estão baseados na condição de isotropia, não tendo sido 

utilizada a exigência de simetria. Ao aplicar a condição aijkl=aijlk, obtém-se: 
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Com este resultado a equação anterior assume a forma: 

 

 jkiljlikklijijkla   (A2.49) 

 

Fazendo = e =, a equação A2.49 passa a ser idêntica à equação procurada: 
 

 jkiljlikklijijkla   (A2.50) 

 

 

A.2.2 DETALHES SOBRE A SIMPLIFICAÇÃO DA EQUAÇÃO 4.128 (Capítulo 4) 

 

Esta parte deste apêndice tem como objetivo demonstrar de que maneira a equação A2.51 

(Equação 4.129) pode ser obtida a partir da equação A2.52 (Equação 4.128). 
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Parte 1. A primeira parte da dedução envolve apenas a substituição do tensor viscoso no 

tensor das tensões, sendo esta a razão da existência do campo hidrostático. A segunda parte 

tem como objetivo analisar a seguinte expressão: 
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Lembrando que o delta de Kronecker é igual a 1 se i=j e igual a zero se i≠j, o termo entre 

parênteses pode ser simplificado para: 

 



485 

 

k

k

k

l

l

k

x

V
2

x

V

x

V
























 (A2.54) 

 

Isto leva em conta que l=k, pois, caso contrário, a expressão é anulada por kl . Combinando 

as equações A2.53 e A2.54, obtém-se: 

 

k

k
ij

x

V




  (A2.55) 

 

Assim fica demonstrado o primeiro termo do segundo membro da equação A2.52. 

 

Parte 2. Analisa-se agora a seguinte expressão: 
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Mais uma vez será utilizado o fato de que o delta de Kronecker é igual a 1 se i=j e igual a zero 

se i≠j. Aplicando a propriedade distributiva, obtém-se: 
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Para que o delta não anule o termo a seguir, efetuam-se as seguintes operações: 
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B) k=j: 
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C) l=i: 
























i

j

j

i
jiij

x

V

x

V
 

 

D) i=j: 
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Combinando os resultados: 
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Portanto: 
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Solução alternativa da Parte 2: 
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Com este apêndice a dedução da equação de Navier-Stokes está finalizada.  
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A3.1 - EXPERIMENTO NUMÉRICO 18.1, APRESENTADO NA FIGURA 6.5. 

 
Tabela 3.1 – Informações sobre a malha para o experimento numérico 18.1. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 494958 492392 

  
Tabela 3.2 – Dados sobre o domínio do experimento numérico 18.1. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B118 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.3 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico 18.1. 

Domain Boundaries 

Default Domain 

Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F152.118 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

Normal Speed 2.9100e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

Volume Fraction Value 

Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

Volume Fraction Value 

Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F156.118 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F155.118 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

Volume Fraction Value 

Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

Volume Fraction Value 

Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F120.118, F119.118 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.2 - EXPERIMENTO NUMÉRICO 18.2, APRESENTADO NA FIGURA 6.5. 
 

Tabela 3.4 – Informações sobre a malha para o experimento numérico 18.2. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 229686 227276 

  

Tabela 3.5 – Dados sobre o domínio do experimento numérico 18.2 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B118 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.6 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico 18.2. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F152.118 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 2.9100e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F156.118 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location - 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F120.118, F119.118 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.3 - EXPERIMENTO NUMÉRICO 18.3, APRESENTADO NA FIGURA 6.5. 
 

Tabela 3.7 – Informações sobre a malha para o experimento numérico 18.3. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 390884 194238 

  
Tabela 3.8 – Dados sobre o domínio do experimento numérico 18.3. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B118 2 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model RNG k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.9 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico 18.3. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F152.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 2.9100e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F156.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F155.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F120.118 2, F119.118 2 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.4 - EXPERIMENTO NUMÉRICO 18.4, APRESENTADO NA FIGURA 6.5. 
 

Tabela 3.10 – Informações sobre a malha para o experimento numérico 18.4. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 390884 194238 

  
Tabela 3.11 – Dados sobre o domínio do experimento numérico 18.4. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B118 2 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model SSG Reynolds Stress 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.12 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico 18.4. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F152.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 2.9100e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F156.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F155.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F120.118 2, F119.118 2 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.5 - EXPERIMENTO NUMÉRICO 18.5, APRESENTADO NA FIGURA 6.5. 
 

Tabela 3.13 – Informações sobre a malha para o experimento numérico 18.5. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 390884 194238 

  
Tabela 3.14 – Dados sobre o domínio do experimento numérico 18.5. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B118 2 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model Zero Equation 

     Homogeneous Model On 
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Tabela 3.15 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico 18.5. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F152.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 2.9100e+00 [m s^-1] 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F156.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F155.118 2 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F120.118 2, F119.118 2 
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Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.6 - EXPERIMENTO NUMÉRICO 18.6 (3D), APRESENTADO NA FIGURA 6.6. 
 

Tabela 3.16 – Informações sobre a malha para o experimento numérico 18.6. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 3163724 3082500 

  
Tabela 3.17 – Dados sobre o domínio do experimento numérico 18.6. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B100 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model On 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.18 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico 18.6. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F117.100 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 2.9100e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F121.100 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F120.100 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.7 - EXPERIMENTO NUMÉRICO SF 1.1. 
 

Tabela 3.19 – Informações sobre a malha para o experimento numérico SF 1.1. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 402584 400228 

 

Tabela 3.20 – Dados sobre o domínio do experimento numérico SF 1.1. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B571 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.21 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico SF 1.1. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F730.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 1.5000e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F734.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F733.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F573.571, F572.571 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Rough Wall 

     Sand Grain Roughness Height 1.5000e-01 [mm] 
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A3.8 - EXPERIMENTO NUMÉRICO SF 1.2. 
 

Tabela 3.22 – Informações sobre a malha para o experimento numérico SF 1.2. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 585882 583298 

 

Tabela 3.23 – Dados sobre o domínio do experimento numérico SF 1.2. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B571 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.24 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico SF 1.2. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F730.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 1.2500e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F734.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F733.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F573.571, F572.571 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.9 - EXPERIMENTO NUMÉRICO SF 1.3. 
 

Tabela 3.25 – Informações sobre a malha para o experimento numérico SF 1.3. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 585882 583298 

 

Tabela 3.26 – Dados sobre o domínio do experimento numérico SF 1.3. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B571 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 

  
Tabela 3.27 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico SF 1.3. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F730.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 1.0000e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 
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Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F734.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F733.571 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F573.571, F572.571 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Smooth Wall 
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A3.10 - EXPERIMENTO NUMÉRICO SF 1.8. 
 

Tabela 3.28 – Informações sobre a malha para o experimento numérico SF 1.8. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 946798 944210 

 

Tabela 3.29 – Dados sobre o domínio do experimento numérico SF 1.8. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B169 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 

 

Tabela 3.30 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico SF 1.8. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F224.169 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 1.5000e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 
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Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F173.169 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F172.169 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F170.169, F171.169 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 
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Wall Roughness Rough Wall 

     Sand Grain Roughness Height 1.5000e-01 [mm] 
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A3.11 - EXPERIMENTO NUMÉRICO SF 1.12. 
 

Tabela 3.31 – Informações sobre a malha para o experimento numérico SF 1.12. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 921602 919195 

 

Tabela 3.32 – Dados sobre o domínio do experimento numérico SF 1.12. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B493 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 

 

Tabela 3.33 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico SF 1.12. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - Entrada 

Type INLET 

Location F554.493 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 2.0000e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 
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Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - Saida 

Type OPENING 

Location F558.493 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - Topo 

Type OPENING 

Location F557.493 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F495.493, F494.493 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 
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Wall Roughness Rough Wall 

     Sand Grain Roughness Height 1.5000e-01 [mm] 
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A3.12 - EXPERIMENTO NUMÉRICO SF 1.19. 
 

Tabela 3.34 – Informações sobre a malha para o experimento numérico SF 1.19. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 531752 528719 

 

Tabela 3.35 – Dados sobre o domínio do experimento numérico SF 1.19. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B424 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.36 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico SF 1.19. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F559.424 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 2.0000e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F565.424 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F564.424, F562.424, F563.424 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F426.424, F425.424 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Rough Wall 

     Sand Grain Roughness Height 1.5000e-01 [mm] 
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A3.13 - EXPERIMENTO NUMÉRICO SF 1.26. 
 

Tabela 3.37 – Informações sobre a malha para o experimento numérico SF 1.26. 

Domain Nodes Elements 

Default Domain 682598 679495 

 

Tabela 3.38 – Dados sobre o domínio do experimento numérico SF 1.26. 

Domain - Default Domain 

Type Fluid 

Location B229 

Materials 

Water 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Air at 25 C 

     Fluid Definition Material Library 

     Morphology Continuous Fluid 

Settings 

Buoyancy Model Buoyant 

     Buoyancy Reference Density 1.1850e+00 [kg m^-3] 

     Gravity X Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Gravity Y Component -g 

     Gravity Z Component 0.0000e+00 [m s^-2] 

     Buoyancy Reference Location Automatic 

Domain Motion Stationary 

Reference Pressure 1.0000e+00 [atm] 

Heat Transfer Model Isothermal 

     Fluid Temperature 2.5000e+01 [C] 

     Homogeneous Model False 

Turbulence Model k epsilon 

     Homogeneous Model On 

Turbulent Wall Functions Scalable 
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Tabela 3.39 – Dados sobre os contornos para o experimento numérico SF 1.26. 

Domain Boundaries 

Default Domain Boundary - entrada 

Type INLET 

Location F282.229 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Normal Speed 

     Normal Speed 1.5000e+00 [m s^-1] 

Turbulence Low Intensity and Eddy Viscosity Ratio 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Boundary - saida 

Type OPENING 

Location F287.229 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Fluid ar 

     Volume Fraction Zero Gradient 

Boundary - topo 

Type OPENING 

Location F286.229, F285.229 

Settings 

Flow Regime Subsonic 

Mass And Momentum Entrainment 

     Relative Pressure 0.0000e+00 [Pa] 

Turbulence Zero Gradient 

Fluid agua 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 0.0000e+00 

Fluid ar 

     Volume Fraction Value 

     Volume Fraction 1.0000e+00 
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Boundary - simetria 

Type SYMMETRY 

Location F231.229, F230.229 

Settings 

Boundary - Default Domain Default 

Type WALL 

Location - 

Settings 

Mass And Momentum No Slip Wall 

Wall Roughness Rough Wall 

     Sand Grain Roughness Height 1.5000e-01 [mm] 
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