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RESUMDPO

Este trabalho apresenta um método de'identificacéo de
parametros modais no dominio da frequéncia. O algoritmo de
identificacio realiza a ajustagem de curvas aos dados de resposta
em frequéncia de uma determinada estrutura em uma faixa contendo
varias frequéncias nsturais. Esta ajustagem é baseada no método
dos minimos quadrados e o modelo matemdtico da funcZo resposta em
frequéncia (FRF) adotado ¢ dado pelo quociente de dois polinémios
dependentes da frequéncia. Nesta fase de ajustagem de curvas s3o
obtidos os coeficientes da FRF do sistema.

Em wuma segunda etapa, s3o calculados os parametros
modais do sistema, respectivamente, as frequéncias naturais, os
fatores de amortecimentc modais e as constantes modais. Numa
ultima etapa, & feita a regeneracio dos dados medidos através dos
parametiros modais identificados afim de se comparar os
resultados.

O algoritmo de identificacdoco é aplicado szos dados

provenientes de um ensalio experimental.
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ABSTRACT

A modal parameter identification method in frequency
domain 1is presented.- The Iidentification algorithm initially
performs the multi-degree of freedom curve fitting to the
frequency response data of &a given structure in &a range
containing several natural frequencies. The curve fitting process
is a least squares based method and the mathematical model of the
fregquency response function (FRF) adopted 1is given by the
quocient of two frequency dependent polinomials. The results of
this curve fitting process are the coeficients of such a FRF
model.

In & second step the modal parameters of the FRF
analysed, which are the natural frequencies, the modal damping
ratios and the modal constants are calculated. Finally, the
measured FREF are regenerated using the modal parameters
identified, in order to compare the results.

The identification algorithm is applied to the

experimetal data of a modal test.
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cAPITULO 1

INTRODUGCA®D

Os estudos tedricos e experimentais relacionados com o
fendmeno da vibracio estrutural tem contribuido de forma decisiva
para a solucdc de wroblemas de engenharia. Neste contexto, a
Anialise Modal Experimental de estruturas tornou-se uma poderosa
ferramenta de anélise para & determinacio das caracteristicas
dinamicas de estruturas. Os trabalhos de pesquisa na area
denominada Analise Modal Experimental est3io relacionados coem um
conjunto de técnicas que possibilitam =a obtencZo de modelos
matematicos precisos para uma determinade estrutura, & partir de
ensaios experimentais (EWINS, 1984). Estes modelos matematicos
sdo capazes de fornecer subsidios importantes para a area de
projetos, em situacdes em que a integridade estrutural guanto 2
vibracido possa estar comprometida.

Segundo STROUD (1987), a evoluciio da analise modal



experimental pode ser di&idida em trés fases: a década de 60 (e
anteriormente a ela), quando predominava o uso de técnicas
analdgicas e n3o havia o uso direto co computador na anidlise; a
década de 70, quando ocorreu a chamada revolucio digital e dela
emergiram novas técnicas de medida, aquisicio e processamento de
dados experimentais; & partir de 1980 até os dias atuais com o
uso de computadores de capacidade cada 'vez maior e com a
introducio de novas técnicas experimentais e de analise.

Existem varias aplicacdes para a analise modal
experimental {SNOEYS e outros, 1879). A mais comum é a
verificacdo experimental ce um modelo tesrico para uma dada
estrutura. Este modelo tedrico é geralmente proposto através de
técnicas de discretizacéo.'Através dos ensaios experimentais siHo
obtidas as caracteristicas da resposta do sistema. Estas
caracteristicas s&o geralmente dadas através de funcdes de
resposta em frequéncia (FRF). A partir destes dados éxperimetais
procura—-se obter os parametros modais do sistema,; que s3o dados
pelas frequéncias naturais, o3 fatores de amortecimento modzis e
os modos de vibrar da estrutura sob estudo. A partir destes
parametros é possivel obter-se um modelo matemitico para o
sistema e este modelo pode entZo ser comparado com ¢ modelo
tedrico formulado inicialmente. Desta comparacio pode-se fazer os

ajustes necessarios no modelo tedrico (RAMSEY, 1983).

1.1 - CONSIDERACOES SOBRE 0OS METODOS DE MEDIDA E ANALISE

Um dos objetivos principais da analise modal



experimental é& a obtencio de dados experimentais de vibracfo que
correspondam as propriedades de resposta‘da estrutura sob estudo.
Para gue isto seja possivel, a investigacio experimental deve ser
realizada levando-se em conta varios aspectos importantes para a
determinacio precisa da resposta de um sistema. Inicialmente,
deve~se considerar a forma de fixac¢3o da estrutura, qgque poderser
livre ou engastada. Ambas apresentam vantagens e desvantagens, e
a escolha da fixacio depende fortemente do tipo de estrutura sob
teste e também do modelo tedrico escolhido para a anglise.

A excitac3o da estrutura e a transduc8o dos sinais de
excitacio e resposta também s3o fatores importantes para o
sucesso de um ensaio experimental. Quanto a excitacifo, existem
varias formas de se excitar o sistema (BROWN e outros, 1877). Os
dispositivos mais comuns para este fim s3io respectivamente os
excitadores eletrodinamicos (shakers) e os martelos de impacto.
Os primeiros sZo capazes de fornecer, entre outras formas de
sinais, a excitacioc harménica e a aleatodoria, através do uso de um
gerador de sinals apropriado. Por sua vez, os martelos de impacto
fornecem a excitag¢fo do tipo transiente & estrutura, e esta &
geralmente feita manualmente. Estas duas formas de excitaci3o
possuem vantagens e desvantagens. No caso do uso de um shaker
deve-se tomar algumas precaucdes, pois neste caso, o excitador é
fixado a estrutura. Nestas condi¢des deve-se procurar minimizar
sua influéncia na resposta do sistema e também garantir que a
estrutura seja excitada na direcfo que se deseja medir a resposta
(OLSEN, 1984). O teste de impulso usando-se um martelo de impacto
pode ser uma forma conveniente e bastanté acessivel de excitacfo.

Sua maior desvantagem reside no fato dela introduzir ruide nas



medidas. Quando se deseja excitar a estrutura em varios pontos,; o
uso de um martelo de impacto facilita bastante o ensaio. Isto nfo
se aplica aos shakers pois para cada ponto de excitac3o deve-se
mudar sua posicdo; o gue pode consumir um tempo considerivel.
Dois tipos de excitacso bastanté usados - sio
respectivamente a excitacio harméniéa e a aleatdria. A excitacio
harménica pode ser feita sintonizando-se as frequéncias naturais
uma a uma manualmente ou através de um processo de varredura em
uma determinada faixe de frequéncia. Atualmente com o uso de
modernas técnicas de aquisicfo digital de dados, a varredura
harménica tem sido bastante Util nos ensaios experimentais. Uma
de suas grandes vantagens & a possibilidade de se detectar

possivels nio linearidades presentes na estruturs. Como

desvantagem, pode-se citar o tempo na aquisicZo de dados que pode

ser demasiadamente longo (Rgggé; 19886).

A excitacZo aleatdria é provavelmente a forma mais
usada atualmente. Existem varias formas de excitacio aleatoéoria. A
excitacfo aleatdria pura usa um sinal continuec e n8o repetitivo,
que satisfaz as definicdes de um processo aleatdério estacionario.
A excitacdo pseudoaleatdoria é uma sequéncia aleatdria que se
repete periodicamente. Uma desvantagem da excitac3o eleatodoria é
que ela faz com que efeitos n3o lineares presentes na estrutura
apresentem um comportamento linear por causa dos efeitos de
linearizacido causados pela transformada de Fourier (STRQUD,
1887). Esta forma de excitacZo & bastante susceptivel ao fenédmeno
de leakage e requer que & resposta medida seja submetida a um

processo de averaging principalmete em frequéncias baixas.

A transducdo dos sinais de excitac3io e resposta &



geralmente feita com o uso de acelerdmetros piezoelétricos. Os
acelerdometros s3o elementos muito importantes em um ensaio
experimentél, pois a obtencio de medidas precisas dependem
fortemente da escolha adequade destes elementos. As principais
dificuldades associadas com o uso dos acelerdmetros estid em se
gafantir que eles interfiram o minimo possivel nas medidas e qﬁe
sua pérformance seja satisfatériea na faixa de frequéncia
escolhida no ensaic (DALLY e outros, 1984)}).

O processamento dos dados obtidos experimentalmente é
feito atualmente com o uso‘de modernos analisadores de espectro.
Estes equipamentos sioc capazes de fornecer as caracteristicas de
resposta da estrutura nc¢ dominio do tempo e da frequéncia. O
processamento é feito usando-se técnicas de transformada de
Fourier. As FRF obtidas nas diversas aquisic¢bes sZo submetidas ao
processo de averaging, pois este procedimento & capaz de reduzir
o nivel de ruido presente nos dados. Entretanto, o processamento
digital pode estar sujeito & erros se o sistema possuir n#3o
linearidades acentuadas. Desta forma, a funcgfo coeréncia deve ser
calculada para cada agquisicfo e seu valor deve ser o mais proéximo
possivel de 1, pois isto entre outras coisas garante a
linearidade entre excitag8o e resposta (BENDAT}é‘PiERSOL, 1980).

A ididentificacido dos parametros modais & um estagio
posterior ao processamento digital dos dados experimentais. Este
estagio pode ser realizado tanto no dominio do tempo como no da
frequéncia. Os parametros modais s3o geralmente obtidos atraveés
da ajustagem de curvas aocs dados medidos e esta ajustagem & feita
baseada no método dos ainimos quadrados. Deve-se ainda observar

gue a identificac3o modal pode ser do tipo modo a modo, onde cada



modo de vibrar é identificado separadamente, ou multi-modes, onde
varios modos sZo identificados simultaneamente em uma faixa de
frequéncia (IBRAHIM, 1885).

Os métodos de identificac3o no dominio da frequéncia
usam como dados de entrada a FRF do sistema. Um dos primeiros
métodos nesta area foi proposto por KENNEDY e PANCU {1947). Este
método realiza a identificacio modo a modo e & conhecido como
método de ajustagem do circulo. Sua aplicac3do é restrita 3
sistemas que possuam frequéncias naturais distantes umas das
outras. Apbdés sua introducgio, surgiram varios métodos com o
objetivo de aperfeicoa-lo. Entre eles pode~se citar o trabalho
feito por GAUKROGER (1973) gque propds uma implementacZo numérica
para o método de ajustagem do circulo. Recentemente, VAKAKIS e
CAUGHEY (19%1) propuseram um método nesta linha e discutirem sua
aplicac8o & sistemas com acoplamento modal significativo.

A identificacdo multi-modos no dominio da freguéncia
pode ser feita usando-se duas formas equivalentes da FR/ do
sistema: a forma polinomial e a forma em fracBes parciais. Na
forma polinomial procura-se ajustar os dados exXperimentais a uma
funcio de transferéncia dada pelo cuociente de dois polindmios.
Un dos primeiros métodos nesta linha foi proposto por LEVY
(1959). Este método apresenta problemas numéricos quando a faixa
de frequéncia escolhida & muito larga. Em 1963, SANATHANAN e
KOEENER propuseram um método de identificacio de funcgdes de
transferéncia baseado no método de Levy, mas com melhorias no
sentido de diminuir os problemas numéricos. Entretanto para
faixas de frequéncia muito largas, ainda podem ocorrer problemas

numéricos. Neste caso, a identificacio pode ser realizada de duas



formas. A primeira delas faz uso de polinbmios ortogonais na
identificac3o da funcido de transferéncia (RICHARDSON e FORMENTI,
1982). A segunda divide a faixa de frequéncia em varias partes,
cada uma delas contendo uma ou mais frequéncias naturais, e a
identificacsio é feita em cada uma destas subfaixas (EBERSBACH e
IRRETIER, 1989). A formaz polinomial nio fornece os parametros
modais diretamente. Eles s%o calculados a partir dos coeficientes
da funcio de transferéncia identificados.

Quande a FRF é& usada na forma de fracdes parciais, os
parametros modeais sZo obtidos diretamente da ajustagem de curvas
(BROWN e outros, 197¢9). Entretanto, esta ajustagem resulta nio
linear em relacio 4 =alguns dos pariametros modais procurados.
Estes parametros podem ser calculados através de outros métodos e
mantidos constantes durante a identificacZo ou ent8io a FiF do
sistema pode ser escrita em séries de Taylor, usando-se apenas oOsS
termos lineares.

A identificacgdo de pariametros modais mno dominio do
tempo usa a resposta &ao impulso do sistema na extracio dos
parametros modais. Esta resposta ac impulso é geralmente obtida
tomando-se & transformada inversa de Fourier dos dados da FRF do
sistema. A grande maioria dos métodos nesta éreavé“baseada no
método de aproximac¢Ges exponenciais de Prony (%ﬁbﬁéﬁ&: 1§65). 0
método da exponencial complexa (BROWN’é‘outros, 1979) & um dos
métodos mais usados. Ele 1involve a solucZo de dois sistemas
lineares na determinacio dos parametros modais; respectivamente
um sistema do tipo Toeplitz e um sistema de Van Der Monde.

O método de Ibrahim (IBRAHiM e MIKULCIK, 1£73) foi

inicialmente proposto com base na resposta livre do sistema



escrita usandc-se a formulacioc de estado. Esta formulacgio requer
uma inversio matricial gque pode apresehtar problemas numéricos.
Ela também pode apresentar problemas experimentais, pois &
necessario a medida de um vetor de estado. Existe uma outra
formulac3io para o método de Ibrahim (SMITH, 1884), que se baseia
no método dos minimos gquadrados. Esta formulagio possui a
desvantagem de requerer alguns parametros modais como estimativas
iniciais do método. Estes paradmetros modais geralmente s3o
obtidos com outros métodos de identificacfo (IBRAHIM, 1887).

0O método de Ibrahim pode ser encarado como um método
global de identificaciio, pois fornece os parametros modais de
todos os modos de y}pfar E{mu}tansfpgnte. Um métodec pioneiro de
identificacfo global foi’proposto por GOYDER (1880). Este método
realiza &a identificac3o global de parametros ne dominio da
frequéncia.

Nos métodos denominados métodos de polireferéncia, a
estrutura é excitada em varias posic¢des simultaneamente e as
respostas individuais a cada excitacgio s3o processadas também de
forma simultanea. O método proposto por VOLD (1882) e mais tarde
desenvolvido por DEBLAUWE (1987) é ume extensiio do método da
exponencial complexa para maltiplas referéncias. Os métodos deste
tipo também podem ser formulados no dominio da frequéncia {(ZHANG
e outros, 1986}.

Todos os métodos de identificacfo, tanto no dominio do
tempo guanto ne da fregquéncia apresentam uma dificuldade: a
determinacio da ordem do modelo matemitico para a estrutura em

estudo. Esta dificuldade ¢é consequéncia da limitacfdc de modelcs

discretos usaedos na analise de sistemas continuos. Embora as



estruturas possuam infinitos graus de liberdade, as aplicacles em
modelagem de sistemas fisicos e os ensaios experimentais requerem
apenas alguns modos de vibrar contidos em uma determinada faixa.
Quando existem modos de vibrar fortemente acoplados, a
determinacio da ordem do modelo pode se tornar mais dificil. Por
esta razio, foram desenvolvidos fatores de confianca modal
(IBRAHIM, 1978) que podem ser usados afim de se estimar a orden
do modelo.

Um outro aspecto importante nos métodos de
identificacdo ¢é a influéncia dos modos fora da faixa de
frequéncia analisada (MERGEAY, 1982). Esta influéncia pode ser
levada em conta através da introducZo de parcelas residuais

conforme discutido neste trabalho.

1.2 - OBJETIVOS DO TRABALHO

Neste trabalho é proposto um m2todo de identificacio de
parametros modais no dominio da fregquéncia. Este método realiza a
identificacso multi-modos em uma faixa contendo varias
frequéncias naturais. Os dados sfo ajustados & uma funcio de
transferéncia e esta ajustagem & baseada no método de Levy com os
melhoramentos propostos por Sanathanan e Koerner. A partir desta
funcio de transferéncia identificada sio calculados os parametros
modais do sistema. Através de um ensaio experimental numa placa,
sZo obtidos dados usados para verificar a eficiéncia do método.

A seguir se faz uma apresentacio dos capitulos deste

trabalho. No capituloc 2 é apresentada a teoria fundamental da
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anislise modal, onde se discute em particular a resposta livre de
sistemas lineares discretos nfio amortecidos e amortecidos. Para o
caso dos sistemas amortecidos sZo feitas consideracdes sobre os
modelos matematicos wusados na descriciio do mecanismo do
amortecimento e também sobre sua distribuicdo espacial na
estruﬁura.

No capitulo 3 s3o obtidas as expressfes para a resposta
harménica de sistemas lineares. A partir destas expressdes &
possivel obter-se as caracteristicas de resposta em freguéncia
dos sistemas lineares. S&o feitas também consideracdes sobre a
resposta impulsiva de sistemas lineares.

O capitulo 4 apresenta os principals métodos de
identificacfio de parametros modais. E dada énfase zsos métodos de
identificac&o no dominio da fregquéncia. Em particular, & mostrado
o desenvolvimento tedrico do métodc de ajustagem de curvas usado
neste trabalho. SZo feitas algumas consideracOes sobre os
principais métodos de identificacio no dominio do tempo.

O capitulo 5 descreve o método de identificacio de
parimetros modais proposto. S3o descritas as varias etapas do
processo de identificacido e sifo feitas consideracfes sobre sua
implementac&o numérica.

O capitulo 6 descreve o ensaio experimental realizado
neste trabalho. Este ensaio tem o objetivo de fornecer dados
experimentais para o algoritmo de identificacZo modal afim de
verificar sua eficiéncia.

No capitulo 7 os resultados s%o analisados e comparados

e sfo tiradas algumas conclusdes sobre o método usado.
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CAPITULO 2

RESPOSTA LIVRE DE SISTEMAS DISCRETOS

Este capitulo apresenta a teoria de vibracdes mecanicas
aplicada a sistemas lineares com varios graus de liberdade. SZo
discutidos os aspectos fundamentais da analise modal relacionados
com a determinacfio da resposta livre dos sistemas. O capitulo é
subdividido em duas partes,; sendo que & primeira trata dos
sistemas nZc amortecidos enquanto que a segunda dos sistemas
amortecidos.

Toda estrutura quando excitada de alguma forma, exibe
como resposta um movimento composto de duas partes: a vibracio
livre e a forcada. A vibracio livre ocorre quandq o sistema é
posto a vibrar sem que nele atuem forcas externas. Nestas
condic8es; o movimento da estrutura é descrito por um sistema
homogéneo de egquacdes diferenciais ordinidrias de segunda ordem

com coeficientes constantes. A solucio deste sistema homogéneo é
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obtidae facilmente a partir de duas matrizes. A primeira delas &
uma matriz diagonal cujos elementos estio relacionados com as
frequéncias naturais e com os fatores de amortecimento modais
{gquando na analise estZio incluidos efeitos de amortecimento). A
segunda é a matriz modal do sistema. Suas colunas correspondem
aos modos de vibrar da estrutura. Estas duas matrizes constituenm
o modelo modal do sistema.

A determinacZio do modelo modal eXige o conhecimento
prévio das caracteristicas espaciais da estrutura. Estas
caracteristicas s3o dadas através das matrizes dos coeficientes
de influéncia de massa, rigidez e amortecimento do sistema e
constituem seu modelo espacial. As matrizes de massa e rigidesz
sfdo obtidas usando-se técnicas de discretizacio, sendo o Método
dos Elementos Finitos a mais usada. A partir destas matrizes si3o
determinadas as frequéncias naturais e os modos de vibrar da
estrutura.

Todos os sistemas fisicos apresentam caracteristicas de
amortecimento. SZ%o usados varios modelos matemidticos para a
descricdo do mecanismo de amortecimento, destacando-se os modelos
viscoso e o histerético (estrutural). O ccnhecimento do modelo
ndo ¢€é suficiente para o estudo da resposta amortecida dos
sistemas. A distribuicdo do amortecimento na estrutura é de
fundamental importancia para a determinacgio do seu modelo modal.
Quanto & distribuicio, o amortecimento pode ser do tipo
proporcional e n3io proporcional. Neste capitulo é estudada =
resposta de sistemas amortecidos levando-se em conta estas duas
distribuicdes de amortecimento.

A resposta forcada de sistemas n3o amortecidos e
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amortecidos serid discutida no capitulo seguinte com énfase 3
resposta harmdénica, de onde pode-se obter as caracteristicas de

resposta em frequéncia dos sistemas lineares.

2.1 - SISTEMAS NAO AMORTECIDOS

Umn sistema com N graus de liberdade nio amortecido

possui as seguintes equacdes de movimento, escritas na forma

matricial
[MI{x} + [K1{x} = {F} (2.1)
onde
[M] = matriz de massa N x N
[K] = matriz de rigidez N x N
{x} = {x(t)} = vetor dos deslocamentos nas
coordenadas geométricas, N x I
{x} = {xX(t)} = vetor das aceleracdes nas
coordenadas geométricas, N x I
{F} = {F{t)} = vetor das forcas externas, N x 1.

Nas aplicagdes a gque se destinam este trabalho, as matrizes de
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massa e rigidez seriZo admitidas simétricas. Para a obtenc3o do

modelo modal, a eguacio (2.1) & escrita como

[M1{x} + [KI{x} = {0} (2.2)

A solucgio geral da equacdo (2.2) para condigdes ihiciais n&o

nulas & dada por uma combinacio linear de solugBes do tipo

At
e

{x} = {¢} (2.3)

onde

{¢} vetor de elementos reais ou complexos, N x 1
A = numero complexo.

Substituindo-se esta relacfo na equacio (2.2) tem-se

D+ 1140} = 10) (2.4)
a gual posszuirid solucfo nZo nula se

det [xz[m + [K]] = 0 (2.5)

A eqguaci3o (2.5) constitui um autoproblema gquadratico.

Neste caso, existem N pares de autovalores Xr imaginarios puros

(NEWLAND, 1989). As freguéncias naturais do sistema s3c obtidas

diretamente a partir destes autovalores. Cada autovalor
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relaciona-se com uma das frequéncias naturais do sistema segundo

a relacio

onde

@ = fregquéncia natural do modo r

A substituic3io de cada um destes autovalores na equacido (2.5)
fornece um autovetor {¢r} de elementos reais que corresponde ao r
- ésimo modo de vibrar do sistema. Desta forma, para cada
frequéncia natural mr deve-se resolver um sistema homogéneo de

ordem N do tipo
[—w‘jw] + [K]}N:r} = {0} (2.6)

ou ainda
(D _I{e_} = {0} (2.7)

Como a matriz [Dr] depende das freguéncias naturais
wr,ela seria diferente para cada modo de vibrar. Para cada valor
de CITI equacfio (2.7) é& satisfeita por infinitos vetores {¢r},
paralelos entre si. Por outro lado, a forma de vibrar pars uma
determinada frequéncia natural wr é determinada resolvendo-se a

equacio (2.7) em funcido de um dos N elementos do autovetor {¢r}.
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Com os N modos de vibrar calculados a partir da
resolucio do autoproblema mostrado na equacfio (2.4) pode-se obter
o modelo modal do sistema n3c amortecido, que é dado pela matriz

diagonal de ordem N das frequéncias naturais quadraticas

[wf] = ©° (2.8)

e pela matriz modal real [®] cujas colunas sio compostas pelos N

modos de vibrar do sistema e & dada por

(o] = [{e,} {o,} {e,} ... {¢. ] (2.9)
ou
¢11 <§712 ¢13 ¢1N
21 ¢22 23 ¢1N
[e] = ¢34 ¢32 33 ¢1N (2.10)
¢N1 ¢N2 N3 ¢NN -
Deve-se observar gue a matriz [wf] um sistema é

Unica, enquanto que a matriz modal [&] n3c. Os autovetores {¢r}

estio sujeitos

independentes, os

vetores no espaco R" (MEIROVITCH, 1980).

um

fator

N modos

de

vibrar

escala.

constituem uma

linearmente

base de
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2.2 ORTOGONALIDADE bBOS MODOS DE VIBRAR

Os modos de vibrar possuen certas propriedades
importantes e muito Uteis na anilise dinamica de sistemas. Tais
propriedades podem ser deduzidas levando-se em conta qgue os modos
de vibrar involvem deflexdes produzidas por forcas de inércia
atuando como se fossem forcas aplicadas ao sistema (CLOUGH e
PENZIEN, 1975) segundo a equacio (2.6) escrita para uma modo r

gqualquer
[K1{¢_} = o’[MI{¢ } (2.11)

Pré-multiplicando ambos os lados da equacifo (2.11) pelo vetor

transposto do modo s, tem-se
{o Y'IKI{e } = oZ{¢ Y [#1{s } (2.12)

Escrevendo agora a equacio (2.11) para o modo s e em seguida
pré-multiplicando ambos os lados pelo vetor transposto do modo r,

tem-se
{0 Y'I[K1{e_} = 02{e } [M1{e_} (2.13)

Subtraindo da equacdo (2.12) a eguacdoc (2.13) transposta,

obtém-se

(0 - W) {e Y [Ml{e } = 0 (2.14)
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Para @ # @_ tem-se

{o Y [MI{s_ } = 0 (2.15)
e da equacfo (2.13), pode-se observar que para ©_ # w_

{0 }Y'[Kl{o )} = 0 | (2.16)

As equacdes (2.15) e (2.16) constituem as relacdes de
ortogonalidade dos modos de vibrar,; respectivamente com relacio
as matrizes de massa e de rigidez do sistema. Se na equacio

(2.14) © = 0 , ent3o as equacdes (2.15) e (2.16) s3o iguails a
r g

(2.17)

n
B

{o 1 1#1{e_}

(2.18)

"
b

(¢ } [K1{e }

onde os m e k s3o respectivamente os coeficientes de massa e
r r

rigidez generalizadas, ou massa modal e rigidez modal do modo r.

Para os N modos de vibrar, pode-se escrever na forma matricial

(61T (MI[0] = [m ] (2.19)

(61T [K1[®] = [k ] (2.20)

onde

[m ] = matriz de massa modal, N x N
r



is

[k ] = matriz de rigidez modal, N x N
r

sendo ambas matrizes diagonais devido as propriedades de
ortogonalidade. Como foi dito anteriormente a matriz modal &
composta de colunas sujeitas a fatores de escala. Assim, oS
valores de m e k} n3o sio Unicos para um determinado modo de
vibrar, permanecendo constante &apenas a frequéncia natural do

modo r que é dada por

w = - (2.21)

A normalizacZo dos modos de vibrar pode ser feita através dos
coeficientes de massa generalizada da estrutura. Para cada modo

de vibrar, a normalizacZio é feita segundo a relacio

A
{e.} = (=) "% {0} (z.22)

A
onde {¢ } & o modo de vibrar r normalizado em relaci3io a sua massa
r
modal. Com este procedimento, pode-se obter todos os modos de
vibrar normalizados, e enti3io as equacdes (2.19) e (2.20) podem

ser escritas da seguinte forma
A . A
[e] [MI[®] = [T] (2.23)

A A >
[e17[K1[e] = [o7] (2.24)

A
onde [I] é a matriz identidade N x N, e [®] é a matriz modal

constituida dos N modos de vibrar do sistema normalizados segundo
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a relaclo (2.22).

Na solucfio da equacZo (2.1) ou mesmo da (2.2) um
obstaculo encontrado & o acoplamento elastico e inercial entre as
equacdes, pois geralmente as matrizes [M] e [K] n3o s3o
diagonais. A transformacido de coordenadas que Jjuntamente com as
relacdes (2.19) e (2.20) ou mesmo (2.23) e (2.24) desacopla o

sistema de equacdes (2.1) & dada por (CLOUGH e PENZIEN, 1975)

{x} = [e}{¥} (2.25)

onde

{7} = {y7(£)} = vetor dos deslocamentos nas coordenadas

normais ou modais do sistema, N x I.

Nesta equacio, & matriz modal [®] representa a2 matriz de uma
transformacio linear das coordenadas normais {¥} para as
coordenadas geométricas {x} do sistema. Com esta transformacio de
coordenadas, cada equacio de movimento pode ser resolvida nas
coordenadas normais, independente das demais como se fosse um
gistema de um grau de liberdade. Obtida a solucfo de cada uma dess

N eguacdes desacopladas, a solucfo total pode ser obtida através

do método da superposiciio modal, equacgd3o (2.25), ou de forma
expandida
{x} = {e }y + {e,}y, + {o )y + ... + {& )y, (2.26)

ou ainda
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N
{x} = § {¢_ 1y (2.27)

r=1

O desacoplamento modal seri usado adiante na obtencio
da resposta dos sistemas amortecidos e no capitulo trés na

obtencio da resposta em frequéncia de sistemas lineares.

2.3 - SISTEMAS AMORTECIDOS

Os modelos matematicos mais usados para descrever o
mecanismo de eamortecimento em uma dada estrutura sdo
respectivamente, o modelo viscoso e o  |histerético, também
identificado como amortecimento estrutural. No modelo viscoso as
forcas de amortecimento s3oc proporcionais & velocidade relzativa
dos pvontos da estrutura; enguanto gue no modelo histerético,
estas forcas sfo proporcionais ao deslocamento.

0 estudo da resposta de sistemas amortecidos depende
ndo somente do conhecimento do modelo matematico adctado parz o
amortecimento como também da distribuic¢Zo do mesmo na estrutura.
Existem dois tipos de distribuic3c de amortecimento usados nsa
mcdelagem de sistemas fisicos. O primeirc deles considera a
matriz dos coeficientes de amortecimento formada a partir de uma
combinacio entre as matrizes de massa e rigidez do sistema. Este
tipo de distribuicZo recebe o nome de amortecimento proporcional
e as matrizes de amortecimento sio formadas a partir da seguinte

relacdo (CLOUGH e PENZIEN, 1975)

b
(c] = (M1} [[MJ*[K]] (2.28)

b
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onde
[C] = matriz de amortecimento N x N
a = constante afbitréria
b = inteiro.
Como no caso das matrizes de massa e rigidez, &a matriz de

amortecimento sera suposta simétrica.
Existe um caso particular da distribuicio de
amortecimento proporcional denominado amortecimento de Rayleigh,

onde & matriz [C] ¢é& obtida tomando-se apenas os termos

correspondentes a b = 0 e b = I na equacdo (2.28)
[C] = ao[M] + ailK] {(2.29)
Aplicando as condicdes de ortogonalidade 3 equacfo (2.29), tem-se
[e17[clle] = [e)"a [MI[e] + [&]'a [K][&] (2.30)

de onde obtém-se
[c 1 = [8)7[clle] = a [m ] + a [k_] (2.31)
onde

[¢c ] = matriz de amortecimento modal, N x N
T
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sendo [cr] diagonal. Desta forma, as matrizes de amortecimento
definidas a partir da equacgio {2.28), e em particular o
amortecimento de Rayleigh obedecem as relacdes de ortogonalidade
definidas anteriormente para os sistemas n3o amortecidos. Pode-se
concluir que o amortecimento proporcional é constituido por
matrizes de amortecimento definidas segundo a equac3o (2.28) e
que podem ser diagonalizadas pela mesma transformacio linear
usada para se obter as matrizes diagonais de massa e rigidez
modal do sistema. Neste caso, o sistema com amortecimento
proporcional possui os mesmos modos de vibrar do sistema nfo
amortecido.

Para verificar a diagcnalizacio da matriz de
amortecimento de uma dada estrutura com base nos modos de vibrar
do sistema nZo amortecido, CAUGHEY e KELLY (1965) apresentaram
uma condicZo necessaria e suficiente. Sejam [4] e [B] duas

matrizes guadradas de ordem N x N cadas por

2N A
(4l = [e17[clle] (2.32)

A A
[B] = [61T[K][®] (2.33)

A condic3o mencionada acima para a diagonalizacfio de [C] é que o

produto das matrizes [A4A] e [B] seja comutativo segundo a relacio

[41[B] = [B]}[A] (2.34)

substituindo-se as relacdes (2.32) e (2.33) em (2.34) tem-se
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A A A A A A A A
(1 [citelle] [KI[@] = [@1T (K101 (01T [CI[O] (2.35)

A A
Pré-multiplicando por [®] e pods-multiplicando por [#]1T ambos os

lados da equacdo (2.23) tem-se

A A A A A A i
(1[0 [MI[®1[&]T = [®][e]7[ 1] (2.36)
da igualdade acima, obtém-se
A A
[e3[e]1 (M = [I] (2.37)

Pos-nultiplicando esta Gltima relacio por [M]’i tem-se

A A .

[el1[e]l” = [M] (2.38)
Usando a relacfoc (2.38); a equacido (2.35) pode ser escrita da

seguinte forma

A ' A A A
(61711 imMI P [K1[0] = [@1T[KI[MI"Y[Clo (2.39)

A
Desde que {®] seja nZo singular, a relacZo (2.39) reduz-se a

[clIM ™[kl = [K1IM" [l (2.40)

ou ainda

[[M]'im] [[M]*[C}]

[[M]'i[cl] [[M]'i[K]:] (2.41)
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Portanto, em relac3o as caracteristicas espaciais da estrutura,
uma condicdo neceéséria e suficiente para que a matriz de
amortecimento seja diagonalizada pela matriz modal do sistema é
gque o produto [M}’i[K] seja comutativo com [M]'i[C].

Quando a matriz de amortecimento nio é definida segundo
a>equac§o (2.28), & distribuicfio de amortecimento na estrutura é
do tipo n3o proporcional. Esta distribuicZio de amortecimento
impossibilita o desacoplamento modal com base nos modos reais
(modos do sistema n3o amortecido). Neste caso deve-se procurar
outra transformaciio de coordenadas que desacople o sistema de
equacdes, ou entio resolvé-las usando-se métodos de integracZo no
tempo (CRAIG, 1981).

Ur sistema de N graus de liberdade com amortecimento
viscoso apresenta as seguintes equacdes de movimento escritas na

forma matricial

[M1{x} + [Cl{x} + [Kl{x} = {F} (2.42)

onde;, [M],[C] e [K] correspondem ac modelo espacial da estrutura.

Na obtenc&o do modelo mgﬁg} a equaciio (2.42) é& reescrita como

[M1{x} + [Cl{x} + [Kl{x} = {0} (2.43)

Para uma primeira andlise das caracteristicas da
resposta livre de sistemas amortecidos, sera considerado o caso
em gque a matriz de amortecimento do sistema ¢é do tipo
proporcional, definida pela eguacio (2.28). Desta forma, o

sistema de equacdes (2.43) pode ser desacoplado usando-se a
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transformaciio de coordenadas definida pela equacdo (2.25).
Substituindo-se esta relacio na equacio (2.43) e
pré-multiplicando~-se ambos os lados da egquacd3o resultante por

[#]T, obtém-se
[017[M1[21{¥} + [617[ClIe]{5} + [@]"[KI[e]){5} = {0} (2.44)

Desta operacfo matricial, resultam N equacdes desacopladas, nas

coordenadas normais y dadas por

[z 1{¥} + [c 1{5} + [k _1{z} = {0} (2.45)
Portanto, pode-se resolver cada uma destas N equacgdes nas
coordenadas normais. Para o modo de vibrar r a equacio

diferencial de segunda ordem & dada por

my +cy +ky =0 (2.46)
r r r r

E = r (2.47)

gque é denominado de fator de amortecimento modal do modo r. Este
parametro, e a frequéncia natural do modo r, dada segundo a
ecuacido (2.21) s3o chamades de parametros modais do modo r.
Existe ainds uﬁ terceiro pariametro modal relacionado com o modo
de vibrar r gque seri definido oportunamente.

A equaci3io (2.46) pode ser escrita em funcifo de Er e o
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resultando na seguinte equacio

¥ + 20 ¥y +tey =0 (2.48)
r r r r r T
Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados
da equécﬁo (2.48), com condicles 1iniciasis n8oc nulas y}(O) e
v (0), obtém-se
T
2

Y (s® + 28 0 s+ mf) =y (0)(s + 2£0 ) + y}(O)' (2.49)

onde

vy = Y;(s) = Transformada de Laplace de y}(t).

r

e s é a variavel de Laplace. A soluc3o de (2.49) na variavel s é

dada por

(s + 28 0 )y (0) y (0)
Yy = - rr T > + > r (2.50)
r s+ 2Ew s+t o s+ 2w s+ o
r r r r r r

A sclucZo no tempo para a resposta livre do modo r nas
coordenadas normais & cobtida calculando~se & transformada inversa
de Laplace de cada um dos termos da equacfc (2.50). Com isto
obtém-se

£ o t
Ce " 7" sen (v t+ 6 ) (2.51)
r dr r

yr(t)

onde



28

w =y I - Ef (2.52)

é denominada frequéncia natural amortecida do modo r. Os valores
Cr e Gr sdo constantes gque dependem das condic¢8es 1iniciais. A
resposta no tempo,; nas coordenadas geométricas x pode ser obtida
prelo método da superposicio modal,; segundo a equacfo (2.27).

Para sistemas com amortecimento proporcional os modos
de vibrar {¢r} s3o reais e consequentemente as componentes do
vetor {x} também s3o reais. Conclui-se, portanto, gque nestes
casos o movimento de vibracfio livre pode ser descrito a partir de
N modos de vibrar. Estes modos de vibrar possuem a mesma forma
dos modos do sistema ndo amortecido, com amplitudes
exponencialmente decrescentes com o tempo e uniformemente sobre o
sistema. Cada modo possui uma distribuicfo espacial definida por
pontos ou linhas nodais estacionarias {(KIRSHEMBOIN, 1887}).

0 caso mais geral ocorre quando a matriz de
amortecimento do sistema & do tipo n3o proporcional. Nestas
condicdes, a matriz modal do sistema nZo amortecido associado nZo
desacopla as equacdes diferenciais do sistema amortecido; pois
agora as condicbes de ortogonalidade definidas anteriormente nio
mais se verificam.

A solucio da equacio (2.43) para o caso do
amortecimento nfo proporcional é formada a partir de soluc8es do
tipo

at
e

{x} = {¢} (2.53)

que quando substituida na equacfo (2.43) resulta no seguinte
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autoproblema
[x"—[m + A[C] + [K]]{¢} = {0} (2.54)

Comc no caso dos sistemas n3o amortecidos a equac3o (2.54)
constitui um autoproblema quadratico. Neste caso, existem N pares
de autovalores 1r complexos conjugados (NEWLAND, 198%). Para cada
autovalor, existe um autovetor correspondente e estes também
ocorrem em pares complexos conjugados. Desta forma a solucdo é
constituida de duas matrizes: a matriz diagonal dos autovalores
[A] e a matriz do autovetores [&], ambas complexas. Elas podem

ser escritas como

- ]
1
A
4 )"2 .
[A] = Ay . (2.55)
x*
- N -
e
(0] = [{o} (6%} {03 (¢} ... {0} {431] (2.56)

onde A e {¢*} sfo respectivamente os autovalores e os
r

autovetores complexos conjugados. Os autovalores sZo escritos em

funcdo dos parametros modais do sistema (EWINS, 1984)

X =8 + 1w (2.57)

onde & = - Ew e w, é a frequéncia natural amortecida do modo
r r
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r, definida pela equacdo (2.52). Deve-se observar que a matriz
modal neste caso ¢ uma matriz retangular de ordem N x 2N. Como
neste caso os modos de vibrar s3o complexos; existem N pares de
autovetores complexos conjugados,; sendo que cada autovetor possui
N elementos. A autosoluciio da equaci3oc (2.54) possui propriedades
de ortogonalidade em relac3io as matrizes [M], [C]' e [KX].
Entretanto, estas relacgles s3o diferentes dagquelas definidas
anteriormente. E possivel demonstrar-se que, para dois modos de
vibrar diferentes; por exemplo o modo r e o modo s pode-se

escrever (EWINS, 1884)
(n+ 2 ){e Y [M{e_} + {0 }7[Cls } = 0 (2.58)
(A 2 ){e Y [Ml{e } - {¢ Y [Kl{e } = 0 (2.59)

Estas duas tltimas expressoes constituem as relacdes de
ortogonalidade em relacfdo as matrizes de massa, rigidez e
amortecimento para o© sistema com amortecimento viscoso nJo
proporcional. E interessante observar a forma que as expressjes
(2.58) e (2.59) assumem quando os modos r e s formam um par

complexc conjugado. Para os autovalores tem-se
X .
o= A =68 - iw (2.60)
e para os autovetores

{e_} = {07} (2.61)
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Substituindo as expressdes (2.60) e (2.61) na equacdo (2.58)

tem-se
~20 € {¢7} [M1{¢"} + {87} [CI{¢]} = 0 (2.62)

da qual obtém—-se a seguinte relécéo

{o*1[Cl{o } c
20 £ = : - — = (2.63)
T {el [M1{e} r

De maneira similar, substituindo-se a equac3o (2.60) na equacio

(2.59) obtém-se

{6*} K110 } k
0 = L T = i (2.64)

T {efY Ml {o ) o

Nas equacdes (2.63) e (2.64) m, c_ e k} podem ser chamadas
respectivamente massa, amortecimento e rigidez modais,; embora seu
significado seja um pouco diferente daquele wusado nos modelos
anteriores pois neste caso os modos de vibrar sZo complexos.

Como foi visto acima, quando o modelo de amortecimento
do sistema é do tipo viscoso nfc proporcional o modelo modal da
estrutura é o¢btido através da solug8o de um autoproblema
guadratico.

Tal como no caso proporcional, a resposta livre do
sistema com amortecimento <viscoso n8o proporcional pode ser
obtida através do desacoplamento modal. Neste caso deve-se usar

uma transformacio de coordenadas similar aquela definida pela

equacio (2.25). Agora o desacoplamento seria realizado no campe
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complexo, pois &a matriz modal do sistema é formada por
autovetores complexos. Os elementos de cada autovetor diferem uns
dos outros em amplitude e fase. Assim, para cada elemento de um
determirado autovetor tem-se duas incédgnitas, respectivamente a
amplitude e o &ngulo de fase; resultando 2N incdgnitas por modo
de vibraf, para um sisteme com N graus de liberdade. Assim, sHo
necessarias 2N equacgdes para realizar o desacoplamento modal
usando-se a transformacido de coordenadas definida pela equacio
(2.25).

Serad mostrado agora uma outra forma de solugZo cor
amortecimentec viscosc n3o proporcional, levando-se em conta as
consideracdes feitas acima. Esta formulac¢i3io é& bastante usada em
estudos de dina&mica e controle e recebe o nome de formulacio por
varijgveis de estado. O objetivo é transformar o sistema de N
equacdes de segunda ordem (2.42) em um conjuntec de 2N equacles de
primeira ordem. Isto & possivel definindo-se um vetor de estado
contendo as <velocidades e oS deslocamentos escritoes nas
coordenadas geométricas. Desta forma, 2além das N equacgdes de
movimento dadas pela equacfo (2.42), serZio usadas as N equacles

adicionais

[M){x} - [Ml{x} = {0} (2.65)

podendo estas Ultimas serem formuladas também em relacfio a matriz
de rigidez. Com as equacles matriciais (2.42) e (2.65}), &

possivel obter-se um sistema de ordem 2N, dadc por

[A1{q} + [Bl{q} = {P} (2.66)
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onde as matrizes [A] e [B] ambas de ordem 2N x 2N s3o dadas por

(0] [#M]

(4]
[#1 [C]

-

- [#] [0]
[ B]

[0] [K] |

e os vetores {g} e {P} de ordem 2N x 1 s3o dados por
{x}
{g} =
{x}
{F}

A equacdo (2.66) recebe o nome de equacio de estado, e o vetor

{ P}

{g} & o vetor de estadc. Para o estudo do movimento livre, a

equacio (2.66) & escrita como:
[Al{g} + [Bl{q} = {0} (2.67)

Como nos casos anteriomente estudados, a solugido da equacio

(2.67) sera composta de funcdes do tipo

at

{g} = {y} e (2.88)

onde {p} & um vetor de ordem ZN x I. A substituig3o da equacio

(2.68) na equaciio (2.67) resulta no seguinte autoproblema

[xm] N m]{w} = {0 (2.69)
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gue também pode ser escrito da seguinte forma

[El{yp} = p{v} (2.70)
onde
_ 1
p=
e
[E] = - [B] '[4] (2.71)
observando~se que
r{¢}
{p} = ¢—-———~ (2.72)
{®}

A inversa da matriz [B] sera dada por

- { (M1~ [o0]
Bl =
[ 0] [k]™*

Geralmente a matriz [B] pessuirz inversa, exceto em determinadas
condicdes onde as matrizes [ K] e [ M] forem singulares
(MEIROVITCH, 1867). Como nos casos anteriores; a soluci3c do
autoproblema (2.70) é dada na forma de duas matrizes, ambas de
ordem 2N x 2N. A primeira delas é =a matriz diagonal dos
autovalores [A] Qque estép relacionados com as freguéncieas
naturais e os fatcres de amortecimento modais segundo a eguacio
(2.57). A segunda & =z matriz modal complexa [¥] do sistema.
Quandc a formulacio de estado & usada, as relacgBes de
ortogonalidade s3co definidas em relacio as matrizes [A] e [B].
Estas relacSes podem ser deduzidas da mesma forma como foi feito

anteriormente. Para » # A , pode—se escrever
r e
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{v Y'[Aal{y } = 0 (2.73)

{v }[BI{w } = 0 (2.74)
Pera o caso em que Rr = ls, tem-se

{v 1 14l{p } = a_ (2.75)

{p }'[Bl{y_ } = b_ (2.76)

Usando-se a matriz modal complexa do sistema, pode-se escrever
[217141[%] = [e] (2.77)
[(¥17(BI[¥] = [b ] (2.78)

onde, [a ] e [b ] sio matrizes diagonais igualmente formadas por
r r

elementos complexos. E possivel demonstrar-se gque os valores de

a e b relacionam-se com o0s autovalores do sistema 2 da
T r

r

seguinte forma (HURTY e RUBINSTEIN, 1964).

A = - r (2079)

Quando a formulac3o por variaveis de estado é usadeae, a
solucio para o movimento livre do sistema também pode ser obtida
através do desacoplamento modal. Pré-multiplicando-se a equacéo
(2.67) por [‘P]T e fazendo-se a transformacio de coordenadas das

variaveis de estado para as coordenadas normais, tem-se
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[¥1T0AJIYI{7} + [YIT[BI[¥1{s} = {0} (2.80)

Com isto, obtém-se um sistema de 2ZN equacgles desacopladas nas

coordenadas normais do sistema
[2 1{5} + [b_1{y} = {0} (2.81)
onde para o modo de vibrar r tem-se a seguinte equacio

ay + by =20 (2.82)

vy -xry =20 (2.83)

A solucfio desta equacio nas coordenadas normais é obtida
aplicando-se a ela a transformada de Laplace para condicgdes
iniciais n8o nulas. Na varigvel de Laplace a solucio de (2.83) &
a seguinte
1
Y =3y (0) —— (2.84)
r r s -

A

r

onde y (0) representa a condicfo inicial nas coordenadas normais.
r

A solucfo no dominio do tempo & obtida tomando-se a transformada

inversa de Laplace da egquacio (2.84)

At
y (t) = 5y (0) e r (2.85)

r
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A solucZo no tempo na variavel de estado ¢ para o modo r ¢é dada

por
{qr} = {wr}yr (2.86)
ou seja
At
(a3 = (e v (0)]tw) (2.87)

Usando-se o método da superposicfo modal, a soclucfo geral fica

2N At
(@) = T (e v (0]w) (2.88)
1

res

0 sistema com amortecimento viscoso nZEo proporcional apresenta
modos de vibrar complexos. Isto significa gue existem diferencas
de fase entre os pontos da estrutura quandc a mesma vibra em um
de seus modos. As linhas nodais neste caso n8o permanecem
estacioniarias, como acontece no caso do sistema com amortecimento
proporcional.

O modelo viscoso de amortecimento é conveniente para o
estudo da resposta iivre de sistemas dinamicos. Entretanto, para
um grande numero de Pproblemas praticos, o modelo histerético de
amortecimento conduz & resultados mais proéoximoes do sistema real.
A principal diferenca entre os modelos viscoso e histerético,
considerando uma excitag¢ifo harmbnica, é gue no modelo viscoso a
energia dissipada num ciclo de vibracgd3o ¢é dependente da
frequéncia de excitac3o enguanto que no modelo histerético esta

energia é independente da frequéncia (NASHIF e outros, 18985).

i
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Para um sistema com um grau de liberdade, a equacio de movimento
livre para o modelo histerético de amortecimento é dada por
(CLOUGH e PENZIEN, 1975)

»

m¥ + nk|x|-2— + kx = 0 (2.89)

| x|
onde 1 é denominado fator de perda. Esta equacifo diferencial nZo
é¢ linear e a obtencZo de sua solucifo para o problema livre sé é
possivel através de métodos numéricos. Entretanto, gquando se
considera uma excitacfiodo tipo harmdénica, a equacio (2.8%8) &

equivalente a seguinte eguacio
% + k(1 + in)x = fel®t (2.90)

nesta equacido o coeficiente k(I + 1in) ¢é& denominado rigidez
complexa. Deve-se observar gue esta tltima eguacio s6 & aplicada
parz a obtencio da solucio de regime permanente para a excitacio
senoidal.

Pode-se mostrar (EWINS, 1984) seguindo procedimentos
semelhantes aos do modelo viscoso, que o modelo histerético de
amortecimento apresenta relacgdes de ortogonalidade. Para um
sistema de N graus de liberdade, a relacgfo de ortogonalidade em

relacido & matriz de amortecimento histerético [H] é dada por
[(617[A1[®] = [h_] (2.91)

onde [br] ¢ a matriz diasgonal dos coeficientes modais de

amortecimento histerético.
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CAPITULO 3

RESPOSTA FORCADA DE SISTEMAS DISCRETOS

Este capitulo discute a resposta forgcada de sistemas
lineares. Em particular é discutida a resposta de um sistema
discreto a wuma excitacio do tipo harmdbénica. A partir desta
resposta é possivel determinar as caracteristicas de resposta em
frequéncia da estrutura, necessarias para o conhecimento de seu
comportamento din&mico. A resposta a uma excitacfo harménica &
determinada para sistemas amortecidos e nic amortecidos através
do desacoplamento modal. Para o caso de sistemas amortecidos sio
considerados os modelos viscoso e histerético de amortecimeto.
Também s3o consideradas as duas formas de distribuicio espacial
do amortecimento: o amortecimento proporcional e o nio
proporcional.

No final deste capitulo é mostrada a relag3o entre a

FRF de sistemas lineares e a correspondente resposta impulsiva.
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3.1 - RESPOSTA HARMONICA DE SISTEMAS NAO AMORTECIDOS
Umn sistema n3do amortecido com N graus de liberdade

submetido &a uma excitacZio do tipo harmdnica apresenta as

seguintes equacdes de movimento escritas na forma matricial

[M1{¥} + [Kl{x} = {f}e’®? (3.1)

onde

vetor das forcas aplicadas, N x I

{£}

»w = frequéncia de excitacfo.

Considera-se entZio que o sistema é excitado por um vetor de
forcas cujos elementos estio todos na mesma frequéncia, mas que
podem variar gquanto & amplitucde e fase. Pré-multiplicando -a
equacio (3.1) pela matriz modal transposta e usando a
transformzcio de coordenadas definida pela equacido (2.25),

obtém~se a seguinte equacgioc escrita nas coordenadas normais
(017 [M1[01{5} + [61T[KI[0){y} = [0)7{r}e’®F (3.2)

Utilizando as propriedades de ortogonalidade; a equacgdo matricial

(3.2) reduz-se a

(m 1{(¥} + [k 1{r} = [217{£}e’®F (3.3)
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Com isto obtém~-se um sistema de N equacles desacopladas nas
coordenadas normais. Para um determinado modo de vibrar r pode-se

escrever

¥ + ky = {0} {r}e’®" (3.4)
r r r r r
Esta 1ultima eguacfo pode ainda ser escrita em funcio da

frequéncia natural do modo r, bastando para isto dividi-la por m
r

obtendo-se entio

L (o }T{r}e’0" (3.5)

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os lados da equacio

(3.5) para condic¢8es iniciais nulas tem-se

Yr(sz + (_,_)f) = {¢r}T{f} m (3.6)

Esta equacio apresenta a seguinte =solucfo na variavel s

1

(3.7)
mr(s - iw)(s® + wf)

¥ = {¢_} {£)

A equacdo (3.7) pode ser escrita na forma de fracdes parciais,

obtendo-se assim

(3.8)

1 T k1 kz k-s
Yr = mr {¢r} {f}( s - 1w * s + imr+ s - ier

onde ki, k2 e ké sio parametros que dependem da frequéncia de
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excitacfo . Estes pariametros s3o reais para os sistemas nd3o
amortecidos. A solucio no tempo é obtida tomando—-se a
transformada inversa de Laplace da equacio (3.8). A partir desta
solucio, obtém-se a resposta de regime permanente para o modo r

nas coordenadas normais, gque & dada por

y_ = {¢_} {f} e (3.9)

para & # ® . Nas coordenadas geométricas, a resposta pode ser
r

obtida através do método da superposiciZo modal
N
{x} = } (e 1y (3.10)
r=1

onde {¢r}y é a parcela relativa ao modo r na resposta total do
T

sistema . A partir da equacdo (3.9) obtém-se

{x_} = {o_ e } (£} e (3.11)

¥

A solucdo nas coordenadas geométricas & obtida,

usando-se a equacio (3.10)

N
{x} = T (¢ Mo } (£ c (3.12)

r=1 m (e -

Da solucdc nc tempo pode-se obter a matriz de

receptancia do sistema (MEIROVITCH, 1967), que & dada por
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N
[«(@)] = T {o_}o }T

re=1i m ((:J -

(3.13)

A matriz de receptancia constitui o chamado modelo de resposta do

sistema . Um elemento desta matriz é definido por
Xv
J
aJk(w)— +— (v)
Kk
onde
x = deslocamento da estrutura na coordenada J

,
it

forca isolada aplicada na coordenada k.

Portanto, a partir da expressfo (3.13) pode-se escrever

N ¢rj <zjrk

(@) = 2L e (3.14)
3 r=1 m (07 - o°)

onde

©
n

. J-ésimo elemento do modo de vibrar r
ri

]

¢ y k-ésimo elemento do modo de vibrar r.

r

Quando as coordenadas dos pontos de resposta e excitac3do J e k

n&o s3o coincidentes, a funcio mm(w) recebe o nome de
3

receptancia de transferéncia. Se as coordenadas dos pontos J e k

forem coincidentes, tem-se a funcfio receptancia de ponto (EWINS,
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1984). As figuraes (3.1la) e (3.1b) mostram os graficos da FRF de
ponto e de transferéncia para um sistema em uma Taixa contendo
cinco frequéncias naturais.

Para os sistemas nio amortecidos, a funcido receptancisa
& real. Isto significa que o angulo de fase entre o deslocamento
medido em jJj e a forca aplicada em kré 0 ou w, dependendo da
existéncia de linhas nodais do modo de vibrar considerado entre
as posicles Jj e k. A equacio (3.14) pode ainda ser escrita da

seguinte forma

K
« (w) = § Ak (3.15)

onde a Ajk recebe o0 nome de constante modal e & dada por
r
A =z - (3.186)

A constante modal no caso dos sistemas nZo amortecidos é& rezl.
Ela é um parizmetro modal relacionado com os modos de vibrar da
estrutura. A maioria dos métodos de identificacio modal tanto no
dominio do tempo gquanto da frequéncia fornecem os valores das
constantes modais para posterior identificacdo dos modos de
vibrar da estrutura. Portanto, a identificacio dos modos de
vibrar n3oc é& feita calculando-se diretamente os autovetores {¢},
mas através das constantes modais. Elas representam combinacdes
dos elementos dos autovetores relativos a um dado modo de vibrar.
Na pratica, para cada FRF mnedide o numero de constantes modais

identificadas é igual ao nimero de freguéncieas naturais
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FIGURA 3.1 - FuncOes resposta em frequéncia.

a) FRF de ponto ; b) FRF de transferéncisa

existentes na faixa de frequéncia usada no ensaio. Da mesma

forma, a determinacio precisa dos modos de vibrar exige o
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levantaemento experimental da FRF em um grande niumero de pontos da
estrutgra.
o

"As duas formas da FRF mostradas (FRF de ponto e de
transferéncia) apresentam algumas diferencas guando analisadas em
escala logaritmica. Segundo a equacdo (3.16), as constantes
modais para uma FRF de ponto ser3o sempre positiﬁas, pois
representam ¢ quadrado de um numero. Analisando-se a equacgio
(3.15}), nota-se que para valores de © localizados entre duas
frequéncias naturais consecutivas ocorre uma inversio de sinal
entre os denomiradores das parcelas correspondentes. Desta forma,
para uma FRF de ponto, pelo fato das constantes modails serem
positivas, as ©parcelas relativas 3 estas duas freguéncias
naturais na equac8o (3.15) s3o subtrativas para todos os valores
de © localizados entre estas frequéncias naturais. Em particular,
existe ume freguéncia para a qual estas parcelas tendem a se
cancelar. Esta fregquéncia recebe o nome de anti-ressfnancia e sua
ocorréncia é geralmente acompanhada de uma mnudanca de fase. A
figura (3.1a) mostra esta caracteristica para a FRF de ponto.
Observando-se esta FRF nota-se gue a anti-resson2ncia corresponde
4 um ponto de minimo na FRF do sistema. Como a FRF de ponto
apresenta constantes modeis positivas pode-se concluir que deve
existir nestes funcdes uma anti-ressdnancia entre dueas
frequéncias naturais consecutivas.

No caso da FRF de transferéncia, as constantes modails
podem alternar de sinal, pois neste caéo elas s3o dadas pelo
produto de elementos de autovetores distintos e gque n3o
necessariamente possuem o mesmo sinal. Desta forma, duas parcelas

consecutivas da equac3o (3.15) que apresenter constantes modais



47

de sinais opostos s3o aditivas, para todos os valores de
localizados entre as duas frequéncias naturais correspondentes.
Neste caso também existe um ponto de minimo entre estas duas
frequéncias naturais qgque possui caracteristicas diferentes da
anti-ressonancia, como pode ser notado pela FRF de transferéncia
mostrada na figura (3.1b). Para a FRF de transferéncia, este
ponto de minimo geralmente ndo é acompanhado por uma mudanga de
fase como acontece no caso da anti-ressonincia. Para gque uma FRF
de transferéncia apresente anti-ressonincias, basta gque as
constantes modais associadas a duas frequéncias naturais
consecutivas possuam o mesmo sinal. Na FRF de transferéncia da
figura (3.1b) pode-se notar uma anti-ressonancia entre a terceira
e guarta frequéncias naturais.

A partir das consideracSes feitas até aqui, pode-se
concluir que independentemente do tipo de FRF considerads,
existirda um pontc de minimo entre duas frequéncias naturais
consecutivas. Se este ponto de minimo for acompanhado de uma
mudanca de fase e se a FRF neste pento sofrer uma diminuicgio
bfusca em um intervalo de frequéncia muito pequeno, entZo esta
fregquéncia recebe o nome de anti-ressonancia. Se por outro lado,
este ponto de minimo n3o estiver associado 2 uma mudanca de fase
e a FRF do sistema apresentar um comportamento suave aoc passar
por ele, entio esta frequéncia nio recebe o nome de
anti-ressonancia, nio havendo uma denominacZo especifica para
ela. Estas conclus@es podem n3o se aplicar a sistemas gque
apresentem modos de vibrar com acoplamento modal significativo.

Deve-se zinda observar que se os pontos de excitac3o e

resposta coincidirem com uma linha nodal de um modo de vibrar
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contido na faixa de frequéncia de anadlise, esta frequéncia
natural n3o apareceria na FRF medida. Neste caso, a parcela
correspondente 2 este modo na equacio (3.15) sera igual a zero, e
nesta frequéncia &a Unica resposta encontrada seri devido a
contribuicio dos demais modos de vibrar.

Na definicio da funcio receptancia é usado o
deslocamento como a variavel de saidse do sistema (resposta), e a
forca como variavel de entrada {(excitac3o). Entretanto, & comum o
uso de duas outras variaveis como resposta; e s3o definidas como
funcio mobilidade e inertancia. A funcio mobilidade Bjk(m), é
definida pelo gquociente entre a velocidade de um ponto de
coordenada j do sistema e a forca isolada aplicada ao ponto de
coordenada k. A funci3o inertancis yﬂﬁw), usa a aceleracdo como
varijgvel de saida. As relacdes entre estas funcdes e a funcio

receptancia sfo respectivamente
B. (w) = iv «_  (0) (3.17)
jk J

. () = =% o () (3.18)

3.2 - RESPOSTA HARMONICA DE SISTEMAS AMORTECIDOS

Para o caso dos sistemas amortecidos sera considerado
inicialmente o modelo viscoso de amortecimento e em seguidase o
modelo histerético. Para ambos serio determinadas as
caracteristicas de resposta em frequéncia levando-se em conta as

duas distribuicdes de amortecimento, ou seja; o amortecimento
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proporciocnal e o n%o proporcionsal.

Um sistema possuindo N graus de liberdade com
amortecimento viscoso proporcional apresenta as seguintes
equacdes de movimento escritas na forma matricial, para uma

excitacdc do tipo harmdnica
[M1{¥} + [CI{x} + [K){x} = {£}e’®F (3.19)
Realizando-se o desacoplamento modal, como foi feito no caso

anterior, obtém-se o seguinte sistema cde equacdes desacopladas

nas coordenadas normais
[2 1{5} + [e 1{3} + [k _1{r} = [e17{£}e™®" (3.20)

e para o modc r pode-se escrever

o+ 28035 + oy = —L {6 1T{rrel@t (3.21)
r r r r r r mr r
Na wvariavel de Laplace; esta equacZc apresenta a seguinte

soluc3o, considerando-se condic8es iniciais nulas,

1

r In

Y (3.22)

1]

{17 — 5
r (s - iw)}{(s" + 2§rmr s + wr)

O polindmio do denominador da equeacic (3.22) pode ser fatorado em

termos de suas raizes. Desta forma, a solucdo Y , comoc foi feito
r

para os sistemas nfo amortecidos; pode ser escrita também na

forma de fragdes parciais
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1 T ki ké k3
Yr = m_ {¢r} {£} s - Jw s 11 s C 12 (3.23)

onde 11 e xz s3o dadas por

A =8 4+ iw (3.24)
1 r dr
A =8 - i (3.25)
2 r dr
As constantes 5r e foram definidas no item 2.3 (equa¢§o

2.57). Para o caso dos sistemas amortecidos, os parametros k&, kz
e k3 também s3c dependentes da freguéncia de excitacio.
Entretanto, neste caso eles resultam complexos, devido 2 inclusio
de amortecimento (NEWLAND, 1988). A parcela da soluc3o no tempo
cerrespondente & reposta harménica nas coordenadas normais para o
modo r € obtida =2 partir da transformada inversa de Laplace da
equacio {(3.23). Ela é dada pela seguinte expressio

L {6 174} —e? 10t (3.26)
r r (wr - 7)) + .i(2§rwrw)

y =
r

Esta sclug¢io pode também ser escrita em funcfo da massa,; rigidez

e amortecimento modais de modo r

y = {¢ Y {£} - = 10t (3.27)
i g (k} - © mr) + i(wcr)

Aplicando o métccdo da superposicZo modal, obtém~se a partir da
equacio (3.26), a solucdo da equaci3o (3.19) nas coordenadas

gecmétricas
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K .
{(x} = T —= {6 ){s }7{1} ! et (3.28)

r=1 mr (w2 - wz) + i(28 v )
r rr

de onde pode-se extrair & matriz de receptancia do sistema com
amortecimento viscoso proporcional
N

1

[«(@)] =} —— {&_}Heé }' —

re=1 r (w
r

1

- wz) + .i(Zgrwrw)

(3.29)

a gqual assemelha-se com &a matriz de receptancia do sistema
conservativo, exceto gue neste caso, esta se torna complexa no
denominador devidoc 2 inclus3o do amortecimento. Um elemento desta

matriz & dado por

K
« (o) = ; ¢ ¢ (3.30)

ou-em funcio das constantes modeais

N A,k
c,k(m) = Z . 2r 3 {(3.31)
J r=1 (0" - @) + i(2F 0 0)
r r r
Neste caso, o© angulo de fase entre a resposta e a forca

excitadora varia com a frequéncia excitedora e com o fator de
amortecimento modal, e para o modo r pode ser escrito como
2E 0w A
r r
Y = - arctg T————E - {3.32)
W -
r

Deve-se observar que as constantes modais na equacio

(3.31) s3%0 reais, uma vez gue o sistema com amortecimento
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proporcional possui os mesmos modos de vibrar do sistema nio
amortecido. Na equacfo (3.31) as parcelas correspondentes a cada
modo de vibrar apresentam como denominador um polindmio complexo
de segundo grau. Esta equacio pode ainda ser escrita na forma de
mondmios, fatorando—-se o denominador de cada parcela em funcfo de

. . *x
suas raizes complexas conjugadas A e A
r r

X

N R,k ik
r r

a  (w) = § i+ - (3.33)

J r=i I - A e - A&

r r
onde R,k é denominado residuo modal. Para o caso de

roj

amortecimento viscoso proporcional, ele relaciona-se com a

constante modal A_k de acordo com a seguinte relacio
r j

A
- . T jk
erk = I 0 (3.34)
dr
ou ainda
.r_]r¢k
R = I e— (3.35)
r Jjk Z2m
r dr
Parsa o sistema com amortecimento viscoso nio

proporcional, as equacdes de movimento paera a excitacfo harmdnica
sfo escritas com base na formulacgfo através de variaveis estado

. ot

[41{&} + [Bl{g} = {P}e” (3.36)

onde as matrizes [A] e [{B]l] e os vetores {g} e {P} foram definidos

no capitulo 2. O desacoplamento modal, ¢é realizado agora baseado
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na matriz modal complexa de ordem 2N x 2N do sistema. Com isto

obtém-se a seguinte equacio matricial nas coordenadas normeis
[2 1{d} + [b 1{a} = [¥)7{P}e’®" (3.37)

onde as matrizes [a ] e [b ] s3o matrizes diagonais definidas
r T

anteriormente. Para um modo de vibrar r qualquer pode-se escrever
° T iot
aqg +bag = {y} {Ple (3.38)

Esta equacfo azinda pode ser escrita da seguinte forma

o 1 iwt -
g4 - g = {v Y {P}e™® (3.39)
r r°r ar o
onde xr ¢ da forma mostrada nas equacfo (3.24' e (3.25). A

equacio {(3.39) possuil & seguinte soclucfio na variavel de Laplsace

(3.40)

— (v 1P !
r 0 (s - dw)(s -2 )

& =
T
Como nc caso do amortecimento viscoso proporcional,; a resposta de
regime permanente nas variiaveis normais g pode ser obtida a
partir da transformada inversa de Laplace da equacioc (3.40) Desta
forme, para o modo r obtém-se a seguinte expressio

g = 1 {wr}T{P}~—1———ei°’t (3.41)

- & (io - )

e a solucdo da equacgiio (3.36) na variavel de estado pode ser
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obtida usando-se o método da superposicio modal

X T 1
{a} = T {v_Hv } {P} e (3.42)

rel a (iw - % )

Desta equacio pode-se obter a matriz de receptancia do sistema

com amortecimento viscoso nZo proporcional, gque é dada por

2K
le(w)] = }

r

L 1o 3o 3T —L—
r r .
1 r iw - X

(3.43)

Como os autovalores e autovetores ocorrem em pares complexos
conjugados esta Ultima expressio para a matriz receptancia pode
ser escrita como
T * * . T
{¢ }o } {¢ 1{¢ }
r r r r

N
[a(w)] = ¥ - (3.44)
=1 | a(de - A)  a(do - a¥)

Umn elemento desta matriz é dado em funcZo dos residuos modails

através da seguinte expressio

K .
« (w) = ¥ £ gk o, Sk (3.45)

Como os medos de vibrar neste caso s3o complexos, os residuos
modais poessuem parte real diferente de gzero e seu valor é dado

por

R = I3 _rk (3.46)
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Deve-se observar que a equacdo (3.45) para o sistema com
amortecimento viscosoc nio proporcional também pode ser escrita em
funcido das constantes modais, equacio (3.31). Neste caso as
constantes modals s3o complexas com parte imaginaria dependente
da frequéncia de excitacfo, assumindo a seguinte forma para o

modo r
A = Cj + ilo Dj ) (3.47)

onde (C e D,k sgo constantes.
r

Jjk roJ
Para o caso do amortecimento histerético (ou
estrutural); as equacdes para a excitacfio harmdénica sio dadas na

forma matricial por
[M1{%} + i[H]{x} + [Kl{x} = {r}el®F (3.48)

onde as matrizes [M], [H] e [K] sZo respectivamente as matrizes
de massa, amortecimento histerético e rigidez do sistema.
Considerando-se inicialmente o amortecimento histerético
proporcional, a equacio (3.48) é submetida &ao desacoplamento
modal, come foi feito no caso do amortecimento viscoso.
Substituindo-se a relacio (2.25) na equacio (3.48) e

pré-multiplicando esta pela matriz modal transposta, obtém-se

(01T (M1 [01{¥} + ile]1 [HI[o1{y} + [e]1T[KI[0]1{y} = [01T{F}el®?

(3.49)

Desta transformacio de coordenadas resultam N eguacsdes
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desacopladas dadas por
[m 1{¥} + ilh 1{y} + [k {5} = [817{f1e’"" (3.50)
onde para o modo Ir tem-se
m ¥ +ihy + ky = {6)7{f} e™F (3.51)

ou ainda

For o1+ in )y = - (a)7(ry 7O (3.52)
r

onde n é& o fator de perda do modo r. Seu valor é dado por
r

- r

A eguacio (3.52) apresenta a seguinte solucfo na

variavel de Laplace

_ 1
Yr T Tm {(3.54)

{0 ' {1} —
r T (s -~ iw)[s" + wr(l + inr)]

Fatorando-se o denominador da eqguacic (3.54) em termos de suas

raizes, esta pode ser escritae na forma de fracfes parciais

(3.55)

1 T k1 ké ké
v o= L (s {f}( + + )
r mn r - *
r S - 1w s - A s - A
r r

cnde



22 = - ©%(1 + in ) (3.56)
T r r

A solucZo no tempo da equacido (3.55) é obtida tomando-se sua
transformadae inversa de Laplace. Nas coordenadas normais, a
sclucfo de regime permanente é dada pela .seguinte expressio

{6 }T{£} ! et (3.57)

r (0f - &%) + i(wzn )
r r r

_ 1
yr m

A solucio nas coordenadas geométricas é obtida usando-se o método

da superposicio modal. Esta solucZo ¢é dada pela seguinte
expressio
X 1 T 1 iot
{x} = Y — {¢_He } {£} e (3.58)
r r 2 2 .2
r=1 r (cor - 7)) + 1(wrnr)

de onde pode-se obter a matriz de receptiancia para o sistema com

amortecimento histerético proporcional

I 1

N
= T
[«(@)] = § — {¢ Mo }T ———F—— (3.59)
r=1 r ((L) - ) + 1(@77 )
r r r
Um elemento desta matriz & dado por
N
I 1
«.  (w) =3 ¢ ¢ (3.60)
jk re1 mr rj rk (wz _ (;)2) + i(wzn )
T r r
ou ainda em funcio das constantes modais
N A,k
a.  (0) =) —3 (3.61)
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Estas constantes modais s3o reais devido & distribuicZo
proporcional do amortecimento na estrutura. Deve-se observar que
esta Ultima expressio para a FRF do sistema com amortecimento
histerético proporcional & semelhante aquela do modelo viscoso.
Para o modelo de amortecimento viscoso a parte imaginaria do
denominadbr é dependente da frequéncia de excitacZo segundo =a
equacdo (3.31), engquanto que para o modelo histerético ela é
independente de ©w. De forma anidloga ao caso viscoso, a equacio
(3.60) pode ser escrita segundo a egquac3o (3.45), sendo gue neste

caso, 0s residucs modails s3oc dados por

A,
R = - i r Jjk (3.62)

L 20 YT ¥ 30,

Pare o© amortecimento histerético nZo proporcional, as
expressfes para a funcio receptincia sfo analogas agquelas obtidas
para © caso proporcional, observando-se que as constantes modais

sio complexas.

3.3 - RESPOSTA IMPULSIVA DE SISTEMAS LINEARES

Como foi mostrado anteriormente, a FRF de um sistema
relacionando o deslocamento do ponto de coordenada jJ e a forca
aplicada no pontc de coordenada k& pode ser escrita segundo a

seguinte funcgZo complexa na variavel de Laplace

X erk k
- r.J
ujk(s) ; + (3.83)
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A representacio no dominio do tempo para a FRF do sistema & a
resposta ao impulso, e & obtida tomando-se a transformada inversa
de Laplace da equacZo (3.63) (NEWLAND, 1889). Com isto, obtém-se

a seguinte expressio

N At x*t}
h (t) =¥ R e + R e" ! (3.64)
jk re1 r jk r jk j

onde h,k(t) & a resposta ao impulso unitario da estrutura. Esta
i

expressio pode ser escrita na forma simplificada

N
hjk(t) = E rR_ e (3.65)

A resposta 2o impulsc & usada nos métodos de identificacfo de

parametros modais no dominio do tempo.
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CAPITULC 4

METODOS DE IDENTIFICACAC DE PARAMETROS MODAIS

A maior parte deste capitulo é dedicada =zos métodos de
identificacdc de parimetros modais no dominio da fregquéncia. Os
diferentes procedimentos de identificacio neste dominio estdo
divididos em dois grupos. Na primeira parte sido feitas
consideracfes gerais sobre a identificag¢Zo modo & modo. Em
particular, seréd discutideo o método de ajustagem do circulo. Em
seguida sZo apresentados os métodos de identificacfo multi-modos.
Estes métodos s3o capazes de identificar varios modos de vibrar
simultaneamente e s3o muito WUteis quando existe um forte
acoplamento modal. Deste grupo merecem destaque dois métodos
baseades em formas equivalentes da FRF do sistema. O primeiro
deles & um método nZo linear baseado na forma em fracgdes
parciais da FRF do sistema. O segunde método usa a FRF na forma

de um quociente de dois polinémios dependentes da frequéncia. O
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algoritmec de identificacfo proposto neste trabalho & baseado
neste segundoc método.

Todos os métodos de identificacio modal possuem o mesmo
objetivo: a determinac3o dos coeficientes da FRF do sistema.
Estes coeficientes est3o relacionados com os parametros modais
procurados. A grande maioria dos métodoé de identificacdo no
dominio da frequéncia é baseada em ajustagem de curvas. A partir
dos dados experimentais da FRF do sistema procura-se determinar
um modelo matemdtico que se ajuste 4 estes dados. Esta ajustagem
de curvas geralmente é& baseada no método dos minimos guadrados.
Inicialmente deve-se assumir um modelo matematico para a FRF co
sistema. Em seguidas define-se uma funcio objetive dada pelo
quadrado da diferenca entre os dados provenientes dos ensaios e o©
modelo matemdtico da estrutura em estudo. Esta funcio objetivo é
entfc minimizada em relacfo a cada variavel do p;ocesso de
ajustagem. Como resultado, obtém-se um sistema de eguacdes e a
partir da solucioc deste sistema os parametros modais sio
determinados.

Embora o método de identificacio proposto neste
trabalho seja no dominio da frequéncia, a identificacio no
deminio do tempo tem sido bastante usada na determinacfo das
caracteristicas dinamicas de sistemas. Por esta razfo, na parte
final deste capitulo sfoc feitas algumas consideracdes de carater
geral sobre os principais métodos de identificacfo no dominio do

tempo.
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4.1 - IDENTIFICACAO MODO A MODO

Um dos mais antigos e classicos métodos de
identificacﬁo modo & mode é o nmnétodo de ajustagem do circulo.
Este método foi introduzido inicialmente por KENNEDY & PANCU
(1947), explorandoro fato de gue na vizinhanca de uma freguéncia
natural © s o grafico da FRF na forma complexa pode se ajustar a
um circulo. Em ocutras palavras, & amplitude da FRF do sistema é
efetivamente controlaca pela parcela correspondente ao mocdo r.

Um sistema possuindo N graus de liberdade apresenta a
seguinte funcio recepténcia, considerando-se o modelo histerético

de amortecimento

¥ Ajk
«, () =% > (4.1)
ik s=1 (m: - %) + i(nsm:)

A equacfo (4.1) pode ser escrita isolando-se a parcela

correspondente ao modo r em guestfo

A_k N A_k
a (o) = — 2‘" 3 — + X > ; 2 . (4.2)
J (0° - ©°) + i(n o) e=1 (0° - ©°) + i(n v°)
T r r e g €
s¥r
onde @ , 1 e rAjk s8o os parametros modais do modo r. A
r r

aproximacso de um grau de liberdade considera que numa vizinhanca
proxima de o a segunda parcela da equacio (4.2) é& independente
da frequéncias de excitacfio @, e portando pode ser tomada como
constante. Nestas condicdes a equacio (4.2) pode ser escrita da

seguinte forma
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A
« (o) = — ;jk — + B (4,3)
1 - e%) + ined) T .

(w

r
A constente complexa rBJ}k refere-se 2 contribuicio dos demais
modos de vibrar. A primeira parcela da equac3o (4.3) possui
algumes propriedades (teis na identificacio do modelo modal do
modo r. Para sistemas com amortecimento histerético, a
representacio da funcio receptiancia no plano complexo é um
circulo perfeitoe (EWINS, 1984) do gqual pode-se extrair os
parametros modais para o modo de vibrar em estudo. Para o caso de
amortecimento viscoso, a funcio mobilidade corresponde a um
circulo perfeito no plano complexo. Para o© presente estudo,
considera-se o modelo de amortecimento histerético, e a
representacfo da primeira parcela da equaciio (4.3) estia mostrada
ne figura (4.1a). Neste caso assume-se gue &a constante modal
possui amplitude unitaria,; uma vez que o seu valor influencia =&
posicZo do centro no plano complexo e o dizmetro do circulo
modal. Com base na equacio (4.3) pode-se escrever gue o angulo ¥y

mostrado na figura (4.la) para qualquer valor de ©, é igual a

nrmr
Yy = arctg (‘j;——-z ] (4.4)
0 - w
r
e ainda
2
s 7] (‘)r -e
te (= - v) = tg —& = —— (4.5)
nrwr

das quais obtém-se
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2 _ 2 _ _6
w" = mr(l nrtg > ) {(4.6)

2
d(ﬁ)z) - wr T’Yr 2 e
—_d?_,— - 2 sec —2—— (4.7)
0 inversce da relaci3o mostrada na equacZo (4.7), que ¢é& uma

indicacdo da razdo de varredura do arco circular, atingira um

valor maximo para o ponto w = 0w . Isto pode ser obtido fazendo
T

d d(wz) _
= { e %) = 0 (4.8)

Desta analise também é possivel obter-se uma estimativa

para n , fazendo-se
r

s _ 2
(2] -2, 40

Outro resultado importante pode ser obtido também a
partir da equacfo (4.3) e dos angulos & e 6b mostrados na figura
2

(4.1h)

0w -
ea = 2 arctg ( —3——35 ) (4.10)
no
r r
e
z 2
0 - o
e, = 2 arctg ( —L——E~ ) (4.11)
nrwr

Destas equacdes, obtém-se uma expressfio para o fator de perda n
r
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FIGURA 4.1 ~ Propriedades deo circuleo modal

a) Parcela relativa ao modo r ; b) Angulos a_'e 6

b
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2
_ a b
n - =} (4-12)

Para estruturas levemente amortecidas, o fator de perda
nn dade pela eguaci3o (4.12) pode ser aproximado peara
r

2(w - mb)
n_ = = o (4.13)

ea 6):J
wr(tg 5 + tg _?—)

Nesta eguacgido fazendo & e Gb iguais &a wn/2 e 1indicando as
a2

freguéncias correspondentes como wz e @ obtém-se

n = 2= (4.14)

Observa-se que estes pontos sHo correspondentes aos denominados

pontos de meia poténcia {(CLOUGH, 1975), no caso do amortecimento

histerético. Com a equacio (4.14) obtém-se ent3o o valor de nr.
Obtides os valores de ur e nr, o Ultimo parimetro a ser

determinado é a constante modal A L 0O dizdmetro do circulo est3
r

J

relacionado com esta constante através da seguinte relacio

D = L JF_ J; (4.15)

O circulo modal sofre uma translaciio e uma rotacio

provocadas pela constante B.k. No caso desta constante ser resal,
roj

© que 1indica & ©presenca de amortecimentoc proporcional na

estrutura, o circulo estara centrado no eixo imaginario de plano

complexo. Os resultados obtidos aqui para o modelo histerético de
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amortecimento podem igualmente ser ariicados para o¢ modelo
viscoso, s6 que neste caso deve-se usar a funcfo mobilidade como
modeloc matemiatico para a FRF do sistema.

A implementacgio numérica deste método requer
inicialmente que se faca a ajustagem do circulo aos dados da
resposta em frequéncia do sistema (GAUKROGER e ouﬁros, 1973).
Esta ajustagem de curvas ¢é geralmente realizada utilizando-se o
método dos minimos gquadrados. O préximo passo no processo de
identificacio do modo r é &a determinacio de seus parametros
modais. A frequéncia natural pode ser determinada numericamente
construindo-se linhas radiais no circule modal ajustado em
relacdio &4 um conjunto de pontos em tornc da frequéncia nratural
® . Desta forma, a razio de varredura pode ser determinada, e =a

r

frequéncia onde esta razio atinge um valor maximo pode ser

determinada, de acordo com a equac3io (4.7). Em seguida, usando-se

as expressbes derivadas para n , respectivamente as equacdes
T

(4.8), (4.12), (4.13) ou (4.14), obtém-se varias estimativas para

este parametro, calculando-se a média aritmética entre estes
valores. A constante modal pocde ser determinada a ©Ppartir do
diametro do circulo, o qual & dado pela equacdo (4.15).

OCbtido o modelo modal do modo r em estudo, é comum
construir~se a FRF a partir dos parametros modais identificados,
o que ¢é denominado regeneracio da FRF. E desejavel que os dados
da resposta em freguéncia regenerada sejam superpostos pelos
dados obtidos experimentalmente.

A regeneracdo dos dados de respocsta em fregquéncia
depende de B . Esta constante é obtida tomando-se a distancia

r jk
entre a origem do plano complexc e o ponto do circulo ajustado
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gue é diametralmente oposte ao ponto correspondente a frequéncia
wr. 0O dismetro que passa por estes dois pontos pode ser chamado
disdmetro principal do circulo modal.

A aplicac3o do método de ajustagem do circulo na forma
proposta por Kennedy e Pancu restringe-se a0s casos em gque O0S
modos de vibrar da estrutﬁra em estudo sejam pouco acoplados.
Valores de amortecimento alto, por exemplo acima de 20% do
amortecimento critico, também prejudicam a utilizacio deste
procedimento de identificacfo. Recentemente foi proposto um
método (VAKAKIS e CAUGHEY, 1991) que estuda a aplicacio da
aejustagem do circulo para sistemas possuindo modos de vibrar com
acoplamento modal significativo. O método da ajustagem do circulo

pode ser usado para a obtencio de estimativas iniciais

necessarias em alguns métodos de identificacio multi-medos.

4.2 - IDENTIFICACAO MULTI-MODOS

Os métodos de identificacio multi-modos procuram
realizar a identificacio modal de varios modos de vibrar
simultaneamente. Isto é particularmente util para o caso em que a
estrutura em estudo apresenta modos de vibrar fortemente
acoplados, situacio na qual a aplicacio dos métodos de
identificaciZo modo & modo fornecem resultados pouco precisos.

O objetivo principal da identificaci3c multi-mcdos & a
determinagZio dos coeficientes de uma expressfo analitica para a
FRF do sistema. Isto & uSualmente feito realizando-se ajustagens

de curvas aos dados de resposta em fregquéncia obtidos através dos
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ensaios experimentais. Esta ajustagem de curvas pode ser feita
através de métodos, aqui subdivididos em dois grupos, dependendo
da forma da FRF adotada como modelo matematico para a estrutura:
frac8es parciais e polinomial. No primeiroc grupo, a FRF & dada

pela seguinte expressio

X

¢ 1 3k (4.16)
iw - X ie - ¥
T T

r jk

Q
e
n
8=
=
Y

sendo que os valores de 2 podem ser escritos da seguinte forma
r
A =8 + i (4.17)

com & = -~Ew . Os valores de R e © foram definides
r r r r jk dr
anteriormente.

No segundo grupo, a FRF é dada pelo quociente de dois

polinbmios, ou seja

N .
Yy a. (i)’
i=0 ' 8
aJk(m) = — _ (4.18)
Y b, (iw)’
j=0
onde os coeficientes a, e os b s3o reais, uma Vez qgue

1 1

corresponden &8os coeficientes da funcdo de transferéncia do
sistema em estudo. Apesar de serem duas formas analiticas
equivalentes, para a FRF, a egquaci3o (4.16) e a equacZo (4.18)
apresentam diferencas significeativas no processo de ajustagem de
curvas.

Antes de dar idinicio a uma analise dos métodos de
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identificacio multi-modos mais importantes, é necessario
introduzir o conceito de parcelas residuais. Todas as estruturas
s3o sistemas continuos & por esta razio possuem infinitos modos
de vibrar. Entretanto, gquando se realiza um ensaio experimental
em uma determinada estrutura, procura-se obter os parametros
modais de um niuimasro reduzido de modos de vibrar, contidos em uma
faixa de frequéncia considerada no ensaio. Embora os modos de
vibrar localizados fora desta faixa nio sejam identificados
diretamente,; sua influéncia esta presente nos dados de resposta
em freguéncia do sistema, e esta influéncia pode ser levada em
consideracfo no processo de ajustagem de curvas. Isto & possivel
introduzindo-se parcelas residuais no processo de =ajustagemn,
para levar-se em conta a influéncia dos modos de vibrar fora da
faixa considerada.

A equacdo (4.18) fei escrita levendo-se em conte todos
os N modos de vibrar do sistema. Supondo que & faixa de
frequéncia escolhida contenha apenaes modos intermedigrieos; do
modo m  ao modo m,; & equacio (4.16) pode ser escrita com trés

somas, ou seja,

mi-1 m2 erk Rfk N
- rj
“J-k(“’) = )y + 3 - + - -+ Z (4.19)
r=1"- r=mi i@ - A 10 - A r=m2+1
0 r r
ou também
mi-1 m2 A_k N
a« (o) = F + 7 — — + ) (4.20)
] r=1 r=m1 (Jo -~ krMiw - A1) r=m2+1
r

Nestas duas ultimas expressfes a soma intermediaria diz
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respeito aos modos de vibrar considerados na identificac3o modsal.
A primeira e a terceira soma contém respectivamente os modos
localizados abaixo e acima da faixa de fregquéncia considerada. A
figura (4.2) ilustra o procedimento analitico mostrado na equacio
(4.19) e na equacioc (4.20) para um sistema de trés graus de
liberdade no qual deseja-se identifiéar o segundo modo de vibrar.
Observa~-se que o modo de vibrar localizado abaixo da segunda
freguéncia natural apresenta um comportamento similar 3 uma linha
de massa,; enquanto que o terceiro modo apresenta um comportamento

similar 2 uma linha de rigidez (EWINS, 1984).

Linha de Massa

{dB)

Modulo

0.0 | ' | 1 | 1 1 |

w, wy w - .
® Frequéncia

FIGURA 4.2 - Influéncia das parcelas residuais.
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Desta forma, a equacfo (4.20) pode ser escrita de uma

forma aproximada como

1 mz 4 1
a (o) & - — + ¥ rJd — + (4.21)
. o m, r=m1 (o - A )(iv - 17) k.
jk r r ik
onde m e k s8o respectivamente a massa e a rigidez residual

jk ik

dos modos de vibrar localizados fora da faixa de frequéncia

consideradsa.

4,2.1 - EXTENSAOC DO MODELO MODO A MODO

Os métodos de identificacfo modo a modo baseiam-se na
hip6étese de que na vizinhanca de uma frequéncia natural e sob
determinadas condicdes, a amplitude de vibracio & controlada por
um Unico modo de vibrar. Nestas condicgdes, foi visto no método de
ajustagem do circulo gue a influéncia dos demais modos de vibrar
¢ dada por uma constante complexa. No presente caso, esta
hipétese & levada em consideracfo, agora cocm a inclusfo das
parcelas residuais.

A funcfo receptincia para um sistema com amortecimento
viscoso, considerando-se os modos de vibrar contidos em uma

determinada faixa de freguéncia é dada por

nZ Ay 1 1
a,k(w) =¥ > > €3 - = + (4.22)
) sem1 (0 = 07) + I{(28 0 0) o m k
e s s Jjk ik

Para a identificaci3o do modo r, a equacio {(4.22) & reescrita como
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A5y
« k(w) = 2 2 — *
. (0 - 0%) + (28 0 )
r r T
m2 A,
iy s ik - 21 s 1L (4.23)
eem1 (0F - 02) + i(28 w ) wm. k
e 8 s jk. jk

s¥r

No método de ajustagem do circulo, o segundo termo da equacgfo
(4.23) ¢ suposto constante. Sendo &gk(w) a funcido receptancia
obtida experimentalmente para alguns pontos na vizinhancga de wr e
tendo~se estimativas razoaveis para os parametros modais dos

outros modos de vibrar, pode-se escraver

w2 A.
ik 2 2 . 2
s=2m1 (07 - 0°) + I(2F v w) ©w m k.
o#r s s s jk jk
A
> = — ik (4.24)
(0 - %) + I(2 0 w)
r r r

Desta forma, pode-se obter uma estimativa para os
parametros modais do modo r. Este procedimento pode ser repetido
iterativemente para todos os modos de vibrar na faixe de
fregquéncia considerada, até que se obtenha resultados com uma boa
Precisio. Este método pode ser usado no refinamento dos
parametros modais obtidos através do método de ajustagem do
circulo, pois agora a contribuig¢fo dos modos de vibrar fora da
faixa de frequéncia considerada ¢é& levada em conta através

dasparcelas residuais (EWINS, 1884).
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4.2.2 - IDENTIFICACAO COM A FRF NA FORMA DE FRACOES PARCIAIS

Este método (BROWN e outros, 1979) considera a FRF do

sistema escrita na forma de fracdes parciais:

« (0) =% r ik, _r Sk SN S (4.25)

Os residuos modais R_k sio nimeros complexos possuindo partes
roj

real e imaginaria
R = U + I V. : {4.26)

A equaciio (4.25) pode ser escrita em funcido das partes real e

imaginaria das raizes A e usando-se a relacio (4.26}). Com isto
r

obtém-se

z r jk r jk + r jk r jk +
-5 + il - ©_ ) -5 + (e + w )
r r

1

ajk(w)

4+ K ._.-i_k (4'27b

Supondo gque entre m1 e m2 existam p frequéncias naturais, a

equacio (4.27) possui 4p + 2 incédgnitas, sendo Lﬁk, Dﬂk, & e
r j r j r
@, s 2as incognitas para cada um dos p modos de vibrar e mais duss
r
incédgnitas, Mlk e K1< relacionadas com as parcelas residuais
] h]

inercial e eléstica. A equacdo (4.27) é& n3o linear em relacfio as

incognitas & e O - Desta forma, a determinacifio dos parametros
r r

modais deve ser feita usando-se um método iterativo de ajustagen
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de curvas.

A graende maioria dos métodos de ajustagem de curvas
baseia-se no método dos minimos quadrados; que tem como objetivo
minimizar a soma dos quadrados das diferencas entre os dados
obtidos através de ensaios experimentais e o modelo matematico
adotado para a estrutura.

Seja Eﬁxm) a funcio receptancia medida através de um
ensaio experimental. Devido & isto, seus valores variam somente
com a frequéncia o, em condicles ideais. Ja o modelo matematico
dado pela equacfio (4.27) pode ser visto como uma funcio de o e
dos 4p + 2 parametros do processo de ajustagem. Estas incodgrnitas
podem ser escritas como componentes de um vetor {u} contendo 4p +

2 elementos
{u} = {u u u u ... u }T (4.28)
ou seja

- - T
{u} = {rU'J_k erk Sr ©L Mﬁk Ajk} (4.29)

com r variando de I até p. Desta forma, o modelo matemiatico dado
pela equacgio (4.27) é funcio de ©w e de cada componente u, do
vetor {u}, sendo representado simplesmente por ajk(m). A
diferencs entre os dados experimentais e o modelo matematico

convenciona-se chamar de erro de ajustagem (NATKE, 1987), e &

dado por

s(wk) = &jk(wk) - ajk(wk) (4.30)
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para um valor quzlquer de wk. A partir desta func%o erro é
possivel definir uma funcio objetivo ao longo de toda a faixa de

frequéncia. Esta funcio objetivo é dada por

E=Ze(mk)e*(mk) =¥y ls(wk)ﬁz (4.31)
k K

e a minimizacifo desta func3o objetivo & feita igualando-se a zero

as derivadas parciais de E em relacio a cada parametro u.
i

*x
3| Mo > 5 (0. ) + ele, ) o o (o)
” k aui k % aui k

=0 (4.32)

Este sistema ¢& composto cde equacdes nio linearés em relacio aos
parametros 8r e w, - Sua solucfo pode ser obtida de duas formas.
A primeirea delas calculsa 2p + 2 incégnitas, gue s&o
respectivamente as partes real e imaginaria dos residuos
complexos, rLGk e rLGk’ para cada um dos p modos de vibrar , e as

incégnitas AGk e ﬂ%k relativas as parcelas residuais. Neste casoc,
os parametros 6r e wdr devem ser determinadecs & priori, usando-se
outros métodos de identificac3o (por exemplo, o método de
ajustagem do circulo), e sZo mantidos constantes durante a
resolucdio do sistema de equacles (4.32). A segunda forma de
scolucgo do sisiema (4.32) obtém os 4p + 2 parametros, a partir da
linearizacfc do modelo matemdtico dado pela equacdo (4.27) em
relaciio a cada um dos elementos do vetor {u}. Esta linearizacio
pode ser feita expandindo-se a equacio (4.27) em série de Tayvlor

e tomando-se apenas &as parcelas lineares. O resultado obtido & o

seguinte
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4p+2
« (0) =o’ (o) + T B (o )8u (4.33)
J J =1
onde
aajk
Bi(wk) 37 (wk) (4.34)
' {u®}
e
Aui = u - u? ' (4.35)

sendo {uo} o vetor composto por uma primeira estimativa das
incégnitas do vetor {u} e a?k(w) o valor da FRF para este
conjunto de pariametros. Como consequéncia da linearizac3o, a
funcdo erro pode agora. ser escrita em funcZ2oc do modelo
linearizado dado pela equacZo (4.33)

4p+2

elo,) = o (o) - a) (o) + T B (o )au (4.36)

i=1

e a funcio objetivo a ser minimizada agora é dada por

_ 4p+ 2
E=7 Ja (o) - a‘;k(wk) ) Bi(wk)Auilz (4.37)

k i=1

Para a minimizacio <e E deve-se igualar & zero suas derivadas
parciais em relagfo & cada uma das varigveis Aui. O sistema
resultante é agora linear em relacdo 2 estas incégnitas. A
solucdo deste sistema fornece os valores dos incrementos Aui, que
serio somados aos elementos do vetor {u} para a iteracfo seguinte

{up, = {u} _ + {su}, (4.38)

L 1

Este método é numericamente estavel e ccnverge
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rapidamente se o vetor de aproximacdes iniciais {uo} for
suficientemente proximo dos valores exatos (EBERSBACH e IRRETIER,
1889). O tempo de computacio é relativamente longo, devido a
necessidade de sz calcular as derivadas da FRF em relacfo a todas

as incdgnitas para cada iteracgfo.

4.2.3- IDENTIFICACAO COM A FRF NA FORMA POLINOMIAL

Neste método de identificacfio modal, o objetivo é a
determinacio dos coeficientes da funcdo de transferéncia do
sistema, dada pelo quociente de dois polinbmios dependentes da

frequéncia

0 : (4.39)
bj (iw)?

&4

€

e
1}

-
[ B4 II'MZ

[
@]

onde os a e os Qj sfo coeficientes reais, respectivamente do
numerador e do denominador da func3c de transferéncia. O
pclindmio dc denominador da egquacio (4.39) é& denominado polindmio
caracteristico do sistema e suas raizes s3o os kr, os quails
relacionam-se com &as frequéncias naturais e com os fatores de
amortecimento modais da estrutura. As raizes deste polindmio
também sfo chamadas de pélos do sistema.

Os coeficientes do polindmio do numerador estio

relacionados com os residuos modais do sistema que por sua vez

relacionam-se com o0s elementos dos seus modos de vibrar. Este
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procedimento de identificacfo n3o fornece os parimetros modais
explicitamente, tal comc o método anterior. Deve-se inicialmente
realizar uma ajustagem de curvas identificando-se os coeficientes
ai e bjg e a partir deles os parametros modais podem ser
determinados usando-se um algoritmo para a determina¢io das
raizes do polindmio caracteristico, no caso das frequéﬁcias
naturais e fatores de amortecimento modais. Os residuos modais
podem ser calculados através da expans3o da equacgdo (4.39) em
fracdes parciais (MIRAMAND e outros, 1976).

Existem varias técnicas de ajustagem de curvas para a
identificacfio dos coeficientes da funcfo de transferéncia do
sistema. A grande maioria delas baseia-se num métodc proposto por
LEVY (1959). Neste método procura-se determinar os coeficientes
da equacio (4.39) a partir dos dados de resposta em frequéncia do
sistema; usandc-se uma técnica de ajustagem de curvas baseada no
método dos minimos quadradcs. A aplicacio do método de Levy

requer gque a funcio de transferéncia do sistema seja inicialmente

escrita da seguinte forma

a(w) + Iw B(iv) _ N(w)

ajk(m) = (o) £ 1o t(ie)  Dlo) (4.40)
sendo os valores de c(ow), Bl(w), olw) e tl(w) dados
respectivamente por

c{w) = a - a 0l + awt - ...

0 2 4
- — .2 4.—
Blw) = a 2, + a0 .. (4.41)
o(w) = b - bo® + bo - ...
0 2 4

{w) = b - bow° + b ol - ...
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No processo de ajustagem de curvas, & suposta uma funcio de
transferéncia com coeficientes normalizados em relaciio ao termo
independente do denominador, fazendo-se b0 = 1. Desta forma, a
equacdo (4.40) possui N + M + 1 incégnitas, respectivamente N + I
coeficientes a e M coeficientes bj. Como no método anterior,
supde—-se que os dados obtidos nos ensaios experimentais sejam

representados por E_k(m), possuindo partes real e imaginarisa
j

dadas através de
Ejk(m) = R(w) + iI(w) (4.42)

Neste caso, a funcfo erro assume a seguinte forma

Nl

~—

e(w) = . (w) - (4.43)

jk

5

sendo n#o linear em relacfic aos coeficientes do polindmio
complexs D(c). A minimizagfo do quadrado das diferencas neste
caso resulta em um sistema de equacdes nfo lineares, sendo
necessario o uso de um métode iterative para sua solucdo.
Novamente, a solug¢3o do sistema de equacdes dependeri das
aproximag¢des iniciais. Isto pode ser evitado multiplicando-se
ambos os lados da equacioc (4.43) por D(w), obtendo-se enti3oc a

seguinte expressio
Dle)e(w) = D(m)&jk(w) - Nle) (4.44)

Esta equacZo & complexa, e possui partes real e

imaginaria dadas por
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D(w)e(w) = A(w) + iB(o) (4.45)
Para um valor qualquer ©_pode-se escrever
| Do, Je(o )] %= £%(0,) + B*(w,) (4.46)
sendo os valores de A(wk) e B(wk) dados através de
4l ) = R(o Jole ) - o t(0) (e ) - «lo ) (4.47)
Blo ) = 0 t(0 )R(6 ) + o0 )I(e) - 6B ) (4.48)

Desta forma, a funcio a ser minimizada no processo de ajustagenm

pode ser escrita para toda a faixa de frequéncia como

E=73 [4%(0,) + B0 )] (4.49)
k

A minimizacfio desta funcio objetivo dé-se igualando-se a zero as
derivadas parciais da equacio (4.4%) em reiac3io a cada um dos

coeficientes da funcio transferéncia

&£ =% (-40)) = 0
0 k
SE _ -
531 = E (—wk B(mk)) = 0
oF _ 2 _
532 = g ( o A(mk)) = 0
= 0 (4.50)

3E 3
= = % ( N B(wk))

1 = % (—wkI(mk) A(wk) + mkR(wk) B(mk)) = 0
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SE _ 2 _ .2 -
35, = L [0jRl0,) 4le)) - o[I(e) Blu)) = 0
2_53 = % [ "’if(%) Ao ) - wiﬂ(wk) Blw,)) = 0

Rearranjando estas expresstes, obtém-se um sistema de

equacles lineares na forma

[Al{x} = {b} (4.51)

onde a matriz dos coeficientes [A] é dada por

0 - 0 A T S -T -§ T

(4] 2 4 i 2 4 5

0 -x 0 ... -8 T S -T -8

2 4 2 3 4 5 6

- 0 A ... T S -T -S T ...
. 2 4 &) 3 4 5 6 7
[4]) = : : : : : : : : : : (4.52)

T -8 =T S T 0 -U 0

1 2 4 5 2 &

S T -8 =T s ... 0 U o -U 0
2 3 4 5 5 4 6
T -S ~T S T ... U 0 -U 0

3 4 5 6 7 4 [ 8

e os vetores x e b s3c dados por

85 ) ( So 3
a T
1 1
a S
2 2
x = < S b =< b {4.53)
b 0
1
2 2
b 0
.3
< V, \ J

Os elementos da matriz [A] sZo funcdes da frequéncisa © e das



83

partes real e imaginaria da FRF do sistema. Estes elementos s#o

dados através das seguintes expressdes

kh =y w: Sh =) w: R(wk)
K k
(4.54)
_ h _ h 2 2
Th = E N I(wk) U£ = % ©, (R (wk) + I (wk))

A soluc3o do sistema de equacdes lineares (4.51) fornece os
coeficientes da funcZo de transferéncia procurada. A matriz A4 é

nio simétrica e pode ser montada a partir de submatrizes, ou seja

[A] [T]
[A] = (4.55)
[ P] [U]

O nimero de termos em cada submatriz, levando-se em conta os
zeros,; deve ser tal gque cada linha e coluna de [A] contenha
exatamente N + M + I elementos, resultando portanto em uma matrigz
guadrada. O vetor de termos independentes também pode ser
composto por partes; sendo que os N + I primeiros elementos si3o
constituidos de valores de S e T, enguanto que os M restanﬁes s&o
constituidos de zeros e de elementos U.

A principal vantagem do método de Levy reside no fato
de ser um método exato, e desta forma n3o necessita de
aproximacBes iniciais. Como a matriz dos coeficientes [4] &
constituida de muitos zeros, o sistema de equacdes (4.51) pode
resultar mal condicionado, dependendo da largura da faixa de
frequéncia utilizada no ensaio experimental. Todos os elementos

da matriz [A], diferentes de zero sfo multiplicados por poténcieas
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de w. Isto faz cem que a ordem de grandeza de alguns de seus
elementos seja elevada, aumentando-se as dificuldades numéricas
na resolucido do sistema (4.51). Deve-se observar que o nimero de
modos de vibrar identificados em uma dada faixa de frequéncia
pode n3o ser a causa do mal condicionamento da matriz dos
coeficientes [A]. Caso se tenha varios modsos de vibrar em uma
faixa estreita de frequéncia, fortemente acoplados ou nio, a
ajustagem de curvas tende a apresentar bons resultados. E claro
que se os dados da FRF analisada forem muito contaminados por
ruido, este método apresentarid resultados pouco precisos; mas
esta limitacio estende-se 3 todos os métodos de identificacio
(MERGEAY, 1982).

Além da largura da faixa de frequéncia, existe outro
fator 1limitante para este método. A funcgdo erro definide no
processo de ajustagem é ponderada pelo denominador D(w) da funcio
de transferéncia. Quando este denominador sofre grandes
variacdes, isto também pdde trazer problemas numéricos na fase de
ajustagem. A fim de diminuir o efeito da ponderacio de E pelo
denominador da func3o de transferéncia, define-se uma nova funcio

erro £’ (w) dada por (SANATHANAN e KOERNER, 1963)

[D(wk)e(mk)]L

(4.56)
[0 77, _,

E’(mk) =

ou ainda

[Dlo Vo, (0 }] [No )]
E,((J.) ) - k g_'jk k L _ k L (4'57)
k LDle )1, RICT N
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O processo de identificacZo da funcfo de transferéncia
torna-se agora iterativo e L é& o numero da iteracdo. Apods
sucessivas 1iteracgdes, o efeito da ponderagio do denominador na
funcio erro é reduzido, melhorando-se a gqualidade da ajustagenm.

Neste caso, a funcfo objetivo a ser minimizada & dada por

E=1 [4%(0 ) + B*(o, ) 1[W(w )], (4.58)

onde [R%wk)]L € uma funcZo ponderadora, calculada para cada
iteracio a partir dos coeficientes do denominador da funcio de
transferéncia identificados na iteracfo anterior. Para a iteracéfo
L + 1 tem-se

[Wo )] = —— (4.59)

1 2
EtRIE

Neste caso, a matriz [A] dos coeficientes para a iteracsio L + I
sera formada a partir dos seguintes elementos
A, = gmi [W(o )1, S, =§w; R(wk)[w(@k)]L
{4.60)
T, = Doy Ho)We)] U =Yoo [E(e) + I (e )1[We )]
k K

Inicialmente nio se conhece os coeficientes do
denominador para o calculo de W(wk) para a primeira iteracZo.
Neste casc €& eassumido W(wk) = 1, ou seja, para a primeira
iteracio o método de Levy & usado. Os coeficientes bj

identificados sZ%o usados posteriormente na iterac3o seguinte. Se
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os dados ocbtidos experimentalmente n&o forem fortemente
contaminados por ruido, apdés algumas iteracdes os coeficientes do
denominador da func¢3o +transferéncia convergem para valores
proximos dos valores exatos, e a funcio ponderadora Bﬂmk) tende a
permanecer constante. Desta forma, o efeito da ponderacioc na
funciio erro pelo denominador D(w) é reduzido a cada iteracgdo,
melhorancs assim a estabilidade numérica do método. Entretanto, a
matriz dos coeficientes do sistema linear ainda pode resultar mal
condicionada, caso a faixa de frequéncia escolhida para =&
ajustagem de curvas seja muito larga. Neste caso, o}
condicionamento da matriz pode ser melhorado de duas formas. Em
primeiro lugar, pode-se dividir a faixa de frequéncia em varias
partes; cada uma delas contendo um numero reduzido de frequéncias
naturais, e a ajustagem de curvas & feita em cada uma destas
sub~divistes (EBERSBACH e IRRETIER, 1989). A segunda solucdo
realiza a ajustagem de curvas utilizando-se uma base de
polindmios ortogonais (RICHARDSON e FORMENTI, 1882).

A identificacéq de parametrcs modais usando-se a forma
polinomial da FRF do sistema nio considera as parcelas residuais
como 1incégnitas do processso de ajustagem, tal como o faz o
método descrito no item anterior. A inclusZo destas parcelas
resulta em um sistema de equacBes nio lineares, cuja solucfo é
geralmente de dificil obtencfio. Neste caso a influéncia dos modos
de vibrar localizados fora da faixa de frequéncia considerada na
ajustagem de curvas deve ser levada em consideracfo de outra
forma. Isto é possivel aumentando—se a ordem do modelo matematico
dado pela equacic (4.39). Este aumento da ordem do modelo também

contribui para reduzir o efeito do ruido presente nos parametros



modais identificados (BRAUN e RAM, 1987), mas por outro lado,
introduzer pdlos computacionais na funcido de transferéncia
identificada que nio pertencem ao sistema dinamico em estudo.
Existem varios métodos propostcs para a determinacfio dos chamados
fatores de confianca modal, gque s3o usados para se distinguir
entré os pdlos verdadeiros do sistema e os pdlos computacionais

(IBRAHIM, 1978}).

4.2.4 - IDENTIFICACAO DE PARAMETROS MODAIS EM ESTRUTURAS

LEVEMENTE AMORTECIDAS

Este método ©proposto por EWINS (1982) ¢é wusado na
identificacidc de parametros modais em estruturas 1levemente
amortecidas. O levantamento dos dados experimentais de resposta
em frequéncia em tais estruturas geralmente & uma tarefa dificil,
principalmente nas regides onde ocorrem as ressonincias., Este
método é capaz de fornecer os modos de vibrar através da
identificacifo das constantes modais do mocdzlo, a partir de dados
de resposta em frequéncia experimentais; com medidas tomadas
longe das frequéncias naturais do sistema.

A aplicacéo deste método requer inicialmente o
levantamento dos dados de resposta em frequéncia do sistema em
toda a faixa de frequéncia de interesse e o conhecimento prévio
das frequéncias naturais do mesmo. Em s=guida, seleciona-se os
valores de frequéncia para os quais o método sera aplicado. O
nimero de pontos escolhidos deve coincidir com o numero de

frequéncias naturais identificadas na faixa de interesse. Estes
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pontos devem estar localizados longe des frequéncias naturais. A
figura 4.3 mostra & escolha de tais pontos para a FRF de um

sistema de guatro graus de liberdade.

(dB)

Modulo da FRF

Frequéencia

FIGURA 4.3 - Escolha dos pontos para a identificacio

O modelo matematico adotadc neste método de

identificacg8oc é a funcio receptancia de um sistema nZo amertecido

o (o) =F 4% (4.61)

a qual para ums valor especifico QL da frequéncia, ‘pode ser

escrita da seguinte forma
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A
17 jk

L R i R O R L E L (4.62)

Para um conjunto de N valores medidos, pode-se escrever

- 5 rp2 a2y-1 2 .2,-1 2 A 2\-17 T q
ajk(Ql) (ml_Ql) (mz_Qi) o (wNﬁQi) 1Ajk
- 2_n2y-1 2 2,-1 2 2y-1
ajk(QZ) - (m1—$2) (wz—Qi) T (mwﬂnz) 1Ajk
: 2: 2,-1 2: 2,-1 2: 2,-1
_cxjk(QN)_ (i) " (0,00 " ... (o000 L4,
{(4.63)
ou usando a notacio matricial
{x, (0)} = [Rl0)I{4 1} (4.64)
ik jk

a quel apresenta solucdo para o vetor de ordem N das contantes

modais dada por
{4} = [Re)] Mo, (o)} (4.65)
jk ik

Para se obter estimativas do amortecimento com este

método, fol proposte uma forme de calcular os fatores de
amortecimento modais através das freguéncies naturais
identificadas experimentalmente e das constantes modais

calculadas através da equacdo (4.55) (EWINS e GLEESON, 1982).
Quando se faz a anialise de modelos incompletos, a influéncia dos
modos fora da faixa considerada pode ser levada em consideracio
aumentando-se a ordem do modelo identificado, tomando-se um

numero maior de pontos em relacgdo ao numero de freguéncias
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naturais identificadasas.

4.2.5 - IDENTIFICACAO GLOBAL DE PARAMETROS MODAIS

Os métodoé de identificacio de paridmetros modais
discutidos até o presente momento realizam a ajustagem de curvas
para uma FRF de cada vez. Como resultado, obtém-se as frequéncieas
naturais; os fatores de amcrtecimento modais e as constantes
modais para a FRF considerada. Entretanto tais métodos nio
fornecem os modos de vibrar de uma forma rapida; mas somente
combinacdes dos elementos da matriz modal do sistema. dadas pelas
constantes modais. Portanto, & exigida uma etapas posterior para a
determinac¢3o do modelo modal completo da estrutura. Esta etapa
pode ser evitada, usando-se no processo de identificacio modal
algoritmos que realizam ajustagens globais, ou seja, processan
simultaneamente dados relativos a varias FRFs obtidas nos
ensaios. Tais &algoritmos 1levam em conta o fato de que toda
est:rutura possui certas caracteristicas globais gque teéricamente
permanecem constantes; mesmo quando se varia o ponto de medida ao
longo da estrutura. Embora praticamente as freguv2ncias naturais e
os fatores de amortecimento modais sofram peguenas variacdes para
as varias FRFs medidas, tais restricdes s8o impostas no processc
de ajustagem de curvas destes métodos globais , gue s3o capazes
de fornecer um modelc modal Unico para o sistema em estudo
(LEURIDAN e outros, 1885).

Um dos primeiros métodos de ajustagem global no dominio

de frequéncia foi proposto por GOYDER (1980). Existem ainda



outros métodos nesta area, por exemplo o método de Ibrahim
(IBRAHIM e MIKULCIK, 18973) e o método da polireferéncia (VOLD e
outros, 1982), que processa dados tanto no dominio do tempo
guanto no da frequéncia.

Recentemente foi proposto um método global (SHIH e
'outros, 1988) baseadc ne modelo auto regressivo de média mdvel
(ARMA). Este método baseia-se na forma polinomial da FRF e usa os
polindmios ortogonais de Forsythe (RICHARDSON e FORMENTI, 1882)
para reduzir os problemas numéricos.

A grande maioria dos métocdos globais de identificacgéio
s3%o extensdes de versdes malis simples; que processam uma FRF por
vez. A principal vantagem destes métodos reside no fato deles
poderem fornecer a matriz modal do sistema diretamente. Tais
métodos apresentam como principal desvantagem a forte exigéncia

computacional para a analise dos dados experimentais.

4.2.6 - 0O METODO DA EXPONENCIAL COMPLEXA

Este método de identificacio de parametros modais usa
os dados da resposta ao impulso do sistema e realiza vuvnaa
aproximacio baseada em funcdes exponenciais, usando o método de
Prony (BROWN e outros, 1879). Como gera mente a aquisicio de
dados experimentais é feita de forma digital, em intervalos de
frequéncia Af igualmente espacados, a funcio resposta ao impulso
do sistema pode ser escrita em funcio de intervalos de tempo At
igualmente espagados. Desta forma, os dados experimentais podem

ser escritos como sendo elementos de um vetor {h} dado através de
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{h} = {n(0) h(At) h(2at) ... h(Iat)}T (4.66)
ou simplesmente:

_ T
{h} = {ho h1 h2 cea hL} {(4.67)
Tem—-se ent3o um vetor ccmposto de L dados amostrades da resposte
ao impulso do sistema. Como foi mostrade no item (3.3) do
capitulo anterior, a resposta ao impulsc de um sistema discreto
pode ser escrita ca seguinte forma

hjk(t) .68)

1]
o1
=
&
]
v
e

Para © i-ésimo dado amostradc, pode-se escrever a equacio (4.68)

da seguinte forma

2N i
hi =Y RrYr (4.69)
r=1
com
E = R (4.70)
r r jk
e
LAt
Y = e r (4.71)
Desta forma, a equacic (4.69) extendida para I = 2N dados

amcstrados pode ser escrita usando-se as simplificac8es dadas
pelas equacfes (4.70) e (4.71). A equacdo resultante é dada na

notag¢fo matricial através de

[YI{R} = {h} (4.72)
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onde matriz [¥Y] é& dada por

ket
b

=
]
- Ao
=
t
>
Nhi) th
Nhi) th

4,
X (4.73)
y2N-1 p2X-1
i 2 ) 2N |
e os vetores {R} e {h} sZo dados por
_ T
{R} = {R1 RZ R3 - EZN} (4.74)
e
_ T
{h} = {ho h1 h2 ... hzw-1} (4.75)

O sistema de equacdes (4.72) invelve a forma matricial de Van der
Monde. A resolucio deste sistema usando-se méﬁodos numé ~icos
convenientes fornece os valores dos residuos modais, que por sua
vez estio relacionados com os modos de vibrar da estrutura.

A determinacio das frequéncias naturazis e dos fatores
de amortecimento modais é feita usandeo-se o método de Prony. Para
isto, um novo conjunto de incdgnitas ai com 1 variando de 0 até
2N é introduzido. Estas incédégnitas sZfo cceficientes de uma
equacio polinomial de tipo:

N

2N .
Mix -Y ) x-Y)=Fa¥ =0 (4.76)
i=0

r=1

As 2N raizes Y} da eguac3o (4.76) s3o exponenciais complexas

definidas segundo a equacifo (4.71) e os coeficientes a  s3o
1
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denominados coeficientes de autoregressio (BROWN e outros, 1879).
Multiplicando-se cada uma das equacdes do sistema (4.72) pelo

coeficiente & correspondente, obtém-se para & i-ésima equacio:
b

2N i
aihi = a ,21 RrYr (4.77)

Somando-se estas equacsdes para os ZN dados amostrados, tem-se

2N 2N 2N .
yah = 7§ [Rr L 2, Y;] (4.78)
1

i
i=0 rz i=0

Desta forma, para gue se possa determinar as raizes 22 da egquacio
(4.78) e posteriormente as frequéncias naturais e fatores de
amortecimento modais, deve-se inicialmente determinar os valores
dos coeficientes a . Como neste caso o numero de dados amostrados

da resposta impulsiva do sistema & igual a 2N, segundo a equacio

(4.76) deve-se ter

N :
Ya Y =0 (4.79)

para r variando de I até 2ZN. Desta forma, a equacio (4.78) pode

ser escrita como:

N
Y ah=0 (4.80)

Como o sistema de equecBes (4.80) é homogéneo, possuindo portanto
infinitas solug¢les, sendo cada uma delas uma combinacfo linear

das demais, pode-se escolher arbitrariamente 8, = 1. Desta
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2N-1

i=0
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a equacio (4.80) pode ser escrita da seguinte forma:

(4.81)

Portanto de acordo com a equacfo (4.81), existem 2N equacdes

lineares que poden

ser escritas

para &as

varijveis a . Estas
i

incégnitas podem ser determinadas tomando-se amostras diferentes

da resposta zo impulso da estrutura.

ser sobreposto pelo seu sucessor em uma dada faixa,

a seguinte egquacio:

A aplicacfo deste

procedimento 2

2N+ 1

Cade

varios

conjunto de dados deve

de acordo com

(4.82)

conjuntos de dados

amostrados experimentalmente resulta em um sistema de 2N equacles

dado na forma matricial através de

[h]{a}

sendo a matriz [h] dada por

h h
o 1
h h
1 2
[h] =
h h
| T2m-1 2N

e os vetores {a} e {h} dados

= - {h)}
h

2

h

3

2N+1

através de

h
2N -1

(4.83)

2N
(4.84)

4N-~-2



96

{a} = {a a a ... a }T (4.85)

{h} = {a 1T (4.86)

2x Zawnen a2N+2 BN
O sistema de eguacées (4.83) 1involve & forma matricial de
Toeplitz. A soluci3o deste sistema fornece os valores dos
coeficientes & . Com estes coeficientes pode-se entio determinar
as raizes Y} e através delas as frequéncias naturais e os fatcres
de amortecimento modais usando-~se a equacfo (4.71).

0 método da exponencial complexa apresenta a vantagem
de que a soluc3oc niio linear para as frequéncias naturais e para
os fatores de amortecimento modais é computacionalmente mais
facil de ser obtida usando-se o métodc de Prony.

Os dados de entrada do algoritmo sidc &a resposta
impulsiva da estrutura sob estudo e a2 ordem do modelo matematico
escclhido na analise dos dados. E conveniente fornecer alguns
graus de liberdade extras ao algoritmo de identificacgfo afim de
compensar os efeitos de ruidos presentes nos dados (BROWN e
outros, 1979}). Isto & feito aumentando-se a ordem do modelo
matemgtico usado. Entretanto, quando este procedimento é usado a
identificacio de parametros inclui alguns modos computacionais.
Estes modos computacionais n3o pertencem ao sistema fisico em
estudo e aparecem devido aos grau; de liberdade extras dados ao
algoritmo de identificacgio. Por esta razfo existem os chamados
fatores de confianca modal (IBRAHIM, 1978) gque permitem =&
separacio dos modos computacionais dos modos fisicos da
estrutura.

0O método da exponencial complexa ainda pode ser
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definido baseado em uma formulac3o por minimos gquadrados (BROWN e
outres, 1979). O procedimento ¢é similar aquele descrito nos
métodos de identificacéo no dominio da frequéncia. Como
usualmente & feito, uma funcdo objetivo é definida entre o modelo
adotado para o sistema na forma da resposta ao impulso e os dados
obtidos exberimentalmente. A minimizacfo desta funcido objetivo
transforma o problema em um sistema de eguacgfes lineares cuja
solucdo fornece os parametros modais procurados. A maior vantagem
desta vers3io do método da exponencial complexa & que a
minimizacdo por minimos quadrados tende a diminuir a influéncia
d> ruido no processo de identificacio, pois agora os dados podem
ser ponderados e esta ponderagio favorece a estimacfo dos
parametros modais. Neste caso s3o encontrados os mesmos problemas
de determinac3io da ordem modal Jji discutidos nos paragrafos

anteriores.

4.2.7 - O METODO DE IBRAHIM

O método de Ibrahim (IBRAHIM e MIKULCIK, 19873) nio se
baseia em ajustagem de curvas. Este método de identificacfo pode
ser visto como um método global de identificacZo uma vez que @&
capaz de forﬁeqef os modos de vibrar de uma s vez, analisando
simultaneamente todos os dados medidos.

A resposta impulsiva de uma estrutura em um dado

instante tj é dada por

Ah(t)= % ¢ ™ (4£.87)
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onde I representa a coordenada onde é medida a resposta e Jj é o
instante considerado. Neste modelo foram assumidos m modos de
vibrar dos N graus de liberdade da estrutura, sendo m < N. Se a
resposta for medida em p pontos da estrutura e em g instantes
diferentes ¢é possivel montar-se a seguinte equacio escrita na

forma matricial

[Br] = [®][S] (4.88)

sendo as matrizes desta equacfo dadas por:

h1(t1) hi(tz) ... hi(tq)
hz(t1) hz(tz) . hz(tq)
[hl = (4.89)
h{(t ) R (t ) ... h(t)
. p 1 p 2 P g |
¢11 ¢21' oo ¢2m1
12 ¢22 oo ¢2m2
(e} = (4.90)
R ¢‘le ¢2p ¢2mp |
Y t At Xt ]
e e 2 .. e 1 4a
At At At
e 1 e z z e d
[s] = o (4.91)
*»_t At At
e Zm 1 e 2Zm 2 e2m q

onde [h] a matriz dos dados amostrados da resposta impulsiva do

sistema, obtidos experimentalmente, [®] & a matriz modal a ser
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identificada e [S] & uma matriz cujos elementos s3o fungdes das
frequéncias naturais e dos fatores de amortecimento_ modails a
serem determinados. Uma segunda equacfo similar 2 equacfo (4.88)
& formada a partir de outro conjunto de dados amostrados defasado

de At segundos em relacidoc 3 primeira medida. Desta forma tem-se

2M A (t + At)
A (t +At) = Y ¢ e 3 (4.92)
1 3 re1 ri
ou ainda
_ 2 _ xrtj
bi (tj) = rgi ¢rie | (4.93)
com
— x AT
¢ = ¢ e ' (4.94)
ril ri

Com este ©procedimento obtém-se um novo sistema de equacdes

similar ao sistema (4.88)

[h] = [&][S] (4.95)

Como a ordem modal geralmente é desconhecida pode-se
supor que p = Zm, e desta forma as matrizes [®] e [5] sfo
guadradas. Estas duas matrizes estio relacionadas segundo uma

transformacio linear do tipo

[Al[0) = [¢] (4.96)
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onde a matriz [A] recebe o nome de matriz do sistema (IBRAHIM,
1986). Assim, & partir das equacdes (4.88) e (4.95) e levando-se
em conta a transformac3o mostrada na equacdo (4.96) pode-se

escrever.
[41[h] = [h] ' (4.97)

Com esta equacido & possivel obter-se a matriz [4] a partir dos
dados medidos; que por sua vez sio os elementos das matrizes [h]
e {Z]. Se o numerc g de dados amostrados for tomade igual ao
ntmero de pontos medidos p;, ent3o a matriz [A] pode ser obtide
diretamente da equacio (4.97). Entretanto & comum em situacgles
praticas usar-se um nUumero maior de dados amostrados, e nestas
co:xdicgdes g > 2m. Neste caso a determinacio da matriz [A] é& feita
através do métode da pseudo-inversa (EWINS, 1984). Este métedo
busca a solucfo baseando-se no método dos minimos quadredos e

usando todos os dades disponiveis. Assim, uma expressio pare [A]

pode ser escrita
_ R
[4] = [R][A] [[h][h] ] (4.98)

Retornando agora & equacdo (4.92) pode-se observar que c¢s
autovetores {5} estio relacionados com {¢} através da equacio
(4.94). Desta forma, a equacio (4.86) pode ser reescrita da

seguinte forma

A At

r

[A]{¢r} = {¢r}e
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ou ainda como foil definido anteriormente

[Al{¢ } = Y {e¢ } (4.100)
r r r
Os autovalcres ¥ do eautoproblema mostrado na equacfo (4.100)
r

estdo relacionados com as freqﬁéncias naturais e com os fatores
de amortecimento modais do sistema da seguinte forma

e © = a + ib (4.101)
ou ainda

e ¥ = e e ar (4.102)

Destz forma, os valores de o e E para o modo r podem ser
r r

determinados através de

w & = - (4.103)

b
w, = arctg ( - ) (4.104)

Correspondente a cada autovalor A .existe um autovetor ¢ para o
r r

modo em guestio. No método de Ibrahim a determinacio da ordem do

modelo também pode +trazer dificuldades em sua utilizacfo. A

diferenciacfo entre modos reais e computacionais pode ser feita

através de um fator de confianca modal (IBRAHIM, 1978}).
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4.2.8 - O METODO DA POLIREFERENCIA

0 método da polireferéncia (VOLD e outros, 1882) é uma
extensio do método da exponencial complexa mostrado no item
4.2.6. Este método é& capaz de analisar simultaneamente dados da
resposta impulsiva de uma determinada estrutura quando a meéma é
excitada em varias posicfes simultaneamente. Quando somente um
ponto da estrutura é excitado, este método de identificacio
reduz-se ao método da exponencial complexa.

Segundo &a teoria fundamental da analise modal, a
excitacio da estrutura num Unico pontoc é capaz de fornecer dados
suficientes para a determinac3oc de suas propriedades modais. Na
pratica, isto nem sempre é possivel pois a excitacfo pode estar
atuando préxima a uma linha nodal de um modo de vibrar importante
na anslise. O método da polireferéncia explora o fato de que os
parametros modais sZo propriedades globais da estrutura, ou seja,
sfo independentes do ponto de excitacio e por esta razio o método
processa simultaneamente os dados experimentais relativos a todas
os pontos de excitacHo.

A identificacio é& feita de forma semelhante ao método
da exponencial complexa. S#Ho tomadas inicialmente varias medidas
da func¢3o respesta ao impulso da estrutura relativas a todos os
pontos excitados. Em seguida estes dados s3%o usados parsa aA
formacfo de uma sistema de equacbes similar ao sistema (4.72), so
que agora como existem varias entradas atuando no sistema, para
cada uma delas é escrito um conjunto de equagdes similar ao
sistema (4.72). Este conjunto de equacdes é ent3o multiplicado

por matrizes de coeficientes e n3o mals por escalares como Tfoi
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feito no método da exponencial complexa (DEBLAWE e outros, 1887).
Em seguida, é possivel identificar as frequéncias naturais e os
fatores de amortecimento modais usando-se o métcdo de Prony ou
minimos guadrados. Uma vez determinados estes pariametros modais,
os modos de vibrar da estrutura s3o obtidos através de ajustagens
de curvas realizadas tanto no dominio do tempo quantor da

frequéncia (STROUD, 1987).
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CAPITULO 5

METODO DE IDENTIFICAGAC PROPOSTO

Neste capitulo é proposto um método de identificacifo de
parametros modais no dominio da frequéncia. Este método & capaz
de realizar a identificacio multi-modos numa faixa contendo
varias frequércias naturais.

O algoritmo de identificacio usa os dados provenientes
de ensaios experimentais e através de uma técnica de ajustagem de
curvas ajusta estes dados & um modelo matematico escolhido. A
rartir desse modelo, sZo calculados os parametros modais do
sistema para cada FRF medida.

As etapas do algoritmo de identificacio S&o
apresentadas na forma de diagramas de blocecs e sio feitas
consideracles sobre a implementacfo numérica do método. Cs
resultados da aplicacio deste método sioc mostrados no capitulo 7

para dados experimentais e de simulacdes.
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5.1 - DESCRICAO DO METODO DE IDENTIFICAGCAC PROPOSTO

O método de identificacio proposto pode ser dividido em
trés etapas: a ajustagem de curvas, a determinacfo dos rparametros
modais e a regeneracfo dos dados da FRF. Na etapa de ajustagem de
curvas é adotada a forma polinomial da FRF como modelo matematico
para o sistema. Este modelo & entdo ajustado aos dados
provenientes de ensaios experimentais, em uma faixa contendo
varias frequéncias naturais. Esta ajustagem & baseada no método
de Levy e inclui o melhoramento iterativo proposto por Sanathanan
e Koerner, descritos no item 4.2.4.

Como resultado da ajustagem de curvas, obtém-se os
coeficientes da func3o de transferéncia do sistema na faixa

analisada. Ela é dada por

. (8) = o (5.1)
i .

onde os &i e os bj s80 os coeficientes identificados na ajustagem
de curvas. Os valores de N e M s3o respectivamente a ordem do
polindmio do numerador e do denominador da funcéo de
transferéncia identificada. Eles estfo relacionados com o nimero
de graus de liberdade considerado na aJjustagem. Como foil dito
anteriormente, o polinémic do denominador @& o polinémio
caracteristico da egquacio diferencial do sistema. Suas raigzes
ocorrem em pares complexos conjugados e estio relacionadas com as

frequéncias naturais e com cos fatores de amortecimento modais dos
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modos de vibrar contidos na faixa de frequéncia analisaeda. Os
coeficientes do polindmio do numerador est3oc relacionados com os
residuos modais.

A partir do conhecimento dos coeficiertes do modelo
matematico usado para a descrigfo do sistema, inicia-se a segunda
etapa do processo de identificac3o, ou seja, a determinacéo dos
parametros modais para & FRF identificada. Inicialmente sZo
calculadas as frequéncias naturais e os fatores de amortecimento
modeails; usando-se para tanto, os coeficientes bj do denominador
da equacg8o (5.1). O modelo de amortecimento adotado neste
trabalho & o modelo viscoso, e a determinacfo destes parametros &
feite através da fatoracio em bin6mios do polindmio
carzcteristico da FRF considerada. Cada bindmio ¢é dado da

seguinte forma na variavel de Laplace
s - § s + P {5.2)

onde S é a soma de duas raizes e P o produto delas. Esta eguacio
pode ser escrita em funcifo dos parametros modais

5% 4+ 2E 0 s + w? (5.3)
r r r

A fatoracdo do pelindémino caracteristico do sistema & feita
usando-se o método de Newton-Bairstow (FROBERG, 1965). Este
método é usado na determinac3o das raizes de polindmios gquando
estes epresentam raizes complexas. Como estas raizes ocorrem em
pares complexos conjugados para polindmios de coeficientes reais,

o método de Newton-Bairstow fornece um par de raizes em cada
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convergéncia, com a vantagem de n3o ser preciso o uso de algebra
complexa na determinacio destas raizes. Por ser um método
iterativo, s3o necessarias aproximacdes inicieis para S e P. Se o
grau do polindmio analisado nio for muito alto , n3o sio
necessarias aproximacdes 1iniciais muito préximas dos valores
exatos.

Apds a determinacioc das frequéncias naturais e dos
fatores de amortecimento modais para todas as FRFs do sistema,
s8o calculados os residuos modais. Estes ©peariametros s&o
determinados & paritir da expansio da FRF em fragdes parciais
(MIRAMAND e outros, 1876). Na forma expandida, a FRF assume a

seguinte forma

b4

m R L

x (s} = ¥} ( e ) (5.4)
ik =1 s - A s - A"
r r

onde m & o numero de modos de vibrar considerados na faixa de
anidlise. Os velores de kr podem ser determinados & partir das
freguéncias naturais e dos fatores de amortecimento modais ja
identificados. A funci&o de transferéncia mostrada na equacio

{(56.1) também pode ser escrita da seguinte forme

Isolando-se a parcela relativa ao pdlo 2 nas equacdes (5.4) e
q

(5.5) obtém-se como resultado as seguintes expressdes
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R m R R
« (s) = 33k , gk z[f“‘+f“‘) (5.6)
ik s = X s - 1" re1 s - A s - k*
q q r r
r#£q
e
J§ .
Y o a s’
jeo
x. (s) = - (5.7)
Jk *x " *
(s =x)(s =2} (s =a)(s =-17)
q L j J
i*q

Multiplicandc-se ambos os lados das equacgfes (5.6) e (5.7) pela

parcela (s - xq) tem-se

R
« (s)(s-2)= R +-S3E (s-12)+
jk q Jjk s - 3% q
m R R*
+ ¥ ( r jk o, _r jk )(s—)\) (5.8)
re1i 5 - X s - k* q
r¢q r r

e
N *
)3
) a s
« (s)(s - ) = " (5.9)
jk q £ T %
(s =2)q (s -x)(s -2")
q’ j j
j=1
i#gq
fazendo s = )@ nas equagles (5.8) e (5.9), e iguslando-se as

expressdes resultantes obtém-se o seguinte valor para o residuo

modal do modo g
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R = 1=0 (5.10)

(A =2 (s -x)(s -2")
q q j=1 q J q J
i#q

Com este procedimento é possivel determinar-se os residucs modais
para todos os modos de vibrar, para cada FRF analisada. O fato
dos residuos ocorrerem em pares complexos conjugados favorece o
uso da eguacdo [(5.10) em sua determinaciio, pois para uma faixa

contendo m modos, a equacioc (5.10) & usada m/Z vezes.

5.2 - IMPLEMENTACAO NUMERICA DO METODO PROPOSTO

0O método de identificacio proposto no item anterior
esta implementado num computador IBM 4381 (32 bits) na linguagem
FORTRAN. ¢ programa IDFl estia estruturadc num programa principal,
aqui denominado MAIN, e +trés subrotinas, respectivamente as
subrotinas FIT, MODAL E REGE. A figura 5.1 mostra a estrutura do
programa 1IDF1.

O programa principal MAIN & responsavel pela leitura
dos dédos das FRFs. Estes dados podem ser introduzidos de duas
formas. Se a FRF for dada na forma complexa,; real e imaginaria em
funcio da frequéncia w, estes dados sio fornecidos & rotina FIT é
tem inicio a fase de ajustagem de curvas. Se os dados de entrada
forem respectivamente o médulo e o angulo de fase da FRF, eles
sdo inicialmente convertidos para a forma complexa mencicnada,
para gue em seguida se 1nicie a ajustagem de curvas. O fluxograma

do programa principal MAIN esta mostrado na figura 5.2.
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PROGRAMA PRINCIPAL

MAIN

J

AJUSTE DE CURVAS

FIT

|

DETERMINACAO DOS
PARAMETROS MODAIS

MODAL

|

REGENERACAO DA FRF

REGE

FIGURA 5.1 - Estrutura do programa IDF1.

A subrotina FIT cujo fluxograma esti mostrado na figura
5.3 & responsavel pela ajustagem de curvas. 0Os dados de entrada
desta rotina s3oc respectivamente a FRF do sistema na forma
complexa e a ordem do modelo matematico escolhido. Esta ordem &
dada por N e M, que s3o respectivamente o grau do polindémioc do
numerador e do denominador. OQOutro dado importante que deve ser
fornecido 2 esta rotina & o nuimero de pontos contidos na faixa de
ajustagem. Este valor é dado no algoritmo por p.

Esta fase de ajustagem de curvas é iterativa, segundo o

método de Sanathanan e Koerner. Na primeira iteracZo é usado o
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método de Levy, obtendo-se assim uma primeira estimativa para os
coeficientes da func3o de transferéncia. A partir da segunda
iteracido, os coeficientes do polinémio deo denominador calculados
na iteracdo anterior s3o usados parae a determinac3o da f{funcio
ponderadora ﬁdwk). Em cada iteracio sdo determinados os
coeficientes A; T, U e 8; definidos no item 4.2.3. A partir
destes coeficientes é montado um sistema de equagdes lineares
cuja solucfo fornece os coeficientes procurados. A solucdo do
sistema de equacgles & feita usando-se ¢ método de Gauss com
pivotamento. Apbs um certoc numero de iteracdes a funcio
ponderadora tende a permanecer constante, e o processamento &
interrompido. Os coeficientes da funcio de transferéncia
identificados sdo fornecidos a subrotina MODAL para a
determinacfio dos parametros modais.

A subrotina MODAL é& responsivel pela determinacio dos
parametros modais para cada FRF analisada. Os dados de entrada
para esta rotina sZo os coeficientes da funcZo de transferéncia
identificados pela rotina FIT. Esta rotina contém a implementacio
do método de Newton-Bairstow. Inicialmente sZo dadas aproximacdes
iniciais para S e P. O algoritmo em seguida calcula os

coeficientes Bk e C; {FRCBERG, 1965)

B = b - Sbk - Pbk k=0, M (5.11)

¢cC = B - SCk - PCk k=1, M - 1 (5.12)

Estes coeficientes sio usados nz determinacifo das correcdes das

aproximag¢des iniciais de S e P. Estas correc¢des sio dadas através
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da soclucido do seguinte sistema

C C AS B
2 3 1 (5.13)

C c AP B
1 2 0

i}
1

e ent3o pode-se corrigir os valores de S e P através de

S + AS (5.14)

W
H

P + AP (5.15)

|
n

Este procedimento é& repetido até gue se atinga a precisio
desejada. Ap6s a fatorac¢Zfo os valores de S e P sZo usados para a
determinacio da frequéncia natural e do fator de amortecimento
modal do modo em questZo, segundo a equacfio (5.3). 0O polinédmio
caracteristico é& entfdo fatorado e inicia-se a busca de um novo
par de raizes.

Tendo-se determinado as frequéncias naturais e os
fatores de amortecimento modais de todos os modos para a FRF
estudada. & subrotina MODAL calculz os residuos modais, através
da equacio (5.10). Estes pariametros modais s3o gravados em um
arquivo para posterior analise. A figura 5.4 mostra o fluxograma
da subrotina MODAL,

A subrotina REGE realiza a regeneracio dos dados da FRF
com base nos pariametros modais identificados. Esta regeneracifo é
feita segundo a equacio (5.4). Os resultados desta regeneracio
sfio armazenados em um arguivo juntamente com os dados medidos,
para posterior comparac¢3io. 0O fluxocgrama da subrotina REGE esta

mostrado na figura 5.5,



113

{ iNfcio )

E FASE

J/ ENTRA C/
Z MODULO

7

| CONVERTE 0S8
EXT
iEZf :’ DADOS PARA
IMAGINARIO A FORMA
COMPLEXA
v
A

FIGURA 5.2 - Fluxograma do programa principal MAIN.
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FIGURA 5.3 - Fluxograma da subrotina FIT.
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FIGURA 5.3 {(cont.) - Fluxograma da subrotina FIT.
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a i=0,N

b J=0,M
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FIGURA 5.4 - Fluxograma da subrotina MODAL.
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FIGURA 5.4 (cont.) - Fluxograma da subrotina MODAL.
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FIGURA 5.4 (cont.)

- Fluxograma da subrotina MODAL.
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FIGURA 5.5 -~ Fluxograma da subrotina REGE,
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CAPITULO 6

INVESTIGACAO EXPERIMENTAL

Com o objetivo de se c¢bter dados experimentais gque
pudessem verificar a eficiéncia dc método de identificacio de
parametros modals proposto, foil realizado um ensaio experimental
em uma place de aluminio. A faixa de frequéncia analisada foi
dividida em trés partes, cada umz delas contendo um determinado
numero de frequéncias naturais. Para cada uma destas partes, a
placa foi excitada em um ponto mantido fixo e a resposta foi
medida em varios pontos.

Os dzdos relativos 3 excitacdo e a resposta foram
processados usando técnicas de analise espectral afim de se obter
a FRF para cada ponto de resposta. Os dados medidos foran
submetidos aoc processo de averaging para minimizar o efeito dos
ruidos e a funcio coeréncia foi avaliada para cada curva medida

afim de se avaliar a linearidade entre excitacfio e resposta.
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6.1 - DESCRICAO DO PROTOTIPO ENSAIADO E DA SUA FIXACAO

O protdotipo ensaiado foi o de uma placa de aluminio
retangular. A simulaciio das condic¢cles de engaste foi feita
usando~se chapas espessas de acgo e entre elas a extensfo da placa
de &aluminio. Este conjunto fol rigidamente fixado 2a uma base
inercial, conforme mostrado nas figuras 6.1 e 6.2. Este tipo de
fixacio influencia os dados medidos, principalmente nas
frequéncias mais baixas (MACBAIN e outros, 1985). Esta influéncia
acontece pols em situacgles praticas a fixagdo da estrutura em
estudo sempre apresenta alguma flexibilidade, nio sendo
perfeitamente rigida. Por esta razio, as dimensfes mostradas na
figura 6.2 foram escolhidas para permitir gque a simulagZo do

engaste fosse o mais préximo possivel da configuracfo ideal.

FIGURA 6.1 - Protdtipo ensaiado.
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PLACA BE ALUBNIO

FIGURA 6.2 -~ Dimens0es do protétipo ensaisado.

6.2 - EXCITACAO DA ESTRUTURA

A placa foi excitada utilizando-se um excitador
eletromagnético. A vibracZo apresentada geralmente ocorre emn
varias direcdes. Entretanto, o movimento que se deseja estudar é
aquele coincidente com & direcfo da force excitadora, usualmente
chamada de direcio principal de vibrac8o. Se o excitador for
rigidamente fixado & placa em todas as dire¢fes, o movimento
vibratério devido as direc¢d8es secundarias pode introduzir outras
formas de excitacZo no sistema. Este prcblema pode ser minimizado
se a forga excitadora for transmitida para a estrutura através de
uma haste esbelta, que pode ser construida de aco ou polimero

(BRUEL & KJAER, 1987). Este dispositivo possui uma alta rigidez
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em sua direc3o axial e apresenta uma grande flexibilidade nas
outras direcles. Assim, o uso desta haste contribui para manter
constante a direcio da forca de excitacfo e reduz o problema da
presenca de excitagles secundarieas, que podem elterar as
caracteristicas dinamicas medidas. Neste trabalho, foi usada uma
haste de éco de comprimento igual a 25 mm e diametro aproximado
de 1,5 mm. A figura 6.3 mostra a configuracido usada para =a

transmiss3o da forca excitadora.

FIGURA 6.3 - Sistema para a transmissio da forca excitadora.

OQutro aspecto importante relacionade com o sistema de
excitac83o é a fixacf8o do excitador. Deve-se isolar o corpo do
excitador afim de evitar que forcas reativas provenientes da
vibracio do suporte do mesmo retornem para a placa. Neste caso,

optou-se por manter o excitador suspenso através de molas
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flexiveis, oque contribui para minimizar a influéncia de
excitacgOes parasitas na vibrac3o da placa. Por estar suspenso, o
excitador foi montado em uma base de acgo cuja funcido & aumentar a
inércia do corpo do excitador proporcionando assim niveis
adequados de excitacfo, principalmente nas frequéncias mais

baixas. A figura 6.4 mostra o sistema de excitacfo usado.

FIGURA 6.4 - Sistema de excitacio.

Embora tenham sido utilizadas ocutras formas de

excitacso, oS resultados experimentais apresentados neste
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trabalho foram obtidos usando-se a excitacgZo aleatéria. O sinal
de excitacso foi obtido através do gerador de sinais do
analisador de espectro usado no experimento. Este sinal foi
amplificado, e posteriormente transmitido para o excitador. A

figura 6.5 mostra o sinal de excitacfo para um intervalo de 1 s.

forga excitadora

FIGURA 6.5 - Sinal da excitacido para o intervalo de 0 a Is.

6.3 - AQUISICAO E PROCESSAMENTCG DE DADOS

A figura 6.6 mostra um esquema do sistema de aquisicio
e processamento de dados. A figura 6.7 mostra o sistema usaco no
ensaio. Os sinais correspondentes & forca e 3 aceleracdo foram
captados através de transdutores piezoelétricos. Foram usados
respectivamente uma cabecgca de impedancia e um acelerdmetro. A
cabeca de impedancia fol usada para captar o sinal da forca
aplicada em todas as medidas realizadas, e também para a obtencio
das FRF de pontc. O acelerfémetro foi usado na obtencifo do sinal

da acelerac¢io das FRFs de transferéncia. A massa desses elementos
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FIGURA 6.7 — Sistema de aguisicZo e processamento usado.

exerce influéncia nos dados medidos. Por este razio, procurou-se
selecionar tais elementos com o objetivo de minimizar esta
influéncia. A figura 6.8 mostra como foi feita a fixacdo do
acelerdmetro na placa. A figura 6.9 mostra detalhes da fixac3o da

cabeca de impedancia 2 placa e a haste flexivel.

ADESIVO PRISIONEIRO

TN
772222722

FIGURA 6.8 - Detalhe da fixacio do acelerdmetro a placsa.
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T Tl haste flexive!

25 @15

| T e

prisioneiro (2)

e |

adesivo prisioneiro(l)
& ) N

FIGURA 6.9 - Detalhes da fixacio da cabeca de impedancia.

Os sinais correspondentes a forgca excitadora e 3
aceleracdo foram enviados aos amplificadores condicionadores e
posteriormente ao analisador de espectro mostrado na figura 6.7.

As varias FRFs foram determinadas usando-se o estimador
ﬁ;(w), que ¢ dado por (BENDAT & PIERSOL, 1980)

S (o)

Hz((x)) =W (6.1)

onde

S (w) = auto-espectro da resposta
XX
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Sjjw) = espectro cruzado entre excitacio e resposta.
X

Este estimador foil escolhido pois a FRF assim calculada apresenta
um comportamento melhor na presenca de ruido, principalmente emnm
regides proximas &s ressonancias (CAWLEY, 1984). As diversas FRFs
determinadas foram submetidas aobprocesso de averaging afim de
recuzir tanto o nivel de ruido presente nos dados como também as
possiveis n3o linearidades do sistema. Para cada FRF foi
calculada a funcio coeréncia, cujo valor varia de 0 a 1. Uma
coeréncia préoxima de I mostra principalmente uma boa linearidade
entre a excitacZo e &a resposta. Nas regifdes préximas 3as
ressonancias e anti-ressonancias espera-se um valor baixo para a
fungdo coeréncia devido & <caracteristicas proprias destas
frequéncias, discutidas anteriomente.

A aquisicido de dados foi realizada usando-se a técnica
de zoom afim de se obter ume boa definicZo da FRF nas faixas
estudadas. Inicialmente foi feita uma aquisicZo de dados na faixa
de 0 a 800 Hz. Depois disto, definiu-se uma faixa de fregquéncia
entre 0 e 200 Hz e a aquisicdo de dados foi realizada novamente
usando-se agora o zoom. Este procedimento foi repetido para as
faixas de 260 a 460 Hz e 390 a 590 Hz. Estas faixas de
frequéncias foram definidas apdés a analise dos resultados
experimentais obtidos num trabalho anterior (SELEGHIM JR, 1990).

Existe: dois fenbmenos relacionados com o processamento
digital de dados que podem causar distorcdes nas FRF obtidas.
Estes fenOmenos s&o respectivamente o aliasing e o leakeage. O
analisador de espectro usado nos ensaios possui filtros cuja

funcfo é minimizar o efeito de tais fendmenos. No caso especifico
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do leakzage, optou-se pela aquisicio usando?se a janela de Hann no
processo de windowing.

O analisador de espectro foi calibrado usando-se para
tanto a sensibilidade dos transdutores piezoelétricos utilizados
no ensaio, de acordo com a carta de calibracio fornecida pelo

fabricante (BRUEL&KJAER, 1987). A seguir s3o mostradas algumas

das especificacdes dos equipamentos usados no ensaio
experimenteal.

i - Analisador de espectro BRUEL & KJAER de dois canais tipo
2032.

ii - Controlador de excitacZo BRUEL & KJAER tipo 1047 (5 Hz a 10
KHz) .

iii - Excitador eletrodinamico BRUEL & KJAER tipo 4809 (45 N, I0
Hz a 20 KHz).

iv - Amplificador condicionador BRUEL & KJAER tipo 2626.

v ~ Amplificador de poténcia BRUEL & KJAER tipg\??lz (40 Hz & 10

KHz) . ™~
\\\\

vi - Registrador grafico BRUEL & KJAER tipo 2308.

vii - Cabeca de impedancia BRUEL & KJAER tipo 8001
sensibilidade do acelerdmetro: 3.12 pc/’ms‘2
sensibilidade do transdutor de forca: 323 pc/N
massa do elemento: 31 g.

 viii - Acelerdmetro BRUEL & KJAER tipo 4371

sensibilidade: 1,006 z.‘».::/ms'2

massa do elemento: 11 g

frequéncia naturael: 48 KHz.

ix - Osciloscopio PANTEC tipo 5320 (25 MHz).
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CAPITULO 7

RESULTADCS E CONCLUSOES

Este capitulo apresenta os resultados da identificacdo
de parimetros modais obtidos com o método proposto. Inicialmente
s8o mostrados resultados de identificacfio obtidos em simulacgdes
realizadas com um sistema discreto amortecido possuindo trés
graus de liberdade. O objetivo destas simulacdes é& avaliar o
desempenho do algoritmo de identificacio em sistemas com
acoplamento modal significative. Em seguida, s3o mostrados os
resultados alcancados para o ensaio experimental descrito no
capitulo anterior.

S0 feitas comparacfes entre os resultados obtidos com
0 ©Pprograma IDF1 e outros ©procedimentos. A partir destas
comparag8es sZo tiradas conclus8es sobre o método usado e
sugeridos alguns trabalhos gque podem ser desenvolvidos a partir

deste métodeo de identificacio.
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7.1 RESULTADOS OBTIDOS

I - SIMULACOES

O programa IDF1 foi inicialmente usado na identificacio
dos parametros modais do sistema mostrado na figura 7.1. As
caracteristicas espsaciais, massa, rigidez e coeficiente de
amortecimento; foram escolhidas de tal forma que as frequéncias
naturais do sistema resultassem pouco acopladas em um primeiro
caso e bastante acopladas num segundo. Isto fei feito variando-se
as constantes elasticas, segundo a tabela T7.1, enquanto gque as
massas e os coeficientes de amortecimento n3o foram alteradcs.

Seus valores sfo respectivamente iguais a

FIGURA 7.1 - Sistema discreto usado na simulac#o.
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TABELA T7.1

Valores das constantes elasticas usados

nas simulaccdes.

CASO K&(N/m) Ké(N/m) Ks(N/m) K?(NYm)

I 100 700 600 400

2 400 600 800 300

Na tabela T7.2 estidio os resultados da identificacio de
parametros para os dois casos acima estudados. Os resultados das
ajustagens de curvas para ambos os casos sio mostrados nas

figuras 7.2 e 7.3 {(a e b).

TABELA T7.2

Resuitados da identificagio para o sistema de

trés graus de liberdade

CASO “r €. (10°%)

) exato idemnt. exato ident.
16,08 16,06 1,5520 1,5560

I 35, 3¢& 35,37 0,2165 00,2162
80,48 80, 56 0,2080 00,2078
24,36 24,23 1,8550 1,7940

11 29,67 29,81 g,&880 0,8240
87,86 87,89 00,1725 0,1727
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II - RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O ensaio experimental foi realizado em trés faixas de
freguéncias, cada uma delas contendo varias frequéncias naturais.
Na primeira faixa de frequéncia, de (¢ a 200 Hz, foram obtidos os
parametros modais dos cinco primeiros modos de vibrar da placa. A
figura 7.4 mostra os pontos onde foram medidas as FRF. Para todas
as faixas de fregquéncia estudadas, o ponto de excitagi3o E foi
mantido constante, variando-se apenas a posic3o do acelerdmetro

na determinacio das FRF de transferéncia.

A

.....................................................

.....................................................

FIGURA 7.4 - Pontos de excitacio e medida (0 a 200 Hz).

Para <cada FRF foram identificadas as freguéncias
naturais, os fatores de amortecimento modazis e as constantes
modais. Este (tltimo parametro modal foi identificadoc adotando-se

uma distribuic3o de amortecimento n3#o proporcional. Por esta
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razso, os resultados obtidos para as constantes modais s3o dados

na forma complexa
A = C  + if{o D ) (7.1)
roj
As tebelas T7.3 a T7.7 mostram os resultados da
identificacdo para cada FRF medida. As ajustagens de curvas estio
mostradas nas figuras 7.5 a 7.9.

TABELA T7.3

ParZmetros modais para a11(m)

MODO ©_ (Hz) gr(10‘3) Co rDjk(10'4)
1 20,476 4,571 0,939 2,270
2 47,199 1,677 1,363 3,656
3 121, 381 1,218 4,350 8,509
4 159,250 1,540 0,530 6,286
5 173,253 0,873 3,857 4,348
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TABELA T7.4

A -
Parametros modais para or21(w)

MODO ©_ (Hz) gr(zo'a) | Co rDjk(w‘a)
1 20,210 6,726 6, 701 2,910
2 46,518 5,180 -8, 905 -3,427
3 121,315 3,056 7,725 0,183
4 158,963 1,420 -3,171 1,652
5 173,414 0,481 -2, 350 -1,319

TABELA T7.5

Fal .
Parametros modais para cx31(co)

MODO ©_ (Hz) gr(10‘3) o rDjk(w"‘)
1 20, 331 4,955 5,142 2,660
2 46, 955 1,820 -4,064 -1,045
3 121,160 1,320 4,656 -1,382
4 158, 386 1,452 2,956 1,130
5 173,580 0,896 -2,782 -1,093




TABELA T7.6

Parimetros modais para aM(m)

MODO o (Ez) gr(10"3) Co\ rDjk(10'3)
1 20,475 4,961 2,419 1,533
2 47,060 1,145 -2,562 6,102
3 120,467 1,075 8, 326 -1,175
4 158,321 1,381 1,710 2,070
5 172, 789 0,967 -8, 340 -0, 954
TABELA T7.7
Parémetros modais para a51(w)
MODO ©_ (Hz) gr(10'3) Co rpjk(zo"’)
1 20,419 7,235 9,286 -3,465
2 47,118 2,051 -1,309 1,848
3 121,025 1,384 7,034 2,033
4 159,013 1,687 1,256 -2, 371
5 173,125 0,976 -5,834 -0,178
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Cbservando-se a coluna referente &s constantes modais
em cade tabela, nota-se que a parte imaginaria deste parametro
{constante rDjk) possui ordem de grandeza pequeha em relacio a
parte real (constante rqﬂ). Por esta razfo, a matriz modal &
real e os elementos de cada um dos cinco modos de vibrar
considerados na analise podem ser calculades a partir do
coeficiente C _ usando-se & seguinte expressfo (EWINS, 1984)

r jk

cC. =¢ ¢ (7.2)

Iniciando com a FRF de ponto ali(m), obtém-se os coeficientes da
diagonal principal da matriz modal. Em seguida, usando-se estes
elementos; calcula-se os outros elementos da matriz modal. Para a

primeira faixa de frequéncia a matriz modal é& a seguinte

0,869 1,167 2,085 0,728 1,564
6,914 -7,628 3,704 -4,356 -1,197
[e] = 5,305 -3,481 2,232 4,061 -1,41¢6
2,496 -2,1956 3,882 2,349 -4,246
0, 958 1,122 3,373 1,725 2,870
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A segunda faixa de frequéncia analisada, de 260 Hz &
460 Hz, contém respectivamente a sexta, sétima, oitava e nona
frequéncia natural. A figura 7.10 mostra o ponto de excitacdo e
também os pontos onde foram medidas as FRF. As tabelas de T7.8 &
T7.12 mostram os parametros modais identificados para cada FRF.

As figuras 7.11 a3 7.15 mostram os resultados das ajustagens de

curvas.

FIGURA 7.10 - Pontos de excitacfo e medida (260 a 460 Hz)



TABELA T7.8

Par&metros modais para ozu(m)
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MODO ©_ (Hz) gr(10‘3) C.\ rDjk(w“‘)
6 305, 306 0,841 1,900 1,184
7 353,052 2,702 2,133 -6,270
8 371,614 0,277 0,740 3, 360
9 405, 708 1,127 2, 338 1,724
TABELA T7.9
Parametros modais para <x21(co)
MODO ©_ (Hz) gr(10‘3) C\ rDjk(w's)
6 304,621 0,973 -0,317 -2, 381
7 349, 965 2,509 0,767 5,165
8 371,422 0,501 -0,234 1,572
9 405, 386 1,180 0,144 0,717
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TABELA T7.10

PariZmetros modasis para asi(w)

MODO o (Hz) gr(10'3) C.\ rDjk(10'4)
6 301,584 0,906 -0, 671 1,350
7 350,757 2,050 0, 704 -3,059
8 370,187 0,650 0,468 1,146
9 405,188 1,301 0,141 0,563

TABELA T7.11

Parémetros modais para am(m)

MODO o (Hz) gr(10‘3) C.\ rDjk(lo"’)
6 303,078 0,938 0,644 0.182
7 351,437 3,958 0,590 -0,912
8 370,070 0,578 -0, 609 1,363
9 402,548 1,120 -0, 624 -0, 633
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TABELA T7.12

Parametros modais parac%i(w)

MODO ©_ (Hz) gr(10'3) Co rDjk(w"‘)
6 304, 681 0,989 -0,177 0,236
7 351,576 2,357 -0, 382 -1,728
8 370,647 0,609 0,323 e, 902
9 403,066 1,350 0,656 1,150

a seguinte

(@]

1,378
-0,230
= | -0,487
0,467
| -0,128

1,460

0,525 -0,278 0,094

0,482

0,404 -0,708 -0,408

0,376

Para esta faixa de frequéncia a matriz modal obtida foi

0,860 1,529

2,644 0,08z

0,375 0,429
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A gltima faixe de frequéncia analisada, de 390 Hz a 590
Hz, contém trés frequéncias naturais. Neste caso, a 9 frequéncia
natural foi novamente considerada. A figure 7.16 mostra os
pontos onde foram tomadas as medidas. As tabelas T7.13 a T7.15
mostram os parametros modais identificados, enguantoc que as
figuras 7.17 a 7.19 mostram os resultados das ajustagens de

curvas obtidas.

FIGURA 7.16 - Pontos de excitac3o e medida (390 & 590 Hz).
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TABELA T7.13

Paréametros modais para ali(m)

MODO ©_ (Hz) gr(1o‘3) C.\ rDjk(w“’)
9 407,835 0,922 2,538 0,569
10 533,411 0, 794 1,228 -4,073
11 549, 786 1,630 4,020 2,341

TABELA T7.14

Pargmetros modais para azl(w)

MODO w_ (Hz) gr(10’3) oy rDjk(zo“*)
9 403,611 1,057 9,371 0,114
10 531,629 0,824 2,540 -2, 705
11 544,803 1,341 -10, 069 3,852

TABELA T7.15

Parimetros modais para a31(m)

MODO o (Hz) 5r(10‘3) C.\ rDjk(zo“’)
9 407,102 1,090 0,396 0,068
10 524,928 1,486 -0,678 -0, 559
11 547,253 0,915 0,282 0,491
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Para esta faixa de frequéncia, a matriz modal obtida

com o programa IDF1l foi a seguinte

1,593 1,108 2,005

1]

[®] 5,881 -2,282 -5,021

0,248 -0,612 0,140
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Em todas as FRF medidas as frequéncias naturais e os

fatores de amortecimento modais apresentaram peguenas variacdes.

Afim de se obter um modelo modal Unico para a estrutura estudada;

foi tomada a média aritmética destes parametros modais. A tabela

T7.16 apresenta os valores médios para estes parametros modais e

o correspondente desvio padr3o para cada frequéncia natural e

fator de amortecimento. A tabela T7.17 faz uma comparacgio entre

as frequéncias naturais obtidas com o programa IDFl e com outros

métodos.
TABELA T7.16
Valores médios para w ek
r
MODO ©_ (Hz) S_(Hz) £ (10°%) s (1073)
. r r

1 20,382 0,111 5,730 1,200
2 46,970 0,269 2,375 1,603
3 121,070 0,363 1,611 0,816
4 158,786 0,411 1,496 0,114
5 173,327 0,307 0,840 0,204
6 303,854 1,511 0,829 0,058
7 351,357 1,143 2,715 0, 734
8 370,788 0,703 0,523 0,148
39 404,365 - 1,474 0,121 0,104
10 529,988 4,472 1,034 0,391
11 547,281 2,482 1,285 0,360
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TABELA T7.17

Comparacé&o das frequéncias naturais identificadas

com outros métodos

© ELEMENTOS TEORICO EXPER. EXPER.

r FINITOS SELEGHIM SELEGHIM ESTE TRAB. IDF1
(Hz) [x] [xx] [xx]

1 19,65 19,60 19,60 20,40 20,38
2 48,239 48,10 48,00 47,00 46, 97
3 120,72 120,40 123,50 121,05 121,07
4 154,33 153,80 155,10 158,85 158,78
5 176,19 175,10 172,60 173,30 173,32
6 309,70 306, 60 303,20 303,56 303,85
7 347,76 346,60 350,80 351,25 351,35
8 364,59 363,00 369, 80 370,88 370,78
9 404,95 401, 60 406,10 404,75 404,26
10 531, 89 525,90 530,10 530,08 529,98
11 547,25 547,28

[*¥] Sistema CAEDS - IBM usando uma malha regular de 100 elementos
retangulares.

[*¥*%] Seleghim Jr, P.

7.2 - CONCLUSOES

A partir dos resultados mostrados; pode-se concluir que

o método de identificacio de parametros modais proposto
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apresentou bons resultados. Nas simulac8es de sistemas, foram
realizados testes com o programa em muitos casos. Em todos eles
procurou-se aplicar o programa IDFl 3 sistemas que apresentassem
acoplamento modal significativo. Para todos estes sistemas
obteve-se resultados bastante satisfatérios, o que ¢é uma boa
indicacdo da eficiéncia do algoritmoc quando aplicado a sistemas
que possuam modos acoplados.

Para os dados obtidos a partir do ensaio experimental
pode-se inicialmente verificar a influéncia da fixac3o da placa
nas frequéncias mais baixas. Esta influéncia esti2 presente nos
dados medidos conforme mostram as curvas das figuras 7.5 a 7.9.
Foram realizadas algumas medidas com o excitador fixado a uma
base e os resultados da identificacf3o (nZo mostrados aqui) foram
piores do gqgue agqueles nos quais o excitador foi mantido suspenso.
Isto mostra que o sistema de excitacio usado apresentou um bom
desempenho, principalmente nas baixas frequéncias onde deve-se
garantir niveis adequados de excitacfo.

Segundo cs resultados mostrados para a identificacfc na
placa usada; o programa IDF1 também se mostrou eficiente. A faixa
de frequéncia contendo as onze primeiras frequéncias naturais foi
dividida em trés partes, conforme ja descrito. Esta escolha foi
feita para reduzir o mal condicionamento numérico presente na
resoluc3o do sistema de equacdes lineares da rotina FIT descrita
nc capitulo 5.

A partir das tabelas de resultados parciais mostradeas
para todas as FRF medidas e identificadas, pode-se observar que
as frequéncias naturais correspondentes a um mesmo modo de vibrar

resultaram bastante préoximas umas das outras. Isto também pode
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ser observado para os fatores de amortecimento modais. A partir
destas comparacdes, é possivel concluir que os resultados
apresentados na tabela T7.16 apresentam consisténcia.

A partir da comparacio entre as frequéncias naturais
obtidas com o método proposto e outros métodos (tabela T7.17)
incluindo o procedimento expérimental pode-se verificar a

proximidade destes wvalores.

7.3 - SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Durante o desenvolvimento do algoritmo surgiram algumas
idéias e sugestdes que sio deixadas aqui para estudos
posteriores:

i - Implementacio da rotina de ajustagem de curvas
usando-se uma base de ©polindmios ortogonais. Isto favorece a
utilizacio do método de ajustagem de curvas em faixas de
frequéncies mais largas, contendo um nimero maior de fregquéncias
naturais.

ii - O método proposto neste trabalho processa uma FRF
por vez, Sugere-se transforma-lo num método global de
identificac3oc que possa processar simultaneamente dados relativos
32 wvarias FRF. Os atuais recursos computacionais permitem a
implementacfo deste melhoramento com certa facilidade.

iii - Desenvolvimento de uma interface entre o
analisador espectral e o programa de identificac8o para que se
possa transferir dados de forma mais rapida para a etapa de

identificacZo.
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