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Resumo

Neves, A. T. (2006). Aplicacdo dos Modelos Paramétricos ARMAYV e ARV na
Identificacdo Modal de Sistemas Mecéanicos. Tese (Doutorado) - Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos, 2006.

A andlise modal experimental tem contribuido de forma decisiva para caracterizagdo e
solugdo de problemas de engenharia, relacionados a vibragdo estrutural. Uma das areas
fundamentais da analise modal experimental ¢ a identificacao de sistemas, cujo objetivo
¢ determinar as propriedades dindmicas de uma estrutura, descritas através das
freqii€ncias naturais, fatores de amortecimento € modos de vibrar do sistema em analise.
Neste trabalho ¢ realizado um estudo sobre as técnicas paramétricas de identificagdo de
sistemas no dominio do tempo utilizando o modelo Auto-Regressivo de Média Mdvel
Vetorial (ARMAV) e o modelo Auto-Regressivo Vetorial (ARV). Em ambos os
modelos, os procedimentos de identificagdo dos parametros auto-regressivos,
responsaveis pela dinamica do sistema, sdo estimados utilizando a aproximacdo dos
minimos quadrados. A partir desses coeficientes um modelo em espaco de estado do
sistema ¢ construido, a fim de estimar os parametros modais do sistema dindmico. A
ordem do modelo ARMAYV, necessaria para determinar as caracteristicas dindmicas do
sistema, ¢ estimada através do critério de informacao Bayesiana (BIC). Para o caso do
procedimento baseado no modelo ARV, onde apenas as respostas do sistema sao
consideradas no processo de identificacao, uma nova técnica € proposta para solucionar
o problema da identificagdo da ordem do modelo dindmico. Essa técnica, baseada na
estabilidade das freqliéncias naturais estimadas em varias identificagdes, contribuiu
também para automagdo do procedimento de identificacdo. O desempenho dos
algoritmos de identificagdo utilizando o modelo ARMAYV, e o modelo ARV juntamente
com a nova metodologia desenvolvida, ¢ verificado através de aplicacdes a dados
provenientes de simulagdes numéricas e de um ensaio experimental realizado em uma
placa de aluminio.

Palavras-chave: modelos ARMAV ¢ ARV, identificagdo de sistemas; método dos

minimos quadrados, ordem do modelo.



Abstract

Neves, A. T. (2006). Application of ARMAYV and ARV Parametric Models in the
Modal Identification of Mechanical Systems. Ph. D. Thesis - Escola de Engenharia de
Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2006.

The experimental modal analysis has contribued in a decisive way to characterization
and solution of engineering problems, related to structural vibration. One of the
fundamental areas of the experimental modal analysis is the mechanical systems
identification, whose objective is to identify the dynamic properties of a structure,
described through the natural frequencies, damping ratios and mode shapes of the
system in analysis. In this work a study is accomplished on the parametric techniques of
systems identification in time domain using the Auto-Regressive Moving Average
Vector (ARMAYV) and the Auto-Regressive Vector (ARV) models. In these models, the
procedures of the auto-regressive parameters identification that describes the dynamics
of the system are estimated using the least square approach. Trough these coefficients a
model in state space is built, in order to identify the modal parameters of the dynamic
system. The order of the ARMAV model, necessary to determine the dynamic
characteristics of the system, is estimated through Bayesian Information Criterion
(BIC). For the procedure based on the model ARV, where only the system responses
are considered in the identification process, a new technique is proposed to solve the
identification problem of the order of the dynamic model. This technique, based on the
stability of the natural frequencies in several identifications, also contributed to
automation of the identification procedure. The performance of these identification
algorithms using the ARMAV model, and the ARV model together with the new
developed methodology, is verified using data from numerical simulations and from an
experimental test accomplished in an aluminum plate.

Keywords: ARMAYV and ARV models; systems identification; least-square method,

model order.
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Introducao

1.1. PRELIMINARES

As grandes descobertas cientificas, juntamente com um acelerado
desenvolvimento tecnologico e uma economia cada vez mais globalizada em busca de
mercados competitivos vem impondo novos desafios a sociedade. O carater global das
relacdes comerciais, a competitividade e a luta por maiores parcelas do mercado,
levaram as industrias e universidades a investirem na procura de novas tecnologias com
o0 objetivo de alcangar maior qualidade dos produtos, de forma a satisfazer a exigéncia
dos centros consumidores.

A fabricacdo de produtos de qualidade envolve uma série de determinagdes e
normalizag¢des que especificam condi¢des de operagdo ou utilizagdo destes produtos. No
contexto da engenharia mecanica, uma das caracteristicas que afetam diretamente a
qualidade destes produtos ¢ o seu comportamento dindmico. Desta forma, torna-se
necessario o conhecimento de técnicas que possibilitem encontrar as caracteristicas
dindmicas das estruturas mecanicas. Tais caracteristicas podem ser determinadas através
de dois procedimentos (EWINS,1984).

O primeiro denominado Andlise Modal Teorica pertence a classe dos chamados

problemas diretos. As fases deste procedimento sdo mostradas na figura 1.1 (a). Este
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procedimento consiste inicialmente na formulacdo de um modelo matematico descrito
através das matrizes de massa e rigidez de estruturas obtidas, por exemplo, utilizando o
método de elementos finitos. A essa descricdo da-se o nome de modelo espacial. Em
seguida, essas matrizes sdo utilizadas na formulagcdo de um problema de autovalor cuja
solugdo fornece as caracteristicas dinamicas da estrutura, ou seja, os modos normais de
vibragao e suas respectivas freqiiéncias naturais, denominado modelo modal.

E importante ressaltar que esta solugio descreve as varias formas nas quais a
estrutura ¢ capaz de vibrar naturalmente com certas condigdes iniciais, sem qualquer
forca externa ou excitacdo e, portanto, tais modos s@o chamados de modos normais ou
naturais de vibrar da estrutura. A terceira fase determina como e com quais amplitudes
a estrutura ird vibrar sob certas condi¢des de excitacdo. Naturalmente, a resposta do
sistema ndo dependerd somente das propriedades inerentes a estrutura, mas também da
origem e magnitude da excitacdo imposta. A resposta da estrutura a uma forma de
excitacdo padronizada ¢ dita modelo de resposta, que consiste em um conjunto de
funcdes de respostas em freqiiéncia (FRF), as quais devem ser definidas em uma faixa

de freqiiéncia de interesse.

Modelo
Espacial

Modelo de
Respostas

Modelo
:> Modal :>

(a)

Modelo
Espacial

Propriedades
da Resposta

Modelo
::> Modal ::>

(b)

Figura 1.1. Fases da analise modal teodrica (a) e experimental (b)

O segundo procedimento chamado Andlise Modal Experimental ¢é classificado
como problema inverso, cujas fases podem ser vistas na figura 1.1 (b). Essa técnica
inicia-se  através da utilizagdo das propriedades das respostas obtidas
experimentalmente, provenientes de medi¢des sobre a estrutura, para obter as
propriedades dinamicas e a partir destes dados extrair as caracteristicas espaciais.
Geralmente, esse procedimento corresponde a um ajuste de curvas aos dados

experimentais e posterior determinagao dos parametros modais.
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Como desvantagens na formulacdo do modelo matemaético, imprescindiveis no
procedimento da analise modal teorica estdo: a necessidade do estabelecimento de
hipodteses simplificadoras, a falta de conhecimento das condi¢des de contorno fisicas do
sistema real e o quase total desconhecimento da matriz de amortecimento, que
representa a dissipacdo de energia vibratoria pelo sistema. Essas limitagdes causadas no
processo da andlise dindmica acabam produzindo resultados imprecisos.

Tendo em vista essas limitagdes, geralmente faz-se necessario a andlise
experimental na obten¢do do modelo modal, quer seja para comparar ou corrigir o
modelo obtido pela analise modal tedrica, ou até mesmo nos casos que torna-se
impossivel obter um modelo analitico através da andlise modal teorica.

Segundo Maia e Silva (1997), a analise modal experimental foi aplicada pela
primeira vez com sucesso por volta de 1940, na andlise do comportamento dinamico de
uma estrutura aeronautica.

Nos ultimos anos, com o desenvolvimento e difusdo de equipamentos
apropriados, esta técnica tem sido aplicada ndo somente nas industrias: aeroespacial,
automotiva e de maquinas de precisdo, mas também expandida para outros setores,
como por exemplo: eletrodomésticos e eletro-eletronicos. Essa expansdo ¢ plenamente
justificavel, uma vez que esses produtos agregam conteudo tecnologico devendo ser
submetidos as normas de produgdo e a um alto controle de qualidade para que possam
ser mantidos no mercado competitivo.

A andlise modal experimental também possui uma estreita relacdo com temas de
pesquisa em analise vibroacustica de sistemas mecanicos além de ser largamente

empregada em estruturas de engenharia civil.

1.2. ANALISE MODAL TRADICIONAL E ANALISE MODAL
OPERACIONAL

A andlise modal experimental pode estar relacionada a Andlise Modal
Tradicional (AMT) ou a Analise Modal Operacional (AMO), também conhecida como

Andlise Modal Ambiente, de Resposta ou ainda de Entrada Natural.

No caso da AMT, o modelo modal ¢ identificado de forma tradicional, a partir

dos dados de entrada e saida do sistema, enquanto que na AMO, o modelo ¢ obtido
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utilizando-se apenas as respostas de vibragdo, uma vez que as fontes de excitacao sao
consideras conhecidas somente no sentido estatistico, e em geral, aproximada por um
processo de ruido branco (DESFORGES, COOPER ¢ WRIGHT, 1995).

A AMO ¢ utilizada com freqliéncia em estruturas mecanicas de grande porte;
estruturas muito flexiveis ou estruturas em condi¢do de operacdo que nao sdo faceis de
serem excitadas artificialmente, como por exemplo, eixos rotativos apoiados em
rolamentos, plataformas maritimas, pontes, edificios, dentre outros.

Estas estruturas, além de ndo serem facilmente excitadas, geralmente possuem
forcas de excitacdo natural (ambiente) que ndo podem ser controladas ou medidas.
Dentre os varios exemplos de excitacao natural, encontram-se: o carregamento de ondas
em plataformas maritimas, forcas causadas pelo trafego em pontes e excitagcdes
provocadas pelo vento em edificios.

A aplicagdo da AMO traz alguns beneficios em relacdo a AMT, dentre os quais
pode-se mencionar: a facilidade e a redugdo de custos na realizagdo de ensaios modais
em laboratdrios, uma vez que ndo ha necessidade de equipamentos para medir forcas de
excitacdo; a ndo necessidade da interrup¢do das condi¢des de operacdo da estrutura
durante a medicdo, e da utilizagdo de dispositivos de vibracdo forcada em situagdes
reais, evitando assim transtornos e gastos financeiros excessivos.

Tendo em vista a importancia e o crescente campo de aplicagao da analise modal
experimental, o presente trabalho estd relacionado com o estudo de técnicas de
identificagdo do modelo modal, em particular no dominio do tempo, aplicado a analise
de sistemas mecanicos.

O modelo paramétrico vetorial auto-regressivo de média mével — ARMAV (do
inglés, Auto-Regressive Moving Average Vector) e o modelo constituido somente da
parcela auto-regressiva — ARV (do inglés, Auto-Regressive Vector), cujas fontes de
excitacao sao nao observaveis, serdo utilizados como base das técnicas de identificacao
aqui estudadas.

A escolha desses modelos, formulados na teoria de séries temporais, deve-se ao
fato dos mesmos aparecerem na literatura de forma bem consolidada na teoria de
identificacao modal de sistemas.

Uma revisdo literaria e as consideragdes gerais sobre os principais métodos de
identificacdo, sobretudo de técnicas provenientes do modelo da classe ARMA, serdo

apresentadas no capitulo dois.
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1.3. OBJETIVOS

Esta tese tem como objetivo realizar um estudo sobre técnicas paramétricas de
identificacao de sistemas no dominio do tempo utilizando o modelo ARMAYV e ARV.

A partir desse estudo, implementar algoritmos computacionais que descrevem
procedimentos de identificacdo com base nos modelos ARMAV e ARV, utilizando
respectivamente o método dos minimos quadrados ¢ o método dos minimos quadrados
modificado.

Essa modificacdo ¢ fundamentada na equivaléncia entre a resposta livre de um
sistema linear e a fun¢do de correlagdo dos dados de respostas de um sistema, excitado
por um ruido branco gaussiano de média zero.

Para o caso do procedimento baseado no modelo ARV, propor uma nova
metodologia no processo de identificagdo estrutural que contribui para automatizar o
procedimento, bem como para encontrar a ordem que melhor representa o sistema,
dentro da faixa de freqiiéncia de interesse. Esta técnica, baseada na estabilidade dos
modos estruturais aliada a aplicagdo do método da regressao linear entre as freqiiéncias
estimadas em varias identificagdes, elimina os modos computacionais sem a
necessidade da utilizagdo de indices de confianga, e consequentemente encontra uma

estimativa final para os parametros modais do sistema.

Como parte também dos objetivos tracados, o desempenho dos algoritmos de
identificagdo ¢ verificado através de suas aplicagdes aos dados provenientes de
simulagdes numéricas e de um ensaio experimental. Os testes simulados sdo realizados
a partir da analise de sistemas com caracteristicas semelhantes aos sistemas fisicos reais,
cujos sinais de saida foram corrompidos por ruido € um niimero reduzido de medidas de
respostas consideradas. J4 o ensaio experimental ¢ realizado numa placa de aluminio

engastada em um dos lados.

1.4. ORGANIZACAO DA TESE

O trabalho foi organizado de forma a apresentar uma seqiiéncia de topicos

necessarios para o seu desenvolvimento.
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Deste modo, a tese foi dividida em oito capitulos descritos a seguir.

Este primeiro capitulo apresenta uma introducao ao assunto abordado nesta tese;
os objetivos deste trabalho e como a tese esta organizada.

No capitulo dois ¢ realizada uma revisao bibliografica, onde sdo apresentados os
trabalhos mais importantes nessa area de pesquisa.

No capitulo trés ¢ descrita a representacdo de um sistema dindmico na
modelagem de espaco de estado em tempo continuo e tempo discreto.

O capitulo quatro descreve o desenvolvimento tedrico da relagdo existente entre
o modelo ARMAYV e o modelo de espaco de estado.

No capitulo cinco ¢ realizada a descrigdo dos métodos para estimar os
coeficientes dos modelos ARMAV e ARV através da aproximag¢do dos minimos
quadrados, que serdo utilizados no calculo da estimativa dos parametros modais. Além
disso, este capitulo ainda trata dos critérios para determinagdo da ordem do modelo,
bem como para sua validagdo.

O capitulo seis apresenta os algoritmos computacionais utilizados no processo
de identificagdo bem como as aplicagdes numéricas, resultados e discussdes.

O capitulo sete traz a aplicagdo dos algoritmos de identificagdo apresentados a
dados provenientes de um ensaio experimental realizado em uma placa de aluminio.

No capitulo oito sdo apresentadas as conclusdes gerais, com base nos resultados
alcangados e sugestdes para futuros desenvolvimentos.

Finalmente, no Apéndice A s3o apresentadas a definicdio e algumas

propriedades da funcdo de correlagao utilizadas no capitulo cinco.



Revisao Bibliografica

2.1. PRELIMINARES

Dentro da Teoria de Identificacdo de Sistemas, uma das areas fundamentais, a
analise modal experimental, tem contribuido de forma grandiosa na identificacdo e na
solugdo de problemas de engenharia, relacionados a vibragao estrutural.

O fendmeno de vibragdo estrutural ¢ intrinseco aos sistemas e depende da
distribuicdo espacial da massa, amortecimento e rigidez da estrutura.

No universo mecénico existem inimeras situacdes nas quais a andlise desse
fenomeno ¢ indispensavel ao projeto, sob pena de inviabiliza-lo ou até mesmo provocar
a destrui¢ao da estrutura.

Como exemplo pode-se mencionar os problemas de ruido em motores e
maquinas girantes, desgaste exagerado por fadiga estrutural, o conforto acustico de
ambientes, o fenomeno de flutter que ocorre na asa de aeronaves, como uma infinidade
de outras aplicagdes de analise de vibracao estrutural.

Nas ultimas décadas um variado conjunto de técnicas de identificacdo de
sistemas tem sido desenvolvido e aplicado ao estudo dos fendmenos vibratérios em
estruturas mecanicas. Essas técnicas buscam determinar as propriedades dindmicas da

estrutura, descritas através de um conjunto de parametros, denominados parametros
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modais, que caracterizam as freqiiéncias naturais, fatores de amortecimento ¢ modos de
vibrar do sistema em analise, a partir de dados experimentais.

Esses parametros identificados constituem informagdes que podem ser utilizadas
como ferramenta, sobretudo para corrigir ou validar modelos analiticos, detectar a
presenga de falhas estruturais, realizar modificagdo estrutural, se necessario; e realizar o
controle de qualidade e monitoramento da vida util da estrutura em estudo.

Neste contexto, o presente capitulo apresenta uma descri¢do geral sobre as
técnicas de identificagdo e uma revisao bibliografica dos métodos que utilizam a classe
do modelo ARMA no processo de estimacao dos pardmetros modais de uma estrutura

vibrante.

2.2. CONSIDERACOES GERAIS SOBRE OS METODOS DE
IDENTIFICACAO DE SISTEMAS

Especialmente a partir de 1970, gracas aos avangos tecnologicos, muitos
trabalhos relacionados a Teoria de Identificagdo de Sistema foram desenvolvidos. Com
isso, novos métodos e técnicas de identificacdo de pardmetros modais surgiram
resultantes das facilidades proporcionadas pela implementacdo de um algoritmo que
realizasse de maneira eficiente o calculo computacional da série de Fourier (COOLEY e
TUKEY, 1965).

Outro fator de grande relevéancia, responsavel por esse desenvolvimento, ¢ a
evolugdo do aparato experimental, como a utilizagdo de analisadores espectrais,
computadores e equipamentos de modo geral, que permitem a aquisi¢ao e tratamento de
grande quantidade de dados.

Os métodos de identificacdo podem se diferenciar entre si, no que se refere ao
tipo e a quantidade de dados de entrada e saida e quanto ao tipo de processamento
matematico dos dados.

Quando os testes modais sao realizados, considerando a técnica do tipo entrada
unica e saida tnica (SISO), as medi¢des dos sinais de excitacdo e resposta devem ser
coletadas mudando a localizacdo da excitacdo quantas vezes for necessario, a fim de
poder completar a informacdo modal requerida. O fato de mudar as localizagdes da
excitacdo e de colher os sinais dindmicos em tempos diferentes pode acarretar em

variagOes das caracteristicas dinamicas do sistema se o sistema estiver mudando as
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condigdes de operagdo, isto contradiz a hipdtese de se trabalhar com modelos
invariantes no tempo, o que ¢ uma desvantagem da metodologia SISO (BAZAN, 1993).

Além disso, as técnicas SISO aplicadas a sistemas com modos fortemente
acoplados e/ou alto grau de amortecimento fornecem resultados pouco precisos
(EWINS, 1984). Esta imprecisdo nos resultados também ¢ verificada nos casos de
sistemas que apresentam amortecimento extremamente pequeno.

As técnicas que consideram, uma Unica excitagdo e multiplas saidas (SIMO), e
multiplos sinais de excitagdo e resposta do sistema (MIMO), coletados
simultaneamente, tém apresentado uma tendéncia crescente de utilizagdo, quando
comparadas as técnicas SISO. Isto se deve ao fato de que além de reduzir
significativamente a aquisicdo de dados e o tempo de andlise, permite estimar de
maneira mais precisa os pardmetros modais (PAPAKOS e FASSOIS, 2003).

Quanto ao processamento dos dados, podem ser numericamente tratados no
dominio da freqiiéncia ou no dominio do tempo.

Os métodos no dominio da freqiiéncia sdo largamente utilizados em problemas
de identificacdo, no entanto apresentam algumas limitagdes, como por exemplo, as
citadas por Gontier, Smail e Gautier (1993), quando trata-se de sistemas que apresentam
frequéncias proximas e alto grau de amortecimento, especialmente se associado a
medidas com alto nivel de ruido. Além disso, Maia e Silva (1997) afirmam que o
fenomeno de “leakage” torna-se critico quando a quantidade de dados ¢ pequena,
aspecto que impossibilita uma boa resolucao em freqiiéncia.

Desde algumas décadas, os métodos no dominio do tempo tém sido utilizados na
analise de vibragdes mecanicas como alternativa promissora para esses problemas. Estes
métodos caracterizam-se pelo calculo direto dos pardmetros modais a partir dos dados
de excitacdo e resposta no tempo ndo necessitando do uso da transformada inversa de
Fourier, que acarreta erros numéricos. Além disso, geralmente utilizam amostras de

dados reduzidas em relagdo aos métodos no dominio da freqiiéncia.

2.3. METODOS CLASSICOS DE IDENTIFICACAO NO DOMINIO DO
TEMPO

A notoriedade dos métodos no dominio do tempo na area de identificacdo de

sistemas tem crescido substancialmente, desde sua introducao através do método de
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Ibrahim (ITD) IBRAHIM e MIKULCIK, 1973). Esta primeira formulagao do método
requer o conhecimento das repostas de deslocamento, velocidade e aceleragdo, que
assim satisfazem as condi¢des do equacionamento em varidveis de estado de maneira
apropriada. Os dados coletados na estrutura sdo empregados na forma de resposta livre
do sistema e utilizados na construg¢ao da matriz do sistema. Com a resolugdo de um auto
problema, as freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento sdo determinados a partir
dos autovalores, ¢ os modos de vibrar através das informag¢oes dos autovetores.

Em 1977, Ibrahim e Mikulcik desenvolveram uma segunda versdo do método
ITD, na qual apenas a resposta livre de uma s6 grandeza da estrutura, como por
exemplo, a aceleracdo, fosse utilizada no processo de identificacdo. A vantagem da
nova versao deste método, com relagdo ao anterior ¢ a utilizacdo de uma tnica grandeza
durante o procedimento, evitando assim a integragdo e/ou diferenciacdo numérica dos
dados de resposta.

Dentre os varios trabalhos desenvolvidos utilizando o método IDT, pode ser
citada a dissertacdo de PAZIANI (2002) que apresenta uma aplicacdo desse método no
processo de identificacdo dos parametros modais de uma placa quadrada de aluminio,

engastada em um lado e livre nos demais.

O método da Exponencial Complexa, que se baseia na formulagdo de Prony
desenvolvida em 1795, consiste numa técnica local de estimacdo das freqii€ncias
naturais e fatores de amortecimento a partir de uma unica fung¢do de resposta ao
impulso. Estes parametros sao encontrados através das raizes de um polindmio obtidos

com um ajuste de uma série de exponenciais complexas a uma série temporal.

Em 1979, foi proposto o método dos Minimos Quadrados para Exponenciais
Complexas (LSCE), uma extensdo do método CE para um procedimento global de
estimagdo (BROWN et al, 1979). Esta nova abordagem permite o processamento
simultaneo de varias IRFs obtidas através da excitacdo da estrutura em um Unico ponto

e medidas de respostas em varios pontos da estrutura.

O método de referéncia multipla (PRCE), desenvolvido por Vold et al (1982),
constitui uma extensdo do método LSCE para uma versio MIMO, incluindo
informagdes nao somente de varias localizacdes de saidas, mais também varias

referéncias de pontos de entrada na estrutura. Este método realiza a identificacdo dos
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parametros modais em dois estagios. No primeiro estagio as freqiiéncias naturais
amortecidas e fatores de amortecimento sao determinados através dos dados de fungdes
de respostas ao impulso (IRFs). Ja o segundo estagio, consiste na obtencdo dos residuos
correspondentes a cada modo de vibrar do sistema (DEBLAUWE, BROWN e
ALLEMANG, 1987).

Um outro método denominado de algoritmo de realizacdo de sistemas (ERA) no
dominio do tempo foi desenvolvido por JUANG e PAPPA. Este método consiste de
uma técnica MIMO de realizagdo balanceada baseada na decomposi¢cdo em subespagos
ortogonais (JUANG e PAPPA, 1985). O objetivo fundamental do método ¢ obter a
realizacdo minima, ou seja, ajustar um modelo em espaco de estado de ordem minima
que descreva as caracteristicas dinamicas do sistema, a partir da resposta ao impulso.
Posteriormente, os parametros modais sdo calculados através da resolugdo de um
autoproblema envolvendo a matriz do sistema realizado (MAIA e SILVA, 1997).

Com base no algoritmo ERA, Tsunaki (1999) desenvolveu um procedimento
para identificacdo de modelos dindmicos no espacgo de estado, através de técnicas e uso
de ferramentas que automatizam o processo de identificacdo. No ano de 2002, Sczibor
desenvolveu um trabalho, também utilizando o algoritmo ERA, onde foi realizado um
ensaio de vibragdo no solo de uma estrutura aeronautica para obten¢do das funcdes de

resposta em freqiiéncia da estrutura.

Em certas situacdes ¢ praticamente impossivel realizar a analise modal
tradicional, ou seja, obtencdo das propriedades dindmicas a partir das forcas de
excitacdo e repostas de vibragdo. Neste contexto, James III et al (1995) trouxeram uma
contribuicdo teodrica significativa, mostrando que ¢é possivel extrair os parametros
modais de uma estrutura excitada por forgas conhecidas apenas no sentido estatistico.
Os autores demonstraram que as func¢des de correlagdo se comportam da mesma forma
que as funcdes de resposta ao impulso, podendo assim, serem utilizadas nos algoritmos
de identificagdo dos métodos da andlise modal tradicional. Desta forma, os métodos
LSCE, PRCE, ITD e o algoritmo ERA podem ser empregados na identificacdo dos
parametros modais utilizando apenas medidas de respostas obtidas em condi¢do
operacional.

Cardoso (2006) desenvolveu um trabalho baseando-se no algoritmo ERA,

formulado através das funcdes de correlagdo dos dados de respostas. Este trabalho
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apresenta uma nova forma de realizar a identificacdo estocastica de estruturas em
condi¢gdes operacionais, utilizando para tanto a transformada wavelet ¢ uma anélise

estatistica.

Além dos métodos classicos de identificacdo apresentados até entdo, uma
notavel classe de métodos no dominio do tempo baseada na familia do modelo
paramétrico auto-regressivo de média mével (ARMA) tem sido utilizada com sucesso
na area de vibragao estrutural. Métodos de identificagdo que utilizam o modelo ARMA
vetorial (ARMAYV) tém mostrado serem muito eficientes, principalmente quando a
excitacdo do sistema ndo ¢ conhecida no sentido deterministico e freqlientemente
tomada estatisticamente como um ruido branco (MAIA e SILVA, 1997).

Uma aproximag¢do unificada, do ponto de vista da teoria dos sistemas, que
mostra o relacionamento entre os métodos de identificagdo ITD, PRCE, o algoritmo
ERA e o modelo ARMA, pode ser encontrada no trabalho de (YANG et al, 1994).

No modelo ARMA as propriedades dinamicas sdo descritas parametricamente
através de uma equacdo linear de diferencas, cujos coeficientes chamados de auto-
regressivo (AR) e de média movel (MA) governam a relacdo entrada-saida do sistema.

Diversas técnicas t€ém sido desenvolvidas para determinar os coeficientes do
modelo ARMA, tornando assim possivel, a extracdo das freqliéncias naturais, fatores de
amortecimento e modos de vibrar da estrutura em estudo.

Basicamente os coeficientes podem ser obtidos através de critérios baseados no
método da Maxima Verossimilhanga (ML, Maximum Likelihood), método dos minimos
quadrados (LS, Least-Square) ou método da variavel instrumental (IV, Instrumental
Variable).

O método da ML ¢é um critério de estimagdo estocastica, que visa extrair os
coeficientes do modelo com base em dados observados através da maximizacao de uma
fun¢do densidade de probabilidade (GHANEM e HONORARY, 1995). O objetivo
principal do critério ¢ obter uma aproximagdo estocastica que converge para o modelo
no sentido do minimo erro quadratico. Essa aproximagdo ¢é obtida através de um
processo de otimizagdo estabelecido de modo a maximizar a verossimilhanga da
amostra observada. Embora estaticamente este critério apresente boas propriedades
assintoticas, seu processamento requer grande quantidade de dados para a obtengdo de

um estimador com variancia pequena. A implementagdo computacional desse estimador
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¢ complexa devido a um problema de maximizagao nao-linear (BRAUN, 1986), além de
apresentar possiveis erros de convergéncia.

Os estimadores LS s3o considerados subconjuntos dos estimadores ML. No
entanto, os estimadores LS podem ser aplicados sem que nenhuma descri¢dao
probabilistica do problema de estimacdo seja conhecida. Para um processo estacionario
com distribui¢cdo gaussiana os estimadores ML e LS fornecem o mesmo resultado.

O método da variavel instrumental ¢ baseado numa aproximacdo dos minimos
quadrados modificado. Este método consiste na utilizacdo de variaveis denominadas
instrumentais, que devem ser escolhidas de maneira que elas sejam ndo correlacionadas
com os ruidos e altamente correlacionadas com o vetor de dados amostrados do sinal.
A eficiéncia desse método depende de uma adequada escolha das varidveis
instrumentais (MATHIAS, 1998).

Neste trabalho os coeficientes do modelo da classe ARMA serdo estimados

somente a partir de métodos derivados da aproximagao dos minimos quadrados.

Devido este modelo ser o objeto de pesquisa desse trabalho, uma se¢do especial
sera destinada a uma revisdo de literatura sobre os principais trabalhos realizados

utilizando o modelo ARMA e suas variagOes na analise de vibracao estrutural.

2.4. REVISAO DE LITERATURA — MODELO ARMA E SUAS
VARIACOES

O desenvolvimento do modelo ARMA proposto por Wald (1947) inicia sua
evolucdo historica a partir dos modelos paramétricos auto-regressivo (AR) e de média
moével (MA) desenvolvidos na década de 20 por Yule (1927).

A formulagdo destes modelos foi fundamentada na teoria estatistica com o
objetivo de obter equagdes paramétricas que melhor se ajustassem a um conjunto de
dados de andlise, tendo sua utilizagdo em varios campos do conhecimento.

Box e Jenkins (1976) desenvolveram uma metodologia, utilizando o modelo
misto ARMA, bastante empregada na economia. Esta metodologia baseia-se no
resultado de que todos os processos estocasticos estacionarios podem ser representados

por um modelo linear de média movel.
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Na década de 60, gracas ao surpreendente avango tecnologico e o surgimento de
estimadores cada vez mais robustos, este modelo passou a ser largamente empregado na
area de engenharia elétrica, como processamento de filtros digitais e controle digital de

sinais.

J& a aplicacdo dos modelos paramétricos derivados do modelo ARMA no
campo da analise de vibracdes foi consolidada nos anos 70. A partir dessa época, varias
técnicas utilizando o modelo da classe ARMA, tém sido propostas e aplicadas com
sucesso na area de analise modal de estrutura.

Um levantamento abrangente dos trabalhos que foram realizados na area de
vibragdo estrutural utilizando o modelo ARMA, segundo aqueles acessados sao
descritos a seguir:

Em 1973, Gersch, Nielsen e Akaike apresentaram um procedimento para estimar
os parametros estruturais de um sistema utilizando o modelo ARMA, a partir de dados
de vibracdo aleatéria. Neste procedimento, o modelo ARMA ¢ ajustado através da
funcdo de correlacdo dos dados amostrados, calculadas a partir do método de estimagao
estocastica ML. A confiabilidade estatistica dos parametros estimados foi medida
através do coeficiente de variagdo, desvio padrdo e a média dos parametros estimados.
No ano seguinte, Gersch (1974) explorou as propriedades do método da ML para
determinar um desempenho estatistico teoricamente 6timo dos pardmetros modais
estimados de um sistema estrutural.

Gersch e Foutch (1974), motivados pela dificuldade encontrada no método da
ML, desenvolveram um procedimento baseado na aproximagdo dos minimos quadrados
em dois estdgios (2SLS) utilizando apenas a fungdo de covaridncia dos dados
observados para estimar os coeficientes do modelo ARMA. A vantagem desse método ¢
que além de manter a eficiéncia estatistica do método da ML, o processo computacional
¢ considerado mais simples e mais econdmico. Aplicacdes dessa versdo do método
2SLS na estimativa de freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento a partir de dados
experimentais obtidos do World Trade Center, Tokyo, Japan, sdo encontradas em
(GERSCH, TAOKA e LUI, 1976).

O trabalho de (YOUNG, 1976) demonstra uma teoria de unificacdo entre o
método IV e uma aproximagdo do método ML no contexto da estima¢do da maxima

verossimilhanca. Com esse estudo tornou-se mais aparente as vantagens e limitagdes
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dessas duas técnicas; e possiveis procedimentos para obter uma melhor eficiéncia
estatistica foram apresentados. A implementacdo do algoritmo unificado recursivo
denominado de IVAML ¢ discutida em detalhes e as propriedades estatisticas sdo
avaliadas empiricamente utilizando analise de simulacdo de Monte Carlo em (YOUNG
e JAKEMAN, 1979).

Davies e Hammond (1984) trazem uma comparagao e apresentam as vantagens e
desvantagens entre o método da varidvel instrumental recursiva (RIV, Recursive
Instrumental Variable) e o método dos minimos quadrados recursivo (RLS, Recursive
Least-Square). No trabalho de (GHANEM e SHINOZUKA, 1995) ¢ realizada uma
revisdao de alguns algoritmos de identificacdo estrutural tais como ML, RLS e RIV.
Resultados de aplicacdes desses algoritmos na identificacdo de sistemas estruturais, a
partir de dados experimentais obtidos em condi¢des laboratoriais controladas, sdo
apresentados em outro trabalho realizado pelos mesmos autores (SHINOZUKA e
GHANEM, 1995). Detalhes sobre as técnicas de identificagdo que utilizam algoritmos
recursivos podem ser encontradas em (LJUNG e SODEERSTROM, 1983).

Em um trabalho mais recente, Larbi ¢ Lardies (2000) desenvolveram um método
de identifica¢do dos parametros modais fundamentado no modelo ARMA multivariavel
que utiliza somente medidas de resposta. Neste método, os coeficientes da parcela auto-
regressiva, que contém as informagdes dinamicas do sistema, sdo determinados através
de um procedimento iterativo baseado na fun¢do de maxima verossimilhanca.

Um procedimento de identificacdo de sistemas através do modelo ARMA
utilizando a transformada z foi proposto por Mickleborough e Pi (1989). No mesmo ano
os autores contribuiram com o desenvolvimento de um novo método de identificacao de
parametros modais. Neste método, os autovalores de uma estrutura em vibra¢do sdo
identificados através dos polos de um modelo ARMA, dos quais as freqiiéncias naturais
e fatores de amortecimento sdo determinados. Os coeficientes matriciais do modelo AR
multivariavel sao estimados usando dados de entrada e saida. A matriz de funcao de
resposta ao impulso € entdo calculada através do relacionamento entre os modelos AR e
MA. A funcdo de resposta ao impulso estimada e os polos do modelo, sdo entdo
utilizados na identificagao dos autovetores e consequentemente os modos de vibrar da
estrutura (P e MICKLEBOROUGH, 1989).

Piombo et al (1993) realizou um estudo com o objetivo de avaliar a variacao das
caracteristicas dinamicas de uma ponte de grande porte sob excitagdo aleatéria causada

pelo trafego. O procedimento utilizado na identificacdo dos pardmetros modais ¢
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baseado no modelo ARMAV. A extracdo dos coeficientes desse modelo ¢ realizada
através de um algoritmo dos minimos quadrados iterativos, o qual divide o problema
global em um conjunto de subproblemas mais simples, um para cada grau de liberdade
(D’ALESSANDRO et al, 1991). Aplicagdes do modelo ARMAYV na identificagdo e
analise modal de pontes sob excitagdo ambiente pode ser visto em (GIORCELLI et al,
1994 e GARIBALDI, GIORCELLI e PIOMBO, 1998).

Giorcelli et al (1994) propds uma técnica para eliminar o problema que surge
quando tentamos identificar os parametros modais com poucas entradas aleatorias. O
modelo ARMAYV nio ¢ capaz de entender quais s3o os modos excitados, resultando em
estimativas erroneas dos parametros. A técnica proposta baseia-se na adi¢ao de um novo
termo no modelo, tomado como uma entrada exodgena. A essa nova representacdo do
modelo da-se o nome de ARMAX.

O trabalho de (AGUIRRE, RODRIGUES ¢ JACOME, 1998) traz uma reviso
dos principais topicos relacionados a identificacdo de sistemas dindmicos nao lineares e
apresenta resultados uteis na selecao da estrutura de modelos NARMAX polinomiais.

Gautier, Gontier e Smail (1995) preocupados em solucionar o problema
relacionado com os estimadores tendenciosos, resultantes da aplicacdo dos métodos no
dominio em dados contaminados por ruido, propuseram um método (SISO) direto
fundamentado no modelo ARMA, para identificar as propriedades dindmicas de um
sistema, sem a utilizacdo de técnicas de filtragem. Este método baseia-se nas
propriedades assintdticas da matriz de covariancia dos dados de entrada e saida do
sistema, obtidos experimentalmente. Basicamente, o procedimento utilizado tenta
encontrar, através de um método nao linear, o melhor valor da varidncia do ruido que
pode ser utilizado para corrigir a matriz de covariancia.

O trabalho de (FASSOIS e LEE, 1993) aborda o problema da analise modal
experimental estocastica onde o sistema dindmico ¢ representado através de uma forma
especial do modelo ARMAX para multiplas entradas e multiplas saidas. A técnica de
extracdo dos parametros do modelo utiliza um algoritmo linear em multiplos estagios
onde as medidas de respostas podem ser consideradas como deslocamento, velocidade
ou aceleragcdo do sistema. Anos depois Fassois (2001) introduz uma técnica MIMO de
identificagdo de estruturas dindmicas utilizando uma nova versdo para aproximacao dos
minimos quadrados em multiplos estagios (LMS), na determinagdo dos coeficientes do
modelo ARMAX. Esta nova versao caracteriza-se por uma modesta complexibilidade

computacional, selecao da ordem via propriedades estatisticas, estabilidade do modelo,
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garantindo assim aplicabilidade aos problemas de ordem alta e estruturas com baixo
amortecimento e efetiva distincao entre os modos estruturais e espurios via analise de
dispersdo digital. E realizada uma avaliagdo do método considerando a presenca de
ruido e uma compara¢do com uma versao mais simples do modelo ARX, e o algoritmo
ERA, utilizando dados de vibragdes experimental obtidos de uma estrutura acronautica.
Papakos e Fassois (2003) apresentam uma formulacao que utiliza o modelo AR e
ARMA estimados respectivamente, através de uma regressao linear e do método LMS
desenvolvido recentemente por Fassois (2001). As vantagens e limitagdes dessa
formulacdo sdo avaliadas através da identificacdo das caracteristicas dinamicas de um
protétipo de estrutura aeronautica sob excitacdo nao observavel. Em geral, os métodos
alcancam a mesma precisdo, no entanto o método LMS leva a modelos de ordem mais
baixa e conseqiientemente um menor nimero de modos espurios.

Uma comparagdo critica entre os métodos estocasticos tais como o método do
erro preditor (PEM, Prediction Error Method), 2SLS, LMS, IV e os métodos
deterministicos LS, Prony e ERA, na identificacdo dos pardmetros modais de estruturas
vibrantes obtidos a partir de excitacdes aleatdrias e dados de respostas contaminados por
ruidos, ¢ apresentada em (PETSOUNIS e FASSOIS, 2001). Os métodos estocasticos
mostram-se mais vantajosos em relacdo aos métodos deterministicos quando aplicados
aos dados corrompidos por ruido, no entanto, apresentam uma maior complexidade
teorica e computacional.

Outros estudos comparativos entre os varios métodos de identificagdo podem ser
encontrados na literatura. Dentre os quais menciona-se os trabalhos de (KADAKAL e
YUZUGULLU, 1995), que utiliza as aproximagdes IV e LS para obter os coeficientes
do modelo AR, a partir de dados medidos em condi¢do operacional; (DESFORGES,
COOPER e WRIGHTI, 1995) onde as estimativas dos parametros modais obtidas a
partir dos métodos da autocorrelagdo, decremento aleatorio, maxima entropia € minimos
quadrados em dois estdgios foram comparadas com estimativas obtidas através do
método tradicional de funcdo de resposta em freqiiéncia. Hermans et al, (1997) realiza a
identificacdo a partir de dados de entrada e saida ou apenas saida, obtidos em condi¢ao
real de carregamento, através do modelo ARV e o método LSCE. Peeters e De Roeck, (
2001) traz uma revisdo entre alguns métodos de identificagdo em ambos os dominios
no ambito da analise modal operacional, e realiza uma comparagdo entre os métodos no
dominio da freqiiéncia: Pico a Pico (PP, Peak-Picking) e o método da Fungdo

indicadora dos Modos Complexos (CMIF, Complex Mode Indication Function),
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considerado uma extensdao de PP, onde ¢ empregado a decomposi¢do em valores
singulares (SVD), e no dominio do tempo: o método IV, bem como o método de
identificagdo estocastica de subespaco (SSI, Stochastic Subspace Identification); Peeters
et al, (1998) apresenta um estudo e comparagdo entre os métodos de identificagdo
estocastica PP, LSCE e SSI. Os principios basicos destes métodos sdo brevemente
revisados e os aspectos praticos de suas aplicagdes em dados de uma ponte em condicao
de operacdo sdo discutidos. Peeters, De Roeck e Andersen, (1999) tratam da
identificacdo estocéstica utilizando o método SSI e o método PEM. O primeiro ¢ um
método linear, considerado sub-6timo uma vez que ndo é baseado num critério de
minimizagdo, ¢ o segundo ¢ um método ndo linear que encontra os parametros do
modelo ARMA através de um processo iterativo de otimizacdo. As incertezas dos
parametros modais foram calculadas e comparadas a partir dos resultados obtidos
através dos métodos SSI ¢ PEM. Garibaldi et al, (2001) apresenta uma comparagao
entre 0 método de identificagdo baseado no modelo ARMAV (LMS), e o método de
analise da varidvel canonica (CVA, Canonical Variate Analysis). Os parametros
identificados foram extraidos a partir de dados reais de vibracdo, causados pelo trafego
de veiculos em uma ponte, e pela excitacdo sismica em um edificio, causada por um
terremoto na Italia em 1997.

Bodeux e Golinval (2001 e 2003) aplicam o modelo ARMAYV na detecgao de
falhas estruturais. Em ambos os trabalhos a estimac¢do dos coeficientes do modelo ¢
realizada através do método PEM, conhecido por proporcionar uma estimativa eficiente
e nao tendenciosa. A vantagem de utilizar este método € que além de permitir estimar os
parametros modais € possivel também determinar as incertezas dos parametros
estimados. Com base nessas incertezas ¢ possivel avaliar a existéncia de falhas
estruturais e entdo planejar a manutencdo preventiva com seguranga, sem que haja

prejuizo.

Como pdde ser visto diante dessa revisdo bibliografica, modelos da classe

ARMA tém sido largamente estudados e aplicados na analise modal de estruturas.



Representacao de Sistemas
Dinamicos em Espaco de
Estado

3.1. PRELIMINARES

No estudo de um sistema é importante conhecer o modelo matematico que
descreve seu comportamento. Este capitulo traz a representacdo matematica de sistemas
dindmicos através do modelo em espaco de estado. Primeiramente ¢ apresentada a
modelagem em espago de estado em tempo continuo e em seguida, em tempo discreto.
Posteriormente, a partir de uma transformagdo linear entre o vetor das coordenadas
modais e o vetor de estado obtém-se o modelo modal, através do qual sdo extraidas as
caracteristicas dindmicas do sistema a partir das freqiiéncias naturais, fatores de
amortecimento ¢ modos de vibrar.

A representacdo de um sistema linear, apresentada neste capitulo, através do
modelo em espago de estado, deve-se principalmente, a necessidade de se mostrar a
relacdo de equivaléncia entre a representagdo de um sistema no modelo de espaco de

estado e 0 modelo ARMAYV, que sera apresentada no capitulo quatro.
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3.2. MODELAGEM EM ESPACO DE ESTADO - SISTEMA EM
TEMPO CONTINUO

As equagdes de movimento de um sistema dindmico com n graus de liberdade
(ngdl), linear e invariante no tempo, podem ser representadas através do seguinte

sistema de equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem:

M (@) +Cw (@) +Kw(t) = f (1) (3.1)

onde M, C e K sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez respectivamente,

todas de dimensdo nxn. Os vetores, w(t) w(f) e w(f)sdo os vetores aceleracao,

velocidade e deslocamento, cujas dimensdes sdo nx1, onde ¢ representa o tempo

continuo. Ja f'(¢) ¢ o vetor de for¢a externa de dimensdo nx1 que atua no sistema.

O vetor for¢a pode ser decomposto da seguinte forma:
S (@) =Fu(t)

onde F ¢ a matriz de influéncia de entrada de dimensdo nxr, que caracteriza a

localizacdo de entrada , e u(¢) é o vetor de entrada de dimensao » x 1, onde » é o nimero
de entradas do sistema.

As equacdes de movimento que sdo compostas por n equacdes diferenciais de
segunda ordem podem ser representadas de maneira equivalente através de um sistema

de 2n equagdes diferenciais de primeira ordem, chamado de modelo de espago de

estado.
Este modelo equivalente pode ser obtido considerando a identidade w(¢) =w(z) e

pré-multiplicando a equacdo do movimento por M ~! Desta forma tem-se o seguinte

sistema:

W(t) = W(t)
Wit) =M~ Cw(t)— M~ Kw(t)+ M~ Fu(t)
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T
Considerando como vetor de estado x(¢)= [wT (1) wh (t)] , de dimensdo
2nx1, as 2n equagdes diferenciais de primeira ordem, denominada equagdes de estado

sdo dadas por:

X(t) = A.x(t) + B.u(t) (3.2)
onde
0 1 , . , . N
A. = -1 -1 ¢ a matriz de estado em tempo continuo, de dimensdo
-M K -M C
2nx2n.

0 . . . .
B, = {M_lF} ¢ a matriz de influéncia de entrada em tempo continuo, de dimensao

2nxr.

As equagdes de estado (3.2) modelam o comportamento dindmico do sistema

assim como as n equagdes diferenciais dadas por (3.1).

Seja o vetor de medidas de saida do sistema de dimensao m x1 dado da seguinte

forma:

Y(t) = Lyw(t) + L,(t) + L vit) (3.3)

onde L;, L, e L, sdo as matrizes de influéncia de saida para o deslocamento,

velocidade e aceleragdo respectivamente, de dimensdo mxn.

Utilizando a igualdade

Wit) = —M ~LOw(t) — M Kw(t) + M T Fu(e)
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e substituindo-a em (3.3) obtém-se

y(t)=(L; — L,M "' KYw(t) + (L, — L,M "' C)(t) + (L,M "' F)u(t) (3.4)
Definindo

C.= Ly -1, M7 K) (L, -L,M™C)|

como a matriz de influéncia de saida no espago de estado em tempo continuo, de

dimensdo mx 2n , € a matriz de transmissao direta
D,=L,M7'F
de dimensdo mxr, a equacao (3.4) pode ser reescrita da forma:
Y(6) = Cox(t) + Dou(t)

a qual ¢ denominada de equacao de saida, ou de observacao, uma vez que controla qual

parte da saida ¢ observada.

Desta forma, o modelo de espago de estado em tempo continuo € dado por:

{x(r) = A x(t) + Bou(r) (3.5)

() = Cex(t) + Dou(t)

A solucdo completa da equagdo de estado em (3.5) ¢ composta pela soma da solugdo

homogénea com a solu¢do particular, para ¢ > ¢, .

Assim, considerando 7, =0, a solu¢éo completa x(¢) = x(¢);, + x(¢) , , conforme

(CHEN, 1999), ¢ dada por
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t
x(t) = e x(0) + [ e U= u(t)dt (3.6)
0

. At , .
onde a matriz e“¢ COITGSpOIldC a SCrie convergente:

At T o 1ok k
efe =I+tAC+EAC +m=1§oﬁt A,

Substituindo (3.6) na equacao de saida de (3.5) obtém-se:

t
¥(t) = Coe ™ x(0)+ C, [ e~ B u(vydr + Dou(r)
0

3.3. MODELAGEM EM ESPACO DE ESTADO - SISTEMA EM
TEMPO DISCRETO

Nos procedimentos experimentais as medidas sdo representadas por sinais
discretos no dominio do tempo. Assim, se faz necessario a representacdo do modelo em
espago de estado em tempo discreto. Isso € feito considerando as variaveis medidas em

intervalos de tempo igualmente espacados de Af com =0, At, ..., kAt,(k+1)At,
.(-1) At .
A solugdo da equacdo de estado em tempo continuo, dada em (3.6), pode ser

representada em tempo discreto reescrevendo-a no instante de tempo ¢ =kAt e

t=(k+1)At, e assumindo que o vetor de entrada seja constante, ou seja,

u(t) =u(kAt) = u(k) para kAt <t < (k+1)At. Desta forma tem-se:
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kAt
x(k) = x(kAt) = e x(0) + j e B u(r)dr
0

(k+1)At
e x(k +1) = x((k + DAL = e ® D 50) + j 2D p (YT
0

A equacgdo logo acima pode ser reescrita da seguinte forma:

kAt (k+1)At
x(k +1) = e4M | AR 1 (0) + | e RA=D p 1 (v)dr |+ | oA RMHA=D) b (1)
0 kAt

Fazendo uma substitui¢cdo de variavel de T para o, onde o = kAf + At — T obtém-se:
At
x(k+1) = e x(k) + [eda B.u(k) 3.7)
0

Definindo a matriz de estado e a matriz de influéncia de entrada em tempo

discreto da seguinte forma:

_ A
A,; =e

At
B, :[ | eAU“daJBC

0

a equagao (3.7) pode ser escrita como

x(k +1) = Ayx(k) + B yu(k)
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As relagdes entre as matrizes do modelo discreto e continuo sao dadas por:

AcAt = lnAd = Ac :ALlnAd
t

By =[e"™ —114,7'B, =[4, - 114.”'B, (3.8)
Cy=C,
D,; =D,

Desta forma, o modelo de espaco de estado em tempo discreto é dado pelas equagdes:

{x(k +1) = 4,x(k) + B,u(k) (3.9)

Y(k) = Cgx(k) + Dyu(k)

Através de substituicdes recursivas da equacao de estado na equagdo de saida em (3.9)

nos instantes de tempo k+1,k+2,---, k+1+1 tem-se :

x(k+2) = Ayx(k +1)+ Byu(k +1) = Ay x(k) + Ay Byu(k) + Byu(k +1)
y(k +1) = Cyx(k +1)+ Dyu(k +1) = Cy Ayx(k) + C 4 Byu(k) + Dyu(k +1)

x(k+3)= A,x(k+2)+ Bu(k+2) = A, x(k) + A,* B ju(k) + A, B ju(k +1) + B u(k +2)

y(k +2) = C x(k +2)+ Dyu(k +2) = C, A, x(k) + C A, B u(k) + C, B u(k +1)+
D u(k +2)

x(k+4) = Agx(k +3)+ Byu(k +3) = Ay *x(k) + Ay> Byu(k) + Ay > Byu(k +1) +
AdBdu(k +1)+ AdBdu(k +2)+ Bdu(k +3)

Yk +3) = Cyx(k +3)+ Dyu(k +3) = CyAy* x(k) + Cy A;> Byu(k) + Cy Ay Byu(k +1) +
Byu(k+2)+Dju(k+3)
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1+1 .
k4 1+1) = A x(k) + Y 4"V Byulh + j-1)
~
J (3.10a-b)

! .
vk +1)=Cadg' x(k)+ . CyAg"™7 Bgu(k + j~1)+ Dgu(k +1)
j=1

onde os dois ultimos termos da seqiiéncia acima representam o vetor de estado e o vetor

de saida em instantes de tempo k+/, para [>0.

A equacgdo (3.10-b) representa a solugdo de (3.9), que é composta pela solugao
homogénea e solugdo particular, descritas pela primeira e segunda parcela,

respectivamente.

3.4. MODELO DE ESTADO NAS COORDENADAS MODAIS

Através de uma transformagao linear entre as coordenadas modais e as variaveis
de estado, obtém-se uma representagdo desacoplada do modelo em espago de estado,

denominado de modelo modal.

Para tanto, define-se a matriz modal da seguinte forma:

S I R S M S
A by oAby AK B T

com dimensdo 2nx2n, onde cada coluna de ¥ corresponde a um autovetor y ;da
matriz 4;, com seu respectivo autovalor A; para j=1,---,2n. A partir da matriz

modal ¢ definida a seguinte transformacao linear:

x(k) =¥ x(k) (3.11)
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onde ¥ ¢ a matriz de transformacdo, x(k) ¢ o vetor de estado e x(k),, o vetor das
coordenadas modais. Substituindo a equacao (3.11) em (3.9) e p6s multiplicando-a por

-1 , . .
Y obtém-se um novo modelo de estado escrito em termos das coordenadas modais:

{x(k + 1)y = Ay (k) py + Bygu(k) (3.12a-b)

k) = Cyx(k)y + Dygulk)

com

Ay =v'a,¥y  B,=¥'B, C,=C¥ D, =D, (3.13)

A matriz 4,, ¢ uma matriz diagonal de dimensdo 2nx2n constituida por autovalores

de A4, , e pode ser denotada por 4,, = A =diag{A,} com j=1,2,---,2n.

De (3.13) obtém-se a decomposi¢do modal da matriz A :

A, =y (3.14)

A matriz de influéncia de entrada nas coordenadas modais B;, de dimensdo
2nxr ¢ formada por elementos que definem a amplitude relativa com que cada modo ¢
excitado através de uma determinada entrada.

Através do relacionamento entre as matrizes 4. ¢ 4; dado pela equacdo (3.8)

verifica-se que seus autovalores se relacionam através da expressao:

autovalor(4, )= i autovalor(In(Ay)) (3.15)

Uma vez que neste trabalho os sistemas considerados possuem fatores de

amortecimento sub-amortecido ¢ <1, os autovalores apresentam-se em n pares

complexos conjugados. Desta forma, os pares de autovalores da matriz 4, sdo

definidos por:
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a; =-0; fiwd,; j=L--,n (3.16)

onde, para sistemas com amortecimento proporcional, tem-se que o amortecimento
modal ¢; =-{;w; ¢ a parte real com o, >0, ¢ a freqiéncia natural amortecida

wdr; =@ ;4]1=C jz ¢ a parte imaginaria do autovalor o ;. Através da relagéo (3.15),

obtém-se que:

(3.17)

onde A; ¢ o autovalor de 4;. Desta forma, através das equagdes (3.16) e (3.17) as

freqiiéncias naturais @; e os fatores de amortecimento ¢'; sdo determinados por:

_Re(aj)

|

Ly e ¢ =

j |

Na equagdo de observacdo (3.12-b), C,, ¢ a matriz de influéncia de saida de

dimensdo mx2n, cujas colunas contém informacao da forma dos modos conforme a

localizagdo espacial dos sensores.Assim a matriz modal @ ¢ obtida por:

O=Cy =Ct= 40,4, & 6 4]

onde * denota 0 modo complexo conjugado.

O conjunto de matrizes 4,;, B; e C; ¢ denominado de realizagdo do sistema.

A realizacdo dada pela equacdo (3.12) ¢ um caso especial onde se utilizou a
transformagao linear (3.11) tomando a matriz modal como matriz de transformacdo e as

coordenadas modais como variaveis de estado.
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Ressalte-se, porém, que tal realizacao nao € inica, sendo possivel encontrar para
uma infinidade de matrizes de transformagao nao singulares e de vetores de estado, uma

nova realizacdo através de transformacdes de similaridades.

Qualquer que seja a realizagdo obtida a partir de uma transformacdo de
similaridade, deve representar o0 mesmo comportamento dinamico global, ou seja, deve

possuir os mesmos autovalores.

Uma realizagdo para ser ideal, deve ter uma dimensdo de espago de estado
minima, onde todos os modos do sistema possam ser excitados, através de pontos
adequados na estrutura, e observados na saida do sistema. Uma realizacdo ¢ dita

minima, somente se a mesma for observavel e controlavel.

Teorema 3.1. Um sistema em espago de estado de dimensdo 2n ¢ observavel e

controlavel se e somente se a matriz de observabilidade Q,(v) de dimensdo mvx2n, e

a matriz de controlabilidade Q.(v) de dimensdo 2n xvr definidas como:

Cy
Cydg

0,(v) = e 0.(v)= [Bd A,B, ---AdHBd]

| Cadg™™ |
possuem posto 2n.

O conceito de controlabilidade est4 relacionado com a forma, com que os modos
da estrutura sdo excitados pelo sinal de entrada; enquanto que a observabilidade ¢ um
parametro de avaliagdo de como cada modo excitado contribui na saida do sistema.

No caso da observabilidade, se existir por exemplo, somente um sensor de
medida de resposta, e esse sensor estiver localizado sobre a linha nodal de um modo,
entdo nao havera contribui¢ao desta coordenada modal na saida do sistema, ou seja, este

modo ndo sera observavel.

Ja no caso da controlabilidade, se existir apenas um excitador e este for
acoplado em uma linha nodal de um certo modo, isso significa que a entrada ndo

conseguird excitar essa coordenada modal e portanto esse modo ndo serd controlavel.
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Uma forma de aumentar a observabilidade do vetor de saida e a controlabilidade do
vetor de estado ¢ a utilizagdo de uma quantidade maior de sensores e excitadores,

respectivamente.

Uma explicagdo mais abrangente sobre esses conceitos pode ser vista em

(JUANG, 1994).



Desenvolvimento Teorico da
Relacao de Equivaléncia entre
o Modelo de Espaco de Estado
e o0 Modelo ARMAV

4.1. PRELIMINARES

Um sistema linear pode ser representado sob a forma de equacdo de diferenca,
funcdo de transferéncia ou através da equacao de espago de estado, sendo esta ultima,
vista no capitulo anterior.

O modelo ARMAYV, utilizado neste trabalho, ¢ uma forma especial de
representar um sistema através de uma equagao de diferenca, onde a saida para um dado
instante k pode ser representada como funcao das entradas até o instante do tempo de
analise e das saidas passadas. Este capitulo tem como objetivo principal apresentar em
detalhes, através de um desenvolvimento teorico, a relacdo de equivaléncia que existe
entre 0 modelo de espaco de estado e o modelo ARMAV (ANDERSEN, 1997). E
apresentada a modelagem tanto para sistemas deterministicos quanto para sistemas
estocasticos. No modelo deterministico as entradas e as saidas do sistema sao livres de

ruido, o que permite que a saida para qualquer instante de tempo possa ser determinada
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se os estados iniciais sdo conhecidos. Porém para os modelos estocasticos ¢ possivel
somente predizer a resposta do sistema, uma vez que a entrada nao ¢ conhecida, mas

apenas modelada implicitamente através do ruido.

42. MODELAGEM DE SISTEMAS DETERMINISTICO E
ESTOCASTICO

Neste trabalho o sistema (3.9) representado através do modelo de estado sera

adotado como um sistema deterministico, uma vez que a entrada u(k) ¢é suposta

conhecida. Assume-se que o modelo:

{x(k +1) = Ayx(k) + Byu(k) 4.1)

y(k) = Cyx(k) +Dyu(k)

¢ excitado através de um processo ruido branco gaussiano de média zero e estacionario.

Em outras palavras isso quer dizer que:

E[u(k)] =0

Elu(ou (k+ )= 03(), 7 =0,1,2, - 42

onde F£[ -] representa o operador esperanca, o(j) € o delta de Kronecker e A matriz

de covariancia do processo ruido branco u(k).

Na pratica, geralmente além da entrada u(k)do sistema (4.1), existem outras
entradas que de uma forma ndo controlada contribuem para a resposta do sistema.
Essas influéncias indesejaveis sdo caracterizadas por distirbios causados por diferentes
fenomenos tais como: ruidos gerados por sensores; pequenas ndo linearidades no

modelo ou até mesmo uma excitagao nao estacionaria.
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E razoavel, portanto, assumir que a maior parte dos sistemas reais sio de
natureza estocastica, uma vez que, com a adi¢ao desses distirbios a entrada passa a ser
conhecida somente no sentido estatistico.

Os diferentes tipos de disturbios podem ser divididos em duas categorias:

® Ruido do processo: representa todas as fontes de ruidos que levam a um
modelo de espago de estado linear inadequado.
® Ruido de medida: modela todas as fontes de ruidos que perturbam as

medidas de resposta.

Assume-se que o ruido de processo e o ruido de medida possam ser descritos

por processos de ruido branco gaussiano de média zero s(k) de dimensdo rx1 e v(k)

de dimensdo m x 1, respectivamente, com matrizes de covariancia dadas por:

S(k) _ S(k) T ) T . B Q S .
EL}U(J—O EHV(/(J [S (k+j) v (k+])ﬂ—L,T RF(]) (4.3)

Adicionando as componentes estocasticas, que sao o ruido de processo s(k) na
equacdo de estado e o ruido de medida v(k) na equacdo de observagao do modelo (4.1)
obtém-se o seguinte modelo deterministico-estocdstico:

{x(k +1) = Ayx(k) + Byu(k) + s(k) (4.4)

y(k) = Cyx(k) + Dyu(k) +v(k)

Nestes sistemas contaminados por ruidos ¢ possivel apenas predizer a resposta
do sistema.

Para obter um sistema puramente estocastico considera-se a entrada u(k) =0 na
equacdo (4.4):

{x(k +1) = Ayx(k) +s(k) (4.5)

Y(k) = Cyx(k) +v(k)

Neste caso, o sistema ¢ identificado somente através da medida de resposta, e
como a entrada ndo ¢ medida a influéncia da excitagcdo estd implicitamente modelada

nos ruidos s(k)e v(k).



50

4.3. DESCRICAO DO MODELO ARMAV

O comportamento dindmico de um sistema linear discreto e invariante no tempo
pode ser descrito através de um modelo paramétrico de ordem p, denominado
ARMAV(p, p). Este modelo descrito através de uma série temporal ¢ definido pela
seguinte equacdo de diferencas matricial (MARPLE, 1987 e KAY, 1987):

k) + A ytk—=1) +---+ A, y(k — p) = Bou(k) + Biju(k =) +---+ B u(k—p)  (4.6)

onde  y(k) e u(k) representam os vetores de entrada e saida do sistema,
respectivamente, em cada instante de tempo k. A entrada u(k) ¢ considerada um

processo ruido branco, ou seja, um processo de média zero, estaciondrio e ndo

correlacionado.

Neste modelo a resposta do sistema ¢ escrita como combinagdo linear das
entradas passadas e presentes ¢ saidas passadas, ponderadas pelos coeficientes

matriciais 4; de dimensdes mxm e B; de dimensdes m xr, que representam os termos

auto-regressivo (AR) e de média modvel (MA), respectivamente. O termo auto-
regressivo descreve a dinamica do sistema, enquanto que o termo de média mével estd

relacionado com a excitagao.

O modelo ARMAV(p, p) pode também ser definido em termos da funcdo de

transferéncia, através da aplicacdo do operador de atraso (q_iy(k): y(k—i)) na

equagao (4.6), resultando em:

y(k) = A7 (q)B(q)u(k) = H(q)u(k) (4.7)

com
AQ) =1+ 417" + Ayq 7+ + A,q7"
(4.8-a-b)

B(q)=By+Big” +Byg > +-+B,q"
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onde A(q) e B(g) sdo polindmios matriciais dos coeficientes auto-regressivo ¢ média-

movel, respectivamente. Esses polindmios matriciais podem ser obtidos de forma

analoga, através da aplicacao da transformada z na equagdo de diferengas.

44. RELACAO ENTRE O MODELO ARMAV E O MODELO DE
ESPACO DE ESTADO

Com o modelo ARMAV(p, p) definido, o proximo passo ¢ demonstrar através
de algumas relagdes e teoremas a equivaléncia existente entre este modelo e o modelo

de espaco de estado.

Para tanto, considere a resposta do sistema y(k) descrita através de uma parte
homogénea, que consiste de um polindmio matricial de ordem p, com coeficientes auto-

regressivos 4,, com i=1,---, p, € uma parte ndo homogénea, representada através de
um polindmio matricial de mesma ordem, com coeficientes de médias moveis B;,. A

solugdo geral de (4.6) para k >0 pode ser representada através da seguinte forma:

y(k) = yp (k) +yp (k)

onde y, (k) ¢ uma solugdo particular da equagdo (4.6) e y;, (k) consiste numa solucdo

geral da equagdo homogénea

y(k)+ Ayytk=1)+-+A4,y(k—p)=0 (4.9)

Uma vez que, no caso da equagdo homogénea, y(k)pode ser sequencialmente calculada

por:
(k) =-Ayy(k=1)—---=4,y(k — p)

o conjunto de solugdes das equacdes homogéneas forma um espaco linear de dimensao

pm , ou seja, a solugdo geral da equacdo (4.9) depende de pm varidveis independentes.
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A solugdo geral de (4.6) ¢ portanto dada por (3.10-b) para um vetor de estado
x(k) de dimensdo 2n onde 2n = pm, (GOHBERG, LANCASTER e RODMAN,1982).

A parte que consiste da solu¢do homogénea da equacado (3.10 b) ¢ dada por:

vy, (k+1)=CyAg" x(k) (4.10)

com [=0,1,---.

Inserindo (4.10) na equagdo (4.9) e pos- multiplicando-a por 4,” obtém-se:

[Cydy” + A C A"+ + 4, ,Cydy + A,Cylx(k) =0

para qualquer escolha de x(k), se:

CdAdp +A1CdAdp_1 +".+Ap—1CdAd +ApCd =0 (411)

Esta equacgdo (4.11) mostra uma importante relacdo, que serd utilizada no Teorema 4.1,

entre as matrizes dos coeficientes auto-regressivos 4; e as matrizes de estado 4; e de

influéncia de saida C,; .

Teorema 4.1. Uma realizagdo minima do sistema em espaco de estado dado por (4.1),

descrito pelas matrizes { 4;, B;, C;, D,,A} pode ser representada por um modelo

ARMAYV (p, p) definido por

y(k)+ Ay y(k =1)+---+ A, y(k — p) = Bou(k) + Bju(k =1) +---+ B ,u(k — p) (4.12)
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se a realizagdo de espago de estado satisfaz a exigéncia dimensional que a dimensao do
vetor de estado 2n dividido pelo numero de sensores de saida m seja igual a um inteiro

p, onde p é a ordem do modelo ARMAYV, isto é, (2n/m)=p. As p matrizes dos

coeficientes auto-regressivos de dimensdo m x m, sao entdo dadas por:

4, 4, 4y A|==Cua,70; (p) (4.13)

As p+ 1 matrizes de coeficientes de médias méveis, de dimensdo m x r sdo dadas por:

B, B, B, By =14, 4, A4 I T(p+1)  (414)
com
[ D, 0 0 ]
C,B, D, 0
T(p+1)= : :
C,4,772B, C, 4,77B, D; 0
_CdAdp_le Ca4," 7B, CyB; Dy |

onde nota-se que By =D,;, e também que a entrada u(k)ndo ¢ interferida por esta

transformagao.

Prova do Teorema 4.1:

Através da equagdo (4.11) e a da matriz de observabilidade Q,, definida no Teorema

3.1, obtém-se a seguinte relacao:

[Ap A, - 4 A1]Q0(P):—Cd145 (4.15)

P6s multiplicando ambos os membros da equacdo (4.15) por O, ! (p):
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4, 4, - 4y, 4]=-C,420; (p) (4.16)

observa-se que os coeficientes matriciais auto-regressivos 4; podem ser determinados

da realizagdo em espaco de estado, onde O, (p) € ndo singular.

Combinando a equacdo de observacdo do modelo em espago de estado (4.1) e a

solug¢do geral dada por (3.10-b), os coeficientes matriciais de médias moveis B; sdo

encontrados a partir da construcao do seguinte sistema de equagdes:

" y(k-p) | C,
ylk—p+1) Cady
: = : x(k— p)+
yk=1) | |C 4L
yky | | CaAy ]
[ D, 0 0 0 [ wuk-p) ]
C,B,; D, 0 0 | |u(k—p+1)
c,A"*B, C,AY”B, -~ D, 0 u(k —1)
c,A7'B, C,A4Y*B, - C,B, D,|| u(k)

4.17)

onde a primeira equagao ¢ a de observacao e as p demais representam a solucao geral.

O sistema de equagdes dado por (4.17) na forma compactada pode ser escrito por:

Y(k—p,k)=0,(p+Dx(k)+T(p+ DU (k- p,k) (4.18)

Agora introduzindo uma matriz identidade na matriz que contém os coeficientes

matriciais auto-regressivos define-se a seguinte matriz:

P=la, 4, - 4 4 I
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Pré-multiplicando a equagao (4.18) por P, obtém-se:

PY(k—p,k)y=PO, (p+Dx(k)+ PT(p+1)U(k — p,k)

(4.19)
= PT(p +)U(k - p,k)

uma vez que reescrevendo a equacdo (4.11) em termos de P e Q,(p+1), tem-
se PO, (p+1)=0.

O lado esquerdo da equacdo (4.19) ¢ exatamente a parte auto-regressiva da
equacgao de diferenca matricial, enquanto que o termo do lado esquerdo ¢ um polindmio
matricial de ordem p. Desde que u(k) € um ruido branco com distribuicdo gaussiana,
este polindmio matricial representa o termo de média movel, o que leva a concluir que a

equacdo (4.19) realmente representa um modelo ARMAV(p, p).

Definindo os coeficientes matriciais de médias moveis por By, By,-:-, B,,

segue que:

A4 1] T(p+1)

Da relagdo acima pode-se concluir que D, = B,,.

O

Pode-se concluir que qualquer sistema em espaco de estado, onde a dimensao do
espaco de estado 2n dividido pelo nimero de saidas observadas m ¢ igual a ordem do
modelo ARMAYV p, pode ser representado através do modelo ARMAYV se a matriz de
observabilidade Q,(p) ¢ ndo singular. A equivaléncia existente entre o modelo
ARMAYV e o modelo em espago de estado ¢ independente da realizagdo utilizada, ou
seja, ndo importa como um sistema linear discreto e invariante no tempo sujeito a uma

excita¢ao ruido branco com distribuicdo gaussiana ¢ realizado; o modelo ARMAV sera

Ssempre 0 mesmo.
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45. UMA REALIZACAO EM ESPACO DE ESTADO DO
MODELO ARMAV

Para converter um modelo ARMAYV para espaco de estado faz-se necessério a
escolha de uma realizagdo. Ha varias formas de realizar essa conversdao, no entanto,
cuidados devem ser tomados nessa escolha de maneira que a realizagdo seja bem
condicionada numericamente e de facil manipulacao algébrica em sua construgdo. Nesta
secdo sera apresentada uma realizacdo de espaco de estado, que ¢ relativamente facil de
ser obtida a partir dos coeficientes matriciais do modelo ARMAYV. Esta realizagdo que
¢ construida com base nas matrizes dos coeficientes auto-regressivos e na fungdo de

resposta ao impulso do modelo ARMAYV ¢ denominada de observabilidade candnica.

4.5.1. FUNCAO DE RESPOSTA AO IMPULSO DO MODELO ARMAV

Nesta se¢do serao apresentadas algumas relagdes envolvendo a fungdo de
resposta ao impulso do modelo ARMAV, que serdo utilizadas para construir a
realizag¢do de espaco de estado observabilidade candnica.

O modelo ARMAV (p, p) pode ser definido equivalentemente como uma
convolucdo da fungdo de resposta ao impulso /4(j)e da entrada ruido branco com

distribuicdo gaussiana u(k)

y(k) = 3 h(j)ulk =) (4.20)

J=0

A funcao transferéncia definida em (4.7) pode também ser expressa em termos

da funcdo de resposta ao impulso e o operador de atraso como:

H(q)= > h(j)q™’ (4.21)
Jj=0
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De (4.7), tem-se a seguinte relagdo:

A~ (@)B(@)u(k) = H(@)u(k) “422)

Pré-multiplicando a equagdo (4.22) por A(g) e substituindo H(g) dado pela

equacdo (4.21) obtém-se:

[I +A1q_1 +A2q_2 +---+qu_p]|: Zoh(j)q_ju(k)} = [BO +qu_1 +~--+qu_p] u(k)
J:

Comparando os coeficientes de poténcia de ¢ iguais, o seguinte relacionamento entre as

matrizes dos coeficientes do modelo ARMAYV e a funcao de resposta ao impulso 4(j),

para j=0,---, p, pode ser obtido:

h(0) = B,

h(1) + A,h(0) = B,

h(2)+ Ah(l)+ 4,h(0) = B,

h(3)+ Ah(2)+ A,h(1) + A;h(0) = B,

h(4)+ A, h(3) + A,h(2) + A;h(1) + 4,h(0) = B,

h(p)+ Ah(p—-D)+ A,h(p—2)+ A,h(p—-3)+---+ 4,h(0) =B,

(4.23)
Baseado em (4.23) as seguintes relagdes recursivas podem ser derivadas
h(j)=—-A4h(j-1)—---—A4,h(0)+B;, 0<j<p
h(j)==A4h(G=1) == Aph(j=p) j>p

(4.24a-b)

As ultimas p equacdes de (4.23) podem ser rearranjadas na seguinte forma matricial:



58

k1 [ 1 0 0 0 0B -45]
h(2) 4 I 0 -« 0 0| |By-4,B
h(3 y 4 I - 0 0| | By—AB
G_| 2 A4 . 30300 (4.25)
h(4) A3 A2 Al 1 : : By —A4BO
h(p)| |Apt Ap_a o A I| | B,—A4,Bg

No Teorema 4.2 serd mostrado que a matriz de influéncia de entrada da

realizagdio em espaco de estado do modelo ARMAV(pp) ¢ dada por

B, =" ) W@ W@ h(p) ]

452. A REALIZACAO EM ESPACO DE ESTADO -
OBSERVABILIDADE CANONICA

Para mostrar a realizagdo em espaco de estado ¢ necessario que seja definido um

preditor de resposta 6timo, o qual serd utilizado no desenvolvimento tedrico a seguir.
Para tanto, define-se como preditor 6timo, o preditor de um passo a frente
y(k | k—1) da resposta y(k), como sendo a média condicional de y(k), dada todas as

medidas  anteriores, v(0), y1),---, y(k—1),  coletadas em um  vetor
YA = {(0), y(1), -+, y(k =D} por:

Pk | k=1) = E[y(k)| (0), (1), -+, y(k = 1)]
= Ely(ky | 7]
= E[Cdx(k) + Dyu(k)+v(k) | Yk_l]
= C %(k | k—1)

(4.26)

Como pode ser observado através da equagdo (4.26), y(k |k —1) esta relacionado com

X(k | k —1) apenas através da matriz de observagao C,, .
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As relagdes anteriores envolvendo a fungdo de resposta ao impulso podem ser

utilizadas para predizer o valor mais provavel da resposta y(k + n), dados a entrada
u(k) e aresposta y(s) para instantes de tempo s < k. Da equagao (4.20) verifica-se que

o valor exato de y(k + n)¢é dado por:

y(k+n) =Y h(juk +n— j)
(4.27)

j=0
n—1 s

= > h(pulk+n—j)+ > h(julk+n- j)
j=0 J=n

A primeira soma da equagdo (4.27) tem média igual a zero e envolve apenas as

entradas de u(k+1) a u(k +n), o que mostra ser independente dos acontecimentos até

o instante de tempo k. J& a segunda soma ¢ conhecida no tempo k e representa a média

condicional y(k+n|k)de y(k+n), conhecidas as respostas y(s), para instantes de

tempo s < k. Assim o preditor de resposta y(k + n | k) é dado por:

Plk+n| k)= h(juk+n-j) (4.28)
Jj=n

A equacao (4.28) pode ser reescrita da seguinte maneira:

yk+nlk)= Zh(j)u(k+n—j)+h(n)u(k)

et (4.29)
=yk+n|k—-1)+h(n)u(k)
e para n =0 tem-se:
y(k | k)= y(k |k =1)+h(0)u(k) ou y(k) = y(k |k =1)+ Bou(k)
(4.30)

uma vez que /(0) = By como mostrado em (4.23).
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Se a equacdo (4.28) ¢ combinada com a equacgdo de (4.24-a), e se n>p o

seguinte resultado pode ser obtido:

Ik +nlk)= D [h(jutk+n~j)

Jj=n
% P
Ah(j—-i)+B; u(k+n—j
E[ ; h(j—i)+ ,]u( +n—j) @31
iAl[ih(ji)u(kwLnj)}+i3ju(k+nj)
i=l =n j=n

Da equagdo (4.24-b), sabe-se que [B;]=0 para j>p e como j=n,-:,0 €
n 2 pentdo somente B, # 0, desta forma segue de (4.31) que:
~ p & . . .
Pk+n|ky==> 4| D h(j—iyu(k+n- j) |+ B,u(k)
i=1 j=n

p
==Y A3k +n—i|k)+ B,u(k)
i=l1

Decompondo essa tltima equacdo para j=n+1,:--,0 e j=n, respectivamente tem-

S¢:

yk+n|k)= —i A{ ih(j —Du(k+n— j)] - ﬁ:Al-h(n —Du(k)+ B,u(k)
i=1

i=1 j=n+1

= —i A;yk+n—i|k-1) —i A;h(n—iyu(k)+ B, u(k)
i=1 i=1

=—f,4,y(k+n—i|k—1)—[fAl.h(n—i)+Bn]u(k)

i=1 i=1

Fazendo j=n na equagdo (4.24-a) a equacdo acima pode ser reescrita da seguinte

forma:
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Sk +n k)= —iAl- Pk +n—i|k—1)+h(n)u(k) (4.32)
i=1

uma vez, que n 2 p.
Baseando-se nessas relagdes, ja € possivel alcangar o objetivo proposto, isto &,

formular a realizagdo em espacgo de estado, a qual serd apresentada através do seguinte

teorema.

Teorema 4.2: Realizacdo em espaco de estado do modelo ARMAV

Uma realizagdo em espaco de estado do modelo ARMAYV (p, p) definido em (4.6),

denominada de observabilidade canonica ¢ dado por:

{x(k +1) = Ayx(k) + Byu(k)
Y(k) = Cyx(k) + Dgu(k)

onde as matrizes 4;, By, Cy; e Dy sao definidas da seguinte forma:

0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
0 0 0 -« 0 0

Ag =] . : Do : : (4.33)
0 0 0o I

|~ Ap —Apa —A A
70 0 - 0 0]'[B-4B,]
4 I 0 -« 0 0| |By—4,B,
o | 2 AL 0 0] | By - 4By @30
47 43 Ay A4 T 1 | | By—AyuBy '
(Apoy Apo A I| |By—A,B|
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Cy=[1 0 - 0 0] D, =By
e o vetor de estado x(k) ¢ definido por
y(k|k=1)
y(k+1]k-1)
x(k) = (4.35)

yk+p=21k=1)
yk+p-1lk=1)

Prova do Teorema 4.2:

Através das equacdes dadas por (4.29) e (4.32) para y(k+n|k) comn=1,2,---, p—1

e n = p, respectivamente, obtém-se as equacoes:

yk+11k)=p(k+1]k=1)+h(Du(k)
Yk +21k)=y(k+2k-1)+hQ2)u(k)

yk+p=1lk)=3y(k+p=1k=1)+h(p-Du(k)
yk+plk)y==A,y(kk=1)=-= A y(k+ p-1[k=1)+h(p)u(k)

Reescrevendo as equagdes acima na forma matricial tem-se:

Pk +11k) o 000 Pk k=1)
Sk + 2] k) 0 O L 0 0 sak-

: 0 0O 0 - 0 0 ;

. = . . . N . +
yk+p-1|k) 0 0 oo oo 0 ] |[Pk+p=21k-1)
V(k+plk) -4, -4, ~4, 4| Pk+p-1k-1)

h(1) ]
h(2)
i
h(p-1)
| h(p) |

onde
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0 I 0 -~ 0 0 IO
0 0 I -~ 0 0 h(2)
0 0 0 0 0 :
Ad = . € Bd -
0 0 B I h(p-1)
__Ap _Ap—l _AZ _Al_ | h(p) |

Em notagdo simplificada a equagdo de estado ¢ dada por:

x(k +1) = Ayx(k)+ Bu(k)

A matriz B; ¢ constituida das funcdes de resposta ao impulso, € como j visto
na equacao (4.25), pode ser expressa em termos dos coeficientes matriciais do modelo

ARMAYV como em (4.34).

A equacao de saida pode ser encontrada utilizando a equagao (4.30), ou seja:

y(k) = y(k | k=1)+ Bou(k)
=[1 0--+ 0 0]x(k)+ Bou(k)
= Cyx(k)+ Dgu(k)
onde C; ¢ a matriz de influéncia de saida e D; ¢ a matriz de transmissdo direta. Com

isso conclui-se a demonstracdo do Teorema 4.2.
m

Essa realizacdo em espaco de estado ¢ chamada de observabilidade canonica
porque a matriz associada a matriz de observabilidade Qo(p)¢é uma matriz identidade.
A matriz de estado 4; de dimensdo pm x pm, conhecida como matriz companheira ¢
constituida das matrizes dos coeficientes auto-regressivos 4; de dimensdo mxm, uma
vez que m saidas sdo observadas. A matriz de influéncia de entrada B; com dimensdo
pm xr consiste das p fungdes de resposta ao impulso. Ja a matriz de influéncia de

saida C; cuja dimensdo € mx pm, assegura que apenas a resposta do sistema y(k)é
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retornada, enquanto que a matriz de transmissdo direta D;, como ja pdde ser visto,

equivale ao coeficiente matricial de médias moveis By de dimensdo mxr.

4.6. DECOMPOSICAO MODAL DA REALIZACAO EM ESPACO DE
ESTADO DO MODELO ARMAV

Esta secdo dedica-se a apresentar a decomposicdo modal da realizacdo em
espago de estado do modelo ARMAYV, de forma anédloga aquela realizada na se¢do 3.4

do capitulo trés.

Se a dimensao de estado 27 dividido pelo numero de saidas m ¢ igual a um valor
inteiro p, € se o sistema ¢ observavel, entdo € possivel representar vibragdes livres por
um polindmio matricial auto-regressivo m-dimensional de ordem p. De acordo com

(4.11) os coeficientes matriciais auto-regressivos satisfazem a relagao:

CdAdp +A1CdAdp_1 +"‘+Ap_1CdAd +ApCd =0 (436)

Inserindo (3.14) em (4.36) obtém-se:
C, Y+ 4C YN 4 4, CAY T+ 4,C, =0
e pos multiplicando a equag@o acima por ¥ segue que:

C, VA" + A C VAP + v 4, |C WA+ A,C¥ =0

Esta equagdo pode ser decomposta em 2n equagdes separadamente. Cada uma

delas tem a seguinte forma:

C, ¥ ,A7 + 4, Cdaf’j/l_/’.’" +o+ A, C¥ A, +A4,C¥, =0
(111_1’.’ +A1/1_1’.’71 +eot A, 4, +Ap)Clej =0 (4.37)
(I/lj’ +A1/1j‘?‘1 +eob A, A +Ap)¢j =0
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e pode ser vista como um problema de autovalor de ordem p de polindmios matriciais
auto-regressivo, considerando A j como o autovalor € ¢,0 modo de vibrar, com
j=1,2,--,2n.
Neste caso a decomposicao modal dada pela equagdo (3.14) do sistema discreto
sera também a decomposicao do polindmio matricial auto-regressivo associado.
Comparando o j-ésimo problema de autovalor em (4.37) com a estrutura da

matriz companheira A4; vista no teorema 4.2, ¢ possivel verificar que cada autovetor

associado ¢ dado por:

_ _ T
SUj:[¢j N T ]
com j=1,---,2n.



Identificacao de  Sistemas
Utilizando o Modelo ARMAV e
ARV

5.1. PRELIMINARES

A identificacdo estrutural de um sistema através de modelos paramétricos no
dominio do tempo, tem por objetivo ajustar um modelo discreto de ordem finita que
represente a dindmica do sistema de forma otimizada. Neste trabalho serdo utilizados na
identificacdo de sistemas os modelos paramétricos ARMAV e ARV. Estes modelos,
fundamentados na teoria de séries temporais, caracterizam-se através de uma relagao
funcional entre a entrada e saida do sistema.

A finalidade deste capitulo ¢ apresentar técnicas de estimac¢ao dos coeficientes
dos modelos paramétricos ARMAV ¢ ARV. Uma vez estimados os coeficientes auto-
regressivos, os quais estdo relacionados com o comportamento dindmico do sistema,
torna-se possivel extrair os parametros modais do sistema fisico.

No caso do modelo ARMAYV, o sistema estrutural ¢ identificado a partir dos
dados de excitagdo e resposta, ou seja, através da AMT. J4 a identificacdo com base no
modelo ARV ¢ realizada a partir da AMO, onde apenas as respostas do sistema sao

observadas.
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Além disso, este capitulo também aborda outras duas etapas importantes no

processo de identificagdo: a determinacao da ordem do modelo e a sua validacao.

52. METODOS DE ESTIMACAO DOS PARAMETROS DOS
MODELOS ARMAV E ARV

Os métodos apresentados nesta secdo para encontrar uma estimativa para os
coeficientes dos modelos sdo baseados na aproximagdo dos minimos quadrados (LS) e
minimos quadrados modificado, sendo esta ultima aproximagao utilizada somente para

o caso do modelo ARV.

5.2.1. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - MODELO ARMAV

Como ja visto no capitulo 4, o comportamento dindmico de um sistema
vibratério linear discreto e invariante no tempo pode ser descrito através de um modelo

paramétrico ARMAV (p, p) representado através da equagdo de diferengas matricial:

p p
vy ==Y Aiy(k—i)+ D Bu(k —i) (5.1)
i=l1 i=0
onde y(k) ¢ o vetor de saidas observadas e u(k) € o vetor de entradas, considerado

como sendo um ruido branco gaussiano.

Por conveniéncia, neste trabalho a ordem da parcela auto-regressiva do modelo
ARMAYV ¢ considerada coincidente com a ordem da parcela de média movel. Como em
situacdes reais, as medidas de respostas sempre sdo contaminadas por ruidos, o modelo
ARMAV(p, p) adequado para obter boas estimativas dos pardmetros modais €, em

geral, descrito por um modelo sobre-determinado onde a ordem p deve ser definida de

. 2
maneira que p > 1 (ANDERSEN, 1997).
m
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Visto que o vetor de entradas do sistema u(k) corresponde a um ruido branco de

média zero, vale lembrar que as seguintes propriedades sdo validas:

E[u(k)]=0
Elu(kyu” (k+ )] = AS(j).  j=0.12,+

onde a primeira diz que a média do ruido branco ¢ nula e a segunda representa a fungao
de correlacdo, que mede o grau de dependéncia linear existente entre as amostras do
ruido. Isto equivale a dizer que a densidade espectral de poténcia, ou seja, a

transformada de Fourier da fun¢do correlagdo, ¢ constante para todas as freqiliéncias.

Para representar uma situagdo mais proxima do real, assume-se que as medidas de

respostas y(k) sdo corrompidas por um ruido branco v(k), ou seja, y(k) = y(k)+v(k).

Desta forma, substituindo y(k) = p(k)—v(k) na equagdo (5.1) expandida obtém-se:

Plk) = =4 §(k =1) == A, H(k — p) + Bu(k —0) + Bu(k —1)+---+ B u(k — p) + £(k)
(5.2)

onde o erro ¢ definido por: &(k) = v(k) + Av(k-1)+ A,v(k =2)+---+ A v(k — p).
Coletando informagdes de entradas e saidas medidas em instantes de tempo
k=p+1, p+2,---, p+L, onde L<L,,, com L., =/-p, onde [ representa o

tamanho total da amostra, e reescrevendo a equagdo (5.2) na forma matricial em todos

os instantes de tempo k tem-se:

[H(p+D) - P(p+L)=
[—3(p) —P(p+D) - —P(p+L-D)]
I 4 B 5] -3 -3 e )|
’ PHu(p+l) u(p+2) - u(p+L)
u(l) u2) - u(L)

+le(p+1) -+ e(p+L)]
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Na forma simplificada pode ser reescrita por:

Y=0S+E (5.3)

onde as matrizes I;, 0, S e E possuem dimensdes mxL, mx(mp+rp+r),
(mp +rp+r)x L e mxL, respectivamente.

Desta maneira, os parametros do modelo ARMAV, que compdem a matriz ¢ podem
ser determinados através da solugdo do sistema linear representado pela equagdo (5.3),

utilizando a aproximacao dos minimos quadrados, para L > (mp +rp +r).

Assim a matriz @ pode ser estimada minimizando a seguinte funcdo critério

escalar:

p+L m p+L
JO) =7 Y =1 e 0k -
k=p+1 i=1 k=p+1

(5.4)

:%tr(EET)=%”’[(?_H§)(?_H §)T}

que descreve a soma dos erros quadraticos, onde #() é o operador traco.

Baseando-se em L amostras, @ ¢ entdo obtido como ponto de minimo global da
funcao critério (5.4), isto é:

0 =arg min J(0) (5.5)
%

Em (5.5) arg min deve ser lido como argumento que minimiza a fun¢do critério

J(0), também conhecida como funcao perda.

Expandindo a equagdo (5.4) que representa a fungdo critério tem-se:

A A

J(0) :%tr(YYT —¥SToT —oSY’ +9§§T9T) (5.6)
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Derivando J(#) em relagdo a @ e utilizando as seguintes propriedades de derivada

matricial (LEE e CHEN, 1989):

o(tr(ABAT))

=2AB , quando B ¢ simétrica
04

o(tr(AB))
04

=BT

segue que:

O _ o 957 _ 757 120857

Igualando a zero para 8 = @, onde @ ¢ a estimativa dos minimos quadrados, tem-se:

aJ@), _
a0 o™

cujo sistema acima apresenta a forma de equagdes normais (LJUNG, 1987).

. AT - , , . . ;o
Considerando SS* inversivel, obtém-se uma estimativa unica de 6 dada por:

A A A

6=75" (5.7)

onde S* =87 ( 5S T )71 ¢ denominada de pseudo-inversa (Moore-Penrose) de S.

5.2.2. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - MODELO ARV

O modelo auto-regressivo vetorial ARV constitui uma das ramificagdes da
classe do modelo ARMAV. A utilizagdo do modelo ARV na identificagdo de sistemas
fundamenta-se no ajuste de um modelo apenas aos dados de medidas de respostas y(k).

A vantagem de utilizar o modelo ARV quando a entrada ndo ¢ medida, é que os
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coeficientes auto-regressivos que determinam a dinamica do sistema, sdo estimados
através de uma forma linear, enquanto que no modelo ARMAYV os coeficientes devem
ser estimados a partir de uma aproximacao dos minimos quadrados em dois ou mais
estagios ou através de uma aproximagdo nao linear. Além disso, estipulada uma ordem
suficientemente grande, o modelo ARV torna-se rico o bastante para representar uma

grande faixa de processos (XIA HE e DE ROECK, 1997).

Considerando o modelo ARMAYV dado por (5.1) e removendo a parcela de
média movel obtém-se o modelo auto-regressivo vetorial ARV(p), de ordem p,

representado pela equagao:

y(k)=—=Ay(k =1)= A4, y(k =2) == A, y(k = p) + u(k) (5.8)

onde y(k) ¢ a medida de resposta observada, 4; sdo os coeficientes matriciais auto-

regressivos a serem determinados, para i =1,---, p, € u(k) corresponde a excitacdo do

sistema, desconhecida no sentido deterministico e assumida como um processo de ruido
branco.

O método considerado aqui para estimar os coeficientes auto-regressivos,
consiste em extrair o0 maximo de informac¢do dos dados, excluindo o processo de ruido
branco u(k) do modelo, que ¢ ndo correlacionado com os dados de resposta em
instantes de tempo passado. Isto pode ser escrito em termos do operador esperanca

E[ ], onde:

E[u(k).y" (k - /)] = Elu(k)E[y" (k- /)] =0 (5.9)

para V j#0 inteiro. A primeira igualdade diz que u(k) e y'(k—j) sdo ndo-
correlacionados e a segunda igualdade segue da propriedade de que a média de um

ruido branco ¢ igual a zero.

A derivagdo do método parte da imposicao (5.9) aplicada ao modelo ARV

representado pela equagdo (5.8). Desta forma, pos-multiplicando ambos os lados da

equacdo (5.8) por y' (k— j) e tomando a esperanga obtém-se:
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E[y(k)y" (k- )] =—AE[y(k -D)y" (k- j)]----— A, E[y(k — p)y" (k- )]+
+Blu(k)y" (k- )]

(5.10)

Aplicando a propriedade (5.9), a equacao (5.10) pode ser reescrita com eliminagdo de

seu ultimo termo:

E[y(k)y" (k= )=~ AE[y(k=Dy" (k= j)]=~A,Ey(k = p)y" (k=]

(5.11)
Utilizando as propriedades validas para um processo estacionario (1.2),
encontradas no Apéndice, a equacdo (5.11) pode ser escrita em termos das funcdes de

correlacdo dos dados de saida do sistema:
R(=j)=~AR(1=j) = A,R2 = j)=---=A4,R(p - j)

Representando-a em uma forma compacta tem-se:

R(-j) ==Y ARG~ ) (512

ou equivalentemente:
p
R'(j)==2 AR (j~i) (5.13)
i=l

Por conveniéncia, aplicando a operagdo transposta de ambos os lados da equacao

~

(5.13) e expandindo-a para valores de j#0 com j=1,---,L, tem-se o seguinte

sistema:

[ RO) R R(-2) - RA-p)| 4" | [-ROD)]
R1)  RO)  R-D - R2-p)| 4" | |-RQ)
R2) RO  RO) - RG-p |4 |=|-RO

[R(L-1) R(L-2) R(L-3) -+ R(L-p)|4,"| [-RD)]
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Representando-o numa forma simplificada tem-se:
So=U (5.14)

onde as matrizes S, 0 ¢ U apresentam dimensdes mL xmp, mpxm e mL xm,
respectivamente. A solugdo do sistema (5.14) ¢ determinada através da aproximagdo dos
minimos quadrados tradicional, para L >> p. Sendo assim, a estimativa de 0 é dada
por:

0=S"U
onde S* = (§ rs )_1 ST & chamada de pseudo-inversa de S.

Para determinar 6 , ou seja, os coeficientes matriciais do modelo ARV(p), torna-

se necessario estimar as matrizes de correlacdo das medidas de respostas, que compdem

as matrizes S e U . Para tanto, a Hipotese Ergodica deve ser considerada. Esta hipdtese
diz que as propriedades estatisticas, tais como a média e as fungdes de correlagdo de um
processo estaciondrio, podem ser calculadas através de um tunico sinal, amostrado em
um intervalo de tempo suficientemente grande, de forma a conter todas as informagdes
estatisticas do processo.

Na pratica, os processos aleatorios ndo sdo verdadeiramente estacionarios, no
entanto longas observagdes do processo exibem caracteristicas que permitem que eles
sejam tratados como estacionarios. Do ponto de vista da analise dindmica, o regime
transiente ¢ descrito como sendo um processo ndo estaciondrio com o seu inicio e fim
claramente definidos em um curto intervalo de tempo (BENDAT e PIERSOL, 1993).
No entanto, a maioria dos resultados na identificacdo de sistemas dinamicos utiliza
resultados baseados na resposta do regime permanente que ¢ considerado um processo
estacionario observado em um longo periodo de tempo, satisfazendo portanto, as

propriedades ergddicas (BROWN e HWANG, 1992)

De acordo com a definicdo de fungao de correlagdo dada no Apéndice A por
(1.1) e supondo valida a Hipdtese Ergddica, a fungdo de correlagdo dos dados de saida

(k) é definida por:



74

. . 1 .
R(j) = Ey)y" (kv pl=tim 3 vy (k+ j) (5.15)
k=0
onde o vetor de saidas y(k) ¢ avaliado nos instantes £k =0, 1,---,/—1.

Em situacdes praticas, a fung¢ao de correlacao dada por (5.15) nao ¢ conhecida,
uma vez que somente um numero finito de dados pode ser medido. Assim sendo, a
estimativa para essa fun¢do ¢ dada através de um numero finito de dados avaliados a
partir do truncamento do limite acima. Neste trabalho, sera utilizada a estimativa

“biased” da funcao de correlagdo (MARPLE, 1988):

11-j-1 r . .
- k k+ ara j>0

RGy=11 & O D) e/ (5.16)
R" (=)) para j <0

5.2.3. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS MODIFICADO -
MODELO ARV

A modificacdo do método dos minimos quadrados proposta por HUANG (2001),
baseia-se na relagdo de equivaléncia tedrica existente entre a matriz de correlagdo R(j)
das respostas de um sistema linear, sujeito a excitagdo ruido branco u(k), e a resposta
livre do sistema estrutural considerado. HUANG e YEH (1999) mostraram que para
entradas do tipo ruido branco Gaussiano, cada linha da matriz de correlag@o de respostas
R(j), do tipo deslocamento ou velocidade ¢ idéntica a resposta de vibracdo livre do
sistema sob certas condi¢des iniciais. Porém, para respostas tomadas como aceleragdo,
essa relacao de equivaléncia ¢ valida somente se a fungdo de correlagao de resposta
R(j) ¢ avaliada apenas para valores de j > 0.

Sem perda de generalidade, um sistema de 2 graus de liberdade com
amortecimento proporcional sera utilizado para discutir este relacionamento. As
equagdes do movimento que representam o sistema, em termos dos deslocamentos

relativos a base: z,(¢) =w,(t)—w,(¢) e z,(t) =w,(t)—w, (), onde w,(¢) representa o
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deslocamento da base, e w,(¢) e w,(¢)os deslocamentos das massas estruturais, podem

ser descritas através da seguinte forma matricial:

{ml 0 Hzl (z)} _{(01 +c,) —cz}{z'l(t)}_{(kl +k,) —kz}{zl (z)} _ {— mlv'{/b(t)}
0 m,||Z,() -c, ¢, [12,(0) -k, ky, ||z,() —m,w, (t)
(5.17)
Assumindo que a aceleragdo da base w, (f) ¢ um ruido branco de media zero e auto-
spectro unitario com distribui¢do gaussiana, e baseando-se na definicdo da fungdo de
correlacdo, os seguintes resultados podem ser obtidos através de algumas operacdes
matematicas fundamentais (HUANG, TSAI e YEH, 1998" (apud HUANG, C. S., 2001))
para as:

e fungdes de auto-correlacdo e correlagdo cruzada, quando respostas de

deslocamento ou velocidade sdo consideradas:

R j 2 )
{ o (])} =S Z e Gt (Al.d cos(w,; jAt) + B sen(w,, jAt))¢,.

Rzlzz (j) i=1
(5.18)
R..(j 2 .
{Rzlzl E];} =5 Z e CiiIN (A;V cos(w,; jAt) + B sen(w jAt))¢,.
a5 J i=1
(5.19)

e fungdes de auto-correlagdo e correlagdo cruzada, quando respostas de aceleragao
sdo analisadas:

{R ()

2
R ( .)} =S Ze_("‘”"jm (A,“ cos(w,; jAt) + B/ sen(w,; jAt))@ +
EXAV

i=1

2
+840(jAnY Cl,

(5.20)

Os parametros o,, {;, m, € ¢, para i =1, 2 representam respectivamente as
freqiiéncias naturais, fatores de amortecimento, freqiiéncias amortecidas e modos de

vibrar do sistema dado por (5.17). Al.d , B;i , 89 A, B!,S", A", B! e S* sdo constantes

“HUANG, C. S., TSAL L. C. AND YEH, C. H. (1998). Application of random decrement technique to
identify the characteristics of a building in time domain from ambient vibration measurement (in chinese).
Journal of the Chinese Institute of Civil and Hydraulic Engineering, v.10 p.537-547. apud HUANG, C. S.
(2001). Structural identification from ambient vibration measurement using the multivariate AR model.
Journal of Sound and Vibration, v.241, n.3, p.337-359, July.
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que dependem das propriedades do sistema, ¢ suas expressdes sao encontradas em
(HUANG, TSAI e YEH, 1998* (apud HUANG, C. S., 2001)).

As equagdes (5.18) e (5.19) s@o equivalentes a resposta de vibracdo livre do
sistema estrutural descrito em (5.17) com certas condi¢des iniciais. Isto se verifica uma
vez que as fungdes de correlacdo de respostas de deslocamento ou velocidade sdo
descritas como soma de senos amortecidos, onde cada “decaimento” senoidal apresenta
uma freqiiéncia natural amortecida e um fator de amortecimento, idénticos aos do modo
estrutural correspondente.

Porém, quando a resposta do sistema ¢ tomada como aceleracdo, a equivaléncia

permanece valida somente para valores de j > 0, visto que para esses valores a equacao
(5.20), reduz-se a:

{R-zﬁ, ()

2
R ( .)} =5 Ze{f’“"m’ (A,“ cos(w,,; jAL) + Bi"sen(a)dijAt))Q
7z, ] i=1

(5.21)
uma vez que, o(jar)=0para j=0.

Sendo assim, para o caso da resposta de aceleracdo, a equacdo (5.13), que
representa o modelo ARV descrito através da fungdo de correlagdo, torna-se equivalente

a expressdo da resposta livre do sistema continuo, somente se valores adequados de j

sdo utilizados.

Neste trabalho serd considerada apenas resposta do tipo aceleracgao.

Além disso, em aplicagdes praticas, as medidas de respostas sempre sao
contaminadas por ruidos. Se o ruido presente nos dados ¢ similar ao ruido branco

entao:

R(j) = R(j)+ A5 ()

onde R(j)eR(j) sdo matrizes de fungdo de correlagio das medidas de respostas com
ruido e livre de ruido, respectivamente, enquanto que A é a matriz de covariancia do
ruido e 5(j)=1sej=0;5(j)=0sej#0. Por mais essa razio, nota-se que a
existéncia de equivaléncia ¢ destruida quando j =0.

Conseqiientemente, ¢ proposta uma modifica¢cdo em cada elemento que compde

as matrizes S e U do sistema (5.14) de forma a manter a relacdo de equivaléncia. As
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~

matrizes § e U modificadas sdo denotadas por S, € U4y respectivamente e

descritas por:

RO+k)  R(-1+k)  R(2+k) - ROA-p+k)]
RO+k,) RO+k)  R(-1+k) - RQ-p+k)
Sy =| RCHE) RO+k,) RO+k) - RG-p+k)
R(L-1+k;) R(L-2+k) R(L-3+k;) - R(L-p+k;)
Oy = - RT (1 +k) —R*2+k) —R'G+k) - —R (L+k)|
(5.22)

onde k; >p—1, para que nenhum elemento da matriz U moair tenha indice de

defasagem temporal “lag” zero. Com base em experiéncias numéricas, sugere-se que

k; seja escolhido de tal forma que k; e (p+4, p+14).

~

Obviamente, para k; =0, gmodif =S e ﬁmod{f' =U.

Com essa pequena modificagdo, fundamentada na relagdo de equivaléncia entre
a matriz de correlagdo das respostas de um sistema linear e a resposta livre do sistema
de vibragdo, a versdo modificada pode alcancar uma eficiéncia consideravel na
determinagdo das caracteristicas dinamicas do sistema, em relacdo ao método

tradicional.

5.3. PROCEDIMENTOS DE DETERMINACAO DA ORDEM DO
MODELO

O problema da determinacdo da ordem do modelo ¢ considerado um dos passos
mais importantes no processo de identificagdo de sistemas. Embora as estruturas
mecanicas possuam infinitos graus de liberdade, consequentemente, infinitas

freqii€ncias naturais, fatores de amortecimento € modos de vibrar, a modelagem de
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sistemas fisicos € 0s ensaios experimentais requerem apenas um numero finito de
modos contidos e uma determinada faixa operacional de freqiiéncia.

A dificuldade em determinar a ordem do modelo esta associada aos erros
devidos a presenca de ruido no sinal. Dentre as principais fontes de ruido no processo
de identificacdo estdo a imprecisdo na modelagem, imperfeicdes nos instrumentos de
medidas e erros computacionais devidos a truncamentos.

Visto que a ordem do modelo estd associada a capacidade do mesmo em
evidenciar caracteristicas relevantes ao comportamento dindmico do sistema, cuidados
devem ser tomados quanto a sua determinagao.

A utilizagdo de modelos sub-determinados, isto ¢, modelos que apresentam
ordem menor do que a ordem exata na identificagdo dos pardmetros modais, resulta na
estimagdo pobre de componentes de alta freqiiéncia do sinal e razoavel estimacdo de
componentes de baixa freqiiéncia.

Por outro lado, a estimacao realizada a partir de modelos sobre-determinados ¢
uma pratica comum no processo de identificagdo, uma vez que possibilita estimar de
forma mais precisa os parametros modais numa faixa de freqiiéncia consideravel. No
entanto, modelos sobre-determinados contém informagdes relacionadas aos modos do
sistema e relativas aos modos computacionais que aparecem no modelo para compensar
o efeito de ruidos ou outras irregularidades de medidas. As desvantagens do uso de
modelos sobre-determinados estdo relacionadas a problemas de mal condicionamento
matricial e as dificuldades em realizar a distingdo entre os modos estruturais, que
representam o sistema dindmico, € os modos computacionais.

Dentre os diferentes critérios de determinag¢ao da ordem do modelo encontrados
na literatura destacam-se: o critério da variavel instrumental (DUONG ¢ LANDAU,
1996) decomposicao em valor singular (SVD) (ANDERSEN, 1997), e aqueles baseados
nas propriedades estatisticas dos erros de predicao residual tais como: o critério do erro
preditor final (FPE) fundamentado na varidncia do erro preditor (AKAIKE, 1969), o
critério de informagdo de Akaike (AIC) que deriva de informagdo de conceitos tedricos
(AKAIKE, 1974), o critério de informagao Bayesiana (BIC) (WEI, 1990) e o critério do
comprimento de descricdo minima (MDL) (RISSANEN,1983).

A questdo de encontrar a ordem que melhor representa um modelo tem sido alvo
de muitas pesquisas e muitas técnicas tém sido propostas com base nos critérios citados,

como por exemplo, aquelas encontradas nos trabalhos de (VAN DEN BOOM ¢ VAN
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DEN ENDEN, 1974; PUKKILA e KRISHNAIAH, 1988; LIANG, WIEKES e
CADZOW, 1993; SMAIL e THOMAS, 1999; LARBI e LARDIES, 2000).

Dentre os critérios estatisticos citados, neste trabalho sera utilizado apenas o
critério BIC que ¢ uma evolugao do critério FPE. Este critério foi escolhido, devido ao
seu melhor desempenho na determinagdo da ordem dos modelos estudados neste
trabalho, comparado com os resultados obtidos a partir dos critérios FPE e AIC. O
critério BIC, que utiliza conceitos estatisticos de Bayes (SHWARZ,1978), tem sido
largamente empregado em situacdes praticas devido a sua robustez na determinacdo da
ordem de modelos paramétricos. Sua formulacdo ¢ baseada na andlise dos erros
residuais de modelos de diferentes ordens. O critério BIC ¢ definido pela seguinte

relacdo (PAPAKOS e FASSOIS, 2003):

BIC(p) = In(det(Q)) + plnTL

onde p representa o numero de parametros ajustdveis do modelo estimado, L o

tamanho da amostra , In o logaritmo natural e QQ a matriz de covariancia do erro

residual que pode ser estimada por:

A

Q=—FEET

e~

A ordem p otima do modelo, dada por este critério, ¢ aquela que minimiza a
fungdo BIC(p) .

Além dos critérios apresentados, o diagrama de estabilidade também tem sido
amplamente utilizado como auxilio na determinag¢do da ordem do modelo. O diagrama
de estabilidade ¢ uma poderosa ferramenta visual que apresenta informagdo sobre a
estabilidade dos parametros modais, geralmente as freqii€ncias, identificadas a partir de
varias estimativas. Com base no diagrama, um modelo de ordem mais adequada para
representar o sistema ¢ encontrado tao logo os pardmetros estimados se estabilizam. Isso
se deve ao fato de que os modos estruturais tendem a se estabilizarem enquanto os
modos computacionais variam acentuadamente de uma estimativa para outra, uma vez
que o ruido ndo € correlacionado com os dados de entrada e saida do sistema.

Neste trabalho o critério BIC alcangou resultados satisfatorios nas identificagdes
realizadas com base no modelo ARMAYV. No entanto, para o caso da identificagdo a

partir do modelo ARV foi proposta uma nova técnica para solucionar o problema de
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determinagdo da ordem do modelo. Para tanto, foi desenvolvida uma metodologia no
processo de identificacdo utilizando o modelo ARV(p), com o auxilio do diagrama de
estabilidade aliado a um critério analitico baseado no método de regressao linear. Essa
metodologia, que serd apresentada no capitulo seis, além de solucionar o problema de
encontrar a ordem que melhor representa o sistema, contribuiu também para automatizar

o processo de identificagao.

5.4. VALIDACAO DO MODELO

A validacdo do modelo ¢ o estagio final do procedimento de identificacdo de
sistemas. E sempre importante verificar se o modelo ¢ um bom ajuste dos dados pelos
quais ele foi estimado. Neste contexto, a comparacdo entre a saida medida e a saida
simulada do modelo pode ser utilizada como um critério simples de validagao.

No entanto é recomendavel que os testes estatisticos, baseados na analise do
sinal caracterizado pela diferenca entre os valores estimados na série e valores medidos,
denominado de erro residual, sejam utilizados como indicadores numéricos da valida¢do
do modelo. Esta analise ¢ fundamentada na hipdtese de que a entrada do sistema
utilizada nos modelos ARMAYV e ARV seja caracterizada por um ruido branco. Portanto
¢ esperado que o erro residual apresente caracteristicas de um ruido branco. O teste
classico de verificagdo do comportamento do erro residual baseia-se na analise do
grifico da autocorrelagio do mesmo (LJUNG, 1987 ¢ SODERSTROM e STOICA,
1989). Uma vez que o processo de excitagdo ¢ admitido como um ruido branco; ¢é
esperado que a série temporal obtida pela diferenca entre os valores estimados e valores
medidos seja ndo correlacionada para atrasos superiores a zero, ou seja, a funcao de
autocorrelacao do erro residual permanece em sua maior parte, dentro de um intervalo
de confianca, exceto no “lag” zero.

Além de verificar se o erro residual ¢ um ruido branco, é necessario também
averiguar se 0 mesmo assume uma distribuicdo gaussiana (BODEUX e GOLINVAL,
2003). Se a distribuicdo estatistica do erro residual concorda com a distribuicdo
estatistica da excitacdo, entdo se pode concluir que o sistema dinamico ¢ de fato bem

representado pelo modelo. Qualquer tendéncia diferente nas caracteristicas estatisticas
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daquelas originalmente adotadas ¢ uma indicacdo de que o modelo ou o ruido foi
assumido de maneira incorreta ou que os parametros foram estimados incorretamente.
Exemplos de aplicagdo destes critérios de validagdo, utilizando o modelo
ARMAV, serdo mostrados nos capitulos seis e sete.
Os algoritmos computacionais das técnicas de identificacdo discutidas neste
capitulo serdao apresentados no capitulo seguinte. A aplicagdo desses algoritmos a dados
provenientes de simulagdes numéricas sera realizada no capitulo seis, e a dados obtidos

a partir de um modelo experimental apresentada no capitulo sete.



Aspectos Computacionais e
Simulacoes Numeéricas

6.1. PRELIMINARES

Neste capitulo sdo apresentados os algoritmos numéricos de identificagdo,
através de fluxogramas, que mostram as principais etapas da implementacdo dos
métodos de identificacdo descritos no capitulo cinco.

Estes algoritmos serdo aplicados aos dados provenientes de simulagdes
numéricas com o objetivo de ilustrar algumas caracteristicas importantes dos métodos
estudados, bem como verificar a eficiéncia das técnicas de identifica¢do utilizando o
modelo ARMAYV e ARV. Para tanto, realizou-se um estudo onde foram considerados
sistemas com quatro e cinco graus de liberdade e com algumas caracteristicas especiais
tais como: freqiiéncias distantes e grandes amortecimentos, bem como freqiiéncias
proéximas e amortecimentos baixos. Além disso, as simulagdes numéricas foram
realizadas considerando também os dados de respostas corrompidos por ruido e
tomando apenas algumas medidas de saida, de maneira a representar uma situagao mais
proxima do real.

Todos os algoritmos desenvolvidos neste trabalho foram programados em
ambiente Matlab, versdo 6.5, processados em um microcomputador Pentium 4,

2.40GHz com 512Mb de RAM, sob o sistema operacional Windows XP versao 2002.
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6.2. PROCEDIMENTO DE IDENTIFICACAO

O processo de identificagdo realizado utilizando os modelos ARMAV e ARV,
pode ser visto sumarizado por meio dos fluxogramas, ilustrados na Figura 6.1 ¢ 6.2
respectivamente, que mostram os principais passos do algoritmo numérico desenvolvido

neste trabalho.

C ﬁ D,

Entrada  de
Dados

}

Determinagdo dos Coeficientes

do Modelo ARMAYV - (LS)

|

Montagem da
Matriz de Estado

A 4

Determinacgdo dos

Auto-Valores e Auto-Vetores

.

Determinacdo dos

Pardmetros Modais

=

Figura 6.1: Fluxograma do procedimento de identificagdo — modelo ARMAV
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C IlL D)
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Correlagdo das Medidas de

Respostas do Sistema

A 4

=>< p = p_inicial: p_final >

Determinagdo dos Coeficientes

ARV-(LS Modificado)

v

Montagem da
Matriz de Estado

v

Determinagdo dos Auto-valores e

Auto-vetores

v

Armazenagem das Estimativas

dos Pardmetros Modais

v

Selecdo da Melhor Estimativa dos

Pardmetros Modais

:
C_m» )

Figura 6.2: Fluxograma do procedimento de identificacdo — modelo ARV
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Em ambos os modelos, as aceleragdes foram tomadas como respostas no
processo de identificagdo e geradas a partir de excitagdes aleatorias multiplas, nao
correlacionadas aplicadas em cada uma das massas do sistema. Os dados de respostas
simulados foram obtidos a partir do método Runge-Kutta de quarta ordem com
condi¢des iniciais de deslocamento e velocidade nulas. A escolha deste tipo de
excitacdo foi adotada em razao de evidenciar melhor a dinamica do sistema quando
utiliza-se 0 modelo ARMAYV, além de corresponder a situacdo onde a entrada nao ¢
conhecida no sentido deterministico mas apenas aproximada por um processo ruido

branco.

No fluxograma, correspondente a implementacdo do modelo ARMAYV, (Figura
6.1), a entrada de dados corresponde: aos vetores de forcas de excitacdo em cada massa
do sistema, aos vetores de aceleracdo, ao nimero de amostras no dominio do tempo /,

ao numero de amostras maxima permitida L<L_ . com L__=/-p, o intervalo de

max
amostragem Af, a ordem do modelo p estimada pelo critério BIC e a freqiiéncia de
corte estipulada de acordo com a banda de interesse.

Os coeficientes do modelo ARMAV 4, -+ A4 B, --- B sdo estimados

P p

através da aproximacdo dos minimos quadrados (LS) 6=YS" dada pela equacdo 5.7.

A partir da matriz de estado 4, (equacdo 4.33) formada pelos coeficientes auto-
regressivos 4, --- 4,, extrai-se os autovalores e auto-vetores e determinam-se os

pardmetros modais, que constituem as freqiiéncias naturais, fatores de amortecimento e
modos de vibrar do sistema.

Em geral, a presenca de ruido nos dados leva a necessidade da sobre-
determina¢do da ordem do modelo para que seja possivel identificar os parametros
modais do sistema. No entanto, esse procedimento identifica além dos modos estruturais
os modos computacionais, provenientes dos graus de liberdade adicionais fornecidos ao
modelo matematico, que ndo representam as propriedades fisicas do sistema. A
eliminac¢do dos modos computacionais € realizada através de alguns critérios de selegao
natural tais como: modos provenientes de autovalores ndo complexos conjugados,
fatores de amortecimento negativos e freqii€ncias maiores que a freqiiéncia de corte
estipulada. Além disso, os modos computacionais ainda podem ser eliminados com o

auxilio do diagrama de estabilidade das freqiiéncias, uma vez que as freqiiéncias
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correspondentes aos modos computacionais variam fortemente de uma estimativa para

outra.

No caso da implementacdo do método de identificagdo utilizando o modelo
ARV, fluxograma correspondente a Figura 6.2, a entrada de dados ¢ composta somente
dos vetores de aceleragdo, uma vez que as excitacdes ndo sdo medidas. Além disso, €
necessario o numero de amostras no dominio do tempo /, o intervalo de amostragem
At e a frequéncia de corte adotada.

Apos ter-se calculado as matrizes de fungdo de correlacdo das medidas de

respostas, ¢ necessario escolher os pardmetros L ¢ k, para que as matrizes S,,,;r ©

~

U oair (Equagdo 5.22) possam ser definidas. Respeitando as condigdes k; > p—1 ea
sugestdo, de acordo com experiéncias numéricas, de que k; € [p +4, p +14], é possivel

vincular os pardmetros L e k, com o pardmetro p da seguinte forma: L= 2p e
k;, = p+10, de maneira que o Gnico parametro livre no procedimento de identificagdo

passa a ser p.

O algoritmo de identificagdo ¢ aplicado consecutivamente para valores de p
tomados num intervalo pré-definido [p inicial p final]. Para cada valor de p

determinam-se os coeficientes auto-regressivos 4, --- 4, utilizando-se a aproximagéo

dos minimos quadrados (LS-Modificado), e através dos autovalores e autovetores da
matriz de estado estima-se os parametros modais. Esses parametros, referentes a cada
identificacdo, sdo armazenados num Unico arquivo de dados, representado pelo bloco
Armazenagem das Estimativas dos Pardmetros Modais.

Em seguida ¢ realizado um procedimento para escolher a melhor estimativa
dentre os parametros modais identificados e consequentemente ser encontrada a ordem
do sistema dindmico. O algoritmo proposto neste trabalho ¢ desenvolvido com base na
informag¢do de que os modos estruturais tendem a se estabilizar em determinados
intervalos dentro da faixa de freqiiéncia considerada, enquanto que isso ja ndo ocorre
com os modos computacionais. As etapas do procedimento computacional podem ser
vistas através do fluxograma na (Figura 6.3) que corresponde ao bloco Selecdo da

Melhor Estimativa dos Parametros Modais (Figura 6.2).
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Para
{wl’a)Z"“’a)j’a)j+l’.”}

organizado em ordem crescente

Ndo

Sim

Eliminagdo de ; se cont ; < cont

e os correspondentes { 7 @, p;
ou
Eliminag¢do de @, se cont ;,; < cont;

e os correspondentes & .y, @1, D i

A 4

Conjunto Final de Parametros Modais e
Ordem do Sistema —

v
C = D

Figura 6.3: Fluxograma da sele¢do das melhores estimativas

O critério analitico formulado neste trabalho para encontrar uma estimativa dos

parametros modais do sistema ¢ realizado a partir de um conjunto de freqiiéncias {w},
amortecimentos {¢'} , modos de vibrar {¢} e ordens do modelo {p}, estimados em varias

identificacoes. O intervalo [0 freq corte] que contém todas as freqii€ncias identificadas
em Hertz, onde freq corte representa a freqliéncia de corte pré-determinada, ¢

subdividido em intervalos [f—& f+¢&] onde f € o centro do intervalo, dado por
f =k.e,e & ¢ um valor pré-estabelecido que representa a metade do comprimento do

intervalo, com k=1,3,5,---,(freq corte/e)—1. O algoritmo que se baseia na
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regressao linear das freqiiéncias pertencentes a cada intervalo de comprimento 2¢, que
contém no minimo 2 elementos, caracteriza-se pela estabilidade ou nao das freqiiéncias
identificadas. Verifica-se, para cada intervalo, se o somatério dos erros ao quadrado e o

coeficiente angular da reta sdo menores do que ¢, (valor pequeno e pré-definido),

condicdes essas que garantem a estabilidade da freqiiéncia dentro do intervalo
analisado. Satisfeitas essas condigoes, escolhe-se o elemento central de cada intervalo
como sendo as freqiiéncias naturais do sistema. Resgatando seus respectivos fatores de
amortecimento, modos de vibrar e os valores de p, que estdo armazenados, determinam-
se os parametros modais. Em seguida, para garantir a ndo existéncia de dados
redundantes no conjunto final dos parametros modais, verifica-se a partir da
organizacdo das freqiiéncias em ordem crescente, se a diferenca em moddulo das
freqliéncias consecutivas, duas a duas, ¢ menor do que um valor pequeno pré-

determinado ¢, , ou seja, |@; —w,,; [<&,. Se essa condigdo for satisfeita, elimina-se a

freqiiéncia advinda do intervalo que contém o menor nimero de elementos, seus
respectivos fatores de amortecimento, modos de vibrar e valores de p.

Por fim, determina-se o conjunto final dos pardmetros modais, w;, ;, ¢;, p;

comj =1, 2, ..., n, onde n representa o numero de graus de liberdade do sistema
dindmico, e consequentemente, a ordem que melhor representa o0 modelo dinamico, na

faixa operacional de freqliéncia, que ¢ igual a 2n.
6.3. SIMULACOES NUMERICAS DE SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema dindmico de n graus de liberdade pode ser representado por um
modelo discreto de pardmetros concentrados como mostra a Figura 6.4. Neste modelo
considera-se que as molas assumem um comportamento linear, sendo os seus

amortecimentos viscosos.

1 q, -
kl —|q_> k2 —|_’ k3 kn—l —|_> kn —|_> kn+1 ——

m, mo, m

—— M e T R %

c c, Cy c

Figura 6.4: Sistema massa — mola - amortecedor de n gdl.
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O movimento horizontal dos n pontos de massa ¢ descrito através do seguinte
sistema constituido por n equagdes diferenciais ordinarias de 2* ordem, como visto na
secao 3.2:

Mw(@t)+Cw(@t)+Kw(t)=f (1)

As matrizes de massa, rigidez e amortecimento do modelo acima possuem

dimensdes nxn e sdo dadas por:

m 0 0 0 0 ¢, +¢c, ~—c, 0 0 0
0 my 0 O 0 -c, Cc,tc; —cy 0 0
M=/0 0 . 0 0 C=| 0 —c 0
0O 0 0 m,_, O 0 0 . ¢, tc, —c,
00 0 0 m,| 0 0 0 -c, ¢, t¢, |
k +k, -k, 0 0 |
-k, k,+ky; -k 0 0
K= 0 —k, 0
0 0 ok, +Ek, -k,
0 0 0 -k, k,+k,, |

sendo que os coeficientes m; para j=1,---,n , ¢; ¢ k, para j=1,---,n+1 sdo

j
caracteristicas proprias da estrutura em estudo.

Diversas simula¢des computacionais foram realizadas para dois sistemas
mecanicos diferentes. Ambos apresentam amortecimento nao-proporcional e, portanto,
todas as freqiliéncias naturais e fatores de amortecimento, apresentados neste trabalho,
foram calculados de forma aproximada.

Para simular os possiveis disturbios presentes nos dados de respostas devido a
imprecisdes computacionais e interferéncias nos sensores de medidas, além da analise
realizada em dados livres de ruidos, foram adicionados as medidas de respostas 5% de
ruido. O nivel de ruido fundamentado na relagao sinal-ruido foi estabelecido em termos
da poténcia do ruido em relagdo a poténcia do sinal resposta, ou seja, através do valor
RMS (ruido branco gaussiano) dividido pelo valor RMS (sinal resposta), onde o RMS
(sinal resposta) ¢ definido como sendo o maior valor de RMS dentre todos os sinais de
resposta considerados do sistema.

A identificagdo dos sistemas realizada para os dois diferentes modelos que serao

apresentados a seguir, através dos métodos vistos no capitulo cinco, tem como objetivo
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avaliar a eficicia das técnicas estudadas e verificar a precisao dos parametros modais
obtidos através da utilizagao dos modelos ARMAYV ¢ ARV.

Nos dois casos, o algoritmo de identifica¢do utilizando o modelo ARMAV foi
realizado a partir de dados de entrada e saida no dominio do tempo, gerados com / =
1000 pontos, amostrados em intervalos no tempo de Af = 0.001segundos. J4 o processo
de identificacao estocastica a partir do modelo ARV exige um ntimero de pontos muito
maior. Foram gerados arquivos de dados de saida com / = 200.000 pontos com intervalo
no tempo de Afr =0.0001 segundos. Em ambos os casos, a identificacdo foi realizada a
partir de uma decimagdo que reduziu o nimero de pontos para / = 100.000 discretizados
em intervalos de Afr=0.0002 segundos, sendo que no segundo caso, além da
decimacao foi possivel realizar a identificagdo com o nimero de pontos reduzido para /
= 80.000. O intervalo de amostragem A¢ foi escolhido como sendo no minimo dez

vezes menor do que o inverso da freqiiéncia méxima do sistema analisado.

6.3.1. SISTEMA MECANICO DE 4 GDL — 1° CASO

O primeiro caso consiste na identificagdo dos pardmetros modais de um sistema
mecanico de 4 graus de liberdade com amortecimento viscoso linear ndo proporcional,
caracterizado por freqiiéncias distantes e fatores de amortecimento grandes.

A Tabela 6.1 apresenta os pardmetros fisicos, onde m; representa os
coeficientes da matriz de massa, k; da matriz de rigidez ¢ ¢; da matriz de
amortecimento, bem como as freqii€ncias naturais @, e os fatores de amortecimento ¢,

correspondentes ao j-€simo modo de vibrar do sistema.

Tabela 6.1: Parametros fisicos e pardmetros modais tedricos - modelo 4gdl

m,(kg) | ¢,N/(m/s)) | k,(Nm) | o, (Hz) @ ¢,

5 350 105000 12.25 0.1153
20 450 520000 30.36 0.1373
10 150 250000 61.44 0.2218
5 600 710000 78.46 0.2774

650 180000
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Ja a Tabela 6.2 mostra os modos de vibrar do sistema simulado, normalizados de

maneira que o elemento de maior valor em médulo tenha norma 1.

Tabela 6.2 : modos de vibrar tedricos - modelo 4gdl

Modos Teoricos

Modo 1 -(¢,) Modo 2 - (¢,) Modo 3 - (¢,) Modo 4 - (¢,)
0.8739-0.02231 | -0.5016+0.1071i 1.0000+0.0000i1 -0.0212+0.01481
1.0000+0.0000i | -0.4343+0.06271 | -0.2273-+0.0358i 0.0250-0.0158i
0.7928-0.03601 | 1.0000+0.00001 0.0184+0.00351 -0.4421+0.11131

0.6533-0.05531

0.9892-0.10461

0.0647-0.02811

1.0000+0.00001

Com o intuito de verificar a influéncia do tamanho da amostra no processo de
identificagdo dos pardmetros modais, os testes simulados através do algoritmo que

utiliza o modelo ARMAV foram realizados para valores de L =500 ¢ L=L__, sendo

max

Lyax =!-p, o que corresponde a identificagdo com amostras de 500 + p e 1000

pontos, respectivamente.

O resultado das identificagdes processadas utilizando o modelo ARMAYV para os
diferentes tamanhos de amostras, com valores de p variando no intervalo [2 20] e com a
banda de freqiiéncia estipulada no intervalo [0 freq corte ], para freq corte = 85 Hz,
pode ser visto na Figura 6.5, através do diagrama de estabilidade em relagdo as
freqliéncias. Na constru¢do deste diagrama (Figura 6.5) foram consideradas as quatro
medidas de respostas, livres e corrompidas por ruido, obtidas a partir de excitagdes
multiplas em cada uma das massas do sistema.

A andlise grafica, no caso da identifica¢do realizada a partir de dados livres de
ruido, revela que as quatro freqiiéncias naturais do sistema se estabilizam em toda faixa
de variacao de p, o que mostra que a ordem minima do modelo para esse caso ¢ p = 2.
Jé& para os dados corrompidos por ruido, a ordem minima passa a ser p = 3, uma vez que
a estimativa da freqiiéncia mais baixa do sistema igual a 12.25 Hz ¢ identificada
somente a partir desse valor. O resultado concorda com o principio de que o modelo
adequado para obter boas estimativas ¢ descrito por um modelo ARMAV(p, p) com
p.- m> 2n, onde m ¢ o nimero de saidas e n ¢ o nimero de graus de liberdade do

sistema, que neste caso, corresponde a m =4 en =4.
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Figura 6.5: Diagramas de estabilidade - modelo ARMAYV - (caso 1): (a) ruido 0%

(L =500); (b) ruido 0% (L = L__); (¢) ruido 5% (L = 500); (d) ruido 5% (L = L

max )

No entanto, a ordem do modelo ARMAYV, para todas as simulagdes numéricas

realizadas nesse trabalho, foi estabelecida a partir do critério BIC. A Figura 6.6 exibe

um grafico dos valores de BIC em funcdo dos valores de p, obtidos a partir da

identificacdo correspondente ao caso visto na Figura 6.5-(¢c).

Valores BIC

Figura 6.6: Critério BIC aplicado ao modelo ARMAYV — (caso 1)

12 14 16 18 20

Valores de p
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Segundo esse critério, a ordem ideal corresponde ao ponto de minimo da curva,
que neste caso equivale a p = 4. Como pode ser observada, a ordem obtida pelo critério
BIC ¢ maior comparada com aquela visualizada através do diagrama de estabilidade,

proporcionando um modelo ainda mais sobre-determinado.

Os resultados da identificacdo utilizando as quatro medidas de respostas
coletadas simultaneamente contaminadas por 5% de ruido, tais como: as freqiiéncias
naturais, os fatores de amortecimento com seus respectivos erros relativos percentuais
em relagdo aos valores tedricos encontram-se na Tabela 6.3. Essa identificacdo foi
processada a partir do modelo de ordem 4, ou seja ARMAV(4, 4), estabelecido pelo

critério BIC, utilizando uma amostra com 1000 pontos, o que corresponde a L =L

max *

Tabela 6.3: Parametros modais identificados — modelo ARMAYV — (caso 1)

Ruido-5% (L =L, )— ARMAV(4,4)

w; (Hz) Erro(%) g Erro(%)
12.25 0.0160 0.1305 13.21
30.35 0.0457 0.1453 5.845
61.42 0.0399 0.2193 1.151
78.47 0.0108 0.2785 0.3831

Nas identificagdes onde foram considerados os dados livres de ruido tanto para
as amostras com 500+p ou 1000 pontos, ou no caso onde foram adicionados ruidos de
5% as medidas de respostas com 500+p pontos, os erros relativos percentuais das
freqiiéncias e dos amortecimentos permaneceram iguais aos da Tabela 6.3, nao
ultrapassando 0.05% no caso da freqliéncia e inferior a 14% para o fator de
amortecimento. Isso mostra que, neste caso, onde todas as respostas foram medidas, o
tamanho da amostra e a perturbacdo dos dados por ruido ndo interferiram nas
estimativas das freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento do sistema simulado.

As Tabelas 6.4 e 6.5 apresentam os modos de vibrar do sistema, descritos
numericamente através de seus auto-vetores, e os erros relativos percentuais
Os modos de vibrar descritos na Tabela 6.4 foram identificados

correspondentes.

utilizando uma amostra de 1000 pontos. Para ambos os casos, onde os dados de saida
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foram considerados livres e corrompidos por ruido, a identificacdo foi realizada através
do modelo ARMAV(4, 4).

Tabela 6.4: Modos de vibrar identificados — modelo ARMAYV — (caso 1)

Modos Identificados — Ruido 0% - (L =L

max)

0.7939-0.05201
0.6452-0.06791

1.0000+0.0000i
0.9907-0.10081

0.0189-0.00181
0.0612-0.03461

Modo 1 -(¢,) Modo 2 - (¢,) Modo 3 - (¢;) Modo 4 - (¢,)
0.8743-0.0210i -0.5064-+0.08891 | 1.0000+0.0000i | -0.0226+0.0127i
1.0000+0.00001 -0.4367+0.04971 | -0.2257+0.04281 | 0.0267-0.0132i

-0.4447+0.10671
1.0000+0.00001

0.7904-0.05331
0.6483-0.06971

1.0000+0.00001
0.9911-0.10021

0.0123-0.00261
0.0550-0.03911

Modos Identificados — Ruido 5% - (L =L, )
Modo I - (¢,) Modo?2 - (¢,) Modo 3 - (¢,) Modo 4 - (¢,)
0.8721-0.02161 | -0.4975+0.0838i | 1.0000+0.0000i | -0.0190+0.01101
1.0000+0.0000i | -0.4281+0.0451i | -0.2341+0.0376i | 0.0301-0.0147i

-0.4397+0.10401
1.0000+0.00001

Através dos erros na Tabela 6.5 verifica-se que, diferentemente das freqiiéncias

e dos fatores de amortecimento, os modos sofreram alteragdes, ainda que pequenas, de

acordo com a presen¢a ou ndo de ruido nas medidas de respostas e do tamanho da

amostra. A técnica mostrou um bom desempenho também na identificagdo dos modos

de vibrar, cujos erros relativos percentuais permaneceram inferiores a 2.5%.

Tabela 6.5: Erros dos modos identificados — modelo ARMAYV — (caso 1)

Erro (%) — Modos Identificados
Ruido 0% Ruido 0% Ruido 5% Ruido 5%
(L=500) (L=L_.) (L=500) (L=L,,)
0.1311 0.1311 0.9357 0.2078
0.1005 0.1005 2.217 0.4276
0.0261 0.0261 0.3204 0.1249
0.0654 0.0654 0.8859 0.4305

Para calcular os erros apresentados na Tabela 6.5 e desenhar a forma dos modos

mostrados na Figura 6.7, foi necessario fazer a conversdo dos modos complexos para a

forma real. A conversdo foi realizada considerando os modulos de cada componente dos
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auto-vetores descritos na Tabela 6.4. O sinal de cada elemento dos modos reais foi
obtido, através da seguinte regra:
+ se 3n2<p<m/2

— se m2<p<3n/2
onde S corresponde ao angulo de fase de cada componente do auto-vetor.

sinal =

|AMT - AMI|

O erro relativo dos modos foi calculado por: Erro = y
MT

,onde Ay area

sob a curva obtida pelos modos reais tedricos e A4y, a area sob a curva alcancgada pelos

modos reais identificados.

Os dois sistemas massa-mola-amortecedor, que foram utilizados nas simulagoes,
sdo considerados engastados em ambos os lados, conforme Figura 6.4. Desta forma, em
todos os graficos da representacdo dos modos deste capitulo, os pontos correspondentes
as abcissas 0 e 5, para o caso do sistema mecanico de 4 graus de liberdade, e 0 e 6 para
o caso de 5 graus de liberdade, ndo foram identificados, mas sim adotados como sendo

de amplitude zero.

—+— Modelo Teorico
O Modelo Identificado - ruido 0% (L=500)

Modelo Identificado - ruido 5% (L=500)

¥ Modelo Identificado - ruido 5% (L=Lmax)

Figura 6.7: Comparacao entre as formas dos modos de vibrar tedricos e identificados —

modelo ARMAYV - (caso 1)



97

Além do critério do erro relativo, empregado para qualificar os resultados da
identificacdo, utilizou-se também o indice de confianca MAC (Critério de Correlagao
Modal) para quantificar numericamente a concordancia entre os modos de vibrar

teoricos ¢ € identificados - O indice MAC (ALLEMANG e BROWN, 1983) mede

o grau de correlacdo existente entre as formas dos modos comparados, e ¢ definido por:

2

4 4
b4 b b b

MAC(4; ;) =

onde ¢; representa o complexo conjugado de ¢, .

Os valores numéricos que o MAC pode assumir variam entre 0 e 1. Considera-se
que existe uma boa correlacdo entre a forma dos dois modos se 0 MAC assume um
valor acima de 0.9, e que as formas modais sdo totalmente ndo correlacionadas quando

o valor de MAC esta abaixo de 0.1.

Tabela 6.6: Valores assumidos por MAC — modelo ARMAYV — (caso 1)

Valores - MAC
Ruido 0% Ruido 0% Ruido 5% Ruido 5%
(L=500) (L=L_.) (L=500) (L=L_.)
0.9999 0.9999 0.9998 0.9999
0.9998 0.9998 0.9986 0.9997
0.9999 0.9999 0.9997 0.9997
1.0000 1.0000 0.9997 0.9999

Através dos valores apresentados na Tabela 6.6, pode-se observar, de uma outra
forma, que os modos foram muito bem identificados, uma vez que os valores assumidos
pelo indice de confianca MAC foram superiores a 0.9.

Geralmente, em situagdes reais, poucos pontos sao medidos e utilizados no
processo de identifica¢do dos parametros modais, por razdes econdomicas, devido ao alto
custo dos equipamentos de medicdo. Neste contexto, foram realizadas também
simulagdes onde apenas algumas saidas foram consideradas. Pode-se observar que a
qualidade da identificacdo depende da quantidade de informacgdes e da localizacdo dos
pontos de medidas. A Tabela 6.7 mostra alguns dos resultados alcangados na

identificagdo considerando 2 e 3 pontos de saidas, com nivel de ruido igual a 5%.
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Tabela 6.7: Erros dos parametros modais identificados considerando nimero reduzido
de pontos de medicdo — modelo ARMAV- (caso 1)

Erro (%) - Pardametros Modais (L = L, )—Ruido 5%

3 pontos de medidas de respostas : m;, m; e m;

@; ¢, Modos - (¢;)
ARMAV(11,11) 0.0160 13.21 0.1798
0.0457 5.845 0.6210
0.0399 1.151 0.3715
0.0108 0.3831 0.8243
2 pontos de medidas de respostas : m; e m;
@; ¢, Modos —(¢;)
ARMAV(14,14) 0.0158 13.22 0.1740
0.0457 5.845 0.1042
0.0399 1.151 1.466
0.0108 0.3831 37.35

Analisando os dados apresentados na Tabela 6.7, pode-se notar que

as

freqliéncias e fatores de amortecimento identificados a partir de 2 e 3 pontos de

respostas nao sofreram alteragcdes, comparados com os resultados da identificagdo onde

todos os pontos foram considerados (Tabela 6.3). No entanto, para alcancar esses

resultados, foi preciso aumentar sensivelmente a ordem do modelo ARMAV, de p=4

para p=11 e p=14, nos casos onde foram avaliadas apenas 2 ¢ 3 saidas. Em relacdo aos

modos de vibrar, os resultados também foram satisfatorios com erros inferiores a 1.5%,

exceto para o quarto modo, alcangando um erro de quase 37.5% quando apenas 2 saidas

foram avaliadas. A qualidade da identificacdo também pode ser verificada através dos

valores MAC exibidos na Tabela 6.8. O erro grande em relagdo ao quarto modo,

provavelmente deve-se ao fato da escolha ndo adequada da localizagdo dos pontos de

saidas.

Tabela 6.8: Valores assumidos por MAC — modelo ARMAYV — (caso 1)

considerando nimero reduzido de pontos de medi¢do

Valores MAC - Ruido 5% (L =L

max )

3 pontos de medidas de
respostas: mj, m; e ms

2 pontos de medidas de
respostas: mj e m;

0.9999 1.0000
0.9997 1.0000
0.9996 0.9984
0.9995 0.3278
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Apesar da andlise dos resultados obtidos através do modelo ARMAYV apresentar
consisténcia dos parametros modais, ¢ interessante que seja feita a validacao do modelo.
A Figura 6.8 apresenta, como exemplo, o resultado do teste do sinal residual
correspondente a saida 1. Através da Figura 6.8(a) pode ser observado que a fungdo de
auto-correlacdo do sinal residual permanece dentro do intervalo de confianga, para
atrasos superiores a zero, ou exceto no lag zero, garantindo assim que o sinal residual
seja proximo do ruido branco. Ja a Figura 6.8(b) indica que o histograma do sinal
residual se aproxima de uma distribui¢do Gaussiana. As mesmas conclusdes sdo validas
para as saidas 2, 3 e 4. Assim pode-se dizer que 0 modelo ARMAV(4, 4), obtido a partir
das 4 medidas de respostas com 500+p pontos contaminadas por ruido, representa um

bom ajuste dos dados pelos quais ele foi estimado.

Autocorrelacao Histograma

1.2 120

100

0.8+ 4
80
0.6 4
60
0.4 4

40
0.2 B

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 20

0.2 : : : : 0
0 10 20 30 40 50 04 02 0 0.2 0.4

lag Variavel aleatoria

€Y (b)
Figura 6.8: Teste do sinal residual da saida 1

(a) funcao de auto-correlagao; (b) histograma — (caso 1)

No caso da identificacao estocastica realizada através do modelo ARV, a ordem
do sistema dinamico foi estimada sem a utilizagdo dos critérios ja apresentados. O
critério analitico proposto, que contribui para solucionar o problema da determinagdo da
ordem que melhor representa o sistema, dentro de uma faixa de freqiiéncia, ¢ descrito

através do algoritmo apresentado na Figura 6.3.
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As estimativas das freqliéncias obtidas através do modelo ARV, cujo algoritmo
esta representado no fluxograma da Figura 6.2, pode ser visto na Figura 6.9. Esses
resultados foram alcancados por meio da identificacdo processada a partir das quatro
medidas de respostas com 100.000 pontos, livres e contaminados por ruido. Com a
suspeita de que o tamanho da amostra fosse excessivamente grande sem necessidade,
realizaram-se testes com tamanhos menores, onde foi constatado que as freqiiéncias
continuavam a ser identificadas de maneira satisfatoria, enquanto que os erros em

relagdo aos fatores de amortecimento aumentavam drasticamente.
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Figura 6.9: Diagramas de estabilidade - modelo ARV— (caso 1) (a) ruido 0%;
(b) ruido 5%

Através dos graficos ilustrados na Figura 6.9 pode-se observar a estabilizacdo de
quatro freqliéncias pertencentes a banda de [0 85] Hz no intervalo [40 90] de variagao
de p. Esta faixa de variagdo foi escolhida apos a visualizagdo grafica do diagrama de

estabilidade em uma faixa maior com p variando de 2 a 100.

Nos casos acima, apds o conjunto de parametros obtidos no processo de

identificagdo, o algoritmo descrito na Figura 6.3 ¢ utilizado para selecionar a melhor
estimativa, considerando os seguintes dados: ¢ =0.25, ¢, =0.1e &, =1. Os resultados

da melhor estimativa dentre as freqiiéncias identificadas com seus respectivos fatores de
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amortecimento € modos de vibrar sdo mostrados nas Tabelas 6.9 e 6.10, onde p;,

representa a ordem do modelo ARV utilizado para identificar a freqiiéncia @; ¢ seu
correspondente fator de amortecimento ¢; e modo de vibrar ¢ ;.
Tabela 6.9: Parametros modais identificados — modelo ARV- (caso 1)
Ruido-0% — ARV(p,)
D; w;(Hz) | Erro (%) ¢, Erro (%)
82 12.73 3.924 0.1358 17.81
65 30.12 0.7967 0.1484 8.070
65 60.52 1.508 0.2273 2.480
56 78.54 0.0985 0.2489 10.29
Ruido-5% — ARV(p,)
p; w;(Hz) | Erro (%) ¢, Erro (%)
81 12.66 3.368 0.1281 11.15
65 30.11 0.8202 0.1481 7.833
80 61.22 0.3704 0.2218 0.0094
58 79.56 1.402 0.2449 11.70
Tabela 6.10: Modos de vibrar identificados — modelo ARV — (caso 1)
Modos Identificados — Ruido 0%- ARV(p;)

Modo 1 -(¢,) Modo 2 - (¢,) Modo 3 - (¢,) Modo 4 - (¢,)
0.8738-0.0188i -0.4982+0.0989i | 1.0000+0.0000i | 0.0506+0.2094i
1.0000+0.0000i -0.3777+0.0951i | -0.1842+0.1557i | -0.0151-0.0528i
0.8026-0.0012i 1.0000+0.00001 -0.0217-0.05321 | -0.4170+0.27091
0.6689-0.00691 0.9853+0.02101 0.0609-0.01221 1.0000+0.00001i

Modos Identificados — Ruido 5% - ARV(p;)

Modo I - (¢,) Modo?2 - (¢,) Modo 3 - (¢,) Modo 4 - (¢,)

0.8721-0.02161 | -0.4975+0.08381 | 1.0000+0.0000i | -0.0190+0.0110i

1.0000+0.00001 | -0.4281+0.0451i | -0.2341+0.03761 | 0.0301-0.0147i
0.7904-0.0533i 1.0000+0.00001 0.0123-0.00261 | -0.4397+0.10401
0.6483-0.06971 0.9911-0.10021 0.0550-0.0391i 1.0000+0.0000i

Através da Tabela 6.9 observa-se que as estimativas das freqii€ncias naturais

possuem erros relativos percentuais menores do que 4%, enquanto que os valores
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estimados para os fatores de amortecimento apresentam erros inferiores a 18%. J4 em
relagdo aos modos de vibrar, pode ser visto através da Tabela 6.11 que os mesmos
foram identificados satisfatoriamente, com erros inferiores a 3.5%, exceto o erro em

relacdo ao quarto modo que atingiu aproximadamente 20.5%.

Tabela 6.11: Erros dos modos identificados -modelo ARV — (caso 1)

Erro (%) — Modos Identificados
Ruido 0% Ruido 5%
0.6644 0.3251
1.474 2.232
1.945 3.121
20.32 18.79

Nota-se através dos resultados obtidos que a técnica utilizada na identificagao
trata de forma eficiente o ruido adicionado aos dados de respostas, uma vez que os erros
relativos da freqiiéncia e fatores de amortecimento e modos de vibrar ndo sofrem

mudangas significativas na presenca de ruido.

O bom desempenho da técnica empregada na identificacdo dos parametros

modais pode ser verificado também através dos indices MAC exibidos na Tabela 6.12 .

Tabela 6.12: Valores assumidos por MAC — modelo ARV -(caso 1)

Valores — MAC
Ruido 0% Ruido 5%
0.9992 0.9992
0.9939 0.9929
0.9808 0.9810
0.9485 0.9552

A forma dos modos obtidos através do modelo ARV, a partir de dados livres e

corrompidos por ruido pode ser vista através dos seguintes graficos na Figura 6.10.
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—f— Modelo Teorico
O Modelo Identificado - ruido 0%
[~ Modelo Identificado - ruido 5%

Figura 6.10: Comparacao entre as formas dos modos de vibrar tedricos e

identificados — modelo ARV - (caso 1)

E importante dizer que para cada modelo diferente, a faixa de variagio de p no
processo de identificacdo utilizando essa técnica através do modelo ARV, pode sofrer
alteracdes dependendo da quantidade de respostas medidas e também da adi¢do ou ndo

de ruidos a esses dados.

Tabela 6.13: Erros dos parametros modais identificados considerando nimero reduzido
de pontos de medi¢do — modelo ARV- (caso 1)

Erro(%) — Parametros Modais— Ruido 5%
3 pontos de medidas de respostas : m;, m, e ms;

p; @ - 9;
82 2.254 5.203 0.4594
69 2.509 1.789 0.9555
61 0.2422 14.63 0.9546
2 pontos de medidas de respostas : m; e m;

176 1.635 29.24 0.7482
178 0.0450 1.981 1.193
158 0.2534 8.668 1.292
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Tabela 6.14: Valores assumidos por MAC — modelo ARV — (casol)

considerando niimero reduzido de pontos de medig¢ao

Valores MAC - Ruido 5%

3 pontos de medidas de 2 pontos de medidas de
respostas: mj, m; e ms respostas: mj e m;
0.9985 0.9999
0.9958 0.9997
0.9799 0.9929

Para o caso onde somente 3 medidas de respostas sao consideradas o intervalo
de variacdo de p, necessario para o processo de identifica¢do, corresponde a [40 100].
Ainda assim, como mostra a Tabela 6.13, apesar dos erros em relacdo as freqiiéncias
ndo ultrapassarem 2.5% , aos fatores de amortecimento serem inferiores a 15% e em
relacdo aos modos menores do que 1%, ndo foi possivel identificar a freqliéncia mais

alta do sistema.

J& para a identificacdo realizada com apenas 2 pontos de saida considerando um
intervalo [100 200] para valores de p, além de ndo ser possivel encontrar a estimativa
para a freqiiéncia mais alta o erro em relacdo ao amortecimento teve um aumento
significativo chegando a quase 29.5%.

Através dos valores MAC, exibidos na Tabela 6.14 pode-se confirmar a

identificacao satisfatoria dos trés primeiros modos.

6.3.2. SISTEMA MECANICO DE 5 GDL —2° CASO

Neste caso, as técnicas de identificacdo através do modelo ARMAV ¢ ARV,
estudadas neste trabalho, sdo aplicadas na analise de um sistema dinamico estrutural de
5 graus de liberdade, com amortecimento ndo proporcional. Os parametros fisicos do
sistema simulado, bem como suas freqiiéncias naturais tedricas e seus respectivos
fatores de amortecimento encontram-se na Tabela 6.15. Ja& os modos de vibrar estdo
representados numericamente na Tabela 6.16 através dos auto-vetores do sistema em

sua forma normalizada.
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Tabela 6.15: Parametros fisicos e parametros modais tedricos - modelo 5gdl

m(kg) ¢, (N(ms) |k Nm) | o (Hz) @ ¢
0.5 1 1100 3.157 0.0068
2 0.3 4330 9.130 0.0083
1 0.5 2500 18.02 0.0110
0.3 0.5 3500 19.54 0.0178
0.1 0.3 1300 27.41 0.0336

1 1200

A finalidade aqui ¢ avaliar a eficiéncia dessas técnicas de identificagdo, no caso
onde o sistema estrutural ¢ caracterizado por apresentar freqiiéncias naturais proximas e

baixos fatores de amortecimento, como mostra a Tabela 6.15.

Tabela 6.16: Modos de vibrar tedricos - modelo 5gdl

Modos Teoricos

Modo 1 - (¢,)

Modo 2 - (¢,)

Modo 3 - (¢;)

Modo 4 - (¢,)

Modo 5 - (¢5)

0.8274-0.00251
1.0000+0.0000i
0.9841+0.0006i
0.8622-0.00031
0.4555-0.00281

-0.5270+0.0015i
-0.4606-0.00261
0.8670+0.0025i
1.0000+0.0000i
0.5986-0.01111

1.0000+0.0000i
-0.2267+0.0032i
-0.0256+0.00611

0.2119-0.01271

0.2239-0.0296i

-0.1097+0.0068i
0.0535-0.00101
-0.3098-0.01411
0.7640+0.0598i
1.0000+0.0001i

0.0012-0.00031
-0.6026+0.00051

0.0530-0.0078i
-0.3594+0.0333i

1.0000+0.0001i

Para este caso também serdo apresentados alguns resultados da identificagao,
obtidos através do algoritmo que utiliza o modelo ARMAYV, para amostras de tamanhos

diferentes com 500+p e 1000 pontos.

A Figura 6.11 mostra os graficos das estimativas das freqiiéncias pertencentes a
banda de [0 30] Hz contra o intervalo de variac¢ao de p [2 20], onde 30 Hz corresponde a
freqiiéncia de corte pré-estabelecida. As estimativas foram encontradas a partir das
cinco medidas de entrada e saida do sistema para diferentes tamanhos de amostras. A
partir da analise grafica dos diagramas torna-se evidente que o sistema analisado possui
cinco freqliéncias naturais visto que estas se estabilizam em toda faixa de variagdo de p,
sendo os dados de resposta, livre ou ndo de ruido, e independentemente do nimero de
pontos utilizado no processo de identificagdo. Esses resultados mostram a eficiéncia do

método dos minimos quadrados aliado ao modelo ARMAYV em identificar sistemas com

freqiiéncias proximas.
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Figura 6.11: Diagramas de estabilidade - modelo ARMAV- (caso 2): (a) ruido 0%
(L =500); (b) ruido 0% (L =L_,,); (c) ruido 5% (L =500); (d) ruido 5% (L =L, )

max

-85

Valores BIC

_120 Il Il Il Il Il Il Il Il
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Valores de p

Figura 6.12: Critério BIC aplicado ao modelo ARMAV- (caso2)

Como ja dito anteriormente, a ordem de todos os modelos ARMAYV, analisados
neste trabalho, foi determinada através do uso do critério BIC. No entanto, para este
caso, sera ilustrado apenas o grafico da evolugdo dos valores BIC num determinado

intervalo de p, para estabelecer a ordem do modelo construido a partir de dados de
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respostas contaminados por ruido com 1000 pontos. Como pode ser visto através da
Figura 6.12, o ponto de minimo da curva que corresponde a ordem do modelo, segundo
esse critério, ¢ p = 3. Entretanto, ¢ possivel visualizar através do diagrama (Figura
6.11) que a ordem minima para realizar uma melhor identificacdo seria p = 4, porque ¢ a
partir desse valor de p que a estimativa da freqiiéncia natural mais baixa do sistema,
igual a 3.15 Hz, se estabiliza. Neste caso, portanto, pode-se verificar que a ordem do
modelo determinada através do critério BIC foi sub-estimada.

As estimativas das freqiiéncias naturais e dos fatores de amortecimento obtidas a
partir da identificagdo utilizando as cinco saidas do sistema, com seus correspondentes

erros relativos percentuais, sao exibidos na Tabela 6.17.

Tabela 6.17: Parametros modais identificados — modelo ARMAYV — (caso 2)

Ruido-0% (L=500) — ARMAV(5,5) Ruido-0% (L =L_, )— ARMAV(3,3)

max

w; (Hz) | Erro(%) ¢, Erro(%) | w;(Hz) | Erro(%) ¢ Erro(%)

3.157 0.0030 | 0.0068 | 0.1070 3.157 0.0030 | 0.0068 | 0.1070
9.130 0.0008 | 0.0083 | 0.0853 9.130 0.0008 | 0.0083 | 0.0853
18.02 0.0001 | 0.0110 | 0.0329 18.02 0.0001 | 0.0110 | 0.0329
19.54 0.0005 | 0.0179 | 0.4194 19.54 0.0005 | 0.0179 | 0.4194
27.41 0.0003 | 0.0336 | 0.0906 27.41 0.0003 | 0.0336 | 0.0906
Ruido-5% (L=500) — ARMAV(3,3) Ruido-5% (L =L, )—ARMAV(3,3)
w; (Hz) Erro(%) ¢ Erro(%) | o ; (Hz) Erro(%) ¢ Erro(%)

3.337 5.709 0.0063 6.692 3.001 4.916 0.0073 7.522
9.129 0.0072 | 0.0083 | 0.2908 9.130 0.0046 | 0.0083 | 0.0663
18.02 0.0063 | 0.0110 | 0.2962 18.02 0.0052 | 0.0110 | 0.1510
19.54 0.0006 | 0.0179 | 0.5211 19.54 0.0016 | 0.0179 | 0.5004
27.41 0.0006 | 0.0336 | 0.0929 27.41 0.0003 | 0.0336 | 0.0905

Como pode ser observado, notou-se alteragdo nas estimativas para diferentes
tamanhos de amostras, somente quando os dados de saida foram acrescidos de ruido.
Nestes casos os erros referentes aos valores estimados das freqiiéncias naturais nao
ultrapassaram 6% enquanto que para os fatores de amortecimento foram inferiores a
8%.

Os modos de vibrar representados pelos auto-vetores do sistema, identificados
através do modelo ARMAV(3, 3) aplicado a uma amostra de 1000 pontos corrompida

ou ndo por ruido sdo exibidos na Tabela 6.18.
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Tabela 6.18: Modos de vibrar identificados — modelo ARMAYV — (caso 2)

Modos Identificados — Ruido 0% - (L =L, )

0.4555-0.00271

0.5986-0.0111i

0.2239-0.0297i

Modo I -(¢,) | Modo?2-(¢p,) | Modo3-(¢,) | Modo4-(¢,) Modo5-(gs)
0.8274-0.00251 | -0.5270+0.00151i | 1.0000+0.0000i | -0.1097+0.00711 | 0.0012-0.0003i
1.0000+0.0000i | -0.4606-0.00261 | -0.2667+0.0032i | 0.0535-0.0011i | -0.0026+0.0005i
0.9842+0.00061 | 0.8670+0.00251 | -0.0256+0.0062i | -0.3098-0.01391 | 0.0530-0.0077i
0.8622-0.0003i | 1.0000+0.0000i | 0.2119-0.0129i | 0.7640+0.05961 | -0.3595+0.0332i

1.0000+0.0000i

1.0000+0.0000i

Modos Identificados — Ruido 5% - (L =L, )

Modo 1 -(4,) | Modo2-(¢,) | Modo3-(¢,) | Modo4-(g,) Modos5-(g)
0.8487+0.0054i | -0.5129-0.0042i | 1.0000+0.000i | -0.1070+0.0229i | 0.0050-0.0014i
1.0000+0.0000i | -0.4460-0.0082i | -0.2520+0.0281i | 0.0558+0.0124i | 0.0012-0.0006i
0.9864+0.0011i | 0.8690+0.0019i | -0.0465+0.0281i | -0.3068+0.0048i | 0.0566-0.0087
0.8797+0.0057i | 1.0000+0.0000i | 0.1949+0.0031i | 0.7653+0.0628i | -0.3543+0.0315i
0.5227+0.0214i | 0.6001-0.0122i | 0.2061-0.0141i | 1.0000+0.0000i | 1.0000+0.0000i

Com os erros em relagdo aos modos, descritos na Tabela 6.19, pode-se tirar a

mesma conclusdo referente as freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento, isto &,

que o tamanho da amostra no processo de identificagdo ndo influenciou nas estimativas

quando utilizou-se dados livres de ruido. Para as simulacdes onde foi considerada a

adi¢do de 5% de ruido aos dados de saida, os erros ndo chegaram atingir 5%, mostrando

assim que o procedimento utilizado na identificagdo teve um boa performance também

no caso de sistemas com alta densidade modal.

Tabela 6.19: Erros dos modos identificados — modelo ARMAYV — (caso 2)

Erro (%) — Modos Identificados
Ruido 0% Ruido 0% Ruido 5% Ruido 5%
(L=500) (L=L,,) (L=500) (L=L,)
0.0020 0.0020 4.824 2.636
0.0005 0.0005 0.7850 0.6007
0.0016 0.0016 0.9869 1.250
0.0014 0.0014 1.522 0.0583
0.0004 0.0004 0.0235 0.4209

A comparagdo dos modos de vibrar, através da representacdo geométrica dos

auto-vetores normalizados, obtidos das identificagdes com diferentes tamanhos de

amostras, considerando o ruido adicionado ou nao aos dados de saida, estd apresentada

na Figura 6.13.
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Modo 1

Modo 3

Modo 5

—— Modelo Teorico
O Modelo Identificado - ruido 0% (L=500)
[~ Modelo Identificado - ruido 5% (L=500)
% Modelo Identificado - ruido 5% (L=Lmax)

Figura 6.13: Comparagao entre as formas dos modos de vibrar tedricos e identificados —

modelo ARMAV- (caso 2)

Como pode ser visto na Tabela 6.20, através dos valores assumidos pelo indice
MAUC, para todas as situacdes analisadas, pode-se confirmar os resultados satisfatorios
na identificagdo dos parametros do sistema com alta densidade modal utilizando o

modelo ARMAYV.

Tabela 6.20: Valores assumidos por MAC — modelo ARMAYV — (caso 2)

Valores - MAC

Ruido 0% Ruido 0% Ruido 5% Ruido 5%
(L=500) (L=L,.) (L=500) (L=L,,)
1.0000 1.0000 0.9962 0.9988
1.0000 1.0000 0.9997 0.9988
1.0000 1.0000 0.9869 0.9972
1.0000 1.0000 0.9953 0.9995
1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
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Na Tabela 6.21 estd descrito os erros relativos percentuais obtidos quando
apenas duas, trés e quatro medidas de respostas foram consideradas no processo de

identificacao.

Tabela 6.21: Erros dos parametros modais identificados considerando niumero reduzido
de pontos de medi¢do — modelo ARMAYV — (caso 2)

Erro(%) - Parametros Modais (L = L, )— Ruido 5%

4 pontos de medidas de respostas : m;, my, mz e my

@; ¢; Modos —(¢,)
ARMAV(7,7) 0.0027 0.1099 0.9972
0.0008 0.0853 0.2180
0.0001 0.0329 0.0831
0.0005 0.4914 0.0032
0.0003 0.0906 2.066
3 pontos de medidas de respostas : m;, m; e ms
@; ¢; Modos —(¢,)
ARMAV(11,11) 0.0030 0.1075 0.7326
0.0008 0.0854 1.052
0.0001 0.0330 3.680
0.0005 0.4915 0.4591
0.0003 0.0906 12.24
2 pontos de medidas de respostas : m; e m;
o; ¢; Modos - (¢,)
ARMAV(70,70) 0.0035 1.038 0.3101
0.0021 0.1936 0.4486
0.0001 0.0366 0.1910
0.0004 0.4881 2.595
0.0003 0.0905 52.32

Fazendo uma andlise desses resultados, observa-se que a maior parte das
estimativas referentes as freqliéncias naturais e aos fatores de amortecimento ndo sofreu
alteragdes significativas, de uma identificagdo para outra, nos casos de duas, trés e
quatro medidas de respostas utilizadas. Em relagdo aos modos, as mudancas foram
mais acentuadas com erros alcangando quase 13%, no caso da utilizagdo de 3 sinais de
saida. Quando apenas duas saidas foram consideradas, o quarto modo alcangou
isoladamente um erro de aproximadamente 52.5%. Isso provavelmente ocorreu devido a

localizagao nao adequada dos pontos de captagao de saida, proximos a nds da estrutura.
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Os valores numéricos assumidos por MAC, mostrados na Tabela 6.22 ,confirma
a boa correlagcdo da forma entre os modos teoricos e identificados, exceto para o quinto
modo, quando apenas duas medidas de respostas foram consideradas no procedimento

de identificagao.

Tabela 6.22: Valores assumidos por MAC — Modelo ARMAYV — (caso 2) considerando

numero reduzido de pontos de medicao

Valores MAC - Ruido 5% (L=1L,,.)
4 pontos de medidas de 3 pontos de medidas de 2 pontos de medidas
respostas: mj, my, m; e respostas: mj, my e m; de respostas: m; e m;
ey
0.9999 0.9999 1.0000
0.9997 0.9994 1.0000
0.9975 0.9979 0.9997
0.9991 0.9974 0.9776
0.9996 0.9875 0.2306

Realizando uma andlise comparativa entre os dados da Tabela 6.21 e aqueles
obtidos na identificacdo quando foram utilizadas as cinco saidas do sistema, nas
mesmas condi¢des, verifica-se algo aparentemente inesperado, principalmente
relacionado com o primeiro modo. Observa-se que as freqii€ncias naturais estimadas
com seus respectivos fatores de amortecimento e modos de vibrar, identificados através
do modelo ARMAV(3,3) utilizando todas as saidas, apresentam erros muito maiores
quando comparadas com aqueles apresentados na Tabela 6.21. Isso se deve ao fato de
que o modelo ARMAV utilizado deveria ter sido de ordem minima p = 4, como pode
ser vista através do diagrama ilustrado na Figura 6.11(d), e ndo p = 3 como foi
estabelecida pelo critério BIC.

Além disso, a ordem do modelo ARMAV(70,70), utilizado na identificagdo para
o caso onde somente duas medidas de respostas foram consideradas, foi encontrada
através do auxilio do diagrama de estabilidade. Utilizando o critério BIC a ordem seria
de p = 37, tornando impossivel a identificagdo das duas freqii€ncias mais baixas do

sistema.
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Para efeito de ilustragdo, sera mostrado o teste de validacido do modelo
ARMAV(3, 3) obtido a partir das cinco medidas de respostas contaminadas por ruido,
com 500+p pontos. A Figura 6.14 ilustra o resultado do teste através da funcdo de
autocorrelagcdo (a) e do histograma (b), do sinal residual correspondente a saida 1,
garantindo que o sinal se aproxima de um ruido branco gaussiano. Uma vez que as
mesmas conclusdes sao validas também para as saidas 2, 3 e 4 e 5, pode-se afirmar que

o modelo ARMAV(3, 3) se ajusta bem aos dados pelos quais ele foi estimado.

Autocorrelacao Histograma
12 ; ; 140 ; ;
1r 1 120+
0.8} g 100}
0.6 , 80l

60+

40}

20+

02 1 1 1 1 0
0 10 20 30 40 50 -3 -2 1 0 1 2

lag Variavel aleatoria

@) (b)
Figura 6.14: Teste do sinal residual da saida 1:

(a) funcdo de auto-correlagdo; (b) histograma — (caso 2)

A 1identificacdo realizada através do modelo ARV, para varios valores de p
pertencentes ao intervalo [2, 40], fornece as estimativas das freqiiéncias, como podem
ser visualizadas graficamente através do diagrama representado na Figura 6.15. Esses
resultados foram obtidos utilizando no processo de identificagdo, as cinco medidas de
respostas, livres e corrompidas por ruido, e considerando uma amostra com 80.000
pontos discretizados em intervalos de At =0.0002 segundos. A partir desses diagramas
de estabilidade torna-se evidente que o sistema analisado possui cinco freqiiéncias

naturais na banda de [0, 30] Hz, sendo 30 Hz a freqiiéncia de corte pré-estabelecida.
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Figura 6.15: Diagramas de estabilidade - modelo ARV— (caso 2)
(a) ruido 0%; (b) ruido 5%

A partir das freqliéncias identificadas, o conjunto final que representa os
parametros modais foi obtido segundo o algoritmo descrito na Figura 6.3. Para este caso
foram considerados os mesmos valores de &, & e &, necessarios no processo de
selecao da melhor estimativa, utilizados no exemplo anterior. O resultado dessa selecao
encontra-se nas Tabelas 6.23 e 6.24, e corresponde as estimativas das freqiiéncias
naturais, fatores de amortecimento e modos de vibrar do sistema estrutural, com os

respectivos valores p,. Cada p, representa a ordem do modelo pelo qual os

parametros foram encontrados.

Tabela 6.23: Parametros modais identificados — modelo ARV — (caso 2)

Ruido-0% — ARV(p;)
D, w; (Hz) Erro (%) ¢, Erro (%)
23 3.188 0.9795 0.0068 0.0537
23 9.182 0.5650 0.0092 10.93
21 18.14 0.6647 0.0116 5.732
22 19.68 0.7468 0.0184 2.886
21 27.60 0.6892 0.0344 2.378
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Tabela 6.23: Parametros modais identificados — modelo ARV - (caso 2) - (continuacao)

Ruido-5% — ARV(p;)
D w;(Hz) | Erro (%) ¢, Erro (%)
28 3.181 0.7798 0.0079 15.90
23 9.178 0.5216 0.0089 5.521
23 18.14 0.6617 0.0117 5.888
22 19.70 0.8251 0.0184 3.347
21 27.64 0.8476 0.0317 5.512

Tabela 6.24: Modos de vibrar identificados — modelo ARV — (caso 2)

Modos Identificados — Ruido 0% - ARV(p,)

0.4526-0.00301

0.6012-0.00561

0.2703-0.0852i

1.0000+0.0000i

Modo 1 -(¢,) | Modo 2-(¢,) | Modo3-(¢,) | Modo4-(¢,) | Modo5 - (gs)
0.8339-0.00131 | -0.5263+0.00391 | 1.0000+0.0000i | -0.1045+0.0101i | 0.0047-0.00101
1.0000+0.0000i | -0.4592+0.0055i | -0.2249+0.0034i | 0.0517-0.0039i | -0.0030+0.0006i
0.9820-0.00471 | 0.8653+0.0148i | -0.0374+0.02531 | -0.3049-0.00251 | 0.0516-0.0125i
0.8584-0.0052i | 1.0000+0.0000i | 0.2477-0.0518i | 0.7602+0.0587i | -0.3635+0.0439i

1.0000+0.0000i

Modos Identificados — Ruido 5% - ARV(p;)

0.4605+0.00331

0.6024-0.00601

0.2602-0.0831i

1.0000+0.0000i

Modo 1 -(¢,) | Modo2-(¢,) | Modo3-(¢,) | Modo4-(¢,) Modo5-(gs)
0.8268+0.00381 | -0.5235+0.00361 1.0000+0.000i | -0.1063+0.0080i | -0.0012-0.00051
1.0000+0.0000i | -0.4562+0.0061i | -0.2270+0.0035i | 0.0519-0.0042i | -0.0025+0.0007i
0.9859-0.00681 | 0.8652+0.01421 | -0.0355+0.02571 | -0.3047+0.00271 | 0.0493-0.00871
0.8668+0.00911 | 1.0000+0.0000i 0.2401-0.05261 | 0.7618+0.0581i1 | -0.3413+0.0318i

1.0000+0.0000i

Através dos valores apresentados nas Tabelas 6.23 e 6.25 observa-se que os

erros em relacdo as freqiiéncias, fatores de amortecimento ¢ modos de vibrar ndo

ultrapassaram 1%, 16% e 7%, respectivamente. Isso mostrou que a técnica utilizada

também identificou de maneira satisfatoria o sistema que possui alta densidade modal.

Tabela 6.25: Erros dos modos identificados -modelo ARV — (caso 2)

Erro (%) — Modos Identificados

Ruido 0% Ruido 5%
0.0557 0.2608
0.0088 0.1153
6.8544 5.7079
0.5223 0.3762
0.4359 0.7110
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A confirmacao da identificacdo satisfatoria dos paradmetros modais pode ser

constatada também através dos valores do indice MAC apresentados na Tabela 6.26.

Tabela 6.26: Valores assumidos por MAC - modelo ARV — (caso 2)

Valores — MAC
Ruido 0% Ruido 5%
1.0000 1.0000
0.9999 0.9999
0.9934 0.9945
0.9999 0.9999
0.9999 0.9997

A Figura 6.16 mostra uma comparacao grafica da forma dos modos entre o

modelo tedrico e os modelos identificados a partir dos dados livre e corrompido por

ruido.
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Modo 5

—k— Modelo Teorico
O Modelo Identificado - ruido 0%
[~ Modelo Identificado - ruido 5%

Figura 6.16: Comparagao entre as formas dos modos de vibrar tedricos e

identificados — modelo ARV - (caso 2)
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Analisando os dados da Tabela 6.27, nota-se que para os casos onde apenas 3 ¢ 4
saidas foram consideradas, todas as freqiiéncias naturais do sistema foram identificadas
na faixa de [0 30] Hz. Nestes casos, os intervalos de p “escolhidos” necessarios para

realizar as identificagdes foram de [2 50] e [2 60], respectivamente.

Tabela 6.27: Erros dos parametros modais identificados considerando nimero reduzido
de pontos de medi¢do — modelo ARV — (caso 2)

Erro(%) — Parametros Modais— Ruido 5%
4 pontos de medidas de respostas : m;, my, mz e my

pj @j <) ¢,
28 0.5859 4.077 0.0713
25 0.5604 11.67 0.2439
22 0.6704 6.305 3.164
25 0.7541 3.898 0.7155
23 0.9004 0.016 0.0841
3 pontos de medidas de respostas : m;, my e m;
36 0.5165 1.855 0.0477
33 0.5280 8.461 0.1982
26 0.6697 6.932 1.923
34 0.7069 12.61 2.395
35 0.9337 13.45 0.8729
2 pontos de medidas de respostas : m; e m,
61 0.5939 7.057 0.0165
60 0.5492 6.205 0.0747
62 0.9839 5.530 0.0379
65 0.3935 14.43 0.0586

Para a identificagcdo realizada somente com 2 medidas de respostas houve a
perda da freqiiéncia mais alta do sistema. A ocorréncia deste fato, possivelmente se deu
pela escolha de pontos de saidas proximos de nods da estrutura. Neste caso a

identificagao foi realizada considerado um intervalo de variagdo de p igual a [40 80].

No entanto, pode-se dizer que em geral, os resultados obtidos quando apenas
algumas saidas foram consideradas no processo de identificacdo foram satisfatorios,
uma vez que os erros em relacdo as freqiiéncias, fatores de amortecimento e modos de

vibrar foram inferiores a 1%, 15% e 3.5%, respectivamente.
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A boa qualidade dos parametros modais identificados pode também ser

verificada através dos valores assumidos pelo indice MAC, apresentados na Tabela

6.28.

Tabela 6.28: Valores assumidos por MAC — Modelo ARV — (caso 2) considerando

numero reduzido de pontos de medi¢ao

Valores MAC - Ruido 5%
4 pontos de medidas de 3 pontos de medidas de 2 pontos de medidas de
respostas: mj, m;, m; e respostas: mj, m; e m3 respostas: mj; e m;
ity

1.0000 1.0000 1.0000

0.9999 0.9999 0.9999

0.9972 0.9994 1.0000

0.9998 0.9989 0.9991

1.0000 0.9988 -

E importante destacar que, para os dois modelos diferentes analisados aqui neste
trabalho, foi possivel realizar o processo de identificagdo em uma unica etapa, sem a

necessidade de fazer a identificacao por faixas de freqiiéncias.



Aplicacao Experimental

7.1. PRELIMINARES

Este capitulo tem por objetivo avaliar o desempenho dos métodos que utilizam
os modelos ARMAYV e ARV, representados pelos algoritmos 6.1 e 6.2 apresentados no
capitulo anterior, na identificacio dos parametros modais a partir de dados
experimentais. Para tanto sera descrito o ensaio experimental realizado em uma placa de
aluminio, e apresentados os procedimentos e equipamentos utilizados na aquisicdo dos
dados experimentais. Em seguida os resultados obtidos nos procedimentos de

identificagdo serdo apresentados e analisados.
7.2. DESCRICAO DO MODELO EXPERIMENTAL

A estrutura submetida a andlise modal experimental, para verificar o
desempenho dos métodos de identifica¢do apresentados, ¢ uma placa de aluminio cujas
dimensdes da area livre da placa sdo de 360 mm de comprimento e largura, e espessura
igual a 3 mm. Esta estrutura foi amplamente estudada em alguns trabalhos
desenvolvidos por pesquisadores do departamento de engenharia mecanica na Escola de
Engenharia de Sao Carlos (EESC). Dentre os quais pode-se citar: TSUNAKI (1999),
PAZIANI (2002) e REBOLHO (2006). Assim, o ensaio experimental realizado neste
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trabalho se beneficia do conhecimento das caracteristicas da placa de aluminio utilizada,
proporcionado pelos trabalhos realizados anteriormente.

Para realizar o ensaio experimental a placa foi engastada em um dos seus lados
entre duas chapas de acgo espessas, através de parafusos, e em seguida, todo o conjunto

foi fixado a uma base inercial, conforme mostra a Figura 7.1

Engaste

Base
Inercial

Figura 7.1: Placa de aluminio utilizada no ensaio experimental

O procedimento de identificacdo foi desenvolvido com base na andlise de sinais
SIMO. No processo de identificagdo foram estabelecidos cinco pontos de coleta de
dados, sendo um ponto de entrada (forca de excitagdo) e quatro pontos de saida
(aceleracdes desses pontos). Foram realizados dois ensaios considerando as mesmas
localizagdes para os pontos de saida e duas localizacdes distintas A e B para os pontos
de excitagdo (ver figura 7.2).

A localizagdo das excitagdes esta diretamente ligada ao grau de controlabilidade
do sistema e a localizacdo dos pontos de saida estd diretamente ligada ao grau de
observabilidade do sistema. O conjunto total das FRFs traz informagdes sobre os graus
de observabilidade e de controlabilidade, relativas as localizagdes das saidas e entradas
do sistema. No entanto, deve-se levar em conta que limitagdes ocasionadas por
procedimentos experimentais, tais como a resolucdo das FRFs e o nivel de ruido
presente nos dados experimentais, também afetam os graus de observabilidade e

controlabilidade contidos nas FRFs (TSUNAKI, 1999).
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Nos ensaios experimentais realizados neste trabalho, os dois pontos de entrada,
foram localizados de maneira que todos os modos fossem excitados, na faixa
operacional de freqiiéncia. Ja a localizagdo dos pontos de saida foi escolhida de
maneira que todos os modos fossem observados, ou seja, medidos na faixa de
freqliéncia de interesse. Foram escolhidos apenas quatro pontos de saida, devido a
disponibilidade de equipamentos de medida no laboratorio, no caso os acelerdmetros,
uma vez que os dados devem ser colhidos e processados simultaneamente.

Neste contexto, as localizagdes dos pontos excitacdo e resposta foram
determinadas a partir de varios ensaios realizados para diferentes localizagcdes de pontos
na placa, através da analise das (FRFs) obtidas através do analisador de sinais
SignalCalc ACE. A Figura 7.2 apresenta uma visualiza¢do da disposi¢ao dos pontos de

entrada e saida e da dimensao da placa.

Engaste

135 mm 0t

90 mm

o B 180 mm

)
@ Ponto de excitagdo 90 mm

® Ponto de resposta %) 90 mm

360 mm

90 mm

(
\L 90 mm o mm$
/I\

Espessura da placa: 3 mm

360 mm

Figura 7.2: Descricao da placa de aluminio e localizagdo dos pontos de entrada e saida

7.3. AQUISICAO E PROCESSAMENTO DOS SINAIS

Os ensaios experimentais foram realizados com o objetivo de obter os dados de
entrada e saida no dominio do tempo. A identificacdo dos pardmetros modais a partir

do algoritmo que utiliza 0 modelo ARMAYV foi realizada com base nas medidas dos
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sinais de excitacao e resposta da estrutura em estudo, enquanto que para o algoritmo de
identificacao a partir do modelo ARV apenas as medidas de respostas foram utilizadas.

Além da localizacdo adequada dos pontos de excitacdo e resposta, o tipo de
excitagcdo também ¢ um fator importante para o éxito da analise modal experimental.

Os ensaios foram realizados aplicando-se um sinal de entrada aleatério, do tipo
ruido branco, escolhido de forma a excitar de maneira uniforme os modos dentro da
faixa de freqiiéncia de interesse limitada entre 0 e 250 Hz. Estes sinais gerados pelo
analisador de sinais SignalCalc ACE (1) foram amplificados a partir de um amplificador
de poténcia B&K modelo 2706 (2), e posteriormente enviados para o excitador
eletrodinamico da B&K 4810 (3). O sinal de excitagdo foi medido através de um
transdutor de for¢a B&K modelo 8230 (4), posicionado entre o excitador ¢ a placa de
aluminio.

Como saidas, foram tomadas as aceleragdes medidas simultaneamente em quatro
pontos, através de acelerdmetros piezoelétricos Kistler modelo 8636C10 (5). Estes
acelerdmetros foram fixados na placa de aluminio através de uma fina camada de cera
apropriada da Kistler. Para cada um dos quatro pontos de reposta, onde foram fixados
os acelerometros, foi tomada a média de dez FRFs afim de minimizar o ruido presente
nos sinais. Este recurso ¢ conhecido como averaging. Além disso, foi empregada uma
janela Hanning nos sinais de forca e aceleracao.

Os sinais provenientes do transdutor de forca e dos acelerdmetros foram
enviados para o condicionador e amplificador de sinais Nexus da B&K modelo 2693A
OI4 Deltatron (6) e para o amplificador de carga da Kistler Power Suply Coupler
modelo 5134 (7) respectivamente, ¢ posteriormente enviados ao sistema de aquisicdo e
processamento de sinais dSPACE® (8). Este sistema possui uma placa
multiprocessadora DS1005 munida de um processador PowerPc de 400 Mhz e 128
Mbytes de memoria RAM. A placa processadora DS2003 possui 32 canais de entrada
A/D e a placa DS2102 6 canais de saida D/A, de 16 bits de resolucdo. No entanto, nesse
trabalho o sistema dSPACE® foi utilizado somente para realizar a aquisicdo dos sinais
no dominio do tempo. Por fim os dados coletados pela ASPACE® foram transmitidos a
um microcomputador (9), visualizados através do software de interface grafica da
dSPACE, denominado ControlDesk® versao 2.5.5, e transformados para o formato
requerido, para que pudessem ser utilizados como dados de entrada para o algoritmo de
identificagdo de sistemas. A Figura 7.3 mostra uma foto do aparato instrumental

utilizado no procedimento experimental.
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Figura 7.3: Aparato experimental

A relacdo e descri¢do dos equipamentos usados no experimento sdo apresentadas

na Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Equipamentos utilizados no experimento

Relagdo de Equipamentos

Analisador de Sinais de Quatro Canais —SignalCalc ACE D
Amplificador de Poténcia B&K — Modelo 2706 2
Excitador B&K — Modelo 4810 3
Transdutor de Forga B&K — Modelo 8230 4)
Sensibilidade = 115.0 mV/N; Massa: 30.2 g
Acelerdmetros Kistler — Modelo 8636C10; Massa: 5.0 g 5)
Sensiblidades = 513 mV/g (C142674); 506 mV/g (C142675);

512 mV/g (C142676); 504 mV/g (C142677);
Condicionador e Amplificador de Sinais B&K — Nexus modelo 2693A Ol4 Deltatron (6)
Amplificador de Sinal Kistler Power Suply Coupler 5134 (7)
Sistema dASPACE® (8)
Microcomputador C))
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O diagrama do aparato experimental utilizado durante o ensaio modal da placa
de aluminio, para aquisi¢do dos dados no dominio do tempo utilizando os equipamentos

descritos na Tabela 7.1 ¢ ilustrado na Figura 7.4.

Amplificador » dSPACE
(7 ®)
Acelerometros A A
O5)
Placa de
Aliminio
Condicionador
Transdutor 4) » e Amplificador
de forga T (6)
Excitador
3)
\ 4
Amplificador
Analisador de poténcia Computador
(1) = Q) = )
O Simbolo que representa os quatro acelerometros

Figura 7.4: Esquema do aparato experimental

Para realizar uma pré-andlise do modelo em estudo, a partir das FRFs obtidas
através dos sinais do transdutor de for¢a e de cada um dos quatro acelerometros nas
posi¢des escolhidas, calcula-se o espectro de poténcia médio (EPM) através da
seguinte equagao:

N 2
> |Hi(@))

EPM ()= ~

onde H,(w,) ¢ o valor da i-¢sima FRF na freqiiéncia @; e N ¢ o niimero total de FRFs.

A Figura 7.5 mostra os graficos dos dois espectros de poténcia médio obtidos a
partir das 4 FRFs, na faixa de freqiiéncia de 0 a 250 Hz, considerando a localizagdo do

ponto de excitagdo A e B, respectivamente. Os picos existentes no EPM representam as
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freqiiéncias naturais de cada modo e a sua amplitude relativa. Através do numero de
picos presentes, pode-se tirar uma informagdo importante sobre a ordem estimada do
sistema, para a faixa de freqiiéncia estabelecida. Como pode ser observada, neste caso a

ordem estimada ¢ 2n = 10, ou seja, hd 5 modos, uma vez que existem 5 picos no EPM.

250

— EPM-A
—— EPM-B

200

=
[al
o

100

n
o

Espectro de Poténcia Médio(dB)

o
T—

-50 L L L L
0 50 100 150 200 250
Frequéncia(Hz)

Figura 7.5: Espectro de poténcia médio - ponto de excitagdo A e B

Comparando os dois graficos do EPM, considerando a excitagao no ponto A € no
ponto B, torna-se possivel o conhecimento das amplitudes com que cada modo ¢

excitado em fun¢ao da localiza¢dao do ponto de excitagao.

7.4. RESULTADOS

Os resultados obtidos na identificacdo realizada a partir dos algoritmos com base
nos modelos ARMAYV e ARV, descritos na se¢do 6.2 deste trabalho, serdo apresentados
e analisados nesta secdo. Além disso, para fins de comparacdo serdo fornecidos os
valores das cinco primeiras freqiiéncias naturais obtidas da analise de elementos finitos
realizado por Tsunaki (1999), sobre a mesma estrutura.

A taxa de aquisi¢ao utilizada foi de 0.001segundos considerando um tempo total
de 120 segundos. No entanto, ndo foi necesséaria a utilizagdo dos 120.000 pontos no
processo de identifica¢do. Para a identificagcdo realizada a partir do modelo ARMAV

apenas 1.000 pontos foram utilizados, enquanto que para o caso da identificagdo através
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do modelo ARV, foram empregados 50.000 pontos. Em ambos algoritmos de
identificacao, a freqiiéncia de corte foi estipulada em 200 Hz.

Conforme mostra a Figura 7.2, foram realizados dois ensaios na placa de
aluminio de acordo com a localizagdo do ponto de excitacdo. O ensaio cuja excitagdo
esta localizada no ponto A sera chamado de caso A, e no ponto B de caso B. Em ambos
0s casos, os quatro pontos de saida onde foram fixados os acelerdmetros, foram
mantidos nas mesmas posigdes.

A Figura 7.6 exibe como exemplo, o sinal de excitagdo aleatéria medido pelo
transdutor de forca localizado no ponto A e a Figura 7.7 mostra o sinal de resposta

medido pelo acelerdmetro (1) referente ao ensaio no caso A. Ambos nos 10 primeiros

segundos de aquisicao.
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Figura 7.6: Sinal de excitacdo — caso 4
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Figura 7.7: Sinal de aceleracdo — caso 4
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A partir dos sinais no dominio do tempo, coletados por meio dos ensaios
experimentais para o caso 4 e caso B, as estimativas das freqii€ncias obtidas através do
algoritmo de identificagdo com base no modelo ARMAYV (Figura 6.1), para valores de p

variando no intervalo [2 20], podem ser vistas na Figura 7.8, nos diagramas de

estabilidade.
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Figura 7.8: Diagramas de estabilidade - modelo ARMAV- (a) caso 4; (b) caso B

Através da andlise grafica dos diagramas, pode-se notar que em ambos 0s casos,
cinco freqiiéncias se estabilizam no intervalo de p pré-determinado, o que corresponde

as cinco primeiras freqiiéncias naturais do sistema, isto €, da placa de aluminio.

o~

Para identificar as freqii€ncias naturais do sistema na banda de interesse
necessario, porém, estimar a ordem do modelo ARMAV. Para tanto foi utilizado o
critério BIC, apresentado no capitulo 5. Em ambos os casos, segundo o critério BIC, a
ordem ideal que corresponde ao ponto de minimo da curva ¢ igual a p=9. A Figura 7.9
ilustra o grafico dos valores de BIC em funcao dos valores de p, obtidos a partir da

identificacdo correspondente ao caso A.
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A eliminagao dos modos computacionais foi realizada através dos mesmos
critérios de selecao natural mencionados no Capitulo 6, os quais foram utilizados nas

identificagdes de sistemas a partir de dados simulados.

Valores BIC

_ll L L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Valores de p

Figura 7.9: Critério BIC aplicado ao modelo ARMAYV — caso A
Os resultados da identificag¢ao utilizando o modelo ARMAV(9,9) para ambos os
casos A e B tais como as freqiiéncias naturais e os fatores de amortecimento, podem ser

vistos através da Tabela 7.2.

Tabela 7.2: Parametros modais identificados - modelo ARMAV- caso 4 € caso B

ARMAV(9,9) ARMAV(9,9)
caso A caso B

w; (Hz) g; w; (Hz) ¢,
21.49 0.0474 19.48 0.0416
44.65 0.0008 44.99 0.0050
121.5 0.0033 118.9 0.0025
158.2 0.0020 156.3 0.0009
171.6 0.0016 169.3 0.0007

Para fins comparativos, a Tabela 7.3 traz as estimativas das freqiiéncias naturais
obtidas pelo modelo experimental, através dos picos do espectro de poténcia médio
(EPM) (Figura 7.5), que representam as freqiiéncias naturais do sistema para o caso 4 e

caso B, e pelo modelo de elementos finitos (MEF) (TSUNAKI, 1999).
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Tabela 7.3: Estimativas das freqiiéncias naturais obtidas por diferentes modelos

Freqgiiéncias - o ; (Hz)

EPM- caso A EPM-caso B MEF
21.12 19.21 20.00
44.63 44.63 48.40
121.5 118.9 122.1
158.0 156.4 156.6
171.6 169.4 177.0

Através de uma andlise comparativa, entre as freqliéncias obtidas na
identificagdo a partir do modelo ARMAYV e os valores apresentados na tabela acima
obtidos pelo MEF e EPM para o caso A, e em seguida ao caso B, os erros relativos

percentuais maximos em relacdo a cada freqiiéncia sdo calculados e apresentados na
Tabela 7.4.

Tabela 7.4: Méaximo erro relativo percentual — freqiiéncias (ARMAYV)

Erro(%) - ;
caso A caso B
6.933 2.669
8.398 7.579
0.4938 2.691
1.011 0.1919
3.146 4.548

Analisando os valores da Tabela 7.4 pode-se notar que o erro em relagdo a

freqliéncia ndo ultrapassou 8.5% no caso A e permaneceu inferior a 8% no caso B.

Apesar da consisténcia dos resultados obtidos na identificacdo a partir do
modelo ARMAV(9,9) para ambos os casos 4 e B, ¢ conveniente que sejam realizadas as
validagdes dos modelos. No entanto, a titulo de ilustragdo, serd apresentado na Figura
7.10, somente o resultado do teste de validagao do modelo ARMAV(9,9) para o caso 4,

porém, a mesma conclusdo ¢ valida para o modelo ARMAV(9,9) para o caso B.
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Figura 7.10: Teste do sinal residual da saida 2

(a) funcdo de auto-correlacao; (b) histograma (caso A)

Como pode ser observado através da Figura 7.10 (a), a fungdo de autocorrelagao
do sinal residual correspondente a saida 2, garante que o sinal seja proximo de um ruido
branco. J4 o histograma, Figura 7.10(b), indica que o sinal residual possui uma
distribuicdo proxima da Gaussiana. O mesmo pode ser concluido com relagdo as saidas
1,3e4.

Assim, pode-se concluir que os modelos ARMAV(9,9) para ambos os casos 4 e

B, representam um bom ajuste dos dados pelos quais eles foram estimados.

Na identificagdo realizada através do algoritmo baseado no modelo ARV (Figura
6.2) foram utilizados somente os dados de resposta no dominio do tempo, ou seja, as
quatro medidas de aceleracdo obtidas experimentalmente.

As Figuras 7.11 (a) e (b) trazem as estimativas das freqliéncias obtidas para o
caso A e caso B, respectivamente. Através dos diagramas, pode ser observada a
estabilidade das cinco primeiras freqiiéncias naturais da placa de aluminio no intervalo
de variagdo de p [2 20].

Com base na estabilidade das freqliéncias naturais do sistema, o algoritmo
apresentado na Figura 6.3 ¢ utilizado para realizar a selegdo da estimativa que melhor

represente os cinco primeiros modos da placa de aluminio.
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Figura 7.11: Diagramas de estabilidade - modelo ARV- (a) caso 4; (b) caso B

Os valores de ¢, ¢ e ¢,, necessarios no processo de escolha da melhor

estimativa (Figura 6.3), foram considerados iguais aqueles utilizados nos casos
simulados. Os parametros modais, que correspondem as cinco primeiras freqiiéncias
naturais e fatores de amortecimento da placa de aluminio, obtidos a partir dessa selecao,

com as respectivas ordens p, do modelo ARV pelos quais foram determinados, estéo

dispostos na Tabela 7.5.

Tabela 7.5: Parametros Modais Identificados- Modelo ARV- (caso 4 e caso B)

ARV(p,) ARV(p,)
caso A caso B
P; w; (Hz) ¢; P; w; (Hz) ¢
14 24.55 0.0536 18 20.04 0.0067
15 46.58 0.0466 13 45.42 0.0062
12 121.1 0.0029 13 119.6 0.0078
13 156.8 0.0054 12 156.2 0.0014
12 169.7 0.0026 11 168.7 0.0042

Uma analise comparativa, analoga aquela realizada entre os resultados obtidos

através da identificagdo a partir do modelo ARMAYV, o EPM e o MEF, sera feita entre
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as freqliéncias naturais obtidas através do modelo ARV, o MEF e o auto-espectro de

poténcia médio da saida (AEPM), para ambos os casos 4 e B. Os graficos dos dois auto-

espectros de poténcia médio obtido a partir das 4 saidas, de acordo com o ponto de

excitacdo 4 e B sdo ilustrados na Figura 7.12.
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Figura 7.12: Auto-espectro de poténcia média de saida - pontos de excitagdo A e B

As estimativas das freqiiéncias naturais da placa para o caso A e o caso B,

obtidas experimentalmente através dos picos do grafico do AEPM, podem ser vistas na

Tabela 7.6.

Tabela 7.6: Estimativas das freqiiéncias naturais obtidas pelos AEPM

Fregiiéncias - @; (Hz)
AEPM — caso A | AEPM — caso B
24.71 19.99
46.44 45.18
121.3 119.8
156.9 156.3
169.5 168.6

Os erros relativos percentuais maximos em relacdo as freqiiéncias para o caso 4

e caso B, quando comparados as freqii€ncias naturais obtidas a partir do modelo ARV,

AEPM e o MEF sao apresentados na Tabela 7.7.
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Tabela 7.7: Maximo erro relativo percentual — freqiiéncias (ARV)

Erro (%)

w; -caso 4 w;-caso B
18.53 0.1996
3.907 6.561

0.8258 2.090
0.1276 0.2561
4.3017 4.920

De acordo com os resultados obtidos na Tabela 7.7, pode-se observar que o erro
em relagdo a freqiiéncia, para o caso B permaneceu inferior a 7% enquanto que para o

caso A alcangou quase 19%.

Comparando os resultados da identificacao obtidos através do modelo ARMAV
(Tabela 7.2) e modelo ARV (Tabela 7.5), pode-se notar a ocorréncia de uma expressiva
variagdo na primeira freqiiéncia natural, do caso A. Provavelmente, o aumento na
primeira freqiiéncia identificada através do modelo ARV, deve ter sido ocasionada
devido a influéncia da massa da armadura do excitador (shaker). Essa influéncia pode
diminuir de acordo com a localizacdo do excitador na estrutura em teste, quando se
utiliza no procedimento de identificagdo apenas as respostas do sistema. Quanto mais
proximo da base de fixagdo o excitador estiver posicionado, menor € a sua influéncia,
conforme pode ser notado no caso B.

E importante notar também que a influéncia do excitador torna-se menor nas
freqiiéncias mais altas.

E importante observar que os picos dos auto-espectros de poténcia médio das
saidas, correspondentes as 2 primeiras freqiiéncias (Figura 7.12), estdo deslocados a
direita, comparados com os picos dos espectros de poténcia médio das FRFs (Figura
7.5), o que condiz com o resultado obtido na identificacdo através do modelo ARV e

ARMAV, respectivamente.

Para que os modos de vibrar, identificados na placa de aluminio, possam ser
representados graficamente, ¢ necessario que se tenha um numero suficiente de saidas
para obter uma boa resolugdo espacial. Para tanto, como nao havia disponibilidade de

equipamentos para coletar um numero grande de saidas simultaneamente, utilizou-se a
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seguinte estratégia. Conforme mostra a Figura 7.13, foram marcados 81 pontos de saida
na placa, distribuidos de maneira uniforme. Em seguida, foram realizados 27 ensaios,
sendo que o Unico ponto de excitacdo foi mantido na mesma posi¢ao da placa, segundo
mostra a Figura 7.13, para todos os ensaios. Dentre os quatro acelerdometros utilizados,
um deles foi tomado como referéncia e mantido na posi¢ao (2,2) da placa em todos os
ensaios. Os outros 3 acelerdmetros foram deslocados de ensaio para ensaio, da direita

para a esquerda, percorrendo assim os 81 pontos distribuidos sobre a placa.

Engaste
(9.9) 9.1)
45 mm
acelerometro
de referéncia
(]
(2,9 2,1
(1,9) <> L. 13 12 @

45 mm

Figura 7.13: Distribuicao dos pontos de excitagdo e de resposta sobre a placa utilizada

na representagdo grafica dos modos

Para cada ensaio, foram obtidas cinco freqiiéncias naturais pertencentes a banda
de interesse, com seus respectivos fatores de amortecimento e modos de vibrar com
quatro coordenadas complexas, sendo uma delas a referéncia adotada.

A Tabela 7.8 mostra a média das freqiiéncias identificadas nos 27 ensaios (Méd-

freq), com seus respectivos desvios-padrao (DP_freq).
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Tabela 7.8: Médias e desvios-padrao das freqiiéncias

Meéd_freq DP _freq
20.43 0.6924
47.93 2.580
121.7 2.043
156.3 2.751
171.0 2.386

Para cada um dos 27 ensaios, os modos complexos foram normalizados de
maneira que a norma da coordenada de referéncia fosse igual a 1. Em seguida, as 81
coordenadas complexas de cada modo, apds serem convertidas para valores reais,
segundo o critério apresentado na se¢do 6.3.1 do capitulo 6, foram utilizadas para
representar graficamente os cinco primeiros modos de vibrar da placa de aluminio,

conforme exibidos nas Figuras 7.14 a 7.18.

Figura 7.14 : 1° modo de vibrar da placa da aluminio
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Figura 7.15 : 2° modo de vibrar da placa da aluminio

Figura 7.16 : 3° modo de vibrar da placa da aluminio
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Figura 7.17 : 4° modo de vibrar da placa da aluminio
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Figura 7.18 : 5° modo de vibrar da placa da aluminio
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A representacdo grafica dos modos foi obtida através do algoritmo de
identificagdo com base no modelo ARMAV. E importante observar que s foi possivel
desenhar a forma dos modos, ainda que de maneira razoavel, pelo fato da estrutura em
estudo, no caso a placa de aluminio, ser fracamente ndo proporcional. Isso se deve ao
fato de que a aproximacdo dos modos complexos no caso de amortecimento ndo
proporcional para modos reais € considerada aceitavel, somente se, a estrutura possuir
um baixo fator de amortecimento. Caso a estrutura em estudo tivesse um amortecimento
fortemente ndo proporcional, a representa¢do grafica dos modos na forma convencional

nao seria possivel.



Conclusoes e Propostas
Futuras

8.1. CONCLUSOES GERAIS

Este trabalho desenvolveu um estudo sobre técnicas de identificagdo no dominio
do tempo aplicada a analise modal de estruturas mecanicas, através dos modelos
ARMAYV e ARV.

Para verificar a eficiéncia dos algoritmos de identificacdo, foi utilizada a
aproximacdo dos minimos quadrados para encontrar os coeficientes do modelo
ARMAYV, ¢ a dos minimos quadrados modificada na estimagdao dos coeficientes do
modelo ARV. As técnicas de identificacdo foram aplicadas a dados provenientes de
simulacdes numéricas e de um ensaio experimental.

Primeiramente, dois modelos de sistemas mecanicos distintos com
caracteristicas interessantes do ponto de vista do problema de identificagdo foram
considerados. Com esses modelos, buscou-se analisar situagdes proximas do real a
partir de dados de saida contaminados por ruido e de um nimero reduzido de medidas
de respostas.

Posteriormente, uma placa de aluminio engastada em um dos lados foi

submetida a analise modal experimental para que os dados obtidos no dominio do
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tempo pudessem ser utilizados como dados de entrada para os algoritmos de
identificacao.

Em geral, a partir dos resultados obtidos, pode-se verificar a eficiéncia das
técnicas de identificagdo para estimar os pardmetros modais, dentro da analise
considerada, através de ambos os modelos ARMAYV e ARV.

Quanto a determinacao da ordem do modelo ARMAYV, pode-se observar que em
algumas situacdes, o critério BIC ndo foi eficaz, ora sobre-determinando ora sub-
estimando o modelo, chegando assim a prejudicar a identificagdo dos parametros
modais em certos casos.

Ja a técnica proposta, que contribuiu para estimar a ordem que melhor representa
o sistema fisico na faixa de freqiiéncia de interesse, a partir da identificagdo baseada no
modelo ARV, mostrou-se eficiente em todas as situagdes analisadas. Esta técnica, que €
baseada no principio de que os modos estruturais tendem a se estabilizar para diferentes
estimativas, colaborou também para automatizar o procedimento de estimacao dos
parametros modais, exigindo pouca intervencdo do analista.

Em relagdo a aplicagdo experimental, pode-se observar que os valores das
freqiiéncias naturais obtidos na identificacdo do modelo experimental através do modelo
ARMAYV e ARV revelaram-se ajustados com os resultados obtidos a partir do espectro
de poténcia médio das FRFs e dos auto-espectros de saida, obtidos experimentalmente.
Além disso, os resultados mostraram-se coerentes com aqueles obtidos através do
modelo de elementos finitos na mesma estrutura (TSUNAKI, 1999).

Porém, a partir de uma analise comparativa dos resultados obtidos através do
modelo ARMAYV e ARV, pode-se notar uma variagdo significativa principalmente da
freqiiéncia correspondente ao primeiro modo da placa de aluminio. O aumento na
primeira freqiiéncia, identificada a partir do modelo ARV, provavelmente ocorreu
devido o efeito da massa do excitador. Como visto, esse efeito pode variar de acordo
com a localiza¢ao do excitador na estrutura, além de exercer uma maior influéncia nas
freqiiéncias mais baixas.

Quanto as formas dos cinco primeiros modos da placa de aluminio identificados
através do modelo ARMAYV, mostraram-se boa semelhanca com aquelas obtidas nos
trabalhos de (TSUNAKI,1999) e (PAZIANI, 2002).

Por fim, com base nas estimativas obtidas a partir dos dados provenientes de
simulagdes numéricas e do ensaio experimental, pode-se concluir que o algoritmo de

identificacao utilizando o modelo ARMAYV, e o modelo ARV aliado a técnica proposta,
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desempenharam suas fungdes de forma eficiente para os modelos considerados neste

trabalho, na identificacdo das freqii€ncias naturais, fatores de amortecimento e modos

de vibrar.

8.2. PROPOSTA PARA FUTUROS DESENVOLVIMENTOS

Algumas sugestdes para desenvolvimentos futuros, que surgiram como

conseqiiéncia do estudo realizado neste trabalho, sdo apresentadas a seguir:

Realizar um ensaio experimental excitando a estrutura através da base, com o
intuito de diminuir ou até mesmo excluir a interferéncia do excitador, na

identificacao dos parametros modais da estrutura a partir do modelo ARV;

Desenvolver técnica utilizando o critério de confiangca modal (MAC), e acopla-la
a técnica proposta neste trabalho, baseada no diagrama de estabilidade das
freqliéncias, para que seja possivel realizar a identificagdo modal de forma
satisfatoria, caso haja acoplamento dos modos, como no caso da ocorréncia do

fendmeno de flutter (REBOLHO, 2006).

Estudar e verificar o efeito de uma excitagao aleatoria, diferente do ruido branco,
na analise modal de estruturas mecanicas, utilizando os algoritmos de

identificacdo com base nos modelos ARMAYV e ARV.

Investigar a aplicabilidade dos algoritmos de identificagdo a partir dos modelos
ARMAYV e ARV para o caso onde a excitagdo do sistema ndao assume uma
distribuicdo gaussiana e ¢ considerada nao-estacionaria, por meio de um modelo

simulado.
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Apéndice A - Funcio de Correlaciao

A matriz de correlagdo, denotada por R, (j), de um processo vetorial

estocastico y(k), com distribuicdo Gaussiana ¢ definida por:

R, ()=E [y k+ )]

onde E[.] indica o operador esperanga.

Em detalhes, a matriz de correlagcdo de y(k) ¢ dada por:

Ry, (j) = ELy(k)y" (k+ )] =

[ (k)

- ysz) Dilk+ /) yalke+) -+ y,(k+ p)]|=

L[V (k)

[E (Oy (k+ /)] Ely(K)y,(k+ )] - Ely(K)y, (k+ )]
_ E[yz(k)yl(k+j)] E[)’z(k))./z(k+j)] - E[yz(k)yn(kﬂ)] _
ELy, ()y(k+ D] ELy, )y, (k+ /)] - Ely, (), &+ )]

RYlyl (]) Rylyz (]) RJ’lJ’n (J)
_| R D) R O R D) (11)
R, () Ry, () - Ry, ()
onde os elementos de R(j) do tipo R, ,, para k#/ sdo chamados de correlagdo

cruzada de y, e para k=/ denominados de auto-correlacdo de y.

Para processos estaciondrios as seguintes propriedades sdo validas:
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R, (j) = Ely(k)y" (k+ )]
R, (=)) = Ely(k)y" (k= j)]
R" 3y (j)= Ely(k+ j)y" (k)]
R 3y (=)) = ELy(k = )y" (k)]

(1.2)

onde R, (=j)=R,"(j) e R, (j)=R"y(=)).
Por simplicidade de notagdo R, (/) sera denotado apenas por R(j) .

A funcdo de correlacdo e a sua transformada de Fourier, denominada de
densidade espectral de poténcia (PSD), medem o grau de dependéncia existente entre

dois ou mais processos.



