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RESUMDO

Neste trabalho as equagdOes fenomenolégicas
(tetra-dimensionais) de Hodgkin-Huxley [51, para a mem-
brana da {fibra do neurdnio, s&8o estudadas mediante
transformagoes nao-lineares de varidveis. As transfor-
magOoes de varidveis visam estabelecer um processo con-
trolado de reducdo de varidveis até chegar a um modelo
bidimensional com o menor prejuizo quantitativo possi-
vel. O objetivo primordial é aprofundar o entendimento
da aparente relacao das equagoes de Hodgkin-Huxley com
uma versao da equac@do de 28 ordem de van der Pol,
conhecida na literatura pelos nomes de eguagao de
FitzHugh-Nagumo [83], equag¢do de Nagumo [84] ou equacdo
Bonhoeffer-van der Pol [7]. £ proposta também uma nova
formulacdo matemdtica para o modelo da corrente de
potdssio. Estas modificag¢bes possibilitam a elaboracgdo
de uma remodelagem do aspecto e funcionamento interno do
circuito equivalente da membrana. Este circuito, além de
facilitar as simplificag¢des para comparar as novas
equacdes em relacdo ao modelo tipo van der Pol,
apresenta também potencial tedrico mais desenvolvido do
que 0 circuito equivalente original de Hodgkin-Huxley,
j& gque ao contrArio deste os elementos do novo circuito
podem ser mais facilmente reconhecidos e manipulados
dentro da teoria usual de circuitos elétricos. Uma
primeira conseqiiéncia da concepg¢ao do novo circuito,
aqui explorada, &€ a formulagao do modelo da membrana na

linguagem da mecdnica analitica.



ABSTRACT

The phenomenological four-variable equations
of Hodgkin and Huxley [5] for the neuron fiber membra-
ne are studied by means of nonlinear transformations
of wvariables. The purpose is gradually reduce the
number of variables to a three and then to a two-
dimensional model, with smallest possible deviations
from the quantitative properties of the original
model. The primary aim is to get better insights into
the apparent connection between the Hodgkin-Huxley
equations and a version of the second order equation
of wvan der Pol, wusually called FitzHugh-Nagumo
equation [83], or Nagumo equation [84], or Bonhoeffer-
van der Pol equation [7]. An alternative formulation
for the potassium current is also proposed. The above
modifications lead to an alternative circuit model for
the nerve membrane. Such circuit helps the comparison
with the van der Pol-type model. It exhibits also
better theoretical appeal than the original circuit of
Hodgkin and Huxley in the sense that the circuit
elements are now properly defined in terms of usual
electrical circuit theory. An application of the
proposed equivalent circuit is a description of the
Hodgkin-Huxley membrane model according to the

formalism of analytical mechanics.
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CAPITULO ©

APRESENTACAO

"Nonlinear mechanics provides a language
particularly well fitted to describe models
of excitable systems."

R. FitzHugh [7]

A principal motivagao para realizar este trabalho foi
investigar a possivel conexdo interna entre dois importantes
modelos matemidticos para a geragdo e propagagdo de impulsos em
fibras (ax6nios) de neurdnios: o modelo de Hodgkin-Huxley e o de
FitzHugh-Nagumo (também chamado Bonhoeffer-van der Pol). Séo
sistemas ndo-lineares de reacido-difusdo, portanto regidos por
equacOes diferenciais parciais, mas que felizmente podem ter seu
comportamentc em grande parte descrito por sistemas dindmicos da

forma
dx/dt = f(x,t)

onde x indica um ponto no espago Euclidiano R, f(x,t) & um campo
niao-linear nesse espago, € a dependé&ncia explicita em t ocorre
via termo independente de excitacdo externa. Em diversas
situacoes de interesse prédtico ambos os modelos podem ser
analisados como sistemas autdnomos.

A abordagem que utilizamos foi a de procurar alguma



semelhanca estrutural entre os dois modelos mediante remodelagem
e gradativa simplificacdo das equagdes de Hodgkin-Huxley, nas
quais o <campo f ¢é  <constituido de complicadas funcgdes
transcendentes e X inscreve-se no espacgo tetradimensional. J4 as
equacoes de FitzHugh-Nagumo estdao neste aspectoc em grande
contraste, pois x & um ponto no plano e f & polinomial, portanto
menos resistente 4 andlise matemdtica - como alids comprova a
preferéncia dos matemidticos, registrada em inimeros artigos de
revistas especializadas.

Embora sem muita razdo fundamentada (e €& mais
fundamento justamente o que estamos nos propondo a procurar),
o modelo de FitzHugh-Nagumo tem sido considerado uma versao
simplificada do modelo de Hodgkin-Huxley. Verdadeiramente, porém,
embora inspirado em algumas projegdes de trajetérias das solugdes
em certos planos que cortam o espago de fase das equagoes de
Hodgkin-Huxley (ver Cap. 4), o0 modelo de FitzHugh-Nagumo é, por
construgdo deliberada, simplesmente uma equag¢do de van der Pol
habilidosamente modificada de sistema astdvel para monoestédvel
para apresentar propriedades gualitativas (tais como limiar e
geracao de impulsos) semelhantes as do modelo de Hodgkin-Huxley.
Este, podemos dizer, é firmemente ancorado em interpretacgoOes
empiricas de resultados experimentais cuidadosamente elaborados,
e constitui, dentro dos limites que se impde, uma descrigao do
funcionamento do magquindrio da membrana. O modelo de FitzHugh-
Nagumo, por outro lado, & uma concepgdo abstrata cujas origens
remontam a 1926 [9, 10] e evoluiu paulatinamente ao longo da
década de 40 [11-13] e da década de 50 [14,15], portanto de modo
independente e mesmo antecedendo ao modelo de Hodgkin-Huxley, nao
sendo de modo algum uma sua consequéncia. Assim, acreditamos gque,
na busca de pontos de contato entre as estruturas dos dois
modelos, estaremos "medindo a distdncia™ entre ambos.

Durante o desenvolvimento do trabalho pudemos
conjecturar sobre a possibilidade de expressar de modo
alternativo as equacgdes de Hodgkin-Huxléy, realcando—lhes as
propriedades qualitativas mas sem prejuizo das propriedades
quantitativas. Também aoc longo desse processo de remodelagem

ocorreu-nos a possibilidade de elaborar um novo circuito elétrico



equivalente. Nosso interesse quanto a isto justifica-se tendo por
base as pesquisas de Cole e depois Mauro sobre a natureza anémala
das condutdncias de sé6dio e de potédssio, e as posteriores
consideragoes conceituais de Chua sobre as mesmas. Estes autores
serdo referidos oportunamente no texto. A concepg¢do do novo
circuito ajudou-nos a direcionar as simplificagdes visando ao
exame da conexdao entre os modelos de Hodgkin-Huxley e FitzHugh-
Nagumo. Outra consequéncia deste circuito alternativo foi a
possibilidade de expressar as equagoes de Hodgkin-Huxley nos
moldes da Mecé@nica Analitica.

Parte do texto nos préximos capitulos ndo & essencial
para o objetivo central do trabalho, constituindo resumo de
informagGes gerais sobre o assunto (Cap. 1), abordagem teérica
original sobre matéria conexa, para familiarizagcdo c¢om as
equagdoes (Cap. 3), ou tratamentos adicionais que julgamos
oportunos, distribuidos ao longo dos véarios capitulos. Para
entendimento mais direto do trabalho a seguinte seqgiiéncia de
segdes e subsegdoes & sugerida:

Capitulo 1: Segdes 1.4 e 1.5.

Capitulo 2: Segédo 2.3

Capitulo 4: Secgoes 4.2.1, 4.2.2, 4.3.1, 4.4

Capitulo 5: Secoes 5.3 e 5.4

Capftulo 6: Secdes 6.2, 6.3, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9, 6.11
Capitulo 7: Segoes 7.2, 7.3, 7.4

Capitulo 8: Secoes 8.2, 8.3, 8.4, 8.5

Capitulo 9: Segoes 9.2.2, 9.2.3, 9.2.4, 9.2.5

Observacdo: Algumas informac¢des sobre o andamento do
presente trabalho foram divulgadas na forma de artigeos de
comunicacdo a congressos cientificos [16, 17, 18]. Cumpre
informar aqui que as equacbes entdo divulgadas em [16, 17]
sofreram algumas modificacgdes posteriores, gragas as
possibilidades de aperfeicoamento que o© prosseguimento do

trabalho ensejou perceber.



Trabalhos futuros. Vdrios tépicos abordados no decorrer
deste trabalho podem ser aprofundados futuramente. O sistema de
2 varidveis alcancado no Cap. 8, que constitui talvez o méximo
de simplificacdo possivel, por via dedutiva, do sistema de
Hodgkin~Huxley, deve ser melhor explorada. A comparacgdo com a
equacao de van der Pol modificada também pode avancar. Um ponto
que parece promissor para o prosseguimento do trabalho seria a
exploracdo do novo circuito equivalente deduzido no Cap. 7.
Trata~-se de aprofundar o estudo do circuito em si e de suas
relagbes com os Tfendmenos fisico-gquimicos que ocorrem na
membrana. Interessante seria também tentar incluir novas
varidveis para representar, por exemplo, o efeito de canais de
cdlcio em certas membranas, ou para a modelagem das batidas do
coracdo. Outros trabalhos seriam o estudo tedérico da interacéo
de circuitos, vistos como médulos discretos; a anédlise de redes
distribuidas como sistemas continuos, com fibras de didgmetros nao
constantes e estruturas ramificadas; o aprofundamento do estudo
da formulac&o meclnico-analitica; o estudo da resposta das fibras
a excitacdes perifédicas e a excitagoes aleatérias (flutuacdes e
ruido); etc. H4 também a montagem eletrdnica do circuito
equivalente, cujo primeiro protdétipo realizamos e que eXxibe
respostas como as apresentadas ou descritas no Cap. 10. Um
programa de trabalho experimental com montagens eletrdnicas esté
delineado no Cap. 10.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

"The molecular details we wish to
"

understand are terribly complex.
J. A. Dani [19]

0O embasamento tedrico-experimental que levou ao modelo
de Hodgkin-Huxley para o axOdnio do neurdnio foi publicado numa
série de cinco artigos dos volumes 116 e 117 da revista Journal
of Physiology (London) em 1952 (i, 2, 3, 4, 5]. Por estas
pesquisas Alan L. Hodgkin e Andrew F. Huxley foram contemplados
com um prémio Nobel em 19631. As equagbOes de que nos ocuparemos
foram apresentadas no Gltimo artigo daquela série, o [5], o qual
constitui provavelmente o mais citado € um dos mais influentes
trabalhos cienti{ficos da Neurofisiologia, c¢ujo interesse estende-
se a outros campos tanto da Biologia como da Matemdtica, Fisica
e, nesta ainda incipiente era da Robdética e Redes Neurais
Artificiais, passa a interessar também & Engenharia. Para

constatar a aplicacdo na Engenharia, & suficiente consultar o

! a) Bernhard Katz, co-autor do primeiro artigo da série, o
[1], recebeu também um prémio Nobel em 1970, por seus trabalhos em
neurcofisiologia. b) O prémio Nobel de Fisiologia de 1991, dado a
B. Sackman e E. Neher, contemplou um trabalho que pode ser tido
como uma continuacao com tecnologia avancada das idéias e técnicas
laboratoriais utilizadas por Hodgkin e Huxley. Sackman e Neher
inventaram a técnica de "patch-clamp” - ver Sec. 1.4 neste
capitulo.



artigo de capa da revista Nature de alguns meses atréds (dezembro
de 1991) - "A silicon neuron”" [177] - assim como um comentédrio
a este respeito na mesma revista [178]; ver também [182, 183].
Por outro lado, uma eloquente demonstracao do permanente
interesse pelo trabalho de Hodgkin e Huxley vem a ser a recente
(1990) republicacgdo do citado quinto artigo da série no Bulletin
of Mathematical Biology [6].

Neste capitulo, as formulagdes dos modelos de Hodgkin-
Huxley e de FitzHugh-Nagumo [7, 8] serdo expostas nas Sec¢. 1.4

e 1.5, apds a narrativa introdutéria de alguns tépicos a seguir.

1.1 Preliminares. O axdnio ou fibra, cujo modelo
matemidtico é objeto de estudo no presente trabalho, convém situé-
1o em seu contexto biolégico. Um circuito neural bastante simples
é o sistema sensor-atuador localizado nos tentdculos da anémona-
do-mar, esquematizado na Fig. 1.1: uma célula sensora epidérmica,
especializada em receber informacgoes do ambiente, estende-se

diretamente até um misculo, o qual contrai-se para determinados

3 célula

\g b epidérmica

\  corpo celular da Fig. 1.1 Sistema sensor-
célula receptora .
P atuador em gue a célulia
sensora . ) ]
csHiiG sensora transmite impul-
célula do sos diretamente ao mis-
misculo culo [20].

atuador

estimulos. O circuito mais complexo da Fig. 1.2 constitui o
sistema de defesa do caracol Aplisia. Um leve toque no sifao
causa a contracao vigorosa da guelra, que recolhe-se sob a capa

protetora. Todavia, gquando o sifao é tocado varias vezes em



sequéncia o sistema habitua-se e deixa de reagir. Se o animal
assim habituado for entdo submetido a um estimulo potencialmente
nocivo, como uma pancada na cabega ou na cauda, ocorre uma

sensibilizacdo do sistema, que reagird ao préximo estimulo no

neurbnios sensores
da cabega™

neuronio
~ facilitador

misculo
da gueka

m—

Aeurémo Aeurémo .

sensor do  motor
sifdo

Fig. 1.2 Circuito neural do arco reflexo
de recolhimento da guelra do Aplisia:
neurdénios sensores (1, 2 e 3), mecano-
receptor (4), interneurdnio facilitador
(5) e neurdénio motor (6) [21].

sifao. N&o nos estenderemos na descrigao deste circuito de
aprendizagem e memorizagao, pois o objetivo imediato & apenas
ilustrar o fato de gque o0s neurdnios, embora sejam todos
semelhantes em sua estrutura bdsica, diferem muito gquanto ao seu
papel e desempenho conforme sua disposigdo na topologia rede.

0 axdénio, visivel nas estruturas acima como um
prolongamento do corpo celular, é uma espécie de cabo mais ou
menos cilindrico cuja fungdo é transportar instrucgdes até a
célula alvo, que pode ser outro neurdnio, uma glidndula ou um
misculo. As instrucbes saoc transmitidas sob a forma de impulsos
elétricos de amplitude fixa, denominados potenciais de ag¢do. O

axdnio é Unico em cada neurdnio, mas pode ramificar-se, e em cada



extremidade hd um transdutor denominado botao terminal sindptico,
cuja fung8o & converter os impulsos elétricos em liberacgdo de
substédncias quimicas caracteristicas da funcao de cada neurdnio
transmissor. Estas substéncias, ao fluirem para a membrana da
célula alvo, desencadeiam (ou inibem) excitacoes elétricas de
natureza diferente daquela do ax6nio, pois sdo graduais, isto &,
propagam—-se pouco, a amplitﬁde ¢ varidvel e atenuam-se com o
passar do tempo. As conexoes dos botdoes terminais com a célula
alvo constituem estruturas muitos complexas denominadas sinapses.
As sinapses s&8c de natureza e efici@ncias varidveis, e podem
localizar-se sobre gualquer parte de um neurdnio alvo, sendo mais
comum ocorrerem sSobre o corpo celular ou em suas extensoes
ramificadas denominadas dendritos. O interior do corpo celular
contém muitas organelas e o ndcleo, responsédveis pela manutencgéo
do metabolismo do neurdnio, assim como pelo seu crescimento e
reparagido. Associadas aos neurdnios existem, vizinhas, as células
da glia, encarregadas de dar-lhes suporte fisico e transportar-
lhes os nutrientes desde os capilares sanguineos, assim como
trazer de volta as substd@ncias refugadas.

A grandeza elétrica cujas variacoes consideramos como
sinais que transitam pelo sistema nervoso é a voltagem entre o
interior e o exterior das células!. Cada neurénio é envolvido
por uma fina membrana de lipidios banhada externa e internamente
por solugbes idnicas contendo, entre outros, ions de sdédio,
potdssio e cloro. Apesar da membrana ser um isolante elétrico com
resistividade de 10” ohms-cm, trata-se de um organismo vivo,
cuja atividade faz estabelecer um potencial de repouso. Seu
valor, dependendo da célula, situa-se geraimente entre 50 e 90
milivolts. No estado de repouso a membrana é mais permedvel aos
fons de potdssio e pouco permelvel aos ions de sédio e de cloro,

e menos permefivel ainda ou completamente impermedvel aos outros

2 Acompanharemos a convencgdo de Hodgkin, Huxley e Katz [1],
definindo a voltagem E como igual ac potencial no exterior menos
o potencial no interior da célula. % usual, também, a convencdo
oposta, mais coerente com os arranjos experimentais, em que o banho
externo é adotado como referencial [28)]. VAarias figuras neste
capitulo e no seguinie foram tiradas de trabalhos de autores que
adotaram esta lltima convencdo.



ions presentes nas solugbOes. .Para que o potencial de repouso
mantenha-se é necessario que a concentracdo de sddio seja maior
na soluc¢do externa do que na interna, e vice-versa para a
concentracdo de potdssio. Conforme ocorre a difusao passiva dos
ions de sdédio para o interior e dos ions de potdssio para o
exterior da célula, uma maquina metabdlica denominada bomba de
sédio-potdssio age no sentido de drenar sédio para o exterior e
potdssio para o interior (Fig. 1.3). Como este bombeamento atua
contra as forcas elétricas e de concentracao, héd consumo de
energia que supoe-se retirada da quebra de moléculas de
trifosfato de adenosina (ATP). A Fig. 1.4 mostra um possivel

modelo para o transporte ativo dos ions.

L
L ] L] L ] &
& @ e° o0 ¢® o ° @ .
@ EXTERIOR © o @ ..)_“. e ® %" a@

b sl \_‘
MEMBRANA . BOMBA \
IONICA [
L]

Fig. 1.3 No estado de repouso da
membrana a bomba eletrogénea mantém o
desequilibrio bombeando sédio (circulos
pegquenos), intercambiando-o com potédssio
(circulos grandes) [23].
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membrana

/ / \%
®/ 1/3 lATP 1/3 ADP

Dentro

Fig. 1.4 Esquema de transporte ativo dos ifons de
sodio e de potdssio, com auxilio de molécula
transportadora [22].

A difusao passiva de ions, no repouso, da-se através de
poros (canais) que estdo permanentemente abertos. Nas sinapses
certos canais abrem-se por ac@o dos transmissores gquimicos
liberados pelos sinais dos axbnios incidentes, ocorrendo assim
alteragdes locais dos potenciais em vdrias regides da membrana.
Como resultado de complicada integracao de todas estas alteracgdes
locais, sequéncias de potenciais de acdo contendo informacoes
codificadas em frequéncia sdo enviadas a seus destinos através
do axdnio e seus colaterais. Como o comprimento do axénio
geralmente é longo comparado com seu didmetro, a resisténcia
longitudinal do meio tenderia a dissipar os impulsos. Os autores
do modelo matematico do axdnio, Alan L. Hodgkin e Andrew F.
Huxley, demonstraram, juntamente com Bernhard Katz, que a
propagacdao dos impulsos nervosos coincide com variacoOes
repentinas da permeabilidade da membrana aos ions de sédio e de
potidssio. Quando um impulso inicia-se na origem ("hillock") do
axbnio, disparado pelo corpo celular em resposta aos processos
sindpticos, a diferenca de potencial de membrana diminui

localmente, forcando a abertura de canais de s6dio que no repouso
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estavam fechados. Os canais posteriores nas vizinhancas imediatas

de onde iniciou-se este processo vao abrindo-se sucessivamente,
enquanto os anteriores vdo fechando-se e dando lugar & abertura
de canais de potdssio. A entrada dos ions de sdédio eleva o
potencial interno desde o repouso até um valor de pico, voltando

depois ao repouso em consequéncia da saida do potdssio. Esta

g -0
FT~ 120 — —
2T =
SE5 o= c L I
w2 - - S
'C-DE: —4p = POTENCIAL DE REPCLISC
SwE e -
a= =R
_80 =
S MILISEGUNDOS Nat
1 R & Tt S T e T T e O T T T O o o S
RN I B B o e o e s TS R D S
‘——-—K_—"+++'é' —————————————————————
..... i QAU oet t wn Re E e LS R s T R R e T et
T TR 1 T R B A A B T S = i
T A e T T o T T P U i A R APy
@ Ng*
< +
= 3
i /\—
gEh 0=
£32 -=
EEs =
OZd -40
TE m
g0 =
s —— & MILISEGUNDOS
o R e T T el e e e e B o o O e Y
————————————————————— F+FVomm - mmmmem-CC--co---—--=~_
L
————————————————————— R el e e e e T S
e e e A A L Y
=
22 - \—>
o5h O o v = =
£330 -—
= =
o35 40—
SwE ‘Sﬂ,_,
=3 ,_MJ‘_‘_“\_\J
T iy 10 MILISEGUNDOS - >|
3 ++a-7+1-—-+++-7——$-»+++-—4+++++++-¢++_¢++f++'f~---’|*++++++++
i IR e B I8 S e e P e s e L D bt
B o e
il e o et il et i b
S e DB R e e T 2 i
B T S T U
I - T T - - . s
CENTIMETROS © & 10 15 20 25 30

Fig. 1.5 Propagag¢do de potencial de acdo [23].

variacao de potencial na forma de impulso é uma onda que avanca
sem atenuar-se até alcancar as extremidades do axdnio: é como o
avango da chama em rastro de pélvora. O local por onde passou
o impulso fica por alguns instantes inativdvel, mas logo
recupera-se completamente para a passagem de outro impulso. Este
periodo refratdrio € que torna impossivel a condugao bidirecional
simulténea. A Fig. 1.5 ilustra a propagacdo de potenciais de

agao.
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1.2 Potenciais de equilibrio e de repouso. A dupla
camada de fosfolipidios de que & constituida a membrana tem cerca
de 6 a 10 nanometros de espessura [24]. Trata-se de um dielétrico
com permitividade relativa aproximadamente igual a 10. Na célula
a bicamada de lipidios estd impregnada de macromoléculias
protéicas, como esquematizado na Fig. 1.6. Cada tipo de proteina
exerce fung¢Oes especificas, mas para examinar os fenfmenos que
estabelecem o potencial de repouso através da membrana podemos
nos deter apenas nas proteinas bombas e proteinas canais, além
dos &nions de albumina que fazem parte da solugdo idnica do

N -
A
e sy,
N eoTa i en
eetantloes
211

;

Lamina bilipida ¥
\ Proteinas

Fig. 1.6 Fsquema da estrutura da membrana
celular, composta de Ilipfdios e diversas
protefinas [24].

interior da célula. Conforme j4 mencionamos, no repouso certas
proteinas canais constituem poros permanentemente abertos que
tornam a membrana bastante permeédvel aos fons de potdssio e pouco
permeédvel aos ions de s6édio e de cloro. A permeabilidade esté
relacionada com o tamanho do ion hidratado. Assim, embora o fon
K seja maior do que o ion Na+; as moléculas de &dgua a eles
associadas invertem esta relacao de tal forma que o didmetro dos
poros adegqua-se mais facilmente A passagem dos ions de potéssio
[25]. A Fig. 1.7 mostra esquematicamente a distribuigao dos ions
mais importantes em cada lado da membrana do axbnio de uma lula
[26]. O potencial de equilibrio (ou de reversdo) de cada espécie

12



de ion é definido como a voltagem que deveria existir através da
membrana para contrabalancar o respectivo fluxo devido ao seu
gradiente de concentracdo. A férmula que d4 o valor deste
potencial é a equacdo de Nernst. Indicando as concentragodes pelo

Fig. 1.7 Concentragbes ti-

INTERIOR — EXTEROR picas de Na't, Kt e ¢I' nas
{349) * 32 nmx: solugdes interna e externa
o N ;’,':' Hﬁ]“_‘ de axénio de lula. Outros
(540) C1 - j& e fons presentes no interior
& ?ﬂ sdo os fons de albumina e
Ca® g™, ATP, :;: Mgtt, ca't, HSOJ', etc. As

22 concentrag¢oes estdo indica-

das em mmoI/kg-Hzo.

" " "o

simbolo do ion entre colchetes e usando as letras "o" e "i" para
indicar respectivamente o0os ambientes externo e interno, as
férmulas dos potenciais de equilibrio de alguns ions estéo
relacionadas abaixo. Para o cédlcio o nilimero 2 aparece no
denominador por tratar-se de ion divalente. O sinal negativo na
férmula do potencial do cloro deve-se ao fato de tratar-se de ion
negativo. Nestas equag¢des, R & a constante dos gases, F é a
constante de Faraday € T a temperatura absoluta. A equacdo de
Nernst pode ser deduzida com base nos principios termodinédmicos

que governam a condig¢do de equilibrio eletroquimico entre o

E.= (RT/F)1n[R) ,/IK],

Eg=(RT/F) 1n[Na] ;/ [Na],

E,=(RT/2F) 1nlcal,/(cal,

E.,=-{RT/F) 1nlcll,/IcIl, (1.1)
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trabalho elétrico para mover os ions através de uma superficie
numa diregdo e o trabalho osmético para mover a mesma quantidade
na direg8o oposta [25]. E oportuno definir aqui uma notacao
alternativa que utilizaremos nos préximos capitulos. Trata-se de
referir as diferengas de potencial com relagdo ao potencial de
repouso ER da membrana. Ou seja, enquanto a letra E indica a
voltagem entre o exterior e o interior da célula, a letra V
indica a diferencga:
V=E-E,

(1.2)
Assim, V=0 para a membrana em repouso e os potenciais de
equilibrio dados por (1.1) passam a ser eXpressos por:

Via = Eyn~ Ep

Va=Ea_ER (1.3)

A equagdo de Nernst é uma das mais conhecidas equacdes
usadas ou referidas em teorias sobre fenOmenos bioelétricos, e
¢ deduzida facilmente da termodindmica por tratar de situacgdes
de real equilibrio. 0O estudo de estados estaciondrios nas
membranas das células é mais complexo e demanda algum empirismo
por envolver processos dissipativos. Existem vArios modelos
aplicdveis a diferentes situag¢des. Um dos mais conhecidos é o
modelo de Donnan, que trata a membrana como uma barreira porosa
que deixa passar, em fluxos independentes, algumas espécies de
ions suficientemente pequenos, mas impedindo a safda dos dnions
macromoleculares. Embora de alcance limitado no contexto aqui
considerado, as equagOes de Donnan, que tém forma semelhante &
de Nernst, prevéem que os potenciais de repouso das membranas das
células musculares e nervosas sido relativamente préximas ao
potencial de equilibrio do potdssio. Um modelo mais elaborado
deve levar em conta tanto o mecanismo pelo gual os ions passam
pela membrana como & permeabilidade dos diferentes tipos de ions.
Considerando apenas os ions de maior permeabilidade, a seguinte
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equacdo de Goldman-Hodgkin-Katz mostra-se mais adequada [28]:

_ RT ;. PelRl +PylNal +PylCl],
F = PylKl  +Py[Nal ,+PyICI],

Ep

(1.4)

onde PK’ Ph’e Pﬂ 880 as constantes de permeabilidade da membrana
aos ions de potdssio, s6dio e c¢loro, respectivamente. A contante
de permeabilidade de cada tipo de ion é dada pela relacao entre
o fluxo e a diferenga de concentragdo. 0 fluxo pode ser medido
experimentalmente utilizando isétopos radioativos. Para axénios
de luia os valores relativos P : P, : Py = 1 : 0.04 : 0.45 séo
fornecidos por Hodgkin [26]. Substituindo na (1.4) obtemos:

=ET 15 1x345+0.04x72 +0.45%x540

=59.4 (18.5°
F 1x10+0.04x445+0.45x61 ( Q

Ep

(1.5)

que € uma boa concordéncia com o valor experimental de 61 - 62
mV [26]. Entretanto, esta férmula ndo leva em conta o transporte
ativo de {ions. Alguns anos depois da deducdo da equacdo de
Goldman-Hodgkin-Katz uma série de experimentos levaram Hodgkin
e Keynes [27] & descoberta do processoc gque jid descrevemos
anteriormente como bomba de sédio-potdssio para extrusiao do sédio
que entra passivamente na célula mas que para sair precisa
realizar-se trabalho contra os gradientes de concentracgcdo e de
potencial. O diagrama da Fig. 1.8 é uma outra maneira de ilustrar
o funcionamento da bomba. Supondo independéncia de fluxos a
densidade de corrente passiva de cada espécie S de {on é dada

pela equacdo diferencial de Nernst-Planck [28]:

Fz,C, dg)
RT dx (1.6)

1;=23FD5(fE?+
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Fig. 1.8 Correntes passivas
e ativas através da membra-
na, cujas intensidades sé&ao
indicadas esquematicamente

pela largura dos "canais”.

energia £
metabdlica

A inclinag¢ao de cada canal

é proporcional a4 forga

acionante da corrente [22].

‘Nat b [A forma original deste

| diagrama é encontrado em
Eccles, "Ionic mechanisms
and synaptic action'", An-

Fore nals New York Academy of
Sciences (1966)]

onde Zg € a valéncia e D a constante de difusao do ion na
membrana. CS(X) e E(x) sdao a concentracdao e o potencial elétrico
e X é€ a distdncia ao longo da espessura da membrana. Com I
constante e usando a teoria do campo constante de Goldman [29],

a Eq.(1.6) pode ser integrada, levando a:

_ P
[8];-[8] exp (-z, RTE)

£
=RT

EF?
I,=-P,z2 =

1-exp (-2 E)

(1.7)

onde [S] indica concentracao no interior da membrana, bem préximo
a superficie. A permeabilidade P é dada pelo quociente da
constante de difusdo pela espessura, multiplicado pelo
coeficiente de particdo (que indica o fator de reducdo da
concentragao no interior da membrana). O primeiro termo refere-se
4 corrente que entra na célula e o segundo & corrente gqgue sai.
Igualando a zero a soma das correntes Isde todos os ions obtemos

a Eg. (1.4), mas se acrescentarmos a estas correntes as
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A

componentes ativas IK e InaA

resultantes do bombeamento a soma
nula nos leva & seguinte parcela adicional para o segundo membro
da Eq. (1.4):

1+ RT T+ I
e P, [Na}] _+P +P,, [C1
Termo adicional=- RFT in EF* PylNal, i[m: e [C1]

EF2? Py,[Nal ;+Pg[K] ;+Py[C1],
(1.8)

Esta parcela adicional na equacdo de Ep € aqui apresentada
tentativamente, j4& que nado a vimos presente a0 menos na
literatura consultada no decorrer do presente trabalho. Caso seja
conceitualmente aceitidvel, talvez evidencie até que ponto a
concordincia do Ey da equacdo "passiva" (1.4) com o valor
experimental € fortuita, dependendo do qguanto a segunda parcela
(1.8) seja desprezivel. Em livro recente, Hille [28] apresenta
apenas a forma (1.4), restringindo seu uso para membranas sem
bombas eletrogéneas, embora ressaltando mesmo assim a grande

importidncia das Eq. (1.4) e (1.7) de Goldman-Hodgkin-Katz no

estudo moderno dos canais individuais.

1.3 Canais, sensores e portas. O0s canais 1i8nicos
macromoleculares s8o os elemen tos excitdveis fundamentais nas
membranas das células excitdveis. Considerando o valor
relativamente alto da contante dielétrica da dgua em relacéo &
da membrana, a egua¢do de Born [28] mostra que a energia
necessiria para mover um pequeno ion através de uma bicamada de
lipidios é muito elevada, tornando o fluxo expontfineo, isto &,
sem a ajuda de canais ou bombas, praticamente desprezivel. A
idéia da existéncia de canais pode-se dizer gque j4& estava
germinando no modelo de Hodgkin e Huxley. Algumas nogOes
estabelecidas por Hodgkin € Katz em 1949 [30], ao desenvolverem
a equacao da corrente (1.7), constituem o inicio do pensamento

que depois levou ao reconhecimento da existéncia de canais
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separados e seletivos.

Uma hipdétese de trabalho tem sido imaginar o
funcionamento de um canal como indicado na Fig. 1.9, em que ©
sistema molecular que o forma conteria em sua estrutura um
mecanismo de abertura e fechamento de uma porta acionada por via
do sensoriamento das condigdes do ambiente para a passagem de

Fig. 1.9 O canal visto como uma
macromolécula atravessada por

poro. As regides funcionais,

filtro de filtro de seletividade, porta e

seletividade

sensor deduzidas experimental-
mente. O aspecto real da estru-

ra ndo & conhecido [31].

exterior interior

P

protefna
ancora

determinados {fons. Vidrios modelos da mecdnica da porta estédo
indicados na Fig. 1.10. Hille [28] apresenta uma anédlise das
varias possibilidades, com base em trabalho de outros
pesquisadores, para concluir, por eliminagdo, que apenas as
configuracoes A, B e C devem ser consideradas vidveis. Embora a
fisica da permeabilidade pareca relativamente simples do ponto
de vista qualitativo, hoje um dos principais desafios neste campo
€ a determinagao da estrutura tridimensional das macromoléculas
que formam os canais de s6dio e de potdssio, assim como o preciso
desvendamento de como as variacoes de voltagem causam as
aberturas e fechamentos. Sabe-se que cada canal constitui-se de
uma complicadissima molécula de proteina, ou um conjunto delas,

imersas na bicamada de lipidios e interagindo com outras na
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superficie e na fase liquida. A superficie altamente

(A) (B <

(D) ({E) (F)

(H)

(K}

Fig. 1.10 Uma porta pode girar ou deslisar (A,
B, C). ¢ poro pode estreitar-se ou torcer (D,
E). Uma partfcula livre ou i1igada pode bloquear
a entrada (F, G). O poro pode girar ou formar-
se a partir de sub-unidades (H, I, J). Uma car-

ga pode controlar a passagem dos fons (K) [28].

hidrofilica tem dificultado o uso de cristalografia de
raios X [32] e a técnica alternativa de ressondncia nuclear
magnética é limitada atualmente & determinagdao da estrutura
tridimensional de pequenas proteinas de peso molecular no maximo
igual a 20000 daltons, enquanto as gue compdOem canais chegam a
270000 daltons. De fTato, a proteina do canal de s6dio purificada
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quimicamente apresenta como maior componente um polipeptidio com
peso desta ordem. E possivel incorporar a proteina purificada em
membranas lipidicas artificiais e observar algumas propriedades
de canal, tal como sensibilidade & voltagem. A seqiliéncia
molecular deste maior polipeptidio foi determinada por técnicas
de cultura celular com clone de cDNA. Ele contém 4 dominios
transmembrédnicos homélogos, cada qual com cerca de 300 amino-
Acidos. Cada dominio € composto de 6 hélices a. O modelo
simplificado da hélice a estd esquematizado na Fig. 1.11. As

Fig. 1.11 Representacdoc do modelo

da hélice o, sem explicitar os resi-
ducs de amino-dcidos para melhor
apreciac¢do da estrutura helicoidal
f2o].

hélices ficam justapostas paralelamente na membrana e
interligadas por trechos de resfiduos ndo homélogos, conforme
desenhado na Fig. 1.12a. Acredita-se que a influéncia da forca
do campo elétrico na despolarizagéo da membrana faz disparar uma
mudanca na conformacdo da proteina, resultando na abertura do
canal. O sensor de voltagem seria uma das 6 hélices em cada
dominio, carregada eletricamente de tal forma que durante a
despolarizagao mover-se-iam na direcédo da superficie axopldsmica.
Na Fig. 1.12 estéd indicado também o diagrama da proteina do canal
de potédssio, que contém apenas 616 amino-Acidos, constituindo um
s6 dominio de 6 hélices [33].
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(A} PROTEfNA GANAL PARA SODIO, DE PORTA CONTROLADA POR VOLTAGEM

{8) PROTE(NA CANAL PARA POTASSID, DE PORTA CONTROLADA POR VOLTAGEM

Exterior

Citosol

COO0~

Fig. 1.12 Esguemas das seqliéncias moleculares dos
canais de sdédio (a}) e de potdssio (b). A guarta
hélice em cada dominio seria o sensor [33].

1.4 O modelo de Hodgkin-Huxley

1.4.1 Bases experimentais. A relutidncia de muitos
cientistas em aceitar a concepgao de canais s6 foi
definitivamente afastada com o advento da técnica experimental
denominada "patch-clamp", introduzida em 1976 por Neher e Sackman

[34] e aperfeicoada em 1981 [35]. Esta técnica tornou-se possivel
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por causa do avango tecnoldgico na construgdo de sistemas
elétricos mais sofisticados, de altissima impeddncia e baixo
ruido, capazes de detectar correntes de décimos de picoampere;
e a inveng¢do de um tipo especial de micropipeta que ao invés de
perfurar capta por suc¢do um pequeno retalho da membrana e
restringe o campo de observacdo a micro-regides de 0.5 um de
didmetro, tdo pegueno que contém um ou alguns poucos canais
iénicos, os quais distanciam-se entre si cerca de 200 nm, © que
significa dizer que em cada grupo de aproximadamente 1 milhéo de
proteinas da membrana uma & proteina canal. Com esta nova técnica
torna-se possivel monitorar a passagem de corrente em canais
individuais, contrastando com a tdnica técnica utilizada até
entdao, que mede a corrente macroscdpica através de grandes dreas
da membrana. A abertura dos canais ndo é gradual. Cada um abre
de uma vez ou fecha-se totalmente. Quando um retalho de membrana
é submetido a uma despolarizacdo, o canal poderd abrir ou néo.
Quande © canal ndo abre, apenas um ruido é registrado. Caso
contridrio, durante o tempo em que permanece aberto ocorre o
registro de um pulso de corrente. Apdés centenas de tentativas,
o tracado da corrente referente & média das medidas coincide com
a forma obtida pela técnica convencional de grampeamento de
voltagem utilizado por Hodgkin e Huxley. A Fig. 1.13 mostra
alguns registros de corrente de "patch-clamp" em membrana de
célula muscular e mostra também a curva média acima referida, que
deve ser comparada com & curva da Fig. 1.19. A técnica de "patch-
clamp™ evidencia o cardter estocdstico do acionamento das portas
e vem a ser um instrumento valiosissimo capaz de muito contribuir
para a8 elucidacido da dindmica do transporte de ions pela
membrana. Essencialmente, porém, representa um desdobramento da
técnica de grampeamento de voltagem inventado em 1949 por Cole
[37] e Marmont [38] e aperfeigoado por Hodgkin, Huxley e Katz
[1]. Esta técnica pioneira é macroscépica no sentido de que néao
explora regides microscépicas e sim grandes Areas da membrana,
resultando portanto em tragados continuos gque representam o
efeito simulitédneo de todos os canais. A nova técnica de "patch-
clamp"” ndo substitui a antecessora, antes soma-se a ela, que

continuarid sendo amplamente utilizada - ver, por exemplo, [28]
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e [39]. Queremos assim enfatizar nosso ponto de vista de que esta
técnica inventada por Sackman e Neher situa-se nitidamente na li-

nha evolutiva dos trabalhos de Hodgkin e Huxley, que alids foram

—10ms—

nA, 4
) 02 pA[ MFWMVM V‘WWW“%'“W’W' W"

Fig. 1.13 a) Tragados de corrente obtidos pela téc-

nica de "patch-clamp"” com despolarizacdo de 10 mV,

Os pulsos indicados correspondem a abertura de ca-

nais se sédio. As flutua¢ées menores sdo ruido.

b) Tracado representando a média de 300 registros

[36].
os primeiros a cogitar, com Keynes, da existéncia de canais.

0Os procedimentos experimentais durante o chamado

periodo heréico (1936-1952) [28] das pesquisas sobre membranas
excitdveis envolviam como equipamentos mais sofisticados o
osciloscépio de raios catddicos, oscilégrafos galvanométricos de
espelhos, amplificadores diferenciais de tubos a véacuo, e os
microeletrodos metdlicos e de vidro. Nas primeiras tentativas de
modelagem quantitativa, na década de 30, Cole realizou
importantes pesguisas utilizando ponte de imped@ncias e através
de engenhoso arranjo eletrdnico conseguiu, com Curtis {40],
registrar na tela de um osciloscépio o curso da variagao da
condutédncia da membrana simultaneamente ao potencial de agdo de
propagacao (Fig., 1.14a), Treze anos depois, o modelo de Hodgkin-
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Huxley possibilitou a construg¢do tedrica destas formas de onda

(Fig. 1.14b). Na pesquisa das propriedades de tecidos excitédveis,

)
o
m mho cm™?

012345678910
(2) ms (b)

Fig. 1.14 a) Fotografia cldssica da primeira demons-
tracdo experimental da varia¢do da condutdncia da
membrana (banda) e do potencial de acdo de propaga-
¢do (linha pontilhada). b) Tracado tedrice corres-
pondente: condutdncia (linha contfnua) e potencial
de ag¢do (linha tracejada). As voltagens estio re-—

referidas ao potencial de repouso. [5].

misculos e axdnios de vArios animais (ra, Sépia etc.) foram
utilizados, mas a matéria-prima mais importante é o axdnio
gigante (cerca de 1 mm de didmetro e alguns centimetros de
comprimento) do molusco Loligo, que em inglés corrente denomina-

se "squid" e no Brasil conhecemos popularmente como lula ou

calamar. Usaremos daqui em diante a denominacdo Loligo,
referindo-nos ao Loligo forbesi, que foi a espécie utilizada
pelos cientistas ingleses. Uma vez dissecado o animal e isolado
0 axGnio, a membrana mantém-se excitdvel tal como no animal vivo,
sendo possivel utilizd-lo durante horas antes de degradar-se
completamente. A Fig. 1.15 a) mostra esquema de um experimento
para medida da velocidade do potencial de acao utilizando dois
microeletrodos e a Fig. 1.15 b) mostra o resultado da simulacéo
desta experiéncia com o modelo de Hodgkin-Huxley. No experimento
ilustrado na Fig. 1.15 a) o axdnioc estd livre e seu citoplasma
{axoplasma) intacto. A solucdo que banha a membrana exteriormente
tem composicdo igual & da solucdo original no animal. Para

estudar as propriedades da membrana, utilizam-se perturbacgdes
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S0 axénio
(a) E 25 [ A N
est/mulo & i '
v e b i AN 4
u} 7/ —2/ j(/m _ p
—
16 mm

18.5°C

Teoria

E {mV)

et
estimulo

~80 ; | 7 i
0 T 2 3 tempo (ms)

Fig. 1.15 a) Potencial de a¢do de propagacdo registrado
nos pontos a e b. A distédncia percorrida € de 16 mm e o
tempo ©.75 ms, portanto velocidade de 21.5 m/s [28].

b) Potencial de acdo de propagacdo calculade em diferentes
posig¢des do percursco. Para os pardmetros utilizados a ve-
locidade calculada é de 18.7 m/s. [28, 41].

controladas tais como modificagdo da composicdo da solugéo
externa, utilizacgdo de venenos blogqueadores de canais,
substituicdo de elementos por seus isétopos radioativos, etc. Mas
a interferéncia radical que levou a uma descoberta revoluciondria
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consiste na introducdo de um fio metdlico no interior do axdnio,
ao longo de seu eixo. Isto equivale a curto-circuitar a
resisténcia longitudinal do axoplasma (a resistividade é de
algumas dezenas de ohms-cm). O resultado fantdstico é que mesmo
nestas condigOes a membrana continua apta a produzir potenciais
de acgdo, de amplitude similar & do axdnio livre, com a dnica
diferenca, essencial, de que tais impulsos nédo se propagam, isto
&, todas as regioes da membrana excitam-se simultaneamente. Esta
técnica experimental recebe o nome de grampeamento espacial
("space-clamping") do axdnio, e os potenciais de agdo denominam-
se potenciais de ag¢do de membrana, ou simplesmente potenciais de
membrana, para distinguir dos potenciais de a¢do de propagagéo.
A Fig. 1.16 mostra alguns tracados de potenciais de acao de
membrana para vidrios estimulos iniciais e as simulacdes tedricas
correspondentes obtidas com as equagOes de Hodgkin-Huxley. A
modificagdo que resultou na técnica de grampeamento de voltagem,
fundamental e decisiva para as pesquisas de Hodgkin, Huxley e
Katz, consiste em acrescentar ao sistema de grampeamento espacial

um circuito que forga uma realimentac@o negativa (Fig. 1.17) tal

Fig.1.16 Poten-

ciais de aecdo de

222 membrana. As cur-
S 7of vas superiores séo
é 225 tedricas, corres-
w0f 6 pondentes a 6 'C.

As inferiores sdo
tragcados expe-
rimentais a 6°c.
0Os nimeros asso-

110 ciados 4s curvas
indicam estimulos
em nC/a#. As vol-

tagens estdo refe-

V(mv)

ridas ao potencial

6 de repouso. Axfnio
s no 17. [5].
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que, controlando automaticamente a corrente externa injetada,
impede © disparo do potencial de agido e mantém a voltagem
transmembrana igual a uma fungdo arbitrdria do tempo, imposta

pelo pesquisador. Geralmente as fungdes utilizadas sao degraus

Fig. 1.17 Método de gram-
peamento de voltagem: o
potencial no interior do

axénio é comparado com ©

comando de grampeamento via

amplificador de alto ganho,
que injeta corrente através
da membrana [28].

ou pulsos retangulares de voltagem. Apesar de, assim descrita,
a técnica parecer essencialmente simples, a montagem do
experimento é delicada e bastante elaborada [42]. A Fig. 1.18
mostra o registro da corrente idnica total que flui através da

membrana quando o axdnio sob grampeamento de voltagem & submetido

+90 mV
£ Fig. 1.18 Curvas de cor-
i — rente idnica total através
SR da membrana de axénio de
E.SSW Loligo para diferentes de-
i 70 graus de voltagem cada
2k 50 qgqual a partir do valor ini
30 cial de -60 mV (ou +60 mV
% | _$ na convengdo utilizada
E ot neste trabalho). 0Os tracgos
: i sucessivos na tela do os-
ciloscépio foram superpos-
-2t l . ’ , ‘ L tos fotograficamente [28].
0 2 4 6

-Ms
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a degraus de diferentes despolarizagOes. A corrente idnica total
assim registrada foi suposta por Hodgkin e Huxley como a soma
algébrica de duas componentes principais e independentes,
correspondendo respectivamente ac fluxo dos ions de sédio e dos
ions de potdssio. Para analisar separadamente ambas as correntes
a técnica utilizoda foi a de alterar a concentragdo do sddio,
substituindo-o por fons ndo permeantes de colina na solugdo
externa, e observar os desvios no tragado da corrente total. A
Fig. 1.19 ilustra um desses experimentos. Ent8o, com base numa

série de consideracOes tedérico-experimentais detalhadas em [2]

-9 mV
E
- -5 mV
17 0% Na
L
(mA/cm?) 0
14 100% Na
e \/
L 1 | i ' 1
0 1 2 3 4 5
ms

Fig 1.19 Separacdo das correntes de Na' e k': cdlculos
usando as curvas de corrente com solugdo externa de d4dgua
do mar e com 90% de NacCl substitufido por cloreto de
colina, levam 4 curva de corrente devida s6 ao sédio.
Subtraindo-a da corrente total a curva da corrente de
potdssio é obtida [2, 28]. Técnicas modernas permitem
tragar diretamente cada componente por meio de agentes

guimicos blogueadores de cada tipo de canal.
foi possivel tracar conjuntos de curvas das correntes de ambos

os fons para diferentes degraus de despolarizacdo. Na teoria de

Hodgkin e Huxley é usada como correspondente da permeabilidade
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da membrana a condutlncia elétrica. Como nos potenciais de
reversdo (ou equilibrio) Vi e Vm.(dados pelas Eg. {1.3)) ndoc sao
observadas, respectivamente, as correntes de potadssio e de sédio,
sdo admitidas as relacOes:

gelt) =T At) /[ V(L) - V]
Tpa (E) =T (£) /[ V(L) - V,]
(1.9)

A decisdo de utilizar desta forma a lei de Ohm ndo foi simples
e arbitrdria. Na verdade, seguiu critérios tedrico-experimentais
cuidadosamente testados por Hodgkin e Huxley, conforme descrito
em [3] - ver também Cap. 2, adiante. Tanto ndo s8o 6bvias as Eq.
(1.9) gue, conforme demonstraram, para concentragoes de NacCl

muito abaixo daquela natural nos axdnios teriamos que substitufi-

Fig. 1.20 Varia¢8o da

-109 o
o — A condutdncia do potds-

20

sio. Circulos: pontos.
15 '

experimentais, axénio
nge 17, 6-7%C. Linhas

continuas: calculadas

10

TTT[TTTI T[Tt

com a&s equagdes de
Hodgkin-Huxley usando
g, = 24.31 mS/cnt e os
par@metros da tabela I
da referéncia [5]. A
escala vertical é a

mesma para a4s curvas

condutancia do polassio  [mSicm2)

de A a J, mas ¢é mul-
tiplicada por 4 para

as curvas K e L. 05 nid

meros sobre as curvas

indicam os valores das

despolarizagdes a par-

tir do repouso em V=0.
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las por relagdoes ndo-lineares. Devido & forma das Eq. (1.9) vemos
que, como em cada degrau de despolarizagcao a voltagem V ¢é
constante, as curvas de conduténcia e de corrente tém a mesma
forma. As Fig. 1.20 e 1.21 (3) mostram os pontos experimentais
das condutédncias g e gy, no decurso do tempo. Nestas figuras as
linhas continuas correspondem ao cllculc tedérico com as equacgoes
de Hodgkin-Huxley. Vale lembrar aqui que seja notada a semelhancga
entre a forma das curvas de conduténcia do sédic e a mostrada na
Fig. 1.13 obtida por "patch-clamp”.

lwf\\ L o A

. o o

‘k\fkl Fig. 1.21 Variacao da
o 1008 2 & o B condutéincia do sédio pa-
% o8 _ . < ra diferentes despolari-
g \\Nhﬁ__ 5 100 zagbes (indicadas & es-
3 76 = - - — querda das curvas). Os
; ngii\\hu- — E_. circulos indicam estima-
5 Slfyﬁi‘“v-m e Ff . tivas experimentais ob-
§ 33*Fﬂ&gk”**-' = E—*“ tidas com o axbénic nel7,

_éd"o%‘-o_

32Jff"*:;gﬁ‘v__g N : a 6-7 °C. As curvas con-
—— = 2 ]10

26

26 ooy tfinuas sao tedricas, com
jou  Byp=70.7 mS/cal. [5].

by &

10

3 Hodgkin e Huxley numeraram cada exemplar de axdnio de
Loligo utilizado nas experiéncias. Dentre o0s vidrios citados em
seus artigos, o de n® 17 ilustra uma faixa maior de experimentos.
Por esta razdo ele serd tomado mais freqiientemente como
referéncia neste trabalho.
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1.4.2 O circuito equivalente. Como j4& decrevemos
anteriormente, a membrana bilipidica apresenta-se com uma
capacitédncia S cujo valor foi determinado pela primeira vez por
Fricke em 1923 como sendo da ordem de 1 uF/cmz[45]. A corrente
idnica I foi suposta por Hodgkin e Huxley como a soma de trés

parcelas:

(1.10)

onde a componente I, foi acrescentada para levar em conta uma
corrente de fuga provavelmente carreada por ions de cloro [3] mas
também por fons de s6édio e potdssio que fluem por poros distintos
daqueles gue atuam para compor Ih e IK’ podendo haver também a
contribuicdo de forgas metabdlicas. Embora seja dificil a
identificacgdo precisa dos ions e processos envolvidos na produgao

desta pequena corrente, ela pode ser empiricamene descrita por:

I.=g.(V-V)
(1.11)

onde g e VL sao constantes que podem ser determinadas
experimentalmente. A contribuigdo de IL & importante de
considerar porque influi no valor do limiar de excitagdo da
membrana e na estabilidade do sistema no repouso. Considerando
o axbnio sob grampeamento espacial e levando em conta a densidade
de corrente Is(t) que pode ser injetada para excitacéo do sistema
ou para sustentar o mecanismo de realimentacio em experiéncias
de grampeamento de voltagem, o diagrama do circuito equivalente
imaginado por Hodgkin e Huxley € o da Fig. 1.22. A dinfmica deste

circuito é regida pela seguinte egquacdo diferencial ordindria:

AV - _ Ge (V- Vi) ~g (V-V} =g, (V-V,) + I, ()

Cu gt

(1.12)
onde gh(t) e g[(t) sdo condutdncias (por unidade de 4rea) que
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meip externo

J B

9y
7" Na \/tK
%

L
Fig. 1.22 Circuito

Vs

g

L
1 — equivalente para a
v

L membrana sob gram-

b
i
|

peamento espacial

[517.

variam no tempo. Para a membrana livre, isto é, sem o fio
condutor curto-circuitando a resisténcia longitudinal do
axoplasma, o axdnio pode ser considerado um cabo condutor cujo
circuito equivalente tem a forme de escads, constituida por uma
sequéncia de circuitos locais da forma do diagrama da Fig. 1.22
{omitindo Is(t)) ligados entre si pelas resisténcias (por unidade
de comprimento) longitudinais ry do axoplasma e Ty do meio
externc. Para fins pridticos, convém observar que r, em geral é
bem menor do que Ty Indicando pela letra 2 a distédncia ao longo
da fibra, a corrente por unidade de comprimento que flui

longitudinalmente & dada por:

1 &v
I, +r; 9F (1.13)

i=
Usando a relacéo T >>r, e supondo o axoplasma como contido num

cilindro de raio a, a equagdo diferencial parcial resultante tem

a forma (p=resistividade do axoplasma):

a @Vﬁc ov

2p R Hﬁ "'Q',;.(V—Vm) +gx(V‘Vx) "‘gL(V'VL)

(1.14)

Esta equacao foi usada para calcular o potencial de acao de

propagacdo da Fig. 1.15 b). Supondo um impulso em regime estdvel

32



4 velocidade 0 constante como solucdo desta equacdo, a variadvel
@ é eliminada e ficamos com a equacao diferencial ordindria de

segunda ordem:

a d”V___C. dv
2p0% dt2 ¥dt

+ O (V- Vi) + G (V-V} +g, (V-V,)
(1.15)

que foi usada por Hodgkin e Huxley para a construcdo das curvas
da Fig. 1.23 a) e b). A Fig. 1.23 c¢) corresponde a um tracgado

experimental de potencial de agcao de propagagdo.

Fig. 1.23 a)
Solugdo da Egq.
(1.15) para

90-
80 temperatura de
nr T 18 °c e velo-
60F E i
- 50} % cidade de 18.8
E al
sob E m/s, mostrando
201 o potencial
or i de acdo e as
0" 0 05 1.0 ~__20 25 30  ___———— ¢

condutédncias.
b) O mesmo po-
tencial de a),
mas em escala
apropriada pa-
(b) ra comparacéio

100
com o tracado

50

—¥F(mV)

experimental

e — c}), registrado
a 19.2°c.
Estas figuras

110
100 -mV

50

-P(mVy?

foram publi-

o
—
o

cadas em [5].
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1.4.3 Os modelos de g‘(t) e gn(t). A Fig. 1.24 mostra
o transcurso da condutédncia gK(t) guando o &axdnio sob
grampeamento de voltagem é submetido pPrimeiro a uma
despolarizacéo desde o repouso e depois a uma repolarizacdo de
volta ao estado inicial. Na repolarizagdo a condutdncia segue
aparentemente a forma de um decaimento exponencial, mas na
despolarizagdao a forma de gK(t) apresenta uma curvatura inicial
em forma de S, perto de t=0, indicando que um sistema [inear de
primeira ordem nao se ajustaria & descrigdo desta conduténcia.

Hodgkin e Huxley em [5] explicitaram a opiniao de que podem

Fig. 1.24 a) Subida de
& associada a uma des-
polarizacdo de 25 m. b)
descida de gy na repola-
rizagdo. Circulos: pon-

tos experimentais (axé-

{ mSicm2 )
[= TSR N Y- BNT. .

nio no 18). Linha contf-

™1 1 177 & 77177

condutancia do potéssio

nua: curva tedrica, de

acordo com o modelo
dado pela Eg. (1.16).
[5].

existir vArios modelos matemdticos capazes de reproduzir
empiricamente as curvas experimentais de g& e g - Como nao havia
na época e ainda hoje nao hé dados sobre a estrutura microscépica
da membrana, suficientes para deduzir o modelo correto a partir
de principios fisicos elementares, aqueles pesquisadores optaram
por uma modelagem ao mesmo tempo plausivel e de simples aspecto
matemftico, tendo em vista também a facilitag8o dos célculos. Na
época havia poucos computadores automdticos disponiveis. Segundo
depoimento de Hodgkin [43], o computador da Universidade de
Cambridge esteve "fora do ar" por muitos meses, o que levou

Andrew Huxley a realizar a solugdo matemdtica das equacdes usando
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uma calculadora manual mecénica. Segundo Hodgkin, "the propagated
action potential took about three weeks to complete and must have
been an enormous labour for Andrew." E importante entender,
entdo, que o8 esquemas cinéticos por eles proposto, e gque
descreveremos a seguir, tinha objetivos meramente funcionais, néo
fazendo, como nem poderia, parte essencial do modelo global. A
interpretagao fisica correta do funcionamento dos canais ainda
estd por surgir e para isto, como ja4 dissemos, a técnica de
"patch-clamp"” e a identificagdo da estrutura molecular das
proteinas canais irao certamente ajudar. Ndo obstante, apesar de
modelos cinéticos alternativos terem surgido com o passar dos
anos, mesmo alguns aparentemente mais plausiveis, a cinética
simples e pouco ambiciosa de Hodgkin e Huxley persiste amplamente
na literatura corrente, servindo de modelo para a formulagdo e
aperfeicoamento de equagdoes fenomenolégicas de outros tecidos
excitéveis.

Para obter o ajuste de gx(t) 4s curvas de grampeamento,
Hodgkin e Huxley utilizaram a varidvel real n, que pode assumir
valores entre O e 1, passivel de ser interpretada como uma
probabilidade. Regida por uma equagdo diferencial de primeira
ordem, & varidvel n é elevada A quarta poténcia para dar conta

da curvatura observada na Fig. 1.24:

d=e,(1-n)-p,n
gx=§xn‘

(1.16)

onde g é constante, sendo o e Bn dependentes sé da voltagem.
Hodgkin e Huxley sugeriram a interpretac¢do destas equagdes como
sendo uma espécie de competigdao de eventos independentes,
envolvendo quatro particulas, ocorrendo em duas regides (por
exemplo no interior e exterior da membrana). A passagem do fon
de potdssio s6 ocorrerd se as quatro particulas ocuparem
simultaneamente a rTegi&o correta, A, na qual em geral h4 uma

proporgao n de particulas, a proporgdo n-1 das restantes ocupando
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a outra posigdo, B. O diagrama cinético & entédo:

(1.17)

Traduzindo para a linguagem da j& aceita concepgao de canais e
portas, podemos imaginar um canal com quatro portas que devem
abrir simultaneamente ou, alternativamente, um canal com uma 80
porta porém controlada por quatro dominios, cada qual podendo
estar no estado excitado (1) ou nédoc-excitado (0), e o cansal
estard aberto apenas no caso de todos os dominios estarem si-
multaneamente no estado 1. Nio existem evidéncias ainda de

quantas portas realmente existem. A Fig. 1.25a) mostra o diagrama

Fig. 1.25 a)
e b) Reinter-
pretagdo da

cinética de 8
do modelo de
Hodgkin e
Huxley. [28].
Vide texto.

b)
DIAGRAMA REDUZIDO
4a 3a 2a a
0 1 T2 3 4
B 28 38 ap
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com as 16 combinacdes possiveis, 15 dos guais correspondem ao
canal fechado, e 32 transig¢Oes permitidas. Se admitirmos gque as
portas (ou os estados em cada dominio) sdo idénticas, védrias
configuragdes tornam-se equivalentes e o sistema pode ser
descrito pelo diagrama da Fig. 1.25b). Estes diagramas compoem
um texto contendo discussdo mais profunda a respeito de
reinterpretacdes criticas das cinéticas das equagdes fornecidas
no modelo de Hodgkin-Huxley. Para maiores informagoes, ver Hille
[28].

As taxas a e Ql sdao fungdes da voltagem e foram
obtidas para cada valor de despolarizagdo e hiperpolarizacido a
partir de curvas experimentais como as indicadas na Fig. 1.20,
levantadas para vArios axbnios. A Fig. 1.26 mostra o resultado
como um conjunto de pontos interpolados pelas expressdes

empiricas:

0.01(V+10)
un'(V) = (eo.1+v_1)

B, (V) =0.125 "%/

(1.18)

Fig.1.26 Abscissa:

a, 8, Axon
v 15 T .
1.0 . 17 : potencial da mem-
¢ 18
0% e 20 E brana menos poten-
s 21 J .
= 08 x 23 cial de repouso em
T, 07 + 24 1
E o6 ° 26 J dgua do mar. Orde-
0.5 1 nada: taxas a, e
4 E L.
0 B, para descricgao
o 0.3 v] z )
§ 02 s d.—”’fgafr’f de g;. Medidas &
v a i
o'l--'-'-‘“"—‘,“T'-?"'Tu."TT TR o 6 °C.As curvas con
0 ~110-100-90-80-70 -60 -50-40 -30-20-10 0 10 20 30 40 50 tinuas sédo dadas
V(mV) pelas Eg. (1.18).
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A conduténcia - é modelada pela expressao:

gm=§mm3h
(1.19)

onde By, é constante e as varidveis m € h sao descritas pelas

equagdes diferenciais:

d=g,(1-m) - m

‘h.=¢h (1-11) "phb
(1.20)

Analogamente & varidvel n, as varidveis m e h podem ser
interpretadas como probabilidades de ocorrerem certos eventos,
e assumem valores entre O e 1. Enquanto m controla a ativacao do
sistema responsdvel pela passagem dos ions de sédio, a variével
h controla a desativacdo. A integracdo de (1.20) fornece gh(t)
tal como as curvas continuas da Fig. 1.21. 08 valores

experimentais de o € Bn na Fig. 1.27 podem ser interpolados

—
o

Fig. 1.27 Valores experi-
mentais de a, € H, para di

versos axénios a 6.3 ‘cC.

am Bm (ms™)

AsS curvas continuas séo
dadas pelas Eq. (1.21)
f57.

O w N W b N~ e D

v(mV)
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pelas curvas continuas descritas empiricamente por:

_ 0.1(V+25)
€, (V) = (e91v°2.5 _1)

pn(w =4 @¥/19

(1.21)

Da mesma forma, a interpolagdo dos pontos experimentais de o e

Bh mostrados na Fig. 1.28 é realizada pelas seguintes equacdes:

«,{V) =0.07e%/3°

Bo(W) = 1

(1.22)

1500 & @
14}
1.3+
12F z a
1.1k
1.0
092

a4 (ms™)

Axon
SR s 1o
[ ] =
] a%}} Method A 1.4
v —1.3
[ vgg Bn dya
| ;39} Method B 1-
| 39" 11
l vi7y oA 410
038} Method B :
| B30 {09

08lo- a4 po0p 8 a —H——————1 0.8

S 07f 4 107
R 06t Jo.6
05t Hos
04} ay 104
0.3F o 0.3
02 402

v
0.1t 0.1
I N T R T B N L w10

1]
-110-100-90-80 -70-60 -50 -40-30 -20-10 0 10 20 30

VimV)

Fig. 1.28 Vvalores ex-
perimentais de o, e B
para diversos axénios
a 6.3%. o0s pontos fo-
ram determinados por
diferentes métodos des
critos em [5]. As cur-
vas contfnuas siao da-
das pelas Egq. (1.22).

As equagOes diferenciais em (1.16) e (1.20) podem ser expressas

alternativamente com:
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[~
8
S

tn
a=2"0
t.
P
Th

onde T Ty € Ty sdo constantes de

n,, my ¢ h, pelas relacdes abaixo,
Fig. 1.29:

(1.23)

tempo definidas juntamente com

cujas formas grdficas estao na

(1.24)

Fig. 1.29 Grdficos de 1,

T,
conjunto com {1.18), (1.215 e%(1.22)% 6.3 °c.

As
reagrupadas

equacdes do modelo

abaixo para facilitar referéncias
grampeamento espacial as equagbes sao:

matematico acima
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Ty N, m, € h, dados por (1.24) em

estao

Para



I) CV=-gu (V-V,)m?h-g, (V-V ) nt-g,(V-V,) +I (t)
di=ay(1-m) -B,m
II) 1n=a,(1-n)-P,n

ou !
m=2="T
tll
Iy np=2="12
‘n
A= h.-h (1.25)
Ta

Para o axOnio livre de grampeamento todas as varidveis, V, m, n
e h, passam a depender também de &. As equagOes S&O:
n A T = CugY + T (V- Vi) 4T (V- V) +9,(V-¥)
é—a’t"=a,,(1—m) -Pm
m  9_¢ (1-n)-p,n
_TL' n n
oh
ae (1 (1.26)

as quais devem acrescentar-se as condig¢oes de contorno (ver Sec.
Os valores dos vArios pardmetros das equagldes variam de

3.2).
A Tabela 1.1 abaixo dd os valores médios

axdnio para axfnio.

41



sugeridos por Hodgkin e Huxley para representar um "axénio médio"

[5]:

Tabela 1.1
L]
B, = 120 ms/cm! Vy = -115 mv
_ 2 -
gy = 36 mS/cm Vig = 12 mv
g = 0.3 mS/cm V, = -10.613 mV

Para finalizar esta secdoc vamos reproduzir o sumério
do artigo [2] de Hodgkin-Huxley sobre os fenfmenos que ocorrem

durante o desenvolvimento de um potencial de acdo:

When the membrane potential is suddenly reduced (depolarization),
the Iinitial pulse of current through the capacity of the membrane is
followed by large currents carried by ions (chiefly sodium and
potassium), moving down their own electrochemical gradients. The
current carried by sodium ions rises rapidly to a peak and then
decays to a low value; that carried by potassium ions rises more
slowly along an S-shaped curve, reaching a plateau which is mantained
with little change until the membrane potential is restored to its
resting value.

These two components of the membrane current are enough to account
qualitatively for the propagation of an action potential, the
sequence of events at each point on the nerve fibre being as follows:
(1) cCurrent from & neighbouring active region depolarizes the
membrane by spread along the cable structure of the fibre (‘local
circuits’). (2) As a result of this depolarization, sodium current
is allowed to flow. Since the external sodium concentration is
several times greater than the internal, this current is directly
inwards and depolarizes the membrane still further, until the
membrane potential reverses its sign and approaches the values at
which sodium are in equilibrium. (3) As a delayed result of the
depolarization, the potassium current increases and the ability of
the membrane to pass sodium current decreases. Since the internal
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potassium concentration is greater than the external, the potassium
current is directly outwards. When it exceeds the sodium current, it
repolarizes the membrane, raising the membrane potential to the
neighbourhood of the resting potential, at which potassium ions

inside and outside the fibre are near to equilibrium.

1.5 O modelo de FitzHugh-Nagumo

1.5.1 A equacgao de van der Pol. A equagdo proposta
por van der Pol [44] pare representar qualitativamente uma ampla
classe de osciladores tem a meéma forma da equacio do oscilador
harmdénico, mas com a constante de amortecimento substituida por

um coeficiente que depende gquadraticamente da varidvel u:

d+c(u2-1)d+u=0 , c>0
(1.27)
Com a transformagdo de Liénard, isto é, definindo:
s 3
w.—.-l'z—-l-—ua——u
€ (1.28)
a (1.27) pode ser reescrita como:
3
d=c(w+u-2)
3
= U
led
(1.29)
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A Fig. 1.30 mostra o gridfico de uma solucdo u(t) da (1.29) ou
(1.27), com c=3.

Fig. 1.30 Solucdo da
equacdo de van der

Pol! com c=3.

0 j 200 400

1.5.2 O modelo de Bonhoeffer-van der Pol. Para
flexibilizar a equagé&o de van der Pol no sentido de atuar também
como sistema monoestavel, ela foi modificada por FitzHugh [7]
através da simples adig¢doc de alguns termos nas expressoes (1.29),
obtendo assim o sistema a que denominou Bonhoeffer-van der Pol,

usualmente referido como modelo BVP:

3
u=c(w+u——%—+J)

w=- U-at+bw

c
(1.30)

onde J representa a intensidade do estimulo externo e as
constantes a, b e ¢ estao sujeitas &s seguintes condig¢des para
assegurar a estabilidade no repouso e a excitabilidade em certo

intervalo:

1-_259.<a<1, o<b<1, b< c? (1.31)

Estas condig¢des garantem o funcionamento do modelo mas podem ser
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flexibilizadas, como veremos na Se¢. 1.5.3 e num exemplo no Cap.
8.

A Fig. 1.31 mostra algumas solugdes u(t) do sistema
(1.30), para valor tipico de cada parédmetro.

Fig. 1.31 Solu-
u J=20 ¢bes do sistema
(1.30). Em a)}) um
pequeno desloca-

J BvP mento inicial po

b) - r enos de ar ou néo
21 J=-04 | p-os gerar
u ce3 um impulso.Em b)
um estimulo cons
tante gera um

trem infinito de

J impulsos.

1.5.3 O aperfeicoamento de Nagumo. Nagumo et al. [8]
acrescentaram ao modelo BVP de FitzHugh o termo de difusao. A
equacao parabblica resultante tem sido referida na literatura
especializada como modelo de FitzHugh-Nagumo:

(1.32)
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onde h>0 e as condigdoes (1.31) foram um pouco modificadas:

_2b 2
1-F2<cac2, 0<bc1, b<ec (1.33)
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caPiTULO 2

A RELACAO ESTACIONARIA CORRENTE-VOLTAGEM
PARA O FLUXO DE SODIO

"Rather unfortunatelly, Hodgkin and Huxley
did not elaborate, except by inference, upon
the significance of the instantaneous con-
ductance in a nonlinear system.”

K. S. Cole [45]

2.1 Introdugcao. A finalidade deste capitulo é definir
uma func¢do, ®(V), que terd importéncia nas transformagdes de
varidveis que faremos no Cap. 4 e também, como consequéncia, no
desenvolvimento do circuito equivalente no Cap. 7. Posta em
grafico, esta funcao tem a mesma forma das curvas experimentais
de pico de corrente de sddio em funcao da voltagem, mostradas nas
figuras da préxima segAo. A diferenga quantitativa corresponde
4 influéncia da inativacaoc nas curvas experimentais, o gue serTé
explicado melhor na Se¢. 2.3. Estas curvas apresentam em um
trecho conduténcia incremental (estacionédria [45]) negativa, que
pode ser associada & instabilidade inerente & formacadc dos
potenciais de agdo. Em contraste, a conduténcia By, do circuito-
modelo de Hodgkin-Huxley é sempre, em qualquer circunstédncia, uma
quantidade positiva. A opcdo dagueles autores pela modelagem em
termos de gy, {denominada condutédncia instantidnea ou de alta
freqiiéncia) deveu-se & simplicidade de expressac e manipulacéo
via lei de Ohm. Sob outro ponto de vista, esta simplicidade
revela-se no entanto ilusdria (termc usado, no mesmo contexto,
por K. 8. Cole [45]), pois sabemos pela abundante literatura
existente sobre o assunto que as equagdes de Hodgkin-Huxley séo
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consideradas matematicamente muito complexas [46]. Visando
contribuir para a andlise qualitativa e alcangar nossos objetivos
delineados no Cap. O, e tendo em vista a grande importéncia
conceitual e experimental das caracteristicas corrente-voltagem
acima referidas, resolvemos desentranhd-las das equagdes de
Hodgkin-Huxley e depois reintroduzi-las explicitamente nas mesmas
equagdes mediante transformagdes de varidveis. Acreditamos que
este procedimento é autorizado pelo pensamento de Cole, cujo
interesse por equagdes que explicitassem a nao-linearidade
e condutdncia negativa destas caracteristicas levaram-no a
sugerir a R. FitzHugh a idéia que resultou na elaboragdo do
modelo reduzido BVP com pardbola cibica em forma de N (ver
Se¢.1.5). Cole é talvez o autor que mais enfatiza o valor
conceitual das curvas estaciondrias, atribuindo ao comportamento
da condutdncia incremental do sédio a elas associadas "a most
obvious and important property" [47].

2.2 Curvas experimentais

2.2.1 Exemplos. Para ilustrar o fato de gue as curvas
de pico de corrente em funcdo da voltagem, obtidas com a técnica
de grampeamento de voltagem, constituem um importante método de
caracteriza¢ao das propriedades da membrana, apresentamos na

Fig.2.1 resultados de experimento recente do fluxo de cdlcio em

80 60 -40 0 my Fig. 2.1 Caracteris-
l‘“ A . tica I-V para o flu-

3
| 7™ xo de cdlcio, obtida
I”mv 1 o8 com grampeamento de
. = ™ voltagem [39].

neurdnios de cérebro [39]. No estudo da influéncia de toxinas

(aconitina, DDT etc.) sobre os canais de sédio, um método
experimental consiste em observar a variagdo da forma da curva,
tal como no exemplo da Fig. 2.2 [28]. Um exemplo de aplicacéo das
curvas no teste de novos modelos de transporte de sédio através
dos canais é ilustrado na Fig. 2.3, onde as curvas continuas

correspondem a uma teoria mais afinada com recentes informagdes,

48



levando em conta barreiras de potencial, interagdo de {fons e

fendmenos de saturacao [48].

[Nal,  [TMAL
SmM 17 oM
16mM 116 e
232 M 0 mw

Fig. 2.2 Alteracdo das Fig. 2.3 Pontos expe-
propriedades dos canais de rimentais I-V para vdrias
sé6dio devido & presenga de concentracoes de sdodio e
toxinas [28]. ajuste tedrico {linhas

contfnuas) [48].

2.2.2 A curva I, versus V. As caracteristicas de
corrente-voltagem do tipo que estamos considerando,
exemplificadas nas figuras anteriores, apareceram pela primeira
vez no artigo de Hodgkin, Huxley e Katz [1] através do grédfico
reproduzido aqui na Fig. 2.4. Este primeiro grédfico tem uma
importdncia especial porque foi obtido diretamente de uma familia
de potenciais de agao. O método estd ilustrado na Fig. 2.5: pouco
depois da aplicagdo de cada choque de excitagdo é medida a
corrente idnica total I, e a despolarizagdo V.

Observacao: lembramos que na convencdo de sinais de polaridade que
adotamos, definida no Cap. 1, o potencial absoluto E da membrana e o potencial
absoluto de repouso E% sao dados pela relagio potencial-no-exterior menos
potencial-no-interior. Deste modo E, € positivo e a variacao de potencial V=E-
E, € negativa no decurso dos potenciais de acao e positiva na
hiperpolarizacdo, isto &, na sobretensao que ocorre durante a repolarizacao
da membrana. As correntes s#o0 positivas no sentido exterior-interior do
ax6nio. Esta convencao é a mesma usada por Hodgkin, Huxley e Katz, como no
caso da Fig. 2.6. As curvas das figuras 2.1 a 2.3 estéo invertidas devido a

convencao diferente usadas por outros autores.
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A fem2
pAfem? 30

1420
1/

+30mV

—32004
-—100-|

Fig. 2.4 Corrente idnica total em func¢do
da voltagem, obtida de potenciais de
acao. I.>0 do exterior para o interior.
No destaque, ampliag¢do perto da origem.

0 mV.

OmY

1ms

Fig. 2.5 Impulsos usados para o tracado da Fig.
2.4. Choques em nC/c Indicados 4 esquerda. A
seta indica o instante de medida. [1].
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2.2.3 A condutdncia instant8@nea. O griafico reproduzido
abaixo na Fig. 2.6 foi apresentado em [3], o terceiro artigo da
série mencionada no Cap.l. Diferentemente da Fig. 2.4, a curva
A deste grédfico corresponde aos picos de corrente de sédio usando
a técnica de grampeamento de voltagem para vidrios degraus de
amplitude V) a partir do repouso, conforme esquema indicado na
Fig. 2.7a). Na Fig. 2.6 estdo indicados também alguns pontos,
interpolados pela reta B, correspondentes ao experimento

esquematizado na Fig. 2.7b). Trata-se de fixer um valor V, para

Fig.2.6 A curva A cor-

15 mA. fem?
f responde as medidas de
A pico de corrente con-
/%\\, 1 o forme indicado na Fig.

2.7a). A curva B cor-

responde a transicgoes

Instantineas de cor-

rente e voltagem, con-

v, ®
50 mV. Vﬁij

forme indicado na Fig.
S mV. 2.7b), com v, fixo em

=29 mV,

Fig. 2.7 a) Corrente
de pico II correspon-

dente & aplicagdo do

degrau V} de voltagem

a partir do repouso.

b) Corrente instantd

nea.ﬁ medida na tran-
sig¢do de V, para V,, no
pico de IM'

a amplitude de um primeiro degrau e, no momento em gque a
corrente atinge o valor mdximo, superpor um segundo degrau, de
amplitude Vz—Vr Nestas condigoes ocorrerd um transiente de
corrente cujo valor de pico é€ colocado no grdfico em funcido de
V2‘ No exemplo ilustrado na Fig. 3.6 VI foi fixado em -29 mV.
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Admitindo alguns erros de medidas nas repetigdoes da experiéncia
para diferentes Vi, nao é dificil admitir que os pontos
correspondem a uma reta que cruza A nos pontos szvl e VIEVHa‘ 0
significado deste resultado ¢é que esta reta indica ser a
conduténcia instantdnea da membrana uma constante que dependeréd
86 de cada voltagem VI’ voltagem esta estaciondria até o momento
da transig¢do. A condut@ncia instantlnea, ou de alta freqiiéncia,
& também denominada de condutdncia-corda, devido & construgao
geométrica. A disposigdo linear dos pontos (Iz,Vﬂ, que
subjacentemente significa que a condutdncia ¢é wuma grandeza
continua (a0 contrdrio da corrente), é wuma das grandes
descobertas de Hodgkin e Huxley, podendo ser tratada como uma
"lei" vdlida para a membrana do axd6nio quando imersa em solugao
fisiol6gica normal . Quando a concentragao do sédio é alterada
esta propriedade nao permanece necessariamente vadlida. De fato,
eles mesmos demontraram gque quando a concentracdo de sdédio é
muito reduzida a linearidade da disposigao dos pontos desaparece.
Em tais condig¢bes o.circuito equivalente da Fig. 1.22 deixa de
servir como bom modelo pois a lei de Ohm j4& nao poderé ser

aplicavel.
2.3 Tratamento tebrico

Expressao matemética para graficos como o da Fig. 2.4,
obtidos a partir dos potenciais de acao de membrana, poderi ser
também obtida a partir da observac¢do do fluxo num plano de fase,
assunto que abordaremos no Cap. 6. Agqui nos deteremos no cédlculo
dos picos de corrente de sddio para a membrana sob grampeamento
de voltagem e & interpretagao geométrica de experiéncias como a

esquematizada na Fig. 2.7b).

2.3.1 As funcoes @®(V) e H(h,V). Seja a condutincia

instantinea By, ¢ @ corrente de sdédio dada pela lei de Ohm:

Tna=na (V- Vi)
(2.1)

A taxa de variag¢do no tempo é

Lgn=0pa (V-Vg,) +g,V (2.2)

Quando V(t) tem a forma de degraus, nos instantes das transicoes
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a variacgdo de - ¢ nula e Iy, acompanha a variacido descontinua de
V. Engquanto V fica estaciondria no topo do degrau, o segundo
termo da (2.2) desaparece e a corrente segue a mesma forma da
conduténcia. Portanto o pico da corrente de sédio para a voltagem
estaciondria ocorre quando dgm/dt=gh=0. Usando esta condigéo e
a Eq. (1.19), obtemos:

3hii+mh=0

(2.3)

Utilizando as equagbes (1.25) chegamos a:

« h(t
m(t,) =—="=_ (&)
T bd 87
1+—=  hlt) -

Ty 31,

1+—=

“l
(2.4)

onde tp indica o instante em que ocorre o valor miximo da

corrente. Definimos agora as funcoes:

e, (V) t (V)
(W
35,(V)

Q(V) =h°§m(v_vm [ ]3
1+

(2.5)

h‘
A,
&, (V) 1,(V)
. uh(V) fh(w
31,(V)
(V) (2.6)

H(hlV) ==

(h- 1?

4

1+

onde a constante 1%=0.5961 foi incorporada apenas para que H=l
no repouso em V=0 e h=ho. O valor de pico de L pode entdo ser

CXpPresso Ccomo:

Im (méx-) =¢(V) H(b:V) |t-t
. (2.7)

Na Fig. 2.8 esté posta em gréfico a quantidade (h/hj))-H(h,V).
Para V<O geralmente poderemos usar a aproximacdo:
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w1
2B, V) =5 (2.8)

h
S0 H (h,V)

'OllllIllLI_l1|_IIIIIIIII%]II!II!II?

Fig. 2.8 Grdfico de (ha/h)-H(h,V).

A funcdo @®(V) para o axdénio "médio" de Hodgkin-Huxley, com
gM=120 mS/cmle=Vh=-115 mV estd desenhada em linha cheia na Fig.
2.10. Ela tem o mesmo aspecto das vadrias curvas ji4 mencionadas
na Sec¢.2.2. A forma exata da curva de picos de Im em funcdo de

V depende, conforme indicado na Eq. (2.7), dos instantes tp em

que ocorrem oS picos. Uma equaci&o (transcendental) para tp é

obtida substituindo na Eq. (2.3) as solugdes m{t) e h(t) das Eq.
(1.25). Obtemos:

&
N (V| e - -1 =1

T @, (V) T, (V) 35,7 e (V,) (V)
&, (V) 1,(V) &V T4 (V)

1

(2.9)

onde V,=0. A Fig. 2.9 mostra a curva dos valores de tp em fungao
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de V, obtidos por solucdo numérica da (2.9). Substituindo estes

tp na Eq. (2.7) resulta na curva tracejada da Fig.2.10.

Clllllllll[1llllllll[lllIIIIII[IIIIII

~-130 -100 -30 0

V (mV)

Fig. 2.9 Soluc¢des tp(V.D}) da Eqg. (2.9)
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Fig. 2.10 Grdficos das fun¢des ®(V) e I”‘[tp(V)]. Eg. (2.5),
(2.7} e (2.9). By,=120 mS/c e V,=-115 mV."
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2.3.2 Visualizagdo das transicdoes de corrente no

diagrama I-V. As solugdes t_da Eq. (2.8) dependem dos valores

P
iniciais de m e h, gque no grafico da Fig. 2.10 consideramos
correspondentes ao estado de repouso em \%=O. No caso de
descrever matematicamene curvas Im(t) como as ilustradas na Fig.

2.11, que foram obtidas em experimento como o esquematizado

- Y=0
i‘!*oﬂe-VF 29 MV e V=V e e V=29 MY e V=Y, s

I&S mA.fem ! : IS mmhofcm.? .
| VE+57mV. ’,/f”"-

\ V=+57 mV.

Fig.2.11

i r/,/”"—\gv;+mmv; 1,/”’_1 =428 V. Curvas tran

i sientes de

" r_//’/’~ N ¥~0 ' ///’/f%\\ V=0 L (t) [3]

{vide tex-

w /m V=—14mV. to).
¥i=—29mV. V,==2%mV.

v___r/,/”’ﬂ—“Qﬁ\\““ﬂx__NJ//’//#—_“‘HH“N&

VE-57mV. V=—57mV.
Vi / /\

| (] [} 1 N B | 1 | S 1 3 L J

4] 1 2 Imsec. O 1 2 Ims
carrente  wiembrana ) I condutancia do sédio

na Fig. 2.7 b}, poderiamos calcular diferentes tp para eventuais
picos posteriores, como indicade na Fig. 2.11 VI. Podemos
imaginar uma maneira simples de analisar qualitativamente este
experimento usando apenas a curva fixa ®(V) e indicando no eixo
vertical a relacgdo Ih(t)/H[V,h(t)]. A construcido geométrica
correspondente & Fig. 2.6 & mostrada na Fig. 2.12, onde o &ngulo
6 define a condutédncia dividida por H. Nesta construgdo estamos
desprezando a influéncia de V na fungdo H, o0 que equivale a usar
a aproximacdo (2.7). Podemos assim considerar que nos instantes
em que ocorrem as transigOes as trajetdrias seguem, ao menos
aproximadamente, sobre as retas que passam por Vy,» relaxando
depois verticalmente até a curva ®(V). Para ilustrar, sejam as
curvas experimentais IIT e VI da Fig. 2.11. As trajetdérias cor-

respondentes estdo indicadas nas Fig. 2.13a) e b}.
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INa

Fig. 2.12

-57

& INa /' H & Ina/ H

=7 T =7 =ypre v

Fig. 2.13a) e b) Trajetérias ilustrando as transicdes de
corrente correspondentes acs experimentos IIT e VI da Fig,
2.11.
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CAPITULC 3

ESTUDOS DO LIMIAR E DA FORMA DO IMPULSO
MEDIANTE APROXIMACOES LINEARES DAS EQUACOES

"The Hodgkin-Huxley equations, when solved
numerically, exhibits many of the experi-
mentally observed phenomena. However, it is
a cumbersome set of equations to handle an-
alitically."

Casten, Cohen & Langerstrom [46]

3.1 Introdug@o. As equagdes de Hodgkin-Huxley tém sido
reconhecidas como de dificil tratamento analitico; dai o fato de,
durante décadas, continuar como fonte inesgotdvel de artigos e
teses em matemadtica [51-57]. A dificuldade reside em seu caréater
nio-linear que é tal que mesmo o estudo com métodos qualitativos
tradicionais tém sido realizado sobre versGes ndo-lineares
simplificadas ou por andlise assintética [7, 46, 49, 50]. Nos
préximos capitulos consideraremos o modelo nao-linear de Hodgkin-
Huxley como tal. Neste, trataremos de dois tipos de aproximacdes
lineares das equag¢des. Apesar das abordagens aqui utilizadas
serem originais, nao interessa dar muita importdncia aos
resultados, em si, alcancados, mesmo porque eles nao serao
essenciais no decorrer dos outros capitulos. Entretanto, os dois
desenvolvimentos elaborados servirao para dar um sentido de
familiaridade para com as equac¢des do axdnio. Assim, na Se¢. 3.2,
ao estudarmos a relacgido de limiar intensidade-duracdo estaremos

nos envolvendo um pouco com as complexidades analiticas inerentes
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4 equacdo diferencial parcial da Eq. (1.14)., Na Seg¢. 3.3
desenvolveremos férmula explfcita para o potencial de acao de
membrana. Neste caso, embora as aproximagdes utilizadas sejam um
tanto rudes, a expressdo servira para termos uma idéia do
funcionamento da solugido das equagdes diferenciais ordindrias de

Hodgkin-Huxley durante o transcorrer de um impulso.

3.2 Uma dedugdo da relagdo de limiar intensidade-
duracgao.

3.2.1 Equag¢do do calor. Em sua versd3o mais simples a
equac¢ao unidimensional do calor é uma equagao parabdlica da forma
(581l

:ggi-ig% =Fix, t) (3.1)
onde D é constante, u(x,t) é& a temperatura num ponto X no
instante t, e F(x,t) é a densidade de fontes de calor. Esta
equagao (equacido de Fourier) é também conhecida pelo nome de
equacdo de difusdo, pois descreve a difusdo de particulas num
meio. Entretanto, foi principalmente no estudo da conduc¢do do
calor gque suas propriedades e solug¢des, para F(x,t) linear, foram
determinadas.

Consideremos o© problema de uma haste infinita e uma
fonte de calor concentrada instantaneamente em t=t' no ponto

x=x'. Podemos usar a "fungao"

Fix,t) =d(x-x') 8§ (t-t')

(3.2)
e encontramos a seguinte solucdo (ver Fig. 3.1):
__(x-x)?
4p{t-t))
u(x, t) =G(x-x’, t-t') =L -
4xD{t-¢
Jﬁ ¢ ) (3.3)

! Apenas nesta secdo usaremos X, e ndo f, como simbolo da coordenada
espacial. Nos demais capitulos a letra x indicard outra grandeza.
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Fig. 3.1 Grédficos da fun¢do u(x,t)=G(x-x',t-t') dada pela Eq.
{(3.3), com D=1, t’=2 e x’=5.

Esta funcio G é denominada solucdo de Ffonte pontual e & muito
importante no caso de F(x,t) arbitridrio, porque constitui ou
compoe as funcOes de Green para diversos problemas com diferentes
condi¢gdes iniciais e de fronteira. As condig¢oes de fronteira mais
usuais sao a de Dirichlet, que condiciona u(x,t) e a de Neumann,
gque condiciona Qu(x,t)/dx. Para a haste infinita com u{%®,t)}=0

e u{x,0)=b(x), a solugdo é&:

o« | A
ulx, t)= f Glx-x', t) b{x") dx'+ f f Glx-x!, t-t"y F(x!, t!) dx'dt’
- 0 -»

(3.4)

Esta € uma solucgdo analitica de forma fechada, que foi possivel

de obter porque a Eq. (3.1) é linear.
A Eq. (1.14) do modelo de Hodgkin-Huxley é também uma

equagao parabélica do mesmo tipo da Eq. (3.1), ou seja:

%-%L% I;{V,m, n,h)
x o (3.5)

sendo D agora dado por D=a/(2pcl), onde a € o raio do axdnio, p
a resistividade do axoplasma e G & capacitincia da membrana.

Esta equacgdo, entretanto, € muito mais complicada que a Eq. (3.1)
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por causa da forte nado-linearidade inserida pelas varidveis
auxiliares m, n e h.

Existe uma certa analogia aparente entre o enunciado
acima descrito para a haste infinita e o relativo ao estudo da
resposta de um axdnio longo, cuja corrente de eicitagéo é
injetada num ponto equidistante das extremidades. Seri mostrada
na subsegdo seguinte gue a condicdo de fronteira neste caso é a
de Neumann. Ndo se conhece ainda uma solugdo analitica de forma
fechada para a Eq. (3.5), mas & versao em termos de egquagdes
integrais do modelo de Hodgkin-Huxley tem a mesma forma da Eq.
(3.4) ao lado das integrais das equacdoes auxiliares (1.26 II).
De fato, usando a aproximacido de comprimento infinito e levando
em conta a simetria par imposta pela condigdao de Neumann, o
modelo em equagbes integrais é {(com os valores iniciais V=0,

h=h0, n=n, e com adv(o,t)/dx dado pela Eq. (3.8) - ver

m=m 0

o!
adiante):

vix, t) =-P_@2’fc(x, t-th I(eh de! +
na oy

e _gt
5 == [ fe % g(x-x', t-t!) I,(V,m, n, h) dx’'dt’
o

Cu/D

&
m(x, £} =m_(x) + [ (w - -2) dt’
{ “ t.
t h
nix, t) =n (x) + [ (a,-==) dt’/
-] “[ n Tn

t
Bx, £) =h,(x) + f(a,--2) de! (3.6)
0 h

onde a funcdo G é a mesma da Eq. (3.3). Estas equacgdes podem ser
resolvidas por cdlculo iterativo pelo método de Picard, conforme
descrito por exemplo em [57] e [59].

Apesar desta semelhanca formal entre as expressoes
(3.6) e {3.4), hd solugdes V(x,t) da Eq. (3.6) que possuem uma
gualidade extraordindria que a varidvel u(x,t) da Eq. (3.1) nao
possui, que é a forma de impulsos que se propagam ao longo do fio

condutor (no caso © axdnio) & uma certa velocidade. Tais
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impulsos propagantes constituem os potenciais de acgdo.

3.2.2 Calculo da corrente de reobase. Nesta Ssecdo
examinaremos até que ponto a equagdo linear (3.1) pode ser
utilizada para explicar a relacdo entre a intensidade da corrente
de excitacdo Jq injetada num ponto do axénio e o tempo T minimo
de duracdo desta corrente para que ocorra um potencial de acgéao
de propagacdo no nervo. Em forma grafica, esta relacdo ja foi
determinada por Cooley e Dodge [41] (e também por Noble e Stein
[60]) através de um processo de tentativas na integracio numérica
das equagOes de Hodgkin-Huxley. Para pequenos T este resultado
numérico ajusta-se muito bem & relacdo aproximada hiperbélica,
isto &, Js a 1/T, observada experimentalmente em tecidos
excitéveis, assim como & existéncia de um valor J; de reobase
para longos T. Isto vem a ser mais um indicativo da eficdcia das
equacces de Hodgkin-Huxley. Todavia, as expressdes teéricas
utilizadas por Cooley e Dodge para ajustarem-se ao conjunto de
pontos calculados s3o0 as que correspondem a duas curvas limites

dadas por:

I __ 1
I 1+e__'1°.
L/ |
Jp _219_1:

(3.7)

com Jﬁ e t, Tespectivamente iguais a 0.82 uA‘e 2.08 ms a 6.3 °C

e 1.53 que 0.87 ms a 18.5 °C, Estas expressdes correspondem &
solucdao do modelo dindmico lipear de Hill [61], de 1936, portanto
concebido bem antes do advento das equagdoes de Hodgkin-Huxley,
e com as quais nao tém nenhuma relacdo analitica a priori. Na
verdade, nao se conhece nenhuma expressdo analitica exata para
a relagdo de intensidade-duracdo que seja obtida diretamente das
equacoes de Hodgkin-Huxley, sendo tal desenvolvimento tedrico um
problema em aberto, que jd& foi tratado de modo aproximado ou
esquemético por autores como Noble e Stein [60], Scott [62],

FitzHugh [63]. Também nesta linha tentaremos contribuir com uma
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expressao para a corrente de reobase e uma tentativa de ligacgdo
da Eq. (3.5) com o modelo de Hill.

Para ficar de acordo com a abordagem de Cooley e Dodge
suporemos que & corrente de excitacdo é injetada num ponto
equidistante das extremidades do axdnio, o qual serd considerado
suficientemente longo para usarmos o modelo de linha de
transmissac infinita. Esta linha consiste de uma associacdo em
série do circuito elementar do diagrama abaixo (Fig. 3.2). No
problema em consideragao a corrente externa Jﬂt) é injetada em
um ponto da linha, em x=0, como indicado esquematicamente na Fig.

3.3. Lembrando que a é o raio do axdénio e p a resisténcia

R Fig. 3.2 Diagrama do circuito
equivalente de um pequeno com-
CymdA L G@)HAA . .
primento Ax do axbnio. A € a
- - drea da superficie elementar e
N A— T r é a resisténcia do axoplasma
Ax 4 no trecho Ax.
(meio externo) \
L
CyaAL @l,m\ Cp AL 1,04
2 T2 2 T2
—AAN AN
-V(-Axi2) (axoplasma -V(AxI2)
] | | X N
i ] I 4
- AXf2 0 +AXI2

Fig. 3.3 Esgquema para excitacdo do axdnioc pela
corrente J, aplicada em x=0.
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especifica do axoplasma, podemos escrever

—V( Xy +v(0) V(— %) +v{0)

) 2
Js(t) /2 * :/2

onde r=pr/(na2). Por simetria, V(-A/2)=V(A/2), portanto, com
V(A/2)-v{O0)=(9Vv/ax) -(Ax/2), obtemos:

VOB .. B ,(6) =2 1,(0)

dx 2¢a? (3.8)

que é a condigdo de contorno, nao—-homogénea, de Neumann. Is(t) é
a densidade de corrente axial aplicada, que divide-se metade para
cada lado ao longo do axoplasma. A equacgdo de Hodgkin-Huxley para

a linha é:

PV _av gm(v Vm)m3h+ X(y- Vx)n"" (V—V )
ax3 at Cyr Cy {3.9)

onde D=a/(2pcu) {ver Eg. 3.5) e m, h, n s8o, como sabemos,

varidveis auxiliares. A Eq. (3.9) pode ser reescrita como:

PV _ av _

onde

_Tme s, Txpu, Gt
g(mlnl‘h) c'-m + Cun + c'
Ehvﬂamah,, Exvxng,,_ AL (3.11)

f(m,n, h) = e C. c,

Vamos admitir que durante um pulso de corrente de excitacdo as
varidveis m, h e n ndo se afastem demasiado de seus valores de
equilibrio em V=0, respectivamente m, , h0 e n. Nestas condigoes
podemos considerar:
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ImaMobl, | GxBo | 9.

g=y= Cy C Ch=constante (3.12)
e f20. Definindo agora:
Vi=vert
{3.13)
a Eq. (3.10) fica:
*v vl _
D_a}?-_é"t_“o (3.14)
e a condigcdo (3.8) passa a ser escrita como:
av'éo, oo P _g,(t)ert
* 2xa (3.15)

Considerande V(x,0)=0 e Js(t)=Js=constante a solucao das Egq.
{3.14) e (3.15) é dada pela integral

x
t — e
apit-t")
Vix, t) = —Elgz J,eTt f & evt'de/
2na ovarD(t-t") (3.16)

ou, equivalentemente, por:

-xfX
V(x, t) =.._£_...@..i€..[e ﬁerf(._i.(._-qf-rt) +
- 2yDE

dxma/y
- e"‘gerf( X _ s E)]
2/DE

(3.17)

e, para x=0,
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pvDJ,
V(O,t) =———E eorf/yt
2matyy Y (3.18)

Um potencial de acgao ocorrerd quando a tensdo V{(0,t) atingir o
valor de limiar Vego A relacao intensidade-duracao tem entdo a

forma:

Tz erfyyt (3.19)
onde a corrente de reobase Iy é dada por:

_2malfyvy,
pvD

=2’V”’I 2“:303 (3.20)

A Eq. (3.18) pode entao ser reescrifta como:

Jp

J,
v(o,r:)=vm7‘ erffyt (3.21)

Substituindo os valores dos par@metros a 6.3 °C (2):

Y=0.7 (ms)?

a=238x10"* cm
p=35.4 Q-cm
D=0.336 cm?*-(ms)* (3.22)

obtemos JR=—0.87 pA, perto do valor de -0.82 uyA obtido
"empiricamente" por Cooley e Dodge. Todavia, para duragdes
menores de pulsos de corrente a Eq. (3.19) ndo é adequada pois
desvia-se dos valores obtidos por aqueles autores, conforme vemos
pela linha tracejada na figura abaixo (Fig. 3.4). (E interessante

notar gue a Eq. (3.19) fica, para pequenos T, dada por J, @ 1/4T,

2 0 valor V,=-6 mV baseia-se em informacdo dada em [5, padg. 535], embora
refira-se a condicoes de grampeamentc espacial.
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que incidentalmente é a relacao encontrada por Nernst em 1908
([64], citado por Cole [45]), para descrever a variacao, causada
por uma corrente, na concentracao de ions nas proximidades de uma
membrana permedvel seletiva.

|
o T ’EO g
°© 185°C 0.87ms 153 pA
63°C 2.08 ms 0.82 pA
JS —_ Eq.(3.7
l © — — — Eq.(313
«
\
~
S
recbase - _ —
(e
0.

>

I LI L L L L L L L L L e B e e B e I D |

0 0.5 1.0 1.5
T110

Fig. 3.4 Curvas de limiar intensidade-duracédo para ex-
tacdo pontual de axfnio infinito. Os pontos foram cal-
culados por tentativas com as equagdes de Hodgkin-Hux-
ley por Cooley e Dodge [41] e as linhas continuas sédo
dadas pelas Eq. (3.7), do modelo de Hill. A linha tra-
cejada corresponde a8 Eq. (3.19).

68



3.2.3 Modelo de excitacdo e limiar. Se considerarmos
aproximadamente vdlida para T longos a expressio (3.19) deduzida
acima, j4& gque aparentemente o vwvalor de JR calculado €&
satisfatério, o desvio para T pequencos, visto na Fig. 3.14, pode
ser atribufdo ao fendmeno de acomodacao. Este fendmeno &
conceituado experimentalmente nos seguintes termos: quando a
corrente injetada cresce linearmente no tempo, quanto menor a
taxa de crescimento mais demora para ocorrer a excitagdo e também
maior deveré ser o valor da corrente (Noble e Stein [60], citando
Nernst (1908)). No modelo de Hill, Eq. (3.23) abaixo, a
acomodacao é levada em conta através da varidvel U, associada ao

limiar, dependente do potencial V e do tempo:

- v
VebJ,- ¥

f x
g VU,

A (3.23)

onde ® e A sao respectivamente as constantes de tempo de
excitacdo e acomodacido, tendo-se em geral A2x [60]. Para pulsos
Js(t) retangulares, as solu¢des de (3.23) tevam 4s Eq. (3.7) que
correspondem respectivamente aos limites A/k=» ¢ A/x=1, sendo que
T,5K . 0 modelo nos diz essencialmene que, mediante a excitacdo
Js(t), V e U variam e, dependendo das caracteristicas de Js(t),
poderdo eventualmente coincidir (a menos de uma constante pré-
fixada), disparando entdo um impulso. Este modelo, por sua
atraente simplicidade e alcance, tem sido aceito e aperfeigoado
[65]. N&oc obstante, o fato de a varidvel U ter um cardter
abstrato é considerado por Cole ([45]1, pdg. 128). Para contornar
esta restrigdo de Cole tentaremos mostrar a seguir que a relacgéo
de intensidade-dura¢ﬁo de Hill pode ser obtida como solugido de
um sistema um pouco diferente do (3.23) mas que admite
interpretagcio fisica mais palpével, pois identificaremos a
varidvel auxiliar U com a corrente idnica.

Consideremos entdo a Eq. (3.8) que d4 o gradiente de
V em x=0. Nossa primeira hipdétese ¢é& estender sua validade

admitindo que a carga  injetada e, portanto, & corrente,
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espalha-se exponencialmente nas vizinhancas do ponto de excitagao
{(Fig. 3.5):

Jylx, t) =g,e 8" £20 (3.24)

onde Js € constante. Dai,

avix,t) __ _p
ax  mart o *7O (3.25)
Fig. 3.5 Grdfico da distri-
& |x| buicdo de corrente ao redor
c &

do ponto de Iinjecdo em x=0.

bDerivando a Eq. (3.25) e multiplicando por D=a/(2pCK) obtemos, em

x=0:

&vio,t) 1 k
D—a(xz.—)=am% (3.26)

A Eg. (3.5) pode ser reescrita na forma:

v _ Fv _

Cugg =D PP I (3.27)

e em x=0, usando a {(3.26), a (3.27) fica:

%=b%-1’1 (3.28)

cl'
onde b=k1/(4na). O préximo passo é& supor gue a corrente idnica
seja controlada, abaixo do limiar, por um processo de relaxacao
semelhante ao de um circuito indutivo como o da Fig. 3.6. Esta
hip6tese baseia-se em evidéncias experimentais detectadas por
Cole [66] ¢ j4 foi usada também por Scott [62] na determinacio

da relacédo intensidade-duracdo a partir do conceito de impedéncia
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LIAA

I AA Fig. 3.6 Modelo para a dindmica
| J/ v da corrente idnica.

? GAA

caracteristica da linha, portanto numa abordagem bastante
diferente da que estamos desenvolvendo aqui. No Cap. 7 daremos
mais subsidios para esta representacédo, em conexao com a deducgdo
de circuito equivalente para pequenos sinais. Juntando a equagio
do ramo esquematizado na Fig. 3.6 e a equagao {(3.28) temos o

seguinte sistema vdlido para x=0" e x=07;

CyV=bJd,-I;
L,I'ﬁv_ﬁ (3.29)
G;

onde podemos considerar V e E derivadas ordindrias. Observar que
a segunda das equagdes acima equivale & segunda das equagles
(3.7), mas nosso modelo é formalmente diferente porgue enquanto
I estd presente na primeira equacdo, no sistema (3.7) a primeira
equacao é independente de U. Além disto, a primeira equacdo acima
foi deduzida diretamente do modelo de Hodgkin-Huxley e ambas as
varidveis V e I, tém interpretagiao fisica evidente. Para
completar o modelo, acrescentamos as condigdes:
1) o limiar de disparo é dado por um valor critico da
taxa de variacao de I:
%k% (3.30)

2) a corrente de recbase JRé a corrente externa minima
capaz de acelerar I, até a taxa de limiar (3.30), e & calculada

com a condicao:
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d?I1,
— (3.31)

O funcionamento deste sistema pode ser visualizado utilizando o

diagrama de fase da Fig. 3.7, abaixo, no qual inserimos uma curva

estaciondria como a da Fig. 2.4. As retas tracejadas séao

iséclinas de V=0 e ii=0 e P é€ o ponto singular atrator que

\ 4

diat=0 Fig. 3.7

dVidt=0 \ bds
Limiar

desloca-se da origem com a aplicagaoc do pulso de corrente de
amplitude J,. A reta pontilhada corresponde & condic¢édo de disparo
(3.30), que pela (3.29) pode ser escrita como:

I.=(V-V,) @G
* * (3.32)
A linha orientada ilustra a trajetéria na diregdo do ponto P mas

gue ao cruzar com a reta pontilhada faz disparar o processo de

formagdo do potencial de agdo. Na reobase, a trajetéria tangencia
a reta (3.32) no ponto:

bJ, c
va—Ef+y (1-—2)
HG
CH
II-bJR_Vlm {3.33)

Em geral, a inclinagdo da trajetdria é dada por:
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_ A
dI; Cy G
dav L, bJ,-1I, (3.34)

No limiar (Eq. 3.32), temos:

dI; Gy LA

dv L, bJd,-(V-V,) >0

(3.35)

Anulando a corrente externa quando o sistema atinge o limiar, a
inclinacdo logo ap6s este instante fica por

av I, (V-V)é& (3.36)

e as Eq. (3.29) prevéem gue a trajetéria volta & origem. Esta
volta, porém, é impedida pela atuacdao mais forte das ndo-
linearidades. Trajetdria tipice para ‘REJR seria como na Fig.

3.8. A redugdo inicial do valor absoluto de V estd de acordo com

Fig. 3.8
= v

a observada por exemplo nos potenciais de acdo calculados por
Cooley e Dodge [41], reproduzido abaixo (Fig. 3.9). A solugdo do
sistema linear (3.29}) é fdcil de obter, e simples manipulac¢ao das
equag¢les nos leva &4 seguinte relag¢iao intensidade-duracdo:
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X Ky %
1_____ g L1
T
Iz I S (3.37)
onde
2G
K= Lu
2
1+ 01- 4G°L,
Cy
2G
A= Lu
- 1_4621,,, (3.38)
Cy

a{em)

100

X=0 X=l X=2 X=3

2
t{msk-

74

Fig. 3.9 Resposta do mo-
delo de Hodgkin-Huxley a
um estimulo de 0.2 ms e
intensidade de 10 uA (cer
ca de 1.5 vezes o limiar},
a 18.5 °C f41].

na parte b o impulso para

Observar
x=0, em que &0 CeSSAr O €8
timulo a derivada dv/dt mu
da de sinal, como descrito

no modelo, embora linear,

que estamos considerando.



A Eg. (3.37) tem a forma da obtida por Hill [61], mas conforme
vemos pelas Eq. i3.23), (3.29) e (3.38), A e x tém diferentes
representacdes em cada modelo. Observar que l=n=LnG/2 se C"/G=4GLl
e A>>K se(&G>>4GLH, implicando 1=C*/(ZG) e K=GL"/4. Em cada caso
a (3.37) tende, respectivamente, &s formas (3.7), desenhadas na

Fig. 3.4, onde:

t,= lim —98 = 2,72 lim —o% =
~o Jp ™0 &
A A (3.39)

A mdxima duragdo T para validade da Egq. (3.37) é dada por

1
—h =1

(A)y*t1nd
K | 4

max. = ¥

1 - {3.40)

=
A

sendo que Ty, =2.72 x para A/x=1.

Nao nos estenderemos na andlise, j4 gque nosso objetivo
era mostrar que a fédrmula de Hill para a relagdo intensidade-
durag@o pode ser obtida a partir de idéias menos abstratas.
Podemos agora dar uma interpretacdao mais intuitiva, um vez que
a varidvel de acomodacao de Hill foi substituida pela corrente
idnica total que atravessa a membrana, e a condicdo de disparo
¢ entendida como a necessidade de saida de ions de potédssio
atingir ou ultrapassar uma taxa minima, independente do tipo ou
intensidade da excitagdo externa. A insercado do modelo de Hill
no plano de fase I;xV e sua conexao com a curva estacionédria
estudada no Cap. 2 € proposta aqui como uma revitalizacdao daqueie
modelo e uma contribuigcdo ao trabalho interpretativo de Noble e
Stein {60]. Como jéd dissemos, citando Cole, o modelo de Hill é
muito importante por ser linear, mas podemos imaginar uma
extensao das nossas equagOes supondo que os pardmetros G e Ly
variam, embora seja complicada & consideragdo analitica desses
efeitos. Um caminho de generalizaclo de nosso procedimentc &
representar a corrente ifnica por um sistema linear de terceira

ordem obtido diretamente das equagses de Hodgkin-Huxley, como o
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correspondente ao circuito eguivalente de peguenos sinais
deduzido por Sabah e Leibovic [67], mostrado abaixo na Fig. 3.10.

A principal vantagem desta generalizacdo seria o conhecimento dos

Lgm e oo

Fig. 3.10 Circuito

— equivalente de pe-
L, At ey T
g%% E%g quenos sinais em
torno do ponto de
ri2 rf2 repouso [67].
./\/\ A e

valores das condut@ncias e induténcias em termos dos par@metros
experimentais das equacoes de Hodgkin-Huxley. Uma desvantagem
seria ter a relacdo intensidade-duracao como uma funcgéao
implicita. A desvantagem principal, porém, € gue o plano de fase
IixV cede lugar a um espaco tetradimensional e, embora ganhando
em precisdo, perderemos na captacac intuitiva. Entretanto, o novo
circuito equivalente de pequenos sinais que apresentaremos na
Sec. 7.6 &€ bidimensional e permite um tratamento andlogo ao desta
secio.

A substituigdo de Js/JR dado pela Eq. (3.37) - ou das
formas limites Eq. (3.7) - na (3.21) fornece o grafico da Fig.
3.11 da voltagem local atingida no instante T. A carga elétrica
de limiar injetada pontualmente & a Area sob 0 pulso Js(t). Como
em nosso desenvolvimento tedérico a excitacao gera dois potenciais
de acdo, a carga Q(T) correspondente necessdria para a geragao

de cada um é dada pela metade da é4rea:

_ TJ,(t)
T

- JR
(1) == T

{3.41)

As curvas Q(T) correspondentes aos valores extremos 1 e o de A/x
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100

=
Fig. 3.11 vol-
- ———— A =1 tagem no ponto
o Alk= oo de injeg¢do de
=
:TQ corrente, Eq.
(3.21) e
(3.37).

estdo desenhados na Fig. 3.12. Nesta figura estao indicados
também os pontos obtidos por Noble e Stein [60], através de

integracdo numérica das equacgdes de Hodgkin-Huxley.

3
o~

d.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Fig. 3-12 Carga elétrica de limiar, segundo a Eq.
(3.41) e os cdlculos de Noble e Stein.
Vide texto.

77



3.3 Expressao aproximada para o impulso. Por gram-
peamento espacial queremos significar, conforme jad foi explicado
no Cap. 1, a técnica experimental em que um fio metdlico é inse-
rido ao longo do interior do axdnio, portanto anulando a
resisténcia do axoplasma. Nestas condigdes a variével espacial
desaparece e o efeito coletivo da capaciténcia e canais da
membrana fica descrito pelo sistema din8mico (1.25}. A integragao
numérica das Eq. (1.25) fornece curvas de potenciais de acgao de
membrana como o da Fig. 3.13. O sistema (1.25) pode ser
expresso, alternativamente, por um conjunto de equagOes integrais

no tempo cujos integrandos sao interdependentes através das va-

%0

240”55”\’)801001

0

0

N
K i 2 3 3 3 3 4
t (ms)

Fig. 3.13 Potencial de acdo de membrana, de
acorg? com as Eq. (1.25). Choque inicial de 20
nc/cnr.

ridveis V, m, n e h, semelhante ao examinado na subsecdo 3.2.1.
Interessa-nos aqui obter V(t) como funcio explicita aproximada
gue contenha as caracteristicas da forma dos potenciais de agdo,
e assim ajude & revelar o funcionamento analitico das solugodes.
A abordagem que utilizaremos consiste em definir duas regiodes
lineares separadas por um hipotético limiar de excitagﬁo V“ do
potencial elétrico da membrana, suposto constante. Vamos tomar,
no lugar das Eq. (1.25 III) as seguintes equagbes lineares por

partes:
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m=[al(v)-m] /=,
h=[b(V) -h] /=,

n=lc(V) -nl /=, (3.42)

onde, tendo por base a Fig. 1.29, as constantes de tempo Tyr T

e T, e as fungdes m(V), h,(V) e n (V) foram substituidos
respectivamente pelos valores constantes 7, T, e %; € as fungdes

a{v), b(V}) e c(V}):

T, =0.4ms8, t,=1.0ms, t,=2.5m8
a(v) = 0.053, V> Vy
1.0, V< Vg

b(V) = 0.596 , V> Vg

c(V) = 0.318, V> Vg
1.0, Vs Vg

(3.43)
Vg =-10mV
A Egq. (1.25 1) pode ser reescrita como:
CyV+ (Gya* I+ F1) V=G Vi + GV + GV + I, (3.44)

onde gy € gxsﬁo dados pelas Eq. (1.16) e (1.19). As solucgdes das
Eq. (3.42) que partem do repouso e atravessam o limiar de
excitacao em t=t; sdo0, para t2t,, dada por:

A=t
Mm=1-0.947e 94
H=0.596 e~ t-8&)
(t-&,)

=1 - TT 25
n=1-0.682e (3.45)
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De um modo mais geral as solucgdes sdo:

&=ty
m(t, t;) =a(v) - [a(V) -m(t))]le ™
(-t
h{t,t;) =b(V) - [b(V) -h(t)]l e ™
ety
n(t,t,) =c(V) - [e(V) -n(t))]e ™ (3.46)

onde ti indica cada instante em que V passar pelo limiar VN'
Podemos entdo considerar as funcgdes gy, © By como dependentes s6
de t nas regides de linearidades e casar a continuidade das
solu¢Oes nas passagens pelo limiar usando as Eq. (3.46). Tomando
a Eq. (3.44) como linear, em cada inervalo de integracdo a
solugdo pode ser escrita como:

t fan*gx‘gzdt
fdt (Vg Ona +* Vege + V. 9,) © Cu
V(t, t,) =2 - +
g)."gr“'gj:.dt
tg Cu
Cy, e
_ 7 g.“"x"’j;dt
[
+ vit,) et

(3.47)

Uma expressido bem simples para a Eq. (3.47) pode ser
escrita se considerarmos apenas a parte ascendente do potencial
de acdo e levando em conta s6 a influéncia da conduténcia de
s6dio. Neste caso, com Js(t)zo, ty e V(0)EVﬁ=-10 mv, temos:

-.F_.’ﬁ'.!!...‘.f.’.,_dcf
V(t) =V - [V,-V(0)] e > ™

-t
Gplt) =gg (1~ 0.947 & 21)3 0.596 e~*
(3.48)

A Fig. 3.14 mostra o tragado das fungGes V(t) e gm(t). Para

obter a curva completa de um potencial de agdo, entretanto,

precisamos usar as seguintes expressdes, que devem ser combinadas
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com (3.46) e (3.43):

gm(tc ti) =§m m3 (¢, ti) h(t, tj)

gx(t, ti) =gy n*(t, t,)
(3.49)

e

%,

vV &mv),w gNaSOmS)
o)
3

4.1=,.|| i

gl

02 0 0.6
t (ms)

Fig. 3.14 Tracado de V(t) e gw(t) segundo a
Eq.(3.48).

Definindo a funcgao

I e () +gp(t) *g;,dt

F(t) =e Cu (3.50)

onde a integral é indefinida, & Eq. (3.47) pode ser escrita como:

‘ (3.51 )
onde

t t
fgm(t’) P(t') dt! fgx(t’) F(t) dt
K1=-—:-""—- £ 1 ¢

Cy F(D) &=z F(E)

(3.52a)
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€
f g, F(th dt’
£y

_ 1 F(t_i)
5% F(t

F(¢t)

t
fr,(t’) F(¢!) dt!
g;=_l. ts
Cy F(t)

{(3.52b)

Consideremos V(0O) e uma densidade de corrente I, constante
atuando durante o tempo t suficiente para V atingir o limiar de
-10 mV. A partir deste instante temos ti=t1 nas eguagdes acima,
com a=1, b=0 e c¢=1. Durante a repolarizacdo, no instante t2 em
que V atinge novamente o valor de -10 mV, substituimos t; por t,
nas equacdes, agora com a=0.053, b=0.596 e ¢=0.318, e com m(t”,
h(ti) e n(t” substituidos respectivamente pelos valores no
instante tz. Procedendo assim, a curva V(t) obtida da expessdo
(3.47) ou da (3.51) estd motrada na Fig. 3.15. Na Fig. 3.16 estao

tracadas as condutédncias correspondentes.

T rTrTTTYTTY

a8

Fig. 3.15 Tracado de V(t) segundo & equacao (3.47). A
variacdo abrupta dos pardmetros causa o transiente en-
tre 3 e 4 ms.
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ONa

(mSQ0

condutancias
10 15

9

=
O 2

t (ms)

Fig. 3.16 Tracado das condutidncias de sdédio e de
potdssio, correspondentes ao impulso V(t) da Fig. 3.15.
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CAPITULO 4

UMA GEOMETRIA DAS EQUACOES DE HODGKIN-HUXLEY
PARA O PROBLEMA DE FITZHUGH

"It may be that a curved-surface projection
instead of a planar one could be found..."
R. FitzHugh [7]

4.1 Introducado. Considerando as modelagens da membrana
do nervo em termos de equac¢des de estado, existem dois modeles
importantes, a julgar pela vastissima literatura desde a década
de 1950 e incluindo jid estes primeiros anos da década de 1990.
0 modelo fundamental é o de Hodgkin-Huxley, referido por Hastings
[68], como sendo, "por suas detalhadas previsdes respaldando
fortemente a teoria, sem didvida nenhuma o mais importante modelo
matemdtico da Neurobiologia". H4 inumerdveis e surpreendentes
demonstracoes de suas virtudes e poder descritivo, sendo que
naturais limitacoes contidas na forma original podem
eventualmente ser contornadas pelo acréscimo de novas varidveis,
como observa FitzHugh [65] ao considerar o caso da adaptagéoh

Também neste espirito é que tém aparecido muitos trabalhos, desde

1Reformulagfies do modelo de Hodgkin-Huxley para incluir o
fendmeno de adaptacdo foram realizadas por Partridge e Stevens
[147] e por Krylov e Markovisky [(148}. Este dltimos sugeriram que
a adaptacdo seja causada pela presenca de canais Ientos de
potdssio. Ver também [185, pp. 352-357].
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o0 de Noble [69] na modelagem das células de Purkinge, ou de
Frankenhaeuser e Huxley [70] e outros [71-73] nas modelagens do
ndé de Janvier da fibra mielinada, até os trabalhos descrevendo
as complexas salvas ("bursts") de impulsocs inerentes a&ao
funcionamento de sistemas comoc a célula B-pancredtica, a célula
R-15 da Aplisia [74-81] e a fibra muscular da craca [146]. Ha
também a recente proposta de modificacdo para adequar o modelo
a processos submicroscépicos [82].

Seguindo este critério de guantidade de artigos, teses
e citagbes que inspira, o outro modelo importante & o de
FitzHugh, ou modelo BVP (2), mais conhecido como medelo de
FitzHugh-Nagumo (ver Scott [83]), apds a contundente divulgacio
do modelo de FitzHugh através do artigo de Nagumo, Arimoto e
Yoshisawa [8]. O que Nagumo et ail. fizeram foi, partindo das
equagles de FitzHugh, elaborar um circuito RLC contendo um diodo
tdnel tal que apresentasse as mesmas caracteristicas matematicas.
Ao associarem em cascata tal circuito, deduziram a equac¢io da
linha de transmissdo, acrescentando, deste modo, a coordenada
espacial que faltou na formulac¢do original. Por causa desta
generalizagao é gque, na literatura, o trabalho citado como
referéncia € quase sempre o de Nagumo et al., e ndao o de
FitzHugh'.

Neste capitulo nossa referéncia ¢é, ao lado do de
Hodgkin-Huxley, o acima citado trabalho original de FitzHugh.
Tentaremos dar aqui alguma contribuicdo para a decifracao da, nas
palavras de Nagumo et al., engenhosa simplificag¢do realizada por
FitzHugh sobre as equacdoes de Hodgkin-Huxley. (A bem da verdade,
FitzHugh creditou a K. 8. Cole a idéia da possibilidade de
representacéo do sistema excitdvel por uma generalizacado da

equacdo de van der Pol‘. Mencionamos a palavra decifragdo por

L FitzHugh denominou seu modelo de Bonhoeffer-van der Pol, ou
BVP, acrescentando assim uma homenagem aos trabalhos de Bonhoeffer
[11, 121, que usou espacos de fase no estudo da ativacdo de ferro
passivado como modelo de excitagao do nervo.

} Outras extensoes do modelo de FitzHugh foram feitas por
Casten et al. [46] e McKean [84].

4 Cole estaria, provavelmente, baseando-se nos trabalhos de
van der Pol sobre modelagens da batida do coragdao e também nos
trabalhos de outros autores (ver referéncias no Cap. O0). Vale citar
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causa da natureza do problema topoldégico colocado por FitzHugh.
Em sua tentativa de achar uma conexdo entre as equagOes de
Hodgkin-Huxley e o modelo BVP (ver Egq. 1.30) ele achou por bem
criar um falso plano de fase cujos diagramas nele desenhados
denominou de diagrama fisiolégico de estados. De fato, as
trajetérias de fase em seu modelo polinomial (Fig. 4.1) conectam-
se qualitativamente com as do modelo de Hodgkin-Huxley pelos

diagramas .bidimensionais obtidos do modo descrito a seguir.

Fig.4.1 Trajeto-
rias de fase do
modelo Bonhoeffer-
van der Pol (BVP).

{Obs. - A nomenclatura

X e y dos eixos nesta
figura segue a do ar-
tigo original f7].
Corresponde respecti-

vamente &s novas va-

rigveis u e w da secido
1.5).

Fig. 4.2 Trajetdrias
no diagrama fisiold6-
Zico de estados [7].

{Obs.- Nao confundir estas

varidveis u e w com as da

secdo 1.5. - Vide texto).

-0z

e
]

46a .50 0

também uma conjectura de Cole [47] que vislumbra na teoria do diodo
tinel um possivel paradigma para encontrar a chave tedérica para um
modelo da membrana a partir de principios bAsicos. Uma tentativa
de elaborar uma teoria da membrana similar & das jungdes PN foi
realizada por Mauro [851]1.
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As trajetdrias no espago V, m, n, h projetam-se ortogonalmente
sobre seis planos referenciais: Vm, Vn, Vh, mn, mh e nh. FitzHugh
escolheu os planos Vm e nh e em cada um considerou um reta
convenientemente inclinada e orientada, sobre as quais as figuras
projetadas devem ser reprojetadas. Como essas retas niao sdo
necessariamente perpendiculares entre si, subentende-se também
uma transforma¢do adicional para resultar no sistema uw da Fig.
4.2, Raciocinando heuristicamente, FitzHugh concebeu esta
intrincada operagdo para construir um sistema de eixos e extrair
das inimagindveis trajetdérias tetradimensionais projegdes cujos
tracados assemelham-se As trajetdrias de seu sistema xy da Fig.
4.1,

O "Problema de FitzHugh" mencionado no titulo do
presente capitulo refere-se a um comentdrio dagquele autor em

certo ponto de seu trabalho [7]:

*Oefortunately, one camnot say that the (u,w) plane is simply a deformation of the
{1,y} phase plane of the BVP model, and therefore that from the Hodgkin-Huxley model can
be derived a member of the class of two-dimensional excitable systems of wich the BYP model
is a representative. In fact, the (u,w) plame is not a phase plane at all. Since each
of its points is a projection of a plane in the four-space, an infinite number of values
of @ & and % will in general exist at that point. It may be that & curved-surface
projection instead of & plansr one could be found such as to make & and v wnique at
each point. Until such is found, hewever, the planar projection is simply & usefull
expository device, presented in the spirit of applied mathematics, for comparing

the Hodgkin-Huxiey and the BVP modefs"

FitzHugh parece propor alge dificil de realizar:
representar um espaco de fase de quatro dimensdes em um espaco
de fase de duas dimensoes. Tentaremos encaminhar a resposta a
este problema estudando até que ponto isto pode ser feito sem
sacrificar as propriedades guantitativas do modelo original de
Hodgkin-Huxley. Equivalentemente a procurar uma "curved-surface
projection", aplicaremos uma distorcdo no espago original
conservando a estrutura tetradimensional, mas procurando confinar
as trajetdérias dos potenciais de acdo numa regido muito préxima

de um subespago bidimensional, © que equivale a reduzir, sem
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eliminar, a influéncia de duas das quatro varidveis. Eliminar
parece ser realmente impossivel, mas a visualizagcdo da din&mica
no novo espago facilitard aproximacdoes controladas, viabilizando
a representagido em trés e em duas dimensdes. Neste capitulo seré
deduzidsa a estrutura geométrica desse espacgo, mas as
argumentacoes que levarao as representacoes em dimensdes mais
baixas serao proteladas até o Cap. 6, quando serdo obtidas
trajetdorias de fase praticamente idénticas &s dos diagramas
fisioldégicos de estados mostrados na Fig. 4.2 e das ilustragoes
do j4 citado artigo [7] de FitzHugh.

Cabe mencionar aqui que a geometria subjacente das
equacOes de Hodgkin-Huxley tem intrigado outros pesguisadores,
como Krinskii e Kokoz [49] e depois Plant [50] e Awiszus et al.
{56], que realizaram andlises aproximadas usando métodos
assintéticos. Tais andlises sao, pela sua natureza, condicionais
e restritivas, mas a eles cabe, principalmente a Krinskii e
Kokoz, o mérito da primazia da obtengao analitica de resultados
que sugerem uma conexdo com o modelo Bonhoeffer-van der Pol. ©
trabalho que ora apresentamos nao tem, entretanto, relagao
tedrica com os trabalhos destes autores, j4 que nossa abordagem

e metodologia sao outras, conforme delineado acima.

4.2 Uma transformacao de varidveis

4.2.1 Definicdes. O espaco a que finalmente chegaremos
no Cap. 6 serd caracterizado pelo conjunto de varidveis x, v, 2,
w 5. Neste capitulo serd estabelecida uma forte distorgdo do
espago original das equacoes de Hodgkin~Huxley pela substituicgao
da varidvel m pela wvaridvel z. Chegaremos a esta varidvel em
duas etapas, passando antes pela variavel s. Mudemos,
inicialmente, o referencial do potencial transmembrana para o
potencial de equilibrio VK do potassio. Definimos:

xsV-V, (4.1)

Abusando da notagfdo ao conservar os simbolos a, B, ® e H. as Eq.
(1.18), (1.21), (1.22), (2.5) e (2.6) ficam redefinidas por :

5Os simbolo %, ¥, zZ, W passam a ter significados diferentes
dos vistos nos capitulos anteriores e na secao precedente.
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0.1 (x+V-25)
0.1 (x+Vg+25 1

a,(x) =
e

_0.01(x+Vy+10)
T gollxevenaor 4

a,(x)
e

x+Vy

€,=0.07e *°

x+Vg

Bo(x) =0.07e 18

x+ Vg
Baix)=0.125 0
_ 1
By(x) = 01 (X1 Vg#30) o (4.2)
e
® (x) =h, gy, (x+Vg-Vg,) [}_"%]3
1+31:,,(X) (4.3)
_ h*/h,
H(x;h) - uh(x) 1.ﬁ(x) 3
[h- ]
1 3t,(x)
L "

vVamos agora definir uma varidvel s como uma

transformacdo envolvendo as varidveis x, m e h:

g= O(X)H(X,h) -Gy, (X-Xy, ) m* h

(4.5)

onde Xhzvm-vx. Definimos também uma varidvel p pela relacido:

Dp=g,nt

(4.6)
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Ent&o a Eq. (1.25 1) pode ser reescritas como® :

CyX=-@®(x)H(x,h) ~px-g. (x-X;) +8+ I, (L) (4.7)
.7
onde X =V;~V;. Comparando a Eq. (4.7) com a Eq. (1.25 1) vemos que
no lugar do vetor:
[V, m n, hl
(4.8)
temos agora o vetor:
Lx, s, p, bl
(4.9)
Este vetor define um estado no espago de fase estruturado por
um conjunto de equacoes diferenciais ordindrias envolvendo apenas
as varidveis x, s, p e h. Pela Egq. (4.6) concluimos gque a equagéo
diferencial para p € a equacido de Bernoulli:
P=4e,g.°4p* -4 (a,+P,) D
b a*Pa (4.10)
JA& a equacido para 8§, obtida pela diferenciagdo da (4.5) e

eliminacao da varidvel m, fica dada por:

A=A+Bs+Cs2+D(®PH~-g)2/?

(4.11)
onde A, B, C e D sao funcdes de s, p, h e Is(t):
- . - S» 1 _3 g(OH__H ,_,pd®
A=Al P, B T,(6) =@HI -2 - 2 -0 (G - ) SH
_e,-h/t, o, _ oH H do L
——7{—-—51-1] [Q(ax x—x,,,)+de][px+g"(x X,)-I.(t)]
(4.12 1)
. _yae OH___H
B=B(x,p, h; 1 (t)) de+°(8x x—Xm)+
_%x. 1.3, OH+px+g, (x-X,) -I, (L)
h =, 1, x-Xy,
(4.12 11)
6No que segue consideraremos =1, supondo capaciténcia

expressa em WF. Eventuais possibilidades de C,+#1 serdo facilmente
recaonsideradas. Suporemos também, razoavelmente, tal como Hodgkin
e Huxley, gue o valor de E% nao sofre influéncia das varidveis.
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XXy (4.12 111)

D=D(x,h) =3 e, [ Gy, (x-X,) B]/? (4.12 1V)

4.2.2 A geometria das novas equac¢des. De acordo com a
segdo precedente a nova forma das equagdes do modelo de Hodgkin-

Huxley, sob grampeamento espacial, & (lembrar gque CH=1):

RX=s-px-OH-g, (x-X;) +I(t)
8=A+Bs+Cs2+D(DH~g)2/?
p=4e, g p3* -4 (e,+B,) P
K=&, (1-h) -B,h (4.13)

Consideremos o© sistema auténomo com Is(t)=0. As isé6clinas

correspondentes a p=0 e h=0 sio dadas por

p=ggla,t,)*

h=wa,t, (4.14)

desenhadas respectivamente nas Fig. 4.3 e 4.4.

Fig. 4.3 Fig. 4.4

Para $=0, a isdéclina é a superficie no espago X, s, p, h dada

pela equacido implicita:
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A+Bg+Cs?+D(DPH-8)33=0
(4.15)

Para estudar a forma desta superficie & preciso adotar valores
para X, p e h e achar, ponto por ponto, o valor de s por
interagédo, usando por exemplo o método de Newton-Raphson [86].
A iséclina correspondente a %=0 é a superficie dada por:
s-px-®H-g, (x-X,) =0

(4.16)
Para visualizar a geometria desta superficie apresentaremos a
seguir uma série de figuras correspondentes a cortes tridimen-

sionais do espago x, S, p, h.

Fig. 4.5 Aspecto tridimensional da superficie (4.16) com h
como pardmetro.
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4.2.3 Comentdrio sobre esta secgio. A definicdo da
varidvel s tal como na Eq. (4.5) é imprescindivel para o
desenvolvimento dos tépicos subsequentes deste trabalho, e isto
ficar4 claro na préxima secao (Sec. 4.3). J& a definicdo da
varidvel p nas Eq. (4.6) e (4.10) é supérflua. Entretanto,
daremos aqui uma justificativa historiando a motivagao gue nos
levou 4s definigdes de p e s:

No inicio de nossa procura da geometria das equacgdes
de Hodgkin-Huxley o primeiro passo foi tentar vislumbrar no
interior das equagOes alguma estrutura semelhante aos sistemas
dindmicos gradientes associados & catdstrofe cilispide, tal como
apresentados por Zeeman [87]. Esta primeira opcao de abordagem
foi !dégica, natural, ja& que o modelo de Fitzhugh-Nagumo estéi
relacionado & equagdo de van der Pol que, por sua vez, constitui
um exemplo clédssico de tais sistemas dindmicos. A forma bédsica

desses sistemas ¢é deduzida de uma func8o potencial da forma:

1 1l
Q=zx4+5ax3+bx (4.17)
Dai ,
x=-%=-(x3+ax+b) {4.18)

onde as varidveis de controle a e b sdo regidas, também, por
equagoes diferenciais de primeira ordem. Tais sistemas tém
geometria simples, esquematizada na Fig. 4.7. As regibes
atratoras e repulsoras correspondem, respectivamente, as regides
de minimos e midximos da fungdo potencial e¢(x,a,b). Agora,
definamos uma outra funcido potencial ’(x,p,s,h;Is), onde, numa
primeira consideracdao, I pode ser tido como um pardmetro

8
independente, de valor arbitrdrio mas constante:

9=[hf0(x)dx+%g,,x’- (ng,_+I,)x]+%px’-sx (4.19)

Definamos também a funcdo:

F(x,h;I,)) =h®(x)/h,+g, (x-X;) - I, (4.20)
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Fig. 4.7 Su-

perficie isd-

P b
gtrator .

clina da Egq.
(4.18) a a

projecédo do

,E,______I_knlar ,.

 transicio
rapikde
v

contorno das
atrator. dobras forman-
do a figura

com o© ponto

o
7 b cispide. (Ver
‘//,////44<meme descricdo de-
-
talhada em
[871).
Temos entdo:
x=-_g_:;‘=[p(x,}1;1‘,) +px-8] {(4.21)

que & igual & Eq. (4.7). Observar que, para simplificar,
substituimos H{x,h) por h/ho (ver também o Comentério da préxima
secdo). Comparando as Eq. (4.17) e (4.18) com as Eq. (4.1) e
(4.21) fica simples perceber que nossa intengdo ao definirmos as
varidveis p e 8 era obter esta semelhanca formal entre os dois
equacionamentos, tendo p e s como varidveis de controle andlogas
a a e b. Para tentar estabelecer mais analogias, impOe-se
obviamente a comparacao entre a funcgdo F(x,h;Is) e a funcgdo x%
cujas formas grdficas estdo na Fig. 4.8 abaixo. A superficie da
Fig. 4.7 no espago X, a, b correspondem os cortes do espag¢o X,
s, P, h mostrados como a familia de superficies da Fig. 4.6.
Cortes bidimensionais da superficie da Fig. 4.7, com a=contante
e pondo X como abscissa ddo curvas simétricas na forma da letra
N; os cortes correspondentes no outro sistema sao, para cada
valor de h, cada uma das curvas na forma de N assimétrico das
Fig. 4.6. Esta assimetria é aparentemente um fator de menor
importéncia no estabelecimento das analogias, sendo a presenga

da varidvel adicional h um grande complicador da andlise. H& que
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considerar-se ainda o parametro Is que, verdadeiramente, € uma
funcao arbitraria de t. O papel da varidvel s no controle das
trajetdérias também parece nado ser simples, a julgar pelo aspecto
da Eq. (4.11).

Esta abordagem acima esquematizada nos parece
promissora como uma nova linha de andlise das equacdes de
Hodgkin-Huxley, ficando & disposigao para um estudo mais
detalhado. Para nossos objeftivos no presente trabalho uma opgao
preferivel delineou-se com a nova transformacéao que

apresentaremos a seguir.

4.3 Uma propriedade do sistema x, s, p, h

4.3.1 A varidvel z. Uma propriedade interessante da
solugdo do sistema x, s, p, h para potenciais de acdo de membrana
podemos observar no tragado simultdneo da varidvel s e da fungao
®H+px, em fungdo do tempo (Fig. 4.9): ambas as curvas cruzam o
eixo t no mesmo instante, ou melhor, praticamente no mesmo
instante, pois hid uma pequenissima distédncia entre os pontos de
cruzamento. O fato de as trés linhas (o eixo t e os tracados de
5 e ®H+px) encontrarem-se no mesmo ponto (praticamente) torna
aparente uma "relagdo de proporcionalidade"” entre a varidvel e
a funcdo. Isto sugere uma nova transformacdo de varidveis, dada

por:

s

= ®H+px (4.22)
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Com relacdo & definicdo de z na Eq. (4.22) convém adotar como
precaug¢do a ressalva:
OH+px+=0

(4.23)
Esta ressalva deve-se ao fato, acima referido, de a
simultaneidade de cruzamento de s e ®H+px com o eixo t ndao ser
perfeita, o que significa que durante a integra¢do numérica das
equagoes poderdo ocorrer divergéncias nas proximidades do valor
®H+px=0. Com a ressalva (4.23), o que devemos fazer & impedir a
possivel divergéncia da solucdo por meio de interpolagdes.
Poderiamos tentar contornar analiticamente o problema procurando,
por exemplo, redefinir a varidvel s para forgcar a perfeita
simultaneidade. Tal procedimentoc analitico seri encaminhado de

2200
200G

t (?‘ns)

Fig. 4.9 a) Tracado de s e OH+px para potencial de agdo de
membrana tedérico correspondente a chogue inicial de 20
nc/cm".
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Fig.
Fig.

s, PH+px

Fig.

t {ms)

4-9 b) Potencial de acdo correspondente 4s curvas da
4-9 a).

140

88 101 1.03 106 108 1,11 1.13 1.16 (.18
t (ms)

4-9 ¢) Trecho ampliado da Fig. 4-9 a), mostrando que

Q.83 0.B6 0.88 0.90 093 096 O

o ponto de cruzamento das curvas s e @&H+px ocorre
praticamente sobre o eixo t.
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Fig. 4-9 d) Maior ampliacdo da regido de cruzamento das
curvas s e ®H+px, mostrando que o ponto de cruzamento nio
estd situado, realmente, sobre o eixo t.
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modo indireto, no Cap. 6, onde a simultaneidade de cruzamento

passard a ser adotada como postulado’:

PH+px=0 = g=0
(4.24)
A taxa de variagdo de z, com relagdo ao tempo, deverd ser dada
como fung¢do de z, x, p, h e Is(t). Diferenciando a Eq. (4.22) e

eliminando a varidvel s obtemos:

2=a+bz+cz2+d[ (1-2) ®H-px=z]3/? (4.25)
onde
a=a(x,p,11,-1-s(t” = A(x:ipf;-lji'rs(t)
P (4.26 1)

b=b(x,p, h;I (t)) =B(x,p,h; I, (t)) +

dd oOH g (x-X. ) -I,(t)
+ [HE"‘@ I +pl 1+ SH DX ]+
. 2 (a,-h/v,)0H/0h+x (40,5, D> -4 p/1,)
®H+px (4.26 11)
c=c(x,p,h) = —f—z"{"—;" -H-gd% -o—gi; -D
h (4.26 I11)
S iy
d=d(x,p,h) = 3um[gﬂ (x Xm’) h]
@H+px (4.26 1V)

Com esta nova transformagdao de varidveis temos
finalmente a seguinte formulagao alternativa para o modelo de

Hodgkin-Huxley, sob grampeamentoc espacial:

7Dada a natureza empirica das equacdes de Hodgkin-Huxley e o
espalhamento dos pontos experimentais nas Fig. 1.26, 1.27 e 1.28,
acreditamos dgque a quase-simultaneidade pode ser entendida
operacionalmente como uma simultaneidade real.
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A= (z-1) (®H+px) -g, (x-X;) +T,(t)
Z=a+bz+czi+cz?+d[(1-2) OH-pxz]?/?
D =4¢n§“x3/ip3/4 -4 (un,,_pn) p

H=a,(1-h) -B,h
(4.27)

Observar que o termo sob expoente fracionério na equacao de % é
a corrente de sédio Iyg? cuja expressao € deduzida por inspecdo

de %, acima:

ITp={(1-2z)®H-px=z

(4.28)
ou
I,.=(1-z)®H-=zI
g = (4.29)
pois
I =px
¥ (4.30)

Ou seja, a transformacao de varidveis realizada tornou a corrente
de s6dio dependente da corrente de potdssio, contrariando o
principio da independé&ncia dos fluxos, fundamental na elaboracédo
do modelo original de Hodgkin-Huxley. Tal como colocado até aqui,
porém, & relagido entre I, ¢ It mostrada na Eq. (4.29) & s6
aparente, pois a natureza interna da varidvel z é tal gque impede
uma real interdependéncia dessas correntes. Entretanto, esta
interdependéncia serd admitida como real no Cap. 6 (e no 7) em
decorréncia da natureza axiomdtica da redefinigdo formal da

varidvel z na Se¢. 5.4.

4.3.2 Comentdrio sobre esta secdo. A primeira
consideragdo é sobre a localizagdo do instante de cruzamento de
s e ®H+px em relacdo ao tracado do potencial de acdo. Seja o
potencial de agdo de membrana da Fig 3.13, em. que apdés o choque
inicial o termo Is(t) desaparece das equagOes. O potencial de
acdo dagquela figura estd4 redesenhado abaixo na Fig. 4.10 sem
inverter o sinal da ordenada para que fique mais evidente o0 sinal
da derivada % {=V). Entao, apéé o choque (de 20 nC), a primeira
das Eq. (4.13) pode ser escrita como:
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X=8-(®H+px) -g,(x-X,)
px) 9 (x5 (4.31)

Quando os tracados de s e de ®H+px, ao longo do tempo, coincidem
(independentemente de isto ocorrer sobre o eixo t) o valor de %
fica dado por:

}E:'g_[, (X-XL)E-QL(V_VL) (4 32)

Fig. 4.10 Tragados
de g, (t) e V(t)
correspondentes a
potencial de acéo
de membrana gerado
por choque inicial
de 20 nC/cm{ cal
culados com as
equacdes de
Hodgkin-Huxley.

t (ins)

Usando os valores tipicos de gL=0.3 mS/cm2

e VL=—11 mv (Cll:l
uF/cmz), temos que o % da (4.32) é negativo apenas ao redor do
potencial de repouso, isto é, para V>-11 mV. Comoc o choque
inicial faz o impulso comec¢ar num ponto A {Fig. 4.10)} em que V<-
11 mV, a possibilidade de cruzamento durante % negativo sé poderéd
existir apés a repolarizagio, no retorno ao equilibrio (no trecho
acentuado depois do ponto D). Antes do ponto C o X' no cruzamento
80 poderd assumir valor positivo, portanto o cruzamento teréd que
ocorrer no trecho acentuado entre B e C. O valor de x' serd no
minimo nulo e no miximo cerca de 30 mV/ms. Este valor miéximo
corresponde a um crescimento no valor da voltagem de apenas 3 mV
a cada 0.1 ms, isto é, podemos considerar que o cruzamento se
d4 no inIcio da subida, portanto concluimos que s deve coincidir

com ®H+px num instante posterior e préximo & ocorréncia do pico
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do potencial de agao.

Consideremos agora o instante em gue s cruza o eixo t.
Lembrando a segdo 2.3, temos que no instante em que a derivada
gm se anula vale a equacgdo:

OH=(x-Xp) Iml, , (4.33)

e a definig8o (4.5) de s pode, para este instante, ser reescrita
como :
5=(Xx-X -
{ wa) | Qthhro Gxa | (4.34)
de onde concluimos gue quando gNa=o o valor de s é& zero. A
derivada de ya ¢ nula no repouso e em pontos de extremo, sendo
gue em impulsos isolados como o da Fig. 4.1C o finico extremo
possivel & o ponto de méximo. O instante do pico de gy, » que é o
mesmo em gque s=0, ocorre muito préximo do instante do pico do
potencial de agdo, conforme podemos observar na Fig. 4.10.
Combinando as argumentac¢des acima podemos afirmar que
os cruzamentos do tracado de s com o eixo t e com & funcdo ®H+px
devem ocorrer ambos em instantes préximos entre si. Conforme
verificamos por cédlculo numérico n&a subsegdo anterior, estes
instantes sdo praticamente coincidentes. Embora a expressao de
definicao de s nao tenha sido estabelecida deliberadamente para
gue ocorresse esta coincidéncia e sim pelos motivos expostos na
subsecdao 4.2.3, vemos agora, a posteriori, que a forma da
expressao {(4.5) é fundamental para levar a4 definigdao da varidvel

z, embora possamos, repetindo a Eq. (2.8), usar a aproximacgao:

H(h,x) = -2

h, (4.35)

A Eq. (4.35) simplifica as expressoOes anteriores dos modelos -
Eq. (4.12) e (4.26) - e serd adotada frequentemente. Fica sempre
subentendido, porém, que é uma aproximagcdo. Se é importante,
conceitualmente, que s anule-se perto de X=0 nos instantes de
pico de gy, » barece também que o fato de H ser praticamente igual
a h/h, nesses instantes é mero acaso. Para ilustrar com um
contra-exemplo &ébvio, basta citar situacOes de equilibrio em
voltagem x arbitrdria, em gue H e h/hﬂ podem diferir entre si de

cerca de 30%.
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4.4 A geometria das equagbes no espago x, Z, p, h.
A superficie iséclina para =0 no espag¢o x, 2z, p, h,

com Is(t)=0, & dada pela equacgdo

(z-1) (®H+px) -g; (x-X;} =0 (4.36)

A descoberta da varidvel z constitui & chave tedrica

do presente trabalho. A grande virtude desta variadvel é gue sua

presenca no modelo faz confinar a superficie tetradimensional
(4.36) mais densamente nas proximidades de uma superficie
tridimensional {Fig.4-11). Esta superficie tridimesional
apresenta-se com dobras, semelhantemente & Fig. 4.7, e sua
projecado lateral no plano ph (Fig. 4.12) sugere a formacéo de
ponto cuspide; entretanto, a extensdo da superficie & regido de
h<O0 (Fig. 4.13 e 4.14) mostra que as linhas projetadas do
contorno das dobras formam figura diferente daquela da Fig. 4.7
(ver [88] para classificacao geométrica de pontos). Com relacgdo
ao acima referido confinamento das superficies, esta propriedade
deixa de verificar—-se apenas quando a varidvel z assume valores
muito préximos de 1. Isto estd ilustrado na Fig. 4-15.

Os pontos das Fig. 4-11 a 4-15 foram calculados com a
fungdo H substituida pela aproximacio definida na Eq. (4.35), de
modo a evitar a ocorréncia de descontinuidades como a mostrada
na Fig. 4.16.

109



—

o

Pod Ped ] ) Pd Pl
mEnLnto =t

"50 I8 0 I O I A LB N R B |

-160 -140 -120 -100 -80 -60 -4 -20

x (mV)

Fig. 4.11 cConfinamento da superficie tetradimensional da
iséclina %X=0 proximamente ao espago tridimensional x, p, h.
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Fig. 4.12 Projecdo da superficie %=0 no plano p-h,
evidenciando o contorno das dobras.
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Fig. 4.13 Mesmo grdfico da Fig. 4.12, mas incluindo a regido
h<0 para visualizacdc mais completa da projegcao do contorno
das dobras.
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Fig. 4.14 Exemplo de corte da superficie is6éclina X=0 em h<O,.
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Fig. 4.15 FEspalhamento das superficies iséclinas nas
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caPiTULO 5

UM MODELO PARA A CORRENTE DE POTASSIO

"Despite the vast and growing literature
on the kinetic characteristics of these
channels, the basic mechanisms by which
transmembrane voltage controls the state
of the channels remains unknown."

Finkelstein & Peskin [89]

5.1 Introdugao. Ao examinar na literatura alguns
modelos para a corrente de potdssio que atravessa a membrana do
axdnio, observamos que constituem-se de tentativas de reelaborar
o modelo original de Hodgkin-Huxley, mantendo a concepcgao de que
o mecanismo da conducao é controlado por uma Unica varidvel de
estado, mas eventualmente modificando o modelo cinético. Resultam
dai novos valores para os pardmetros, que sao em geral calculados
mediante ajustes dos modelos matemdticos &s curvas de transiente
obtidas por aqueles pesquisadores em experiéncias de grampeamento
de voltagem. Para vdrios desses modelos a equagao de estado tem
a forma:

ri=a-bn
(5.1)
onde a e b séo fungdes nao-linearers da voltagem transmembrana.
A variédvel de estadon é abstrata, procurando-se geralmente rela-
ciond-la com a probabilidade de ocorréncia de eventos fisico-
quimicos. A condutincia do potédssio é expressa como fungdo da
varidvel n. Assim, para o modelo de Hodgkin-Huxley {[5] =&

conduténcia g ¢ dada por:
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gg=g,n*
roTr (5.2)

onde gy € uma constante. O expoente 4 é interpretado como a
necessidade de ocorrerem quatro eventos iguais e independentes
para dar-se o transporte de um ion de potdssio através da
membrana. Posteriormente Cole e Moore [90] descobriram que para
um perfeito ajuste de gy aos dados experimentais o expoente
deveria ser 25 ou maior. FitzHugh [91] propds um esquema cinético
que leva a uma funcado da forma:

gx=9xe™" (5.3)
e o modelo de Hoyt [92] apresenta, ao invés de analitica, uma
forma gré&fica para a funcao gz(n). J4 o modelo cinético imaginado

por Tille [93] apresenta g como diretamente proporcional &

varidvel n, 1isto é:
ge=Ggzn
vE (5.4)
mas a equacdo diferencial que resulta é mais complicada:
N=(4-6n+4n3-n?)[a(1-n)n-bn?] (5.5)

H4 também outros modelos, que sugerem processos mais complexos,
onde as variAveis usadas para descrever as correntes de sdédio e
de potdssio sdo acopladas entre si - ver Offner [94], Goldman
[95], Hoyt [97], Mullins [179].

A possibilidade de descrever a corrente de potdssio por
meio de tantos diferentes equacionamentos mostra o pouco que é
conhecido acerca dos fenfmenos fundamentais que regem a fisica
do axdnio. Nestas modelagens fenomenoldégicas podem produzir-se
eguacgOes distintas mas as diferenc¢as ndo chegam a ser profundas.
Numa andlise de Jackobson [98], embora sobre g 8 conclusao é
que em muitos casos a diferenga entre um modelo e outro pode ser
explicada por transformag¢do de varidveis. Por outro lado, alguns
modelos, como o de FitzHugh [91], sao elaborados a partir de
premissas abrangentes e acabam por englobar outros modelos como
casos particulares. Sendo por enquanto impossivel saber, dentre
todos, qual poderia ser o mais correto, a opinidoc de FitzHugh é
que gquanto mais modelos existirem, melhor, que futuros testes
experimentais acabarao por decidir qual eventualmente

sobreviverd. Novos dados experimentais e trabalhos tedricos
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continuvam aparecendo - ver [19, 32. 89, 99-101, 104, 138, 180,
181] - mas vale ainda o comentadrio do mesmo FitzHugh [91] de que
"talvez, por enquanto, o melhor critério para se elaborar um
modelo seja o uso que dele se faz". E neste espirito que seré
apresentado o modelo a seguir, cujo principal objetivo nédo ¢é a
investigacdo da cinética envolvida no transporte dos ions, mas
simplesmente a obtengao de um sistema com fun¢les matemdticas
mais adequadas para uso posterior, na elaboracao e simplificacao
do circuito elétrico equivalente da membrana. Assim, o modelo
apresentard para o parimero a da Eq. (5.1) uma funcdo igual &
voltagem transmembrana e o coeficiente b seréd constante, embora
seja adicionada aquela equacdo uma fung¢do corretiva para adequar
a resposta do modelo ao desenho das curvas de transiente em
experiéncias de grampeamento de voltagem. Ndo obstante, algumas
consideragOes tedricas serdo feitas agora, procurando delinear

a forma das expressbes empiricas.

5.2 Estrutura dos canaisl. Devido a varios problemas

(enumerados em [32]) que dificultam a aplicagdo de métodos
cristalograficos, a estrutura microscdépica dos poros das
membranas bioldégicas é ainda desconhecida, mas sabemos que
constituem-se de uma ou varias complicadas moléculas de
proteinas, conforme indicam recentes estudos, com métodos
farmacolégicos e Tfisico-quimicos, dos canais sensitivos a
voltagem em nervos e miisculos de mamiferos [102] e dos receptores
de acetilcolina em peixes elétricos como o Torpedo [103}. A guisa
de vaga nogado do que pode ser a complexidade da estrutura dos
canais, citemos o muito estudado canal artificialmente construido
pela insergao de macromolécula de gramicidina A em membranas
bilipidicas planas. Tal sistema é considerado muitissimo mais
simples do que os de membranas bioldégicas, apesar de constituir-
se de uma formiddvel arquitetura envolvendo 548 4tomos [32, 105],
formando duas hélices cada qual com 15 amino-4cidos bloqueados
nas extremidades por grupos formil e grupos amino-etanol (Fig.
5§5.1)., Também, para comparar, convém acrescentar gque nesses

sistemas artificiais o acesso de cdtions aos poros é direto, ao

! ver também subsecdo 1.3.
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lpasso que nas membranas biolégicas eles precisam passar por

antec8maras [107].

Fig. 5.1 Aspectos da molécula canal de gramicidina A [106].

A esquerda, proje¢do no plano X =Xy, mostrando a estrutura
ao longo do eixo das hélices. A direita, visualizag¢do la-

teral da estrutura pela projecdoc no plano X;~x;. O didmetro

do canal é cerca de 25 A [101].

5.3 Diretrizes tedricas. Apenas para delinear a forma
do equacionamento fenomenolégico, vamos fazer algumas
conjecturas:

Sabemos entao que o canal é constituido por uma
estrutura molecular complexa. ©Os ions fluem através dessa
estrutura, que tem didmetro de alguns &dngstrons, e ao longo do
canal h4d um perfil desconhecido de potencial eletrostético.
Tomando como base medidas em canais de gramicidina A a barreira
de energia na entrada do canal deve ser de alguns décimos de

eletron-volt [32]. Admitamos que & variagd&o da altura desta
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barreira constitua parte do mecanismo de controle de acesso dos
fons ao canal. Uma idéia simples seria a de que esse controle
seja exercido pela transicado de estados guidnticos de uma molécula
polar, ou de um aglomerado delas. O acesso dos ions ao canal
seria entao aberto ou fechado dependendo do estado em que se
encontre tal sistema. Considerando assim a membrana como
constituida de um conjunto de poros gue nao interagem entre si
e cada poro como um sistema independente com s+1 estados, e que
o caminho de acesso sé estarid aberto na ocorréncia do m-ésimo,
entao o nimero médio de canais abertos serd proporcional a [108]:

e

p=_g

e

Ik

(5.6)

A variacg8o de P com a voltagem x transmembrana deve dar-se pela
variagao relativa das energias ET Podemos imaginar que a
voltagem provoque uma deformacdo elédstica na estrutura dos

canaisz, 0 gque acarretaria uma perturbacgso na distribuicdo de
estados. A viabilidade dessas .deformagdées foi mostrada por
Mullins [96], que estimou a sujeigcdo dos poros a pressoes da

ordem de 60 kg/m&. Podemos entdo escrever3:

E.=E.(x)
7 (5.7)
Como a expressdo (5.6) s vale para sistemas em equilibrio,
devemos esperar que as situag¢des de transientes sejam descritas

por uma equacdo diferencial, talvez da forma:

dp _
E—f(PrX) (5.8)

Devido ao ndo conhecimento detalhado de uma tal equacdo. podemos

L Cole [109]: "There is the possibility ... that a strong
electric field distort pores ..." e "mechanical excitation of nerve
has long been known...". Recentemente um modelo de funcionamento

da membrana baseado nesta "piezoeletricide" foi elaborada por
Guijarro et al. [110]), numa versdo diferente em relacdao ao modelo
de Mullins [96]. Piezoeletricidade induzida por campo elétrico em
materiais bioldgicos foi detectada por Zimmerman [137],

3

X=EV-V

X (ver Cap. 4}).
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tentar o seguinte raciocinio: como as correntes ifnicas
transientes através da membrana sado lentas, correspondendo a
oscilagdes de algumas centenas de hertz, vamos admitir que a
expressdo (5.6) -continue aproximadamente vAlida durante o
distdrbio, ocorrendo apenas um relaxacdo nos valores de quuando
X varia, isto é, admitimos que a ac¢do de x ndo se faca sentir
instantaneamente. Assim, durante o transiente substituimos na Eq.
(5.6) Ej(x) por:

By = By (x) (5.9)
onde x'=x no estado estaciondrio. Vamos também tentar admitir que
a dindmica de x’' seja regida, em primeira aproximac¢do, por uma

equagdo de primeira ordem:

ax! e (x-x!
73 K(x-x"} (5.10)

onde idealmente K é constante, mas poderemos considerar a pos-

sibilidade de dependéncia de K em x e x’.

5.4 Elaboracao do modelo. Se Hoyt [92] em seu modelo
tedrico considerou cada poro como um sistema com 10 estados, a
abordagem aqui utilizada ser4d diferente. Para trabalhar com
expressoes de fédcil manejo, admitiremos que, qualguer que seja
o nimero de estados e sua lei de formagao, o sistema comportar-
se~4 aproximadamente como sSe houvesse apenas 2 estados,
correspondentes & abertura e fechamento do canal. Para viabilizar
esta aproximagao, a variacao diferenga de energia entre os
estados deverd, como veremos agora, depender nao-linearmente da
voltagem transmembrana. Suporemos que, para as variag¢lOes usuais
de dezenas de milivolts, seja licito esperar que o0s Ej na Eq.

(5.6) variem lineamente com a voltagem x, isto é:

E.=a,+b.x
I (5.11)
onde aj e bj sdo constantes. Como para 2 estados teriamos
%
e _ 1
P=— B T E
“Fr T +e T
S e 1 (5.12)
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onde E=ErE0. entdo, para equivaléncia matemdtica da Eq. (5.12)

com a Eq. (5.6) devemos ter:

B8 _a +hex
E=E(x) =-a,-b,x-kT 1n} e BT
Jem

(5.13)

que é obviamente uma funcdo nao-linear quando s»1. Entendido
isto, o que faremos é utilizar no lugar da expressdao (5.13) uma
fungao E(x) nao-linear ajustada empiricamente de acordo com a
Tab., 5.1 abaixo, construida a partir da Tabela 1 de [5],
referentes a medidas experimentais de grampeamento e voltagem no
axdnio n@® 17 considerado por Hodgkin-Huxley. Na Tab. 5.1 a
probabilidade P ¢é calculada como a relacdo entre o valor
estaciondrio da conduténcia g medida & voltagem x e o valor
midximo de 24.31 mS/cml. As Fig. 5.2 e 5.3 a seguir mostram o
caminho para chegar a expressoes empiricas de E(x) para
diferentes graus de ajuste. Observando a Fig. 5.2 podemos admitir
um valor assintético de -2.5 para In{(l/P-1), tornando assim
possivel supor uma forma exponencial para a curva. O expoente
In(ln(1/P-1)+2.5] €& entdo tracado na Fig. 5.3, mostrando uma
curva de aspecto sigmdide.

Neste ponto, cumpre esclarecer que duas atitudes
alternativas achamos por bem adotar. A gque nos surgiu como Opgao
aparentemente mais simples foi aproximar a curva da Fig. 5.3 por

uma reta, o que nos levou & expresséo:

E(x)/kT=2.5 -9,1 g9-921x (5.14)

Utilizando esta expressdo em conjunto com a equacdo (5.10) o
teste de adequabilidade deve ser feito na comparac¢do das curvas
experimentais da Figura 3 de [5] da condutédncia do potdssio em
fun¢ao do tempo, obtidas em experiéncias de grampeamento de
voltagem. Ao fazer isto, concluimos que para um bom'ajuste das
curvas tedricas e experimentais tornou-se necessirio tomar K da
Eg. (5.10) fortemente dependente de x e também multiplicar P por
fungdes corretivas. Fazendo isto obtivemos um modelo preliminar
que nos pareceu bom, e serviu & composigcdo do equacionamento

completo do modelo da membrana e de um circuito equivalente
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Tab. 5.1 A probabilidade P em
fun¢do da voltagem x=V-V, para
determinac8o, por ajuste, da
fung¢do E(x).

X {(mV) P

- 12 0.0098
- 18 0.04
- 22 0.06
- 31 0. 206
- 38 0.281
- 44 0.355
- 50 0.423
- 63 0.546
- 75 0.630
- 88 0.700
- 100 0.765
- 112 0.823
- 121 0.852

também preliminar, divulgados em dois congressos cientificos [16,
17]. Posteriormente descobrimos que & utilizacdo de uma funcgao
E(x) mais complicada, mas correspondente a um ajuste perfeito a
curva da Fig. 5.3, +traz como consequéncia um valor de K
praticamente constante enquanto & expressao de P dispensa ajuste
na reproducdao das curvas de grampeamento. Além disto, como
veremos no préximo capitulo, a funcdo { usada como aproximacao
de z no processo de redugdo de varidveis fica mais simples,
comparada & utilizacdo da versdao anterior. Como esta nova
abordagem simplifica também o novo circuito equivalente (Cap. 7)
e evita algumas falhas posteriormente percebidas naquela versao,
optamos por preferi-la. Na descricdo desta alternativa, vemos,

conforme indicado na Fig. 5.3, que a funcao que ajusta-se muito
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bem aos pontos experimentais corresponde a:

E(x) /KT =2.5 - 0-45i0h0.325 (x+67) +0.8
(5.15)

Considerando que a membrana tenha N0 canais por cm%

permedveis a ions de potdssio, a4 voltagem X haveré N=NbP(x) ca-

2160 —140 —120 —100 —80 —60 —40 —20 0
x (mV)

Fig. 5.2 Grdfico da fungdo In(1/P-1)=E/kT conforme dados
experimentais da Tab. 5.1.
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Fig. 5.3 Ajustes dos pontos da Fig. 5.2 mediante fungdes
empiricas.

nais abertos. Supondo comportamento Shmico tal que a condutincia
de cada canal, aberto, seja gy & conduténcia do potdssio através
da membrana pode ser escrita como:

gx=N,g,P(x) (5.16)
A quantidade N, 2, pode ser identificada com a constante
EKIeferida antericormente. Com valores experimentais de EK da

ordem de algumas dezenas de mS/cm2 e de g, entre 10 e 20 psS [99,
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114], a estimativa & que Nb seja da ordem de alguns trilhoes de

2 no axdénio do Loligo.

canais por cm
Em estado estaciondrio a4 voltagem x, & corrente de
potdssico pode ser modelada como um resistor nao-linear (Fig.
5.4a) dado por:
Ip=Ig (%) =N,g,xP(x) (5.17)
Seguindo o raciocinio apresentado na sec@ao anterior, o modelo
mais simples para situagdes de transiente serd substituir na Eq.
(5.17) a varidvel x pela varidvel x' definida através da Eq.
(5.10):
I,=I,(x') =N,g,x'P(x)) (5.18)
Podemos interpretar o atrasc de x’ em relacédo a x como um efeito
indutivo, dai a possibilidade de pensarmos num circuito elétrico
constituido de um indutor em série com o resistor IK(x’) - Fig.
5.4 b). Entretanto, esta substituigdao de x por x’ nao pode ser
feita como na (5.18) porque contraria a observacido de Hodgkin e

Huxley [3] de que a condutdncia varia como fung¢dc continua do

a) ) c)

Fig. 5.4 Circuitos eguivalentes (vide texto).
tempo em experiéncias de grampeamento de voltagem. Para
explicitar melhor este ponto, suponhamos que a voltagem

transmembrana varie abruptamente de um valor x; para um valor X,
em t=0. Pela Eq. (5.10), supondo K constante, teremos:
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/ =3 = - -Kt
XL =3~ {x -3 ) e (5.19)

gue, substituida na Eq. {5.18), leva a uma corrente Ixcontinua,

mas a condutidncia salta do valor

Ig(x,) .
9h1='—§§;L- ( t=0 )
(5.20)
para o valor
Ip(x,)
Lz='igsi— (t=0")
(5.21)

Para garantir a continuidade de g devemos expressar IK como uma
funcdo de duas varidveis:

Ip=Ip(x,x') =N,g,xP(x) (5.22)
gue leva a tracados descontinucs de Igs de fato observdveis em
experiéncias de grampeamento de voltagem. Esta discussao é de
fundamental importéncia no presente contexto, pois no circuito
elétrico equivalente o resistor ndo-linear é substituido por um
bipoloc bem mais complicado, do tipo denominado em teoria de
circuitos como elemento R-dindmico [111] (Fig. 5.4 c¢). B8ao
consideracoes deste tipo que nos mostram porque e até que ponto
s8o irrealisticos os modelos simplificados existentes, como o de
Nagumo et al. [8] e o de Hahn e Giittinger [112], constitufidos de
um indutor em série com um resistor, ambos lineares.

Para caracterizar melhor o indutor, convém utilizar

no lugar de X' uma varidvel y dimensionalmente equivalente a
fluxo magnético, definida por
7
=T X
¥ (5.23)
onde T & um constante com dimensao de tempo. Substituindo a Eq.
(5.23) na Eq. (5.10) obtemos:

de/ 1 dy _ ¥
de <« dt-K(x 1:) (5.24)
ou, definindo K=1/7:
=x-¥
y=x -
(5.25)
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Reescrevendo a Egq. (5.27) em termos da nova variavel y, usaremos

a partir daqui a seguinte notagéo:

I,=%(x,y) =N, g, x P(y/1)

(5.26)
Com E=Ng, e usando a Eq. (5.12):
_ gr X
Pix,y) = S
1+e (5.27)

onde E(y/t) é dado pela Eg. (5.15) substituindo x por y/t. A
forma bastante simples da Eq. {(5.25), com t=2.1 ms, mostrou-se
adaptada & Eq. (5.27) na descrigido das curvas transientes da
condutancia gK(t) da membrana sob grampeamento de voltagem,
conforme mostram as curvas de trago pontilhado das Fig. 5.5 a)
a 1), sobrepostas aos pontos experimentais obtidos por Hodgkin
e Huxley [5]. Um melhor ajuste foi obtido adicionando & expresséo
de ¥ uma funcido corretiva:

== & -
V=x p. a(x,y) (5.28)

Por razdes que ficardo ébvias no Cap. 7 tentamos a forma
o(x,y)=a({y){(x — y/t), chegando & seguinte expressdo, que corrigiu

as curvas pontilhadas das Fig. 5.5 a)-1) para as de traco

continuo:
x- Y
alx,y) = —
-0.25 (L +19) {5.29)

l+e

A forma da 5.29) permite-nos escrever a (5.28) do seguinte modo

mais compacto:

it
y:
0.25 (X +19) (5.30)
l+e T

Finalmente, portanto, podemos concluir este capitulo
afirmando gque o modelo para a corrente de potdssio, aqui
desenvolvida, apresenta precisdo compardvel & de outros modelos

da bibliografia jd citada. Trata-se de um modelo alternativo que
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fica & disposigcao ao lado de outros, mas gue tem aqui o objetivo
especifico de adequar-se melhor & elaboragao do circuito
equivalente da membrana, a ser apresentado no Cap. 7. Para melhor
visualizacgdo do resultado final, reapresentamos abaixo,
agrupadamente, as equacobes do modelo. Analogamente ao
procedimente com as equacgles originais de Hodgkin-Huxley, o
efeito da temperatura é levado em conta multiplicando o segundo

membro da Eq. (5.33) por 3(p&3”m, com T aqui em graus Célcius.

(5.31)
T X
P(x,y) = K
-2.5+exp [0.48inh0.0325( X +67) + 0.8}
l1+e & (5.32)
=
J}=
25(X 4
l.reozs(' 19) (5.33)

A seguir sdo apresentadas as curvas j& referidas acima,
de grampeamento de voltagem, calculadas com estas equacOes. Na
figura os circulos representam pontos experimentais extraidos de
[5], referentes ao exemplar no 17 dos axdnios utilizados por
Hodgkin e Huxley, para o qual E=24.31 mS/cmz. As curvas
tracejadas mostradas nas Fig. 5.5 a)-1) foram calculadas com as
equacoes do modelo de Hodgkin-Huxley, Eq. (1.16) e (1.18). Tais
equacdes, conforme reconhecido em observagdo contida no trabalho
original [5] daqueles autores, ndoc reproduzem convenientemente
o atrasoc inicial na subida das curvas, que experimentalmente é
mais acentuado. Este fato é tido como responsédvel por algumas
discrepdncias no tragado tedrico do potencial de acéao,
relativamente ao experimental, tais como o prolongamento do tempo
de descida e a forma mais aguda do pico. No modelo desenvolvido
no presente capitulo foi possivel acentuar o referido atraso,

conforme mostram as curvas de traco continuo nas figuras a
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seguir.
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Fann 9 :
ON 157 V = -109 mV
£
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2
Ezo-‘

— 1 experimental
K ] e Hodgkin-Huxley
- C Eq. 5.25
o - E%- 55.28

57

10 12

t ‘(Sms)

Fig. 5.5 a) Variac¢do da condutdncia do potdssio como resposta
da membrana a grampeamento de voltagem. As Fig. 5.5 b) a 1)
sd8o andlogas a esta. T=6.3°C.
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CAPITULO 6

REFORMULACAO DAS EQUACOES E REDUCAO DE VARIAVEIS

"The most logical procedure in the description
of a complex biological system might be to cha-
racterize the topology of its phase space, them
to establish a set of physically identifiable
coordinates in the space, and finally to fit
different equations to the trajectories."”

R. FitzHugh [63]

6.1 Introducdao. Enquanto no Cap. 4 pfopusemos varidveis
alternativas obtidas por transformagtes das varidveis originais
do modelo de Hodgkin-Huxley, sem alterar nenhuma de suas
expressoes fundamentais (pois basta retroceder com transformagdes
no sentido inverso para recuperar integralmente as equacdes
originais), neste capitulo procederemos a uma série de
manipulacdes sobre as novas eguacdes no sentido de substituir
expressdes mas procurando sempre preservar as propriedades
quantitativas do modelo. Primeiramente vamos substituir a
expressdao de @(x) por outra equivalente, mais simples e sem o
denominador nulo de o, em V=-25 mV (Eq. 1.21), que dificulta o
tratamento numérico das equagdes, eventualmente levando &
introdugdo de efeitos esplirios que podem confundir a andlise
[113]. Este mesmo cuidado deveria ser tomado em relacgdo a an(Eq.
1.18), mas aqui nao serd necessArio porque utilizaremos para a
corrente de potdssio o modelo alternativo do Cap. 5. Mostraremos
entdo o tracado do potencial de acdo resultante da substituicgao

da varidvel p do sistema (4.13) do Cap. 4 pela varidvel ¥y
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proposta no Cap. 5. Depois faremos algumas conjecturas sobre a
possibilidade de utilizar uma expressaoc mais simples para dz/dt.
Tal discussdo terd talvez um cardter controverso, pois implica
admitir que o fluxo de sdédio &€ em parte influenciado pelo fluxo
de potdassio. Estas conjecturas estender-se-ao ao capitulo
seguinte, na interpretacéo do novo circuito equivalente qgue seré
proposto para a membrana. Ainda no presente capitulo efetuaremos
uma reducgdo de varidveis, substituindo z por uma funcgdo {{x,v),
e depois substituiremos h por f(y). Teremos assim um sistema de
duas varidveis, X e y, que mostrar-se-4 perfeitamente adequada
para a descrigao dos potenciais de acdo de membrana e de
propagacdo. Uma extensido deste modelo xy ao espaco tridimensional
é proposta para o modelo adequar-se & simulacdo de experiéncias
de interrupc¢ido anodal. Estudaremos também a viabilidade de ser
concebida uma varidvel w para o lugar de h, tendo esta nova
varidvel significado um tanto peculiar. Por fim, arriscaremos
também uma proposta de hierargquizag¢ao das quatro varidveis de
estado x, ¥y, z e w, considerando duas delas como "naturais" e as
outras duas como "quase ndo naturais”", no sentido de que estas
ditimas ndo seriam nunca acionadas no ser vivo, embora tenham
existéncia potencial, surgindo como reag¢Ooes ao funcionamento nao
natural em experiéncias de laboratdério, isto é, separado do

animal.

6.2 Reescrevendo &{x) e H{h,x). Substituindo as fungdes
(H(X), aﬂx), Bﬂx) e B“x} - ver Eg. (4.2) - nas expressodes de
®(x) e H(h,x) - Eq. (4.3) e (4.4) - obtemos:

B, Qe (X+ Ve =Vg,) (x+V+25)3
Kt+Vgt25 xtVy XtVy

®(x) =

10 _ %% , 7 .36 , 10 1 .
[x+V+25+ (e 1) (40e *35°¢ P e )1
(6.1)
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h¢/h,

Ao b =T
* (6.2)
onde
x+Vg
e 20
ftx} = JH'V‘ x‘V‘
e 20 4,100 1 +30 _XtVpt25 | 1200710
7 X+Vp+30 7 X+Vy+25 7

As curvas em linha cheia na Fig. 6.1, abaixo, correspondem as Eq.
(6.1) e (6.3). Na mesma figura as linhas tracejadas mostram a
forma grdafica das seguintes expressoOes alternativas obtidas por
ajuste &s de traco continuo:

(1+e0.“5(x+7‘ﬁ42)) (l+eo.23(x+vl+25.5)) (1+eo.2(x+vx-+¢.3))

®(x) =

{(6.4)

F(x) = 0.005 e-0-0008 (x+10)?
(6.5)

Embora pouco visivel na Fig. 6.1, as Eq. {(6.1) e (6.4) apresentam
certa discordédncia entre si perto da origem, que é importante por
influir no limiar de disparo. Esta alteragdo foi proposital, para
verificar essa influéncia. Assim, o nivel de limiar foi elevado
de cerca de -6 mV para aproximadamente -10 mV. As curvas
experimentais mostradas em [5, Fig. 21] indicam limiar em -9 mV,.
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6.3 O sigstema x, v, Z, h. Em vista do modelo proposto
no Cap. 5 para a corrente de potadssio, o modelo de Hodgkin-
Huxley, entao transposto para as variadveis x, y, z, h, sofreré
agora um modificag8o via substituigdoc da varidvel p pela varidvel

¥, € o termo px da primeira das Egq. (4.27) serd substituido pela
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funcdo Y{x,y) da Eg. (5.32). Portanto o sistema din@mico
descritivo do funcionamento do axdnio sob grampeamento espacial
passa a ser dado por:

A=(z2-1)(®H+Y) -g, (x-X;) +I_(t)

-3
y=
0.25 {X +19)
l+e €

Z=a+bz+cz?+d[(1-2) DH-2z¥]2/3

ﬁ=“h(1-h) "'ph.b
(6.6)

As novas expresodoes para &, b, c e d na equagdo de % sdo dadas

por:

a=alx,y,h; I,(t)) =__é£_(¢_g_!_f+3d¢_ ¢H (IS-QL(X-XL) 1)e
M

x  dx x-X, GH+Y
OH o By 4% 1 _3
N ¢811(¢” 1:_.,) bH( h =, 1:.)
GH+Y

(6.7 1)

b=b(x,y,h; I, (t)) =%(¢%+H%__¢_f!__) (- T g XX |
M

X-Xyy dH+Y
1,0 __ ¥ _ Ig-g, (x-X;)
MY x-Xm) (2 bH+Y '
OH (q _ 1 _Y_
“lbm(a,, tb)+%(x T o) ®, 1 _3
7T DT

(6.7 11)
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} =_._1— _ag d¢ ¢H a'l'_ 1’
c=c(x,y,h) == 5 (g5 +H—- XXy, | OX X-Xm) (6.7111)

d=d(x,y,h) =——— ¢H IF [gy;(x Xm) h]1/3 (6.71v)

A Fig. 6.2 mostra o tracado de um potencial de agao de
membrana V(t) e das varidveis z, y e h a ele associadas.
Analogamente & figura da Seg¢. 4.4 as superficies is6clinas de =0
sao mostradas por alguns cortes na Fig. 6.3 a seguir. Observar
nesta figura que a nova formulagdo, com & varidvel y no lugar da
varidvel p, elimina a parte da superficie que havia no guarto
quadrante observadas nas figuras do Cap. 4. A superficie iséclina
de =0 com IS=O é dada pela seguinte equacao implicita, que deve

ser resolvida por métodos iterativos como o de Newton-Raphson:

(z-1) [®(x)H(x,h) +¥(x,¥)]) -g, (x-X;) =0 (6.8)
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Fig. 6.3 Is6clinas de dx/dt=0, Eq. (6.8).
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6.4 Sobre a busca de uma nova expressdo para Z. Consideremos
a seguinte experiéncise clédssica de caixa preta, esquematizada na
Fig. 6.4, em que aplicamos a um sistema desconhecido,
inicialmente em repouso, estimulos convenientes, e observamos
na saida as respostas correspondentes. Se através desta
experiéncia pudermos concluir gque o sistema é linear, entao a
modelagem do sistema nao apresentard dificuldade tedrica.
Entretanto, se o0 sistema evidenciar-se como nao-linear, a
modelagem pode ser muitoc dificil, e eventualmente impossivel.

Este &, em linhas gerais, o enunciado do problema defrontado por

wimh 5 | sglema [ e

anh ik

Fig. 6.4 Ilustrag¢do para experiéncia de caixa preta.

Hodgkin e Huxley na elaboragdo de seu modelo. A membrana do
axdnio revelou-se, ao longo de décadas de experiéncias, e
especialmente durante as décadas de 1930 e 1940, como um sistema
nao-linear muito complexo, além, é claro, de muito sensivel,
delicado e degradédvel apés a dissecacdo do animal e submissao do
ax6nio a condigoes adversas. Como sabemos (ver Cap. 1) a invencdao
da técnica de grampeamento de voltagem por Cole e Marmont
possibilitou a Hodgkin e Huxley realizarem uma longa série de
bem imaginadas experiéncias mediante a aplicagdo sistemética de
degraus de tensdo & membrana e estudar as correntes idnicas
decorrentes de tais excitagoes. Na interpretacdo das familias de
curvas de resposta, como as das Fig. 1.20 e 1.21, elaboraram seu
bem conhecido modelo ndo-linear de equag¢bdes de estado. A forma
adotada para seu modelo constitui uma opcdo pela simplicidade de
raciocinio, como bem claro afirmam em seu trabalho [5], sendo
entao possivel tentar outras formas de equagtes (a este respeito,
ver literatura citada no Cap. 5). O caminho que adotamos no

presente trabalho tem sido a busca de expressbes equivalentes,
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como fizemos para a corrente de potdssio no Cap. 5, e o da
transformagae de varidveis, resultando no sistema (6.6).
Consequentemente, vale ressaltar, por mais diferentes que possam
parecer estas novas equagdes - as (6.6) - elas trazem implicito
o principio da independéncia de fluxos de sé6dic e de potédssio,
formulado por aqueles autores [2]. Um fato que incomoda no
sistema (6.6) refere-se & varidvel z, cuja expresséo de Z, além
de aparéncia relativamente complicada, apresenta problema de
divergéncia mencionado no Cap. 4. Nesta secdo pretendemos iniciar
o estudo de elaboracao de uma possivel alternativa para a equacgéio
de Z. Para encaminhar este estudo convenientemente vamos

formalizar a seguinte definicao e postulados:

Definicio - A varidvel z é definida pela relagéo

_®H-z(BH+Y¥)
x-Xe (6.9)

Ina

onde 258 & a condutincia do sddio.
Esta definicdo equivale & do Cap. 4, Eq. (4.22).
Postulado 1 - A varidvel z € sempre um nimero real

finito.
Postulado 2 - A condutdncia do sddio gm(t) é sempre

uma funcao continua.

O Postulado 1 tem por objetivo dar mais consisténcia ao sistema
de equac¢des do modelo por eliminar o problema do cruzamento nao
perfeitamente simulténec com o eixo t das funcgoes @H—INa e GH+Y
durante um potencial de agdo (ver Cap. 4). Assumir tal postulado
tem razao de ser, pois para um equacionamento empirico como o de
Hodgkin-Huxley, baseado em medidas muito dificultosas e com certo
grau de espalhamento {(ver Fig. 1.26, 1.27 e 1.28), todo cédlculo
decorrente dd-se dentro de alguma margem de erro. O Postulado 1,
entdo, d4 ao cruzamento simultédneo do eixo t com as fungdes acima
citadas status de propriedade exata das novas equacoes que
estamos propondo. Mas implica também, obviamente, que a equacgao
de 2 em (6.6) deve ser substituida por outra gue preserve as

propriedades do sistema ao mesmo tempo em gque garanta a
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fidelidade ao Postulado 1. J4 o fendmeno de continuidade da
condutincia, formalizado no Postulado 2 acima enunciado, é de
fundamental importdncia na teoria original de Hodgkin-Huxley, mas
nio é 14 claramente enunciado como postulado porgque os autores
o tornaram implicito na forma das equacdes ¢ na férmula de 2y
tal como também fizemos, no Cap. 5, na nossa reelaboracao de
modelo para a corrente de potassio. Agqui, entretantc, como
veremos a seguir, deparamo-nos com uma varidvel <z de
comportamento descontinuo, e a proposicdao do Postulado 2
justifica-se.

Vamos colocar o problema da determinagao da funcéao
alternativa para % da seguinte maneira: seja uma experiéncia

imagindria como a esquematizada na Fig. 6.5 onde a entrada x(t)

{0 Ouldt={z-1) (BH+¥) - gL{-XL)(t)
— dyldt={x-yie) | [1+exp0.25(yke+13)]

entrada | dhidt=ey, (+h)-B, h salda
dzldt= 7"

X(1)

Fig. 6.5

& imposta (as custas de uma corrente externa Is(t)) e a saida
z(t) & observada. No caso, consideraremos como entrada x(t) os
degraus de voltagem de vArias amplitudes x, cada qual a partir

do repouso em X=X Estaremos entdo simulando experiéncias de

0*
grampeamento de voltagem, e a nova equagdo para z deverd ser
capaz de reproduzir as solugbes z(t) obtidas com as equag¢des
originais, mostradas abaixo nas Fig. 6.6 a) a f). Para delinear
um possivel encaminhamento para & solugdao deste problema,
observemos que as curvas sugerem um decaimento exponencial com

diferentes constantes de tempo. Em cada curva, o decaimento deixa
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de ser uniforme na vizinhanga do instante em que a funcao ®H+Y

a)
V=-8mVY

Fig. 6.6 a) e seguintes Solfucdes z(t) das Eq. (6.6) para
grampeamento de voltagem,

b)
V=-20mV
-
o
~
.................. A

Fig. 6.6 b)
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c)
V=-40mVY
=
St
~N
s 8 10
Fig. 6.6 ¢)
|
d)
YV =-60mv
o
4
L —_
~
| LA L 4|. """"" TrrrrTrryTy “"'Y‘r‘;lo
t (ms)

Fig. 6.6 d)
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muda de sinal. Mas é evidente, pelos grdficos, que mesmo sSe nao
houvesse descontinuidade uma parte da curva de =z assumiria
valores negativos, mais ou menos como indicado pelas ]inhas
tracejadas. Ignoremos, tentativamente, a parte negativa de z e
arrisquemos uma equa¢do na seguinte forma bem simples:
z2=-A(x) z

(6.10)
Por esta equacgcao o valor de equilibrio de z antes da aplicacgio
do degrau de tensao € z=0, o0 que estd de acordo com a primeira
das Eq (6.6) para %=0 e 1,=0, (£ interessante destacar esta
propriedade de z, decorrente de sua definigdo: seu valor, fora
dos transientes, €é sempre nulo. Isto pode ser verificado
substituindo, para x constante, as expressOoes de ® e H dadas por
{(6.1) e {(6.2) na equacdo de definigao de z, acima, usando para
8 © valor Ehhﬂmj-) Fixado o nivel x do degrau, a solucao de
(6.10) é:

z=z(0*) e A0t (6.11)

0 problema que se coloca é a determinagdo de z(O*). Para isto,
utilizaremos o Postulado 2 e & expressao de gy, dada por (6.9).

Assim gm(o")=gm(cf), isto é:

® (x,) H(x,, h,) _ ®(x)H(x,h,) -2(0") [®(x) H(x,h,) +¥ (%, ¥,

X=Xy, XxX-Xg
(6.12)
ou:
® (x) H(x, h,) - %;@ (X,) H(Xq, by)
z(0) = ® (x) H(x,h,) + ¥ (x,b,)
(6.13)

Podemos agora testar a funcédo z(t)} da por (6.11) usando-a no
cdlculo de gh(t) dada por (6.9) e comparar o resultadoc com as
curvas experimentais, j4 mostradas na Fig. (1.21). Ao fazermos
isto, podemqs verificar que um resultado melhorado é obtido se

modificarmos a equacédo diferencial (6.10) para & seguinte forma:
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2=-A(x) ze-30 (6.14)

onde1

A(x) =10 e-o.mztx-l'?'r)a (6: 15)

B(x) =3 @-0-0005(x+57)? (6.186)

As solugoes z(t) da (6.14) estdo desenhadas na Fig. 6.8. 0Os
pontos experimentais e as curvas tedricas gh(t) dadas por (6.9)
e 6.14) estdo mostrados na Fig. 6.7. H4, todavia, anomalia no

ajuste em torno de V=-10 mV,

0.8 1.0

0t 2 s

0.2

.0 0.4 0. 1.6 2.0

8 7 1.2
t (ms)

Fig. 6.7 Solugdes z(t) da Egq. (6.14).

IA(x) e B(x) foram determinados por tentativas.
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V=-109mVv

Fig. gy, (t) de grampeamento (esta e curvas seguintes).
Cfrc:ulos. Jados experimentais [5]; trac¢os continuos: cdlculo
com a Eq. (6.14).

V=-100mv
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0§ §7S/°m2)

ooo V=-10mV (exp)
e V' =-11mV (Eq. 6.14)
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O ajuste das curvas tedricas 4s experimentais na Fig. 6.7 indica
a possibilidade de ser elaborado um modelo com forma matemédtica
mais simples do que a Eq. (6.6) para Z, muito embora o manejo
matemdtico imposto pelo Postulado 2 seja um tanto incémodo,
principalmente gquando provocarmos variacoes na voltagem de
grampeamento durante o transcorrer do pulso de condutédncia
gm(t). Uma importante conclus8o a registrar, porém, é que, como
vimos na Fig. 6.8, ndo hi necessidade de as curvas serem, no
grampeamento, exatamente como as da Fig. 6.6, especialmente no
que se refere a cruzamentos com o eixo t.

Vamos agora apresentar o resultado da aplicacao da Eq.
(6.14) no cdlculo de um potencial de agﬁo de membrana. Pela Fig.
6.9 vemos que ocorre a formacdo do potencial de agdo, mas com
desvio das propriedades quantitativas em relacao ao tracado
experimentalmente e ao calculado com as equagOes originais de
Hodgkin-Huxley. A Fig. 6.10 mostra outra discrepdncia da Eq.
{(6.14), pois durante o potencial de ac¢do o novo z(t) decresce
muito rapidamente em relacdo ao z(t) obtidos com as equagdes
originais. Para avancar no exame desta discrepincia, vamos
reescrever abaixo a equacdo de Z da (6.6), mas reagrupada e

explicitando o termo fatorado em %:

Z{TDH XXy dx  ox

OHM!F dh t, 4

1,3 &, Q(ah-h/th)BH/8h+(x—o—y/t)a‘l’/ay
e 5 ¥ 12+

. [@( —ay SH_ (1,3 % 0m .
Th

3a,

- m [ENB (X—Xm) h] 1/3 [ (1—2) QH‘Z!] 313

(6.17)
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-V {mV)
g 8

PO Y Y N T O U I T S SR N A

Fig. 6.9 Linha cheia: potencial de acdc pelas (6.6) e (6.14).
Trag¢os: equag¢bdes originais de Hodgkin-Huxley. T= 6.3°C. Choque
inicial de 20 nC/cmzf

120 Fig.6.10

L inh a
cheia e
tracos:
z(t) em
corres-
pondéncia

com os po-—

tenciais

|
8

AR R B AR R R E e L R RRRRARR R AR uE TR de acdo da
1 2 3 =) 6 7

i 4
t (ms) Fig. 6.9.

Como em grampeamento de voltagem ¥ € nulo, vemos pela estrutura
da Eg. {(6.17), gque para um melhor ajuste na simulacdo de
potenciais de acdo a Eq. (6.14) poderia ser aperfeicoada com a
adicao de um termo na forma de uma func¢ado multiplicada por %,

eventualmente uma funcgdo simples e sem singularidades.

160



O objetivo desta segdo foi abrir a questido sobre a
possibilidade de estabelecer uma eguacdo alternativa para 2,
talvez mais simples que a descrita na Eg. (6.6). Procuramos
delinear argumentos para reforgar a hipdtese de que isto £
possivel, embora reconhecendo tratar-se de um problema com certo
grau de dificuldade de solugdo. Um outro ponto a que esta
discussao deve chegar, uma vez descoberta a forma alternativa de
%2, €& sobre o desacoplamento entre os fluxos de sdédio e de
potdssio. De fato, a expressao de s dada pela Eq. (6.9) mostra
que, para uma varidvel z gerada por um modelo distinto do
original de Hodgkin-Huxley, a corrente de sédio & em parte
induzida pela corrente de potédssio. Embora isto pareca um tanto
inusitado, j84 gue nosso estudo calca-se exclusivamente no modelo
de Hodgkin-Huxley, h4 na literatura investigacOes tedricas
admitindo algum acoplamento entre os processos associados aos
fluxos de potdssio e de sd6dio - ver por exemplo [95,96].

Abordaremos a seguir o assunto da reducao de varidveis,
mas a investigagio sobre modificagdes estruturais das equacgoOes
de Hodgkin-Huxley basecadas em propriedades do modelo retomaremos
na Seg¢. 6.10, guando serd proposta uma varidvel w no lugar da

varidvel h.

6.5 O modelo de 3 varidveis. Mostraremos nesta secao
que é possivel estabelecer uma funcao {{x,y¥) que pode substituir
perfeitamente a varidvel z na descric¢ido de potenciais de acgio,
para uma grande variedade de excitagdes possiveis. Para nos
orientarmos na obtencao de uma fungao {(x,y) adequada, observemos
nas Fig. 6.11 a) e b) a trajetdria de um potencial de ag¢ao de
membrana calculade com o modelo de 4 varidveis, projetada no
subespag¢o X, ¥, Z. O inicio da curva de z na Fig. 6.11 b) sugere
um decaimento exponencial de z coma varidvel y. A voltagem x tem
atuacio sobre z predominantemente nas proximidades do repousc e
em .x>—Vk. Em vista disto, e com base em alguns testes
preliminares, concluimos que uma fung¢do satisfatdéria para os

objetivos em vista tem a forma:

(x,y) =F (x) e%YY + £ (x,¥) (6.18)
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Fig. 6.11 a) Trajetdria esquemdtica de potencial de acdoc no
subespac¢o x,y,z (z#0 no repouso devido ds novas expressoes de
¢ e H).

disténcia entre 100z

pontos = 0.02ms -
-8
60
[ 40
20
i

Y Lo

Fig. 6.11 b) Projecdes da trajetdria da figura anterior nos
planos xy, zy e ZX.
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onde ¥, ==TVg € o valor de ¥ no repouso em x==-Vy. fI e f2 sao
fungdoes que descreveremos &0 longo do texto a seguir, sendo
fz(x,y) um termo corretivo da forma de onda. Vale observar gue,
tal como impusemos para a variadvel z na sec¢do precedente, aqui
também {, que substitui z, tem semprre valor positivo ou nulo.
Uma vez estabelecida a fungao {{x,y), o modelo x, ¥, h fica dado

pelas seguintes equagbes:

A= (L-1) (PH+YP) -g, (x-X,) +I,(E)
x-Y
T

y:
.25 {L +19
l+e ¥

H=uh(1-h) -ﬁhh

(6.19)

Examinemos inicialmente a influéncia do valor da
constante Kz. Para isto vamos ignorar a influéncia de f&(x,y) e

considerar fl(x,y)wl. Assim, com

Csex’(y Yol (6.20)
substituida na Eq. (6.19), obtemos para um mesmo choque inicial
de 20 nC/cm2 e vArios valores de K2 as curvas de potencial de
acdo da Fig. 6.12 a). As Fig. 6.12 b) e c) mostram as variagoes
correspondentes de { e y. Os parldmetros utilizados no cédlculo
destas curvas foram os seguintes: VM="115 mv; Vk=12 mV; Vl:—ll
mv; g!la=70'7 mS/cmz; §K=24.3 mS/cml; g= 0.21463 mS/cm2
observando estas figuras, que o valor de K, atua fortemente

. Fica claro,

sobre a forma do potencial de acdo, notadamente na fase inicial
da despolarizacao. A determinagao do valor exato de Kzseré por
ajuste da forma do impulso calculado em comparag&g Com cCurvas

experimentais. Veremos que tanto K, como outras constantes que
entrardo nas definigoes de fi(x) e fz(x,y) constituem pardmetros
cujos valores deverao ser ajustados para cada axdnio,
provavelmente por causa da influéncia dos valores de CH’ gh,gp
i
Egq. (6.17), a equagdo de Z €& controlada pela taxa X.

e Vy. Isto nao é de se estranhar, uma vez que, como vimos na

Consideremos agora as fungoes fI(x) e fz(x,y). Apés a

varidvel y atingir o valor de pico no transcorrer do potencial
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c)

Fig. 6.12 a), b) e ¢) Curvas de V, { e y para diferentes K,.
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de agdo, a funcdo { deve manter-se com valor reduzido, sem
retomar os valores dados pela Eq. (6.20). Este comportamento
precisa ser garantido pela funcao fﬂx), que deve ser tal que
praticamente anule { no repouso em x=-V; para assegurar que a
corrente de s6dio no repousoc corresponda aproximadamente ao valor

experimental. A forma escolhida para esta fungido é:

1

0.7 (x+Vge3}

£,(x) =
l+e (6.21)

Quanto ao termo fz(x,y), seu papel é suavizar a forma do
potencial de acdo na fase final da repolarizag¢do, no intervalo
indicado pela linha tracejada na Fig 6.13. A linha tracejada
corresponde ao potencial de acdo calculado apenas com o primeiro
termo da Eq. (6.22), apresentada a seguir. A forma adotada para

a funcdo fz(x,y) é a do segundo termo desta equacgdo:

0.035(y-y,) -0.035(¥+90)2
e +0.9 €

c (xlh) =

0.7 (X+Vp+3) -0.5 {x+Vr+35)

l+e l+e

(6.22)

(A influéncia do segundo termo de [ serd mais acentuada no modelo
de duas varidveis, adiante). A Fig 6.13 mostra o potencial de
agcdo de membrana calculado com as Eq. (6.19) em combinacdo com
a (6.22). A Fig. 6.14 mostra um conjunto de potenciais de agao

para vdrios chogques iniciais.
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Fig. 6.13 a) Tracado de potencial de acdo calculado para choque
de 20 nC/cn;, a 6.3 °C, com as Eq. (6.19). A linha traceja-
da corrresponde & auséncia do segundo termo da Eq. (6.22). Os
parametros Kﬁ, D} etc. sd8o os mesmos da Fig. 6.12.

L L LE-S—

¥ Loaw

Fig. 6.13 b) Proje¢des da trajetdéria do impulso da Fig. 6.13
a), analogamente 8 Fig. 6.11b)}.
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Fig. 6.13 c¢) Projegbes da trajetdria correspondente & Fig.
6.13 a) e comparagdao com as curvas da Fig. 6.11 b).

120]
1 W
2
100 40 20 pClom
4 8
~—~ 80
% )
& 60-1* T=63°C
]
> 407
| 7
204 .
] [ L WY \ e ———
07 g \\ \
S
—ZO:Lm
0 1 2 3 4 5 6

t (ms)

Fig. 6.14 Potenciais de acdo calculados para vdrios choques
iniciais. Mesmas equa¢des e pardmetros da figura anterior.
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A estrutura de iséclinas de ¥ no espago X, ¥, h estd mostrada no
conjunto de figuras da Fig. {6.15). A superficie iséclina de %=0,
juntamente com a trajet6éria do potencial de acao da Fig. 6.13,
é vista em perspectiva geométrica na Fig. 6.16. Projetando-a
lateralmente sobre o plano yh surge a Fig. 6.17, cujo contorno
define um ponto singular anguloso, semelhante ao cuspide de

primeira espécie (ver definigcdes em [88]).

-4
L}

. ‘mﬁ:
e,

B8

y (wWb)

@ T oo B ko, <46 k66 2
x (mV
Fig. 6.15 Esta e as 4 figuras seguintes: estrutura de
iséclinas de 2=0, Eq. (6.19}) e (6.22).
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Fig. 6.16 Vista em perspectiva da superficie iséclina de %X=0.
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Fig. 6.17 Projeg¢do da superficie %*=0 no plano yh (pon-
tos). A curva contfnua & a projecdo da trajetdéria do
potencial de acdo da Fig. 6.13 a).
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6.6 O modelo de 2 varidveis. No plano yh da Fig. 6.17
estd mostrada a projecao da trajetdéria de um potencial de acdo,
¢ na Fig, 6.18 abaixo estdo as projeglOes correspondentes aos

vdrios impulsos da Fig. 6.14. Estes diagramas sugerem que as

3 '? ]
E 'hd
] * [ >0
o . >'s
©]
O] = 7]
o
+]
o > | <D
. S
o
o
o]
o
0 ~20 —40 -60 -80  -100

y (LWb)

Fig. 6.18 Proje¢des no plano yh de diversas trajetdérias
tridimensionais de potenciais de ag¢do (incluindo as da Fig.
6.14).

6rbitas dos potenciais de ag¢do no espag¢o X, ¥, h situam-se todas
muito préximas de wuma superficie. Segundo wum raciocinio
semelhante ao ji4 exposto anteriormente, na Seg¢. 6.4, sobre a
varidvel z, podemos admitir conceitualmente uma "filtragem" das
imprecisdes inerentes ao modelo empirico baseado em interpolacdes

entre pontos bastante espalhados (ver Fig. 1.26, 1.27 e 1.28)
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e admitir que as 6rbitas dos potenciais de ag¢do estejam contidos

efetivamente em uma superficie:

Conjectura: As drbitas dos potenciais de acdo no espaco

X, ¥, h do sistema (6.19) situam-se em uma superficie
perpendicular ao plano yh, dada per hzmm(y), onde (y)

é uma funcao de aspecto sigmdide.

Uma forma sigméide limitada por duas assintotas é adotada para
f(y) (no lugar, por exemplo, da expressdo linear de um plano)
porgque convém manter fidelidade a propriedade
O<hzx1l

(6.23)
Fazendo assim, a substituicdo da wvariédvel h porl%q(y) terd um
maior alcance de aplicagdo, podendo ser mantida, por exemplo, no
estudo da simulagao de experiéncias de interrupg¢ao anodal (ver
S5eg¢. 6.11). Como durante os potenciais de agéo th/h0 (ver Sec.
4.3), podemos substituir diretamente H(x,y) por f{y) e assim o
sistema de 2 variAdveis para o cdlculo de potenciais de acdo pode
ser obtido reescrevendo apenas as duas primeiras equacgoes do

sistema, na forma

A= (C_l) (Gﬂ‘*!) "Q’L(X—XL) +Is(t)

—
y=
o0.25( X +19)
l1+e b

(6.24)

A Fig. 6.19 mostra um potencial de acdo' de membrana obtido por
interacao das Eg. (6.24), comparado com o tragado experimental
registrado por Hodgkin e Huxley para o ax8nio n2 17 [5]. Na mesma
figura estd4d mosttrado o potencial de acdo calculado com as
equagdOes originais (1.12), (1.16) ¢ (1.20). £ importante atentar
para o fato de que, para uma melhor comparacdo, os impulsos
desenhados na Fig. 6.19 referem-se todos a um exemplar especifico
de axdnio de Loligo, isto é, o de n® 17, cujos pardmetros foram

medidos por Hodgkin e Huxley e publicados em [5], repetidos na
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Tab. 6.1, abaixo. O valor de g, deve ser obtido por ajuste
considerando o sistema (6.24) em repouso. Alguns valores da Tab.
6.1 séo diferentes dos utilizados anteriormente, o que leva a
pequenos ajustes em coeficientes dentro da expressdo de {(x,v),
mas mantendo sua forma como na (6.22). As seguintes fungOes foram

utilizadas no cdlculo da curva continua da Fig. 6. 19:

0.052 (¥-y,) -0.003 {y+30)?
e e
{(x,y) = 140 X Ve *0o.75 1+ 05X Vps38)
(6.25)
- 1.678 -0.02 (y+15)2
n{y) = T o e7e 500 +0.02e
(6.26)

Tab. 6.1 Pardmetros referentes ac axénio n? 17, medidos

por Hodgkin e Huxley [5].
e e

Cy = 0.75 wF
=" s 70.7 mC/cm2
B = 24.7 mS/cm
an = =112 mv
VN = 12 mV
Vi = -11 mV
Diémetro = 588 um

Um comentdrio importante relativamente & Fig. 6.19 a) consiste
na justificativa da diferenca de chogques de carga elétrica
injetada em cada caso, para forgar a coincidéncia das curvas. Um
fato notdvel € que a curva experimental foi obtida com um choque
de maior intensidade, mas em compensagido exibe um decaimento
inicial demorado, acarretando um maior atraso para o inicio da
ascencdo do impulso. A causa deste fenémeno nédo é conhecida, mas
é argumentado por Hodgkin e Huxley em [5] que provavelmente deve-
Sse & consideragdo da membrana como um capacitor perfeito, isto
€,sem perdas (dngulo de fase de 90°), e a problemas técnicos com

o aparato de medida, j4 que o sistema utilizado foi projetado em
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Fig. 6.19 a) Tracados de potencial de acdo para o axénio
nel7, T=6.3°C. A curva continua corresponde ao modelo de 2
varidveis, Eq. (6.24), (6.25) e (6.26). A pontilhada cor-
responde 4s equacles originais de Hodgkin-Huxley. Para am-
bas as curvas tedricas o chogue inicial foi de 20 nC/cmA

A curva tracejada corresponde ao nervo real, sob choge ini-
cial também de 20 nC/cmz.
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Fig. 6.19 b) Tracado completo de V(t), correspondente ao
modelo 2 varidveis.
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Fig. 6.19 d) Grdficos de Iy € de I, correspondentes & curva
tedrica da Fig. 6.19 a).
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seus detalhes para o fim especifico de medir conduténcias em
experiéncias de grampeamento de voltagem. A adaptacdo para
experiéncias com rédpidos choques de carga foi improvizada, sem
levar em conta possiveis problemas relativos a efeitos de borda.
Para ficar mais claro este ponto, convém reproduzir as palavras
de Hodgkin e Huxley: "The sssumption of & perfect capacity probably sccounts for the fact that
the imitial falf in potential after applicatior of & short shock is muck less marked in the calculated than
in the experimental curves.Some of the initial drop in the experimental curves may alse be due to end-effects,
the guard system beying designed for the voltage ciamp procedure but mof for stimulation by shert shock®.
Acrescentamos a seguir, na Fig. 6.20, o tragado tedrico
do potencial de agdo de membrana para um axbnio com as mesmas
caracteristicas do axdnio ne 17 (Tab. 6.1) porém com a dnica
diferenca de considerarmos C“=1 uF ao invés de 0.75 puF. Nestas

condigdoes as funcOes { ¢ f obtidas por ajuste ficam dadas por:

0.065(y-¥,) -0.03 (y+90)2
{(x, y) =—= . _+0.65 —&
1+e27? (X+Vg+3) 1 +e—0.5 (x+ Vg+35)
{(6.27)
n(y) = e B +0.02670-02r+75)?
1+0.678¢ %907
{(6.28)
120
nervo real
s modelo de 2 varia-
T veis, com Eq. (6.27)
:é e [6.28}.
- 80
> .. T=63 *C
|
20
0 ___________________________________
—20 SN PARSSSSS 1

Fig. 6.20 a) Potencial de acdo de membrana calculado com
as Eq. (6.24), (6.27) e (6.28), comparado com & curva expe-
rimental do axénio ne 17. Para ambas o choque inicial
foi de 20 nC/cm{
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Fig. 6.20 b) A curva tedrica, mostrada na Fig. 6.20 a).

-t

o

o
1
-
-

vV (mV)
L5888

[=]
ol
s

bk

1
h
[~
o
[
S

t (ms)

Fig. 6.20 c) Curva experimental, mostrada na Fig. 6.20 a).
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6.7 O plano de fase com Is=0

6.7.1 1Isé6clinas e trajetdrias. As isdclinas de (=0 e
¥=0 do sistema autdnomo com %=O das Eq. {6.24) em conjunto com
as Eq. (6.25) e (6.26) estdo mostradas na Fig. 6.21. A equacdo
a ser resolvida iterativamente para obtencao do gréafico de y

versus X € a seguinte:

({-1) (Q‘I]*'T)"Q'L(x-XL) =0 (6.29)

Observar na Fig. 6.21 que a is6clina dada por esta equacao
divide-se em dois ramos. O ramo horizontal & altura do ponto de

Tepouso (xo,yo) justifica-se realmente pois sabemos que nos

—150]
3 Sl: 0

I
]
T

©

N
(5]

Lrag e g liaaa a0

o
o

FFrryrrrgrI s I8t eT T[T T[T Tt

-160 ~140 -120 -100 -80 -60 -—-40 -20 0
x (mV)

Fig. 6.21 Iséclinas do sistema (6.25) a 6°C. x,=~12 mV; s
25.2 V-ms==25.2 mWb. [OBS.- ABUSANDO DA NOTACA&, INDICAREMOS
A UNIDADE V-s COMO Wb (WEBER)].
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potenciais de acdo de membrana tanto tracados experimentalmente
como teoricamente hd a ocorréncia de um extremo em gque %X=0 antes
do inicio da escalada para a formagao do impulso propriamente
dito. Este fenbmeno fica perfeitamente evidente ao observarmos
as trajetdrias dos impulsos no plano de fase xy (Fig. 6.22 e
6.23}).

Potenciais de agdo correspondentes a algumas das
trajetdérias indicadas no planoc de fase da Fig. 6.23 estao
desenhados na Fig. 6.24, Na Fig. 6.25 reproduzimos, para
comparagao, VvArios tracgados de potenciais de agdo obtidos

experimentalmente [5].

L
i ome A G Em o we e wm e R P

rrFrryrroer 1 r 7T rr Ty FrT V7 rFrrrrrerrrri

-160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20

x (mV)

Fig. 6.22 Trajetdria do impulso da Fig. 6.19 no plano de fase
xy.
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Fig. 6.24 Potenciais de ag¢do de membrana calculados com o

sistema (6.25). O nimero associado a cada curva corresponde
ao choque inicial em nC/cn’.

{4

“F{mV)}

Fig. 6.25 Curvas experimentais de potenciais de a¢do de
membrana para vdrios chogue iniciais [5].
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6.7.2 Refratoriedade. Os resultados experimentais de
Hodgkin e Huxley referentes & verificacdo das propriedades de
refratoriedade da membrana durante ©potenciais de acao,
reproduzidos abaixo na Fig. 6.26 (ver Fig. 20 de [5]), também
podem ser reproduzidos pelo sistema (6.24)'de 2 variédveis,
conforme mostra a Fig. 6.27. Apesar de algumas deficiéncias
visiveis na comparacgcao das Fig. 6.26 e 6.27, vale comentar que
as curvas tedricas da Fig. 6.27 sao perfeitamente entendidas pela
andlise do plano de fase da Fig. 6.23, conforme vemos mais
detalhadamente na Fig. 6.28, onde as trajetdérias estdo numeradas
em correspondéncia com os respectivos tragados da Fig. 6.27. Em
seu trabalho, Hodgkin e Huxley apenas apresentaram as curvas da
Fig. 6.26 e mostraram que suas equacdes as reproduzem
aproximadamente. Como agui o modelo de 2 varidveis foi deduzido
diretamente das equacoes de Hodgkin-Huxley, podemos concluir que
o facil entendimento do fendmeno via plano de fase constitui de
fato uma contribuicdo A& andlise do modelo original de 4

variaveis.

100

50

-V(mV)

IIIIIIEIII]'

o

=1
-
~ =

ms

Fig. 6.26 Tracados experimentais de potenciais de acdo de
membrana para verificacdo de refratoriedade.
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Fig. 6.27 Simulagdo da experiéncia da Fig. 6.26 mediante
cdlculos com o sistema de 2 varidveis (6.24;; em conjunto com

as Eg. (6.25) e (6.26). Chogues de 90 nC/c
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Fig. 6.28 Trajetdrias correspondentes aos tracados tedricos

da Fig. 6.27.
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6.7.3 Excitacao perto do limiar. Em [113] FitzHugh e
Antosiewicz calcularam a resposta do modelo de 4 varidveis, Eq.
(1.25), para varios chogques de valores muito préximos ao redor
do limiar de geracdo de potenciais de acdo de membrana. Uma
reproducao das curvas por eles obtidos estdo mostrados na Fig.
6.29 (ver Fig. 2 de [113]). Procuramos refazer o mesmo estudo
utilizando o modelo de 2 varidveis (6.24) e o resultado estéd na
Fig. 6.30. Pela comparacaoc das figuras, vemos que o modelo de 2
varidveis reproduz as mesmas caracteristicas das curvas do modelo
de 4 varidveis. A difereng¢a quanto as correntes de limiar em
cada caso € irrelevante considerarmos, uma vez que oS pardmetros
utilizados por FitzHugh e Antosiewics s8o0 os do axdnio "médio"
de Hodgkin-Huxley, portanto diferentes dos pardmetros (do axénio
n2 17) que estamos utilizando. Além disto, conforme j§ explicamos
na Se¢. 6.2, nés alteramos deliberadaamente o nivel de limiar ao
modificarmos um pouco a forma de ®(x), isto para que as curvas
perto do limiar fossem mais préximas das curvas da Fig. 21 de
[5], reproduzidas na Fig. 6.31.

-10G

€3°C -
H-H MEMBRANE A.P. -
704

Fig. 6.29 Resposta do modelo original de Hodgkin-Huxley a
choques de intensidade do Iimiar de excitagfo. Os choques
correspondem a pulsos retangulares de corrente de 0.01 ms.
Para as curvas A e A’ as amplitudes foram respectivamente

de -640.10523 e ~-640.10522 uA/cmz. Esta figura foi repro-
duzida de [113].
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Fig. 6.30 Res-
posta do mode-
lo de 2 varid-
veis em estudo
andlogo ao da
Fig. (6.29).
Para as curvas
A e A’ as am-
plitudes de
corrente foram
respectiva-
mente, de
-502.6280266
e ~502.6280265
uA/cmz durante
0.01 ms.

Fig. 6.31 a) e
b) Reproducdo
da Fig. 21 de
[5] correspon-
dente a res-
postas calcu-
ladas com o
modelo de 4
varidveis (a)
e medidas ex-
perimentais
{b) de excita-
cdo do axbnio,
proximamente
ao limiar.
(nimeros: cho-
q ues e m
nCL/cng).



Fig. 6.31 ¢c¢)

20+ .
. gy 1&5anm2 Curvas tedri
15: cas de exci-
] 0 T=6.3°C tagdo perto do
E;‘1°E q CM=1HF limiar (andlo-
& . g gas as das
~— ]
> 5 Fig. 6.31 a) e
y P b)), obtidas
I L = com o modelo
3 -10 de 2 variéd-
_5? veis. Os nime-
] ros indicam
Sl o L L B L L ey B |
4] 1 4 5 choques em
t (FHS) nC/cm{

Uma observag¢ao a ser acrescentada é guanto & relacao
6bvia entre o aspecto do conjunto de curvas da Fig. 6.29 e da
Fig. 6.30 com o aspecto das trajetérias no diagrama de fase da

Fig. 6.23. Pela Fig. 6.19 b) podemos considerar, grosseiramente,

que até pouco além do instante de pico do potencial de agdo a
varidvel y & proporcional ao tempo. E claro que esta relacgao de
proporcionalidade varia com a localizacdo e intensidade do
impulso. Mas podemos visualizar na Fig. 6.23 as ordenadas y como
mais ou menos diretamente relacionadas com o eixo t das Fig. 6.29
e 6.30. Deste modo podemos intuir o significado geométrico da
linha tracejada da Fig. 6.29, arbitrariamente desenhada por
FitzHugh e Antosiewics em [113], que nao tentam, 14, explicar,
mas querem apenas, aparentemente, chamar a atengao para a

curiosidade do fato.

6.7.4 A caracteristica Ii versus V. No Cap. 2
apresentamos na Fig. 2.4 uma curva I; versus V descrita por
Hodgkin, Huxley e Katz em [1] como obtida diretamente do tracgado
de um conjunto de potenciais de acadoc de membrana (Fig. 2.5).
Dissemos na Seg¢. 2.2.2 que tal curva pode ser obtida a partir da
observac8o das trajetérias no plano de fase, que finalmente
desenvolvemos neste capitulo. De fato, se tomarmos um valor

constante de ¥y préximo ao valor de repouso, isto €, no infcio da
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subida (ou descida) dos potenciais de acao, podemos calcular com
facilidade a densidade de corrente idnica total I. Seja este

valor y indicado por ¥. Teremos entao:

= 11'C(X;J7)] [Q(x)n(ﬂ +T(XI.F) 1 +g;(x_xL)
(6.30)

Escolhendo por exemplo ¥=-30 mV-s a Eq. (6.30) corresponde & Fig.
6.32,

350 107
300 5
It 3
250 04 ,
E i
~~ 200 -5 !
%’ -3 -20 -10 0
O 150 X
>
5 100
S’
— 50
0 ..............................
-50
—100
[TTr T rrr gV r T T T FT [T ITYrfIrrrirrrrrirrr I srrrrsqrrrrnrm
-140-120-100 —-80 —-60 -40 -20 0O 20 40

x (mV)

Fig. 6.32 Grédfico da Eq. (6.30), com ¥=-30 mV-s. (Comparar
com a Fig. 2.4)
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6.8 A reprodugao de trens de impulsos com o modelo de

2 varifveis. Em 1964 D. Agin publicou na revista Nature {115] o
grifico agui reproduzido na Fig. 6.33, correspondente & excitacgdo
do sistema de equagbdes de Hodgkin-Huxley sob grampeamento
espacial, mediante vArios valores fixos da corrente externa
Is(t), gerando &assim trens de impulsos de freql'iéncia1 f. o
grafico foi obtido ponto a ponto por integracdao numérica das
equacdées, mas ajusta-se muito bem & equacéo

£=271n{I +1)
(6.31)
0 que faremos agora é testar o modelo de duas varidveis (6.24)

perante este resulado de Agin. Este teste tem o objetivo de

160 |

120

Fig. 6.33 Relacédo fxf; obtida por Agin
fi1i5]. A curva continua corresponde &
Eq. (6.31).

continuar a verificagdo da adequabilidade do sistema de 2
equagbes, justificando-se também pela esperanga de gque a reducgio
de varidveis possa, talvez, facilitar a visualizac¢ao intuitiva

gue inspire tratamentos analiticos. Ainda com relagdo & geracgao

lo estudo de Agin sobre as equacdes de Hodgkin-Huxley foi
reelaborado mais extensamente por Shapiro e Lenherr [139], perante
uma variag¢ao sistemdtica dos parédmetros B, e T,. Em 1982 foi
publicado, também na Nature, um artigo de Hindmarsh e Rose [116]
apresentando uma curva experimental semelhante & curva de Agin. Os
autores procuraram explicar seus resultados com um modelo
Bonhoeffer-van de Pohl modificado.
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de trens de impulsos existe outro teste importante que devemos
fazer referente ao limite inferior da corrente de excitacdo. E
mostrado por Cole et al. [117] que existe um nivel minimo de
corrente constante para a ocorréncia de impulsos, e nas
vizinhancas deste valor minimo ocorrem formas de onda peculiares
com seqiiéncia finita de impulsos. Formas de onda deste tipo sdo
também encontradas no trabalho de Best {118] como parte de um
tratamento mais extenso que nao serd considerado aqui. Cooley e
Dodge_[41] realizaram estudos perto do limiar para potenciais de
agao de propagacéio.

A Fig. 6.35 mostra um tipico trem infinito de impulsos
gerado pelo sistema de 2 varidveis (6.24) excitado por I de
valor constante e acima do limiar. A Fig. 6.36 mostra desenhado
no plano xy¥ o ciclo limite correspondente & resposta oscilante
da Fig. 6.35. Diversas seqliéncias de impulsos foram calculados
para diferentes valores de Ts’ resultando no grdfico de f versus
I, da Fig. 6.34, que deve ser comparado com o da Fig. 6.33
levando em conta os argumentos da Se¢. 6.7.3 gquanto a diferencas
quantitativas.

Nas Fig. 6.37 a) a d¢) estdo as curvas de respostas e
as respectivas trajetdérias no plano de fase xy para excitacdes
do tipo Is(t) constante, porém de intensidades bem préximas do
limiar. Podemos por estes resultados concluir que o modelo de 2
varidveis conserva também neste aspecto propriedades do modelo
de 4 variédveis.

Para finalizar o texto desta segdo, convém citar que
o estudo analitico da excitagdo por intensidades constantes de
corrente Is pode ser realizado tomando fs como pardmetro de
bifurcagcdo na aplicagdo do teorema de Hopf. Estudos deste tipo
foram realizados sobre o modelo de 4 varifdveis de Hodgkin-Huxley
por Hassard [119, 120], Troy [142] e Gurel [176]. Estudo numérico
da bifurcagao foi feito por Rinzel e Miller [143]. N&Ao vamos
realizar aqui esta andlise, mas parece claro que o modelo
bidimensional torna a manipulac@ao mais simples e seguramente daré
resultados e conclusoes anidlogas aos dos trabalhos citados. H&
uma grande variedade de estudos analiticos e numéricos
encontrados na literatura para o modelo tefradimensional. Tais
estudos poderdo ser pesquisados e refeitos com o modelo de 2

varidveis (6.24), eventualmente com mais facilidade e melhor
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visualizagcdo. A aplicacdo do teorema de Hopf ao modelo de
FitzHugh-Nagumo, com a excitagiao externa como parametro, foi
realizada por Troy [140] € Rinzel e Keener [141]. Por outro lade,
a bifurcagcao de Hopf com a densidade de canais como parédmetro foi
realizado por Holden e Yoda [144] e Laboriau [51] (ver também
[1451).

isoclinas:
---- =0 A
5

] 000 | =10pAKm2 \

y (WWb)

&

[ L L e

(AN IR NN NWWNE]

g

rrvvrrryrJrrrryrJrr7ry O CTYYTr Ty T T

-160 -140 -120 -100

Fig. 6.36 Trajetdria para Ts=-10uA/cm2. mostrando a
localizaedo do ciclo-limite.
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6.9 O potencial de acgido de propagacdo do modelo de 2
varidveis e cdlculo da velocidade. Mostraremos agora que o modelo
de 2 varidveis adequa-se perfeitamente também & descricido de
potenciais de acdao de propaga¢do. Liberando o ax8nio do
grampeamento espacial, as Eq. (6.24) devem ser substituidas pelas

equacdes de difusio-reagio dadas por:

éFx ox _
-535— Bt (1- C)(Qn+'l')+cx(x -X;)
x-X
oy = 30.1T-0.63 L3
ot 0.25 (X +19) (6.32)
1+e *

onde D=a/(2pC") (ver Cap. 3}, e subentende-se que os pardmetros
B e E, das expressoes de ¥ ¢ & (ver Cap. 5 e 6) estdo ambos
substituidos por EPK% e Eh/CH’ respectivamente. Considerando a
existéncia de uma solugdo desta equacgao na forma de um impulso
que se propaga sem distorgdo & velocidade constante 0, podemos
exprimir tal solug¢do como funcéo de t’=t-0/8, onde ¢ indica a
distdncia ao longo do axdnio. Realizando & transformacdo de
varidveis a primeira das Eq. (6.32) reduz-se a uma equacgdo

diferencial ordindria:

D d*x dx
= — = (1-0)(® -N?)+ L (x-X,)
8% de’? dt’ n Cy £
(6.33)
Definindo u=dx/dt’, o modelo pode ser entdc descrito por 3

equacdoes de primeira ordem:

dx

ar’

- = & lue (1-0) (@ +®) g, (x-x,) ]

¥

- —

42 = 30.1T-0.63 T
dt! 1+eanb{um

(6.34)

A integragadao numérica deste sistema, através do método de Runge-
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Kutta de quarta ordem [86], apresenta os mesmos problemas
descritos por FitzHugh e Antosiewicz [113], decorrentes da
extrema sensibilidade gquanto aoc wvalor da quantidade Eﬂ/D que
multiplica o segundo membro da Eq. (6.34). Esta sensibilidade
manifesta-se como uma instabilidade que ora desvia a seqiiéncia
de numeros calculados na direcdo de +» e ora na direcdo de -w,
dependendo do wvalor de 92/D adotado. Por um longo processo de
tentativas realizado automaticamente no computador obtivemos os
resultados que passamos a descrever.

Para a comparacao quantitativa dos resultados
calculados com os experimentais no caso de potenciais de agido de
propagacdo h4d um problema de escassez de dados que devemos agora
comentar. A modelagem (melhor dizer remodelagem) que realizamos
até agora baseia-se especialmente nos resultados experimentais
disponiveis correspondentes ao axdnio no© 17. Alguns pardmetros
desse axdnio jA4 relacionamos na Tab. 6.1. Para o cédlculo da
velocidade de propagag¢dao é necessédrio sabermos também o valor da
resisténcia especifica p do axoplasma, que ndo conseguimos
encontrar entre as informacgdes publicadas por Hodgkin e Huxley.
Por outro lado, agueles autores apresentaram em [5] o tragado
experimental do impulso de determinado ax8nio (espécime nao
numerado) cuja velocidade medida a 18.5 *C foi de 21.2 m/s. Os

pardmetros do axdnio estdo na Tab. 6.2.

Tab. 6.2 (vide texto).
e

Didmetro 2 a=2 x 238 um
Capaciténcia Cu =1 uF/cm2

Resisténcia especifica p = 35.4 Q-cm

Usando a equagdes originais do modelo de Hodgkin-
Huxley, a integracdo do sistema de quinta ordem fornece as curvas
que ja& reproduzimos no Cap. 1, na Fig. 1.23. Os parmetros
utilizados foram os da Tab. 6.2 e os do axdnio "médio" da Tab
1.1. No presente trabalho, na falta nao s6 do valor da

resisténcia especifica do axdnio n2 17 mas também do valor da
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velocidade e do tragado de potencial de agao de propagacéo,

efetuamos os célculos da seguinte maneira:

1) Utilizando os dados do ax6nio ne 17 fornecidos na
Tab. 6.1, mas com Cpraep dados pela Tab. 6.2. Obtivemos para
18.5 °C as curvas das Fig. 6.38 a) ¢ 6.39, e velocidade de 17.5
m/s (92/D=9.14x103 54), enquanto a obtida por Hodgkin e Huxley
foi de 18.8 m/s e a experimental do referido axdnio era de 21.2
m/s;

2) Utilizando todos os dados do axénio no 17, apenas
supondo que p seja o mesmo que o da Tab. 6.2. Neste caso
obtivemos velocidade de_23.1 m/s (92/D= 9.59x103s'H.

Podemos considerar os resultados obtidos com o modelo
de 2 varidveis de estado (6.24) como bastante satisfatérios,
compardveis aos .do modelo de 4 varidveis. E claro que uma certa
margem de erro deve ser tolerada em vista da imprecisdc dos dados
experimentais disponiveis. Temos citados o espécime n2 17 dentre
os utilizados por Hodgkin e Huxley porque &€ o mais completamente
especificado - em termos de pardmetros das equagdes necessédrias
para o ajuste da resposta tedrica com a curva experimental de
potencial de agdo de membrana. Infelizmente falta o conhecimento
da resisténcia especifica e da velocidade de propagagdoc dos
impulsos. Embora sem nenhuma base experimental para tanto, uma
estimativa da resisténcia especifica do axoplasma do axdnio no
17 pode ser tentada se supusermos que a diferenga de didmetros,
em relacdo ao ax6nio {(que identificaremos por HH) cujos dados
foram utilizados por Hodgkin e Huxley no cédlculo da velocidade,
seja compensada por uma diferenca entre as respectivas
resisténcias especificas de modo a manter mais on menos constante

a resisténcia por unidade de comprimento. Teriamos:

yxsniorr 588
] . = Py —d202] = 35,4 —— =43.7 Q-cm
axdniol? HH d 476

(6.35)

Utilizando este valor de p em conexdo com a abordagem nQ 2 acima
descrita a velocidade calculada € de 20.7 m/s.
As velocidades calculadas dos potenciais de agdo a

6.3°C nas trés situag¢des acima sao respectivamente 12.6 m/s,
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16.5 m/s e 14.8 m/s. As equagdes originais para o "axénio médio"
fornecem 12.32 m/s [113]. Nas Fig. 6.38 e 6.39 a seguir as
abscissas podem ser consideradas o tempo t' ou a distédncia ¢,

bastando supor constante € ou t' na equaciéo t=t'-4/6,

-V (mV)
EENREREE

calo b b b b b b L b i |

-
o]

]

i
-
o]

i

Q.5 1.0 1.5
t (ms)

Fig. 6.38 a) Potencial de acdo de propagacdo, calculado com
o modelo xy 4 temperatura de 18.5 °C. Pardmetros conforme
ftem 1),

80 30

(%]
(=]

condutancia (mS/cm2)
Q

-1

Fig. 6.38 b) Curvas de g,, e g, versus t, correspondentes ao
potencial de ac¢do da Fig. 6.3§'a).
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Fig. 6.38 c) Curvas de correntes Ip e I.

6.10 Uma varidvel w no lugar de h. Na Se¢. 6.4
desenvolvemos uma argumentacido a favor da talvez possivel
elaboragdo de uma expressio alternativa para a equacido de 2. O
objetivo seria garantir como exata a propriedade aproximada de
anulagdo simultdnea da varidvel s e da funcao DPH+¥, Nesta secdo
vamos enunciar um problema andlogo: a substituicao da equacio de
h de tal maneira a garantir como verdadeira &a Conjectura
apresentada na Sec. 6.6, isto &, de que durante os potenciais de
acao as trajetérias no espago de fase tetradimensional situem-se
em uma regido desse espaco tal que valha a relacao h=hon(Y). Uma
maneira de encaminhar este assunto seria definir uma varidvel w
por:

.%aw+q(y) (6.36)
e procurar um equac¢do diferencial para w cuja solucdo seja nula
(ou aproximadamente nula) no caso dos potenciais de acao de
qualquer tipo (axdénio livre ou sob grampeamento espacial) mas
seja ndo nula (isto é, w#h/mrn) em outras situagdOes como por
exemplo no caso de grampeamento de voltagem. A funcao n(y)

indicada na Egq. (6.36) ndo €& necessariamente dada pelas
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expressoes sugeridas na Se¢. 6.6, as quais foram ajustadas de
acordo com a aproximagcdo de z pelas fungdes {(x,y) 14
apresentadas. E provavel que a busca de uma equacdo diferencial
adequada para a varidvel w tenha como complicador a busca
simultédnea da equacao diferencial de z (ver Se¢. 6.4). Nido vamos
aqui dar curso a este empreendimento, que serd tratado
futuramente em possivel desdobramento desta pesquisa.
Indicaremos, entretanto, algumas consideracgdes:

1 - A equac@o de W teria, em principio, a forma:

w=f(x,y,z,w -w £,{x,y,2,w
(6.37)

2 - Suponhamos que seja encontrada a equacdao de 2 nas
condicoes delineadas na Se¢. 6.4, € a partir dai achemos uma
forma, digamos definitiva, para f(y). Podemos entdo tentar como
ponto de partida para w a equacgdo obtida diretamente da Eq.
(6.36):

onde
€ (%) 1 (y) X% dup)
_ L %an Ay L A
@, =a,(x,y) h, T, () 1+eo.25({+19) dy

1;'=1:'(x) Eth(x) (6.39)

3 - Uma simplificagdo da Eq. (6.39) gue pode ser
investigada seria substituir a funcdo aﬁx,y) pelo seu valor

estaciondrio com ¥=0. Teriamos entao:

jg(x) _ nitx)

&, (x) = R, (%)

T, {x) = 1,(x)
(6.40)
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6.11 A simulacdo de resposta a estimulo anodal. A
experiéncia de excitagdao do axdnio por meio de estimulo anodal
("anodal break excitation") consiste em injetar no axénio sob
grampeamento espacial um pulso de corrente externa Iﬂt)
positiva, (isto &, de fora para dentro do axénio) de duracao
suficientemene 1longa para levar a membrana a um estado

estaciondrio numa voltagem V positiva (o que corresponde, numa

simulacdo com a formulacao original do modelo de Hedgkin e
Huxley, a levar a valores estaciondrios das varidveis m, n e h
4 voltagem V). Ao interromper bruscamente a corrente externa a
voltagem V gradativamente reduz-se, mas ao invés de eguilibrar-se

em V=0 pode ocorrer antes a producao de um potencial de acido.

0 modelo de 2 varidveis que vimos propondo neste
capitulo mostrou-se apto a reproduzir potenciais de acdo gerados
pela excitacao do sistema com pulsos breves e longos de variadas
intensidades de correntes negativas (estimulos catodais).
Todavia, ao tentar simular experiéncias de estimulo anodal
através deste modelo o sistema ndo responde tal como o sistema
original de Hodgkin-Huxley de 4 varidveis. O comportamento do
modelo de 2 varidveis apds estimulos anodais pode ser visualizado
facilmente pelo exame das trajetéria no plano de fase xy da Fig.
6.23. Com os pontos de partida situando-se sobre a iséclina de
¥=0, vemos que fora de um certo dominio de atracao em gque as
trajetdérias seguem diretamente ao equilibrio na origem, as outras
ultrapassam o limiar de disparo e produzem potenciais de agdo.
Antes de chegar ao limiar, entretanto, as trajetdrias seguem
muito préximas & iséclina de %=0, o que implica um lentiddo
exagerada, produzindo longos patamares nao correspondentes as
espectativas. A causa deste comportamento € a natureza da funcao
{(x,y) adotada. Esta func¢ao, como vimos, foi construida ad hoc
para substituir a varidvel z, tendo, como esta, a propriedade de
ser (aproximadamente} nula no repousc em V=0 e desviar-se deste
estado apenas na forma de transientes durante os potenciais de
agdo. Devido & adequacgao do modelo de 2 varidveis 4s diversas
situacdes j& mencionadas em secdbes anteriores, gostariamos de
aperfeigod-lo para incluir a descrigcdo de experiéncias de
excitagao por estimulo anodal sem alterar o diagrama de fase da
Fig. 6.23. E claro, portanto, qe deveremos admitir trajetdérias

adicionais fora do plano xy. A maneira gque imaginamos para
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atingir este objetivo foi considerar um varidvel auxiliar z' e
a fungdo {'(x,z’) que deverd englobar a funcgédo {(x,y) como caso
particular. A funcado {’ tem a mesma forma de {, mas com z'

substituindo Y=Y,

¢
90.528
0.7 (X+ Vg3

e—o.ostyfsoﬁ

-0.5 (X4 Vp135)
l+e . (6.41)

{(x,2)) = +0.65

l+e

e a equacao diferencial para z’ pode ser da forma:

=t
2= -
1+5.75 @0-122' 31 (5. [2))

A Eq. (6.42) é semelhante & Eq. (5.30) de ¥. Na Egq. (5.30) o

denominador tem a forma:

mﬂ({+n)

1+e =1 +5.75 @12 Yo

{6.43)
e a substituicdao de y-y, por z’ observada na Eq. (6.42) deve

estender-se também ao denominador da expressdao de ¥, resultando

no seguinte sistema de 3 varidveis:

=({-1) (®n+¥) -g, (x-X,) +1,

=
y= 3.17-.63
1+5.75 9127
x-X )
=T T __Z ] 3-17-.63

1+5.75 %125 37
(6.44)

E simples verificar gue num estado estaciondrio em que

x=constante e y=xt temos z’=0. Além disto, para V>0 temos {’'=0
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tal e qual se exigiria para z. No caso de estado estaciondrio no
repouso (V=0, y=y°), o potencial de agdo (Fig. 6.40) obtido por
estimulo catodal segue muito de perto a forma calculada pelo
sistema xy das Eq. (6.24), e a projecdo das trajetérias
tridimensionais no planoc xy coincide com o plano de fase da Fig.
6.23, como queriamos. A projecdo das trajetérias no plano xz
também forma uma figura praticamente igual as do plano xy (Fig.
6.41 a) ), o que equivale a dizer que no espago tridimensional
X, ¥, z' as trajetérias situam-se muito préximas aoc plano
paralelo ao eixo x passando por y=y, e a 45 graus com o3 planos
xz' e xy (Fig. 6.41 b)).

5 6

t (ms)

Fig. 6.40 a) Potencial de agdo a 6.3°C e chogue de 20 nC/cm{
calculado com o modelo x, y, z’ das Eq. {(6.44).
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Fig. 6.40 b) Tracados de {’,z’ e y correspondentes ao
potencial de acdo da Fig. 6.40 a).
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Fig. 6.41 a) Projegoes da trajetdria do impulso da Fig. 6.40,
nos planos xz7, x(y—ya). Ver Fig. 6.41 b) na proxima pdgina.
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Fig. 6.41 b) fdem, projetada no plano yvz’.

As trajetdrias correspondentes 4 simulacao de excitacgdo
por estimulo anodal estao mostradas, como proje¢des, na Fig. 6.42
para estado estaciondrio inicial de V=430 mV (que corresponde a
x=V—Vk=+18 mV e y=x1=+37.8 mV-s). A trajetdria que resulta em um
potencial de agdo refere-se & temperatura de 6.3 °C e a
trajet6éria que segue ao repouso sem alcancar o limiar de disparo
refere-se a 18.5 °C. As respectivas curvas de V em fungao do
tempo estdo desenhadas na Fig. 6.42. As curvas cxalculadas com
as equagoes originais de Hodgkin-Huxley estdo desenhadas na Fig.
6.43. Podemos assim comparar e constatar que o modelo xyz’' é
capaz de produzir potenciais de acdo como resposta ndc sé a
estimulos catodais mas também anodais, com gualidade comparédvel
4 forma original do modelo de Hodgkin-Huxley. Algumas diferencas
gquantitativas quanto & localizacdo, largura e amplitude dos picos
nédo devem revestir-se de muita importdncia, uma vez que "nado hé
registros de curvas experimentais em temperaturas perto de 6 °C"
[5] e o dnico tracado experimental a 18.5 °C disponivel em [5]

nao traz a identificacdo do espécime utilizado.
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modelo de 3 varigveis
T=63 °C
ﬁwﬂmmmn‘n‘rrnwm
0 3 &§ & 110 13 15 18 20 23 25 28 30

t (ms)

Fig. 6.42 Tracado de impulsc gerado por estimulo anodal a
6.3°C, modelo x,y,z’.

Modelo original de 4 var idveis

& 10 13 15 18 20 23 25 28 30
t (ms)

Fig. 6.43 Impulso andlogo ao da Fig. 6.42, porém calculado
com o modelo original de Hodgkin-Huxley (4 varidveis}.
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Fig. 6.44 Projecoes da trajetdria do potencial de ac¢do da
Fig. 6.42, analogamente as Fig. 6.41 a) e b).

6.12 Comentidrio sobre o nimero de varidveis. Neste
capitulo mostramos que com apenas 2 varidveis é possivel
descrever potenciais de acao de membrana e de propagacdo, com
propriedades gquantitativas comparadveis &s do modelo de 4
varidveis. Tal descrigdo de 2 varidveis nao é suficiente, porém,
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T=185"%C

—___ 4variaveis (H-H}
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t (ms)

Fig. 6.45 Respostas a estimulo anodal para ambos os modelos,
de 4 ¢ de 3 varidveis, a 18.5 °C.

para a simulacdo de respostas do axdnio quando constrangido a
desviar-se de seu estado natural em certas experiéncias de
laboratério. Vimos, por exemplo, que para simular experiéncias
de choque anodal s&0 necessérias 3 varidveis, e no caso de
grampeamento de voltagem s&o necessdrias as 4 varidveis para
descrever a corrente de sédio. As varidveis adicionais
relacionam-se somente com o fluxo do sédio. A constatagdo destes
fatos levam-nos a arriscar uma conjectura que poderd servir como
hipétese inicial de trabalho em uma continuacdo desta pesquisa,
que seria buscar um aperfeicoamento das equaglOes aqui

apresentadas no sentido de explicitar uma hierarquizagdo das

varildveis. Tal conjectura corresponde a admitir x e y como as
principais variédveis, 1tnicas necessdrias para descrever as
respostas do axdnic livre, isto é, em seu estado natural no corpo
do animal. Entenderiamos que ao transferir o nervo ao laboratério
e sujeitd-lo a esforgos extras, poderido eventualmente emergir as
outras varidveis. Uma forma final desejdvel para as equagdes
seria que as variédveis adicionais ficassem visiveis como

"excesso", algo como sugerido na Se¢. 6.10 relativamente &
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varidvel h. Expressando-a como a soma fg+w, a varidvel w teria a
peculiaridade de ser praticamente nula no caso do axbnio livre.
Analogamente, no lugar de z na eguagao de ¥ em (6.6) teriamos uma
funcdo de x, y e z com a propriedade de reduzir-se a {{(x,y) para
o axbnio livre., Para tanto, uma nova expressiao para % teria que
ser escrita, tal que z apresentasse a mesma peculiaridade da

varidvel w acima descrita.
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caPiTULO 7
UM NOVO CIRCUITO EQUIVALENTE PARA A MEMBRANA DO AXONIO

"0 circuito em questdo nao é um computador
analégico, onde as Gnicas variiveis sdo as voltagens
nos ndés de blocos integradores, sendo irrelevantes
as correntes. Agui, ao contririo, correntes e
voltagens em cada elemento ambas desempenham papé€is
cruciais na dindmica do circuito.”

(Pardfrase a Matsumoto et al. [1211)
"We are then fairly well justified in assuming, until
better evidence is found to the contrary, that the
axon has an inductive as well as a capacitive element
and that these are both located in the membrane,
while the axoplasm and conective tissue are purely
resistive.”

Cole & Baker [66]

7.1 Introdugado. Desde o inicioc da década de 1940 é j&
conhecido o fato de que a membrana do axbtnio do nervo apresenta
propriedades elétricas peculiares. Em alguns trabalhos divulgados
por Cole [109, 122] e Cole e Baker [66] sdo apresentados
resultados experimentais sobre o comportamento passivo da
membrana quando submetida a excitacdes senoidais de pequena
amplitude e variadas fregliéncias, sobre estado quiescente sub-
limiar. VAdrios fendOmenos complexos sdo relatados, como a variacéo
de resisténcia, resisténcia negativa, retificagdo retardada e
outros. Dentre tais fenOmenos, o mais desconcertante [47] seria
a presenga de um comportamento indutive da impedéncia da

membrana, quando a fregliéncia € reduzida para algumas centenas
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Fig. 7.1 Diagrama de impeddncia do axdnio: apesar

de Z ser medida longitudinalmente, Cole e Baker

concluem gue a estrutura indutiva é transversal

[47].
de hertz, como mostra o diagrama da Fig. 7.1. ColeI gqualificou
este comportamento da impedéncia da membrana como andmala. Mais
tarde, Mauro [124], na esteira das investiacdes de Cole, escreveu
um artigo abrangente sobre imped@ncias anbdmalas, observadas
também em ocutras situa¢des, fora da Biologia, tal como por
exemplo no dispositivo elétrico denominado termistor. Por outro
lado, o circuito equivaiente da membrana tal como proposto em
1952 por Hodgkin e Huxley, redesenhado abaixo na Fig. 7.2, que
transcende o modelo passivo de Cole por ser muito mais vigoroso
ao englobar comportamentos observidveis ativos e passivos dos mais
diversos, quando sujeito a toda sorte de estimulos, fracos ou
fortes, também apresenta aspectos que poderiamos classificar como
anSmalos. A anomalia seria aqui num contexto diferente daquele
considerado por Cole., Referimo-nos ao fato de que as condutédncias
varidveis do s6dio e do potédssio, indicadas no circuito da Fig.
7.2, na verdade nao encontram classificagao na tfeoria
convencional de circuitos elétricos. Estas condut@ncias variam
no tempo mas esta variacdo ¢é determinada indiretamente por
equacgoes diferenciais que descrevem o franscorrer no tempo de

varidveis abstratas que compdoem as férmulas das condutédncias.

L E interessante ressaltar que a referéncia [122], citada
muitas vezes na literatura especializada, trata da transcricido de
uma série de palestras proferidas por K. §S. Cole durante visita ao
Brasil em 1947, Nessa época a equipe do Prof. Carlos Chagas Filho
estudava a transmissdo neuromuscular do peixe-elétrico Poraqué
{Electrophorus Electricus) [123].
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Portanto, n&c se trata, como queriam Hodgkin e Huxley, de
condutdncias-variantes-no-tempo, no sentido utilizado em teoria
de circuitos elétricos. Umelemento variante~-no-tempo recebe este
nome guando sua formulacdo depende clara e explicitamente do
tempo. Este problema conceitual foi jd4 considerado, exausti-
vamente e num contexto bem mais amplo, por Chua [111}, que
reconhece na falta de formalismo para estes elementos "andmalos"
na teoria de circuitos uma defici&ncia da teoria, e para tentar
sand-la propde que seja acrescentade um novo conceito, o de
elementos din8micos. Dentro da perspectiva de Chua, as
condutdncias de Hodgkin e Huxley seriam classificadas como certos
elementos R-dindmicos, no caso sob a denominagao sugerida de
memristores, que constituiriam um tipo de elemento fundamental
cuja caracteristica essencial, j4 indicada pelo nome, seria a de
resistor dotado de meméria. Para maiores detalhes sobre esta
ampla e importante discussao, damos como referéncias os trabalhos
de Chua, entre os quais citamos [111, 125, 126]. Uma discussio
mais aprofundada especificamente sobre a modelagem das equagoOes
de Hodgkin-Huxley em termos de circuitos com memristores é
apresentada por Marsocci [175].

Perante a relativa complexidade acarretada pela viséao
conceitual sob a Otica da teoria avangada de Chua, € nosso
objetivo no presente capitulo estudar até que ponto serd possivel

reelaborar o circuito equivalente para a membrana que seja o mais

préximo possivel de um modelo que esteja mais de acordo com a
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teoria convencional encontrada nas revistas e livros tradicionais
de circuitos elétricosy No transcorrer do presente capitulo
mostraremos um circuito para a membrana que pode ser considerado
como convencional, desviando-se de tal condigcado somente situagdes
excepcionais.

0 método adotado para a elaboragéoc do novo circuito
equivalente tem como referéncia experimental,ralém da imbuida nas

equag¢des de Hodgkin-Huxley, a bidirecionalidade dos flluxos de

sédio e de potéssio. E importante agqui enfatizar que o modelo de
circuito proposto por Hodgkin e Huxley nao leva em conta
explicitamente esta bidirecionalidade, ou seja: o circuito da
Fig. 7.2 refere-se, juntamente com sua teoria subjacente,
somente aos fluxos resultantes, ou liquidos. Entretanto, o fato
de os fons de cada espécie movimentarem-se simultaneamente em
ambos 0s sentidos é reconhecido por Hodgkin e Huzley em [5], onde
procuram, indiretamente, pela teoria de Hodgkin e Katz [1291, as
fragoes de fluxos em cada direcdo. Ocorre que, infelizmente, os
valores teéricos por eles obtidos, notadamente para o sédio,
diferem bastante dos dados experimentais, Tais dados
experimentais existem em peguena quantidade, estabelecidos em
1951 por Keynes [130] através de técnica de radio-isOtopos., em
axdbnios de Sépia e Carcinus. Medidas sé6 de fluxos resultantes
foram realizados também por outros pesquisadores {ver referéncias
em [26}). Mostramos abaixo uma tabela construida com os dados
disponiveis. No modelo de circuito que iremos apresentar o
préprio aspecto do circuito sugerird diferentes caminhos para os
fons via subdivisdo dos ramos. O fluxo de cada espécie em
determinada direg¢ao, entretanto, deverd ser calculado diretamente
pela integracdo em separado das excursoes negativas e positivas
das correntes de s6dio e de potdssioc nos respectivos ramos.
Tratemos inicialmente do ramo que transporta a corrente
de potdssio. Para viabilizar uma modelagem desta corrente mais
de acordo com a teoria concencional de circuitos elétricos,
reconsideremos a interpretacao do modelo elaborado no Cap. 5 do
seguinte modo. Vamos supor que a fracao P de canais abertos em

determinadas condig¢bes dé& origem a uma corrente I proporcional

C Incluindo, entre outros, os livros "standards" do préprio
Chua [127,128].
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Tab. 7.1 Fluxos de sédio e de potdssio (pmo]es-cmq—impulsoq)
em diversos axénios. Vide texto.

Temp. Fll..ixl:::S de godio Fluxo de potassio
= [pmoles-cm  -impuiso )
{"C) | entra- sarela.'mp resul- efjtna- shilca e
da tante _
Sépia 14 10.3 6.6 3.7 0.39 4.7 4.3
Sépia 22 - - 3.8 - - 3.6
Carci- - - - - 0.5 3.0 - 2.5
nus
Loligo | =22 - - - 3.5 - - 3.0
toligo | - - - 4.4 - - -

a P, isto &,

=-KP (7.1)

onde K»0, P>0 e portanto I dirige-se sempre na direcdo,
favorecida pela abertura de canais, que seria do interior para
0 exterior da membrana. 0 sinal negativo indica que no circuito
equivalente I serd indicado no sentido inverso, como mostra a
Fig. 7.3. Como evidentemente esta corrente I constitui apenas
parte da corrente IK total, entenderemos que a outra parte é, por

algum processo, induzida pela corrente I de acordo com a

expressao -yI. O diagrama resultante para o ramo da corrente I
seria como indicado na Fig. 7.4. Utilizando este esquema, o fator
de proporcionalidade X na Eq. (7.1) serd depois estabelecido com

base nos dados experimentais disponiveis.

exterior
Fig. 7.3 Conveng¢do utili-
1<0 zada para a indicacgdo de
diregoes de corrente.
interior
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exterior

Fig. 7.4 Diagrama para a

corrente de potdssio.

interior

A corrente de sédio Iyg serd também composta de
parcelas, ou componentes. A parcela principal 1’ seréd dada pela
acao da voltagem transmembrana sobre um resistor ndo-linear. Este
reistor ndo-linear serd caracterizado pela funcdo ¢® definida no
Cap. 2 e jAd utilizada nos Cap. 4 ¢ 6. Desta forma estaremos dando
um significado mais concreto &s caracteristicvas de corrente
versus voltagem encontradas na literatura (ver Cap. 2), que tém
aspecto similar § funQ ®. As outras parcelas que compéen11Naser§o
formadas por uma parte induzida pela prépria componente principal
I*, e a outra serd induzida pela corrente I dos canais de
potdssio. Os fatores de induzimento ser&8o respectivamente o e f8,

num diagrama conforme indicado na Fig. 7.35.

exterior

* la* | Bl Fig. 7.5 Diagrama para a
corrente de sddio.

interior

Portanto, o modelo completo de componentes da corrente
total através da membrana serd como na Fig. 7.6, onde Ic é a

corrente através do capacitor Cy-
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exterior

™ N N

e X |oel®] Bl 1yl

\V_/ N ~ e H_A

capacitor sbdio potéassio
Interior

Fig. 7.6 Diagrama para a corrente total.

7.2 Deducao do circuito para o ramo do potédssio. A
idéia de partida para a deducdao de um novo circuito para
descrever o fluxo do potéssioc traduz-se na Eq. (7.1), conforme

argumentacao exposta na Seg¢. 7.1. Reescrevendo-a como:

__ I
P= * (7.2)
A Egq. (5.12) do Cap. 5 toma a forma
S 1
K -2.5 +exp [0.4 8inh0.0325( X +67) + 0.8]
1+e ¥
(7.3)

Invertendo esta equacido obtemos uma expressao que di a quantidade

v/t como funcao da corrente I. Definindo esta fung¢do como
Y = A(D)

T (7.4)

temos:
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A(I} =-67+30.77 1nl 2.5 1n[2.5+1n-(1+i;)1 —2 4

+ dl+{2.5 1n[2.5+1n-(1+i1€)3 -2F 1

sendo A(I) expresso em milivolts. Agora, pela Eq. (7.4):

y =t AlD

Portanto. como © &€ constante, temos,

_c OA(D __ dA(D) ;

y dt dar

Definindo uma indutdncia L por

A(T) +18

L(D) =t (1+e 8 )-‘i“d‘I—I’

a Egq., (7.7) fica escrita como

- L{I)
y= A(T) +19
4

1+e

Usando a Eq. (7.4) &€ simples concluir que no lugar da Eq.

podemos escrever:

L(I) I=V-A(I) -V,
Desenvolvendo a Eq. (7.8) obtemos:

AlT) +19 6.3-T
34.564 ¢ (1+e % ) 3 10

I(1+71;) coshf0.0325[A (1) +67 1] 0-48an0.0325 (A(D +6

L(I) =~

ou, egquivalentemente,
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L!I) +19 &.3-T
4 10
L{I) =- 76.923 ¢ (1+e } 3

rasd) [z.5+1n—(1+§)]J1+{2.5 1n[z.5+1n-(1+i;‘)1 —2P

(7.12)
O circuito equivalente para a Eq.(7.10}) estd indicado na Fig.
7.7.

I~
-
10 Fig. 7.7 Circuito equiva-
V- lente para a Egq. (7.10).

.
é_!\(l}
fIiVK

Seguindo ainda o raciocinio apresentado anteriormente,
a corrente total do potéssib & constituido da soma de I e uma

outra parcela induzida por I através de um fator de induzimento

vy. Este fator deve ser fun¢do da densidade de canais de potédssio
e da voltagem V através da membrana, isto &, de acordo com a Fig.
7.4, e por simples manipulacao da Eq. (5.22) e da Eq. (7.2),
temos:

Ig=(1-v) I (7.13)
(V-V}
Y=1+N,g,—" (7.14)
De fato, com N0g0=§K.
- V-V,

I =I-¥I=I-{1-g; ) I=

K

=G (V-Ve) (-2) =G (V-V) P
(7.15)
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O circuito equivalente para a corrente de potdssio é entao como
na Fig. 7.8, onde podemos entender yI como uma fonte de corrente

\/IK

N

Fig. 7.8 Circuito
V I—( D para o© ramo da
4\ - corrente de potéds-

j\(n si0.

+

, |
T VK
.

controlada pela corrente I mas modulada pela voltagem V. O
circuito da Fig. 7.8 reproduz exatamente as mesmas propriedades
do modelo de Hodgkin-Huxley para a corrente e a conduti@ncia do
potédssio, sob quaisgquer condigdes, com o axbnio livre ou sob
grampeamento espacial sem ou com grampeamento de voltagem. Trata-

se de um circuito composto de elementos convencionais normalmente

considerados na teoria de circuitos, apesar de serem de
constituigdo bastante ndo-linear.

O grau de arbitrariedade utilizada na dedugao deste
modeio € auvtorizado pelo tipo de liberdade empregada por outros
autores, j4 citados na Se¢. S5.1. Entre os vadrios modelos, os
argumentos de uso e justificativas é que variam. Aqui, vale
repetir, pautamo-nos por dois argumentos-guias: o primeiro é o
de obter um circuito exato de aspecto convencional, ao contrédrio
do tinico que conhecemos como existente - o de Hodgkin-Huxley. O
segundo argumento, gqgue inclusive justifica a idéia de corrente
induzida que deu origem, no circuito, & fonte de corrente em
paralelo com 0 caminho da corrente I, é o fato experimentalmente
comprovado da bidirecionalidade do fluxo dos ions de potéssio.
E esta & primeira vez que este fendbmeno €é considerado num

circuito elétrico equivalente da membrana. O fator K, empregado
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nas equagoes, serd estimado depois, -quando tivermos completado
o circuito equivalente da membrana com a inclusdo dos outros
ramos. Nao obstante, podemos adiantar que o valor K=100 uA/cmlé
o que torna os fluxos <calculados mais préximos dos dados
experimentais colhidos do Sépia por Keynes {(ver adiante). Para
o Loligo, entretanto, ndo hd por enquanto dados disponiveis e
LA Fig. 7.9 a)

mostra as curvas caracteristicas de A e L para um axdnio tipico.

adotaremos arbitrariamente o valor K=700 pA/cm

Podemos notar que no estado de repouso, onde A=—VK, a indutdncia
é bastante alta (7.3 henries), mas durante boa parte do curso
de um potencial de acao de membrana, Fig. 7.9 b), L assume
valores coincidentes com a ordem de grandeza determinada

experimentalmente por Cole e Baker:

"For a square centimeter of membrane the capacity of
1 uF with dielectric loss is shunted by a series combination
of a resistance of 400 ohms and an inductance of one-fifth
henry" [66].

Para outros valores de X, as curvas de L(I) e A(I) sao
as mesmas da Fig. 7.9 a), corrigidas as escalas. Por exemplo,
para K=K’ os valores de I no eixo horizontal devem ser
multiplicados por K’/700 (o mesmo fator usado para alterar K) e

a escala de L(I) deve ser multiplicada por 700/K’.

7.3 Dedugdo do circuito para o ramo do sédio. O ramo
que simulard no circuito equivalente da membrana o fluxo do sddio
terd como principal elemento um resistor nao-linear dado pela
funcdo ®(V) que é a mesma funcdo ® da Eq. (6.4) do Cap.6, mas com

x substituido por V=Vi:

0.9 h, gy, (V-Vy,)
(1+0-085(Vea2)) (1 4 g0.23 (V+25.5)) (1 4 0.2 (V+4.3))

®(v) =

(7.16)
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Fig. 7.9 a) Curvas de A e L calculadas com os dados do axdénio
ne 17 (rab. 6.1), a 6.3 °C.
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Fig. 7.9 b) Variacdo de L({I) durante potencial de acdo de
membrana.

Conforme ¢ modelo esquematizado na Fig. 7.5, faremos com que a
corrente de sddio seja constituida por trés componentes, isto é,

Ige=I'-aI'-prI

e p (7.17)
Por outro lado, temos a eguacédo de Ia dado pela Eq. (4.29) do
Cap. 4:

{7.18)

Sabemos, pela sec¢do anterior, que IK=(1—1)I. Entdo, fazendo I'=®
e identificando (7.17) e (7.18):

Q-a®-pI= (1-z)PH-z(1-y)I

(7.19)
de onde concluimos que
«=1-(1-z)H=a(z, b,V
(7.20)
= {(1-y)z=p(V,
b viz=§ &l (7.21)

Assim, concluimos que o ramo do sédio tem como circuito
equivalente o mostrado na Fig. 7.10, que constitui entdo um
detalhamento do modelo conjecturado na Seg¢. 7.1, Fig. 7.5. No

diagrama da Fig. 7.10, a® e BI constituem fontes controladas
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respectivamente pelas correntes ® e I, cujos coeficientes sao
modulados cada qual por duas varidveis. Vemos que o circuito para
o ramo da corrente I,, apresenta, tal como no caso de Iz, uma

aparéncia muito de acordo c¢om os diagramas elétricos

q ®

WV INa Y 'ha

JEV Y2V feds
. ©h2)BY) |gry 5y | +BI
V </\ — <

o ®

Fig. 7.10 Circuito equivalente para ¢ ramc do sddio.

convencionais, pois cada elemento é, & primeira vista, de féacil
identificagdo conceitual. Entretanto, temos gue notar uma
diferenca fundamental! entre ambos os circuitos. No caso da Fig.
7.9, as Gnicas varidveis de estado que aparecem s8o Ve I, J4 na
Fig. 7.10 aparecem, além de V e I, duas outras varidveis, z e h,
gue chamaremos de abstratas por serem estranhas, isto &, nao
identificédveis diretamente como da natureza elétrica do circuito.
De fato, z ¢ h sdo dadas pela terceira e quarta equac¢odes auxi-
liares do sistema (6.6) do Cap. 6, cuja transposi¢do para este
capitulo deve ser feita, comc sabemos, substituindo x por V-V
e ¥y por TA(I). A conclusdo, portanto, & que o circuito equi-
valente da Fig. 7.10 para o ramo do sddio nd8oc €& um circuito
convencional "puro", ou seja, a fonte controlada a®+BI constitui
um elemento dindmico no sentido de Chua [111]. Uma alternativa

a esta visdo estrita serd analisada na Sec. 7.4.
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7.4 O circuito equivalente completo. Considerando o
axdnio sob grampeamento espacial, o circuito equivalente da
membrana, Fig. 7.11, constitui-se do capacitor Cy em paralelo com

os circuitos dos ramos de Iy e Iy, mostrados nas Fig. 7.8 e 7.10.

( meio externo)

g
ad +
<I\> g L g
I L
() g -
S L G <]\ *
(Ef‘ T N A
P ]
+ - ¥
fl ot
Vv <a\ e
_ “Vk
(axoplasma) corr. “sédio corr, \’E)otassio

Fig. 7.11 Circuito equivalente completo para o axdnio sob
grampeamento espacial,

As vérias fungdes indicadas na Fig. 7.11 estido definidas nas

segO0es precedentes, mas s&o reapresentadas, em conjunto, abaixo:

0-9 bag-m (V‘Vm)

@ (V) = (1 +00-065(V+42) ) (1 4 g0-23(V+25.5)) (] 4 g0-2 (V+4.3))
(7.22)
«{z,h,V) =1-(1-2z)H(h,V)
(7.23)
Bz, vy =z{1-y(W]
(7.24)
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(7.

25)

AT} +19 6.3-T

& 10
L{I)=- 76.923 1 (1+e )3

I(1+~§.) {2.5+1n-(1+~1§)]J1+{2.51n[2.5+1n-(1+§)] -2}2

A(ID)=-67+30.77 1nl 2.5+1n[2.5+1n-(1+_—1;)] -2+

+\J 1+{2.51n[2.5+1n-(1+-1—1_c)] -2}z 1

AlD+10  6.3-T

q 10
L(D) =- 34.564 1t (1+e )3

I(1+ .1% ) cosh[0. 0325 [A(I) +67 )] 0 45inh0.0325 [A(D +67]

onde z e h sdo solugdes das seguintes equacgoes:

h=(1-h)ea,(V) -hp,(V)

Z2=a+bz+cz?+d[{(1-2)OH-2z(1-y) I]

(7.

{ 7

(7.

(7.

(7.

onde o (V) e By(V) estdo definidas no Cap. 1 e a, b, c e d

dados pelas Eaq. (6.7) pela substitutigdo de x por V—Vk ey

TA(I). As outras duas equac¢oes de estado do circuito sao:
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Cuv= [G(Z:b;V) '1] Q(V) + {Y(V’ +b(Z;V) "'1] I"'

+ g (V-Vv,) +I.(¢) {7.31)
L(I) I=V-A(I) -V, (7.32)
O circuito da Fig. 7.11 simula os fenbmenos elétricos que

ocorrem no axdénio sob grampeamento espacial com a mesma exatidao
que o0 circuito de Hodgkin-Huxley, Fig. 6.2, sob quaisquer
densidades de corrente Is(t) aplicadas externamente. E claro que
no processo de integracgdo numérica das equac¢des do circuito
deveremos tomar as mesmas precaugdes delineadas na Seg. 4.3 do
Cap. 4. Por isto, € oportuno lembrar mais uma vez a argumentacao
apresentadas na Seg. (6.4) do Cap. 6 quanto 8 modificagdo da
equacao de Z.

Vamos agora considerar o axdnio livre, isto é, sem o
grampeamento espacial, e sob a forma de um cabo cilindrico longo,
passivel de ser representado por uma rede elétrica em forma de
escada, cuja secédo elementar seria como na Fig. 7.12 abaixo.
Nesta figura a corrente Jé(t) seria aplicada em apenas um ponto
do axdnio, ou seja, em uma secdo elementar qualquer ao longo da
rede. Pode representar uma corrente injetada artificialmente ou
entdo proveniente de algum processo de transdugdo a partir de
estimulo meclnico, quimico, etc. O elemento de comprimento do
axdnio € 80 e o elemento de superficie cilindrica é GA=2madé,
onde 2a & o difmetro. Para mostrar a validade da representacdo
da Fig. 7.12 vamos escrever abaixo, a partir daquele diagrama,
o modelo matemdtico da linha de transmissfo (com a simplificacédo

usual de r1>>rézo):
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r,64/2 ( meio externo ) ro 82

Pda L /168
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o | (o - -| ) |B)Ba é ' =
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Y VK____J:
I, o472 T- T 542
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( axoplasma ) Iva "

Fig. 7.12 Circuito equivalente de seg¢do elementar do axdnio,
de comprimento 68 e drea SA=2rmabt.

0A=2xnadl
vie-80/2,¢t) -v(Q, &) =-T, (8-88/2, t) r, 88/2
V(L t)-v(8+8¢8/2, t) =-I,(0+88/2,¢) r,8¢/2

I, (0+80/2, t) -T, (4-88/2, t) = c,aaéﬂé!ét_’ +I,82

I;(8,t)d8a=(1-a)®(0,t)32+g,8A{V(L, t) -V, ] (7.33)
-0
a o
2—?“—2 vie t) = “atV(! t) + I.t“ t)

d - “A -
LEIW = VLt -A -V,

(7.34)
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A consideragdo da corrente de excitacgdo Js(t) pode ser feita como
no Cap. 3, em que ela entra no equacionamento como parte das

condigdes de contorno.

7.6 A representagao do modelo como um <c¢ircuito
puramente convencional. A linha de transmissido representada
através do diagrama da Fig 7.12 refere-se ao axbnio livre de
qualguer constrangimento, podendo ser entendido como o axdnic tal
como se apresenta no organismo vivo do animal, ou, no midximo, se
dissecado, em condi¢Ges nao degradantes de laboratério que imitem
aquele estado ideal. Assim considerado, temos a possibilidade de
arriscar a proposicdo de que as varidveis z e h ndoc precisam ser
tidas como tais, e sim como fungdoes de V e I, Nossa argumentacao
para isto seria aqui a mesma utilizada na Se¢. 6.6 do Cap.6, em
que z foi satisfatoriamente substituida pela funcdo { e h pela
funcdo f. Abusando da notag8o, vamos manter os simbolos { e q na
transcricdo daquelas funcoes para as novas varidveis,

substituindo x por V-V; e y por TA(I). Obtemos, assim:

a0 0521 (A-A) @~ 0-003(sA+30)?
C(v, 1) = 1+ @07 (V+) + 0.75 1 + @~ 0:5(V+35) {7:35)
n(D = 1.678 + 0,02 e~0:03 (sA475)2

-0.0285¢ {A-A,)

Com { e § no lugar de z e h as fungdes o e B ficam dadas por

e(Vv,I)=1-[1-8(V, )] q(I}

(7.37)

Bp(v.D) =[1-y(W ] {(V, I}

(7.38)
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e assim as Unicas varidveis de estado presentes no circuito

equivalente do axbnio ficam sendo V e 1I.

Em vista disto, podemos enunciar a seguinte proposicéo

de caradter prético:

Proposicao 1: O ax8nio em seu estado natural, livre,

sujeito a quaisquer estimulos naturais, pode ser representado por
circuito composto de elementos convencionais da teoria de
circuitos (isto é, sem a presenca dos elementos dindmicos

conceituados por Chua [111]).

Por outro lado, mesmo que o axbnio seja sujeito, no
laboratdrio, ao constrangimento de grampeamento espacial, em que
um fio condutor introduzido longitudinalmente elimina a
resisténcia elétrica longitudinal do cabo, as varidveis z e h
podem ser subsituidas pelas funcdes { e n desde que a membrana
seja livre de alguns tipos de outros constrangimentos anormais,
tais como ocorrem em experiéncias de grampeamento de voltagem ou

de bloqueio anodal.

Proposigido 2: O axfbnio mantido em |aboratério sob

condicOoes adequadas, embora sob grampeamento espacial, pode ser
representado por circuito de elementos convencionais na descricéo
de potenciais de acao originados de excitacgOes constituidas de
pulsos negativos de correntes a partir do repouso ou corrente

negativa constante ou modulada.

Finalmente, se o modelo da membrana deve levar em conta
tedo e qualquer tipo de constrangimento, entao 0o circuito
equivalente deve ter em sua representacio um elemento dindmico
no sentido de Chua [111]. Este elemento fica localizado no ramo
do fluxo de sédio e é a fonte de corrente controlada por &(V) e
T

Proposicao 3: Para uma simulagdo completa de todos os

fendmenos previstos pelas equaglOes de Hodgkin-Huxley, o circuito
equivalente ¢ constituido em sua maioria de elementos

convencionais, mas precisa incluir no ramos do sédio uma fonte
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de corrente controlada cuja natureza é a de elemento dindmico,
dependente das variAveis abstratas z e h {(ou z e w, Se usarmos
a versdo da Se¢. 6.10). De um modo geral, vale entdo o circuito

tal como representado nas versoes das Fig. 7.11 e 7.12.

Com relagao a esta dltima proposigdo, mais geral, hd
que distinguir o caso de estimulo anodal, onde apenas a varidvel
Z & necessdria, além de Ve I, pois h pode permanecer como dada
pela fung¢do f(I), conforme examinado na Seg¢. 6.11 do capitulo

anterior.

7.6 ©O circuito equivalente para pequenos sinais. Um
circuito equivalente de pequenos sinais para a membrana pode ser
obtido através de uma linearizag¢do das equag¢des do circuito da
Fig. 7.11 em torno do ponto de equilibrio no repouso que, como
sabemos, depende do valor médio Tsdo estimulo. A configuracéao
que rTesulta estd4d esquematizada na Fig. 7.13. Os valores dos
parmetros associados aos elementos do circuito s&8o constantes

para cada I., e os indicados na figura correspondem a 1,=0.

s!
Respostas do circuito a excitagdes degrau, sdo semelhantes as
obtidas por Hodgkin e Huxley com equag¢des mais complicadas [5].
As expressOes matemdticas dos pardmetros sdo apresentados a
seguir. Por estas expressoes podemos identificar as contribuic¢des
dos ramos do sédio e do potdssio na composigio de cada paridmetro.
£ possivel, entdo, se gquizermos, redesenhar o circuito

explicitando as subdivisoes dos ramos.

- ) 9% 02, ;. dy OB
g=g,+[(1-a) av QBV] I dV+8V) (7.39)

_dA V-A-V, dr,
I=art T ar (7.40)
L = L(I) (7.41)

233



C=0Cy (7.42)

-9 , 1 9B
b=0 + I 37 +B +y

Fig. 7.13 Circuito equivalente de peqguenos sinais e resposta
tipica a excitacdo degrau.

7.7 O0Os fluxos bidirecionais de s6dio e de potdssio.
As correntes idGnicas que circulam através da membrana podem ser
quantificadas como fluxos pela seguinte equacio:

= DENSIDADE DF CORRENTE
FZUXO-'cumamjﬂucaxmzmawmmmo

|y

(7.44)

onde F=96487.0 C/mol é a constante de Faraday. Definindo o fluxo
desta forma a unidade de medida é moles por unidade de Area por

unidade de tempo. Como em nossas equacoes a densidade de corrente

1

&€ expressa em pA/cm’ e o tempo € medido em milissegundos, a

unidade de fluxo serd nmoles—cmi-ms™ . Para padronizar conforme
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a unidade empregada na literatura de referéncia, convém utilizar
o fator 1000 na definigao (7.44):

1000
FLUXO = I (melss )
F c®-mo (7.45)

Para verificar por comparagio os resultados te6ricos
que obteremos, temos a Tab. 7.1 dos valores experimentais, na
Se¢. 7.1. Podemos observar que nao h4 dados detalhados para o
Loligo, mas apenas para o molusco Sépia. Em seus cédlculos,
Hodgkin e Huxley também nao tiveram alternativa sendo comparar
os cédlculos referentes a0 Loligo com os dados do Sépia,
procedimento este, portanto, que também adotaremos. Para este
propésito apresentaremos a seguir uma tabela reproduzindo

exclusivamente os dados do Sépia.

Tab. 7.2 Dados experimentais para o Sépia, a T= 14°C,
referentes a potenciais de ag¢gdo de propagacéao. Extraidos

de Keynes [130].
|

sédio potassio
fluxo para 0.3 p moles Tluxo para 0.39 p moles
dentro 7 EmZmpUso dentro =7 Gne-mpuko
fiuxo para moles fluxo para p moles
fora 6.6 'm:)_mo fora 4.7 Gk
fluxo resut- 2.7 =2 moles Tluxo resul- 4.3 p moles
tante -/ cmZErpuise tante TM2-TrpuED
fluxo pl dentro 156 fluxo pl dentro 0.08
Tluxo p/ Tora fluxo pf fora

{ Os valores acima s8o rmédios de medidas com 7 diferentes axdnios de Sépia,
a temperaturas entre 13 e 18 "C.)

Consideremos inicialmente o fluxo de potdssio e o
cdlculo do fator X, definido na Eq. (7.1). A corrente total &

Ie=I-y1I (7.46)
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Como I é sempre negativo, entao toda a corrente que flui através
do indutor em série com o resistor A(I) corresponde ao fluxo para
fora. Interpretando o circuito equivalente da Fig. 7.9, a
conclusio é que o movimento de ions de potdssio para dentro do
axdnio s pode ocorrer por induzimento de I, representado pela

fonte de corrente, e assim mesmo restrito aos intervalos de tempo

em que y € positivo, isto &, enquanto valer a relacgdo:
V-V
Y=1+gg—2=>0 (7.47)
ou seja:
K - FLUXO DE POTASSIO
V)V—?x = PARA DENTRO (7.48)

Nos céldlculos realizados dos fluxos de potidssico durante um
potencial de aglo de propagacdo, cujos detalhes serdo mostrados
adiante, o valor estimado para K foi de cerca de 100, sob a
hipStese de os dados de Keynes para o Sépia valerem também para
o Loligo (espécime no 17, [5], cujos pardmetros estamos
utilizando em todos os cédlculos). Com EK=24.3 mS/cm2 temos K/gf=4
mV, e com VK=12 mV chegamos & conclusao de gue o fluxo de ions k'
para dentro do axdnio s ocorre quando a membrana estéa
hiperpolarizada, a partir do instante em que V atinge cerca de
8 mV na repolarizagao. Na Fig. 7.14 apresentamos o tracado de
um potencial de acao de propagacao calculado com z={(V,I) e
hzq(I), e os correspondentes fluxos instanté@neos de potdssio. As
Areas sob estas curvas siao, como j4 explicamos, a medida do fluxo
por impulso. O resultado do cdlculo estd mostrado na Tab. 7.3 a).
Os valores nesta tabela sdo préximos aos experimentais da Tab.
7.2, confirmando assim o valor aproximado de 100 uA/cnﬂ adotado
para K. Utilizar os dados do S5épia para o Loligo é& arbitrério,
mas serve para dar uma idéia da ordem de grandeza de K e mostra
como os dados experimentais podem ser considerados na
determinacdo deste pardmetro. Conforme j4 mencionado antes,
optamos por adotar arbitrariamente o valor de K=700 uA/cml na
confecgio de vdrias figuras deste capitulo. Na Tab. 7.3 b) estdo
os valores dos fluxos calculados com K=700 uA/mﬂ. Neste caso
K/EK=33 mvV e o fluxo para dentro sé ocorre no intervalo de tempo
em que V>12-33=-20 mV,
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Fig. 7.14 Pindmica do fluxo bidirecional de potdssio,
associado ao axénio de Lolige e K=100 uA/cmz.

Tab. 7.3 a)z
K=100 upuA/cm’.

Fluxos de potdssio, calculados com

Potassio (K=100)

temperatura 18.5 °C 6.3 °C
Fluxo p/ dentro 0.34 — ez D.B1

o - impu cme - impu
Fluxo pf fora 3.19 __,g,lnmb_o 7.86 _"2Mls—o

<M< - Impu ome - Impu

les
Fiuxo resuftante 285 Cm;{"ﬁg‘fjm 705 P o

fluxo pf/ dentro 0.41 0.10
fluxo pf fora

Calculados com base nho circuito da Fig. 7.12 , com zZ=F e H=~1 .
Os valores acima sfio dados por integracBio das curvas da Flg. 7.1 ( e andlogas de 6.3 7
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Tab.H}.B b) Fluxos calculados do potdssio, K=700

LA/ C
Potassio (k=700)
temperatura 8.5 C 63 °C
Fluxopldentro |5 40— s | 5.64 —a e
lag leg

Fluxo pf fora 5.24 T eeaks | 12.70 & - you

Fluxo resuttante 2 B4 and - ml;eafllso 2.06 m%m
fluxo p/ dentro 0.46 0.44
fluxo pf fora

Valores calkulados analogamente aos da Tab. 7.3 a). Observar que o vakr de K nfio

afetn o valor do fiuxo resultante, portanio nflo interfere nas propriedades gerals do
modelo apresentado nos capltulos anteriores.

Na Fig. 7.15 mostramos as curvas dos fluxos
instantdneos dos ions de sddio. Como durante o potencial de acao
a corrente (V) é sempre positiva, a ela corresponde um fluxo de
sddio para dentro do ax8nio. A componente a® corresponde ao fluxo
de sédio para fora e a componente menor 8I contribui para o fluxo
em ambas as diregoes. O resultado do cdlculo das d&dreas esté
indicado na Tab. 7.4 e podemos, comparando com a Tab. 7.1,
concluir pela adequabilidade do modelo bidirecional do circuito
apresentado neste capitulo. E interessante notar que, enquanto
para o potédssio a bidirecionalidade é relativamente fraca, para
o sddio o efeito de induzimento ¢é bastante forte, ocorrendo o

tempo todo um intenso movimento de ions em ambas as direcdes.
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Fluxo sodio {pmoles/cm2—ms)

Fig.

" 100_
fluxo para
] dentro

103 .

ol N
: N R b 7‘ 5—
] fluxos durante

- D': fluxo para impulso de propagacdo

' fora )
: 18.5 *C
]
; C, =075 pF

2 U:TrrnTrﬂTrrrrﬂTnTrrmTrﬂTﬂTrn'mTrm'ﬂTrrrﬁTnm
0 1 2 I I T )

t (ms)

7-15 Dindmica do fluxo bidirecional de sdédio.

Tab. 7.4 Fluxos de sddio, calculados como
integrais das curvas na Fig. 7.15.
Sodio
Temperatura 185 'C 6.3 °C
les
Fluo pf dentro 8.6 e 22.1 _a.ngm"%ﬁbo
Fluxo pi fora 5.8 jes 15.25 les
Cihe = LH - u
Fluto resultante 28 = lesu 6.85 ﬁ%
fluxo p/ dentro 149 145

fluxo p/ fora

{ Calculos conforme explicado no texto da Tab. 7.3, por integragiic

das fungles dadas pelas curvas da Fig. 7.15 ).
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7.8 Diagrama de fase I versus V. Para desenhar o
retrato de fase no planc I-V para o axdénio sob grampeamento
espacial convém calcular as is6clinas de I=0 e V=0, dadas
respectivamente por:

V-A(I) -V,=0
(7.49)

[1-5(v,DIH{®@(WVa(D -[1-y(WMW I} -ge (V-Vp) +I,=0 (7.50)

E claro que ambas as curvas terao que ser tragadas pela
resolugdo das equagdes por método iterativo. A Fig. 7.16 mostra
as iso6clinas %=0 calculadas e a trajetdéria correspondente a um
potencial de acao. Comparar estas figuras com as Fig. 6.21 e 6.23

do Cap. 6.
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Fig. 7.16 Trajetéria correspondente a potencial de ag¢dc, no
plano de fase I-V.
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CAPITULO 8

RELAGKO ENTRE O MODELC DE HODGKIN-HUXLEY
E O DE FITZHUGH~NAGUMO (BONHOEFFER-VAN DER POL)

"Although the approximate equations lose some of

the physical meaning and mathematical richness

of the more complete theory, they allow for a great

deal more analytical manipulation and therefore more

insight into the mathematical process involved."
R. G. Casten et al. [46]

8.1 Introdugdo. As equagdes do modelo de Bonhoeffer-van
der Pol (BVP), criadas por FitzHugh [7] e aperfeicoadas por
Nagumo et af. [8] com a inclusdo da varidvel espacial, passaram
a receber o nome de equagdes de FitzHugh-Nagumo [83], conforme
j4 comentado no Cap. 4. Por comodidade de referéncia, as equacdes

sao repetidas a seguir:

(8.1)

Como sabemos. a varidvel u representa uma combinacdo das
varidveis V e m de Hodgkin-Huxley, sendo associada & ativacio,
a0 PpPasso que a varidvel w estd associada & recuperacgao,
correspondendo a uma combinacac das varidveis n e h de Hodgkin-
Huxley. Na Se¢. 8.3 estaremos em condigOes de visualizar de modo
mais direto o significado destas varidveis de FitzHugh-Nagumo.
A combinacdo das Eq. (8.1) em termos apenas da varidvel u leva
a:
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hﬁ- (c—a-u— +bu) - Fu

or at at?

+

__b . _, 2y 0u _ - b3 =
+c{(1 cz) u}at {(1 b)u+3u}+a 0 ( |
8.2

Pretendemos neste capitulo contribuir através de varios
enfoques para o esclarecimento da relacido matemdtica entre o mo-
delo de Hodgkin-Huxley e o de FitzHugh-Nagumo. Para facilitar o
trabalho, vamos estudar ambos os modelos sob a condicdo de gra-
mpeamento espacial. A versao do modelo de Hodgkin-Huxley que uti-

lizaremos serd a do circito alternativo apresentado no Cap. 7.

8.2 simplificagdo do modelo I-V. O primeiro passo para
viabilizar mecanismos de comparacio entre ambos os modelos é
obter uma aproXximacio matemidtica do modelo de Hodgkin-Huxley a
partir da forma das Eq. (7.31) e (7.32) do Cap. 7. Pressupondo
verificagdo posterior da validade, podemos tentar aproximar a
funcao A(I) por uma reta. Observando a Fig. (8.1) podemos adotar:

A(I) sRT , A(L) = -V,
(8.3)
Uma conseqiiéncia desta aproximacdao é quea induténcia L(I) fica

dada por uma constante:

dA

L{I) =t — stTR=1L

(I) AT o
(8.4)

Outra consequéncia é que a fungdo f(I) fica dada por:
1.678 -.02{y+75)3
(1) = 1 + 0.678 e 9-0285%R(I-I,) +0.02e

(8.5)

cujo grafico mostrado na Fig. 8.2 indica que ela pode também ser

aproximada pela reta

(1) =1 +k, (1-1,) (8.6)
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Fig. 8.1 Aproxima¢do da fun¢do A(I) por uma reta e L(I) por
uma constante.
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Fig. 8.2 Aproximag¢do da fungédo q(I) da (8.5) por uma
reta.

A fungdo o foi introduzida no Cap. 5 para corrigir gK(t)
correspondente a peguenos V em grampeamento de voltagem. Excluir
esta funcgdo ndo prejudica a capacidade do sistema em produzir
impulsos. J4 a funcao {(V,I) poderia ser aproximada por uma forma
polinomial, mas nao haveréa prejuizo qualitativo se a
considerarmos simplesmente como {(V,I)=(=constante, podendo (
tomar uma variedade de valores, por exemplo {=0.5. Em geral,

o<{<1

(8.7)
Finalmente, as equagdoes do Cap. 7 serao reecritas
aproximadamente como:

CuV=(T-1{®[1+k, (1,-T,)] - % (V-Vy) I}-g (V-V} + I,
L,I=V-V~RI

(8.8)

Se quizermos gque este modelo aproximado seja de natureza
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inteiramente polinomial, podemos usar a seguuinte expressao para
®(V) que se adapta & curva da Eg. (6.4) do Cap. 6 (ver Fig. 8.4):

@ (V) »1,8x107% (V4+V,, )2 (V-V, )3 (V-5)4
(8.9)
mas as qualidades do modelo serdo preservadas com polinbmios de

menor ordem. A Fig. 8.3 mostra um potencial de ac¢do de membrana

calculado com o sistema (8.8).

---- Eq.(B8)& (54
— Ea.(8B)&(B9

-20|||llllIllllllIIllll'lllllllll"l'lllllll

t (?ns) )

Fig. 8.3 Potenciais de acdo calculados com a Eq. (8.8).Linha
continua: usando ® da Eq. (6.4); linha tracejada: usando & da
Egq. (8.2). ’
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Fig. 8.4 Aproximag¢do de &(V) pelo polindémio da Eq. (8.9).

8.3 Semelhanca das is6clinas. As iséclinas dadas por
V=0 e I=0 do sistema (8.8) estdo desenhadas na Fig. 8.5. Ambas

as equagOes tém as solugdes explicitas:

_-D-KI,) @+, (V-V,)

(1—?)[:‘-’*“;;""-4%1

I

I=
R

(8.10)
Usando como aproximag¢do as curvas tracejadas da Fig. 8.5 podemos

escrever, para as isdéclinas:
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I=-(0.0026V°+0.312V?+6.24V+56.8)
I=3.75V-56.8 (8.11)

Estas equagdes correspondem também &s iséclinas de V=0 e 1=0 do

sistema:
%Z=-z (I+0.0026V®+0.312V2+6.24V+56.8) + I,
4l 4 .6(3.75V-T-56.8)
dt (8.12)

e este sistema reduz-se 4s Eq. {8.1) de FitzHugh-Nagumo através

das transformagﬁes :

V=28.28 (u-1.41)
I=-176.49 (w-0.79)
t=0.289 t/
I,=353J
d 0

gt | et
dcu
o

J - h ’ h>o0

(8.13)

e obtemos os seguintes valores para as constantes a, b e c:

a = 0.633 b =1.659 ¢ =3.603

(8.14)
As Fig. 8.6 a) e b) mostram solugcao das Eg. (8.11), isto &, um
impulso V(t) € a trajetéria correspondente no plano de fase. As
constantes a e ¢ satisfazem as condigdes (1.33) ou (1.31). A
constante b acima ndo obedece & condigdo b<l, que garante o
funcionamento do modeloc mas, como vemos, nado precisa ser tao
restritiva.

A equivaléncia topoldégica mostrada nesta secdo é
essencialmente o procedimento de FitzHugh no desenvolvimento de
seu modelo Bonhoeffer-van der Pol. A diferencga é que as Eq. (8.8)
das quais nés partimos foram deduzidas diretamente das equagdes
de Hodgkin-Huxley por transformac¢des de varidveis e as

sucessivas simplificacdes aplicadas foram claramente mostradas
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e justificadas. HA ai entao uma diferenga conceitual
relativamente ao procedimento empirico de FitzHugh tal como
delineado na Se¢. 4.1. Dirfiamos que a argumentagdo aqui
apresentada em favor das equagdes de FitzHugh-Nagumo ou BVP é
mais robusta do que a argumentacdo pioneira e criativa dagquele
autor. Uma vantagem do resultado obtido nesta segdo é que a
variavel u passa agora a representar efetivamente a varidvel V
e nao mais a combinagcdo de V e m como no trabalho de FitzHugh.
Também w estéd representando diretamente a corrente I do potéssio,
e nao mais a combinagao das varidveis n e h do modelo de Hodgkin-
Huxley. Lembremos, porém, gque h& subjacentemente a conjectura de
Se¢. 6.6 sobre a possibilidade de todas as 6érbitas serem

praticamente co-planares.,

--- Eq(8.11) N
4 - Eq.(8.10 \
300 é%éAj ) .

-

Q

Qo
|

— | (uUA/em2)

pla g oadraai bt

|
& o

—100-

140 —120 4100 —BO —60 —-40  —20 0O 20
] V (mV) K

! !

Fig. 8.5 Curvas tracejadas: isdclinas (8.10) calculadas com
os paradmetros {=0.5, k,=0.00265, K=700, [,=-68.16, v,=-11,
V=12, R=0.19, L,=0.4, g;=1.186 e @& dada por (7.22).
Curvas continuas: aproximag¢des dadas pelas Eq. (8.11).
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Fig. 6 a) Trajetéria correspondente a potencial de acdo no

plano de fase das Egq. (8.12). b) Tracado de V(t)
correspondente 4 trajetdria acima referida.
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8.4 Comparacado de circuitos. Uma outra abordagem para
visualizar a "distdncia" entre o modelo de Hodgkin-Huxley e o de
FitzHugh-Nagumo consiste na exposig¢do, lado a lado, do circuito
equivalente exato do modelo de Hodgkin-Huxley, na versao dada na
Fig. 7.11 do Cap. 7, e do circuito com diodo tinel de Nagumo et
al. [8]. Esta exposicdo lado a lado estd na Fig. 8.8. Vemos que
para reduzir o modelo exato ao modelo aproximado teriamos gque
inicialmente considerar L(I} e A(I) como constantes, e eliminar
todas as fontes de corrente controladas. Finalmente o resistor
nao-linear ®(V) deve ser substituido por um resistor com carac-
teristica I-V na forma da letra N como a&a do diodo ténel.

Esta visualizacdo pictérica dd realmente uma medida da
real viabilidade conceitual da equivaléncia e também da grande
diferenga dos detalhes matemdticos na formulacdo de ambos os

mode los.

M
| [E
—
—

2o [FA |0 L

_—
Y Vs M = )" |
+ B
' —— E .
VKT IR

(a) (b)

Fig. 8.7 Comparacdo dos circuitos equivalentes: a) do modelo
completo de 4 varidveis de Hodgkin-Huxley, na versdo aqui
apresentada; b) do modelo aproximado de FitzHugh-Nagumo [8].
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8.5 Comparacao dos coeficientes. Vamos agora examinar
mais detidamente a natureza das simplificacdes matemdticas

adicionais gque devem ser feitas para transformar o modelo de

Hodgkin~Huxley no modelo de FitzHugh-Nagumo. A abordagem que seréd
aqui adotada consiste em deduzir uma equacdo diferencial
ordindria de segunda ordem a partir das equagdes simplificadas
de Hodgkin-Huxley dada por (8.8), e comparar esta equagio, termo
a termo, com a equagdo de segunda ordem de Nagumo et al., isto
é, a Eq. (8.2) apresentada no inicio deste capitulo, referente
ao modelo de FitzHugh-Nagumo, sob grampeamento espacial {com
at/atl=o0.

Sejam entdo, aqui repetidas, as Egq. (8.8):

CV=(T-1){®[1+k,(I-I,)] _.-‘71(_‘;'!52,1} -9 (V-V,) + I .(E)
(8.15)
L,f=V-V,-RI (8.16)
Derivando a Eq. (8.15) relativamente a t obtemos:
CyV=(T-1) [Okz—-ﬂ‘(v—vx)] I+
+ {UT-1) [1+k, (I-1,)] d°—(c ~1) Ix K 1-g,) U 1,
(8.17)
Usando a 8.16, fica:
7= (T-1) [wca—i;w-vxn V¥,
B @-1)10k-Ev-v1+v 1 Z-T-1) P11
+ [(T-1)(1- 1:21') -g,,]v»rr
(8.18)
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A varidvel I pode ser eliminada usando a Eq. (8.15).

seguinte forma final:

Obtemos a

V+ £, V+£,V3P+ £ =0

(8.19)
onde
1) <9, R, 1-Cpeq a0
£,(V; I,) ot it G, [(1-k,1,) -
| zfi‘; 25y [g, (V-V,) +(1-0) @ (1-K, T,) - L,]
%(v-vx) - @k,
(8.20)
Kk, 92 _ 9=
W eI K o
-V,) - ®k
(V-Vo) (8.21)
-T Ix (v L
f(VI,,I)—C [[®k,- = (V=) 1 (V=V,) +
Lo
+R[¢(1—kzI°)+gL(V—VL)-Is]]+%‘3
o (8.22)
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Para comparar os coeficientes acima do modelo de
Hodgkin-Huxley com os correspondentes ao modelo de FitzHugh-
Nagumo (Bonhoeffer-van der Pol) devemos combinar as duas equagdes

diferenciais dadas na Eq. {(1.30}), obtendo:

U+ £ py(u) U+ £ oy B + £ py(u) =0

(8.23)
onde
fLRN==C’(u2+'J% -1)
c
fimw“o
- b 3 f
b AR (1-—b)u+?u -{(a+bJ+cJ) (8.24)

com a=0.8, b=0.8 e c=1.2.

Na Fig. 8.8 estao desenhados os graficos das func¢des
acima. Como o0s impulsos s percorrem trajetdérias contidas no lado
esquerdo em que V<12, somente esta parte do grdfico deve ser
considerado para a comparagdac dos coeficientes. As linhas
tracejadas correspondem, como indicado, a fLH e fLN’ que vemos

que apresentam semelhanga, respectivamente, com fl e fr
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f1, 3

—150 —50

(mV)

Fig.8.8 @) Comparag8o dos
coeficientes das Eq. 8.19 e 8.23,
onde foi usada a transformagdo
de varidveis u=(V+30)/25.
Este comentério vale para as
figuras seguintes,
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f2

£=0.3
0.5
0.2 - 0.8
0.1 -
_0.0_-
]
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Fig. 8.8d) Grafico da fungdo f2 , conforme
Eqg. 8.21.
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CAPITULO 9

APLICACAO DA MECANICA ANALITICA

"The Lagrangian and Hamiltonian formula-
tion ... affords physical insight into
the behavior of nonlinear networks."

L. 0. Chua & J. D. McPherson [131]

9.1 Introdugd8o. Neste capitulo procuraremos, o gque &
feito pela primeira vez, elaborar uma teoria do axdnio sob a
perspectiva da Meclnica Analitica, isto &€, exprimindo-a na forma
das equacgoes de Lagrange ¢ de Hamilton, e pela identificacgdo das
forcas generalizadas gque especificam o cardter dissipativo e
tegenerativo do sistema. Esta abordagem das equacoes da Mecdnica
Analitica torna-se agora possivel em wvista do novo circuito
equivalente desenvolvido no Cap. 7, ¢ gragas a um vasto trabalho
de vdrios autores, ao longo de cinco décadas, na busca da conexido
com a Mec8nica Analitica dos sistemas envolvendo grandezas
caracteristicas dos sistemas elétricos e eletromeclnicos e sua
topologia.

JA4 em 1938 e em 1945 Wells [132, 133] tratou da
formulacdo lagrangiana para redes elétricas lineares e inventou
o conceito de funcio poténcia para identificar as forcas
generalizadas em sistemas dissipativos. Maiores avangos surgiram
em 1951 com os trabalhos de Cherry [134] e Millar [135] pela

introdugao dos conceitos de funcao energia e funcao co-energia,

e pela inclusdo, na teoria, de resistores nao-lineares, gracas
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4 transformacdao de Legendre [136]. Ainda na década de 1950
Bashkow [149] e Bryant [150, 1511 desenvolveram abordagens
topoldégicas para redes lineares, que foram depois reelaboradas
por Stern [152] e MacFarlane [153, 154], resultando em equac¢des
de Lagrange de formulagao mais avancada mas ainda de alcance
restrito. Em 1964 Brayton e Moser [155] desenvolveram sua teoria
do potencial misto, de grande repercussido, baseada numa
generalizacdo das idéias de Wells e de Millar. As equagdes de
Brayton-Moser ndo sao contudo lagrangianas, mas assemelham-se até
certo ponto com as equacgoes de Hamiltonl. Um grande avango
ocorreu em 1974 com o trabalho de Chua e McPherson [131],
abolindo as restrigdes encontradas nos trabalhos de Stern e
MacFarlane e¢ tendo a importantissima vantagem de, pela primeira
vez, considerar redes nado-reciprocas com fontes dependentes. A
abordagem radical de Chua e McPherson, entretanto, nao esgota o
assunto, mas inicia uma nova fase no aperfeigoamento da aplicacdo
da Mecé@nica Analitica &s redes elétricas. Assim, o trabalho
destes autores torna-se mais abrangente com as extensoOes
realizadas por Milic e Novac [1537] e com as reformulagofes
tratadas por Szatkowski [158] em 1979 e Kwatny, Massimo e Bahar
[159] em 1982. Apesar deste extraordindrio desenvolvimento da
teoria, h& ainda lugar para objegdes e continua possibilidade
de aperfeicoamentos, mesmoc que para situagles restritas, como no
recente {(1989) artigo sobre redes LC de Bernstein ¢ Lieberman
[60].

No breve relato acima historiamos o trabalho em
andamento nos Udltimos 50 anos sobre a aplicagdo da Mecédnica
Analitica (e seu arsenal de poderosos teoremas) &s redes
elétricas. Os autores citados formam a linha mestra do
desenvolvimento da teoria, mas vVArios outros autores os
influenciaram com trabalhos que nao foram aqui mencionados.

Vamos a seguir desenvolver as formulagcGes lagrangiana
e hamiltoniana das equaclOes de Hodgkin-Huxley inspirando-nos na
teoria de Chua-McPherson, cuja técnica de deduc¢do das equacdes

de Lagrange &, por conveniéncia metddica por eles considerada,

! Os teoremas de Brayton-Moser aplicam-se muito bem a redes
como a RLC linear acoplada a diodo tinel, de Nagumo et al.: ver
Hahn [156] e Hahn e Glittinger [112].

262



topoldgica a0 invés de variacional. Felizmente, como
esclareceremos depois, em nosso problema serd possivel usar a
abordagem variacional. A idéia de apresentar essa formulacio da
Mecdnica Analitica & para que figque & disposigd8o para futuras
pesquisas sobre as equacOes de Hodgkin-Huxley. Neste sentido,
indicaremos aqui algumas possiveis aplicacdes no estudo da
estabilidade e no estudo da energia em tradnsito durante os
potenciais de agéoz. Como outra aplicagcdo das equacdes
encontradas, mostraremos uma interpretagdo do modelo em termos
de uma analogia envolvendo uma massa pontual movendo-se sobre uma

superficie plana girante.

9.2 Formulacdo lagrangiana

9.2.1 Comentdrio preliminar. A abordagem de Chua-
McPherson para a obtencido da funcdo lagrangiana é constituida de
um conjunto de regras topoldgicas, que aparentemente funcionam,
mas que ressentem de justificativas mais confidveis baseadas em
técnicas variacionais. Trabalhos subseqlientes de outros autores
seguem os mesmos passos, mas o fato de gque o tratamento analitico
mais profundo é um problema em aberto é reconhecido por Kwatny
et al.[159]. Pode ser que a elaboracdao de uma teoria geral, sem
restrigées, de circuitos, baseadas 56 em métodos variacionais,
apresente grandes dificuldades, mas para o circuito especifico
aqui considerado, desenvolvido no Cap. 7, mostraremos ser
possivel a aplicagao adequada do principio de Hamilton & parte
conservativa do circuito. Quanto as forcas nao conservativas
adotaremos a mesma atitude dos autores acima citados, ou seja:
serac considerados elementos ndo conservativos os resistores e
as fontes controladas. 86 que, ao invés de como eles impor isto
sem mais palavras, tentaremos elaborar um arrazoado. No caso de
um resistor linear passivo é facil estabélecer uma analogia com
a forga nao conservativa correspondente ao atrito na Mecénica,
pois um tal resistor dissipa energia elétrica em calor.
Formalmente, a analogia serd completa se definirmos, seguindo

2 H4 trabalhos experimentais relatando cuidadosas medidas do
calor liberado e absorvido durante os potenciais de acdo. Vide J.
V. Howarth, R. D, Keynes e J. M. Ritchie [161,162]. Este fenSmeno
tem resistido, hd décadas, a explicacOes tedricas. Vale destacar,
entretanto, o modelo de dipolos de Wei [163].
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Chua e McPherson, certas correntes e tensoes como velocidades,

no amplo sentido de taxas de variacdo no tempo das coordenadas

carga e fluxo. Tal como no caso do atrito em certos sistemas
mecdnicos, a forga serd em primeira aproximagdo proporcional &
velocidade, e poderiamos definir uma fungcdo de dissipacéo
quadrédtica, como a de Rayleigh [164]. Generalizar para resistores
nao-lineares também ¢é formalmente simples, correspondendo
mecanicamente a forgas viscosas que dependem nao-linearmente das
velocidades. Tais forcas serd8o dissipativas se as curvas
caracteristica dos elementos situarem-se no primeiro e terceiro
quadrantes do plano corrente versus voltagem, pois a poténcia e
portanto a energia dissipada serd positiva. 8Se a curva
caracteristica de um resistor ndo-linear passar pelo segundo ou
quarto quadrantes, entdo o elemento serd ativo nestes quadrantes,
correspondendo a poténcia negativa e exercendo forcas nao
dissipativas [165]. Tais forgas dependentes de velocidades
poderiam eventualmente fazer parte do campo de energia potencial
do sistema, sendo assim incluidas na expressao da funcéo
lagrangiana. 830 raros porém os casos citados na literatura
destes tipos de campos dependentes de velocidades, tendo-se como
exemplo mais notdrio o caso da energia potencial eletromagnética
originada da for¢ca de Lorentz, cujo termo magnético & um vetor
axial perpendiculér 4 trajetéria da carga, portanto néao
realizando trabalho. Aqui, as tnicas forc¢as conservativas que
consideraremos associadas a velocidades dirdo respeito as fontes
constantes de voltagem e de corrente, que podem ser interpretadas
[165] como resistores nao-lineares ativos muito especiais,
caracterizados no plano de velocidades corrente versus voltagem
como linhas verticais ou horizontais. Os demais resistores,
passivos ou ativos, serao tidos como formadores de forgas nao
conservativas. A mesma argumentacdaoc pode ser usada na
consideragao de fontes controladas associadas a forg¢as nao
conservativas. Consideremos, sé para ilustrar, o exemplo prédtico
conhecido da fonte controlada nao-linear da corrente de coletor
de um transistor bipolar {(Fig. 9.1) cuja poténcia B(V,Iz)ﬁv &
totalmente dissipada em calor. Podemos generalizar, atribuindo
comportamento semelhante para fontes controladas nao-lineares
quaisquer, que sao usualmente fungdes simultidneas de véirias

correntes e voltagens, portanto funcionaimente mais complicadas
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do transistor bipolar.

.'..
: </]\> BWI'Z) |1 Fig. 9.1 Circuito equivalente

do que os resistores. Tal como no caso dos resistores, a poténcia
desenvolvida através de uma fonte controlada pode ser positiva
ou negativa, isto &, passiva ou ativa, levando-nos a afastar a
idéia de tentar inclui-las na func8oc lagrangiana como associadas
a forgas conservativas ou forgas nao-energéticas.

Um ocutro enfoque que poderiamos tentar para os
resistores e fontes controladas ativas seria de os incluirmos
como parte da energia cinética, ja4 que sdo sempre fungdes de
velocidades. A exigéncia cldssica de que a energia cinética deve
ser obtida a partir de uma fung¢do guadratica das velocidades &
condicdo apenas suficiente para que um sistema seja conservativo.
No caso da teoria da relatividade de Einstein, por exemplo, a
energia cinética de um corpo livre é fun¢doc mais complicada da
velocidade e nem por isto o sistema deixa de ser conservativo,
Mas a energia cinética € uma modalidade de energia que armazena-
se no sistema, o que, claramente, nado é o caso das energias
desenvolvidas nos resistores e fontes controladas de que estamos

falando.

9.2.2 Redesenhando o circuito. Vamos agora estudar
o circuito esquematizado na Fig. 7.11, Cap. 7, do axdnio sob
grampeamento espacial. Por uma razao que ficard esclarecida
depois, achamos conveniente, antes de mais nada, transformar as

varidveis I e V segundo as equacgoes:
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vVi=v-v, (9.1)

onde IQ e VQ correspondem ao ponto de equilibrio do sistema
auténomo. Se considerarmos o sistema de duas varidveis dado pelas
Eq. (7.31) e (7.32) com z e h substituidos por { e n dados por
{7.35) e (7.36), obtemos IQe VQ como solugles de’:

[a(Vy, Iy -11®(V,) + [B(V,, I) +¥(V,) -11I,+I,=0

V- Ve-A(I,) =0 (o.2)

Para o caso de I,=0 obtemos Vh=0 e IQ=-6.91 uA/cmz. Usando as Egqg.
(9.1) nas Eq. (7.31) e (7.32) obtemos, apdés simples manipulacéao:

CV' = (&/-1) @+ B/ (I'+Ip) + (¥/-1) I'-g  (V/-V]) —g, (V- V})

LI'=v-N-v,

(9.3)

de VL’=Vf4%, Vk’zerQ, gQ=gﬂQ/K e &', a', B',¥y’, L’ e A’ sido
respectivamente as fungdes @, o, B, ¥, L e A com I e V
substituidos por I’+IQ e V’+Vq. O circuito eguivalente expresso
em termos das novas varidveis passa a ser o representado na Fig.
9.2 a), ou mais compactamente no diagrama da Fig. 9.2 b). A fonte
de corrente I, e a condutédncia g, na Fig. 9.2 b) foram
calculadas aplicando o teorema de Thevenin {165] aos ramos

passivos da Fig. 9.2 a). S&0 expressos porT:

go=9r+ 9y

Ia=gz,V;.+gQV£ ( )
9.4

3 0O sistema é autdnomo quando a corrente Is(t) injetada
externamente for constante. Se I_(t) for uma funcédo periddica o
cdlculo de I, e V, serd realizado excluinde a parte varidvel de
Is(t) mas congervagdo seu valor médio. Simbolizaremos por Tso valor
constante ou médicg de Is(t),
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Fig. 9.2 a) Circuito equivalente detalhado da membrana e b)
em forma mais compacta.

No estudo que faremos vamos primeiramente excluir a
presenca das forgas nao conservativas mas manteremos a presenca
da corrente eXterna Is(t). Assim, deduziremos a funcao
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lagrangiana para o circuito da Fig. 9.3 utilizando métodos
variacionais. Esta deducdo serd facilitada se usarmos o conceito
de co-energia (a co-energia magnética e a co-energia elétrica)
inventade por Millar [135}. Apenas para completamento da
exposig¢ao, vamos aqui relembrar este conceito, porém de forma

esquemdtica a partir de um exemplo da meclnica

Fig. 9.3

O O ¥ ]

9.2.3 O conceito de co-energia. Seja uma massa m a
velocidade v. A este movimento associamos o momento p. Na andlise
a seguir podemos considerar p como varidvel independente, e neste
caso v=v(p)=p/m; ou podemos considerar v <como variédvel
independente, tendo entdo p=p{v)=mv. A energia cinética adquirida

pela massa m as custas de uma forga f=dp/dt é

t t P
E=[fvdt'=[v- L q¢'= vdp/
{ l dt’ '£ (9.5)

O grafico da relagao entre p e v estd mostrada na Fig. 9.4, Desta

figura, definimos a co-energia como sendo a fungdo de estado
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Fig. 9.4

denominada potencial cinético [174] ou funcao lagrangiana, dada
por

v

L(v) = fp dv! = co-energia
N (9.6)
Vemos também na figura que a energia E & dada pela diferenca de

dreas:

E==;>V%-]&)dv
(9.7)
que estd de acordo com a expressac usada para definir a funcao
hamiltoniana pela transformacdo de Legendre:

-
ﬂf(p)—vav ¢ (9.8)

£ importante notar que a relagdoc (9.7) continua vadlida mesmo no
caso hipotético de uma relagdo biunivoca nao-linear entre p e v,

como indicado esquematicamente na Fig. 9.5.

T

Fig. 9.5

<
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Temos que:

v P pv
vfﬂpdv’+‘£vdp’=v[od(p’v’) =pV
(9.9)

ou

p v
E=fv¢ﬂ=prfde=pv—$
o v,
(9.10)
Notar que agora Ee®, ao contrario do caso linear.
Podemos agora estender este conceito para capacitores

e indutores. Em um indutor sujeito & corrente I e fluxo ¢,

consideremos a relacdo:
v=db
dt
(9.11)

Por simplicidade, vamos no gue segue omitir os limites de

integragao. A energia armazenada no indutor & dada por:
E=fIth=frﬂdt= I
grdt=[1ae
(9.12)
Um grédfico ilustrando uma relagao genérica entre ¢ e I esté

mostrado na Fig. 9.6. Definimos a co-energia como a fungao de

estado S[L dada por:

QL=I¢d1-
(9.13)
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Hi Fig. 9.6
1|
i

Temos portanto que:

_ . o
E-¢I-I$d1-17ﬁr- " (9.14)
Analogamente, para capacitores {Fig. 9.7), temos a relacgao:
- da
dt {9.15)
e a energia & dada por:
= = [v99 g4¢ =
E=[vrIde fvdtdt [vag (9.16)

—{ C Fig 9.7

Definimos a funcdo co-energia QC por:

&, = fqu
(9.17)

e Vemos que:

E=qV—fquE V%-S@c (9.18)
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9.2.4 Deducdo da fungao lagrangiana. Providos agora
deste simples e poderoso conceito de co-energia de Millar, vamos
deduzir a expressao da lagrangiana para o circuito diagramado
na Fig. 9.3 como sendo a soma de trés partes que denominaremos
21, 92 e 93. Consideremos inicialmente a funcéo 91 dada pela soma
de 2[‘ e QC Definamos as coordenadas q e q tais que:

t
&=V . q=[vdt+gl(t, (9.19)
tﬂ
t
G=I' = g=[T'dt+glt,) (9.20)
co

Em termos destas varidveis as equac¢des do circuito da Fig. 9.3

S40:

CyGy =~ + I,+ I (L)
(9.21)

Ll(dz) q'g=q1_vi’ (9.22)

O fluxo ¢(q) no indutor nédo-linear e carga q(d” no capacitor séo

dadas por (omitindo os limites de integracdo):

¢(q) = [2'(q,) dg,

(9.23)

q(q]_):Cyd; (9.24)

Entéao,
L =2+ L= [0(g,) da, + [atdy) dig, =

= e\ A &
= J[r) di + cug
(9.25)

A variacao de QI é:
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o,

o , o 329
) -8 e 84, +

8d,
2

8e, =

Mas 8q1=d8ql/dt e 842=d8q4/dt. portanto:

ot o,

osty d 331 1
3q, 5% * g, 8%~ , 00t 5g bl

d %, d 3521
g Y% arag,

Substituindo (9.27) na (9.26) obtemos:

3 +8q, d 94, 821]

dt 94, oqg,
d ag &1 d agl w
* 8¢, [-353g ~3q, | " dc L ag 0% 3g, 8%)

Integrando entre t1 e t2 e considerando que nos

deslocamentos SqI e qu anulam-se, temos:

&
o2, oL
de {8, +8q, -4 o1 _ 51
£ Ledal g 3g g *
+ 8q, 1 d agl-uggl]}==a

Mas, pelas Eq. (9.21), (9.22) e (9.25):

d o _
dt «‘-k;r:lL B ;:11 =Cydy=-dy + I, +1,(t)

d GEQ _ aﬁ& =7/ = —
dt d4, 9g, =L(d) & =i~ Vi

Portanto podemos escrever a Eq. (9.29) como:
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(9.27)

(9.28)

extremos oOS

(9.29)

(9.30)

(9.31)



&
[deldg, +8q, [-g,+ T+ 1,(£) 1 +8; [, - Val}
&
(9.32)

Consideremos agora a funcdo

L=-aqq
{(9.33)
Aplicando uma variagdo a Qze procedendo como fizemos acima com

a funcgao QP obtemos:

&

d o, o4, d o, o, .,
!dt{6222+6q1[dt 3 aq1]+aqz[dt % a%]}-o
. (9.34)
Mas
_‘iﬁ-%=q
dt d4, Odqg, 2 (9.35)
i%-%=-q
dt aq-z aqz 1 (9.36)
Portanto a Eq. (9.34) fica:
LY
Idt{591+<j'25q2—q15q2}=0 (9.37)
=Y
Consideremos, finalmente, a funcédo:
2, =(I,+I,) q - Vxa, (9.38)
£t fd4cil ver gue:
08, =(1,+1I,)dq, -V dq, (9.39)

€ podemos escrever.:
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£
fdt{593—~(IO+IS)5q1+VK6qz}=o (9.40)
=

Somando as expressoes (9.32), (9.37) e (9.40) obtemos:

t; £y
[dr (o, + b, +8s8,) = [ded (2, + b, + ) =0
L, ty

(9.41)
Concluimos assim que a lagrangiana 9 dada por
) [l PR
D=ob+,+9, = [[L/(g) dgf + ¢, +
(9.42)
-~ gyt (Io""ra) q:l.-V;(qz

satisfaz o principio da acao minima de Hamilton4, implicando as

equagOes de Euler-Lagrange:

d o o _

dt o4, Oqg, (9.43)
do & _,

dt dq, dq, (9.44)

comprovando que o circuito da Fig. 9.3 consiste em um sistema
conservativo,

A energia deste sistema é dada por:

c, .
E=Y g, O _p. Sy +fq2L!(qz) da, - (I,+I,) g +Vkia,
0 2 (9.45)

onde a integral dupla foi eliminada via integrac¢ao por partes.
Podemos imaginar a aplicacao de um degrau de corrente de
amplitude fstal gue inicialmente cause um transiente no circuito

da Fig. 9.3 e apés algum tempo a rede entre em equilibrio, talvez

YA acao & definida pela integral S=j2(q,q,t)dt e o principio
de Hamilton é escrito como 8§S=8[%(q,q,t)dt=0 [166].
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num estado de oscilagdo. Consideremos o caso mais simples de
IS=O. A corrente qz no indutor serd igual a Iu e a voltagem q seré
igual a VK’. A energia neste estado de equilibrio, dada por
{(9.45), pode ser escrita como:

Cy

E=—

2 i f =
V_; + [fq.aL (d—z) dqg]ﬁ-l'o constante (9.46)

pois a soma —qu1-+ Vk'q2=—lojvx’dt + Vk’rodt = 0. Interpretando a
expressao da energia da Egq. {(9.46) como andloga & da energia
cinética da Mec&nica, sendo ela constante podemos entender a rede
em equilibrio como andlogo ao estado de movimento uniforme. Nao
podemos entretanto completar a qualificacdo como retilineo porque
€ necessério realizar um exame mais detido da funcao lagrangiana,

de cujo aspecto podemos identificar os seguintes termos:

Energia cinética T=C,df + f f L'dg}

Energia potencial U=Viq, - (I,+I,) q,

Termo giroscépico = - q, 4,
(9.47)

Esta identificagdo de termos também nao & suficiente para
estabelecer com certeza o movimento mecdnico andlogo, e o exame
mais adequado terd que ser protelado até as se¢Oes seguintes. Por
enquanto podemos fazer alguns comentdrios. 0 termo giroscdodpico
—qiql, como vimos, desaparece da expressao da energia E. Termos
deste tipo costumam surgir em Mecanica associados a
transformagdes de coordenadass em gque & varidvel tempo aparece
explicitamente [164], fazendo parte da energia cinética do
sistema.

Teremos oportunidade de constatar isto no
desenvolvimento tedérico gque faremos na Se¢. 9.3. Outro aspecto
formal que convém chamar a atenc8o aqui é o carédter anti-
simétrico da matriz que multiplica o vetor (ql, QﬂT nas Eq.
{9.21) e (9.22), isto é&:
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(9.48)

Esta anti-simetria € observada em todos os sistemas giroscépicos,
mesmo tridimensionais, como por exemplo nas equagdes do péndulo
de Focault, e indica conservagao de energia. Quando os termos
diagonais ndo sido nulos ou a anti-simetria é perturbada pela
presenga de termos simétricos, ocorre dissipagao de energia
[167]. O nome giroscdpico sugere a presenga de movimento
giratério, e a nédo realizagdo de trabalho deve-se ao fato de a
forca associada ao termo giroscdépico deslocar-se
perpendicularmente 4 trajetdéria do movimento, como no caso da
forca de Coriolis. Nem sempre, porém, o termo é relacionado com
a energia cinética. J4 citamos na subsegao 9.2.1 o exemplo
clédssico de uma particula carregada eletricamente movimentando-se
sob a acdo de um campo eletromagnético, em que héd uma energia
potencial dependente da velocidade e apesar disto a energia do
sistema, se isolado, conserva-se [164]. A analogia de tal sistema
eletromagnético com as equa¢des da membrana serdé examinada
depois, mas tem a ver com o aspecto formal da expressao que
deduziremos agora, para mostrar o cardter nao energético do termo
giroscépico. para englobar certa generalidade, seja um vetor
gualquer G(q,t) e definamos o termo giroscépico pelo produto
escalér 4-G. A lagrangiana de um sistema giroscépico pode entido

ser escrita como:

L=T-U+g0(q, t)
(9.49)
Em notag¢io vetorial o movimento pode ser descrito, compactamente,

pela equacgido:

dag ag_o

dt o¢ og

{(9.50)

Destaquemos, desta equagdo, para exame mais detido, a parcela
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correspondente ao termo giroscdépico de €. Temos® :

d_a 3 4. 4G _
5 40 oo 52 -viea

dt
(9.51)
Podemos fazer uso das seguintes identidades vetoriais:
da _ 2
gt = VI8 5
Viga) = (¢V) G+ dxVx@
(9.52)
e assim o segundo membro da Eq. (9.51) fica:
de _ 00 _
dt viga - ot V%@
{(9.53)

Nesta equacdo o termo 4xVxG tem a forma do que em Mecénica

denomina-se forga giroscépica. E evidente gue a direcéao desta

forga & perpendicular 4 diregao da velocidade §, que por sua vez
é tangente & trajetéria no plano 99 {(Fig. 9.8). Portanto o
trabalho realizado por esta forga é nulo:

f(dexG) dg=0 (9.54)

Fig. 9.8

N

Qz

Concluimos entdo que o termo giroscépico poderd contribuir para

a energia do sistema apenas guando o vetor G depender

§ Os simbolos d/9q e V indicam o operador gradiente em relacao
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explicitamente do tempo. No sistema que estamos considerando,

porém,

é=(0,-q,) (9.55)

portanto 8G/dt=0.
Como observacgdo final sobre as propriedades do termo
giroscépico, podemos destacar que a exXpressio —d2q1 pode ser

substituida na lagrangiana por qlqr De fato,

. d
'dzq1=qzq1"'a'£(q1qz) (9.56)

mas ao substituirmos em @ a derivada total desaparece no cdlculo
da variacdo da acéo Sdet, dai podermos descartéd-la da

lagrangiana.

9.2.5 Forcas nao conservativas. Vamos agora considerar
o circuito completo acrescentando & rede (conservativa, a menos
de Is(t)) da Fig. 9.3 as forgas ndo conservativas, independentes
do tempo, constituidas pelos resistores nado-lineares e fontes
controladas, conforme mostrado na Fig. 9.2 b}). A lagrangiana do
sistema continua sendo a dada pela Eg. (9.42) mas a variacao 5¢

nos leva a

&,
fdt{bshbql(gzﬁ-ﬁ) +3g (LB _H,y_,
ty

og, dqg, dt 94, Odg, (9.57)
com
d & o _ s
dt aql = aql ""Ql(qilqz) (958)
d o o _
dt 34, dg, =0 (&1 ) (9.59)

onde as forgas ndo conservativas sao dadas por:

0= (a/-1) &'+ (P'+y) &, +P' I,~g,4,
(9.60)
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0, =-A ' (9.61)

A energia do sistema nao conservativo com corrente externa € dado
ainda pela Egq. (9.45). A membrana em repouso corresponde a
g=v’=0. Portanto a energia cinética nestas condigdes é nula e o
termo adicional de energia tem um valor constante que depende
do estado passado do sistema. Consideremos nulo este termo para

podermos afirmar que:

Em estado de repouso continuado, a energia do sistema

€ nula.

A luz desta afirmacdo fica esclarecida agora a razéo
de havermos realizado a transformacido das varidveis I e V em I’
e V’, respectivamente, nos levando 4s alterac¢des na representacio
do circuito equivalente, mostradas na Fig. 9.2. Ou seja, nosso
objetivo era utilizar variaveis tais que a rede em equilibrio no
repouso permaneca imével no espaco de estados, evitando a objecdo
levantada por A. Szatrokowiski [158] em sua contestacao ao

sistema de coordenadas de Chua-McPherson [131], aqui utilizado.

9.2.6 Variacao da energia. A derivada total da funcgao

?, em relagdo ao tempo, é dada por:

2
i L Hyy-gq L H_H,  H

3d, dt 94, 04 ot (9.62)

Reagrupando, obtemos:

d v ., o - d o _ax, o
Etgqi 2)=Y g, ) -5

9d; E =t dt d9g; dq; (9.63)
Usando as Eq. (9.45), (9.58) e (9.59):
dE
E=d’101*dzoz'% (9.64)

onde
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'%%=q1'fs (9.65)

Da Eq. (9.64) podemos distinguir os seguintes casos.
Se nos referirmos a0 circuito da Fig. 9.3, em que as forcas Ql

e Q2 sao nulas, entdo a energia do sistema serd constante se a

corrente injetada for constante (sistema esclerdnomoc). Quando
Is(t) varia no tempo (sistema rednomo) a variagdo da energia no

intervalo de tempo A’c:tz—t1 é dada por:

£ &
&
(X o -2, =85=- [ ac=-[q,(e) 1,(e) dt
g &
(9.66)

Para um entendimento da Eq. (9.66) num contexto mais amplo, ver
Lanczos [168].

A Eq. (9.64) permite calcular a poténcia instantédnea
dE/dt absorvida ou liberada pela membrana, sob grampeamento
espacial, durante a passagem de potenciais de acdao. Como nido hi
restrigdo da forme de Is(t) para a validade desta equacao,
acreditamos que ela venha a constituir-se em instrumento ttil no
estudo da troca de energia para interpretacdo do metabolismo e
no estudo de espectro da poténcia sob regime de excitacgao
periddica. A forma desse espectro geralmente ¢é 1til na
identificacao de processos cadticos [121, 1691, e indicaremos no
Cap. 10 gue a geracgdo cabtica de impulsos aparentemente ocorre,
sob certas condig¢des, no circuito eletrdnico andlogo ao do
diagrama da Fig. 9.2, montado em nosso laborétério. Nos
limitaremos neste trabalho a mostrar esta evidéncia experimental
no Cap. 10 e & elaboracdo da base tedrica em andamento mno
presente capitulo, transferindo para outra ocasidao um possivel
aprofundamento na andlise matemdtica dos espectros. 0 que iremos
fazer aqui serd apresentar, em forma grdfica, o resultado do
cdlculo da poténcia e da energia em trdnsito durante um potencial
de ag¢do de membrana, Indicaremos depois um encaminhamento para
estudo de estabilidade aproveitando a Eg. (9.64) na formalidade

do método direto de Liapunov.
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9.2.7 A questao da troca de calor. A Fig. 9.9 mostra
um potencial de acdao de membrana obtido por choque de 20 nC/cm2
sobre o circuito da Fig. 9.2, e a correspondente poténcia
instanténea calculada pela Eq. (9.64). A Fig. 9.10 mostra esta
mesma poténcia instantdnea porém destrinchada em vAarias
componentes cujas origens podem ser fisicamente identificadas
observando o circuito equivalente. A Fig. 9.11 mostra a energia
total dada pela Eq. (9.45) e suas componentes absorvida e
liberada. O cdlculo destas componentes pode ser feito pela
integracao das componentes positiva e negativa da poténcia.
Célculos andlogos podem ser aplicados a potenciais de acdo de
propagacao. Neste caso deveremos considerar o circuito da secido
elementar (Fig. 7.12) e escrever a densidade de lagrangiana, cuja
expressdao tem a mesma forma da Eq. (9.42), mas com 9 e q;, €
cada um dos vdrios pardmetros, agora funcdoes também da distdncia
L. ql e q2 devem ser substituidos por derivadas parciais em
relacdo ao tempo. As forcas generalizadas passam também a ser
densidades de forca, com expressdes da mesma forma das Eg. (9.60)
e {9.61), porém acrescentando a Q o termo de difusdo. E claro
que para a solucao de impulso propagando-se a uma velocidade
constante num axdnio uniforme, isto &, de pardmetros fixos, a
derivada parcial em relagdo a 0 passa a ser derivada ordinéria
em relagao ao tempo. As expressOes para cédlculo da energia e
poténcia tém também a mesma forma das Eq. (9.54) e (9.64).

Desde a década de 1920 tem sido observada na membrana
do nervo a produgdo e absorgido de calor durante cada impulso,
fenGmeno este que tem resistido a explicagdes tedricas. Sabe-se
que o calor gerado inicialmente ¢ rapidamente reabsovido, como
mostram as curvas de variacdo de temperatura registradas por
Howarth et al. [161, 162]. Uma das teorias existentes propde a
hip6tese de aquecimento por efeito Joule causado pela corrente
de descarga do capacitor durante a despolarizacéo, sendo que na
repolarizagiao haveria absorgido de energia térmica. Entretanto,
as experiéncias indicam que o calor liberado é cerca de duas
vezes superior 4 variacac de energia do capacitor.

Na Fig. 9.12 a) a curva 1 € a mesma energia E(t) da
Fig.9.10 associada ao potencial de ag¢do de membrana. Esta curva

indica gue as forgas generalizadas Q1 e Q2 injetam energia que
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fica armazenada durante o transcorrer das fases ascendente e
descendente do potencial de agdo, sendo depois reduzido o nivel
para um valor negativo pela agao do dltimo termo da Eq. (9.60).
Neste contexto, uma tentativa de adaptacao da acima mencionada
teoria do capacitor poderia ser feita incluindo a energia do
indutor e supondo que a extracdo de energia devida ao referido
termo da Eq. (9.64) ndo represente efeito Joule e sim outro tipo
de perda na realizacdo de trabalho nos poros passivos, isto é,
permanentemente abertos associados a g € g- Ignorando a
influéncia daquele termo o cdlculo da energia resulta na curva
2 da Fig. 9.11 a). O pico da energia equivale aoc dobro da
variagdo de energia do capacitor, portanto de acordo com
observacdes experimentais relativas ao calor. Esta coincidéncia
gquantitativa sugere que um exame mais aprofundado seja realizado
para tentar estabelecer conceitualmente a conexao entre a energia
e o calor absorvidos e liberados. Um entendimento qualitativo
pode ser encaminhado se considerarmos que o trabalho das forgas
generalizadas envolve o controle dos fluxos dos ions de sédio e
de potdssio através da membrana, e que este controle traduz-se,
essencialmente, na abertura e fechamento de canais. Tomando por
base o modelo de dipolos de Wei [163], o processo de abertura
ocorre com liberagdo de calor para a membrana devido & transicao
de estados de dipolos, gque mudam de direcao. Neste sentido &
curioso notar que a forma do grafico da energia tal como na curva
2 da Fig. 9.12 a) parece guardar uma correspondéncia com as
curvas de condutédncia de sddio e de potdssio mostradas na Fig.
9.12 b}). Supondo que o calor seja proporcional ao nidmerc de
canais abertos, portanto a4s condutdncias instantdneas, e que as
energias de salto dos dipolos sejam diferentes conforme o canal
seja de sédio ou de potassio, podemos adotar constantes de
proporcionalidade convenientes e obter curva como a indicada na
Fig. 9.12 b), que é simultdnea e de forma semelhante & curva 2
da Fig. 9.12 a).
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9.2.8 Estabilidade. Podemos estudar a estabilidade do
ponto quiescente do circuito da Fig. 9.2 pelo método direto de
Liapunov [152]. Consideremos as varidveis dis Gy q]e Q2 numa
regido contendo a origem. O método consiste em estabelecer para
esta regiao uma funcéo P(ql,qz,ql,qz) positiva definida e estudar
sua variagdo dP/dt. Pelo teorema de Liapunov {[152] temos as
seguintes possibilidades relativamente ao ponto de equilibrio do

sistema na referida regiao:

P<0 -~ equilfbrio estével
P<0 - assintoticamente estédvel (9.67)
BF>0 -~ instédvel

Na teoria da estabilidade devemos distinguir a estabilidade local
da estabilidade global. Se um sistema é globalmente estédvel
significa que voltard sempre ao equilibrio independentemente do
nimero e natureza dos pontos criticos. Em compensagao, O
comportamento da funcdo P de Liapunov ¢é mais fortemente
condicionado. Por outro lado, no estudoe da estabilidade local
leva-se em conta apenas uma regido ndo necessariamente ampla ao
redor da origem, a qual & o ponto singular sob andlise. Outra
observacao a fazer é que a funcdo P pode conter uma dependéncia
explicita do tempo t, e neste caso o teste da estabilidade
assintdética exige que encontremos uma fungfo positiva definida
W(qlﬂ%,qi,qz) (isto é, independente explicitamente de t) tal que
satisfaca & condicao:
P < W

(9.68)
A expressao da energia na Eq. (9.45) pode ajudar como ponto de
partida para, mediante modificag¢Gées apropriadas, construir uma
fungao de Liapunov. Como as equacgdes de estado do circuito em
consideracdo independem das coordenadas q, € q,, as condigoes do
teorema podem restringir-se ao subespago das velocidades. Uma

primeira tentativa consiste em escrever P como:

P=P1=%CHQ12+I%LI(¢2) dg, (9.69)

P=0 na origem, a qual é um ponto singular pois por definicao
I’=0 e V’=0 nos valores de equilibrio I=IQ & V=Vq. Comparando a
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Eq. (9.70) com a Eq. (9.45), a expressdo de P pode ser posta na

forma:

P,=E-Viq,+ (I,+I)) q,

{9.70)
Usando a Eq. (9.64), escrevemos:
Bi=sE-Vidy+ (I ,+I,)d; =
=d.1(01+1-°+1?g)+q3(0-2-v{() (9.71)

Entretanto, P, nac é uma fungdo de Liapunov por exemplo para

T;:o, como esperarfamos. A solugdo dPt/dt=0 ¢ dada pela linha

tracejada na Fig. 9.13 a). A seguinte forma modificada mostra-se
adequada:

P=P, + 0.75 g2

* (9.72)

cuja derivada fica dada por (para TS=0):

P=—1.5<i142+‘h (Qz"Vé) +2'5q1(q1+1-°) (9.73)

A Fig. 9.13 a) mostra o dominio de atracao, cuja fronteira é
indicada pela linha cheia. Eventualmente um aperfeicoamento da
fungdo P poderd estender o dominio. Uma dificuldade guanto a isto
reside no fato de o sistema possuir limiar de disparc. O limiar
situa-se na regido excluida do dominio de atracao nestas figuras.
A Fig. 9.13 b) mostra a curva completa no plano. Esta figura d4
indicagGes sobre o comportamento global do sistema em relacdo ao
ponto de eguilibrio.

Podemos usar expressOes como estas para determinar o
intervalo de valores de Ts para o0s guais o©0 sistema &
assintoticamente estédvel, lembrando porém que para cada % alguns
pardmetros da Eq, (9.73) precisam ser alerados, conforme vimos
na Seg. 9.2.2, Se aplicarmos o teorema de Hopf sobre o sistema
de duas wvaridveis com Ts como pardmetro de bifurcagao seré
possivel calcular o valor critico de Is’ a partir do gual ha o
estabelecimento de ciclos limites para o sistema [119]. Seria
interessante ftentar realizar a investigacdo desta propriedade
diretamente com as Eq. (9.71) e (9.73), eventualmente com
modificagdes. Este estudo da variagdao de Ts assim como do efeito

de Is(t) periédico ndc ser& realizado aqui.
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9.2.9 A hamiltoniana. A formulacgido hamiltoniana
consiste na construcdo da funcéao 3ﬂq4,qpxh,pﬂ a partir da
lagrangiana g(qlﬂh,qlﬂh) por meio da transformag¢ao de Legendre.
As velocidades qle q2 devem ser substituidas pelos momentos P e
P; definidos por [166]:

2, . &
g, ’ 2 g, (9.74)

DPy=

Com € dado pela Egq. (9.42) temos:

Py = Cudy (9.75)

Aldy) +19
p=tAN(d,) -g +tate ¢  +C (9.76)

onde a constante C pode ser determinada impondo gue no repouso
a energia cinética seja nula (ver Seg¢. 9.2.5). A Eq. (9.76) nao
pode ser invertida, e temos assim qz dado come uma funcao
implicita do argumento pPytq . Se quizermos trabalhar com uma
fungdo explicita aproximada podemos trabalhar com alguma funcao
ajustada & forma gr4dfica da equagdo. Outra opgdo & ignorar, sem
muito prejuizo, o termo de corregido o utilizado para as curvas
de grampeamento no Cap. 7, Egq. (5.28). Como conseqiiéncia o
pendiltimo termo da Eq. (9.76) desaparece €, com o auxilio da Eq.

(7.5), poderemos escrever:

b,
4 = re (9.77)
K
a,=TI,+
il -2.5+explo.4 sinhlo.oszs(svn‘f-"_}?&.) -cls0.81
1+e (9.78)

Vamos simbolizar a equagdo de q2 da Eq. {(9.78) (ou qualquer outra
inversa aproximada da Eq. (9.76)) através da notacgao Qf(q2+p”,
que significa que qz é¢ uma func¢ao composta da funcéo 1ﬁ+qﬁ. A

hamiltoniana fica entao dada por:

6Por exemplo, flg(x)] pode ser simbolizada por feg(x),
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H=-p ¢ +p,d,-<L = %— +p, 0D, +q) -9 (q,.q,, By
M

Cu

1 &0 Dy +ay) )

(9.79)

onde, eliminando a integral dupla via integra¢do por partes:

_ b
€= 2C,

+(py+q,) g °(p+q) ~f¢=°(pa+q1) d{p,+q) +

- gy &o(p+ay) + (I,+1,) @, - Vi g, (9.80)

Assim,

2

fl{: Zpéu +fqlg°(pg+q1) d(pg"'ql) - (I°+Ia) q1+V;ZQ2

{(9.81)

A transformac¢do acima efetuada é reversivel, podendo-se partir
da funcao !H(ql,qz,pl,pz,t) e obter ¥(q,9y,4,,4,,t) através de
procedimento andlogo.

As equagOdes de movimento obtidas de ¥ sao as equacgdes
de primeira ordem de Hamilton:

lh=“‘j§§'*gﬁ
{9.82)
-_ 0K
ﬁz‘ 8q2+02

onde Qe Q sdo as forgas identificadas nas Eq. {(9.60) e (9.61),

mas agora expressas em termos das novas coordenadas:

O =(a/-1) @'+ (B/+¥') d,o(D,+q;) +B’Io—%91 (9.83)
M

0,=-NIg,e(p,+q;)]

(9.84)

onde os argumentos de o’, ®’, B’ e ¥’ sao alterados de acordo

com as Eq. (9.77) e (9.78).A derivada total de ¥ em relacdo ao
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tempo é:

%=E[%dﬂ%ﬁi *%‘
=E[%g+g -%":wi)] i
(9,85)
ou seja:
%=91%+92%+% (9.86)

Identificando a funcdo M com a energia E do sistema, a Eq. (9.86)

equivale 4 Eq. (9.64), em termos das variiveis 45 9y Py e Py.

9.2.10 Outras indicagdes para o estudo da estabilidade.
Uma nocdo diferente da estabilidade da rede da Fig. 9.2 a partir
da formulagdo hamiltoniana pode ser elaborada. Este tema foi em
parte explorado em 1979 por Gruszczynski e Szatkowski [170], em
conseqiiéncia da publicagdo entdo recente da teoria de Chua-
McPherson [131]. Consideremos o espago de fase das coordenadas
q; e momentos p; e abordemos o© problema da estabilidade
intuitivamente como a variacdao no tempo de um volume, neste
espago, contendo um conjunto de solug¢des. Para o caso de um
sistema hamiltoniano conservativo é bem conhecido o teorema de
Liouville [168, 171] que mostra a conservagao do volume a
despeito de deformagdes no decorrer do fluxo dos pontos ao longo
das trajetérias. A importdncia do teorema estd na identificacgado
dessa nova quantidade invariante nos sistemas conservativos,
visualizando o conjunto de pontos no espago de fase como anédlogo
a um liquido incompressivel. Todavia, em sistemas nao
conservativos o "liquido" poderd comprimir-se ou expandir-se.
Seja o espago de fase tetradimensional do nosso
circuito da membrana, isto é, com as varidveis Qs dys P; © Py
Consideremos, no instante to’ uma regiao Dudesse espag¢o, ocupado
por um conjunto de diferentes valores iniciais qf, qf, pf, pf.
Com o passar do tempo as solucdOes descrevem trajetérias que niao
gse cruzam, como linhas de fluxo em um liquido tetradimensional,

e no instante t a regido D, fard corresponder uma regiio D; com
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as  solugdes  qq(t,a,°,q,°p° 9%, q(t,qqpp,"),
pi(t,a, a9 s0), py(t,a,%a°%p°%p°), cujo volume é dado por

Vt=qu1dq2dp1dp2 (9.87)
o

Definindo a matriz jacobiana [171] da transformacao de varidveis
como a matriz
J= d ‘qil qz:pj_tpz)
a (QIOJ on: p:l,ol on)

{9.88)

temos:

v, = [ 17l da,°da;dp,"dps”
nﬂ

onde }J| indica o médulo do determinante de J, portanto |J}=20.
No caso de sistema conservativo, |J|=1 e o volume conserva-se
(como afirma o teorema de Liouville). Para estudar o caso mais

geral temos que calcular a taxa

dV!: _ dIJI o o o (-]
ae - [ “de dal da’ dps ap;
° (9.89)

Utilizando a regra de diferenciacao de determinantes [164], é

fdcil verificar gue:

e A . 94
dt 'det (9.90)

onde u=[q1,q2-pl,p2]T e v=[a/aq1,a/aqz,a/apl,a/apzl. Portanto,

dv,

=& = [191v-28 da.° dg® ap° dey’
Do (9.91)

Desta equacgao concluimos (ver Minorsky [172], pdg. 58) que o
volume ocupado pela quantidade do "liquido"” no espago de fase na
regiao Dt serd constante, ou divergir4, ou colapsaréd para volume
nulo, dependendo do comportamento, isto é, do sinal
(respectivamente nulo, positivo ou negativo) de V-du/dt. Temos,

usando as equacOes candnicas de ¥ (Eg. (9.74)):
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v.du_0d o4 dp, o,

dt = 3q,  3a, b, oo,
0 (83-[) +_0 (- oH
aqz a.pz ap1 aql

oH
dp,

Ko,
aq,

(9.92)

_ @
_.sa;( ) +

+Ql)+‘5:'g"2'(_ +Qg)

Portanto:

da 00, 00
vdt ap1+apz (9.93)

Usando as seguintes notagdes:

(2, 2
dp, ~ Op,

=00 ., 0,17
q=[q1l'Q2]T

V=

1

p=Ilp ., P17

o divergente da Egq. (9.93) pode ser escrito como:

V== d" =V R(a,p) (9.94)

Portanto podemos saber se o fluxo Dfﬂ% expande-~se ou contrai-se
ao longo do tempo através do cédlculo das derivadas parciais da
forga Q em relacdo aos momentos py e p, apenas. Para o circuito

da Fig. 9.2, com Is(t) constante, o divergente V%-Q fica dado
por:

do’ 8«
V0= == = (a/-1 @ —
Q= apz (e )dp1+
9B/ _th_ . 2&’-& N
(al=1+cilp:l’d2 (p’+q1)+'r"apl Cy 0D,

(9.95)
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9.3 Desenvolvimento de modelo mecdnico andlogo.

9.3.1 Equacdoes do sistema mecinico. Um sistema
mecinico que tomaremos como matematicamente equivalente ao modelc
do ax6nio estd indicado na Fig. 9.14, onde uma massa pontual m,
presa a uma mola, move-se sobre uma superficie plana girante. A
outra extremidade da mola estAd ligada ao ponto P, que &€ fixo na
superficie e situa-se & distdncia R do centro de rtrotacdo 0. A
velocidade angular @ é constante. A mola tem comprimento de
repouso nulo e constante eldstica k. A superficie de apoio
interage com o ponto-massa m de modo complexo, exercendo,
analogamente a certas forgas de atrito, uma forca F’ dependente

da velocidade relativa entre a massa e o plano. Esta forga esté

Fig. 9.14 Modelo mecd-
nico para as equacées
da membrana. O ponto P
é fixo noc plano e O é

centro de rotacédo.

indicada no esquema da Fig. 9.15. Nesta figura estdo indicados

' e y' do sistema referencial

também oS eixos ortogonais X
inercial de origem no ponto 0. Adotaremos também um referencial
mével Xy que gira solidariamente com a superficie de apoio, ou

seja, '8 mesma velocidade angular .
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Fig. 9.15 Sistemas de referéncia: o sistema x’y’
é inercial e o sistem xy gira com & superficie de
apoico 4 mesma velocidade angular e.

A lagrangiana @’ do sistema & dada por

@=Zmd -2k (#-R)? = Zm2/i-Lhz/te kR - LKR'? (g )

onde r’ é o vetor posigdo de m no referencial inercial x’y'. O
vetor R* dd a posicdo de P em relacdo ao ponto O (7):
R=Ricos(wt+8)® +sin(wt+0) ]

(9.97)
onde &' e 9’ sdo vetores unitdrios e 8 representa uma defasagem
em relacdo & superficie girante. O termo kR’Z/Z na Eq. (9.96},
sendo fung¢do s6é6 do tempo, contribui apenas com uma parcela
constante no cédlculo da acdo S, ndo interferindo na expressao de
8 (ver [173]1, pég. 23) e portanto n#o precisa constar na
lagrangiana. Entdo podemos reescrever ¥’ como:

7Nesta secdo, ndo confundir as varidveis x e y com as dos
Capitulos 5 e 6.
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§’=%mt’z-%kr’2+kz’-z’ (9.98)
Todavia, as equacdes de movimento do modelo mecédnico sé seréo
formalmente equivalente &s equagdes do axdnio se considerarmos
0 sistema da Fig. 9.15 sob a perspectiva de um observador situado
no referencial nao-inercial xy. Para ele, a lagrangiana

apresenta—-se como:

2=%m(f+wxr)’-%kr’+kr’+k3'x (9.99)

onde Tt é 0o vetor posigdo de m no sistema Xy e @ é o vetor axial,
perpendicular ao plano, associado & velocidade angular o no

sentido anti-hordrio. O vetor R é constante, dado por:

R=R[cosOR+eindy] (9.100)

A obtencgdo da Eq. (9.99) a partir da Eq. (9.98) é feita usando

a transformagdo de coordenadas:

x=x'coswt+y’'sinwt

- — xlai /
y=-x'sinwt+y/coswt (9.101)

Derivando em relagdo ao tempo, obtemos:

X=Rcoswt+yP'sinet+ey

PEY 3, -
y=-R'sinet+ylcoswt-wt (9.102)

onde os termos envolvendo x’ e v’ em cada equagdo representam as

coordenadas de T referidas ao sistema xy. Usaremos,

correspondentemente, a notagdo ¢’ e podemos entdo escrever:

1y’

2 =f+roxP-oyf=F+0xrx
(9.103)

Como o valor absoluto de um vetor nao depende do sistema de

coordenadas utilizado, temos que:
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1’35 flz

Xy
f’z

r?
(9.104)

Além disto, ¢é simples verificar que, para R’ e R dados
respectivamente pelas Egq. (9.97) e (9.100), vale a relacao:

Rlr'=Rx (9.105)

e fica assim demonstrada a Eq. {(9.99). Em notacio vetorial, a
equacao de movimento pode ser escrita como:

d od o
G 37 axr T (9.106)

Estes resultados serdo utilizados e interpretados na
subsecdo a seguir. Para uma equivalé&ncia mais completa com as
equagdes da membrana, poderemos acrescentar a4 lagrangiana a
contribuigcéoc de um potencial dependente da velocidade. Isto seréa

considerado na Subsecgdo 9.3.4,.

9.3.2 Consideracoes sobre a indutdncia. A conexdo do
modelo da membrana com o sistema mecadnico apresentado acima seréd
desenvolvido em duas etapas. Desde logo podemos afirmar que o
detalhe matemético que complica esta conexdc € a ndo-linearidade
da indutédncia L’. Vamos entao, baseados no aspecto da Fig. 9.16,

reescrever a expressdao de L' como:

LIy =L, +AL(I") (9.107

onde o primeiro termo € wuma constante e o segundo termo
corresponde a uma modulacao da indutéincia, conforme mostra a Fig.
9.17. Entdo a primeira etapa acima referida consiste em adotar

o valor

L{x"y =L! { aproximadamente ) _
(9.108)

e a outra etapa desta teoria tratard de estender conceitualmente
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o resultado estabelecido com a indutdncia constante., Veremos nas
Sec. 9.3.4 e 9.3.5 que o modelo exato pode ser elaborado mediante

duas abordagens alternativas.

-

!

=] Fig. 9.16 Grdfico
Vel
N de L’°(I’) utilizando
£ . )
?d Informagoes do Cap. 7.
Lo

[=]
:__[ f

o |’O

o

™

S

(=)

Q

100 200 300 400 500 600 700

— 1" (uUA/ecm2)

Fig. 9.17 Grédfico
da modulagcdo AL°.
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9.3.3 A aproximagao L’%Lo nao interfere demasiado nas
propriedades do modelo relativamente ao cdlculo de potenciais de
acdao, a menos de uma reducdo do retarde inicial e certa

L . A Fig. 9.18 mostra o tragado de

deformag¢do nas formas de onda
Vv(t) correspondente a potencial de agdo calculado com o modelo
de circuito desenvolvido no Cap. 8, mas tomando L’ constante

(L=L"=0.4).

1103 L=04 H-cm2

332 8

ARRERI RN AR RIRION) CRT A RN IR A AR TRARRARU PRATUFOUNANT Y]

i
Socoa8d8

T

ALl

0
(=]

LI L L L L I B T L L O L L DL O DO A 2 O 3 2w D S 2N R N N N R DN N B N BN DN BN B L BN N BN N BN BN AN AN RN 3
3
t (ms)
Fig. 9.18 Tracado de V(t) com L=constante (L’=L" =0.4 H-
cm, ).
7)

Definamos uma gquantidade K; como:

— metro
'E-l =1 milivelt - milissegundo (9.109)
e sejam as variaveis x ¢ y dadas por:

/
o

X= q » y: q J—
ad % Cy (9.110)

onde q; e q, estdo definidas nas Eq. (9.19) e (9.20). E simples

verificar que x e ¥y tém dimensdao de distédncia, medida em metros.

' Uma segunda aproximacao seria acrescentar a Lu’ um termo da

forma A-exp(BI’).

299



Definamos também a fregiliéncia angular

@=—31
2yilc,

medida em radianos por segundo.

(9.111)

Podemos agora inverter as Eq.

da membrana, apresentadas na Secg.
mecédnicas.

{9.58) e (9.59) do modelo

9.2.5, em termos das varidveis

Assim, (9.108):

usando & Eq.

Cutdy =—dp+I,+ O (9.112)

Ll =¢ -Vi+ 0, (9.113)
Multiplicando e dividindo o primeiro membro da Eq. (9.112) por
Kl e o

segundo membro por KIJ(LO'/CH), e procedendo de modo

inverso na Eq. (9,113), obtemos:

A
c, ‘K.I.\"F"(—qz"'rs"'gl)
EIQCL:
Ll
PR (9.114)
Cx

7 K
Lo (9.115)
Cy
Utilizando as relagdes (9.100) chegamos a:
_ 1 i
X= [-¥y+K l (I, +I,+0,)
JIicy u (9.116)
y=—L [x+K(-Vf+0,)]
LoCy (9.117)
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Multiplicando ambas as equagdes acima por uma massa m gualguer,
por exemplo de 1 kg, e usando a Eg. (9.111), obtemos:

mX=-2mey+a,+F, (9.118)

my=2mox+a,+F, (9.119)

onde:

ezx=mﬂ (I,+1,) =a,.(t)
CH

a

, = —2me K, Vg

-pn
Fx-mFMfg1

K (9.120)

As Eq. (9.118) e (9.119) acima constituem portanto a expressao
do modelo da membrana em termos das varidveis mecénicas X e ¥y,
cujo significado dinimico vamos visuvalizar & seguir:

A for¢a nado conservativa F={Fx, Fyﬁ pode ser
interpretada como uma forga de interacao entre um corpo de massa
m e o meio no qual esse corpo se movimenta. A expressao de F, em
nossolproblema, é uma funcio bastante complicada das componentes
%X e ¥ da velocidade do corpo. Interpretar fisicamente a natureza
do meio e da interacdo excede os dominios da Mecénica, como bem
argumenta Landau [166] ao comentar a consideracao de forgas de
atrito. Ocorre que algumas forcas origindrias de complexas
interacoes de natureza nao mecénica podem ser exXpressas em termos
das varidveis mecdnicas de posigi8o e velocidade. £ o caso, por
exemplo, de certos sistemas oscilatérios de pequena amplitude em
que a dissipagdo da energia por fricgdo pode ser traduzida
empiricamente em termos de uma forgca que ¢é funcdao s6 da
velocidade do corpo oscilante.

No presente estudo o corpo m movimenta-se num plano.
Tal como na Seg. 9.3.1, consideraremos este plano como uma
superficie rigida girando & velocidade @ em torno do ponto O.

Neste ponto O fixamos o sistema de coordenadas Xy que gira junto
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com o plano. Vamos imaginar que as constituigcdes fisicas desta
superficie plana girante e do corpo m sejam tais que ao entrarem
em contato surge a forga F, dependente s6 da velocidade relativa

entre ambos. O fato de F ser funcao nao-linear das componentes

dessa velocidade relativa indica que a natureza fisica da
interacdo apresenta propriedades anisotrépicas. Numa posterior
versao do modelo exato (na Se¢. 9.3.4) iremos, por conta dessa
anisotropia, atribuir & superficie do plano a existéncia de um
campo adicional de forgas na direcdo do eixo y, origindrio do
potencial escalar V(¥) devido & modulagao AL’ da indutédncia. Este
campo seréd ignorado nesta primeira abordagem.
Uma observagao adicional que é importante salientar
diz respeito & consideragdo das varidveis abstratas z e h (ou w:
ver Sec¢.6.10). Se o presente modelo, cuja versao mais exata serd
vista nas Subseg¢. 9.3.4 e 9.3.5, quizermos enriquecer com o rigor
completo das quatro equagoes de Hodgkin-Huxley, basta substituir
as fungbes { e n respectivamente por z e h/ho(ou n+w no lugar
de m®). Como estas varidveis ndo entram na estrutura da
lagrangiana e s6 fazem parte da expressao de F, entenderemos que
a fricgdo entre as duas superficies produz atividades controladas
por estas duas varidveis de natureza desconhecida, que reagirao
em conjunto com as velocidades % e ¥ para a manifestacao da forga
F. Por outro lado, sabemos que as equacgdes diferenciais de z e
h (ou w) s8o descritas como fung¢Oes da voltagem e da corrente,
e portanto, nesta versao mecinica, funcgdes de % e 7.
O estado de repouso do nervo corresponde & situacao em
que a massa m, ao girar, permanece em repouso em relacio 3
superficie de apoio, no ponto P. Longe do repouso a forga
centrifuga sobre a massa é contrabalangada pela forga da mola,
cuja constante eldstica k deve ter um valor dado pela seguinte

eXpressao:

k=10 _

Para proporcionar a presenca dos termos a, e a, nas equacdes a

1 ¥
dist8ncia R deve ser dada por:
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2 12
ay+a L
R:E‘k Y =4K, L,,C,JV;,% é’u (I,+I,)2 (6.122)

Conforme foi detalhado na Subseg¢. 9.3.1, a lagrangiana do sistema
é dada pela Egq. (9.99), que pode ser apresentada na seguinte

forma desenvolvida:

@ = %mt‘+—%m (oxr)2+m2 (wxr) —%kr" +kRY
{(9.123)

onde, na expressdao de R dada pela Eq. (9.100), o &ngulo de

defasagem é dado por:

a v C
0=tan? Y =tan? (- ——% I—é;)
y otisy L, (9.124)

O diferencial de & é

df=m(F+oxr)dr+
+ [m(oxr) xo +mxw ~-kr+kR]-dr

(9.125)

e a equacgédo de movimento obtida da equagdo de Lagrange (9,106)

resulta em:

mE=2m¥xw +mox{rxw) -k{r-R) +F (9.126)

A notagdo vetorial! permite visualizar mais facilmente o aspecto

geométrico das forgcas e sua interpretacdo fisica. O primeiro
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termo do segundo membro da equagao acima denomina-se for¢a de
Coriolis, o segundo termo é a forga centrifuga e terceiro termo
é a forga eldstica da mola. A Fig. 9.19 ilustra a geometria desta
forgcas sobre a massa m. A projecao da forga eldstica na direcgdo
de r cancela a forga centrifuga, conforme jé foi mencionado. Em
termos das componentes nos eixos X e v, a Eq. (9.126) fica

exXpressa Como:

mE=-2mwy+kRcosb + F, (9.127)

my=2mwx+kRsin@+F, (9.128)

que sao idénticas 4s Eg. (9.118) e (9.119). e que comprova a

adeguabilidade da visualizacao mecdnica acima proposta.

Fig. 9.19

304



9.3.4 Modelo com L’ exato (I). No modelo descrito na
sec¢do precedente tomamos Lo’ como aproximacdo da indutancia L’.
Para levar em conta a expressao completa de L’ podemos abordar
o problema de duas maneiras. Uma delas é preservar a definigéo

(9.110) da varidvel x mas redefinir a varidvel y como:

K, /
y=—2 [ [JE(TH dI'dt
VCu 'gr (9.129)

donde

K,
y= —2 VET(Ih d1’
= |

M (9.130)

A Eq. (9.130), sendo L’ fungdo ndo-linear, precisa ser resolvida
numericamente. A fun¢do inversa poderd ser descrita graficamente
por uma curva gue tomaremos como uma fungaoc f(x}. Seja
considerada entdo como conhecida ¢ matematicamente manipulédvel

a relacdg biunivoca
I'=£() (9.131)

Escrevendo f{7) no lugar de I' no argumento da fungdo L’ obtemos

a induténcia LI(i):

L (y) =L/ £(p) (9.132)

bDefinimos entdo a velocidade

1

2/CuL, (7 (9.133)

@(y) =

Da Eq. (9.130) podemos agora escrever:

!
-k 1

26y »(y) (9.134)
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e dai a seguinte expressdo alternativa & Eq. (9.131):

2C .
I'=—Xla(y)dy
Klf (9.135)

Para obter as equag¢des de movimento podemos partir diretamente
das Eq. {(9.3) bastando substituir V' por i/Kp L’(I’) por Lﬂi)

e com I' dado pela Eq. (9.135). Obtemos, com a inclusido da massa

m:
m#=-2mfo () djr+% (I,+I,) +%o,(x.y)
my=2me(y) 2-2mK, Vo (¥) +2K, 0 () 0,4, ¥
(9.136)
Como
fo dr-0w y- [ yay
dy (9.137)

as Eq. (9.136) podem ser postas na seguinte forma semelhante &s
Eq. (9.118) e (9.119}):

mxX=-2mw (¥) y+a, (¥, t) +F, (%, ¥)
my =2mw (y) X+a,(y) +F (%, ¥)

(9.138)
onde
ax(.y.i t) =m% (Io+IB) +2mf%fdj]
a,(y) = -2mK, Vo (¥)
F, (. ) =m% 0, ()
- |
F (3, ¥) =2mK, o () 0, (2,5) (9.139)
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Na primeira das Eq. (9.139) podemos entender o termo em ¥ como
uma modulacdo da forgca de Coriolis, devido A4 variacidc da
velocidade angular. A forma da Eq. (9.138) é semelhante as Eq.
(9.127) e (9.128), portanto nac é dificil aceitar para esta
versao do modelo exato a mesma interpretacdo representada
graficamente na Fig. 9.15, sendo que agora devemos admitir
variagdoes associadas &s antes fixas quantidades @, 0 e |R|.
Entretanto, ao escrever a fung¢do lagrangiana deste sistema
levando em conta @(¥) e a partir dela deduzir a equacdo de
movimento usando a forma (9.106), surgirao viarias forcas somando-
se 4&s j& presente na Eg. (9.138), e gue portanto devem
desaparecer por cancelamento, o0 gque corresponde a identificar
novas forg¢as conservativas agindo sobre a massa m, derivadas de
campos descritos por potenciais escalares dependentes da
componente ¥ da velocidade. Nao iremos aqui desenvolver estes
detalhes, decorrentes de simples mas tediosa manipulagio
matemidtica. Em lugar disto, apresentaremos uma outra

possibilidade de formulagdao do modelo exato.

9.3.5 Modelo com L’ exato (II). A outra abordagem do
modelo exato consiste em manter as mesmas definigdes {9.110) das
varidveis x e y, e ter a voltagem criada através da indutdncia
AL’ (I’) meramente como correspondente a uma forga conservativa
gue devemos adicionar ao modelo da subsegao 9.3.3., A
simplificag¢do conceitual, decorrente desta nova abordagem, em
relagido & descrita na subsegidoc precedente, €& radical, pois no
lugar de véArios termos extras, apenas um serd crescentado &
lagrangiana da Eq. (9.99), ou (9.123).

Simbolizemos por g(y) & expressdo de AL’ (1’)/L;' obtida

por transformagdo de varidveis:
C
gly) == [ALle(y | —*_ )]
L, LiK? (9.140)

Nesta formulacdo mecdnica do modelo, convém imaginar a funcéao

g(x) como de origem desconhecida, dada pelo grafico da Fig. 9.20.

Definamos a energia potencial V(¥)} por:

307



Fig. 9.20

gly)
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v = g dyp? = vz
(9.141)

gue serd subtraida da lagrangiana {9.99), dando origem a forga

d ov -
—_—=-g(y) ¥y
dt o¢ (9.142)

que deve ser acrescentada ao segundo membro da Eq. (9.119).
Em suma, o modelo mecdnico exato para a membrans,

sugerido nesta subsecdo, traduz-se pela lagrangiana

_ 1 -Lrr(z- -
= Sm(2+oxr)? - —kr(r-2R) -V(2P) (9.143)

Este modelo pode, obviamente, ser representado pela mesma Fig.
9.15 da Subseg. 9.3.1, bastando incluir entre as forgas que agem
sobre a massa m a forca descrita pela Eq. (9.142), que tem a

direcdo do eixo v.
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9.4 Analogia com particula em campo eletromanético.

9.4.1 Equacao da particula. Uma particula carregada
em um campo eletromagnético pode ser descrito pela fungao

lagrangiana [164]:

= -;-m“ - ed(r) +eA(x, t)

{(9.144)

onde m é a massa, e &€ a carga elétrica, r o vetor posigao (em
um referencial inercial xy) e r a velocidade da particula. ©
campo eletromagnético € caracterizado pelo potencial escalar ¢(r)
e pelo potencial vetor A(r,t), sendo que a intensidade E do campo

elétrico e o vetor indugao magnética B sdo dados pelas equagbes:

dA
=-V¢--._.__
(9.145)

B=VxA
(9.1486)

A Eq. (9.144) tem a mesma forma da Eq. (9.49) para Is(t)
constantes, portanto usando as Eq. (9.51) e (8.53) a equacdo de

Lagrange

Rl
Rl
c")

d
de {9.147)

faz corresponder a seguinte equacdo de movimento da particula:

‘=e(_v¢-%+thxa) (9.148)

Usando as Eqg. (9.145) e {9.146), reescrevemos a Eq. (9.148) como:

me#=ec (E+2xB) (9.149
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onde © segundo membro & a expressao usual da forca de Lorentz.Se
os campos elétrico e magnético sdo mutuamente ortogonais, uma
particula inicialmente em repouso descreve, 4 velocidade média
E/B, um movimento planar cicloidal de periodo 2mm/(eB) [164]. Tal
movimento & acelerado mas o sistema é conservativo. Em geral, se
a lagrangiana {9.144) nao depende explicitamente do tempo, a

energia conserva-se e nao é funcdo de A:

E= .:'zl_mf’+e¢=constante (9.150)

Em nossa analogia com as equacdes da membrana, todavia, a
presenca do estimulo externo Is(t) pode tornar o sistema nao
conservativo. O que é mais importante, porém, é a agdao de uma
forgca F, dependente da velocidade relativa entre a particula e

o meio material no gual ela se move.

9.4.2 Analogia usando L’ﬁLu’. Correspondentemente ao
modelo com L’%Lo’ da Subseg¢. 9.3.3, as equagodes de movimento da
particula obtidas da Eq. (9.144) serao exatamente iguais as Eq.
(9.118) e (9.119) se, dados os valores da carga ¢ da massa m,

definirmos, no espag¢o X, ¥, Z:

ma

‘=-—e— (Y: -X, 0) (9151)
2 Lg
(b:ﬂ-:ﬁ-( -—(Io'l'I‘)J—a:, Vér O)'r (9.152)

onde @, KI’ etc. foram definidos na secdo anterior. Notar que, em
geral, $=¢(r,t). O vetor B é ortogonal ao plano xy, isto &, tem

a direcdo do vetor unitdrio 2:

B=VxA=—2L:£ (9.153)

e o campo elétrico E fica dado por

Lo

E=-eVp=2m0K, ( - (I+I) | 22, Vi O) (9.154)
£ §

A forca F tem componentes F, e Fy dadas pelas mesmas expressdes
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da Eq. (9.120). Sob a acaoc da excitacao Is(t) e da forga F
anisotrépica exercida sobre a particula pelo meio no qual ela se
move, seu movimento serd complexo e o sistema deverd apresentar

um comportamento envolvendo fricgdo, irradiagdo e absorcao de

energia, regido pela equacgdo:

§=2Fx+yFy—eﬂ

dt a9t (9.155)
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CAPITULO 10

IMPLEMENTACKO ELETRONICA DO CIRCUITO EQUIVALENTE

"It is difficult to make an electronic

simulator of the Hodgkin-Huxley equations

on account of their complexities"
Nagumo, Arimoto & Yoshizawa [7]

10.1 Introdug@o. O circuito elétrico RLC acoplado a
diodo tdnel, de Nagumoc et al. (Fig. 8.7 do Cap. 8), constitui a
implementacgdo eletrdnica do circuito equivalente das equagodes
Bonhoeffer-van der Pol. O circuito equivalente das equacgdes
originais de Hodgkin-Huxley ndo tem correspondente com elementos
reconheciveis na teoria e pradtica usuais de circuitos elétricos,
dai a dificuldade em implementéd-lo em laboratériol. Este fato
influiu como incentivo & realizagao do trabalho exposto nos
capitulos anteriores, levando & nova versdo das equagdes do
modelo de Hodgkin-Huxley e ao novo circuito equivalente do Cap.
7. A montagem experimental do circuito €& em principio
desnecessdria, j4 que o objetivo de sua concepcao € contribuir
para a exploragdo das possibilidades teéricas do modelo de

Hodgkin-Huxley. Ndo obstante, podemos admitir gque uma construgio

! A solug¢do das equaglOes via programacao em computador
analégico, tal como realizado por FitzHugh [184], ndo pode ser
entendida como implementacdo eletrdnica do circuito equivalente.
A este respeito ver Cap. 7 e Matsumoto et al. [121].

313



cuidadosa mediante simulagao eletrdnica dos varios elementos do
circuito apresentado no Cap. 7 deverd facilitar o estudo das
propriedades pela versatilidade gue o manuseio experimental
proporciona, como a variag¢do continua de parimetros, € a rapidez
na observacgao dos resultados. A experimentac¢do atuard, no minimo,
como gerador de idéias e estimulos para investigagdes teéricas
ou numéricas posteriores. Foi isto que antevimos com a montagem
preliminar realizada e que passamos a descrever,

A construcao de NOSso circuito antecedeu a
cristalizacdo de alguns resultados apresentados no Cap. 7. Assim,
para o circuito do ramo de potdssio ndo tinhamos ainda o modelo
de L(I) ¢ A(I), embora j4 estivesse em andamento a modelagem da
equacao de ¥, onde y j4 era concebido como tendo dimensaoc de
fluxo magnético. Utilizamos a exXpressiao:

¥rx-y/7

onde a voltagem dada por y/t estabelece-~se sobre um resistor
IK#Y(X’), onde x'=y/t e ¥ é a mesma expressao (5.32) do Cap. 5
mas com X substituido por x' (isto é, a expressao preliminar
(5.18) apresentada no Cap. 5 e o circuito da Fig. 5.4 c)). Para
o ramo de sé6dio foi usada a expressao:

IM=(1—a)¢—zY
com H%h/ho, za{®1/2 ¢ com ¢ e & dadas jA4 nos Cap. 6 e 7.

10.2 Diagramas dos circuitos. A montagem experimental
do circuito eletrfnico gue imita o funcionamento interno do
circuito equivalente tedrico do Cap. 7 foi baseada no diagrama
esquematizado na Fig. 10.1. Os elementos foram dimensionados para
reproduzir as correntes na mesma escala de pA das que percorrem
a membrana real sob grampeamento espacial, e as voltagens numa
escala 10 vezes maior (4s excursoes de cerca de 100 mV dos
potenciais de acdo corresponde cerca de 1 V na montagem
experimental}). As fontes de corrente sao controladas pelas
correntes dos ramos vizinhos através de amostras em resistores
de 100 Q. Os dispositivos indicados como tridngulos representam
amplificadores diferenciais e amplificadorres isoladores de ganho
unitdrio. O +tridngulo justaposto a um retédngulo cruzado
representa dispositivo que realiza multiplicag¢do algébrica dos
sinais na entrada. O diagrama eletrdnico correspondente ao do

elemento cuja corrente & dado pela relacdo caracteristica ®{(x)
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estd desenhado na Fig. 10.2.

e
1

¥

Fig. 10.1 Diagrama esquemdtico

experimental.
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Fig. 10.2 a) Grdfico de ®(x) obtido com o circuito da Fig.
10.2 b).
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Fig. 10.2 b) Esquema do circuito usado para implementar
resistor @#(x).
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A fonte controlada a®, com & aproximagao z=1/2. foi
construida tal como indicado no diagrama da Fig. 10.3. A fonte

z¥ tem construgao anédloga.

Fig. 10.3 O circuito da fonte controlada ad.

A implementacao do resistor ¥(x’) e a simulacdo das
funcdes ah(x) e Bh(x) foram realizadas mediante associacgles de
amplificadores, diodos e resistores, analogamente ao circuito do
resistor ®(x) da Fig. 10.1. As quantidades he vy foram obtidas
com OS circuitos diagramados nas Fig. 10.4 e 10.5,

respectivamente.
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Fig. 10.4 Circuito para obtencdo de h.

Fig. 10.5 Circuito para obtengdo de J.



10.3 Alguns resultados. Formas de onda tipicas
desenvoividas no circuito esquematizado na Fig. 10.1 estdo
mostradas a seguir. Sao fotografias de telas de osciloscépio de
meméria, pois nao nos foi possivel registrar os impulsos de outra
forma na ocasido em que foi finalizado este trabalho. As fotos
confirmam a exequibilidade da obtencdo, em circuito equivalentes
reproduzidos eletronicamente, de formas de impulsos semelhantes
aos mostrados nos capitulos anteriores, calculados pelas equagdes
via integracao numérica. A potencialidade do uso da montagem
experimental como auxiliar no estudo tedrico das equagdes da
membrana ainda nao foi bem explorada. Algumas propriedades do
aparato foram observadas mas nao registradas. Uma delas foi a
constatacdo do fendbmeno de travamento ("phase locking") dos
impulsos quando sobre a excitagdo externa continua é sobreposto
um sinal periddico. Um estudo preliminar do efeito da variacgao
da freqiiéncia do sinal de excitacdo sobre o trem de impulsos
mostrou a possibilidade de criacdo de segiiéncias aparentemente
cadticas de potenciais de agdo. A confirmacdo disto poderd ser
tentada através da andlise espectral dessas seqilidncias. A
possivel presenca de caos em solugOes das equagdes, inferéncia
provocada pelas observacgoes experimentais no circuito montado,
levou-nos a uma pesquisa bibliogrdfica posterior em que
localizamos o trabalho de Jensen et al. [169], apresentado em
simpdsio europeu em 1983. Nele o autores identificam espectro
cadtico em respostas, obtidas por cédlculo numérico, das quatro
equagdes originais de Hodgkin-Huxley, sob grampeamento espacial
e excitacdo senoidal superposta a uma componente continua. Resta-
nos verificar, também numericamente, se o modelo bidimensional
sob excitacdao andloga apresenta a mesma propriedade.

Qutro fenBmeno curioso que o circuito experimental
permite constatar facilmente refere-se & perturbacdo de pequena
amplitude que superpde-se ao nivel DC da resposta imediatamente
antes da producao do primeiro impulso, quando a excitagdo & uma
corrente continua lentamente crescente. Bem antes do limiar a
resposta é uma'voltégem continua com um pequeno nivel de ruido,
talvez devido apenas aos elementos eletrdnicos (nao obstante,
nervos reais também apresentam flutuacdoes ruidosas em seus
estados de equilibrio sob excitagdo DC); a perturbacdo a que nos

referimos consiste em um visivel aumento na amplitude dessa
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Fig. 10.6 Fotografias de telas de osciloscépio, mostrando
impulsos gerados com I, constante no circuito montado.

320



flutuacdo. Uma andlise mais cuidadosa deverd mostrar se &
realmente a amplitude do ruido gue aumenta ou se trata-se de uma
oscilagao prévia do circuito montado. E preciso saber se as
equacdes do modelo apresentam também a mesma propriedade.

Outras pesquisas que podem ser realizadas como o
circuito montado consiste em acrescentar ramos como ©O gque
simularia o fluxo de célcio, causando a producao esponténea de
salvas de impulsos. A modificacgao do circuito pode basear-se em
vdrios trabalhos experimentais e tebricos conhecidos, como os de
Chay [76] e Plant [79,801].

O circuito montado pode ser tido como um oscilador
eletrénico bastante complexo, € seu estudo em si é interessante,
independente de corresponder as equacdes da membrana. Um programa
de trabalho consistird no aperfeigcoamento do diagrama do
circuito, eventualmente simplificando-o, e a construcdao de

réplicas para o estudo da interacdo dos osciladores.
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