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RESUMO 
 

CHRISTOFORO,A.L. Avaliação da rigidez rotacional em estruturas planas de 

madeira concebidas por elementos unidimensionais com dois parafusos por nó 

São Carlos, 2003. Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Car-

los, Universidade de São Paulo. 

 

Neste trabalho, é desenvolvido um programa através do método dos des-

locamentos, em que o mesmo leva em consideração a influência do efeito da 

semi-rigidez rotacional nas ligações formadas por dois parafusos sobre o com-

portamento mecânico da estrutura. Esta configuração de parafusos é devida-

mente escolhida em função de sua corrente aplicação em estruturas de madei-

ra, principalmente em estruturas auxiliares ou de cobertura. Vários exemplos de 

estruturas típicas de cobertura são executados considerando-se as três formas 

que o presente programa analisa, evidenciando-se a importância do comporta-

mento semi-rígido sobre as ligações. 

 

Palavras-chave: método dos deslocamentos – estruturas de madeira. 
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Abstract 
 

CHRISTOFORO, A.L. Evaluation of the rigidity rotational in plane structures of 

wood become pregnant by one-dimensional elements with two screws by node. 

São Carlos, 2003. Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Car-

los, Universidade de São Paulo.  

 

In this work, a program is developed through the method of the displace-

ments, in that the same get the worst of the influence of the effect of semi-

rigidity rotational in the connections formed by two screws about the mechanical 

behavior of the structure. This configuration of screws is chosen properly in 

function of your current application in wood structures, mainly in auxiliary struc-

tures or of covering. Several examples of typical structures of covering are exe-

cuted being considered the three analysis forms in that the present program 

executes, being evidenced the importance of the semi-rigid behavior about the 

connections.  

 

Key word: method of the displacements–wood structures.  
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Capítulo 1 
 
 

IInnttrroodduuççããoo  
 

 
1.1. Preliminares 

Com a corrente evolução do conhecimento científico, a engenharia civil, 

assim como todas as outras ciências, tem mostrado grande evolução nas suas 

descobertas. 

 O grande propósito das ciências tecnológicas é a de utilizar os princípios 

providos das ciências naturais como a matemática, a física, a química entre ou-

tras, visando um maior conhecimento sobre um determinado fenômeno, para 

que se possa equacioná-lo de forma correta e precisa, buscando maior eficiên-

cia e segurança nos seus resultados, desenvolvendo métodos e (ou) soluções 

para a melhoria das condições de vida do ser humano no planeta. 

 A engenharia civil tem como responsabilidade, além de outras, o estudo 

das edificações como proposta de solução para os problemas do crescimento 

da população mundial em função do tempo.  

 A mecânica e a termodinâmica são os ramos da física que são freqüen-

temente empregados na engenharia civil no caso do estudo em particular do 

comportamento mecânico das estruturas. A junção destes dois ramos associa-

dos e a aplicação de certas condições de contorno ou restrições adotadas em 

função do comportamento físico-mecânico dos materiais empregados na enge-

nharia, deu o surgimento à mecânica dos sólidos. 

As estruturas são formadas por elementos estruturais unidos por liga-

ções, os elementos estruturais são responsáveis pela absorção das ações ex-

ternas à estrutura assim como ao seu peso próprio. O equilíbrio estrutural ocor-
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re de tal forma que o trabalho mecânico das ações externas (força) seja igual 

ao trabalho mecânico das ações internas (esforços solicitantes). 

 As ligações são os elementos responsáveis pela redistribuição dos esfor-

ços entre os elementos. Na engenharia, foram elaborados alguns modelos teó-

ricos ideais de cálculo para as ligações, com algumas hipóteses simplificadoras 

de cálculo, como a que considera que os esforços solicitantes são transmitidos 

integralmente entre os elementos, evidenciando-se o comportamento teorica-

mente indeformável. As ligações são conhecidas como perfeitamente rotuladas 

e engastadas. As rótulas são ligações que não transmitem momento ou flexão 

aos elementos estruturais, elas transmitem apenas esforços normais e axiais no 

plano do elemento. O engastamento perfeito, além de transmitir esforços axiais 

e normais, transmite também os esforços oriundos de flexão no plano do 

elemento. 

 Com o advento da análise experimental, o engenheiro descobriu que não 

só os materias empregados na construção da ligação eram responsáveis pela 

sua rigidez, em virtude desta variar de acordo com a disposição dos mesmos. 

 O estudo da deformabilidade das ligações no desempenho da estrutura 

foi analisada primeiramente nos Estados Unidos da América por RATHBUN 

(1936). 

 Esse autor chegou à conclusão de que as ligações apresentavam um 

comportamento “semi-rígido”, ou seja, o valor absoluto da rigidez nas ligações 

estava dentro de um intervalo compreendido entre os modelos ideais de cálcu-

lo, entre a rótula e o engaste perfeito. A partir daí, houve a necessidade de um 

estudo particular do comportamento das ligações, determinando seus efeitos 

sobre a estrutura quando desconsiderada. O termo “ligações semi-rígidas” foi 

inicialmente utilizado em meados da década de 30 em estruturas metálicas, 

sendo incorporado às estruturas de madeira do fim do século XX. Este termo 

está relacionado, a princípio com a rigidez à flexão ou da flexibilidade da liga-

ção. 
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 O estudo do comportamento estrutural em pórticos concebidos de nós 

semi-rígidos pode ser encontrado com grande facilidade na literatura técnica. 

 Em MONFORTON & WU (1963), encontram-se as modificações mate-

máticas na matriz de rigidez e dos respectivos esforços de bloqueio dos ele-

mentos da estrutura, levando-se em consideração, as deformabilidades das li-

gações. 

 A deformabilidade das ligações entre os elementos estruturais de madei-

ra são geralmente determinadas por meio de resultados experimentais, e muito 

raramente são elaborados modelos analíticos que representem o comportamen-

to da resistência e da rigidez da ligação. 

 Os resultados baseados apenas em procedimentos puramente experi-

mentais são na maioria das vezes muito caros e, além disso, existe limitação na 

aplicação dos resultados, por serem aplicados a ligações com as mesmas di-

mensões e detalhamento. 

 Uma outra forma da determinação qualitativa e quantitativa na rigidez da 

ligação é desenvolver uma modelagem analítica que consiga retratar o compor-

tamento da mesma, entretanto, como ligação revela uma certa complexidade na 

questão do seu comportamento, é necessário que se faça juntamente com a 

modelagem uma análise experimental para a validação desta modelagem teóri-

ca. 

 Uma outra alternativa para a determinação da deformabilidade das liga-

ções é por meio de procedimentos numéricos. Esses surgiram e ganharam am-

plitude de uso a partir do advento dos computadores, quando então, vários mé-

todos numéricos surgiram na tentativa da resolução de problemas estruturais 

que anteriormente eram calculados de forma analítica. A análise numérica do 

comportamento semi-rígido das ligações começou com WEAVER & GERE 

(1986) com o método da flexibilidade. A partir deste método, foi possível deter-

minar os coeficientes de semi-rigidez rotacional e de translação na matriz de 

rigidez de um elemento de barra de pórtico. Esse artigo foi o grande responsá-
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vel pela construção do algoritmo numérico do programa construído e que cons-

ta do presente trabalho. 

 

1.2. Madeira (aspectos gerais) 
Atualmente as estruturas de madeira têm sido amplamente empregadas 

na construção civil, em edificações residenciais, comerciais, industriais, pontes 

etc. 

Além de a madeira ser utilizada como elemento estrutural, ela também é 

empregada na construção de fôrmas para estruturas de concreto por seu baixo 

custo e facilidade que a mesma apresenta na questão da montagem das fôrmas 

e também é muito utilizada como suporte (escora) para estruturas metálicas, de 

concreto e de madeira.  

A utilização da madeira como elemento estrutural ocorre por causa de 

certas propriedades da mesma como: material abundante, renovável, durabili-

dade média de 50 anos aproximadamente para madeiras com tratamento ade-

quado (processo de secagem e técnicas de utilização), resistência ao fogo (não 

apresenta distorção quando esta fica submetida a altas temperaturas, revelan-

do-se aí uma certa vantagem da madeira com relação ao aço) e resistência 

química (apresenta boa resistência química quando tratada corretamente. Em-

bora a madeira seja um material que apresenta notáveis características físicas 

e mecânicas, o seu emprego como elemento estrutural só não é maior em nos-

so país em virtude da falta de conhecimento de suas propriedades, e também, 

por causa do crescimento desordenado das serrarias que produzem os elemen-

tos estruturais, não fazendo uso de documentos normativos para a padroniza-

ção e controle de qualidade dos elementos de madeira fabricados. 

 

1.3. Objetivos 
Os objetivos gerais a serem alcançados no presente trabalho são: 
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a) inclusão do comportamento das ligações semi-rígidas na matriz de ri-

gidez do elemento de estruturas planas, modificando-as pela introdução de coe-

ficientes que considerem apenas a rigidez rotacional das ligações; 

b) elaborar um programa computacional P.S-R (Pórtico Semi-Rígido), 

onde o mesmo considere essa matriz de rigidez modificada, com o respectivo 

coeficiente para a rigidez rotacional. 

c) desenvolver um modelo para retratar a resistência de cálculo de liga-

ções executadas com dois parafusos. 

d) efetuar a implementação dessa resistência das ligações semi-rígidas 

no programa computacional, elaborado nas etapas anteriores, utilizando-se o 

processo iterativo, onde, ao final de cada iteração, efetua-se uma correção da 

rigidez das ligações nos valores obtidos em função da resposta da última etapa; 

e) analisar o comportamento do deslocamento, da rotação e do momento 

em função da rigidez da estrutura. 

f) efetuar vários exemplos com estruturas de diferentes configurações e   

diferentes vãos, com a finalidade de se comparar os resultados obtidos por 

meio da análise estrutural com e sem o efeito semi-rígido, verificando-se a vali-

dade do estudo deste tipo de ligação 

 

1.4. Materiais e métodos 
O desenvolvimento dos coeficientes de semi-rigidez à rotação serão de-

terminados usando o método da flexibilidade proposto por WEAVER & GERE 

(1986), ao serem encontrados tais coeficientes de flexibilidade para os referidos 

graus de liberdade de rotação nas extremidades do elemento, estes serão 

transformados em coeficientes de semi-rigidez pelo processo de inversão da 

matriz de flexibilidade. Esta matriz terá dimensão 4X4 em função das incidên-

cias cinemáticas entre as coordenadas de rotação e translação normal ao plano 

do elemento, em que uma influência ou reflete no comportamento da outra, e, 

serão lançados à matriz de rigidez do elemento de pórtico plano de dimensão 

6X6, as duas coordenadas axiais restantes, terão seus coeficientes de rigidez 
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determinados pelo método dos deslocamentos Cada nó do elemento é compos-

to por três graus de liberdade, sendo dois de translação e um de rotação. 

A matriz de rigidez modificada do elemento de barra de pórtico plano, as-

sim como as ações nodais equivalentes provenientes do carregamento linear-

mente distribuído, considerado no presente trabalho, foram desenvolvidas atra-

vés do método da flexibilidade. 

As ligações, assim como os elementos, seguem o comportamento elásti-

co linear (regime de proporcionalidade entre causa e efeito). 

O método dos deslocamentos foi o procedimento matemático utilizado na 

construção do código do programa desenvolvido no presente trabalho.  

Os coeficientes de semi-rigidez rotacional (em módulo) foram determina-

dos no presente programa P.S-R (Pórtico Semi-Rígido), em função do software 

comercial SAP2000, sendo que a determinação destes coeficientes encontra-se 

no quarto capítulo deste trabalho. 

Portanto, tendo-se os coeficientes extremos determinados, que serão 

auxiliares vitais para a determinação da rigidez equivalente, a semi-rigidez será 

determinada como sendo um valor intermediário entre estes dois coeficientes. 

As ligações entre os elementos estruturais são concebidos por dois para-

fusos (quantidade mínima de parafusos estipuladas por documentos normati-

vos), onde as resistências dos mesmos seguem também o comportamento e-

lástico linear, em função do critério de resistência a tração do material (tabela 

5.1). Os dois parafusos localizados nas extremidades de cada elemento geram 

um binário em função do seu espaçamento, criando assim um momento resis-

tente que, pelas características do material, seguem também o comportamento 

elástico linear. 

Quando o momento solicitante é maior que o resistente da ligação, esta 

passa a não mais resistir a esforços de flexão, o esforço excedente a este nó é 

propagado aos seus vizinhos pelos elementos estruturais, estes esforços exce-

dentes serão redistribuídos de forma que a estrutura encontre uma nova confi-

guração de equilíbrio. Nesta situação, a rigidez da ligação passa a não ser mais 
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a inicialmente computada, agora é necessário determinar a rigidez equivalente 

ou a rigidez atualizada. Este é, portanto, o intuito do presente trabalho, e a cor-

reção da rigidez será realizada através de um algoritmo numérico iterativo im-

plementado no programa.  

Esta situação evidência que todos os nós da estrutura possuem capaci-

dade no máximo igual ao valor limite de resistência do momento, determinado 

pela resistência dos parafusos assim como a sua configuração ou a sua dispo-

sição geométrica. 

É importante lembrar que o estudo do presente trabalho restringe-se a-

penas à análise do comportamento da ligação, ou seja, quais são as suas influ-

ências sobre o comportamento mecânico da estrutura. Para um determinado 

caso em que a estrutura tenha todas as sua ligações afetadas, este pode ser 

caracterizado como um critério de ruína estrutural, a partir daí, as ligações não 

trabalham mais em regime elástico linear. 

 

1.5. Apresentação do trabalho 
No capítulo 2, é apresentado o conteúdo bibliográfico em forma de revi-

são, coletado e utilizado como fonte enriquecedora de conhecimentos respon-

sáveis pela elaboração do presente trabalho. 

 No capítulo 3, é apresentado o conteúdo teórico responsável pela deter-

minação da matriz de semi-rigidez rotacional de um elemento de barra de pórti-

co e, também, dos valores das ações nodais equivalentes, providas de um car-

regamento linearmente distribuído ao longo deste elemento, determinado com o 

objetivo de se ilustrar o método da flexibilidade utilizado na elaboração do pre-

sente trabalho. 

 No capítulo 4, é apresentada a validade dos dados do arquivo de saída 

elaborado no programa, em função da determinação dos coeficientes de semi-

rigidez rotacional que foram ajustados com o auxílio do software SAP2000. Um 

exemplo literal é apresentado neste capítulo e dele, foram extraídos os gráficos 

que confrontam a rigidez da ligação com esforços de flexão, deslocamentos 
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transversais ao ponto de aplicação da ação e rotações nas extremidades do 

elemento, validando o comportamento semi-rígido adotado no programa, em 

função do comportamento não linear entre as grandezas citadas acima, que 

foram comparadas com os resultados do trabalho de WEAVER & GERE (1986). 

 No capítulo 5, é apresentado o estudo que leva em consideração a rigi-

dez em função da disposição dos parafusos na ligação, este estudo é analítico, 

este modelo matemático é o responsável pela determinação da resistência da 

ligação. 

 No capítulo 6, é apresentado a forma como o programa corrige os esfor-

ços nas ligações que perderam rigidez, esta perda de rigidez se dá quando o 

momento resistente da ligação é menor que o solicitante (processo iterativo), os 

esforços são absorvidos pela ligação de forma que ela assume, a priori, o com-

portamento de engaste perfeito (modelos ideais de cálculo) e, a partir daí, com 

o valor dos esforços solicitantes de flexão na ligação, o programa P.S-R faz as 

comparações entre ações e reações e as corrige iterativamente se necessário. 

 No capítulo 7, são apresentados os métodos e os procedimentos numéri-

cos para a construção do programa P.S-R, assim como a sua apresentação a-

través do arquivo de entrada e saída de dados do programa efetuado para um 

exemplo de uma estrutura plana do tipo meia Howe em balanço. 

 No capítulo 8, foram executados, através do presente programa, vários 

exemplos de estruturas usuais, objetivando-se a influência do comportamento 

semi-rígido das ligações sobre as estruturas. 

 No capítulo 9, encontra-se as conclusões retiradas a respeito dos exem-

plos efetuados no capítulo anterior, portanto, neste capítulo, encontram-se as 

conclusões finais do presente trabalho. 

 Em seguida, no capítulo 10, encontra-se a relação da bibliografia consul-

tada para a elaboração deste trabalho. 

 Em seguida, no capítulo 11, encontra-se a relação de materiais bibliográ-

ficos que não foram consultados ao longo da elaboração deste trabalho, fica 
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como sugestão para os pesquisadores interessadas em desenvolver seus tra-

balhos baseados nesta linha de pesquisa. 

 
1.6. Justificativas 
 Alguns programas comerciais tais como SAP, ANSYS entre outros, reali-

zam a análise do comportamento de ligações semi-rígidas pela inclusão de coe-

ficientes que fazem variar a rigidez das ligações dentro de um intervalo próximo 

de zero (porém diferente) a um, fornecendo os dados relativos a esforços e des-

locamentos no seu arquivo de saída de dados, perante a utilização deste tipo 

de análise (comportamento semi-rígido das ligações). 

O programa P.S-R busca uma rigidez equivalente de acordo com o car-

regamento adotado para uma estrutura com um tipo particular de ligação, a 

concebida de dois parafusos por nó de elemento. Caso os esforços excedam a 

resistência da ligação, esta terá a sua rigidez corrigida numericamente, e esta 

rigidez atualizada é exibida no arquivo de saída de dados do presente progra-

ma, além do fornecimento dos dados de esforços e de deslocamentos nodais 

dos elementos da estrutura. 

Sendo assim, o usuário não precisa atribuir certos coeficientes para as li-

gações no arquivo de entrada de dados do programa, basta apenas escolher os 

materiais (tipo de aço), bem como o seu espaçamento. Este espaçamento é 

estipulado pela NBR 8800:1986; maiores detalhes sobre as ligações, encon-

tram-se no capítulo 5 deste trabalho. 
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RReevviissããoo  bbiibblliiooggrrááffiiccaa  
 

 

 2.1. Introdução ao estudo das ligações semi-rígidas 
De acordo com RIBEIRO (1997) o estudo das ligações teve início na In-

glaterra no início do século XIX, com WILSON & MOORE, onde foram ensaia-

das ligações rebitadas do tipo viga-coluna, com a finalidade de analisar o seu 

comportamento considerando a relação momento-rotação. 

Um trabalho de suma importância foi o de JOHNSTON & MOUNT (1942), 

que analisaram pórticos com ligações semi-rígidas. 

Posteriormente, SHOROCHNIKOFF (1950) verificou a influência das for-

ças por ação do vento em ligações semi-rígidas para o mesmo tipo de estrutura. 

 LOTHERS (1951) propôs equações para representar a restrição elástica 

de ligações semi-rígidas. 

 FRYE & MORRIS (1975) utilizaram processos iterativos para obter o 

comportamento das ligações. KRISHNAMURTHY ET al. (1979) aplicaram o mé-

todo dos elementos finitos (MEF) na obtenção de curvas de momento-rotação 

para ligações com chapa de aço. JONES ET al. (1980) verificaram a influência 

das ligações semi-rígidas em colunas de aço. SIMITSES & VLAHINOS (1982), 

também estudaram a estabilidade de pórticos planos com ligações semi-rígidas. 

As características estruturais das ligações semi-rígidas foram obtidas a 

partir de ensaios em escala real. MARAGHECHI & ITANI (1984) verificaram que 

as rigidezes axial e rotacional das ligações têm influência apreciável nas solici-

tações das/ barras, enquanto que a rigidez ao cisalhamento tem seu efeito des-

prezível. De acordo com Santos (1998), em 1986, BIJLAARD analisou a influ-
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ência das ligações semi-rígidas no comportamento global da estrutura. 

WEAVER & GERE (1986) obtiveram os momentos de engastamento perfeito e 

a matriz de rigidez do elemento, por modificação de casos idealizados.  

STATON ET al. (1986) E DOLAN (1987), estudaram o comportamento de 

ligações do tipo viga-pilar com chapa soldada resistentes à flexão, as chapas 

eram soldadas nas bordas superior e inferior da viga.  

Outro modo de incluir o comportamento de ligações semi-rígidas na aná-

lise de estruturas é modificar as propriedades de rigidez dos elementos indivi-

duais, tendo a ligação semi-rígida em uma ou em as ambas extremidades, con-

forme FU & SECKIN (1988) e SASAKI ET al (1988). Isto significa modificar as 

forças de engastamento e a matriz de rigidez do elemento. LAU (1987) determi-

nou valores de resistência e de rigidez para ligações a partir de ensaios em la-

boratório e utilizou estes valores em um programa de computação para análise 

estrutural. POGUI & ZANDONINI (1987), analisaram os pórticos planos usando 

o MEF (método dos elementos finitos). 

GESUALDO (1987), estudou a contribuição das deformações das liga-

ções na rigidez da estrutura por meio de um ensaio de um modelo de viga treli-

çada de madeira (Aspidosperma polyneuron), com dez metros de compri-

mento, em duas maneiras diferentes: interligadas por anéis de aço e interliga-

das por cavilhas partidas de madeira (Eucalyptus citriodora), com força abaixo 

do limite de proporcionalidade. O estudo teórico restringiu-se na implementação 

numérica de um algoritmo em um programa para estruturas planas que contabi-

lizasse a deformação pela não linearidade geométrica para um nó concebido 

por n parafusos. Foram contabilizados os efeitos de mola rotacional e axial, 

desprezando-se o efeito da mola com rigidez transversal ao elemento por causa 

da pequena influência que esta gera na ligação, quando comparada com as du-

as outras anteriormente citadas. A comparação dos resultados teóricos com as 

dos resultados experimentais mostrou-se aceitável, confirmando, portanto, a 

importância da contribuição das deformações das ligações na rigidez da estru-

tura.  
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2.2. Estudos das ligações semi-rígidas na última década 
Como se pode observar, a preocupação em se ter uma resposta mais 

real da estrutura já era prioridade de alguns autores. 

GRUPTA (1990) realizou ensaios de tração em diversas ligações para 

determinar a sua resistência e sua rigidez. No ano seguinte, COLSON (1991) 

apresentou um procedimento teórico para a obtenção da curva momento-

rotação em ligações viga-coluna. 

BARAVAT& CHEN (1991) apresentaram a avaliação dos procedimentos 

e dos modelos propostos por outros autores comparados com o procedimento 

de simplificação para a análise de pórticos flexíveis, não contraventados. Foi 

discutida a facilidade desses procedimentos, bem como exemplos numéricos. 

Também foi demonstrada a implementação da análise e projeto de pórticos fle-

xíveis em computadores pessoais. 

A análise estrutural de treliças de madeira ligadas por placas de metal, 

utilizando nós semi-rígidos, foi desenvolvida pelo método matricial por GRUPTA 

ET al (1992). A MRE (matriz de rigidez do elemento) e as forças na extremidade 

um elemento, com uma ou ambas extremidades semi-rígidas, foram obtidas 

como modificações de casos idealizados. No caso de ligações elásticas iguais 

nas duas extremidades do elemento, também pode ser utilizado este método de 

análise. Quando uma das extremidades for semi-rígida, a outra extremidade 

pode ser especificada como rotulada, engastada ou semi-rígida. A treliça foi a-

nalisada por três diferentes suposições de vinculação: rotulada, engastada e 

semi-rígida. O comportamento da treliça, baseado no deslocamento, varia e-

normemente dependendo da suposição das vinculações. Por incorporar o com-

portamento semi-rígido dos nós, uma maior precisão no valor das forças nos 

elementos pode ser obtida, possibilitando uma previsão do comportamento da 

treliça mais próxima do real. 

LIEW ET al. (1993) introduziram, em um primeiro trabalho, um método 

para modelar a ligação através das curvas momento-rotação, as quais foram 
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essenciais para proporcionar a análise estrutural de pórticos planos semi-

rígidos. Foram apresentados procedimentos para o cálculo dos principais parâ-

metros usados para descrever as curvas de momento-rotação de várias liga-

ções. Podem ser identificados auxílios em projetos, através dos valores desses 

parâmetros que afetam o comportamento da relação momento-rotação da liga-

ção. Foram apresentados dois esquemas nos quais as ligações podem ser 

classificadas em função da resistência, da rigidez e da capacidade de rotação, 

tendo suas aplicações em projetos discutidas posteriormente. 

O interesse do estudo feito por RILEY ET al. (1993) foi sobre a análise de 

treliça incluindo a semi-rigidez nos nós das mesmas. Os resultados dessa simu-

lação são comparados com resultados de análises feitas com as seguintes su-

posições de ligações nos nós da treliça: 1- ligação rotulada; 2- ligação engasta-

da; 3- a especificação do “Truss Plate Institute (TPI)” para análise de treliça; 4- 

ligação semi-rígida simulada pela modificação das forças de engastamento per-

feito (FEP) e dos elementos da matriz de rigidez.  

BAHAARI & SHERBOURNE (1994) utilizaram uma metodologia, basea-

da na modelagem por meio de elementos finitos, para desenvolver analitica-

mente a relação momento-rotação para uma ligação de aço parafusada com 

chapa de topo. No programa ANSYS, foi proposto um modelo geral de elemen-

tos finitos de grande capacidade para análise bi-dimensional equivalente (2D). 

A chapa de topo, as flanges das vigas e colunas, a alma e o tipo de parafuso na 

região de tração foram representados como elementos planos de tensão com 

largura igual à suas espessuras medidas perpendicularmente sobre a altura do 

perfil, elementos de interface foram usados como modelo de contorno entre a 

flange da coluna e a chapa de topo que pode manter ou quebrar o contato. Ba-

seado nos delineamentos e nas deformações da tensão de um modelo 2D, foi 

discutida a contribuição do comportamento da alma da viga, das quais dois ti-

pos de deformações na chapa de topo puderam ser identificados. A metodolo-

gia foi demonstrada para uma ligação com chapa de topo estendida e os resul-
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tados são comparados com dados experimentais para verificar a praticabilidade 

do modelo e a associação da análise por computadores. 

KIM e CHEN (1996) apresentaram três procedimentos práticos para a 

análise avançada para o projeto de pórticos planos em madeira semi-rígido. Foi 

discutido o comportamento não linear de ligações de viga-coluna e foi introduzi-

da uma modelagem prática dessas ligações. Os métodos propostos podem tra-

duzir precisamente os efeitos combinados não lineares das ligações, da geome-

tria e do material sobre o comportamento e resistência dos pórticos semi-

rígidos. 

Um procedimento analítico foi proposto por SHI ET al. (1996) para esta-

belecer características não lineares da relação momento-rotação para ligações 

parafusadas com chapa de topo em estruturas de aço, com nós flexíveis. A me-

sa da coluna e a chapa de topo da extremidade com cada linha de parafuso na 

zona tracionada foram consideradas como uma montagem em T. Baseado na 

teoria de viga e no limite de escoamento, foi determinada a relação elastoplásti-

ca entre força-deformação para cada montagem em T. O modelo analítico pro-

posto foi comparado com alguns resultados experimentais de ligações de chapa 

de extremidade estendida e foram demonstradas a praticabilidade e validade do 

modelo proposto. 

FAELLA ET al. (1997) investigaram as relações entre alguns parâmetros 

apresentados no comportamento rotacional das ligações com chapas de extre-

midade estendida e, por um amplo número de análises numéricas, foram mos-

tradas as dependências sobre o detalhe geométrico das ligações.  

GOTO & MIYASHITA (1998) introduziram um novo sistema de classifica-

ção para ligações de viga-coluna em termos do limite entre as ligações rígidas e 

as ligações semi-rígidas. Alguns arranjos típicos de pórticos de múltiplos anda-

res foram escolhidos considerando a disposição e o traçado de detalhes do e-

lemento dos sistemas estruturais na classificação. Neste modelo, as curvas da 

ligação para os seus respectivos tipos podem ser determinadas pela rigidez ini-

cial e pela capacidade de momento último. O limite entre as ligações rígidas e 
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semi-rígidas foi estabelecido nos termos desses dois parâmetros, por levar em 

conta o comportamento elastoplástico das estruturas a um estado limite de ser-

viço, junto com o estado de limite último. Além do mais, a capacidade rotacional 

exigida, foi calculada para as ligações classificadas como rígidas. A validade do 

sistema de classificação proposto foi examinada pela análise do comportamen-

to global de pórticos semi-rígidos. Como resultado, foi confirmado que o novo 

critério de classificação prevê um maior limite rotacional comparado com os sis-

temas de classificações existentes. Um novo sistema de classificação para liga-

ções viga-coluna foi proposto 

CHISTOFER & BJORHVDE (1999) estudaram o projeto de pórticos semi-

rígidos, onde analisaram as características do comportamento de ligações não 

lineares, incluindo substancialmente as diferenças das características de carga 

e descarga. Foram mostradas representações do momento-rotação para as li-

gações, tais como o modelo dos três parâmetros (MTP) e a facilidade para o 

cálculo da rigidez exigida para análise de pórtico. As características das liga-

ções são descritas nos termos da rigidez de ligações linearizadas que são cal-

culadas com base nas cargas esperadas das ligações. Isto permite o uso da 

análise de primeira ordem para determinar a estabilidade estrutural, durabilida-

de e efeitos da carga no elemento. O método para projeto detalhado neste es-

tudo inclui a seleção coerente das ligações e o tamanho dos elementos. 

FERREIRA (1999) desenvolveu uma metodologia analítica para o cálculo 

de deformabilidades de ligações típicas de concreto pré-moldado, levando-se 

em conta os mecanismos básicos de deformação na ligação. Foram estudadas 

duas ligações típicas viga-pilar de concreto pré-moldado e posteriormente foram 

desenvolvidas as formulações analíticas que representavam o comportamento 

de ambas; a primeira ligação é formada com o auxílio de uma almofada de elas-

tômero e chumbador (cálculo analítico da deformabilidade ao cisalhamento da 

ligação) e a segunda ligação é tida como resistente à flexão formada com o au-

xílio de chapas soldadas (cálculo analítico da deformabilidade à flexão da liga-

ção). Para os protótipos com almofada de elastômero e chumbador, foram em 
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média, 23 % superiores aos valores obtidos com relação aos dados experimen-

tais, e a resistência ao cisalhamento atingiu valores entre 96 e 100 % com rela-

ção aos obtidos experimentalmente. A ligação com chapa soldada apresentou 

uma rigidez da ordem de 83 % da rigidez monolítica e o valor calculado da rigi-

dez à flexão secante foi de 5 % superior à rigidez apresentada pela ligação. Em 

função dos dados experimentais obtidos, chegou-se à conclusão de que a aná-

lise analítica das ligações desses tipos, na questão das medidas das suas de-

formabilidades, representaram o problema de forma coerente e concisa em fun-

ção da pequena margem de erros entre os resultados analíticos e experimen-

tais obtidos. 

Li & MATIVO (2000) apresentaram um método simplificado para uma es-

timativa da máxima carga para pórtico semi-rígido em madeira. O método sim-

plificado proposto está na forma de uma relação de regressão linear múltipla 

entre a carga máxima e variados parâmetros (propriedades dos pórticos e das 

seções), obtidos por análises numéricas de várias estruturas usando um pro-

grama de computador modificado. Exemplos ilustraram a precisão de tal pro-

grama de computador modificado. 

ZHAO ET al (2000) introduziram o conceito e aplicação do sistema nodal 

Oktalok. O método de projeto proposto foi baseado na suposição que os nós 

são presos na extremidade e a rigidez rotacional é zero. Contudo, a capacidade 

estimada do pórtico pode aumentar significativamente, dependendo da rigidez 

rotacional dos nós. Os testes de rigidez e as simulações do elemento finito fo-

ram usados para determinar a rigidez rotacional dos nós Oktalok. Os testes de 

flambagem de coluna e análises de elemento finito não linear foram realizados 

para determinar a capacidade das colunas em condições últimas, utilizando li-

gações semi-rígidas. Uma simples fórmula para o fator efetivo de comprimento 

de flambagem da coluna foi baseada nas investigações teóricas e experimen-

tais descritas acima. 

IVANYI (2000) fez uma investigação experimental em pórticos em escala 

real com o propósito de determinar o efeito da flexibilidade em ligações de viga-
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coluna e na base da coluna. Explica como as complexidades surgem, de natu-

reza tridimensional, nos testes que foram tratados. Foram fornecidos e discuti-

dos os resultados e os métodos de um estudo comparativo baseado na análise 

plástica de segunda ordem e análises não lineares. 

Em estruturas de pórticos, os nós são localizados em pontos de intersec-

ção entre vigas e colunas. As vantagens do conceito de nó semi-rígido são bem 

conhecidas. Muitos estudos experimentais foram conduzidos ao comportamento 

de nós semi-rígidos. A contribuição descrita por KATTNER & CRISINEL (2000) 

esboça uma possibilidade para simular o comportamento de nós semi-rígidos, 

usando o método dos elementos finitos. Foi introduzido um modelo de nó bi-

dimensional baseado no atual conhecimento do estado da arte para que possa 

ser analisado utilizando-se os programas de elementos finitos existentes. Com-

parações entre simulação e resultados de testes mostraram uma boa concor-

dância.  
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DDeetteerrmmiinnaaççããoo  ddaa  mmaattrriizz  ddee  sseemmii--rriiggiiddeezz  rroottaacciioonnaall  
 

3.1.  Método da flexibilidade 
 É um método utilizado para o cálculo de estruturas hiperestáticas. O mé-

todo da flexibilidade consiste basicamente em transformar a estrutura inicial-

mente hiperestática em uma isostática, retirando-se criteriosamente as incógni-

tas hiperestáticas do problema (reações, esforços e (ou) tensões) calculando-se 

neste primeiro passo a estrutura como sendo isostática e com o seu carrega-

mento real, determinando os deslocamentos dos pontos onde foram retiradas 

estas incógnitas (redundantes hiperestáticas). O próximo passo é aplicar sepa-

radamente uma ação de intensidade unitária no elemento já transformado em 

isostático, de acordo com a referida incógnita hiperestática. O método da flexibi-

lidade admite como sendo válida em sua formulação o princípio da superposi-

ção de efeitos. Este teorema possibilita somar os efeitos provocados por cada 

uma das incógnitas hiperestáticas separadamente, e logo após os efeitos são 

somados. Cada incógnita formará uma equação, o que resultará num sistema 

linear de equações algébricas, onde a ordem deste sistema ficará em função do 

número de incógnitas hiperestáticas do problema em questão. 

 O método da flexibilidade será utilizado na determinação da matriz de 

rigidez do elemento de barra de pórtico, assim como os seus respectivos coefi-

cientes de semi-rigidez rotacional. O método será convenientemente ilustrado 

neste capítulo, no próximo item, na determinação das forças nodais equivalen-

tes provenientes do carregamento linearmente distribuído ao longo do elemento 

de barra de pórtico, carregamento este computado no código do programa de-

senvolvido no presente trabalho. 
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3.2. Modificação das forças de engastamento 
Um elemento estrutural plano pode ter as seguintes configurações de 

vinculação em suas extremidade de acordo com a figura 3.1 dada logo abaixo: 

 

 

 

Figura 3.1a:  Elemento com ambas extremidades rotuladas; 

 

 

 

 Figura 3.1.b: Elemento com ambas extremidades engastadas; 

 

 

 
  Figura 3.1.c: Elemento com uma extremidade engastada e outra semi 

rígida. 

O desenvolvimento da matriz de flexibilidade do elemento, considerando 

os dois primeiros casos (figuras: 3.1a e 3.1.b), são apresentados em WEAVER 

e GERE (1986). Para o último caso (figura 3.1.c), o desenvolvimento da matriz 

de flexibilidade será apresentada a seguir. 

A figura 3.1.c mostra um elemento prismático unidimensional com dois 

graus de liberdade por nó (translação normal ao elemento e rotação), com uma 

ligação semi-rígida na extremidade “i” e uma ligação rígida na extremidade “j”. 

Os efeito provocados pelas componentes ou coordenadas axiais do ele-

mento serão desprezados em função da sua baixa magnitude com relação a 

intensidade das ações provocadas pelas demais coordenadas nodais  

Sendo ( RS ) a rigidez rotacional (mola que contabiliza o efeito semi-rígido 

à rotação da ligação), esta fica determinada através da equação 1 dada abaixo: 
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θ/MRS =                                                                                            (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.2: Elemento com uma extremidade semi-rígida e a outra 

extremidade rígida: determinação das forças de engastamento perfeito. 
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A rigidez rotacional é definida como o momento por unidade de rotação 

relativa na ligação. O comprimento do elemento é (L), o momento de inércia é 

(I) e o modulo de elasticidade longitudinal é (E). A obtenção da matriz de flexibi-

lidade foi efetuada através da compatibilidade utilizada por WEAVER & GERE 

(1986). 

Para o elemento da figura 3.2.a, a extremidade “j” é assumida livre, de 

forma que as reações ( 2R ) e ( 2M ), são iguais a zero. O equilíbrio do elemen-

to, com os deslocamentos na extremidade “j” são apresentados na figura 3.2.b. 

Os deslocamentos verticais e a rotação na extremidade “j” são determinados 

como no desenvolvimento abaixo: 

O deslocamento vertical na extremidade “j”, 1d , é composto de duas par-

tes: 

1) Deslocamento na extremidade “j” relativo à carga q : 

(1a)                                                                        
8
qL- 

4

1 EI
dq =  

2) Deslocamento na extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” 

(efeito semi-rígido): 

a) Momento na extremidade “i” relativo à carga q : 

(2)                                                                      
2
qLM

2
q
i

−
=  

b) Rotação na extremidade “i” relativo à carga q : 

(3.a)                                           
2

 
2

q
iR

q
iR

q
i SqLSM θθ =

−
⇒=  

(3.b)                                                                     
2

 2

R

q
i S

qL−
=θ  

c) Deslocamento da extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” 

causada por q : 
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Figura 3.3: Relação deslocamento - rotação. 

Como o ângulo é muito pequeno, então, q
i

q
itg θθ   ≅ ; portanto, tem-se: 

(4)                                             
2

  
2

11 L
S
qLdLd

R

q
i 







 −
=⇒= θθ θ  

Deslocamento vertical total na extremidade “j” é θ
111 ddd q += , portan-

to: 

(5)                                                        
28

34

1 







−







 −
=

RS
qL

EI
qLd  

A rotação na extremidade “j”, 2d , também será composta de duas partes: 

1) Rotação da extremidade “j” relativa à carga q  (sem efeito semi-

rígido): 

(6)                                                                         
6

3

2 EI
qLq −

=θ  

2) Rotação na extremidade “j” relativa à rotação na extremidade “i” cau-

sada pela carga q : 

(7)                                                                         
2

2

2
R

i

S
qL−

=θ  

θ
1d

q
iθ

L
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Rotação total na extremidade “j” é 
iqd 222 θθ += , portanto: 

(8)                                                              
26

23

2 







−







−=

RS
qL

EI
qLd   

Tendo em vista a condição inicial de engastamento na extremidade “j” e para 

manter a compatibilidade dos deslocamentos, aplica-se uma força 2R  na extre-

midade “j” como mostrado na figura 3.2.c. 

O deslocamento vertical e a rotação na extremidade “j” relativo a força 

2R  são determinados como segue. 

O deslocamento vertical na extremidade “j”, 3d , consiste em duas partes: 

1) Deslocamento da extremidade “j” relativo à 2R : 

(9)                                                                        
3

3
2

3
2

EI
LRd R =  

2) Deslocamento da extremidade “j” relativo a  rotação na extremidade “i” 

causado por 2R : 

a) Momento na extremidade “i” causado por 2R : 

(10)                                                                      2
2 LRM R

i =  

b) Rotação na extremidade “i” causada por 2R : 

(11.a)                                   222
2

R
iR

R
iR

R
i SLRSM θθ =⇒=  

 (11.b)                                                                     22

R

R
i S

LR
=θ  

c) Deslocamento na extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i”: 

(12)                                             233
2 L

S
LRdLd

R

R
i 








=⇒= θθ θ  
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Deslocamento vertical total na extremidade “j” é θ
333

2 ddd R += ; por-

tanto: 

(13)                                                     
3

2
2

3
2

3 







+








=

RS
LR

EI
LRd  

A rotação na extremidade “j”, 4d , também será composta de duas partes: 

1) Rotação da extremidade “j” devido à 2R : 

(14)                                                                      
2

2
2

4
2

EI
LRR =θ  

2) Rotação na extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” cau-

sada por 2R : 

(15)                                                                          2
4

R

i

S
LR

=θ  

Rotação total na extremidade “j” é iRd 444
2 θθ += ; portanto: 

(16)                                                      
2

2
2

2
4 








+








=

RS
LR

EI
LRd  

Da mesma maneira que anteriormente, para manter a compatibilidade 

dos deslocamentos, aplica-se um momento 2M  na extremidade “j” como mos-

trado na figura 3.2.d. 

O deslocamento vertical e a rotação na extremidade “j” devido ao 2M  

são determinados como segue. 

O deslocamento vertical na extremidade “j”, 5d , consiste em duas partes: 

1) Deslocamento da extremidade “j” relativo ao 2M : 

(17)                                                                   
2

2
2

5
2

EI
LMd M =  
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2) Deslocamento da extremidade “j” relativo a rotação na extremidade “i” 

causado por 2M : 

a) Momento na extremidade “i” devido ao 2M : 

(18)                                                                    2
2 MM M

i =
b) Rotação na extremidade “i” relativo ao 2M : 

(19)                                            2222

R

M
i

M
iR

M
i S

MSM =⇒= θθ  

c) Deslocamento na extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” 

causada por 2M : 

(20)                                                                      2
5

RS
LMd =θ  

     Deslocamento vertical total na extremidade “j” é θ
555

2 ddd M += , 

portanto: 

(21)                                                   
2

2
2

2
5 








+








=

RS
LM

EI
LMd  

A rotação na extremidade “j”, 6d , também será composta de duas partes: 

1) Rotação na extremidade “j” relativa ao 2M : 

(22)                                                                     2
6

2

EI
LMM =θ  

2) Rotação na extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” cau-

sada por 2M : 

(23)                                                                         2
6

RS
M

=θθ  

Rotação total na extremidade “j” é θθθ 666
2 += Md ; portanto: 
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(24)                                                      22
6 








+






=

RS
M

EI
LMd  

Usando a relação de compatibilidade: 

R

2
2

2

R

2
2

3
2

R

34

S
LM

EI2
LM

S
LR

EI3
LR

S2
qL

EI8
qL

+++=−
−

                )25(  

e 

R

22

R

2
2

2

R

23

S
M

EI
LM

S
LR

EI2
LR

S2
qL

EI6
qL

+++=−
−

                        )26(  

Para facilitar as expressões, pode-se escrever que, RR LSEIe /=  e 

Ri iee += 1 ; i = 1, 2, 3.. . Estes coeficientes encontram-se no trabalho de 

WEAVER E GER (1986). 

Resolvendo a equação (25) e a equação (26) para 2R e 2M  tem-se: 

4

5
2 2e

qLeR =                                                        (27a)  

(27b)                                  
12 4

6
2

2 e
eqLM −

=  

As equações do equilíbrio estático podem ser usadas para determinar 1R  

e 1M : 

           (28)                                                                   21 qLRR =+  

Substituindo a equação (27) na equação (28) e resolvendo para 1R , 

tem-se: 

(29)                                                                       
2 4

3
1 e

qLeR =  

Efetuando-se um somatório dos momentos na extremidade “j” da figura 

3.2.a chega-se: 
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(30)                                             0
2

2

211 =







−+−

qLMMLR  

Resolvendo a equação (30) e evidenciando 1M , tem-se: 

(31)                                                                       
12 4

2

1 e
qLM =  

 

Então, 

4

3
1 2e

qLeR =              

(32)                                            
2 4

5
2 e

qLeR =  

4

2

1 12e
qLM =            

(33)                                       
12 4

6
2

2 e
eqLM −

=  

Desta maneira, pode-se verificar as relações previamente obtidas, consi-

derando os seguintes limites. 

- Se a extremidade “i” é rígida, então RS → ∞ , logo Re → 0, assim am-

bas as extremidades são engastadas: 

Calculando-se os valores de 1R , 2R , 1M  e 2M  com a consideração de 

Re → 0, tem-se: 

221
qLRR ==  

(34)                                    
12

2

21
qLMM =−=  
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- Se a extremidade “i” é rotulada, então RS → 0, logo Re → ∞ , assim a 

extremidade “i” é rotulada e a extremidade “j” é engastada. 

Calculando-se os valores de 1R , 2R , 1M  e 2M  com a consideração de 

Re → ∞ , tem-se: 

8
3

1
qLR =                     

(35)                                             01 =M  

8
5

2
qLR =                    

(36)                                     
8

2

2
qLM −

=  

 
3.3. Modificação da matriz de rigidez do elemento 

A obtenção da matriz de rigidez do elemento, com ambas as extremida-

des semi-rígidas, será apresentada a seguir. A figura 3.3.a mostra um elemento 

com ligação semi-rígida, em ambas as extremidades. 

Será considerado ( RiS ) como sendo a rigidez rotacional da extremidade 

"i" da ligação. Da mesma maneira, ( RjS ) será a rigidez rotacional da extremida-

de"j"da ligação. 

 O comprimento do elemento é (L), a área da seção transversal é (A), o 

momento de inércia em relação ao eixo 3 é (I) e o módulo de elasticidade é (E). 

A matriz de rigidez do elemento é determinada no sistema de coordena-

da local do elemento (1-2-3). Os coeficientes da matriz de rigidez do elemento 

são obtidos a partir da matriz de flexibilidade, utilizando-se a compatibilidade de 

WEAVER & GERE (1986). 
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  Figura 3.4: Elemento com ambas as extremidades semi-rígidas: De-

terminação da matriz de rigidez 
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3.3.1Matriz de rigidez considerando-se apenas o efeito rotacional 
Para obter os coeficientes de flexibilidade da extremidade “j”, o elemento 

é engastado elasticamente na extremidade “i” e livre na extremidade “j” como 

mostrado nas figuras 3.4.b e 3.4.c. 

Uma força unitária é aplicada na direção 2 e na extremidade “j” como 

mostrado na figura 3.4.b. Os coeficientes de flexibilidade, ( 11D ) e ( 21D ), na ex-

tremidade “j” são obtidos como segue. 

O deslocamento vertical na extremidade “j”( 11D ) devido à força unitária é 

chamado de ( uF ) e será composto de duas partes: 

1) Deslocamento na extremidade “j” relativo à força unitária uF : 

(37)                                                                       
3

3

11 EI
LD uF =  

2) Deslocamento da extremidade “j” relativo a rotação na extremidade “i” 

causado por 
uF : 

a) Momento na extremidade ”i” relativo à uF : 

(38)                                                       LMLFM uu F
iu

F
i =⇒=  

b) Rotação na extremidade “i” relativo à uF : 

(39.a)                                          
Ri

F
iF

i
F
iRi

F
i S

MSM
u

uuu =⇒= θθ  

(39.b)                                                                        
Ri

F
i S

L
u =θ  

c) Deslocamento da extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” 

causada por uF : 

(40)                                                1111 L
S
LDLD
Ri

F
i

u








=⇒= θθ θ  



Capítulo 3 31

Deslocamento vertical total na extremidade “j” é θ
111111 DDD uF += ; 

portanto: 

          (41)                                                               
3

23

11
RiS

L
EI
LD +=  

A rotação na extremidade “j” relativa à força unitária uF  é chamada de 

21D  e será composta de duas partes: 

1) Rotação na extremidade “j” relativo à uF : 

(42)                                                                        
2

2

21 EI
L

uF =θ  

2) Rotação na extremidade “j” relativa à rotação na extremidade “i” cau-

sada por uF : 

(43)                                                                            21
RiS

L
=θθ  

Rotação total na extremidade “j” é θθθ 212121 += uFD , portanto: 

(44)                                                              
2

2

21
RiS
L

EI
LD +=  

Aplicando-se, agora, um momento unitário na direção do eixo 3 na ex-

tremidade “j” como mostrado em figura 3.4.c, os coeficientes de flexibilidade , 

12D  e 22D , na extremidade “j” são obtidos como segue. 

O deslocamento vertical na extremidade “j” relativo ao momento unitário 

uM  é chamado de 12D  e será composto de duas partes: 

1) Deslocamento na extremidade “j” relativo ao uM : 

(45)                                                                      
2

 2

12 EI
LD uM =  
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2) Deslocamento da extremidade “j” relativo a rotação na extremidade “i” 

causado por uM : 

a) Momento na extremidade “i” relativo à uM : 

(46)                                                                          1=uM
iM  

(47)                                                                      
S
1

Ri

M
i

u =θ  

c) Deslocamento na extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” 

causado por uM : 

(48)                                                                   1
12 L

S
D

Ri








=θ  

Deslocamento vertical total na extremidade “j” é θ
121212 DDD uM += ; 

portanto: 

(49)                                                       
2

2

12 







+








=

RiS
L

EI
LD  

A rotação na extremidade “j” relativo ao momento unitário uM  é chamado 

de 22D  e será composta de duas partes: 

1) Rotação na extremidade “j” relativo à uM : 

(50)                                                                         22 EI
L

uM =θ  

2) Rotação na extremidade “j” relativo à rotação na extremidade “i” cau-

sada por uM : 

(51)                                                                          1
22

RiS
i =θθ  

3) Rotação na extremidade “j” relativo à própria rotação da mesma ex-

tremidade causada por uM : 
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           (52)                                                                         1
22

RjS
j =θθ  

Rotação total na extremidade “j” é jiuMD θθ θθθ 22222222 ++= ; portanto: 

(53)                                           
S
11

Rj
22 










+








+






=

RiSEI
LD  

Para facilitar as expressões das equações e, posteriormente, as matri-

zes, foram introduzidos os parâmetros adimensionais conforme a seguir: 

(54.a)                                                                    ;
Ri

Ri LS
EIe =  

(54.b)                                                                    ;
Rj

Rj LS
EIe =  

(54.c)                                                          ;1 RjRiRij eee ++=  

(55.a)                                                                   ;11 RiRi ee +=  

(55.b)                                                                  ;11 RjRj ee +=  

(55.c)                                                                ;212 RiRi ee +=  

(55.d)                                                               ;212 RjRj ee +=  

(55.e)                                                                ;313 RiRi ee +=  

(55.f)                                                                 .313 RjRj ee +=  

Substituindo-se as equações (54) e (55) nas equações (41), (44), (49) e 

(53), e após algumas simplificações, os coeficientes de flexibilidade ficam da 

seguinte forma: 

(56.a)                                                                 ;
3

3
3

11 EI
eLD Ri=  
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(56.b)                                                                ;
2

2
2

12 EI
eLD Ri=  

(56.c)                                                                 ;
2

2
2

21 EI
eLD Ri=  

(56.d)                                                                  .22 EI
Le

D Rij=  

A matriz de flexibilidade [ jjF ] para a extremidade ”j” será da seguinte for-

ma: 

      [ jjF ] = 








2221

1211

D    
D     

D
D

                                                          (57)  

                 [ jjF  ]  = (58)                                         
6      3
3     2

6 Rij2

Ri23
2










eLe
LeeL

EI
L

Ri

Ri  

Invertendo a matriz [ jjF ] da equação (58), obtém-se a matriz de rigidez 

modificada [ jjS ], para a extremidade “j”: 

 [ jjS ] = (59.a)                                            
2  3-

3-      6
 

3
2

Ri2

Ri2













Ri

Rij

eLLe

Lee
C  

         onde, 

( )[ ] (59.b)                                   
1434

2
3 −+

=
RjRiRij eeeL

EIC  

A matriz de rigidez completa [ MS´ ], sem considerar a rigidez axial, é obti-

da por WEAVER e GERE (1986): 

[ MS´ ] = 












jj

ij

S    

S     

ji

ii

S

S
                                                           )60(  
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onde: [ iiS ], [ ijS ], [ jiS ] e [ jjS ] são todas sub-matrizes de [ MS´ ]. Os coeficientes 

em [ jjS ] são definidos como as ações de restrição na extremidade “j” do ele-

mento devido aos deslocamentos unitários na mesma extremidade. Os coefici-

entes em [ ijS ] são ações de restrição na extremidade “i” relativo ao desloca-

mento unitário na extremidade “j” e eles estão em equilíbrio com os  

termos em [ jjS ]. Os coeficientes em [ jiS ] consistem em ações de restrição na 

extremidade “j” devido aos deslocamentos unitários na extremidade “i”. Os coe-

ficientes em [ iiS ] ‚ são ações de restrição na extremidade “i” devido ao deslo-

camento unitário na extremidade “i” e eles estão em equilíbrio com os termos 

em [ jiS ]. 

A matriz de rigidez modificada [ jjS ] foi determinada e é apresentada pela 

equação (59.a). As outras três sub-matrizes de [ MS´ ] podem ser determinadas 

pela transformação de eixos. Estaticamente equivalente, as forças na extremi-

dade “i”, podem ser obtidas através da matriz de transformação[ ]T , onde: 

[ ]T = (61)                                                          
1    L
0     1








 

Nessas condições a sub-matriz [ ijS ] pode ser determinada a partir da re-

lação [ ijS ] [ ]T −=  [ jjS ]. Assim, tem-se: 

[ ] (62)                                           
       3

3       6
   

2
2

2









−

−
=

LLe

Lee
CS

Ri

RiRij
ij  

Como a matriz de rigidez [ MS´ ] é simétrica à sub-matriz [ jiS ], a mesma 

deve ser igual à transposta de [ ijS ]. Assim, transpondo [ jiS ] = [ ijS ]T , tem-se: 
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[ ] (63)                                          
             3

3       6
 

2
2

2







 −−
=

LLe

Lee
CS

Ri

RiRij
ji  

A sub-matriz restante [ iiS ] pode ser determinada a partir de [ jiS ] usando 

a relação [ ] [ ] [ ]jiii STS   −= . Isto dá: 

[ ]











=

3
2

2

2

2          3

3             6
 

RjRi

RiRij

ii eLLe

Lee
CS                                    )64(  

Desta forma, todas as sub-matrizes de [ M´S ] da equação (60) foram de-

terminadas. Assim, a matriz de rigidez modificada de um elemento, sem a inclu-

são da rigidez axial, é apresentada como: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Através do princípio da superposição de efeitos, as coordenadas axiais 

ao elemento de pórtico (figura 3.5.), desconsiderando-se sobre estas o efeito 

semi-rígido, serão determinadas através do método dos deslocamentos (coefi-

cientes de rigidez) e posteriormente, estes coeficientes serão alocados na ma-

triz de rigidez do elemento modificada. A teoria referente ao método dos deslo-

camentos encontra-se no capítulo 7 do presente trabalho.  

Para o elemento com dois graus de liberdade, observe a figura 3.5. 





















−

−−−

−

−

=

3
2

2
2

2

22

2
23

2
2

22

2        3                    3

3        6        3     6

           3     2       3

3          6      3        6  

 ]´[

RiRiRi

RiRijRjRij

RjRjRj

RiRijRijRij

M

eLLeLLe

LeeLee

LLeeLLe

LeeLee

CS
)65(



Capítulo 3 37

































=

 e2CL       3CLe-             0              CL        3CLe             0     

 3CLe-        6Ce                0          3CLe-       6Ce-            0     

0                  0                              0                0            - 

CL         3CLe-             0          e2CL     3CLe            0     

 3CLe         6Ce-              0          3CLe         6Ce            0     

0                   0              -             0                  0              

][

Ri3
2

Ri2
2

Ri2

Ri2RijRj2Rij

2
Rj2Rj3

2
Rj2

Ri2RijRj2Rij

0

L
AE

L
AE

L
AE

L
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SM

                               
Figura 3.5. : Elemento com dois graus de liberdade 

Aplicando-se um deslocamento unitário na coordenada “1” e mantendo-

se nulo o deslocamento na coordenada “4”, chega-se aos seguintes coeficien-

tes re rigidez: 

L
EAK11 =   e L

EAK14
−

=                                             )66(  

Aplicando-se um deslocamento unitário na coordenada “4”, e mantendo-

se nulo o deslocamento na coordenada “1”, chega-se aos seguintes coeficien-

tes de rigidez: 

L
EAK41

−
=   e  L

EAK44 =                                            )67(  

 A matriz de rigidez para um elemento de barra de pórtico  será represen-

tada pela matriz [ 0
MS ] da equação (68), com os termos da matriz ]´[ MS  da e-

quação (65), juntamente com os coeficientes rigidez axial provenientes das e-

quações (66) e (67), dispostos corretamente em função da ordem seqüencial 

dos graus de liberdade atribuídos ao elemento. 

 

 

  

  

 

 

      )68(  
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A matriz ][ MS  da equação (69) mostra a matriz de rigidez para um ele-

mento de pórtico plano, que foi obtida através da substituição dos coeficientes 

de semi-rigidez por números muito grandes, próximos de L/EI109 . O valor 

numérico do coeficiente de rigidez determinado para a simulação da ligação 

como sendo esta perfeitamente rígida, encontra-se no capítulo seguinte. 
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Capítulo 4 
 
 

AAnnáálliissee  ddoo  ccoommppoorrttaammeennttoo  sseemmii--rrííggiiddoo  ppaarraa  uumm  mmooddeelloo  
ssiimmpplleess  

 

4.1. Comentários gerais 
Para analisar o comportamento da ligação semi-rígida, foi considerada 

uma barra engastada nas duas extremidades e a ela, foi aplicada uma força 

concentrada de intensidade (F) no seu centro, como mostrada na figura 4.1. 

 
Figura 4.1: Barra bi-engastada nas extremidades. 

 

Para a estrutura acima, foram atribuídos: 

F  = KN100− , A = 210cm , I = 483,83 cm  , E = 2/20500 cmKN  e L = cm200  

onde: E = módulo de elasticidade longitudinal ou módulo de Young 

 A = área da seção transversal 

 I = momento de inércia  

 L = comprimento do elemento estrutural 

L

(kN) F

i j

2
L

2
L
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Foram feitas várias tentativas para a determinação dos coeficientes de 

rigidez rotacional para o programa P.S-R, e ficou caracterizado que para um 

coeficiente de semi-rigidez igual a L/EI109 , os resultados de deslocamentos 

transversais no ponto de aplicação da força e rotações relativas nas extremida-

des de um elemento de viga bi-engasta com carga concentrada aplicada no 

meio do vão do elemento, convergiu com os resultados fornecidos pelo software 

SAP 2000, e que , aumentando-se o valor deste coeficiente, os resultados rela-

tivos entre os deslocamentos permaneceram constantes. 

Para se determinar o coeficiente de rigidez que representa a estrutura 

como sendo a do tipo rotulada, foram feitos os mesmos tipos de testes (varia-

ção da rigidez), porém, a estrutura analisada no software SAP2000 foi a do tipo 

bi-apoiada (articulada). O valor do coeficiente de semi-rigidez encontrado para 

este caso foi de L/EI10 9− . 

Os coeficientes de semi-rigidez determinados são independentes das 

ações externas ou dos carregamentos, e que, por sua vez, podem ser empre-

gados à qualquer configuração de estrutura do tipo aporticada para a análise do 

comportamento de suas ligações; basta tomar uma estrutura qualquer como 

referência mantendo-se todos os parâmetros físicos e geométricos, variando-se 

apenas o comprimento dos elementos e analisar, portanto, qual é a influência 

do comprimento dos elementos sobre a ligação.  

Variou-se somente a rigidez rotacional ( RS ), mantendo a rigidez axial  

constante em toda a simulação.  

Obteve-se, assim, a relação Momento x Rigidez para as extremidades da 

barra, apresentada no gráfico 4.1. 

Aproveitando-se a variação da rigidez rotacional ( RS ), obteve-se também 

os deslocamentos no ponto central da viga, e a relação (Deslocamento x Rigi-

dez) está apresentado no gráfico 4.2. Na ligação semi-rígida, a viga tem rota-

ções nos nós “i” e “j” cujos valores variam em função da rigidez ( RS ) adotadas 

para os mesmos, conforme o gráfico 4.3. 
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 Pode-se verificar, com os resultados das três relações, que a rigidez se 

comporta exponencialmente, sempre convergindo para as situações esperadas, 

que é a de engastamento perfeito ou rótula (modelos ideais de cálculo). 

As curvas analisadas neste capítulo foram determinadas em escala loga-

rítmica ou escala natural, objetivando-se o seu comportamento não linear. Para 

o trecho em que a curva assume um comportamento aproximadamente linear, 

este será desprezado em função da sua pequena faixa de variação da rigidez, 

apenas por questões de apresentação dos resultados.  

 
4.2.  Construção dos gráficos 
 Aqui serão apresentados os gráficos que relacionam as grandezas: mo-

mento fletor, deslocamento transversal ou normal ao elemento e deslocamento 

rotacional (no plano do elemento), ambos confrontados com o parâmetro de 

semi-rigidez. O objetivo desta análise é a de mostrar e validar o comportamento 

não linear entre as grandezas. 

 Em função da estrutura representada pela figura 4.1, os gráficos foram  

construídos. A apresentação dos gráficos será realizada da seguinte maneira: 

a) em função dos dados físicos e geométricos atribuídos à estrutura da figura 

4.1; as respectivas grandezas serão confrontadas de forma a se validar o estu-

do do comportamento não linear entre as mesmas, porém, com as referidas co-

tas determinadas para este exemplo. 

 b) com a finalidade de se demonstrar de maneira geral a validade do compor-

tamento não linear obtido considerando-se o efeito semi-rígido das ligações, 

será apresentado logo após a exposição do gráfico, com cotas numéricas reais, 

um gráfico com cotas analíticas. Encontra-se no texto, ao fim da exposição dos 

gráficos, uma breve discussão sobre o comportamento das grandezas envolvi-

das confrontadas. 
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4.2.1. Gráfico momento fletor x rigidez 
A relação entre as grandezas momento fletor e rigidez é apresentada a-

través da figura 4.1.a, em função do carregamento e dos parâmetros físicos e 

geométricos atribuídos ao exemplo da figura 4.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gráfico 4.1.a: Relação momento fletor x rigidez 

No gráfico 4.1.b, 
8
FLMeng =  é o momento de engastamento perfeito de 

uma viga bi-engastada com força aplicada no ponto central. Para valores de 

rigidez menores do que engS (rigidez de engastamento perfeito), o momento 

comporta-se conforme a curva do mesmo gráfico. Caso a rigidez se aproxime 

de zero, o momento também converge para o mesmo valor. 
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Gráfico 4.1.b: Relação momento fletor x rigidez. 

 

4.2.2. Gráfico deslocamento transversal x rigidez 

A relação entre as grandezas deslocamento transversal e rigidez é apre-

sentada através da figura 4.2.a, em função do carregamento e dos parâmetros 

físicos e geométricos atribuídos ao exemplo da figura 4.1. 

 
Gráfico 4.2.a: Relação deslocamento transversal x rigidez. 
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O gráfico 4.2.b, mostra que, para ∞→2S  , o deslocamento é 
EI192

FLd
3

= , 

ou seja, a viga é engastada. Para 0S1 → , deslocamento é 
EI42
FLd
3

= , ou seja, a 

viga é bi-apoiada, ficando, assim, a curva exponencial para o comportamento 

semi-rígido. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Gráfico 4.2.b: Relação deslocamento transversal x rigidez. 

 
4.2.3. Gráfico rotação x rigidez 

A relação entre as grandezas deslocamento transversal e rigidez é apre-

sentada através da figura 4.3.a, em função do carregamento e dos parâmetros 

físicos e geométricos atribuídos ao exemplo da figura 4.1. 
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Gráfico 4.3.a: Relação rotação x rigidez 

O gráfico 4.3 b mostra que para ∞→4S  a rotação é 0=θ , ou seja, a 

viga é engastada. Para 0S3 → , a rotação é 
EI16

FL2
=θ , ou seja, a viga é bi-

apoiada. Neste caso, para valores da rigidez entre zero e 4S , o comportamento 

é semi-rígido. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gráfico 4.3.b: Relação rotação x rigidez. 
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Capítulo 5 
 
 

AAvvaalliiaaççããoo  ddaa  rriiggiiddeezz  ddaa  lliiggaaççããoo  ppaarraaffuussaaddaa  
 

5.1. Comentários gerais 
No presente trabalho, são estudadas as ligações formadas com dois pa-

rafusos por nó de elemento, como mostra a figura 5.1. Em função de alguns 

critérios de segurança para a garantia da integridade do comportamento da li-

gação, a NBR 8800:1986 determina certos limites para as ligações do tipo para-

fusada, levando-se em consideração os materiais e a disposição dos mesmos 

empregados na elaboração da ligação. 

O afastamento dos parafusos determina um momento resistente na ex-

tremidade da barra igual a pRR e*FM = , normalmente desprezado na análise 

estrutural. Com a conveniente entrada de dados no programa, o mesmo irá veri-

ficar o quanto este momento influenciará no comportamento da respectiva liga-

ção em estudo. A figura 5.0 mostra um arranjo típico de ligação encontrada tan-

to em estruturas metálicas quanto em estruturas de madeira. 

                           
   

Figura 5.0.: Arranjos típicos de ligações parafusadas 
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5.2. Determinação do momento resistente 
O valor da força resistente da ligação parafusada será determinado a 

partir das ações em equilíbrio das ações dadas pela figura 5.1, onde: 

pe  é o espaçamento entre parafusos; 

RF  é a força resistente dos parafusos; 

 

 
 
 
 
 
 
 

Figura 5.1: Esforços envolvidos em uma ligação parafusada 

 A força resistente ao corte do parafuso é igual a: NVR R*F Φ=  

 onde: 65,0=Φ  para parafusos ASTM A325 e ASTM A490 

60,0=Φ  para parafusos ASTM A307 e ISO 898 

  e 

 

 

 Na expressão acima pA  é a área bruta, baseada no diâmetro nominal 

“φ  “ do parafuso. 

  uf  é a resistência à tração do material do parafuso. 

 A resistência à tração do material do parafuso depende das especifica-

ções do mesmo. A tabela 5.1 apresenta os valores de uf  usualmente aplicá-

veis em estruturas. 

uPNV f*A42,0R =

pe

RF RF
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Tabela 5.1: Tipo de aços utilizados na fabricação dos parafusos. 

* dp é o diâmetro do parafuso. 

ESPECIFICAÇÃO RESISTÊNCIA À TRAÇÃO  (MPa) DIÂMETRO  (mm) 

ASTM A307 415 100 
825 12,7< dp < 25,4 * ASTM A325 
725 25,4≤ dp < 38,1 * 

ASTM A490 1035 12,7≤ dp <38,1 * 
 

5.3. Disposição Construtiva 
A distância mínima entre os centros dos furos não pode ser inferior à 

pd3 , valor estipulado pela NBR 8800:1986. 

  Além desse requisito, a distância entre as bordas de dois furos consecu-

tivos não pode ser inferior a pd  , conforme a figura 5.2. 

 

                                              
 

Figura 5.2: Espaçamento mínimo entre furos 

Observação: Não está sendo considerado o efeito do esmagamento da chapa.  
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Capítulo 6 
 
 

AAvvaalliiaaççããoo  ddooss  mmoommeennttooss  nnaa  eessttrruuttuurraa  
 

6.1. Comentários gerais 
 

O programa P.S-R (Pórtico Semi-Rígido), desenvolvido no presente tra-

balho, faz o estudo do comportamento das ligações formadas com dois parafu-

sos por nó de elemento. A correção da rigidez das ligações fica por conta de um 

processo iterativo. Esta correção se faz apenas quando o momento resistente 

da ligação passa a ser inferior ao momento solicitante aplicado à mesma. Para 

a determinação a priori dos esforços na estrutura, as ligações são consideradas 

como perfeitamente engastadas (modelos ideais); para a determinação dos es-

forços reais provenientes das forças externas aplicadas à correção das estrutu-

ras, e logo após a esta consideração inicial, os esforços de flexão atuantes na 

ligação são comparados em módulo com a resistência que a mesma oferece. 

 

6.2. Alteração da rigidez nas extremidades da barras 
 O valor do momento resistente é uma função direta do espaçamento e do 

diâmetro dos parafusos e constante ao longo do processo de análise, ou seja, 

seu valor será o mesmo para todos os nós. Deve-se atentar para o dimensio-

namento mínimo de parafusos previsto por norma, para que a confiabilidade 

dos resultados não seja prejudicada. 

Após calcular o momento solicitante e o momento resistente, o programa 

compara os dois valores: 

   - Se                     , então: 

 
RS MM >



Capítulo 6 50

 recalcula-se toda estrutura, até que os momentos solicitantes em todas 

as ligações sejam iguais ou inferiores ao momento resistente: RS MM =  

  - Se RS MM <  , então: 

o valor do momento continua sendo SM . 

O programa abaixa a rigidez da ligação fazendo com que o momento solicitante 

seja igual ao resistente, e assim, uma nova rigidez deverá ser computada nos 

cálculos. O programa fará iterações de tal forma em que o resíduo de momento 

excedente propague para os nós vizinhos através dos elementos estruturais; 

desta forma, a estrutura buscará uma nova forma ou configuração de equilíbrio. 
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Capítulo 7 
 
 

AAssppeeccttooss  ccoommppuuttaacciioonnaaiiss  
 

7.1. Preliminares 
O intuito do presente capítulo é o de apresentar as particularidades do 

presente programa (análise do comportamento semi-rígido das ligações parafu-

sadas), assim como o funcionamento do seu arquivo de entrada e saída de da-

dos, e discursar sobre as teorias envolvidas na elaboração do algoritmo numé-

rico. 

O programa P.S-R foi desenvolvido em linguagem FORTRAN (Power 

Station), desenvolvido para calcular estruturas planas formadas por elementos 

unidimensionais considerando-se três modelos de ligação, que serão apresen-

tados juntamente com os seus respectivos arquivos de entrada e saída de da-

dos, no decorrer deste capítulo. 

O algoritmo do presente programa foi desenvolvido em função do método dos 

deslocamentos, poderosa ferramenta numérica utilizada na elaboração de pro-

gramas de análise do comportamento estrutural.Este método será discutido 

com maiores detalhes também neste capítulo. 

 

7.2. Método dos deslocamentos 
O método dos deslocamentos tem grande aplicação na resolução de es-

truturas lineares e representa importante ferramenta na elaboração de progra-

mas computacionais. 

Contrário ao método da flexibilidade, o sistema de equações é determi-

nado aplicando-se agora um deslocamento unitário ao invés de uma ação ou 

força unitária, as incógnitas no problema são os deslocamentos nas juntas dos 
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elementos da estrutura, e não mais as reações e tensões redundantes, como 

eram calculadas no método da flexibilidade. 

O sistema de coordenadas globais deve ser fixado de forma a determinar cine-

maticamente a estrutura, ou seja, representar todas as possibilidades de movi-

mento nas juntas ou nós entre os elementos da estrutura. Em princípio, haverá 

coordenadas onde houver cargas aplicadas, deslocamentos nodais impostos, 

deslocamentos incógnitos e reação de apoio a calcular. 

Considera-se a estrutura resolvida quando são conhecidos os esforços 

nas extremidades de todos os elementos, os deslocamentos dos nós e as rea-

ções nos apoios, para um carregamento qualquer imposto através de cargas 

aplicadas aos nós e ao longo dos elementos. 

A aplicação do método dos deslocamentos é realizada da seguinte for-

ma: 

a) o sistema de coordenadas globais deve ser definido de forma que este, 

determine cinematicamente a estrutura, e para o qual seja possível determinar 

uma matriz de rigidez (as coordenadas devem ser independentes das ações e 

dos deslocamentos). 

b) os elementos e suas coordenadas locais devem ser definidos de forma a 

determinar suas matrizes de rigidez de modo que o vetor de forças nodais equi-

valentes locais seja igual ao produto da matriz de rigidez do elemento local pelo 

vetor de deslocamentos nodais. 

c) construir as matrizes de incidência cinemática dos elementos de forma 

que o vetor dos deslocamentos nodais seja determinado em função do produto 

entre a matriz de incidência cinemática pelo vetor de deslocamentos em coor-

denadas globais. 

d) calcular a matriz de rigidez da estrutura a partir das matrizes de rigidez 

dos elementos em coordenadas locais, onde estas matrizes locais são trans-

formadas em globais do elemento e em seguida são convenientemente locadas 

de forma a construir a matriz de rigidez da estrutura. 
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e) havendo cargas ao longo dos elementos, estas deverão ser transforma-

das em ações nodais equivalentes através do método da flexibilidade, por e-

xemplo, como foi demonstrado de forma conveniente no capítulo 3 do presente 

trabalho. 

f) impor as condições de contorno (vínculos rígidos segundo as direções 

das coordenadas globais) no sistema onde o produto da matriz de rigidez da 

estrutura pelo vetor de deslocamentos nodais globais da mesma devem ser i-

guais ao vetor de forças nodais da estrutura. Isto é feito, anulando-se linhas e 

colunas da matriz de rigidez da estrutura, exceto o termo que será feito igual a 

um e anulando-se, também, as respectivas linhas do vetor de forças nodais 

globais da estrutura. 

g) calcular os deslocamentos nodais da estrutura através da resolução do 

sistema formado já com as suas condições de contorno como citadas no item 

“c”. 

 A partir dos deslocamentos nodais da estrutura, determina-se os esfor-

ços solicitantes nos elementos, assim como as suas tensões e deformações. 

 

7.3. Fluxograma 
 O código computacional desenvolvido será exposto de maneira simples e 

objetiva através de um fluxograma estruturado como mostra a figura 7.1 logo 

abaixo: 



Capítulo 7 54

 
 

Figura 7.1: Fluxograma simplificado do programa 

Uma importante observação a se relatar sobre o fluxograma é que, para o ter-

ceiro tipo de análise (ligação semi-rígida) o programa executará os cálculos as-

sumindo a priori que a matriz de rigidez para os elementos da estrutura em aná-

lise seja a de pórtico plano, isto implica que os coeficientes de semi-rigidez que 

encontram-se acoplados na matriz de rigidez de cada elemento são de ordem 

relativamente grandes ( L/EI109 ), simulando e preservando a integridade da 

rigidez dos mesmos (nós perfeitamente rígidos). É necessário conhecer o valor 

inicial do momento fletor atuante nos nós dos elementos para que estes sejam-
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corrigidos futuramente caso o momento atuante seja maior que o resistente 

(processo iterativo). 

 

7.4. Matriz de transformação de coordenadas 
O desenvolvimento da matriz de transformação de coordenadas será 

realizado partindo-se da figura 7.2 logo abaixo:  

                                  
Figura 7.2: Sistema de transformação de coordenadas  

Fazendo-se a transformação do sistema de coordenadas (x,y) para o sis-

tema (x1,y1), e rearranjando-se o sistema de equações lineares em um sistema 

na forma de matriz , tem-se: 

 

                            
 

A transformação de coordenadas é apenas realizada para os graus de li-

berdade referidos à translação do elemento. As duas rotações no elemento não 

são transformáveis. Para que haja compatibilidade entre o produto das matrizes 

efetuadas no algoritmo, é necessário que loquemos os termos ou os coeficien-

tes de transformação de coordenadas de forma conveniente em uma matriz 

quadrada de sexta ordem. Esta é a ordem da matriz de rigidez do elemento de 

barra de pórtico plano. 

)68(
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A matriz de transformação de coordenadas é dada pela figura (7.3) logo 

abaixo: 

                 
Figura 7.3: Matriz de transformação de coordenadas 

A matriz de transformação de coordenadas têm a função de transformar 

o sistema de coordenadas globais no sistema de coordenadas locais ou vice-

versa, de acordo com as necessidades exigidas pelo algoritmo numérico. 

 

7.5. Sistema de coordenadas globais 
O sistema de coordenadas globais (da estrutura), adotados para o os 

cálculos em que o programa executa encontram-se na figura 7.4 logo abaixo:  

 

                                     
Figura 7.4: Sistema de coordenadas globais para um nó típico 

O sistema de coordenadas globais é base para o cálculo dos desloca-

mentos nodais da estrutura, reações de apoio e também para a interpretação 

dos resultados gerais fornecidos pelo arquivo de saída de dados do programa. 
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7.6. Sistema de coordenadas locais 
O sistema de coordenadas locais (do elemento) adotados para os cálculos no 

programa, encontram-se na figura 7.5 logo abaixo: 

                                          
Figura 7.5 : Sistema de coordenadas locais para um elemento de barra 

de pórtico. 

O sistema de coordenas locais é responsável pela determinação dos es-

forços, tensões e deformações nos elementos da estrutura. 

 
7.7. Arquivos de entrada e saída de dados 

Encontra-se no arquivo de entrada de dados uma opção para o usuário 

em que o mesmo possa realizar os três tipos de análises simultaneamente. 

Se o usuário optar pela análise do tipo “1”, o programa executará os cál-

culos considerando-se a estrutura como sendo portadora de nós perfeitamente 

articuláveis. 

Se o usuário optar pela análise do tipo ”2”, o programa executará os cál-

culos considerando-se a estrutura como sendo portadora de nós perfeitamente 

rígidos. 

Caso o usuário optar pela análise do tipo “3”, o programa executará os 

cálculos considerando-se a estrutura como sendo portadora de nós semi-

rígidos, ou seja, agora, além das respostas para os deslocamentos, esforços e 

reações de apoio o arquivo de saída de dados, fornecerá o valor da rigidez já 

corrigida para cada um dos nós do elemento em questão, caso este onde mo-

mento solicitante é maior que o resistente, do contrário, o programa não fará 

iterações (Ms < Mr) e a estrutura, portanto, poderá ser calculada considerando-

se os nós como sendo perfeitamente rígidos ou rotulados. 
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O programa traz uma certa facilidade ao usuário quando este procura fa-

zer os três tipos de análises simultaneamente. Para a estrutura em questão, 

basta apenas atribuirmos seus dados no arquivo de entrada uma única vez, tro-

ca-se apenas o item do arquivo de entrada que pede o tipo de análise pelo qual 

o usuário pretende realizar. Com isso, evitando-se a construção de três arqui-

vos de entrada dados para cada uma das análises em que o programa executa, 

portanto, muda-se apenas o número que corresponde à forma da análise em 

questão. 

No arquivo de entrada de dados, o usuário encontrará algumas solicita-

ções do mesmo que irão além das informações sobre parâmetros de natureza 

física e geométrica dos elementos. Neste, também se constatará a existência 

de parâmetros que definam algumas particularidades do tipo da ligação adotada 

no programa (ligação formada com dois parafusos por nó de elemento), como o 

tipo de parafuso, o diâmetro do mesmo e o espaçamento entre eles, dados es-

tes que são fundamentais para o cálculo do momento resistente da ligação. Por 

sua vez, esses dados são parâmetros de extrema importância para o terceiro 

tipo de análise. Vale ressaltar a importância de que o usuário deva buscar in-

formações normativas para a construção ideal e adequada da ligação para a 

estrutura desejada. No presente trabalho, são colocados alguns tipos de dados 

e algumas referências importantes para a elaboração da ligação segundo in-

formações normativas. Porém, o intuito do mesmo é o de fazer o estudo ou a 

análise do comportamento semi-rígido das ligações para a obtenção dos resul-

tados em termos de deslocamentos e esforços mais próximos da realidade do 

comportamento estrutural. 

O arquivo de saída de dados fornece o valor de: deslocamentos nodais 

nos elementos estruturais, esforços solicitantes (normal, cortante e momento 

fletor) e rigidez equivalente nos nós dos elementos, dados estes que são fun-

damentais para a identificação de qual nó de um determinado elemento esteja 

sendo solicitado além do seu limite. 
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Para a visualização real dos arquivos de entrada e de saída de dados do 

programa, será executado um exemplo de uma estrutura do tipo “meia Howe”, 

para uma maior compreensão da sua concepção ou formação estrutural. 

Tendo este capítulo como um de seus objetivos principais a exibição dos 

arquivos de entrada e saída de dados, sua apresentação será concebida de 

forma a expor apenas o arquivo que realiza o terceiro tipo de análise (ligações 

semi-rígidas),devido este ser o verdadeiro intuito do presente trabalho. 

 
7.7.1. Arquivo de entrada de dados 

Para a estrutura do tipo “meia Howe”, dada pela figura 7.6 logo abaixo, 

serão determinados seus deslocamentos nodais, os esforços solicitantes, a rigi-

dez final de cada nó por elemento e as reações de apoio da estrutura em fun-

ção dos dados físicos e geométricos referentes à mesma, e que encontram-se 

no arquivo de entrada de dados do programa. 

              
Figura 7.6: Estrutura do tipo “meia Howe” 

 
7.7.1.1.Arquivo de entrada de dados para uma estrutura do tipo meia Howe 
Escola de Egenharia de São Carlos 

Universidade de São Paulo 

Programa para o cálculo de pórticos planos com ligação semi-rigida 

Desenvolvido por: André Luis Christoforo 

Tipo de análise: 
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3 

Obs: Tipo 1 -> Treliça           (Não iterativo) 

Tipo 2 -> Pórtico         (Não Iterativo) 
Tipo 3 -> Semi-Rígido (Iterativo) 

Entre com o número de nós da estrutura (Nnos): 

13 

Entre com as coordenadas dos nós da estrutura: 

Nó         Coordenada(X)       Coordenada(Y) 

1           0                              0 

2          180                           0 

3          360                           0 

4          540                           0 

5          720                           0 

6          900                           0 

7          1080                         0 

8          180                           70 

9           360                         140 

10         540                         210 

11         720                         280 

12         900                         350 

13         1080                       420 

Entre com o número de elementos da estrutura (Nele): 

23 

Entre com a conectividade dos elementos e o tipo de material: 

Elemento    Nó(inicial)    Nó(final)    Material   

1                1                   2               1  

2                2                   3               1  

3                3                   4               1 

4                4                   5               1  

5                5                   6               1  
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6                6                   7               1  

7                1                   8               1  

8                8                   9               1  

9                9                   10             1  

10              10                 11             1  

11              11                 12             1  

12              12                 13             1  

13              2                   8               1  

14              3                   8               1  

15              3                   9               1  

16              4                   9               1  

17              4                   10             1  

18              5                   10             1  

19              5                   11             1  

20              6                   11             1  

21              6                   12             1  

22              7                   12             1  

23              7                   13             1  

Entre com o número de materiais (Nmat): 

1 

Entre com os parâmetros que constituem cada material: 

Material     Elasticidade(E)     Inércia(In)     Área(Ar) 

1               205000                  833.33          100 

Entre com o número de nós carregados (Nnocar): 

1 

Entre com a posição, intensidade, direção e sentido para as cargas con-

centradas na estrutura: 

Nó     Carga(Qx)    Carga(Qy)     Carga(Qz) 

1        0                  -900               0 

Entre com o número de elementos carregados (nelecar): 
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0 

Entre com a posição, intensidade, direção e sentido das cargas distribuídas nos 

elementos:   

Elemento          Carga     

Entre com o número de nós restritos (Nnores): 

2 

Entre com a quantidade de graus de liberdade restritos por nó: 

Obs:  0 = para graus de liberdade não restritos a movimentos 

      1 = para graus de liberdade restritos a movimentos 

Nó    Direção(x)    Direção(y)     Direção (z) 

7      1                  1                    1 

13    1                  1                    1 

Dados de ligação: 

Obs: Para a análise do presente estudo foram considerados 4 tipos de parafu-

sos: 

 - material numero 1: ASTM A307    <- diâmetro 10 cm  

 - material numero 2: ASTM A325    <- diâmetro 1.27cm < d 3.81 cm 

 - material numero 3: ASTM A490    <- diâmetro 1.27cm < d 3.81 cm 

 - material numero 4: ISO 898          <- diâmetro 3.6 cm 

Material         Diâmetro do parafuso (cm)       Espaçamento entre parafusos (cm)  

2                   1.3                                              7 

7.7.1.2. Arquivo de saída de dados para uma estrutura do tipo meia Howe 
************************Deslocamentos************************* 

  Nó             Desl(x)             Desl(y)                Giro(z) 

   1             1.21725            -6.99848              .01843 

   2             1.01457            -3.70917              .01211 

   3            .81209               -2.10436              .00781 

   4            .60921               -1.08254              .00482 

   5            .40621               -.44951                .00279 

   6            .20312               -.10807                .00132 
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   7            .00000                .00000                .00000 

   8            .18844                -3.70912             .01152 

   9           -.18516               -2.10422              .00655 

  10          -.33176               -1.08241              .00411 

  11          -.32712               -.44926                .00224 

  12          -.20896               -.10790                .00074 

  13            .00000                .00000               .00000 

  ****************************Esforços *********************************** 

  Barra   1            Nó(i)   1             Nó(j)   2 

  Normal              Cortante             Momento 

  2308.27894      -1.50579            -60.79381 

 -2308.27894       1.50579            -210.24836 

  

  Barra   2            Nó(i)   2             Nó(j)   3 

  Normal              Cortante             Momento 

  2306.00312    -.16640                 177.94581 

 -2306.00312      16640                -207.89748 

  

  Barra   3             Nó(i)   3             Nó(j)   4 

  Normal               Cortante            Momento 

  2310.58530       .40360               210.20169 

 -2310.58530      -.40360             -137.55280 

 

  Barra   4             Nó(i)   4             Nó(j)   5 

  Normal               Cortante            Momento 

  2312.00717       .60689               210.26915 

 -2312.00717      -.60689             -101.02958 

 

  Barra   5             Nó(i)   5            Nó(j)   6 

  Normal             Cortante           Momento 



Capítulo 7 64

  2312.89515       .83027              209.65003 

 -2312.89515     -.83027           -60.20184 

 

  Barra   6           Nó(i)   6           Nó(j)   7 

  Normal             Cortante          Momento 

  2313.35341     .36807             158.11569 

 -2313.35341    -.36807            -91.86277 

 

  Barra   7           Nó(i)   1           Nó(j)   8 

  Normal             Cortante          Momento 

 -2476.98263    -.77373             60.79381 

  2476.98263     .77373            -210.22563 

 

  Barra   8           Nó(i)   8           Nó(j)   9 

  Normal             Cortante          Momento 

 -2478.41304     .00004             210.23452 

  2478.41304    -.00004            -210.22641 

 

  Barra   9           Nó(i)   9           Nó(j)  10 

  Normal             Cortante          Momento 

 -2480.80824   -.15371              173.97460 

  2480.80824    .15371              -203.66020 

  

  Barra  10          Nó(i)  10           Nó(j)  11 

  Normal             Cortante           Momento 

 -2481.71677     .52637              210.29656 

  2481.71677    -.52637             -108.63683 

  

  Barra  11           Nó(i)  11          Nó(j)  12 

  Normal              Cortante          Momento 
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 -2482.24820      .36575             167.76049 

  2482.24820     -.36575            -97.12264 

  

  Barra  12           Nó(i)  12          Nó(j)  13 

  Normal              Cortante          Momento 

 -2482.30153      1.33571           194.72734 

  2482.30153     -1.33571            63.24025 

  

  Barra  13            Nó(i)   2          Nó(j)   8 

  Normal               Cortante         Momento 
 -1.33939            -2.27582          32.30255 

  1.33939             2.27582         -191.61028 

  

  Barra  14            Nó(i)   3          Nó(j)   8 

  Normal               Cortante         Momento 

  4.18389            -.02754           -196.91995 

 -4.18389             .02754           191.60139 

  

  Barra  15            Nó(i)   3         Nó(j)   9 

  Normal               Cortante        Momento 

 -2.11211              .69276          194.61574 

  2.11211             -.69276          -97.62995 

  

  Barra  16            Nó(i)   4         Nó(j)   9 

  Normal               Cortante        Momento 

  1.84704             .04218          -124.26370 

 -1.84704            -.04218           133.88176 

  

  Barra  17            Nó(i)   4         Nó(j)  10 

  Normal               Cortante        Momento 
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 -1.30396           -.06198            51.54735 

  1.30396            .06198           -64.56391 

  

  Barra  18            Nó(i)   5         Nó(j)  10 

  Normal               Cortante        Momento 

 1.97308            -.16968          -104.85980 

-1.97308             .16968            57.92755 

  

  Barra  19            Nó(i)   5         Nó(j)  11 

  Normal               Cortante        Momento 

 -1.83189             -.26726         -3.76065 

  1.83189              .26726         -71.07172 

  

  Barra  20            Nó(i)   6         Nó(j)  11 

  Normal               Cortante        Momento 

  1.63387           -.21303           -82.85710 

 -1.63387            .21303            11.94806 

  

  Barra  21            Nó(i)   6         Nó(j)  12 

  Normal               Cortante        Momento 

 -1.02737           -.24607           -15.05675 

  1.02737            .24607            -71.06785 

  

  Barra  22            Nó(i)   7         Nó(j)  12 

  Normal               Cortante        Momento 

 1.99642             -.29881           -91.06526 

-1.99642              .29881           -26.53685 

  

  Barra  23            Nó(i)   7          Nó(j)  13 

  Normal               Cortante         Momento 
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 .00000                .00000           .00000 

  .00000               .00000           .00000 

Número de iterações:       15404 

Momento resistente: 209.256 

  ******************Coeficiente de rigidez********************** 

  Barra               Sr(i)                                 Sr(j) 

   1                   1000000000.00000          38036.72941 

   2                    80553.20042                   3366862.23558 

   3                   182056.14153                  1000000000.00000 

   4                    536916.20455                 1000000000.00000 

   5                    3904201.82928               1000000000.00000 

   6                   1000000000.00000          1000000000.00000 

   7                   1000000000.00000          39078.22542 

   8                   111617.37729                  296057.00145 

   9                   575866.67097                  1000000000.00000 

  10                  3151722.25746                1000000000.00000 

  11                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  12                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  13                  234261.48433                  1000000000.00000 

  14                  731138353.82169            126866.98069 

  15                  8477631.74980                2260954.84020 

  16                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  17                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  18                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  19                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  20                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  21                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  22                  1000000000.00000          1000000000.00000 

  23                  1000000000.00000          1000000000.00000 

**********************Reações de apoio************************* 
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Nó           Reacao(x)           Reacao(y)            Momento(z) 

   7          -2314.00074        1.54398               -182.92802 

  13          2314.00074        898.45602             63.24025 
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Capítulo 8 
 
 

EExxeemmppllooss  ddee  aapplliiccaaççããoo  
 

8.1. Comentários gerais 
Neste capítulo, serão efetuados alguns cálculos para determinadas estru-

turas considerando-se as três formas de análise para cada exemplo ou estrutu-

ra em questão. O objetivo, com relação aos exemplos rodados, será o de con-

frontar seus resultados de deslocamentos e esforços entre as três formas de 

análise que o programa efetua, e, portanto, verificar a importância da análise do 

comportamento semi-rígido das ligações. 

Alguns exemplos de diferentes configurações geométricas e carregamen-

tos foram analisados pelo programa P.S-R desenvolvido, e os seus resultados, 

tais como deslocamentos dos nós, reações e esforços nos elementos, foram 

comparados com o software de análise estrutural, SAP 2000.  

A comparação foi realizada para se verificar inicialmente a integridade do 

programa desenvolvido. Nos diversos exemplos, procurou-se verificar os resul-

tados para os casos onde todos os elementos foram considerados rotulados 

nas suas extremidades e, posteriormente, engastados. 

Depois de comprovada a consistência do programa, tais exemplos foram 

processados novamente, a fim de analisar o comportamento da ligação semi-

rígida dos elementos. Nas tabelas 8.1, 8.3.a, 8.5., 8.7 e 8.9, estão apresentados 

os valores dos momentos solicitantes nos elementos em cada estrutura e os 

mesmos organizados em três colunas, sendo uma para a configuração rotulada, 

outra para a semi-rígida e outra para a engastada. 

 Nas tabelas 8.2, 8.4, 8.6, 8.8 e 8.10, estão apresentados os valores dos 

deslocamentos máximos para cada situação. 
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No processo computacional, o próprio programa efetua automaticamente 

a busca do valor do coeficiente de rigidez para cada nó da estrutura, a fim de 

que o valor limite para o momento solicitante na extremidade do elemento, não 

seja superior ao momento resistente da ligação, nesse caso para ligações para-

fusadas. 

As estruturas analisadas nos itens 8.2.1, 8.2.2, 8.2.3, 8.2.4 e 8.2.5 foram 

processadas admitindo-se uma certa rigidez nas barras, preocupando-se so-

mente com o comportamento da ligação semi-rígida entre elas. Para a estrutura 

analisada no item 8.2.5, procurou-se obter uma análise, introduzindo-se a rigi-

dez das ligações compatível com a resistência de cálculo, devido ao carrega-

mento usual neste tipo de estrutura. Somente no exemplo 8.2.1, a estrutura foi 

analisada para três diferentes comprimentos de vãos, sendo 10,80 m, 21,60 m 

e 32,40 m, respectivamente, com o objetivo de se verificar e comparar a rigidez 

observada nos três casos.  

 
8.2. Exemplos 
 Os exemplos apresentados a seguir são configurações de estruturas co-

mumente utilizadas em construções industriais, comerciais e residenciais, sen-

do que algumas delas podem ser utilizadas na fabricação de pontes, etc. 

 

8.2.1. Estrutura Howe 
 Conforme mencionado anteriormente, a análise dessa estrutura foi efetu-

ada para três diferentes vãos, sendo sempre mantida as mesmas condições 

topológicas e geométricas da estrutura, bem como as ações nos seus respecti-

vos nós, e também o mesmo tipo de material, tanto para os elementos da estru-

tura, como para a ligação. 

 As figuras 8.1.a, 8.1.b e 8.1.c mostram a geometria das estruturas Howe 

analisadas nos três casos. Os valores dos momentos solicitantes encontram-se 

nas tabelas 8.1.a, 8.1.b e 8.1.c. Os valores dos deslocamentos no meio do vão 
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para estas estruturas, com vãos diferentes, encontram-se nas tabelas 8.2.a, 

8.2.b e 8.2.c . 

 Os valores adotados para as três estruturas Howe são iguais a: 

Força concentrada nos nós: 60,00 kN 

  Área da seção transversal: 114,00 cm2. 

  Momento de inércia: 1728,00 cm4. 

  Módulo de elasticidade: 20500 KN/cm2. 

  Diâmetro do parafuso: 1,27 cm. 

  Espaçamento entre parafusos: 7,00 cm. 

  Especificação do parafuso: ASTM A307. 

 Figura 8.1.a: Estrutura Howe, L=10.80 m 

Tabela 8.1.a: Valores dos momentos solicitantes nos elementos, 

L=10,80 m 

Rotulada Semi-Rígida Rígida 
barra Nó(i) Nó(j) 

nó “i” nó “j” nó “i” nó “j” nó “i” nó “j” 

1 1 2 0,00 0,00 14,11 92,75 20,12 225,95 

2 2 3 0,00 0,00 -64,50 23,37 -90,70 14,13 

3 3 4 0,00 0,00 -51,17 1,46 -47,01 3,52 

4 5 4 0,00 0,00 51,17 -1,46 47,01 -3,52 

5 6 5 0,00 0,00 64,50 -23,37 90,70 -14,13 

6 7 6 0,00 0,00 -14,11 -92,75 -20,12 -225,95 

7 1 8 0,00 0,00 -14,11 91,39 -20,12 191,66 

8 8 9 0,00 0,00 -66,54 27,77 -78,07 22,90 
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9 9 10 0,00 0,00 -76,77 -52,67 -76,39 -52,49 

10 11 10 0,00 0,00 76,77 52,67 76,39 52,49 

11 12 11 0,00 0,00 66,54 -27,77 78,07 -22,90 

12 7 12 0,00 0,00 14,11 -91,39 20,12 -191,66 

13 2 8 0,00 0,00 -91,24 -1,40 -135,24 -80,26 

14 3 8 0,00 0,00 45,94 -23,43 44,45 -33,32 

15 3 9 0,00 0,00 -18,14 16,27 -11,56 20,44 

16 4 9 0,00 0,00 53,14 32,72 53,29 33,05 

17 4 10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

18 4 11 0,00 0,00 -53,14 -32,72 -53,29 -33,05 

19 5 11 0,00 0,00 18,14 -16,27 11,56 -20,44 

20 5 12 0,00 0,00 -45,94 23,43 -44,45 33,32 

21 6 12 0,00 0,00 91,24 1,40 135,24 80,26 

 

Tabela 8.2.a: Valor do deslocamento no meio do vão, L=10,80 m 

 

Nó Rotulada Semi-Rígida Engastada 
4 -0,1878 -0,1870 -0,1865 

 
Figura 8.1.b: Estrutura Howe, L=21,60 m 
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Tabela 8.2.b: Valores dos momentos solicitantes nos elementos, 

L=21,60 m 

Rotulada Semi-Rígida Rígida 
barra Nó(i) Nó(j) 

nó “i” nó “j” nó “i” nó “j” Nó “i” nó “j” 
1 1 2 0,00 0,00 32,53 90,26 44,70 521,12 
2 2 3 0,00 0,00 -90,75 91,10 -165,59 77,12 
3 3 4 0,00 0,00 -91,10 32,80 -107,45 28,27 
4 4 5 0,00 0,00 -91,62 -0,77 -95,72 -0,20 
5 5 6 0,00 0,00 -91,62 -27,25 -93,78 -17,79 
6 6 7 0,00 0,00 -91,23 -91,82 -134,07 108,47 
7 8 7 0,00 0,00 91,23 91,82 134,07 108,47 
8 9 8 0,00 0,00 91,62 27,25 93,78 17,79 
9 10 9 0,00 0,00 91,62 0,77 95,72 0,20 

10 11 10 0,00 0,00 91,10 -32,80 107,45 -28,27 
11 12 11 0,00 0,00 90,75 -91,10 165,59 -77,12 
12 13 12 0,00 0,00 -32,53 -90,26 -44,70 -521,12 
13 1 14 0,00 0,00 -32,53 90,80 -44,70 442,31 
14 14 15 0,00 0,00 -90,25 91,18 -147,79 84,42 
15 15 16 0,00 0,00 -87,68 32,91 -85,35 34,24 
16 16 17 0,00 0,00 -91,38 -9,58 -95,78 -17,84 
17 17 18 0,00 0,00 -91,39 -32,41 -77,52 28,47 
18 18 19 0,00 0,00 -90,60 -90,19 -235,16 -277,47 
19 20 19 0,00 0,00 90,60 90,19 235,16 277,47 
20 21 20 0,00 0,00 91,39 32,41 77,52 -28,47 
21 22 21 0,00 0,00 91,38 9,58 95,78 17,84 
22 23 22 0,00 0,00 87,68 -32,91 85,35 -34,24 
23 24 23 0,00 0,00 90,25 -91,18 147,79 -84,42 
24 13 24 0,00 0,00 32,53 -90,80 44,70 -442,31 

25 2 14 0,00 0,00 -91,51 90,09 -355,53 -237,02 
26 3 14 0,00 0,00 91,01 -37,73 125,75 -57,49 
27 3 15 0,00 0,00 -90,89 -28,61 -95,42 -27,87 
28 4 15 0,00 0,00 89,88 25,11 94,47 28,80 
29 4 16 0,00 0,00 -31,06 9,50 -27,03 11,65 
30 5 16 0,00 0,00 80,53 48,96 82,68 49,88 
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31 5 17 0,00 0,00 11,87 37,15 11,29 32,67 
32 6 17 0,00 0,00 80,60 63,82 85,80 62,69 
33 6 18 0,00 0,00 37,88 90,21 66,06 102,57 
34 7 18 0,00 0,00 64,30 90,79 83,35 104,11 
35 7 19 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
36 7 20 0,00 0,00 -64,30 -90,79 -83,35 -104,11 
37 8 20 0,00 0,00 -37,88 -90,21 -66,06 -102,57 
38 8 21 0,00 0,00 -80,60 -63,82 -85,80 -62,69 
39 9 21 0,00 0,00 -11,87 -37,15 -11,29 -32,67 
40 9 22 0,00 0,00 -80,53 -48,96 -82,68 -49,88 
41 10 22 0,00 0,00 31,06 -9,50 27,03 -11,65 
42 10 23 0,00 0,00 -89,88 -25,11 -94,47 -28,80 
43 11 23 0,00 0,00 90,89 28,61 95,42 27,87 
44 11 24 0,00 0,00 -91,01 37,73 -125,75 57,49 
45 12 24 0,00 0,00 91,51 -90,09 355,53 237,02 

 

Tabela 8.2.b: Valor do deslocamento no meio do vão, L=21,60 m 

Nó Rotulada Semi-Rígida Engastada 
7 -0,8047 -0,8033 -0,8006 

 Figura 8.1.c: Estrutura Howe, L=32,40 m 
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Tabela 8.1.c: Valores dos momentos solicitantes nos elementos,  

L=32,40 m 

Rotulada Semi-Rígida Rígida 
barra Nó(i) Nó(j) 

nó “i” nó “j” Nó “i” nó “j” nó “i” nó “j” 
1 1 2 0,00 0,00 50,99 90,97 69,28 820,66 
2 2 3 0,00 0,00 -90,89 90,15 -246,03 136,72 
3 3 4 0,00 0,00 -90,15 86,31 -166,96 60,15 
4 4 5 0,00 0,00 -91,15 31,24 -140,04 21,79 
5 5 6 0,00 0,00 -90,81 -3,54 -131,06 -5,75 
6 6 7 0,00 0,00 -91,47 -32,16 -135,92 -30,19 
7 7 8 0,00 0,00 -90,70 -55,74 -148,98 -56,22 
8 8 9 0,00 0,00 -90,93 -64,53 -150,81 -41,74 
9 9 10 0,00 0,00 -90,90 -90,29 -264,31 -323,22 
10 11 10 0,00 0,00 90,90 90,29 264,31 323,22 
11 12 11 0,00 0,00 90,93 64,53 150,81 41,74 
12 13 12 0,00 0,00 90,70 55,74 148,98 56,22 
13 14 13 0,00 0,00 91,47 32,16 135,92 30,19 
14 15 14 0,00 0,00 90,81 3,54 131,06 5,75 
15 16 15 0,00 0,00 91,15 -31,24 140,04 -21,79 
16 17 16 0,00 0,00 90,15 -86,31 166,96 -60,15 
17 18 17 0,00 0,00 90,89 -90,15 246,03 -136,72 
18 19 18 0,00 0,00 -50,99 -90,97 -69,28 -820,66 
19 1 20 0,00 0,00 -50,99 91,16 -69,28 697,02 
20 20 21 0,00 0,00 -90,39 91,25 -217,39 153,50 
21 21 22 0,00 0,00 -90,60 81,04 -124,82 74,36 
22 22 23 0,00 0,00 -91,24 19,52 -127,32 17,36 
23 23 24 0,00 0,00 -91,15 -20,24 -131,97 -19,32 
24 24 25 0,00 0,00 -90,75 -48,28 -139,72 -39,55 
25 25 26 0,00 0,00 -90,42 -90,86 -167,66 -103,71 
26 26 27 0,00 0,00 -91,63 -62,19 -114,70 82,54 
27 27 28 0,00 0,00 -90,19 -90,16 -461,83 -648,84 
28 29 28 0,00 0,00 90,19 89,86 461,83 648,84 
29 30 29 0,00 0,00 91,63 62,19 114,70 -82,54 
30 31 30 0,00 0,00 90,42 71,86 167,66 103,71 
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31 32 31 0,00 0,00 90,75 48,28 139,72 39,55 
32 33 32 0,00 0,00 91,15 20,24 131,97 19,32 
33 34 33 0,00 0,00 91,24 -19,52 127,32 -17,36 
34 35 34 0,00 0,00 88,60 -81,04 124,82 -74,36 
35 36 35 0,00 0,00 90,39 -91,25 217,39 -153,50 
36 19 36 0,00 0,00 50,99 -91,16 69,28 -697,02 
37 2 20 0,00 0,00 -90,08 90,51 -574,63 -392,68 
38 3 20 0,00 0,00 91,33 -60,27 203,82 -86,93 
39 3 21 0,00 0,00 -91,10 -14,40 -173,58 -63,03 
40 4 21 0,00 0,00 90,85 11,75 145,76 34,35 
41 4 22 0,00 0,00 -86,75 -23,93 -65,87 -3,64 
42 5 22 0,00 0,00 90,80 34,14 114,70 56,60 
43 5 23 0,00 0,00 -25,23 16,32 -5,43 36,99 
44 6 23 0,00 0,00 90,87 55,30 109,68 77,61 
45 6 24 0,00 0,00 12,15 42,13 31,99 63,65 
46 7 24 0,00 0,00 90,96 90,87 115,59 95,39 
47 7 25 0,00 0,00 39,89 63,79 63,58 90,72 
48 8 25 0,00 0,00 90,89 90,91 128,08 116,48 
49 8 26 0,00 0,00 62,78 81,59 78,95 93,35 
50 9 26 0,00 0,00 90,93 90,90 149,17 125,06 
51 9 27 0,00 0,00 90,51 90,68 156,87 202,44 
52 10 27 0,00 0,00 90,72 90,70 115,43 176,84 
53 10 28 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
54 10 29 0,00 0,00 -90,72 -90,70 -115,43 -176,84 
55 11 29 0,00 0,00 -90,51 -90,68 -156,87 -202,44 
56 11 30 0,00 0,00 -90,93 -90,90 -149,17 -125,06 
57 12 30 0,00 0,00 -62,78 -90,59 -78,95 -93,35 
58 12 31 0,00 0,00 -90,89 -90,91 -128,08 -116,48 
59 13 31 0,00 0,00 -39,89 -63,79 -63,58 -90,72 
60 13 32 0,00 0,00 -90,96 -68,87 -115,59 -95,39 
61 14 32 0,00 0,00 -12,15 -42,13 -31,99 -63,65 
62 14 33 0,00 0,00 -90,87 -55,30 -109,68 -77,61 
63 15 33 0,00 0,00 25,23 -16,32 5,43 -36,99 
64 15 34 0,00 0,00 -90,80 -34,14 -114,70 -56,60 
65 16 34 0,00 0,00 86,75 23,93 65,87 3,64 
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66 16 35 0,00 0,00 -90,85 -11,75 -145,76 -34,35 
67 17 35 0,00 0,00 91,10 14,40 173,58 63,03 
68 17 36 0,00 0,00 -91,33 60,27 -203,82 86,93 
69 18 37 0,00 0,00 90,08 -90,51 574,63 392,68 

 

Tabela 8.2.c: Valor do deslocamento no meio do vão, L=32,40 m 

Nó Rotulada Semi-Rígida Engastada 
10 -1,8506 -1,8487 -1,8426 

 

8.2.2.  Meia estrutura Howe em balanço 
A figura 8.2 mostra a geometria da estrutura Howe analisada nesse caso, 

sendo que a mesma possui um comprimento de 14,40 m. Os valores dos mo-

mentos solicitantes, bem como o deslocamento na extremidade do vão, estão 

apresentados nas tabelas 8.3 e 8.4, respectivamente. 

 Os valores adotados para o cálculo dessa estrutura são: 

Força concentrada nos nós: 40,00 kN 

  Área da seção transversal: 100,00 cm2. 

  Momento de inércia: 833,33 cm4. 

  Módulo de elasticidade: 20500 kN/cm2. 

  Diâmetro do parafuso: 1,27 cm. 

  Espaçamento entre parafusos: 7,00 cm. 

Especificação do parafuso: ASTM A307. 

 

 
Figura 8.2: Meia estrutura Howe em balanço, L=14,40 m 
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Tabela 8.3: Valores dos momentos solicitantes nos elementos,  

L=14,40 m 

Rotulada Semi-Rígida Rígida 
barra Nó(i) Nó(j) 

nó “i” nó “j” Nó “i” nó “j” nó “i” nó “j” 
1 1 2 0,00 0,00 -2,96 -90,55 -8,15 -319,36 
2 2 3 0,00 0,00 20,53 -90,23 -76,42 237,01 
3 3 4 0,00 0,00 55,90 -90,85 29,64 -213,80 
4 4 5 0,00 0,00 58,83 -90,23 49,17 -172,52 
5 5 6 0,00 0,00 61,51 -90,32 42,21 -191,55 
6 6 7 0,00 0,00 57,75 -91,08 70,08 -166,21 
7 7 8 0,00 0,00 55,76 -90,57 22,80 201,25 
8 8 9 0,00 0,00 51,96 -89,42 84,89 -136,78 
9 1 10 0,00 0,00 2,96 -90,74 8,15 -294,12 
10 10 11 0,00 0,00 19,82 -90,79 -62,92 -255,80 
11 11 12 0,00 0,00 40,74 -90,50 -15,91 -221,01 
12 12 13 0,00 0,00 81,34 -90,07 106,38 -134,97 
13 13 14 0,00 0,00 51,37 -90,17 11,80 -216,12 
14 14 15 0,00 0,00 85,94 90,98 124,22 -105,83 
15 15 16 0,00 0,00 43,35 -90,05 3,70 -231,27 
16 16 17 0,00 0,00 74,44 -91,20 95,92 -119,87 
17 2 10 0,00 0,00 90,02 90,37 395,78 412.59 
18 3 10 0,00 0,00 -90,96 7,54 -216,50 -55,54 
19 3 11 0,00 0,00 90,62 90,04 355,61 271,72 
20 3 12 0,00 0,00 62,66 -91,34 68,15 -140,52 
21 4 12 0,00 0,00 90,02 90,81 164,61 167,84 
22 5 12 0,00 0,00 -91,24 66,70 -105,81 87,30 
23 5 13 0,00 0,00 90,45 90,70 151,86 123,17 
24 5 14 0,00 0,00 65,51 -91,33 84,25 -98,22 
25 6 14 0,00 0,00 90,57 90,85 121,47 100,14 
26 7 14 0,00 0,00 -91,54 61,74 -64,58 89,98 
27 7 15 0,00 0,00 90,33 90,62 118,25 102,13 
28 7 16 0,00 0,00 62,53 -91,72 89,74 -63,13 
29 8 16 0,00 0,00 90,61 26,09 116,36 91,28 
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30 9 16 0,00 0,00 -1,64 81,23 -3,85 107,19 
31 9 17 0,00 0,00 91,06 91,20 140,64 119,87 

 

Tabela 8.4: Valor do deslocamento na extremidade do vão, L=10,80m 

Nó Rotulada Semi-Rígida Engastada 
1 -7,7672 -7,7519 -7,7383 

 

8.2.3. Estrutura Pratt 
 A figuras 8.3 mostra a geometria da estrutura Pratt, analisada nesse ca-

so, sendo que a mesma possui um vão de 8,40 m. Os valores dos momentos 

solicitantes, bem como o deslocamento no meio do vão, estão apresentados 

nas tabelas 8.5 e 8.6, respectivamente. 

 Os valores adotados para o cálculo dessa estrutura são: 

Força concentrada nos nós: 40,00 kN. 

Área da seção transversal: 31,36 cm2. 

  Momento de inércia: 81,95 cm4. 

  Módulo de elasticidade: 20500 kN/cm2. 

  Diâmetro do parafuso: 1,27 cm. 

  Espaçamento entre parafusos: 7,00 cm. 

  Especificação do parafuso: ASTM A307. 

 
 Figura 8.3.: Estrutura Pratt, L=8,40 m 
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Tabela 8.5: Valores dos momentos solicitantes nos elementos, L=8,40 m 

 

Rotulada Semi-Rígida Rígida 
barra Nó(i) Nó(j) 

nó “i” nó “j” nó “i” nó “j” nó “i” nó “j” 
1 1 2 0,00 0,00 91,08 66,44 184,85 142,08 
2 2 3 0,00 0,00 60,80 79,12 102,24 127,47 
3 3 4 0,00 0,00 38,57 84,89 70,33 125,25 
4 4 5 0,00 0,00 10,50 87,13 33,15 117,05 
5 5 6 0,00 0,00 -13,02 88,96 2,26 107,45 
6 6 7 0,00 0,00 -32,29 87,00 -26,86 89,19 
7 7 8 0,00 0,00 -45,72 90,90 -29,03 126,00 
8 9 8 0,00 0,00 45,72 -90,90 29,03 -126,00 
9 10 9 0,00 0,00 32,29 -87,00 26,86 -89,19 
10 11 10 0,00 0,00 13,02 -88,96 -2,26 -107,45 
11 12 11 0,00 0,00 -10,50 -87,13 -33,15 -117,05 
12 13 12 0,00 0,00 -38,57 -84,89 -70,33 -125,25 
13 14 13 0,00 0,00 -88,80 -88,12 -102,24 -127,47 
14 15 14 0,00 0,00 -91,08 -88,44 -184,85 -142,08 
15 16 17 0,00 0,00 90,94 88,40 175,87 138,87 
16 17 18 0,00 0,00 88,48 83,05 105,85 132,08 
17 18 19 0,00 0,00 47,61 91,36 79,26 137,71 
18 19 20 0,00 0,00 30.43 91,14 51,12 137,00 
19 20 21 0,00 0,00 15,90 90,85 26,47 133,93 
20 21 22 0,00 0,00 3,00 92,13 0,70 115,89 
21 22 23 0,00 0,00 -17,58 91,22 -10,24 132,71 
22 24 23 0,00 0,00 17,58 -91,22 10,24 -132,71 
23 25 24 0,00 0,00 -3,00 -92,13 -0,70 -115,89 
24 26 25 0,00 0,00 -15,90 -90,85 -26,47 -133,93 
25 27 26 0,00 0,00 -30.43 -91,14 -51,12 -137,00 
26 28 27 0,00 0,00 -47,61 -91,36 -79,26 -137,71 
27 29 28 0,00 0,00 -88,48 -83,05 -105,85 -132,08 
28 29 30 0,00 0,00 -90,94 -69,40 -175,87 -138,87 
29 1 16 0,00 0,00 -91,08 -90,73 -184,85 -185,74 
30 2 16 0,00 0,00 -35,91 -0,20 -19,74 9,86 
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31 2 17 0,00 0,00 -91,33 -90,97 -224,38 -220,38 
32 3 17 0,00 0,00 -26,96 -42,91 -8,77 -23,65 
33 3 18 0,00 0,00 -90,72 -90,65 -189,03 -183,83 
34 4 18 0,00 0,00 -4,23 -40,01 7,64 -27,51 
35 4 19 0,00 0,00 -91,16 -88,97 -166,05 -157,34 
36 5 19 0,00 0,00 16,67 -32,82 21,67 -31,49 
37 5 20 0,00 0,00 -90,79 -88,77 -140,99 -130,30 
38 6 20 0,00 0,00 34,53 -25,68 33,64 -33,17 
39 6 21 0,00 0,00 -91,19 -88,81 -114,23 -101,28 
40 7 21 0,00 0,00 46,44 -20,03 39,55 -33,35 
41 7 22 0,00 0,00 -87,72 -68,91 -99,72 -87,64 
42 8 22 0,00 0,00 89,57 -5,63 83,07 -18,00 
43 8 23 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
44 8 24 0,00 0,00 -89,57 5,63 -83,07 18,00 
45 9 24 0,00 0,00 87,72 68,91 99,72 87,64 
46 9 25 0,00 0,00 -46,44 20,03 -39,55 33,35 
47 10 25 0,00 0,00 91,19 88,81 114,23 101,28 
48 10 26 0,00 0,00 -34,53 25,68 -33,64 33,17 
49 11 26 0,00 0,00 90,79 88,77 140,99 130,30 
50 11 27 0,00 0,00 -16,67 32,82 -21,67 31,49 
51 12 27 0,00 0,00 91,16 88,97 166,05 157,34 
52 12 27 0,00 0,00 4,23 40,01 -7,64 27,51 
53 13 28 0,00 0,00 90,72 90,65 189,03 183,83 
54 13 29 0,00 0,00 26,96 42,91 8,77 23,65 
55 14 29 0,00 0,00 91,33 90,97 224,38 220,38 
56 14 30 0,00 0,00 35,91 0,20 19,74 -9,86 
57 15 30 0,00 0,00 91,08 90,73 184,85 185,74 

 
Tabela 8.6: Valor do deslocamento no meio do vão, L=8,40 m 

Nó Rotulada Semi-Rígida Engastada 
8 -2,9896 -2,9696 -2,9595 
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8.2.4. Estrutura Bowstring 
 A figura 8.4 mostra a geometria da estrutura Bowstring analisada nesse 

caso, sendo que a mesma possui um vão de 25,20 m. Os valores dos momen-

tos solicitantes, bem como o deslocamento no meio do vão, estão apresentados 

nas tabelas 8.7 e 8.8, respectivamente. 

 Os valores adotados para o cálculo dessa estrutura são: 

Força concentrada nos nós: 700,00 kN. 

  Área da seção transversal: 100,00 cm2. 

  Momento de inércia: 833,33 cm4. 

  Módulo de elasticidade: 20500 kN/cm2. 

  Diâmetro do parafuso: 1,27 cm. 

  Espaçamento entre parafusos: 7,00 cm. 

  Especificação do parafuso: ASTM A307. 

 
Figura 8.4:  Estrutura Bowstring, L=25,20 m 

 

Tabela 8.7:  Valores dos momentos solicitantes nos elementos, 

 L=25,20 m 

Rotulada Semi-Rígida Rígida 
barra Nó(i) Nó(j) 

nó “i” nó “j” nó “i” Nó “j” nó “i” nó “j” 
1 1 2 0,00 0,00 90,76 90,77 100,91 391,79 
2 2 3 0,00 0,00 -90,98 76,31 -259,10 -13,50 
3 3 4 0,00 0,00 -65,80 62,01 -64,07 60,70 
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4 4 5 0,00 0,00 -59,34 59,34 -60,88 60,88 
5 6 5 0,00 0,00 65,80 -62,01 64,07 -60,70 
6 7 6 0,00 0,00 -90,98 -76,31 259,10 13,50 
7 8 7 0,00 0,00 -90,76 -90,77 -100,91 -391,79 
8 1 9 0,00 0,00 -90,76 91,30 -100,91 123,92 
9 9 10 0,00 0,00 -90,75 90,91 -105,39 388,90 
10 10 11 0,00 0,00 -89,83 -87,86 -563,38 -436,78 
11 11 12 0,00 0,00 90,84 83,03 417,03 537,76 
12 12 13 0,00 0,00 -91,42 -88,19 -595,45 -507,63 
13 13 14 0,00 0,00 83,52 90,05 500,38 612,60 
14 14 15 0,00 0,00 -90,98 -87,36 -626,27 -534,97 
15 15 16 0,00 0,00 90,98 87,36 626,27 534,97 
16 16 17 0,00 0,00 -90,52 -90,05 -500,38 -612,60 
17 17 18 0,00 0,00 91,42 88,19 595,45 507,63 
18 18 19 0,00 0,00 -58,84 -83,03 -417,03 -537,76 
19 19 20 0,00 0,00 89,83 87,86 563,38 436,78 
20 20 21 0,00 0,00 90,75 -90,91 105,39 -388,90 
21 8 21 0,00 0,00 90,76 -91,30 100,91 -123,92 
22 2 9 0,00 0,00 90,65 -0,55 204,58 -18,53 
23 2 10 0,00 0,00 -22,98 90,91 -27,88 174,48 
24 2 11 0,00 0,00 -90,45 -90,17 -309,39 -110,22 
25 3 11 0,00 0,00 90,42 90,19 153,91 129,97 
26 3 12 0,00 0,00 -1,25 8,38 25,09 57,68 
27 3 13 0,00 0,00 -91,66 -40,21 -101,42 -41,26 
28 4 13 0,00 0,00 78,45 44,87 78,55 48,51 
29 4 14 0,00 0,00 -2,075 0,92 2,54 13,66 
30 4 15 0,00 0,00 -79,04 -38,83 -80,91 -39,66 
31 5 15 0,00 0,00 79,04 38,83 80,91 39,66 
32 5 16 0,00 0,00 2,075 -0,92 -2,54 -13,66 
33 5 17 0,00 0,00 -78,45 -44,87 -78,55 -48,51 
34 6 17 0,00 0,00 91,66 40,21 101,42 41,26 
35 6 18 0,00 0,00 1,25 -8,38 -25,09 -57,68 
36 6 19 0,00 0,00 -90,42 -90,19 -153,91 -129,97 
37 7 19 0,00 0,00 90,45 26,17 309,39 110,22 
38 7 20 0,00 0,00 22,98 -90,91 27,88 -174,48 
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39 7 21 0,00 0,00 -90,65 0,55 -204,58 18,53 
 

Tabela 8.8: Valor do deslocamento no meio do vão, L=25,20 m 

Nó Rotulada Semi-Rígida Engastada 
4 -3,9643 -3,9637 -3,9627 

 

8.2.5. Estrutura Fink 
Esta estrutura é utilizada da mesma maneira que a estrutura Howe, fi-

cando a escolha de uma delas a critério do projetista. A figura 8.5.a mostra a 

geometria e o carregamento da estrutura Fink, com um vão de 10,80 m, sendo 

que, excepcionalmente, para esta estrutura, foi aplicada uma força concentrada 

no centro da mesma.  

Os valores dos momentos solicitantes, bem como o deslocamento no 

meio do vão, estão apresentados nas tabelas 8.9 e 8.10, respectivamente. 

 
Figura 8.5.a: Estrutura Fink, L=10,80 m 

Para a estrutura Fink, mostrada na figura 8.5.a, foi efetuada uma análise mais 

completa do seu comportamento estrutural, isto é, em uma primeira avaliação, 

admitiu-se a rigidez das barras para verificar somente o comportamento da liga-

ção semi-rígida. Em uma segunda avaliação, procurou-se obter qual o valor do 

carregamento onde aconteceriam as primeiras iterações, isto é, quando o mo-

mento solicitante, em qualquer ligação, atingisse o momento resistente da liga-

ção parafusada. Posteriormente, numa terceira avaliação, admitiu-se um valor 

de carga superior às anteriores para que houvesse as devidas iterações e, con-

seqüentemente, as distribuições dos momentos. Os valores das cargas para as 
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três situações descritas anteriormente foram de 15, 300, 700 kN, respectiva-

mente. 

 
8.2.5.1. Obtendo-se um pré-dimensionamento das barras 
 Os valores adotados para o cálculo dessa estrutura são: 

Força concentrada nos nós: 15,00 kN. 

  Área da seção transversal: 2,25 cm2. 

  Momento de inércia: 0,4219 cm4. 

  Módulo de elasticidade: 20500 kN/cm2. 

  Diâmetro do parafuso: 1,27 cm. 

  Espaçamento entre parafusos: 5,00 cm. 

  Especificação do parafuso: ISO 898. 

O pré-dimensionamento das barras da estrutura foi realizado no Software SAP 

2000, conforme a figura 8.5.b dada abaixo. O único carregamento concentrado 

mencionado anteriormente, de 15 kN, está aplicado no nó 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O Software SAP 2000 faz uma relação percentual das forças atuantes na  

 

 

 
Figura 8.5.b: Pré-dimensionamento das Barras 
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O Software SAP 2000 faz uma relação percentual das forças atuantes na 

estrutura e os seus valores limites para que as condições normativas sejam sa-

tisfeitas, sendo o valor 1, o coeficiente de solicitação máxima. 

No caso da estrutura Fink, mostrada na figura 8.5.b, pode-se verificar 

que o banzo superior está próximo de atingir o limite de resistência para os e-

lementos da estrutura. 

Observou-se que, após o processamento da estrutura, não se verificou 

nenhuma iteração, pois o valor do momento resistente foi bem superior aos va-

lores dos momentos solicitantes nas barras. 

 

 8.2.5.2. Sem a obtenção do dimensionamento das barras 
Para se obter o processo de redistribuição entre os momentos que atuam 

na estrutura em função da ligação semi-rígida, admitiu-se um valor para a rigi-

dez das barras na estrutura e aplicou-se também um valor de carga compatível 

para iniciar-se esse processo iterativo. 

 Os valores adotados para o cálculo dessa estrutura são: 

Força concentrada nos nós: 700,00 kN. 

  Área da seção transversal: 2,25 cm2. 

  Momento de inércia: 0,4219 cm4. 

  Módulo de elasticidade: 20500 kN/cm2. 

  Diâmetro do parafuso: 1,27 cm. 

  Espaçamento entre parafusos: 5,00 cm. 

  Especificação do parafuso: ISO 898. 

Tabela 8.9: Valores dos momentos solicitantes nos elementos, 

L=10,80 m 

Rotulada Semi-Rígida Rígida 
barra Nó(i) Nó(j) 

nó “i” nó “j” Nó “i” nó “j” nó “i” Nó “j” 
1 1 2 0,00 0,00 -1,95 62,55 -1,09 81,14 
2 2 3 0,00 0,00 -52,95 -19,25 -55,11 -23,05 
3 3 4 0,00 0,00 -19,52 19,52 -19,77 19,77 
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4 5 4 0,00 0,00 52,95 19,25 55,11 23,05 
5 6 5 0,00 0,00 1,95 -62,55 1,09 -81,14 
6 1 7 0,00 0,00 1,95 62,15 1,09 82,24 
7 7 8 0,00 0,00 -61,96 -21,17 -91,06 -35,93 
8 8 9 0,00 0,00 35,42 61,80 55,74 108,62 
9 9 10 0,00 0,00 -61,90 -62,04 -113,73 -111,71 
10 11 10 0,00 0,00 61,90 62,04 113,73 111,71 
11 12 11 0,00 0,00 -35,42 -61,80 -55,74 -108,62 
12 13 12 0,00 0,00 61,96 21,17 91,06 35,93 
13 6 13 0,00 0,00 -1,95 -62,15 -1,09 -82,24 
14 2 7 0,00 0,00 51,98 -0,19 52,91 8,91 
15 2 8 0,00 0,00 -61,57 -34,31 -78,95 -43,26 
16 3 8 0,00 0,00 7,24 -1,14 1,60 -4,42 
17 8 14 0,00 0,00 21,21 61,30 27,88 67,89 
18 9 14 0,00 0,00 -1,90 -45,10 5,11 -1,48 
19 3 14 0,00 0,00 31,54 61,96 41,23 87,27 
20 10 14 0,00 0,00 -61,24 -62,16 -148,26 -153,68 
21 10 15 0,00 0,00 61,24 62,16 148,26 153,68 
22 4 15 0,00 0,00 -31,54 -61,96 -41,23 -87,27 
23 11 15 0,00 0,00 1,90 45,10 -5,11 1,48 
24 12 15 0,00 0,00 -21,21 -61,30 -27,88 -67,89 
25 4 12 0,00 0,00 -7,24 1,14 -1,60 4,42 
26 5 12 0,00 0,00 61,57 34,31 78,95 43,26 
27 5 13 0,00 0,00 -51,98 0,19 -52,91 -8,91 

 

 
Tabela 8.10: Valor do deslocamento no meio do vão, L=10,80 m 

Nó Rotulada Semi-Rígida Engastada 
3 -3,3467 -3,2350 -3,1580 
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Capítulo 9 
 
 

CCoommeennttáárriiooss  ffiinnaaiiss  ee  ccoonncclluussõõeess  
 

9.1. Comentários gerais 
No item 8.2.5, a máxima carga para que a estrutura Fink verifique o di-

mensionamento para as barras, foi de 15 kN; neste caso, não houve iteração.  

Isso acontece devido ao fato de que o momento resistente é muito supe-

rior ao momento solicitante, aproximadamente vinte vezes. Isto implica que 

quando um uma ligação estiver sendo solicitada além da sua resistência, a bar-

ra ou o elemento estrutural componente da mesma certamente já terá perdido a 

sua função estrutural, em função dessas diferenças de resistência entre ele-

mento estrutural e ligação. 

Portanto, a conclusão primordial a que se pode chegar da análise do 

comportamento das ligações semi-rígidas, é que a mesma só tem uma influên-

cia significativa para estruturas de grande porte, pois a variação do momento 

para estruturas de pequenos vãos, como por exemplo as estruturas de cobertu-

ras utilizadas no capítulo 8, não terão grande significado em termos de dimen-

sionamento e de custo. Porém, em termos percentuais, dependendo da configu-

ração da estrutura, pode-se chegar a uma variação de até 40% ou mais, do 

momento aplicado nos extremos de certos elementos. 

Como foi dito no capítulo 8, a estrutura Howe do item 8.2.1 foi processa-

da com três distâncias entre apoios com o propósito de se relacionar a rigidez 

global da estrutura e a redistribuição dos esforços nos elementos. A primeira 

estrutura Howe é a menor, com 10,80 m, portanto, a mais rígida; a última estru-

tura Howe é a maior, com 32,40 m, portanto, a menos rígida, ficando assim a 

segunda estrutura Howe com 21,60 m, com uma rigidez global intermediária. 
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Para a estrutura Howe com 10,80 m de vão, não houve uma redistribui-

ção significativa, sendo que apenas as ligações próximas aos apoios sofreram 

iterações, transferindo os momentos às ligações vizinhas. 

Aumentando-se o vão da estrutura para 21,60 m e mantendo-se as mes-

mas características topológicas e geométricas, nota-se que as iterações afetam 

um número maior de ligações do que aquelas observadas na estrutura Howe, 

com um vão de 10,80 m. Assim, para a estrutura Howe com um vão de 32,40 

m, já se observa uma quantidade significativa de ligações alteradas quanto 

ao momento fletor; logo, a rigidez global da estrutura está diretamente ligada à 

redistribuição dos esforços na estrutura. 

 Como análise, foi utilizado o terceiro exemplo do item 8.2.1 para 

exemplificar o comportamento da redistribuição de uma estrutura, no qual se 

verificou que a mesma se dá dos nós mais próximos do apoio para o centro da 

estrutura e do centro da estrutura para os apoios, figura 9.1. Também foi obser-

vado que é possível se fazer uma previsão das prováveis ligações que terão 

seus coeficientes alterados, através da análise do comportamento dos esforços 

nas barras, pois as barras mais solicitadas serão as primeiras a terem os coefi-

cientes de rigidez dos dois extremos alterados. 

 Para exemplificar tal conclusão, foi utilizada a estrutura Pratt do i-

tem 8.2.3, na qual a mesma foi processada no software SAP 2000 e o gráfico 

dos esforços solicitantes apresentado em várias cores como mostrado na figura 

8.3.b. Ao processar a mesma estrutura no programa desenvolvido no presente 

trabalho, observa-se que as ligações alteradas pertencem àquelas que estão 

em vermelho, figura 8.3.b. 
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Figura 9.1: Caminho preferencial da redistribuição dos momentos solici-

tantes 
Em todas as estruturas analisadas, não se verificou variações significati-

vas dos deslocamentos dos nós, nas forças cortantes e nas forças normais, 

nem em termos porcentuais. 
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Anexo: 

LLiissttaaggeemm  ddoo  pprrooggrraammaa  ((PP..SS--RR))  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Real*8 x[allocatable](:), y[allocatable](:) 

 Real*8  mat[allocatable](:), El[allocatable](:) 

 Real*8 In[allocatable](:), Ar[allocatable](:), qc[allocatable](:) 

 use msimsl 

! Declaração das variáveis. 
 Character*100 info, ent, sai 

 Integer  a, i, Nnos, Nele, Nmat,Nnocar,j, Nelecar, Nnores 

 Integer  k, jj, iteragir, nite, cnt, tima, analise 

 integer dedo[allocatable](:), dedoi[allocatable](:) 

 Real*8  Lx, Ly, q, Mnoi, Mnoj,Mres, Fres 

Real*8 vinc[allocatable](:), R[allocatable](:) 

Real*8 se[allocatable](:), co[allocatable](:), L[allocatable](:) 

Real*8 MTT(6,6), Kel(6,6), MT(6,6), Keg(6,6), aux1(6,6) 

Real*8 KE[allocatable](:,:), Fdg[allocatable](:), Feq[allocatable](:) 

 Real*8 Ug[allocatable](:), Finto[allocatable](:), Ueg(6),Uel(6)  

 Real*8 Fintel(6), Finteg(6),Finteli[allocatable](:), Sri[allocatable](:) 

 Real*8 Srj[allocatable](:) 

 Real*8 eri, erj, erij, eri1, erj1, eri2, erj2, eri3, erj3, C 

 Real*8 dia, esp, raio, fi, fu, Ap, Rnv 

 Integer nof[allocatable](:), noi[allocatable](:) 

 
 

! Apresentação do programa 
write(*,*)'  ******************************************************************** 

write(*,*)'    **            UNIVERSIDADE DE SAO PAULO - USP          **' 

write(*,*)'    **        Escola de Engenharia de São Carlos – SET         **' 

write(*,*)'    **              Programa P.S-R (ligação semi-rígida)             **' 

write(*,*)'    **         Desenvolvido por: Andre Luis Christoforo            **' 

write(*,*)' ********************************************************************' 

write(*,*)'' 



 

write(*,*)'' 

! Leitura do arquivo de entrada e saída. 
write(*,*) 

7 format(4x,'Entre com o nome do arquivo de entrada: ',\) 

 write(*,7) 

 Read(*,*)ent 

 write(*,*)  

 write(*,*)  

8 format(4x,'Entre com o nome do arquivo de saida: ',\) 

 write(*,8) 

  Read(*,*)sai 

 write(*,*)  

 Open(1,file=ent) 

 Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

! Leitura do tipo de análise 
Read(1,*)analise 

! Leitura das coordenadas dos nós 
 Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

Read(1,*)Nnos 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

Allocate(x(Nnos))  



 

 Allocate(y(Nnos))  

  do i=1, Nnos 

 Read(1,*) i, x(i), y(i)   

  enddo 

! Leitura da conectividade dos elementos 
 Read(1,*)info 

 Read(1,*)Nele 

 Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

 Allocate(noi(Nele)) 

 Allocate(nof(Nele)) 

 Allocate(mat(Nele)) 

 Allocate(Sri(Nele)) 

 Allocate(Srj(Nele)) 

  do i=1, Nele 

 Read(1,*)i, noi(i), nof(i), mat(i) 

  enddo 

! Leitura das propriedades do material 
 Read(1,*)info 

Read(1,*)Nmat 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

 Allocate(El(Nmat)) 

 Allocate(In(Nmat)) 

 Allocate(Ar(Nmat)) 

  do i=1,Nmat 

 Read(1,*)j, El(j), In(j), Ar(j) 

  enddo 

! Cálculo do comprimento dos elementos da estrutura. 
 Allocate(se(Nele)) 



 

 Allocate(co(Nele)) 

 Allocate(L(Nele)) 

  do i=1, Nele 

 j=noi(i) 

 k=nof(i) 

 Lx=x(k)-x(j) 

 Ly=y(k)-y(j) 

L(i)=sqrt(abs(Lx*Lx+Ly*Ly)) 

 se(i)=Ly/L(i) 

 co(i)=Lx/L(i) 

  enddo 

! Leitura das cargas concentradas 
 Read(1,*)info 

Read(1,*)Nnocar 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

Allocate(qc(3*Nnos)) 

 qc=0 

  do i=1, Nnocar 

 Read(1,*)j, qc(3*j-2), qc(3*j-1), qc(3*j) 

  enddo 

! Leitura das cargas distribuídas 
 Read(1,*)info 

Read(1,*)Nelecar 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

 Allocate(Fdg(3*Nnos)) 

 Fdg=0 

 Allocate(dedo(nele)) 

 Allocate(dedoi(nele)) 



 

 dedo=0 

  do i=1,Nelecar    

 Read(1,*)a, q  

 dedo(a)=1            

 j=noi(a) 

 k=nof(a) 

 Fdg(3*j-2)=Fdg(3*j-2) +  ((q*L(a))/2)*se(a) 

 Fdg(3*j-1)=Fdg(3*j-1) +  ((q*L(a))/2)*co(a) 

 Fdg(3*j)=  Fdg(3*j)   +  (q*L(a)**2)/12 

 Fdg(3*k-2)=Fdg(3*k-2) +  ((q*L(a))/2)*se(a) 

 Fdg(3*k-1)=Fdg(3*k-1) +  ((q*L(a))/2)*co(a) 

 Fdg(3*k)=  Fdg(3*k)   -  (q*L(a)**2)/12 

enddo 

! Determinação do vetor de forças equivalentes nodais 
Allocate(Feq(3*Nnos)) 

Feq=Fdg+qc 

! Leitura das vinculações 
 Read(1,*)info 

Read(1,*)Nnores 

Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

 allocate(vinc(3*nnos)) 

 vinc=0 

  do i=1, Nnores     

 Read(1,*)j, vinc(3*j-2), vinc(3*j-1), vinc(3*j) 

  enddo 

! Leitura das propriedades da ligação 
Read(1,*)info 



 

Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

Read(1,*)info 

 Read(1,*)info 

 Read(1,*)tima, dia, esp 

 Close (1) 

! Atribuição dos coeficientes de rigidez 
 if (analise.eq.1) then 

  do i=1, Nele 

 Sri(i)=1E-9 

  Srj(i)=1E-9  

   Mres=1E30 

  enddo 

 endif 

 if (analise.eq.2) then 

  do i=1, Nele 

 Sri(i)=1E9 

 Srj(i)=1E9  

 Mres=1E30 

  enddo 

 endif 

 if (analise.eq.3) then 

  do i=1, Nele 

 Sri(i)=1E9 

 Srj(i)=1E9  

  enddo 

 endif 



 

! Determinação da matriz de semi-rigidez do elemento em coordenadas 
globais: 
 ![MT]= matriz de transformação de coordenadas 

 ![MTT]= matriz de transformação transposta de coordenadas 

 ![Keg]= matriz de rigidez do elemento em coordenadas globais 

 ![Kel]= matriz de rigidez do elemento em coordemadas locais 

 ![Keg]=[MTT]*[Kel]*[MT] 

 Allocate(KE(3*Nnos,3*Nnos)) 

 Allocate(Ug(3*Nnos)) 

 Allocate(Finto(3*Nnos)) 

 Allocate(Finteli(6*Nele)) 

 Allocate(R(3*Nnos)) 

! Cálculo do momento resistente da ligação 
 if (analise.eq.3) then 

 raio=dia/2 

 Ap=3.1415*raio*raio 

  if ((tima.eq.2).or.(tima.eq.4)) then 

 fi=.65 

 else 

 fi=.6 

  endif 

  if (tima.eq.1) then  

 fu=41.5    

 endif 

  if (tima.eq.2) then 

   if (  (1.27.LT.dia).and.(dia.LT.2.54)   ) then 

 fu=82.5    

 else  

 fu=72.5    

   endif 



 

  endif 

 if (tima.eq.3) then 

 fu=103.5    

 endif 

  if (tima.eq.4) then 

 fu=39    

 endif 

 Rnv=0.42*Ap*fu 

 Fres=fi*Rnv 

 Mres=Fres*esp 

  endif 

! O programa começa com "iteragir=1" para forçar o primeiro cálculo dos 
momentos) 
 iteragir=1 

 nite=0 

!   ******************************************************* 

    do while (iteragir > 0) ! Começa o processo iterativo 

!   ******************************************************* 

 KE=0  

  do i=1, Nele 

 j=noi(i) 

k=nof(i) 

m=mat(i) 

 eri=(El(m)*In(m))/(L(i)*Sri(i)) 

 erj=(El(m)*In(m))/(L(i)*Srj(i)) 

 erij=1+eri+erj 

 eri1=1+eri 

 erj1=1+erj 

 eri2=1+2*eri 

 erj2=1+2*erj 



 

 eri3=1+3*eri 

 erj3=1+3*erj 

 C=(2*El(m)*In(m))/(L(i)*L(i)*L(i)*(4*erij+3*(4*eri*erj-1))) 

 MTT(1,1)=co(i)        

 MTT(1,2)=-se(i) 

 MTT(1,3)=0 

 MTT(1,4)=0 

 MTT(1,5)=0 

 MTT(1,6)=0 

 MTT(2,1)=se(i)        

 MTT(2,2)=co(i) 

 MTT(2,3)=0 

 MTT(2,4)=0 

 MTT(2,5)=0 

 MTT(2,6)=0 

 MTT(3,1)=0        

 MTT(3,2)=0 

 MTT(3,3)=1 

 MTT(3,4)=0 

 MTT(3,5)=0 

 MTT(3,6)=0 

 MTT(4,1)=0        

 MTT(4,2)=0  

 MTT(4,3)=0 

 MTT(4,4)=co(i) 

 MTT(4,5)=-se(i) 

 MTT(4,6)=0 

 MTT(5,1)=0        

 MTT(5,2)=0 

 MTT(5,3)=0 



 

 MTT(5,4)=se(i) 

 MTT(5,5)=co(i) 

 MTT(5,6)=0 

 MTT(6,1)=0        

 MTT(6,2)=0 

 MTT(6,3)=0 

 MTT(6,4)=0 

 MTT(6,5)=0 

 MTT(6,6)=1 

 kel(1,1)=(El(m)*Ar(m))/l(i)                           

 kel(1,2)=0 

 kel(1,3)=0    

 kel(1,4)=-(El(m)*Ar(m))/(l(i)) 

kel(1,5)=0  

 kel(1,6)=0  

 kel(2,1)=0  

 kel(2,2)=6*C*erij  

 kel(2,3)=3*C*L(i)*erj2   

 kel(2,4)=0  

 kel(2,5)=-6*C*erij  

 kel(2,6)=3*C*L(i)*eri2  

 kel(3,1)=0  

 kel(3,2)=3*C*L(i)*erj2   

 kel(3,3)=2*C*L(i)*L(i)*erj3   

 kel(3,4)=0  

 kel(3,5)=-3*C*L(i)*erj2  

 kel(3,6)=C*L(i)*L(i) 

 kel(4,1)=-(El(m)*Ar(m))/l(i)  

 kel(4,2)=0  

 kel(4,3)=0  



 

 kel(4,4)=(El(m)*Ar(m))/l(i)   

 kel(4,5)=0  

 kel(4,6)=0  

 kel(5,1)=0  

 kel(5,2)=-6*C*erij    

 kel(5,3)=-3*C*L(i)*erj2  

 kel(5,4)=0  

 kel(5,5)=6*C*erij   

 kel(5,6)=-3*C*L(i)*eri2   

 kel(6,1)=0  

 kel(6,2)=3*C*L(i)*eri2  

 kel(6,3)=C*L(i)*L(i)  

 kel(6,4)=0  

 kel(6,5)=-3*C*L(i)*eri2     

 kel(6,6)=2*C*L(i)*L(i)*eri3  

 MT(1,1)=co(i) 

 MT(1,2)=se(i) 

 MT(1,3)=0 

 MT(1,4)=0 

 MT(1,5)=0 

 MT(1,6)=0 

 MT(2,1)=-se(i) 

 MT(2,2)=co(i) 

 MT(2,3)=0 

 MT(2,4)=0 

 MT(2,5)=0 

 MT(2,6)=0 

 MT(3,1)=0 

 MT(3,2)=0 

 MT(3,3)=1 



 

 MT(3,4)=0 

 MT(3,5)=0 

 MT(3,6)=0 

 MT(4,1)=0 

 MT(4,2)=0 

 MT(4,3)=0 

 MT(4,4)=co(i) 

 MT(4,5)=se(i) 

 MT(4,6)=0 

 MT(5,1)=0 

 MT(5,2)=0 

 MT(5,3)=0 

 MT(5,4)=-se(i) 

MT(5,5)=co(i) 

 MT(5,6)=0 

 MT(6,1)=0 

 MT(6,2)=0 

 MT(6,3)=0 

 MT(6,4)=0 

 MT(6,5)=0 

 MT(6,6)=1 

 aux1=matmul(MTT,Kel) 

 Keg=matmul(aux1,MT) 

! Determinação da matriz de rigidez da estrutura. 
 KE(3*j-2,3*j-2)=KE(3*j-2,3*j-2)+Keg(1,1) 

 KE(3*j-2,3*j-1)=KE(3*j-2,3*j-1)+Keg(1,2) 

KE(3*j-2,3*j)=  KE(3*j-2,3*j)+  Keg(1,3) 

 KE(3*j-2,3*k-2)=KE(3*j-2,3*k-2)+Keg(1,4) 

 KE(3*j-2,3*k-1)=KE(3*j-2,3*k-1)+Keg(1,5) 

 KE(3*j-2,3*k)=  KE(3*j-2,3*k)+  Keg(1,6) 



 

 KE(3*j-1,3*j-2)=KE(3*j-1,3*j-2)+Keg(2,1) 

 KE(3*j-1,3*j-1)=KE(3*j-1,3*j-1)+Keg(2,2) 

 KE(3*j-1,3*j)=  KE(3*j-1,3*j)+  Keg(2,3) 

 KE(3*j-1,3*k-2)=KE(3*j-1,3*k-2)+Keg(2,4) 

 KE(3*j-1,3*k-1)=KE(3*j-1,3*k-1)+Keg(2,5) 

 KE(3*j-1,3*k)=  KE(3*j-1,3*k)+  Keg(2,6) 

 KE(3*j,3*j-2)=  KE(3*j,3*j-2)+  Keg(3,1) 

 KE(3*j,3*j-1)=  KE(3*j,3*j-1)+  Keg(3,2) 

 KE(3*j,3*j)=    KE(3*j,3*j)+    Keg(3,3) 

 KE(3*j,3*k-2)=  KE(3*j,3*k-2)+  Keg(3,4) 

 KE(3*j,3*k-1)=  KE(3*j,3*k-1)+  Keg(3,5) 

 KE(3*j,3*k)=    KE(3*j,3*k)+    Keg(3,6) 

 KE(3*k-2,3*j-2)=KE(3*k-2,3*j-2)+Keg(4,1) 

 KE(3*k-2,3*j-1)=KE(3*k-2,3*j-1)+Keg(4,2) 

 KE(3*k-2,3*j)=  KE(3*k-2,3*j)+  Keg(4,3) 

 KE(3*k-2,3*k-2)=KE(3*k-2,3*k-2)+Keg(4,4) 

 KE(3*k-2,3*k-1)=KE(3*k-2,3*k-1)+Keg(4,5) 

 KE(3*k-2,3*k)=  KE(3*k-2,3*k)+  Keg(4,6) 

KE(3*k-1,3*j-2)=KE(3*k-1,3*j-2)+Keg(5,1) 

 KE(3*k-1,3*j-1)=KE(3*k-1,3*j-1)+Keg(5,2) 

 KE(3*k-1,3*j)=  KE(3*k-1,3*j)+  Keg(5,3) 

 KE(3*k-1,3*k-2)=KE(3*k-1,3*k-2)+Keg(5,4) 

 KE(3*k-1,3*k-1)=KE(3*k-1,3*k-1)+Keg(5,5) 

 KE(3*k-1,3*k)=  KE(3*k-1,3*k)+  Keg(5,6) 

 KE(3*k,3*j-2)=  KE(3*k,3*j-2)+  Keg(6,1) 

 KE(3*k,3*j-1)=  KE(3*k,3*j-1)+  Keg(6,2) 

 KE(3*k,3*j)=    KE(3*k,3*j)+    Keg(6,3) 

 KE(3*k,3*k-2)=  KE(3*k,3*k-2)+  Keg(6,4) 

KE(3*k,3*k-1)=  KE(3*k,3*k-1)+  Keg(6,5) 

KE(3*k,3*k)=    KE(3*k,3*k)+    Keg(6,6) 



 

enddo  

 

! Aplicação das condições de contorno para o sistema [KE]*{Ug}={Feq}. 
  do i=1,3*Nnos 

  if(vinc(i).eq.1)then 

   do j=1,3*Nnos 

 KE(i,j)=0 

 KE(j,i)=0 

   enddo 

 KE(i,i)=1 

Feq(i)=0 

  endif 

enddo 

! Determinação dos deslocamentos{Ug}. 
Call DLSLRG(3*Nnos,KE,3*Nnos,Feq,1,Ug) 

! Determinação das forças internas. 

 Finto=0 

 jj=1 

  do i=1, Nele 

 j=noi(i) 

 k=nof(i) 

 m=mat(i) 

 MTT(1,1)=co(i)        

 MTT(1,2)=-se(i) 

 MTT(1,3)=0 

 MTT(1,4)=0 

 MTT(1,5)=0 

 MTT(1,6)=0 

 MTT(2,1)=se(i)        

 MTT(2,2)=co(i) 



 

 MTT(2,3)=0 

 MTT(2,4)=0 

 MTT(2,5)=0 

 MTT(2,6)=0 

 MTT(3,1)=0        

 MTT(3,2)=0 

MTT(3,3)=1 

 MTT(3,4)=0 

 MTT(3,5)=0 

 MTT(3,6)=0 

 MTT(4,1)=0        

    MTT(4,2)=0  

 MTT(4,3)=0 

 MTT(4,4)=co(i) 

 MTT(4,5)=-se(i) 

 MTT(4,6)=0 

 MTT(5,1)=0        

 MTT(5,2)=0 

 MTT(5,3)=0 

 MTT(5,4)=se(i) 

 MTT(5,5)=co(i) 

 MTT(5,6)=0 

 MTT(6,1)=0        

 MTT(6,2)=0 

 MTT(6,3)=0 

MTT(6,4)=0 

 MTT(6,5)=0 

 MTT(6,6)=1 

 eri=(El(m)*In(m))/(L(i)*Sri(i)) 

 erj=(El(m)*In(m))/(L(i)*Srj(i)) 



 

 erij=1+eri+erj 

 eri1=1+eri 

 erj1=1+erj 

 eri2=1+2*eri 

 erj2=1+2*erj 

 eri3=1+3*eri 

 erj3=1+3*erj 

 C=(2*El(m)*In(m))/(L(i)*L(i)*L(i)*(4*erij+3*(4*eri*erj-1))) 

 kel(1,1)=(El(m)*Ar(m))/l(i)                           

 kel(1,2)=0 

 kel(1,3)=0    

   kel(1,4)=-(El(m)*Ar(m))/(l(i)) 

     kel(1,5)=0  

 kel(1,6)=0  

 kel(2,1)=0  

 kel(2,2)=6*C*erij  

 kel(2,3)=3*C*L(i)*erj2   

 kel(2,4)=0  

 kel(2,5)=-6*C*erij  

 kel(2,6)=3*C*L(i)*eri2  

 kel(3,1)=0  

 kel(3,2)=3*C*L(i)*erj2   

 kel(3,3)=2*C*L(i)*L(i)*erj3   

 kel(3,4)=0  

 kel(3,5)=-3*C*L(i)*erj2  

 kel(3,6)=C*L(i)*L(i) 

 kel(4,1)=-(El(m)*Ar(m))/l(i)  

 kel(4,2)=0  

 kel(4,3)=0  

 kel(4,4)=(El(m)*Ar(m))/l(i)   



 

 kel(4,5)=0  

 kel(4,6)=0  

 kel(5,1)=0  

 kel(5,2)=-6*C*erij    

 kel(5,3)=-3*C*L(i)*erj2  

 kel(5,4)=0  

 kel(5,5)=6*C*erij   

 kel(5,6)=-3*C*L(i)*eri2   

 kel(6,1)=0  

 kel(6,2)=3*C*L(i)*eri2  

 kel(6,3)=C*L(i)*L(i)  

 kel(6,4)=0  

 kel(6,5)=-3*C*L(i)*eri2     

 kel(6,6)=2*C*L(i)*L(i)*eri3  

 MT(1,1)=co(i) 

 MT(1,2)=se(i) 

 MT(1,3)=0 

 MT(1,4)=0 

 MT(1,5)=0 

 MT(1,6)=0 

 MT(2,1)=-se(i) 

 MT(2,2)=co(i) 

 MT(2,3)=0 

 MT(2,4)=0 

 MT(2,5)=0 

 MT(2,6)=0 

 MT(3,1)=0 

 MT(3,2)=0 

 MT(3,3)=1 

 MT(3,4)=0 



 

 MT(3,5)=0 

 MT(3,6)=0 

 MT(4,1)=0 

 MT(4,2)=0 

 MT(4,3)=0 

 MT(4,4)=co(i) 

 MT(4,5)=se(i) 

 MT(4,6)=0 

MT(5,1)=0 

 MT(5,2)=0 

 MT(5,3)=0 

 MT(5,4)=-se(i) 

MT(5,5)=co(i) 

 MT(5,6)=0 

 MT(6,1)=0 

 MT(6,2)=0 

 MT(6,3)=0 

 MT(6,4)=0 

 MT(6,5)=0 

 MT(6,6)=1 

 Ueg(1)=Ug(3*j-2) 

 Ueg(2)=Ug(3*j-1) 

 Ueg(3)=Ug(3*j) 

 Ueg(4)=Ug(3*k-2) 

 Ueg(5)=Ug(3*k-1) 

 Ueg(6)=Ug(3*k) 

 Uel=matmul(MT,Ueg) 

 Fintel=matmul(Kel,Uel) 

! Armazenamento do vetor dos esforços dos elementos locais apenas para 
a impressão 



 

 Finteli(jj)=  Fintel(1)                

 Finteli(jj+1)=Fintel(2)   

 Finteli(jj+2)=Fintel(3) 

 Finteli(jj+3)=Fintel(4) 

 Finteli(jj+4)=Fintel(5) 

 Finteli(jj+5)=Fintel(6) 

 jj=jj+6 

 Finteg=matmul(MTT,Fintel) 

! Desconta-se as cargas distribuídas dos elementos carregados 
  If (dedo(i).eq.1) then 

 Finteg(1)=Finteg(1) - ((q*L(i))/2)*se(i) 

 Finteg(2)=Finteg(2) - ((q*L(i))/2)*co(i) 

 Finteg(3)=Finteg(3) - (q*L(i)**2)/12 

 Finteg(4)=Finteg(4) - ((q*L(i))/2)*se(i) 

 Finteg(5)=Finteg(5) - ((q*L(i))/2)*co(i) 

 Finteg(6)=Finteg(6) + (q*L(i)**2)/12 

  endif 

 Finto(3*j-2)=Finto(3*j-2) + Finteg(1) 

 Finto(3*j-1)=Finto(3*j-1) + Finteg(2) 

 Finto(3*j)=  Finto(3*j)   + Finteg(3) 

Finto(3*k-2)=Finto(3*k-2) + Finteg(4) 

 Finto(3*k-1)=Finto(3*k-1) + Finteg(5) 

 Finto(3*k)=  Finto(3*k)   + Finteg(6) 

 enddo 

! Cálculo das reações de apoio 
R=Finto-Feq 

! Mres= momento resistente 

! Mnoi= momento no no "i" 

! Mnoj= momento no no "j" 

jj=1 



 

do i=1, Nele 

Mnoi=abs(Finteli(jj+2)) 

Mnoj=abs(Finteli(jj+5)) 

jj=jj+6 

if(((Mnoi>Mres).and.(((MnoiMres)/Mres)>0.005)).or.((Mnoj>Mres).a

nd.(((Mnoj-Mres)/Mres)>0.005))) then 

dedoi(i)=1 

else 

dedoi(i)=0 

endif 

enddo 

cnt=0 

  do i=1, Nele 

   if (dedoi(i).ne.0) then 

cnt=1 

   endif 

  enddo 

 if (cnt.eq.1) then 

iteragir=1 

 else 

 iteragir=0 

 endif 

 jj=1 

  do i=1, Nele 

Mnoi=abs(Finteli(jj+2)) 

Mnoj=abs(Finteli(jj+5)) 

 jj=jj+6 

if ((Mnoi>Mres).and.(((Mnoi-Mres)/Mres)>0.005)) then 

 Sri(i)=Sri(i)*0.999 

endif 



 

if ((Mnoj>Mres).and.(((Mnoj-Mres)/Mres)>0.005)) then 

 Srj(i)=Srj(i)*0.999 

  endif 

  enddo 

  if (nite.ne.0) then 

Write(*,*)'Iteracao numero: ', nite 

  endif 

 nite=nite+1 

! ************************************ 

  enddo ! Fim do processo iterativo 

! ************************************ 

Write(*,*) 

 Write(*,*) 

 Write(*,*)'****** Cálculo concluído ******' 

 Write(*,*) 

 Write(*,*) 

 Open(2,file=sai) 

! Deslocamentos 
 Write(2,*) '************************Deslocamentos*************************' 

 Write(2,*) 

 Write(2,*) ' Nó             Desl(x)             Desl(y)             Giro(z)' 

100 format(i4,8x,F12.5,8x,F12.5,8x,F12.5) 

do i=1, Nnos     

 write(2,100)i, ug(3*i-2), ug(3*i-1), ug(3*i) 

  enddo 

 Write(2,*)  

 Write(2,*)  

! Esforços nas barras 
 Write(2,*) '***************************Força******************************' 

 Write(2,*)  



 

101 format(F12.5,8x,F12.5,8x,F12.5) 

111 format(5HBarra,i4,8x,5HNó(i),i4,8x,5HNó(j),i4) 

 jj=1 

  do i=1, Nele 

 Write(2,111)i, noi(i), nof(i) 

 Write(2,*)'   Normal             Cortante             Momento'      

 write(2,101)Finteli(jj),Finteli(jj+1),Finteli(jj+2) 

 write(2,101)Finteli(jj+3),Finteli(jj+4),Finteli(jj+5) 

 Write(2,*)  

 jj=jj+6 

  enddo 

 Write(2,*)  

 Write(2,*) 

! Momento Resistente 
  If (analise.eq.3) then 

 Write(2,*)' Número de iteração: ', nite 

 Write(2,*)  

 Write(2,*) 

 Write(2,*)'Momento resistente: ', Mres 

 Write(2,*)  

 Write(2,*) 

  endif 

! Coeficiente de rigidez  
 Write(2,*) '******************Coeficiente de rigidez********************' 

 Write(2,*) 

 Write(2,*)'Barra               Sr(i)                       Sr(j)' 

102 format(i4,8x,F20.5,8x,F20.5) 

do i=1, Nele     

 write(2,102)i, Sri(i), Srj(i) 

  enddo 



 

 Write(2,*)  

 Write(2,*)  

! Reação de apoio 
 Write(2,*) '**********************Reação de apoio*************************' 

 Write(2,*) 

 Write(2,*)'Nó           Reacao(x)           Reacao(y)            Momento(z)' 

do i=1, Nnos 

  if (vinc(3*i-2).EQ.1.or.vinc(3*i-1).EQ.1.or.vinc(3*i).EQ.1) then     

 write(2,100)i, R(3*i-2), R(3*i-1), R(3*i)  

  endif 

  enddo 

 close(2)   

  

end 

 


