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RESUMO

PAULA, C.F. (2001). Contribuicdo ao estudo das respostas numéricas ndo-lineares
estatica e dindmica de estruturas reticuladas planas. Sdo Carlos. 128p. Tese
(Doutorado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sao Paulo.

O trabalho trata da formulacdo e implementacdo numérica de modelos mateméticos
do comportamento de estruturas considerando-se as ndo-linearidades fisica e
geométrica. O equilibrio na posicdo deslocada € formulado via Principio dos
Trabalhos Virtuais, empregando-se 0 méodo dos elementos finitos para a
discretizagdo espacial das estruturas e busca de solugfes aproximadas. Inicialmente
destaca-se com base no caso de trelicas planas 0 emprego de medidas de deformacdo
e tensdo conjugadas energeticamente. Particularizando-se a formulacdo geral do
equilibrio para os porticos planos apresenta-se uma andlise critica das formulagtes
lagrangiana total e atualizada. Em seguida, tendo-se em vista aplicacdes as estruturas
em concreto armado, aborda-se 0 comportamento ndo-linear fisico pela mecéanica do
dano em meios continuos, empregando-se 0os modelos de dano para o concreto
propostos por Mazars e La Borderie. Estendem-se os estudos do comportamento
estrutural ndo-linear fisico (dano) e geométrico incorporando-se a andlise dindmica.
Utiliza-se para integracdo no dominio do tempo o método implicito de Newmark
combinado com o procedimento incremental e iterativo de Newton-Raphson. O
amortecimento € levado em conta por meio da regra de Rayleigh. Exemplos
consistindo de andlises ndo-lineares estética e dindmica de estruturas reticulares
planas compdem as aplicacbes numéricas. Os resultados obtidos ilustram o

desempenho e as potencialidades das formulagdes empregadas.

Palavras-chave: Andise nado-linear, ndo-linearidade geométrica, ndo-linearidade
fisica, Mecanica do Dano, analise dindmica néo-linear.



XVii

ABSTRACT

PAULA, C.F. (2001). Contribution to the study of static and dynamic numerical
nonlinear responses of plane frames. S&o Carlos. 128p. Tese (Doutorado) - Escola de
Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo.

The formulation and numerical implementation of mathematical models of the
structural behavior of plane frames considering material and geometrical non-
linearities are treated in this work. The Principle of Virtual Work is presented in
order to characterize the equilibrium in the displaced position. The structure is
discretized by the finite element method. Plane trusses analysis is performed in order
to show how important it is to take into account the strain and stress tensors
energetically conjugated. Being particularized, the general equilibrium formulation
for the plane frames a critical analysis of the total and updated lagrangian
formulations is presented. The material nonlinear behavior is modeled by continuum
damage mechanics by using both Mazars and La Boderie’'s damage models. The
nonlinear analysis is extended including the dynamic response of the reinforced
concrete plane frames. The usual iterative Newton-Raphson technique is used
combined with implicit Newmark method in order to carry out the integration at
time. The damping isintroduced by means of the Rayleigh’s rule. Numerical analysis
by a suitable computer program show the theoretical results considering static and

dynamic response of plane frames.

Keywords: Nonlinear analysis, geometrical nonlinearity, materia nonlinearity,

damage mechanic, nonlinear dynamic.



INTRODUCAO

“ A sabedoria ndo se transmite por s mesma, € preciso que nos

a encontremos depois de uma caminhada que ninguém pode fazer

por nés e que ninguém nos pode evitar. Porque a sabedoria é uma
maneira propria de ver ascoisas.”

Maral Proust

1.1 COMENTARIOSINICIAIS

Recentemente 0 estudo das respostas estruturais em regimes ndo-lineares estatico e
dindmico tem sido intensamente desenvolvido por vérios pesquisadores, sendo que a
literatura sobre 0 assunto tem-se tornado rapidamente muito vasta do ponto de vista
geral. Deste modo, optou-se por ndo compor um capitulo que pudesse se constituir
num estado da arte sobre 0 assunto e sim destacar algumas das principais referéncias
bibliograficas empregadas no desenvolvimento deste trabalho. De maneira resumida
e objetiva, pode-se afirmar que tais referéncias abordam, com maior énfase, aspectos
numericos e de formulacao referentes as andlises ndo-lineares estética e dindmica de

estruturas reticuladas planas, aqui conduzidas.

Dentre inimeros trabalhos publicados, podem ser destacados alguns relacionados a
formulagdo tedrica da resposta ndo-linear geométrica e que foram mais
detalhadamente estudados: HINTON (1993), BATHE (1996), CRISFIELD (1991),
SOUZA LIMA & VENANCIO FILHO (1982), GARCIA & VILLACA (1999), PAULA
(1997), PIMENTA (1988). Quanto as questfes relativas a implementacdo numérica



estudaram-se com maior profundidade: PIMENTA (1996), SLVA (1996), CORREA
(1991), BATHE (1996), CRISFIELD (1991) e MAZZILLI (1988).

Por sua vez, os estudos sobre a resposta ndo-linear do material tém se desenvolvido a
cada dia pela busca de model os mecani co-mateméti cos que sejam capazes de simular
com melhor precisdo tal comportamento. Nesse campo, também de maior interesse
para este trabalho, destacam-se alguns estudos que tratam da aplicagéo da teoria da
plasticidade e da mecéanica do dano em meios continuos: LEMAITRE & CHABOCHE
(1990), LEMAITRE (1992), MAZARS (1984), KATTAN & VOYADJIS (1990),
PEREGO (1990), LA BORDERIE (1991), ALTENBACH et al (1997), MAZARS et al
(2000) e LEMAITRE (2000).

No ambito da EESC-USP, alguns trabalhos tém sido desenvolvidos com relagdo ao
emprego dos modelos de dano, destacando-se: ALVARES (1993), DRIEMEIER
(1995), BOTTA (1998), PITUBA (1998), BALBO (1998), DRIEMEIER (1999),
ALVARES (1999) e NEVES (2000).

Diante do aperfeicoamento alcancado pelos modelos mecéanico-matematicos que
permitem simular numericamente o comportamento estrutural estético néo-linear
fisico e geométrico, nos dias de hoje a atencdo na andlise estrutural tem se voltado
progressivamente para a extensdo do estudo para a smulagéo da resposta dinamica

em campo nado-linear.

Com relacdo a resposta linear dindmica podem-se citar algumas referéncias classicas
tais como: WARBURTON (1976), HUGHES (1987), COOK (1989), ARGYRIS &
MLEJNEK (1991), PAZ (1991), CLOUGH & PENZIEN (1993) e BATHE (1996).
Dentre os trabal hos relacionados a andlise dindmica ndo-linear geométrica podem-se
citar os seguintes:. BRASL (1990) e BRASL & MAZZILLI (1993). Ja quanto a
andlise dindmica ndo-linear fisica destacam-se: LA BORDERIE(1991), VEIZAGA
(1993), RIOS(1994), MAZARS et al (2000) e HATZIGEORGIOU & BESKOS (2000);
e, finalmente quanto as andlises dindmicas ndo-lineares fisica e geométrica estudou-
se, particularmente: RODRIGUES (1997).



Valeressatar que os traba hos consultados, embora ndo diretamente referenciados no

texto, foram de grande importancia na realizagéo do trabal ho.

1.2 OBJETIVO E CONTRIBUICOES

Este trabalho tem como principal objetivo oferecer contribuicdes para a simulagédo
numeérica dos comportamentos ndo-lineares fisico e geométrico de estruturas

reticul ares planas nos regimes de respostas estética e dindmica.

Pelo lado da ndo-linearidade geomeétrica apresenta-se um estudo comparativo relativo
a implementacédo numeérica das formulacdes lagrangiana total e atualizada aplicada a

analise de porticos planos.

Relativamente a andlise ndo-linear fisica, no campo numérico destaca-se 0 emprego
das quadraturas de Gauss e Gauss-L obatto nas integracdes numeéricas das tensdes na
secdo transversal do elemento estrutural. Também merece ser ressatada a
combinacdo de uma formulagdo ndo-linear geométrica com a néo-linearidade fisica

decorrente de um processo de danificagdo progressiva.

A extensdo dos modelos estudados para a dindmica ndo-linear € outra contribuicdo
gue deve ser destacada.

1.3 CONTEUDO DO TRABALHO

Como resultado de uma atividade de estudos ‘incremental e iterativa’, o contelido

deste trabal ho se encontra organizado como se segue.

No capitulo 2 apresenta-se a formulacdo ndo-linear geométrica com aplicacdo a
estruturas reticulares planas: trelicas e porticos. A formulacdo do equilibrio na
posicao deslocada é apresentada via Principio dos Trabalhos Virtuais. Aproveitando-
se a aplicagdo as trelicas planas, destaca-se 0 emprego de medidas de deformacgdo e
tensdo conjugadas energeticamente . Com aplicacédo aos porticos planos desenvolve-

se uma discussdo sobre as formulagdes |agrangianas total e atualizada do equilibrio.



Nessa aplicacdo, emprega-se a medida de deformacéo de Green, nas formas completa
e aproximada, e atensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, considerando-se um
regime de peguenas deformacdes. Os exemplos ilustram numericamente respostas

nado-lineares geométricas de trelicas e porticos planos.

No capitulo 3 apresenta-se uma abordagem para a andlise do comportamento néo-
linear fisico e geométrico de estruturas reticuladas planas de concreto armado, em
especial vigas e porticos. Coloca-se em destague o comportamento ndo-linear fisico
modelado pela mecanica do dano em meios continuos. Empregam-se os modelos
constitutivos de Mazars e de La Borderie, porém outros modelos poderiam ter sido
empregados. Os exemplos ilustram numericamente as respostas obtidas verificando-
se que em certos casos a combinacdo das ndo-linearidades fisica e geométrica é
absolutamente necessaria para a realizacdo de uma simulagdo numérica de boa
qualidade.

No capitulo 4 estende-se o tratamento anterior para a andlise dinamica de estruturas
reticulares planas, considerando-se 0s comportamentos néo-lineares fisico e
geométrico. Para integracdo numérica no dominio do tempo utiliza-se o método
implicito de Newmark combinado com o procedimento incremental e iterativo de
Newton-Raphson. Os exemplos considerando-se as vibragdes forcada e livre, com e
sem amortecimento, ilustram particularmente a influéncia da danificagdo sobre a

resposta dinamica de estruturas aporticadas planas em concreto armado.

No capitulo 5 sdo apresentadas as consideragdes finais e conclusdes observadas a
partir do conjunto de resultados obtidos nos capitulos anteriores. Algumas sugestfes
para posteriores investigagdes complementam o capitulo.

No anexo A apresenta-se um breve estudo sobre o procedimento de andlise

incremental com deslocamentos controlados utilizado neste trabal ho.

No anexo B sdo apresentados gréficos que ilustram as respostas obtidas empregando-
se diferentes métodos para a integracdo das tensdes ao longo da atura da secdo

transversal do elemento finito de poértico plano. Esse estudo permitiu definir o



nimero de pontos de integracdo numeérica, utilizado neste trabalho, para o emprego
das regras de quadratura.
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CONSIDERACAO DA NAO-LINEARIDADE
GEOMETRICA EM ESTRUTURAS RETICULADAS
PLANAS: TRELICASE PORTICOS

“ O verdadeiro significado das coisas é encontrado
ao se dizer as mesmas coisas com outras palavras.”
Charles Chaplin

2.1 INTRODUCAO

A andlise estrutural linear cléssica pressupde proporcionalidade entre carga e
deslocamento. As condi¢Oes para que essa proporcionalidade se verifique sdo:

resposta el astica linear do material e pequenos deslocamentos.

A condicdo de resposta linear do material pode ser garantida limitando-se os niveis
de tensdo e deformacgdo. Entretanto, a de peguenos deslocamentos pode ter
implicages que vao além do sentido puramente geométrico.

De forma mais completa entende-se por ‘ pequenos deslocamentos aqueles que néo
influem na condicdo de equilibrio, isto é sem erro significativo as equacbes de

equilibrio podem ser escritas referindo-se a estrutura na posi¢do indesl ocada.

Essa forma mais completa, juntamente com a linearidade de resposta do material,

garante a proporcionalidade entre carga e deslocamentos globais. Em muitos



problemas, porém, mesmo que o campo de deslocamentos do sistema possa ser
considerado pequeno, € necessario escrever as equacdes de equilibrio na posicédo
deslocada, sob pena de serem desprezadas parcelas importantes, como as referentes

as deformacdes axiais, ao se referir a posicao indeslocada.

As andlises resultantes de uma abordagem na qual a verificacdo do equilibrio € feita
na posicdo deslocada, mas 0 material se mantém num regime de resposta linear
eléstica, sdo agui denominadas andlises geometricamente ndo-lineares.

Decorrem de um tratamento estético ndo-linear geométrico: a determinacéo da
trajetdria de equilibrio apresentada pela estrutura sob acdo de um determinado
carregamento e o estudo da instabilidade do equilibrio, pelo aparecimento de ponto
limite ou ponto de bifurcacéo.

Neste capitulo, trata-se da ndo-linearidade geométrica de estruturas reticuladas
planas, utilizando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais segundo a formulacéo
abordada por HINTON (1993). Considera-se a linearidade fisica e, portanto, supfe-se
vélidaale de Hooke.

Apesar da andlise aqui apresentada restringir-se a elementos finitos de trelicas e
porticos planos, os conceitos discutidos sdo gerais e podem ser aplicados a outras

estruturas reticuladas, bem como as placas e as cascas.

Nas analises estruturais empregando-se 0 método dos elementos finitos a maioria dos
programas que permitem considerar a ndo-linearidade geométrica baseia-se em

alguma forma de descricéo lagrangiana do equilibrio.

Numa formulacdo lagrangiana total, o equilibrio na posi¢cdo deslocada € referenciado
a uma configuracdo inicia indeformada, isto €, todas as integrais sdo calculadas

tomando-se areas e volumes da estruturano tempo t = 0.

Alternativamente, uma configuragdo deformada conhecida pode ser tomada como
referéncia e atualizada continuamente ao longo da andlise e, neste caso, a formulacéo
é denominada lagrangiana atualizada.



Existem na literatura algumas divergéncias quanto a denominagdo formulacéo
lagrangiana atualizada. Por exemplo, segundo WONG & TIN-LOI (1990) e BATHE
(1996), a formulacdo lagrangiana atualizada € aguela em que a configuracdo de
referéncia € aimediatamente anterior a atual, enquanto CRISFIELD (1997) considera
a correspondente ao passo de carga anterior equilibrado. PETERSON & PETERSON
(1985) e WONG& TIN-LOI (1990), definem uma variante da formulacdo lagrangiana
atualizada como lagrangiana parcialmente atualizada cuja configuragdo de referéncia

€ ado passo de carga imediatamente anterior.

Consideram-se, neste capitulo, as formulacbes lagrangianas total e atualizada, sendo
que no segundo caso a atualizagdo da configuracdo de referéncia é feita apds a
convergéncia de cada incremento de carga, conforme CRISFIELD (1997).

2.2 FORMULACAO DO EQUILIBRIO

Pode-se impor a condicdo de equilibrio estético da estrutura utilizando-se o Principio
dos Trabalhos Virtuais, PAULA (1997). Adotando-se uma descricdo lagrangiana
total, atambém chamada forma fraca do equilibrio representa-se do seguinte modo:

O,dddv, = ¢SdedV, - P, dd dV, - ¢j,dd dA, =0 (2.1)
A

Vo Vo Vo

Na equacdo (2.1), a primeira parcela da soma de integrais refere-se a energia virtual

~

interna e as duas Ultimas ao trabaho virtual das cargas externas; b, e t, sfo,
respectivamente, forcas externas distribuidas por unidade de volume e de superficie
da configurag&o de referéncia e S € o tensor de Piola-Kirchhoff de 22 espécie. Ainda

na(2.1), dd € o vetor de deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis, de o

tensor de deformagdes virtuais compativeis e r, indicao vetor residuo de forgas.

Devido ao fato de que a equagdo do PTV é essenciadmente ndo-linear nos
deslocamentos, sua linearizacdo € normalmente empregada como uma estratégia
eficiente para encontrar, de modo iterativo, uma solugdo que a satisfaga. Deste modo,

o método de Newton-Raphson surge da linearizag@o da equagdo (2.1), obtida a partir



do truncamento em 12 ordem do seu desenvolvimento em série em torno do instante
t, tal como:

& o} ® 0 e o) (22)
¢QodddV,T =§QodddV, +d—§(‘yodd dv, > Dt=0
o G S a e, P

Neste trabalho optou-se pela estratégia tradicional de Newton-Raphson por ser
suficiente para as andlises numeéricas realizadas. Entretanto, estratégias mais robustas
como aguelas derivadas do método de arco poderiam ter sido implementadas. Nas
aplicacdes numéricas, por outro lado, observou-se uma taxa de convergéncia

quadratica com a estratégia de Newton-Raphson.

E importante observar que em andlises puramente estéticas a variavel tempo que
aparece na (2.2) € interpretada apenas como um parametro implicito de ordenacéo de
eventos, como passos de carregamento externo aplicado ou de deslocamento

Imposto.

Para melhor identificaco da matriz de rigidez na linearizagdo da equacdo de
equilibrio, pode-se reescrever, apds algumas operagdes, a equacdo (2.2) da seguinte

forma:
(r), +(K,d- f, - f)pr=0 (23)

Restringindo-se a andlise a consideracao somente de forgas conservativas, as quais
ndo dependem da deformacdo, torna-se possivel escrever a derivada que aparece na
relacdo (2.2) como:

% 0, dd dv, = ¢SdedV, + 3Sd e dV, (24

Vo Vo Vo

Dessa relacéo decorre arigidez tangente da estrutura.
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2.3 TRELICAS PLANAS

Apresenta-se nesta secdo, um estudo do comportamento ndo-linear geométrico em
estruturas trelicadas planas, utilizando-se uma formulagdo lagrangiana total. As
medidas de deformacdo empregadas sdo a linear e a de Green, com 0 objetivo de
mostrar aimportancia de se utilizar uma formulagéo onde as medidas de deformacéo
e tensdo empregadas sejam conjugadas energeticamente. Utiliza-se 0 conceito de
matriz de rigidez tangente, por ser mais adequado para o procedimento incremental
iterativo de Newton-Raphson para obtencdo da solucdo numeérica; neste caso

emprega-se aforca ou 0 deslocamento como parametro controlador.

2.3.1 Consideracoes sobre tensdo e deformacao

Segundo PIMENTA (1986) pode-se definir medidas de deformacgéo baseadas no
conceito de estiramento, sendo este definido pela relacéo entre o comprimento final e
o inicial do elemento. Deste modo, para uma fibra genérica de um segmento

infinitesimal de barra, conforme apresentado na Figura 2.1, tem-se:

_Gs _ J(dx +du)? +dv? _ [asix + dug® N v’ (2.5)
) - dx @ %dxfa

~dx dx

Figura 2.1 - Deformagdo de uma fibragenérica- SILVA (1996)
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Embora existam, naliteratura, varias medidas de deformacao, foram utilizadas, neste
trabalho, as medidas de deformacdo quadrédtica ou de Green, e linear ou de

engenharia, respectivamente dadas pelas equacoes (2.6) e (2.7):

o o)1 du 1&sup’ oo’ (20)
T2 Tdx 2@dxe  Edxd
- - 2.7)
du_asiug®  asivo’ (
=] -1=,/1+2—+¢—= +¢—= -1
& \/ dx  Edxp  Edxo

Os tensores de tensdo conjugados com os tensores de deformacdes de Green e linear
s80 0 segundo tensor de Piola-Kirchhoff, expresso em campo unidimensional pela
equacdo (2.8) e o tensor de Biot, que em campo unidimensional se confunde com a
tensdo nominal, dada pela equagéo (2.9):

. sl_N (2.8)
_N (2.9)
Sy = AO

sendo N a forca normal e A, a &ea inicial da se¢do transversal da barra. Note-se,

neste caso, que:
S=1"1%, (2.10)

Para um modelo eléstico-linear, a relacdo tensdo-deformacdo € dada pela Lel de

Hooke. Portanto, considerando-se a deformagéo linear, tem-se:
s, = Ee (2.11)
e utilizando-se a deformacéo de Green, resulta:

s, =| Es& (212)
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onde E é o médulo de elasticidade longitudinal e Ec 0 modulo correspondente que

relaciona S e e;. Assm, igualando-se as expressoes (2.11) e (2.12) e tendo-se em

vista as equacoes (2.6) e (2.7), obtém-se:

2E (2.13)

e =T+ )

Deste modo, pode-se escrever a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie,
segundo a equagdo (2.14).

S=E.e, (2.14)

Nos casos em que as deformagdes sdo pequenas, pode-se admitir | @1, portanto

Ec =E ecomisto: S=Eeg.
2.3.2 Aplicacédo do método dos elementos finitos. matriz de rigidez tangente e vetor

dos esforcos internos

Seja 0 elemento de barra de trelica plana no sistema local, mostrado na Figura 2.2,
com quatro graus de liberdade, sendo dois por nd, correspondentes aos
deslocamentos na direcdo do eixo da barra e transversal a ele. Na configuracdo

inicial 0 elemento possui area de secéo transversal A, e comprimento L.

A
h
y\ v X
=
/ q3
- i
ql \qz

> X

Figura 2.2- Elemento finito de trelica plana no sistema de coordenadas globais e locais

Para 0 elemento finito mostrado na Figura 2.2, os deslocamentos s&o interpolados de
maneira usual, segundo as coordenadas nodais locais, por:
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i ulx)i (2.15)
d=j Nt (4
|V(X)E\; B
Sendo:
u(x) - componente axial do deslocamento do eixo da barra;
v(X) - componente transversal do deslocamento do eixo da barra;
f (x) - matriz que contém as funcdes interpoladoras, representada por:
eN,(X) 0 Ny(x) 0 u (2.16)
f(x)=g u;l
N g6 0 N, (x) 0 N, (X)g
As fungdes interpoladoras e 0 vetor dos deslocamentos nodais séo:
& x0 (2.17)
N,(X)=N,(x)=¢l- —=
(0= N,(x) =1 ==
X 2.18
Ny(X) = N, (x) = (219
a" ={a, @, 9, a.} (2.19)

Utilizando-se as equacbes (2.6), (2.7) e (2.15), obtém-se respectivamente, as

deformacdes axiais de Green e elinear e, representadas por:

e :ggL +%§NL gq (2.20)
e =y1+(2B, +By)q- 1 (2.21)

sendo:
(2.22)

s=tl101d
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I AL A A (2.23)
BNL:?-Ul 'Uz U1 Uz
com le =Q;- 0, el-jz =0,- Q..
Por outro lado, pode-se escrever a equacdo (2.1), de equilibrio, naforma:
y =F™. (2.24)

onde o vetor residuo y = (¥, .dddV, , na situagdo de equilibrio, deve, com uma certa
Vo

tolerancia, ser muito proximo de zero. Na expressio (2.24) F'™ = 0Sdedv, éo
Vo

vetor dos esforgos internos e F* = (p.dddV, + (¥,.dddA, o vetor das cargas
Vo 0
externas aplicadas a estrutura.

Numa forma matricial, o vetor dos esforcos internos, para o elemento de trelica

plana, passa ser expresso por:

F int — (\ﬁT S d\/o (225)
Vo

sendo B=B, + B, .

Utilizando-se as equacdes (2.8), (2.14), (2.22) e (2.23) e redlizando-se aintegral dada
pela equacéo (2.25), tem-se:

|1u "Ul.u
Flnt _ Ni O I,+E:_ UZ:, 29
S LU (220
foh  1U,}

Ee A,

com N = E.e; A, oucom asrelagdes (2.8) e (2.9): N = |
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E possivel mostrar que a taxa da tenso de Piola-Kirchhoff de segunda espécie pode

ser escritanaforma

(2.27)

Por sua vez, as taxas da deformacéo de Green e da deformacéo virtual de Green séo
dadas respectivamente, por:

é; =Bq (2.28)
dé, =dq"' G'Gq (2.29)

onde:
161 0 1 0y (2.30)

Deste modo, do desenvolvimento da expressdo (2.4), considerando-se as relagOes
(2.27), (2.28), (2.29) e colocando-se ¢ em evidéncia, tem-se a matriz de rigidez

tangente para o elemento finito de trelica plana:

.« o1 Dy T (2.31)
K:=qQB |_3§dvo +QG SGav,

aqual pode ser também escrita, naforma aditiva:

K; =K, +K, +K, (2.32)
onde, cada parcela é dada por:

D 2.33
K, =Bl 2B, av, 39
(2.34)



16

K, =G SGdV, (2.35)

sendo:

D,,- 0 modulo de rigidez tangente, que no caso elastico linear € igual a médulo de

elasticidade longitudinal E;

K, - matriz derigidez da barra na sua configuragéo inicial;

K, - parcelade rigidez decorrente da mudanca de posi¢éo da barra;

K, - parceladerigidez geométrica, funcéo do nivel de solicitagéo axial nas barras.

Realizando-se as operagdes indicadas em cada parcela da matriz de rigidez tangente,

chega-se as seguintes matrizes:

él 0 -1 Oy él1 0 -1 Ou
é U — @ u
1EA 20 0 O O NO 1 0 -1
K, =528 0 K, =-¢ y
I L, §:‘-1 0 1 od Rs LLé1 0 1 04 (2.36, 2.37)
é U é u
g0 0 0 Op g0 -1 0 1y
22})1 Uz '291 'Uzg
K =LFheU, 0 -U, Oy,
N T ¢, -U, A, U, 0
6'02 0 lj2 0 g
4 A 2 A A A 2 A AN
S(Ul) Y, '(Ul) _Uluzg
XA A ~ 2 AA ~ 27
_,_iEAogUlUZ (Uz) -uUu, '(Uz) 3 (2.38)
1 Lf’ é'(ul)z '0102 (01)2 Uluz ua
é A A 2 A A A 2 |:|
gUyu, -(U,) uyu, (U,)HY

E importante salientar que devido & facilidade algébrica todo o desenvolvimento foi
feito utilizando-se atensdo de Piola-Kirchhoff e a deformacéo de Green. No entanto,
na implementacio numérica na equacdo (2.37) N pode opcionalmente ser calculado

em fungéo da medida de deformagéo linear conforme indicado na equagéo (2.26).
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2.3.3 Exemplos numéricos

O exemplo trata de uma trelica simples de comportamento elastico linear, e €
ilustrativo de uma instabilidade que se manifesta somente ao atingir o ponto limite.
Analisam-se duas situacdes diferentes, variando-se 0 angulo de inclinacéo inicial das
barras da trelica com o objetivo de avaliar a aproximacao resultante ao se considerar
as deformagdes pequenas.

No critério de convergéncia utilizam-se as normas euclidianas em deslocamentos e

em forcas residuais, fixando-se a toleranciaem 10°®.

B

Figura2.3 —Trelicasimples

2331Cas01

Este caso foi analisado considerando-se 0 método incremental de Newton-Raphson
com controle de forcas e 0 mesmo método com controle de deslocamentos (ver
anexo Al). Os dados de interesse sdo: h=10cm, a=150cm, area da secdo transversal
das barras A=6,53cm? e mddulo de elasticidade longitudina E=20500 kN/cm?. A
Figura 2.4 apresenta os resultados obtidos utilizando-se as diferentes medidas de
deformacdo estudadas. Illustra-se também a solucdo analitica apresentada por
HINTON (1993), ressaltando que a mesma emprega 0 médulo de elasticidade E e a
deformac&o de Green, isto é considera-se ‘apriori’ | @L.
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-25 1 ; 25 - /
-20 1 g 2 1
B B A f
104 ;‘ 10 LN
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% 0 L L L L o L L L L ! L ! lg 0 1 1 1 L ‘\ L L L L / L I}

(=]

8 5 85t \,\ £
10 10 ‘\ ”’1’/
51 o def.Green-E 15 b b’ ——def linear -E
201 s def.Green-EG 20t —o— def.Green - E
5- o def linear-E 5 L —o— def.Green - EG

Deslocamento [cm)] Analitico Deslocamento [cni Analitico
controle de forca controle de deslocamento
Figura 2.4 — Gréficos carga-deslocamento vertical do né B
2.3.3.2Caso 2

Neste caso, a fim de comparar a resposta ndo-linear do modelo com a obtida por
RUBERT (1993), considera-se h=127cm e a=219,97cm, a &ea A=6,4516cm’ e
E=20685 kN/cm?,

-10000
8000
. !
z 6w f o def.Green-E = 250 300 -350
g y s def.Green-EG 5 J o
J 40007 f o deflinear-E 8
f Rubert(1993) —o—deflinear - E
2000 - —o— def.Green - E
50 -100 -150 -200 250 -300 —o—def Green - EG
0 : : ' ' ! ! RUBERT (1993)
Deslocamento [crr] Deslocarrento [cn]
controle de forca controle de deslocamento

Figura 2.5 — Gréficos carga-deslocamento vertical do né B

As mesmas consideractes feitas para o grafico apresentado na Figura 2.4 séo validas
para a Figura 2.5. Porém, nesta Ultima, verificam-se resultados diferentes para as

duas medidas de deformagéo utilizadas.

Nota-se que na Figura 2.5, com controle de carga, estailustrado o fendmeno de perda
de estabilidade por aparecimento de ponto limite chamado “snap through”.
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No caso 1, todas as curvas apresentadas na Figura 2.4 sdo coincidentes. Segundo
SOUZA LIMA & VENANCIO FILHO (1992), quando a elevagio h apresentada na
Figura 2.3 é suficientemente pequena, ou segja, tal que o angulo de inclinagdo inicial
das barras da trelica sga inferior a 5 graus, as deformagdes permanecem pequenas
para todo o carregamento, verificando-se, portanto, | @L. Assim, as medidas de

deformacao se confundem.

Para trelicas com inclinagOes superiores a cinco graus, como apresentado no caso 2,
observa-se, na Figura 2.5, que os resultados obtidos sdo coincidentes enquanto as
deformagdes sdo ainda pequenas. Assim, tomar ‘a priori’ | @1 pode constituir uma
aproximacdo significativa, particularmente quanto a determinacédo da carga limite.
Vale observar que para essas inclinacdes pode ocorrer bifurcacdo do equilibrio antes
de atingir o ponto limite, tal possibilidade ndo foi incluida na andlise apresentada em
funcdo do objetivo exclusivo de se confrontar 0 uso de diferentes medidas de
deformagdes. Um resultado andlogo é apresentado por CRISFIELD (1997). Pode-se
observar também que a resposta obtida utilizando-se a deformacdo de Green e o
modulo de elasticidade longitudinal E, ndo compativeis para valores de | diferente
de 1, é mais flexivel que a obtida considerando-se a deformacgdo de Green e Eg ou a

deformacéo linear e E.

Verifica-se, portanto, que uma modelagem coerente deve tratar de forma consistente
as medidas de deformagdo e tensdo, que deverdo ser conjugadas. Além disso, pode-se
observar que gquando esta consisténcia é verificada os resultados devem ser

independentes da escol ha sobre os pares de tensdo e deformagéo.

2.4 PORTICOS PLANOS

Nesta secdo apresenta-se um estudo do comportamento ndo-linear geométrico em
estruturas aporticadas planas, utilizando-se as formulacdes lagrangianas total e
atualizada. A medida de deformacdo empregada é a de Green e a tenséo
correspondente € a de Piola-Kirchhoff de 2% espécie. Considera-se um regime de

pequenas deformagoes.
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2.4.1 Descricdo do campo de deslocamento do regime de flexdo: anélise plana

Objetivando-se a construcdo de um modelo do comportamento de elementos de
barra, limitando-se a consideracéo da néo-linearidade aquela decorrente do campo de
deslocamentos, admitem-se, como hipéteses bésicas, que as deformacfes sgjam

pequenas e que o material tenha resposta linear el astica com isotropia.

Com relagdo ao campo de deslocamentos vale a hipétese cinematica de Euler-
Navier-Bernoulli: secbes transversais planas e ortogonais ao eixo antes da

deformagdo permanecem planas, indeformadas e normais ao eixo apds a deformacéo.

Na configuracdo inicial, indeformada, a barra prismética possui comprimento L,,
secdo transversal com area A, €, por conveniéncia, um plano de simetria longitudinal
coincidente com o plano de carregamento, embora essa ndo sga uma condicéo
imposta pelo modelo. Adotando-se uma das extremidades da barra para a origem de
um referencial, ao qual se associa um sistema de coordenadas cartesiano, considera-
se que os eixos x ey definam o plano longitudinal de simetria, que contém o eixo da
barra. Segja sobre esse plano o trago de uma se¢éo posicionada a uma distancia

genérica x daorigem, e nele dois pontos, P e G, conforme ilustraa Figura 2.6.

Figura 2.6- Deslocamentos de pontos da barra

Tendo-se em vista a hip6tese cinemética, 0 deslocamento arbitrario do ponto

genérico P(x,y), descrito por suas componentes u, € Vp, segundo as diregdes dos eixos
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coordenados x ey, respectivamente, pode ser expresso em fungdo das componentes u
e v do deslocamento do ponto G(x,0), situado sobre o eixo, naforma:

u,(X,y)=u(x)- ysena (2.39)
V,(X,y)=V(X)- y(1- cosa) (2.40)

sendo a =a (X) 0 giro dasegéo.

As expressoes (2.39) e (2.40) podem ser interpretadas na Figura 2.6, na qual se
mostra 0 segmento GP, normal a0 eixo na geometria inicial, que passa a ser o
segmento G'P', também normal ao eixo na configuracdo deformada. Nota-se que em
ambas as situaces aquele segmento tem comprimento y, em virtude da hipotese de

gue a secao transversal permanece indeformada no seu plano.

Q

N

G=G —+

\ dx+du \
[ o

Figura2.7- Elemento diferencial do eixo da barra antes e depois da deformacéo

Com o auxilio da Figura 2.7, onde se representa um elemento infinitesimal do eixo
da barra antes e depois da deformacéo, identificado respectivamente por GQ e G'Q’,
e considerando-se a hipotese de que a medida de deformagdo linear E,, é pequena
com relacdo a unidade, tem-se que arotacdo a relaciona-se com os deslocamentos u

e v da seguinte forma:

3 av av (2.41)

N3 =10 E ) B
dx +d d 2.42
cosa = _xrad @l u ( )

+_
(1+E,, )dx ax
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dv
dx
du (2.43)

1+
dx

tga =

2.4.2 Relacao deformacao-deslocamento

Conhecendo-se 0 campo de deslocamentos, passa-se a definicdo do tensor de
deformagdes a ser associado a um certo ponto da barra. Como a formulagéo utilizada
neste trabalho € a lagrangiana, por motivos de simplificacéo algébrica na descricéo
do equilibrio na posicéo deslocada, o tensor de deformacdo de Green torna-se mais
interessante do que o tensor de deformacéo linear, sendo dado por:

(2.44)

e=—(Nd +Rd" +Nd"Rd)

N

sendo d o vetor deslocamento, cujas componentes sdo apresentadas nas expressdes

(2.39) e (2.40), e N(.) o operador gradiente com relaco as coordenadas iniciais.

Coerentemente com a hipotese feita sobre o campo de deslocamentos, a Unica
componente ndo nula do tensor de deformagdo de Green é e,,, como se pode
observar pela substituicdo das expressoes (2.39) e (2.40) em (2.44), com posterior

consideragao das expressdes (2.41) e (2.42). Para e, resulta a seguinte expressso:

€y = % cosa d_a + l %ﬂ cosa d_agz + %ﬂ sena d_agz g (2.49)
o dx y dx 2 é%dx y dxg %dX y ng H

Desenvolvendo-se a expressao acima, resulta:

1 1 2.46
€, = Ut+ E(U(DZ +E(V®2 - ycosaa ¢- ycosa u ¢+ (2.40)

1
- ysenav@ ¢+Ey2(a 9’
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De acordo com GARCIA & VILLACA (1999) a curvatura do eixo da barra pode ser

da da
aproximada por k = m @d_x gue em termos dos deslocamentos u e v,
x0

pode ser obtida a partir da derivacdo em relagdo a x de ambos os membros da

expressao exata apresentada em (2.43), como se segue:

1 _vel+ud - ve (2.47)
(cosa)?  (1+ud?

Considerando-se a expressao (2.42), tem-se que:

k @ ¢=v#&1l+ud- vaie (2.48)

A deformacdo dada pela expressdo (2.46) é completa, mas segundo GARCIA &
VILLACA (1999), pode ser aproximada pela seguinte forma:

€ =€xo - yk (2.49)

sendo: exo(:eXX|Y:0) e k, a deformagdo e a curvatura do eixo da barra,

respectivamente.
De fato, a expressdo (2.46) pode ser escrita como:

€y =€y, - yatl+2ut+ (ug’ +(V©2)+%y2(a ¥ (2.50)

Reconhecendo-se na expressdo anterior a soma que aparece na parcela entre

parénteses como sendo igual a (1+ 2e,, ) tem-se:

1 251
€xx =€xo0 - yaﬂ{1+2ex0 )+§ yz(a(g2 ( )

ou ainda, em fungéo de e,, <<1:

1 2.52
€xx =€xo - ya¢+§y2(a©2 ( )
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1
assim, desprezando-se o termo > y%(a 9 em presencade ya ¢ obtém-se a expressio

(2.49).

2.4.3 Relagéo entre os tensores de tenséo e de deformagéao

Sendo vdlida a hipétese de pequenas deformagdes, tem-se que as equaces
constitutivas nas formas secante e tangente, para um meio eléstico linear, podem ser

dadas por:
S=D_ e _3:209' (2.53a,b)

sendo 20 o tensor congtitutivo do material integro, que no caso unidimensiona se

reduz ao médulo de rigidez do material, E.

2.4.4 Aplicacdo do método dos elementos finitos: matriz de rigidez tangente e vetor

dos esforcos internos

Seja 0 elemento de barra de pértico plano (ou vigacoluna) e um referencia
cartesiano local, tal que o eixo x coincida com o eixo do elemento, como mostra a
Figura 2.8. Definem-se nas extremidades do elemento um conjunto de seis graus de
liberdade, trés por no, correspondentes ao deslocamento na direcdo do eixo,

deslocamento transversal aele e rotagdo em torno do eixo perpendicular ao plano xy.

Figura 2.8- Elemento finito de pértico plano no sistema de coordenadas globais e locais

Com o objetivo de calcular as integrais que aparecem nas equacfes que levam as
expressdes do vetor dos esforgos internos e da matriz de rigidez tangente do

elemento de portico plano, adotam-se funcdes que aproximam as componentes u e v
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dos deslocamentos de pontos do eixo. Tais deslocamentos constituem interpolacoes
sobre os graus de liberdade nodais. A representacdo matricial da interpolacédo € dada

por:
do =f (X)g (254)
Tu(x)u . i
onde d, = e vetor deslocamento do eixo e
HOOR
N, (X 0 0 N,(x 0 }
f_(x)zg 1) o(X) ﬂ é a matriz que contém

é 0 Np(x) Ni(x) 0 Ng(x) Ng(x)g

as funcdes de interpol acéo.
O vetor de deslocamentos nodais pode ser representado por:

T

a ={u v, f, u v, ,}={a @ o q@ o G} (2.55)

Para funcdes de interpolagdo, utilizam-se as mesmas formas usuai s apresentadas, por
exemplo, no trabalho de MAZZILLI (1988), onde o deslocamento axial u possui
variacdo linear, o deslocamento transversal v tem variagdo cubica e a rotacdo da

secao é obtida derivando-se 0 deslocamento transversal umavez em relagdo a x:

N, () =L =3
I‘0 4]
(2.57)
N, (X)=1- 3@ 9 2%618
ﬂ (%]
' 2 20 (2.58)
Ny(x)=L, ?aeig- 22X 9 +§el% G
Lo &loo &log
(2.59)

N4(X):_
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(2.60)

(2.61)

Utilizando-se as fungdes de interpolacdo descritas acima e o vetor de deslocamentos
nodais, pode-se escrever 0os desocamentos axial e transversal do eixo da barra,

u(x) ev(x), nasformas:
u(x)=[Ny(x) 0 0 N,(x) 0 0]q (2.62)
v(x)=[0 NL(Xx) Ny(x) 0 Ng(x) Ng(x)]q (2.63)

Por outro lado, levando-se as expressdes (2.41) e (2.42) em (2.46) e sendo, neste

caso, a segunda derivada de u com x igual a zero, a deformagdo de Green e,, passa

a ser escrita como:

1 1 2.64
o =UGH2 (00 + 2 (vi? - W1+ ud? - yuwefL+ ug? + (289
1
-Y(va*ve1+ud + 2y (v (1+ ug®
ou na sua forma aproximada, apresentada na relagdo (2.49), por:
(2.65)

1 1
e =ut+ - (ud® +S(v9® - ywek1+ud

Para escrever as relagbes (2.64) e (265 em forma matricial empregam-se

inicialmente as (2.62) e (2.63), de onde se obtém:

u¢=[N&x) 0 0 Nf(x) 0 0lg=ATq (2.66)

ve=[0 N®(x) Nx) 0 N%x) N&x)q=BTq (2.67)



ve=[0 Ngx) Ngx) 0 N&x), Nfx)q=C'q
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(2.68)

Observa-se que apesar de A, B e C serem, no caso, vetores, mantém-se a notacdo de

letra mailscula para eles, de modo a contemplar a notacdo usual em

desenvolvimentos semel hantes com model os mais complexos.

Portanto, utilizando-se as expressoes (2.66) a (2.68) pode-se escrever as deformacdes

e, € €, respectivamente por:

o =ATg+ % (AT q)(AT q) + % (BT q)(BT q) - y(CT q) - 3y(AT q)(CT q) +
- 3y(ATa)A"q)cTa)- v(A"afAa)a"a)cTa)- v(B"q)B"a)c )+
- y(aaleTale" NeTa)+ vileakeTa) + v (amallcTallc o)+

+ 2y (Arg)a q)(CTQ)(CTQ)
e, = ATa+5(ATa)(ATq) +3(B7a)(8"a)- v(cTa)- v(ATd)(CTq)

As respectivas deformagdes virtuais de Green sdo dadas por:

de,, =Bdq

com

B=A" +(ATq)AT +(BTq)B" - yC" - 3y(ATq)C" - 3y(CTq)AT +

6y(ATq)( Tq)AT -3y(ATq)°CT - 3y(ATq)’(CTg)AT - y(ATg)’CT +

2y(B"q)(C"q)B" - y(B"a) C" - y(B"a) (C"q)A + y*(CTq)C” +
- y(ATq)(B"a)"CT - 2y(ATq)(B"q)(CTq)BT +y*(CTq) AT +
+2y?(ATg)(Ca)CT + y*(ATq)(CTq)” AT + y*(ATq)*(CTa)CT

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)
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B, =A" +(ATg)AT +(BTq)BT - yCT - y(CTq)AT - y(ATq)CT (2.74)

—a

De modo andlogo, as taxas da deformacdo e da deformacdo virtual de Green sdo
dadas, respectivamente, por:

€, = Bq (2.75)

e =B.q (2.76)
de,, =dq’ Gg (2.77)
dé, =dq' G,q (2.78)

com

G=AAT +BBT - 3yCA” - 3yAC” - 6yA(CTq)AT - 6yA(AT )
- 6yC(ATg)AT - 6yA(ATq)(CTg)AT - 3yA(ATg)’CT

- 3yc(ATq) AT - 2yB(C"q)B" - 2yB(B"q)C” - 2y<:(BT q)BT

- 2yA(B"q)(CTq)BT - yA(B"q)’CT - 2yB(Bq)(CTq)AT +

- 2yB(ATq)(C"q)B™ - yc(BTq) AT - 2yB(ATq)(BTq)CT +

- 2yc(ATg)(BTq)BT + y2CCT + 2y’ A(ATg)CT +

+2y?C(CTg)AT +2y?C(ATq)CT +y?A(CTg)" AT +

+2y? A(ATg)(CTg)cT +2y?C(ATg)(CTq)AT +

+ yZC(ATq)ZCT

AT
g

(2.79)

G, =AA" +BB" - yAC' - yCA' (2.80)

Com os elementos definidos acima, pode-se obter as expressdes do vetor dos
esforgos internos e da matriz de rigidez tangente para o elemento finito de portico

plano.
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Nesse sentido, utilizando-se a expresséo (2.1), na suaformamatricial, e colocando-se
em evidéncia o vetor de deslocamentos virtuais, tem-se que os vetores dos esforcos

internos ficam definidos por:

Fint — OBTSdVO (2.81)
Vo
Fint — OB'aI'SdVO (282)

Vo
de acordo com uma ou outra defini¢céo do campo virtual de deformacdes empregado.

Por sua vez, do desenvolvimento da expressdo (2.4), considerando-se as relacbes
(2.53), (2.71), (2.72), (2.75), (2.76), (2.77), (2.78), (2.79) e (2.80) e colocando-se q
em evidéncia, segue que as matrizes de rigidez tangente para o elemento finito de
portico plano ficam dadas por:

K; =B EBaV, + ¢3S dV, (2.83)
Vo Vo

Ky = @aT EB,dV, + C\EanVO (2.84)
Vo Vo

2.4.5 Implementacdo numérica das formulagdes lagrangianas total e atualizada

Na implementacdo da formulacédo lagrangiana total a configuracdo de referéncia é

sempre ainicial e com relagéo a ela séo calculadas as integrais (2.81) a(2.84).

Como por conveniéncia, assim como neste trabalho, normalmente se adotam
aproximagdes sobre os giros (relagbes (2.41), (2.42) e (2.48)), nos casos onde
ocorrem grandes deslocamentos e rotagfes a formulacéo lagrangiana total pode levar
a uma descricdo imprecisa do equilibrio, na medida em que configuracéo atual se
afasta da configuracéo de referéncia (ver exemplo 2, item 2.4.6.2). Dai a atualizacéo
da configuragcdo constituir-se em alternativa interessante, pois permite que se
mantenham as aproximacgdes sobre 0s giros sem perda de precisdo da resposta

numérica.
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Conforme observado anteriormente, na formulagdo lagrangiana atualizada
empregada neste trabalho todas as integrais sdo calculadas com relacdo a Ultima
Situacdo equilibrada, o que a torna mais adequada para casos de grandes
deslocamentos e rotagbes. De acordo com CRISFIELD (1997) sua implementacdo

numérica exige duas operagoes distintas.
a) atualizacdo das coordenadas

As novas posicdes dos ndés sdo determinadas adicionando-se o vetor dos

deslocamentos incrementais {Du} ao vetor das coordenadas cartesianas nodais

referentes a Ultima configuragdo equilibrada, {XO} ,ousga
{xt={x,}+{pu} (2.85)
sendo {x} 0 vetor das novas posi¢des nodais que reline as componentes X e Y.

b) atualizacdo da descricéo do tensor de tensdo da configuracdo anterior para a atual

dereferéncia

Na descricdo atualizada ha uma mudanca continua de referencial ou regido de
observacdo. Assim sendo, o tensor de tensio de Piola-Kirchhoff de 22 espécie deve
ser transformado para a nova configuracdo que esta rotacionada com relacdo a

anterior, da seguinte forma:
S=R'S,R (2.86)

sendo S, o tensor de tensédo de P-K de 22 espécie referido a configuragéo anterior e

R o tensor ortogonal préprio de rotacéo.

Porém na nova configuracdo, o principio variacional empregado para imposi¢cdo do
equilibrio segundo a descricdo lagrangiana atualizada envolve o tensor de Cauchy.
Assim sendo, o tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff de 2% espécie associado a
configuracdo atual deve ser transformado no tensor de tenséo de Cauchy através da

seguinte relaco:
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A S (2.87)
S = Gap LoF
com:
R, o (2.88)
™%,

E possivel mostrar, entretanto, que no caso de pequenas deformagdes essa sequéncia
de transformacBes é imediata. De fato, neste caso, utilizando-se o teorema da

decomposicdo polar, pode-se escrever o tensor gradiente de deformacdo, F, da

seguinte forma:

(2.89)

T
3

sendo det F =1.

Substituindo-se (2.89) na expressao (2.87), tem-se gque o tensor de tensdo de Cauchy

na nova configuracéo é dado por:
s =RSR" =RR' S RR' =S, (2.90)

Portanto, no caso de pequenas deformagtes tensor de tenso de Piola-Kirchhoff de 22
espécie da configuragdo anterior € igual ao tensor de tensdo de Cauchy na

configuracéo atualizada.

Assim, no passo de carga seguinte, gerase um incremento de tensdo DS que

simplesmente se somaatenséo S;:
S=S, +DS (2.91)

Um outro aspecto relativo a implementacdo numérica, diz respeito ao célculo das
integrais que aparecem nos principios variacionais de equilibrio. Entretanto, neste
trabalho tais integrais séo calculadas numericamente utilizando-se as quadraturas de
Gauss ou de Gauss-Lobatto, HUGHES (1987). Para a integracdo ao longo do
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comprimento deve-se considerar um nimero de pontos superior ou igual a 6. Para a
integracdo ao longo da altura além das quadraturas de Gauss e Gauss-L obatto pode-
se empregar a estratificagdo da secdo em camadas de igual espessura; neste caso,
deve-se considerar um numero de pontos de integracdo superior a 3 quando se
empregam as quadraturas de Gauss e Gauss-L obatto ou no minimo 10 camadas para
0 método da estratificagdo. No anexo B justificam-se as sugestdes quanto ao nimero
de pontos de integracdo numérica, quando se considera a néo-linearidade fisica do
material. Conforme sugere PIMENTA (1996), desde que se adote uma deformacao
média associada ao esforco normal constante para toda a barra, as integrais (2.82) e

(2.84) podem ser calculadas de forma analitica.

2.4.6 Exemplos numéricos

Nesta secdo apresentam-se trés exemplos procurando-se ilustrar, em particular, o
emprego das duas matrizes de rigidez tangente desenvolvidas. O primeiro exemplo
apresenta em destaque uma comparacdo entre as formulagdes lagrangianas utilizadas.
Os outros dois exemplos envolvem um confronto entre os valores numéricos obtidos
com a formulacdo lagrangiana atualizada e os valores analiticos encontrados na
literatura. Em todos os casos, mostra-se 0 tempo de processamento despendido

empregando-se as diferentes matrizes de rigidez tangente.

2.4.6.1 Exemplo 1- Pértico simples

Neste exemplo, Figura 2.9, é analisado um pértico simples, biengastado, sujeito a
cargas concentradas verticais e horizontais, proposto por ELIAS (1986). Para cargas
vertical e horizontal adotam-se, respectivamente: P=350 kips, H=1 kip. Todas as
barras possuem as mesmas propriedades elasticas e de geometria: area A=10 in?,
momento de inércia =100 in?, mddulo de elasticidade E=30000 ksi e comprimento
L=240 in. E importante destacar que, em ELIAS (1986) a barra horizontal é
considerada inextensivel. A simulagcdo numérica é conduzida de modo que a carga
horizontal € mantida constante durante toda resolucdo. Em termos de discretizacéo

cada uma das barras foi divididaem 6 elementosiguais, num total de 18 elementos.
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Na andlise ndo-linear foram utilizados 10 incrementos iguais de carga vertical e as

tolerancias sobres as normas em deslocamentos e forcas foram fixadas em 10°®.

ip ip
H > B c,
L
A Dl |

T T
|
1

‘ L

Figura 2.9- Pértico simples - adaptado de ELIAS (1986)

—%— LA - Kt comp.

400 -

350 ~
o 300 -
Q 50 —o— ELIAS(1986)
g ]
= —o— LT - Kt aprox.
8 200 A
g L —s— LA - Kt aprox.
pr 201 —o—LT - Kt comp.
o 100 -
3
o

0O 04 08 12 16 2 24 28 32 36

Deslocamento horizontal do né B [in]

Figura 2.10- Curva carga-deslocamento

Na Figura 2.10 sdo mostradas as curvas carga-deslocamento obtidas utilizando-se as
formulagOes lagrangianas total (LT) e atualizada (LA) com as duas matrizes de
rigidez tangente desenvolvidas, completa e aproximada, assim como os resultados
apresentados por ELIAS (1986).

Pode-se observar na Figura 2.10 que no final do processo de carregamento 0s
resultados em termos do deslocamento do n6é B obtidos com as formulagéo
lagrangiana total combinada com a matriz de rigidez aproximada coincidem com os



apresentados por ELIAS (1986), porém, para a formulacdo atualizada o valor do
deslocamento final € um pouco menor. Ja os resultados obtidos com a matriz
completa em qualquer umas das formulagbes lagrangianas diferem um pouco
daquele apresentado por ELIAS (1986), ou sgja, um pouco menor para o caso datotal

€ uUm pouco menor para a atualizada

%,
80,
707 B Kt - completa
60,

@Kt - imad
= 50- aproximada
o 40 -

5 o

= 20-
10 - |_|
0 - =

LA

Figura 2.11- Tempo de processamento

A Figura2.11 ilustra o tempo gasto no processamento desta estrutura utilizando-se a
matriz de rigidez tangente completa e aproximada nas formulagdes lagrangiana total
e atualizada.

2.4.6.2 Exemplo 2 — Viga em balango com carga aplicada na extremidade livre

Este exemplo tem como objetivo ilustrar a eficiéncia da descricdo lagrangiana
atualizada. Trata-se de umaviga em balango sujeita a uma carga vertical concentrada
na extremidade livre, cuja solucdo analitica encontrase no trabalho de
MATTIASSON (1981). Os dados sugeridos para obtencéo da solucdo numérica sdo:
P=10 kN, &rea transversal A=120 cm?, momento de inércia 1=10 cm? maédulo de
elasticidade E=1000 kN/cm? e comprimento L=100 cm.
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Figura2.12- Viga em balanco

A barra é discretizada em 20 elementos iguais. Para a integracéo por Gauss utilizam-
se 3 pontos ao longo da altura da secéo transversal e 6 pontos distribuidos ao longo

do eixo de cada elemento.

O carregamento € aplicado em 100 incrementos iguais e a toleréncia com a qual se
comparam as normas euclidianas em deslocamentos e em forcas (ambas sdo

verificadas, por opcdo) é fixadaem 10°.

11 -
10 ~
9 |
8
7 -
T 6-
T Z | —— Analitico
3 —o— Kt - aproximada (LA)
2 | ——Kt - completa(LA)
1 —— Kt -completa (LT)
O ™ T T T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6
u/L

Figura 2.13- Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional u/L
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PLY/EI

4 - —o— Analitico
3 —o— Kt - aproximada (LA)
2 4 —s— Kt - completa(LA)

1 —— Kt -completa(LT)
0 - T T T T T T T T 1

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09
v/L

Figura 2.14- Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional v/L

PLY/EI

4 4 —o— Analitico

3 —o— Kt - aproximada (LA)
2 ——Kt - completa (LA)
14 ——Kt-completa(LT)

0 hd T T T T

0 02 04 06 08 1 12 14

q (rad)

Figura 2.15- Curva carga paramétricax rotacéo (rad)

Nas Figuras 2.13, 2.14, 2.15 estdo apresentadas as curvas adimensionais carga-
deslocamentos longitudinais e transversais de pontos do eixo e carga-rotaces das
secOes, obtidas utilizando-se a formulacéo lagrangiana atualizada e as duas matrizes
de rigidez tangente desenvolvidas bem como as obtidas com a matriz completa na
formulacdo lagrangiana total. Os resultados sdo confrontados com a solucéo
analitica, observando-se que os mesmos sdo coincidentes quando se emprega a
formulacdo lagrangiana atualizada, isso devido as aproximacbes feitas nas

expressoes (2.41) e (2.42).
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Figura 2.16- Tempo de processamento

A Figura 2.16 mostra o tempo gasto no processamento desta estrutura utilizando-se
as matrizes de rigidez tangente completa e aproximada na formulacdo lagrangiana
atualizada.

2.4.6.3 Exemplo 3- Viga em balango com momento aplicado na extremidade livre

Neste exemplo € analisada uma viga em balanco submetida a um momento fletor

concentrado na extremidade livre.

M

)
.

Figura2.17- Vigaem balanco

Os valores adotados na solucdo numeérica sdo: momento concentrado M=50265480
K gf.cm, comprimento L=500 cm, &rea A=20 cm?, momento de inércia 1=2.0x10° cm*
e modulo de elasticidade E=2.0x10° Kgf/cm® A estrutura foi discretizada em 10

elementosiguais.

Foram utilizados 200 incrementos iguais de carga na analise incremental iterativa e

normas em deslocamentos e forcas iguais a 10°°.
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Na Tabela 2.1 estéo apresentados os resultados obtidos para as coordenadas (x,y) e a
rotacdo g da extremidade livre utilizando-se a formulacéo lagrangiana atualizada
com as diferentes matrizes de rigidez tangente, assim como 0s resultados exatos e
numéricos apresentados no trabalho de LAVALL (1996). Nota-se que os resultados de
solucéo exata implica em que por efeito do momento a extremidade livre sobre um

giro de 360° passa a coincidir com a origem na secéo do engaste fixo.

Tabela 2.1- Coordenadas (X,y) erotacdo (( ) daextremidade livre

M =50265480 kgf.cm x(cm) y(cm) g (rad)
Solugéo exata 0.0 0.0 6.283
LAVALL (1996) 2.846 2.381 6.34611
Presente Kt completa -0.787 -0.230 6.272
trabalho
K+ aproximada -0.316 -0.00255 6.278

A Figura 2.18 mostra o tempo gasto no processamento desta estrutura utilizando-se

as matrizes de rigidez tangente compl eta e aproximada.

900 B Kt - conpleta
700 4 @ Kt - aproximada

Tempo [s]
2

200 ~
100 H
O L |

LA LA

Figura 2.18- Tempo de processamento

A Tabela 2.1 mostra que os resultados obtidos com a formulagcdo lagrangiana

atualizada sdo satisfatorios considerando que se trata de um problema envolvendo
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grandes rotacfes. Uma solucdo mais proxima da exata é conseguida aumentando-se o

ndmero de incrementos.

Nas Figuras 2.11, 2.16 e 2.18 observa-se que o tempo de processamento gasto é

indiscutivelmente menor quando se utiliza a matriz de rigidez tangente aproximada.

Finalmente, observando-se os resultados apresentados em cada exemplo, pode-se
concluir que a matriz de rigidez tangente aproximada € mais vantajosa em fungdo do
tempo de processamento e simplicidade de implementacdo, uma vez que 0sS
resultados sdo praticamente os mesmos que 0s obtidos com a matriz completa.
Diante dessa concluséo, na andlise dinamica realizada no capitulo 4, deste trabalho,

emprega-se somente a matriz de rigidez aproximada.
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3

CONSIDERACAO DAS NAO-LINEARIDADES FiSICA
E GEOMETRICA DE PORTICOS PLANOS EM
CONCRETO ARMADO

“ O gque sabemos é uma gota, 0 que
ignoramos é um oceano.”
Isaac Newton

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo trata-se da andlise ndo-linear fisica e geométrica de estruturas
reticuladas planas em concreto armado, em especial vigas e poérticos. No entanto,
como a ndo-linearidade geométrica teve sua formulacdo apresentada anteriormente,
capitulo 2, o estudo tedrico aqui abordado sera quase que exclusivamente dedicado a

nado-linearidade do material, modelada pela mecéanica do dano em meios continuos.

A mecénica do dano no continuo foi introduzida por KACHANOV em 1958 e vem,
desde ent&o, estendendo seu campo de aplicacdo no ambito da engenharia. Segundo
teoria, as equacdes congtitutivas sdo escritas incluindo-se uma variavel que
quantifica o processo de deterioracdo ou microfissuracdo difusa do material numa
etapa preliminar a formacdo das macrofissuras. A varidvel de dano, baseada no
conceito de tensdo efetiva, LEMAITRE (1992), relaciona-se, portanto, com a

degradacdo média do material em nivel de microescala.



41

Um grande nimero de modelos matematicos baseados na mecéanica do dano no
continuo tém sido propostos para simular o comportamento nao-linear fisico
apresentado pelas estruturas em concreto armado. Neste estudo, utilizam-se
particularmente os modelos de dano de Mazars' e de La Borderie? para modelagem
do comportamento ndo-linear fisico do concreto, enquanto que as armaduras sao
consideradas como meios €l astoplasticos, empregando-se um modelo elastopléstico

com encruamento linear cineméatico ou misto.

3.2 ELEMENTOS DA MECANICA DO DANO CONTINUO

Fisicamente a danificacdo do material é caracterizada pela formacéo e evolucdo de
micro-defeitos que se espalham por sua estrutura interna, conduzindo a uma
deterioracéo de suas propriedades mecéanicas macroscopicas. Na mecanica dos meios
continuos para que se possa levar em conta a danificacdo do material real, utilizam-
se, varidveis de estado cuja ordem tensoriad matematica depende das hipoteses

adotadas para representar o dano.

Apresentam-se, agqui, modelos que empregam varidveis escalares de dano. Estudos
mais completos relativos a mecanica do dano podem ser encontrados na literatura,
como por exemplo em LEMAITRE (1992).

3.2.1 Defini¢éo da variavel dano

Considere-se inicialmente um elemento de volume representativo, EVR, do meio
danificado apresentado na Figura 3.1, grande o suficiente para admitir-se a hipotese
de continuidade e pequeno o bastante para evitar grandes gradientes das variaveis
mecénicas de interesse, LEMAITRE (1992).

1 MAZARS (1984)
2 LA BORDERIE (1991)
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Figura 3.1- Elemento de VVolume Representativo, com dano

A orientacdo dada a0 elemento é definida pelo versor n. Admitindo-se que esse
elemento venha a sofrer tragdo uniaxial na direcdo de n e que a distribuicéo de
defeitos sgja homogénea, o estado de deterioracéo pode ser definido pelavariavel Dy,
através da razéo:

A (3.1)

Dn
A

sendo A, a area de uma segdo transversal tomada sobre o EVR. Como a érea total

apresenta microfissuras e microdefeitos de distribuicdo aleatoria que constituem o
dano, A, € a parcela de A, constituida pelos defeitos e que ndo resiste as

solicitagOes internas.
Por outro lado, sendo a area ef etivamente resistente dada por:

A=A - A, (3.2)
tem-se, alternativamente, que:

(3.3)

O
I
>
>

Desse modo:

D, =0pP corresponde ao estado sem deterioracéo do material, estado integro ou de

referéncia.



D, =1P corresponde ao estado de deterioragéo total, isto é a ruptura do elemento

de volume representativo do material.

Utilizando-se a equacdo (3.3), tem-se que &rea que efetivamente resiste a solicitacéo

interna pode ser escrita por:
A=(1- D,)A, (34)

Em principio, o valor de D,, depende da orientacdo definida pela normal n; essa
situacdo configura o que se pode definir como dano anisotropo. No entanto, €
possivel admitir uma situacdo tedrica em que todos os microdefeitos tenham uma
distribuicdo uniforme em todas as diregdes, ou sgja, independente da orientacdo da
normal n. Nesse caso, 0 dano, dito isotropo, passa a ser caracterizado por uma

variavel de natureza escalar, independente de n, que caracteriza completamente o

estado local de dano.

3.2.2 Conceito de tensdo efetiva e deformacéo equivalente

A tensdo efetiva é definida dividindo-se a forca de tracéo sobre o EVR, considerada

no item anterior, pela parte da se¢do que efetivamente resiste a solicitacao.
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estado com dano estado equivaente sem dano

Figura 3.2- Dano de uma barra com trac&o uniaxial - adaptadade KATTAN & VOYIADJIS(1990)

Assim sendo, considerando-se o caso unidimensional mostrado na Figura 3.2, no
qual o EVR esta solicitado por umaforca F , atensdo normal nominal é dada por:



.- (3.5)

F
Ay
Porém, se no lugar de A, for usada a area que efetivamente resiste a solicitaco, A,

obtém-se a tensdo efetiva correspondente:

(s ) (3.6)
1-D

> M

Em particular, s =s quando D=0 es ® ¥ paaD=1.

Considerando-se que o meio danificado permaneca com resposta elastica linear, a
relacdo constitutiva para o caso uniaxial decorre da aplicacdo do principio da
equivaléncia de deformagdo. Segundo LEMAITRE & CHABOCHE (1992), tal
principio estabel ece que:

O estado de deformacao de um ponto em um meio danificado pode ser obtido

pela relacdo constitutiva do meio integro, onde se envolve a tenso efetiva.

Deste modo, a deformacdo eléstica unidimensional de um meio com dano pode ser

escrita da seguinte forma:

S (3.7)

sendo E o mddulo de elasticidade do material sem dano.

Por outro lado, a mesma deformacéo pode ser expressa em funcdo do médulo de
elasticidade do material com dano, levando-se em conta a tensdo nominal:

ez (38)
E
Comparando-se as equacdes (3.7) e (3.8), tem-se a relacdo entre os modulos de

elasticidade do material com e sem danificacéo:
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E=(1- D)E (3.9)

A relacdo (3.9) evidencia a degradacdo das caracteristicas mecanicas do material

causada pelo dano.
Aindadarelacdo (3.9), tem-se que:

i (3.10)

m|m

A relacdo (3.10) é de grande interesse para aidentificacdo paramétrica, pois sugere a
determinacdo do valor atual da varidvel dano a partir da medida do valor do médulo
de elasticidade atual, relativo a um estado deteriorado. Tal medida pode ser feitaem
laboratorio conduzindo-se a um ensaio de tragdo uniaxial com deformacdo
controlada, e operando-se um ciclo de descarregamento em correspondéncia ao nivel

de deformagéo de interesse.

3.3MODELO CONSTITUTIVO DE MAZARS

Entre os diversos modelos constitutivos dedicados ao concreto e baseados na
mecanica do dano, o modelo constitutivo de Mazars, apresentado originamente em
MAZARS (1984), além de envolver um nimero pequeno de parametros a identificar,
permite representar adequadamente algumas evidéncias experimentais do concreto.
Esse modelo introduz uma varidvel escalar D que representa e quantifica o estado

local de deterioracdo do material.

Destacam-se as seguintes hiplteses gerais. as deformagdes permanentes sdo
desprezadas, sgjam elas de natureza plastica, viscosa, ou induzidas pelo proprio
processo de danificacdo e o carregamento é proporcionalmente crescente (radial).
Além disso, admite-se que o aparecimento e a evolucdo do dano decorram
exclusvamente da existéncia de aongamentos. Nesse sentido, define-se a
deformacéo equivalente como uma varidvel escalar representativa do estado local de

extens3o.
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A deformacéo equivalente é calculada em funcdo da parte positiva das componentes
principais da deformagao por:

) (3.11)

1 1
do (- =_|. +- . = -|-|).
sendo (-}, =2 (- +) e (-) =5 -|)
Deste modo, <ei>+ a i-ésima componente positiva do vetor de deformacbes
principais é dada por:

), =%[ei +e, |] (312

Portanto, (e,), =€, see, >0 e(e;), =0 see £0.

No modelo de Mazars, o dano se inicia quando a deformacéo equivalente atinge um

valor dereferénciaigual a deformagdo e, aqual corresponde a resisténcia maxima

em ensaios de tragdo uniaxial, conforme ilustrado na Figura 3.3.

\

Figura 3.3- Curvatensdo/deformag&o — ensaio de tragdo uniaxial

Para o caso unidimensional, tem-se:

f,
E

(3.13)

€40 =

onde f, éaresisténeciaatracdo do concreto.
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O critério da danificacdo, que permite identificar situaces de evolugdo do dano, é
dado pela seguinte fungéo:

f(€,D)=€- s(D)E0 com s(0)=e, (3.14)

onde D é avariavel escaar que representa o dano e (D) assume o valor maximo de

€ apartir doinstanteemque € >e,,.

Parao caso emque f(€,D)=0 tem-se:

e=5D)=le)! +(e)] +(es) (315)

A equacdo (3.15) caracteriza, no espaco das deformagdes principais, uma superficie
de um quarto de esfera de raio s(D), como mostrado na Figura 3.4, que limita

estados de deformagéo que ndo se tem evolucéo de dano.

Figura 3.4- Espaco das deformaces principais

A lel de evolucdo da varidvel D, atendendo ao principio da irreversibilidade do
processo de danificagdo, decorrente da segunda lei da termodinémica, é expressa
pel as seguintes rel agoes:

D=0sef<Oouf=0ef<0 (3.16)



DzF(é")<é'>+ sef=0ef=0 (3.17)

sendo F(é ) uma funcdo continua e positiva da deformacéo equivaente, de modo

que D3 0 paraqualquer €3 0.

Segundo PEREGO (1990), afungéo F(€) que governa a evolugéo do dano, deve ser

capaz de reproduzir as curvas experimentais obtidas nos ensaios uniaxiais, biaxiais e

triaxiais.

Uma caracteristica particular do modelo de Mazars € aforma como arelacéo (3.17) é
explicitada, tomando-se por base casos mais simples de solicitagdo. De inicio, tendo-
Se em vista somente as situagdes uniaxiais de tragcéo e de compressao e procurando-
se capturar a ndo simetria do comportamento do concreto, definem-se duas variaveis

escalares independentes, D, e D, que representam o dano na tragcdo e compressao,

respectivamente, e cujas leis de evolucao séo:

D, =F;(€)€)  paatrago (3.18)
D. =F.(€)€)  paracompressio (3.19)
sendo:
oy Egll- A) A B, (3.20)
F (e)— 52 + exp[BT (é“_ edo)]
) Cwoll- Ac) A.B (3.21)
FC (e)_ é-z + eXp[BC (é_ edo)]

Nos casos de carregamento radial as expressoes (3.18) e (3.19) sdo integraveis,

resultando em:

Yo Caoll- A A (322)
PO el e
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Y= 1. Caoll- Ac) A (3.23)
O I X W

Nas expressdes acima A, , B; e e,, sd0 pardmetros caracteristicos do material que

podem ser identificados com base em resultados de ensaios de tragdo uniaxial com

deformagéo controlada; A. e B, podem ser identificados com resultados de ensaios

de compressfo uniaxial com deformagéo controlada, ALVARES (1993).

Em geral, Mazars propde 0s seguintes interval os de variagdo para os parametros A,
B;, A., B. e ey, nosquais se podem enquadrar os concretos usuais. 0.7 £ A; £1,
10 £B, £10°; 1£ A, £1.5; 10° £B, £2.10° e 10° £e,, £10™*. Em ALVARES
(1993) estes intervalos foram reavaliados, em particular foram alterados os limites

inferioresdee,, e B;.

Para incluir estados de tensdo mais complexos, mas preservando-se as caracteristicas
dos casos uniaxiais, a variavel de dano D correspondente é entdo definida como uma

combinagdo linear de D; e D, naforma
D=a,;D; +a_.D; (3.24)

respeitando-se sempre a; +a. =1; naturalmente a; =1 para tracdo uniaxia e

a. =1 paracompressdo uniaxial.

A forma em taxas da expressdo (3.24), de interesse para as aplicagcdes que seguem,
assumindo-se a hipdtese de a, e a. serem constantes, o que é verdade no caso de

carregamento radial, resulta:
D=a,D; +a.D, (3.25)

Neste trabalho, para a determinagéo dos coeficientes a; e a. em casos gerais de

solicitacéo é adotada a proposta de PEREGO (1990):
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aer). 329
a, =— o
Vv
&), @
ac =— o
A\

sendo e; uma variavel cinemética representativa do estado local de extensdo,
definida por:

e\j = é <e_rI > + é’ <eC. > (3.28)

i + i +

Observa-se que nas relagdes (3.26) e (3.27), sd0 consideradas somente as
componentes positivas de e; e e, respeitando assm a hipdtese assumida pelo
modelo que atribui 0 aparecimento do dano a presenca de alongamentos, isto € para

e, >0. Por suavez, as expressoes propostas por MAZARS (1984), para e, e e, Sa0:

_1+n N (3.29)
€ _?<S_>+ Ea,<SI>+|
. :1+n <§> ] nEé <Si> | (3.30)

onde | € o tensor identidade e, (s), e (s) s30 as partes positiva e negativa do

tensor de tensbes de um estado de tensdo principal ficticia, calculado com o estado de

deformaces atual aplicando-se arelacéo elasticaisotropa.

Finalmente, em termos de relacdo tensdo-deformacdo, pode-se afirmar que o dano
escalar penaliza diretamente todas as componentes do tensor de rigidez elastica
Assim sendo, a relacdo constitutiva do modelo, nas formas secante e tangente, €

expressa, respectivamente, por:

s =D (1- D)e (3.31)
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S_':Bo(l- Dk - 20[')@ (3.32)

3.4 MODELO CONSTITUTIVO DE LA BORDERIE

Este modelo aplica-se principalmente a situagbes de solicitacdes ciclicas com
inversdo de sinal. Na sua formulagdo permite-se levar em conta o aspecto unilateral
da resposta do material, fendmeno inerente ab comportamento mecanico do concreto
gue consiste na independéncia dos processos de danificacdo de estados de tragéo e de
compressdo. Definem-se, entdo, duas varidveis escalares representativas do dano em
traggo (D,) e do dano em compressdo (D, ). A ativagéo de um ou outro processo de
danificacéo, por efeito do fechamento ou abertura de fissuras, quando dainversdo do
processo de carregamento, € feita através de um controle sobre o sinal das tensdes
principais. Ao contrério do modelo de Mazars, em estados mais complexo de tensdo
as duas varidvels ndo se combinam numa Unica variavel de dano. Consideram-se,

também, deformacBes anel asticas ou residuais devidas exclusivamente ao dano.

O modelo de dano proposto por LA BORDERIE (1991) é apresentado originalmente
segundo o formalismo termodinamico do método do estado local, LEMAITRE &
CHABOCHE (1990). Aquela forma de apresentagcdo ser4 mantida no texto. Nesse
sentido definem-se variaveis de estado ditas priméria (s ) einternas (D,,D,,z,,2,),
bem como suas correspondentes varidveis associadas (e)Y,.Y,.Z,,Z,). Em
particular, Y, e Y, sdo varidveis associadas a D, e D,, respectivamente e,
interpretadas como taxas de energia liberadas durante o processo de evolucéo do
dano. Por suavez, Z, e Z, S0 associadas, respectivamente, a z, € z, (medidas de
dano acumulado) e controlam 0 processo de encruamento, estando inseridas nas

funcbes representativas dos critérios de danificacéo.

As relacfes entre as varidvels de estado e as suas varidvels associadas podem ser
deduzidas a partir de um potencial de estado. No modelo constitutivo de La Borderie

sugere-se o potencial de energia livre de Gibbs (c) como potencial de estado, sendo

dado pela seguinte expressao:
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o, 1) B )

2E(1- D,) 2E(1- D,

(3.33)

+ Eaz_D[z)z)Tr(s_)+Gl(zl)+Gz(zz)
onde (s ), e (s) sdo, respectivamente, as partes positiva e negativa do tensor de
tensdes, Tr(s ) é o primeiro invariante do tensor de tensdes, n é o coeficiente de
Poisson do material virgem, E € o modulo de elasticidade do material integro, b, e
b, sdo os parédmetros a serem identificados, relacionados ao aparecimento de
deformagdes anelasticas, G,(z,) e G,(z,) sdo fungbes de encruamento. Além
disso, afungéo f(Tr(s )) que procura levar em conta a abertura e o fechamento de

fissuras assumem diferentes formas tendo-se como referéncia a tensdo de fechamento

defissuras, s , , considerada um parametro do material a ser identificado.

As expressides propostas sao:

f(Tr(s))=Tr(s) quando  Tr(s)i [0,¥] (3.34)
3.35
f(Tr(g)):gL Tr(—)—Tr( ) quando  Tr(s)T }s, 0 (539
t @
f(Tr(s))=- S7f quando  Tr(s )T | ¥ s ] (3:30)
Das expressoes anteriores seguem ainda:

wirs) @37

ﬂS_ [0.+%[
7 (Tr(s ) “o (3.38)

Ts. J¥-s(]




53

7 (Tr(s)
Ts

5 3.39
[s ol S ]

As leis de estado derivam do potencial de estado, dado pela expressdo (3.33) e

definem as variaveis associadas as variaveis de estado mediante derivadas parciais.

Assim, o tensor de deformaces resulta de:

e=T o e (3:40)
o=y T8t

sendo e, a parcela de deformagbes elasticas e e,, 0 tensor de deformagOes

anelasticas. Tais componentes séo dadas, respectivamente, por:

(s) (s) n (3.41)
= ; ——~+—(s - Tr(s)l
€ E(1- D1)+ E(1- D2)+ E(S_ s )
b,D, ff b,D, (3.42)
e, = + |
- E(l' Dl)ﬂs_ E(l' Dz)
Por suavez, as variaveis associadas as variaveis de dano resultam de:
Y —_ ﬂc — <S—>+ :<S—>+ +2blf(s—) (343)
"D, 2E(- D,)?
g _fc () () +2b,Tr(s) (3.44)
M,  2E(1- D,)

As variaveis Z, poderiam ser definidas de forma andloga. Entretanto, em lugar de
explicitar as G, que aparecem na relacéo (3.33) e a partir delas, por derivagdo, obter
aguelas varidveis, sugere-se empregar diretamente expressdes para Z, resultantes de

gjustes sobre resultados experimentais. A forma geral dessas expressoes € a seguinte:



(3.45)

onde A, B e, sd0 parémetros a serem identificados.

Nota-se que as variaveis Z, tem valores iniciais dados por Z (D, =0)=Y,. As
expressOes (3.45) aparecem, na verdade, nas fungdes critério de danificaco
F. =Y, -Z,, as quais caracterizam condi¢es para a evolugdo ou ndo do dano em

tracdo ou em compressao. Tais condigdes sio:
SeY, <Z, entdio D, =0 earespostaimediata é el&stica linear (3.463)
SeY =Z eY >0,entdo Y, =Z, e D, 1 0 (3.46D)
Havendo evolugéo de dano pode-se determinar D, apartir da expressdo (3.45):

1 (3.47)

P LA - P

Deve-se observar que nas equacoes (3.43) e (3.44) originamente propostas por LA
BORDERIE (1991), as taxas de energia liberada durante o processo de evolucéo do
dano (Yi ) dependem continuamente dos paréametros anelasticos b, estritamente
relacionados as deformagdes residuais, mesmo antes de ocorrer qualquer processo de
danificagéo (Di >O). Tal fato contradiz uma das hipéteses do modelo: deformactes
residuais devidas apenas ao dano. As equacdes mencionadas sdo, a rigor,
consistentes somente no caso de Y, nulo, o que implicaria em admitir que o material

apresenta danificacdo desde o inicio da analise.

Diante desta observacdo, e de modo a recuperar coeréncia com a hipétese
relacionada as deformagtes residuais, PITUBA et al (1999) propdem as seguintes

formas para o célculo das taxas de energia liberada durante o processo de evolucéo

do dano (Yi):
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v T _(s).:(s), +2b,fs s (348)
‘"M, 2E(- D,)

v o To _(s) i(s) +2b.Trs . (349)
> 1D, 2E(1- D, )

Os coeficientes a, (i =1,2) assumem o valor unitério quando a variavel de dano D,

for diferente de zero, caso contrario séo nulos.

3.4.1 Implementacdo do Modelo de La Borderie para o caso unidimensional

Conforme LA BORDERIE (1991) apresentam-se, nesta se¢éo, as principals etapas
necessarias para a implementacéo numérica do modelo constitutivo de La Borderie

para o caso unidimensional.

Inicialmente, a equacéo que expressa a deformacao total pode ser escrita naforma:

e =

s). , ) . b )+ D:D: (3.50)
E(l- b,) E@-D,) E(1-D,) E(L- D,)

onde f¢s ) éa derivada da funcéo que leva em conta o fechamento de fissuras com

relacdo atensdo s .

As taxas de energia liberada nos processos de evolugdo do dano sdo dadas por:

L) b6k, (251
" 2E(1- D,)* E(1- D,)?

()", bsa, (352)

Y, =
* 2E(1- D,)* E(-D,)

As expressdes para o clculo das variavels de dano séo:
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D, =1- 1 — seY,>Z, com Z, =max(Y,,Y,,) (353)
1+ Ai(Yl - Y01) '

3.54

D, =1 1 eY,>Z, com Z, =max(Y,,Y,,) (354)

1+ Az(Yz - Yoz)B2

A func¢do que leva em conta o fechamento de fissuras e suas derivadas em relagdo a

tensdo s sdo:
Ses 30 fs)=s f¢)=1 ® casol (3.55)
5 (3.56)
Se0>s >-s f(s):sgi+ S ? f¢s)=1+> ® cas02
zsffa S ¢
- 3.5
Ses £-s, fs)= zf f¢s)=0 ® cas03 (5:57)

Segundo LA BORDERIE (1991) os vaores do modulo secante e das deformacdes

anel ésticas devem ser calculados em termos da deformacao total .

A grande dificuldade na implementacéo numeérica deste modelo € a determinacéo do

sinal datensdo, que permite identificar se as fissuras estdo fechando ou ndo, e qual é
a funcio a ser adotada para f(s ), equagdes (3.55) a (3.57). A solugéo deste

problema é indicada no diagrama que segue.
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b,D, . b,D,
E(L- D) E(1-D,)

<«—Sm es ?

p v
Casol| Caso2 Caso3

s30 0>s >-s s £-s;

A verificagdo em questdo é feita em cada ponto de Gauss e os valores de dano sao
calculados a partir de diferentes expressdes dependendo do caso identificado. Deste

modo, tem-se que:

Casol(tracdos 2 0)

Neste caso, D, e Y, aumentam e aoutravariavel de dano, D,, permanece constante,
nao aparecendo explicitamente na relacdo constitutiva. Uma primeira estimativa de
Y, deve ser efetuada para testar o critério adotado para a evolugédo do dano, equagdo
(3.52).

4 2

i96‘Cl‘5e+ba _ baa, 9 - (blal)zg
2E§ "' 1-D,5 (1- D) §

(3.58)
Y, =

Assim, se o critério ndo for satisfeito entdo ndo ha evolucdo do dano e o valor
calculado para Y, esta correto. Porém, se o critério for satisfeito, isto &, se houver

evolucéo de dano, entdo o0 seguinte sistema néo-linear de duas equagbes deve ser
resolvido:
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‘I A 2 2 u (359)
:I:Yl- i?‘%e-'-blal- beD: g (blal)ggzo

[ 2E 1-D,5 (1- D,)*§

' D, - 1+ 1 =0

{ ' 1+ Ai(Yl - Y01)B1

Caso 2 (compressdocom s >-S )

Assumindo-se que o critério de danificagéo € fixo entéo avaridvel D, néo é aterada
paras =s ., eportanto o valor de f((s) precisa ser calculado:
_Ee(1- D,)- b,D, +s, (3.60)

+ lel(l' Dz)
1- D,

f((s)

f

Usualmente atensdo s ; é da ordem da tensdo de tragdo e ndo existe evolugdo nas

variaveis de dano no modelo em estudo.

Caso 3 (compressdocoms £-5S )

Este caso, é smilar ao caso 1, ou sgja D, e Y, aumentam e a outra variavel de dano,
D, , permanece constante, ndo aparecendo explicitamente na relagdo constitutiva. O
primeiro célculo de Y, é efetuado para testar o critério adotado para a evolugdo do

dano, equacéo (3.52).

(b, & @61
> U

1€ )
Y, =—4E -
S N

Assim, se o critério ndo for satisfeito entdo ndo ha evolugcdo do dano e o vaor
calculado para Y, esta correto. Porém, se o critério for satisfeito, isto €, se houver

evolucdo de dano, entdo o seguinte sistema néo-linear de duas equagdes deve ser

resolvido:
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! * U (3.62)
:l:Yz'ig(Ee+bzaz_)2_ (bzaz)zgzo
: ZEQ (1' D.) g
1
I D = 1+ :O
t ’ 1+A,(Y, - v,)*

Os sistemas ndo-lineares que aparecem nos casos 1 e 3 podem ser resolvidos
empregando-se o método do tipo Newton, opcéo utilizada neste trabal ho.

Nos 3 casos apresentados anteriormente as expressoes resultantes para as tensdes, 0s

modul os de rigidez do material e as deformacdes anelasticas sdo resumidas na tabela

3.1

Tabela 3.1- Expressdes das tensdes, médulo de rigidez e deformactes anelasticas -
LA BORDERIE (1991)

Caso 1 Caso 2 Caso 3
s Ee(1- D,)- b,D, - Ee(1- D,)- b,D, - Ee(1- D,)- b,D,
+b2D2(1' Dl) +b1D1(1' DZ)f(s)
1- D, 1- D,
E, E(1- D,) E(1- D,) E(1- D,)
€an - b1D1 _ szz _ b1D1 f(S)- b2D2 _ b2D2
E(1-b,) E@-D,)| E@-D,) E(1- D,) E(1- D,)

E interessante ilustrar, para este modelo, o gréfico tensio/deformagiio do concreto
que resulta de um processo de solicitagéo uniaxial que parte da tracéo e inverte-se

para compressao. A representacdo estd ilustrada na Figura 3.5:
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deformacdo dano de tracdo

\4

(¢

reaberturade
fissuras \

fechamento de
,,,,,,,,,,,,, S f fissuras
dano de
COMpressao

Figura 3.5- Relagdo tensdo/deformacéo - MAZARS et a (2000)

3.5 COMBINACAO DOS MODELOS DE DANO COM A NAO-LINEARIDADE
GEOMETRICA

3.5.1 Modelo de Mazars combinado com nao-linearidade geométrica

Segja 0 elemento finito de portico plano apresentado no capitulo 2, deste trabalho, e
considerem-se as expressoes para a deformagéo axia, e,, e e,, dadas pelas
equacoes (2.64) e (2.65). Inicialmente, segundo o modelo de Mazars, as deformacoes
equivalentes para estados de tragdo uniaxial e de compressdo uniaxial ficam dadas,
respectivamente, por:

E-zesee>0 e 6&=-nJ2esee<0 (3.63)
onde n é o coeficiente de Poisson.

Neste caso, e =e, ou e =e,, , dependendo da escolha da aproximagéo empregada

para a deformagdo, conforme apresentado no capitul 02.

Tendo-se em vista a combinacdo com a ndo-linearidade geométrica e fazendo-se
novamente uso da hipétese de pequenas deformacdes, para o caso unidimensiona a

equacao (2.53a) assume aforma:
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S=(1- D)Ee (3.64)

Como visto no capitulo 2, a matriz de rigidez tangente do elemento de portico plano

resulta do desenvolvimento da seguinte expressao:

d O, dudV, = 3Sde adV, + ¢Sde dV, (365)
dt ., Ve Ve
sendo € e de dadas pelas expressdes (2.75), (2.76), (2.77) e (2.78).
Nesse caso, darelacdo (3.64) tem-se que:
$=(1- D)E¢ +(- D)Ee (3.66)
Por sua vez:
D:EEﬂ_ezF(é‘)Eé (3.67)

e Te Tt Te

onde a funcéo F(é ) de acordo com 0 caso, tracdo ou compressdo, pode assumir as

formas dadas pelas expressoes (3.20) e (3.21), respectivamente.

A derivada da deformagdo equivalente em relagdo a deformacéo longitudinal,

dependendo do sinal de e, resulta:

E:1s;ee>OeE:-nx/§see<o (3.68)
Te Te

Portanto, a matriz de rigidez tangente para o0 elemento de poértico plano,

considerando-se dano e ndo-linearidade geométrica, fica definida por:

K = ®B'(1- D)EBdV, + 3B'h Ee BdV, + GBSV, (3.69)

Vo Vo Vo

ou
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Ky = 3B1(1- D)EB,AV, + OBLh Ee B,dV, + (3,SdV, (3.70)

Vo Vo Vo

sendo: h=-F, () e D=D, see>0; h=n2F.(€) e D=D, see<0 eh=0

caso ndo haja evolugao do dano.

O vetor dos esforcos internos é expresso por:

F int — (\ﬁT S dVO (371)
Vo
ou
F int — &aT S dVO (372)
Vo

sendo S dado pela relagéo (3.64), B, B,, G e G, peas (2.73), (2.74), (2.79) e
(2.80), respectivamente.

3.5.2 Modelo de La Borderie combinado com n&o-linearidade geométrica

Neste caso, como ndo € possivel explicitar a expressdo do dano em funcdo da
deformacdo axial e, as expressdes da matriz de rigidez tangente e do vetor dos

esforgos internos séo dados, respectivamente, por:

K, =B EpBdV, + ¢BSaV, (3.73)
VO VO

K; = OB2EpB.aV, + (3,SdV, (3.74)
Vo Vo

Eint = @éTSdV0 (3.75)

Vo

pint — &aT Sdav, (3.76)
Vo
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Nas expressdes acima, E;, e S sdo dados pela tabela 3.1, lembrando-se que, em

pequenas deformagdes; S @5 .

3.6 MODELO CONSTITUTIVO PARA O ACO

Existem na literatura varios model os el astopl asticos, CHEN (1982), no entanto, neste
trabalho utiliza-se 0 modelo elastopléastico com endurecimento linear cinematico ou
misto (por opgéo) para simular o comportamento ndo-linear fisico do ago, cujo
diagrama tenséo/deformacéo natracéo estailustrado na Figura 3.6.

\

Figura 3.6- Diagrama tensdo/deformac&o para ago com encruamento linear

Neste caso, utiliza-se 0 modelo elastoplastico com encruamento cinematico por ser
mais adequado para carregamento ciclico ou com inversdo de sina, pois permite
levar em conta o efeito Bauschinger; o modelo elastoplastico com encruamento
isotropo aplica-se principalmente a carregamento monoténico crescente. O modelo

de encruamento misto € mais adequado ao concreto.

Na implementacdo numérica do modelo cinematico ou misto para 0 caso
unidimensional, os dados que devem ser fornecidos para a andlise numérica sdo: o
modulo rigidez elastico, E, a tensdo de escoamento, o moédulo elastoplastico
tangente, Er, e a razdo entre o modulo pléstico e 0 mdédulo de encruamento
cinematico. Cabe lembrar que sendo nulatal razéo o modelo com encruamento misto
passa a se comportar como 0 de encruamento cinemético, mais adequado para a
analise dindmica, abordada no capitulo 4 deste trabal ho.



3.7 DISCRETIZACAO DA SECAO DE CONCRETO ARMADO E
INTEGRACAO NUMERICA

Como se trata da consideracéo da danificagéo do concreto e da plastificagéo do aco, a
distribuicdo das tensdes ao longo da altura da secéo transversal ndo € linear. Como
estratégia de cdlculo das integrais que definem a matriz de rigidez tangente e o vetor
de esforgos internos, na secéo transversal de concreto armado individualizam-se dois
materiais distintos: o concreto e o ago, conforme ilustra a Figura 3.7, considerando-se

uma perfeita aderéncia entre eles.

pontos de
Gauss
7 ——
i i
h / | G | Vs
s = G + . |
o 1 A Vs
| |
b @ (b)

Figura 3.7- Discretizag@o da secéo de concreto armado - (a)- se¢éo de concreto
(b)- secdo de aco equivalente
As integracfes sdo realizadas numericamente empregando-se ora a técnica de
discretizacdo do concreto em estratos de iguais espessuras ora as quadraturas de
Gauss e de Gauss-Lobatto. A regra de Gauss-Lobatto € semelhante a de Gauss,
exceto que os pontos extremos do intervalo de integracdo sdo sempre incluidos,
permitindo-se assim considerar os pontos situados na superficie da secdo onde se
encontram os pontos com maior danificagcéo. Nesse caso, define-se em cada elemento
finito, no plano longitudinal que contém o eixo de simetria da secdo, um numero
arbitrério de pontos ou estratos a eles associados, calculando-se para cada um desses

pontos ou estratos, os vetores B ou B, , as matrizes G ou G, e posteriormente a

tensdo S. Segundo esse procedimento, pode-se usar um ndmero qualquer de pontos
de Gauss ou de estratos. Porém, para os exemplos de aplicacdo agui apresentados
recomenda-se um numero superior a 10, de modo a garantir-se a qualidade da

resposta mesmo em casos de danificagdo intensa, ver Anexo B.
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As armaduras, com comportamento elastopléstico caracterizado por encruamento
linear, sd0 discretizadas por tantos estratos quantos forem as camadas de barras.
Cada estrato possui a mesma largura da secéo e espessura tal que a area resultante
sgja igual area da camada de aco correspondente, como indicado na Figura 3.7b. A
contribuicdo dessas camadas para as integracoes € direta, isto € multiplica-se a area
de cada camada de aco pelo fator peso normalizado associado a sua posi¢éo ao longo

do comprimento do elemento.

Na Figura 3.8 apresenta-se a discretizacdo da secéo de concreto para o procedimento
de integracéo por estratos. A distancia do CG (centro geométrico) do estrato i ao CG

(centro geomeétrico) da secdo transversal, y., é dada por:

_ (n.-2i+1)h, (3.77)
Yi >

sendo n, o numero total de estratos e h, aaltura de cada estrato dada por:

(3.78)

onde h, € aalturada secéo transversal.

Figura 3.8- Divisdo da se¢éo transversal de concreto em estratos
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Uma vez discretizada a secdo transversal, para complementar os dados para a
integracdo numeérica definem-se, neste trabalho, um nlimero qualquer de pontos de
Gauss ou de Gauss-Lobatto ao longo do comprimento do elemento da barra, porém,

este nlUmero deve ser superior ou igual a 6.

3.8 EXEMPLOS NUMERICOS

Apresentam-se nesta secdo alguns exemplos de andlise estética, que ilustram a
influéncia do comportamento ndo-linear do material, utilizando-se os modelos de
dano de Mazars e de La Borderie, combinados ou ndo com o efeito ndo-linear

geométrico.

Para simular 0 comportamento elastoplastico do aco emprega-se 0 modelo com

encruamento cineméatico.

A tolerancia com a qual se comparam as normas euclidianas dos deslocamentos e de

forcas é fixadaem 10°.

3.8.1 Exemplo 1 — Vigas bi-apoiadas

Neste exemplo apresentam-se os resultados de andlises experimental e numérica
realizadas sobre as vigas apresentadas em ALVARES (1993) empregando-se 0s
modelos de dano de Mazars e La Borderie, sem a consideracdo da néo-linearidade
geométrica. As vigas diferem entre si pelas taxas de armaduras e foram, por aquele
autor ensaiadas e ssimuladas numericamente com o modelo de dano de Mazars,
empregando-se uma discretizacdo em elementos finitos diferente daquela aqui
adotada. Os dados geométricos e a distribuicdo das armaduras estdo apresentados na

Figura3.9.
Propriedades do concreto: E = 29200 MPa ; n =0.2

Propriedades do ago: E =196000 MPa; f, =420 MPa; E; =19600 MPa
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Parémetros do modelo de Mazars: A, =0.995; B, =8000; A. =0.85; B, =1050

e e,, =0.00007 .

Pardmetros do modelo de La Borderie:

b, =1MPa;

b, =-

10 MPa;

Yo, =3.05x10"* MPa, y, =5x10"° MPa; A =3.5x10° MPa™; A, =6.8MPa™,

B, =0.95; B, =0.7705 es ; =2.6 MPa.

\

.

i deslocamento —
10 80 80 80 10
Ll L L L
1 7 1 1
N1 N1
] ® @ | 2f 5mm Q 2f5 mm ®
30 | 27
5f10 mm P
0 °
0 e o 3f10mm ° ® I‘Q’ 0
9
12 N1-f 5 ¢/12-¢.90

Figura 3.9- Geometria e armagéo das vigas — dimensdes em cm

2f 5 mm

7f 10 mm

1

3
3

Alguns dos parametros acima foram obtidos a partir de identificacdo sobre resultados

experimentais uniaxiais de compressdo com deformacéo controlada e compresséo

diametral.

A estrutura foi discretizada em 12 elementos finitos iguais, sem consideracéo de

simetria.

Para a integracdo numérica utilizou-se exclusivamente a quadratura de Gauss-

Lobatto considerando-se 20 de pontos ao longo da atura da se¢éo e 6 ao longo do

comprimento do elemento.
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Nos gréficos das Figuras 3.10, 3.11 e 3.12 comparam-se 0s resultados experimentais

(distribuidos na faixa contida entre as curvas pretas pontilhadas) e os numéricos,

observando-se uma boa concordancia entre as repostas.

Carga[kN]

Carga[kN]

Viga3f 10mm

50 -
45 ©
40 -
35 -
30 - & > L,
25 - " R Experimental (Alvares (1993))
20 T Experimental (Alvares (1993))
15 - o Modelo de Mazars
10 —— Modelo de LaBorderie

5 Alvares (1993)

0 = ‘ : : : : ‘ ‘

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Deslocamento vertica [mm]
Figura 3.10- Curva carga/deslocamento - Viga3f 10 mm
Viga5f 10mm

65 -
60 ] -
55 o
50 -
45 1 .
40 7 : ¥
% | I A Experimental (Alvares (1993))
25 @ Experimental (Alvares (1993))
20 - o Modelo de Mazars
%8 | —*— Modelo de LaBorderie

5 Alvares(1993)

0+ T T T T ‘ ‘

0 2 4 6 8 10 12

Deslocamento vertica [mm]|

Figura 3.11- Curva carga/deslocamento - Viga5f 10 mm
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Viga5f 10mm

R Bxperimental (Alvares (1993))
------- Experimental (Alvares (1993))
o Modelo de Mazars
—%— Modelo de LaBorderie
Alvares (1993)
2 4 6 8 10 12
Deslocamento vertical [mm]

Carga[kN]
oS hBRBRELHERBRI S

o

Figura 3.12- Curva carga/deslocamento - Viga 7f 10 mm

3.8.2 Exemplo 2 — Viga simplesmente apoiada carregada por forca axial excéntrica

Neste exemplo apresentam-se os resultados das analises estaticas ndo-lineares fisica
(modelo de dano de Mazars) e geométrica da estrutura proposta em EL-METWALLY
et al (1990). O esquema estrutural estailustrado na Figura 3.13.

- F
— i deslocamento —
L

Figura 3.13- Viga biapoiada

Propriedades geométricas. comprimento L =3403mm, secdo quadrada de lado

150 mm; armaduras positiva e negativa iguais formadas por 2f 10mm com

cobrimento de 15 mm e excentricidade da carga aplicada e =127 mm.

Adotou-se para o concreto um médulo de elasticidade igual a 15000 MPa, uma vez
gue valor exato desse parametro ndo é fornecido naquela referéncia. O valor adotado
permite recuperar a mesma rigidez inicia correspondente aos resultados numéricos
apresentados naguel e trabal ho.

A ndo-linearidade geométrica é simulada segundo uma descricdo lagrangiana total

com a matriz de rigidez aproximada. O método utilizado na integracdo numeérica foi
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a quadratura de Gauss-L obatto, empregando-se 6 pontos ao longo do comprimento
do elemento e 20 ao longo da altura da se¢éo transversal.

Para a andlise ndo-linear fisica sGo necessarios 0s seguintes dados complementares:

Propriedades do concreto: fc¢: 26.5MPa;n =0.2

Propriedades do ago: E =210000 MPa; f, =400 MPa; E; =21000 MPa

Como ndo se dispdem de dados sobre o concreto utilizado, que permitam uma
conveniente identificacdo, foram assumidos os seguintes valores (préximos dos
empregados no exemplo anterior) para os parametros do modelo de Mazars:
A, =0.995; B, =8000; A. =0.85; B, =1050; e,, =0.00018.

A estruturafoi discretizada em 20 elementos finitosiguais.

100 -
90 | R

80 - o

70 -

Carga[kN]

——EL-METWALLY (1990)

—<— Bxperimental (EI-M etwally (1990))
NLG+NLF

---o... NLF

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Deslocamento [mm]

Figura 3.14- Curva carga/deslocamento

A Figura 3.14 mostra as curvas carga/deslocamento obtidas, destacando-se os casos
de uma resposta ndo-linear fisica (NLF) isolada e a combinacdo desta com o efeito
ndo-linear geométrico (NLF+NLG). Para confronto, incluem-se também os
resultados experimentais apresentados por EL-METWALLY et al (1990). Ao
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contr&rio das respostas propostas por agquele autor, obtidas levando-se em conta as
ndo-linearidades fisica (modelo hipoelastico baseado em relagdes momento-
curvatura) e geométrica, pode-se observar que o0s resultados obtidos com a
formulacéo desenvolvida, considerando-se as duas n&o-linearidades, encontram-se
mais proximos dos experimentais. Esses resultados constituem um indicativo
positivo sobre o desempenho e a eficiéncia da modelagem apresentada.

3.8.3 Exemplo 3 — Portico simples em concreto armado

Neste exemplo apresentam-se as anadlises ndo-lineares fisica isolada e fisica

combinada com a geométrica de um pdrtico em concreto armado, Figura 3.15.

Propriedades do concreto: f$=17.5MPa; n =0.2

Propriedades do ago: E =210000 MPa; f, =420 MPa; E; =2100 MPa

Essa estrutura foi analisada por SLVA (1996), andlise fisica e geométrica,
empregando-se uma discretizacdo composta por 10 elementos finitos iguais por barra
e model o elastoplastico considerando-se ou ndo aresisténcia atracdo do concreto. As
carga Ultimas encontradas foram 1400 kN e 1300 kN, respectivamente.

Como n&o se dispbem de dados sobre o concreto utilizado que permitam uma

conveniente identificacdo paramétrica, foram assumidos o0s seguintes valores médios

para os parametros do modelo de Mazars: A, =0.995; B, =8000; A. =0.85;
B. =1050; e,, =0.00007 .

Na andlise agqui conduzida, a estrutura foi discretizada em 30 elementos finitos
iguais, 10 por barra, considerando-se 6 pontos de Gauss-Lobatto ao longo do

comprimento do elemento e 20 pontos na atura da segdo transversal.
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21 2
h 100 cm h

Figura 3.15 — Portico de concreto armado
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50 cm2

Viga

Dados geométricos. L =1000cm; pilares: b=80cm e h=100cm; viga: b=40cm

e h=100cm.

Na Figura 3.16 estéo apresentadas as curvas carga/deslocamento obtidas nas andlises

realizadas considerando-se o efeito ndo-linear fisico e 0 mesmo combinado com o

ndo-linear geométrico.

Carga [103 kN]

1.6

1.4

1.2

1 4

0.8 |

0.6

0.4 -

0.2 |

0

NLG+NLF

0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

Deslocamento [mm]

Figura 3.16- Curva carga horizontal/deslocamento horizontal

A carga Ultima encontrada para a andlise ndo-linear fisica isolada foi de 1460 kN

com correspondente deslocamento horizontal do né 11 de 127.54 mm; para a anélise

considerando-se as ndo-linearidades fisica e geométrica encontra-se uma carga
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maxima de 1400 kN com correspondente deslocamento horizontal do nd 11 de
110.78 mm.

Observarse que o resultado obtido empregando-se 0 modelo de dano de Mazars foi
idéntico ao obtido por SILVA (1996) com um modelo elastopléastico considerando-se
aresisténcia atracdo. |sto aponta para o fato de que parametros médios do modelo de
Mazars, para concretos usuais, podem propiciar bons resultados.
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4

CONSIDERACAO DO EFEITO DINAMICO

“ N&o existem solugdes prontas.
Existem forgcas em marcha.”
Henry Ford

4.1 INTRODUCAO

Sob um ponto de vista conceitual a andlise dindmica € mais geral e complexa do que
a estética, apresentando a vantagem de permitir quantificar a magnitude dos esforcos
internos, das velocidades, das aceleractes e dos deslocamentos que surgem num
sistema estrutural quando o mesmo € submetido a um carregamento arbitrério cuja

intensidade, direcdo e sentido variam com o tempo.

Neste trabalho, o objetivo de se realizar uma andise dindmica limita-se a verificar a
influéncia das forgas inerciais e dissipativas sobre a evolugdo da danificagdo e o seu

efeito conjunto na resposta estrutural .

De acordo com ARGYRIS & MLEJNEK (1991) as forcas inerciais por unidade de
volume, num sistema de coordenadas cartesianas X, y € z, podem ser localmente
representadas por:
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1ug
fo=r (.2 vy=r(x)d
i (4.1)

onde r (x,y,z) é adensidade especifica do material, d o vetor aceleracdo do ponto

material e X 0 vetor posi¢éo.

A consideragdo de processos de amortecimento na anadlise estrutural € um tanto
dificil, visto que tais processos podem ter origem localizada e provocada pela friccéo
interna nas ligagdes entre os componentes da estrutura. Uma maneira de se levar em
conta tais efeitos consiste em se admitir que os elementos do sistema estrutural
estejam submetidos aos efeitos de um amortecimento viscoso linear distribuido, que
dao origem as forcas dissipativas por unidade de volume, definidas num sistema de

coordenadas cartesianas de forma analoga a equacéo (4.1) por:

1ugd

fq = n'(x, y,z)_%_ vi, = n‘(ﬁ)d
K, (4.2)

onde n(x,y,z) é o pardmetro de amortecimento viscoso do material e d o vetor

velocidade do ponto material.

Valelembrar que asforgasinerciais e as dissipativas se opdem ao movimento.

4.2 EQUACAO DE MOVIMENTO VIA PRINCIPIO DOS TRABALHOS
VIRTUAIS

Levando-se em consideracdo o principio de D’ Alembert, ARGYRIS & MLEJINEK
(1991), num certo intervalo de tempo, pelo Principio dos Trabahos Virtuais, a
equacdo de equilibrio segundo uma descricdo lagrangiana total, pode ser escrita na

forma
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dod dav, =gsde dV, + r (X)d)dd av, + m(x)d)dd av, +
Vo

Vo Vo Vo

- ()dday, - §,(t)d ddA, - & dg,.f(t)=0 (43)
Vo A i

Numa interpretacdo alternativa, normalmente usada quando se empregam estratégias
iterativas de busca do equilibrio, a equacédo (4.3) fornece o residuo ou diferenca entre
o trabalho virtual interno acrescentado do trabalho virtual das forgas inerciais e
dissipativas, e o trabalho virtua externo. O trabalho virtua interno é dado pela soma
dos produtos das tensdes pelas deformacfes virtuais. O trabalho virtual externo é
dado pelo produto entre as forcas externas aplicadas e os respectivos deslocamentos

virtuais. Na equacdo (4.3) dg. € o vetor de deslocamentos virtuais correspondentes
aos pontos onde o vetor de forgas concentradas, f.(t), € aplicado; nc é o nimero

desses vetores.

Uma forma aproximada para a relacdo (4.3), ja considerando-se o caso de estruturas
reticulares planas, pode ser obtida, como visto no capitulo2, empregando-se o
método dos elementos finitos. Assim sendo, o0 vetor deslocamento de um ponto
genérico de um elemento finito de barra, distante y do seu eixo, pode ser escrito em

funcdo dos deslocamentos nodais por meio da seguinte forma matricial:

d=f q (4.4)

onde g € o vetor dos graus de liberdade nodais e f " € a matriz que contém as

funcdes de forma e suas derivadas com relagdo a X, sendo dada por:

_éN, 0 O N, O O l;l+
-M &0 N, Ny 0 N NGH
€0 -N§g -N¢ 0 -N¢& -N&

+VYea
iN¢ 0 o0 N, 0 o0

(4.5)

De maneira andloga os vetores velocidade e aceleraco sdo dados, respectivamente,

por:
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d=f ¢ (4.6)
d=f ¢ (4.7)

Por suavez, o vetor dos deslocamentos virtuais pode ser interpolado por:

dd=f dq (4.8)

A deformagdo virtual, empregando-se a expressdo aproximada para a deformacéo

axial, é dada por:

de =B.dg (4.9)

Nota-se que, em funcdo da hipotese cinemética adotada para descrever o campo de
deslocamentos, e descrito no capitulo 2, os tensores de deformacéo e de tensdo
possuem uma Unica componente ndo nula, podendo ser considerados grandezas
escalares.

Substituindo-se as equacdes (4.6) a (4.9) na equacdo (4.3), obtém-se:
q" B SAV, + ¢slg"f T r (XK gV, + ¢ig"f T (XK qav, +
Vo Vo Vo

- AT T () AV - g3iaT T (t)dA, - & da” F,(1)=0
A i

Vo

(4.10)

Visto que os deslocamentos virtuais nodais sdo arbitrarios, a nulidade expressa pela

equacdo (4.10) pode ser verificada a partir da seguinte condicéo:
V(‘ﬁl Sdv, + Vé_; r(xX,, ddv, + Vd_L mX¥ ,, adv, +

- F BV - FIEA - & f,(1)=0 (4.11)

A relaco anterior pode ser expressa segundo o arranjo proposto por ARGYRIS &
MLEJNEK (1991) e DESAI & ABEL (1972):
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MGg+Cq+F™=F*(t) (4.12)
onde:
Eint — &ZSdVO (4.13)
VO
M=g (XX, dv, (414
Vo

—XxT 41

9 - d_M rr(l)f_M dVO ( 5)

ext T T ¢ gc (416)
Fei(t)= g LBt aV + T E,(1)dA +a f(t)

Observarse na equacdo (4.12) que os esforcos externos dependem diretamente do
tempo; j& as matrizes de massa M e de amortecimento C podem ser consideradas
constantes durante toda a andlise. Por outro lado, as forcas restauradoras F™

dependem dos deslocamentos globais e da relagdo tensdo/deformacéo, podendo-se

incluir na analise as respostas ndo-lineares fisica e geométrica.

Neste estudo as forgas externas sdo consideradas concentradas nos nés da estrutura,

admitindo-se tipos de solicitagdes com as seguintes variagdes no tempo:

Fo A

Casol

Quadro 4.1- Salicitacdo constante ao longo do tempo
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Ft A
PL |
Caso 2 | |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
t1 t2
Quadro 4.2- Solicitacdo varidvel no tempo
Ft) A
P _
| \
Cas03 P - -
|
2(PIn) |- | |
m—
| | | |
t1 t2 tn-1 tn
Quadro 4.3- Salicitacdo incremental constante no tempo
Ft) A
PL_______
Caso4

t1 t2

Quadro 4.4- Solicitag@o em forma de pulso
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Caso5 F(t)=Psen(wet)

Caso6 F(t)=Pcos(wet)

Quadro 4.5- SolicitacBes harmbnicas

4.3 MATRIZ DE MASSA

A matriz de massa para 0 elemento finito de pértico plano é obtida através da
integracdo numérica da equacdo (4.14), utilizando-se a quadratura de Gauss. Na

matriz de massa aparece a matriz f v dada pela expresséo (4.6), a qua foi obtida

utilizando-se a expressado completa do campo de deslocamento dadas pelas equactes
(2.39) e (2.40).

Na existéncia de massas concentradas que possam gerar qualquer tipo de perturbacdo
na estrutura, tais como as provenientes de maquinério industrial, as mesmas devem
ser introduzidas na matriz de massa global da estrutura. Nesse sentido é importante
observar que consideram-se neste trabalho apenas as massas concentradas que
possuam deslocabilidade nas diregbes globais x e y, desconsiderando-se, portanto, 0
efeito rotacional das mesmas. Desse modo, cada massa concentrada deve estar
associada a um ponto nodal, possibilitando-se computar a sua contribuicéo mediante

a adicdo aos termos da diagonal principal da matriz de massa do sistema estrutural.

4.4 MATRIZ DE AMORTECIMENTO

Em principio, a matriz de amortecimento do elemento de barra pode ser obtida pela
integracdo da equagdo (4.15), porém a determinacdo da magnitude do parémetro de
amortecimento viscoso do material € um tanto dificil. Uma alternativa, muito usual,
para contornar essa dificuldade, consiste na utilizacdo do método de amortecimento

de Rayleigh, onde a matriz de amortecimento viscoso € introduzida envolvendo



81

fracOes especificas do amortecimento critico. De acordo com COOK et al (1989) o
amortecimento Rayleigh pode ser definido pela combinag&o linear entre as matrizes

de rigidez e de massa da seguinte forma:

c=l_M+l K, (4.17)

sendo |, e |, as constantes da matriz de que ponderam as contribuiges das

matrizesdemassa M ederigidez inicial elastica K ,, respectivamente.

A relagdo existente entre as constantes de amortecimento, | ., e |, , e afragdo de
amortecimento critico x para uma dada fregiiéncia natural de vibracdo w, COOK et

al (1989), expressa-se naforma:

(4.18)

I-1-O

1 [
X; :Egkwi +W—i

S

As constantes de amortecimento podem, entdo, ser determinadas utilizando-se

fracbes de amortecimento critico para duas frequiéncias naturais de vibragao:

| = 2(x2W2 - xlwl) (4.19)
C Wwiowg)

| = Z\lez(xlw2 - xzwl) (4.20)
T wrew)

Por sua vez, as freqiéncias naturais de vibracdo podem ser obtidas através dos
autovalores da equacdo de equilibrio do sistema estrutural, livre de carregamento e

de amortecimento, dada por:

M §+K,q=0 (4.21)

Assim, as freqUéncias naturais de vibragdo da estrutura sdo dadas por:

JT (4.22)
w, = |—
L i
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sendo L, osautovalores daequagao (4.21).

De acordo com COOK et al (1989) os valores usuais para as frequéncias naturais

podem ser tomados como sendo: w, a menor freqiéncia natural de vibracdo da
estrutura e w, a frequéncia relacionada com 0 carregamento externo de maior
importéncia ou a frequéncia subsequente a w,. Esta opgdo foi utilizada neste
trabalho para os casos de solicitagdo 1, 2, 3 e 4 (Quadros 4.1 a 4.4), enquanto que

adotou-se w, =w,_ para os casos 5 e 6 (Quadro 4.5).

Com relagdo as fragdes do amortecimento critico, as mesmas sdo dadas em funcéo do
tipo de material e do tipo de sistema estrutural empregado, observando-se que o
amortecimento critico € representado pela unidade. Para estruturas convencionais o

valor de x € sempre menor gque a unidade, sendo que para estruturas de aco adota-se

0.5% <x; <5.0% e paraestruturas em concreto 2.0% <x; <15.0%.

Neste trabalho pode-se, ainda, por opgéo, utilizar a seguinte expressao para a matriz

de amortecimento C:
C=1,M+l K (4.23)

neste caso, K igual a matriz de rigidez inicia elastica afetada pelo dano através do
fator (1-D). As constantes de amortecimento | , e |, sdo calculadas conforme as
equactes (4.19) e (4.20), porém, as freqliéncias que aparecem naquelas relagdes sdo

obtidas através dos autoval ores da seguinte equagao:

MG+K[D(t)]g=0 (4.24)

4.5 METODO DE INTEGRACAO NUMERICA NO DOMINIO DO TEMPO

Para a resolucdo numérica de problemas estruturais em dindmica ndo-linear tém-se as
mesmas questdes referentes a analise estatica, ou segja, escolha do procedimento de

resolucdo do sistema ndo-linear somada a especificacdo do critério de tolerancia para
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o equilibrio dindmico, escolha do procedimento de integracéo no dominio do tempo e
especificacdo do passo de tempo.

Neste trabalho, para integracdo numérica no dominio do tempo, adota-se 0 método

implicito de Newmark. Neste método, como se mostra em seguida, os deslocamentos

d,

ao final do intervalo de tempo ‘ Dt,’ podem ser expressos em funcéo das
derivadas com relagcdo ao tempo dos proprios deslocamentos ‘ ,,’, desconhecidos ‘a

priori’, e dos deslocamentos e suas derivadas conhecidos ao fina do intervalo de

tempo anterior.

4.5.1 Procedimento implicito de Newmark

Os vetores aceleracdo e velocidade podem ser obtidos em funcdo de um
procedimento de discretizacdo no tempo, do tipo Newmark por exemplo, BATHE
(1996), cujas equacbes sdo dadas a seguir.

De inicio admite-se que a aceleracdo num certo instante t do intervalo de tempo
O£t £Dt possa ser expressa em fungdo dos valores de aceleragdo nos extremos do

intervalo. Desse modo, tem-se:

§t)=(1- g)§,, +gd, com O0£gE1 (4.25)

onde:
d, =d(Dt) (4.26)
G,., =4(0) (4.27)

Integrando-se sucessivamente a equacdo (4.25) em relagcdo a t , de modo a eliminar

as ordens de derivacado, e impondo-se as condi¢bes inicial e de contorno: q(o) =dq, .

e q(0)=q, ,, obtém-se:

Gt )=, . + (- 9)d, .t +g 6t (4.29)



(- 9)

2

g ) (4.29)

qn- lt 2 + Eqnt

Q(t ):qn-l +(,.,t +

Fazendo-se t =Dt nas equagdes (4.28) e (4.29) e introduzindo-se b =g/2, obtém-

se aforma puramente implicita, dependente da aceleragéo ao final do intervalo g, :
d, =0, +(1- 9)d, Dt +g d,Dt (4.30)

S 431
qn:qn-1+qn-lDt+%_ bgqn-lllz-'-bqnuz ( )
e 1]

sendo g e b pardmetros que no procedimento de Newmark sdo iguaisa 1/2 e 1/4,

respectivamente.

4.5.2 Método de Newmark combinado com o procedimento incremental iterativo de

Newton-Raphson - algoritmo

A idéia basica do método consiste em adotar uma previsdo do valor das aceleracdes
no final do intervalo de tempo em que se desgja conhecer a resposta. Com isso,
aplicando-se as equacoes generalizadas de Newmark (4.30) e (4.31), pode-se obter,
também, uma previsdo para os valores dos deslocamentos e das velocidades no final
do mesmo intervalo de tempo. Na sequéncia, utiliza-se um processo iterativo que, ao
final de cada iteragdo, realiza uma correcdo sobre os valores dos deslocamentos e
suas derivadas no dominio do tempo. O critério de controle sobre o nimero de
iteracOes € realizado através do residuo das forgcas dindmicas. Quando a norma
euclidiana do residuo atingir uma determinada tolerancia, prefixada, assume-se que

0s Ultimos val ores estdo corretos e passa-se ao processo de integracdo para o proximo
intervalo de tempo.

Objetivando-se apresentar as equacdes que compdem o método acima descrito,
escreve-se a equacao (4.12) da seguinte forma:

R(0p)=F* - (M., +CG,., +F™)=0 (4.32)
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Da linearizagdo da equagfo (4.32), obtida a partir do truncamento em 12 ordem do

seu desenvolvimento em série em torno do deslocamento q,,, tem-se:

R 4.33
R(d, +Da,) =Ra,)+ g, =0 439
fa,
de modo que:
4 1 4.34)
&1R(q, )u (
n:_'é#g R(qn)
é 14, G

Por sua vez a derivada do residuo, dado pela equacdo (4.32), em relacdo ao

deslocamento, resulta:

R, ) _ ﬂFe“ = T, , 19, , IF"0 (4.35)
T, fa, & %9, “fa, 14, 5

Neste caso, como os esforgos externos sdo dependentes apenas do tempo, tem-se que
sua derivada em relacdo ao deslocamento € nula. Do gradiente do vetor dos esforcos

internos resulta a matriz de rigidez da estrutura, explicitada no capitulo 2.

Por outro lado, derivando-se as equacao (4.31) em relacdo a acel eracdo, obtém-se:

T ooy (4.36)
14,
de onde segue que:
o, 1 (437)
g, bDt?
Por sua vez, derivando-se a equacao (4.30) em relacdo a aceleracdo, obtém-se:
ﬂ& o DX (4.38)
T4,

Portanto, a derivada da vel ocidade com relag&o ao deslocamento pode ser dada por:
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14, _ 99, 16, _ g (4.39)
fa, 9d, Ta, bDX

Assim, substituindo-se as equages (4.37) e (4.39) na equacéo (4.35) tem-se:

\ (g )i 4.40
RE)_ Ty L o9, TF (@) (4.40)
fq, § bDt? —bDt  1q,

TF"(a,)

Cabe lembrar que =K;, sendo K, deduzida na segdo 2.4 e dada pela

fa,
equacao (2.84).

Finalmente, substituindo-se a expressdo (4.40) na equacdo (4.34) obtém-se a equacdo
que fornece o acréscimo de deslocamentos, Dq,,, aqual se utiliza para a corre¢éo dos

deslocamentos ao longo do processo iterativo:

& 1 g (4.41)
; +C-2 +K, g, =R
g_M thZ ~ bDt T Han (qn)

O agoritmo mostrado no Quadro 4.6 combina o procedimento implicito de
Newmark com o procedimento incremental iterativo de Newton-Raphson para o
tratamento de problemas n&o-lineares, ARGYRIS & MLEJNEK (1991) e
RODRIGUES (1997). Sendo K, amatriz de rigidez tangente da estrutura, dada pelas
expressoes (2.84), (3.65) e (3.69) de acordo com o comportamento adotado para o
material, M amatriz de massa, considerada constante durante toda a andlise. C éa
matriz de amortecimento considerada constante ou atualizada, a cada incremento de
tempo, durante toda a andlise. A sequéncia descrita no Quadro 4.6 refere-se ap caso

de vibragdo forcada, a qual pode ser facilmente adaptada para vibracgéo livre.
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Passo inicial: t=0 calculam-se:

aforcaexterna® F*(0)

aaceleragio inicial ® ¢, = M'l{F e (O)}
Passo 1: “Loop” incremental dotempo ® t, =t , +Dt
Passo 2: etapa de previsao:

qn = qn-l;
G, = d,., +Dt(1- g)d,., + Digi,

d, =d,, +Dtq, , +¢ﬁ_' bQthqn-l"'thzqn
e2 g

Passo 3: Célculo do vetor residuo: y =F** - (Mq‘n +Cq, + F"“)

onde F™ resulta de uma distribuicdo de tensio compativel com o modelo
constitutivo.

Passo 4: Teste de convergéncia |y [ETOL? sm ® iraopassol
ndo ® iraopasso5

é u
Passo 5: Célculo do acréscimo de deslocamento: éMiz + Qi + K, gDa, =y
& bDt bDt )

Passo 6: Incrementar: o deslocamento ® g, =q, +Dq,

. . . g
avelocidade ® =q, +—
qn qn th an
aaceeracdo ® ¢ =¢ +——
ac d, =4, bDL Da,

Passo 9: Ir a0 passo 3

Quadro 4.6- Algoritmo de Newmark combinado com o método de Newton-Raphson

4.6 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secdo, para todos os exemplos apresentados utiliza-se a quadratura de Gauss-

L obatto para as integracdes numeéricas.




88

4.6.1 Viga biengastada de material homogéneo com massa concentrada no meio do
vao
Neste exemplo apresentam-se os resultados da andlise dindmica, considerando-se

apenas a nao-linearidade geométrica, realizada sobre a estrutura sugerida em ORAN
& KASSMALI (1976), Figura 4.1. A estrutura foi discretizada em seis el ementos

finitos e o incremento de tempo Dt =5x107° s.

!

Figure 4.1- Viga biengastada com massa concentrada no meio do véo

Dados:

Secdo transversal retangular com base igual a2.54 cm e atura de 0.508 cm;
L =50.8 cm; E=6894757 kN / cn’; r =110°" kg/cm®;

M =7.55176x10"" kg ; P = 2.846862 kN

Na Figura 4.2 est@o apresentados os resultados das andlises dindmicas linear e ndo-
linear geométrica e também os apresentados por ORAN & KASSMALI (1976). Pode-
se observar que o efeito da ndo-linearidade, neste caso, provoca uma diminuicéo da
amplitude e do periodo de vibracdo, isso devido a movimentacdo de forcas normais

de tracdo na estrutura deslocada.
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25 -
—_ Oran & Kassimali (1976)
IS 20 |
= .
S N e LG
£ 15 ——NLG- Total
g
S
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2
2 5
B
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0 0002 0004 0006 0008 001 0012 0014
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Figure 4.2- Curva deslocamento vertical do ponto B versus tempo

A Figura 4.3 confronta os resultados da analise dinamica realizada considerando-se a
ndo-linearidade geométrica, empregando-se tanto a formulacdo lagrangiana total
como a atuaizada, com os apresentados em ORAN & KASIMALI (1976),
formulacdo euleriana; e de WEEKS (1972)% apud ORAN & KASSIMALI (1976).
Apesar das descricdes adotadas para a formulacéo do equilibrio serem diferentes os

resultados mostram boa concordancia.

3 —o— Oran & Kassimali (1976)
_ —x— NLG- Total
5 251 —= NLG- atualizada
o Weeks (1972)
e 21
c
[e]
o
8 151
©
(&]
b= 14
(3]
>
§ 054
e

0 T T T RIS ]

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035
Tempo [s]

Figure 4.3- Curva deslocamento vertical do ponto B versus tempo

3 WEEKS, G. (1972). Temporal operators for nonlinear structural dynamics problems. J. E.
M. Div., ASCE 98, p.1087-1104.
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4.6.2 Portico em concreto armado

Este exemplo consiste de um pértico biengastado em concreto armado, apresentado

em RODRIGUES (1997).

A discretizacdo adotada foi 12 elementos finitos iguais e ilustrado na Figura 4.4.

F(t)
4> JE—
5 9 Tc
° o
h Ty 4f 16mm
L ¢ &7 c
b
—
1 13
T TS T

Figura 4.4- Pértico simples em concreto armado
As caracteristicas fisicas e geométricas de todos os elementos sdo:

L=200cm; b=15cm; h=30cm; c=25cm; fck = 26 MPa;
E. =28554.509 MPa; Eg =210000 MPa; fy =510 MPa; E,; =2100MPa;

g, =2500 kg/m® e g, =7850 kg/m®.

Para os parametros do modelo de dano de Mazars adotaram-se 0s seguintes valores:

A, =0.995; B. =8000; A. =0.85; B, =1050 € e,, = 0.00007 .

Os valores dos parametros do modelo de La Borderie adotados séo: b, =1MPa;
b, =-10MPa; vy, =3.05x10"* MPa; vy, =5x10"° MPa; A, =3.5x10° MPa*;

A, =6.8MPa’, B, =0.95; B, =0.7705 e s , =2.6 MPa.

O carregamento aplicado a estrutura € uma Unica forga concentrada cuja variagcéo
com o tempo esta representada na Figura 4.5. O incremento de tempo considerado €

Dt=4.10"s.
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[ N

>
016 0.032 t(9

Figura4.5- Variagdo daforca F(t) com o tempo

As fragBes do amortecimento critico utilizado foram x, =x, =30%, cabe lembrar

que estas taxas sd0 propositadamente altas, de modo a se ter um efeito de

amortecimento mais forte.

A tabela 4.1 reline os resultados obtidos efetuando-se as andlises lineares e néo-
lineares (model os de dano de Mazars e de La Borderie) estética e dindmica e também
0s apresentados por RODRIGUES (1997), modelo el astopl astico.

Cabe ressaltar que em RODRIGUES (1997) os resultados das analises lineares foram
obtidos utilizando-se 0 momento de inércia da secdo bruta de concreto e das néo-

lineares o0 da se¢céo homegenei zada.

Utilizando-se a tabela 4.1 pode-se observar que para a carga P=8 kN, empregando-se
os dois modelos de dano, ndo houve danificacdo da estrutura nas andlises estética e
dindmica, 0 mesmo ndo acontece para as cargas P=16 kN e P=24 kN. Para a carga
P=16 kN, utilizando-se 0 modelo de dano de La Borderie, ndo houve danificagdo na
andlise estética porém, na resposta dindmica devido a influéncia das forcas inerciais
ocorre danificagdo. Observa-se também que na andlise dindmica a presenca do dano
aumenta os deslocamentos maximos com relacdo a andlise elastica para todos os
modelos de dano empregados. Como era de se esperar, verificase que o
amortecimento provoca uma diminui¢do nos valores dos deslocamentos em relacéo a
andlise dindmica ndo amortecida. No entanto, os deslocamentos méaximos obtidos
empregando-se 0 modelo de La Borderie s&o um pouco menores do que os obtidos

com o modelo de Mazars.
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Tabela 4.1- Deslocamentos maximos, em cm, obtidos no nd ‘5 na direcdo globa x, para
0£t£0.064s

P=8 kN P=16 kN P=24 kN
Estética LF Presente Trabalho 0.03171 0.06341 0.09512
Rodrigues (1997) 0.0377 0.0754 0.1131
NLF Modelo de Mazars 0.03171 0.06434 0.10485
Modelo de LaBorderie 0.03171 0.06341 0.09725
Rodrigues (1997) 0.0310 0.0656 0.1229
Dinami casem LF Presente Trabalho 0.04409 0.08817 0.1323
amortecimento
-0.02423 -.04848 -0.07272
Rodrigues (1997) 0.0539 0.1078 0.1617
-0.0347 -0.0694 -0.1041
NLF Presente Trabalho 0.04409 0.09055 0.1498
(Modelo de Mazars) -0.02425 -0.05401 -0.1086
Presente Trabalho 0.04409 0.08822 0.1408
(Modelo de LaBorderie) -0.02424 -0.04826 -0.0787
Rodrigues (1997) 0.0425 0.0904 0.1580
-0.0216 -0.0339 -0.0369
Dinamicacom | LF Presente Trabalho 0.03428 0.06855 0.1028
amortecimento
-0.007105 -0.01421 -0.02131
Rodrigues (1997) 0.0397 0.0794 0.1191
-0.0081 -0.0162 -0.0243
NLF Presente Trabalho 0.03428 0.06894 0.1070
(Modelo de Mazars) -0.007105 -0.01455 -0.02380
Presente Trabalho 0.03428 0.06855 0.1034
(Modelo de LaBorderie) -0.007105 -0.01421 -0.02057
Rodrigues (1997) 0.0330 0.0671 0.1079
-0.0060 -0.0089 -0.0033
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Vale lembrar que embora, neste trabalho, tenha sido utilizado um modelo diferente
para a ssimulacdo do comportamento ndo-linear fisico da estrutura, os resultados
obtidos comparados com os de RODRIGUES (1997) apresentaram-se concordantes.

Finalizando, observa-se que neste exemplo o efeito do comportamento néo-linear

geométrico ndo é significativo em funcéo da magnitude do carregamento aplicado.

4.6.3 Viga bi-apoiada em concreto armado

Neste exemplo apresentam-se os resultados de uma andlise din@mica, realizada sobre
a estrutura (viga) apresentada em ALVARES (1993), empregando-se os modelos de
dano de Mazars e La Borderie, sem a consideracdo da ndo-linearidade geométrica.

Os dados geométricos e a distribuicdo das armaduras estdo apresentados na Figura

L

i deslocamento =

1 1
| OL 80 | 8 | 8 | O\
T 1 1 T

]

N1-f 5 ¢/12-c.90

2f 5mm

30 | 27

3f 10 mm

9
12

Figura4.6- Geometria e armacdo da viga— dimensdes em cm

Propriedades do concreto: E = 29200 MPa; n =0.2; g, = 2500 kg/m®

Propriedades do ago: E=196000 MPa; f =420MPa; E; =19600MPa;

g, =7850 kg/m®
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Parémetros do modelo de Mazars: A, =0.995; B, =8000; A. =0.85; B, =1050
e e,, =0.00007 .

Parémetros do modelo de La Borderiee b, =1MPa; b, =-10MPa;
Yo, =3.05x10"* MPa, vy, =5x10"°* MPa; A =35x10° MPa*; A, =6.8MPa™,
B, =0.95; B, =0.7705 es ; =2.6 MPa.

O parémetro s, tem influéncia direta na resposta numérica, pois implica em

fechamento de fissuras que pode ocorrer em correspondéncia a diferentes niveis de
resposta. O objetivo da andise, no entanto, ndo foi o de reproduzir de modo rigoroso
o fechamento de fissuras, mas, sobretudo, o de avaliar seu efeito na resposta

dindmica estrutural .

A estrutura foi discretizada em 12 elementos finitos iguais, tendo sido adotado o

seguinte passo de tempo: Dt =1.10"° s.

Nesta andlise consideraram-se quatro situagbes de solicitacdo. A primeira
corresponde a vibracdo forcada provocada por cargas de 10 kN e 25 kN, aplicadas
subitamente e mantidas constantes ao longo do tempo (casol, indicado no Quadro
4.1). A segunda corresponde a vibracdo livre a partir de deslocamentos iniciais de 2
mm e 4mm impostos ao centro do vao. A terceira e a quarta correspondem a vibracéo
forcada provocada por cargas com variacdo harménica cossenoidal e senoidal,
respectivamente (casos 6 e 5 indicados no Quadro 4.5). As duas primeiras analises
foram feitas com e sem a consideracdo de amortecimento e a Ultima sem

amortecimento.

Para efeito deilustragdo, na Tabela 4.2 estéo apresentados os deslocamentos da secéo
situada no meio do véo da viga, obtidos realizando-se andlises estaticas linear e néo-
linear fisica. Verificase que empregando-se 0 modelo de dano de La Borderie a
cargade 10 kN ndo é suficiente para provocar danificacdo da estrutura.
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Tabela 4.2- Valores do deslocamento vertical do meio do vao — andlise estética

P=10 kN P=25kN
Modelo eléstico 0.55868 mm 1.3967 mm
Modelo de Mazars 0.64854 mm 4.7842 mm
Modelo de La Borderie 0.55868 mm 4.5670 mm

Nas Figuras 4.7 e 4.8 estdo apresentadas as respostas das andlises dinamicas linear e
ndo-linear fisica com cargas de 10 e 25 kN, respectivamente, correspondentes ao

caso 1 de vibracéo forcada.

F=10kN

-25
g -1.5 —— Modelo eléstico
% —— Modelo de Mazars
g 17
i —— Modelo de LaBorderie
0 05

0
0 0.02 0.4 0.06 0.08 0.1 0.12
Tempo [s]

Figura4.7- Curva deslocamento versus tempo— vibracdo for¢ada ndo amortecida
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F=25kN
—— Modelo elastico
9 —— Modelo de Mazars

-8 —— Modelo de LaBorderie

Deslocamento [mm]
ol

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12

Tempo [s]

Figura4.8- Curva deslocamento versus tempo - vibracdo for¢ada ndo amortecida

Observando-se as curvas apresentadas nas Figuras 4.7 e 4.8 verificase que a
danificacdo provoca uma mudancga na amplitude e no periodo de vibracéo em relacéo
aresposta puramente el astica; quanto maior o nivel de danificacdo maior a amplitude
de vibracdo, no entanto no periodo essa mudanca é pequena de um nivel de carga
para outro. Observa-se também que as respostas obtidas empregando-se 0os modelos
de dano de Mazars e La Borderie sdo diferentes a partir de um certo intervalo de
tempo. Isso se deve ao fato do modelo de dano de La Borderie computar a
plastificagdo do concreto devido ao processo de danificacdo e também considerar o

fechamento das fissuras.

Na Figura 4.9 estdo confrontadas as respostas para o caso de vibracdo forcada F=25
kKN considerando-se ou ndo o efeito da plastificagdo do aco combinado com a

danificagcdo do concreto.
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F=25kN

—— Modelo de Mazars
—— Modelo de LaBorderie

-10 —— Mazars (ago €elastopléstico)
\’) LaBorderie (aco elastoplastico)

Deslocamento [mm)]
&
L

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 012

Tempo [s]

Figura4.9- Curva deslocamento versus tempo— vibracdo for¢ada ndo amortecida

Observa-se na Figura 4.9 que o efeito da plastificagdo do ago diminui a amplitude do
deslocamento e aumenta o periodo de vibracdo com relacdo ao ago eléstico, efeito
provocado por uma maior dissipacdo de energia nos processos de danificacéo e

plastificagéo.

Nas Figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13 estdo apresentadas as respostas da andlise
dindmica para vibracdo forcada com amortecimento, considerando-se as néo-

linearidades do concreto e do aco.

F=25kN - MODELO DE MAZARS

-127 —— Sem amortecimento

_ -10 —— taxa de amortecimento 3%
g -8 - —— taxa de amortecimento 10%
(@]
I
Il —
8
= 4
4]
e

-2 4

0

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12

Tempo [s]

Figura4.10- Curva deslocamento ver sus tempo - vibrag8o forcada amortecida



F=25kN - MODELO DE MAZARS

-9 4

-8 -
E
= .6 A
@]
€ .5 -
% 34/ —— taxa de amortecimento 10%
a 24 taxa de amortecimento 10% - atualizando C

-1 A

0

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012
Tempo [s]
Figura4.11- Curva deslocamento versus tempo - vibracdo forcada amortecida
F=25kN - MODELO DE LA BORDERIE

212 -

_10 i
3
@]
€
S 4 —— Sem amortecimento
5“3 —— taxa de amortecimento 3%

27 — taxa de amortecimento 10%
0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Tempo [s]

Figura4.12- Curva deslocamento ver sus tempo - vibrag8o forcada amortecida
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F=25kN - MODELO DE LA BORDERIE

-8 1

-7
E*]
5 -5 -
€
=0
S 3. | —— taxa de amortecimento 10%
§ -2 1 taxa de amortecimento 10% - atualizando C

-1 A

0

0 0.02 004 0.06 0.08 0.1 0.12
Tempo [s]

Figura4.13- Curva deslocamento versus tempo - vibracdo forcada amortecida

As Figuras 4.10 e 4.12 mostram, considerando-se os dois modelos de dano, o efeito
do amortecimento de Rayleigh na resposta dinamica. Verifica-se que quanto maior a
taxa de amortecimento menor € o nivel do desocamento final em virtude,
certamente, do efeito inibidor do amortecimento sobre a danificagdo. Nas Figuras
4.11 e 4.13, observa-se ainfluéncia de se atualizar a matriz de amortecimento a cada
incremento de tempo. Em ambos 0s casos, a atualizagdo da matriz de amortecimento
permite uma maior danificacdo e consequentemente um deslocamento final maior.
Naturalmente esse efeito € maior no Modelo de Mazars, pois ndo se levam em conta
0s mecanismos de fechamento de fissuras.

Nas Figuras 4.14 e 4.15 estdo apresentadas as respostas de andlises dindmicas
lineares e n&o-lineares para vibragéo livre, sem amortecimento, com deslocamentos
iniciails de 2mm e 4mm, respectivamente, impostos a se¢do central da viga. Nas
analises 0 ago apresenta um comportamento el astico.
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d=2 mm

0.12

Deslocamento [mm]
o

—— Modelo elastico

—— Modelo de Mazars

——Modelo de LaBorderie

Figura4.14- Curva deslocamento versus tempo - vibrag&o livre ndo amortecida

d=4 mm

012

Deslocamento [mm]
o

——Modelo eléstico

—— Modelo de Mazars

——Modelo de LaBorderie

Tempo [s]

Figura4.15- Curva deslocamento versus tempo - vibrag&o livre ndo amortecida

Observa-se nas Figuras 4.14 e 4.15 que empregando-se 0 modelo de Mazars obtém-
se uma danificagdo cujo efeito € o de aumentar a amplitude e o periodo de vibragdo
do deslocamento. Com o0 modelo de La Borderie a danificagéo induz um aumento do
periodo porém diminuicéo da amplitude de vibracdo. Provavelmente isso se deve ao

fato de que nesse modelo consideram-se as deformacdes permanentes (plastificacéo
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do concreto) e também a recuperacdo da rigidez com o fechamento de fissuras,

aspectos que néo sdo considerados no modelo de Mazars.

Nas Figuras 4.16 e 4.17 sdo mostradas as comparacdes entre as respostas dindmicas

para 0S Mesmos casos anteriores, porém considerando-se 0 ago com comportamento

elastoplastico.
d=2mm

g i B J:I .' | |
8 0 0.1 0.12
8
o

2 —— Modelo de Mazars (ago €elastico)

—— Mazars (ago elastoplastico)
S3- — Modelo de LaBorderie (aco elstico)
T
empo (5] LaBorderie (ago elastoplastico)
Figura4.16- Curva deslocamento versus tempo - vibrag&o livre ndo amortecida
d=4 mm —— Modelo de Mazars (ago elastico)
—— Mazars (ago €elastopléstico)
8- —— Modelo de LaBorderie (ago elastico)
LaBorderie (ago elastopléstico)

6 |
'E‘ 4 & f;
=,
2 ]
% 01— T T T T T 1
8 -0 0.02 0.04 0.06 0 01 0.12
8
O 4

-6 1

-8 -

Tempo [9]

Figura4.17- Curva deslocamento versus tempo - vibrag&o livre ndo amortecida
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Observa-se, Figura 4.16, que a plastificagdo do ago diminui a amplitude e o periodo
de vibracdo, isto se deve ao fato de que neste nivel de solicitacdo ainda se ter uma
evolucdo do processo de danificacdo associado ao de plastificacdo. Para o
deslocamento de 4 mm, devido ao fato de se ter um nivel de danificagcdo mais intenso
e conseguentemente maior nivel de plastificacdo, na Figura 4.18 pode-se observar
que a plastificagdo do ago diminui a amplitude e aumenta o periodo de vibragéo,
HATZIGEORGIOU & BESKOS (2000). Deste modo, a resposta obtida utilizando-se
o modelo de Mazars e considerando-se 0 ago elastoplastico a partir de um certo

intervalo de tempo apresenta uma reducdo ainda maior na amplitude.

Nas Figuras 4.18 e 4.19 estdo apresentadas as respostas ndo-lineares dindmicas com
vibrago livre amortecida, deslocamento de 4 mm, modelos de dano de Mazars e de
La Borderie, considerando-se 0 comportamento elastopléstico para 0 ago e a matriz

de amortecimento constante durante todas as analises.

MODELO DEMAZARS
8 —
6 -
E4
B N
2 0 -
8 T \m’ T T T 1
®? D 0.02 : 0.06 0.08 0.1 0.12
Q2
—— Sem amortecimento
-4
—— Amortecimento de 3%
-6 - —— Amortecimento de 10 %
Tempo [s]

Figura4.18- Curva deslocamento versus tempo - vibrag&o livre amortecida
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MODELO DE LA BORDERIE

I
|

Deslocamento [mm]
o N

N T T T T 1

D 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Sem amortecimento

—— Amortecimento de 3%

—— Amortecimento de 10%
Tempo [s]

Figura4.19- Curva deslocamento versus tempo - vibragéo livre amortecida

Observa-se nas Figuras 4.18 e 4.19 que quanto maior a taxa de amortecimento menor

aamplitude e o periodo de vibracdo, resposta anadloga a da vibracéo forcada.

Nas Figuras 4.20 e 4.21 estdo confrontadas as respostas nédo-lineares dindmicas para
vibrago livre amortecida, com deslocamento inicial de 4 mm, segundo os modelos
de dano de Mazars e de La Borderie, considerando-se a atualizagdo da matriz de

amortecimento devido ao dano.

MODELO DE MAZARS (&0 el stico)

3,
]
;& AN -
10 0.0; 0. 006\0&8/ 0.12

-3 —— Amortecimento de 10 %
-4 —— Amortecimento de 10% atualizando C

Deslocamento [mm]

Tempo [s]

Figura 4.20- Curva deslocamento ver sus tempo - vibragéo livre amortecida
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MODELO DE LA BORDERIE (aco dlstico)

A

D 0}\2/ 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

o

Deslocamento [mm]
N,
L L

—— Amortecimento de 10%

—— Amortecimento de 10% atualizando C

1 1
H w
| L

1
a1
L

Tempo [s]

Figura4.21- Curva deslocamento ver sus tempo - vibrag&o livre amortecida

Pode-se notar que o efeito da atualizacdo da matriz de amortecimento € analogo ao
apresentado na andlise de vibracdo forcada ou sgja: com a atualizac8o da rigidez
aumenta a danificagdo e diminui o amortecimento. Essa diminuicdo do
amortecimento € comparativamente menor no modelo de La Borderie devido ao

fechamento de fissuras.

Nas Figuras 4.22 e 4.23 estéo apresentadas, ainda para deslocamento inicial imposto
de 4 mm, as respostas obtidas para uma taxa de amortecimento de 10%. No caso do
modelo de Mazars, leva-se em conta na atualizacdo da matriz de amortecimento o
dano no concreto e a plastificacdo do agco. No modelo de La Borderie consideram-se

naguela atualizacdo o dano e a plastificagdo do concreto, e também a plastificacéo do
aco.
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MODELODEMAZARS

149 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12

Deslocamento [mm]
o

-3 —— Amortecimento de 10 %
-4 A —— Amortecimento de 10% atualizando C

Tempo [s]

Figura 4.22- Curva deslocamento ver sus tempo - vibrag&o livre amortecida

MODELO DE LA BORDERIE

>
??

1
[N
I

—— Amortecimento de 10%

Deslocamento [mm]
)

1
w
L

—— Amortecimento de 10% atualizando C

A
!

1
a1
L

Tempo [s]

Figura 4.23- Curva deslocamento ver sus tempo - vibragéo livre amortecida

Comparando-se as Figuras 4.20 e 4.22, do modelo de Mazars, observa-se claramente
0 aparecimento do deslocamento residual e o aumento do amortecimento por efeito
da plastificacéo do aco. No entanto, aresposta apresentada na Figura 4.23, modelo de
La Borderie, a atualizagdo da matriz de amortecimento essa reducdo no

amortecimento € comparativamente bem menor; isso se deve ao fato deste modelo
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permitir a recuperacdo da rigidez com o fechamento de fissuras e também levar em

conta as deformagdes anel asticas no concreto.

MODELO DE LA BORDERIE

4.00

3.00 1
= 200 -
£ o000
c 3 T T T T T 1
% -100 0 O.O\ZW 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Q
% -2.00 - , .
8 300 —— Amortecimento de 10%

400 - —— Amortecimento de 10% atualizando C

-5.00 -

Tempo [s]

Figura4.23a- Curva deslocamento versus tempo - vibracdo livre amortecida

Na Figura 4.23a apresentam-se as respostas empregando-se o0 modelo de dano de La
Borderie sem a consideracdo de deformagdes anélasticas no concreto. Verifica-se que
a diminuicdo do amortecimento com a atualizacdo da matriz de amortecimento é
analoga a resposta apresentada pelo modelo de dano de Mazars, ou sgja, a estrutura
apresentando um certo nivel de danificacdo possui uma menor capacidade de

amortecimento.

Objetivando-se ilustrar o efeito dos diferentes processos dissipativos sobre as
respostas em velocidade e aceleracao, nas Figuras 4.24 e 4.25 estéo apresentadas as
velocidades e aceleracOes, respectivamente, para um ponto situado na secao do meio
do vdo da viga, para o caso de vibracdo livre ndo amortecida, d=4 mm; o ago é

considerado elastico.
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—— Modelo eléstico
—— Modelo de LaBorderie

d=4 mm

—— Modelo de Mazars

Velocidade [m/s]

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01

Figura4.24- Curva velocidade do meio da viga versus tempo - vibracdo livre ndo amortecida

—— Modelo eléastico
—— Modelo de LaBorderie
—— Modelo de Mazars

d=4 mm

(e2]
|

N
|

N
|

Aceleracdo [x 1O3m’sz]
o

-2 4
-4 -
-6 -
0 0.02 0.04 0.06 0.08 01
Tempo [s]

Figura4.25- Curva aceleracdo do meio da viga versus tempo - vibrag&o livre ndo amortecida

Pode-se observar que a danificagdo e conseqlente perda de rigidez diminuem a

velocidade e a aceleracdo do ponto analisado.

Nas Figuras 4.26, 4.27 e 4.28 estdo ilustrados os efeitos da danificagcéo do concreto
sobre as variagfes no tempo das frequéncias de vibragdo associadas ao primeiro

modo de vibragdo da estrutura. Consideram-se os casos de vibragdes forcada (caso 1
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do Quadro 4.1) e livre, sem amortecimento. Em todas as andlises 0 aco tem
comportamento el astico.

No caso da vibracdo forcada, pode-se interpretar que em cada instante a frequéncia
relativa ao primeiro modo de vibragdo representa a resposta que a viga apresentaria
se passasse vibrar livremente e, portanto, regida pela relacdo (4.24), com um certo
nivel de dano, produzido pela carga de 25 kN.

F=25kN

Frequénciaw: [HZ]

—— Modelo eléstico
—— Modelo de Mazars

Modelo de LaBorderie
1m T T T T T 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Tempo [s]

Figura4.26- Curva primeiro modo de vibracdo livre versus tempo - vibragdo forcada

Observando-se a Figura 4.26, empregando-se 0 modelo de Mazars, verifica-se que a
evolucdo do dano diminui o valor da freqliéncia correspondente ao primeiro modo de
vibracdo livre da estrutura, tal fenébmeno pode ser observado no intervalo de 0 s a
aproximadamente 0.01 s. A partir do instante 0.01 s o valor da freqiiéncia passa a se
manter constante devido ao fato de ndo se ter mais evolugdo do dano. Com o modelo
de La Borderie resultam ciclos de aumento e decréscimo da frequéncia devidos ao
processo de fechamento e abertura de fissuras. Nesses ciclos ha interval os nos quais
fregliéncia se mantém praticamente constante, porque nesses intervalos ndo se tem

evolugdo no processo de danificagéo.
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d=4 mm

400 - —— Modelo eléastico
350 - —— Modelo de Mazars
—— Modelo de LaBorderie

Freguéncia(W1) [HZ]

1(D T T T T T 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 012

Tempo [s]

Figura 4.27- Curva primeiro modo de vibrag&o livre versus tempo - vibracdo livre

d=6 mm

250 - —— Modelo eléstico
200 | —— Modelo de Mazars

Frequéncia (W1) [HZ]

—— Modelo de LaBorderie

1m T T T T T 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 012

Tempo [s]

Figura4.28- Curva primeiro modo de vibrac&o livre versus tempo - vibrag&o livre

Observando-se as Figuras 4.27 e 4.28 verificase uma diminuicdo no vaor da
freqUéncia correspondente ao primeiro de vibracdo livre da estrutura com o aumento

do dano. Observa-se que para ambos 0os model os de dano empregados a estrutura no
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instante t=0 s apresenta uma frequiéncia menor do que a do modelo eléstico; tal fato
ocorre porgue a andlise dindmica se inicia com a estrutura ja danificada.

Na resposta obtida empregando-se 0 modelo de Mazars a freqUiéncia diminui
enquanto o dano evolui. Porém, para o0 modelo de La Borderie a ateracdo
apresentada pela freqiéncia reflete o efeito do fechamento das fissuras e das
deformactes permanentes do concreto devido a danificacdo. De fato durante alguns
periodos o valor da freqliéncia aproxima-se do valor obtido para a estrutura sem
dano. Por exemplo, no intervalo de 0.001 a mais ou menos 0.008 s tem-se um
aumento consideravel no valor dafregiiéncia, este aumento reflete o ganho de rigidez
pelo processo de fechamento de fissuras. A variacdo na frequéncia no intervalo de
0.01 a mais ou menos 0.02 s se deve a0 processo de danificacdo e plastificagdo do
concreto. Na Figura 4.28 no intervalo de 0.028 s a mais ou menos 0.055 s a
freqliéncia se mantém praticamente constante isso porque nesse intervalo ndo se tem

uma evolucéo forte nos processos de danificagéo.

Vale ressdtar, que no grafico da Figura 4.27 os valores maximos das frequéncias
para os modelos eléstico e de La Borderie sdo 525.4836 Hz e 524.4801 Hz,

respectivamente.

Com o objetivo de observar 0 que acontece quando a carga imposta apresenta
variagdo de sentido, seguem abaixo os resultados obtidos considerando-se a mesma

viga com carga P(t) apresentando a variacdo harménica com o tempo ilustrada na

Figura4.29.
) 0035 005

075 01 O 015 0175

Carga [kN]
REbdhborvrooBR

Tempo [9]

Figura4.29- Variac&o daforca P(t)=10 cos(wet) com o tempo - w=62.832 Hz
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Em primeiro lugar, na Figura 4.30 apresenta-se 0 resultado considerando-se a
linearidade fisica.

MODELO ELASTICO

S S5 »
~ fee) N
L L I

Deslocamento [mm]
o
~ o

o
[o]
I

=
N
L

Tempo [9]

Figura 4.30- Curva deslocamento vertical versus tempo - vibracdo forgada ndo amortecida

Na Figura 4.31 apresentam-se 0s resultados obtidos considerando-se somente a néo-

linearidade fisica do concreto segundo os modelos de dano de Mazars e de La

Borderie.
5 —— Modelo de Mazars
Modelo de LaBorderie
-20 - ——Modelo dléstico
-15
_10 |

015 0175

Deslocamento [mm]
&

10 A

15-

Tempo [s]

Figura 4.31- Curva deslocamento vertical versustempo - vibracdo forgada ndo amortecida
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Na Figura 4.31 observa-se que 0 efeito da danificacdo aumenta a amplitude e
modifica o periodo de vibragdo da estrutura. Neste caso, observa-se também a
diferenca das respostas obtidas considerando-se os dois modelos de dano, para o
modelo de Mazars, ou sga, quando ocorre a inversdo do carregamento 0s
deslocamentos tornam-se bem maiores do que os obtidos com o modelo de La
Borderie.

Na Figura 4.32 apresentam-se os resultados obtidos considerando-se as néo-

linearidades fisicas do concreto e do aco.

-80 —— Mazars (ago €elastopléstico)
-70 —— LaBorderie (ago €l astoplastico)
-60 +

—— Mazars (ago elastico)
LaBorderie (ago eléstico)

2100 0.025 0.05 0.075 . . 0.15 0.175
0 e

Deslocamento [mm)]
8

Tempo [s]

Figura 4.32- Curva deslocamento vertical versus tempo - vibracdo forgada ndo amortecida

Observando-se a Figura 4.32 verifica-se que a resposta obtida considerando-se o
comportamento elastopléstico do ago, a partir de um certo instante de tempo,
apresenta deslocamentos muito maiores do que quando o0 ago é considerado eléstico.
Neste caso, em que ha uma inversdo de carregamento e um maior efeito da ndo-
linearidade dos materiais, apesar de ndo se poder afirmar de modo definitivo, o
modelo de Mazars parece levar a resultados exagerados em termos de

deslocamentos.

Com o objetivo de observar o que acontece quando a carga imposta apresenta uma

outra variagdo harmoénica de sentido, seguem abaixo o0s resultados obtidos
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considerando-se a mesma viga com carga P(t) apresentando a variagdo com o tempo
ilustrada na Figura 4.33.

T T T T 1

270 0025 005 0075 H1 0125 015 0175

Carga [kN]

Tempo [s]

Figura4.33- Variacéo daforca P(t)=10 sen(wet) com o tempo - w,=62.832 Hz

Em primeiro lugar, na Figura 4.34 apresenta-se 0 resultado considerando-se a

linearidade fisica.

o
(o]
|

o
[o)]
I

o
~
Il

o
N
I

D 0.025 05 0075 0. 0.125 15 0175

Deslocamento [mm]
=)
N o

=)
~
Il

S o
[o] »
L I

Tempo [s]

Figura 4.34- Curva deslocamento vertical versus tempo - vibracdo forgada ndo amortecida

Na Figura 4.35 apresentam-se os resultados obtidos considerando-se somente a ndo-
linearidade fisica do concreto segundo os modelos de dano de Mazars e de La

Borderie.



0

-12

Deslocamento [mm)]
o

-16

-20

-24 -

/

0025 005 0075 0.1} 6125 (015 0175 02} 0225 P25

——Modelo eléstico
Modelo de LaBorderie

—— Modelo de Mazars

Tempo [s]

Figura 4.35- Curva deslocamento vertical versus tempo - vibracdo forgada ndo amortecida
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Na Figura 4.36 apresentam-se os resultados obtidos considerando-se as néo-

linearidades fisicas do concreto e do aco.

A -
74

—— Mazars (ago eléstico)

LaBorderie (ago elastico)
—— Mazars (ago €elastopléstico)
—— LaBorderie (aco elastoplastico)

Deslocamento [mm]
&

=T T T

0025 005 0075 01 ™ . . 0.25

Tempo [s]

Figura 4.36- Curva deslocamento vertical versus tempo - vibracdo forgada ndo amortecida

As observacdes sobre os resultados sdo andlogos as feitas para o0 carregamento

harmonico cossenoidal .

Em principio, pode-se concluir que entre os modelos de dano apresentados, 0 mais

adequado para uma andlise dindmica € o model o de dano de La Borderie.
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SINTESE DO TRABALHO E CONCLUSOES

“ N&o conseguimos encontrar respostas para todos 0s nossos problemas.
As que encontramos apenas nos levaram a formular novas questoes.
Sentimo-nos hoje tdo confusos como antes. Acreditamos, entretanto, que

estamos confusos num nivel mais alto e sobre coisas maisimportantes.”
Autor desconhecido

5.1 CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

No trabalho apresentou-se um estudo sobre os comportamentos ndo-lineares nas
respostas de estruturas reticulares planas. As formulacbes do equilibrio estético e
dindmico fundamentaram-se na aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais

segundo as descric¢des lagrangianas total e atualizada.

Primeiramente apresentou-se a ndo-linearidade geométrica em trelicas planas,
utilizando-se uma formulagéo lagrangiana total e empregando-se as medidas de
deformacdes de Green e linear. Nesse caso, 0 principal objetivo foi mostrar a
importancia de medidas de deformacdo e tensdo conjugadas numa abordagem
consistente; quando esta consisténcia é verificada os resultados sdo independentes da
escolha dos pares de tens&o e deformagéo.

Restringindo-se ainda a nédo-linearidade geométrica, a eficiéncia das descricdes
lagrangianas total e atualizada foi verificada em exemplos cléssicos de vigas, cujas

respostas analiticas séo conhecidas.
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A mecanica do dano foi empregada para a consideracdo da néo-linearidade fisica nas
estruturas em concreto. Particularmente, a equagdo constitutiva utilizada para a
analise do comportamento do concreto natracdo e na compressao uniaxial baseou-se
nos modelos de danificacdo apresentados originalmente por MAZARS (1984) e LA
BORDERIE (1991).

Nas integracbes numeéricas relativas a determinacdo da matriz de rigidez tangente e
do vetor de esforcos nodais internos aplicaram-se as quadraturas de Gauss, Gauss-
Lobatto e 0 método de integracdo por estratos, os quais se mostraram bastante

eficientes no caso de elementos em concreto armado.

Os exemplos de aplicacdo consistindo de andlises estéticas, empregando-se o0s dois
modelos de dano para a consideracdo da ndo-linearidade fisica, apresentaram boa
concordancia com resultados experimentais disponiveis. As aplicacdes realizadas
indicaram que a modelagem adotada é potencialmente interessante para a andlise de
estruturas planas em concreto armado em regimes de servigo (fissuragdo difusa), nos
quais a consideracdo da ndo-linearidade fisica €, de fato, necessaria. Verificou-se
também que a combinac&o das ndo-linearidades fisica e geométrica em alguns casos
€ absolutamente necessaria para a obtencdo de uma resposta numérica de boa
qualidade.

Vale ressdltar que a boa qualidade da resposta numérica com modelos de dano
depende fortemente de uma conveniente identificacdo paramétrica. Nos casos
estudados, os valores médios adotados conduziram a bons resultados, o que nem

sempre podera ocorrer.

Na andise dindmica, para integracdo no dominio do tempo, utilizou-se o
procedimento implicito de Newmark combinado com o procedimento incremental e
iterativo de Newton-Raphson, porém outros métodos poderiam ter sido empregados.
Observou-se, como era de se esperar, que a resposta dindmica da estrutura sofre a
influéncia do acréscimo de danificacdo induzido pelas forcas inerciais. Apesar de ndo
ter sido possivel realizar um confronto com resultados experimentais, as respostas

obtidas nos diferentes exempl os analisados mostraram-se bastante coerentes.
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Sobre a andlise din@mica, vale detalhar algumas conclusdes especificas:

Observando-se as respostas das andlises dindmicas considerando-se a ndo-linearidade
do concreto, verifica-se que elas sdo diferentes empregando-se os modelos de dano

de Mazars e de La Borderie.

Os resultados obtidos em geral, evidenciam que 0s seguintes aspectos devem ser
levados em conta para a simulagéo numeérica:

- diminuicdo darigidez do material com a danificagéo;
- recuperacao darigidez quando ocorre fechamento de fissuras;
- deformacBes anel asticas provocadas pela danificagao.

Diante destas consideracdes, pelas suas caracteristicas e sobretudo pelos resultados
obtidos nas simulagbes numéricas, o0 modelo de dano de La Borderie é mais

adeguado que o model o de dano de Mazars nas analises dindmicas.

Para os estudos sobre amortecimento e frequéncia de vibragdo utilizou-se, neste
trabalho, para a matriz de amortecimento as expressdes (4.17) ou (4.21), ou sga
considerou-se uma matriz de amortecimento constante ou variavel em funcdo do
nivel de dano durante toda a analise. Um resultado importante obtido da simulacéo
numeérica é que a danificagdo diminui 0 amortecimento e a freqiéncia de vibracéo
livre da estrutura. Essa conclusdo esta de acordo com os resultados experimentais de
ensaios realizados em vigas de concreto armado, apresentados por RIERA & RIOS
(2000).

Apesar da concordancia dos resultados numéricos com 0s experimentais,
conclusdo ainda néo deve ser tomada como definitiva pois, existem, na literatura,
algumas divergéncias quanto a se utilizar o modelo de Hayleigh para a consideracéo
do amortecimento. MAZARS et al (2000), por exemplo, propdem um modelo de dano
incluindo o comportamento histerético residual alegando que isto evita, em certos
casos, uma representacao fisicamente ndo coerente da dissipacdo por danificacéo que
pode acontecer quando se usa amortecimento Vviscoso.
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5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Obviamente, do ponto de vista das aplicagdes a outros tipos de elementos estruturais,
sugere-se a extensdo da formulagdo apresentada para o caso de placas e cascas, por

exemplo.

Sob o ponto de vista da avaliacdo e confirmagdo numeérica do efeito da danificacéo,
sugere-se aimplementacdo de outros model os de dano.

Quanto a andlise dindmica pode-se aprofundar os estudos no dominio dafregtiéncia.

Finalmente, talvez de maior interesse, sugere-se o desenvolvimento de um programa
experimental em laboratério para gerar resultados para confronto e verificacdo das

andlises dinamicas.
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ANEXO A

METODO DO DESLOCAMENTO CONTROLADO

O método incremental iterativo de Newton-Raphson, cléssico, utilizado para
obtencdo da solucdo numérica de problemas ndo-lineares é aplicado quase sempre
tendo a carga como parametro controlador. Porém, com esse tipo de controle ndo €
possivel seguir toda a trajetéria de equilibrio, se esta incluir pontos limites. Uma
aternativa, neste caso, constitui em utilizar o deslocamento como parémetro
controlador do processo incrementa. No entanto, mesmo controlando os
deslocamentos pode haver problemas quando a tragjetéria de equilibrio implicar em
reducdo de carga acompanhada de reducdo de deslocamento, numa resposta
denominada “ snap-back” . Para problemas simples, que ndo envolvem tal fendbmeno o
controle de deslocamento constitui uma boa alternativa de solugdo. Neste caso, a

estratégia consiste em estabelecer incrementos de deslocamentos, impostos a

estrutura como deslocamentos prescritos, d,. Deste modo, o sistema de equagdes

passa a ser dado por:
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Na realidade o sistema de equacdes € reduzido a ordem de n- m, sendo n o0 nlmero
total de equacbes e m 0 nimero de deslocamentos prescritos. O sistema de equacdes
apresentado em (A.1) € empregado na primeira iteracdo de cada incremento de
deslocamento, podendo-se notar que os deslocamentos prescritos sao transformados

em forcas. No processo iterativo de corregdo, calcula-se um residuo dado por:

y =F* - F™ (A.2)
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sendo:

F* o vetor de forcas externas aplicadas, nulo na primeira iteragdo, uma vez que

nenhum carregamento é aplicado; F™ o vetor de forcas internas, resultante do

estado de tensdo proviniente do campo de deslocamento presente.

E importante ressaltar que, a rigidez deve ser atualizada de acordo com a néo-
linearidade envolvida no problema. Em particular na coordenada nodal i, cujo
deslocamento é deslocamento prescrito, esse valor deve ser mantido constante ao
longo de cada incremento, ou sgja, a variacdo de deslocamento nessa coordenada é
nulo paratodas as iteracoes.

Cabe ressaltar que quando se considera a ndo-linearidade fisica (dano) a variavel
utilizada para verificacdo do processo de evolugcdo do dano deve ser mantida
constante durante o procedimento iterativo, sendo atualizada apds cada incremento
de deslocamento. Isso se deve ao fato deste procedimento ndo corresponder ao
Método de Newton-Raphson e sim a um procedimento de previsdo e correcéo. Deste
modo, as variaveis s(D), Modelo de Mazars, e Y; e Y, (modelo de La Borderie) sdo

atualizadas somente apds a convergéncia de cada passo.
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ANEXO B

ANALISE COMPARATIVA ENTRE OS METODOS UTILIZADOS PARA A
INTEGRACAO DAS TENSOES AO LONGO DA ALTURA DA SECAO
TRANSVERSAL

Nas Figuras B.1 e B.2 estdo apresentados os resultados dos deslocamentos verticais
do ponto situado no meio do véo, das vigas do exemplo 1 do capitulo 3,
considerando-se 3 métodos diferentes para integracdo ao longo da altura da secéo
transversal. Para integracdo ao longo do comprimento emprega-se 0 método de

Gauss-Lobatto, 6 pontos. O aco é considerado elastoplastico com encruamento

cinemaético.
MODELODEMAZARS
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Figura B.1- Variacdo do deslocamento vertical em funcdo do método empregado para aintegragéo
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6.0 - MODELO DE LA BORDERIE
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FiguraB.2- Variacdo do deslocamento vertical em fun¢do do método empregado para aintegracéo

Pode-se observar que a partir de n=20, o valor dos resultados obtidos, com 0s
diferentes métodos, ndo apresentam grandes variagOes. Deste modo, na integracéo
das tensbes ao longo da atura da se¢éo transversal, no trabalho, adotaram-se 20

pontos de Gauss-L obatto.

Um estudo similar realizado em placas semi-espessas foi desenvolvido por
NOVOTNY et al (1994).



