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Resumo

PINTO, R, S. Andlise ndo-linear das estruturas de contraventamento de edificios
em concreto armado, 189p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de S&o

Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Neste trabalho sdo discutidos os aspectos inerentes a analise ndo-linear
fisica (NLF) e geométrica (NLG) das estruturas de contraventamento em concreto
armado. O estudo proposto tem como base a andlise estrutural de porticos planos
de concreto armado, desenvolvendo-se uma ferramenta rigorosa capaz de analisar
essas estruturas de forma elaborada e consistente. Com essa ferramenta serdo
avaliadas as reducdes de inércia que ocorrem em porticos planos de concreto
armado, submetidos a diferentes condicbes de carregamento e a diferentes taxas
de armadura, contribuindo para o estabelecimento de estimativas confiaveis dos
efeitos da NLF nessas estruturas. Estes resultados, combinados com o0s
parametros de estabilidade a e y, - capazes de estimar com bastante precisédo os
efeitos devidos a NLG — permitem o estabelecimento de métodos simplificados
para a analise ndo-linear fisica e geométrica das estruturas de contraventamento

de edificios em concreto armado, de grande utilidade para os projetistas.

Palavras-chave: Edificios altos, ndo-linearidade fisica, ndo-linearidade geométrica,

concreto armado, plasticidade.



Abstract

PINTO, R, S. Non-linear analysis of reinforced concrete buildings bracing
structures, 189p. Thesis (Doctorate) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

In this work the inherent aspects to the physical nonlinear analysis (PNL)
and geometric nonlinear analysis (GNL) of reinforced concrete bracing structures
are argued. The considered study is based in the structural analysis of in reinforced
concrete plane frames, developing a rigorous tool capable to analyze these
structures of elaborated and consistent form. Using this tool, inertia reductions that
occurs in reinforced concrete plane frames, submitted the different loading
conditions and the different levels of reinforcement will be evaluated, contributing for
the establishment of trustworthy estimates to the effects of PNL in these structures.
These results, matched with the stability parameters a e y, - capable to estimate
with sufficient accuracy the effects of GNL - allow the establishment of simplified
methods for physical and geometrical non-linear analysis of reinforced concrete

buildings bracing structures, of great utility for the designers.

Key-words: Tall buildings, physical non-linearity, geometrical non-linearity,

reinforced concrete, plasticity.



CAPITULO 1 — INTRODUCAO

1.1. ASPECTOS GERAIS DA ANALISE NAO-LINEAR DE
ESTRUTURAS

A andlise de edificios de concreto armado, com o desenvolvimento dos
microcomputadores, tem sofrido uma transformacéo sensivel em sua metodologia.
Os modelos de célculo elasticos e lineares estdo sendo substituidos por modelos
mais completos, que contemplem de maneira mais fiel o comportamento da néo-
linear da estrutura e do material.

Apesar dos avancos alcancados na analise ndo-linear de estruturas, a maior
parte dos profissionais da area acaba utilizando, como alternativa a realizagdo de
analises ndo-lineares rigorosas, métodos simplificados que fornecam resultados
satisfatorios dentro dos seus respectivos campos de atuacdo. Para esses
profissionais ndo € vantajosa a analise ndo-linear de estruturas com ferramentas
muito elaboradas, pois implicaria em gasto excessivo de tempo sem grandes
beneficios no resultado final. Desse modo, é importante o constante aprimoramento
desses processos simplificados que, conhecidas suas limitagbes, possuem grande
utilidade prética.

Além disso, o acesso dos profissionais de engenharia as ferramentas de
analise ndo-linear, tanto as mais simplificadas quanto as mais rigorosas, deve ser
cada vez mais facilitado, bem como para as instituicbes de ensino de engenharia,
de forma que estas possam oferecer conceitos e métodos mais modernos para
seus alunos.

No trabalho proposto, pretende-se contribuir de forma efetiva a analise nao-

linear das estruturas de contraventamento em concreto armado, estabelecendo-se



ferramentas e métodos para andalise nao-linear fisica e geométrica de forma
rigorosa e consistente.

Pretende-se, ainda, contribuir com o aperfeicoamento dos processos para a
realizagdo simplificada desse tipo de analise, estudando-se de modo sistematico as
ferramentas utilizadas para a estimativa dos efeitos ndo-lineares em estruturas de

contraventamento em concreto armado.

1.2. OBJETIVOS E JUSTIFICATIVAS

A resposta das estruturas de concreto armado, submetidas a
carregamentos diversos, tem sido objeto de estudos desde que o concreto
comecou a ser amplamente utilizado como material na engenharia. No projeto
estrutural dos edificios altos é extremamente importante uma correta avaliacdo da
resposta estrutural, considerando-se os efeitos néo-lineares da geometria da
estrutura e da reologia do material na analise estrutural. De fato, os deslocamentos
e esforgos da estrutura sdo determinados pelo carregamento, pelos os efeitos
decorrentes da mudanca de posi¢cdo da estrutura no espaco — nao-linearidade
geométrica — e pelos comportamento néo-linear do concreto armado — néo-
linearidade fisica.

No projeto de edificios altos a rigidez lateral das estruturas exerce, de modo
especial, grande importancia estrutural e normativa. Desta dependem a
determinagéo dos estados limites de utilizacdo, a avaliacdo da estabilidade global
das estruturas e ainda a determinacao dos parametros para o projeto de estruturas
submetidas a a¢es sismicas e de vento.

Observa-se que a correta avaliagdo do comportamento estrutural implica na
utilizagdo de ferramentas de analise capazes de descrever os efeitos decorrentes
da nado-linearidade geométrica (NLG) e da nado-linearidade fisica (NLF).

Nos ultimos anos, com o avango dos computadores pessoais, 0S conceitos
nao-lineares comecam e ser introduzidos no meio técnico de forma gradativa. No
entanto, o emprego da andlise ndo-linear ndo requer apenas o desenvolvimento de
ferramentas mas, principalmente, a formacdo de profissionais capazes de

empregar com seguranca esse tipo de analise. Esta ndo é a realidade atual do



meio técnico de modo geral, pois a maior parte das Escolas de Engenharia ndo
apresenta os conceitos ndo-lineares durante os cursos de graduacao.

Por isso, ainda nos dias de hoje, a forma mais frequente de se analisar uma
estrutura é através da analise elastica e linear, baseada na lei de Hooke e no
equilibrio da estrutura indeformada, estimando-se os efeitos ndo-lineares da
estrutura através de procedimentos simplificados. Isso acontece porque o0s
modelos lineares sdo de mais facil compreensdo, é valida a superposicdo de
efeitos, além do fato de que os procedimentos para tratamento dos resultados,
dimensionamento e verificacdo sdo amplamente conhecidos.

Nesse contexto, o presente trabalho apresenta como objetivos bésicos o de
contribuir para a analise nao-linear rigorosa das estruturas de edificios em concreto
armado, considerando-se a ndo-linearidade fisica do material e a nédo-linearidade
geométrica da estrutura, através da implementacdo uma formulacdo para andlise
ndo-linear de porticos planos capaz de descrever o comportamento estrutural de
forma eficiente e precisa.

Pretende-se, ainda, contribuir para o estabelecimento de procedimentos
simplificados seguros para a avaliacdo dos efeitos ndo-lineares nas estruturas de
concreto armado. De modo especifico, contribuir para o estabelecimento do valores
do produto de inércia (EI) que devem ser empregados na analise das estruturas de
contraventamento para simular a perda de rigidez devida a NLF.

Para atingir os objetivos propostos serd realizado um estudo baseado na
andlise estrutural de pérticos planos, desenvolvendo-se uma ferramenta rigorosa
capaz de analisar as estruturas planas de concreto armado de forma elaborada e
consistente. Com essa ferramenta serdo obtidas informacdes acerca das rigidez
lateral dos porticos de concreto armado, o que possibilitar4 a afericdo das reducdes
de inércia a serem utilizadas nos projetos usuais de edificios.

Esse estudo das reducbes de inércia € uma continuacdo do trabalho de
mestrado do autor, PINTO 1997, onde foram observados muitos aspectos a serem
esclarecidos neste assunto, que € de interesse tanto para 0s projetistas de
concreto armado, quanto para o meio cientifico empenhado na normalizacdo dos
processos simplificados para andélise nao-linear.

De modo sisteméatico, os objetivos do trabalho proposto ficam estabelecidos
do seguinte modo:

a) Desenvolvimento de uma ferramenta para andlise néo-linear de

estruturas planas de contraventamento em concreto armado;



b) Estudo da inércia efetiva para vigas e pilares que devem ser utilizadas
em procedimentos simplificados para a consideracdo da NLF nos porticos planos
em concreto armado;

c) Reunir os resultados referentes os procedimentos para consideragao
simplificada da NLG, conforme PINTO 1997, com aqueles referentes a NLF,
obtidos no presente trabalho, em uma proposta concreta para a realizagéo de uma

analise estrutural simplificada.
1.3. ORGANIZACAO DO TRABALHO

No capitulo 2 sdo apresentadas e comentadas as diferentes propostas
existentes na literatura para a consideragao simplificada da NLF e da NLG.

No capitulo 3 é apresentada uma formulagéo para anélise nao-linear fisica e
geomeétrica de porticos planos em concreto armado. Esta formulacéo,
implementada em um programa de computador, € aferida com resultados da
literatura afim de ser utilizada no decorrer do trabalho.

No capitulo 4 realiza-se um estudo paramétrico analisando-se as estruturas
de nove porticos com um pavimento e nove porticos com seis pavimentos. Os
resultados obtidos com o processamento ndo-linear dos porticos, considerando-se
taxas de armaduras que vdo desde o minimo estabelecido em norma até o
maximo, sdo comparados com o0s procedimentos simplificados propostos na
literatura. Assim, pode-se avaliar as variaveis que mais influem na perda de rigidez
lateral das estruturas, avaliando-se qualitativa e quantitativamente o fenémeno.

No capitulo 5 realiza-se um estudo de pérticos com dimensbes e
carregamentos mais proximos dos usualmente projetados. Sao analisados trés
pérticos com um seis pavimentos, trés porticos com oito pavimentos e trés poérticos
com treze pavimentos. Comparando-se 0s resultados obtidos do processamento
ndo-linear destes porticos, com aqueles obtidos através dos procedimentos
simplificados da literatura, pode-se avaliar quais procedimentos melhor descrevem
as estruturas usuais de edificios.

Por fim, no capitulo 6, sdo apresentadas as conclusbes gerais e as

sugestdes para o desenvolvimento de trabalhos futuros.



CAPITULO 2 — ANALISE NAO-LINEAR SIMPLIFICADA :
PRESCRICOES NORMATIVAS

2.1. INTRODUCAO

No célculo estrutural de edificios altos em concreto armado deve-se estar
atento ao comportamento ndo-linear da estrutura. Isso porque a mudanca de
posicéo da estrutura no espago e o comportamento ndo-linear do concreto e do ago
fazem com que as estruturas oferecam uma resposta bem diferente daquela obtida
segundo um processamento elastico-linear.

Os efeitos ndo-lineares se dividem, segundo a sua nhatureza, em efeitos
devidos a mudanca de posicdo da estrutura no espago, conhecidos por ndo-
linearidade geométrica (NLG), e aqueles referentes ao comportamento nao-linear
do material, conhecidos por néo-linearidade fisica (NLF).

A determinagcdo dos efeitos ndo-lineares nas estruturas de
contraventamento requer o emprego de ferramentas mais elaboradas de analise
estrutural que considerem os efeitos da NLG e da NLF. Esse tipo de analise,
normalmente, implica em um gasto de tempo muito maior que aquele necessario
para realizacdo de uma andlise elastico-linear, apesar do desenvolvimento dos
microcomputadores. Além disso, para utilizagdo dos programas e andlise dos
resultados ndo-lineares, deve-se contar com engenheiros familiarizados com a
andlise ndo-linear. Estes aspectos tornam a andlise ndo-linear dispendiosa para ser
utilizada pelos escritérios de projeto.

Apesar das estruturas de contraventamento em concreto armado sempre
apresentarem uma resposta nao-linear quando solicitadas, nem sempre é

necessaria a realizacao de analises que contemplem os efeitos da NLF e NLG. De



fato, para as estruturas muito rigidas os acréscimos nos esforcos e nos
deslocamentos devidos aos efeitos n&o-lineares geométricos, podem ser
desprezados. Segundo o CEB-FIP/MC 90 (item 6.7.3.1.3) um edificio pode ser
considerado de nos fixos se os efeitos devidos a deslocabilidade horizontal da
estrutura resultam em acréscimos inferiores a 10% nos momentos fletores
relevantes, obtidos de uma analise elastico-linear. Esse critério, conhecido como
condicdo de imobilidade dos nés, é amplamente aceito no meio técnico em virtude
das incertezas que existem quanto as acdes de vento atuantes na estrutura e em
relacdo a outros parametros importantes. Deve-se ressaltar que a deslocabilidade
horizontal das estruturas de contraventamento em concreto armado esta
intimamente relacionada com os efeitos ndo-lineares devidos a NLF e NLG.

Para avaliar a sensibilidade da estrutura aos efeitos ndao-lineares
geomeétricos, tém-se pesquisado parametros capazes de estabelecer a importancia
desses efeitos na modelagem das estruturas de edificios, indicando a necessidade
ou ndo de se realizar uma analise ndo-linear.

Alguns desses parametros, além de indicar a sensibilidade da estrutura aos
efeitos ndo-lineares geométricos, podem até mesmo ser empregados, em conjunto
com as devidas redugdes na inércia da estrutura, para estimar, com boa preciséo,
os resultados obtidos em uma analise nado-linear, a partir daqueles obtidos na
analise elastico-linear.

Este tipo de analise, onde os efeitos ndo-lineares sdo estimados a partir dos
resultados elastico-lineares, majorando-se os esfor¢cos e minorando-se a rigidez da
estrutura, serdo doravante denominados de Andlise Nao-linear Simplificada. Estes
processos simplificados para andlise ndo-linear, conhecendo-se seus respectivos
campos de aplicacdo e sua precisdo, sdo de extrema utilidade pratica para o
projeto de edificios em concreto armado, uma vez que agilizam o desenvolvimento
do projeto estrutural sem perda significativa na preciséo dos resultados.

Neste capitulo serdo abordados os métodos para avaliagdo da estabilidade
global das estruturas, bem como os instrumentos disponiveis para a estimativa dos
efeitos ndo-lineares fisicos e geométricos das estruturas de contraventamento de

edificios em concreto armado.



2.2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A busca de se estabelecer ferramentas destinadas a realizacdo de uma
analise ndo-linear simplificada das estruturas de contraventamento em concreto
armado tem sido objeto de estudo no mundo inteiro. Pode-se, conceitualmente,
dividir estes estudos em dois ramos que se complementam: O estudo de
parametros para estimativa dos efeitos devidos ao deslocamento horizontal da
estrutura (NLG) e estudo para estimativa das inércias efetivas dos elementos
estruturais (NLF).

No tocante as considerac¢des simplificadas para a consideracdo da NLG,
tem-se pesquisado critérios seguros e de facil implementacédo pratica que permitam
classifica-las quando ao grau de mobilidade: estruturas de ndés moveis ou de nds
fixos. BECK & KONIG (1966) propdem o parametro a, como uma grandeza capaz
de avaliar a sensibilidade da estrutura em relacdo aos efeitos da NLG. O modelo
proposto considera um pilar engastado na base, com uma carga vertical distribuida
ao longo de toda a sua altura, supondo-se para 0 mesmo um comportamento

elastico-linear. O parametro fica, entdo, definido do seguinte modo:

a=HQ= (2.1)

onde:
H = altura total do pilar
F, = carga vertical caracteristica no pilar

El= produto de rigidez

Segundo a teoria desenvolvida por BECK, para a superior a 0,60 torna-se
necesséria a consideracao dos efeitos devidos a NLG no pilar.

Posteriormente, este conceito foi estendido por FRANCO (1985a) para o
caso de edificios altos, uma vez que pode-se associar um edificio alto a uma
coluna engastada na base, com os pavimentos tipo conferindo as cargas verticais o

carater de carregamento uniformemente distribuido (figura 2.1).
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Figura 2.1 - Analogia entre um edificio alto e uma coluna engastada na base
Adaptada de CARMO (1995)

Para que se possa efetuar esta analogia, no entanto, deve-se estender as
estruturas dos edificios altos os conceitos de produto de rigidez equivalente (Eleg) €
parametro de forma da linha eléstica ().

Considere-se  uma estrutura submetida a uma acao horizontal
uniformemente distribuida g4 € seja ag 0 deslocamento horizontal do topo (figura
2.2). O produto de rigidez Ele, € aquele equivalente a uma estrutura prismatica
engastada na base, de modulo de rigidez E constante ao longo de sua altura H,
que sob a acao de gqq apresenta 0 mesmo deslocamento a4 no topo.

Recorrendo-se entdo a expressdo da linha elastica correspondente a um

pilar engastado na base com uma acéo lateral uniformemente distribuida, tem-se:

— qd XII4
Elgg = 2.2
“ 8xay (2.2)
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Figura 2.2 - Produto de rigidez equivalente para uma estrutura qualquer
Adaptada de FRANCO (1985a)



Na estimativa do El.; devem ser computados todos os elementos que
contribuem para a estabilidade da estrutura. Portanto, além da consideracdo de
elementos isolados, principalmente ndcleos e pilares paredes, deve-se também
considerar os particos planos constituintes da estrutura, pois estes contribuem para
um contraventamento eficiente.

Seja 0,4 0 deslocamento horizontal, referente a andlise eléstico-linear, do
ponto de aplicagcdo da resultante das cargas verticais de intensidade Py. Define-se

o parametro de forma da linha elastica como sendo:

(2.3)

Esse parametro pode ser facilmente calculado para estruturas regulares em

casos particulares importantes (figura 2.3).

Pilar Parede Associacao Pértico

Par.do
2°grau

O
\
\
\
\
\
\
\
\
\
|

(b) (©)
Figura 2.3 - Casos particulares importantes de | para estruturas regulares
Adaptada de FRANCO (1985a)

FRANCO (1985a) apresenta os seguintes resultados na avaliacdo do .
estruturas com contraventamento em pilar parede (=0,4 , estruturas com
contraventamento misto {=0,5 e estruturas com contraventamento em portico
P=0,67. O parametro de forma permite que se possa conhecer melhor o
comportamento global da estrutura, indicando o modo como se desloca
horizontalmente segundo o tipo de contraventamento predominante na mesma.

Alguns valores de a;n,, para edificios de varios pavimentos, foram propostos
por alguns pesquisadores de forma a viabilizar a sua utilizacao.

De acordo com o CEB (1977), para edificios de véarios pavimentos, tem-se:
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im<0,2+0,1n; paran<3

Oim < 0,6 paran =4

onde n € o nimero de pavimentos do edificio.

Esta definicdo de a;, pressupde que o contraventamento seja constituido
exclusivamente por pilares-parede, visto que se despreza a influéncia das vigas,
além disso, o valor a;,=0,60 foi obtido considerando-se y; = 1,5. FRANCO (1985a)
demonstra que para y¢ = 1,4 tem-se a;, = 0,70, considerando-se a seguinte

reducdo de inércia para a estrutura:
[El.,), =07(El,), (2.4)

onde:
(Eleg)a = produto de rigidez equivalente no estado limite Gltimo,

(Eleg)x = produto de rigidez equivalente caracteristico.

Ainda no mesmo trabalho, apresenta valores limites do parametro a
dependentes do tipo de contraventamento predominante na estrutura. Esses
valores limites sdo obtidos através da condi¢cdo generalizada de imobilidade dos
nés, definida por FRANCO (1985a) como:

2
Qlim < 11y (2.5)

Partido-se do parametro de forma da linha elastica pode-se estabelecer
valores limites de a em funcdo do tipo de contraventamento predominante na
estrutura. Os resultados obtidos para estruturas regulares, séo:

Oim £ 0,7; contraventamento em pilares-parede;

aim £ 0,6; contraventamento misto (pilares-parede + porticos ou

associacoes de pilares parede).
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im £ 0,5; contraventamento em portico;

Deve-se ressaltar que todos esses valores limites de a foram obtidos
considerando-se, para simular o efeito da perda de rigidez da estrutura devida a
NLF, como valida a relacéo (2.4).

VASCONCELOS (1987) sugere uma varia¢do de a;, em fun¢gdo do nimero

de pavimentos n, dada por (para n = 1):

i, = —— (0,88 - 0,44 x107014") (2.6)

V12

Na analise de edificios altos, o parametro a serve como um indicador da
necessidade ou ndo de se levar em conta o efeito da NLG para o projeto da
estrutura. Assim, pode-se desprezar o efeito da NLG quando o valor calculado de a
for menor que ;. I1SSO equivale a dizer que os esforgos totais ndo-lineares nao
ultrapassam em 10% aqueles referentes a andlise elastico-linear (condigdo de
imobilidade dos nés).

FRANCO & VASCONCELOS (1991) propbem, em substituicio ao
parametro a, o parametro y, como um coeficiente majorador dos esforcos obtidos
em uma analise elastico-linear para a obtengéo dos esforgos finais na estrutura. O

parametro y, € definido como se segue:

1
= - 2.7
l_
Mld
onde:
AMy = acréscimos de momentos devido ao deslocamento horizontal da
estrutura

M4 = momento atuante na estrutura indeslocada

CARMO (1995) estabeleceu a seguinte relagdo empirica entre o0s

parametros a e Y,, apos a andlise de 30 estruturas correntes:

y, =090 +052a -062a2 +0 464> (2.8)
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GRAZIANO (1998) encontrou uma expressao analitica relacionando a e y;:

2 R

2

= 2.9
yz |:yfv ( )

onde yy € o coeficiente de seguranga aplicado ao carregamento vertical da
estrutura, devidamente analisado por FRANCO & VASCONCELOS (1991) e
PINTO (1997).

CARMO (1995) estudou, ainda, uma amostra contendo sete prédios, nos
quais se comparou os resultados de analises com a consideragdo da NLG, com os
obtidos pelo processo P-A e pelo método simplificado (utilizando-se o coeficiente
Y.). Essa comparacao envolveu, principalmente, o deslocamento no topo do edificio
e os esfor¢cos ao longo da estrutura. Como conclusdo de seu trabalho, CARMO
(1995) considera a utilizacdo do coeficiente y, satisfatoria dentro de certos limites,
conforme indicam FRANCO & VASCONCELOS (1991). No entanto, para o
universo das estruturas analisadas em seu trabalho, percebe-se uma tendéncia a
se avancar na utilizacdo desse processo para além do limite 1,2, proposto por
FRANCO & VASCONCELOS (1991). Além disso, verificou-se que o valor do
coeficiente y, pode, para os niveis superiores do edificio, indicar acréscimos de
esforgos superiores aos obtidos pelo processo rigoroso e pelo processo P-A.

PINTO (1997), analisou 25 edificios de concreto armado através do
processo simplificado, onde os esfor¢cos da analise elastico-linear sdo majorados
pelo y,, e um processo mais rigoroso, no qual a NLG € considerada através de
alteracdes incrementais na matriz de rigidez. Em ambos os procedimentos, a NLF
foi considerada através de reducdes na inércia dos elementos estruturais. Os
esforcos obtidos através desses dois procedimentos de analise nao-linear
geométrica foram comparados para a estrutura como um todo e para 5 faixas ao
longo da altura, aferindo-se, assim, a acuidade do processo simplificado.

Os resultados obtidos indicam que:

1) Para os esforcos normais, considerando-se a estrutura global, os
acréscimos devidos aos efeitos ndo-lineares mostram-se proximos ao y,, mesmo

para valores elevados desses acréscimos.
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2) Os acréscimos de momentos fletores nos pilares se mostram,
considerando-se a estrutura como um todo, proximos ao y, até para valores
elevados do parametro. Para valores de y, entre 1,15 e 1,20 comegam a aparecer
diferencas da ordem de 3% contra a seguranca. Acima de 1,20, as diferengas
tendem aumentar para valores acima de 5%, sendo que a maioria destas se mostra
contra a seguranca.

3) Considerando-se o comportamento ao longo da altura, os acréscimos de
momentos fletores se apresentam menores que o Yy, para trechos de pilares
proximos a base. Para os trechos intermediarios, 0os acréscimos sdo maiores que
0s previstos pelo vy, voltando a ser menores nos trechos préximos ao topo.

4) Os esforcos nas vigas, esforcos cortantes e momentos fletores,
apresentam comportamentos semelhantes entre si. Analisando-se a estrutura
globalmente, as diferencas sdo da ordem de apenas 3% contra a seguranca,
mesmo para valores de y, acima de 1,25.

5) Considerando-se o comportamento ao longo da altura, esses esforgos
apresentam-se ora a favor ora contra a seguranca para as pecas proximas a base.
Sendo que somente para Yy, acima de 1,3 aparecem diferengas contra a seguranca
da ordem de 7% nessa regido. Para as pecas situadas nas regides intermediarias,
a estimativa do y, mostra-se contra a seguranc¢a, com diferencas acima de 5% para
Y, maior que 1,3. Finalmente, para pecas proximas ao topo a estimativa através do
Y, Volta a estar a favor da seguranca.

De todos os resultados obtidos, pode-se concluir que a utilizacdo do
parametro y, € satisfatéria dentro de certos limites, sendo que o valor de 1,2,
estabelecido por FRANCO & VASCONCELOS (1991), parece ser realmente o mais
adequado. O estabelecimento de um limite superior a 1,2 deve ser evitado,
levando-se em conta o fato de que nas faixas intermediarias, onde os valores dos
esforcos devidos a acao horizontal sdo maiores, a estimativa se mostra contra a
seguranca. Nessas faixas, deve-se considerar ainda que o0s acréscimos de
esforcos apresentam maior dispersdo em torno da média, 0 que concorre para a
diminuicéo da seguranca.

Deve-se ressaltar que a utilizacdo dos parametros a e y, requer a aplicacdo
de coeficientes que simulem a perda de rigidez da estrutura devida ao

comportamento ndo-linear dos materiais (NLF).
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As pesquisas referentes a consideracdo simplificada da NLF tém buscado
encontrar valores mais realistas para o produto de inércia (El) dos elementos
constituintes da estrutura, no lugar de se considerar a secdo bruta ou a secao
fissurada para os elementos estruturais. MACGREGOR (1993) propde a existéncia
de dois conjuntos de valores para o produto de inércia efetivo (Elg): um para a
realizagdo de uma analise global da estrutura e outro para a analise de membros
isolados. Isso é razoavel, considerando-se que as deflexdes laterais na analise de
uma estrutura sao afetadas pela rigidez de todos os seus membros, os valores de
El¢s devem se aproximar do valor médio representativo desses elementos
estruturais. Por outro lado, quando se lida com a estabilidade de um membro
individual, o valor de Elg utilizado deve ser um limite inferior seguro para o
elemento.

Na tentativa de se estabelecer valores de Elg para a analise global da
estrutura, KORDINAEIe HAGEEI apud MACGREGOR (1993) estudaram a variagéo
de rigidez para véarios membros de poérticos sujeitos a momentos devidos a
carregamentos gravitacionais, carregamentos laterais e uma combinagdo dessas
duas acoes.

As figuras 2.4a, 2.4b e 2.4c, adaptadas de HAGE? apud MACGREGOR
(1993), mostram a variacdo no valor de Elg para vigas T a medida que se
incrementa o carregamento.

A figura 2.4a considera momentos devidos a carregamentos gravitacionais
(p). O termo n é o quociente entre 0 momento de engastamento perfeito e o

momento nominal resistido pela viga (Mp):
n=—~0n— (2.10)

Pode-se observar que, para pequenos carregamentos, o Elg excede um
pouco o valor do produto de inércia da secdo bruta de concreto (Eclg), devido a
presenca da armadura. A medida que o valor de n aumenta, devido ao

aparecimento de fissuras, o Els se aproxima de 0,4 Eclg. A figura 2.1a foi obtida

! KORDINA, Karl, "Cracking and Crack Control". Planning and Design of Tall Buildings, Proceedings
of 1972 ASCE-IABSE International Conference, V. lll, 1972, pp. 721-722.

2 HAGE, Sven E., e MCGREGOR, James G., "Second order Analysis of Reinforced Concrete
Frames", Structural Engineering Report No. 9, Department of Civil Engineering, University of Alberta,
Edmonton, Oct. 1974, 331 pp.
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para uma secdo transversal particular. No entanto, os autores afirmam que se
mantém a mesma tendéncia para outros tipos de secdes transversais, inclusive

secdes retangulares.

12
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TT T T V7T 7171
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Figura 2.4a - Variagdo de rigidez para vigas T submetidas a momentos devidos a carregamentos
gravitacionais. Adaptada de Hage apud MacGregor

A figura 2.4b ilustra o comportamento da viga quando submetida a
momentos devidos a carregamentos laterais. O termo p é 0 quociente entre o
momento na extremidade devido ao carregamento lateral e o momento nominal
resistido pela viga. Novamente o Ele se aproxima de 0,4 Eclg, a medida que p se

aproxima de 1,0, A figura 2.4c mostra combinacfes de n e L.

Extremidade
direita

. \
Extremidade [y
esquerda \

o

[ ]
rTTrTrrrrid

\

T

Q
N
1]
e
_]
w’/

T

Figura 2.4b - Variagdo de rigidez para vigas T submetidas a momentos devidos a carregamentos
laterais. Adaptada de Hage apud MacGregor
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Figura 2.4c - Variacao de rigidez para vigas T submetidas a momentos devidos a carregamentos
gravitacionais em combinacdo com carregamentos laterais. Adaptada de Hage apud MacGregor

Graficos semelhantes aos anteriores foram obtidos para outras secdes
transversais, incluindo se¢des retangulares.

Uma vez estabelecido o valor do Ele para vigas, HAGE? obteve o valor do
Eles para colunas, recalculando porticos de concreto armado cujas deflexdes
laterais haviam sido determinadas em ensaios de laboratorio. Obteve como
resultado um valor de Elg proximo de 0,8 Eclg.

Baseados nesses estudos MACGREGOR & HAGEEI apud MACGREGOR
(1993) propdem que se considere para as vigas Ele = 0,4 Ecly € para os pilares Ele
= 0,8 Eclg.

FURLONGDapud MACGREGOR (1993) propds que o Elg de vigas T seja
tomado como o El total da alma, mas ndo menos que metade da inércia
correspondente a da secdo T. Para colunas localizadas nos niveis inferiores, ele
sugeriu Eleg = 0,6 Eclg, enquanto que para colunas dos niveis superiores propos Eles
= 0,3 Eclg.

DIXONEIapud MACGREGOR (1993) recalculou 13 porticos que haviam sido
testados experimentalmente, utilizando um programa que permitia uma analise ndo
linear. Baseado nos resultados de HAGE? assumiu Elg = 0,5 E.ly para as vigas.
Utilizando essa rigidez para as vigas, a rigidez das colunas que conduziu a melhor
estimativa dos deslocamentos laterais medidos, de modo conservativo, foi El; = 0,5
Eclg.

3 MCGREGOR, James G., e HAGE, Seven E., "Stability and Design of Concrete Frames". Journal of
Structural Division, ASCE, v. 103, No. ST10, Oct 1977, pp 1953-1970.

4 FURLONG, Richard W., "Frames with Slender Colums-Lateral Loads Analysis". CRSI Professional
members Structural Bulletin No. 6, Mar. 1980, 10pp.

5 DIXON, D. G., "Second-Order Analysis of Reinforced Concrete Sway Frames". M.A.Sc. Thesis,
Department of Civil Engineering, University of Wateloo, Ontario, 1985, 230pp.
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MCDONALDEIapud MACGREGOR (1993) produziu relagbes momento nas
extremidades x rotagdo para vigas T, lajes armadas em uma diregdo e colunas.
Para vigas T, com 1,2 % de armadura, o coeficiente de reducéo do Eclg variou de
0,37 a 0,44. Para lajes armadas em uma uUnica direcdo, com 0,5 % de armadura,
esse coeficiente variou de 0,16 a 0,22. Para colunas, o coeficiente de reducao
variou de 0,66 a 0,89. Baseado nesses resultados, MCDONALD prop6s valores de
coeficientes de reducdo iguais a 0,42 , 0,2 e 0,7 para vigas T, lajes armadas em
uma Unica direcao e pilares, respectivamente.

Observa-se um certo grau de variabilidade nos valores de Elg indicados
para projeto pelos autores anteriormente citados.

MACGREGOR (1993) propbe ainda a adocdo de um fator de reducao para
os valores de Elg dado por ¢ = 0,875. Essa reducdo permite levar em conta a
variabilidade nas deflexdes laterais, resultante de simplificagdes na modelagem das
estruturas e da incerteza quanto aos valores reais de E. e da inércia efetiva (l¢f).

FRANCO (1995) considera que essa reducdo sO faz sentido para a
formulacdo geral do ACI 318/89 e indica os valores de lg considerados para a
proxima edi¢cdo da Norma Brasileira (NB-1). O texto provisorio da NB-1 prescreve
gue para as vigas com armadura nas duas faces da secao transversal, deve-se
adotar l¢s = 0,5 Ig; para vigas armadas em apenas uma face l¢ = 0,4 |g; para os
pilares les = 0,8 Ig; e para as lajes I = 0,3 I;. FRANCO & VASCONCELOS (1991)
propdem ainda, como alternativa, a adogdo de um valor unico de l¢ = 0,7 Iy para
vigas e pilares.

PINTO (1997) estudou vigas com diferentes taxas de armadura,
processadas no LUSASIZI através de modelos planos. Para as vigas obteve-se uma
variagdo nos valores de El¢ entre 0,4 Ecly e 0,64 Eclg, sendo que os valores mais
baixos correspondem a vigas com armaduras em uma Unica face, e os maiores as
vigas com armadura nas duas faces. Em conformidade, portanto, com a indicacéo
do texto base da NB-1. Foram estudados também, alguns pilares curtos, onde se
pudesse desprezar os efeitos devidos a NLG. Para estes, obteve-se uma variacao
nos valores de El¢ de 0,72 Eclg a 1,26 Eclg, conforme sejam maiores ou menores 0s

valores momentos fletores a que estdo submetidos.

6 MCDONALD, Brian E., "Second Order effects in Reinforced Concrete Frames". M.A.Sc. Thesis,
Department of Civil Engineering, University of Wateloo, Ontario, 1986, 257pp.

" Software produzido na Inglaterra pela FEA (Finite Element Analysis Ltd), capaz de realizar analises
ndo-lineares através do método dos elementos finitos.



18

Por fim, analisou-se um portico plano com o mesmo modelo plano utilizado
na andlise dos pilares e das vigas. O resultado indica que dentre os valores
propostos na literatura, os que mais se aproximam dos resultados obtidos no
modelo plano processado no LUSAS, sdo aqueles propostos no texto base da NB-
1. Entretanto, trata-se de um Unico exemplo analisado considerando-se somente a
NLF, devendo esse resultado ser avaliado com cautela.

SHURAIN (1997) avaliou a rigidez lateral de 9 pérticos compostos por trés
membros: dois pilares e uma viga. Neste trabalho € apresentada a grande variacado
gue ocorre no Elg dos membros constituintes da estrutura. De fato, quando um
portico atinge a ruptura, somente as sec¢fes criticas atingem o colapso. A maioria
delas permanecem pouco fissuradas apresentando Ele maior que o Eclg.

Duas indicagdes para redugdo de inércia sdo analisadas:

1) Ele¢ = 0,5 Eclg para as vigas e Elg = Ecly para os pilares;

2) Elg = Ecler para as vigas e Elg = 0,4 Eclg para os pilares; sendo I a

inércia da secdo fissurada.

SHURAIN (1997) indica que a utilizacdo de El¢ = 0,5 Ecly para as vigas e
Eles = Eclg para os pilares, resulta em bons resultados em servigo. A utilizagéo de
Eles = Ecler para as vigas e Elg = 0,4 Eclq apresenta bons resultados somente para o
colapso de pérticos com baixas taxas de armadura.

No tocante a inércia efetiva para a andlise de membros isolados, tém-se
pesquisado expressbes que permitam uma estimativa simples e segura do Ele
desses elementos. Esses valores séo utilizados, em geral, em métodos
aproximados para o dimensionamento dos elementos. E o caso, por exemplo, da
aproximacao adotada pelo ACI Building Code para o dimensionamento de pilares
esbeltos. Este método utiliza o carregamento axial obtido de uma andlise elastico-
linear e um momento majorado, que inclui os efeitos referentes & NLG devidos ao
deslocamento horizontal da coluna. A eficicia do processo esta diretamente ligada
a uma correta previsao do El para o elemento.

Esta determinacdo pode ser feita segundo as expressdes do ACI Building
Code (ACI 318-89 eqg. 10-10 e 10-11) :

0.2E.l, +E.I
(02E, +E,l.) ACI 318-89 eq. (10-10)

Elg
1+

ou



19

04E._l
El, =<9 ACI 318-89 eq. (10-11)
1+4;

onde:

B4 = quociente entre a parcela permanente do carregamento total e o carregamento
total aplicado; E. = Mddulo de elasticidade do concreto; I = momento de inércia da
sec¢do bruta de concreto armado em relac@o ao centréide da secao transversal, lse=
momento de inércia da s barras de aco em relacdo ao centroide da secao
transversal; Es = Mddulo de elasticidade longitudinal do ago.

MIRZA (1990) analisou cerca de 9500 colunas retangulares modeladas
teoricamente. Estes resultados forneceram dados que permitiram a determinagéo
de expressfes para calculo de Ele. Ainda no mesmo trabalho, Mirza comparou os
resultados tedricos com os obtidos através das expressdes do ACI 318-89.
Observa-se nesta comparagdo que, em média, os valores do ACI estdo em acordo
com os valores tedricos. Entretanto, para um ndamero significativo de colunas estes
valores divergiram substancialmente desses resultados. Conclui-se ainda que os
valores dados pelo ACI estdo, em geral, cerca de duas vezes maiores que 0S

propostos por Mirza. MIRZA (1990) propde as seguintes expressoes :

alEclg +Es|se

Bl = =075 B (2.11)
onde

a, =[0.27 +0.003(L/h)-0.3(e/h)] 2 0 (2.12)
ou alternativamente

a, =[0.3-0.3(/h)z0 (2.13)

sendo L = altura ndo contraventada da coluna, h = altura da secéo transversal, e =
a maior excentricidade nas extremidades, Bq, Ec, lg, Es, lse S80 0S mesmos das
equacles 10-10 e 10-11.

Com o objetivo verificar a validade das expressdes 10-10 e 10-11 do ACI
318-89 para colunas com secao circular, SIGMON & AHMAD (1990)

desenvolveram um modelo para analise em computador deste tipo de coluna. O
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resultado deste estudo forneceu expressbes parametrizadas para determinacdo do
Ele de colunas circulares na fissuracdo, e no estado limite dltimo de deformacao
0.003 no concreto. Observou-se ainda, que na maioria dos casos as expressfes do
ACI superestimam os valores tedricos de Ele.

As expressoes determinadas para colunas circulares séo :

Fissuracdo : P/Py<0.6

El/Ecly =061Jw -024(P/P,) +074 (2.14)
Deformacao 0.003 no concreto : P/Py, < 0.6
Ely /E,l, =053vVw —054(L -P/P,)* +050 (2.15)

onde: w = pfy/f'c, p = As/Ay, P/Py = quociente entre o carregamento aplicado e a
maxima capacidade resistente, Py = 0.8 f':Ac+ fyAg;, f'c = resisténcia a compresséo
do concreto, f, = tenséo de escoamento do ago, Ay = area bruta da secéo
transversal, Ag = area de aco, A; = Ag-Ast.

ZENG at all (1992) desenvolveram expressdes para o calculo do Elg de
membros individuais, baseados nas relagcbes momento x curvatura. Foram
efetuadas comparacdes de resultados obtidos em testes de laboratério, com as
expressdes do ACI e com as desenvolvidas por MIRZA (1990). O resultado destas
comparacbes mostra que as relacbes propostas neste trabalho, para colunas
retangulares, se adaptam melhor aos resultados experimentais que as equacodes
do ACI, tanto para carregamento Ultimo quanto para carregamento de servico.

As equacdes desenvolvidas séo :

El; =@ +03y,)(Pe’)/(a®,) (2.16)
sendo :

®,d =(07 +28&) x107° +f, /E, (2.17)

v, = (b —b)n /(od) (2.18)
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a, =0.75+1.25(P/P, ) +0.2(e/h) (2.19)
&=p x/d (2.20)

onde: e = excentricidade da forca aplicada em relacdo a armadura menos
comprimida, e = excentricidade da for¢a aplicada em relagdo ao CG da secédo
transversal, b = largura da secdo, b; = largura da flange tracionada, (3; = fator de
equivaléncia de bloco retangular definido no ACI 318-89, x = profundidade da zona
comprimida da secéo, d = distancia entre a fibra mais comprimida e o centroide da
armadura tracionada, P/P,, = quociente entre o carregamento aplicado e a maxima
capacidade resistente, h; = altura da flange tracionada, f, = tensdo de escoamento
do aco, Es = Mddulo de elasticidade do aco.

Observa-se uma grande quantidade de trabalhos publicados referentes ao
estudo de ferramentas simplificadas para a analise ndo-linear das estruturas de
edificios em concreto armado.

No entanto, ainda existe uma caréncia de trabalhos referentes a
determinag&o dos valores de El para a andlise global da estrutura. A maior parte
dos trabalhos se refere ao estudo de membros isolados (vigas e pilares), havendo
poucos trabalhos que considerem os porticos planos constituintes da estrutura. A
lacuna existente fica evidenciada pela grande variabilidade nos valores de Elg

propostos na literatura.
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2.3. CONCLUSOES E COMENTARIOS

A determinacdo de parametros para avaliacdo dos efeitos néo lineares nas
estruturas de edificios em concreto armado tem sido objeto de vérios estudos
desde a década de 60. Estes estudos se dividem, segundo a natureza dos efeitos
nao-lineares, em: consideracao simplificada da NLG e consideracéo simplificada da
NLF.

Para consideracdo simplificada da NLG sdo propostos dois parametros: o
parametro o e parametro y,. O pardmetro a é um parametro que indica a
necessidade ou ndo da realizacdo de uma analise nédo-linear, conforme supere ou
ndo o valor limite estabelecido para cada tipo de estrutura, ndo apresentando
informacdes sobre a magnitude dos acréscimos de esfor¢cos devidos aos efeitos
nao-lineares. O parametro y, apresenta uma grande vantagem sobre o parametro
o, pois permite uma estimativa confiavel dos acréscimos de esforcos obtidos em
funcdo da NLG, dentro de determinados limites. PINTO (1997) analisou a eficiéncia
do parametro v,, indicando sua utilizacdo com seguranca até o limite de 1,20, em
conformidade com FRANCO & VASCONCELOS (1991).

A consideracdo da NLF no parametro a ja estd embutida na formulacéo, na
gual se considera uma reducdo de 30% no produto de rigidez caracteristico,
estando essa reducdo ja incorporada aos valores limites de a. Para o parametro v,
a NLF nao estd incorporada ao valor do parametro, sendo considerada através de
reducdes na inércia das vigas e dos pilares da estrutura. Assim, os deslocamentos
da estrutura, utilizados para a determinagdo dos acréscimos nos momentos
fletores, serdo obtidos considerando-se uma perda de rigidez devida a NLF.

Observa-se que os coeficientes de reducdo de inércia possuem estreita
ligacdo com os parametros a e y,, dependendo dos coeficientes utilizados a correta
avaliacdo dos efeitos ndo-lineares nas estruturas.

A consideragdo simplificada da NLF tem sido objeto de estudo de varios
pesquisadores em todo o mundo, buscando-se uma forma de se considerar a NLF
de forma simplificada e correta. Estes estudos referentes a consideragdo
simplificada da NLF também se dividem, basicamente, em dois ramos: o
estabelecimento de Elg para a realizacdo de uma analise global da estrutura, e o

estabelecimento de Elg para a andlise de membros isolados.
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O presente trabalho trata especificamente do primeiro grupo: dos valores de
Eles a serem empregados na analise global da estrutura, para os quais a literatura
apresenta uma grande variabilidade de valores propostos. Esta falta de consenso,
na verdade, espelha a natureza do problema. De fato, pode-se obter resultados
muito diferentes dependendo do tipo de carregamento da estrutura, da sua
geometria e da taxa de amadura dos seus membros. Deve-se tem em mente,
ainda, que a andlise global da estrutura é efetuada em uma fase do projeto onde as
amaduras séo desconhecidas, devendo-se estabelecer os coeficientes de reducéo
de inércia considerando-se valores usuais das armaduras empregadas em projeto.

Objetivando contribuir com a determinagdo dos valores de Elgs a serem
empregados no projeto de edificios de concreto armado, PINTO (1997) iniciou um
estudo referente as redugbes de inércia inerentes a vigas e pilares. Pretende-se
agora dar continuidade a este trabalho, estudando-se desta vez ndo mais membros
individuais, mas porticos planos com diferentes condicdes de carregamento,
geometria e taxas de armadura.

Para que se possa avaliar de modo sistematico o fenémeno, propdem-se no
presente trabalho a realizacdo de uma andlise paramétrica do assunto. Nesta, as
taxas de armadura e os carregamentos variaréo entre os limites extremos adotados
em projeto. Este estudo possibilitard& uma melhor compreensdo do fendmeno,
indicando os parametros mais relevantes para a perda de rigidez das estruturas de
contraventamento dos edificios em concreto armado.

Depois, serdo estudadas estruturas pertencentes a edificios usuais,
determinado-se quais as perdas de rigidez encontradas para diferentes taxas de
armaduras e dimensodes dos elementos da estrutura.

Atravées dessa uma analise sistematica dessas estruturas de
contraventamento, pretende-se contribuir de maneira efetiva para o
estabelecimento dos valores Elg das vigas e pilares a serem utilizados no projeto

das estruturas de contraventamento em concreto armado.
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CAPITULO 3 — ANALISE NAO-LINEAR RIGOROSA:
IMPLEMENTACAO VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1. INTRODUGAO

Os métodos para andlise de estruturas tém sofrido um aperfeicoamento
constante nos ultimos anos. Os métodos de calculo em regime elastico e linear tém
dado lugar a métodos mais modernos que consideram o comportamento ndo-linear
da estrutura e do material.

No capitulo anterior pdde-se observar que os efeitos ndo-lineares na analise
estrutural de edificios, sdo oriundos da ndo-linearidade geométrica da estrutura
(NLG) e da néo-linearidade fisica do material (NLF). Para que esses efeitos
possam ser corretamente avaliados devem ser utilizadas ferramentas adequadas.

Neste capitulo, sera desenvolvida uma teoria que descreva o0
comportamento ndo-linear das estruturas de barras de material elastico de forma
exata, ou seja, sem restricdes quanto a grandeza dos deslocamentos e das
deformacbes. A formulacdo escolhida para implementacdo computacional, |,
apresentada por PIMENTA (1996), refere-se & uma Teoria Geometricamente Exata
baseada na hipétese de Bernoulli-Euler para porticos planos. Esta teoria, conforme
PIMENTA (1996), pode ser estendida para a materiais elasto-plasticos, visco-
elasticos e visco-plasticos, uma vez que estes se deixam integrar no tempo como
0s materiais elasticos.

Desse modo, foram introduzidos modelos constitutivos capazes de
descrever o comportamento ndo-linear do concreto, o tension stiffening e a

influéncia dos estribos. Também para o aco foram considerados modelos
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constitutivos que descrevessem 0 seu comportamento ndo-linear através de uma
curva tensao x deformacéo bi-linear.

A integracao para obtencdo dos esforcos na secao transversal foi realizada
pelo método das “fatias”, no qual segéo transversal dos elementos € dividida em
fatias de concreto e de aco. A integracdo ao longo do elemento para a obtencéo
das respectivas forgas internas foi realizada numericamente, utilizando-se o Método

de Gauss para integracdo numérica.

3.2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A realizacdo de analises estruturais para edificios de concreto armado e
especialmente estruturas de contraventamento, via processos humericos, tem sido
objeto de estudo had muito tempo, havendo grande quantidades de trabalhos
publicados em relagdo ao assunto.

Os estudos referentes a implementacdo da NLG via Método dos Elementos
Finitos (MEF) se iniciaram, conforme CORREA (1991), com TUNER et all (1960).
GALLAGHER & PADLOG (1963) introduzem a NLF na analise por elementos
finitos. Neste mesmo ano BRANSON (1963) publica uma das mais difundidas
féormulas empiricas para avaliacdo da inércia efetiva de vigas e de lajes armadas
em uma direcdo. ARGYRIS (1965) também estuda os problemas néo-lineares
fisicos e geométricos.

MALLETT & MARCAL (1968) apresentam um desenvolvimento sistematico
para a implementacdo da NLG, em coordenadas Lagrangianas, desenvolvendo o
formalismo das matrizes incrementais. Empregando coordenadas Eulerianas
destacam-se os trabalhos de JENNINGS (1968) e POWELL (1969).

KENT & PARK (1971) apresentam um modelo para o concreto comprimido
confinado, baseado em resultados experimentais de outros autores. SCANLON &
MURRAY (1974) modelaram o efeito de “tension sttifening” pela inclusdo de um
trecho descendente na curava de tensédo deformacao do concreto tracionado.

BATHE et all (1975) utilizando uma formulagdo consistente capaz de
descrever a NLF e A NLG, apresentam formulacdes Lagrangianas aplicadas a

analise dindmica e estatica com grandes deformagdes via MEF.
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ARGYRIS et all (1979a) introduzem a formulag&o corrotacional para poérticos
planos, com o conceito de graus de liberdades naturais na formulagdo Lagrangiana
atualizada. Posteriormente, este conceito € estendido para porticos espaciais por
ARGYRIS et all (1979b).

FIGUEIRAS (1983) discute os modelos constitutivos para 0 concreto,
incluindo as diversas peculiaridades da modelagem do material como o “tension
sttifening”, a transferéncia de cisalhamento, fissuracdo através de modelos
discretos ou continuos, sendo de grande contribuicdo para o entendimento do
comportamento do material.

Nas décadas de 80 e 90 existe uma grande quantidade de
publicacbes referentes ao tratamento de estruturas aporticadas com néao-
linearidade fisica e geométrica. Dentre essas publica¢des, foram tomadas como
referéncia para desenvolvimento do presente trabalho: VECCHIO & EMARA
(1992), KIM & LEE (1993), RASHEED & DINNO (1994), SHURAIM (1997), CHAN
et all (2000).

No proprio Departamento de Estruturas da EESC-USP, existem trabalhos
gue contemplam o assunto de forma sistematica e acessivel. O sistema LASER
(1987), desenvolvido por CORREA & RAMALHO, permite a andlise linear de
estruturas planas. Posteriormente, RAMALHO (1990) estendeu o sistema para a
analise linear de porticos espaciais. CORREA (1991) deu continuidade ao
aperfeicoamento do sistema, implementando a analise ndo-linear geométrica, para
pérticos planos e espaciais, e andlises elasto-plasticas, para o tratamento de lajes.

O estudo de modelos apropriados para o0 concreto armado a serem
empregados na andlise estrutural de edificios € abordado por CILONI (1993).
Nesse trabalho sdo apresentados modelos usuais para modelagem de barras de
concreto armado, para analises em servico ou em regime de ruptura. SILVA (1996)
aborda os problemas da nao-linearidade fisica (NLF) e da n&o-linearidade
geométrica (NLG) em poérticos planos, adotando uma formulacdo baseada na teoria
de grandes deformacdes e grandes deslocamentos para a o tratamento da NLG e
0 processo das fatias, com a discretizacdo da sec¢ao transversal do elemento, para
o cébmputo da NLF.

Também merecem destaque 0s seguintes trabalhos desenvolvidos na
EESC-USP: VENTURINI (1987), RODRIGUES (1997), CADAMURO Jr (1997),
PAULA (1997) e PAULA (2001). Deve-se ainda destacar trabalhos de
pesquisadores de outras instituicbes como: PIMENTA (1986), MAZZILLI (1987),
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PIMENTA & MAZZILLI (1986), PIMENTA & SOLER (1989), SOLER (1989),
PIMENTA & YOJO (1992), SOLER (1995) e PIMENTA (1996).

Além dos trabalhos anteriores, deve-se também destacar aqueles
relacionados ao estudo do comportamento das pecas de concreto armado,
importantes para o desenvolvimento deste trabalho: FUSCO (1981), FUSCO
(1993), FUSCO (1996), SANTOS (1977), SANTOS (1981), CHEN (1982), CHEN &
LUI (1988), RASHEED & DINO (1994), SCORDELIS & CHAN (1987), MARTINS
(1995), ASSAN (1990).

Sdo também de fundamental importancia os trabalhos relativos aos
procedimentos para tratamento de problemas néo-lineares, nos quais sao
apresentadas estratégias de solucdo e algoritmos numéricos empregados no
decorrer do trabalho: CRISFIELD (1982), BATHE & CIMENTO (1980), OWEN &
HINTON (1980), HINTON at all (1982), PROENCA (1989) e BATHE (1996).

3.3. ANALISE NAO-LINEAR VIA M.E.F.

Serd apresentada neste item a formulacdo corrotacional de uma Teoria
Geometricamente Exata, apresentada por PIMENTA (1996), baseada na hipotese
de Bernoulli-Euler para pérticos planos. Maiores detalhes podem ser encontrados
em SOLER (1989), PIMENTA (1996) e SILVA (1996).

3.3.1. DEFINIGOES GEOMETRICAS DA FORMULAGAO
CORROTACIONAL

Seja uma barra de portico plano em sua configuracdo inicial ou de
referéncia, relacionada a um eixo de referéncia cartesiano global X, Y. Os graus de
liberdade relacionado aos nés sdo os deslocamentos u e v, segundo 0S eixos
cartesianos globais, e a rotagéo 6, positiva no sentido anti-horario.

Considere-se esta barra na configuragdo de referéncia com comprimento I,
e formando um angulo ¢, com o eixo x, conforme a figura 3.1. Nesta configuracao,

o sistema local de coordenadas x;, y; esta centrado no elemento. Em determinado
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momento, esta barra se encontra em uma nova posicdo denominada de
configuracdo deformada ou atual. Nesta nova configuracdo, o sistema local de
coordenadas X, Y. centrado na corda de comprimento I. que une as extremidades

do elemento, formando um angulo ¢. com o eixo x.
ﬁ
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Figura 3.1 — Sistema de coordenadas corrotacionais

Os deslocamentos medidos no sistema global ficam definidos pelo vetor p:
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No sistema local corrotacional, estes deslocamentos sdo dados por:
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il
qa = [qz | (32)
¥1s ]
definidas do seguinte modo: q,=I.-1,, q,=p; —0., q; =ps — 6., sendo

ec :¢c _¢r'

Os graus de liberdade no sistema corrotacional local podem ser escritos em
funcdo dos graus de liberdade cartesianos globais, obtendo-se conforme a figura
3.1:

I, :[(Xz _X1)2 + (Y2 _Y1)2]1/2 (3.3)

I Z[(Xz Xyt Py - p1)2 + (yZ ~Y1+Ps ~ p2)2]1/2 (3.4)

— - E(Yz TPs ~Y1— pz)(xz _Xl)
0. =¢. -9, —arcseng N
_ (Xz TP, X~ pl)(yz _Y1)E

I 0

(3.5)

Desse modo, pode-se definir a matriz instantinea de mudanca de

coordenadas B:

&, =B op; (3.6)
B=q, = (3.7)
©0p;

Derivando-se as equacdes 3.3, 3.4 e 3.5, obtém-se:
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0
9q, 0 E—cosd)C -sen¢g. O cos¢,
O [ seng, cos@, seng,
E(L’QZ O=(T i 2 i ¢ 1 i ¢ (3.8)
qu?ﬂ E_send)c cos¢, 0 seng,
H

C Cc

A matriz B pode ser escrita da como um produto entre duas matrizes:

B =BT, (3.9)
sendo:
O O
O O
1 0 0 1 O 0pg
= _0 1 1 0
O O
Uo 1 00 _1 10
H [ . H

e T a tradicional matriz de mudanca de coordenadas cartesianas, que relaciona os

graus de liberdade cartesianos globais com os graus de liberdade locais.

Ocos¢., sen¢g., O 0 0 o0
E— seng, cos¢, O 0 0 OE
T= E 0 0 1 0 0 OE (3.11)
g O 0 0 cos¢. seng. Op
E 0 0 0 -seng. cosg, OB
g 0 0 0 0 0 18
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3.3.2. CAMPOS DE DEFORMAGAO E DE DESLOCAMENTO DO
ELEMENTO

Admitida a hipotese de Navier, pode-se obter o campo de deformacdes em
funcdo dos deslocamentos axiais (u) e transversais (v) dos pontos situados sobre

o0 eixo da barra, bem como a rotacdo (a) das sec¢fes transversais (figura 3.2).

N
-

Figura 3.2 — Deslocamentos na barra

Os deslocamentos de um ponto genérico P, localizado a uma distancia y; do

eixo da barra, sédo dados por:
u=u-y, sena (3.12)
v :V—y,(l—cosa) (3.13)
No sistema corrotacional pode-se escrever:

u, =u, -y, sena (3.14)
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V. =V, —y,(l—cosa) (3.15)

Examinando-se um elemento diferencial do eixo da barra (figura 3.3) nas

configuracdes de referéncia (AB) e deformada (A'B’), tem-se:

d@c B ,
|
B
e B _c_ |
d3r = dsr = dxr ,L clUc
oxc

Figura 3.3 — Elemento diferencial do eixo da barra

65, = [(ox, +dd, )? +dv?|"” (3.16)
dv,

tga = av. — = dx, — (3.17)

dx, +du, dx, . du,

dx, dx,

VI

tga = —° 3.18
ga Tri (3.18)
dx, =dx, +du, (3.19)

Sabendo-se que o estiramento da fibra do eixo é dado por A =ds_ /ds

r

pode-se escrever:

T = ds, dx,
dx, ds,

(3.20)

sendo o estiramento da fibra distante y, do eixo da barra dado por A =dx, /dx, .
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Assim, tem-se:

cosa = d_° = dX_C T :i (3.21)
ds, Ads, Adx, A
logo:
A = Aseca (3.22)
e
3= dx, _ dx, +du, —1+ du, —140 (3.23)
dx dx dx

r r

Adotando-se como medida de deformagéo a deformagéo linear e =A -1 e
sendo valida a hipotese de Navier, tem-se a seguinte expressdo para o campo de
deformacéo:

E=€-y,a’ (3.24)
sendo o’ a curvatura da secéo transversal.

A expressao 3.24, com o auxilio de 3.22 e 3.23, resulta em:

e=(+0.)seca-1-y,a’ (3.25)
que é a expressdo do campo de deformacgdo em funcdo dos deslocamentos axiais

(u’) e transversais (v ) do eixos da barra, que podem ser expressos em fungéo dos

deslocamentos nodais qi, gz € Q3.
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3.3.3. DETERMINAGAO DOS ESFORGCOS INTERNOS ATRAVES DO
PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS (PTV)

Sabendo-se que o campo de deformacg@es € pode ser expresso em funcéo
dos grau de liberdade naturais q, (0=1,3), e que estes também podem ser
expressos em funcdo de dos graus de liberdade cartesianos p; (i=1,6), pode-se

escrever:

=£(a, (0, )) (3.26)

Seja P; o vetor de esfor¢cos nodais internos do elemento, d¢ a deformacéo
virtual de uma fibra genérica, o a tensdo normal na se¢éo transversal e dp; 0 vetor
dos deslocamentos virtuais dos pontos nodais do elemento. Aplicando-se o PTV

resulta:

P.op, = If [odedA,dx, . (3.27)

-LI2A,
Calculando-se a variacdo da equacéao 3.26

de 0q,
0q, 0p,

o€ =

, (3.28)

e substituindo-se em 3.27, resulta:

12

II

A a

0€ 6qa

5p dA. dx (3.29)

r

logo,

P = J’a —dA. dx, . (3.30)
) _
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A derivada 0q,/0dp; , a ja conhecida matriz B, independe de dA, e dx;

podendo, assim, ser colocado fora da integral:

7 o ba,
P %IJ a_d rgapi (3.31)

Considerando que Q, é o vetor de esfor¢os internos em coordenadas
naturais energeticamente conjugado com os deslocamentos nas coordenadas

naturais q, , 0 PTV pode ser escrito como:

I, /2
Q,0q, = J’ J'adedArdxr. (3.32)
123,

Utilizando-se a equacgéo 3.6 obtém-se:

I, /2
aq“ I [75 e aq“ - 0p,dA dx (3.33)
2A
logo,
I, /2 de
Q, = I o—dA, dx, . (3.34)
127, 9.

De 3.31 e 3.34 obtém-se a relagdo entre os esforcos nodais naturais Q, e

os esfor¢os nodais cartesianos P;, dada por:

p-q Yo (3.35)
op;

i
Utilizando-se a notag&o matricial:

P=B'Q (3.36)



por:

resulta;
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3.3.4. DETERMINAGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

A matriz de rigidez tangente no sistema de coordenadas cartesiano é dada

k, =P (3.37)
op;

No sistema de coordenadas naturais , de forma analoga, € dada por:

_0Q,
o,

, (3.38)

Substituindo-se 3.35 em 3.37 e aplicando a regra da cadeia, obtém-se:

_a 9%, 99, Q, 99,
k =Q, % a [P 3.39
‘ op;op, " op, Hoa, op; (3:39)

Pode-se obter a matriz k a partir de 3.34 :

I, /2 2
ko = Q, _ I IaLdArdxr
aqﬂ -IT12 A aqaaqﬁ

f (3.40)

Sabendo-se que 0 médulo de rigidez tangente do material é definido por

:60

= (3.41)
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/2

I 2
o = Q, _ I IaLdArdxr
an -2 A aqaaqﬁ (3.42)
I, /2 )
+ I 0e 0¢ 1A dx,
-ILI2 A aqﬁ 0q,
Definindo-se :
B I, /2 5%
Hp I aﬁdArdxr (3.43)
TI12A P qﬁ
e
I, 12
Dy = [ J-D"_fﬁdAd (3.44)
-2 A, CI,; qa
resulta:
kaﬂ =Qa5 =HaB +DaB (3.45)

A matriz de rigidez tangente em coordenadas cartesianas fica, conforme a

equacgédo 3.39, dada por:

a 2
K, = 09, (., +D,, ) 1 q, 0°d, (3.46)
op, op; op;0p,
sendo
2
04: _g (3.47)
op;0p;

Na forma matricial a equacéo 3.46 fica:
3
k =B'DB +B'HB + ZQaGa (3.48)

k=k, +k, (3.49)
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onde k., =B'DB (3.50)

3
k, =B'HB + ZQaGa (3.51)

sendo k,, a matriz de rigidez constitutiva do elemento, que depende do material, e
k, a matriz de rigidez geométrica do elemento, que depende da geometria e do

nivel de tensao normal.

As matrizes G, podem de escritas como um triplo produto matricial:
G, =T'G,T (3.52)

onde 50, é a forma local, em coordenadas naturais, de G, e T é matriz de rotacéo

de eixos definida em 3.11. Em 3.52 tem-se:

o o 0 0 0O 0 oO
o 100 -1 07
— U 0 0 0 od
G, =10 0 (3.53)
I, O 0 0 0Og
0 1 oU
. . 0
fSimétrica 0
O o0 1 0 0 -1 0O
. 00 -1 0 0f
- — U 0O 0 0 o0
G,=G,==C 0 (3.54)
I 0 0 1 0Op
0 o od
o O
Fsimétrica 0g

Para que 3.48 possa ser explicitada, séo introduzidas interpolacdes de

elementos finitos para u, e a. Sera utilizada uma interpolagéo linear para u, e

quadratica para a:
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Gc:ql%%ﬁ (3.55)

logo
0 =_%£’ (3.56)
)
e
a =5 + A3 (3:57)
onde
g 20 XL 3 X 1 (3.58)
Pz, 4 T 4 |
Logo tem-se:
a'=qy; +asy; (3:59)
onde
,_6x 1 0%, 1
V2= € Vam T (360
r r

r

As deformagdes obtidas de 3.25, levando-se em conta as equagdes 3.56 a

3.60, sédo dadas por:
1 I I n n
£ =?—1+E%+?—1EQ24’2 +qaWs f =Y, (G5 +dsths) . (3.61)
r r

SOLER (1989), PIMENTA (1996) e SILVA (1996) utilizam para 3.61 uma
simplificacdo que consiste em se calcular um valor médio para a deformacédo da
fiora do eixo do elemento para a obtencdo das matrizes Q, H e D. Essa
simplificacdo facilita a implementag&o no regime elastico linear, no entanto, para o
regime elasto-plastico requer simplificac6es adicionais (ANEXO A), indicadas por
SILVA (1996), que no presente trabalho serdo abandonadas, adotando-se um

processo de integracdo no volume do elemento.
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A formulacdo corrotacional da teoria exata fica, entdo, completamente
definida, faltando somente o desenvolvimento algébrico das equacbes 3.34, 3.43,
3.44 e 3.47 para a obtencao do vetor Q e das matrizes H, D e G, respectivamente,
necessarias para a obtencéo da matriz de rigidez k do elemento.

A seguir sdo apresentadas as matrizes e vetores ap0s os desenvolvimentos
algébrico necessarios

Vetor dos esfor¢os nodais naturais Q:

/12 N az O
— M+ =

He 2] % 2 ijr E

I n D

NAay, +M‘¢U2)jXrD

O

NAaws +Muys Jix,
0

(3.62)

- =
=

/2
2

o
I
o o o o e
~

1,12

O

onde N é a forca normal e M o momento fletor nas secbes transversais do

elemento, definidos por:

/12
N =, ouA, —fhlzobdyr : (3.63)

h/2
M = —‘[AroyrdAr = —‘[_hlzabyrdyr : (3.64)

Matriz de rigidez geométrica em coordenadas naturais H:

0 Wiz 1 2 1 [
o O L lle—aLpzdx, L /2N|_aw3dxf 0
U ! r r ; 0
I, 12 /2
= |:| r ! ] r , , |:|
H g LlrlzNszdlder ‘r_lr/ZN)\Lllzl.llaer g (3.65)
I, /12
%imétrica L ,ZNMl’éllfédX, E
O : 5

Matriz de rigidez constitutiva em coordenadas naturais D:



=0 D22 D (3.66)

Fsimétrica DB
sendo
D, =" c, i H+ % Fox, 3.67
11_J:I,/2 1?% ) X s (3.67)

_ _ I 12 a2 1ACYL,U'2 _CZI’Ug .

D12 - D21 _L|,/2%+7%p Ir Ir X (368)
= =" a’ HCAay; _Coys :

D13 - DSl _L|,/2%+7ﬁj Ir Ir X (369)
_ |r/2( 2 2 00 1gn " ")j .

D2 _J:| 12 CA"a“ W, = 2CAaap; + Cahs; AX, (3.70)

' ! 1gn g "n
D2s =Dy :L /2((;1)\2024]24]3 _ZCZAG(L/’ZW?, +¢134/2)+C34/2¢/3)jxr ;

(3.71)
_ r/2 ( 252,00 0,0 g, n ")j .
D33 _.r—l /2 ClA a L.U3L)U3 _ZCZAGL.U?’L.U:; +C3Ll]3w3 X, ; (372)
com as constantes C,, C, e C; definidas por:

C,=( DdA =(  Dbdy : 573

1_IA r_thz Yoo (3.73)

/12
C, ‘IA, Dy, dA, —meby,dyr ; (3.74)

_ ) _ hi2 )
Cs _IA Dy dA _Lh/szyrdy’ : (3.75)
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As integracdes na secdo transversal dos elementos foram calculadas
utilizando-se o método das fatias, no qual a secdo transversal é dividida em n
camadas, sendo o valor final da integral o resultado do somatério das n camadas.
Ao longo do elemento foi utilizado o Método de Gauss para integracdo numérica de

funcdes.

3.3.5. MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

Os modelos constitutivos dos materiais foram adotados de forma que se
pudesse considerar 0os parametros mais relevantes envolvidos no problema.

O concreto comprimido foi modelado utilizando-se a curva proposta por
KENT & PARK (1971), permitindo considerar o efeito de confinamento produzido
pela armadura transversal existente nas pecas de concreto armado. A curva da
figura 3.4 é dividida em trés regides:

Regido AB: O ramo ascendente da curva é representado por uma parabola
do segundo grau, cuja forma ndo é afetada pelo efeito de confinamento. A

deformacéo correspondente a maxima tensao € adotada com €,=0,002.

0
a:f;é%—%gg (3.76)

onde:
f¢' = tenséo de compressdo maxima do concreto;
€0 = deformacao especifica no concreto correspondente & maxima tensao;
€. = deformacéo especifica no concreto;

o = tensdo no concreto correspondente a deformacéo ¢.

Regido BC: O ramo descendente da curva corresponde a uma reta cuja
inclinagéo é definida determinando-se a deformacdo quando a tensdo do concreto
se reduz a 50% da tensdo de pico. Para o concreto sem efeito de confinamento

essa deformagéo é dada por:
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sendo a tenséo f'; expressa em libras por polegada quadrada.

Para o concreto confinado por estribos retangulares, a inclinacdo do ramo
descendente € reduzida, sendo relevantes a seguintes variaveis:

A’s — area da secdo transversal do estribo;

S — espagamento entre os estribos;

b” e d” — largura e altura dos estribos b"< d".

Dessa forma pode-se definir a taxa volumétrica de confinamento por
estribos retangulares:

2 b" + d n A"
"= # (378)
b"d"s
A equacédo do ramo descendente da curva pode ser escrita como:
o=fi-z(e. - &) (3.79)
sendo
Z= 0.5 (3.80)
€s0n T €s0u ~ €0
e
3 b"
Econ =—P"4|— 3.81
50n = 4 p S ( )

Regido CD: Admite-se que o concreto mantém uma tensdo de 0,2 f.
indefinidamente.
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Figura 3.4 — Curva tensao x deformagéo para o concreto comprimido

Para o concreto tracionado, figura 3.5, adotou-se o modelo proposto por

FIGUEIRAS (1983). Nesse modelo o concreto tracionado se comporta de forma

elastico-linear até a abertura da fissura. Apos atingida a tenséo ultima de tracéo,

em funcao dos efeitos de aderéncia, o concreto intacto entre fissuras contribui para

0 enrijecimento da estrutura como um todo. Este efeito, conhecido como tension

stiffening, pode ser considerado de forma indireta pela hipétese de que o concreto,

apos a fissuragdo, apresenta uma diminuicdo gradual na resisténcia a tragdo até

nao ser mais capaz de absorver mais tensdes de tracéo.

Desse modo, pode-se expressar o

o-af- 2
£m

por:

ou

comportamento do concreto na trag&o

para & <€<¢ (3.82)

m

para &£<g, (3.83)
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Ot

3 0.5 << 0.7
S . : em =0,0020

€+t Em E1

Figura 3.5 — Curva tenséo x deformacéo para o concreto tracionado

Para o aco adotou-se um modelo elastico ndo-linear com a possibilidade de

encruamento positivo, conforme diagrama da figura 3.6.

Os

Figura 3.6 — Curva tenséo x deformagéo para o ago

onde:

fys = tensd@o de escoamento do aco;

gs = deformacdo especifica no ago correspondente a tensdo de
escoamento;

€smax = deformagéo especifica maxima permitida para o ago (g, = 0,010);
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Es = Médulo de elasticidade do a¢o (Es = 210000 MPa);

Es' = MAdulo de elasticidade do aco apds o escoamento.

O modelo fisico utilizado para o concreto considera os efeitos nao-lineares
do concreto comprimido, o confinamento do concreto devido aos estribos, 0
concreto tracionado e o tension stiffening, contribuindo para uma descricdo mais
precisa do comportamento do material.

A consideracdo do efeito de confinamento do concreto pelos estribos,
particularmente, possibilita a extensdo do programa para analise utilizando-se
concreto de alta resisténcia, onde esse fendbmeno é importante para a correta

descricdo do comportamento estrutural.

3.3.6. SOLUGCAO DO PROBLEMA ESTRUTURAL

Para se resolver o problema estrutural € necessario definir a matriz de
incidéncia cinematica, que relaciona os deslocamentos nodais da estrutura p,
referidos as coordenadas globais, e os deslocamentos nodais do elemento p,

referidos as coordenadas locais. Definida como:

P=B p (3.84)

a variacao de 3.84 ¢, entdo, dada por:

*

P=B % . (3.85)

O trabalho virtual interno para toa a estrutura é dado pela soma dos

trabalhos virtuais de cada um de seus n elementos:

W, = Zpitdpi zzpfﬁﬁr’? (3.86)
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O vetor de forcas internas da estrutura S, determinado em func¢do dos

esforcos internos no elemento, fica definido por:
n
S = ZBiP‘ (3.87)

Substituindo-se 3.87 em 3.86 resulta:
W, =8'%p’ (3.88)

O trabalho virtual externo da estrutura, supondo-se que o carregamento

externo seja aplicado nos nés, é dado por:

*

oW, =R'op (3.89)
onde R é o vetor dos esfor¢cos nodais externos aplicados a estrutura.

Considerando-se um deslocamento virtual qualquer, pelo PTV, deve-se ter
OWint = OW ey, resultando:

S=R (3.90)
A equacdo 3.90 é a equagdo do equilibrio estrutural, na qual os esforgos
internos devem ser iguais aos esforcos externos da estrutura.
Partindo-se desta equacdo, pode-se obter a equagdo do equilibrio
incremental:

4S = AR (3.91)

sendo

4S = iBfAPi (3.92)
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onde AP; é o incremento de esfor¢os nodais no elemento i expresso por:
AP, =k;Ap; (3.93)

onde Ap; é o incremento dos esfor¢cos nodais do elemento i e ki a matriz de rigidez
tangente deste elemento.

Levando-se 3.93 em 3.92 resulta:
n
AS = Zﬁfkiz\pi (3.94)

e de 3.84 vem:
Ap, =B, dp”. (3.95)

De 3.95 e 3.94 resulta;
A4S = ZBTkiBiAp* = Kap’ (3.96)

onde K =B:k,B; é a matriz de rigidez tangente da estrutura.
Desse modo, a equacéo 3.91 fica dada por:

/AR =KAp’ (3.97)
sendo Ap* o0 vetor de incremento de deslocamentos na estrutura, associado ao
incremento de forcas nodais externas AR.

A solucao do problema estatico, de 3.90, fica dada por:

sp’)-r=0 (3.98)

onde 0 é o vetor nulo.
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Esta equacdo é na verdade um sistema de equacdes nao-lineares em p'.
De fato, os deslocamentos globais da estrutura dependem dos deslocamentos
locais dos elementos p, que por sua vez depende do nivel de tenséo e deformacéo
nos elementos.

Para resolucdo do sistema ndo-linear adotou-se o método de Newton-
Raphson modificado, bastante conhecido na literatura: CRISFIELD (1980),
PROENCA (1989), CORREA (1991), CILONI (1993), BATHE (1996) e SILVA
(1996).

De forma simplificada, o método desenvolve-se segundo um procedimento
incremental e iterativo, sendo a matriz de rigidez tangente recalculada no inicio de
cada incremento, 0 que torna o processo mais vantajoso computacionalmente. Em
cada incremento, deve-se resolver uma equacdo semelhante a equagéo 3.97. A

diferenca é que o vetor dos esforcos externos deve incluir o residuo, dado por:
S-R=y (3.99)

sendo Y o vetor dos residuos.

No inicio do incremento ¢ é nulo, e a solugdo corresponde aos
deslocamentos p* devidos ao carregamento externo R. Nas iteracdes subsequentes
seréo computados novos deslocamentos p devidos ao residuo .

Ao final de cada iteracdo, verifica-se o equilibrio entre o carregamento
externo aplicado R e o vetor de forgas internas S. Quando o valor do residuo
torna-se inferior a um valor pré-determinado é obtida a convergéncia no
incremento, passando-se ao proximo incremento de carga.

O algoritmo anterior foi implementado em um programa computacional, na
linguagem FORTRAN Power-Station, denominado PPNL (Portico Plano Né&o-
Linear).



50

3.4. EXEMPLOS

Neste item s&o apresentados alguns exemplos extraidos da literatura, cujos

resultados serdo utilizados para avaliacdo daqueles obtidos pelo programa PPNL.

3.4.1. ANALISE NAO-LINEAR GEOMETRICA : VIGA EM BALANGO

Para demonstrar a eficacia da formulacdo apresentada na solucdo de
problemas referentes a NLG, foi analisada uma viga em balango com um momento
aplicado na extremidade, cuja solugdo tedrica é conhecida (figura 3.7). A viga foi

dividida em 10 elementos, sendo o0 momento aplicado de forma crescente.

Y

E=2000000 kN/cm?
A=20 cm?
1=2000 cm4

M
\ X
/

Figura 3.7 — Viga em balan¢go com momento na extremidade
Os resultados obtidos com o programa s&o apresentados na tabela 3.1:

Tabela 3.1 — Resultados obtidos para a viga em balanco

Momento Solugao Exata PPNL (10 Elementos)
kgfxcm Y(cm) | O(rad) | X(cm) | Y (cm) 0 (rad) X (cm)
0 0 0 500 0 0 500
50.000 1,562| 0,00625| 499,997 1,5625 0,00063| 499,997
141.300 4,416] 0,01766] 499,974 4,4155 0,01766] 499,974
307.950 9,622 0,03849| 499,876 9,6222 0,03849] 499,877

500.000 15,620] 0,06250| 499,675] 15,6199 0,06250| 499,675
5.026.548 151,979 0,62830] 467,745] 151,9799 0,62831| 467,745
13.802.900 | 334,408 1,72500] 286,340] 334,5636 1,72469] 286,648
29.098.686 | 258,379| 3,63700| -65,388] 259,7069 3,63545| -65,466
36.749.092 121,742 4,59400] -108,080] 123,0608 4,58985| -108,835
44.394.471 23,194] 5,54900{ -60,346] 23,8052 5,54362| -61,142
50.265.480 0,000{ 6,28300 0,000] -0,0280 6,27439 -0,705
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A estrutura deformada, os gréficos referentes aos deslocamentos
horizontal, vertical e rotacdo para os diversos estagios de carregamento sao

apresentados nas figuras 3.8, 3.9, 3.10 e 3.11, respectivamente.

-7 Y AN \ /
- ~
- < \ /
ST N \ j
Ve -~ ~ \ \ /
/ e . RN \ /
/ 7 7 T~ NI | / P
Ve ~ N | / .
A AR / -
/ 7 N \ ! / -
AN NI | , -
I o | , -
I Vo | / -7
| Vool / / -7
o [ / - -
\ [ / 4 -
| / - e
. [y / % -
/ / -
\\ 1/ s e -
N A - -
N /7, , - -
N\ /7 S -
~ 27T P

Figura 3.8 — Estrutura deformada

Deslocamento Horizontal

60.000.000 -
50.000.000 %

€ 40.090.000

X

g —e— Solucéo exata

o 30.0004000 —=— PPNL (10 Elementos)

[=

o i

2 20.000.000
10.000.000 -|

-200 -100 0 100 200 300 400 500 600

X (cm)

Figura 3.9 — Deslocamento horizontal x Momento
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Deslocamento Vertical

60.000.000 -
50.000.000 —e— Solucao exata
= —=— PPNL (10 Elementos)
X 40.000.000 +
(22
=
O 30.000.000 -
b
[=
4]
€ 20.000.000 -
=
10.000.000 -
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Y (cm)
Figura 3.10 — Deslocamento vertical x Momento
Rotagao
60.000.000 -+
50.000.000 -+
€ 40.000.000 -
&
[22]
=
S 30.000.000 -
:
o ~
= 20.000.000 —e— Solucéo exata
—=— PPNL (10 Elementos)
10.000.000

0 (rad)

Figura 3.11 — Rotacgdo horizontal x Momento

Observa-se que os resultados obtidos com o programa PPNL descrevem o
comportamento nao-linear de modo preciso, mesmo para grandes deslocamentos.
Este é um aspecto da formulagdo apresentada: desde que os elementos sejam
curtos, de forma a se garantir pequenas rotacdes das secdes transversais, a

formulag&o ndo apresenta limites quanto a magnitude dos deslocamentos.
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3.4.2. PORTICO DE CONCRETO ARMADO COM 1 LANCE

Este exemplo demonstra a eficiéncia do programa na descricdo do
comportamento das estruturas de concreto armado. Trata-se de um portico
engastado (figura 3.12) ensaiado por WILBY & PANDIT (1967) e apresentado por
RASHEED & DINNO (1994).

P
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Figura 3.12— Pértico ensaiado por Wilby e Pandit

Devido a simetria do problema analisou-se somente metade da estrutura,
sendo adotadas duas malhas distintas com 12 elementos e com 15 elementos,
conforme apresentado na figura 3.13. A secéo transversal foi dividida em 10 fatias,
conforme indica SILVA (1996).
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Figura 3.13 — Malha em elementos finitos adotadas: 12 e 15 elementos

S&o apresentadas, na figura 3.14, a curva deslocamento x carregamento
experimental, a curva teédrica apresentada por RASHEED E DINO (1994), e

aquelas obtidas pelo PPNL com 12 e 15 elementos.
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Observa-se que, mesmo utilizando-se uma malha pobre com 12 elementos,
os resultados obtidos descrevem de modo satisfatério o comportamento da
estrutura. Apenas o ultimo trecho da curva deslocamento x carregamento ndo pbde
ser descrito em funcao de problemas numéricos.

Isso acontece pelo fato de, nesse tipo de problema, se formar uma rétula
plastica na regido de apoio da carga concentrada P, ocasionando uma perda
abrupta de rigidez dos elementos. Para descrever de forma satisfatoria o problema,
seria necessaria adocdo de uma malha mais refinada na regido da rotula plastica.

De fato, na malha com 15 elementos, os resultados se aproximam mais dos
experimentais. A utilizacdo de malhas muito refinadas, para estruturas de grande
porte, onera de forma apreciavel o processamento, podendo até mesmo inviabilizar
a andlise.

ISHITANI (1990) apud SOLLER (1995) indica que na discretizagcdo das
barras € aconselhdvel que o tamanho dos elementos muito solicitados seja da
ordem da metade da altura da secao transversal até no maximo igual a altura. No
presente trabalho serdo adotadas malhas da ordem de grandeza da altura das
secOes transversais dos elementos, pois ndo existe interesse em descrever esses
problemas localizados que ocorrem préximo ao colapso da estrutura, sendo

suficiente uma descricdo do comportamento global das estruturas de edificios.

3.4.3. PORTICO DE CONCRETO ARMADO COM 2 LANCES

VECHIO & EMARA (1992) publicaram os resultados referentes a um estudo
experimental realizado em um pértico com dois lances (figura 3.15), no qual a
carga vertical foi mantida constante e a acdo horizontal foi aplicada
monotonicamente até o colapso da estrutura. Estes resultados experimentais sdo
utilizados, no mesmo trabalho, para aferir agueles obtidos por um programa
proposto pelos autores para andlise ndo-linear de estruturas.

O pértico da figura 3.15 foi discretizado conforme indicado na figura 3.16,

sendo a sec¢do transversal dividida em 10 fatias.
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Na figura 3.17 s@o apresentados os resultados experimentais e tedricos
obtidos por VECCHIO & EMARA (1992), juntamente com os resultados teoricos

fornecidos pelo PPNL.

Portico Vechio & Emara
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Figura 3.17 — Resultados para o portico ensaiado por Vechio & Emara

Observa-se um O6tima correlacdo entre os resultados tedricos obtidos por

70

VECHIO & EMARA (1992) e os obtidos através do programa PPNL. Ambos, no

entanto, se apresentam mais rigidos que os resultados experimentais. VECHIO &

EMARA (1992), que conduziram o experimento, apontam algumas razdes para

Y

explicar este comportamento: a influéncia das tensbes devidas a retracao,

deformacfes concentradas nos nds e pequenas rotacbes da base das colunas

devido ao escorregamento das barras da armadura.
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3.5. CONCLUSOES

A formulacdo adotada para a elaboracdo do programa PPNL se mostra
bastante eficiente para a descri¢cdo dos problemas referentes & NLG e a NLF.

Os problemas né&o-lineares com grandes deslocamentos podem ser
corretamente descritos pelo programa, desde que o angulo de rotacdo da secéo
transversal o seja pequeno. PIMENTA & SOLER (1989) apud SILVA (1996)
observam que a hip6tese anterior ndo impede a ocorréncia de grandes curvaturas,
desde que os elementos sejam suficientemente curtos.

Deve-se ressaltar que para 0s porticos em concreto armado, devido as
deformacfes méaximas admitidas pelos materiais serem pequenas, as curvaturas
serdo sempre pequenas. Deste modo, o problema se enquadra perfeitamente nas
hipéteses do programa.

Observa-se, nos exemplos estudados, que a adocdo de malhas com as
dimensdes dos elementos da ordem de grandeza da altura das secles
transversais, € suficiente para a descricdo do comportamento dos porticos planos,
salvo em situacdes especiais que apresentem elementos bastante solicitados.

A divisdo da sec¢édo transversal ndo apresenta maiores inconvenientes para
a andlise, desde que ndo se faca uma divisdo muito grosseira. No presente
trabalho serd adotada um divisdo em 10 fatias, como indicado por SOLER (1995) e
SILVA (1996).

As contribui¢des referentes a implementacao apresentada sao:

1) a utilizacdo da expressao dos deslocamentos € sem a utilizacdo de um
valor médio para o deslocamento da fibra localizada no eixo do
elemento, eliminado-se, assim, as simplificacbes adicionais indicadas
por SILVA (1996) para o regime elasto-plastico.

2) O emprego de um modelo fisico para o concreto que considera, além
dos efeitos ndo-lineares do concreto comprimido, o concreto tracionado
e o tension stiffening, o efeito de confinamento do concreto devido aos
estribos, parametro relevante para a descricdo do comportamento de

concreto de alta resisténcia.
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CAPITULO 4 - ANALISE NAO-LINEAR PARAMETRICA DE
PORTICOS PLANOS

4.1. INTRODUCAO

Neste capitulo sé&o analisados alguns porticos planos, nos quais variou-se a
taxa de armadura e o nivel de carregamento de forma a se avaliar a influéncia
dessas variaveis na perda de rigidez lateral da estrutura.

Foram estudados pérticos com 1 lance e com 6 lances de pilares, cada qual
submetido a trés niveis de carregamento diferentes: N1, N2 e N3. Para cada nivel
de carregamento correspondem trés dimensionamentos, de forma a se obter trés
taxas de armadura diferentes: A, B e C - sendo A proxima a taxa minima de norma,
C proxima a taxa maxima de norma e B um valor intermediario. Assim foram
obtidos nove porticos com um lance e nove com seis lances de pilares, num total
de dezoito exemplos.

Convencionou-se chamar este estudo de analise paramétrica uma vez que
foram abrangidos desde niveis de carregamento muito abaixo, até niveis muito
acima dos usuais, 0 mesmo acontecendo com as taxas de armadura. Desse modo,
pdde-se avaliar qualitativa e quantitativamente a perda de rigidez lateral dos

porticos planos.
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4.2. EXEMPLOS ANALISADOS

4.2.1. Porticos com 1 lance de pilares

Na tentativa de se avaliar de modo sistemético o comportamento de porticos

planos submetidos a diferentes condicbes de carregamento, geometria e taxas de

armadura, foram estudados alguns pérticos com 1 lance de pilares segundo a

seguinte metodologia:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Foram analisados porticos planos constituidos por dois pilares e uma
viga, conforme a figura 4.1.

Adotou-se o concreto com resisténcia f,=25 MPa e aco CA-50A com
fs=500 MPa. Os parametros que caracterizam 0s materiais para a
analise ndo-linear séo : E¢y = 35234 MPa, fc’ = 28,5 MPa, g = 0,002, f; =
2,85 MPa, a = 0,70, &, = 20 &, Es = 210000 MPa, E’s = 1000 MPa, €s max
=0,010.

Os carregamentos horizontal e vertical foram  aplicados
simultaneamente, embora na maior parte dos casos praticos o
carregamento vertical seja aplicado primeiro. O valor dltimo tedérico para
o carregamento foi assumido quando um Unico fator igual a 1,4 é
aplicado sobre todo o carregamento.

As armaduras dos pérticos foram determinadas para os esfor¢os obtidos
segundo uma analise elastico-linear usual.

As vigas foram dimensionadas segundo a NB-1/78 para momentos
positivo e negativo. A mesma armadura negativa foi utilizada em ambos
os lados da viga.

Os pilares foram dimensionados como pecas submetidas a flexao
composta sem levar em consideracdo o0s efeitos devidos as
excentricidades acidentais e esbeltez. Os dois pilares possuem a

mesma armadura.
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I

Figura 4.1 — Geometria dos pérticos analisados

7) As secdes criticas foram dimensionadas para trés taxas de armadura:
e Tipo A : Taxas de armadura baixas, muito préximas da minima
permitida pela norma;
e Tipo B : Taxas de armaduras médias, proximas da metade do
maximo permitido pela norma;
e Tipo C: Taxas de armadura altas, préximas ao maximo permito pela
norma,
8) Os carregamentos também foram distribuidos em trés niveis N1, N2 e
N3, onde 1 indica valores baixos para o carregamento, 2 valores médios
e 3 valores altos, conforme a tabela 4.1. H, W e P estéo indicados na

figura 4.1, enquanto G corresponde ao carregamento vertical total

aplicado.
Tabela 4.1 — Niveis de carregamentos considerados
H P w H/G
Nivel de Carregamento (KN) (KN) (KN/m)
N1 50 0 45 0,222
N2 180 300 45 0,218
N3 540 900 45 0,267
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9) Cada pértico foi modelado com 15 elementos : cinco para cada pilar e

cinco para a viga. Para cada elemento foi estabelecida a geometria e as

armaduras longitudinais e transversais. As sec¢des transversais da vigas

e do pilar foram discretizadas em 20 “fatias” de concreto e duas

camadas de aco (armaduras positiva e negativa).

Na tabela 4.2 sdo apresentadas as caracteristicas geométricas referentes

aos exemplos analisados:

Tabela 4.2 — Geometria dos pérticos com 1 lance de pilares

Nivel 1 de Carregamento Nivel 2 de Carregamento Nivel 3 de Carregamento
PN1A PN1B PN1C PN2A PN2B PN2C PN3A PN3B PN3C

PILAR

b(cm) 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 40,00 40,00 40,00
h(cm) 52,00 34,00 24,00 65,50 45,00 37,00 95,00 67,00 55,00
d 5,20 3,40 2,40 6,55 4,50 3,70 9,50 6,70 5,50
() 0,12 0,36 0,74 0,12 0,38 0,75 0,12 0,36 0,75
As 7,69 15,08 21,88 9,68 21,06 34,18 18,72 39,61 67,74
p% 0,49 1,48 3,04 0,49 1,56 3,08 0,49 1,48 3,08
VIGA POS

b(cm) 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 40,00 40,00
h(cm) 67,00 49,00 33,00 95,00 65,00 50,001 125,00 85,00 70,00
d 5,36 3,92 2,64 7,60 5,20 4,00 10,00 6,80 5,60
As inf 5,36 8,00 11,94 5,94 9,00 12,00 13,00 19,50 24,00
p% 0,29 0,59 1,31 0,23 0,50 0,87 0,38 0,62 0,93
VIGA NEG

b(cm) 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 40,00 40,00
h(cm) 67,00 49,00 33,00 95,00 65,00 50,00] 125,00 85,00 70,00
d 5,36 3,92 2,64 7,60 5,20 4,00 10,00 6,80 5,60
As sup 4,70 6,10 10,47 7,81 13,90 19,50 16,00 24,90 32,90
p% 0,25 0,45 1,15 0,30 0,77 1,41 0,46 0,80 1,28

Examinando-se as curvas for¢a x deslocamento, figuras 4.2a, 4.2b e 4.2c,
pode-se observar que todos os exemplos analisados suportam um carregamento
maior do que aquele para o qual foram dimensionados. Para cada portico
apresentam-se retas com inclinacdo constante, que indicam o comportamento
elastico-linear de cada portico até o carregamento ultimo tedrico (multiplicado por
1,4), além das curvas correspondentes a analise nao-linear. Observa-se que 0s
poérticos com baixas taxas de armadura: PN1A, PN2A e PN3A (figura 4.2a), cujos
elementos tém as maiores se¢des transversais, apresentam um grande acréscimo
na carga Ultima em relagdo ao valor tedrico, maior rigidez e menores
deslocamentos laterais. Ja os porticos com elevadas taxas de armadura : PN1C,

PN2C e PN3C (figura 4.2b), cujos elementos tém as menores sec¢fes transversais,
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apresentam menor rigidez, maior deslocamento lateral e menor acréscimo no
carregamento ultimo em relagéo ao valor tedrico. Os porticos tipo B : PN1B, PN2B
e PN3B (figura 4.2c), apresentam valores intermediarios entre os dois casos
extremos, particos tipo A e tipo C.
Dentre os fatores que podemos destacar para explicar este acréscimo na
caga ultima podemos enfatizar:
a) O efeito da forca axial no dimensionamento da sec¢do transversal das
vigas foi desprezado;
b) O efeito da redistribuicdo dos momentos negativos ap0s 0 escoamento
das armaduras;
c) Diferenca entre as hipoteses feitas acerca das tensées no concreto e no
aco no estado limite dltimo e aquelas utilizadas na elaboracdo do
programa.
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Analisando-se os deslocamentos laterais, pode-se aferir a rigidez lateral
equivalente de cada pértico analisado:
H

RL, = 5—' 4.1)

I

onde H; é o carregamento lateral no estagio i; RL; é a rigidez lateral no estagio i de
carregamento e & € o deslocamento lateral correspondente. Adotando-se 0s
indices ‘NL’ para os resultados da analise ndo-linear e ‘EL’ para aqueles

correspondentes a andlise elastico-linear, vem:
RLjy DO =Rl g ; (4.2)

logo, pode-se definir Eleg como a razédo entre a rigidez lateral obtida da analise

ndo-linear e aquela obtida da andlise elastico-linear, :

RLiNL 5iEL (43)

RLiEL 5iNL

Elgo =

O carregamento nas fases definidas como: Servico, Estado limite dGltimo e
Ruptura foi dividido pelo valor do carregamento de ultimo da estrutura (Py). Desse
modo, obteve-se um gréfico adimensional relacionando rigidez lateral equivalente e
carregamento, tracando-se assim os graficos das figuras 4.3a, 4.3b e 4.3c.

A figura 4.3a apresenta os resultados referentes aos porticos tipo A, com
taxas de armadura proximas a minima. Para o carregamento de servico observa-se
uma rigidez variando entre 73% e 75% da rigidez linear, correspondente a uma
analise elastico-linear na qual os elementos possuem a secado transversal integra.
Para o carregamento ultimo teorico (multiplicado por 1,40) a rigidez varia entre 43%
e 58% da rigidez linear. No colapso, a rigidez apresenta uma reducdo drastica,

variando entre 19% e 28% da rigidez elastica.
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Figura 4.3a — Rigidez lateral x carregamento para porticos tipo A

A figura 4.3b apresenta os resultados referentes aos porticos tipo B, com
taxas de armadura médias. Para o carregamento de servico observa-se uma
rigidez variando entre 54% e 64% da rigidez linear. Para o carregamento Ultimo
tedrico a rigidez varia entre 44% e 54% da rigidez linear. No colapso, a rigidez varia
entre 34% e 42% da rigidez elastica. O portico PN3B possui a maior rigidez entre
0s trés porticos tipo B e o PN1B a menor rigidez. Isso porque, a presenca de
tensbes de compressdo, nesse caso, € benéfico para o comportamento da
estrutura, pois tende a suprimir a fissuracao pelo fato da forca normal ser bem
inferior ao valor correspondente & maxima compressao centrada que pode ser

aplicada no pilar.
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Figura 4.3b — Rigidez lateral x carregamento para porticos tipo B

A figura 4.3c apresenta os resultados referentes aos porticos tipo C, com
altas taxas de armadura. Para o carregamento de servico observa-se uma rigidez
variando entre 67% e 81% da rigidez linear. Para o carregamento ultimo tedrico a
rigidez varia entre 60% e 72% da rigidez linear. No colapso, a rigidez varia entre
50% e 63% da rigidez elastica. Em virtude da presenga de tensGes de compressao,
gue tendem a suprimir a fissuracéo, o portico PN3C possui a maior rigidez entre os

trés porticos tipo C e o PN1C a menor rigidez.
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Figura 4.3c — Rigidez lateral x carregamento para porticos tipo C

Observa-se, nos exemplos analisados, que a rigidez lateral tende a um valor
minimo na ruptura. A reducdo de rigidez acontece naturalmente em virtude do
comportamento nao-linear do concreto a compressao, dos efeitos de fissuracéo do
concreto tracionado e em fungdo do comportamento eléstico ndo-linear do aco.
Esses efeitos crescem a medida que as deformacdes nos materiais também

aumentam.
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4.2.2. Pérticos com 6 lances de pilares

Prosseguiu-se com o estudo analisando-se porticos com 6 lances de
pilares, submetidos a diferentes taxas de armadura e diferentes niveis de
carregamento. A metodologia empregada é basicamente a mesma dos exemplos
anteriores, apresentando diferencas apenas no procedimento para
dimensionamento dos pilares. De fato, nos exemplos de pérticos com 1 lance, os
pilares foram dimensionados como pecas submetidas a flexdo composta sem levar
em consideracdo os efeitos devidos as excentricidades acidentais e esbeltez. Nos
exemplos com 6 lances, os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78,
considerando-se as excentricidades acidentais (e,) e de segunda ordem (ey), além
da excentricidade inicial (e) devida ao carregamento. Nestes exemplos,
considerou-se uma e, minima de 1 cm e uma e, maxima de 2cm, conforme
procedimento usualmente adotado pelos escritérios de projeto. De forma

sistematica, adotou-se a seguinte metodologia:

1) Foram analisados poérticos planos cujas caracteristicas dos materiais
empregados sdo concreto com resisténcia fx=20 MPa e aco CA-50A (
f,s=500 MPa). Os parametros que caracterizam o0s materiais para a
analise nédo-linear séo : Eiy = 32000 MPa, f'. = 23,5 MPa, & = 0,002, f; =
2,20 MPa, a = 0,70, €, = 20 &, Es = 210000 MPa, E’s = 1000 MPa, €5 max
=0,010.

2) Os carregamentos horizontal e vertical foram  aplicados
simultaneamente. O valor Udltimo tedrico para o carregamento foi
assumido quando um unico fator igual a 1,4 é aplicado sobre todo o
carregamento.

3) As armaduras dos porticos foram determinadas para os esforgos obtidos
segundo uma analise elastico-linear usual.

4) As vigas foram dimensionadas segundo a NB-1/78 para momentos
positivo e negativo, considerando-se a envoltéria dos esfor¢cos devidos
ao carregamento vertical e horizontal. Considerou-se a atuacdo dos
esfor¢os horizontais nas duas dire¢6es do plano.

5) Os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78, considerando-se

as excentricidades e,, e, e e;.
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6) Os porticos foram dimensionados para trés taxas de armadura:

 Tipo A : Taxas de armadura baixas, muito proximas da minima
permitida pela horma;

« Tipo B : Taxas de armaduras meédias, proximas da metade do
maximo permitido pela norma;

* Tipo C: Taxas de armadura altas, proximas ao maximo permito pela
norma;

7) Cada portico foi modelado com 108 elementos : cinco para cada pilar e
oito para a viga, conforme figura 4.4. Para cada elemento foi
estabelecida a geometria e as armaduras longitudinais e transversais.
As secles transversais da vigas e do pilar foram discretizadas em 10
fatias de concreto e duas camadas de aco (armaduras positiva e
negativa).

8) Os carregamentos também foram distribuidos em trés niveis N1, N2 e
N3, onde 1 indica valores baixos para o carregamento, 2 valores médios

e 3 valores altos, conforme tabela 4.3.

Foram analisados, inicialmente, nove pérticos com 6 lances,
correspondentes aos trés niveis de carregamento propostos, cada qual com trés
taxas de armadura diferentes. O detalhamento dos porticos analisados é

apresentado no apéndice A.
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Pc Pc
m’ l We l
5 x 0.60m
P P
H, I w ]
5 x 0.60m
P P
H, [ w ]
S5 x 0.60m
P P
H, L w | 6 x 3.00m
5 x 0.60m
P P
H, I ow ]
5 x 0.60m
P P
H, I ow ]
5 x 0.60m
m m ~ al gl ~
5.00m 8 x 0.625m
Figura 4.4 — Geometria dos porticos com 6 lances
Tabela 4.3 — Niveis de carregamento para pérticos com 6 lances
H Hc P Pc W Wc H/G
Nivel de Carregamento]  (kN) (KN) (KN) (KN) (KN/m) (KN/m)
N1 6 3 0 0 45 32 0.026
N2 16 8 100 70 45 32 0.036
N3 32 16 200 140 45 32 0.049
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Examinando-se as curvas forca x deslocamento, figuras 4.5a, 4.5b e 4.5c,
pode-se observar que todos os pdérticos analisados, do mesmo modo que 0s
exemplos com 1 lance de pilares, suportam um carregamento maior do que aquele
para o qual foram dimensionados. S&o apresentadas, para cada portico analisado,
retas com inclinacdo constante, que indicam o comportamento elastico linear de
cada portico até o carregamento Ultimo tedrico (multiplicado por 1,4), além das
curvas correspondentes a andlise nao-linear. Observa-se que os pérticos com
baixas taxas de armadura : P6N1A, P6N2A e P6N3A, cujos elementos tém as
maiores secdes transversais, apresentam um grande acréscimo na carga Ultima em
relacdo ao valor teorico, maior rigidez e menores deslocamentos laterais. J& os
porticos com elevadas taxas de armadura: P6N1C, P6N2C e P6N3C, cujos
elementos tém as menores sec¢fes transversais, apresentam menor rigidez, maior
deslocamento lateral e menor acréscimo no carregamento Ultimo em relacdo ao
valor tedrico. Os porticos tipo B : P6N1B, P6N2B e P6N3B, apresentam valores

intermediarios entre os dois casos extremos, porticos tipo A e tipo C.

16
144 m_ L
124 - @ T e
104 --/- - -7 . _T. L
z —=—P6N1Ael
x 8
T —a— P6N1AnIf+nlg
6 —A—P6N1B el
y —a— P6N1B nlif+nlg
4 1L R —o—P6N1Cel [ -~ -
| o —e— P6N1C nlf+nlg
247 e
0 ; T T

0 2 4 6 8 10 12 14
Deslocamento (cm)

Figura 4.5a — Curvas deslocamento x carregamento porticos nivel 1 de carregamento
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Figura 4.5b — Curvas deslocamento x carregamento porticos nivel 2 de carregamento
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20 i A - {——P6N3Cel [~ -
‘ —e— P6N3C nlf+nlg
woHyyyS e -

Deslocamento (cm)

Figura 4.5c — Curvas deslocamento x carregamento porticos nivel 3 de carregamento
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Afim de se avaliar a perda de rigidez lateral, as estruturas previamente
analisadas foram comparadas a estruturas analisadas por procedimentos
simplificados. Nestes, a NLG foi considerada através de uma formulacdo
lagrangiana atualizada, apresentada por CORREA (1992), e a NLF através das
reducdes de inércia indicadas na literatura. Foram efetuadas diversas comparacoes
para o carregamento em servigo e no estado limite ultimo (multiplicado por 1,4).
Para as estruturas em servico, o resultado proveniente da andlise ndo-linear fisica
e geométrica rigorosa é comparado com aqueles obtidos segundo uma analise
nao-linear geométrica com duas consideracdes de inércia das secoes: as secbes
de vigas e pilares integras, e secdes de vigas com 50% da inércia da se¢éo bruta e
secdes de pilares integras (ACI 318-95). Para as estruturas no estado limite dltimo,
o resultado proveniente da andlise nao-linear fisica e geométrica rigorosa €
comparado com aqueles obtidos segundo uma analise ndo-linear geométrica
combinada com cinco consideragbes de inércia reduzida para os elementos:
secdes de vigas e pilares integras; secfes de vigas e pilares com 70% da inércia
da secéo bruta (FRANCO & VASCONCELOS (1991)); secbes de vigas com 50% e
pilares com 80% da inércia da secdo bruta (MACGREGOR (1993)); secdes de
vigas com 40% e pilares com 80% da inércia da sec¢do bruta (MACGREGOR &
HAGE (1970)); secbes de vigas com 35% e pilares com 70% da inércia da secao
bruta (ACI-318-95).

Nas figuras 4.6a a 4.6r pode-se observar as estruturas deformadas para os
pérticos com 6 lances. Observa-se que para os porticos tipo A as estruturas
deformadas, em servico, estdo muito préximas dos resultados obtidos com as
secles integras. Isso decorre do fato de que para se obter baixas taxas de
armadura as sec¢des sdo bastante robustas, apresentando um grande acréscimo na
carga Ultima em relacdo ao valor tedrico, maior rigidez e menores deslocamentos
laterais. No estado limite Ultimo, as estruturas deformadas dos porticos tipo A,
variam entre os resultados obtidos para as secdes de vigas e pilares com 70% da
inércia da secdo bruta, e aqueles obtidos para as secfes de vigas com 50% e

pilares com 80% da inércia da sec¢éo bruta.
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Figura 4.6a — Configuracdo deformada da estrutura em servico: PEN1A
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Figura 4.6b — Configuracdo deformada da estrutura no ELU: P6N1A
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Figura 4.6e — Configuracdo deformada da estrutura em servico: PEN3A
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Figura 4.6f — Configurac@o deformada da estrutura no ELU: P6N3A
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Para os particos tipo B as estruturas deformadas, em servico, se aproximam
da proposta do ACI que indica secdes de pilares integras e 50% de reducdo na
inércia das vigas. No estado limite dltimo, as estruturas deformadas dos porticos
tipo B, variam entre os resultados obtidos para as se¢des de vigas com 50% e
pilares com 80% da inércia da secdo bruta, e aqueles obtidos para as secbes de
vigas com 35% e pilares com 70% da inércia da secdo bruta. Deve-se observar
particularmente o comportamento do portico P6N1B, que se apresenta bastante
deslocavel. Isso decorre do fato de ndo se contar com o efeito benéfico da
compressao nos pilares que, para o nivel 1, é muito baixa, bem como se trabalhar
com taxas intermedidrias de armaduras. Esses dois fatores em conjunto,

determinaram o comportamento desfavoravel da estrutura quando comparada com

as demais.
. Elastica em Servico
6 - . e R A
—e—P6N1B
. —a— Ip=Ip b; Iv=0.5lvb
| | —a—pPeNIBNL /S

Pav

Deslocamento (cm)

Figura 4.6g — Configuracdo deformada da estrutura em servico: P6EN1B
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Figura 4.6h — Configuracéo deformada da estrutura no ELU: P6N1B
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Figura 4.6i — Configuragcdo deformada da estrutura em servigo: P6N2B
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Figura 4.6] — Configuracdo deformada da estrutura no ELU: P6N2B
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Figura 4.6k — Configuracdo deformada da estrutura em servico: P6N3B
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ElasticaE.L.U
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Figura 4.6 — Configuracé@o deformada da estrutura no ELU: P6N3B

Para os porticos tipo C as estruturas deformadas, em servigo, variam entre
0s resultados obtidos para as sec¢fes de vigas e pilares integras e entre 0s
resultados obtidos para se¢des de vigas com 50% da inércia da se¢do bruta e
secdes de pilares integras (ACI 318-95). No estado limite Ultimo, as estruturas
deformadas dos pérticos tipo C, variam entre os resultados obtidos para as sec¢des
de vigas e pilares com 70% da inércia da secéo bruta, e aqueles obtidos para as

sec¢Oes de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da secao bruta.
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Com o objetivo de aferir a rigidez lateral equivalente de cada portico
analisado, utilizou-se a equacéo 4.1, adotando-se no lugar de & o deslocamento
horizontal do ponto de aplicacdo da resultante das cargas verticais (8s) dado,

conforme figura 4.7, por:

o, = &1L (4.4)

onde G; € o carregamento vertical no pavimento j; & é o deslocamento lateral do
pavimento j, G é a resultante do carregamento vertical da estrutura e & € 0

deslocamento lateral do ponto de aplicacdo da resultante G.
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Figura 4.7 — Definigdo de &p

Desse modo, pode-se definir uma rigidez lateral para o portico dada por:

RL; = :—' (4.5)

Gi
onde H; é o carregamento lateral no estagio i; RL; é a rigidez lateral no estagio i de
carregamento e dg; € 0 deslocamento lateral correspondente do ponto de aplicagédo
da resultante das cargas verticais. Adotando-se os indices NL para os resultados
da andlise ndo-linear e EL para aqueles correspondentes a analise elastico-linear,
vem:

RLn. Dgine = RLig. WDgigr (4.6)
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logo, pode-se definir Elegg como a razdo entre a rigidez lateral obtida da analise

nao-linear e aquela obtida da analise elastico-linear, :

Elgo = Rlgin - OcieL 4.7)
Rigier  dain

O carregamento nas fases definidas como: Servico, Estado limite dltimo e
Ruptura foi dividido pelo valor do carregamento de ultimo da estrutura (Py). Desse
modo, obteve-se um grafico adimensional relacionando rigidez lateral equivalente e
carregamento, tragcando-se assim os gréficos das figuras 4.8a, 4.8b e 4.8c.

A figura 4.8a apresenta os resultados referentes aos porticos tipo A, com
taxas de armadura préximas a minima. Para o carregamento de servico observa-se
uma rigidez variando entre 101% e 89% da rigidez linear, correspondente a uma
analise elastico-linear na qual os elementos possuem a secao transversal integra.
Para o carregamento ultimo teérico (multiplicado por 1,40) a rigidez varia entre 86%
e 65% da rigidez linear. No colapso, a rigidez apresenta uma grande reducéo,

variando entre 25% e 28% da rigidez elastica.

1,2
e
08 1 o NN N
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D06 TSN N
L
—= P6N1A
04 - | —+—P6N2A
. | —a—P6N3A
024 ---- I S R
0
03 0,4 05 06 07 038 09 1 11

P/Pu

Figura 4.8a — Rigidez lateral x carregamento para porticos com 6 lances tipo A
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A figura 4.8b apresenta os resultados referentes aos porticos tipo B, com
taxas de armadura médias. Para o carregamento de servico observa-se uma
rigidez variando entre 68% e 78% da rigidez linear. Para o carregamento Ultimo
teorico a rigidez varia entre 52% e 58% da rigidez linear. No colapso, a rigidez varia
entre 32% e 38% da rigidez elastica. O portico P6N3B possui a maior rigidez entre
os trés porticos tipo B e 0 P6N1B a menor rigidez, em virtude dos efeitos benéficos

da forca de compresséo nos pilares.

08| g SERES R R EERES
o6l NG >~ o
- ‘ ‘ ‘
P
w —=—P6N1B
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—e—P6N2B
—a—P6N3B
02| R . S .
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03 04 05 06 07 08 09 1 11
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Figura 4.8b — Rigidez lateral x carregamento para porticos com 6 lances tipo B

A figura 4.8c apresenta os resultados referentes aos porticos tipo C, com
altas taxas de armadura. Para o carregamento de servico observa-se uma rigidez
variando entre 77% e 82% da rigidez linear. Para o carregamento Ultimo tedrico a
rigidez varia entre 67% e 71% da rigidez linear. No colapso, a rigidez varia entre
47% e 55% da rigidez elastica. Em virtude da presenca de tensGes de compressao,
que tendem a suprimir a fissuracéo, o pértico P6N3C possui a maior rigidez entre
0s trés poérticos tipo C e o P6N1C a menor rigidez, de modo semelhante ao que

acontece nos porticos tipo B.
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Figura 4.8c — Rigidez lateral x carregamento para pérticos com 6 lances tipo C

4.3. CONCLUSOES

Observa-se, nos exemplos analisados neste capitulo, que o comportamento
dos poérticos com 1 lance e com 6 lances de pilares é, qualitativamente, bastante
semelhante para niveis de carregamento e taxas de armadura equivalentes,

levando as seguintes conclusées:

1) Em servigo, os porticos tipo A apresentam rigidez proxima a elastica em
virtude das secdes transversais dos elementos serem robustas. Com o
acréscimo de carregamento, em decorréncia das baixas taxas de
armaduras, os efeitos de fissuracdo sdo muito intensos, ocorrendo uma
perda substancial de rigidez dos elementos proximo ao colapso da
estrutura. Em virtude das grandes secdes transversais, ndo se identifica
o efeito benéfico das tensbes de compressao, reduzindo a fissuragcéo
nos pilares.

2) Os porticos tipo B, com taxas médias de armadura, apresentam na fase

de servico rigidez inferior aos pérticos tipo A. Isso decorre do fato das
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secdes transversais dos elementos serem menos robustas, resultando
em um nivel de fissuragdo superior. N&o existe uma reducdo téo
acentuada de rigidez nas proximidades do colapso da estrutura, como
acontece com os porticos tipo A, pois 0 aumento da quantidade de
armadura limita os efeitos de fissuracdo. Observa-se, nos particos tipo
B, que a rigidez equivalente € inversamente proporcional ao nivel de
carregamento da estrutura, diminuindo do nivel 3 para o nivel 1 de
carregamento. Isso porque, a presenca de tensbes de compresséo,
nesse caso, é benéfico para o comportamento da estrutura, pois tende a
suprimir a fissuracéo pelo fato da forgca normal ser bem inferior ao valor
correspondente a maxima compressao centrada que pode ser aplicada
no pilar.

3) Os porticos tipo C, por apresentarem elevadas taxas de armadura,
apresentam a menor variacao de rigidez entre os extremos. Isso porque
essas altas taxas de armadura reduzem os efeitos de fissuracdo. Os
pérticos tipo C, de forma semelhante aos porticos tipo B, apresentam
rigidez equivalente decrescente do nivel 3 para o nivel 1 de
carregamento, em virtude do efeito benéfico das tensbes de

compressao nos pilares.

A tabela 4.4 apresenta a rigidez lateral equivalente, referente aos exemplos
analisados neste capitulo, nas diversas condicdes de carregamento e taxa de
armadura. A analise destes resultados é particularmente Gtil para a determinacao
dos valores de El¢ da estrutura correspondentes a um unico coeficiente de reducéo
na inércia das vigas e dos pilares, como proposto por FRANCO & VASCONCELOS
(1991). De fato, a idéia de se adotar um coeficiente Unico de reducdo de inércia
para a estrutura como um todo facilita a implementacdo do processo simplificado,
uma vez que dispensa realizacdo de um modelo estrutural, com as inércias
reduzidas, exclusivamente para avaliacdo dos efeitos nado-lineares da estrutura.
Desse modo, pode-se analisar a estrutura e sua estabilidade global com um Udnico

modelo estrutural, agilizando o processo de analise estrutural.



Tabela 4.4 — Rigidez lateral equivalente para os exemplos paramétricos de porticos

Portico Eleq
Servi¢co |E.L.U. Colapso

PN1A 0,74 0,43 0,19
PN2A 0,73 0,55 0,26
PN3A 0,74 0,58 0,28
PN1B 0,54 0,45 0,34
PN2B 0,57 0,49 0,38
PN3B 0,64 0,54 0,42
PN1C 0,66 0,60 0,51
PN2C 0,70 0,61 0,54
PN3C 0,81 0,73 0,63
MEDIA 0,68 0,55 0,39
PEN1A 1,01 0,86 0,25
PEN2A 0,99 0,75 0,24
PEN3A 0,89 0,65 0,28
P6N1B 0,68 0,52 0,32
P6N2B 0,70 0,55 0,33
P6N3B 0,78 0,58 0,38
P6N1C 0,77 0,67 0,48
P6N2C 0,81 0,69 0,47
P6N3C 0,82 0,71 0,55
MEDIA 0,83 0,66 0,37
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Considerando-se a média dos valores obtidos para os porticos com 1 lance

e com 6 lances de pilares, conforme a tabela 4.4, obtém-se :

a) Porticos com 1 lance de pilares

Em servigo um El¢s = 0,68 Eclg para as vigas e pilares;

No estado limite dltimo Ele = 0,55 Eclgq para as vigas e pilares;

(Elenal(Eleg) = 0,55/0,68 = 0,81.

b) Pérticos com 6 lances de pilares

Em servigo um El¢s = 0,83 Ecly para as vigas e pilares;

No estado limite dltimo Ele = 0,66 Ecly para as vigas e pilares;

(Elendl(Eleg) = 0,66/0,83 = 0,80.

Em termos quantitativos os pérticos com 6 lances apresentam resultados

mais favoraveis que aqueles referentes aos porticos com 1 lance de pilares. Isso

decorre do fato das estruturas com 6 lances serem mais hiperestéaticas que aquelas

com 1 lance de pilares, beneficiando-se de uma maior redistribuicdo dos esforcos

na estrutura. Além disso, para que se pudesse obter momentos fletores relevantes

nos pilares dos porticos com 1 lance de pilares, o carregamento lateral aplicado é

bem maior que aqueles normalmente aplicados ao nivel dos pavimentos nos
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edificios usuais. Desse modo, quantitativamente serdo abandonados os resultados
referentes aos porticos com 1 lance, concentrando-se naqueles referentes aos
porticos com 6 lances de pilares.

Através da tabela 4.5, pode-se observar de modo mais detalhado os valores
de El¢ correspondentes aos diversos niveis de carregamento e armadura para 0s

pérticos com 6 lances:

Tabela 4.5 — Rigidez lateral equivalente para os exemplos paramétricos de pdrticos com 6 lances de

pilares
Pértico Taxa de As (%) Eleq
Pilar Viga Servigo |E.L.U. Colapso
sup |inf

PEN1A 0,53| 0,16 0,22 1,01 0,86 0,25
PEN2A 0,51] 0,23 0,15 0,99 0,75 0,24
P6N3A 0,63| 0,28 0,17 0,89 0,65 0,28
MEDIA 0,56 0,22 0,18 0,96 0,75 0,26
P6N1B 1,40 0,57| 0,57 0,68 0,52 0,32
P6N2B 1,67 0,77] 0,39 0,70 0,55 0,33
P6N3B 1,50 0,52| 0,26 0,78 0,58 0,38
MEDIA 1,52 0,62 0,41 0,72 0,55 0,34
P6N1C 3,20] 1,68 1,04 0,77 0,67 0,48
PEN2C 3,32 1,51 0,64 0,81 0,69 0,47
PEN3C 3,39|] 1,57 0,71 0,82 0,71 0,55
MEDIA 3,30 1,59 0,80 0,80 0,69 0,50

Os resultados anteriores indicam que a rigidez lateral dos pérticos planos
esta intimamente ligada as taxas de armaduras empregadas no detalhamento e a
magnitude do carregamento a que estdo submetidos. De fato, observa-se que os
porticos com taxas de armadura semelhantes apresentam comportamentos muito
parecidos, sendo a rigidez lateral determinada conforme sejam maiores ou
menores o0s efeitos benéficos da compressdo nos pilares proveniente do
carregamento aplicado.

Considerando-se os valores obtidos para os porticos com 6 lances de

pilares, conforme as diferentes taxas de armadura, obtém-se (tabela 4.5):

a) Pérticos com 6 lances de pilares tipo A
Em servigco um Elg = 0,96 Ecly para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo Ele = 0,75 Eclq para as vigas e pilares;
(Ele))/(Eler)c = 0,75/0,96 = 0,78.

b) Porticos com 6 lances de pilares tipo B

Em servigco um Elg = 0,72 Ecly para as vigas e pilares;
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No estado limite dltimo Ele = 0,55 Ecly para as vigas e pilares;
(Eler)o/(Eler)k = 0,55/0,72 = 0,76.

c) Porticos com 6 lances de pilares tipo C

Em servigo um El¢s = 0,80 Ecly para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo Ele = 0,69 Ecly para as vigas e pilares;
(Eler)o/ (Eler)k = 0,69/0,80 = 0,86.

Analisando-se, por fim, as estruturas deformadas obtidas dos poérticos com

6 lances de pilares, pode-se avaliar resultados quantitativos de reducéo de inércia.

A tabela 4.6 apresenta as redug¢des na inércia de vigas pilares que melhor

descrevem o comportamento ndo-linear para cada exemplo:

Tabela 4.6 — Inércias equivalentes para vigas e pilares nos os exemplos paramétricos de pérticos

Portico Servico E.L.U.
El vigas El pilares El vigas El pilares

P6N1A 1,0 1,0 0,7< Elef <1,0 0,7< Elef <1,0
P6N2A 1,0 1,0 0,7 0,7
PEN3A Elef <1,0 1,0 0,5 0,8
P6N1B Elef <0,5 Elef <1,0 0,35 0,7
P6N2B 0,5 1,0 0,4 0,8
P6N3B 0,5< Elef <1,0 1,0 0,5 0,8
P6N1C Elef > 0,5 1,0 0,7 0,7
P6N2C 0,5< Elef <1,0 1,0 0,5< Elef <0,7 0,7< Elef <0,8
P6N3C 0,5< Elef <1,0 1,0 0,7 0,7

Analisando-se os valores apresentados na tabela 4.6, observa-se que:

1)

2)

Para os pdérticos tipo A, em servico, as estruturas deformadas
resultantes do processamento ndo-linear se encontram proximas aos
resultados obtidos considerando-se as sec¢fes integras de vigas e
pilares. No estado limite Ultimo, os resultados variam entre os obtidos
para as secdes de vigas e pilares com 70% da inércia da secéo bruta, e
agueles obtidos para as secdes de vigas com 50% e pilares com 80%
da inércia da sec¢do bruta;

Para os poérticos tipo B as estruturas deformadas, em servigco, se
aproximam dos resultados obtidos considerando-se sec¢bes de pilares
integras e 50% de reducdo na inércia das vigas. No estado limite Gltimo,
as estruturas deformadas se apresentam entre os resultados obtidos

para as secdes de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da
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secao bruta, e aqueles obtidos para as secdes de vigas com 35% e
pilares com 70% da inércia da sec¢éo bruta;

3) Para os porticos tipo C as estruturas deformadas, em servigo, variam
entre os resultados obtidos para as sec¢des de vigas e pilares integras e
os resultados obtidos para secbes de vigas com 50% da inércia da
secdo bruta e se¢Bes de pilares integras. No estado limite ultimo, as
estruturas deformadas dos pérticos tipo C, variam entre os resultados
obtidos para as sec¢des de vigas e pilares com 70% da inércia da se¢éo
bruta, e aqueles obtidos para as secdes de vigas com 50% e pilares

com 80% da inércia da secao bruta.

Das consideracfes anteriores, conclui-se que os porticos tipo A e C sédo os
mais rigidos e que os particos tipo B sdo os mais deslocaveis. De fato, em virtude
das sec¢Bes dos porticos tipo A serem bastante robustas, pois foram dimensionadas
com armadura igual & minima, estes porticos apresentam-se bastante rigidos em
servi¢o, havendo uma perda brusca de rigidez préximo ao colapso. Os porticos tipo
C, com taxas de armadura proximas a maxima, apresentam rigidez préxima a
elastica em servigo sem apresentar reducdes drasticas proximo ao colapso, pois as
altas taxas de armadura restringem a fissuracdo. Os poérticos tipo B sdo os mais
deslocaveis em virtude de ndo apresentar se¢fes demasiadamente robustas ou
excessivamente armadas.

Deve-se observar, particularmente, o comportamento do portico P6N1B que
se apresenta bastante deslocavel. Isso decorre do fato de ndo se contar com o
efeito benéfico da compressédo nos pilares que, para o nivel 1, € muito baixa, aliado
ao fato de se trabalhar com taxas intermediarias de armaduras. Esses dois fatores,
em conjunto, determinaram o comportamento desfavoravel deste poértico quando
comparado aos demais.

Apos essa analise paramétrica do fenbmeno, onde procurou-se abranger
casos extremos de carregamento e taxas de armaduras, realizar-se-a uma analise
com porticos pertencentes a estruturas usuais de edificios com diferentes nimeros
de pavimentos, afim de se avaliar as prescricbes para reducdo de inércia que

melhor descrevem a perda de rigidez dessas estruturas.
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CAPITULO 5 - ANALISE NAO-LINEAR DE PORTICOS PLANOS
PERTENCENTES A ESTRUTURAS USUAIS

5.1. INTRODUCAO

Os porticos analisados no capitulo anterior tiveram sua dimensfes
determinadas para atender desde taxas de armaduras muito baixas, até taxas
proximas a maxima permitida por norma, em cada um dos trés niveis de
carregamento aos quais foram submetidos. Em virtude dessa situacdo, alguns
exemplos apresentam dimensdes e taxas de armadura muito diferentes daquelas
gue usualmente seriam empregadas em projeto.

Desse modo, serdo analisados neste capitulo porticos pertencentes a
estruturas usuais, com nivel de carregamento e geometria mais proximas das que
normalmente seriam utilizadas em projeto. As diferentes taxas de armadura serao
obtidas com mudancas menos expressivas nas secdes transversais dos elementos,
de forma que nado serd abrangido um espectro amplo de taxas de armadura quanto
no capitulo anterior, mas que se aproxime dos valores normalmente adotados em
projeto. Desse modo, pretende-se avaliar quais valores de reducdo de inércia

devem ser esperados para estruturas usuais de edificios.
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5.2. EXEMPLOS ANALISADOS

5.2.1. Edificio com 6 pavimentos

Considerando-se a geometria referente ao edificio da figura 5.1, pode-se

definir os seguintes carregamentos:

Carregamento permanente nas lajes :

peso préprio das lajes : 25 kN/m® x 0,12 m = 3,0 kN/m?
divisorias + revestimento : =15 KN/m*
Total : = 4,5 KN/m?

Carregamento variavel nas lajes :
sobrecarga pavimento tipo : 3,0 kN/m?

sobrecarga cobertura : 15 kN/m?

Carregamento distribuido nas vigas centrais do tipo:

sobrecarga : 3,0 kN/m® x 4,0 m =12,0 KN/m
reacdo das lajes : 4,5 kN/m? x 40m = 18,0 kN/m
peso préprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,50-0,12) m = 2,85 kN/m
Total : 033 kN/m

Carregamento distribuido nas vigas centrais da cobertura :

sobrecarga : 1,5 kN/m® x 4,0 m = 6,0 KN/m
reacdo das lajes : 4,5 kN/m? x 40m = 18,0 kN/m
peso proprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,50-0,12) m = 2,85 kN/m
Total : 027 KN/m

Carregamento distribuido nas vigas de fechamento :
paredes : 15 kN/m® x 0,15m x (3,0-0,50)m = 5,63 KN/m
peso proprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,50-0,12) m =2,85kN/m
Total : 08,48 KN/m
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Reacdes concentradas :

viga de fechamento : 8,48 kN/m x 4,0 m = 33,9 kN

pilar : 0,45 m x 0,45 m x 25 kN/m* x 3,0 m = 15,19 kN

Total : 049 kN
Vento : 1 kKN/m?x 4 m =4 kKN/m

Neste exemplo, os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78,

considerando-se as excentricidades acidentais (e,) e de segunda ordem (e;), além

da excentricidade inicial (e) devida ao carregamento. Nestes exemplos,

considerou-se uma e, minima de 2 cm e uma e; maxima de h/30, conforme

prescreve a NB1/78. De forma sistematica, adotou-se a seguinte metodologia:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Foram analisados poérticos planos cujas caracteristicas dos materiais
empregados sdo concreto com resisténcia fck=20 MPa e aco CA-50A
(fys=500 MPa). Os paréametros que caracterizam 0s materiais para a
andalise ndo-linear sio : Eq = 32000 MPa, f. = 23,5 MPa, & = 0,002, f, =
2,20 MPa, a = 0,70, €, = 20 &, Es = 210000 MPa, E’s = 1000 MPa, €5 max
=0,010.

Os carregamentos horizontal e vertical foram  aplicados
simultaneamente. O valor Udltimo tedrico para o carregamento foi
assumido quando um unico fator igual a 1,4 é aplicado sobre todo o
carregamento.

As armaduras dos pérticos foram determinadas para os esforgos obtidos
segundo uma analise elastico-linear usual.

As vigas foram dimensionadas segundo a NB-1/78 para momentos
positivo e negativo, considerando-se a envoltéria dos esfor¢cos devidos
ao carregamento vertical e horizontal. Considerou-se a atuacdo dos
esforcos horizontais nas duas dire¢6es do plano.

Os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78, considerando-se
as excentricidades e,, e, e e;.

As dimens0Oes das vigas foram determinadas considerando-se a altura
das vigas de cerca de 1/10 do vao, variando-se a largura para se obter

vigas com maiores e menores taxas de armadura;
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7) As dimensdes dos pilares foram determinadas de modo a se ter se¢éo
quadrada com taxas de armadura préximas a minima, & média e a
méaxima de norma;

8) As taxas de armadura A, B e C ficam definidas do seguinte modo:

e Tipo A : Pilares com taxas de armaduras muito proéximas da minima
permitida pela norma e vigas com a taxas correspondentes a largura
de 30 cm e altura de 50 cm;

» Tipo B : Pilares com taxas de armaduras médias e vigas com a taxas
correspondentes a largura de 20 cm e altura de 50 cm;

* Tipo C : Pilares com taxas de armaduras proximas da maxima
permitida pela norma e vigas com a taxas correspondentes a largura
de 15 cm e altura de 50 cm;

9) Cada portico foi modelado com 108 elementos : cinco para cada pilar e
oito para a viga, conforme figura 5.1. Para cada elemento foi
estabelecida a geometria e as armaduras longitudinais e transversais.
As secOes transversais da vigas e do pilar foram discretizadas em 10
fatias de concreto e duas camadas de aco (armaduras positiva e
negativa).

10) O carregamento aplicado corresponde ao previamente determinado
para o edificio, estabelecendo-se a parcela referente ao portico

analisado, sem a consideracao de niveis diferentes de carregamento.

Empregando-se essa metodologia, ndo sao obtidas armaduras de vigas tdo
proximas a minima de 0,15% visto que, para conseguir tais taxas, sdo necessarias
vigas com dimensdes muito maiores que as usuais. Portanto, em funcdo da
metodologia empregada, os exemplos analisados neste capitulo ndo apresentam
grandes variacfes nas secdes transversais e nas taxas de armaduras das vigas,
como ocorre nos exemplos paramétricos. O detalhamento dos pérticos analisados

€ apresentado no apéndice A.
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Figura 5.1 — Geometria do edificio de 6 pavimentos
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Examinando-se as curvas forca x deslocamento, figura 5.2, pode-se
observar que o portico P6A, que apresenta as menores taxas de armadura, nao se
comporta de forma tdo rigida quanto os porticos tipo A analisados no capitulo
anterior. Isso porque, apesar de possuir as menores taxas de armadura, suas
dimensdes ndo se encontram tdo acima das usuais. Observa-se que 0s porticos
P6A, P6B e P6C nao apresentam diferencas significativas entre si em relacdo aos
valores obtidos para os deslocamentos laterais e para a carga Uultima, no

processamento nao-linear.

35
30 - m
25 4 - A T
5201 A& A
< —5—P6Ael
Ti54...9. S S —= PBAnNlfnlg | - - - - -
—~—P6Bel
10 —A— P6B nlf+nlg
—o—P6C el
5 —e—P6C nlf+nlg

0 2 4 6 8 10 12 14
Deslocamento (cm)

Figura 5.2 — Curvas deslocamento x carregamento porticos usuais de 6 pavimentos

Nas figuras 5.3a a 5.3f pode-se observar as estruturas deformadas para os
poérticos P6A, P6B e P6C. Observa-se que para o portico tipo A, a estrutura
deformada, em servico, se apresenta préximo a proposta do ACI que indica secbes
de pilares integras e 50% de redugé&o na inércia das vigas. No estado limite dltimo,
a estrutura deformada do portico tipo A, se apresenta pouco mais deslocavel que
aguela analisada com as secdes de vigas com 50% e dos pilares com 80% da

inércia da sec¢édo bruta.
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Elastica em Servico

—e— P6AnNIg
51 | —=—Ip=lpb;v=05vb| - - - -4

—a— P6AnNIf+nig

Pav

0 0,5 1 1,5 2
Deslocamento (cm)

Figura 5.3a — Configuracdo deformada da estrutura em servigo: P6A

Elastica E.L.U

Pav

—e— P6ANIg

—a— [p=0.7Ip b; v=0.7Ivb
—a—Ip=0.8Ip b, v=0.5lvb
—>—Ip=0.8Ip b; v=0.4Ivb
—%—1p=0.7Ip b; v=0.35Ivb |

—e— P6AnIf+nlg

0 1 2 3 4 5
Deslocamento (cm)

Figura 5.3b — Configuracdo deformada da estrutura no ELU: P6A

Para o pdértico tipo B a estrutura deformada, em servigo, se apresenta

menos deslocavel em relacdo a proposta do ACI que indica se¢Bes de pilares
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integras e 50% de reducdo na inércia das vigas. No estado limite Ultimo, a estrutura
deformada do poértico tipo B, se apresenta bastante proxima dos resultados obtidos

para as sec¢des de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da se¢éo bruta.

Elastica em Servico

;
2 N - P
—e— P6B nlg
51 |—=—Ip=Ipb;Iv=05Ivb
—a— P6B nlf+nlg

Pav

0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5
Deslocamento (cm)

Figura 5.3c — Configuracdo deformada da estrutura em servigco: P6B

7 ElasticaE.L.U
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—e—P6Bnlg
—=— [p=0.7Ip b; v=0.7Ivb
—a— Ip=0.8Ip b, Iv=0.5Ivb
—<—Ip=0.8Ip b; Iv=0.4lvb
—x—Ip=0.7Ip b; Iv=0.35Ivb

—e— P6B nlf+nlg

0 1 2 3 4 5 6 7
Deslocamento (cm)

Figura 5.3d — Configuragédo deformada da estrutura no ELU: P6B
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Para o portico tipo C a estrutura deformada, em servigo, se mostra mais

proxima do resultado obtido para as sec¢des de vigas e pilares integras. No estado

limite dltimo, a estrutura deformada do pértico tipo C, se aproxima do resultado

obtido para as sec¢des de vigas e pilares com 70% da inércia da se¢ao bruta.

Pav

Pav

Elastica em Servico

—e—P6Cnlg
4 - |—m—Ip=Ilpb; v=05Ilvb}| - - - - - - . Y I

—a— P6C nlf+nlg

0 1 2 3 4 5

Deslocamento (cm)

Figura 5.3e — Configuracdo deformada da estrutura em servico: P6C
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—a— Ip=0.8Ip b, Iv=0.5Ivb
—>— Ip=0.8Ip b; Iv=0.4Ilvb

| ' j j —%— Ip=0.7Ip b; v=0.35Iv b
g I I —e— P6C nif+nlig

4 1
DeslocamGento (cm) 8 0

Figura 5.3f — Configuracdo deformada da estrutura no ELU: P6C

12
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Estudou-se, entdo, a rigidez lateral equivalente da estrutura comparando-se
o deslocamento horizontal do ponto de aplicagéo da resultante das cargas verticais,
obtido segundo a analise elastico-linear e o obtido da analise ndo-linear. O
carregamento nas fases denominadas como: Servi¢co, Estado limite ultimo e
Ruptura foi dividido pelo carregamento de dltimo da estrutura (Py). Assim, obteve-
se o gréfico adimensional da figura 5.4, que relaciona a rigidez lateral com o
carregamento da estrutura.

Para o carregamento de servigo observa-se uma rigidez variando entre 90%
e 72% da rigidez linear, referente a uma analise elastico-linear na qual os
elementos possuem a secgdo transversal integra. Para o carregamento Ultimo
tedrico (multiplicado por 1,40) a rigidez varia entre 78% e 57% da rigidez linear. No
colapso, a rigidez apresenta uma reducéo drastica, variando entre 60% e 25% da
rigidez elastica.

Observa-se que o exemplo mais rigido é o portico P6C, seguido pelos
porticos P6B e P6A, respectivamente. Este resultado indica que, para porticos com
secbes transversais semelhantes, aqueles com maiores taxas de armadura sdo
mais rigidos em relacédo aqueles com menores taxas de armadura. Isso é razoavel,
pois as maiores taxas de armadura contribuem para a reducéo da fissuracdo, que

influencia de forma significativa a rigidez das estruturas de concreto armado.

0,8

0,6

Eleq

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1
P/Pu

Figura 5.4 — Rigidez lateral x carregamento edificio de 6 pavimentos



104

5.2.2. Edificio com 8 pavimentos

Dando continuidade ao estudo de estruturas mais proximas daquelas
usualmente projetadas, analisou-se um edificio com 8 pavimentos apresentado por
CAUVIN (1979) e também analisado por outros autores como CILONI (1993) e
SILVA (1996). As dimensbdes dos elementos foram determinadas de forma que nao
fossem obtidas se¢bes muito maiores que as usualmente empregadas em projeto,
do mesmo modo que nos porticos P6A, P6B e P6C.

Considerando-se a geometria o edificio da figura 5.5, pode-se definir os

seguintes carregamentos :

Carregamento permanente nas lajes :

peso préprio das lajes : 25 kN/m® x 0,12 m = 3,0 kN/m?
divisorias + revestimento : =15 KN/m*
Total : = 4,5 KN/m?

Carregamento variavel nas lajes :
sobrecarga pavimento tipo : 4,0 kN/m?

sobrecarga cobertura : 15 kN/m?

Carregamento distribuido nas vigas centrais do tipo:

sobrecarga : 4,0 kN/m® x 3,6 m = 14,4 KN/m
reacdo das lajes : 4,5 kN/m? x 3,6m = 16,2 kN/m
peso proprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,50-0,12) m = 2,85 kN/m
Total : 033 kN/m

Carregamento distribuido nas vigas centrais da cobertura :

sobrecarga : 1,5 kN/m® x 3,6 m = 5,4 KN/m
reacdo das lajes : 4,5 kN/m? x 3,6m = 16,2 kN/m
peso proprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,50-0,12) m = 2,85 kN/m
Total : 025 kN/m

Carregamento distribuido nas vigas de fechamento :
paredes : 15 kN/m® x 0,15m x (3,6-0,50)m = 6,98 KN/m
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peso proprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,50-0,12) m = 2,85 kN/m
Total : 09,83 kN/m

Reacdes concentradas :

viga de fechamento : 9,83 kN/m x 3,6 m = 35,4 kN

pilar : 0,5 m x 0,5 m x 25 kN/m* x 3,6 m =225 kN

Total : 058 kN
Vento : 1 kN/m?x 3,6 m = 3,6 kN/m

Os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78, considerando-se as

excentricidades acidentais (e;) e de segunda ordem (ey), além da excentricidade

inicial (e;) devida ao carregamento. Nestes exemplos, considerou-se uma e, minima

de 2 cm e uma e, maxima de h/30. De forma sistematica, adotou-se a seguinte

metodologia:

1)

2)

3)

4)

5)

Foram analisados poérticos planos cujas caracteristicas dos materiais
empregados sdo concreto com resisténcia fck=20 MPa e aco CA-50A (
fys=500 MPa). Os seguintes parametros caracterizam os materiais para
a andlise ndo-linear : Ey = 32000 MPa, f. = 23,5 MPa, & = 0,002, f, =
2,20 MPa, a = 0,70, €, = 20 &, Es = 210000 MPa, E’s = 1000 MPa, €5 max
=0,010.

Os carregamentos horizontal e vertical foram  aplicados
simultaneamente. O valor Udltimo tedrico para o carregamento foi
assumido quando um unico fator igual a 1,4 é aplicado sobre todo o
carregamento.

As armaduras dos pérticos foram determinadas para os esforgos obtidos
segundo uma analise elastico-linear usual.

As vigas foram dimensionadas segundo a NB-1/78 para momentos
positivo e negativo, considerando-se a envoltéria dos esfor¢cos devidos
ao carregamento vertical e horizontal. Considerou-se a atuacdo dos
esfor¢os horizontais nas duas dire¢6es do plano.

Os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78, considerando-se

as excentricidades e,, e, e e;.
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6) Altura das vigas cerca de 1/10 do vao, variando-se a largura para se
obter vigas com maiores e menores taxas de armadura;

7) As dimensdes dos pilares foram determinadas de modo a se ter se¢éo
quadrada com taxas de armadura proximas a minima (taxa A), & média
(taxa B) e a maxima (taxa C).

8) Cada poértico foi modelado com 320 elementos : quatro para cada pilar e
vinte e quatro para a viga, conforme a figura 5.5c. Para cada elemento
foi estabelecida a geometria e as armaduras longitudinais e
transversais. As secdes transversais da vigas e do pilar foram
discretizadas em 10 fatias de concreto e duas camadas de aco

(armaduras positiva e negativa).

Foram analisados trés porticos com 8 lances de pilares, correspondentes ao
nivel de carregamento proposto com trés taxas de armadura diferentes. O

detalhamento dos pdrticos analisados é apresentado no apéndice B.
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Figura 5.5b — Geometria do portico pertencente ao edificio de 8 pavimentos
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As curvas forga x deslocamento referentes aos exemplos analisados s&o

apresentadas na figura 5.6.

Forca x deslocamento no topo
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Deslocamento (cm)

Figura 5.6 — Curvas deslocamento x carregamento poérticos usuais de 8 pavimentos

Nas figuras 5.7a a 5.7f, pode-se observar as estruturas deformadas para os
poérticos PBA, P8B e P8C.

Observa-se que para o portico tipo A, a estrutura deformada, em servico, se
apresenta proxima a proposta do ACI que indica as secdes de pilares integras e
50% de reducdo na inércia das vigas. No estado limite dltimo, a estrutura
deformada do pértico tipo A, se apresenta em uma posi¢cdo intermediaria entre
aquela obtida com as sec¢fes de vigas com 50% e dos pilares com 80% da inércia
da secédo bruta, e a obtida com as secBes de vigas com 40% e dos pilares com
80% da inércia da secéo bruta.

Para o pdértico tipo B a estrutura deformada, em servigco, se apresenta
menos deslocavel em relacdo a proposta do ACI que indica se¢Bes de pilares
integras e 50% de reducdo na inércia das vigas. No estado limite Ultimo, a estrutura
deformada do portico tipo B é praticamente coincidente com os resultados obtidos

para as sec¢des de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da se¢éo bruta.



Pav

Pav

Elastica em Servico

—e—P8AnNIg
—=— Ip=Ip b; Iv=0.5lvb
—a— P8Anlf+nig

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1
Deslocamento (cm)

Figura 5.7a — Configuracdo deformada da estrutura em servigco: P8A
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Figura 5.7b — Configuracéo deformada da estrutura no ELU: P8A
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Figura 5.7c — Configuracdo deformada da estrutura em servigco: P8B
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Figura 5.7d — Configuragdo deformada da estrutura no ELU: P8B
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Figura 5.7f — Configuracdo deformada da estrutura no ELU: P8C

113



114

Para o pdrtico tipo C a estrutura deformada, em servico, se apresenta com
valores intermediarios entre o resultado obtido para as sec¢des de vigas e pilares
integras e aquele obtido com a proposta do ACIl. No estado limite dltimo, a
estrutura deformada do portico tipo C, se aproxima do resultado obtido para as
secdes de vigas e pilares com 70% da inércia da secao bruta.

Estudou-se, entdo, a rigidez lateral equivalente da estrutura comparando-se
o deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da resultante das cargas verticais,
obtido segundo a analise elastico-linear e o obtido da analise ndo-linear.

Na figura 5.8 apresenta-se o grafico adimensional que relaciona rigidez
lateral e carregamento referente aos poérticos P8A, P8B e P8C. Este foi obtido
comparando-se o deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da resultante das
cargas verticais, obtido segundo a analise elastico-linear, com o obtido da analise
nao-linear. Do mesmo modo que para os porticos de 6 pavimentos, o carregamento
nas fases de servigo, estado limite ultimo e ruptura foi dividido pelo carregamento
de ultimo da estrutura (Py).

Para o carregamento de servigo observa-se uma rigidez variando entre 84%
e 67% da rigidez linear, referente a uma analise elastico-linear na qual os
elementos possuem a secgdo transversal integra. Para o carregamento Ultimo
tedrico (multiplicado por 1,40) a rigidez varia entre 72% e 54% da rigidez linear. No
colapso, a rigidez apresenta uma redugédo dréstica, variando entre 53% e 24% da
rigidez elastica.

Observa-se que o exemplo mais rigido é o pértico P8C, seguido pelos
porticos P8B e PB8A, respectivamente. Este resultado confirma as indicacbes
obtidas nos exemplos de seis pavimentos, onde se observa que os porticos com
secdes transversais semelhantes tém sua rigidez diminuida na ordem inversa da
taxa de armadura, ou seja, aqueles com maiores taxas de armadura sdo mais

rigidos em relacdo aqueles com menores taxas de armadura.
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Figura 5.8 — Rigidez lateral x carregamento para porticos de 8 pavimentos

5.2.3. Edificio com 13 pavimentos

Considere-se o edificio de 13 pavimentos apresentado por FRANCA (1985).
As dimensdes e o carregamento foram redefinidos de forma a se poder adequar o
exemplo & metodologia empregada neste trabalho. De modo andlogo aos exemplos
de 8 pavimentos, as dimensdes dos elementos foram determinadas de forma que
ndo fossem obtidas se¢cdes muito maiores que as usualmente empregadas em
projeto.

Considerando-se a geometria o edificio da figura 5.9, foram definidos os

seguintes carregamentos:

Carregamento permanente nas lajes :

peso proprio das lajes : 25 kN/m® x 0,10 m = 2,5 kN/m?
divisorias + revestimento : =20 kN/m*

Total : = 4,5 KN/m?
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Carregamento variavel nas lajes :
sobrecarga pavimento tipo : 3,0 kN/m?

sobrecarga cobertura : 1,5 kN/m®

Carregamento distribuido nas vigas centrais do tipo:

sobrecarga : 3,0 kN/m? x 4,0 m = 12,0 kN/m
reacdo das lajes : 4,5 KN/m* x 4,0 m = 18,0 KN/m
peso proprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,85-0,10) m =5,63 kN/m
Total : 036 kN/m

Carregamento distribuido nas vigas centrais da cobertura :

sobrecarga : 1,5 kN/m? x 4,0 m = 6,0 kN/m
reacdo das lajes : 4,5 KN/m® x 4,0 m = 18,0 KN/m
peso proprio : 25 kN/m® x 0,30 m x (0,85-0,10) m =5,63 kN/m
Total : 030 kN/m

Carregamento distribuido nas vigas de fechamento :
paredes : 15 kN/m® x 0,15m x (2,90-0,50)m = 4,5 kN/m
peso proprio : 25 kN/m® x 0,15 m x (0,70-0,10) m =2,25 kN/m
Total : 006,75 KN/m

Reacdes concentradas :

viga de fechamento : 6,75 kN/m x 4,0 m = 35,4 kN

pilar : 0,40 m x 0,95 m x 25 KN/m?® x 2,9 m = 27,6 kKN

Total : 063 kN
Vento : 1 kN/m?x 4,0 m = 4,0 kN/m

Os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78, considerando-se as
excentricidades acidentais (e,) e de segunda ordem (e,), além da excentricidade
inicial (e;) devida ao carregamento. Nestes exemplos, considerou-se uma e, minima
de 2 cm e uma e, méxima de h/30. De forma sistemética, adotou-se a seguinte

metodologia:



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
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Foram analisados pérticos planos cujas caracteristicas dos materiais
empregados sao concreto com resisténcia fck=20 MPa e aco CA-50A (
fys=500 MPa). Sendo definidos os seguintes parametros dos materiais a
serem utilizados na andlise ndo-linear : E¢y = 32000 MPa, f’C = 23,5
MPa, g, = 0,002, f; = 2,20 MPa, a = 0,70, €, = 20 &, Es = 210000 MPa,
E’s = 1000 MPa, &€ max = 0,010.

Os carregamentos horizontal e vertical foram  aplicados
simultaneamente. O valor ultimo tedrico para o carregamento foi
assumido quando um Uunico fator igual a 1,4 é aplicado sobre todo o
carregamento.

As armaduras dos pérticos foram determinadas para os esfor¢os obtidos
segundo uma analise elastico-linear usual.

As vigas foram dimensionadas segundo a NB-1/78 para momentos
positivo e negativo, considerando-se a envoltdria dos esforgos devidos
ao carregamento vertical e horizontal. Considerou-se a atuacdo dos
esforgos horizontais nas duas dire¢cdes do plano.

Os pilares foram dimensionados segundo a NB-1/78, considerando-se
as excentricidades e,, e; € €;.

Altura das vigas cerca de 1/10 do vao, variando-se a largura para se
obter vigas com maiores e menores taxas de armadura;

As dimens@es dos pilares foram determinadas de modo a se ter secdes
retangulares com taxas de armadura proximas a minima (taxa A), a
média (taxa B) e a maxima (taxa C).

Cada portico foi modelado com 312 elementos: cinco para cada pilar e
guatorze para a viga, conforme a figura 5.9b. Para cada elemento foi
estabelecida a geometria e as armaduras longitudinais e transversais.
As secles transversais da vigas e do pilar foram discretizadas em 10
fatias de concreto e duas camadas de aco (armaduras positiva e

negativa).

Foram analisados trés poérticos com 13 pavimentos, correspondentes ao

nivel de carregamento proposto com trés taxas de armadura diferentes. O

detalhamento dos porticos analisados é apresentado no apéndice C.
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As curvas for¢ca x deslocamento referentes aos exemplos analisados sdo

apresentadas na figura 5.10.

Forca x deslocamento no topo
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Figura 5.10 — Curvas deslocamento x carregamento poérticos usuais de 13 pavimentos

Nas figuras 5.11a a 5.11f, pode-se observar as estruturas deformadas para
0s porticos P13A, P13B e P13C.

Observa-se que para o portico tipo A, a estrutura deformada em servico se
apresenta mais deslocavel em relagéo a proposta do ACI, que indica as se¢des de
pilares integras e 50% de reduc¢do na inércia das vigas. No estado limite dltimo, a
estrutura deformada do portico tipo A, se apresenta em uma préoxima aquela obtida
com as sec¢les de vigas com 35% e dos pilares com 70% da inércia da secao

bruta.
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Figura 5.11b — Configuragéo deformada da estrutura no ELU: P13A

O pdrtico tipo A mostrou-se bastante deslocavel, tomando-se com
referéncia os resultados previamente obtidos para os pérticos de 6 e 8 pavimentos.
Isto se explica pelo fato de que, em funcéo da altura do prédio, existe uma maior
influéncia do momento fletor no dimensionamento dos pilares. Este fato fica
particularmente acentuado neste exemplo, escolhido exatamente por se tratar de
um caso bastante desfavoravel, onde os pérticos apresentam apenas um tramo de
viga, sem pilares internos. De fato, o pértico de 8 pavimentos anteriormente
analisado apresenta pilares internos que contribuem para a rigidez do conjunto
como um todo, pois estdo submetidos a maiores esforcos normais e menores
momentos fletores que os pilares de extremidade. Outro fator importante é que,
para se obter armaduras minimas, foram utilizadas se¢des transversais muito
grandes para os pilares, o que torna desprezivel a contribuicdo benéfica das
tensdes de normais de compressao para o aumento da rigidez dos pilares.

Para o portico tipo B, a estrutura deformada em servico se apresenta

préxima a obtida com a proposta do ACI gue indica se¢des de pilares integras e
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50% de reducdo na inércia das vigas. No estado limite Ultimo, a estrutura
deformada do poértico tipo B, se apresenta bastante proxima dos resultados obtidos

para as sec¢des de vigas com 40% e pilares com 80% da inércia da se¢éo bruta.
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Figura 5.11¢c — Configuracao deformada da estrutura em servigo: P13B
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Figura 5.11d — Configuragédo deformada da estrutura no ELU: P13B

O portico tipo B mostrou-se menos deslocavel em relagdo ao portico tipo A
em virtude das sec¢fes transversais serem menores, 0 que aumenta a contribuicdo
benéfica das tensdes de normais de compressao para a rigidez dos pilares, e das
taxas de armaduras serem maiores, reduzindo o efeito da fissuragéo.

Para o poértico tipo C a estrutura deformada, em servico, se apresenta
menos deslocavel em relacdo a proposta do ACI, que indica as sec¢des de pilares
integras e 50% de reducdo na inércia das vigas. No estado limite Ultimo, a estrutura
deformada do portico tipo C, se apresenta em uma posicdo intermediaria entre
aguela obtida com as secdes de vigas e dos pilares com 70% da inércia da secao
bruta, e a obtida com as sec¢bes de vigas com 50% e dos pilares com 80% da

inércia da sec¢éo bruta.
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Figura 5.11f — Configuracdo deformada da estrutura no ELU: P13C

Novamente, observa-se o aumento da contribuicdo benéfica das tensdes de
normais de compressdo para a rigidez dos pilares, em virtude das segles
transversais serem menores, e uma reducdo do efeito da fissuracdo, pelo fato das
taxas de armaduras serem maiores.

Na figura 5.12 apresenta-se o grafico adimensional que relaciona rigidez
lateral e carregamento referente aos porticos P13A, P13B e P13C, obtido
comparando-se o deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da resultante das
cargas verticais, obtido segundo a andlise elastico-linear, e aquele obtido da
analise nao-linear. Como nos exemplos anteriores, 0 carregamento nas fases de
servigo, estado limite dltimo e ruptura foi dividido pelo carregamento de ultimo da
estrutura (Py).

Para o carregamento de servico observa-se uma rigidez variando entre 64%
e 51% da rigidez linear, referente a uma analise elastico-linear na qual os
elementos possuem a secgdo transversal integra. Para o carregamento Ultimo

tedrico (multiplicado por 1,40) a rigidez varia entre 60% e 40% da rigidez linear. No
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colapso, a rigidez apresenta uma reducédo drastica, variando entre 33% e 15% da
rigidez elastica.

Observa-se que o exemplo mais rigido é o portico P13C, seguido pelos
poérticos P13B e P13A, respectivamente. Este resultado estd em conformidade com
agueles obtidos nos exemplos anteriores, de seis e de oito pavimentos,
confirmando que os porticos com sec¢Bes transversais semelhantes, submetidos ao
mesmo carregamento, tém sua rigidez diminuida na ordem inversa da taxa de

armadura dos seus elementos.

0,8

Eleq

0 1 1 1 1 1 1
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 11
P/Pu

Figura 5.12 — Rigidez lateral x carregamento para poérticos de 13 pavimentos

5.3. CONCLUSOES

Neste capitulo foram analisados porticos pertencentes a estruturas de
edificios, nos quais as diferentes taxas de armadura foram definidas segundo um
critério diverso do utilizado no capitulo 4: somente as dimensdes dos pilares foram
determinadas de modo a se ter se¢cdes com taxas de armadura préximas a minima
(taxa A), a média (taxa B) e a méxima (taxa C); as dimensfes das vigas foram
definidas adotando-se uma altura fixa, em torno de 1/10 do vao, e variando-se a

largura, para se obter vigas com diferentes taxas de armadura. Deste critério
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resulta, por exemplo, que os pérticos tipo A apresentam somente os pilares com
taxa minima de armadura, sendo a taxa de armadura das vigas inferior em relacéo
ao poérticos tipo B e C, mas estando longe do minimo permitido em norma. O
mesmo se aplica aos porticos B e C.

Este critério foi adotado na tentativa de simular o que acontece nos edificios
usuais, nos quais existem pilares com taxas de armadura diversas enquanto as
vigas, normalmente, tém sua altura limitada pela arquitetura. Embora seja muito
pouco comum a adocgédo de pilares, especialmente aqueles bastante solicitados,
cuja taxa de armadura junto a base ndo esteja proxima da maxima, foram
analisadas estruturas com pilares pouco armados junto a base (porticos tipo A e B),
para uma melhor avaliacdo do problema.

Em funcédo destes aspectos, os resultados que melhor descrevem 0s casos
usuais sao, provavelmente, aqueles referentes aos porticos tipo B e C: pilares com
médias e altas taxas de armadura junto a base, e vigas com taxas de armadura
médias e altas.

Os resultados de El,; obtidos para os exemplos analisados séo

apresentados na tabela 5.1.:

Tabela 5.1 — Rigidez lateral equivalente para pdrticos com dimensdes usuais

Pértico Eleq
Servigco |E.L.U. Colapso

P6A 0,73 0,58 0,31
P6B 0,73 0,62 0,41
P6C 0,88 0,77 0,56
P8A 0,67 0,54 0,24
P8B 0,74 0,62 0,33
P8C 0,84 0,72 0,54
P13A 0,51 0,40 0,15
P13B 0,56 0,48 0,18
P13C 0,68 0,60 0,33
MEDIA 0,70 0,59 0,34

Pode-se observar, pelos resultados obtidos, que no caso de pérticos com
sec¢Oes transversais semelhantes, submetidos ao mesmo carregamento, a rigidez
lateral € proporcional a taxa de armadura utilizada no detalhamento.

Considerando-se a média dos valores de rigidez lateral equivalente, para

todos os pérticos analisados neste capitulo, obtém-se (tabela 5.1):

Em servigco um Elg = 0,70 Ecly para as vigas e pilares;
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No estado limite dltimo Ele = 0,59 Eclq para as vigas e pilares;
(Eles)a/(Eler)k = 0,59/0,70 = 0,84.

Em termos quantitativos, os porticos de 6 e 8 pavimentos apresentam
resultados mais favoraveis que aqueles obtidos para os de 13 pavimentos. Isso
ocorre, especialmente, para os porticos P13A e P13B. De fato, os exemplos com
13 pavimentos apresentam pilares extremamente solicitados que, para possibilitar
armaduras proximas a minima desde a base, necessitam de grandes secoes
transversais. Apesar disso, a estrutura ndo se torna rigida como a dos porticos tipo
A do capitulo 4, pelo fato das vigas terem dimensdes e taxas de armaduras usuais.
Os porticos P13A e P13B apresentam pilares bastante solicitados a momento
fletor, em virtude da altura do edificio, sendo o efeito benéfico da forca normal
pouco relevante, em virtude das grandes secdes transversais, 0 que resulta em
grande perda de rigidez lateral para estrutura.

Através da tabela 5.2, pode-se observar de modo mais detalhado os valores
de El¢ correspondentes aos diversos niveis de carregamento e armadura para 0s

poérticos analisados:

Tabela 5.2 — Rigidez lateral equivalente para os exemplos de pérticos pertencentes a estruturas

usuais
Pértico Taxa de As (%) Eleq
Pilar Viga Servico [E.L.U. Colapso
sup |inf

P6A 0,75/ 0,28] 0,17 0,73 0,58 0,31
P8A 0,48| 0,71] 0,42 0,67 0,54 0,24
P13A 0,50 0,57| 0,33 0,51 0,40 0,15
MEDIA 0,58 0,52 0,31 0,64 0,51 0,23
P6B 1,54] 1,03 0,53 0,73 0,62 0,41
P8B 1,46] 1,06 0,63 0,74 0,62 0,33
P13B 1,68| 0,98 0,49 0,56 0,48 0,18
MEDIA 156 1,02 0,55 0,68 0,57 0,31
P6C 3,33] 1,76] 0,85 0,88 0,77 0,56
P8C 2,89] 1,45] 1,16 0,84 0,72 0,54
P13C 3,02] 1,60| 0,83 0,68 0,60 0,33
MEDIA 3,08 1,60 0,95 0,80 0,70 0,48

Considerando-se os valores obtidos para os porticos analisados, segundo

as diferentes taxas de armadura, obtém-se (tabela 5.2):

a) Pérticos tipo A
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Em servigco um Elg = 0,64 Ecly para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo Ele = 0,51 Eclq para as vigas e pilares;
(Ele))/(Eler)c = 0,51/0,64 = 0,80.

b) Porticos tipo B
Em servigco um Elg = 0,68 Ecly para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo Ele = 0,57 Eclq para as vigas e pilares;
(Ele))o/(Eler)c = 0,57/0,68 = 0,84.

c) Pérticos tipo C
Em servigco um Elg = 0,80 Ecly para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo Ele = 0,70 Eclq para as vigas e pilares;
(Eler)a/(Eles)k = 0,70/0,80 = 0,88.

A tabela 5.3 apresenta as reducdes na inércia de vigas pilares, encontradas

na literartura, que melhor descrevem o comportamento ndo-linear de cada pértico:

Tabela 5.3 — Inércias equivalentes para vigas e pilares dos pérticos com dimensdes usuais

Portico Servico E.L.U.
El vigas El pilares El vigas El pilares

P6A Elef > 0,5 1,0 0,5 0,8
P8A 0,5 1,0 0,4 < Elef <0,5 0,8
P13A Elef > 0,5 1,0 0,35 0,7
P6B Elef > 0,5 1,0 0,5 0,8
P8B Elef > 0,5 1,0 0,5 0,8
P13B 0,5 1,0 0,4 0,8
P6C Elef < 1,0 1,0 0,7 0,7
P8C 0,5 < Elef <1,0 1,0 0,7 0,7
P13C 0,5<Elef<1,0 1,0 0,5 0,8

Analisando-se os valores apresentados na tabela 5.3, observa-se que:

1) Para os porticos tipo A, em servico, as estruturas deformadas
resultantes do processamento ndo-linear se encontram proximas aos
resultados obtidos considerando-se a proposta do ACI 318-95, que
indica as sec¢fes de pilares integras e 50% de reducg&o na inércia das
vigas. No estado limite Ultimo, os resultados variam entre os obtidos
para as se¢Oes de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da
secao bruta e aqueles obtidos com as secdes de vigas com 35% e dos

pilares com 70% da inércia da secéo bruta (ACI 318-95);
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2) Para os porticos tipo B as estruturas deformadas, em servigo, se
aproximam dos resultados obtidos considerando-se secdes de pilares
integras e 50% de reducdo na inércia das vigas. No estado limite Gltimo,
as estruturas deformadas se apresentam entre os resultados obtidos
para as secdes de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da
secdo bruta, e aqueles obtidos para as seg¢des de vigas com 40% e
pilares com 80% da inércia da sec¢do bruta;

3) Para os porticos tipo C as estruturas deformadas, em servigo, variam
entre os resultados obtidos para as secdes de vigas e pilares integras e
os resultados obtidos para secdes de vigas com 50% da inércia da
secao bruta e secbes de pilares integras. No estado limite dltimo, as
estruturas deformadas dos porticos tipo C, variam entre os resultados
obtidos para as secdes de vigas e pilares com 70% da inércia da secdo
bruta, e aqueles obtidos para as secdes de vigas com 50% e pilares

com 80% da inércia da secao bruta.

Observa-se que os poérticos tipo A, especialmente o P13A, apresentam-se
bem mais deslocaveis que o0s demais exemplos, em virtude dos fatores
anteriormente discutidos. Desse modo, os resultados referentes aos pérticos tipo B
e C serdo considerados como 0sS mais representativos do comportamento das

estruturas usuais de contraventamento.
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CAPITULO 6 — CONCLUSOES E CONTRIBUICOES

6.1. ASPECTOS GERAIS

Neste trabalho apresentam-se contribuicbes a analise nao-linear fisica e
geométrica das estruturas de contraventamento em concreto armado, abrangendo
tanto as analises ndo-lineares rigorosas, quanto as simplificadas.

Inicialmente s&o discutidos os aspectos referentes a avaliagdo dos efeitos
nao lineares nas estruturas de edificios em concreto armado de forma simplificada.
Este assunto tem sido objeto de varios estudos que se dividem, segundo a
natureza dos efeitos nédo-lineares, em: estudos dos parametros para a
consideracdo simplificada da NLG e determinacdo das inércias efetivas para
consideracado simplificada da NLF.

No que se refere a consideracdo simplificada da NLG s&o discutidos os
parametros a e y,. O parametro a € um parametro que indica a necessidade ou nao
da realizacdo de uma analise ndo-linear, conforme supere ou ndo o valor limite
estabelecido para cada tipo de estrutura, ndo apresentando informagdes sobre a
magnitude dos acréscimos de esforcos devidos aos efeitos nao-lineares. O
parametro y, apresenta uma grande vantagem sobre o pardmetro a, pois permite
uma estimativa confiavel dos acréscimos de esforcos devidos a NLG, dentro de
determinados limites.

A utilizacdo de qualguer um desses parametros, para as estruturas de
concreto armado, requer a adocdo de uma reducdo na inércia da estrutura para
simular os efeitos referentes a NLF. Quando se utliza o pardmetro a a
consideracdo da NLF j& estd embutida na formulagéo, na qual se considera uma

reducdo de 30% no produto de rigidez caracteristico (El), da estrutura. J& quando
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se utiliza o parametro y,, a NLF ndo esté incorporada ao valor do para@metro, sendo
considerada através de reducbes na inércia das vigas e dos pilares da estrutura.
Assim, os deslocamentos da estrutura, utilizados para a determinacdo dos
acréscimos nos momentos fletores, serdo obtidos considerando-se uma perda de
rigidez devida & NLF.

Os estudos para a consideracao simplificada da NLF se dividem, conforme
MACGREGOR (1993), em duas linhas fundamentais de pesquisa: o0
estabelecimento de El¢ para a realizacdo de uma analise global da estrutura, e o
estabelecimento de El¢ para a andlise de membros isolados. No presente trabalho,
sdo abordados os valores referentes ao primeiro grupo: valores de Elg a serem
empregados na analise global da estrutura, para os quais a literatura apresenta
uma grande variabilidade de valores propostos.

Afim de se determinar de forma rigorosa o comportamento ndo-linear das
estruturas de contraventamento em concreto armado, desenvolveu-se no capitulo 3
um programa para analise ndo-linear fisica e geométrica de pérticos planos. A
formulacdo adotada mostrou-se bastante eficiente para a descricdo dos problemas
referentes & NLG e a NLF em porticos planos de concreto armado.

As contribuicBes referentes a implementacéo apresentada sao:

1) a utilizagdo da expressao das deformacdes ‘e’ sem a consideracdo de
um valor médio para a deformacdo da fibra localizada no eixo do
elemento, conforme implementado por SOLER (1989) e SILVA (1996).
Desse modo, algumas simplificagcfes indicadas por SILVA (1996) para o
regime elastico ndo-linear sao eliminadas.

2) emprego de um modelo fisico para o concreto que considera - além dos
efeitos ndo-lineares do concreto comprimido, o concreto tracionado e o
tension stiffening - o efeito de confinamento do concreto devido aos
estribos, relevante para a descricdo do comportamento de concreto de
alta resisténcia.

Com o programa desenvolvido realizou-se, no capitulo 4, uma analise
parameétrica de porticos planos com 1 lance e com 6 lances de pilares, submetidos
a trés niveis de carregamento diferentes. Para cada nivel de carregamento
corresponderam trés dimensionamentos, de forma a se obter trés taxas de
armadura diferentes: A, B e C - sendo A préxima a taxa minima de norma, C

proxima a taxa maxima de norma e B um valor intermediario.
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Observa-se, nestes exemplos paramétricos, que o comportamento dos

poérticos com 1 lance e com 6 lances de pilares €, qualitativamente, bastante

semelhante para niveis de carregamento e taxas de armadura equivalentes,

levando as seguintes conclusoes:

Em servigo, os porticos tipo A apresentam rigidez proxima a elastica em
virtude das seg¢Oes transversais dos elementos serem robustas. Com o
acréscimo de carregamento, em decorréncia das baixas taxas de
armaduras, os efeitos de fissuragdo sdo muito intensos, ocorrendo uma
perda substancial de rigidez dos elementos préximo ao colapso da
estrutura. Em virtude das grandes sec¢fes transversais, ndo se identifica
o efeito benéfico das tensBes de compresséo reduzindo a fissuracao
nos pilares.

Os porticos tipo B, com taxas médias de armadura, apresentam na fase
de servigo rigidez inferior aos porticos tipo A. Isso decorre do fato das
secdes transversais dos elementos serem menos robustas, resultando
em um maior nivel de fissuracdo. N&o existe uma reducdo téo
acentuada de rigidez nas proximidades do colapso da estrutura, como
acontece com os porticos tipo A, pois 0 aumento da quantidade de
armadura limita os efeitos de fissuracdo. Observa-se, nos particos tipo
B, que a rigidez equivalente € inversamente proporcional ao nivel de
carregamento da estrutura. Isso porque a presenca de tensdes de
compressao, nesse caso, € benéfico para o comportamento da
estrutura, pois tende a suprimir a fissuracéo pelo fato da forca normal
ser bem inferior ao valor correspondente a maxima compressao
centrada que pode ser aplicada no pilar.

Os pérticos tipo C, por apresentarem elevadas taxas de armadura,
apresentam a menor variacao de rigidez entre os extremos. Isso porque
essas altas taxas de armadura reduzem os efeitos de fissuragdo. Os
porticos tipo C, de forma semelhante aos pérticos tipo B, apresentam
rigidez equivalente decrescente do maior para o menor nivel de
carregamento, em virtude do efeito benéfico das tensBes de

compressao nos pilares.

Comparando-se o deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da

resultante das cargas verticais, obtido segundo a analise elastico-linear, com

aguele obtido da anadlise ndo-linear, obtém-se informacdes referentes as reducdes
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de inércia para a estrutura como um todo. Considerando-se os valores de rigidez
lateral equivalente para os poérticos com 1 lance e com 6 lances de pilares, obtém-
se:
* Porticos com 1 lance de pilares
Em servigo um (Ele)x = 0,68 Eclgq para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo (Eler)g = 0,55 Eclg para as vigas e pilares;
(Ele)d/(Ele)k = 0,55/0,68 = 0,81.

» Pdrticos com 6 lances de pilares
Em servigco um (Eler)x = 0,83 Eclg para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo (Eler)g = 0,66 Eclg para as vigas e pilares;
(Eler)a/(Eles)k = 0,66/0,83 = 0,80.
Os resultados obtidos para os pérticos com 6 lances foram considerados
como mais representativos que aqueles referentes aos pérticos com 1 lance de
pilares. Analisando-se de forma mais detalhada os resultados referentes aos
pérticos com 6 lances, para as diferentes taxas de armadura, obtém-se:
» Porticos com 6 lances de pilares tipo A
Em servigo um (Ele)x = 0,96 Eclq para as vigas e pilares;
No estado limite altimo (Eler)g = 0,75 Eclg para as vigas e pilares;
(Ele)d/ (Ele) = 0,75/0,96 = 0,78.

» Pdrticos com 6 lances de pilares tipo B
Em servigco um (Eler)k = 0,72 Eclg para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo (Eler)g = 0,55 Eclg para as vigas e pilares;
(Ele))a/(Eler)c = 0,55/0,72 = 0,76.

» Porticos com 6 lances de pilares tipo C
Em servigo um (Ele)x = 0,80 Eclq para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo (Eler)g = 0,69 Eclg para as vigas e pilares;
(Ele)d/ (Ele) = 0,69/0,80 = 0,86.

As estruturas deformadas referentes aos porticos com 6 lances de pilares,
foram comparadas com aquelas obtidas considerando-se a NLG, segundo uma
descricdo lagrangiana atualizada, combinada com diferentes reducdes de inércia
da literatura. Os resultados obtidos indicam que:

e Para os porticos tipo A, em servico, as estruturas deformadas

resultantes do processamento ndo-linear se encontram préximas aos
resultados obtidos considerando-se as secfes integras de vigas e

pilares. No estado limite Ultimo, os resultados variam entre os obtidos
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para as secbes de vigas e pilares com 70% da inércia da secéo bruta, e
aqueles obtidos para as se¢des de vigas com 50% e pilares com 80%
da inércia da secao bruta;

» Para os porticos tipo B as estruturas deformadas, em servigo, se
aproximam dos resultados obtidos considerando-se secdes de pilares
integras e 50% de reducao na inércia das vigas. No estado limite altimo,
as estruturas deformadas se apresentam entre os resultados obtidos
para as sec¢des de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da
secao bruta, e aqueles obtidos para as se¢lBes de vigas com 35% e
pilares com 70% da inércia da secéo bruta;

e Para os pérticos tipo C as estruturas deformadas, em servigco, variam
entre os resultados obtidos para as sec¢des de vigas e pilares integras e
os resultados obtidos para secbes de vigas com 50% da inércia da
secdo bruta e sec¢des de pilares integras. No estado limite ultimo, as
estruturas deformadas dos porticos tipo C, variam entre os resultados
obtidos para as sec¢fes de vigas e pilares com 70% da inércia da se¢éo
bruta, e aqueles obtidos para as se¢des de vigas com 50% e pilares
com 80% da inércia da secao bruta.

Apoés essa analise paramétrica do fenbmeno, onde procurou-se abranger

casos extremos de carregamento e taxas de armaduras, realizou-se no capitulo 5
uma analise com exemplares de porticos pertencentes a estruturas usuais de
edificios com 6, 8 e 13 pavimentos. Nestes exemplos, as diferentes taxas de
armadura foram definidas segundo um critério diverso do utilizado no capitulo 4:
somente as dimensdes dos pilares foram determinadas de modo a se ter se¢des
com taxas de armadura préximas a minima (taxa A), a média (taxa B) e a maxima
(taxa C); as dimensofes das vigas foram definidas adotando-se uma altura fixa, em
torno de 1/10 do vao, e variando-se a largura, para se obter vigas com diferentes
taxas de armadura.

Esse critério foi adotado na tentativa de simular o que acontece nos

edificios usuais, nos quais existem pilares com taxas de armadura diversas

enguanto as vigas, normalmente, tém sua altura limitada pela arquitetura.
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Os resultados de Elgq obtidos para os exemplos analisados indicam que no
caso de porticos com secdes transversais semelhantes, submetidos ao mesmo
carregamento, a rigidez lateral € proporcional a taxa de armadura utilizada no
detalhamento.

Considerando-se os valores de rigidez lateral equivalente para os pérticos
usuais analisados, obtém-se os seguintes valores de inércia equivalente referentes
a estrutura como um todo:

» Podrticos usuais

Em servigo um (Ele)x = 0,70 Eclgq para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo (Eler)g = 0,59 Eclg para as vigas e pilares;
(Eler)o/(Eler)k = 0,59/0,70 = 0,84.

Em termos quantitativos, os porticos de 6 e 8 pavimentos apresentam
resultados mais favoraveis que aqueles obtidos para os de 13 pavimentos. Isso
ocorre, especialmente, para o exempos P13A e P13B. De fato, porticos com 13
pavimentos apresentam pilares extremamente solicitados que, para possibilitar
armaduras préximas a minima desde a base, necessitam de grandes secfes
transversais. Apesar disso, a estrutura ndo se torna rigida como os porticos tipo A
do capitulo 4, pelo fato das vigas terem dimensfes e taxas de armaduras usuais.
Estes exemplares, referentes a edificios com 13 pavimentos, apresentam pilares
bastante solicitados a momento fletor, em virtude da altura do edificio, sendo o
efeito benéfico da forca normal diminuido, em virtude das grandes secdes
transversais, 0 que resulta em grande perda de rigidez lateral para estrutura.

Agrupando-se os valores de rigidez lateral equivalente, para os porticos
usuais analisados, segundo as diferentes taxas de armadura, obtém-se:

» Porticos tipo A

Em servigo um (Ele)x = 0,64 Eclq para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo (Eler)g = 0,51 Eclg para as vigas e pilares;
(Eler)o/(Eler)k = 0,51/0,64 = 0,80.
e Porticos tipo B
Em servigco um (Eler)x = 0,68 Ecly para as vigas e pilares;
No estado limite dltimo (Eler)g = 0,57 Eclg para as vigas e pilares;
(Elef)d/(Eles)k = 0,57/0,68 = 0,84.
» Porticos tipo C
Em servigo um (Ele)x = 0,80 Eclq para as vigas e pilares;

No estado limite dltimo (Eler)g = 0,70 Eclg para as vigas e pilares;
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(Elef)d/(EIef)k = 0,70/0,80 = 0,88

As estruturas deformadas referentes aos pérticos usuais, foram

comparadas com aquelas obtidas considerando-se a NLG de forma rigorosa,

combinada com diferentes reducdes de inércia da literatura. Os resultados obtidos

indicam que:

Para os poérticos tipo A, em servico, as estruturas deformadas
resultantes do processamento ndo-linear se encontram préximas aos
resultados obtidos considerando-se a proposta do ACI 318-95, que
indica as secdes de pilares integras e 50% de reducdo na inércia das
vigas. No estado limite Gltimo, os resultados variam entre os obtidos
para as secdes de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da
secao bruta e agueles obtidos com as se¢fes de vigas com 35% e dos
pilares com 70% da inércia da sec¢éo bruta (ACI 318-95);

Para os porticos tipo B as estruturas deformadas, em servico, se
aproximam dos resultados obtidos considerando-se secdes de pilares
integras e 50% de reducao na inércia das vigas. No estado limite altimo,
as estruturas deformadas se apresentam entre o0s resultados obtidos
para as secOes de vigas com 50% e pilares com 80% da inércia da
secao bruta, e aqueles obtidos para as se¢lBes de vigas com 40% e
pilares com 80% da inércia da sec¢éo bruta;

Para os pérticos tipo C as estruturas deformadas, em servigo, variam
entre os resultados obtidos para as sec¢des de vigas e pilares integras e
os resultados obtidos para sec¢des de vigas com 50% da inércia da
secdo bruta e sec¢des de pilares integras. No estado limite dltimo, as
estruturas deformadas dos poérticos tipo C, variam entre os resultados
obtidos para as sec¢fes de vigas e pilares com 70% da inércia da secao
bruta e aqueles obtidos para as sec¢8es de vigas com 50% e pilares com

80% da inércia da secéo bruta.

Os resultados referentes as reducdes de inércia, para os exemplos

paramétricos e para 0s exemplos usuais, apresentam resultados semelhantes para

os pérticos tipos B e C. Os porticos tipo A apresentam maiores diferencas pois, nos

exemplos paramétricos, tanto as vigas quanto os pilares foram dimensionados com

armadura minima. Este tipo de consideracéo conduziu a estruturas com elementos

muito robustos e, portanto, pouco deslocaveis, o que conduziu a valores muito

conservadores para as inércias efetivas.
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A tabela 6.1 resume o0s valores de reducao indicados na literatura que mais

se aproximam dos valores obtidos através da andlise rigorosa, juntamente com os

valores médios obtidos considerando-se o deslocamento horizontal do ponto de

aplicacao da resultante do carregamento vertical.

Tabela 6.1 — Resumo das reducdes de inércia obtidas para os exemplos analisados no trabalho

Pértico |item Servigo E.L.U

El vigas El pilares | El global médio El vigas El pilares | El global médio
P6N1A 1,0 1,0 0,7< Elef <1,0|0,7< Elef <1,0
P6N2A (@ 1,0 1,0 0,96 0,7 0,7 0,75
P6N3A Elef < 1,0 1,0 0,5 0,8
P6A Elef > 0,5 1,0 0,5 0,8
P8A (b) 0,5 1,0 0,64 0,4< Elef <0,5 0,80 0,51
P13A* Elef > 0,5 1,0 0,35 0,70
P6N1B* Elef < 0,5 Elef < 1,0 0,35 0,70
P6N2B 0,5 1,0 0,72 0,4 0,8 0,55
P6N3B (c) [ 0,5<Elef<1,0 1,0 0,5 0,8
P6B Elef > 0,5 1,0 0,5 0,8
P8B Elef > 0,5 1,0 0,68 0,5 0,8 0,57
P13B 0,5 1,0 0,4 0,8
P6N1C Elef > 0,5 1,0 0,7 0,7
P6N2C 0,5< Elef <1,0 1,0 0,80 0,5< Elef <0,7]0,7< Elef <0,8 0,69
P6N3C (d) | 0,5< Elef <1,0 1,0 0,7 0,7
P6C Elef < 1.0 1,0 0,7 0,7
P8C 0,5 < Elef <1,0 1,0 0,80 0,7 0,7 0,70
P13C 0,5 < Elef <1,0 1,0 0,5 0,8

* resultados muito desfavoraveis devidos a circunstancias especiais

Pode-se, com base nestes resultados, indicar as seguintes reducdes de

inércia para as estruturas de contraventamento dos edificios em concreto armado:

a)

b)

Porticos onde pilares e vigas possuem taxas de armadura proximas a
minima (NB1-78):
Servico:  (Eler)k = 0,95 Eclg para as vigas e pilares;
E.L.U.: (Eler)a = 0,75 Eclg para as vigas e pilares;
(Elend/(Eled)k = 0,79.
Pérticos onde os pilares possuem taxas de armadura proximas a minima
(0,5%) e as vigas possuem baixas taxas armadura (entre 0,3% e 0,5%):
Servigo:  (Eler)k = 0,65 Eclg para as vigas e pilares; ou

(Eler)k = 0,50 Eclq para as vigas e (Eler)x = 1,00 Eclg 0s pilares;
E.L.U.: (Ele)a = 0,50 Eclg para as vigas e pilares; ou

(Eler)k = 0,40 Eclq para as vigas e (Eler)k = 0,80 Eclg 0s pilares;
(Elen)o/ (Eles)k = 0,77.
Porticos onde os pilares possuem taxas de armadura préximas a média

(1,5%) e as vigas possuem taxas armadura médias (entre 0,4% e 1,0%):
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(Ele) = 0,50 Eclg para as vigas e (Eler)k = 1,00 Eclg 0s pilares;

E.L.U. (Eler)a = 0,55 Eclg para as vigas e pilares; ou

(Eler)k = 0,40 Eclg para as vigas e (Eler)x = 0,80 Eclg 0s pilares;

(Eler)a/(Elenk = 0,79.

d) Porticos onde os pilares possuem taxas de armadura proximas a

maxima (3,0%) e as vigas possuem altas taxas armadura (entre 0,8% e

1,6%):

Servico:  (Eler)k = 0,80 Eclgy para as vigas e pilares;

E.L.U.: (Eler)a = 0,70 Eclg para as vigas e pilares; ou

(Eler)k = 0,50 Eclg para as vigas e (Eler)k = 0,80 Eclg 0s pilares;

(Elef)d/(EIef)k =0,87.

A relacdo (Ele)d/(Elef)x € particularmente importante na determinacdo do

parametro a, cujos valores limite foram estabelecidos por FRANCO (1985a), para

diferentes tipos de estruturas de contraventamento, considerando (Ele)a/(Elek =

0,70. Examinando-se os resultados obtidos, observa-se que o valor (Ele)d/(Elef)k =

0,80 parece ser mais adequado. Com essa nova consideragdo, a condigao

generalizada de imobilidade dos nés, definida por FRANCO (1985a) como:

2
Ay S [
1
ficaria sendo:
2.29
Qi = |7
1

onde Y é o parametro de forma da linha elastica.

(6.1)

(6.2)
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Com a expresséao (6.2) podem ser recalculados os valores limites de a em
funcdo do tipo de contraventamento predominante na estrutura. Os resultados

obtidos para estruturas regulares, séo:

Tabela 6.2 — Novos valores limites propostos para o parametro a

Tipo de contraventamento am

U | FRANCO (1985a) Novo Valor
Pilar parede 0,4 0,7 0,7
Misto (portico + pilar parede) | 0,5 0,6 0,65
Pértico 0,67 0,5 0,55

Obviamente os valores inicialmente propostos ndo sofrem grandes

alteracdes, mas pequenos ajustes em funcéo dos valores obtidos neste trabalho.

6.2. ANALISE NAO-LINEAR SIMPLIFICADA DAS
ESTRUTURAS DE CONTRAVENTAMENTO EM CONCRETO
ARMADO

Considerando-se os resultados obtidos em PINTO (1997) e as reducfes de
inércia obtidas segundo a, b, ¢ e d, no item anterior, pode-se definir, baseando-se
no parametro y,, uma maneira sistematica para realizacdo de uma andlise néo-
linear simplificada para as estruturas de contraventamento em concreto armado.

Apbs o pré-dimensionamento da estrutura - estando as dimensdes dos
elementos estruturais, bem como o carregamento da estrutura definidos - deve-se
realizar o estudo da estabilidade global da estrutura através de uma anélise ndo-
linear (simplificada ou rigorosa). Apresenta-se, a seguir, 0s critérios para realiza¢éo
de uma analise ndo-linear simplificada, incluindo-se os limites para os quais esta
andlise ¢ valida.

Inicialmente serdo discutidos os coeficientes de seguranca a serem
aplicados, conforme FRANCO & VASCONCELOS (1991) e PINTO (1997). O
coeficiente de seguranca das acdes y; pode ser desdobrado, segundo a NBR

8681/84, nos coeficientes parciais Vi, Yz € Viz. Ainda segundo a NBR 8681/84,
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guando se considera a NLG, yi3 deve ser superior a 1,10, podendo ser aplicado aos
esforgos resultantes da analise.
PINTO (1997), adotando yi; = 1,15 obtém os seguintes coeficientes a serem

aplicados ao carregamento vertical (yx):

Vv = 1,00, para casos gerais; (6.3)
Vv = 1,07, para elevadas concentracdes de pessoas; (6.4)
Vv = 1,10, para livrarias, garagens, etc. (6.5)

e as acoes horizontais (Yin):

Vin = 1,22, vento como ac¢dao variavel principal. (6.6)

Para a andlise ndo-linear simplificada, as inércias devem ser consideradas
conforme as indicacbes a, b, c e d, previamente apresentadas. Como, a priori, as
armaduras ndo sdo conhecidas, o projetista dever4 adotar estes coeficientes
segundo as taxas de armadura que pretende utilizar. Nos casos usuais, sdo
esperadas estruturas com taxas segundo as indicacdes ¢ e d previamente
apresentadas.

Apos essas definicdes calcula-se o coeficiente y,, segundo a equacéo (6.7),

para avaliagao dos efeitos nao-lineares da estrutura:

1

SR (T o0

z I:Hid |:yid

onde: Pj4 = Carga total de calculo do pavimento i;
Fria = Acao horizontal de céalculo do pavimento i;
Xig = Deslocamento horizontal do pavimento i;

Yia = Altura do correspondente ao pavimento i;

sendo consideradas as seguintes possibilidades de resultados:
al) y, < 1,10 ; acréscimos inferiores a 10%: ndo h& necessidade de
consideracado dos efeitos da NLG, conforme FRANCO & VASCONCELOS (1991).
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a2) 1,10 <y, < 1,20 ; acréscimos entre 10% e 20%: deve-se majorar 0s
resultados obtidos da andlise pelo y,, conforme FRANCO & VASCONCELOS
(1991) e PINTO (1997);

a3) y, = 1,20 ; acréscimos superiores a 20%: deve-se avaliar melhor os
efeitos da NLG na estrutura ou torna-la mais rigida.

O valor limite de 1,20 para o parametro y, foi adotado baseando-se em
FRANCO & VASCONCELOS (1991) e PINTO (1997), havendo a possibilidade de
se adotar valores limites superiores a este. De fato, os resultados apresentados por
PINTO (1997) apontam erros na estimativa dos esforcos inferiores a 5% para
valores do parametro vy, até o limite de 1,20. Ainda nesse trabalho, observa-se que
para valores do parametro y, entre 1,20 e 1,30, 0s erros na estimativa dos esfor¢os
passam a ser da ordem de 5% a 10%. Desse modo, pode-se assumir valores
limites para o parametro y, entre 1,20 e 1,30, sabendo-se que 0 erro na estimativa
dos esforcos serd maior em relacdo ao obtido para valores do parametro v,
inferiores a 1,20. Valores acima de 1,30 devem ser evitados pois, além de
apresentarem erro acima de 10% na estimativa dos esforcos inerentes a NLG,
indicam estruturas muito deslocaveis e, portanto, desconfortaveis sob o ponto de
vista de sua utilizacéo.

Deve-se, ainda, aplicar sobre os esfor¢cos, majorados ou nao pelo vy, a

parcela yis = 1,15 do coeficiente de seguranca.

6.3. SUGESTOES PARA TRABALHOS POSTERIORES

Como sugestdo para trabalhos posteriores referentes a andlise néo-linear
rigorosa das estruturas de contraventamento em concreto armado, recomenda-se a
avaliacdo da eficicia do programa desenvolvido para analise de estruturas onde o
efeito de confinamento dos estribos seja particularmente importante, como no caso
de estruturas em concreto de alta resisténcia. Sugere-se, ainda, a extensdo da
formulacdo para andlise nao-linear fisica e geométrica de pdrticos planos em
concreto armado, apresentada neste trabalho, para a analise porticos espaciais em

concreto armado.
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No que se refere aos parametros de instabilidade a e y,, bem como a
analise nao-linear simplificada de estruturas em concreto armado, sugere-se o
estudo de exemplos adicionais de porticos planos, com relagfes entre as taxas de
armaduras das vigas e dos pilares diferentes daquelas utilizadas neste trabalho.
Deve-se, também, avaliar a validade dos parametros a e y, para estruturas que
apresentem irregularidades na geometria: pés-direitos duplos, nucleos rigidos,
vigas de transicao, etc.

Por fim, recomenda-se um estudo de inércias efetivas considerando-se
porticos espaciais em concreto armado, onde se possa avaliar outros parametros
importantes que ndo podem ser estudados em estruturas planas: a influéncia da
rotacdo dos pavimentos nos seus respectivos planos, a maior possibilidade de
redistribuicdo dos esforcos, a influéncia dos porticos fora do plano de atuacao do

carregamento, etc.
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ANEXO A - Simplificacdes da
literatura para obtencao das
matrizes Q, H e D na formulacao
corrotacional
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1. INTRODUGAO

Neste anexo sdo apresentadas algumas simplificagbes para implementagao
da formulacdo corrotacional adotadas na literatura: SOLER (1989), PIMENTA
(1996) e SILVA (1996). Estas simplificagdes, descritas conforme SILVA (1996),
foram abandonadas no presente trabalho mediante um processo de integragao

numeérica.

1. CAMPO DE DEFORMAGAO

Da expressao do campo de deformacéo (3.61), pode-se obter a deformacéao

da fibra média ¢, variavel ao longo do elemento, fazendo-se y, = 0:

_ 1 , ,
£ :_1"‘5(1"‘7_1]((72‘/’2 +q3W3)2 (D.1)

O valor variavel de & é substituido pelo seu valor médio constante, dado

por:

:lj./’/z z dx

&
m
/r —/,/2

_1 Ir/2 & 1 ﬂ ' r\2
"7, L,/z{/, : 2[” I J(%'/'z +qay) }dx, (D.2)

substituindo-se y,, e y; pelas expressdes 3.58, e resolvendo-se analiticamente a

integral, tem-se:

2 2
PRI PO K P (D.3)
/ I \15 15 30

r

sendo o campo de deformagéo (¢ = ¢, —y,a'):
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2 2
g, g 92 , 95 Q.q; " "
=141+ 2 )| =+ = - D4
& +( + j[15 + 15 30 j y,(qzz//2 +q3z//3) (D.4)

2. ESFORCOS SOLICITANTES E MATRIZES Q, He D EM
REGIME ELASTICO LINEAR

Considerando-se as expressbes 3.63 e 3.64 juntamente com e expressao
D.4, tem-se:

N = IA odA, = L EcdA, = L\ E(z, - y,a')A,

-

N = IA Ez, dA, — L Ey,a'dA, = EA z, (D.5)
M = —L oy, dA, = ‘L Eey,dA, =— L Eey,dA,
M = —L E(z, -y,a')y,dA, =- L\ Ez,y,dA, + L\ Ea'y2dA,

.

M = Ela’ = El(qw} + qsw})

6x 1 6x 1
M=Ellq, —"~-—|+qs3| —5+— (D.6)
lr /I’ /r /I’
/ El
X, = _Er =M, = —/—(4q2 +2q,) (D.7)
/ El
X, =L = Mz =—(2q, +4q,) (D.8)
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Considerando-se a expressao 3.34 juntamente com e expressao D.4, tem-

se o vetor de esforgos nodais naturais Q, dado por:

(D.9)

Tomando-se a expressao 3.43 e a expressao D.4, tem-se a matriz H, dada

por:

obtendo-se:

simétrica

A matriz D pode ser obtida tomando-se as expressdes

D11

2
:EA, 1,92
/ 15

r

D, =D, —EA |1+ 91292 % |4,
1\ 15 30

+ﬂ 2&_q_2 1+
115 30

20, _as),
15 30

Di3 =Dy = EAr(1

D,, = EArIC[1 n %

M292 95| N(205 G
15 30 15 30

2NI, NI,
15 30
2NI,

15

) 2
95 929,
15 30

15 15

15 15

4E|
/

r

£+Q_32_Q2Q3
30

£+£_Q2%

(D.10)

3.44 e D4,

(D.11)

(D.12)

2 J (D.13)

(D.14)
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Dy, =Dy —EA/[1+ 91292 95 |29 G2 2B p 45
I \15 "30 )15 30)

r

2

q: )29, Qs 4El

D..=EA [ |1+0| 22 _d3 | =0 D.16
33 ( /,J[15 30} / (B.16)

r

Desprezando-se os termos multiplicados por . e Qs por serem

suficientemente pequenos, a matriz D fica:

E/Ar 0 0
D- 4El 2E] (D.17)
l, l
. 4E]
simétrica ]
L r

3. ESFORCOS SOLICITANTES E MATRIZES Q,He D EM
REGIME ELASTICO NAO-LINEAR

Seja D o mdédulo de rigidez tangente elastico nao-linear do material. Os

esforcos solicitantes na se¢ao do elemento serao:

N = IA DedA, = IA Dz, -y,a')dA, =z, jA DdA, —a' jA Dy, dA,

.

N =Cz, - Cya' (D.18)

onde C, e C, sdo dadas pelas equacdes 3.73 e 3.74.

Observa-se que N nido é mais constante, passando a ser fungao de x;:

_ 6x, 1 6x, 1

r r

sendo os valores nas extremidades dados por:
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Xr = _Er = Ny =Ciasy _%(4672 +2q,) (D.20)

r

M = —L oy, dA, =— jA Dzy,dA, = - jA Dey,dA,

M = _J.A D(Em - yra,)yrdAr = _EmJ.A, DyrdAr +a'-|.A, Dyrszr

.

onde C, e C; sado dadas pelas equacoes 3.74 e 3.75.

M =-C,e, +C3[q2(%_llj+qs{%+llﬂ (D.23)
/r = C3A
X === M, =-C,,E, —/—(4q2 +2q,) (D.24)
lr = CSB
X == Mg = -C,z2,, —/—(2q2 +4q,) (D.25)

r

Deve-se observar que C4, C, e C; variam ao longo do elemento em funcao
da variacao de D. Portanto, para que as equacgdes para o regime elastico nao-linear
possam ser empregadas, admite-se a hipotese de que os elementos sejam curtos,

de forma que N, C,, C, e C; sejam constantes no elemento:

Cim = CutCu (D.26)
2
C. - Caon +Cos (D.27)

2m 2



_Csp+Cy

C
3m 2
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(D.28)

Admitindo-se, ainda, que os momento fletores tenham uma distribuicao

linear, como no regime elastico-linear e desprezando-se os valores multiplicados

por g, € g3 obtém-se, a partir da matriz D.9, a matriz Q:

N, +Ng _N
2 m
~-M,

Mg

Q-=

(D.29)

A matriz H fica analoga a matriz D.10, apenas substituindo-se N po N,:

0 N_ 29, G
15 30
2N, I,
15

simétrica

AN
15 30

_lec

30
2N, 1,

15

g,

)

(D.30)

Utilizando-se as mesmas simplificacbes adotadas para o elemento no

regime elastico linear, ou seja, ¢ = ¢, e desprezando-se os termos multiplicados

por g € g, obtém-se para a matriz D:

I C1m C2m _ C2m
I l. I
D- 4C,,, 2C,,
I I
simétrica A'Cl:ﬂ

(D.31)





