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RESUMO

PERLIN, C. L. Analise ndo linear de estruturas tensionadas em membrana utilizando o
método dos elementos finitos posicional. 2023. 218p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia
de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

O objetivo deste trabalho € o desenvolvimento de uma formulacdo matematica computacional
para a andlise dinAmica ndo linear geométrica de estruturas tensionadas em membrana utilizando
o método dos elementos finitos posicional. As estruturas de membrana sdo utilizadas em vérias
aplicagdes na construcdo e na industria, como coberturas e fachadas de edificacdes, tecidos,
elementos pneumaticos e outros. Essas estruturas, por possuirem rigidez a flexdo e a compressdo
despreziveis, ficam sujeitas preponderantemente a esforcos de tracao e desenvolvem grandes
deslocamentos para suportarem as cargas em equilibrio. Desse modo, o problema de andlise
dessas estruturas € ndo linear geométrico. A formulacdo desenvolvida aqui utiliza o método
dos elementos finitos posicional, uma abordagem lagrangiana total que, por ser baseada em
posicdes, considera a ndo linearidade geométrica de maneira intrinseca e é adequada ao problema
em questdo. O sistema ndo linear de equacdes € resolvido pelo método de Newton-Raphson.
Elementos finitos posicionais de membrana e de s6lido sdo empregados na modelagem. O modelo
numérico inclui elementos de cabo e considera ainda o caso de cargas ndo conservativas para a
simulagdo de estruturas pneumaticas e efeitos de vento. Foi desenvolvida uma estratégia simples
para impor o estado de pré-tensionamento nos elementos estruturais. A integracdo temporal para
o caso dinamico foi realizada pelos métodos de Newmark e a-generalizado e situacdes de contato
sdo avaliadas com as estratégias de penalizacdo e multiplicadores de Lagrange, com discretizagdo
no-a-superficie. Foi adotado o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff isotropico para
os materiais. Exemplos numéricos sdo apresentados para valida¢do do c6digo computacional

desenvolvido e para explorar as potencialidades da formulacdo em diversas aplicagdes.

Palavras-chave: Estruturas tensionadas em membrana; ndo linearidade geométrica; método dos

elementos finitos posicional; problemas de contato dinamico.






ABSTRACT

PERLIN, C. L. Nonlinear analysis of membrane tensioned structures using the positional
finite element method. 2023. 218p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

The objective of this work is the development of a computational mathematical formulation for
the geometric nonlinear dynamic analysis of membrane tensioned structures using the positional
finite element method. Membrane structures are used in many applications in construction and
industry, such as buildings covering and facades, fabrics, pneumatic elements and others. These
structures, due to their negligible flexural and compressive rigidity, are predominantly subjected
to tensile forces and develop large displacements to support loads in equilibrium. Thus, the
problem of analysis of these structures is geometric nonlinear. The formulation developed herein
employs the positional finite element method, a total Lagrangian approach which, because of
its position-based feature, intrinsically considers geometric nonlinearity and is well suited to
this problem. The nonlinear system of equations is solved by the Newton-Raphson method.
Membrane and solid positional finite elements are used. The numerical model includes cable
elements and considers non-conservative loads for the simulation of pneumatic structures and
wind effects. A simple strategy was developed for the imposition of the prestress state in
structural elements. Time integration in the dynamic case was performed by the Newmark and
generalized-o methods and contact situations were evaluated using the penalty and Lagrange
multipliers strategies, with node-to-surface discretization. The Saint-Venant-Kirchhoff isotropic
constitutive model was adopted to characterize the materials. Numerical examples are presented
for computational code validation and to explore the potentialities of the formulation in various

applications.

Keywords: Membrane tensioned structures; geometric nonlinearity; positional finite element

method; dynamic contact problems.
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27

1 INTRODUCAO

Estruturas tensionadas (também referidas na literatura como tensoestruturas ou estruturas
retesadas) sdo caracterizadas como aquelas cujos elementos estruturais principais ou mesmo de
fechamento possuem rigidez a flexdo e a compressdo despreziveis, estando predominantemente
sob esforcos de tragdo. Estes elementos podem ser lineares, sendo chamados de cabos, ou bidi-
mensionais, denominados membranas, nas quais também podem atuar tensdes de cisalhamento

no plano tangente a superficie.

As membranas estruturais possuem sua principal aplicagdo em coberturas, podendo
funcionar tanto como elementos estruturais quanto de vedagdo. Por serem muito leves, podem
vencer grandes vaos com baixo consumo de material e possuem vantagens construtivas como a
pré-fabricacdo dos elementos e o aproveitamento da iluminacao natural. Além disso, possibilitam
o uso de formas espaciais atraentes e singulares, permitindo a ado¢ao de ideias arrojadas e unicas

no projeto arquitetonico.

Devido a reduzida rigidez a flexao e a compressao, as estruturas tensionadas sofrem
mudangas na sua forma geométrica para suportar as cargas aplicadas desenvolvendo somente
os esfor¢os de tragdo. A estrutura estard sujeita, portanto, a grandes deslocamentos e grandes
rotagdes, apresentando um comportamento ndo linear geométrico que os métodos de calculo
devem considerar de maneira coerente. Além disso, ¢ comum o uso de materiais anisotropicos,

de modo que relagdes constitutivas adequadas devem ser consideradas na andlise.

A tecnologia das estruturas tensionadas em suas feicdes atuais tem desenvolvimento
relativamente recente, com grande importancia dos estudos estruturais e cientificos realizados
pelo arquiteto alemao Frei Otto a partir da década de 1950 (PAULETTI, 2003). Inicialmente, a
andlise das estruturas projetadas por Otto era realizada a partir de modelos fisicos, de modo que
a precisdo era reduzida e havia complicagdes em caso de alteracdes de projeto. Uma vez que
os métodos de cdlculo analiticos tem aplicacdo bastante limitada para as estruturas tensionadas
devido a nao linearidade, houve espaco para o desenvolvimento dos modelos numéricos, sendo o

primeiro método computacional proposto por Argyris, Angelopoulos e Bichat em 1974.

A partir de entdo, diversos outros métodos tem sido desenvolvidos e propostos para a
andlise desse tipo de estrutura. No ambito do Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia
de Sao Carlos da Universidade de Sdo Paulo (SET/EESC/USP), uma formulacdo do método dos
elementos finitos baseada em posi¢des, denominada método dos elementos finitos posicional,

ou MEF posicional (CODA 2003, 2018), vem sendo utilizada ha vérios anos na andlise de uma
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ampla variedade de problemas de engenharia. A formulagdo € lagrangiana total e estabelece
como incognitas as posi¢des, de maneira que a ndo linearidade geométrica € intrinsecamente
considerada. Tendo em vista a versatilidade do método e sua adequagdo a problematica da anélise
ndo linear geométrica, a aplicacio na andlise das estruturas tensionadas se apresenta como uma

extensdo natural no desenvolvimento das linhas de pesquisas do SET/EESC/USP acerca do tema.

Assim sendo, o escopo deste trabalho € a andlise das estruturas tensionadas em membrana
utilizando o MEF posicional por meio da implementagdo de c6digo computacional em linguagem
Fortran. Foram considerados elementos bidimensionais de membrana e elementos tridimensionais
de sélido na modelagem. O sistema ndo linear de equacdes € resolvido pelo procedimento de
Newton-Raphson e, para os casos de andlise dindmica, a integracdo temporal € realizada pelos
métodos de Newmark e a-generalizado. Considerou-se ainda a possibilidade de contato entre
os elementos da estrutura, imposto por meio das técnicas de penalizacao e multiplicadores de

Lagrange.

Embora o enfoque da pesquisa sejam os elementos de membrana, o modelo numérico
também incluiu elementos de cabo, haja vista a associagdo comumente verificada na pratica
entre ambos. A formulacio desenvolvida também considera o caso de cargas nio conservativas,
possibilitando a anélise de efeitos devido ao vento e de estruturas pneumaticas (tracionamento

por meio da pressdo de gases).

1.1 Objetivos

O objetivo principal da pesquisa € o desenvolvimento de uma formulagdo matemaética
computacional para a andlise dindmica ndo linear geométrica de estruturas tensionadas em mem-
brana considerando contato, por meio de implementagcao em linguagem Fortran. A formulacdo é
baseada em uma versdo lagrangiana total do método dos elementos finitos com uma abordagem

em posi¢oes, denominada método dos elementos finitos posicional.

Os objetivos especificos para a consecucao do objetivo principal sdo os seguintes:

a) desenvolvimento de c6digo computacional para a andlise nao linear geométrica e dina-
mica de elementos de membrana;

b) implementacdo computacional do contato entre os elementos da estrutura;

¢) consideracdo de elementos de cabos associados a membrana no modelo computacional;

d) consideragdo de carregamentos ndo conservativos na estrutura para a modelagem de
estruturas pneumaticas;

e) implementacao do elemento de s6lido tridimensional e sua aplicagdo na simulacdo de
estruturas de membrana;

f) andlise de exemplos de aplicacdo da formulacdo desenvolvida.
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1.2 Justificativa

As estruturas tensionadas em membrana permitem vencer grandes vaos com facilidade,
sendo competitivas economicamente quando comparadas com os sistemas estruturais conven-
cionais. Também apresentam caracteristicas desejaveis do ponto de vista da sustentabilidade:
aproveitam a iluminac¢do natural que atravessa a membrana, a0 mesmo tempo em que refletem
parte da radiacdo solar incidente; sdo compostas de materiais leves e de baixo impacto ambien-
tal; podem ser desmontadas e realocadas conforme a necessidade (RIVERA, 2012). Ademais,
possibilitam o emprego de formas curvas diferenciadas e atraentes, gerando valor agregado a

edificacdo pela beleza arquitetdnica.

Entretanto, o uso deste sistema ainda é pouco difundido no Brasil, possivelmente devido
ao pouco conhecimento técnico disponivel, a escassez de normas técnicas especificas e a questdes
culturais (BORGES FILHO, 2006). O projeto de uma estrutura tensionada em membrana
requer do profissional uma série de conhecimentos de nivel avancado, como andlise ndo linear
geométrica e o uso de material sem rigidez a flexdo e compressdo. Assim, justifica-se este
trabalho, primeiramente, pela dissemina¢@o dos conhecimentos sobre a andlise das estruturas
tensionadas nos meios técnico e cientifico, incentivando o desenvolvimento da industria € a

utilizagdo do sistema construtivo e ainda fomentando o estudo e as pesquisas sobre o tema.

Outro fator importante para a realizacdo da pesquisa sdo as contribui¢des ao campo dos
métodos numéricos. A principal delas é explorar, de maneira inovadora, as potencialidades do
método dos elementos finitos posicional na andlise de estruturas de membrana. Embora o artigo
de Bonet et al. (2000) tenha utilizado uma abordagem posicional para a analise de membranas
pneumaticas, a presente tese suplanta o escopo daquele artigo em varios aspectos. Primeiramente,
por inserir a abordagem posicional no contexto maior do MEF posicional na forma sistematizada
por Coda (2018), sistematizagdo que € relevante por permitir a extensdo da formulacio para
outras aplicagdes de maneira simples. Além disso, a formulacdo aqui apresentada € bem mais
ampla, considerando fatores como pré-tensionamento da membrana, andlise dinamica, contato,
uso de elementos de alta ordem e inclusdo de elementos de cabo, além dos carregamentos nao
conservativos. Adicionalmente, foram estudadas membranas em situagdes de contato dinamico

em relacdo a formas de imposi¢cao do contato e algoritmos de integragdo no tempo.

1.3 Metodologia

Conceitualmente, a pesquisa pode ser dividida em 3 tépicos principais: estruturas tensio-

nadas em membrana, andlise dindmica ndo linear geométrica e mecanica do contato. Foi realizada
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revisdo bibliografica acerca destes topicos ao longo de todo o trabalho, visando consolidar os

conhecimentos e analisar o panorama atualizado dos avangos na area.

A andlise dindmica ndo linear geométrica foi realizada por meio da implementacao de
codigo computacional em linguagem Fortran com formulacio baseada no método dos elementos
finitos posicional. O sistema de equac¢des ndo lineares resultante foi resolvido pelo método de
Newton-Raphson, empregando-se as rotinas HSL. MA86 e HSL. MAS87 (HSL, 2016) para resolver
o sistema linear em cada iteracdo. Para a integracdo temporal utilizou-se os métodos de Newmark
e a-generalizado e, quando necessdrio solucionar o problema de autovalor e autovetor para
calcular frequéncias naturais e modos de vibragao, foi utilizada a rotina HSL EA19 (HSL, 2016).
Visando otimizar o desempenho computacional, a ferramenta OpenMP (DAGUM; MENON,

1998) foi utilizada na paralelizacdo de trechos do cdédigo.

As membranas analisadas foram discretizadas como elementos finitos bidimensionais no
espaco e também como elementos de s6lido de pequena espessura, buscando-se, quando possivel,
comparar essas estratégias de modelagem. O processo de busca da forma foi realizado por meio
da técnica de relaxacdo dindmica. O estudo de modelos constitutivos complexos ndo se encontra

no escopo deste trabalho, sendo utilizado apenas o modelo de Saint-Venant-Kirchhoft isotropico.

Para a discretizacdao do contato entre os elementos, foi empregada a estratégia né-a-
superficie e a imposi¢ao das condi¢des de contato na matriz Hessiana (rigidez tangente) e no
vetor de forcas da estrutura foi feita por meio das técnicas de penalizacao e dos multiplicadores

de Lagrange.

Para a geracdo das malhas de elementos finitos, utilizou-se o programa Gmsh (GEU-
ZAINE; REMACLE, 2009) e o pés-processamento foi realizado com o programa AcadView
(PACCOLA; CODA, 2005).

1.4 Organizacao da tese e notacao utilizada

A organizagao deste texto € aqui brevemente descrita. No Capitulo 2 € apresentada uma
revisdo bibliogréfica dos trés principais temas abordados no trabalho: as estruturas tensionadas
em membrana, a formulacdo numérica segundo o MEF posicional e a mecanica do contato. Estes

temas sdo expandidos e discutidos nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3 € apresentado o sistema construtivo em membrana estrutural, com a
classificagdo, desenvolvimento histérico e materiais empregados. A €nfase recai nos métodos
de cdlculo, sobretudo sobre o problema de busca da forma e estratégias numéricas de solucao.
As bases tedricas referentes a mecénica dos s6lidos ndo linear sdo descritas no Capitulo 4 e, no
Capitulo 5, detalha-se a formulagdo do MEF posicional e as cinemadticas dos elementos finitos

utilizados na pesquisa. Os métodos de integracdo no tempo para o problema dinamico e de
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solucdo do sistema de equagdes ndo lineares também sdo indicados. No Capitulo 6 é mostrada
a formulagdo do contato, incluindo a detec¢do e imposi¢do das condi¢des nas varidveis do

problema.

Finalmente, alguns exemplos numéricos avaliados pelo c6édigo computacional sdo discu-
tidos no Capitulo 7 e o Capitulo 8 trata das conclusdes e possibilidades de desenvolvimentos
futuros desta pesquisa. O Apéndice A traz algumas dedugdes numéricas relativas as derivadas

dos vetores normais.

No texto, a notagdo empregada para se referir as varidveis segue a seguinte convengao

basica:

a) uma variavel em negrito (p. ex., A) é uma matriz ou tensor;
b) uma varidvel com uma seta superior (p. ex., /') € um vetor;

¢) um ponto acima da varidvel (p. ex., ¥) indica uma ordem de deriva¢do no tempo.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, serd apresentada uma breve revisdo bibliogréfica sobre as estruturas
objeto do estudo, sobre 0 método numérico que serd utilizado e sobre a mecanica do contato,

contemplando alguns aspectos histdricos e principais avancos e referéncias em cada drea.

2.1 Estruturas tensionadas em membrana

Os primeiros estudos tedricos sobre estruturas tensionadas de membrana foram realizados
pelo alemao Frei Otto na década de 1950, a partir de modelos fisicos com bolhas de sabado e
outros materiais (OTTO; TROSTEL, 1967). Contudo, o sistema construtivo j4 tinha sido utilizado
com sucesso alguns anos antes por Walter Bird em coberturas para antenas de radar (OLIVEIRA,
2001). Robbin (1996) também menciona a importancia das contribui¢cdes de David Geiger e
Horst Berger no uso das estruturas tensionadas em membrana, enfatizando o trabalho deste

ultimo na construcdo de vdrias das maiores e mais belas constru¢des daquele periodo.

As coberturas de Otto eram, inicialmente, em redes de cabos, com a membrana tendo
apenas funcdo de vedacdo devido a baixa resisténcia dos materiais disponiveis (ROBBIN,
1996). O desenvolvimento de materiais de maior resisténcia mecanica e dos métodos de calculo

ampliaram as possibilidades do sistema construtivo.

Sendo uma estrutura em que a forma nio é conhecida a principio, porém obtida no
processo de célculo, um dos problemas € a determinacdo da forma em equilibrio sob a acao
das forcas, normalmente referido na literatura como form finding ou shape finding (OLIVEIRA,
2001; LEWIS, 2018; VEENENDAAL; BLOCK, 2012). Esse problema pode ser tratado por
meio de modelos fisicos, feitos de tecidos ou membranas de PVC, ou por modelos numéricos,
com varios métodos diferentes sendo desenvolvidos nas dltimas décadas devido aos avangos na

drea computacional.

Além da etapa de busca da forma, o projeto de uma estrutura tensionada em membrana
também envolve o projeto dos cortes, definindo os recortes e planificacdes da superficie espacial
para a constru¢do com 0s materiais e dimensdes disponiveis no mercado, e a andlise estrutural
da membrana sob os carregamentos de servico (PAULETTI, 2003; BORGES FILHO, 2006).

Deve ser considerada a nao linearidade geométrica devido aos grandes deslocamentos e ainda a
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utilizacao de relagdes constitutivas que descrevam de maneira adequada o comportamento do

material da membrana.

2.2 Método dos elementos finitos posicional

O método dos elementos finitos (MEF) tem sido a principal ferramenta numérica utilizada
nos ultimos anos na andlise de ampla variedade de problemas fisicos, embora tenha surgido no

ambito da analise de estruturas.

A ideia principal do MEF € a de resolver, de forma numérica, as equacdes diferenciais
parciais que representam um problema fisico transformando-as em sua forma fraca e realizando-
se a divisdao do dominio em subdominios menores, denominados elementos finitos. Os elementos
sdo compostos por pontos denominados nds para os quais sdo calculadas as incégnitas do
problema; dessa forma, substitui-se a andlise de um meio continuo, com infinitas incégnitas, pela

andlise de um meio discretizado com um ndmero finito de incognitas.

Nas posicdes do continuo entre os nos dos elementos as grandezas do problema sdo
calculadas por meio de funcdes interpoladoras. Essas funcdes sao definidas de tal maneira que os
parametros incégnitos sejam certas grandezas com significado fisico, como as posi¢des, avaliadas
nos nds. Assim, os campos das varidveis sao representados pela combinagdo dos respectivos
valores nodais por meio de func¢des interpoladoras (também chamadas de fun¢des de forma), que

estdo associadas a geometria e ao grau de aproximacao das varidveis representadas no elemento.

De acordo com Soriano (2003), a formulacao foi apresentada, pioneiramente, em 1955 e
republicada em 1960 por Argyris e Kelsey (1960) e também em 1956 por Turner et al. (1956),

ambos na drea da engenharia aerondutica.

Nos anos que se seguiram, o método foi utilizado em problemas de andlise nao linear
geométrica de vigas e placas (GALLAGHER; PADLOG, 1963), andlise dinamica (ARCHER,
1963), interacao solo-estrutura (CHEUNG; ZINKIEWICZ, 1965), transferéncia de calor (WIL-
SON; NICKELL, 1966) e outros. As bases matematicas do método foram desenvolvidas de
maneira compativel, sendo alguns dos avancos iniciais o emprego de novos tipos de elementos,
como o de placa (ADINI; CLOUGH, 1961), a criacdo de critérios de convergéncia (IRONS;
BARLOW, 1964) e o uso de multiplicadores de Lagrange (JONES, 1964).

A formulacdo tradicional do método tem os deslocamentos nodais como incognitas
primadrias a serem determinadas, sendo muito grande a quantidade de referéncias bibliograficas
sobre o assunto. Também € possivel considerar diretamente as posi¢des como incdgnitas, medidas
a partir de um sistema de coordenadas fixo. Essa abordagem, intitulada método dos elementos
finitos posicional, pode ser considerada como uma variante operacional do MEF cléssico e foi

utilizada primeiramente por Bonet et al. (2000) exclusivamente em estruturas pneumadticas. A
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aplicacdo em problemas diversos comegou no trabalho de Coda (2003). A técnica € lagrangiana
total, ou seja, a configuracao indeformada da estrutura é tomada como referencial em todas as
etapas da andlise. Por se utilizar de uma descri¢do geometricamente exata, a ndo linearidade €
intrinsecamente considerada, sendo um método ideal para anélise de problemas com grandes

deslocamentos.

Diversos trabalhos tém explorado esta abordagem posicional do método dos elementos
finitos no contexto do grupo de pesquisa do SET/EESC/USP. Dentre os primeiros, estdo a
aplicacdo em estruturas bidimensionais em regime de grandes deslocamentos utilizando a
cinemética de Euler-Bernoulli (CODA; GRECO, 2004), a andlise de trelicas tridimensionais
com modelo constitutivo elastopldstico (GRECO et al., 2006) e a andlise dinamica de sistemas
multi-corpos flexiveis (GRECO; CODA, 2006).

Estudos sobre elementos de casca foram realizados por Coda e Paccola (2007), con-
siderando 6 graus de liberdade por né. Posteriormente, a formulagdo de casca foi melhorada
utilizando modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff tridimensional e considerando a taxa
de variacao linear da espessura como sétimo parametro nodal para o elemento (CODA; PAC-
COLA, 2008) e ainda estendida para a andlise dindimica (CODA; PACCOLA, 2009). Neste
ultimo trabalho é demonstrada a conservacao da quantidade de movimento para a descri¢ao
lagrangiana total, resultando em uma matriz de massa constante para o problema e permitindo o

uso do algoritmo de Newmark para a integragdo no tempo.

Estudos abordando nao linearidade fisica incluem Pascon e Coda (2015), que desenvol-
veram formulacdo matematica para materiais elastoplasticos com gradacao funcional sujeitos
a grandes deformacgdes, Pascon e Coda (2017), que propuseram formulacdo para materiais
viscoelasticos considerando lei hipereldstica neo-Hookeana associada ao modelo viscoeldstico
de Zener, e Coda, Paccola e Sampaio (2013), com a aplicagdo do método para cascas laminadas

ortotropicas sujeitas a grandes deformacdes.

Situagdes de impacto foram consideradas por Greco (2004), que apresenta desenvolvi-
mento de formulagdo para a andlise de impacto entre estruturas reticuladas planas e entre estas
estruturas com anteparos rigidos. O trabalho de Marques (2006) verificou a andlise dindmica de
sOlidos bidimensionais em situacdes com e sem impacto. Maciel (2008) considerou problemas

de impacto em porticos planos e sélidos.

Alguns trabalhos do grupo de pesquisa envolvendo estruturas tensionadas incluem o de
Coda (2009), que empregou o método na andlise de estruturas inflaveis em duas dimensoes,
e os de Silva (2020), Silva e Coda (2019) e Coda, Silva e Paccola (2020), que apresentaram

formulacdo para andlise de estruturas de cabos.
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2.3 Mecanica do contato

Pode-se dizer que o contato entre os corpos € uma das formas mais bésicas de transferén-
cia de forcas nos sistemas mecanicos. Entretanto, a consideracio desse fendmeno envolve uma
série de dificuldades de ordem tedrica e numérica, haja vista a forte ndo linearidade do problema

e o desconhecimento das condi¢des de contorno na regido de contato.

Trazendo uma breve descri¢do histdrica sobre a mecanica do contato, Kikuchi e Oden
(1988) apontam o estudo do problema de atrito entre superficies como anterior ao do préprio
contato. Entre os trabalhos pioneiros estdo os de Leonardo da Vinci, no século XV, o de Amontons
em 1699 e o de Coulomb em 1781, todos sob a 6tica dos corpos rigidos. Estudos mais especificos
sobre o contato entre corpos eldsticos comegaram a ser realizados apenas a partir do século XIX

com o desenvolvimento da Mecanica dos Sélidos.

Ap6s os trabalhos de Poisson, Saint-Venant e Voigt, cuja descricao do fendmeno continha
erros ou imprecisoes, Hertz apresentou o primeiro trabalho bem-sucedido sobre o problema de
contato estatico em corpos deformdveis em 1822, a partir de estudos sobre a deformagado de
lentes. Trabalhos seguintes buscaram avanc¢os no sentido de remover as restri¢des da teoria de
Hertz, como a consideragdo de atrito entre as superficies e materiais com nao linearidade fisica,

resultado do desenvolvimento das teorias da plasticidade e da viscoelasticidade.

Em um contexto mais recente, as solucdes numéricas tem sido utilizadas de forma eficaz
h4 muitos anos, principalmente com o método dos elementos finitos. Um dos trabalhos pioneiros
nesse sentido foi o de Hughes et al. (1976). Outras contribui¢des importantes incluem Chaudhary
e Bathe (1986), Bathe e Chaudhary (1985) e Hallquist, Goudreau e Benson (1985).

Na modelagem numérica do contato, é possivel distinguir trés tOpicos importantes: a
discretizacdo do contato, a detec¢do e a imposicao das restri¢des. Por discretizacdo entende-se a
forma de considerar a interacdo entre os corpos nas interfaces em contato. A deteccao envolve
determinar, utilizando a geometria, se houve a penetracdo de um corpo em outro em certa
etapa intermedidria de cdlculo, caso em que se deve impor matematicamente a restricao de

impenetrabilidade para que o modelo possa ter significado fisico.

Relativamente a discretizacao, a metodologia mais simples € a né-a-n6, que pode ser
utilizada quando as interfaces em contato tem malhas de n6s alinhados. Nesse caso, assume-se
que a transferéncia de forcas ocorre diretamente nos nds. Uma estratégia mais comum para o
caso geral em duas dimensdes € a né-a-segmento, em que se discretiza uma interface em noés
projéteis e a outra em elementos alvo, composta por segmentos de curva. Trabalhos com essa
abordagem incluem Hughes et al. (1976), Bathe e Chaudhary (1985) e Hallquist, Goudreau e
Benson (1985). Para o caso em trés dimensoes, a estratégia correspondente € a né-a-superficie,
utilizada por Parisch (1989), Laursen e Simo (1993a) e Saracibar (1997).
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Outro método para a discretizacao do contato € o mortar, originalmente apresentado
em Bernardi, Debit e Maday (1990) como uma técnica de compatibilizacdo de malhas nao
coincidentes, e utilizado por Belgacem, Hild e Laborde (1998) em problemas de contato. Nesse
método, as duas interfaces sdo consideradas como segmentos (em duas dimensdes) ou superficies
(trés dimensoes) e a deteccdo e imposicao de restricdes sdo feitas nos pontos de integracao
numérica. A técnica é descrita com detalhes em Piedade Neto (2009, 2013). Outros trabalhos
sao os de Fischer e Wriggers (2005) e Puso e Laursen (2004).

Sobre os métodos de imposi¢do das restricdes, os mais tradicionais sdo o uso de multipli-
cadores de Lagrange (HUGHES et al., 1976; CHAUDHARY; BATHE, 1986), no qual a restri¢do
¢ imposta de forma exata com o aumento do nimero de incégnitas do problema, e o0 método
da penalizacdo (HALLQUIST; GOUDREAU; BENSON, 1985), que impde o contato de forma
aproximada, mas mantendo o nimero de incégnitas. Uma técnica que combina estas duas € a do
Lagrangiano aumentado, utilizada por Wriggers, Simo e Taylor (1985), Laursen e Simo (1993b)
e Pietrzak e Curnier (1999). Alguns outros métodos sdo discutidos em Wriggers (2006).

Na anélise dindmica de problemas de contato, a escolha apropriada dos métodos de
integracdo no tempo € importante para garantir a estabilidade numérica da resposta. No trabalho
de Chaudhary e Bathe (1986) ja se reconhece que o uso do tradicional método de Newmark
com os parAmetros usuais § = 1/4 e ¥ = 1/2 ndo produz resultados adequados, empregando
f = 1/2 e~ = 1/2 para melhorar a estabilidade. Outras estratégias foram propostas por
Carpenter, Taylor e Katona (1991) e Taylor e Papadopoulos (1993). Hu (1997) apresentou um
algoritmo que utiliza uma modificacdo na equacdo de movimento para que as forcas de contato
no passo atual influenciem as aceleracdes no passo seguinte, equivalendo a considerar 5 = 1 e
~ = 3/2 no algoritmo de Newmark. Embora haja a necessidade de se utilizar passos de tempo
menores devido ao amortecimento numérico inserido, essa técnica é bastante eficiente pela sua
simplicidade, tendo sido utilizada por Greco (2004), Maciel (2008) e Carvalho (2019).

Outros métodos de integracao foram desenvolvidos com o objetivo de inserir o amor-
tecimento numérico de forma mais eficiente, filtrando as frequéncias altas com pouco efeito
sobre as baixas. Um destes métodos € o a-generalizado, proposto por Chung e Hulbert (1993) e
que permite controlar a dissipagao numérica das frequéncias altas por meio de um parametro
Poo- Siqueira (2019) utilizou o método na andlise de estruturas com restri¢des cinematicas € o
trabalho de Moreira (2021) emprega o método em problemas de interacdo fluido-estrutura com

contato.
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3 ESTRUTURAS TENSIONADAS EM MEMBRANA

Neste capitulo € apresentado um panorama dos principais aspectos das estruturas tensio-
nadas em membrana, abordando os tipos, histérico, materiais utilizados e principais métodos de

calculo.

3.1 Classificacao das estruturas tensionadas em membrana

Existe uma divisdo natural das estruturas tensionadas em dois grandes grupos, de acordo
com os elementos construtivos: as estruturas de cabos e as estruturas de membranas. Entretanto,
o comportamento estrutural de ambos é semelhante, podendo-se entender uma membrana como
uma rede de cabos de malha muito fina. Além disso, € comum a associag¢ao dos dois elementos,
gerando estruturas de tipo misto (PAULETTTI, 2003).

Pelo fato de os elementos ndo possuirem rigidez a compressao, ¢ comum a aplicacao
de um estado de trac@o prévio na estrutura para impedir o surgimento de for¢as de compressao
devido aos carregamentos observados durante a vida util. Para as membranas, essa tragdo pode
ser aplicada de duas formas principais, classificando as estruturas em membranas pré-tensionadas

mecanicamente € membranas pneumaticas.

Nas membranas pré-tensionadas mecanicamente, o estado de tracdo inicial € aplicado
por meio de outros elementos estruturais. A situacdo mais comum € o uso de cabos conectados
a membrana, geralmente em bainhas situadas no contorno, porém outros elementos podem ser
utilizados, como barras e anéis rigidos (com comportamento de trelica ou poértico) ou ainda
sistemas mecanicos com elementos telescopicos. Um caso especial € o dos sistemas retrateis ou
conversiveis, nos quais a membrana pode ser “aberta” ou “fechada” sobre uma regido conforme

a necessidade, empregando dispositivos como atuadores e polias em conjunto com cabos.

Busca-se que os valores de tensdo na membrana na etapa de pré-tensionamento sejam
de, aproximadamente, 5% da resisténcia a ruptura do material (LEWIS, 2018). A estabilidade
da membrana nesse caso € assegurada quando esta possui uma superficie anticldstica, ou seja,
os raios de curvatura em um ponto t€m sinais opostos. Duas formas comuns sdo o paraboloide
hiperbdlico e o catenoide, mostrados na Figura 1 (a) e (b). Pode-se modificar essas formas com
a introducdo de picos e cristas, como na Figura 1 (c) e (d), onde a existéncia de elementos

estruturais de outro tipo (cabo, trelica ou portico) sao necessarios.
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Figura 1 — Formas usuais de estruturas em membrana pré-tensionada mecanicamente: (a) paraboloide
hiperbdlico; (b) catenoide; (c) e (d) superficies modificadas pela introducio de picos e/ou
cristas.

(d)

Fonte: Borges Filho (2006).

No caso das membranas pneumaticas, o pré-tensionamento € obtido por meio de uma
diferenca na pressdo de ar interna. A forma da membrana € influenciada por essa diferenca de
pressdo, mas também pela atuacdo de vento e mudancgas de temperatura ambiente. Os valores de
pressdo usuais se encontram na faixa de 0,20 kN/m? a 0,55 kN/m? (LEWIS, 2018).

As membranas pneumadticas podem ainda ser subdivididas em dois tipos. No primeiro,
as membranas suportadas pelo ar, tem-se uma estrutura delimitando uma drea util sujeita a uma
pressdo ligeiramente diferente da atmosférica. Assim, é necessario que 0 acesso a construgao
seja feito por meio de “eclusas” de ar e haja bombeamento continuo de ar para a membrana ou
do interior da membrana (OLIVEIRA, 2001). Um esquema é mostrado na Figura 2. Quando o
ar ¢ bombeado para fora da membrana, hd a necessidade de elemento resistente a compressao
para garantir a estabilidade estrutural. As membranas podem ser elevadas ou erguidas a partir do
préprio piso.

Figura 2 — Membrana suportada pelo ar com pressdo interna maior que a atmosférica (esquerda) ou
menor (direita).

N A B

Fonte: Pauletti (2003).

i

O segundo tipo sdo as membranas infldveis, nas quais o compartimento pressurizado
¢ totalmente fechado e ndo faz parte do espaco util da constru¢do. Surgem, assim, elementos

estruturais pressurizados como vigas, arcos e cascas. O conceito € ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Membrana inflivel.

{

Fonte: Pauletti (2003).
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3.2 Breve historico de utilizacao

Nesta sec¢do sao descritos, brevemente, os principais desenvolvimentos histéricos do uso

das estruturas em membrana.

3.2.1 Estruturas em membrana pré-tensionada mecanicamente

Os primeiros usos de estruturas de membrana remontam as tendas feitas pelo homem
desde a Pré-Historia. A Figura 4 mostra alguns tipos. A vedacdo era de peles de animais e,
posteriormente, passou a se utilizar também materiais tecidos, como a 12 (HUNTINGTON,
2013). H4 registro de uso de tendas por varias civilizagdes antigas, como 0s assirios, egipcios,
persas, gregos e romanos (PAULETTI, 2003). A propria Biblia Sagrada relata, no livro de Exodo,
que o Taberndculo hebreu construido nos tempos de Moisés (c. 1450 a.C.) era coberto por vérias

camadas de tecidos e peles de animais.

Figura 4 — Alguns tipos de tendas: (a) tenda conica; (b) tenda de paredes cilindricas; (c) tenda negra.

Fonte: Borges Filho (2006).

Em culturas urbanas, as tendas eram preferencialmente utilizadas em atividades tem-
pordarias ou méveis, como as campanhas militares dos exércitos. J4 os povos ndmades usam
tendas como moradia até os dias atuais. Ha destaque na literatura para a tenda negra utilizada
pelos ndmades em regides do Oriente Médio e norte da Africa, feita de pelo negro de cabra. O
sistema construtivo envolvendo o tracionamento do tecido por meio de mastros se assemelha ao

funcionamento das estruturas em membrana atuais (PAULETTI, 2003).

Ap6s o fim do Império Romano, as tendas voltaram a ser utilizadas na Europa a partir do
século XII, principalmente em campanhas militares. Alguns séculos mais tarde, a Revolugao
Industrial possibilitou a melhoria da qualidade dos materiais das estruturas, com a mecanizagao
da producao dos tecidos e a invengdo dos cabos de aco. A expansao da malha ferrovidria nos
Estados Unidos permitiu o surgimento das companhias de circo itinerante por volta de 1860, que
faziam suas apresentacdes em grandes tendas de lona apoiadas em mastros. A Figura 5 mostra a

tenda de formato cldssico denominada Chapiteau.
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Figura 5 — Tenda de circo (Chapiteau).

Fonte: Forster (1994 apud OLIVEIRA, 2001).

Na década de 1950, foi construida a J. S. Dorton Arena na cidade de Raleigh, nos Estados
Unidos. Esta foi a primeira das obras modernas em que se aplicou o principio de protensao de
superficies anticlasticas. A cobertura do estddio esportivo constituia-se em uma rede de cabos
protendidos em formato de paraboloide hiperbdlico ancorados em arcos de concreto, como

mostrado na Figura 6.

Figura 6 —J. S. Dorton Arena em Raleigh, Estados Unidos, 1952.

Fonte: Drew (1979).

Influenciado pela Arena de Raleigh, o arquiteto alemao Frei Otto comegou a desenvolver
estudos sobre as estruturas tensionadas por meio de modelos fisicos, utilizando materiais como
correntes, cabos, tecidos eldsticos e filmes de sabdo. A evolucdo no entendimento do principio
de funcionamento das superficies anticldsticas se mostra nas obras de Otto, como o pavilhdo
construido em Kassel, na Alemanha, em 1955 (Figura 7). Devido a limitagdo de resisténcia das

membranas da época, foi utilizada uma rede de cabos para a sustentagao.

Figura 7 — Pavilh@o de musica em Kassel, Alemanha, 1955.

a @ R

Fonte: Borges Filho (2006).
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Uma obra de Otto que alcancou grande visibilidade foi a cobertura do Estadio Olimpico
de Munique, construido para os Jogos Olimpicos de 1972 (Figura 8). Foram utilizados painéis de
acrilico transparente apoiados em uma malha de cabos para que ndo houvesse grande diferenca
de luminosidade entre as partes coberta e descoberta do estddio, de modo a ndo prejudicar as
transmissdes televisivas do evento. De modo pioneiro na histdria das estruturas tensionadas, o
projeto foi realizado com base em modelos computacionais em elementos finitos ao invés dos
modelos fisicos (PAULETTI, 2003; ARGYRIS; ANGELOPOULOS; BICHAT, 1974).

Figura 8 — Estddio Olimpico de Munique, Alemanha, construido em 1971.

PP

Fonte: Mojtahedi (2006).

Com os avangos tedricos obtidos por Frei Otto e a evolugdo tecnoldgica dos materiais,
desenvolveram-se as estruturas em membrana nos moldes contemporaneos. Algumas das obras
famosas executadas com este sistema construtivo sdo o Terminal Hajj no Aeroporto Internacional
Rei Abdullaziz em Jeddah, Arédbia Saudita (Figura 9), o Aeroporto Internacional de Denver em

Denver, Estados Unidos (Figura 10) e 0 Domo do Milénio em Londres, Reino Unido (Figura 11).

Figura 9 — Terminal Hajj no Aeroporto Internacional Rei Abdullaziz, Jeddah, Ardbia Saudita, 1981.

Fonte: Robbin (1996).
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Figura 10 — Aeroporto Internacional de Denver, Denver, Estados Unidos, 1994.

Fonte: Jin (2004).

3.2.2 Membranas pneumaticas

O uso de membranas pneumadticas como forma de cobertura das construcdes € relativa-
mente recente. Entretanto, o principio de funcionamento — enrijecimento da membrana devido
a uma pressao interna — é conhecido hda milhares de anos, atribuindo-se aos romanos a criagao
de boias pneumadticas flutuantes em 4gua e tendo os chineses inventado os baldes de ar feitos
de papel, muitas vezes denominados como lanternas (BORGES FILHO, 2006). As préprias
velas maritimas dos barcos podem ser entendidas como estruturas que funcionam devido a um

diferencial de pressao de ar.

O uso das estruturas pneumaticas era limitado pelos materiais, que deveriam ser leves
e impermeaveis ao ar. A partir do século XVIII, houve o desenvolvimento dos grandes baldes
de ar quente, com o primeiro baldo construido em Lisboa pelo padre brasileiro Bartolomeu de
Gusmao, em 1709, e a experiéncia dos irmdos Montgolfier com um baldo de papel de 11 m
de didmetro, na Franca, em 1783 (PAULETTTI, 2003). No ano de 1917, o engenheiro inglés F.
W. Lanchester patenteou um sistema em estrutura pneumatica para hospitais de campo, porém

nunca chegou a executar a obra. Os detalhes da patente sdo mostrados na Figura 12.



3.2 Breve historico de utilizagcdo 45

Figura 12 — Detalhes da patente da estrutura pneumética de Lanchester.
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Fonte: Herzog (1977).

Durante a Segunda Guerra Mundial foram criados tecidos sintéticos como o nylon, que
comecou a ser utilizado em abrigos de emergéncia e mesmo em chamarizes, como tanques
e caminhdes infladveis (CHI; PAULETTI, 2005). Apds o final da guerra, pela necessidade de
protecdo das antenas de radar dos ventos e condi¢des climdticas adversas, pesquisas lideradas
por Walter Bird resultaram no primeiro protétipo de uma cobertura em membrana pressurizada
que ficou conhecida como radome (contracdo de radar dome) em 1948, mostrado na Figura 13.
A membrana fina ndo metdlica apresentava pequena interferéncia nos sinais de radio, sendo

bastante apropriada para o uso.

Figura 13 — Primeiro protétipo do radome (1948).

Fonte: Borges Filho (2006).

Com o sucesso dos radomes, Bird fundou uma empresa especializada em estruturas
pneumdticas, a Birdair, difundindo o uso do sistema construtivo em aplicagdes comerciais, como

armazéns e coberturas de piscinas e quadras esportivas.

Outros tecidos sintéticos adequados para a confec¢cdo de membranas estruturais foram
sendo desenvolvidos nos anos que se seguiram. Na Exposicao Mundial de 1970 em Osaka, no
Japdo, a cobertura do Pavilhdao dos Estados Unidos foi o primeiro uso da membrana de fibra
de vidro revestida com politetrafluoretileno (PTFE). O projeto dos engenheiros David Geiger
e Horst Berger consistia em um domo pneumético de baixa altura (6,1 m) reforcado com uma

malha de cabos em diagonal, cobrindo uma area de aproximadamente 142 x 80 m (Figura 14).
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Figura 14 — Pavilhio dos Estados Unidos na Exposicio Mundial de 1970, Osaka, Japao.
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Fonte: adaptada de Hidden Architecture (2016).

O pavilhdo inspirou o uso das coberturas pneuméticas em vdarios estddios esportivos
nos Estados Unidos e no Canadd. Robbin (1996) relata que, durante os anos de 1974 a 1986, o
engenheiro David Geiger construiu 12 coberturas com esse sistema construtivo para estadios e
instalagdes esportivas. Um deles é o BC Place em Vancouver, no Canad4, construido em 1983.

Em 2011, a cobertura foi reformulada para um sistema retratil (Figura 15).

Figura 15 — Estadio BC Place, Vancouver, Canad4. Cobertura original (esq.) e apds a reformulacio (dir.).

3.3 Materiais utilizados

O desenvolvimento tecnolégico das membranas estruturais ocorreu a partir da segunda
metade do século XX com a inveng¢do das fibras sintéticas. Entretanto, ainda hoje ndo hd uma
grande variedade de materiais adequados para este fim, sendo um campo importante para

pesquisas futuras.

Em geral, as membranas estruturais sd3o materiais compdsitos que se constituem em uma
malha de fios imersa em uma matriz de revestimento, podendo apresentar camadas adicionais

de revestimento de protecdo. A Figura 16 traz um exemplo esquematico. Por fio entende-se
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um conjunto de fibras paralelas ou retorcidas. A malha de fios (trancados ou ndo) recebe o
material da matriz em forma liquida ou pastosa e, por meio de processos industriais, resulta-se

na membrana estrutural.

Figura 16 — Esquema de membrana estrutural com a malha de fios imersa na matriz de revestimento.

Fonte: Borges Filho (2006).

Assis (2012) apresenta uma descricao detalhada dos processos de fabrica¢do das mem-

branas de uso mais comum.

3.3.1 Membranas estruturais

Dentre as propriedades desejadas ao tecido estrutural estdo a resisténcia a tracdo e
a propagacdo de danos (rasgos ou furos), estabilidade dimensional, baixo peso especifico,
resisténcia as intempéries (principalmente radiacao ultravioleta) e facilidade de execugao de
emendas (LEONARD, 1988). Cada material possui vantagens em alguns quesitos e desvantagens
em outros, de modo que a escolha deve ser feita considerando as caracteristicas intrinsecas de

cada empreendimento.

Os materiais compdsitos de uso mais comum em membranas estruturais sdo o poliéster
revestido com PVC (policloreto de vinila) e a fibra de vidro revestida com PTFE (politetrafluore-
tileno, também conhecido como Teflon). Também sdo utilizados a fibra de vidro revestida com
silicone e as aramidas (fibras artificiais organicas, também denominadas Kevlar) revestidas com
PTFE ou silicone. O nylon, a primeira fibra sintética utilizada em membranas, vem tendo seu
uso reduzido devido a problemas de instabilidade dimensional em presenca de umidade e baixa

durabilidade quando exposto a radiagdo ultravioleta.

O poliéster revestido com PVC apresenta menor resisténcia a tracado que o nylon, porém
maior rigidez. Nao € afetado pela umidade e possui maior resisténcia a radiac@o ultravioleta,
ainda que sofra alguma degradag@o com o tempo — Lewis (2018) indica uma vida util aproximada
de 15 anos. O mesmo trabalho ainda cita o problema de fluéncia e perda do pré-tensionamento

da membrana. Este tecido é de menor custo e € predominante nas obras menores.

O tecido de fibra de vidro revestido com PTFE possui alta resisténcia mecanica, ao corte

e a perfuracdo e € mais resistente a radiacdo, com vida util estimada de 50 anos (LEWIS, 2018).
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E dimensionalmente estavel, porém o custo € relativamente elevado em relacdo ao poliéster
revestido com PVC, de modo que tem maior uso em obras de grande porte. Requer cuidados
especiais no transporte € montagem da estrutura para ndo causar danos a membrana devido a

baixa resisténcia a flexao da fibra de vidro.

O revestimento da fibra de vidro com silicone ao invés de PTFE torna o material mais
flexivel e menos sujeito aos danos, porém as emendas necessitam ser coladas, o que torna o
processo de construgdo mais trabalhoso. As aramidas possuem maior resisténcia a flexdo que a
fibra de vidro, porém sdo mais sujeitas a deterioracao pela acao dos raios ultravioleta, de modo
que necessitam de revestimento adequado (HUNTINGTON, 2013).

Além da matriz de revestimento, podem ser adicionadas camadas de revestimentos de
superficie para melhorar algumas propriedades do tecido. Materiais como o PVDF (fluoreto
de polivinilideno) e o PVF (fluoreto de polivinila ou Tedlar) sdo utilizados para aumentar a

resisténcia a radiacdo ultravioleta e conferir propriedades autolimpantes 2 membrana.

3.3.2 Comportamento estrutural do tecido

Os fios que compdem a malha s@o geralmente dispostos em dire¢des perpendiculares e
podem ser sobrepostos ou tecidos. Os fios sobrepostos sdo colocados uns sobre os outros sem
nenhum tipo de entrelacamento. Para os fios tecidos, cada fio passa alternadamente por cima e
por baixo dos fios da direcdo perpendicular. Os arranjos sdo mostrados na Figura 17. No processo
de tecelagem, os fios em uma das dire¢des, o urdume, sdo mantidos retos e esticados e os fios da

outra direcdo, a trama, sdo entrelacados com os primeiros.

Figura 17 — Arranjos dos fios na membrana estrutural: (a) sobrepostos; (b) tecidos.

— urdume
— trama

Fonte: Borges Filho (2006).

Apesar de retos no inicio do processo, os fios do urdume passam a apresentar certa
ondulagdo devido a interagdo com os fios da trama. Quando o tecido € tracionado, os niveis de
ondulagdo das duas direcdes se alteram, conferindo comportamento anisotropico ao material de-
pendente da relacdo entre as duas tensodes. Esse fendmeno, mostrado na Figura 18, é denominado

crimp interchange ou troca de ondulagdes.
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Figura 18 — Troca de ondulacdes (crimp interchange) — ondulagdo dos fios de uma direcao devido as
tensdes aplicadas na direcdo perpendicular.

Fonte: Borges Filho (2006).

Ensaios para a determinac¢do das propriedades do tecido podem ser realizados na forma
uniaxial ou biaxial, este ultimo com corpo de prova em formato cruciforme. O comportamento
tensdao-deformacdo € ndo linear e varia com a repeti¢ao do carregamento, além da dependéncia
da relacdo entre as tensdes nas direcdes do urdume e da trama, como ilustrado na Figura 19. Nas
curvas, “trama” e “urdume” sdo as direcdes nas quais se mediu a deformagdo e a indicacdo do

tipo “x:y” se refere a relacao entre a tensdo no urdume (x) e a tensdo na trama (y).

Figura 19 — Curvas tipicas tensdo-deformacio para membranas de: (a) fibra de vidro revestida com PTFE;
(b) poliéster revestido com PVC.

——— 1° carregamento
————— 2° carregamento ——— 1° carregamento
— - — 3" carregamento

urdume =0 00-———- 2° carregamento

deformacio

Fonte: Huntington (2013).

Virias pesquisas t€ém sido desenvolvidas tanto na drea de determinacao das propriedades
mecanicas quanto em propostas de modelos constitutivos. Sobre propriedades mecanicas, Hu et
al. (2020) sumarizam resultados obtidos por varios autores. Alguns trabalhos em ambito nacional
sao os de Chivante (2009) e Suzin (2019). Modelos constitutivos avangados sao apresentados
por Kato, Yoshino e Minami (1999), Pargana, Lloyd-Smith e 1zzuddin (2007) e Pargana e
Leitdo (2015). Este ultimo trabalho ainda apresenta uma revisdo de varios modelos constitutivos

existentes na literatura.

Tendo em vista a complexidade do tecido compdsito e o objetivo da tese em se propor
formulacdo ndo linear geométrica especifica para a solugdo estética e dindmica de estruturas

em membrana, o presente trabalho nao incluiu uma avaliagc@o extensa de modelos constitutivos,
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utilizando apenas o modelo de Saint-Venant-Kirchhoff isotrépico, mais simples que aqueles

apresentados na Figura 19.

3.3.3 Enrugamento da membrana

Devido a pequena espessura da membrana, a rigidez a compressdo dos elementos es-
truturais € bastante reduzida. Quando existe a tendéncia de compressdo na membrana, ocorre
o fendmeno denominado de enrugamento, com o aparecimento de dobras (deslocamentos fora
do plano) e consequente redistribui¢do de tensdes. Essa tendéncia de compressao pode ocorrer
quando a membrana estd em um estado inicial frouxo (sem pré-tensionamento), ou ainda quando

as acOes atuantes na estrutura sejam tais que ocorra a perda do pré-tensionamento aplicado.

Na andlise numérica, existem duas formas principais de se considerar esse fendmeno
(DIABY; LE VAN; WIELGOSZ, 2006). A primeira adota uma abordagem baseada na chamada

teoria do campo de tensdes e a segunda considera uma anélise de estabilidade.

Pela teoria do campo de tensodes, considera-se o elemento de membrana sem nenhuma
rigidez a compressao ou flexdo. As rugas aparecem quando pelo menos uma das tensdes principais
€ de compressao; nesse caso, a tensdo de compressdo e consequentes deslocamentos fora do
plano sdo considerados como uma tensao nula e um deslocamento de contracdo no plano,
de modo que o problema ainda mantém o aspecto bidimensional. Embora essa abordagem
nao forneca parametros como comprimento de onda e amplitude das rugas, € possivel obter a
distribui¢do de tensoes e a localizacdo das regides enrugadas e frouxas de forma consistente.
Vérias metodologias para avaliacao do enrugamento foram propostas com base nessa teoria,
dentre elas as de Contri e Schrefler (1988), Roddeman et al. (1987a, 1987b), Kang e Im (1997),
Lu, Accorsi e Leonard (2001), Akita et al. (2007), Jarasjarungkiat, Wuchner e Bletzinger (2008,
2009) e Wang, Yang e Law (2014).

Quando se representa a membrana com elementos que possuem rigidez a flexdo (como
os de casca, mais comuns na literatura, ou ainda os de s6lido), pode-se realizar uma anélise de
estabilidade e determinar a posicao de equilibrio apds o ponto de bifurcagdo. Os trabalhos de
Wong e Pellegrino (2002) e Flores e Onate (2011) utilizam essa abordagem. Como o elemento
possui rigidez a flexao, € possivel avaliar a amplitude das rugas e o comprimento de onda por

meio da distancia entre cristas ou vales adjacentes.

Neste trabalho, o enrugamento dos elementos bidimensionais de membrana serd con-
siderado por meio de um critério de tensdes, assim como feito em Pauletti e Rocha (2021) e
Tabarrok e Qin (1992), porém utilizando a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S,
medida lagrangiana adotada na formulacdo. Sendo S; e S, as tensdes principais, com .S; > Sa,

trés situagdes sdo possiveis para a membrana:



3.3 Materiais utilizados 51

1) S5 > 0: membrana esticada;
2) S1 > 0e Sy < 0: membrana enrugada ou enrugamento uniaxial;

3) S; < 0: membrana frouxa ou enrugamento biaxial.

Caso seja verificado o enrugamento, o estado de tensdes S é recalculado de modo a

eliminar as tensdes de compressao. Isso é obtido da seguinte maneira:

1) astensdes e dire¢des principais do tensor S sdo calculadas, ou seja, o tensor € rotacionado
para as dire¢des principais;

2) caso hajam tensdes principais negativas, a estas € atribuido valor nulo;

3) o tensor S é rotacionado de volta as dire¢des originais por meio das dire¢des principais

calculadas previamente.

Apenas apds estas operacoes € que sdo calculadas a contribui¢@o nas varidveis globais de
forca interna e rigidez (a matriz Hessiana, como seré discutido nos capitulos seguintes). Esta
técnica é aproximada no sentido de que ainda se considera a rigidez eldstica da membrana,
sendo desprezadas a parcela de rigidez geométrica e a contribui¢do nas forcas internas (essas
rigidezes serdo discutidas na subsecdo 3.4.2). Entretanto, uma vez que a rigidez eldstica das
membranas € bastante reduzida, este modelo se mostra adequado as aplicacdes aqui apresentadas,
permitindo o célculo das tensdes de forma consistente e evitando o aparecimento de compressao

nos elementos.

3.3.4 Cabos estruturais

Mesmo nas estruturas em que o elemento principal € a membrana, € comum a utilizacao
de cabos como elementos secundarios. Dessa forma, nesta se¢do o funcionamento dos cabos

sera discutido brevemente.

O principal material do qual s@o feitos os cabos utilizados nas tensoestruturas é o
aco. Entretanto, o aco dos cabos tem propriedades diferentes de outros agos mais comumente
utilizados na construcao civil, como os de perfis metalicos (vigas e colunas) e os de armadura
passiva para concreto armado. Existe mais proximidade com os ac¢os utilizados em armaduras

ativas para concreto protendido, embora com algumas diferencas.

O aco utilizado na confec¢do dos cabos estruturais tem um teor de carbono considera-
velmente maior que outros acos. Isso traz um aumento expressivo da resisténcia, porém com
diminui¢do da ductilidade e da soldabilidade. Estes acos podem chegar a resisténcias da ordem
de 1860 MPa, com apenas 4% de deformacgado na ruptura (GIMSING; GEORGAKIS, 2012).
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O tipo bésico de cabo estrutural consiste em um arranjo de 7 fios (ou arames), com um
fio reto central (alma ou nucleo) circundado por uma camada de 6 fios torcidos em formato
helicoidal, também chamados de pernas (Figura 20). Algumas variacdes desse modelo sdo o uso
de mais camadas de fios (p. ex., 1+6+12 fios, totalizando 19, ou 1+6+12+18, totalizando 37 fios)
e ainda a composi¢ao deste médulo basico formando cabos maiores (i. €., um cabo de 7 fios
circundado por uma ou mais camadas de cabos de 7 fios), como mostrado na Figura 21. Tem-se
ainda uma composi¢do denominada locked coil, que possui camadas internas de fios circulares e
camadas exteriores com fios especiais com se¢do transversal em formato de Z, mais “quadrados”,

que proporcionam maior intertravamento dos fios € menor indice de vazios (Figura 22).

Figura 20 — Cabo formado por 7 fios.

Fonte: Gimsing e Georgakis (2012).

Figura 21 — Alguns tipos de cabos estruturais. (a) Composi¢do simples com 7, 19 e 37 fios. (b) Composi-
¢des com fios de didmetros diferentes. (c) Composi¢des formadas por varios cabos.

)

00000 ¢

Fonte: elaborada pelo autor, baseado em Belgo Bekaert Arames (2012).

Figura 22 — Cabo do tipo locked coil.

Fonte: Redaelli Tecna (2020).
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Quanto as propriedades mecanicas, Buchholdt (1999) aponta que os valores tipicos de
modulo de elasticidade para os cabos ficam entre 145 e 170 GPa e as tensOes de ruptura na ordem
de 1300 a 1500 MPa. Estes valores sdo diferentes das propriedades dos fios isolados devido ao
proprio processo de fabricagdo, sendo influenciados pelo passo, que € a distancia, no sentido do

eixo do cabo, necessdria para que uma perna complete uma volta ao redor da alma.

Em virtude do arranjo helicoidal e multicomponente dos cabos, quando uma carga axial
¢ aplicada ao elemento pela primeira vez ocorre uma deformacdo causada pela acomodacio dos
fios e compactagdo do conjunto, além da deformacao eldstica. Para eliminar essa deformacao
de acomodacao de modo a que o cabo se comporte de forma mais préxima ao regime linear,
¢ comum realizar uma operacdo de pré-tensionamento do cabo antes de sua instalacdo na
construcdo. Essa operagdo € realizada com uma carga maior que a carga de trabalho e inferior a

correspondente ao limite eldstico do material.

Um ponto importante destacado por Gimsing e Georgakis (2012) € o fato de que, pela re-
duzida ductilidade dos cabos, as deformagdes plasticas disponiveis permitem certa redistribuicdo
local de forcas devido a imperfei¢des e flexdo do cabo, porém ndo sdo suficientes para permitir
uma andlise plastica da estrutura como um todo considerando a forma¢do de mecanismos e
redistribuicdo de esfor¢os. Isso indica que o uso de relacdes constitutivas lineares para os cabos

¢ uma consideragdo vélida para descrever o comportamento das tensoestruturas.

Outros topicos importantes a serem considerados quando do projeto de tensoestruturas
em cabos sdo a relaxagdo do ago, a ocorréncia de fadiga e a resisténcia a corrosdo. Para este tltimo
caso, diversas estratégias podem ser utilizadas, variando desde sistemas simples como pintura ou
lubrificagdo até o uso de cabos galvanizados ou com revestimento extrudado de polietileno de
alta densidade (HDPE). O uso de injecao de calda de cimento em tubos de polietileno ou aco
para prote¢do dos cabos vem diminuindo nos ultimos anos devido ao elevado peso proprio € a
possibilidade de fissuragdo no material inibidor de corrosao (GIMSING; GEORGAKIS, 2012).

Informagdes mais detalhadas sobre o comportamento estrutural dos cabos podem ser
encontradas em Buchholdt (1999), Gimsing e Georgakis (2012) (com énfase no uso em pontes)
e em Belgo Bekaert Arames (2012).

3.4 Meétodos de analise e busca da forma

Ha4 certo consenso na literatura sobre a divisdo do projeto de estruturas tensionadas
em trés etapas: busca da forma, determinacio dos padrdes de corte e a andlise estrutural (ou
resposta aos carregamentos em servigo). Nos topicos seguintes, serd dada énfase na etapa de
busca da forma, apresentando-se primeiramente certos conceitos tedricos envolvidos. Alguns

desses conceitos sdo exemplificados por meio de elementos de cabo apenas para fins didaticos,
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sendo igualmente vélidos para os elementos de membrana.

3.4.1 Formas funiculares

Como ja observado, cabos e membranas sdo elementos estruturais constituidos de tal
maneira que ndo possuem rigidez a compressao, apenas a tracao. Em uma situagao hipotética
em que nenhuma forca esteja atuando (inclusive o peso préprio), pode-se arbitrar qualquer
forma desejada a um cabo fixo entre dois apoios. Entretanto, pelos elementos possuirem rigidez
somente a tracdo, a estrutura ndo dispde de rigidez para um carregamento qualquer; para o caso
da Figura 23a, p. ex., a geometria € tal que a estrutura tem rigidez para uma for¢a concentrada
cuja direcdo esteja no intervalo indicado, aplicada no vértice inferior do cabo. Obviamente, seria
possivel aplicar outros carregamentos, como uma for¢a concentrada em outro ponto (Figura 23b),
porém existe a necessidade de que o cabo mude sua geometria de modo a fornecer rigidez para o

novo carregamento, indicando uma relagdo entre forma e forcas atuantes.

Figura 23 — Relag@o entre forma do cabo e carregamento atuante.

(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Matematicamente, em uma andlise considerando discretizagdo em elementos finitos, é
comum considerar o cabo como vérios elementos de trelica concatenados. A matriz de rigi-
dez da estrutura descarregada € claramente singular, indicando auséncia de rigidez segundo

determinados graus de liberdade.

A forma assumida pelo cabo sujeito a um certo carregamento é denominada forma
funicular do carregamento. Um carregamento estd associado a uma familia de funiculares em
que cada membro € particularizado por uma flecha, como mostrado na Figura 24. A diferenca
entre as funiculares em uma mesma familia est4 na intensidade dos esforcos desenvolvidos. As
formas acima da linha dos apoios (com flechas negativas) sao estados em que a estrutura estd
sujeita apenas a forcas de compressao, situacao desejada para os arcos feitos de materiais rigidos,

ndo abordados neste trabalho.
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Figura 24 — Familias de formas funiculares.
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Fonte: Pauletti (2003).

3.4.2 Rigidez elastica e rigidez geométrica

A interacao entre forma e rigidez pode ser mais bem entendida por meio da distin¢do
entre rigidez eldstica e rigidez geométrica. Para tanto, faz-se uma anélise simples do equilibrio
na configuracdo atual (deslocada) do cabo da Figura 25. Este exemplo € apresentado com maior

detalhamento matematico em Pauletti (2003).

Figura 25 — Cabo sujeito a for¢a aplicada nas configuracdes inicial (linha tracejada) e atual (linha cheia).

Fonte: elaborada pelo autor.

Considerando que os dois trechos do cabo tenham area da se¢ao transversal A, compri-
mentos inicial [, e atual [ e material de comportamento linear obedecendo a Lei de Hooke, com

modulo de elasticidade E' e deformagdo € = (I — ly) /Iy, o esforco normal N em cada elemento

vale
FA EA
Nzl—(l—lo):l—<\/yz+a2—lo>- (3.1
0 0

A componente de forca interna no né central é dada por

: Y EA lo
F™ =N =2V — [ - —— | . 3.2
VY2 +a? lo ( VY2 + a2> G2

E interessante escrever esta forca interna como o produto entre o esfor¢co normal /N no

elemento e um operador geométrico C, ambos fungdes da posigao atual:

FM(Y)=N(Y)C(Y). (3.3)
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O equilibrio ocorre quando a forga interna determinada pela Equacdo 3.3 € igual a forca
externa aplicada, resultando em uma equagdo ndo linear para a determinacao da posi¢ao incognita
Y. Sera demonstrado no Capitulo 5 que este tipo de problema pode ser resolvido pelo método
de Newton-Raphson, fazendo-se necessdrio calcular a derivada da forca interna em relagdo a
posicdo. Esta derivada € a rigidez da estrutura na configuracao atual, também chamada de rigidez

tangente ou matriz Hessiana (H'). Para o exemplo analisado,

Fint N
? = C’a— + N@ 3.4)

H=— oY oY’

que também pode ser escrita como
H =K.+ K,, (3.5)

sendo K. a rigidez elastica, dependente da forma da estrutura, ¢ K, a rigidez geométrica,

dependente do esforco normal de tragdo /N atuante.

A parcela eléstica da rigidez indica a necessidade de aplicacdo de forgas externas para
alterar a intensidade dos esfor¢os internos na estrutura, considerando geometria constante. Por
sua vez, a parcela geométrica da rigidez indica a necessidade de aplicacdo de forgas externas para
alterar a direcdo dos esfor¢os internos, considerando que os esfor¢os permanecam com 0 mesmo
valor. Para estruturas rigidas em pequenos deslocamentos, a rigidez geométrica é considerada
nula; nas estruturas tensionadas a rigidez geométrica € preponderante, podendo-se até desprezar
arigidez elastica em alguns casos (PAULETTI, 2003).

Verifica-se a importancia de um estado de pré-tensionamento para conferir rigidez as
estruturas tensionadas em servico pelo efeito da rigidez geométrica, seja este estado obtido por
forcas de protensao intencionais ou devido a outras cargas permanentes atuantes. Em um estado
descarregado, a rigidez da estrutura é composta apenas pela parcela eldstica, relacionada a forma;
caso a geometria correspondente, até aqui tomada como arbitrdria, ndo seja a forma funicular do
carregamento em servico, a estrutura desenvolverd grandes deslocamentos até atingir a funicular.
Cumpre destacar que, embora os deslocamentos da estrutura em servico possam ser pequenos em
relacdo a forma funicular, os carregamentos permanentes atuam inicialmente sobre a estrutura
descarregada cuja forma ndo € necessariamente a funicular, caracterizando o problema como de

grandes deslocamentos.

3.4.3 O problema de busca da forma

Pelo fato de as estruturas tensionadas ndo possuirem rigidez a flexdo, a forma da estrutura
nao € de livre escolha por parte da equipe de projeto. Em outras palavras, se se pretende que um

elemento no esquema estrutural seja um cabo ou uma membrana, esse elemento ndo poderd estar
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sujeito a flexdo ou compressao; caso esteja, o esquema deve ser alterado ou um elemento rigido

devera ser utilizado.

Assim, mesmo que o aspecto arquitetdnico seja definido observando as particularidades
das estruturas tensionadas, como o principio da dupla curvatura, uma descri¢do precisa da
geometria ndo estd disponivel inicialmente e deve ser calculada. Esta descricdo deve ser tal que,
sob o efeito dos carregamentos permanentes (incluindo o pré-tensionamento), sejam atendidos
tanto os requisitos arquitetonicos (forma, uso, espacos livres), quanto os estruturais (equilibrio,
rigidez, resisténcia do material). O procedimento de determinagdo da configuracio da estrutura
em equilibrio sob esses efeitos é denominado busca da forma. Devido a forte relacdo entre
arquitetura e estrutura neste sistema construtivo, a interacdo entre as equipes deve ocorrer desde
as primeiras fases do projeto, de modo a garantir que a forma arquitetonica seja estruturalmente

possivel ao menos de maneira aproximada.

Considerando as mesmas condicdes de contorno em deslocamentos para a estrutura,
existem vdrias configuracdes em equilibrio possiveis, diferenciando-se pelo estado de tensdes
internas atuantes. Uma vez que a forma pode ser escolhida, um primeiro pensamento € a escolha
da superficie de minima drea que se enquadre nas condi¢cdes de contorno especificadas. Além
do menor consumo de material, estas superficies possuem a propriedade de apresentar tensdes
de tragcdo uniformes sem cisalhamento, possibilitando melhor aproveitamento do material do
ponto de vista estrutural. Entretanto, as curvaturas reduzidas dessas superficies ocasionam menor
capacidade resistente da estrutura e podem causar problemas de acumulo de dgua de chuva ou
neve. Dessa forma, a considerac@o de uso de uma superficie de minima area pode ser relaxada
para que a estrutura atenda a todos os requisitos de projeto, ou elementos de cabo podem
ser utilizados para alterar a geometria. Relacdes matemdticas que caracterizam as superficies

minimas sdo encontradas em Lewis (2018).

Inicialmente, o processo de busca da forma das estruturas tensionadas era realizado por
meio da constru¢dao de modelos fisicos. O pioneiro no uso dessa técnica foi Frei Otto, que utilizava
filmes de sabdo para representar as superficies (OTTO; TROSTEL, 1967). Outros materiais
passaram a ser utilizados posteriormente, como tecidos e membranas de PVC (PAULETTI,
2003).

Os modelos fisicos tém as vantagens de auxiliar na visualizacdo da forma arquitetOnica e
poderem ser utilizados para determinar os padrdes de corte. Entretanto, a falta de precisdo e a
necessidade de construir um novo modelo quando ha uma alterag¢ao de projeto tornam o método
pouco atrativo. Além disso, nao fornecem nenhuma informagao sobre o estado de tensdo nos

elementos.

Os modelos computacionais vém substituindo os modelos fisicos e sdo bastante eficazes
devido a sua praticidade e precisdo. Com a tecnologia atual, € comum o uso de programas que
dispdem de ferramentas de cdlculo estrutural em conjunto com uma visualizacdo grafica eficiente,

permitindo ao projetista simular vérias situacdes com relativa facilidade.
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3.4.4 Modelos numéricos de busca da forma

Para entender melhor a etapa de busca da forma utilizando modelagem computacional,
¢ importante identificar quais parametros devem ser conhecidos no inicio do procedimento e
quais serdo as incognitas a calcular. Apesar de essa consideracdo ser diferente de acordo com o
método utilizado, conforme a descricdo dada por Haber e Abel (1982) € possivel estabelecer os

seguintes parametros principais:

a) malha inicial;

b) condig¢des de contorno em deslocamentos;

¢) carregamentos permanentes atuantes (incluindo o pré-tensionamento);
d) geometria final da superficie;

e) distribuicao interna de tensoes.

A discretizagdo da estrutura em uma malha inicial deve ser conhecida no inicio do
processo. Essa discretizac@o envolve, principalmente, a conectividade dos elementos, embora
a defini¢do das posi¢des dos nos dessa malha também seja necessaria em alguns métodos.
Igualmente, as condicdes de contorno em deslocamentos devem ser conhecidas. E comum
considerar uma malha inicial plana e utilizar deslocamentos prescritos em nds chave para dar o

aspecto pretendido a estrutura.

Os carregamentos permanentes aplicados, cujo principal € o pré-tensionamento, também
sdo estabelecidos a principio. J4 os parametros de geometria final e distribui¢do interna de tensdes
normalmente sdo desconhecidos e calculados no processo. Entretanto, ambos estdo relacionados,

tendo em vista que uma superficie de minima drea corresponde a um estado de tensdes uniforme.

E comum especificar as forgas externas de pré-tensionamento dos elementos de mem-
brana diretamente como um estado interno de tensdes atuantes. A distribuicdo de tensdes
obtida ao final do procedimento pode ser igual ao pré-tensionamento ou nao, a depender do
método empregado. Para se obter uma superficie de minima area, é possivel considerar um
pré-tensionamento uniforme como o Unico carregamento permanente na estrutura e utilizar
estratégias para que essas tensdes nio se alterem durante o processo. E importante lembrar que a
mesma superficie de minima area € obtida para qualquer nivel de tensdo arbitrado. Assim, se
for verificada a necessidade de alteragdo do pré-tensionamento durante a andlise da estrutura
sujeita aos demais carregamentos em servigo, ndo € preciso realizar novamente a etapa de busca

da forma.

Ap0s esta explicacdo, tem-se o seguinte panorama geral: definem-se uma forma inicial
qualquer para a estrutura, as condi¢des de contorno e o carregamento atuante. Por serem defini-
coOes arbitrarias, provavelmente a estrutura nao estard em equilibrio, e o desbalanceamento entre

forcas externas e internas induzird o movimento ou deslocamento até a posicao de equilibrio
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estatico. Os parametros que se deseja calcular sdo esta posi¢ao de equilibrio e as tensdes nos

elementos.

Um leitor atento ird observar, com base nos conceitos tedricos apresentados ao inicio
da discussdo, que a andlise do problema pode resultar em uma matriz de rigidez singular para a
estrutura, impedindo a resolu¢do matematica do sistema de equacdes. Dessa forma, os modelos
numéricos de busca da forma devem propor estratégias para eliminar a singularidade da matriz

de rigidez e descrever os deslocamentos até a posicao de equilibrio.

A literatura traz uma série de metodologias numéricas para determinagdo da forma das
estruturas tensionadas e ainda uma grande variedade de classifica¢des, tornando a identificacao
das similaridades e diferencas dos métodos uma tarefa complexa. Na proxima secdo, os procedi-
mentos mais tradicionais sdo apresentados para melhor esclarecer a natureza do problema, sem

nenhuma compara¢do numérica dos métodos.

Na classificagdo aqui adotada, os métodos serdo divididos em dois conjuntos. O primeiro
deles envolve utilizar uma rigidez geométrica inicial para a estrutura prescrevendo um estado de
forcas ou tensdes. Dessa forma, a parcela geométrica da rigidez da Equacgdo 3.5 e, consequente-
mente, da rigidez total ndo serdo singulares. O segundo conjunto emprega uma andlise dindmica
ou pseudodindmica; neste caso, a matriz do sistema de equacdes tem a contribuicdo de matrizes
de massa e amortecimento nao singulares além da matriz de rigidez da estrutura. Dentro destes

conjuntos, varios modelos sdo encontrados na literatura com diversas abordagens.

3.4.5 Métodos com rigidez geométrica inicial

A maior parte das estratégias de busca da forma se utiliza de um estado inicial de tensdes
ou forgas prescrito pelo usudrio. As maneiras de considerar esse estado de tensdes sdo diversas e

dao origem a vérios métodos. Os principais sdo abordados a seguir.

3.4.5.1 Método da densidade de forcas

O método da densidade de forcas (MDF) foi proposto por Schek (1974) para a busca da
forma de redes de cabos. Este foi um dos primeiros métodos numéricos desenvolvidos e deu
origem a diversos outros que utilizam a mesma ideia basica, embora alguns tenham escopo mais

amplo.

Considere-se uma malha de cabos para a qual se deseja calcular uma geometria em

equilibrio quando sujeita a um certo carregamento. Para este tipo de problema, sdo conhecidas a



60 Capitulo 3 Estruturas tensionadas em membrana

conectividade dos elementos, as condi¢des de contorno em deslocamento e as forgas externas
atuantes e as incognitas sdo as posi¢oes nodais. Escrevendo as equagdes de equilibrio para o n6 7
da malha em termos das coordenadas i/ dos nds e das for¢as normais V;; no segmento de cabo

ligando os nds ¢ e j, tem-se:

Nw Lo -, (3.6)
195 — gill

sendo F} a forca externa resultante no n6 e m o nimero de elementos concorrentes no nd. O
sistema resultante é ndo linear segundo as coordenadas e, a principio, tanto as coordenadas
quanto as forgas normais /N;; sdo desconhecidas. Uma solu¢do pode ser obtida arbitrando-se,
para cada segmento de cabo, o valor de for¢a por unidade de comprimento n;;, denominado
densidade de forca:

N

== (3.7

N;i
|

Isso resulta no sistema linear
> i (G — ) = —F, (3.8)
=1

com 3 equacdes e 3 incognitas para cada n6 da malha. Assim, conhecidas as posi¢cdes dos nos
fixos e prescrevendo-se a densidade de for¢a para cada elemento, as posi¢des de todos os nds da

malha para o carregamento atuante podem ser calculadas.

Caso existam restricoes adicionais as posicoes dos nds, o sistema serd nao linear e o
resultado obtido com a Equacdo 3.8 pode ser utilizado como uma primeira iteracao. Schek
(1974) cita como exemplos situagdes em que a distancia entre nds € predeterminada (para o caso

deformado ou indeformado) e situagdes em que a forca no elemento € predeterminada.

Schek (1974) ainda demonstra que uma malha de geometria minima pode ser obtida
considerando uma densidade de forca unitdria em todos os elementos e carregamento nulo. Essa
situagdo € andloga ao caso das membranas, cuja superficie minima tem a propriedade de estar

sujeita a tensdes uniformes. A rede de cabos resultante é chamada de rede geodésica.

Um dos pontos fortes do método é a possibilidade do sistema resultante ser linear,
demandando um custo computacional baixo. Ja entre as desvantagens estdo as limitacdes de
uso em redes de cabos retilineos e o fato da densidade de forca ser uma grandeza com pouco

significado pratico para o projetista.

Outras técnicas baseadas no método da densidade de for¢a incluem as apresentadas em
Maurin e Motro (1998), Pauletti e Pimenta (2008), Bletzinger e Ramm (1999) e Bonet e Mahaney
(2001).
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3.4.5.2 Métodos com prescricao de rigidez geométrica inicial

E possivel entender a prescri¢io de uma densidade de forca para os elementos como a
prescricdo de uma rigidez geométrica inicial, o que ndo fica claro na formulacdo do método da
densidade de forcas por nao haver a montagem de uma matriz de rigidez. Entretanto, essa relagdo
pode ser obtida a partir de um método proposto por Haber e Abel (1982) e que se mostra como
uma generalizacdo do MDF, denominado método da rigidez geométrica assumida. E utilizada

uma formulacido em elementos finitos, cujo sistema de equagdes de equilibrio convém lembrar:
K.-i=F, (3.9)

sendo K a matriz de rigidez, composta das parcelas eldstica e geométrica; « o vetor de desloca-
mentos nodais; e I’ o vetor de forcas externas. Considerando a matriz constitutiva do material
como nula e uma situagdo em que todos o0s nds sdo deslocados para a origem das coordenadas,

tem-se K = K, e & = —{. Substituindo na Equagdo 3.9:

K, j=—F. (3.10)

Trata-se de um sistema ndo linear pela rigidez geométrica depender das posicdes desco-
nhecidas. Contudo, se a matriz K for prescrita, ou se a rigidez geométrica de cada elemento for
prescrita (semelhante a uma prescricao de densidade de forgas), o sistema se torna linear, assim

como mostrado para o MDF (Equacdo 3.8).

O principio de utilizar uma rigidez geométrica inicial estd presente em vdrios métodos.
Uma diferenga encontrada € a consideragdo exclusiva da rigidez geométrica, com rigidez elds-
tica nula, ou a consideracdo de ambas. Na classificacdo de Veenendaal e Block (2012), sao
denominados métodos de rigidez geométrica e métodos de matriz de rigidez, respectivamente.
As principais técnicas constam no trabalho de Tabarrok e Qin (1992), que apresentam trés

abordagens diferentes para o problema de busca da forma.

No caso da determinacao de superficies minimas, a busca da forma parte de uma malha
inicial (por simplicidade, usualmente considerada plana), um pré-tensionamento uniforme,
considerado diretamente como um estado de tensdes internas, € médulo de elasticidade do
material muito pequeno, tendendo a zero. S@o aplicados deslocamentos prescritos em certos nds
de maneira a que a estrutura tome o aspecto arquitetonico desejado. Por exemplo, partindo de
uma malha plana, a tenda da Figura 26a pode ser obtida pelo levantamento do n6 central e a

superficie de dupla curvatura da Figura 26b pode ser obtida abaixando-se os nés 1 e 3.

A considera¢do de um modulo de elasticidade muito pequeno objetiva eliminar a rigidez
eldstica e utilizar apenas a rigidez geométrica provida pelo campo de tensdes especificado. Dessa
forma, o deslocamento prescrito dos nés produzird uma variagdao desprezivel nas tensoes e a
superficie resultante em equilibrio continuard em um estado de tensdes uniforme como arbitrado

inicialmente, correspondendo a superficie minima desejada.
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Figura 26 — Estruturas em membrana em forma de: a) tenda, b) superficie de dupla curvatura.

Fonte: Tabarrok e Qin (1992).

Para a determinac¢do de superficies ndo minimas, a abordagem seguida é semelhante,
porém arbitrando um campo inicial de tensdes ndao uniforme. A forma da superficie resultante
depende da distribuicao inicial de tensdes e vdrias andlises podem ser necessdrias para que se

obtenha uma geometria satisfatdria.

A terceira abordagem apresentada por Tabarrok e Qin (1992) difere das outras duas por
considerar uma rigidez eléstica além da parcela geométrica. Utilizando o médulo de elasticidade
real do material e com um estado de tensoes iniciais uniformes, os deslocamentos prescritos
dos nds sao aplicados de forma incremental. Apds o primeiro passo, a configuracao equilibrada
apresenta tensdes ndo uniformes. As tensodes eldsticas sdo entdo removidas e apenas as tensoes
iniciais sdo mantidas para resultar em uma superficie minima. O processo iterativo segue até que

os deslocamentos prescritos sejam aplicados totalmente, alcangando uma forma em equilibrio.

Muitas abordagens propostas em outros trabalhos sdo similares as apresentadas. Haber
e Abel (1982) apresentam outros dois métodos nesse sentido, além do método citado no inicio
dessa secdo. Argyris, Angelopoulos e Bichat (1974) usam uma técnica que considera a parcela

de rigidez elastica para a andlise de redes de cabos.

3.4.6 Meétodos de analise dinamica

O segundo conjunto de métodos para a busca da forma de estruturas tensionadas emprega
uma andlise dindmica para resolver o problema de singularidade da matriz de rigidez. Conquanto
ainda possa se considerar a rigidez geométrica devido ao pré-tensionamento, estes métodos sao

validos mesmo quando o estado de tensdes inicial € nulo.

Considerando uma anélise ndo linear geométrica baseada em posicoes e utilizando o
método de integracdo no tempo de Newmark, que serd mais bem detalhado no Capitulo 5, o

sistema de equagdes de movimento pode ser escrito apenas com a variagao de posicio AY como
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incégnita:

1 ’}/ — —
H + M+ —C | AY =F 3.11

( BAL? BAt ’ -11)
sendo H a matriz Hessiana ou rigidez tangente, M a matriz de massa, C' a matriz de amorte-
cimento, que pode ser tomada como combinacdo linear das duas anteriores, F é um vetor de
forgas, v e [ sdo parametros do integrador temporal e At é o passo de tempo utilizado. Relagdo
semelhante pode ser obtida para o caso de andlise linear em pequenos deslocamentos ou para

outras técnicas de solucdo do problema dindmico.

Facilmente se observa que, mesmo que a matriz Hessiana seja singular, o sistema tem
solucdo se a matriz de massa for nao singular. Dessa forma, resolvendo o sistema obtém-se a

posicdo dos nos da estrutura em equilibrio estético, apds 0 amortecimento.

A técnica mais comum que adota essa estratégia € a relaxacdo dinamica, que foi o
método de busca da forma utilizado neste trabalho. Um método alternativo € o uso de uma

analise iterativa com matriz de massa decrescente.
3.4.6.1 Método da relaxacao dindmica

Esse método foi proposto inicialmente por Day (1965), porém com grandes contribui¢des
posteriores de Barnes (1977, 1988, 1999). O trabalho de Lewis (2018) também descreve o

procedimento.

Assim como no caso dos métodos de rigidez geométrica, o processo de busca da forma
pelo método da relaxacdo dinamica parte de uma malha inicial com condi¢des de contorno e
carregamentos conhecidos para calcular a geometria em equilibrio. Entretanto, o problema nao
¢ mais tido como estético e realiza-se uma andlise dindmica com um processo de marcha no
tempo para avaliar o movimento da estrutura. Esse movimento € considerado amortecido e, apds
certo intervalo de tempo, a estrutura chegara a posicao de equilibrio estatico. Uma vez que se
deseja apenas a posi¢do estaciondria e nao a descri¢do exata do movimento ao longo do tempo,
os parametros de massa, amortecimento e intervalos de tempo podem ser ficticios, normalmente

definidos de modo a facilitar a convergéncia numérica.

Originalmente, o método utiliza o amortecimento viscoso, com convergéncia mais
rapida com coeficientes de amortecimento proximos do valor critico (BARNES, 1988). Um
procedimento alternativo, proposto por Cundall (1976 apud BARNES, 1988), utiliza o chamado
amortecimento cinético. Nesse processo, calcula-se a energia cinética do sistema com o passar
do tempo considerando movimento nao amortecido. Quando hd um pico local na energia, é
atribuido valor nulo a todas as componentes de velocidade e 0 movimento € reiniciado da posi¢ao

corrente. Os proximos picos de energia tem valor decrescente e o procedimento segue até que a
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energia de todos os modos de vibrac@o da estrutura tenha sido dissipada, obtendo a posi¢ao de
equilibrio. A Figura 27 traz um exemplo tipico da variacdo da energia com o tempo para esse

Processo.

Figura 27 — Energia cinética em funcio do tempo no processo de amortecimento cinético.
|

Energia cinética

Ninna,

Numero de iterag¢des

Fonte: Lewis (2018).

Para o uso do método em redes de cabos, a massa e a rigidez dos elementos sdo conside-
radas concentradas nos nés, obtendo-se matrizes diagonais que podem ser tratadas como vetores,
simplificando o cédlculo. Assim, a equacdo de movimento do sistema € semelhante a equacao

cldssica obtida para um grau de liberdade:

Mii+ Ci+ Ku = F**, (3.12)

sendo u o deslocamento, 7 a velocidade, i a acelera¢do e F'*** a for¢a externa aplicada.

E usual escrever a equacdo de movimento para o método na forma de diferencgas finitas

centrais, com a velocidade e a aceleracao no passo de tempo n expressas como

_ Upy1y2 + Un—1/2 . i - Upt1/2 — Up—1/2

Un = 2 n At

(3.13)

Substituindo na Equacdo 3.12 e considerando o caso de amortecimento cinético (C' = 0),

a velocidade no meio do passo de tempo seguinte (n + 1/2) é dada por

) Fext - Fint At .
Upt1/2 = ( M ) + Up—1/2- (3.14)

sendo [ = K, u,,. Com essa velocidade, obtém-se o deslocamento no passo de tempo seguinte:

Up41 = Up + un+1/2At. (315)

O célculo das forgas internas em um né pode ser feito diretamente somando-se, para
cada dire¢do, as componentes das forcas de tragdo I’ de cada cabo conectado ao n6. A tracdo é
obtida como I
_ t
T=T+ FAZ’ (3.16)
sendo EA/L° arigidez eldstica, Al a deformagdo do cabo e TP a for¢a de pré-tensionamento

imposta.
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O procedimento segue com a aplicacao iterativa das Equacdes 3.14 e 3.15 até a conver-
géncia. Quando se calcula diretamente a forga interna £, prescinde-se do cdlculo da rigidez
K, bastando definir os parametros de massa e tempo para o uso das equacdes. Por simplicidade,

adota-se At = 1. O coeficiente de massa M para um no, igual para as 3 dire¢des, é dado por

o Kmax Atz

M
2

(3.17)
O termo K., € a rigidez maxima possivel para o n, que ocorreria caso todos os cabos

conectados ao né estivessem orientados na mesma dire¢ao:
EA T
Kooz = —_— 4+ =, 3.18
S(51) 319

com a soma realizada para os m cabos conectados ao no.

Na busca da forma de redes geodésicas, com todos os cabos sujeitos a mesma tensao
(semelhante a superficie minima), as forcas externas sdo tomadas como zero e apenas um pré-
tensionamento 7" constante é considerado na Equagdo 3.16. A mesma configuragio é obtida

para qualquer nivel de tracdo imposto.

Em relacdo ao uso da relaxacdo dindmica em estruturas de membrana, o estado bidimen-
sional de tensdes em um elemento triangular linear (3 nés) pode ser substituido por trés forcas
equivalentes atuando segundo os lados do triangulo, conforme indicado na Figura 28. Dessa
forma, o elemento de membrana € considerado como um conjunto de 3 cabos e o procedimento
de calculo € igual ao descrito anteriormente. Para um pré-tensionamento uniforme o, as forgas

de tracdo sdo calculadas por
Tpt - UptLZ'

Pt — 3.19
¢ 2tg0&z" ( )

sendo ¢ = 1,2, 3 o lado do triangulo.

Figura 28 — Consideragdo do elemento triangular de membrana como trés forcas atuando segundo os
lados do tridngulo.

Fonte: Lewis (2018).
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Para se obter uma superficie minima com tensdo uniforme, considera-se apenas a rigidez
geométrica provida pelo pré-tensionamento. Entretanto, € possivel considerar também a rigidez
elastica na busca da forma da membrana. Embora o estado de tensdes resultante possa guardar
uma pequena diferenca para o pré-tensionamento uniforme estipulado, a consideracdo da rigidez
eldstica pode diminuir a distor¢do dos elementos da malha no processo e obter uma malha final
mais adequada a analise numérica posterior. Conforme Han e Lee (2003), incluindo a rigidez

eléstica, a rigidez é calculada como
E t TPt
K = —_—— ] . 3.20
S (St ), 3.20)

sendo £ e v o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material, ¢ € a espessura
da membrana e A° ¢ a drea do elemento triangular. Para cada elemento finito m, a parcela de
rigidez eldstica € somada aos graus de liberdade dos trés nds e a rigidez geométrica € somada de

acordo com as forcas e nos indicados na Figura 28.

No caso de busca da forma com elementos de membrana de ordem superior (quadrético
ou cubico), duas estratégias simplificadas foram adotadas neste trabalho. A primeira consiste
em dividir os elementos em subelementos de 3 nds e considera-los como lineares. Assim,
como mostrado na Figura 29, os elementos quadraticos e ctibicos sdo substituidos por 4 ¢ 9

subelementos lineares, respectivamente.

Figura 29 — Divisdo de elementos de membrana de alta ordem em subelementos lineares.

Quadratico Cubico

Fonte: elaborada pelo autor.

A segunda estratégia € considerar os elementos como lineares durante a fase de busca da
forma. Assim, em um primeiro momento, apenas os nds dos vértices dos elementos triangulares
sdo considerados e, apds a determinacdo da malha, a posi¢do dos demais nds € calculada de
modo a haver uma distribui¢do equidistante aos vértices. A andlise do efeito do carregamento

em servigo €, entdo, realizada considerando o elemento com o grau de aproximacgao desejado.

Em resumo, as etapas do método (quando utilizado no problema de busca da forma) sao:

1) Leitura dos dados de entrada: malha inicial, deslocamentos prescritos, cargas aplicadas,
pré-tensionamento considerado;

2) Calcula-se a matriz de massa (Equagdes 3.17 e 3.18 ou 3.20);
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3) Calcula-se a velocidade u_; /; pela Equag@do 3.14 considerando /3 = —u_1/2;

4) Aplica-se, iterativamente, as Equacdes 3.16 ou 3.19 para o célculo das forcas inter-
nas, a Equacdo 3.14 para o célculo da velocidade e a Equacgdo 3.15 para o célculo do
deslocamento em cada passo de tempo;

5) Quando da ocorréncia de um pico de energia cinética, o vetor de velocidades é zerado e
corrige-se o vetor de deslocamentos, de modo a dissipar a energia do sistema;

6) O processo iterativo segue e admite-se a convergéncia quando os deslocamentos e/ou a

energia cinética sdo menores que uma tolerancia definida pelo usudrio.

A localizag@o do pico de energia cinética e corre¢ao dos deslocamentos (etapa 5 acima)
pode ser realizada considerando variacdo quadratica da energia cinética do sistema com o tempo.
Um pico € detectado quando ocorre uma diminui¢do da energia, como ilustrado na Figura 30
do passo n para o n + 1. Recorda-se que, no método das diferencas finitas centrais, o passo de
tempo € representado pelo instante médio. Considerando a pardbola que passa pelos trés pontos
de energia KF,, KF, e KFE3, é possivel determinar a distancia At do passo n até o pico. A

correcdo de deslocamentos € feita por:

Upico = Un — BAt : un—l/Q' (3.21)

Figura 30 — Variacao quadrética da energia cinética KE' com o tempo e determinagdo do pico.

KE
“ {max LAt
-

Fonte: Lewis (2018).

3.4.6.2 Analise iterativa com matriz de massa decrescente

Uma estratégia alternativa € o uso de uma anélise dinamica modificada para a descri¢dao
do movimento da estrutura. Essa € uma técnica bastante simples e foi utilizada em estruturas de
cabos por Silva (2020), Silva e Coda (2019) e Coda, Silva e Paccola (2020).
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Nessa andlise, a matriz de massa (real ou ficticia) € somada a matriz Hessiana, porém com

valor decrescente a cada iteracao da resolu¢do do problema nao linear. O sistema de equagdes
M 1 - =

H -— | AY = F 3.22

< MCYE ite) ’ (522)

sendo (5 um parametro arbitrario, considerado aqui para manter a forma da equagao obtida com

resultante toma a forma

o método de Newmark, At um passo de tempo ficticio e ite 0 nimero da iteracdo. Portanto, na
primeira iteraco, a singularidade da matriz Hessiana € eliminada pela matriz de massa; conforme
0 processo continua, a parcela de massa vai diminuindo, porém a Hessiana vai deixando de ser
singular pelo aumento da rigidez geométrica da estrutura, mantendo o bom condicionamento
do sistema de equagdes. Apds a convergéncia segundo a tolerancia especificada, o processo
iterativo € reiniciado retirando a matriz de massa e mantendo apenas a matriz Hessiana para
obter a posi¢do de equilibrio da estrutura. Normalmente, poucas iteracdes sao necessdrias nesta
segunda etapa. Nessa técnica pode-se considerar ou ndo a parcela eldstica da matriz Hessiana,

buscando-se ou ndo a superficie minima.

3.5 Exemplos de validacao: busca da forma

Nesta secao, apresentam-se alguns exemplos numéricos com o objetivo de validar a
rotina de busca da forma implementada computacionalmente, utilizando o método da relaxagdo

dindmica com amortecimento cinético.

3.5.1 Catenoide

Inicialmente, avaliou-se o exemplo de uma superficie de membrana em formato de
catenoide. Esse € um problema cléssico de busca da forma pelo fato de o catenoide ser uma das

poucas superficies minimas que possui expressao analitica.

O catenoide ¢ uma superficie obtida pela revolu¢do de uma catendria, conforme mostrado

na Figura 31. A equacdo da curva no plano xz € dada por

2= —aacosh ™ +b, (3.23)
a

com as constantes a e b calculadas em fungao de 7.4, 7in: € h.

Para o exemplo estudado, considerou-se r.,; = 10, r;,; = 4 e h = 6. A malha adotada é
composta de 800 elementos finitos triangulares de aproximacao linear, apresentada na Figura 32.

A tolerancia no processo iterativo foi definida como tol = ||@]|/|| X|| = 107, sendo @ o vetor
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Figura 31 — Catenoide obtido pela revolugdo da catendria (curva azul) ao redor do eixo z.

Fonte: elaborada pelo autor.

com os deslocamentos nodais a cada passo (Equacgdo 3.15) e X o vetor com as posi¢Oes nodais
iniciais.

busca da forma do catenoide.

&

Figura 32 — Malha utilizada para
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Fonte: elaborada pelo autor.

As posicdes obtidas com a relaxagdo dinamica e os valores analiticos de referéncia sdo

comparados na Figura 33. Observa-se perfeita concordancia entre os dados.

Figura 33 — Perfil do catenoide no plano xz obtido com a rotina de relaxa¢do dinadmica e valores
analiticos.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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3.5.2 Rede de cabos tridimensional

Para verificar o desempenho da rotina implementada considerando elementos de cabo,
analisa-se o caso de uma rede de cabos no espago tridimensional. Este exemplo foi apresentado
por Li, Xue e Liu (2022) e considera uma rede em forma de sela com a posi¢ao inicial dos nés
seguindo a superficie do paraboloide hiperbolico de equagdo z = (z? — y?)/50. A proje¢do no

plano horizontal da estrutura € mostrada na Figura 34.

Figura 34 — Projecdo horizontal da rede de cabos analisada.
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Fonte: Li, Xue e Liu (2022).

Embora o paraboloide hiperbdlico seja uma superficie de dupla curvatura, ele nao
corresponde a uma superficie minima. Dessa forma, sob o efeito de um pré-tensionamento
uniforme, a estrutura nio estard em equilibrio e a configuracdo minima (rede geodésica) deve ser
determinada. Essa configuracdo independe do valor de pré-tensionamento e das propriedades

dos cabos, desde que sejam constantes para toda a estrutura.

A configuracdo da rede de cabos ap6s a etapa de busca da forma € mostrada na Figura 35.
Devido a simetria, as posicdes dos nés 1, 5, 8 e 9 ja definem totalmente a estrutura. Os resultados
obtidos com a rotina de relaxacdo dindmica e os de Li, Xue e Liu (2022) sdo indicados na

Tabela 1. Verifica-se que ha bastante proximidade entre os valores.

Tabela 1 — Posicdes nodais calculadas na busca da forma da rede de cabos.

N6 Li, Xue e Liu (2022) Presente trabalho
X y z X y z
1 -4,72 4,72 0 -4,711 4,711 0
5 0 4,64 -0,44 0 4,627 -0,438
8 -4,64 0 0,44 -4,627 0 0,438
9 0 0 0 0 0 0

Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 35 — Configuracdes no processo de busca da forma: inicial (cinza) e final (preta).

Fonte: elaborada pelo autor.
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4 ASPECTOS DA MECANICA DOS SOLIDOS NAO LINEAR

Neste capitulo sdo apresentados alguns aspectos da mecanica dos sélidos nao linear
que formam a base tedrica do método computacional utilizado na pesquisa. Os conceitos sao
expostos de maneira sucinta, objetivando o entendimento da sistematica adotada pelo método dos
elementos finitos posicional, e ndo pretendem ser exaustivos. Uma abordagem com mais detalhes
pode ser encontrada em Holzapfel (2000), Bonet e Wood (2008), Ogden (1997) e Crisfield
(1991).

Os desenvolvimentos seguintes sdo baseados em Coda (2018) e tem seu enfoque na
descri¢do lagrangiana do problema mecanico contemplando a nao linearidade geométrica e

posterior andlise de equilibrio por meio da varia¢do da energia mecéanica total.

4.1 Cinematica dos corpos deformaveis

Sob o efeito de agdes externas, um sélido deformavel em equilibrio estatico ou em movi-
mento sofre uma mudanga de configuracdo. Na Figura 36, um corpo passa de uma configuragdo
inicial B, descrita por coordenadas Z em rela¢do a uma origem, para uma configuracgio atual
B, descrita por coordenadas ¢ em relagdo a mesma origem. A fungio vetorial f € denominada

fungdo mudanga de configuracdo e define as posicdes em B a partir das posicdes em BY, ou seja,

—

y= ().

Figura 36 — Mudanca de configuraco.

A 22,92 f(f)’A
By /\ B
§(¥)

1,1

x3,Ys

Fonte: elaborada pelo autor.
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Uma vez que essa fung¢do tem como referéncia (dominio) a configuracao inicial do
corpo, a descricao do problema é chamada de lagrangiana ou material. Também € possivel uma
descri¢cdo com base na configuragao atual do corpo, dita euleriana ou espacial, por meio de uma
funcdo g = f ~1. Como j4 mencionado, serd dada énfase a descri¢do lagrangiana por ser esta a

utilizada na formulacao do método dos elementos finitos posicional.

Um vetor infinitesimal qualquer d%, na configuragio inicial, corresponde a um vetor di/

ap6s a mudanca de configuracio. A relacdo entre estes vetores pode ser obtida por

dj =V f-dz = A-dz. @.1)

O tensor de segunda ordem A indica o gradiente da fungdo mudanga de configuragio:

Q3|Q3
ST

A=Vf= (4.2)

4.1.1 Deformacao de Green-Lagrange

Tendo em vista que a formulagdo adotada tem carater ndo linear por ser geometrica-
mente exata, faz-se necessdario o uso de uma medida de deformacdo objetiva, ou seja, que nao
registre deformagdes quando o corpo estd sujeito apenas a movimentos de corpo rigido, tanto de

translacdo quanto rotacdo, e de intensidade finita (nfo infinitesimal).

Uma medida de deformacao objetiva lagrangiana pode ser obtida a partir do gradiente da

funcdo mudanca de configuracdo. A deformacio de Green-Lagrange (ou apenas de Green) E
pode ser definida como

E:%w—n, 43)

sendo I o tensor identidade de ordem 2 e C o tensor alongamento de Cauchy-Green a direita,

€scrito como
C = At A. 4.4)

Substituindo-se a Equagdo 4.4 na Equacao 4.3, € possivel escrever a deformacao de

Green diretamente a partir de A:

E:%MVA—D. (4.5)

E interessante observar que, para o caso unidimensional de uma barra de comprimento

inicial [y e comprimento atual /, a expressdo para a deformacdo de Green toma a forma

1 (1?15
E:§(l2ﬂ, (4.6)
0

evidenciando o aspecto nado linear da medida e também o referencial lagrangiano.
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4.1.2 Mudanca de volume na mudanca de configuracao

O equilibrio de um sélido sob o efeito de acdes externas se d4 na configuracdo deformada
(atual). Para descrever este equilibrio de forma lagrangiana, é necessdrio verificar quais as
relacdes entre volume inicial e atual para calcular as integrais no volume do sélido, e também as

relagdes entre 4rea inicial e atual para calcular as integrais de superficie.

Seja o elemento infinitesimal de volume mostrado na Figura 37 nas configuragdes inicial

dVy e atual dV, definido por meio de vetores infinitesimais.

Figura 37 — Mudanca de volume na mudanga de configuracao.

A €2, Y2

T3,Ys

Fonte: elaborada pelo autor.

Os volumes infinitesimais podem ser calculados da seguinte maneira:

dVo = (dz' x di’?) -di® e dV = (dj' x d?) - di®. (4.7)

E possivel demonstrar a seguinte relagc@o entre os dois volumes:

oy Oy Oy
8x1 8x2 8x3
dv Oy Oya Oy

— = =det (A) = J. 4.8
dLﬁ le 8x2 8$3 ¢ ( ) ’ ( )
Oys Oys Oys
8w1 8x2 8$3

ou seja, essa relacdo € igual ao jacobiano da transformacao J, que € o valor do determinante
do tensor A. Para a mudanca do dominio de integracdo do volume atual para o volume inicial,

convém reescrever esta equagao na forma

dv = JdV. (4.9)
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4.1.3 Mudanca de area na mudanca de configuracio

A partir da relac@o entre volumes, pode-se calcular a relagdo entre dreas na mudanca
de configurag@o do sélido. Na Figura 38 ¢ indicado um elemento de drea d A, na configuracio
inicial e seu vetor normal unitério 7). Tomando-se um vetor « qualquer, define-se o volume de

um cilindro associado a essa area dAy:
dVy = @' - iy dA,, (4.10)

em que o produto interno entre os vetores € igual a altura do cilindro. A mudanca de configuragdo
transforma w, 7y, dAy e dVy em v, i, dA e dV, respectivamente. O novo volume pode ser

calculado como

dv =o' -7 dA. 4.11)

Figura 38 — Mudanga de area na mudanga de configuragao.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Substituindo as Equagdes 4.10 e 4.11 na Equagao 4.9, sabendo que v = A - u e que este

vetor ¢ é arbitrario, tem-se:

gt i dA = Jat - i dAg
Gt At [ dA = Jat - i dAg
i dA=JA™t i, dA, (4.12)

A Equacgdo 4.12 € chamada de Férmula de Nanson e relaciona as dreas atual dA e inicial
dAj. Nota-se a necessidade de indicar um vetor normal a drea infinitesimal para a completa

defini¢cdo da grandeza.
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4.1.4 Conservacao da massa na mudanca de configuracao

Nas aplicagdes estudadas neste trabalho nao serdo consideradas situacdes em que haja
alteracdo da massa do s6lido. Dessa forma, apesar da existéncia de mudanc¢a no volume e na

area do s6lido apds a mudanca de configuracdo, a massa permanece constante.

Uma relacdo importante pode ser obtida a partir dessa considera¢do. Quando um corpo
se deforma devido as a¢des atuantes, a densidade varia mesmo que a massa permaneca constante,

pois o volume varia. Dessa forma, a massa pode ser calculada em qualquer instante ¢ como

M= [ podVo= / p(t)av, (4.13)
Vo V(t)
em que o indice 0 denota o instante inicial da andlise e ¢ indica que tanto a massa especifica do

corpo quanto o volume variam com o tempo.

Substituindo a relacdo entre os volumes infinitesimais no terceiro termo da Equagdo 4.13,

tem-se:
M= [ pave= | p)7 0V (4.14)
Vo Vo

Portanto:
po=p(t)J(1). (4.15)

Considere agora que seja necessdrio calcular uma expressdo no seguinte formato:

d

= ) f(£)dV, 4.16
i P70 @.16)

ou seja, a derivada no tempo da integral do produto de duas funcdes, sendo uma delas a funcao
massa especifica p e a outra uma funcdo f qualquer, com essa integral sendo realizada no volume
atual do sélido. Transformando o dominio da integral do volume atual para o inicial e utilizando

a Equacio 4.15, obtém-se:

d d d

i Jo pO)f(1)dV =— . PO () I () dVo = — . pof (t)dVs, (4.17)

o0 que permite a aplica¢do do operador derivada apenas sobre f (t), pois pg €é constante:

d d .
& | mrwai= [ pf ) gy = | mi v (4.18)
Vo Vo Vo

Voltando ao dominio de integracdo original, tem-se:

) . dV :
/ f (1 = | swawiogs - [ pOfOw. @)

V(t)
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Entdo, finalmente, chega-se a seguinte expressao:

d

i e p(t) f(t)dV = / p(t) f (H)aV., (4.20)

V(%)

que demonstra que, devido ao principio da conservagdo da massa, o célculo da expressdo pode
ser feito aplicando o operador derivada somente sobre a fungdo f (¢) no niicleo da integral. Essa
relacdo serd particularmente importante em deducdes referentes a andlise de equilibrio do sélido

mostradas adiante no texto.

4.2 Equilibrio e energia do sistema mecanico

O equilibrio de um sistema mecanico pode ser analisado sob a 6tica das forgas atuantes,
utilizando a Segunda Lei de Newton, mas também sob a 6tica da energia do sistema, utilizando, p.
ex., o principio da estacionariedade da energia mecanica. Nos topicos seguintes, sdo apresentadas
as bases da formulacdo do equilibrio utilizada no presente trabalho, prosseguindo do equilibrio

em forcas na descricao euleriana para a lagrangiana e, por fim, para a estacionariedade da energia.

4.2.1 Equilibrio no referencial euleriano

Seja um corpo em equilibrio (estatico ou dindmico) em sua configuragdo atual. Anali-
sando um elemento cubico de volume infinitesimal do corpo, o equilibrio € mantido por forcas
atuando de modo distribuido nas faces, representadas como as componentes de tensao mostradas
na Figura 39.

Figura 39 — Componentes de tensdo.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Essas tensdes sdo denominadas tensdes de Cauchy e sdo indicadas por o;;, sendo 7 a
direcdo normal ao plano de atuacdo e j a direcdo da componente. Essas tensdes tem significado
fisico por serem aquelas que efetivamente mantém a integridade do material na configuracao
deformada. Ao longo do texto, serdo apresentadas outras medidas de tensdao sem significado

fisico, porém de utilidade para a andlise segundo a formula¢do adotada.

Pode-se organizar essas componentes de tensdo de modo a formar um tensor de ordem 2

que indica o estado de tensdes no elemento infinitesimal, o tensor das tensdes de Cauchy:

011 O12 013
g = 091 092 093 . (421)

031 032 033

Considerando um corpo sujeito a for¢as de volume b e em um estado geral de movimento,
podendo apresentar aceleracdo, o equilibrio avaliado pela Segunda Lei de Newton recai na
expressao

div, (o) + b = pi, (4.22)
sendo p a massa especifica do material e o indice y indicando que o operador divergente atua
segundo as coordenadas atuais. A Equacdo 4.22 é chamada de equacio de equilibrio local, por
ser escrita para um elemento infinitesimal. Analisando o equilibrio de momentos no elemento,

verifica-se que o tensor das tensdes de Cauchy € simétrico:

o =o' (4.23)

A equacio de equilibrio global do corpo pode ser obtida integrando-se a Equacao 4.22

no volume:

/ div, (o*) dV + / bdV = / pij dV. (4.24)
14 |4 14

Utilizando o teorema da divergéncia de Gauss, o primeiro termo pode ser calculado como

uma integral na drea da superficie do corpo, resultando em

/at-ﬁdA+/5dvz/pg:7dv. (4.25)
A 14 14

4.2.2 Equilibrio no referencial lagrangiano

Para analisar o equilibrio segundo o referencial lagrangiano (inicial), substituem-se na

Equacido 4.25 as formulas de variagdo de volume e area (Equacdes 4.9 e 4.12):

/ ot (JA™-70) dA0+/ Jb dvoz/ Jpyj dVs. (4.26)
Ao Vo Vo
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Pela conservagao de massa, sabe-se que Jp = py. De maneira andloga, pode-se considerar

Jb = b° como uma forga de volume na configurago inicial. Além disso, o termo que acompanha
0

—

7° na primeira integral tem unidade de tensdo e pode ser escrito como

Pt=Jot At 4.27)

O tensor P é denominado tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de primeira espécie e,
embora ndo tenha significado fisico direto, pode ser associado a uma for¢a na configuracio atual
distribuida sobre a drea indeformada (BONET; WOOD, 2008). Observa-se que este tensor ndo é

simétrico.

Dessa forma, escreve-se a equacao de equilibrio global no referencial lagrangiano:

Pt 70 dA, +/ b0 dVy = / o) dVy. (4.28)
) Vo

Ao Vi

Utilizando novamente o teorema da divergéncia de Gauss na integral sobre a drea do
primeiro termo da Equacdo 4.28 e sabendo que o volume de integragdo € arbitrario, obtém-se a

equagdo de equilibrio local no referencial lagrangiano:
div, (P*) +b° = poj, (4.29)

no qual se utilizou o indice x para indicar que o operador divergente atua segundo as coordenadas

1niciais.

4.2.3 Equilibrio no referencial lagrangiano por meio da variacao da energia

mecanica

A formulacdo do método dos elementos finitos posicional descreve o equilibrio com base
no principio da estacionariedade da energia mecanica, que estabelece que a primeira variagdo do

funcional da energia mecanica total // deve ser nula. Esse funcional pode ser escrito como
II=P+U+K, (4.30)

sendo P a energia potencial das forcas externas, U a energia de deformacdo e /K a energia

cinética. Para o sistema em equilibrio:

§I1 = 6P + 6U + 6K = 0. (4.31)

E possivel se demonstrar a equivaléncia entre a equacio de equilibrio (Equagio 4.29) e o

principio da estacionariedade (Equacao 4.31). Para tanto, uma forma € analisar a variagdo do
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funcional de energia a partir de uma variacao de posicao nos pontos do sélido, integrando-se o

resultado obtido no volume. Reescrevendo a equacgdo de equilibrio na forma
poij — divg (PY) —b° =0 =G, (4.32)
sendo G um vetor de for¢a por unidade de volume, tem-se, em notacdo indicial:

Vo Vo

Polidy; dVy — /

Vo

by dVy — / Py j6y; dVo =0.  (4.33)

Vo
As integrais da Equacdo 4.33 correspondem as parcelas de variacdo de energia da

Equacido 4.31, como serd mostrado nas se¢des seguintes. De forma preliminar, convém reescrever

a dltima integral com o auxilio de um gradiente, de acordo com a expressao:
(Pjidyi) ; = Pjigoyi + Pjidyiy . Piijoyi = (Piidys) ; — Pjidyi;. (4.34)

Substituindo na Equacgdo 4.33:

Vo

oIl = | poyidy; dVy —/

Vo Vo

Vo

A terceira e a quarta integrais ainda podem ser escritas como

/ (Pjidy:) ; dVo = / Pjidyng dAg = / ploy; dAy, e (4.362)
Vo 7] Ao Ag
/ Py dVo = / Pji0A;; dVj. (4.36b)
Vo Vo

sendo p° = P? . 17° uma forga de superficie atuando segundo a configurac@o inicial. Fazendo

essas alteracdes, chega-se a expressao

Ao

511 = [ poiidys Vi — /

Vo Vo

pYoy; dAg + / PjidA;; dVo=0.  (4.37)

Vo

4.2.3.1 Variacao da energia cinética

A energia cinética do sistema mecanico e sua variagao podem ser calculadas da seguinte

forma:

1
K = —/ Py AV, e (4.38)
2 Jv

dK d (1 d (1
0K = —dt = — (= [ ppgsdV ) dt = — ( = i dVy ) dt. 4.3
p” o (Q/pry V) o (Q/VOpny Vo) (4.39)
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Fazendo pJ = py e aplicando a Equacdo 4.20, proveniente da conservagao da massa,

tem-se:

1 d,. . 1 o .
5K:/ époa(?/i%)dtdv{):/ 3P0 (2yiyz‘)dth0=/ Poli0y; AV, (4.40)
Vo Vo

Vo

com a ultima passagem sendo realizada fazendo y;dt = dy;. Percebe-se, assim, que o primeiro

termo da Equacdo 4.37 corresponde a parcela de variagdo da energia cinética do sélido.

4.2.3.2 Variacao da energia potencial das forcas externas

Considerando um sélido sob o qual atuam forgas externas distribuidas no volume b° e
distribuidas na superficie p*, no referencial lagrangiano, a energia potencial em rela¢io a origem

do sistema de coordenadas € escrita como
pP=— / bYy; dVy — / pYy; dA,. (4.41)
Vo A()
Logo, a varia¢do dessa energia vale

5P:—/ b%yidVo—/ p{0y; dAo, (4.42)
Vo Ao

correspondendo a segunda e terceira integrais da Equagao 4.37.

4.2.3.3 Variacao da energia de deformacao

A energia de deformacgdo de um sélido pode ser calculada pela integracao no volume da

energia especifica de deformacdo u., também chamada de energia livre de Helmholtz ¥:

U = / wdv. (4.43)
%4

A energia livre de Helmholtz define a relacao entre tensdes e deformagdes no material,
ou seja, a relagdo constitutiva. Dada a igualdade entre a varia¢ao do funcional /7 descrito nas
Equacdes 4.37 e 4.31, tem-se que a ultima integral em 4.37 corresponde a variacdo da energia de

deformacdo:
oU = / P;i6 A dVy = Pt A dV, (4.44)
Vo

Vo

o que demonstra que o gradiente da fungdo mudanga de configuragdo A € o conjugado energético

da tensdo P*. O uso dessas medidas no célculo de §U incide em algumas desvantagens, como o
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fato de ambos os tensores ndo serem simétricos e A nao ser uma medida de deformagao objetiva.

Dessa forma, convém utilizar medidas de tensdo e deformagdo mais adequadas. Fazendo
Pt=A.S, (4.45)

obtém-se um tensor S denominado tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie,
medida de tensdo lagrangiana sem significado fisico, porém facilmente relacionada com as
tensdes de Cauchy quando se substitui a Equacdo 4.45 na 4.27:
1
o= jA - S - At (4.46)

Essa expressdo demonstra, em virtude da simetria de o, que S também & simétrico.

Substituindo agora a Equacdo 4.45 na 4.44 para o célculo da variagdo da energia:

U= [ P':6AdVy= | A-S:6AdVy= | S:(A*-5A)dV,, (4.47)

Vo Vo Vo

aproveitando-se, na ultima passagem, de uma relacdo que pode ser demonstrada pelo cdlculo

tensorial. Verificando-se que o tensor entre parénteses € simétrico, pode-se obter
1
5U:/S:§(At-§A+A-5At)dVO:/S:6EdVO, (4.48)
VO VO

de onde se conclui que o tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie € o conjugado
energético da deformacdo de Green-Lagrange, medida de deformac@o lagrangiana ja apresentada

em secdo anterior.

Finalmente, a equacdo da variagdo do funcional de energia toma a forma

50-5gd%—/

Ao

511 = po§-6z7d%—/

Vo Vo

708y dAy + / S :6EdV,. (4.49)
Vo

Esta equacdo serd utilizada no préximo capitulo na formula¢do do método dos elementos

finitos posicional.

4.3 Modelo constitutivo hiperelastico adotado

Antes de se apresentar a formulacdo numérica utilizada neste trabalho, cumpre discorrer

acerca do modelo constitutivo adotado no estudo.

Um material € dito eldstico quando o comportamento constitutivo é funcao apenas do
estado de deformacdo atual (BONET; WOQOD, 2008), independendo do histdrico e taxa dessa
deformacdo. Também pode ser entendido como um material no qual a deformacao desaparece

completamente com a retirada das tensdes atuantes. No caso em que o trabalho realizado
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pelas tensdes durante a deformacgao depende apenas das configuracdes inicial e atual, portanto,
sendo independente do caminho percorrido pelos pontos do sélido, o material é chamado de
hiperelastico. Dessa defini¢ao segue que as forgas internas no solido (resultantes das tensdes)
sd0 conservativas e existe uma energia potencial por unidade de volume associada que pode ser
descrita como uma fun¢do das deformacdes (HOLZAPFEL, 2000). Essa energia potencial € a
energia livre de Helmholtz ¥, também chamada de energia especifica de deformacao ., citada

anteriormente.

Derivando-se essa funcdo de energia potencial em relacdo a deformacdo, obtém-se a
tensdo associada e o par tensdo-deformacdo € denominado conjugado energético. Exemplificando
com as medidas de tensdo e deformacao lagrangianas que sdo utilizadas na formulagdo do método
adotado, a deformacgdo de Green-Lagrange e o tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie, tem-se:

ov

Uma vez que a fun¢do ¥ define a relacdo entre tensao e deformagio no material, ela tam-
bém € denominada de lei constitutiva ou modelo constitutivo. Um modelo constitutivo completo

deve contemplar as condi¢des de normalizagdo e crescimento definidas, respectivamente, nas
Equacgdes 4.51a e 4.51b:

E=0 = v=0, (4.51a)
lim ¥ = lim ¥ = +o0. (4.51b)
J—0+ J—=+o00

A primeira condicdo indica que a energia ¥ deve ser nula na auséncia de deformacao.
A segunda indica que a energia deve crescer indefinidamente quando material for comprimido
indefinidamente (volume tendendo a zero) ou tracionado indefinidamente (volume tendendo ao
infinito). A adocao de modelos constitutivos incompletos € possivel desde que suas aplicacdes
sejam limitadas a deformagdes moderadas, podendo se utilizar o jacobiano como parametro para

essa verificagao.

O tensor constitutivo eldstico tangente que relaciona diretamente as tensdes S e deforma-

¢coes E pode ser obtido como

c_05__ow
 OE OE®OE’

Pelo teorema de Clairaut-Schwarz e sabendo que E ¢é simétrico, verifica-se que o tensor

(4.52)

constitutivo elastico também € simétrico.

4.3.1 Modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff isotrépico

O modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK) é considerado o modelo consti-

tutivo mais simples em grandes deslocamentos por resultar em uma relacdo linear entre tensoes
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e deformacdes. Uma limitacdo é que a primeira condi¢do de crescimento (primeiro limite da
Equacdo 4.51b) ndo € intrinsecamente garantida quando o volume tende a zero, permitindo que
o volume se torne nulo ou negativo (ou seja, J < 0) . Entretanto, nas analises pretendidas, as
membranas estardo sempre sujeitas a tracdo e o nivel de deformacao serd, no maximo, moderado.
O modelo é semelhante a Lei de Hooke nestes niveis de deformagdo e possui as vantagens da
defini¢do trivial do estado plano de tensdes, admitido para membranas, e a facilidade de evolugdo

para um modelo ortotrépico. A fungdo de energia livre de Helmholtz € definida como:

v = %E :C:. E. (4.53)

Aplicando a Equacgao 4.50, tem-se:

S=C:E. (4.54)

O tensor constitutivo C, constante para qualquer nivel de deformacao e idéntico ao da

Lei de Hooke, pode ser escrito conforme a Equacao 4.55, em notagdo indicial:
Cijkl - QGélkéjl -+ )\(51']'5]{[, (455)

na qual 0 € o tensor Delta de Kronecker, G € o médulo de elasticidade transversal e A € a
constante de Lamé, calculados a partir do médulo de elasticidade E' e do coeficiente de Poisson

v segundo as expressdes

E vE

Outra forma de representar o tensor constitutivo € utilizando a notacao de Voigt:

¢ 3\ T ( )

Si [2G+N A A 0 0 0 En
Sho A 2G+HN A 0 0 0 B
Sw | _ A A 2G4+4A 0 0 0 By | @57
Sho 0 0 0 2G 0 0 o
Sis 0 0 0 0 2G 0 o
| S ) | 0 0 0 0 0 2G| | B

e sua forma inversa:

(En ) [ 1B -v/E —v/E 0 0 0 | [ Su)
En —v/E 1/E —v/E 0 0 0 S
Ess _ -v/E —v/E 1/FE 0 0 0 Ss3 4.58)
o 0 0 0 1/2G 0 0 Si
Ei3 0 0 0 0 1/2G 0 Si3
B ) | 0 0 0 0 0 1/2G6 | | Su |
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4.3.1.1 Estados planos e material transversalmente isotropico

Quando se trabalha com elementos finitos bidimensionais, € util distinguir entre as formas

classicas de estado plano, o estado plano de deformagdo (EPD) e o estado plano de tensdo (EPT).

No EPD, considera-se que s6 existem deformagdes no plano do elemento, portanto,
E3 = FEs3 = E33 = 0. No EPT, considera-se que sé existem tensdes no plano do elemento e é
assumido que estas ndo variam com a espessura, ou seja, S13 = Soz = S33 = 0. Assim, trata-se
de uma simplificagcdo que € razodvel para elementos de pequena espessura. A relacdo constitutiva

para um sélido bidimensional em EPD pode ser escrita como:

S11 2G + A A 0 En
Sy ¢ = A 2G+X 0 Es . (4.59)
S1o 0 0 2G Eqs

Para o EPT, utiliza-se a constante de Lamé modificada A em lugar de \:

- FE
A= v . (4.60)
(1+v)(1—-v)
Assim, obtém-se:
Sll 2G + 5\ ;\ Ell
Soy ¢ = A 2G4+ 0 Fay v . (4.61)
S 0 0 2G FEis

Neste trabalho, de acordo com descri¢do mais detalhada apresentada em secio posterior,
o elemento de membrana serd considerado como um sélido bidimensional em EPT contido no
espaco tridimensional. Nesse caso, € util distinguir o material como transversalmente isotropico,
ou seja, isotropico segundo a superficie bidimensional do elemento, porém possuindo propri-
edades diferentes na direcdo da espessura. Observando que, para uma superficie genérica, a
dire¢do normal a superficie varia com a posicao, convém determinar um referencial local para o

elemento de modo a definir a dire¢do normal naquela posi¢ao.

Considerando a direcao local 3 como normal a superficie e utilizando uma barra superior
para indicar as varidveis no referencial local, escreve-se a forma inversa do tensor constitutivo
para o material transversalmente isotrépico:

( — ) r T (= )

Ey 1/E  —v/E —us3/E 0 0 0 S
Es —v/E  1/E  —vy/E 0 0 0 Sao
§33 _ | ~w/E —vs/E 1B 0 0 0 §33 4.62)
Eis 0 0 0 1/2G 0 0 S1a
B3 0 0 0 0 1/2G3 0 S13
| B ) | O 0 0 0 0 1/2Gys | | Sas |
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As equacdes do EPT sdo recuperadas fazendo v13 = vo3 = 131 = /30 = 0:

(E.) [ 1B —v/E 0 0 0 o | Su)
Eg ~v/E 1/E 0 0 0 0 Sao
E 0 0 1/E3 0 0 0 S
7 /By N (463)
Eqs 0 0 0 1/2G 0 0 S19
B3 0 0 0 0 1/2Gy3 0 Si3

| B ) | O 0 0 0 0 1/2Gas | | Sas |

e o tensor constitutivo se torna semelhante ao disposto na Equagdo 4.61. Nesta expressdo, tem-se

G13 = G(23-
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5 CALCULO NUMERICO POR MEIO DO METODO DOS ELE-
MENTOS FINITOS POSICIONAL

A solucdo das equagdes de equilibrio apresentadas nas se¢des precedentes € comumente
calculada de forma numérica, com o uso de métodos aproximados. Um dos métodos mais
difundidos atualmente € o método dos elementos finitos (MEF), que se baseia na subdivisao
do dominio continuo em subdominios menores, chamados de elementos finitos, a quem estao
associados certos pontos denominados nés. Os pardmetros de interesse sao calculados nos nés
dos elementos, transformando um problema com infinitas incégnitas em um problema com um
nimero finito de incognitas. As varidveis s@o aproximadas a partir dos valores nodais e das

funcgdes de forma, definidas para cada n6 do elemento.

A abordagem cldssica do MEF tem como inc6gnitas os deslocamentos nodais. Entretanto,
este trabalho adota uma formulagdo baseada no cdlculo direto das posicdes nodais em relagao
a origem do sistema de coordenadas, elaborada por Coda (2003) e Bonet et al. (2000). Neste
capitulo, essa formula¢do posicional sera detalhada, incluindo o cédlculo dos vetores de forcas
e das parcelas da matriz Hessiana, e serdo ainda apresentadas as cineméticas adotadas para os

elementos finitos posicionais.

5.1 Formulacao numérica

A formulacdo do MEF posicional baseia-se na aplica¢do do principio da estacionariedade
da energia mecénica e escrita das parcelas de energia do s6lido em funcdo das posi¢des nodais.

As dedugdes desta secdo e das seguintes sdo baseadas em Coda (2018).

Resgatando a equacdo de equilibrio obtida no capitulo anterior (Equagdo 4.49), escrita

aqui novamente por conveniéncia, tem-se:

60.5gdv0—/

511 = poﬁ-agd%—/
Ao

VO VO

ﬁo-agdAo+/ S:0EdV;=0. (5.1)

Vo

Por se utilizar de um método numérico que permite a aplicacdo de forcas concentradas
nos noés dos elementos, pode-se adicionar mais um termo a Equagdo 5.1, referente a variagao da
energia potencial das for¢as concentradas F':

50-5gdv0—/

51 = [ poif- 57V —/
Ao

Vo Vo

ﬁo-égjdAo—ﬁ-&jJr/ S:6EdVy=0. (5.2)

Vo
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A seguir, a Equagdo 5.2 € trabalhada de modo a permitir a implementa¢do numérica do

método.

5.1.1 Mudanca de configuracao a partir das funcoes de mapeamento

Para o cédlculo da variagdo da energia de deformacdo em func¢do das posicdes (dltimo
termo da Equacgdo 5.2) é necessdrio determinar o gradiente da fun¢do mudanga de configuracao
A para calcular a deformacio de Green-Lagrange e a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie. Isso pode ser feito a partir de fun¢des de mapeamento que transformam as coordenadas
do elemento em um espaco adimensional auxiliar nas coordenadas iniciais e atuais, conforme

mostrado na Figura 40 para um elemento no plano.

Figura 40 — Mapeamento posicional de um elemento finito triangular no plano.

A
X35 Vo

!
h

]O,A!\\‘ 62 /7]’Al xla yl

Fonte: Coda (2018).

A fun¢do mudanga de configuracdo pode ser escrita a partir das fun¢des de mapeamento:
F=o () (53)

e o gradiente pode ser calculado como
A=A (A% (5.4)
Por simplicidade, as dedugdes a seguir consideram o caso bdsico do elemento finito
triangular no plano indicado na Figura 40. Nas se¢des posteriores, que tratardo da cinemadtica dos

elementos finitos adotados, serdo apresentados os mapeamentos para cada caso. Importa observar

que, para os vdrios tipos de elementos, as Unicas altera¢des na formulagao posicional ocorrem
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na forma de calcular os gradientes de mapeamento A" e A' e suas derivadas, permanecendo a

mesma ideia basica para o calculo do gradiente A e das demais variaveis.

Considerando entdo este elemento basico e empregando a aproximacdo do MEF, as

posigdes iniciais 7 e atuais ¢ s3o escritas, em notagdo indicial, como
z; = ¢ (&, &) X' € yi = ¢ (§1,8) V", (5.5)

sendo X" e Y;* as posicOes iniciais e atuais, respectivamente, do n6é o do elemento finito segundo
a direcdo 7, ¢ é a fungdo de forma do elemento referente ao né « e &; e &, s@o as coordenadas
no espago adimensional. Portanto,

i agy aé] 1 i aé] ag] 7

(5.6)

Assim, conhecendo-se as posicodes iniciais (dado do problema) e as atuais (por tentativa
no processo iterativo de solucdo), calcula-se a deformacao de Green-Lagrange substituindo a
Equacao 5.4 na 4.5:
1 _ _
E- ((AO) LAY AT (A9 - 1) . (5.7)

E oportuno observar que a energia de deformacdo armazenada no s6lido depende apenas

das posicoes atuais dos nos.

5.1.2 Equacao de equilibrio do MEF posicional

Visto que se deseja escrever a Equagdo 5.2 em fungdo das posigdes, a variagdo o E pode

S€r expressa comao:

§E = ——57. (5.8)

Por sua vez, o vetor oy pode ser escrito em funcio das posi¢des nodais e das funcgdes de

forma. Em notacgdo indicial:
0y, = oY~ (5.9)

Substituindo as Equagdes 5.8 € 5.9 na Equacdo 5.2 e lembrando que a variag@o de posi¢do

0Y,* é arbitrdria:

oF;
o1 = [ i dvo— [ Woravy— [ ghorddi—Fe [ spSEa =0, 510)
Vo Vo Ao Vo 8}/;

Escrevendo o vetor aceleragdo ¢; como a combinag¢do dos valores nodais e das fungdes

de forma:
i = o°Y7. (5.11)
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Substituindo a aproximacdo na Equacgdo 5.10:

74 / pod™ e’ dVy — / W™ dvy — / PO dAy — FP + / 8 2Lk
Vo Vo Ag Vo a}/;

A partir da Equacdo 5.12, € possivel definir os vetores de forcas inerciais, forcas externas

Vo =0. (5.12)

e forcas internas:

1% / pod® ¢’ dVy = (F™¢)T, (5.13a)
Vo
—/ 0o dVo — [ plo*dAy — Ff = — (F*")7, (5.13b)
Vo Ao ’
8Ejk i a
e dVy = (F™) . 1
/Vo S]k aY;a ‘/0 ( )z (5 3C)

A equagdo de equilibrio toma entdo a forma

(Finerc)? 4 (F'mt)? . (Fe:rt)? — 01'047 (514)

sendo a 0s nds do elemento finito e ¢ as direcdes do problema.

5.1.3 Consideracao de forcas externas nao conservativas

Uma for¢a ndo conservativa pode ser definida como aquela para a qual o trabalho da forca
em um ciclo de movimento (posicao final igual a posi¢do inicial) € diferente de zero (RESNICK;
HALLIDAY; KRANE, 2003). Isso implica em que o trabalho de uma forca ndo conservativa é
dependente do percurso da particula sobre a qual a for¢a atua; portanto, existe uma dependéncia

entre a forga aplicada e as posi¢des do so6lido analisado.

Nos problemas de engenharia, situacdes comuns de forgas externas ndo conservativas
sdo a pressdo de fluidos em grandes deslocamentos, com a for¢a mudando de dire¢do ao longo
do deslocamento por ser sempre normal a superficie, e as for¢as de atrito. Existem ainda casos

de forcas internas ndo conservativas, como materiais de comportamento plastico ou viscoso.

Quando a for¢a que atua sobre um sistema € identificada como nao conservativa, ela
causa uma variagdo (acréscimo ou decréscimo) na energia total do sistema. Por conta disso,
nao existe energia potencial associada as forcas ndo conservativas e nao € possivel escrever
explicitamente o funcional de energia I/ do sistema (Equacao 4.30) com as parcelas associadas
a estes fenomenos. Entretanto, a variagdo da energia pode ser escrita, de modo que o principio
da estacionariedade da energia mecénica (Equacdo 4.31) ainda pode ser utilizado. Para isto,
considerando a conservacao de energia, basta considerar um certo sistema S* que contenha o

sistema estrutural original S e os fendmenos nio conservativos de .S, que serdo conservativos
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para S* por terem sido incluidos dentro do sistema. Isso significa aumentar o universo de andlise
de modo a contemplar o principio da conservagdo de energia. O funcional de energia do novo
sistema € dado entdo por

I =11+ Q, (5.15)

com a energia () relacionada as forcas ndo conservativas do sistema .S. Aplicando o principio da

estacionariedade a S* tem-se

SIT* =011 +6Q =0 — 6P +6U+36K +6Q =0. (5.16)

Utilizando a discretizacdo posicional por meio de uma variagdo arbitraria d7/, chega-se a
equagao de equilibrio:
oP ou 0K 0Q

U+ = T+ ST+ —=.57=0

orP oU 0K 0Q
—+—=+—+—==0. (5.17
oy 0y 0y Oy -17)
As trés primeiras parcelas da Equagdo 5.17 correspondem as forcas da Equacdo 5.13. Os
efeitos ndo conservativos sdo considerados no termo 9() /9y, que pode ser composto por forgas

provenientes de diversos fatores.

Neste trabalho, a lei constitutiva adotada € hipereldstica e o modelo de contato (discutido
no Capitulo 6) ndo inclui atrito, sendo ambos casos conservativos. Por outro lado, para o problema

dindmico € considerada a existéncia de dissipacao por amortecimento viscoso, dado por

(Famort);l _ aﬁ}'fiﬁ’ (5.18)

sendo C' a matriz de amortecimento, que pode ser considerada como uma combinacio linear das

matrizes de massa e de rigidez (amortecimento de Rayleigh).

Na andlise de estruturas de membrana, dois efeitos ndo conservativos importantes relaci-
onados as forgas externas sdo as agdes de vento e a pressdo de ar em estruturas pneumaticas. Os
dois casos consistem em for¢as que dependem da posicao atual por atuarem no sentido normal a
superficie. Para o vento, a pressdo pode ser considerada constante; para estruturas infladas, como
baldes, a pressdo de ar interna varia com o volume do elemento e, portanto, também depende das
posicdes nodais. A consideracdo das forcas externas ndo conservativas de modo especial se deve
ao fato de que, pela dependéncia das posi¢des, a derivada das for¢as ndo € nula e vai gerar uma

contribuicdo de rigidez a ser somada a matriz Hessiana da estrutura.

Para os casos aqui considerados, o vetor de forcas externas ndo conservativas pode
ser escrito de forma semelhante a Equacao 5.13b, porém observando que a pressdo atua na

configuragdo atual e sempre com o sentido do vetor normal unitario 7i:

(F); = /A P (§)ni (§) ¢ dA + Fn; (7)) . (5.19)
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Na Equacdo 5.19, explicitou-se a dependéncia da pressdao e do vetor normal com as
posic¢des e incluiu-se a possibilidade de atuacdo de for¢as concentradas nos nés do modelo em
elementos finitos. Neste caso, o vetor normal no né pode ser calculado como a média dos vetores

normais de todos os elementos que compartilham o né.

Incluindo as forcas de amortecimento viscoso e forcas externas ndo conservativas, a

equacdo de equilibrio € descrita por

(F'merc) (Famort) (ant) (Fext);)‘ o (Fnc>? — 0;1 (520)

5.1.4 Solucao do problema dindmico: métodos de integracio temporal

Ao observar as Equacgdes 5.13a e 5.18, percebe-se que as forgas inercial e de amor-
tecimento encontram-se em funcdo das aceleracdes e velocidades nodais, respectivamente.
Entretanto, convém escrever as forcas em funcdo das posi¢des de modo a manter a uniformidade
de incégnitas no sistema. Para isso, € necessdrio um algoritmo de integragdo temporal para
determinar os parametros de velocidade e aceleracdo com base em varidveis conhecidas no
instante de tempo da anélise, como posi¢des atuais e velocidade e aceleracdo do passo de tempo

anterior.

Dois métodos diferentes sdo utilizados neste trabalho. O primeiro deles é o de Newmark

(1959), cujas expressdes para cdlculo sao:

= = - 1 = =
Yo =Y, + AtY, + (5 - ﬁ) ALY, + BAPY, 1 e (5.21)
Yo =Y, + (1 — ) AtY, + yAtY,4, (5.22)

onde os indices s e s + 1 indicam os passos de tempo anterior e atual, respectivamente, At é o
intervalo de tempo entre os passos e 3 e v sdo pardmetros do método, que serdo discutidos mais

a frente.

Reorganizando as Equagdes 5.21 e 5.22, pode-se escrever a velocidade e a aceleragao

atuais em funcao dos valores do passo anterior e das posicoes atuais:

—

Yi1 = BAtz s+1 Qs € (5.23)

Vo1 = 3 At Vo1 + Ry — vALQ,. (5.24)

Os vetores (), e R indicam os valores conhecidos do passo anterior:

- 1 1 = 1 =
g, = MtQY + BAtYSJF <% - 1) Y, e (5.25)
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—

By =Y, + (1 — ) AtY,, (5.26)

Dessa forma, os vetores de forgas inerciais e forcas de amortecimento podem ser escritos

em funcdo das posicdes, tornando-se estas as inicas incognitas do sistema.

Os parametros [ e y controlam os aspectos de precisdo e estabilidade do método nu-
mérico. Um método numérico € dito estavel quando os erros de cdlculo em um passo anterior
nao sdo amplificados nos seguintes; se o método for instavel, o crescimento do erro dominara a
solugdo e os resultados obtidos serdo espurios. Em relagdo ao problema da resposta dindmica de
uma estrutura, fazendo uma analogia com um sistema de um grau de liberdade em vibragao livre,
a estabilidade pode ser associada ao erro cometido na amplitude do movimento. Se o método
¢ instdvel, os deslocamentos serdo sempre amplificados e tenderdo ao infinito. Para que haja
estabilidade, a amplitude deve manter-se constante ou entdo diminuir progressivamente, caso em
que se diz (por analogia com o fendmeno fisico) que ha amortecimento ou dissipacao numérica.
Existem situagdes em que um método pode ser condicionalmente estavel, isto €, a estabilidade

depende de se utilizar um passo de tempo At menor que certo valor critico.

Os valores mais comuns na literatura sdo § = 1/4 e 7 = 1/2, significando adotar
aceleracdo constante durante o passo de tempo e com valor igual a média entre as aceleragcdes
do passo anterior e do atual. Esse procedimento também é denominado regra do trapézio e é
incondicionalmente estdvel para o caso linear. Outros valores utilizados sdo § = 1/6 ey = 1/2,
0 que equivale a uma variagdo linear da aceleracdo durante o passo de tempo. O uso destes

valores torna o procedimento condicionalmente estdvel.

Uma anélise detalhada da estabilidade numérica do método de Newmark pode ser
encontrada em Paultre (2011). E importante destacar que o parAmetro + controla a quantidade
de amortecimento numérico inserido, sendo nulo para v = 1/2. O método se torna instdvel
para 7 < 1/2 e existe amortecimento numérico quando y > 1/2. Embora possa prejudicar a
precisao do método, esse amortecimento € ttil para filtrar algumas vibragdes espurias de alta
frequéncia que podem surgir em virtude da prépria discretizagdo em elementos finitos e também
em problemas de contato, cuja ndo linearidade acentuada pode produzir mudancgas bruscas de
aceleracdo e velocidade. Para esses problemas, Hu (1997) propde os valores § = 1e v = 3/2,
resultando em estabilidade incondicional e induzindo o amortecimento numérico das frequéncias

de vibragao altas.

Outro ponto relevante € a observagdo de que a quantidade de amortecimento numérico
varia de acordo com as frequéncias de vibracio do sistema. E desejdvel que as frequéncias
altas sejam amortecidas, porém com a menor influéncia possivel nas frequéncias mais baixas.
Por isso, alguns algoritmos de integracdo no tempo foram desenvolvidos de modo a introduzir
amortecimento numérico de forma mais refinada que a simples modifica¢do dos pardmetros (5 e

~v no método de Newmark.
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Um destes algoritmos, proposto por Chung e Hulbert (1993), é o método a-generalizado,
que também € utilizado neste trabalho. As aproximacdes de velocidade e aceleragdo sdo as
mesmas que as do método de Newmark, porém a equacdo de movimento € reescrita considerando
todas as parcelas de forca em um instante de tempo auxiliar s + 1 — af, exceto as forgas inerciais,

que sdo consideradas em um instante s + 1 — a,,:
inerc amort int Hext onc N
s+1—aum + st+l—ay + s+l—ay Fs—l—l—af T st leay T 0. (527)
Nestes instantes auxiliares, o valor de uma varidvel qualquer d (forg¢a, posi¢ao, velocidade,

aceleracdo) € calculado como uma combinacao linear do tipo

doi1-a = (1 — @) dyy1 + ads, (5.28)

na qual a pode representar tanto a:y quanto ci,.

Retomando a Equacdo 5.27 com essa consideracdo, pode-se obter

—

(1= am) FRT+ (1= ap) FE 4 (1= ap) By = (1= ap) B — (1= ap) Bl + B =0,
(5.29)

com o vetor P, dado por

P, = MY, + a;CY, 4+ aF" — a F — o F, (5.30)

sendo MY, e CY; as forgas inercial e de amortecimento do passo anterior. As posigdes atuais sao
obtidas resolvendo-se o sistema nao linear e as aceleragdes e velocidades atuais s@o calculadas

com as Equacgdes 5.23 e 5.24.

Percebe-se que, além dos parametros § e v do método de Newmark, o método a-
generalizado possui ainda outros dois (o € «,,) relativos aos instantes de tempo no qual
sdo calculadas as forcas. As equacdes do método de Newmark sdo recuperadas impondo-se
oy = a,, = 0, fazendo com que a equacdo de movimento seja escrita, para todas as forgas, no

instante s + 1.

Para maximizar o amortecimento numérico dos modos de vibragcdo de frequéncias
mais altas e minimiza-lo para os modos de frequéncias mais baixas, Chung e Hulbert (1993)

recomendam calcular o € o, da seguinte forma:

2000 — 1
Oy = ———

Poo
= — 5.31
P o (5.31)

- )

Poo 1
sendo p., 0 raio espectral da matriz de amplificagdo do método com as frequéncias tendendo
ao infinito. Esse valor indica o grau de amortecimento numérico dessas frequéncias e deve ser
escolhido no intervalo [0;1]. Ainda, para maximizar esse amortecimento com 0 menor prejuizo

as baixas frequéncias, os valores de 3 e v devem ser calculados como

1 1
Y=g -amtay e f=(l-antap) (5.32)
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Dessa forma, apesar de aparecer um total de cinco parametros na formulacdo, apenas o
valor de p., precisa ser escolhido e os demais sdo calculados. Para p,, = 1, tem-se um caso sem
amortecimento numérico e os outros parametros sao dados por
1

e B = 1 (5.33)

2’ 2
onde os valores de af € o, indicam que todas as forcas da equacdo de movimento sao calculadas

no meio do instante de tempo, s + 1/2, e 5 e y sdo iguais ao caso de aceleracdo constante.

Para p., = 0, tem-se o caso de aniquilagdo assintotica, na qual as frequéncias altas sdo

aniquiladas ap6s um passo de tempo. Os demais parametros tém os valores

S e p=1 (534)

O = —1, ay =0, v =
mostrando que as forgas sdo calculadas no instante de tempo atual s + 1, excetuando-se a forca

inercial, calculada no instante seguinte s + 2, e 3 e ~y sdo iguais aos valores propostos por Hu
(1997).

5.1.5 Solucao do sistema nao linear: método de Newton-Raphson

Ao se analisar os vetores de for¢as (Equacgdo 5.13), verifica-se que as equacdes do sistema
s30 ndo lineares devido a dependéncia entre a forca interna e a deformacdo de Green-Lagrange,
que ¢ uma medida ndo linear. Uma das formas de resolu¢do matemadtica do problema, que é
utilizada nesse trabalho, é o método de Newton-Raphson, descrito a seguir. O procedimento de
solucdo serd demonstrado para o sistema resultante do método a-generalizado, uma vez que o

sistema do método de Newmark € facilmente obtido a partir daquele impondo oy = a,, = 0.

Inicialmente, reescreve-se a Equacdo 5.29 na forma vetorial fazendo

é <}_/; 1—a> _ (1 . am) _’Sinerc + (1 —a ) _»Samort + (1 —a ) _’;nt
! e Pl e (5.35)
—(I—ap) Fy — (1 —ap) Ff, + P =0,

na qual G seria um vetor nulo para uma solug¢do exata, porém igual a um vetor residuo nao
nulo no caso de uma solugdo numérica. O método de Newton-Raphson consiste em fazer uma
expansao em série de Taylor da Equagdo 5.35 truncada em primeira ordem, de modo a obter um

sistema de equagdes lineares:

G (YVorra) =G (V510) + ZTG; AV =1, (5.36)
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sendo Y° uma posicdo tentativa, tomada igual a posi¢do inicial na primeira itera¢do e igual a
posi¢do anterior nas demais iteragdes. O vetor AY € uma corre¢do de posi¢do, calculado em

cada iteracdo e somado a Y para se obter a nova posi¢do tentativa:

YO = Y0 LAY, (5.37)

Com o novo valor de Y, retorna-se a Equacdo 5.36 e a resolucdo € feita de forma
iterativa até que o vetor residuo GG ou a correg@o de posi¢do AY se tornem suficientemente

pequenos, de acordo com uma tolerancia de erro adotada pelo usuério.

A derivada do vetor GG, que € igual a segunda derivada da energia mecanica //, ¢ chamada

de matriz Hessiana (H):
oG __onm

- =——=H. (5.38)
ay 0Y ®aY

Assim, a Equacdo 5.36 pode ser escrita na forma usual de sistemas de equagdes lineares:

H-AY = -G (}7;117&) . (5.39)

Adota-se como critério de parada a correcdo em posicoes dada pela Equacao 5.40:

AY
| - ” < tol, (5.40)
1 X]|

sendo X o vetor com as posi¢des iniciais e tol a tolerancia de erro definida pelo usudrio.

Uma vez atendida a Equagao 5.40, prossegue-se a andlise para o proximo passo de tempo

ou de carga até que o processo seja finalizado.

5.2 Calculo das variaveis do sistema de equacoes

Tendo sido descritos a formulagdo geral do método numérico e a forma de resolucdo do
sistema de equacdes, cumpre ainda detalhar como sao obtidos os vetores de forcas e a matriz

Hessiana para o uso da Equacgdo 5.39.

5.2.1 Forcas inerciais e de amortecimento

A partir da Equacdo 5.13a, pode-se escrever o vetor de forgas inerciais como

(Fmere)s = MagY/, (5.41)



5.2 Cdlculo das varidveis do sistema de equagoes 99

sendo

szfpmww% (5.42)
Vo
a matriz de massa do elemento finito, constante ao longo do tempo.

Para melhor entendimento da Equagao 5.42, toma-se o exemplo da matriz de massa de

um elemento triangular de 3 nés no plano:

[ o101 0 o1 0 i3 O
0 ¢ 0 g2 0 ¢193
G201 0 P2 0 a3 O
Mel — dV . 5.43
KfO 0 Gar O dodn 0 s | G4
o301 0 9302 0 @393 O
0 @3pr 0 302 0 @303 |

Escrevendo a aceleracdo em funcao das posi¢des e de parametros conhecidos a partir da

Equacgdo 5.23, tem-se o vetor de forcas inerciais do sistema no instante s + 1:

ﬁinerc

1 . B
s+1 M (ﬁAtQYS-‘rl - QS) .

A forca de amortecimento € dada pela Equacgdo 5.18 e depende das velocidades nodais.

(5.44)

De maneira semelhante, utilizando a Equacdo 5.24, chega-se ao vetor de forcas de amortecimento

do sistema no instante s + 1:

ﬁgﬁom =C (LY_;-H + Rs - VAtQS) .

GAl (5.45)

5.2.2 Forgas internas

Para calcular as forgas internas a partir da Equacdo 5.13c, € necessdrio calcular a derivada
da deformacdo de Green-Lagrange (Equacdo 5.7) em relagdo as posi¢oes. Utilizando notagao

mista, tem-se:

OE 1 (, 0ot 0(AY | o1 ot aqe OAY
ay;a_§<(A) Tove AN (A%) T+ (AY) ‘(A)'a—W(A) . (5.40)

Convém lembrar que o tensor A° depende apenas das posi¢des iniciais; assim, a derivagdo
incide apenas no tensor A*. Por sua vez, a derivada de A em relacdo as posi¢des para o elemento
finito bésico € obtida a partir da Equacao 5.6b:

oY, oy \ o T F

0P
8_€j5ik5aﬁ =

H®
&)

Assim, as forcas internas sao calculadas combinando as Equagdes 5.13c, 5.46 e 5.47.

5z‘k~

(5.47)
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5.2.3 Forgas externas conservativas

Reescreve-se a defini¢do adotada para o vetor de forcas externas da Equacao 5.13b:

(Fert)T = / b o> dVyy + / plo™ dAg + FY. (5.48)
Vo Ao
Para o caso comum de carga uniformemente distribuida sobre o volume ou sobre a area,
tem-se:

(Fety? =00 [ o2 dVo+p0 [ ¢ dAg+ F2. (5.49)
VO Ao

5.2.4 Forcas externas nao conservativas

A integral da Equacdo 5.19, escrita conforme a configuracdo atual, pode ser calculada no
espaco adimensional ;&5 por integracdo numérica. Uma vez que as for¢as nao conservativas
consideradas atuam no sentido normal a superficie da membrana, é necessario determinar o vetor
normal unitdrio 7 no ponto de integrac@o pelas expressdes do Apéndice A (Equagdes A.1 e A.2).
Ainda, observa-se que o jacobiano dessa transformagdo € igual ao médulo /N do vetor normal
ndo unitario N , ou seja,

dA = Nd&d&s. (5.50)

Substituindo-se a Equacdo 5.50 na Equacdo 5.19, pode-se utilizar diretamente o vetor
normal nao unitario. Considerando, primeiramente, a situacdo em que a pressao € constante,

tem-se:
(F*) =p / N; ¢* d&1d&s; + Fn,. (5.51)
£1&2

No caso de estruturas infladas, a pressao aplicada na membrana varia com o volume do
gds confinado. Embora seja possivel realizar uma anélise simplificada desprezando essa variagdo
de pressdo, isso pode levar a diferencas significativas nos resultados. Para considerar esse efeito,
também chamado de acoplamento pressdo-volume, deve-se definir a relacdo entre essas duas
varidveis. Adota-se aqui a Lei de Boyle-Mariotte para um sistema isotérmico:

_povo
p__

v (5.52)

poVo=pV —

sendo pg e Vj a pressdo e o volume do gas confinado na configuracao inicial e p e V' os valores

na configuracdo atual.

E importante observar que, no uso da Equacdo 5.52, p e p, se referem 2 pressdo absoluta

do gas e ndo a pressdo manométrica (Pman), sendo esta definida como o diferencial de pressao
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entre as regides interna e externa, delimitadas pela membrana. A pressdo absoluta é calculada
somando-se a pressdo atmosférica (pa;, ~ 10° Pa) 2 manométrica, ou se€ja, p = Pasm + Pman-
Dessa forma, verifica-se que a pressao manométrica pode ser utilizada no célculo da forca
aplicada (Equacao 5.51), por ser a pressao resultante na superficie da membrana, porém a

pressdo absoluta deve ser utilizada na atualizacdo da pressdo conforme a Lei de Boyle-Mariotte.

O volume de gés € calculado por meio do teorema da divergéncia de Gauss, dado pela

///Vdivde://Sf-ﬁdS, (5.53)

sendo f uma funcdo vetorial qualquer no volume V, S € a superficie de contorno do volume

relagcdo

e 1 € o vetor normal unitdrio na superficie. Essa expressao pode ser usada para calcular V'
escolhendo uma funco f tal que divf = 1, por exemplo, f = {y1,y2,y3} - (1/3). Essa fungao
pode facilmente ser expressa em notagdo indicial como f, = Y,'¢” - (1/3). Observando que
a superficie S é a area A dos elementos finitos e fazendo a integracdo numérica no espago

adimensional:

V= 1// Y, ¢7 Ny, d&1dés. (5.54)
3 §162

Essa mesma expressdo pode ser utilizada para calcular o volume 1/, bastando considerar as

coordenadas iniciais na integragdo e na determina¢do do vetor normal.

Para calcular o vetor de forcas, deve-se notar que, embora a pressao varie no processo
incremental de solucdo, ela € constante dentro do elemento finito e é a mesma para todos os
elementos. Assim, pode-se utilizar a mesma Equacao 5.51 para determinar o vetor de forcas
externas ndo conservativas, bastando atualizar o valor da pressao nas itera¢des de acordo com as
Equagdes 5.52 € 5.54.

5.2.5 Matriz hessiana

A matriz Hessiana, conforme a Equacado 5.38, € a segunda derivada do funcional de
energia mecanica I/ e tem o significado fisico de rigidez do sistema. Como a primeira derivada
do funcional € a equagdo de equilibrio, a Hessiana no instante de tempo s + 1 — « pode ser

calculada a partir da derivada da Equagao 5.29:

_ 82]7 _ @ _ (1 o ) 8 _)si_riz_elrc ( B f) 8 _iézﬁort
oY @Y oY " (5.55)
OF, OFgr OFr:, 0P,

+(1—ay) o7 — (1 —ay) o7 — (1 —ay)
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5.2.5.1 Problema estatico

Considerando inicialmente apenas forcas externas conservativas no caso estatico, a
matriz Hessiana é composta apenas pela parcela de derivada da forca interna da Equacao 5.55.
Recorda-se que a derivada de P, é nula porque este vetor nao depende das posicdes atuais e
a derivada de F°*! é nula porque este vetor considera apenas as forcas externas conservativas.

Calculando entdo a derivada da forca interna com a regra da cadeia:

it 2
gFm 9 S_aEd%:/<as‘aE>.aE s PE 556
Vo

= — = D AR S —‘l_ S
oy oYy, 9Y OE 9y ) oY IY ® Y
Por meio da Equacgdo 4.52, verifica-se que a derivada de S em relacdo a E € o tensor

constitutivo C:

dVp, (5.57)

int 2
OF" / 0E . 0E o O
oY Vo

= - - =t ==
Y Y Y ® Y
e, fazendo C : OE/8Y = 08 /9Y:

OFm 08 0E . OE

= — . —= + : ﬁd% == HBSt. (558)
oY w oY JY Y ® 9Y

Na Equacio 5.58, o primeiro termo da integral € a rigidez eldstica e o segundo termo é a
rigidez geométrica, proporcional a tensdo S e especialmente importante na andlise de estruturas

de membrana, conforme ja comentado na subsecio 3.4.2.

A segunda derivada da deformagdo de Green-Lagrange em relagdo as posi¢oes pode ser

obtida a partir da Equacao 5.46:

PE, 1 . 9(AY aAl 4 . 0(AY aAl 1
e 2 a0yt 2 L R (A0 A0 S TR (AO 7

(5.59)

lembrando que, para o elemento finito bdsico, as derivadas de A sdo calculadas pela Equa-
¢do 5.47 e nao dependem das posicoes atuais. Para cinemdticas em que isso ndo ocorre, a

expressao a ser utilizada é:

PE, 1 . 9(AYH Al 4 . 9(AY aAl 4
M (A L (A A0 L T (A°
oveoyy 2 (( ) ove  oayf (4% + (4 ovy oy (Al
92 AY ] ~ . OPAT 1
A0 L(A%) ™ 4+ (A° . 0
(A%) oveor? (A% + (A7) - (AY) oveor? (A%)
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5.2.5.2 Problema dinamico

Para o problema dindmico (ainda considerando apenas forcas externas conservativas),
as contribuicdes das derivadas das forcas inerciais e de amortecimento devem ser somadas a
Hessiana estdtica. Utilizando as Equagdes 5.44 e 5.45 e observando que as derivadas de ()5 e R,

sdo nulas:

inerc
aF s+1 1

— = M, .61

o7 BAP (5.61a)
aFaﬁort v
- = C. 5.61b
oy BAt (o1b)
Substituindo na Equagdo 5.55:
. oS OE ?E

H¥" = (1 -« ——=+85: —=——=dW+ M + T c.
R R M o A ﬁAt2 (t=as) 2
(5.62)

5.2.5.3 Caso com forcas externas nao conservativas

Quando existe a atuacdo de forgas externas ndo conservativas que dependem das posi¢des
atuais, a derivada do vetor de for¢as ndo € nula e gera uma matriz Hessiana do carregamento a

ser somada a Hessiana global, conforme apontado anteriormente na subsecdo 5.1.3.

A Hessiana do carregamento € obtida pela derivada do vetor de forcas da Equacao 5.51
com o sinal negativo, conforme o vetor aparece na equacao de equilibrio. Considerando inicial-
mente o caso de pressdo constante, tem-se, em notacao indicial:

0 (F"); 5 o o (7 \A
—51 =D (DNi)j ¢ d&d&s — F (dni>j ) (5.63)
Y] §162

J

(an)iajﬁ _ _

com as derivadas dos vetores normais indicadas no Apéndice A (Equacdes A.7 e A.13). Para a
parcela das forcas concentradas nos nés, pode-se considerar a média das derivadas calculadas

para cada elemento finito que contém o nd.

Se a pressdo ndo for constante (elemento com gds confinado), p deve ser substituido por
Pman Na determinacdo da forca. A derivada da Equagdo 5.51 (com o sinal negativo) é dada entdo

por:

0(F”C Op
neyafB _ _ a man e’ I nlet . B
(H )ij - a - _pman//l . ¢ dgldg?_ 8Y5 / 1]:[2¢ d&dﬁg F (dnz)j :
313 j &1
(5.64)
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Como a pressao atmosférica € constante, a derivada da pressdo manométrica p;,q,, € igual

a derivada da pressdo absoluta p. Utilizando as Equacdes 5.52 e 5.54:
apmam ap ap ov o _pOVb

a man 1
i / N YT (DN dEadey (5.65b)
i 182

1
3 / / 53105y Ny + Y] 6 (DN)? d1dSs, (5.650)
&162

5.2.5.4 Condicoes de simetria da Hessiana do carregamento

Na literatura, ¢ comumente citado que a matriz de rigidez do carregamento, para forcas
ndo conservativas, é assimétrica (SCHWEIZERHOF; RAMM, 1984; RUMPEL; SCHWEI-
ZERHOF, 2003). Poucos trabalhos demonstram essa propriedade; alguns sdo os de Romano
(1972) e Sewell (1967). Aqui, uma deducdo diferente (e bastante simples) serd utilizada. No

célculo de campos vetoriais, sabe-se que a seguinte relagcdo € valida para um campo escalar P:

rot (VP) = 0. (5.66)

Quando existe um campo vetorial F que é o gradiente de um escalar P (ﬁ = VP),
diz-se que F é conservativo e P é 0 potencial associado ao campo. A partir da Equacdo 5.66,
verifica-se que o rotacional de F é nulo. Calculando esse rotacional no espaco de coordenadas

atuais 1/, tem-se:

Pk
- - 0 0 0 OF3 8F2)7 <8F1 8F3>~, (8F2 6F1)~
ot F=VxF=| — = 2| (22 22 )7 (222 23 ) 7 (22 2 |
dyy Oy Oy (ay2 ays ) \oys oy )\ oy T ows
Fi F Fy

(5.67)

Se as forcas F sdo conservativas, as trés componentes do rotacional calculado pela
Equacao 5.67 sdao nulas. Escrevendo em nota¢ao indicial e verificando que a derivada da forca
em relacdo a posi¢do € a matriz de rigidez (ou Hessiana) do carregamento HL:

ory; OF;,
dyi Oy,

— H=H. (5.68)

Essa relacdo demonstra que uma matriz de rigidez simétrica estd associada aos campos
conservativos e, por outro lado, a rigidez associada aos campos ndo conservativos serd assimétrica.
Dessa forma, a simetria da matriz de rigidez do carregamento pode ser utilizada para avaliar se

as cargas sdo conservativas ou nao.

E importante observar que as forcas externas aplicadas podem ser conservativas mesmo

que variem segundo as posi¢des atuais, dependendo das condi¢des de contorno e da disposicao
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do carregamento (RUMPEL; SCHWEIZERHOF, 2003). Duas situagdes em que isso acontece
sdo os elementos inflados completamente fechados, nos quais ha pressdo uniforme e nio existe

contorno, € membranas com pressao uniforme e contorno fixo.

Entretanto, pelo fato de estas serem condi¢Oes particulares de carga e contorno, foi
considerada a mesma formulagdo para todos os casos, ndo se assumindo a priori a simetria da
matriz. Embora isso possa prejudicar o desempenho do cédigo computacional, Schweizerhof e
Ramm (1984) indicam que, na maioria das analises, € possivel desprezar esta rigidez (considerar
o efeito das cargas ndo conservativas somente no vetor de forcas da estrutura) ou considerar
apenas os termos simétricos da matriz. Neste trabalho, foi considerada uma forma simétrica HL

obtida como

A = % (HY+ (HY)'). (5.69)

Cumpre ainda lembrar que, em problemas ndo lineares, a matriz Hessiana estd relacionada
apenas ao método numérico de solucdo (neste trabalho, o método de Newton-Raphson), e
nao a posi¢ao de equilibrio em si. Dessa forma, o uso da Hessiana simétrica reduz a taxa de

convergéncia da busca do equilibrio, mas ndo influencia na resposta final obtida.

5.3 [Elementos finitos utilizados e funcoes de forma

Nesta pesquisa, varios tipos de elementos finitos sd@o considerados, sempre utilizando a
abordagem posicional. Na representacdo da membrana estrutural, foram utilizados elementos de
membrana triangulares e elementos de s6lido prismético com base triangular. Na representacdo
dos cabos sdo utilizados elementos unidimensionais com apenas rigidez axial. As cinematicas de

cada elemento serdo detalhadas em secdo posterior.

Para as func¢des de forma, serdo considerados polindmios de Lagrange de aproximagdo
linear, quadrética ou ctbica, definindo a quantidade de nds para cada elemento finito. A Figura 41
ilustra alguns casos. Destaca-se que o uso de elementos de aproximagdo linear € mais comum
na literatura, e algumas formulacdes — como as baseadas na ideia de deformacdes naturais
(ARGYRIS et al., 1979; PAULETTI; PIMENTA, 2008; BARNES, 1999; PAULETTI; ROCHA,

2021) — ndo sdo facilmente estendidas para se considerar elementos de alta ordem.

As integrais da formulagdo sdo calculadas de forma numérica por meio de um espacgo

adimensional 5 A Tabela 2 indica os limites desse espacgo e as quadraturas utilizadas.

Recorda-se que a ideia do MEF € a de representar o dominio continuo por fungdes
interpoladoras escritas em fun¢do dos parametros nodais. Assim, tomando como exemplo o

espago adimensional &, &,, qualquer varidvel de interesse a (£, {>) pode ser escrita como

a(§1,8) = " (&1,82) a”, (5.70)
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Figura 41 — Exemplos de elementos finitos utilizados: elemento unidimensional de aproximacao linear,
elemento plano triangular de aproximacao ctibica e elemento prismatico de sélido com
aproximacao quadritica na base e linear na espessura.

&2
10 {3“ 12 52
9 10/, 11
7 4% 5 9
7 7 L 4 g
’/4 \.5 i
4 él i _ \\\
1 P 3

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 2 — Limites do espaco adimensional e quadraturas uti-
lizadas na integracdo numérica para os elementos
finitos utilizados.

Elemento finito Limites Quadratura
Cabo —-1<4 <1 Gauss
<& <1
Membrana Os&s Hammer
0<&<1
0<& <1 H (base)
L1 ammer (base);
Solido 0<&=l Gauss (espessura)
—1<& <1

Fonte: elaborada pelo autor.

sendo ¢“ a funcdo de forma associada ao né « e a® o valor nodal da varidvel. A repeti¢do do

indice « indica soma sobre os nds do elemento.

5.4 Cinematica do elemento de membrana

Tendo sido apresentados os principais conceitos sobre a formulacao utilizada neste

trabalho, destaca-se agora a cinemadtica adotada para o elemento finito de membrana.

As membranas sdo elementos estruturais de pequena espessura sujeitas a tensdes apenas

no plano do elemento. Assim, € razodvel considerar que a membrana esta sujeita a um estado

plano de tensdes (EPT) e representé-la por um elemento bidimensional de formulacdo préxima

ao do elemento de chapa, sem rigidez transversal.

No caso de um problema de chapa em duas dimensdes e modelo constitutivo isotrépico,

o plano de atuacdo das tensdes no elemento coincide com o plano coordenado global tomado

como referéncia para a determinagao das posi¢cdes. Em outras palavras, como existe apenas um

plano no problema, a direcdo de atuagdo das tensdes € 6bvia.
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Entretanto, para uma superficie no espaco em trés dimensdes, a dire¢cdo na qual se
desenvolve o EPT pode ser varidvel, porque acompanha a geometria da superficie. Dessa forma,
na subsecao 4.3.1.1 foi definido o material transversalmente isotrépico e indicada a necessidade
de se adotar um referencial local para a defini¢cdo da direcdo normal a essa superficie. Essa
situacdo € ilustrada na Figura 42, na qual & denota uma tensio no referencial local e 77 é o vetor

normal a superficie.

Figura 42 — Plano de atuagdo das tensdes em superficies no plano e no espaco.

N

X
X1

X3

Fonte: elaborada pelo autor.

O fato de se determinar as dire¢Oes locais torna bastante simples a consideracao de um
modelo constitutivo ortotrépico, bastando apenas definir as outras duas dire¢des locais segundo

a superficie e estabelecer a relacdo constitutiva correspondente.

Para um elemento finito de membrana sao considerados trés graus de liberdade por n6
correspondendo as trés componentes de deslocamento no espaco, sendo o eixo T3 normal a
superficie na configuragdo inicial definindo o plano tangente de isotropia. De acordo com a
hipétese de EPT adotada, impde-se que a espessura do elemento ndo varia e que qualquer vetor
normal a superficie média (representativa) da membrana na configuracao inicial permanece

normal a superficie na configuracdo atual.

A determinagdo das varidveis globais do problema mecanico (vetores de for¢a e matriz
Hessiana) envolve integrais que sdo calculadas numericamente a partir dos valores da funcao
integrando e da quadratura utilizada. Assim, os eixos locais devem ser definidos para cada ponto
de integracdo para o cdlculo de A°, A, A, E e S e suas derivadas, e sua contribui¢cdo nas
varidveis globais deve ser rotacionada para o referencial global de modo a realizar a soma de
todas as parcelas em um mesmo referencial. Quando necessdrio, as varidveis calculadas no

referencial local serdo indicadas com uma barra superior.

E importante observar que, considerando o elemento finito de membrana como bidimensi-
onal, os mapeamentos para o espago tridimensional resultardo em gradientes de mapeamento A°
e Zl retangulares, de dimensao 3 x2. Dessa forma, algum tratamento matemético € necessario
para possibilitar o cdlculo da inversa de XO, tendo em vista que uma matriz retangular nao possui
inversa. Os topicos seguintes mostram a determinacao dos eixos locais € o mapeamento adotado

de forma a permitir o cdlculo consistente das varidveis do problema.
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5.4.1 Determinacao dos eixos locais em um ponto de integracao

Para o cdlculo da dire¢do normal, escrevem-se os vetores tangentes a superficie segundo

a configuracgdo inicial nas dire¢des de &; e &;, conforme representacao na Figura 43:

dx;  0p” dx; 09
1 00 0P e e 0T 00"y (5.71)
06 0& 06 0&
Figura 43 — Vetores tangentes e normal ao elemento finito em um ponto de integracdo P.
&
&2 N
&1
&2
Fonte: elaborada pelo autor.
O vetor normal é dado por
N=T"xT?, (5.72)
e, ainda, pode ser normalizado como
N
n=——. (5.73)
IV

Para a determinac¢ao das dire¢des locais no plano tangente a superficie, os vetores T e
T2 ndo podem ser utilizados porque seguem as dire¢des dos eixos &; e &2, que variam conforme a
incidéncia dos nds dos elementos. Isso € ilustrado na Figura 44. Uma vez que as tensdes em um
n6 da malha sdo calculadas como a média dos valores obtidos para cada elemento concorrente no
nd, as diregdes locais devem ser definidas de modo a possibilitar o cdlculo das tensdes de maneira
coerente. Se uma das direcdes tangentes a superficie na configuracao atual é conhecida, que € o
caso para certas geometrias regulares ou simétricas, € possivel calcular a direcado restante por
meio do produto vetorial entre as duas conhecidas. Por exemplo, considerando as geometrias da
Figura 45, percebe-se que vetores paralelos as direcdes x1, x5 € 0, respectivamente, sdo tangentes

as superficies mostradas em qualquer posicao.

Conhecida uma das direcdes locais por meio do vetor normalizado 772, a primeira dire¢do
€ obtida como

-1

=77 x 7 (5.74)

Uma opc¢ao que pode ser utilizada para geometrias mais genéricas € considerar uma

das direcdes locais como a projecdo da direcdo global no elemento. A Figura 46 mostra o caso
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Figura 44 — Dire¢Ges dos eixos &1 e £ em elementos adjacentes de uma malha genérica.

S

&2 &1

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 45 — Superficies com vetores tangentes conhecidos.

Fonte: elaborada pelo autor.

em que a direcdo local 7, é tomada como a proje¢do de x; no plano tangente ao elemento
(para simplificar o entendimento, o proprio elemento € ilustrado como plano). Para uma base
ortonormal qualquer definida por 7%, 72 e 77, a projecdo p’* do eixo x; (vetor i) no plano tangente

¢ dada por:
5l = (?- 171> 7l (Z. 172) 72, (5.75)

Figura 46 — Determinagdo de um eixo local como projecdo de um eixo global no plano tangente. Os
vetores 7! e 72 (em azul) tem a mesma dire¢iio que os vetores tangentes segundo &1 e &. Os
vetores p’ e p? (em vermelho) sio as proje¢des no plano dos eixos z; e x».

Z2

Fonte: elaborada pelo autor.

Calcula-se o novo vetor ' normalizando p*:

1
1
S T 70

STl
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e calcula-se o novo vetor 2, de modo a manter a base como ortonormal:

0?2 =nx vl (5.77)

Com os trés vetores normalizados, escreve-se a matriz de rotagao:

vi v omy
R=| v v} ny|. (5.78)

1 2

Essa matriz de rotacdo transforma as coordenadas X; e Y; segundo o referencial local

nas coordenadas globais X; e Y;:

¥X-RX e Y=R.Y, (5.79)
e, Inversamente:
X=R-X e Y=R'Y. (5.80)

5.4.2 Mapeamento posicional do elemento de membrana

Neste trabalho, o elemento finito de membrana € considerado como elemento de sélido
falso ou degenerado, com uma aproximacao constante (polindmio de grau 0) na direcdo da espes-
sura. O mapeamento dessa terceira dimensao € feito por meio de uma coordenada adimensional
&3, variando no intervalo [-0,5; 0,5] e cuja origem se encontra na superficie média da membrana.
Com a consideragdo dessa terceira dimensao, definida em funcao das outras duas (&; € &), 0s
mapeamentos sempre ocorrem entre espacos tridimensionais e isso leva a uma defini¢do mais

. . -0 —1 ~ . .
consistente dos gradientes A~ e A", que serdo quadrados e inversiveis.

Seja o elemento finito mostrado na Figura 47, com aproximacao de grau qualquer no
plano médio da membrana e com a aproximacao constante na espessura. Uma aproximagao
constante implica em somente uma camada de nds na superficie média e na consideragdo de
valores constantes para as varidveis nessa direcao, o que € muito semelhante a consideracio de
elemento plano em EPT (se considerarmos tensdo constante) ou em EPD (se considerarmos

deformacdo constante).

Um ponto qualquer do sélido PY na configuragdo inicial, apés o deslocamento ou
movimento do corpo, se encontra na posicdo P¢ na configuracdo atual. Assim, o mapeamento da

configuracdo inicial usando os eixos locais € descrito como

JFO (£1,8,8) =7; = yfﬁba (&1, &) + t&sny, (5.81)
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Figura 47 — Mapeamentos inicial e atual e funcado mudanga de configuragao.

Configuragdo inicial Configuragdo atual
A .
pe

Espaco adimensional

Fonte: elaborada pelo autor.

sendo t a espessura do elemento e 77 o vetor normal unitario a superficie média na configuragio

inicial na projecio do ponto P°.
. . . —0 ~
O gradiente de mapeamento inicial nas coordenadas locais A~ é dado entdo por

—0 (‘3@

v

= X, ¢% +t (&n; + d3yn) . (5.82)

Uma vez que {3 = 0 na superficie média do elemento e as fungdes de forma ndo
dependem de &3, tem-se:
Xi¢q Xi¢% tng
A= | X508 Xy0% tnd |. (5.83)
X305 X305 tng

Como os eixos locais foram definidos de forma a que a direcdo 3 seja normal a superficie

média no ponto e as direcdes 1 e 2 sejam tangentes, sabe-se que
7 = { 00 1 } e X5¢% =X5¢% =0 (5.84)
Substituindo na Equacgao 5.83:

Xio5 Xi¢% 0
A= | X508 Xy0% 0. (5.85)
0 0t

O mapeamento atual € feito de forma andloga ao mapeamento inicial:

FU&,6,86) =T, = Yi o™ (&1, &) + téan?, (5.86)
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com a diferenca de que o vetor 717 é, agora, normal a superficie na configuracdo atual. O gradiente

de mapeamento atual € dado por

-1 Jy;
v 0g

=Y, 9%+t (&Y + d3nd) (5.87)

e, na forma matricial,
Yige Yiey tnf

A = | Yy0% Yy0% tng |- (5.88)
Vioh Yo% tn}

Deve-se observar que o vetor 7¥ é normal a superficie média na configuracdo atual, porém
escrito conforme os eixos tangentes e normais a superficie na configuracao inicial. Portanto,

condic¢des correspondentes as da Equacao 5.84 ndo sdo aplicaveis.

Nota-se ainda que no gradiente da funciio mudanca de configuragio A ndo aparece a

—1 . —0 ‘.
espessura ¢ do elemento. Escrevendo os termos de A e da inversa de A~ de forma genérica

0

1 < " :
como a;; € a;;, € possivel obter:

0 0
1 1 Y aj; @iy O y
. aj; ajy tng 11 %12 aj; aig N
— —1 —0 1 1 y CLO CLO 0 Yy
A=A (A = | ay ay tny |- | @2 Q2 = | ay axp ny |. (5.89)
al, ai, tn} 0 0 E as; asy ny
31 Q32 3 / 31 G322 Ny

Assim, por simplicidade, serd considerado ¢ = 1 nas deducdes subsequentes € 0 mesmo

valor foi utilizado no cédigo computacional.

5.4.3 Calculo da forca interna e da matriz Hessiana para o elemento de
membrana

A partir do gradiente da fun¢do mudanca de configuracio, calculam-se a deformagdo
de Green-Lagrange e a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie utilizando as mesmas
relacdes demonstradas nas secdes anteriores. E necessério ainda determinar as derivadas primeira
e segunda do gradiente de mapeamento A para calcular as derivadas de E que serdo utilizadas

para se obter as contribui¢des no vetor de forcas internas e na matriz Hessiana.

. o —1 L g .
A derivada primeira de A™ para o mapeamento adotado € obtida derivando-se a Equa-

cdo 5.87. Relembrando que &3 = 0 para qualquer ponto do elemento, tem-se:

1

oA, O(Vion o) o, o
aynej = ajyg = ¢50m0ap + 53ja_Y,g = @ j0im + 53j@. (5.90)
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. -1 Sy
A derivada segunda de A" ndo € nula devido a derivada do vetor normal que aparece na

Equacao 5.90:

oAl A 2,4
i _ 9 ( ”) on, (5.91)

oYeoyy — ov) \oye | ~ "Voayeoy )y

Em um primeiro momento, parece necessario calcular as derivadas do vetor normal unité-
rio na configuracao atual para o uso das Equacdes 5.90 e 5.91. Entretanto, pode-se prescindir da
inclusdo desses valores nas equacdes. Para esclarecer esse ponto, recorda-se que as contribuicdes

do caso estdtico para a forca interna e a matriz Hessiana, no referencial local, sdo dadas por

— S O0E . ’E zint . 9F
H = a—g:i%—S:%dVg e F :S:a—_,. (5.92)
v Y  9Y Y ® Y oY

Como a membrana estd sendo considerada em estado plano de tensdo, .S tem, necessaria-

mente, a forma

S Sz 0
S=1|S5y S» 0], (5.93)
0 0 0

e o mesmo € valido para 9S/JY quando este é entendido como um tensor de segunda ordem
para cada componente de Y. Esse raciocinio também pode ser utilizado para as derivadas da
deformacdo E e considerar os termos da Equacdo 5.92 como uma série de contragdes de segunda

ordem entre tensores do tipo da Equacio 5.93 (S e 05/ dY') com outros tensores de segunda
ordem (JE /0Y e 9°E/9Y @ dY).

Isto posto, é possivel demonstrar que, devido ao termo d3; que multiplica as derivadas de
11, essas derivadas aparecerdo apenas nos termos da terceira linha ou coluna das derivadas de
E. Portanto, quando do célculo das contragdes duplas com tensores do tipo da Equagio 5.93,
a contribui¢do na forca interna e na Hessiana serd nula. Dessa forma, € possivel desprezar
as derivadas de 77¥ no calculo das Equagdes 5.90 e 5.91, considerando as derivadas de A
para o elemento de membrana como semelhantes as do elemento finito no plano, apresentadas

anteriormente.

Finalmente, as contribui¢des no vetor de forgas internas e na parcela estdtica da matriz
Hessiana obtidas para cada ponto de integracdo sdo rotacionadas para o referencial global para a
acumulacdo nas varidveis globais do problema:

F"=R.F (5.94)

H=R-H-R' (5.95)

No cédigo computacional, a rotacdo pode ser feita para cada ponto de integracao indivi-

dualmente, sem a montagem de varidveis locais de for¢a interna e matriz Hessiana, escrevendo
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as Equacdes 5.94 e 5.95 em notacdo indicial:

int

M =rif (5.96)

hit = TijhjrT. (5.97)
Pensando nos indices ¢ e [ como as dire¢des globais variando de 1 a 3, percebe-se a
necessidade, no c6digo, de realizar um loop para o cdlculo de f/™ e dois loops para o calculo de

h; a partir da contribuicio de cada ponto de integracao calculada no referencial local.

5.4.4 Consideracao de pré-tensionamento na membrana

Devido a baixa rigidez, € comum que as estruturas em membrana estejam sujeitas a um
pré-tensionamento para prover rigidez geométrica ao sistema. Usualmente, a configuragdo inicial
de referéncia informada como dado de entrada no cédlculo ndo é sem tensdes, mas ji se encontra
tensionada. Para o cdlculo correto das deformagdes (que devem ser calculadas em relagdo a uma

~ ~ £ L. . P . —pt
configura¢do sem tensdes), é necessario calcular um gradiente de pré-tensionamento A~ que

relaciona as configuragdes de referéncia z, e sem tensdes Ty, como mostrado na Figura 48.

Figura 48 — Configuracdo sem tensoes e gradiente de pré-tensionamento.

Configuragao inicial
(referéncia)

Configuracdo sem tensdes
Configuracao atual

Espaco adimensional

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma forma simples de aplicar o pré-tensionamento € calcular A de modo a considerar
a mudanca de configuracido do espaco adimensional até a configuracdo sem tensdes, ou seja,

. —0 —-Opt
atualizar o valor de A para A fazendo

A% (Z”) A (5.98)
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. —pt ,

O gradiente A~ ¢ dado por
[ airl airl afrl T

G N I R
—pt 8@ 8@2 8@2 8@2 t t t
A = = = | ady db, db (5.99)

— 8_ 8_ 8_ 21 22 23 : :
OTo To1 OTg2 003

afri’) afri’) afri’)
L 8?01 8?02 8?03 .

pt pt
Qg; Q3o Q33

: —pt . . t .
O gradiente A" ¢ calculado de acordo com o estado de pré-tensionamento s imposto.

~ ~ P . -=pt . ~
Com as tensdes, calculam-se as deformacdes de pré-tensionamento E°  a partir da relagao

constitutiva;:
S*_c.E" - E"=cC'.5" (5.100)
Entao:
1 to_ o\t
E” = 5 ((Z’“t) AT I) N (A”t) AT 9B 4+ T (5.101)

Explicitando a equacao anterior em termos das componentes:

(af1)? + (aby)® + (af))®  afialy + adiady + afiafy  afialy + abiady + afaf
afyafy + afahy +afiaky (aly)? + (a5p)” + (afy)®  alyaly + abyals + alpafy | =
| afialy +abiaby +afjaly  afyaly + abyaly + il (aly)? + (aBy)® + (afy)?

[ 2E". +1 2E%, 2L,
2Fy 2En+1  2E |,
oFY  2E%  2Eh +1

(5.102)

que, devido a simetria das duas matrizes, € um sistema com 6 equacdes independentes e 9
incognitas:

(a1)? + (a5))* + (afy)* = 27 + 1
(ah2)? + (a)° + (aks)* = 23, + 1
(af)? + (aB3)° + (ak)* = 2B + 1
afiafy + iy + iy = 2B,

(5.103)

pt pt pt pt pt pt oAbt
ay1Qy3 + An Qo3 + az1a33 = 2875

pt _pt pt _pt pt pt —=pt

| @12073 + Ggala3 + A33a33 = 2E g
Sendo um sistema subdeterminado (mais incognitas que equagdes), existe um nimero
infinito de solucdes, ou seja, a configuracao sem tensdes 7, (para o ponto de integracdo consi-
derado) ndo € unica. Uma solucdo possivel pode ser encontrada impondo-se algumas relacdes

sobre as varidveis. Inicialmente, considera-se que Z,3 € Ty3 tem a mesma dire¢ao, ou seja, 0s

planos =1 T2 € To1 22 sa0 idénticos com a direcao 3 normal a ambos os planos. Isso leva a

= =0 e at= =0. (5.104)
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Considerando ainda que 7,1 € Tp; tem a mesma dire¢do, tem-se:

pt azr2
Ao =

=0. 5.105
Do ( )

Substituindo-se esses valores na Equacao 5.103, tem-se um novo sistema com a mesma

quantidade de equacdes e incognitas:

((a})? = 2B, +1
(abs)? + (aby)? = 2Fy + 1
(%) + (aby)? + (aby)? = 2 + 1
afiaby = 2B, '
afyaby = 2B,

pt _pt pt pt Pt
a1@y3 + oplny = 2F;

(5.106)

Esse sistema € vélido para qualquer estado de pré-tensionamento Cil imposto. Entretanto,
no caso de estruturas de membrana (ainda que o elemento finito utilizado seja o de sélido), o
pré-tensionamento serd imposto no plano 12 (ETE3 = Eg; = () e de tragdo (ozzl’t1 >1le agg > 1).
Nessas condi¢des, obtém-se a?, = 0 e aby = 0. Sobram 4 equagdes que definem os 4 tiltimos
termos de A”":
(ah))? = 2B + 1
(at)? + (a53)* = 2B}, + 1
(a5h)? = 2Ff + 1 |

pt pt bt
(A11012 = 2E,

(5.107)

Para o elemento finito de membrana em EPT, nao se considera variacdo na espessura
-=pt t 1 . X ¢
(E33 = 0), de modo que ak; = 1. Para o elemento de sélido, isso ndo ocorre e o valor de aky

deve ser calculado.

5.4.5 Calculo das tensoes na configuracao atual

Devido ao carater lagrangiano total da formulagao adotada, é necessario uma etapa de
pOs-processamento para determinar o valor das tensdes com significado fisico pratico para o

usudrio. Essa etapa é detalhada na Figura 49.

A Figura 49 indica uma superficie qualquer na configuracao inicial (plano vertical,
transparente) e na configuracio atual (plano inclinado, cinza). Conhecendo-se a configuragao
deformada, calculam-se as tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S com as equacdes

ja apresentadas. Uma vez que a configuracio de referéncia € a inicial com os eixos locais, a
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Figura 49 — Passos para a determinagdo das tensdes com significado fisico prético.

Fonte: elaborada pelo autor.

dire¢c@o das tensdes normais para um elemento infinitesimal é mostrada no passo 1. Determinado
S, calculam-se as tensoes de Cauchy & com a Equacdo 4.46. As dire¢des de & acompanham as

de S e sdo mostradas no passo 2.

Percebe-se que, apesar das tensdes o possuirem significado fisico, sao de pouco uso
pratico, pois se referem a um estado plano de tensdes estando direcionadas fora desse plano.
Convém rotacionar o tensor ¢ para a configuracao atual, o que pode ser feito em duas etapas:

primeiramente, o € rotacionado para o sistema global de referéncia (passo 3):

c=R-o-R" (5.108)

Por fim, a determinacdo das tensdes de Cauchy @ nos eixos locais da configuracdo atual
(passo 4) ¢ feita por:
=R -0 R (5.109)

A matriz de rotacdo R é calculada de maneira semelhante a R, porém com os vetores

tangentes 7" ¢ 72 calculados como:

Oy 0P 0y; o™
T! = =Y e T? = = Ye,
b0&G 06 ! L0&%  0&% !

(5.110)

procedendo-se, entdo, de maneira semelhante ao disposto nas Equacdes 5.72 a 5.78.
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5.5 Cinematica do elemento de solido

O elemento finito posicional de sélido considerado, de forma prismética com base

retangular, € uma extensao tridimensional do elemento finito de membrana (Figura 50).

Figura 50 — Mapeamentos inicial e atual e funcdo mudanga de configuragdo para o sélido.

Configuragao inicial Configuracdo atual

51/ --------------- \62

Espaco adimensional

Fonte: elaborada pelo autor.

Os mapeamentos inicial e atual sdo dados por

JFO (§17£2753) :gji:Xqubo‘ (51752763) ¢ (51113)
fl (51, 52,53) =y; = Yo" (51,5%53) ) (5.111b)

e os gradientes desses mapeamentos sao

B, Xpo3 Xpoy XPo% |
AO:aglA:XW’?: X397 X5o5 X5o | e (5.112a)
] X505 X§o% X5o%
o Yoy Yoy Yies ]
A :agj:Yi%z: Yon Y5 Y5 |- (5.112b)
Yo% Yieh Yiey |

Nao é necessario adotar eixos locais para o cdlculo das varidveis (A, E, S, etc.), mas o
fato de uma das direcdes do s6lido ser muito menor que as outras duas faz com que, fisicamente,
as tensdes na dire¢ao da superficie sejam de maior importancia pratica do que aquelas na direcdo
da espessura. E comum que o pré-tensionamento seja imposto conforme as dire¢des locais
tangentes a superficie, e, do mesmo modo, os resultados finais de tensdes atuantes sao mais bem
avaliados quando tomados nesse referencial. Dessa forma, também foi utilizado um sistema de

eixos locais para o célculo das varidveis do problema para o elemento de sélido. O sistema local
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foi definido considerando a projecao do ponto de integracdo na superficie média do sélido e
determinando o plano tangente a essa superficie, semelhante a determinacao dos eixos locais

para o elemento de membrana (subsecdo 5.4.1).

Em relagdo ao modelo constitutivo, para o elemento de sélido foi adotado o mesmo
considerado para o elemento de membrana (Saint-Venant-Kirchhoff isotrépico), porém no caso
tridimensional, sem a necessidade de imposi¢do de v13 = 193 = 137 = 33 = 0 para definir o
material transversalmente isotrépico. As matrizes constitutiva e sua inversa sdo as indicadas nas
Equacgdes 4.57 e 4.58.

Nas situacdes em que hd a possibilidade de enrugamento dos elementos estruturais,
importa observar que o estado de tensdes S calculado nos pontos de integragio do sélido
contém a contribuicdo de tensdes de flexdo que ndo existem na teoria de membrana. Entre-
tanto, essas tensoes sdo de pequena magnitude quando comparadas com as tensdes no plano
devido a espessura reduzida dos elementos. Dessa forma, o modelo de enrugamento utilizado
para o sélido foi o mesmo que o definido anteriormente para o elemento de membrana (subse-
¢do 3.3.3), reconhecendo-se o cardter aproximado desta estratégia, porém considerada vélida

para as aplicacdes aqui descritas.

5.6 Formulacao posicional e cinematica do elemento de cabo

Nesta secao sera definida a cinemadtica adotada para o elemento finito de cabo. Este
elemento foi considerado como semelhante a um elemento de trelica, uma vez que, para ambos,
ndo se leva em conta a rigidez a flexao e considera-se somente as forcas axiais. Desta forma, a
formulag¢do do MEF Posicional para trelicas serd brevemente descrita, aproveitando-se os con-
ceitos e equacoes jd apresentados nas sec¢Oes anteriores. Maiores detalhes podem ser encontrados
em Coda (2018) e Silva (2020).

A diferenca principal entre os elementos de treli¢a e cabo consiste no fato de que os cabos
nao tem rigidez a compressao, podendo estar submetidos apenas a forcas de tracdo. No modelo
numérico, o pré-tensionamento adotado e a prépria geometria da estrutura, com elementos de
cabo articulados nas extremidades ligados de forma concatenada, evitam o aparecimento das
forcas de compressao. A matriz Hessiana do cabo descarregado € singular, porém a rigidez
geométrica provida pelo pré-tensionamento e pelas tensdes induzidas pelo préprio carregamento

tornam possivel a andlise da estrutura.

Os elementos de cabo utilizados sdo de aproximacao linear, com 6 graus de liberdade de
posi¢do por elemento (3 por nd). Considera-se que a area da secdo transversal A, permanece
constante durante a deformacao e, de acordo com o modelo de treliga, as cargas externas sao

aplicadas de forma concentrada nos nds.
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5.6.1 Deformacoes, tensoes e modelo constitutivo para o elemento de cabo

O uso de elementos de aproximacao linear implica em deformacio constante ao longo
do elemento e definida apenas com base nos comprimentos inicial [, e atual [ (Figura 51). A
deformacdo de Green pode ser escrita verificando-se que, para o caso unidimensional, A = [/l

e I = 1 (escalares), de modo que a Equacdo 4.5 se torna

1/1\?
E:§[<%) —1]. (5.113)

Figura 51 — Funcdo mudancga de configuragdo para o cabo.

A T3,Y3

2
lo ]
Z2,Y2
A N\

/) ia

N

Z1,Y1

Fonte: elaborada pelo autor.

Os comprimentos [ e [ sdo calculados de acordo com as posicdes nodais:

2

(5.114a)

B=(X2- X))+ (X3 - X))+ (X2 - X))
2 (5.114b)

22— (Yf —Y11)2—1— (Y22 —Y21)2+ (Y}? —Y31) .

O modelo constitutivo adotado € o de Saint-Venant-Kirchhoff elastico, em que se consi-
dera uma relacdo linear entre a deformacao de Green E e a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda

espécie S, dada por
S=KE, (5.115)

sendo A o médulo de elasticidade do material. A energia especifica de deformacao (energia livre

de Helmholtz) é escrita como
1
) = §KE?. (5.116)

5.6.2 Forcas internas e matriz Hessiana estatica do elemento de cabo

Para determinar as forcas internas no elemento de cabo, calcula-se a derivada da deforma-

cdo E em relacdo as posi¢cdes nodais para o uso da Equacdo 5.13c. Derivando a Equacdo 5.113
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com o valor de [ dado pela Equacdo 5.114b e observando que [y ndo depende das posi¢des atuais,

tem-se:
OF o (V7=V}

(5.117)

Multiplicando pela tensdo S e fazendo a integragdo no dominio do elemento, com

‘/0 = AO lol Y2 Y2)

(F™)7 = (-1)" SAO( l : (5.118)
0

Analisando a equagao anterior, verifica-se que a for¢ca normal N em cada elemento é

calculada como: l

F™ =N = SAor- (5.119)
0
e que a relacdo entre a tensdo de Cauchy o0 = N/Aye S é
l
oc=8—=25J, (5.120)

lo

sendo J = [/l o jacobiano da mudanca de configuragio.

Para o célculo da matriz Hessiana do elemento, é necessdrio a derivada segunda da
deformacao, dada por
O*E (1) (-1)”
3 - 2 5@]
8}/;0‘8}/} l5

(5.121)

Substituindo na Equagdo 5.58 e fazendo a integracdo no dominio do elemento, obtém-se:

2 _yh(Y2-Y!
0 0 0 0

As duas parcelas da Equacdo 5.122 correspondem, respectivamente, as rigidezes eldstica

e geométrica do elemento de cabo.

5.6.3 Matriz de massa do elemento de cabo

Em um problema estatico, a inclusdao dos elementos de cabo requer apenas o célculo
do vetor de forgas internas e da matriz Hessiana, demonstrados anteriormente. No caso de um
problema dinamico, deve-se levar em consideracio as forgas inerciais e de amortecimento e
ainda as matrizes de massa e de amortecimento do elemento. Para as forgas, a aceleracdo e
a velocidade sdo escritas em funcao das posicoes de acordo com o método de integracao no
tempo adotado; quanto a matriz de amortecimento, é considerada como uma combinagdo linear
das matrizes de massa e de rigidez (Hessiana estdtica). Resta determinar a matriz de massa do

elemento de cabo.
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Na definicao da matriz de massa, pode-se considerar a massa concentrada nos nés do
elemento, obtendo uma matriz diagonal, ou calcular os coeficientes de acordo com as fungdes
de forma, caso em que a matriz € denominada consistente. Uma das vantagens da matriz de
massa concentrada é o ganho computacional decorrente de se armazenar e manipular apenas os
termos da diagonal principal da matriz; entretanto, uma vez que esta sendo utilizada a matriz
consistente para os elementos de membrana e sélido, essa vantagem nao se aplicaria nesse caso.
Dessa forma, considerou-se a matriz de massa consistente também para o elemento de cabo,

dada pela Equacao 5.42.

Substituindo as funcdes de forma do elemento linear na Equacao 5.42 e efetuando a

integracdo, obtém-se a matriz de massa consistente do elemento de cabo:

200100
020010

pget — Podolo | 0072700 (5.123)
6 | 100200
010020
00100 2

5.6.4 Consideracao de pré-tensionamento no cabo

E uma prética usual considerar um pré-tensionamento nos cabos que compde a estrutura,
assim como descrito para os elementos de membrana. Para a aplicacdo do pré-tensionamento,
observa-se que o gradiente da fungdo mudanca de configuragdo A é definido pelos comprimentos

dos elementos nas vdrias configuragdes, como indicado na Figura 52.

Figura 52 — Configurag¢des sem tensdes, inicial e atual para o elemento de cabo com pré-tensionamento.
o—o Configuragao atual
A (
Configuracgao inicial (referéncia)

APt ( lpt
o 0 o Configurag@o sem tensdes

Fonte: elaborada pelo autor.

Com a aplicacdo do pré-tensionamento, deve-se considerar a mudanca de configuracao
do estado sem tensOes para a configuracdo atual, ou seja, atualizar o valor de A de modo a
considerar o gradiente A”*. Como as deformagoes sdo calculadas com base nos comprimentos

. ~ 7 . . . .« . t
do elemento, essa atualiza¢do € equivalente a alterar o comprimento inicial [, para um valor [f]’ e
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2
E= % [(%) - 1] . (5.124)
0

. T - . 2, . .
O comprimento /5" é definido com base na for¢a de pré-tensionamento N*' imposta

calcular F fazendo

para o elemento. Essa forca serd considerada como atuando na configuragdo inicial, ou seja,
produzindo uma tenséo SP* = NP'/A,. A consideragdo de N*' atuando na configurag@o atual,
produzindo uma tensdo o' = NP' /A, recai em uma equagio ndo linear para a determinagio de
zgt e ndo altera significativamente o comprimento calculado quando o elemento esta sujeito a

pequenas deformacgdes.

Assim, segue-se um procedimento semelhante ao utilizado na subsecio 5.4.4 para os
elementos de membrana. Com a tensdo S**, calcula-se a deformagdo de pré-tensionamento EP':

s

Ev . 5.125
I ( )

Essa deformagdo € obtida quando o elemento passa da configuragdo sem tensdes para a

Ept:1 l—o 2—1 (5.126)
2 |\ . .

O comprimento /5’ fica definido entdo como

! I
Pt — 0 — 0 . 5.127
O VREP 1 NP L ( )

KA,

configuracao inicial, portanto:

5.7 Exemplos de validacao

Nesta secao, alguns exemplos numéricos sdo apresentados para verificar a formulagdo
posicional em relacdo aos elementos finitos adotados, considerando situacdes estdticas e dinami-
cas. A tolerancia considerada no processo iterativo (Equacio 5.40) foi tol = 10~° em todas as

analises.

5.7.1 Vaso de pressao cilindrico

Com o objetivo de comparar a formulagdo numérica implementada com solucdes analiti-

cas, analisa-se um vaso de pressao cilindrico de espessura constante sujeito a pressao interna
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uniforme. Em uma anélise simplificada (ideal), as tensdes circunferencial oy e longitudinal o, e

o deslocamento radial ¢ sdo dados por:

2
pr pr pr 1%
_r 5:_<1__>, 5.128
70 = % = 9 Bt 2 (5.128)

sendo p a pressdo interna, r o raio do cilindro, ¢ é a espessura e I e v sdo o mddulo de elasticidade
e o coeficiente de Poisson do material. Quando se considera um vaso de comprimento infinito,

semelhante a uma tubulagdo, a tensdo longitudinal o, € nula e ndo se aplica ao problema.

No exemplo, foi considerado um cilindro de comprimento infinito com p = 1 MPa, r =
0,5m, ¢t = 10 mm, £ = 200 GPa e v = 0. Devido a simetria, apenas um quarto da parede do
cilindro foi discretizada, adotando-se um comprimento de 2 m na dire¢do longitudinal. Utilizou-
se elementos de membrana de aproximacdes linear e quadratica conforme a malha ilustrada na
Figura 53, composta de 180 elementos (10 na dire¢do longitudinal e 9 na direcao circunferencial).
Para evitar a singularidade da matriz Hessiana, considerou-se um pré-tensionamento ficticio nas

primeiras iteracoes, que foi depois removido para se obter a posicdo de equilibrio real.

Figura 53 — Malha utilizada para o vaso de pressao.

Fonte: elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos indicam que o elemento finito de aproximacao linear ndo € ade-
quado para a solucao do problema. A Figura 54a mostra um efeito de empenamento do cilindro
provocado pelo aparecimento de tensdes de cisalhamento longitudinais nos cantos da superficie,
fazendo com que os deslocamentos e tensOes se afastem dos valores analiticos esperados. A
Figura 54b mostra as posi¢des em perfis transversais do cilindro. Em ambas as figuras, os

deslocamentos foram amplificados para melhor visualizagdo.

Por outro lado, o uso de elementos de aproximacgao quadratica trouxe resultados muito
proximos aos analiticos. O cisalhamento longitudinal ainda aparece, mas em niveis bastante
reduzidos, ndo comprometendo a precisdo da andlise. A Figura 55 mostra os deslocamentos

radiais e tensOes circunferenciais.

Para avaliar o efeito da discretizagdo, foi realizada uma anélise com o elemento linear
utilizando uma malha mais refinada, com 5760 elementos (80 na direcao longitudinal e 36 na

direcdo circunferencial). Os resultados mostram um comportamento semelhante ao da malha
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Figura 54 — Vaso de pressdo utilizando elemento linear. (a) Deslocamento na dire¢@o 3 (em m). (b) Perfis
em planos transversais. Os deslocamentos foram amplificados para melhor visualizac3o.

a
(a) (b)
Y2

1.357E-05
1.055E-05
7.537E-06
4.522E-06
1.507E-06 =
-1.507E-06 ——y3=0,0
-4.522E-06 n —vy3=1,0
-7.537E-06 —y3=20
-1.055E-05 o Analitico
-1.357E-05

‘ ‘?Ja yl

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 55 — Vaso de presséo utilizando elemento quadratico. (a) Deslocamento radial § (mm). Valor
analitico: 6 = 0,125 mm. (b) Tensdo circunferencial oy (MPa). Valor analitico: o9 = 50 MPa.

5.007E+01
5.006E+01
5.004E+01
5.003E+01

1.253E-01
1.252E-01
1.251E-01
1.251E-01
5.002E+01
5.001E+01

1.250E-01
1.249E-01

1.248E-01 5.000E+01

1.247E-01 4.998E+01

4.997E+01
4.996E+01

1.246E-01
1.245E-01

Fonte: elaborada pelo autor.

inicial. A Figura 56 ilustra as tensdes normais no sentido circunferencial oy e as tensdes de
cisalhamento longitudinais oy, no plano y; = 0 para os trés modelos analisados (ver eixos na
Figura 54a).

5.7.2 Membrana plana com carga transversal

Neste exemplo, apresentado por Levy e Spillers (2003) e também avaliado por Gil
(2006) e Valdés, Miquel e Onate (2009), analisa-se uma membrana plana sob o efeito de uma
carga transversal. A membrana é quadrada, de lado 240 in e espessura 0,004167 in, fixa nas
quatro bordas. O material € isotrépico, com mddulo de elasticidade 30.000 ksi e coeficiente de
Poisson 0,3, e o carregamento consiste em uma for¢a concentrada vertical de 10 kip no centro da
membrana, além de um pré-tensionamento uniforme de 80 ksi. A conversdo para o SI pode ser
feita considerando 1 in = 2,54 cm, 1 ksi = 6,8948 MPa e 1 kip = 4.448,22 N.
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Figura 56 — Tensdo normal circunferencial oy e tensdo de cisalhamento oy, no plano y3 = 0 para os
modelos analisados.
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Fonte: elaborada pelo autor.

A malha adotada, indicada na Figura 57, € composta de 32 elementos finitos de membrana

de aproximacdo linear, assim como utilizado por Levy e Spillers (2003). Adicionalmente, a

mesma malha foi analisada considerando elementos de membrana de aproximagdes quadratica e

cubica.

Figura 57 — Malha utilizada para o exemplo.

Fonte: elaborada pelo autor.

Os deslocamentos no plano médio vertical da membrana sdo mostrados na Figura 58.

H4 perfeita concordancia entre os resultados obtidos com o elemento linear e os de referéncia,

validando o cédigo implementado. Os deslocamentos calculados com os elementos quadrético e

cubico foram semelhantes, com uma diferenga nao desprezivel para o caso do elemento linear

(aproximadamente 17% e 21%, respectivamente).

As tensOes principais calculadas com o elemento linear sdo ilustradas na Figura 59. Os

resultados sdao semelhantes aos obtidos pela média nodal das tensdes por elemento calculadas
por Levy e Spillers (2003).

Adicionalmente, foi realizado um estudo de convergéncia da malha e ainda uma compa-

racdo com os valores obtidos com o elemento de sélido prismdtico de aproximacao linear na



5.7 Exemplos de validagdo 127

Figura 58 — Deslocamentos verticais no plano médio da membrana.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 59 — Tensdes principais (em ksi): primeira (esq.) e segunda (dir.).

1.213E+02 1.213E+02
1.183E+02 1.174E+02
1.153E+02 1.135E+02
1.122E+02 1.096E+02
1.092E+02 1.057E+02
1.062E+02 1.017E+02
1.032E+02 9.783E+01
1.001E+02 9.392E+01
9.709E+01 9.001E+01
9.406E+01 8.610E+01

Fonte: elaborada pelo autor.

espessura. O uso de aproximacio quadratica ou cuibica na espessura do elemento de sélido nao
produziu varia¢do nos resultados. Seis malhas foram utilizadas, conforme indicado na Tabela 3.
As malhas foram definidas de acordo com o comprimento do lado do elemento triangular ;.
Recorda-se que o modelo tem 3 graus de liberdade por n6 tanto para o elemento de membrana

quanto para o elemento de sélido.

Tabela 3 — Dados das malhas utilizadas no estudo de convergéncia.

Malha 1, (in) N.° ‘ N.° nés - Me.mbrana ' ‘ N.° né6s - Sélido '
elementos | Linear Quadrdtico Ciubico | Linear Quadratico Cubico
1 60 32 25 81 169 50 162 338
2 30 128 81 289 625 162 578 1250
3 20 288 169 625 1369 338 1250 2738
4 15 512 289 1089 2401 578 2178 4802
5 12 800 441 1681 3721 882 3362 7442
6 8 1800 961 3721 8281 1922 7442 16562

Fonte: elaborada pelo autor.
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O deslocamento vertical do ponto de aplicacdo da carga para as malhas analisadas é
mostrado na Figura 60, na qual M indica o elemento de membrana e S o de sdlido, e os nimeros

se referem ao grau de aproximag¢ao do elemento (no caso do sélido, apenas a base triangular).

Figura 60 — Deslocamento vertical do ponto de aplicacio da carga para as malhas e elementos avaliados.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Virias conclusdes podem ser tiradas a partir dos dados. Em primeiro lugar, comparando
os elementos de membrana e de s6lido, observa-se que os deslocamentos da membrana sio
sempre maiores. Isso ja era esperado, uma vez que o s6lido possui rigidez a flexdo, ainda que
pequena. Entretanto, os deslocamentos se tornam bastante préximos conforme se refina a malha
e sdo quase coincidentes para as curvas M1 e S3, mostrando que a consideracdo de elementos

sem rigidez a flexdo € coerente para este tipo de problema.

Verifica-se ainda que, para ambos os tipos de elemento, os resultados das aproximacgdes
de alta ordem foram mais préximos, ao passo que a aproximacao linear foi destoante. Uma
possivel razdo € o fato de que o elemento linear depende de maior discretizagdo para poder

representar a curvatura da estrutura, uma vez que a curvatura do préprio elemento € nula.

Em relagdo ao sélido, a maior rigidez relativa ao elemento S1 se deve ao fendmeno
de travamento, que ocorre devido a incapacidade do elemento linear representar a curvatura
de flexdao. Assim, no modelo numérico, aparece uma rigidez espuria que € responsdvel pelos
deslocamentos mais baixos nesse caso. Além disso, observa-se que a convergéncia com 0S
elementos de sélido € mais lenta do que com os de membrana, mesmo para aproximagdes de alta

ordem.
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5.7.3 Enrugamento de membrana retangular sujeita a flexao no plano

A estratégia de enrugamento adotada € avaliada em um exemplo cldssico de uma mem-
brana retangular semelhante a uma viga, sujeita a uma tensao o, nas direcdes x € y € a um
momento fletor M no plano da membrana, conforme mostrado na Figura 61. Aproveitando-se da
simetria, apenas metade da viga foi modelada utilizando 80 elementos triangulares de membrana
de aproximacdo quadréitica. A membrana tem altura /. e espessura ¢ e, a medida que o momento
M aumenta, comega a ocorrer o enrugamento na dire¢cdo y em uma largura b medida a partir da
extremidade inferior. A for¢a normal de pré-tensionamento resultante é P = oyth e médulo de

elasticidade € E.

Figura 61 — Membrana sujeita a flexdo no plano e malha de elementos finitos adotada.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Este problema € usado como benchmark em varios trabalhos, como os de Lu, Accorsi e
Leonard (2001), Akita et al. (2007) e Jarasjarungkiat, Wuchner e Bletzinger (2009). A solucao
analitica € apresentada por Stein e Hedgepeth (1961). A largura b da regido enrugada é dada por

b 0, M/ (Ph) < %
= . 1/( ) <3 . (5.129)
R\ M/ PRy~ L, <M/ (Ph) <}
Quando hé enrugamento, a tensdao normal o, na dire¢do x é calculada como
2(y/h—0/h
o @/—/2), b/h<y/h <1
T8 Gyfh—b/m) (5.130)
70 0, 0<y/h<b/h
e a relacdo entre o momento ) e a curvatura £ da membrana no plano vale
1 Eth? Eth? -1
= K K
2M Y —
) 3 2P 2P (5.131)

Ph 2 oP 1 Eth? .
s\VEmzx 2P "

Os resultados de curvatura e tensdo maxima obtidos sdo mostrados na Figura 62. A
diferenca em relacdo aos valores analiticos se deve ao cardter aproximado do enrugamento
adotado, conforme citado na subsecdo 3.3.3. Entretanto, observa-se que essa diferenca s6 €

significativa quando a estrutura estd sujeita a um nivel de enrugamento bastante elevado.
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Figura 62 — Relagdo entre: (a) momento M e curvatura ; (b) tensdo longitudinal o, € momento M.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.7.4 Vibracao livre de membrana retangular

Novamente, a formula¢do numérica implementada é comparada com resultados analiticos,
agora em um problema de vibracdo livre de uma membrana retangular. As frequéncias w podem
ser obtidas por (KABE; SATO, 2020):

2 2
w— \/(m;CM> n (WZTCM> , (5.132)
x y

sendo [, e [, os comprimentos nas dire¢des x e y, cyy = +/0pt/p, € n e m sdo as quantidades de

semiondas em x e y que definem os modos de vibracgao.

A geometria e propriedades adotadas para a membrana foram as mesmas que as do
exemplo 5.7.2, além de peso especifico v = pg = 0,284 1b/in® e aceleracio da gravidade
g = 386,22 in/s?. O mesmo pré-tensionamento foi considerado. Verificou-se que o uso da
malha estruturada ocasionou o aparecimento de alguns modos de vibracao espurios, embora as
frequéncias estivessem corretas. Dessa forma, foram adotadas duas novas malhas ndo estruturadas
na andlise, com 42 e 566 elementos finitos, ilustradas na Figura 63. Utilizou-se elementos de

aproximagdo linear, quadrética e cuibica.

As frequéncias naturais para os 6 primeiros modos de vibracio sdo mostradas na Tabela 4.
Observa-se boa concordancia entre os valores. O aumento do nimero de elementos trouxe maior
diferenca nos resultados do elemento linear, ao passo que, para os elementos quadrético e cubico,

o refinamento nao apresentou diferenca significativa.

Em relagdo aos modos de vibracao, verificou-se que o aspecto deslocado da estrutura

¢ bastante influenciado pela discretiza¢ao adotada, de forma que € necessario um refinamento
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Figura 63 — Malhas ndo estruturadas utilizadas, com 42 e 566 elementos finitos.

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 4 — Frequéncias naturais de vibracdo w (rad/s) para a membrana retangular.

Modo nm Analitico Malha 42 EF Malha 566 EF

Linear Quadritico Cubico | Linear Quadratico Cubico
1 1,1 193,09 | 200,70 193,57 193,45 | 193,99 193,45 193,45
2 2,1 305,30 | 334,13 306,82 305,89 | 308,02 305,88 305,87
3 1,2 305,30 | 335,23 307,06 305,89 | 308,05 305,88 305,87
4 2,2 386,18 | 441,66 390,17 386,98 | 391,17 386,92 386,90
5 3,1 431,76 | 512,13 436,83 432,77 | 438,63 432,60 432,57
6 1,3 431,76 | 516,51 437,14 432,79 | 438,79 432,60 432,57

Fonte: elaborada pelo autor.

adequado para representar os modos com precisdo. Com a malha menos refinada, apenas o

elemento cuibico proveu resultados satisfatérios, mostrados na Figura 64.

Figura 64 — Modos de vibracdo obtidos com o elemento ctibico e malha de 42 elementos.

Modo de vibragio 1 Modo de vibragio 2 Modo de vibragio 3
n=1m=1 n=2m=1 n=1,m=2
w =193,45 rad/s w = 305,89 rad/s w = 305,89 rad/s
Modo de vibragéo 4 Modo de vibragdo 5 Modo de vibragdo 6
n=2,m=2 n=3m=1 n=1m=3
o = 386,98 rad/s = 432,77 rad/s o = 438,79 rad/s

Fonte: elaborada pelo autor.
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5.7.5 Membrana circular inflada com acoplamento pressao-volume

Analisa-se neste exemplo uma membrana circular, inicialmente plana, fixa na borda e
inflada por uma pressao de ar constante. O objetivo aqui € validar a implementacdo da formulagdo
referente as cargas dependentes do deslocamento, incluindo o acoplamento pressdo-volume. As
cargas de pressdo neste caso sdo conservativas e a Hessiana do carregamento € simétrica, se

enquadrando nas condi¢des discutidas na subsegdo 5.2.5.4.

Este problema tem sido bastante investigado na literatura, contando inclusive com vérias
solucdes analiticas com diferentes consideragdes. Coelho, Roehl e Bletzinger (2014) apresentam
resultados numéricos e trés solucdes analiticas cldssicas obtidas por outros autores, propondo
ainda outras duas; uma delas, considerada aqui como a de referéncia, considera a acao da pressdo
normal a superficie da membrana, a existéncia de pré-tensionamento e deformacoes finitas, além
de grandes deslocamentos. Outros trabalhos que avaliaram este exemplo sdo os de Bouzidi,
Ravaut e Wielgosz (2003) e Pauletti e Rocha (2021).

O aspecto geral do problema € indicado na Figura 65a. Adotou-se uma malha simétrica
com 1248 elementos triangulares de aproximacgdo linear, com 8 divisdes na direcdo circun-
ferencial (por quadrante) e 20 na direcdo radial. Apenas um quadrante da malha é mostrado
na Figura 65b. Seguindo a andlise feita por Coelho, Roehl e Bletzinger (2014), considerou-se
a membrana com comportamento isotrépico, com mdédulo de elasticidade £ = 311.488 Pa,

coeficiente de Poisson v = 0,34, espessura unitdria e raio 0,1425 m.

Figura 65 — (a) Membrana circular sob pressao de ar. (b) Um quadrante da malha utilizada.
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Fonte: (a) Bouzidi, Ravaut e Wielgosz (2003). (b) Elaborada pelo autor.

A membrana € analisada em duas situa¢des, uma delas sem pré-tensionamento e outra
com um pré-tensionamento de 30 kPa. Em ambos os casos, o carregamento consiste em duas
etapas. Na primeira, a membrana € inflada com uma pressao de 400 kPa, sem o acoplamento
pressdao-volume. Os valores numéricos (obtidos com o c6digo) e os de referéncia de Coelho,
Roehl e Bletzinger (2014) sdo mostrados na Figura 66. Observa-se que os resultados sdo bastante

proximos.
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Figura 66 — Deslocamentos da membrana circular para a primeira etapa do carregamento (inflacdo).

0,06

0,05

0,04
E
@ 0,03

— PT =0, num.
0,02 r o PT=0,ref.
0,01 —— PT =30 kPa, num.
X PT =30 kPa, ref.
0 1 1 1 1 1
0,00 0,05 0,10 0,15

y1(m)

Fonte: elaborada pelo autor.

A segunda etapa do carregamento € a aplicacdo de uma pressao externa de 300 kPa
na membrana, considerando agora que ha um volume de ar confinado. Neste caso, a pressao
atmosférica foi desprezada e considerou-se p = p;,q,,. Para a membrana sem pré-tensionamento,
os dados de referéncia foram obtidos da tese de Coelho (2012). A Figura 67 ilustra a comparagao.

Novamente, as diferengas entre as curvas sao pequenas.

Figura 67 — Deslocamentos da membrana circular para a segunda etapa do carregamento (pressdo externa
com acoplamento pressdo-volume).
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Fonte: elaborada pelo autor.

E interessante comentar que, na andlise deste exemplo cldssico, alguns autores indicam a
rigidez da membrana diretamente como o produto E't entre o médulo de elasticidade e a espessura.
Uma vez mantido fixo o valor deste produto, os valores individuais de ¥ e ¢ ndo influenciam o
resultado dos deslocamentos da membrana sem pré-tensionamento, mas influenciam as tensoes
resultantes. No caso com pré-tensionamento, os deslocamentos também serdo influenciados,

porém os mesmos valores serdo obtidos quando a razdo o,/ E for constante.
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5.7.6 Viga engastada com carga transversal conservativa e nao conservativa

Este exemplo consiste em uma viga engastada sujeita a uma forca transversal na extremi-
dade, produzindo grandes deslocamentos (HORRIGMOE; BERGAN, 1978). Foram considerados
os casos em que a for¢a € conservativa, sempre na direcdo vertical, e também quando a forca é

ndo conservativa e atua sempre na dire¢cdo normal a viga na extremidade.

Para o caso com forca conservativa, este problema € avaliado em vérios trabalhos na
literatura normalmente empregando elemento finito de casca, como o préprio artigo de Horrigmoe
e Bergan (1978) e ainda o de Sze, Liu e Lo (2004). Aqui, para ambos os casos de carregamento,
o elemento posicional de sélido serd utilizado no modelo, com uma malha composta por 20
elementos prismdticos de aproximacdo cubica na base e na espessura, mostrada na Figura 68. A
viga tem comprimento L = 10 e secdo transversal retangular com base b = 1 e alturah = 0,1. O
material tem médulo de elasticidade £ = 1,2-10° e v = 0. A carga na extremidade € distribuida

na largura da viga e tem valor P = 4.

Figura 68 — Malha utilizada para o exemplo (em preto) e deslocamentos verticais para a carga
conservativa.
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Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 69 mostra os deslocamentos vertical w e longitudinal —u na extremidade da
viga obtidos com o cédigo implementado, considerando a carga dividida em 20 passos. Os
resultados de referéncia sao de Sze, Liu e Lo (2004) para o caso com carga conservativa e de
Horrigmoe e Bergan (1978) para carga nao conservativa. Verifica-se que o elemento posicional
de s6lido pode reproduzir com precisdo o comportamento da estrutura em grandes deslocamentos

em ambas as situagoes.

Além disso, para o caso de for¢ca ndo conservativa, a convergéncia do problema foi estu-
dada em relagdo a consideracdo da Hessiana do carregamento. A Figura 70 ilustra a quantidade
de iteragdes necessdrias em trés situacoes: (1) ndo considerando a Hessiana do carregamento
(HT = 0), apenas considerando o efeito no vetor de forgas; (2) uso da forma simétrica dada pela
Equacao 5.69; (3) uso da Hessiana assimétrica. Os resultados indicam que a consideracao da

rigidez melhora a convergéncia do problema, porém a diferenga entre utilizar a forma simétrica
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Figura 69 — Deslocamentos vertical w e longitudinal —u na extremidade do eixo da viga para os casos de
carga conservativa (C) ou ndo conservativa (NC).
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Fonte: elaborada pelo autor.

ou a assimétrica ndo € significativa. Com a Hessiana assimétrica, foram necessdrias 5 iteragdes
em todos os passos; com a Hessiana simétrica, o valor variou de 5 (passo inicial) até 10 (passo
final). Quando se adotou a Hessiana como nula, foram necessdrias 49 iteracdes no passo 19 e a
andlise ndo convergiu no ultimo passo, mostrando a importancia de se considerar a rigidez do

carregamento, ainda que em uma forma simétrica.

Figura 70 — Quantidade de iteragdes para a convergéncia de acordo com a Hessiana do carregamento H L.
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Fonte: elaborada pelo autor.

O tempo total de processamento foi de 1943 segundos (aproximadamente 32 minutos)
quando do uso da Hessiana nula (considerando apenas até o passo de carga 19), 529 segundos (9
minutos) para a Hessiana simétrica e 775 segundos (13 minutos) para a Hessiana assimétrica.
Todas as andlises foram realizadas no mesmo computador. Isso demonstra a validade de se
utilizar uma forma simétrica da Hessiana, pois, ainda que sejam necessarias mais iteracdes no
processo iterativo de solugdo, o tempo de processamento € menor do que quando se utiliza a

forma assimétrica exata.
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5.7.7 Casca cilindrica com snap through dinamico

Neste exemplo, o elemento finito posicional de sélido € utilizado na simulagdo de uma
estrutura de casca sujeita a grandes deslocamentos e instabilidade, com a geometria e apoios
indicados na Figura 71. Uma carga vertical concentrada € aplicada no centro da casca, induzindo
o deslocamento e o snap through. Esse exemplo foi apresentado por Kuhl e Ramm (1999)
utilizando elemento de casca de 8 ns com integracao reduzida e avaliado também por Siqueira
(2019) adotando elemento finito posicional de casca com a consideracdo de variacdo linear
da deformacao ao longo da espessura, resultando em um grau de liberdade adicional por n6

representando essa taxa de variagao.

Figura 71 — Geometria e condi¢des de contorno da casca cilindrica.

Fonte: Siqueira (2019).

Aproveitando a simetria, utilizou-se uma malha de 8 elementos para a discretizacao de
apenas um quarto da estrutura. Considerou-se elemento prismdtico de s6lido com aproximacao
ctibica na base e quadratica na espessura. O material tem comportamento linear, com parametros
E =210 Nm?, v = 0,25 e p = 10* kg/m?, e a espessura da casca é h = 0,10 m. A
intensidade da for¢a aumenta linearmente até um valor F' = 50 - 10° N no tempo ¢t = 0,2 s
e ¢ mantida constante dali em diante. Este valor ja € o considerado no modelo com simetria.
Seguindo Siqueira (2019), o método de Newmark foi utilizado na integracdo temporal, adotando-
se 3 =0,25ev = 0,5 e passo de tempo At = 0,0625 - 1073 s.

Inicialmente, avaliou-se a resposta da estrutura em uma andlise estdtica, com a forca
aplicada dividida em 50 passos para simular o comportamento crescente da carga (cada passo
de carga equivalendo a 4 - 1073 s). Contudo, nos resultados mostrados, o eixo de tempo sera

prolongado até ¢t = 0, 3 s para melhor comparacdo com a resposta dinamica.
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A forma de aplicacdo das condicdes de contorno no sélido tem particular importancia.
Uma vez que o elemento de s6lido possui espessura, pode-se restringir os deslocamentos de cada
uma das trés camadas de nds para impor a condi¢do de apoio. Essa restricdao deve ser realizada
em apenas uma camada de nds para que o apoio se configure como articulado. As trés condicdes
foram avaliadas — apoio na face superior, apoio intermedidrio e apoio na face inferior — e foi
observado que o deslocamento final do ponto de aplicacdo da carga apds a instabilidade difere,
nos trés casos, por um valor proximo ao da espessura da casca. A Figura 72 ilustra as diferencas

verificadas.

Figura 72 — Configuracio final da face curva da casca que contém o ponto de aplicacio da carga (esq.) e

detalhe do apoio (dir.).
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Fonte: elaborada pelo autor.

A comparag¢do dos deslocamentos do ponto de aplicacdo da carga em andlise estdtica
€ mostrada na Figura 73. Sobre os valores das duas referéncias, a estrutura de Siqueira (2019)
¢ mais flexivel devido a consideracdo de variacdo linear da deformacao da casca ao longo
da espessura, o que equivale a adotar aproximagao quadratica para posi¢oes e deslocamentos
nessa direcdo, ao passo que a de Kuhl e Ramm (1999) considera deformacdo constante na
espessura com integracdo reduzida para evitar travamento. Essas diferencas modificam o instante

de ocorréncia da instabilidade, porém sem efeito no deslocamento final.

Como esperado, o caso com os apoios do sélido na posi¢ao intermedidria € o que mais
se aproxima das referéncias, principalmente quanto ao deslocamento final. A diferenca € de
aproximadamente 1,5%. A estrutura com os apoios na face inferior foi a mais flexivel e a com os

apoios na face superior foi a mais rigida.

Observando os deslocamentos antes da ocorréncia do snap through, percebe-se que a
formulacdo implementada com o apoio intermedidrio captou a instabilidade no mesmo instante

de tempo que a anélise de Siqueira (2019), como indicado na Figura 74.

Em relacdo a andlise dinamica, os resultados obtidos com a considera¢do de apoio
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Figura 73 — Deslocamentos do ponto de aplicacio da for¢a em andlise estatica.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 74 — Deslocamentos do ponto de aplicac@o da forca antes da instabilidade.
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Fonte: elaborada pelo autor.

intermedidrio sdo mostrados na Figura 75. Apesar de uma pequena defasagem, percebe-se que os

valores sdo proximos aos de Siqueira (2019), mostrando que o codigo implementado apresentou

uma resposta adequada da estrutura em um problema com instabilidade e grandes oscilagdes.

5.7.8 Cabo sob carga concentrada

Neste exemplo, o elemento de cabo e a estratégia de pré-tensionamento sao validados

por meio da andlise de uma estrutura simples com solucdo analitica. A estrutura em questao €
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Figura 75 — Deslocamentos do ponto de aplicacdo da for¢a em anélise dinamica.
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Fonte: elaborada pelo autor.

composta por um cabo horizontal pré-tensionado com carga concentrada no meio do vao. Este
sistema foi comentado na subse¢ao 3.4.2 e, por convenié€ncia, ¢ novamente mostrado na Figura 76.
As equagdes aqui apresentadas diferem daquelas da subsecdo 3.4.2 por se considerar agora a

relag@o constitutiva em grandes deslocamentos S = K E e a existéncia de pré-tensionamento.

Figura 76 — Cabo sujeito a for¢a aplicada nas configuracdes inicial (linha tracejada) e atual (linha cheia).

Fonte: elaborada pelo autor.

Com a aplicagdo da forga externa F' no ponto central do vao, consideram-se dois elemen-
tos de cabo simétricos. O deslocamento Y € calculado igualando-se a componente vertical da

forca interna "' com a forca externa aplicada:

Y
F=2N~ (5.133)

Considerando a relacdo entre forca normal e tensdo S dada pela Equacdo 5.119 e

calculando a deformac¢ao ' com a Equagdo 5.124 para considerar o pré-tensionamento:

2
FzQ(SAol)Z:2 K1 (l) —11A : Z (5.134)

w) T2 )
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Rearranjando os termos e utilizando [ = v/Y? 4 a?, chega-se a:

F )’

p— .1
w0 (5.135)

Vo (o= (1)) Y -

que € uma equacao cubica que descreve o deslocamento Y com base na forca aplicada F' e nas

demais varidveis do problema.

A Equacdo 5.135 pode ser resolvida por um método numérico iterativo, como o método

de Newton-Raphson, para se obter o deslocamento. No caso sem pré-tensionamento, tem-se

t ~ 7z 7t
5" = a e a solugdo € direta:

1/3
Y =a <K}j40) ) (5.136)

No exemplo numérico, os valores adotados foram K = 1000, Ap = 1 e a = 5 e dois
valores diferentes de pré-tensionamento: N?* = 0 (sem pré-tensionamento), e N?* = 10, com o
valor de lgt determinado pela Equagdo 5.127. A forga externa foi aplicada de maneira gradual de
F =0até F' = 20.

A Figura 77 ilustra os resultados obtidos com o c6digo implementado (numérico) e os
valores obtidos de forma analitica, com perfeita aderéncia entre ambos. Observa-se claramente a
natureza nao linear do problema. O aumento de rigidez do sistema com o aumento do carrega-
mento vem da mudanca de inclina¢io dos cabos e da parcela de rigidez geométrica, proporcional

ao esfor¢co normal atuante.

Figura 77 — Deslocamentos no cabo em func¢éo da forca aplicada.

20,0 F
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150 r -
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125 ¢ X Npt = 10, analitico
L 10,0
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0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50
Y

0,0

Fonte: elaborada pelo autor.
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5.7.9 Vibracao livre de rede de cabos

Neste exemplo, calculam-se as frequéncias de vibracgdo livre de uma rede de cabos no
plano horizontal, mostrada na Figura 78 (OZDEMIR, 1979). A rede € composta por duas linhas
de cabos em cada direcdo com trechos de 40 in, totalizando 120 in de vao livre. Os cabos
possuem area de 0,5 in2, médulo de elasticidade 20.000 ksi e peso especifico v = pg = 0,29
Ib/in3. A forga de pré-tensionamento nos cabos é de 75 kip. A conversdo para o SI pode ser feita
considerando 1 in = 2,54 cm, 1 ksi = 6,8948 MPa e 1 kip = 4.448,22 N e aceleracdo da gravidade
g = 386,22 in/s>.

Figura 78 — Rede de cabos analisada no exemplo.

Y ¥
. <
I —G
X2
L.l

Fonte: Ozdemir (1979).

A Figura 79 ilustra os 4 primeiros modos de vibracdo da estrutura, cujos deslocamentos
ocorrem no sentido normal ao plano. A rigidez a estes deslocamentos (verticais) € exclusivamente
geométrica, conferida pelo pré-tensionamento aplicado. Os demais modos (em nimero de 8 para
a discretizacao adotada) se referem a deslocamentos no plano horizontal e consideram tanto a

rigidez eldstica quanto a geométrica, apresentando frequéncias de vibracdo maiores.

Utilizando elementos finitos de aproximacao linear e matriz de massa consistente, Ozde-
mir (1979) obteve o valor de 61,64 Hz para a primeira frequéncia de vibragdo da estrutura. A

diferenca do valor calculado no presente trabalho para a referéncia é de 0,69%.



142 Capitulo 5 Cdlculo numérico por meio do Método dos Elementos Finitos Posicional

Figura 79 — Modos de vibracdo para a rede de cabos.
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Modo de vibragdo 1 Modo de vibragéo 2
o =389.97 rad/s, f=62,07 Hz = 616,59 rad/s, f=98,13 Hz

/ ]

Modo de vibracdo 3 Modo de vibragdo 4
® =616,59 rad/s, [=98,13 Hz o =871,99 rad/s, f=138,78 Hz

Fonte: elaborada pelo autor.



143

6 ASPECTOS DA MECANICA DO CONTATO

Neste capitulo sdo descritas as bases tedricas do problema mecanico de contato sem
atrito. Primeiramente, sao discutidos alguns aspectos conceituais importantes considerando o
meio continuo e, em seguida, ¢ dada €nfase ao tratamento numérico do problema visando a

implementa¢do computacional segundo o método dos elementos finitos.

6.1 Descricao do problema do contato

Considere-se o corpo A mostrado na Figura 80, sujeito a forcas de superficie e/ou volume
aplicadas e deslocamentos (ou posicdes) prescritos. Na andlise do problema mecénico, sao
conhecidos o contorno FpA, no qual as forgas de superficie sdo conhecidas, e o contorno FUA, no
qual os deslocamentos prescritos sdo conhecidos, e busca-se determinar os campos de tensdes,

deformacdes e deslocamentos no dominio £24.

Figura 80 — Problema mecénico de um corpo isolado.

Fonte: o autor.

Para o caso da Figura 81, tém-se dois corpos A e B sujeitos a forcas aplicadas e deslo-
camentos prescritos em uma situacdo de possivel contato entre os corpos. Quando o contato
efetivamente ocorre no passo de carga ou tempo em estudo, pode-se diferenciar, para cada corpo,
os contornos /[’ 13 e I ja descritos e ainda um contorno I’ relativo a regido de contato. O indice i

indica os corpos aos quais cada contorno se refere.

Em [’ tanto os deslocamentos quanto as for¢as de superficie sdo desconhecidos, e disso
advém a necessidade de definir um terceiro tipo de contorno. Além disso, a propria extensao
desse contorno € desconhecida e deve ser avaliada no processo de célculo. No problema continuo,
' = I'P, 0 que é observado apenas de maneira aproximada em solugdes numéricas; contudo, é

usual na literatura considerar apenas um mesmo contorno [ .
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Figura 81 — Problema mecanico de contato de dois corpos.

Fonte: o autor.

E interessante observar que a formulacdo desenvolvida para o contato entre dois corpos
pode, facilmente, ser estendida para outras situacdes, como o contato de um corpo deforméavel
com um anteparo rigido, o contato entre mais de dois corpos (que consiste na interacao entre
pares de corpos), e o chamado autocontato, quando hd a interacdo entre partes diferentes do

mesmo Corpo.

Segundo Belytschko et al. (2014), os problemas de contato estio entre os problemas nao
lineares de mais dificil resolucdo por sua resposta nao ser suave. Essa ndo linearidade se verifica
mesmo em pequenos deslocamentos, haja vista que o contato pode ser entendido como uma

situacdo em que as condi¢Oes de contorno variam ao longo da analise.

O contato surge pela impossibilidade fisica de dois corpos ocuparem a mesma posi¢cao
simultaneamente, chamada condi¢do de impenetrabilidade. Dessa forma, quando hd uma tendén-
cia de interpenetracdo, aparecem restricdoes ao deslocamento dos corpos e também a aplicacdo de
forcas de um corpo sobre o outro. Conforme a Terceira Lei de Newton, essas forgas constituem

um par acao e reacao e, por isso, tem a mesma intensidade e direcao e sentidos opostos.

Existem vérios modelos que podem ser adotados para representar a interacdo na interface
entre os corpos. Neste trabalho, considera-se o modelo sem atrito e sem adesiao, de modo que

apenas for¢as normais de compressao sao permitidas nessa interface.

A Figura 82 mostra, esquematicamente, o processo de contato entre um corpo projétil
com um corpo alvo. O corpo alvo € tomado como referéncia para a definicao das varidveis de
interesse do problema. Na literatura, os corpos projétil e alvo sao muitas vezes denominados

escravo € mestre, respectivamente.

Para cada ponto P do contorno continuo do projétil pode-se associar um ponto A do
contorno continuo do alvo tal que esses pontos sejam posi¢des de possivel contato entre os
corpos. O ponto A € definido como aquele mais proximo (menor distancia) de P, o que se
obtém, matematicamente, quando o vetor que une os dois pontos € normal a superficie do alvo
(WRIGGERS, 1995), ou seja, A € a projecdo de P no alvo. A distancia orientada entre os pontos

€ chamada de gap (g) e pode ser calculada como

g it =AP=7"—gq" = g=@G"-7") 7", (6.1)

sendo 77 o vetor unitdrio normal 2 superficie em A e i as posicdes atuais dos pontos.
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Figura 82 — Processo de contato entre um corpo projétil e um corpo alvo.
projétil

\j?/

projétil A

alvo

Fonte: elaborada pelo autor.

A partir da condi¢@o de impenetrabilidade, verifica-se que

g(y,t) >0, (6.2)

no qual se explicitou a dependéncia da distincia g com a posi¢do e o tempo. Um valor nulo para
g significa que o par de pontos em questdo encontra-se em contato; valores negativos indicam
a penetragdo do projétil no alvo, o que pode ser admitido em etapas intermedidrias do célculo,

como serd discutido posteriormente.

A existéncia do contato implica no surgimento de forcas de acdo e reagdo distribuidas na
interface. A resultante p“ das forgas no alvo A pode ser decomposta em uma parcela normal a

superficie e uma parcela tangente, como mostrado na Figura 83.

Figura 83 — Componentes normal e tangente da forca de contato.

projétil

projétil

alvo

alvo
Fonte: elaborada pelo autor.

Desconsiderando-se o atrito, a componente tangencial da forga de contato p' se torna
nula. Além disso, ndo havendo adesdo entre as superficies, segue-se que a for¢ca normal de
contato deve ser de compressio. Considerando o sentido positivo dado pelo vetor 774, tem-se,

para o corpo alvo:

p" < 0. (6.3)
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As condic¢des dadas nas Equagdes 6.2 e 6.3 podem ser reunidas em uma tnica, chamada

de condi¢do de complementaridade:

g-p"=0. (6.4)

6.2 Discretizacao e deteccao do contato

Em relacdo ao problema de contato em duas dimensdes, uma das técnicas mais adotadas
na discretizacdo das interfaces € a n6-a-segmento, que considera uma interface composta por
elementos nodais (projéteis) e a outra composta por segmentos de linha (alvos). Neste trabalho,
que estuda o caso de estruturas de membrana no espaco tridimensional, utilizou-se uma estratégia
semelhante denominada né-a-superficie, na qual se considera os nds projéteis incidindo em uma
superficie alvo composta por elementos de drea. Essa situacio € vdlida mesmo para o elemento
finito posicional de sélido, porém, por simplicidade, as dedug¢des relativas a deteccao terao

enfoque no elemento de membrana.

Para verificar se houve contato no passo de carga ou tempo em andlise, € necessdrio
avaliar a condi¢ao de impenetrabilidade (Equagdes 6.1 e 6.2). Se a impenetrabilidade foi violada,
houve contato entre o né projétil e o elemento alvo e o contato deve ser ativado. Entretanto,
para corpos de pequena espessura, como as membranas, o contato pode ocorrer tanto pela parte
superior quanto pela parte inferior do elemento, de modo que a Equagdo 6.2 ndo € suficiente para
verificar a impenetrabilidade, como mostrado na Figura 84. Uma vez que g carrega o sentido do

vetor normal, € possivel que um par projétil-alvo com g < 0 ndo esteja em contato.

Figura 84 — Contato pelas partes superior e inferior do elemento finito de membrana. O elemento
destacado € a superficie alvo.

Fonte: elaborada pelo autor.
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As duas situagdes de contato sdo:

a) o projétil se aproxima pela parte superior (g > 0) e o contato ocorre no passo de carga
ou tempo em que g < 0; ou
b) o projétil se aproxima pela parte inferior (¢ < 0) e o contato ocorre no passo de carga ou

tempo em que g > 0.

Conclui-se que o contato deve ser ativado quando existe uma mudanga no sinal do escalar
g de um passo de carga ou tempo em relacdo ao anterior. Portanto, considerando que nao ha
contato na situagdo inicial, a primeira etapa da anélise € o cdlculo dos valores de g para cada n6
projétil e cada elemento alvo de modo que seja possivel a verificacdo da mudanga do sinal no

passo seguinte.

No célculo de g, o n6 projétil P é conhecido e a projecdo A no elemento alvo deve ser
determinada por meio das coordenadas adimensionais &; e &. Para elementos de membrana
de aproximacao linear, o vetor normal € constante e a determinagdo da projecdo € direta. Para
aproximagodes de ordem superior, a normal varia ao longo da superficie e o problema se torna
nao linear, necessitando de uma tentativa inicial para &; e & que serd atualizada no decorrer do

processo iterativo de solucdo.

Sabendo que o vetor AP = y¥ — ¢ deve ser normal & superficie na projecdo, obtém-se

o seguinte sistema de equagdes, em notacao indicial:
(VYA T =0
5 (6.5)
(V" =y 12 =0
sendo T e T2 vetores tangentes no ponto projecdo, calculados da mesma forma que no caso da
determinac¢do dos eixos locais. Essa relagdo € recordada aqui por conveniéncia:
o1 9% _ 99" 72 _ 9% _ 99"

1 _ — 2T ya_ paye e 2 _ —
! 0& /S A ‘ 3 3

Yo =03YS.  (6.6)

Na Equacdo 6.5, tanto as coordenadas do ponto A quanto os vetores tangentes dependem
das incégnitas &; e & por meio das funcdes de forma ¢. Calculando a solug@o por meio do

método de Newton-Raphson e utilizando uma barra para denotar os valores no ponto tentativa,

tem-se:
( o= _ W OTH oy A T [ _ 0T YA ]
VP —vyAT 4+ |(YE —YvA) =L — L TH AL + (VP —YA) =L — LT A
( i i ) i _( i i ) agl 851 i ] 51 _( i i ) 852 852 i ] 62
=0
o= T W OT? oYy A ] [ _ W OT?2 YA ] ‘
YEP—YN T2+ |(VP—YA) ==L — T2 A + |(VE -V — — T2 A
( (3 ) ) ) _( ) (3 ) 851 851 ) | 51 _( 7 (3 ) 852 052 ) | 52
\ —
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As derivadas que aparecem na Equacdo 6.7 sdo calculadas como:

ovA ovA
i = 7_;.1’ ¢ == 7—;27 (68a)
73} 082
oT} . oT? - ort  or? .
L= ¢9,Y =D} L= 9%Y " =DP - =—=0¢%Y"=D" (68b
agl A1+ 4 ] 852 2251 ] a§2 8€1 12454 7 ( )
Substituindo na Equagdo 6.7 e organizando na forma matricial:
(7 -V DR -TT (v -y DR -] [aa] _[- 0 =¥ T o
(Y'iP _ yiA) D2 — TIT? (YiP _ YiA) D2 — T272| | A& | (YiP _ *A) 2 '

A Equacdo 6.9 é resolvida iterativamente até alcancar a convergéncia, definida como

|AE]| < tol2, (6.10)

com o valor tol2 = 1073 sendo utilizado no cédigo computacional.

Ap6s o célculo das coordenadas adimensionais &; e &, ainda € preciso verificar se a

projecdo A se encontra dentro do elemento alvo, ou seja, se sdo atendidas as condicdes

0<&6 <1, 0<& <1, 0<1-&§&—-& <L (6.11)

Atendidos os limites da Equacdo 6.11, calcula-se g com a equagdo 6.1. O vetor normal

unitario 74 é calculado facilmente como
NA=T'xT? e (6.12a)
NA
T T (6.12b)

Finalmente, caso g tenha mudado de sinal em relagdo ao passo anterior, as condicdes de

contato devem ser ativadas para os graus de liberdade do n6 projétil e do elemento alvo.

6.3 Equacao de equilibrio do problema do contato

A partir da descri¢do do problema e das varidveis definidas, escreve-se a equacao de
equilibrio do problema com contato. Assumindo que existe contato no passo de carga ou tempo
em andlise, o funcional de energia mecénica /] passa agora a integrar uma parcela de energia
potencial relativa ao contato:

II=P+U+K+C. (6.13)

A equagdo de equilibrio € escrita por meio da primeira variacdo do funcional:

511 = 6P + 6U + 6K + 6C = 0. (6.14)
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Tendo em vista que a formulagdo adotada utiliza as posi¢des como incdgnitas, pode-se

reescrever a Equagdo 6.14 como

a—H(SY = a—PéY + a—U(SY + a—KcSY + 6—05 = (6.15)
oY oY oY oY oY

e, pelo fato de a variacao de posi¢cdes ser arbitraria, tem-se

8P 8U (‘3K ac _ 6.16)
OY 6Y ay 8Y

que € a nova equacdo de equilibrio, sendo o ultimo termo do lado esquerdo o vetor de forcas de
contato: .
Feont = —— (6.17)
oy

A Equacao 6.16 é um sistema de equagdes nao lineares que, conforme apresentado na
subsecdo 5.1.5, € resolvido pelo método de Newton-Raphson. Para isso, é necessério calcular
a segunda derivada do funcional de energia (matriz Hessiana), que terd uma contribui¢do da
energia relativa ao contato:

Heomnt = —?20 = (6.18)
Y ® Y

procedendo-se, entdo, ao cédlculo da variagdao de posi¢cdes por meio do processo iterativo.

Pela condi¢do de impenetrabilidade, tem-se que g = 0 para os pares de pontos em contato.
Logo, a parcela de energia relativa ao contato deve obedecer a essa restri¢do, incidindo em um
problema matematico de minimizac¢ao (ou otimizacao) restrita, havendo vérias técnicas passiveis
de uso para a resolugdo. Neste trabalho, sdo utilizadas duas delas: a técnica da penalizagdo e o

uso de multiplicadores de Lagrange.

6.4 Imposicao das condicoes de contato utilizando penalizacao

A ideia do método da penalizagdo € a de transformar o problema de minimizagao restrita
em minimizag¢do irrestrita por meio do seguinte funcional de energia para cada par né-superficie
em contato:

1
Ccren = §ng2, (6.19)

no qual 7 é uma constante escalar. O método trabalha “penalizando” violag¢des da restricdo g
com o acréscimo de grandes quantidades de energia ao sistema, for¢ando o valor minimo de I/
para os limites do intervalo delimitado pela restricdo g (LAURSEN, 2002). Para ilustrar este
conceito, o grafico do funcional de energia para um exemplo em que em que o equilibrio com

contato ocorre na posicdo y = 1 é mostrado na Figura 85.



150 Capitulo 6 Aspectos da mecdnica do contato

Figura 85 — Griéfico do funcional de energia total /I com penalizac¢do para um problema genérico em que
o equilibrio com contato ocorre paray = 1.
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Fonte: elaborada pelo autor.

O aumento no escalar 1 forca o minimo do potencial para a posi¢dao y = 1. Entretanto,
essa posi¢ao € apenas aproximada, de modo que o equilibrio € obtido com alguma penetracdo. A

penetracdo nula seria obtida com o parametro 7 tendendo ao infinito.

E possivel perceber a similaridade do funcional da Equacio 6.19 com a energia associada
a uma mola de comportamento linear. De fato, pode-se atribuir ao método o significado fisico da
consideracdo de molas de rigidez 7 entre os pares né-superficie em contato, de modo que uma

penetracdo g < 0 corresponde a uma forca de contato proporcional a essa penetracdo.

O método da penalizagdo apresenta implementacao computacional simples e ndo aumenta
a quantidade de incégnitas no célculo. Entretanto, a restricdo ndo é imposta de forma exata e
o parametro 7 (rigidez da mola) possui um valor arbitrario que depende de calibragc@o. Valores
altos diminuem a penetrag¢do, porém podem resultar em um mau condicionamento do sistema de
equagoes; valores baixos permitem penetracdes elevadas, de maneira que o modelo matematico

pode se distanciar do comportamento fisico.

6.4.1 Forca de contato utilizando penalizacao

O vetor de forgas de contato € a derivada do funcional da Equacdo 6.19 em relagdo as

posicdes. Utilizando notagdo indicial:

acrer g
ave  Moye

7

(Feom)? = (6.20)

Para calcular a derivada de g, inicialmente escreve-se a Equacdo 6.1 da seguinte forma,
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também em notac¢do indicial:
g=(Yy —Y]) m, 6.21)

na qual o indice O foi utilizado para denotar o n6 projétil, que ndo estd contido no elemento
finito, e o ponto projecao foi expresso com as coordenadas nodais e fungdes de forma. Os indices

mudos ~ e k indicam n6 do elemento alvo e direcao, respectivamente.

Efetuando a derivacao, obtém-se:

0 0 P
8ygq = gy« [(Yko - le:) nk} = (Okil0a — @ Okidya) N + (Yko — QZWY,:) a;];, (6.22a)
0 9
aYQQ = (800 — ¢"0ya) i + (V) — ¢7Y]) a&T/LZ , (6.22b)

com o indice ¢ (dire¢do) variando de 1 a 3 e o indice o (nd) variando de O (n6 projétil) até o

nimero de nés do elemento finito npe.

As derivadas do vetor normal a superficie também aparecem no cdlculo das forgas
internas para o elemento de membrana (subsecdo 5.4.3). Na ocasido, foi demonstrado que essas
derivadas ndo precisavam ser incluidas devido a considera¢do do elemento em EPT. Contudo, na
determinacdo das forcas de contato em grandes deslocamentos, as derivadas do vetor normal
nao podem ser desprezadas. O Apéndice A contém as deducdes das derivadas e expressdes

relacionadas.

O segundo termo entre parénteses da Equacdo 6.22b € o vetor que une o ponto proje¢ao
ao no projétil e pode ser escrito como AP = g - 1, ou seja, o vetor AP ¢ proporcional (mesma

dire¢do) que o vetor normal unitario e tem “tamanho” g (g pode ser negativo). Substituindo na

Equacao 6.22b:
89 E)nk @
ova (600 — @7 0ra) i + (g k) ove (60 — #70va) M + g (ndn) (6.23)

na qual se utilizou de uma nota¢ao mais compacta para indicar o produto entre o vetor normal
unitdrio e a derivada (indice mudo k). Da Equagdo A.14, tem-se que (ndn); = 0, portanto:
dg
Yy~

= (800 — ¢"0ya) 1. (6.24)

A contribui¢do no vetor de forcas de contato é dada por
(F™)% =1g (b0 — ¢701a) 1. (6.25)

A expressdo entre parénteses tem os seguintes valores:

1, (6.262)
— 8™ (6.26b)

a=0 = (000 — ¢704a)
a=1..npe = (000 — ¢7040)

Verifica-se que a for¢a de contato tem valor 7g, como esperado para o método da
penalizacio. Esse valor € aplicado no né projétil O e distribuido nos nés do elemento alvo

conforme os valores das funcdes de forma ¢“ avaliados no ponto projecao.
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6.4.2 Matriz Hessiana do contato utilizando penalizacao

A contribuicao na matriz Hessiana da parcela do contato ¢ obtida por meio da derivada
da forca de contato em relagdo as posi¢oes. Usando a Equacio 6.20, tem-se:

ag O (Fe™) 0 < dg > 9%g dg dg
Hcont B — {— = -+ 6.27

J

A primeira derivada de g j4 foi calculada (Equagdes 6.22b e 6.24). Calculando o produto
das derivadas com a Equacgdo 6.24:
dg g
WW = ((5()& — ¢’757a) (605 — ¢76%8> ninj. (628)
¢ J
Deve-se destacar que, embora o termo (ndn); da Equagdo 6.23 seja nulo e néo aparega

na expressao final da for¢ca de contato (Equagdo 6.25), as derivadas desse termo nao sdo nulas e

precisam ser consideradas. Assim, a segunda derivada de g € calculada a partir da Equagdo 6.22b:

829 0 g ony,
= —_ . YO _ ’yy’y
ay;aay;ﬁ ay;ﬁ (5004 Cb 5’701) n; + ( k ¢ k ) 83/;0‘ )
.29
= (8o — 70 )% + (6kj005 — " O1j0y5) ony, 4 (Yo _ GWYV) 0?ny | ( )
o Yo aY]ﬁ J 7 aifza k k a}/;aﬁ}/‘;ﬁ

Colocando d;; em evidéncia e expressando Ultimo termo entre parénteses em fungdo de

geng:
829 anl an a2n
Syapy? = (o0 = 9701a) =75+ (G0 — 670ys) g+ (97) S s a’; 5 (6302)
7 j j i f f
o . X
3Y"‘§Yﬁ = (%00 = ¢70a) (dn’)f + (0s — ¢704s) (dny); + g (nd2n)ij6 ; (6.30b)
i 94y

na qual o vetor normal unitdrio e seu produto com a derivada segunda foram expressos com a
(e (e
: ;

nota¢do compacta. Os valores de (dn;); e (nd?n)lf sdo dados pelas Equacdes A.13 e A.20,

respectivamente, e as Equacgdes 6.26 valem para os dois primeiros termos entre parénteses.

Finalmente, a matriz Hessiana do contato para a penalizagdo pode ser escrita como

0%g

9 (6.31)
(e} 5
QY dY;

e
(H™) =1 (00 = ¢7050) (Oos — &7 0vp) man; + g

Percebe-se que, na Hessiana, hd a contribui¢cdo de um termo proporcional a forca de
contato ng. Esse termo se assemelha a uma rigidez geométrica para o contato e se anula no
caso de pequenos deslocamentos, em que o vetor normal pode ser considerado constante e as

respectivas derivadas sdo zero.
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6.5 Imposicao das condicoes de contato utilizando multiplicadores de

Lagrange

No método dos multiplicadores de Lagrange, a restri¢do € incluida de modo explicito por
meio de uma nova varidvel A, denominada multiplicador de Lagrange. Isso equivale a considerar,

para cada par né-superficie em contato, a seguinte parcela no funcional de energia:

Cl9 = \g. (6.32)

Como g = 0 para impor a restri¢do, o novo termo somado € nulo e ndo altera a energia to-
tal do sistema; entretanto, a inclusdo do termo permite que a minimizacao seja feita considerando

a restricao.

Assim como no caso da penalizacdo, € possivel associar um significado fisico ao método
do multiplicadores de Lagrange quando aplicado ao problema do contato. Sendo g uma funcao
de deslocamento e o termo \g uma parcela de energia (semelhante a energia potencial de forcas
externas, P = — Feot . 37'), depreende-se que o multiplicador de Lagrange é o valor negativo da
forca de contato na interface. Além disso, para o modelo de contato utilizado neste trabalho,
em que apenas forcas de compressdo sdo admitidas, infere-se da Figura 84 que o sinal da forca
de contato no né projétil deve ser o mesmo que o da distancia g antes do contato; logo, o
multiplicador de Lagrange deve ter sinal oposto. A situacdo em que A e g tem 0 mesmo sinal

indica trag¢do na interface e, nesse caso, o contato deve ser desativado.

O uso desse método permite que as restri¢des sejam impostas de forma exata, sem interpe-
netracdo. Entretanto, os multiplicadores sdo novas incognitas que precisam ser calculadas e isso
aumenta o numero de graus de liberdade do problema, tornando a implementagdo computacional
mais complexa que a do método da penalizacdo. Dessa forma, para a determinacao da forca de
contato e da matriz Hessiana do contato, as derivadas do funcional da Equacdo 6.32 devem ser

calculadas em relacdo as posi¢des e também em relacao aos multiplicadores .

Além disso, a solugdo do sistema pelo método de Newton-Raphson se dd de forma
iterativa, de modo que € necessdrio uma tentativa inicial para o multiplicador de Lagrange e esse
valor € atualizado ao longo das iteracdes. O sistema de equacdes pode ser escrito na forma:

AY o .
r (=0 (). (6.33)

sendo A um vetor com os multiplicadores de Lagrange para todos os nés que entraram em

contato.
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6.5.1 Forca de contato utilizando multiplicadores de Lagrange

Para se obter a for¢ca de contato, deriva-se o funcional da Equacao 6.32. A derivada em

relagdo as posi¢coes vale

a« ocren g
Fert)T = = . 6.34
( ) 7 a}/ia ayia ( )
A derivada de g € dada pela Equacgdo 6.24. Substituindo na equagdo anterior:
(F™) = X(Goa — ¢"05a) ns. (6.35)

Essa equagdo demonstra que a forca de contato tem valor ), aplicado diretamente no
no6 projétil O e distribuido nos nés do elemento alvo conforme os valores de ¢*. Conclusao

semelhante foi obtida para o método da penalizagdo.

Como os multiplicadores de Lagrange também sdo incdgnitas, ainda é necessario fazer a
derivacdo do potencial de energia em relagdo a A para se obter a contribuicio no vetor de forcas

de contato para o respectivo grau de liberdade:

B acfpen
)N

(Femt)’ =g. (6.36)

Como s6 existe um multiplicador de Lagrange para cada né projétil, optou-se por

representar o grau de liberdade do multiplicador com o préprio indice A na Equagdo 6.36.

6.5.2 Matriz Hessiana do contato utilizando multiplicadores de Lagrange

A matriz Hessiana do contato para os multiplicadores de Lagrange é obtida derivando-se

as Equacdes 6.35 e 6.36 em relagdo as posicoes e ao multiplicador:

o a(Fcont)?‘ B < ag ) a2g
Hcont ﬁ — ) =\ —
(H) oYe e

Py oy
A [(50a — §76,0) ()] + (S0 — ¢78,) (dn)* + g (nd2n)?’ | ; (6.37a)

J

o 8 Fcont o a a 8
(e = L 0 (0 00) = 20— (o= 0 m (6375
cont A _ 8(Fcont>/\ B ag B '
(1) = = = gy = s = Pl (6370
Fcont A
(Hem)™ oF™)” _ 99 _ (6.37d)

o\ O
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6.6 Estabilidade numérica de problemas dinimicos com restri¢coes

Na subsec¢do 5.1.4, foi indicado que o uso de integradores temporais nos problemas dina-
micos deve levar em consideracdo a estabilidade numérica da resposta, podendo ser necessario o
emprego de algoritmos que inserem amortecimento numérico no sistema. Cardona e Géradin
(1989) e Géradin e Cardona (2001) demostram que a avaliacdo da estabilidade em sistemas com
restricdes, como o caso do contato, possui algumas particularidades em relagdo aos sistemas sem
restricdes. Isso € mais relevante no uso dos multiplicadores de Lagrange, em que as restri¢des
s@o consideradas de maneira explicita, porém as conclusdes dos autores também sdo importantes
para a situagdo em que as restri¢des sdo impostas de forma aproximada, como no método da

penalizacdo.

Conforme j4 descrito, os multiplicadores de Lagrange sdo incognitas (graus de liberdade)
que sdo adicionados ao sistema dindmico. Entretanto, constata-se que nio existe nenhuma massa
associada a estes novos graus de liberdade. Considerando que o sistema seja composto por
n graus de liberdade de movimento e m multiplicadores de Lagrange, pode-se demonstrar
que o problema de vibragdo livre associado tem como solu¢do n — m frequéncias finitas e m
pares de frequéncias +00 e —oo. Isso mostra a importancia do uso de algoritmos de integracdo
com amortecimento numérico para estes casos, tendo em vista que as frequéncias altas podem

prejudicar a resposta.

Em relacdo aos métodos utilizados nesse trabalho, os autores indicam que existe uma
instabilidade fraca no método de Newmark sem amortecimento numérico que o torna incondicio-
nalmente instiavel em andlises de tempo mais longas. Sobre o a-generalizado, Géradin e Cardona
(2001) fazem a ressalva de que, para o método ser estdvel, € necessdrio que o, # vy €, portanto,

Poo # 1, impedindo o uso do método sem dissipagao.

Além dessas observagdes, acrescenta-se aqui ainda o fato de que, para o caso dos
multiplicadores de Lagrange, a existéncia de autovalores negativos faz com que a matriz do
sistema de equagdes deixe de ser positiva definida para se tornar indefinida. Isso deve ser levado
em conta na escolha da rotina computacional de solucao do sistema, tendo em vista que vérias
rotinas sdo especificas para o caso de matrizes positivas definidas e, por isso, inadequadas para

este problema.

Tendo em vista esse pormenor, este trabalho utilizou duas rotinas computacionais dife-
rentes para calcular a solugdo do sistema de equagdes lineares. Para o caso geral, foi considerada
a rotina HSL MAS87 (HSL, 2016), especifica para matrizes positivas definidas. Quando do uso
dos multiplicadores de Lagrange, foi empregada a rotina HSL. MA86 (HSL, 2016) para sistemas
indefinidos. Esta segunda rotina também foi utilizada nos exemplos numéricos em que a estru-
tura apresenta instabilidade, com a matriz Hessiana possuindo determinante (e pelo menos um

autovalor) nulo ou negativo.
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6.7 Exemplos de validacao

Apresentam-se aqui alguns exemplos numéricos para validar a formulagdo posicional do

contato para elementos de membrana e de sélido.

6.7.1 Membrana em contato com anteparo rigido

Para verificar o contato entre elementos de membrana, analisa-se o exemplo de uma
membrana circular, fixa nas bordas, sujeita a uma pressdo uniforme que induz o contato com
um anteparo rigido. Este problema foi avaliado experimentalmente por Xu e Liechti (2010), que

também propdem uma solugdo analitica aproximada. O arranjo estudado € indicado na Figura 86.

Figura 86 — Membrana circular sujeita a pressdo em contato com anteparo rigido.

Fonte: Xu e Liechti (2010).

A membrana ensaiada € um filme de polietileno tereftalato (PET) com mddulo de
elasticidade F = 4,65 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,34 e espessura h = 3 um. O didmetro
2a € de 20,32 mm e verificou-se uma tensao residual de 7,5 MPa, que foi considerada como um
pré-tensionamento. Sob o efeito de uma pressao varidvel p, a membrana horizontal desenvolve
deslocamentos w até entrar em contato com um anteparo de vidro situado a uma distancia g =
203 pm. O que se busca € a determinagdo do raio de contato c de acordo com a pressdo p aplicada.
Pelas dimensdes apresentadas, verifica-se que este problema é de pequenos deslocamentos e a
direcdo considerada para a pressao (vertical ou normal a superficie) tem pouca influéncia nos

resultados.

A andlise numérica do presente trabalho considerou a pressdo p variando de 0 até 1040
Pa em 52 passos de carga (20 Pa por passo). Utilizou-se uma malha semelhante a empregada
em exemplo anterior (subsecao 5.7.5), com 1248 elementos triangulares, mostrada na Figura 87.
Duas andlises foram realizadas, considerando elementos de aproximagdo linear (641 nds na
malha) e quadrética (2529 nés). O contato foi avaliado com a penalizac¢do (n = 10°) e com os
multiplicadores de Lagrange, resultando em respostas praticamente coincidentes. A tolerancia

considerada no processo iterativo foi tol = 1079,
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Figura 87 — Um quadrante da malha utilizada.

Fonte: elaborada pelo autor.

Os valores do raio ¢ da drea em contato obtidos com os elementos linear e quadratico
sao mostrados na Figura 88, juntamente com a solugdo analitica aproximada e os resultados
experimentais da fase de carregamento de Xu e Liechti (2010). Inicialmente, observa-se que
as curvas numéricas possuem trechos horizontais, indicando que o raio de contato ndo variou
entre alguns passos de carga consecutivos. Isso ocorre devido a discretizacdo né-a-superficie,
que faz com que o contato s6 seja detectado quando o né da membrana se desloca uma distancia
g, mesmo que a regido intermedidria do elemento j4 tenha atingido o anteparo. Esse efeito é
menor na malha com elementos quadraticos porque a quantidade de nés é maior, apresentando

variacdo mais continua.

Apesar disso, verifica-se que os resultados obtidos com ambos os elementos foram
bastante préximos aos de referéncia, validando a formulacdo implementada. A pressdo para a
qual o contato se iniciou nas anélises foi de 220 Pa (passo 11), predizendo corretamente o valor

experimental de 218 Pa.

Figura 88 — Raio de contato da membrana em fun¢ado da pressio p aplicada.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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6.7.2 Blocos em contato

Este exemplo consiste em um conjunto de dois blocos em contato sob a a¢do de uma
for¢ca concentrada, com a base do bloco inferior totalmente fixa. O exemplo foi apresentado
originalmente por Parisch (1989), mas também foi avaliado por Soares (2021) utilizando a
formulacdo posicional. A Figura 89 ilustra o problema e a discretizagdo adotada por ambas
as referéncias, que utilizaram elemento de sélido hexaédrico de 8 nés. Aqui, foi utilizado o
elemento de sélido prismético de base triangular com as malhas indicadas na Figura 90. Optou-se
por utilizar uma malha nio simétrica para o bloco inferior, haja vista que uma malha simétrica
sO seria possivel com o aumento do nimero de elementos finitos e isso traria diferencas nas

respostas obtidas devido ao baixo nivel de discretizacao.

Figura 89 — Blocos em contato.

P = 80000
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—A
E = 1000
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Fonte: Soares (2021).

Figura 90 — Vista superior das malhas utilizadas para os blocos superior (esq.) e inferior (dir.).

Fonte: elaborada pelo autor.

Para impedir a ocorréncia de uma Hessiana singular, foram aplicadas condi¢des de

contorno no bloco superior. Nos pontos azuis da malha da Figura 90, o deslocamento horizontal
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nas faces superior e inferior do bloco foi restringido considerando a simetria (ou seja, apenas o
deslocamento “radial” foi permitido). No n6 central (vermelho) da face superior, ao invés de se
considerar a for¢a aplicada como Parisch (1989) e Soares (2021), foi imposto um deslocamento
vertical e mediu-se a for¢a associada. Foi adotado um deslocamento total de 4,0 no sentido para
baixo, em 80 passos de 0,05, obtendo-se um grafico for¢a-deslocamento para comparagdo com o

resultado pontual (uma for¢ca e um deslocamento) das referéncias.

A tolerAncia considerada no processo iterativo (Equagdo 5.40) foi tol = 10~°. Entretanto,
verificou-se que o processo iterativo de solugdo ficava “preso” na maioria dos passos de carga,
oscilando entre as mesmas posicdes nodais. Dessa forma, foi considerado um limite de 10
iteracdes por passo, prosseguindo-se com a andlise ainda que a tolerancia especificada ndo tenha

sido atingida.

As andlises realizadas demonstraram que a estabilidade numérica é um ponto relevante
para o problema; dessa forma, seis situagcdes diferentes foram consideradas. Na imposi¢ao do
contato, utilizou-se o método dos multiplicadores de Lagrange e o método da penalizacdo com
pardmetros 7 = 10° e n = 10°, fazendo a detecgdo do contato conforme discutido na se¢do 6.2.
Ainda, observando que no problema em questdo as interfaces ndo se separam, esses trés casos
foram repetidos impondo-se que os pares no projétil e elemento alvo estdo sempre em contato.
Essa consideragdo trouxe uma melhoria expressiva na estabilidade numérica da andlise e, por

isso, serdo os principais dados utilizados na comparagao.

A Figura 91 ilustra as relagdes entre forga aplicada (por meio do controle de desloca-
mento) e deslocamento do né carregado. As linhas tracejadas indicam os resultados obtidos
impondo-se os pares de contato. Soares (2021) obteve valores proximos utilizando penalizacdo e

multiplicadores de Lagrange e optou-se por indicar apenas o ultimo como referéncia.

Figura 91 — Relag@o entre for¢a aplicada e deslocamento do né carregado. As linhas tracejadas indicam
os resultados obtidos impondo-se os pares de contato.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Para as andlises com deteccao do contato (linha continua), nenhum dos trés casos chegou
ao final dos 80 passos de deslocamento. A anélise foi interrompida nos passos 72, 80 e 27 para
multiplicadores de Lagrange, n = 10° e n = 10, respectivamente. J4 para as andlises com pares
de contato fixos ndo se verificou problemas com instabilidade numérica. Percebe-se ainda que,
com o aumento do parametro de penalizacdo 7, os resultados tendem a ser iguais aos obtidos com

os multiplicadores de Lagrange, indicando que os métodos foram corretamente implementados.

A comparagio com o valor de referéncia (deslocamento 3,7485 para forga de 80 - 103)
pode ser feita interpolando-se o resultado de forga aplicada para os passos de deslocamento
anterior e posterior. Com os multiplicadores de Lagrange, a forca calculada é de 84953, valor
6,19% superior. Essa pequena diferenca pode ser causada pela discretizacdo utilizada, com o

emprego de elementos prismaticos triangulares ao invés de hexaédricos.

Os resultados da for¢ca de contato no né abaixo do n6 carregado sdo mostrados na
Figura 92. Como esperado, essa for¢a € sempre menor que a forga aplicada, visto que os nos da
borda também entram em contato. O valor de referéncia € de 53615,1 e o interpolado com os

multiplicadores de Lagrange ¢ de 50012, diferenca de -6,72%.

Figura 92 — Relacio entre forga de contato e deslocamento do né carregado. As linhas tracejadas indicam
os resultados obtidos impondo-se os pares de contato.

.103
90
80
70
2
g 60 r Lagrange
S %0 =T Pg g105
~ o= _-=-" —Pen. n=
g o = chiny P ; 08
o he == - —Pen. n=1
g o7 s Rf? i
=\ X Referéncia
20 B ,//
10 |
0 1 1 1
0 1 2 3 4

Deslocamento no no carregado

Fonte: elaborada pelo autor.

Para o método da penalizagio, os valores de penetracdo |g| sdo de 0,4586 e 0,0610 para
n = 10° e n = 105, respectivamente. Tendo em vista que os nés do bloco inferior também tem a
tendéncia de penetrar no bloco superior, a forca de contato resultante ¢ menor que a multiplicacdo
ng para o no. A analise de Soares (2021) obteve penetragdo |g| = 0,0530 para n = 105, valor

compativel com o calculado no presente trabalho.
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7 EXEMPLOS DE APLICACAO

Neste capitulo, serdo apresentados alguns exemplos de aplicacdo do c6digo computacio-

nal implementado com vistas a demonstrar as potencialidades da formulag¢do desenvolvida.

7.1 Membrana horizontal pré-tensionada

Neste exemplo, € analisada uma membrana horizontal quadrada com lados de 8,0 m sob
um carregamento vertical de 100 N/m?2. As quatro bordas sdo fixas e a malha é composta de
2048 elementos de membrana de aproximagao linear. O material considerado possui médulo de
elasticidade £ = 200 MPa e coeficiente de Poisson v = 0,3 e a espessura da membrana é ¢ =

0,03 mm. A tolerancia utilizada no processo de Newton-Raphson foi tol = 1075,

Embora esse problema seja semelhante ao exemplo de verificagdo ja estudado, o foco
aqui € a avaliacdo do efeito do pré-tensionamento na membrana. Assim, os deslocamentos e
tensdes principais foram avaliados para dois casos: (1) pré-tensionamento uniforme de 10,0 MPa;
(2) sem pré-tensionamento (membrana frouxa). A Figura 93 mostra os deslocamentos verticais

para os dois casos.

Figura 93 — Deslocamentos verticais (em m) para a membrana com pré-tensionamento de 10 MPa (esq.) e
sem pré-tensionamento (dir.).
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Fonte: elaborada pelo autor.

Para o caso com pré-tensionamento de 10 MPa, as tensdes principais sao mostradas na
Figura 94. Para a tensdo principal 1 (0,;), 0s maiores valores ocorrem no meio das bordas e os
menores nos cantos. Para a tensdo principal 2 (0,2), observa-se um padrio decrescente a partir

do centro da membrana, também com valores nos cantos menores que no meio das bordas.
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Figura 94 — Tensoes principais (em MPa) na membrana com pré-tensionamento de 10 MPa: (0,1) (esq.) e
(0p2) (dir.).
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Fonte: elaborada pelo autor.

A matriz Hessiana na primeira iteracdo para a membrana frouxa € singular, visto que a
membrana frouxa horizontal nao possui nenhuma rigidez vertical. Para contornar este problema,
a andlise desse caso foi simplesmente iniciada a partir da configuracao final obtida do caso

pré-tensionado, eliminando o pré-tensionamento e buscando a nova configura¢do de equilibrio.

Os resultados de deslocamento vertical e primeira tensdo principal em um perfil na
metade do vao sdo mostrados na Figura 95. Como esperado, o pré-tensionamento aumenta a
rigidez da estrutura, reduzindo o deslocamento miximo de 1,1743 m para 0,8772 m (25,3%
de reducdo). As tensdes principais sao maiores para o caso com pré-tensionamento, porém a
diferenca € menor que a tensao aplicada. No meio da borda, a tensdo na membrana frouxa é
de 18,91 MPa e na pré-tensionada é de 21,69 MPa (2,78 MPa ou 14,7% maior). No centro,
a tensdo € de 13,36 MPa na membrana frouxa e de 17,81 MPa na pré-tensionada (4,45 MPa
ou 33,3% maior). Esses resultados ilustram a importancia do pré-tensionamento para conferir

rigidez geométrica as estruturas de membrana.

Figura 95 — Perfil na metade do vido: deslocamentos verticais (esq.) € 01 (dir.).

0,0 25
E -0’3 i 20 :\_’/-
§ '0 6 B E 15 \_/
£ 2
g 09 r a10r
I -1,2 + 5 L
[
_115 | 1 1 0 1 1 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Posicao horizontal (m) Posicao horizontal (m)
—— PT =10 MPa —— PT =0 MPa — PT =10 MPa —— PT =0 MPa

Fonte: elaborada pelo autor.
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7.2 Catenoide

Este exemplo estuda uma membrana com o formato cldssico de um catenoide. O ca-
tenoide ja foi discutido em um exemplo de validacdo (subsecdo 3.5.1) e o presente exemplo
utilizou a mesma geometria inicial, com r.,; = 10 m, r,; =4 m e h = 6 m. Foram utiliza-
dos elementos de membrana linear (M1) e quadrético (M2) e de s6lido quadréatico (S2) com
aproximacdo linear na espessura em uma malha simétrica composta por 2048 elementos. O
procedimento de busca da forma foi realizado com o método da relaxa¢@o dindmica considerando
um pré-tensionamento uniforme ficticio e elevacao do anel central desde a posicao inicial no
plano até a altura h. Utilizou-se a estratégia de divisdo do elemento quadratico em subelementos
lineares. A tolerancia adotada neste procedimento foi tol = ||iZ|/||X|| = 10~8. A Figura 96
ilustra a malha inicial plana e a configuracdo espacial em equilibrio obtida ap6s a busca da forma.
Para o modelo de sélido, aproveitou-se da busca da forma da membrana, considerando este
resultado como a superficie média do solido para se obter a malha correspondente de elementos

tridimensionais.

Figura 96 — Malhas do catenoide: plana inicial (esq.) e apds a busca da forma (dir.).
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Fonte: elaborada pelo autor.

A espessura e as propriedades do material sdo as mesmas que as do exemplo anterior
(E =200 MPa, v = 0,3 et = 0,03 mm) e a tolerancia adotada para o processo de Newton-
Raphson foi tol = 107°. Dois casos de carregamento foram analisados, ambos considerando
a membrana sem pré-tensionamento (frouxa): (1) uma elevagdo vertical do anel interno em
1,0 m; (2) uma carga horizontal distribuida de 50,0 N/m? na direcio x;, atuando apenas na
metade esquerda (z; < 0) do catenoide, juntamente com uma carga vertical de 0,003 N/m?
representando o peso proprio. Para o segundo caso, a carga horizontal € distribuida conforme a
area de projecdo normal a carga na configuracao inicial, ao passo que o peso proprio € distribuido

conforme a geometria (inclinada) dos elementos.

A elevacdo do anel central do primeiro caso de carregamento foi dividida em 5 passos de

0,2 m cada. Essa elevacao pode simular uma operacao real de pré-tensionamento na estrutura,
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embora o estado de tensdes resultante nio seja isotrépico. A resposta obtida com os trés elementos
(M1, M2 e S2) foi bastante proxima. As tensOes principais sdo indicadas na Figura 97. As
duas tensdes sdo ligeiramente superiores para o elemento de sélido; quanto aos elementos de
membrana, a primeira tensao principal € ligeiramente maior junto ao anel interno para o elemento

quadratico.

Figura 97 — Catenoide com elevacdo do anel interno: tensdes principais (em MPa).
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Fonte: elaborada pelo autor.

Sobre a distribui¢do das tensdes, verifica-se que o, tem, aproximadamente, uma variagao
linear, diminuindo com a distancia ao centro do catenoide. Essa tensdao € aproximadamente
constante para o primeiro passo de carga. Para ,,, os valores maximos ocorrem a certa distancia
do anel interno, porém a variacdo ainda é aproximadamente linear do ponto de maximo até as
bordas interior e exterior. Com o aumento da elevacao, hd uma tendéncia deste ponto de méximo

se distanciar do centro.

Para o segundo caso de carregamento, ocorre o enrugamento em parte da membrana
devido a auséncia de pré-tensionamento na condi¢do inicial. O modelo de enrugamento indicado
na subsecdo 3.3.3 foi utilizado tanto para o elemento de membrana quanto para o sélido (conforme

citado na se¢do 5.5).

Observando o comportamento geral da estrutura, verifica-se que apenas o lado esquerdo
(z; < 0) trabalha suportando a carga lateral aplicada, ao passo que o lado direito (z; > 0)
praticamente ndo trabalha, suportando apenas o peso proprio, que € de baixissima magnitude.

Na transi¢do entre estas duas zonas (eixo x3), 0 enrugamento tem um efeito importante.

Os resultados de deslocamento na direcao z; obtidos com os trés elementos sao mostrados
na Figura 98. Os valores numéricos sdo bastante proximos. Observa-se uma pequena diferenca
na forma das regides com deslocamentos negativos, principalmente para o elemento S2. Este
elemento também apresenta resposta com variagdo mais suave nas regides de maior enrugamento,

préximas ao eixo Ts.
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Figura 98 — Catenoide sob carga horizontal: deslocamentos na dire¢do z; (em m) com os elementos M1,
M2 e S2, respectivamente.

2.882E-01 2.920E-01 2.898E-01
2.522E-01 2.555E-01 2.536E-01
2.162E-01 2.190E-01 2.174E-01
1.801E-01 1.825E-01 1.811E-01
1.441E-01 1.460E-01 1.449E-01
1.081E-01 1.095E-01 1.087E-01
7.205E-02 7.300E-02 7.245E-02
3.603E-02 3.650E-02 3.623E-02
0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00
-6.633E-03 -6.782E-03 -5.693E-03

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 99 apresenta os deslocamentos na direcdo vertical 3. Novamente, os valores
obtidos foram préximos, com deslocamentos para baixo na face que recebe a carga. Hi um
levantamento da membrana junto ao anel interno, pelo efeito da carga aplicada, e também
deslocamentos positivos em uma regido mais a direita devido ao enrugamento. Para os elementos
M1 e M2, essas regides sdo descontinuas e seguem as linhas diagonais da malha; para o elemento

S2, aregido € maior e de variacdo mais suave.

Figura 99 — Catenoide sob carga horizontal: deslocamentos na dire¢do x3 (em m) com os elementos M1,
M2 e S2, respectivamente.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Em relacdo as tensdes, dois pontos importantes precisam ser mencionados. Inicialmente,
em linhas gerais, os resultados calculados com os trés elementos ainda foram parecidos, como
mostrado na Figura 100 para o,,. Entretanto, para o elemento M2 ocorreram concentragdes
de tensdes em alguns nds na regido proxima ao eixo x, devido ao enrugamento. A Figura 101
apresenta uma vista lateral da estrutura na qual se observam essas concentragdes, a mais intensa
na parte superior da estrutura e ainda outra na parte inferior, de menor magnitude. As tensdes na
parte superior atingiram o valor de 24,66 MPa. As concentracdes de tensao seguem as linhas

diagonais da malha, assim como no caso dos deslocamentos verticais.

Figura 100 — Catenoide sob carga horizontal: 0;,1 (em MPa) com os elementos M1, M2 e S2,
respectivamente.

7.210E+00 7.738E+00 7.790E+00
6.409E+00 6.878E+00 6.924E+00
5.608E+00 6.018E+00 6.059E+00
4.807E+00 5.159E+00 5.193E+00
4.006E+00 4.299E+00 4.328E+00
3.204E+00 3.439E+00 3.462E+00
2.403E+00 2.579E+00 2.597E+00
1.602E+00 1.720E+00 1.731E+00
8.011E-01 8.598E-01 8.655E-01
0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 101 — Catenoide sob carga horizontal: detalhe de o)1 (em MPa) para o elemento M2.
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Fonte: elaborada pelo autor.

O segundo ponto refere-se ao uso do algoritmo de enrugamento para o elemento de sélido.

Embora as respostas de deslocamento e mesmo em tensdes tenham sido semelhantes, ainda
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houve a ocorréncia de compressio nos elementos, como mostrado na Figura 102. A Figura 103
ilustra as tensdes no lado negativo do eixo x; (face em que atua a carga), com concentragdes de
tensdo proximas ao anel interno. O elemento M2 ainda apresentou concentragdes de tensdo (o,2)

na regido de enrugamento préxima ao eixo xy, com valor maximo de 7,08 MPa.

Figura 102 — Catenoide sob carga horizontal: 0,2 (em MPa) com o elemento S2.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 103 — Catenoide sob carga horizontal: 0,2 (em MPa).
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Fonte: elaborada pelo autor.

De modo geral, os trés elementos forneceram uma resposta numérica proxima. Entretanto,
para os elementos de membrana, observa-se que alguns padrdes de tensdes e de deslocamentos
seguem as linhas diagonais da malha, indicando que a orientacdo da malha pode ter influéncia
na resposta calculada. Estudos subsequentes podem analisar melhor esse efeito, considerando
inclusive o elemento quadrilatero, que nao foi implementado no &mbito deste trabalho. Quanto
ao uso do algoritmo de enrugamento para o s6lido, os resultados foram compativeis com os
obtidos com o elemento de membrana, apesar de nao impedir completamente a ocorréncia de

compressao.

Cumpre citar que, no caso do elemento de sélido, as tensdes principais foram calculadas
considerando apenas as tensdes no plano tangente a estrutura. Ou seja, considerando que o plano
tangente contém as direcdes locais 1 e 2, apenas as componentes 011, 092 € 015 foram utilizadas

no calculo de 0 e ops.
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7.3 Airbag inflado

O problema analisado neste exemplo € o de um airbag inflado pela acdo de uma pressao
interna. O airbag € composto por duas membranas quadradas unidas ao longo das bordas, com
dimensdo de 1,2 m na diagonal, e o material € isotrépico com £/ = 588 MPae v = 0,4. A
espessura considerada foi ¢ = 0,6 mm. Este exemplo aparece em vérios trabalhos da literatura,
como os de Jarasjarungkiat, Wuchner e Bletzinger (2008), Ziegler, Wagner e Bletzinger (2003),
Contri e Schrefler (1988) e Kang e Im (1999). A pressdo atuante € de 5 kPa e atua sempre no

sentido normal a membrana.

Aproveitando-se da simetria, apenas um oitavo do airbag foi modelado, com a malha
de 200 elementos triangulares apresentada na Figura 104. Essa malha € igual a utilizada por
Jarasjarungkiat, Wuchner e Bletzinger (2008) e semelhante a utilizada por Ziegler, Wagner e
Bletzinger (2003), que empregaram 100 elementos quadrilaterais. Os €ixos x; € T S0 €iX0s
de simetria e o plano x;25 é um plano de simetria. A Figura 104 mostra ainda uma vista em
perspectiva do modelo na posi¢do de equilibrio. Foram utilizados elementos de membrana
lineares (M1) e quadréticos (M2) e elemento de sélido com aproximacao quadrética na base
e na espessura (S2). Neste ultimo caso, as condi¢des de contorno referentes a simetria foram
aplicadas nos nés da camada intermedidria do sélido. No processo de Newton-Raphson utilizou-
se tol = 107°.

Figura 104 — Malha utilizada para o airbag (esq.) e posi¢ao de equilibrio (dir.).
L2

Xy

Fonte: elaborada pelo autor.

Um ponto chave neste problema € a quase singularidade da matriz Hessiana no estado
inicial. Os elementos de membrana nao possuem rigidez transversal (rigidez eldstica nula nessa
direc@o) e nao ha pré-tensionamento (rigidez geométrica nula), de modo que a tnica parcela
de rigidez vem do pressao atuante, cuja dire¢do € dependente do deslocamento. Para realizar a
andlise, Contri e Schrefler (1988) utilizaram um procedimento empregando o refino sucessivo

da malha com a imposi¢ao de posi¢des nodais e possibilidade de ocorréncia de compressao
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(depois eliminada), de modo a prover a estabilidade numérica necessdria. Kang e Im (1999)
adotaram procedimento semelhante. Jarasjarungkiat, Wuchner e Bletzinger (2008) e Ziegler,
Wagner e Bletzinger (2003) citam que consideraram um refinamento sucessivo da malha, mas
ndo explicitam o método empregado. No presente trabalho, o problema da estabilidade numérica
foi resolvido adotando-se um pré-tensionamento ficticio (imposto de acordo com o disposto na
subsecao 5.4.4) para prover rigidez geométrica, e, apos o equilibrio, esse pré-tensionamento foi

eliminado para se encontrar a posi¢ao real de equilibrio do problema.

A Tabela 5 mostra os resultados de deslocamento para os nés A, B e M da malha e ainda
a primeira tensdo principal para o né M (no modelo de sélido, foi considerado o n na camada
intermedidria). Os valores de Jarasjarungkiat, Wuchner e Bletzinger (2008) (ref. 1) e Ziegler,
Wagner e Bletzinger (2003) (ref. 2) também sdo apresentados para comparagdo. Observa-se que
ha boa concordancia entre os resultados calculados e os de referéncia. Uma possivel causa para
as pequenas diferencas € o método utilizado na consideracdo do enrugamento.

Tabela 5 — Resultados da andlise do airbag. Os indices superescritos denotam os nés
e os deslocamentos u e w se referem as direcdes 1 e 3, respectivamente.

ref. 1 ref. 2 M1 M2 S2
wM (cm) 21,75 21,60 21,91 21,82 21,86
—u®f (cm) 12,03 12,30 11,59 11,36 11,26
—u? (cm) 3,49 4,88 3,59 3,55 4,58
ol (MPa) 3,9 3,7 4,01 4,31 4,36

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma comparacdo qualitativa da configuracao final é apresentada na Figura 105. O
elemento M2 produziu contornos mais suaves que o M1, como esperado. Com o elemento S2, o
canto do airbag ficou com formato mais arredondado devido a rigidez a flexdo, ao passo que o

uso dos elementos de membrana trouxe um aspecto mais pontiagudo.

Figura 105 — Configuracdo final do airbag obtida com os elementos M1, M2 e S2, respectivamente.

Fonte: elaborada pelo autor.

Embora os deslocamentos obtidos tenham sido semelhantes, os padrdes de tensdes
principais observados apresentam diferencas significativas, como mostrado nas Figuras 106 e

107. No modelo de sélido, sdo mostradas as tensdes nos nds da camada intermediaria.
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Figura 106 — Tensdo 0,1 (em MPa) no airbag obtida com os elementos M1, M2 e S2. Os intervalos da
escala de cores do elemento M2 foram ajustados para melhor visualizacio dos resultados.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 107 — Tensdo o2 (em MPa) no airbag obtida com os elementos M1, M2 e S2.

3.577E+00 1.905E+01 4.318E+00
3.179E+00 1.500E+01 3.785E+00
2.782E+00 1.000E+01 3.252E+00
2.384E+00 8.000E+00 2.719E+00
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1.192E+00 2.000E+00 1.120E+00
7.948E-01 1.000E+00 5.869E-01
3.974E-01 1.000E-01 5.400E-02
0.000E+00 0.000E+00 -4.790E-01

Fonte: elaborada pelo autor.

Cabe destacar que no modelo de s6lido houve um efeito importante de flexao, mesmo
com a reduzida espessura do elemento. As tensdes principais méximas nas camadas inferior,
intermedidria e superior foram 4,65 MPa, 5,68 MPa e 7,39 MPa, uma diferenca nao desprezivel.

A flex@o € mais importante junto ao canto do airbag; nessa regido, as tensdes com o elemento M2
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foram bastante superiores as dos outros dois modelos. As tensdes sdo mais semelhantes no meio
do airbag, que possui curvatura quase nula, e mais dispares no canto, onde a curvatura € maior.
Isso pode estar relacionado com a capacidade de cada elemento finito representar a curvatura da

estrutura em membrana.

Observa-se ainda que, para os elementos M2 e S2, os padrdes da primeira tensao principal
formam linhas paralelas de tensdo quase constante e baixa magnitude, possivelmente indicando
uma tendéncia de enrugamento (para o M2, apenas tendéncia, pois as tensdes ainda sdo positivas).
Por meio dos resultados da segunda tensao principal, percebe-se que essa regido se encontra sob

enrugamento uniaxial, ao passo que a diagonal do airbag ndo apresenta enrugamento.

7.4 Paraquedas

O sistema estudado neste exemplo consiste em um paraquedas, inicialmente dobrado,
sobre o qual atua uma pressao de ar. Este problema foi abordado por Valdés, Miquel e Onate
(2009). A geometria inicial (rotacionada) é mostrada na Figura 108; no modelo, o eixo de
axissimetria foi considerado na vertical. O raio do paraquedas € de 1,525 m e a distancia (no
plano horizontal) dos pontos de dobra ao centro € 0,777438 m. A malha € composta por 1632
elementos de membrana e 16 elementos de cabo. Foram utilizados elementos de membrana
linear (M1) e quadratico (M2), além dos elementos de cabo lineares. Os cabos sdo ligados ao

paraquedas nos pontos de dobra e ndo se estendem sobre o dossel.

Figura 108 — Geometria inicial do paraquedas. Dimensdes em metros.
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Fonte: Valdés, Miquel e Oiiate (2009).

O material do paraquedas possui £ = 2,07 -10* Pae v = 0,3 e a espessura é t = 0,03
mm. Os cabos possuem E = 2,07 -10° Pa e drea da se¢fio transversal A = 1,3 cm?. A pressdo
que atua no paraquedas € de 5 Pa e a tolerancia considerada no processo de Newton-Raphson foi
tol =5-107°.

Assim como no exemplo do airbag, a matriz Hessiana da estrutura no estado inicial

¢é singular. Novamente, utilizou-se da estratégia de considerar um pré-tensionamento ficticio
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na andlise em um momento inicial, que foi depois removido para se obter a posi¢do real de
equilibrio.
A configuracdo final do paraquedas aberto (com o elemento M1) € ilustrada na Figura 109.

Os resultados de deslocamentos e tensdes principais sdo mostrados nas Figuras 110 a 115.

Figura 109 — Configuragdo final do paraquedas.

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 110 — Deslocamentos nas direcdes 1 e 3 (em m) no paraquedas com o elemento M1.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 111 — Primeira e segunda tensdes principais (em MPa) no paraquedas com o elemento M1.

1.658E+00
1.474E+00
1.289E+00
1.105E+00
9.210E-01
7.368E-01

5.526E-01
3.684E-01

1.842E-01
0.000E+00

7.929E-01
7.048E-01
6.167E-01
5.286E-01
4.405E-01
3.524E-01
2.643E-01
1.762E-01

8.810E-02
0.000E+00

Figura 112 — Deslocamentos nas direcdes 1 e 3 (em m) no paraquedas com o elemento M2.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 113 — Primeira e segunda tensdes principais (em MPa) no paraquedas com o elemento M2. Os
intervalos da escala de cores foram ajustados para melhor visualizacio dos resultados.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 114 — Deslocamentos nas dire¢des 1 e 3 (em m) no paraquedas com o elemento S2.

1.177E+00
9.172E-01
6.578E-01
3.984E-01
1.390E-01
-1.205E-01

-3.799E-01
-6.393E-01

-8.988E-01
-1.158E+00

0.000E+00
-1.563E-01
-3.126E-01
-4.689E-01
-6.252E-01
-7.815E-01

-9.378E-01
-1.094E+00

-1.250E+00
-1.407E+00

Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 115 — Primeira e segunda tensdes principais (em MPa) no paraquedas com o elemento S2. Os
intervalos da escala de cores foram ajustados para melhor visualizacio dos resultados.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Na Tabela 6 sdao comparados os resultados obtidos neste trabalho com os de Valdés,

Miquel e Onate (2009). De modo geral, os dados mostram um comportamento semelhante ao

observado no exemplo do airbag. Os deslocamentos sdo proximos aos valores de referéncia,

porém as tensdes sdo mais distantes. O deslocamento vertical com o elemento S2 € ligeiramente

inferior aos demais; um olhar mais proximo mostra que isso € um efeito localizado no centro do

paraquedas, ilustrado na Figura 116.

Tabela 6 — Resultados da anélise do paraquedas. Os deslocamentos u e w se referem

as diregdes 1 e 3, respectivamente.

ref. M1 M2 S2
Upmaz (€M) 1,42 1,228 1,204 1,177
—Wpaq (CM) 1,58 1,523 1,556 1,407
Op1.mazx (MPa) 2,6 1,658 24,622 7,959
Op2.maz (MPa) 0,32 0,793 14,977 3,996
Op1 centro (MPa) - 0,807 4,783 4,283
Op2,centro (MPa) - 0,793 4,630 3,996
Neapos (N) - 5,864 5912 5,438

Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 116 — Perfis do paraquedas no plano y;ys.
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Fonte: elaborada pelo autor.

O valor médximo da primeira tensao principal ndo se encontra no centro; contudo, as duas
tensdes principais no centro sao quase iguais, o que é condizente com um problema axissimétrico
(tensdes normais iguais em duas dire¢des ortogonais e tensdo de cisalhamento nula). Com o
elemento M2 ocorreram concentracdes de tensdes principalmente nas linhas que unem os pontos
onde os cabos estao ligados a membrana ao centro do paraquedas. Em menor intensidade, houve

também concentracdes nos pontos centrais das bordas dos gomos.

Em relacdo ao elemento S2, houve uma reducdo expressiva da espessura da membrana
no centro do paraquedas, chegando a t = 0,458 -10~° m. Isso causou um aumento da tensdo
calculada. Desprezando essa redugio de espessura, as tensdes no centro seriam o,; = 0,654 MPa
e op2 = 0,610 MPa.

7.5 Membrana caindo sobre base rigida

Analisa-se neste exemplo uma membrana sujeita a uma situacdo de contato dinamico.
Um tecido quadrado, com lados de 20 cm, cai sob o peso proprio sobre uma base rigida quadrada
com lados de 10 cm, com uma altura inicial de 5 cm entre os planos. O peso proprio € considerado
como uma carga uniformemente distribuida de 1,8816 N/m?, as propriedades do material sdo
E =2MPa, v =0,3 ¢ p =320 kg/m? e a espessura da membrana é t = 0,6 mm. A Figura 117
ilustra a malha utilizada, com 800 elementos finitos. Novamente, foram utilizados os elementos
M1, M2 e S2 com aproximagao linear na espessura. Nas andlises com o elemento de sélido, com
o objetivo de melhorar o desempenho computacional, foi utilizado apenas um quarto da malha
e impOs-se as condi¢des de simetria correspondentes. Além disso, para o s6lido foi necessario

considerar v = 0, como serd explicado por meio dos resultados.

Como ndo existe pré-tensionamento no tecido, 0 modelo de enrugamento foi novamente

considerado para evitar o aparecimento de tensdes de compressao e avaliar com mais precisao a
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Figura 117 — Malha do exemplo em vistas superior e lateral. Os pontos azuis indicam os cantos da base.

Fonte: elaborada pelo autor.

resposta do sistema. O contato foi imposto utilizando os métodos da penalizac¢do (considerando
n = 10 N/m) e dos multiplicadores de Lagrange. A tolerancia utilizada no processo de solu¢io
foi tol = 107°.

Para o procedimento de integrac@o no tempo, adotou-se uma discretizagdo em 10 passos
de 0,01 s seguidos por 450 passos de 10~ s, totalizando 0,145 s de analise. O contato do tecido
com a base ocorreu em ¢t = 0,1011 s. Trés procedimentos diferentes foram considerados: (1)
método de Newmark com amortecimento numérico (NAN), com os pardmetros sugeridos por Hu
(1997), (2) método a-generalizado com aniquilagdo assintética (GAA) e (3) método de Newmark

com aceleragdo constante (NAC). A Tabela 7 apresenta os pardmetros para os trés métodos.

Tabela 7 — Parametros considerados na integracao temporal do exemplo.

Método I} 0% af Qm Poo
NAN 1,00 1,50 - - -
GAA 1,00 1,50 -1 0 0
NAC 0,25 0,50 - - -

Fonte: elaborada pelo autor.

Um ponto importante a se observar € que o problema em questio € bastante sensivel
numericamente. Como o tecido ndo possui pré-tensionamento inicial, a matriz Hessiana estatica
¢ singular. A andlise dinamica é possivel devido a matriz de massa (ndo singular) adicionada a
Hessiana no sistema de equagdes; entretanto, o tecido tem peso proprio reduzido e a contribui¢do

devido ao contato (H ¢°™) também pode produzir um efeito desestabilizador no sistema.

A estabilidade numérica da andlise transiente estd relacionada ao amortecimento nu-
mérico inserido e a forma de imposicdo do contato. Dentre os trés métodos de integracdo no
tempo utilizados, o NAN é o que insere mais amortecimento numérico (mais estavel neste
problema), seguido pelo GAA e entdo pelo NAC (que ndo insere nenhum amortecimento, sendo
0 menos estavel). Quanto as técnicas de imposicao do contato, o método da penalizagcdo, que
¢ aproximado, foi mais estdvel que o método dos multiplicadores de Lagrange, que impde as

restricdes de forma exata. Ainda, os elementos finitos utilizados (M1, M2 e S2) influenciaram na



178 Capitulo 7 Exemplos de aplicagdo

estabilidade. No célculo, isso se verificou pelo fato dos métodos mais estdveis serem capazes de
permitir a andlise por mais passos de tempo, enquanto que, com 0s menos estdveis, a analise

precisou ser interrompida mais cedo pela ocorréncia de matriz singular ou resultados espurios.

Uma maneira possivel de avaliar a estabilidade (além da extensdo da andlise) € por meio
do deslocamento vertical do né central do tecido. Apds o contato com a base, o né se elevou
mais para os métodos menos estaveis e se elevou pouco (ou nada) para os métodos mais estdveis.
Contudo, para o elemento S2, a elevagdo foi maior mesmo com mais estabilidade devido a rigidez
a flexao do s6lido, como serd explicado adiante. A Figura 118 apresenta os deslocamentos com o
elemento M1 para os métodos de penalizacdo e multiplicadores de Lagrange e a Figura 119 traz

os deslocamentos para os trés elementos, considerando contato imposto por penalizagao.

Figura 118 — Posic¢ao vertical do n6 central do tecido com penalizagdo e multiplicadores de Lagrange,
utilizando elemento M1.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 119 — Posi¢ao vertical do n6 central do tecido para os elementos M1, M2 e S2, utilizando
penalizacdo.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Observando os resultados, percebe-se que a utilizacdo dos multiplicadores de Lagrange
diminuiu a estabilidade numérica da andlise, em concordancia com a discussdo feita na se¢do 6.6.
O uso de elementos mais flexiveis (M2) também prejudicou a estabilidade, ao passo que o
elemento de sélido (S2), que possui rigidez a flexao, permitiu a anélise por mais tempo que o

elemento de membrana com a mesma ordem de aproximacao.

Outras conclusdes podem ser obtidas a partir da visualizacio do tecido durante a andlise
transiente. A Figura 120 apresenta a configurac@o ao final da andlise para os elementos M1,
M2 e S2 considerando contato imposto por penalizacdo e integragdo no tempo com o método
NAN. Devido ao amortecimento numérico, o levantamento do tecido apds o contato com a base
¢ praticamente nulo (membrana) ou bastante reduzido (sélido). Nos passos de tempo finais da

analise, os cantos do tecido comeg¢am a dobrar e, para os elementos de membrana, ocorre o

auto-contato.

Figura 120 — Configurag@do do tecido ao final da andlise para os elementos M1, M2 e S2, utilizando
penalizacdo e o método NAN.
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A formulagdo numérica proposta conseguiu avaliar corretamente os grandes desloca-
mentos do problema e ainda o encaixe do tecido sobre a base, situagdo denominada draping na
literatura em lingua inglesa. Para os elementos de membrana (M1 e M2), houve uma penetragcdo
mais significativa do tecido nas bordas da base rigida. Isso ndo ocorre pelo uso do método da
penalizacdo; na verdade, essa penetracdo aparece devido a residuos numéricos nas verificagdes
de contato realizadas ao longo da analise que fazem com que o algoritmo de detec¢do acabe
falhando em alguns momentos. Isso explica o fato de essas penetracdes ndo serem simétricas.
Destaca-se que esta situagc@o de contato € bastante complexa porque hd correspondéncia perfeita
dos n6s da malha do tecido com o perimetro da base rigida e, nas regidoes de borda, existe
uma descontinuidade do vetor normal, de modo que o contato pode ocorrer em dois planos

perpendiculares distintos (ou trés, no caso das quinas).

Para o elemento de sé6lido (S2), no final da andlise, o contato do tecido ocorre apenas
com a borda da base e ndo no centro. Essa situacdo € ilustrada na Figura 121, que mostra o perfil
(corte) do tecido no plano y;y3 no centro da base (y» = 0). Isso acontece devido a presenca de
rigidez a flexao do sélido, de modo que a curvatura em que o tecido se dobra na borda € mais
suave do que com os elementos de membrana, estes capazes de permitir uma dobra a 90° sem o

aparecimento de nenhum tipo de tensdo.

Figura 121 — Perfil do tecido no plano y;y3 no centro da base, utilizando penalizacdo e o método NAN
com elemento S2.
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Fonte: elaborada pelo autor.

No inicio desta secdo, comentou-se que foi necessario considerar v = 0 para a anélise
com o elemento de sélido. Em elementos sujeitos a flexdo, existe o chamado efeito anticldstico,
que se caracteriza pelo fato de momentos fletores em uma dire¢ao produzirem curvatura nao s
na direcdo de atuagcdo, mas também em uma direcao transversal (LANZONI; TARANTINO,
2017; JOHNSON, 2000). Considerando que uma flexao longitudinal produza compressao nas
fibras superiores do elemento e tra¢do nas inferiores, devido ao coeficiente de Poisson, no plano

transversal haverd um alargamento das fibras superiores e contrag¢do das inferiores, produzindo
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uma curvatura oposta a primeira (gerando uma superficie anticldstica, portanto). No presente
problema, esse efeito gerou algum tipo de deslocamento esptrio nos cantos do tecido, sujeitos a
flexdo e grande curvatura, causando instabilidade numérica e paralisando de forma prematura
a andlise com v = 0,3. A consideracdo de coeficiente de Poisson nulo eliminou esse efeito e
permitiu que a andlise prosseguisse por todos os passos de tempo estipulados. Na Figura 122, o
tecido € mostrado no passo de tempo 340 (¢t = 0,1330 s) para v = 0,3 e v = 0, considerando
andlise com penalizacdo e NAN. Para v = 0,3, a andlise foi interrompida no passo 346 (t =
0,1336 s).

Figura 122 — Configuragdo do tecido no passo de tempo 340 (¢t = 0,1330 s) parav = 0,3 (esq.)ev =0
(dir.), utilizando penaliza¢do e o método NAN com elemento S2.

Fonte: elaborada pelo autor.

7.6 Membrana caindo sobre bola flexivel

Com o objetivo de avaliar o contato entre superficies ndo rigidas, tem-se agora uma mem-
brana caindo sobre uma bola inflada de material flexivel. A membrana € um tecido semelhante
ao do exemplo anterior (lados de 20 cm, £ =2 MPa, v = 0,3, t = 0,6 mm), porém com massa
especifica dez vezes maior (p = 3200 kg/m?) para intensificar os deslocamentos na bola. A carga
de peso préprio atuante no tecido € de 18,816 N/m?. A bola tem raio 5 cm, £ = 8 MPa, v =
0,4, p = 900 kg/m?3 e t = 0,6 mm. O peso préprio € 5,292 N/m? e atua uma pequena pressio
manométrica p,,., = 0,12 kPa. Foi considerado o acoplamento pressao-volume para a bola, com
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pressao atmosférica py;,,, = 100 kPa. Devido a pressao manométrica, a bola ji se encontra em

um estado de pré-tensionamento com o = p,,,,,7/2t = 5 kPa.

A malha utilizada para o tecido é a mesma do exemplo anterior, com 800 elementos
(Figura 117) e considerou-se apenas elementos de membrana de aproximacao linear. Para a
bola, somente a metade superior foi discretizada com a malha de 612 elementos mostrada na

Figura 123. A distancia entre o plano do tecido e o topo da bola é 5 cm.

Figura 123 — Malha da bola em vista superior e vista lateral do conjunto.

Fonte: elaborada pelo autor.

Novamente, foi empregado o modelo de enrugamento para evitar as tensdes de compres-
sdo. A discretizacao do tempo foi a mesma do exemplo anterior (10 passos de 0,01 s seguidos
por 450 passos de 10~* s, totalizando 0,145 s) e considerou-se apenas o0 método de Newmark
com amortecimento numérico (NAN) e contato por penaliza¢do com n = 10* N/m. A tolerancia

utilizada no processo de solugdo foi tol = 107°.

Os deslocamentos do né central do tecido e do n6 do topo da bola podem ser visualizados
na Figura 124. A aderéncia dos dois nés mostra que o contato foi avaliado corretamente, mesmo
com uma superficie de impacto flexivel. Mesmo com a bola sendo considerada de material com
baixo médulo de elasticidade e com uma pressdao manométrica baixa, o deslocamento maximo
do topo foi de apenas 2,62 mm (5,24% do raio) devido a rigidez fornecida pelo confinamento do
gds. Recorda-se que, conforme a Equacgdo 5.65b, essa rigidez € proporcional a pressdo absoluta,

e ndo a manométrica.

Figura 124 — Posi¢@o do n6 central do tecido e do né do topo da bola.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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A Figura 125 mostra a variacao da pressdo manométrica e do volume da bola ao longo

do tempo. A pressdo manométrica maxima atingida foi de 715,2 Pa.

Figura 125 — Variagdo da pressdo manométrica e do volume da bola.
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Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 126 ilustra a configuracdo do tecido obtida ao final da andlise dindmica. Observa-
se que o draping do tecido foi corretamente avaliado com a formulagdo proposta. Neste caso,
ndo ocorreram as dobras nas diagonais e 0 autocontato, como visto no exemplo anterior, porque

a projecao da bola € menor que a base quadrada, permitindo uma queda mais livre do tecido.

Figura 126 — Configuracdo do tecido ao final da anélise.
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Fonte: elaborada pelo autor.

7.7 Estrutura em membrana pré-tensionada: Aviario Edward Youde

Neste exemplo, analisa-se um modelo mais complexo baseado na estrutura do Avidrio
Edward Youde, em Hong Kong (Figura 127). Detalhes sobre a constru¢do podem ser encontrados
nas paginas eletronicas de Halvorsen Architects (2007), Tensinet (2023) e Hong Kong Park
(2022). A estrutura consiste em quatro arcos feitos de aco que sustentam a cobertura do avidrio,
composta de uma rede de cabos em curvatura dupla e uma tela fina de agco com a fungao de
fechamento. Ao nivel do solo, a rede de cabos € ancorada em vigas rigidas que transferem os

esfor¢os as fundacdes.
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Figura 127 — Aviario Edward Youde, Hong Kong.

Fonte: Halvorsen Architects (2007).

O modelo aqui avaliado, mostrado na Figura 128, é uma simplificacdo da estrutura real.
Apenas dois dos arcos principais estdo incluidos, ambos considerados como apoios rigidos e
de mesmo viao e altura, contidos em planos verticais. Na base, a regido entre estes dois arcos
€ delimitada por linhas paralelas e uma segunda regido da cobertura é delimitada por um arco.
O material da cobertura foi considerado como uma membrana tensionada ao invés da rede de
cabos.

Figura 128 — Malha do modelo simplificado do Avidrio (vista superior e lateral e perspectiva).
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Fonte: elaborada pelo autor.

Quanto a geometria do modelo, o vao dos arcos principais € 60 m e a altura € de 20
m, recaindo em um raio de circunferéncia de 32,5 m. O “topo” do arco da base dista 20 m do
plano vertical do arco principal e o raio de circunferéncia € o mesmo. A distancia entre os arcos
principais € de 40 m.
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A malha do modelo é composta de 704 elementos de membrana de aproximacao linear
(304 a esquerda do primeiro arco e 400 entre os arcos). Trés casos diferentes foram avaliados: (1)
fechamento na base entre os arcos em vigas rigidas; (2) fechamento na base entre os arcos em
cabos; (3) além do fechamento em cabos, a inclusdo de um cabo de refor¢o no eixo de simetria

da estrutura.

A membrana € feita de material com &/ = 1 GPae v = 0,4 e possui espessura ¢ = 0,6 mm.
Os cabos possuem E = 130 GPa e édrea da se¢do transversal A = 4 cm?. O pré-tensionamento
estipulado para a membrana é o' = 15 MPa e a forga de pré-tensionamento nos cabos (quando
existentes) € NP! = 200 kN. A carga considerada em servico é de 0,5 kN/m?, uniformemente
distribuida segundo a projecdo da estrutura no plano horizontal. A tolerancia considerada no
método de Newton-Raphson foi tol = 107° e a tolerancia no processo de busca da forma foi
tol = ||l /|| X|| = 107,

7.7.1 Caso 1: vigas rigidas na base

O primeiro caso analisado considera vigas rigidas na base entre os arcos. A fase de
busca da forma foi realizada partindo-se da malha da Figura 128, inicialmente, apenas com a
rigidez geométrica provida pelo pré-tensionamento. A malha final resultante apresentou alguns
elementos bastante distorcidos. Para melhorar o resultado, um novo calculo foi feito com a
mesma malha, mas considerando agora que os nds da regido entre arcos estdo fixos nas dire¢des
horizontais (z; e x5), podendo movimentar-se apenas na vertical (dire¢do x3). A malha obtida

dessa forma apresentou aspecto regular. Os dois resultados sao mostrados na Figura 129.

Figura 129 — Malhas obtidas com a busca da forma: sem restricdo de movimento horizontal (esq.) e com
restri¢do (dir.) para o Caso 1.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Os deslocamentos no plano de simetria da estrutura (y2 = 0) e no plano médio entre os
arcos principais (y; = 20 m) sdo mostrados na Figura 130. I é a malha inicial antes do processo
de busca da forma, BF € a configuracao obtida na busca da forma, PT se refere a atuacdo somente
do pré-tensionamento e SER sado os resultados da estrutura em servico, sujeita ao carregamento
uniformemente distribuido. Observa-se que as configuracdes BF e PT sdo iguais, indicando que
o processo de busca da forma obteve resultados aceitaveis (a posi¢cdo encontrada realmente estd
em equilibrio sob o efeito do pré-tensionamento). O deslocamento vertical mdximo em SER
(tomando BF com referéncia) é de 0,8947 m.

Figura 130 — Deslocamentos verticais da estrutura nos planos y2 = 0 (esq.) e y1 = 20 m (dir.) para o

Caso 1.
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Fonte: elaborada pelo autor.

As tensdes principais obtidas em servico sdo mostradas na Figura 131, juntamente
com a tensdo de pré-tensionamento para comparagdo. A carga vertical para baixo produz um
aumento de tensdo na dire¢cdo com concavidade para cima e uma diminui¢do da tensdo na
direcdo com concavidade para baixo. Dessa forma, a primeira tensdo principal o,,; € maior que o
pré-tensionamento e a segunda tensdo principal 0,2 € menor. O valor minimo de 0,2 € proximo a

zero, porém a membrana ainda se encontra totalmente tensionada (sem enrugamento).

Figura 131 — Tensdes principais da estrutura nos planos y2 = 0 (esq.) e y; = 20 m (dir.) para o Caso 1.
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7.7.2 Caso 2: cabos na base

No caso 2, o fechamento da regido entre os arcos principais € feito por meio de cabos ao
invés de vigas rigidas. Adotou-se um apoio intermedidrio, configurando dois vaos de 20 m para
os cabos. Novamente, iniciou-se o processo de busca da forma somente com a rigidez geométrica
provida pelo pré-tensionamento, obtendo-se uma malha com elementos distorcidos proximo a
base. Devido a presenga dos cabos, ndo € possivel restringir o deslocamento horizontal dos nés,
como feito anteriormente. Assim, optou-se por executar uma nova busca da forma considerando
arigidez elastica da membrana, resultando em uma malha de aspecto mais regular. Ambos os

resultados sdo mostrados na Figura 132.

Figura 132 — Malhas obtidas com a busca da forma: sem rigidez eldstica da membrana (esq.) e com
rigidez eldstica (dir.) para o Caso 2.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Os deslocamentos nos planos de referéncia sao mostrados na Figura 133 e as tensdes
principais na Figura 134. Embora pouco perceptivel no grafico, o uso da rigidez eldstica na busca
da forma traz uma ligeira alteracdo nas tensoes para o caso PT. A diferenca maxima (em médulo)
para o pré-tensionamento estipulado foi de apenas 0,80% nesta andlise, mas pode ser maior
dependendo dos valores de pré-tensionamento e rigidez da membrana. Fazendo um teste com
0P = 5 MPa, por exemplo, a diferenca foi de 5,08%. Observa-se também que o, é de baixa

intensidade na regido proxima ao cabo (1,255 MPa).

Quanto aos cabos, a for¢ca normal em PT ndo apresentou diferenca significativa para
o valor prescrito de 200 kN. J4 na situacdo SER, a forca nos elementos variou de 90,71 kN a
131,67 kN, uma reducdo de 54,65% e 34,17%, respectivamente.
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Figura 133 — Deslocamentos verticais da estrutura nos planos y2 = 0 (esq.) € y1 = 20 m (dir.) para o
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 134 — Tensdes principais da estrutura nos planos y2 = 0 (esq.) e y; = 20 m (dir.) para o Caso 2.
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Fonte: elaborada pelo autor.

7.7.3 Caso 3: cabo de reforco

Neste terceiro caso considera-se, além dos cabos de borda na base da estrutura, um cabo
de reforco situado no plano de simetria da estrutura. O processo de busca da forma foi realizado
considerando a rigidez eldstica da membrana (além da rigidez geométrica da estrutura) e a malha

resultante € indicada na Figura 135.

Na Figura 136 sdo indicados os deslocamentos da estrutura. Como o plano de simetria € a
posicdo exata do cabo de refor¢o, os deslocamentos nessa linha sio menores que nos outros casos,
com bastante proximidade entre os casos BF e SER. Ainda, conforme se nota nos resultados no
plano vertical entre os arcos, o uso do cabo leva a uma configuragdo final visualmente distinta

das anteriores.

As tensdes principais sdo mostradas na Figura 137. As tensdes no plano de simetria estdo
proximas ao pré-tensionamento imposto, indicando que o cabo recebe parcela significativa do
carregamento atuante. No plano entre os arcos, verifica-se que a tensdo na membrana tem uma

redugdo acentuada na regido préxima ao cabo.
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Figura 135 — Malha obtida com a busca da forma para o Caso 3.

=

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 136 — Deslocamentos verticais da estrutura nos planos ys = 0 (esq.) e y; = 20 m (dir.) para o

Caso 3.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 137 — Tensdes principais da estrutura nos planos yo = 0 (esq.) e y1 = 20 m (dir.) para o Caso 3.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Os cabos de borda na base apresentaram esfor¢cos semelhantes ao caso anterior, com
for¢a normal nos elementos variando de 98,73 kN a 138,97 kN, uma reducdo significativa do
pré-tensionamento imposto. Com os elementos do cabos de reforgo, a situacdo foi a oposta:
houve um aumento expressivo do esforco. Na regido delimitada pelo arco na base, a for¢a normal
variou de 255,58 kN (junto a base) a 316,89 kN (junto ao topo do arco principal). Na regiao

entre arcos, o esforco foi praticamente constante, proximo de 340 kN.

7.7.4 Comparacio dos 3 casos na situacio em servico

E interessante fazer uma comparagio dos trés casos estudados na situagdo em servico
(SER). Os deslocamentos no plano y, = 0 (simetria) € no plano y; = 20 m (entre os arcos)
sdo mostrados na Figura 138 para os Casos 1 e 3. Os deslocamentos do Caso 2 nestes planos
sdo semelhantes aos do Caso 1. O uso do cabo de refor¢o diminuiu significativamente os
deslocamentos verticais, fazendo o ponto médio do vao entre arcos passar da coordenada y; =
12,72 m (Caso 1) para y3 = 16,46 m (Caso 3). Entretanto, ocorre também uma mudanca na

forma, fazendo com que o aspecto no plano se torne menos arredondado e mais triangular.

Figura 138 — Deslocamentos verticais da estrutura nos planos yo = 0 (esq.) e y1 = 20 m (dir.) em servigo
para os Casos 1 e 3.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Em relagdo as tensdes, a Figura 139 traz os resultados para a comparacao. Embora os
Casos 1 e 2 sejam muito semelhantes quanto aos deslocamentos, uma pequena diferenga aparece
nas tensoes. O uso dos cabos na borda diminuiu o0, nessa regido, com pouca influéncia no
restante da estrutura. A consideragdo do cabo de refor¢co também trouxe efeitos localizados de
diminui¢do das tensdes na linha do cabo e de 0,,; na dire¢@o transversal, mas também aumentou
Op2 €m uma regido significativa na dire¢ado transversal. No plano y; = 20 m, a tensdo maxima

op1 na membrana foi ligeiramente maior no Caso 3 que nos outros dois casos.
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Figura 139 — Tensdes principais da estrutura nos planos y2 = 0 (esq.) € y; = 20 m (dir.) em servico para
0s trés casos.
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Fonte: elaborada pelo autor.

E importante lembrar que, conquanto tensoes op1 elevadas ndo sejam desejaveis por
trazerem preocupagoes quanto a resisténcia do material, tensdes o,, muito baixas trazem risco
a estabilidade da estrutura por se aproximarem do estado de perda de tensdo da membrana e
consequente enrugamento. A ocorréncia de enrugamento na estrutura, além de visualmente

desagradavel, pode levar a danos sérios sob efeito de a¢des dinamicas do vento.

Foi possivel verificar também, quanto aos cabos, que a for¢ca normal em servico foi
bastante distante da estipulada no pré-tensionamento — para menos nos cabos de borda e para
mais no cabo de reforco. Em uma situacao de projeto real, a intensidade do pré-tensionamento e
a drea do cabo seriam determinadas de forma iterativa, realizando-se vérias andlises até ajustar o

modelo as condi¢des de seguranca e dimensionamento desejadas.

7.8 Busca da forma com elementos de membrana de alta ordem

Neste trabalho, dentre os varios assuntos estudados, buscou-se fazer uma comparagao
entre o uso de elementos de membrana e sélido na modelagem das estruturas tensionadas em
membrana. Uma vez que o elemento finito de sélido possui rigidez a flexao, considerar esses
elementos com aproximacao linear recai em problemas de travamento, como demonstrado no
exemplo da subsecdo 5.7.2. O uso de elementos de alta ordem resolve este problema numérico, e
a formulagdo posicional aqui apresentada permite o uso de qualquer aproximagao tanto para os

elementos de membrana quanto para os de sélido.

Na etapa de busca da forma, como indicado no exemplo do catenoide (se¢ao 7.2), a malha
obtida para o modelo de membrana foi considerada como a superficie média para se determinar a
malha do sélido. Neste caso, foi adotada aproximacao quadratica para ambos os elementos para
se permitir a comparacdo. Entretanto, o procedimento de busca da forma por relaxacdo dinamica

¢ bem definido apenas para os elementos de membrana lineares (ver as referéncias indicadas na
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subsecdo 3.4.6.1). Apenas alguns poucos estudos sao encontrados sobre o uso de elementos de

ordens superiores, como os de Gosling e Lewis (1996a, 1996b) e Hegyi et al. (2006).

Assim, neste exemplo serd feito um pequeno estudo sobre o uso da busca da forma com
relaxacdo dindmica considerando elementos de alta ordem. Foram consideradas as duas estraté-
gias descritas na subsecao 3.4.6.1: (1) subdivisdo do elemento de alta ordem em subelementos
lineares (sub) e (2) consideracdo do elemento de alta ordem como linear, ou seja, apenas com
os nds dos vértices, e posterior distribui¢do dos nds intermedidrios de forma equidistante (dist).
ApOs a busca da forma, realizou-se a andlise mecénica sob o efeito do pré-tensionamento (PT),

considerando o elemento de alta ordem, para avaliacao do resultado.

A estrutura analisada foi o modelo simplificado do Aviario Edward Youde, estudado no
exemplo anterior, mas agora com elementos de membrana de ordem cubica. Apenas os Casos 1
e 2 foram considerados (bordas em vigas rigidas ou cabos, respectivamente). De acordo com as
andlises ja realizadas, a busca da forma para o Caso 1 foi realizada restringindo o deslocamento
horizontal dos nés entre os arcos e, para o Caso 2, foi considerada a rigidez eldstica da membrana
em conjunto com a rigidez geométrica. As tolerancias na busca da forma e no processo de

solugdo por Newton-Raphson foram tol = 1078 e tol = 107, respectivamente.

As malhas obtidas na busca da forma ndo apresentaram grande diferenca para aquelas
mostradas anteriormente (Figuras 130 e 133). Sob a atuagdo do pré-tensionamento, os desloca-
mentos no plano de simetria da estrutura (y, = 0) e no plano médio entre os arcos principais
(y1 = 20 m) ndo foram significativos. Na estrutura como um todo, esses deslocamentos também

ndo foram significativos, porém causaram variagdes de tensdo importantes em certos locais.

As tensdes principais nos planos de referéncia para o Caso 1 sdo ilustradas na Figura 140.
Com a divisdo em subelementos, os nds intermedidrios se encontram mais proximos da superficie
minima e as tensdes sdo iguais ao pré-tensionamento. Quando os nds sdo distribuidos dentro do
elemento considerado como linear, eles estdo contidos no plano definido pelos vértices e, ao se

calcular a posi¢ado de equilibrio, ficam livres para se movimentar, gerando flutuaco nas tensoes.

Figura 140 — Tensdes principais da estrutura nos planos y2 = 0 (esq.) e y1 = 20 m (dir.) em PT (Caso 1).
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Na Figura 141, tem-se o mapa de cores da tensdo o,; para a estrutura. Com os subelemen-
tos, as tensoes sofreram ligeira alteracdo apenas em uma regido localizada. J4 com a distribui¢@o
a variacao de tensdes foi mais significativa, porém a quase totalidade da membrana ficou com
tensdo entre 14 MPa e 16 MPa.

Figura 141 — Tensoes o1 (Pa) da estrutura em PT com a divisdo em subelementos (esq.) e fazendo a
distribuicdo dos nés (dir.) para o Caso 1.
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Fonte: elaborada pelo autor.

No Caso 2, a presenga dos cabos de borda demanda maior movimentacdo da malha e
as tensOes obtidas com as duas estratégias tem grandes variagdes junto aos cabos. Contudo,
como indicado na Figura 142, mesmo distante das bordas as tensdes se afastaram mais do
pré-tensionamento do que no Caso 1. Um detalhe da regido da borda (Figura 143) ilustra a

grande oscilacdo nessa regido.

Figura 142 — Tensoes principais da estrutura nos planos y2 = 0 (esq.) € y1 = 20 m (dir.) em PT para o

Caso 2.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 143 — Tens0es principais da estrutura no plano y; = 20 m junto a borda. Os resultados de o1
estdo em linha continua e os de 0,2 estdo em tracejado.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Com o mapa de cores da tensdo o, (Figura 144), verifica-se uma situagao parecida com
o Caso 1 nas regides distantes das bordas: a varia¢do de tensdo com a estratégia de distribui¢ao
foi maior, porém ainda de intensidade leve; com os subelementos, quase ndo houve variacao.
Entretanto, junto aos cabos, a distribui¢do conseguiu lidar melhor com a acomodag¢do da malha,
chegando a tensdes proximas de 40 MPa, ao passo que a tensdo alcangou valores da ordem de
1000 MPa com os subelementos. Um olhar mais préximo da malha obtida na busca da forma

(Figura 145) mostra uma distribui¢do bastante desigual dos nés dos elementos com esse método.

Figura 144 — Tensdes 0,1 (Pa) da estrutura em PT com a divisdo em subelementos (esq.) e fazendo a
distribui¢do dos nds (dir.) para o Caso 2.
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Figura 145 — Malhas obtidas na busca da forma na regido préxima aos cabos com a divisdo em
subelementos (esq.) e fazendo a distribui¢ao dos nds (dir.).

Fonte: elaborada pelo autor.

Como conclusdes deste breve estudo, verifica-se que, para malhas mais regulares (como
o catenoide estudado no exemplo da se¢@o 7.2, ou para a malha do Caso 1, com bordas rigidas e
deslocamento horizontal restringido), a estratégia de subelementos trouxe resultados aceitdveis,
encontrando a posicao de equilibrio da membrana sob o efeito do pré-tensionamento com
bastante precisdo. Entretanto, em situacdes que demandam maior movimentag¢do da malha, o
uso dos subelementos permite uma distor¢ao muito grande dos elementos, gerando problemas
numéricos na determinacao das tensdes. Com a estratégia de distribuicao dos nds, existe certa
flutuacdo de tensdo devido aos nds intermedidrios ndo terem sido considerados na busca da
forma, porém a malha gerada € mais consistente, com nds igualmente espacados mesmo em

regides mais complexas.
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulag¢do nao linear geométrica para a andlise de
estruturas tensionadas em membrana empregando o Método dos Elementos Finitos Posicional,
uma abordagem alternativa do método dos elementos finitos que considera diretamente as posi-
coes nodais como incdgnitas a serem determinadas. O equilibrio € descrito na forma lagrangiana

total e o método de Newton-Raphson foi utilizado na obtencao da solu¢ao numérica.

A principal vantagem da formulag@o posicional é operacional e consiste na consideracio
natural da ndo linearidade geométrica quando se adotam as posi¢des como parametros primarios
ao invés dos deslocamentos. A nao linearidade geométrica é especialmente importante na anélise
de estruturas tensionadas sujeitas a grandes deslocamentos, de modo que a formulagdo numérica

aqui desenvolvida € bastante adequada ao objetivo proposto.

Tendo em vista que o sistema estrutural em membrana tensionada nao € usual, incluiu-se
um capitulo com uma descri¢ao dos principais topicos relacionados, como o histérico do uso
dessas estruturas, os tipos e classificacdes, materiais normalmente empregados e o comporta-
mento destes, e ainda sobre o problema de busca da forma e os principais métodos numéricos
empregados na solucdo. O método da relaxag@o dinamica, utilizado ao longo da pesquisa quando

necessario, foi tratado com maiores detalhes.

Elementos finitos posicionais de membrana e de s6lido foram utilizados na modelagem,
em conjunto com elementos de cabo. Os elementos de sélido e cabo foram desenvolvidos
em outras trabalhos do grupo de pesquisa no qual esta se insere, porém foram integralmente
reprogramados no codigo computacional. O elemento posicional de membrana, considerado
como um solido de aproximacao constante na espessura para a obtencdo de gradientes de
mapeamento consistentes em espagos tridimensionais, € uma contribui¢do original do presente
estudo. Outra contribuicdo € a estratégia de imposi¢do do pré-tensionamento nas estruturas

tensionadas, valida para os trés tipos de elementos finitos utilizados.

A existéncia de cargas ndo conservativas dependentes das posicdes nodais, como a
pressdo de ar em estruturas pneumadticas ou o efeito do vento, foi levada em consideragdo na
formulacdo. No cédlculo da matriz Hessiana do carregamento, uma forma simétrica foi utilizada
em substituicdo a Hessiana original assimétrica e os resultados demonstraram a validade dessa
estratégia na reducdo do tempo de andlise. Para as estruturas pneumdticas, considerou-se o
acoplamento pressao-volume por meio da Lei de Boyle-Mariotte para sistemas isotérmicos. Por

meio dos resultados, constata-se que a parcela de rigidez correspondente, proporcional a pressao
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absoluta do gds confinado, é bastante relevante na resposta obtida.

Considerou-se ainda uma estratégia de enrugamento simplificada para a eliminagdo de
eventuais tensoes principais de compressdo nos elementos de membrana e sélido. Os resultados
de deslocamentos foram bastante semelhantes com os dois tipos de elementos, porém houve

certa diferenca nos valores de tensao obtidos.

Estruturas de membrana em situagdes de contato dindmico também foram avaliadas
neste trabalho. Os efeitos dindmicos foram considerados por meio de dois métodos diferentes de
integracdo temporal, o método de Newmark e o método a-generalizado. Foi verificado que a
considera¢do do amortecimento numérico inserido pelos algoritmos de integracdo é fundamental
na andlise de problemas de contato, em que ha grande instabilidade numérica. A baixa rigidez da
membrana acentua ainda mais este efeito; por outro lado, o uso de elemento de s6lido melhora a

estabilidade devido a rigidez a flexdo dos elementos.

Em relacdo ao problema de contato, adotou-se a discretizagdo né-a-superficie e a im-
posi¢do das restri¢des foi feita pelas técnicas de penalizacdo e multiplicadores de Lagrange.
Foram deduzidas as contribui¢des no vetor de for¢as e na matriz Hessiana para os dois métodos,
inclusive as parcelas relativas as derivadas do vetor normal em relacdo as posi¢des nodais no

espaco tridimensional. O método da penalizagdo se mostrou mais estdvel nas andlises efetuadas.

Uma grande variedade de exemplos numéricos foi apresentada para valida¢do do cédigo
computacional e aplicacdo da formulagdo desenvolvida em problemas estéticos e dindmicos,
demonstrando sua robustez e precisdo. Em especial, foram avaliados exemplos de draping de
tecidos ndo tensionados em bases rigidas ou flexiveis e um modelo simplificado de uma estrutura
real, incluindo discussdes sobre a busca da forma utilizando elementos de membrana de alta

ordem.

Das anadlises realizadas, conclui-se que as implementa¢des numéricas estao corretas e
que a formulag@o desenvolvida foi capaz de resolver os problemas de membranas tensionadas

com precisdo e estabilidade adequadas, seja em casos estiticos ou dindmicos.

Duas conclusdes de cunho pratico podem ainda ser destacadas. Primeiramente, a utili-
zagdo de processos de busca da forma considerando pré-tensionamento uniforme e elementos
lineares pode conduzir a resultados imprecisos para geometrias complexas. Isso porque se mos-
trou (em problemas simples) que resultados de membranas simuladas com elementos de alta
ordem sdo mais precisos do que resultados encontrados utilizando-se elementos lineares. Com-
plementarmente, nos exemplos finais, mostrou-se que a superficie “6tima” obtida por elemento
linear ainda permite a movimenta¢do da malha na andlise com pré-tensionamento. Isso leva a
conclusdo de que a membrana real, que possui infinitos graus de liberdade, possuird distribui¢ado
de tensdo distinta da esperada (uniforme) quando se realiza a busca da forma e a anélise do

problema mecanico com elementos lineares.

Em segundo lugar, a comparagdo dos resultados obtidos utilizando-se elementos de
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membrana e de sélido alerta para o fato de se ter em mente qual o tipo de material se esta
modelando. Ndo se podem generalizar os resultados da literatura (onde a utiliza¢do de elementos
de membrana € muito vasta) como sendo os resultados corretos quando o material utilizado for,
por exemplo, filme polimérico. Por outro lado, quando o material utilizado for tecido, acredita-se

que os elementos de membrana reproduzirdo melhor a realidade.

8.1 Continuidade da pesquisa e sugestoes para trabalhos futuros

Alguns topicos de interesse sobre as estruturas tensionadas nao fizeram parte do escopo
desta pesquisa e podem ser objeto de estudos posteriores. Além disso, os proprios resultados
advindos de alguns dos exemplos numéricos ensejam uma investigagdo mais aprofundada sobre

os fendmenos observados.

Neste trabalho, foi considerado apenas o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff
isotropico para os elementos de membrana e cabos. Pesquisas futuras podem estender a formula-
¢ao de modo a considerar efeitos como elastoplasticidade e ortotropia e relacdes constitutivas

mais elaboradas para os elementos de membrana.

Conforme citado na subse¢ao 3.3.3 e no exemplo da subsecdo 5.7.3, adotou-se aqui um
modelo de enrugamento aproximado no qual a rigidez eldstica da membrana ainda é considerada.
Sugere-se o desenvolvimento de um modelo mais preciso para a avaliagdo do enrugamento

utilizando a abordagem posicional.

Outro assunto que pode ser objeto de andlise sdo as metodologias de busca da forma.
Sugere-se estudar a relagao das diferentes estratégias com a formulacao posicional e também a
consideracdo de elementos de ordem superior para a membrana. Os resultados obtidos no tltimo
exemplo (secdo 7.8) podem servir como ponto de partida para a elaboracdo de métodos mais

precisos.

Na andlise do exemplo do vaso de pressao cilindrico (subsecdo 5.7.1) foi verificada a
existéncia de uma tensdo de cisalhamento espuria no modelo com elemento de membrana linear.
Este efeito pode ser mais bem avaliado e descrito em investigacao posterior. Também pode
ser estudado o efeito da orientagdo da malha triangular e ainda a implementacao de elemento

quadrilatero, como sugerido no exemplo do catenoide (se¢do 7.2).

Em relagdo ao contato, novos trabalhos podem utilizar estratégias distintas daquelas em-
pregadas aqui, como a discretizagdo com o método mortar e a imposi¢do da restricao utilizando
o Lagrangiano aumentado. Sugere-se também o uso de modelos que avaliem a troca de esforgos

na interface de modo mais elaborado, como a consideracao de atrito e adesao.
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APENDICE A - DERIVADAS DOS VETORES NORMAIS EM

RELACAO AS POSICOES NODAIS

Neste apéndice, sdo deduzidas as derivadas dos vetores normais (unitario e ndo unitario)

e expressoes relacionadas. Quando conveniente, essas expressOes serdo denotadas com uma

notacdo mais compacta para facilitar o entendimento.

As derivadas serdo calculadas em relacdo as posi¢des nodais atuais Y,*, sendo ¢ a direg@o,

variando de 1 a 3, e a 0 nd, variando de 0 (n6 projétil no caso do contato) até npe, o nimero de

nés do elemento finito (elemento alvo no caso do contato). Dessa forma, as funcdes de forma ¢ e

suas derivadas para o n6 o = 0 s@o nulas.

Inicialmente, recorda-se que o vetor normal a superficie nas coordenadas atuais € obtido

a partir dos vetores tangentes, dados por:

ayl 3<J5 (9yz &25
) = Y=Y T2 =
T T

Os vetores normal e normal unitario sdo calculados como:

—

N=T"xT? e

S
Il
| =,

sendo N o médulo de N.

Em notagdo indicial, o produto vetorial w = u x v € dado por:

Wi = €ExlmUIUm,

no qual €, € 0 tensor de permutagdo ciclica de Levi-Civita, definido como:

+1 se (k,I,m) € (1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2) (permutagdo par);
eum = § —1 se (k,Lm) € (3,2,1), (1,3,2) ou (2,1,3) (permutacao impar);

0 demais casos (indices repetidos).

YV — Y'Y¢’Y

(A.1)

(A.2a)

(A.2b)

(A.3)

(A4)



214 Capitulo A Derivadas dos vetores normais em relagdo as posig¢bes nodais

A.1 Derivadas do vetor normal

A primeira derivada do vetor normal € calculada a partir da Equacdo A.2a em notagdo

indicial:
ON,. o O(eunT}T2) 0T 0T}
= (DN,)! = ———™ = €eum | T, m T | =
aYia ( k)z (9Yia €kl l 8Yia + ay;a m
o (VS o (Y, ¢
€kim (YE’Y¢71) <8Y»O‘72> + (aé/.'a’l) (Y,ﬁﬂsg) = €kim (K7¢15mi59a¢?2 + (Slié»ya¢71Yn0;¢792)

= €rim (Y 910mi0% + 0ud 1Y d%s) -
(A.5)
A Equacgdo A.5 expressa a soma de dois produtos vetoriais. Pela propriedade u x ¢ =

—U X 1, invertem-se os indices [ e m do segundo termo trocando-se o sinal:
0 10 0 10
(DNR) = €nim (Y, 010mid% — 0mid Y, %) = €im (Y 010% — 7Y, 0%) Omi- (AL6)
E possivel retornar 2 forma vetorial fazendo (em notagdo mista):

(DN,)? = (qugfl . ¢f§f2) x &, (A7)

sendo € o vetor unitdrio na dire¢do 4, ou seja, €' = (1,0,0), €2 = (0,1,0) e €2 = (0,0,1).

como um vetor de

«
%

Dessa forma, no cédigo computacional, é possivel considerar (DNy,)

componentes k para cada par i-a.

Para calcular a segunda derivada do vetor normal, utiliza-se a Equacao A.6:
0? Ny, o O

2k (D2Ny)? = [erim (Y, 0716% — ¢%Y %) 0mi] =
o 3 ( k)q B LCkl 1 P1¥ 2 141 P2
oY 0Y; )¢ (A.8)

etim (0130250105 — 00110050%) Omi = e (910 — 0365 ) G0

Novamente, retorna-se a forma vetorial com a notagdo mista:
(D28 = (9105 — 6505 ) &7 x & (A9)
k)ij 192 192 ) .

(e}

e considera-se, no cédigo computacional, (D2N},); jﬂ como um vetor para cada conjunto i-j-a-[3.

A derivada do médulo do vetor normal pode ser calculada a partir da derivada das
componentes:

ON  9(NuNy)'* 1
oye gy~ 2

3 3

ON. N
(NeN) 22N, Wﬁ = W"f (DN,)? . (A.10)

Essa expressdo descreve o produto interno entre dois vetores e £ € um indice mudo.
Escrevendo com a notagdo compacta:

ON  NDN{

ove N

7

(A.11)
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A.2 Derivadas do vetor normal unitario

A primeira derivada do vetor normal unitdrio € calculada a partir da Equacdo A.2b:

Oni o ova O (N [(-1\ON 1 o

Substituindo o valor obtido da Equacdo A.11:

. (DN)* NDNeN,
(dnk)i:( Nk)l — i (A.13)

Verifica-se que o produto interno entre o vetor normal unitdrio e sua derivada € nulo:

Ong (ndn)® = & (DNg); _ NDN{ZN,\  NDN; _ NDNgN?
Moye — VTN \TN N )T TN N1

=0. (A.14)

Derivando a Equagdo A.13 para se obter a derivada segunda:

82ny, ws O ((DNp)* NDNPN, W (—1\ ON
gy = @0y = 5on (2R - SR ) = o () g
A 7 J J

(A.15)
1 w5 O(NDN2)N, NDN® 5 . [(=3\ ON

A derivada do produto N DN/ ainda nio foi calculada. Inserindo um indice mudo [:

NDN¢ N, (DN,)?
o( ) _ OINUDNY;) _ Ny (D2Ny)iP + (D) (DN))§ = ND2N; + DNDN;’.

oYy oYy
(A.16)
Substituindo a Equacdo A.16 e a Equacdo A.11 na Equacgdo A.15:
NDN? (DN,)®  (D2N,)*? N
(d2ny,) = ——— (DY D20y _ (ND2Ng’ + DNDNG)
? N3 N ) ) N3 (A 17)
NDNg (DN,)]  3NDN{ NDN] N,
B N3 * N° '
Organizando os termos:
3NDN* NDN? N, NDN®(DN.)?
af _ i J af af k ¢ J
(d2ny);; = ( e — ND2N;;" — DNDN;; ) N3 3
(A.18)

_ NDNJ (DNy); . (D2N.)e
N3 N

Finalmente, calcula-se o produto entre o vetor normal unitario e a derivada segunda:

1
af afs
— ND2N2? — DNDN, ) =

2

2 3NDN{ NDN/

nkM = ndQn?jB = . J
oveoYy N?

NDNSNDN? NDNPNDNg  ND2N;’

N N4 - N TN

(A.19)
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Organizando:

NDNfNDN?  DNDN;’

af
nd2n;; = i e

(A.20)
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