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RESUMO 

 

MORANTES, E.A. Desenvolvimento de modelo de ligação deslizante para a 
simulação de dispositivos de controle de vibração na análise não linear geométrica 
de estruturas.  2017. 124 p. Dissertação (Mestrado em Engenharia de Estruturas) – 
Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia de São Carlos, 
Universidade de São Paulo, São Carlos, 2017. 

 

Neste estudo se propõe o desenvolvimento de um modelo numérico para a ligação 
deslizante entre elementos sólidos bidimensionais, aplicável à simulação de 
sistemas deslizantes de isolação de base para estruturas. A formulação 
implementada é baseada no Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP) para 
análise dinâmica não linear geométrica de estruturas escrita na forma Lagrangeana 
total. Elementos triangulares planos e isoparamétricos de aproximação cúbica com 
matriz de massa completa são utilizados principalmente na elaboração da parte 
sólida dos dispositivos de ligação entre estruturas reticuladas e a base móvel. Esses 
elementos também poderm ser utilizados na modelagem da estrutura em si, porém, 
para esse fim, elementos finitos isoparamétricos de barra geral com massa 
distribuída por unidade de comprimento foram implementados. As equações de 
movimento são integradas no tempo aplicando o método de Newmark e o problema 
de deslizamento é resolvido com o algoritmo baseado na técnica dos multiplicadores 
de Lagrange, onde a restrição das posições de um nó escravo é feita em relação a 
uma sequência de superfícies mestres. Elementos de barra geral foram usados para 
simular as superfícies mestres de contato, o que aumenta as possibilidades de 
aplicações, incluindo mecanismos compostos apenas por barras gerais. Analisam-se 
exemplos disponíveis na literatura para a validação da formulação proposta e 
propõem-se aplicações diversas na engenharia das estruturas.  

 

Palavras-chave: Método dos elementos finitos posicional. Análise não linear 
geométrica. Ligações deslizantes. Dinâmica das estruturas e mecanismos. Controle 
de vibração.  



 
 

  



 
 

ABSTRACT 

 

MORANTES, E.A. Development of sliding joint model for simulation of vibration 
control devices in geometric nonlinear analysis of structures. 2017. 124 p. 
Dissertation (Master in Structural Engineering) – Departament of Structural 
Engineering, Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São 
Carlos, 2017. 

 

This study proposes the development of a numerical model for the sliding joint 
between two-dimensional solid elements, applicable to the simulation of sliding base 
isolation systems. The implemented formulation is based on the Positional Finite 
Element Method (PFEM) for geometrical nonlinear dynamic analysis of structures 
written in the total Lagrangian form. Plane and isoparametric triangular cubic 
approximation elements with full mass matrix are mainly used in the elaboration of 
the solid part of the devices of joints between reticulated structures and mobile base. 
These elements can also be used in the modeling of the structure itself, however, for 
that purpose, isoparametric elements of general bar with mass distributed per unit of 
length were implemented. The motion equations are integrated in time by applying 
the Newmark method and the sliding problem is solved with the algorithm based on 
the technique of Lagrange multipliers, where the constraint of the positions of a slave 
node is made in relation to a sequence of master surfaces. General bar elements 
were used to simulate the master contact surface, which increases the possibilities of 
applications, including mechanisms composed only of general bars. Analyze 
examples available in the literature for the validation of the proposed formulation and 
proposed diverse applications in the engineering of the structures. 

 

Keywords: Positional finite element method. Geometrical nonlinear analysis. Sliding 
joints. Dynamics of structures and mechanisms. Vibration control. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

O controle estrutural de vibrações induzidas por sismos e vento pode ser 
exercido modificando as propriedades dinâmicas da estrutura: rigidez, massa e 
amortecimento. Com esse objetivo, têm surgido vários dispositivos baseados nos 
conceitos de isolamento e absorção. 

Nas estruturas civis, mudar a massa da estrutura pode ser uma alternativa 
inviável, já que na maioria das vezes questionaria o uso para o qual a estrutura está 
sendo projetada. Portanto, a abordagem clássica na pratica é modificar a rigidez 
aumentando o tamanho das seções transversais ou adicionando elementos 
estruturais. Continuando com o mesmo enfoque e aproveitando os avanços da 
ciência dos materiais, surgiram outras técnicas de reforço de estruturas que 
empregam materiais de alta resistência ou ductilidade, por exemplo, os tecidos de 
fibra de carbono, aramida ou vidro. 

A outra abordagem para o controle de vibrações em estruturas civis encontra-
se fortemente vinculada às áreas do conhecimento da engenharia mecânica e 
aeronáutica. Dado que a introdução dos conceitos de isolamento, amortecimento e 
absorção deve-se ao motor de combustão interna, desenvolvido no início do século 
XX, e às estruturas de aeronaves usadas durante a segunda guerra mundial. 
Seguidamente, na década de 1960, a engenharia de estruturas adaptou esses 
conceitos para aplica-los às estruturas civis localizadas em regiões de ameaça 
sísmica ou com presença de fortes ventos (HOUSNER et al., 1997).  

A formalização do conceito de controle estrutural como uma alternativa 
segura no projeto de estruturas civis atribui-se ao trabalho de Yao (1972), dando 
início a inumeráveis pesquisas focadas em otimizar o comportamento dos 
dispositivos ou nos métodos de análise.  

Os avanços nessa direção têm sido tão significativos que atualmente existe 
um grande número de sistemas de controle. Alguns autores os classificam em três 
grupos: sistemas de controle ativo, passivo, e hibrido, sendo esse último uma 
combinação dos dois anteriores. Os sistemas ativos caracterizam-se por usar uma 
fonte externa de potência para realizar a ação de controle, encontram-se nesse 
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grupo os tendões ativos, tirantes ativos e sistemas de amortecedores de massa 
ativos. Em contrapartida, os sistemas passivos dispensam de energia externa, tais 
como: isoladores de base, amortecedores de massa sintonizada, amortecedores 
metálicos de cedência, amortecedores visco-elásticos, amortecedores de fluido 
viscoso e de atrito (HOUSNER et al., 1997). 

 Esse trabalho interessa-se especificamente em dois dispositivos de controle 
de vibração. O primeiro deles, o Friction Pendulum System (FPS) que consiste em 
apoiar a estrutura em uma superfície côncava deslizante com um coeficiente de 
atrito baixo que se comporte como uma ligação flexível perante forças horizontais 
(ZAYAS et al., 1990). Assim sendo, essa técnica aplica o conceito de isolamento 
para controlar a amplitude de vibração.  

O segundo sistema de controle a simular é o Tuned Mass Damper (TMD) que 
consiste em ancorar um sistema massa/mola/amortecedor à estrutura primaria e 
sintonizar sua frequência natural à frequência de excitação. Desta forma, o sistema 
auxiliar absorve grande parte da energia demandada (HARTOG, 1985).  

 

 
Figura 1 – (a) Pendulo de atrito simples.1 (b) TMD instalado no prédio Taipei 101.2 

 

                                            
1 Disponível em: http://www.earthquakeprotection.com/triple_vs_single_pendulum.html. 

Consultado em Set 2016. 
2  Disponível em: http://www.taipei-101.com.tw/images/ob-damper-system-0.png. Consultado 

em Set 2016. 
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No que diz respeito à simulação numérica, nas últimas décadas múltiplos 
trabalhos aplicando o método dos elementos finitos demostram a sua versatilidade 
na solução de uma ampla faixa de problemas de engenharia. Entre eles, 
evidentemente, encontram-se os problemas de dinâmica das estruturas. 

A simulação de estruturas civis convencionais parte da hipótese linear em 
deslocamentos, uma aproximação razoável para esse tipo de casos. No entanto, a 
simulação numérica de estruturas com dispositivos de controle de vibração, como os 
descritos nos parágrafos anteriores, exige que essa hipótese não seja diretamente 
aplicada, já que em geral, os dispositivos sofrem grandes deslocamentos por meio 
dos quais se consegue a dissipação de energia, o isolamento da estrutura ou a 
absorção da energia, dependendo do caso estudado.  

Por esse motivo, alguns autores propuseram estratégias alternativas de 
modelagem para cada dispositivo, que buscam manter a praticidade do método 
escrito na sua forma geometricamente linear. No caso do FPS, destaca-se o 
trabalho de Nagarajaiah et al. (1991), que sugere analisar tanto a estrutura quanto o 
dispositivo com as hipóteses validas para pequenos deslocamentos e introduzir as 
forças de interação por meio de elementos com relação constitutiva não linear 
localizados no nível dos dispositivos de isolamento.  

Para modelar o TMD, a metodologia mais empregada também parte das 
hipóteses de pequenos deslocamentos e transforma o sistema de múltiplos graus de 
liberdade da estrutura em um sistema de um grau de liberdade equivalente ao qual 
vincula-se o sistema auxiliar. Desse modo, analisa-se a resposta de um sistema de 
dois graus de liberdade (SOONG; DARGUSH, 1997).  

Fazer uma modelagem mais completa e precisa implica a consideração da 
não linearidade geométrica na formulação do método dos elementos finitos. Além 
disso, em alguns casos deve ser tratada a interação entre os corpos, estrutura e 
dispositivos de controle, para o qual tem que apelar-se às técnicas de solução da 
mecânica de multicorpos flexíveis. 

No que diz respeito à consideração da não linearidade geométrica em 
estruturas, a formulação co-rotacional do método dos elementos finitos tem sido 
mais empregada na literatura, a qual, apesar de ter vários trabalhos que validam os 
resultados obtidos, mostra-se como uma alternativa complexa na sua 
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implementação computacional. Nesse trabalho emprega-se a formulação posicional 
do método dos elementos finitos proposta por Coda (2003) que, por ser Lagrangiana 
total, apresenta operacionalidade mais simples que suas análogas. 

 

1.1 Revisão bibliográfica 

 

Os sistemas de controle passivo possuem grandes vantagens como: ser 
usualmente econômicos, apresentar inerente estabilidade e dispensar uma fonte 
externa de energia, já que ela nem sempre é garantida, especialmente durante 
eventos extremos como terremotos, vendavais ou furações (HOUSNER et al, 1997) 

A estratégia da maioria dos sistemas de controle de vibração consiste em 
concentrar o comportamento não linear nos dispositivos para conseguir a maior 
isolação, dissipação ou absorção de energia, dessa forma, a demanda de força, 
deslocamentos e/ou deformações na estrutura primaria se reduz. 

Esse trabalho interessa-se na modelagem de dois dispositivos usados 
extensivamente como sistemas de controle estrutural passivo. O primeiro deles é um 
sistema de isolamento de base para pontes e estruturas de baixa e mediana altura 
chamado de pêndulo de atrito simples, desenvolvido em 1985 pelo engenheiro Ph.D 
Victor Zayas para prevenir colapso e danos excessivos em estruturas submetidas a 
eventos sísmicos (ZAYAS; LOW; MAHIN, 1987). Consiste em um deslizador 
articulado revestido com PTFE (Politetrafluoretileno) assentado sobre uma superfície 
esférica côncava recoberta por aço inoxidável polido (na figura 3, refere-se ao 
deslizador articulado como ‘Moving Disc’). 
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Figura 2 –Detalhe do pendulo de atrito simples3. 

 

O nível de instalação dos dispositivos, usualmente na base, chama-se de 
nível de isolamento. Nesse nível os dispositivos fazem a estrutura altamente flexível 
perante forças horizontais, dessa forma, desacopla-se a estrutura das altas 
frequências de vibração do solo, que se traduz em uma redução nas acelerações 
relativas da estrutura primaria. Além disso, o modo de vibração predominante da 
estrutura passa a ser um movimento de corpo rígido cujo período de vibração define-
se com a geometria do dispositivo (FPS).  

Na condição deslocada (ver figura 3), a rigidez lateral do dispositivo é dada 
pela relação: peso suportado/raio de curvatura da superfície côncava. Percebe-se 
que a rigidez é diretamente proporcional ao peso suportado, logo, o centro de rigidez 
coincide com o centro de massa e, portanto, os efeitos torcionais são mínimos, 
inclusive em estruturas fortemente assimétricas. No trabalho numérico-experimental 
de Zayas et al. (1990) verificou-se essa propriedade do sistema FPS. 

 

                                            
3 Disponível em: http://www.oiles.co.jp/en/menshin/building/menshin/products/fps/img/index-

figure-01.jpg. Consultado em Fev 2017. 
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Figura 3 – (a) Condição deslocada do FPS (b) Representação da rigidez lateral do FPS4. 

 

No mesmo trabalho de Zayas et al. (1990) comenta-se outra propriedade do 
dispositivo FPS, especificamente relacionada com a geometria do deslizador 
articulado. A configuração semiesférica do deslizador resulta em uma distribuição 
uniforme de pressões na superfície de contato para qualquer tipo de solicitação 
vertical e horizontal. Assim evita-se o efeito de cinzelamento das superfícies e se 
reduzem as altas frequências de movimento do efeito ‘Stick-slip’, presente nos 
dispositivos deslizantes similares.  

Mais tarde no trabalho experimental de Mokha et al. (1991) testou-se uma 
estrutura de seis pavimentos isolada com sistemas de pêndulos de atrito simples. 
Ressaltam-se duas conclusões, a primeira delas em relação ao comportamento 
elástico da estrutura afirmando: “O sistema é efetivo na proteção do sistema 
estrutural sob condições de força sísmica extrema com conteúdo de frequência 
significativamente diferente. Em todos os testes o modelo se manteve elástico”. E a 
seguinte conclusão foi apresentada a respeito da natureza do contato apresentado: 
“Não ocorreu levantamento no isolador apesar da grande relação entre a altura e a 
separação dos isoladores”.  

Destacam-se também os trabalhos experimentais de Constantinou et al. 
(1990), Bondonet; Filiatrault (1997) e Constantinou et al. (1999) para calibrar um 
modelo matemático que represente o comportamento friccional do teflon nos 
dispositivos deslizantes, isto é, as forças de interação entre o dispositivo e a 
estrutura.  

                                            
4 Disponível em: http://www.earthquakeprotection.com/product2.html. Consultado em Fev 

2017. 
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Em relação à simulação numérica de um sistema estrutural com dispositivos 
de isolamento de base o trabalho de Nagarajaiah et al. (1991) apresenta um 
algoritmo de solução onde se propõe representar a estrutura primaria como sendo 
elástica linear e a não linearidade da relação força-deslocamento horizontal, 
presente no nível de isolamento devido aos FPS instalados, é introduzida por  meio 
de um vetor de pseudo-forças não lineares corrigido iterativamente. Aplica-se o 
método de Newmark como integrador temporal e o método de Runge-Kutta para 
solucionar as equações diferenciais que governam o comportamento não linear dos 
elementos de isolação. Essa estratégia de solução tem sido implementada em 
alguns softwares comerciais para análise de estruturas que empregam o método dos 
elementos finitos. 

Nota-se que essa abordagem se baseia em leis constitutivas para pequenos 
deslocamentos dos dispositivos de isolamento. Apesar das hipóteses de pequenos 
deslocamentos terem se mostrado precisas em estimar a resposta global da 
estrutura, o trabalho de Almazán et al. (1998) mostra que um dos aspectos mais 
importantes na simulação numérica de estruturas com isoladores FPS é a avaliação 
precisa da força normal gerada pela restrição cinemática imposta pela superfície de 
deslizamento e para tanto, o modelo numérico deve levar em consideração a 
componente vertical do solo e o acoplamento real do movimento vertical e horizontal 
da estrutura.  

Além disso, nos terremotos de Northridge (1994), Kobe (1995), Turkey (1999) 
e Taiwan (1999) observaram-se grandes deslocamentos que exigem a avaliação dos 
efeitos não lineares geométricos (usualmente chamados de P-Δ nos trabalhos da 
prática) associados no dimensionamento desse tipo de estruturas. Em vista disso, 
no trabalho de Almazán e De la Llera (2002) apresenta-se um modelo analítico, 
especificamente para dispositivos FPS, que considera os efeitos mencionados 
anteriormente, incluindo as forças de atrito, e emprega a formulação aumentada da 
dinâmica de multicorpos para a imposição das restrições cinemáticas. 

No trabalho de Clarke et al. (2005), utilizou-se um elemento conhecido como 
superfície rígida analítica, disponível no software ABAQUS, que cria um contato 
deslizante mestre/escravo entre nós coincidentes. A superfície de deslizamento 
côncava do pendulo foi representada por uma superfície rígida, enquanto o 
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deslizador convexo definiu-se como o elemento escravo. A ligação articulada entre o 
deslizador e o sólido superior, ou melhor, o acoplamento dos graus de liberdade 
translacionais foi definido implicitamente.  

O segundo dispositivo de interesse específico desse trabalho é o amortecedor 
de massa sintonizado (Tuned Mass Damper - TMD). Este dispositivo é um 
absorvedor clássico de vibrações e consiste em uma massa auxiliar 
(aproximadamente 1% da massa total da estrutura primaria) instalada no topo da 
estrutura e conectada por meio de amortecedores e molas passivas. Segundo 
Housner et al. (1997), atribui-se a introdução dessa estratégia na engenharia civil a 
Hartog (1985).  

Os desenvolvimentos iniciais estiveram limitados ao uso de absorvedores 
dinâmicos na indústria de engenharia mecânica, onde se tem uma frequência de 
operação em ressonância que coincide com a frequência fundamental da máquina. 
Porém, estruturas civis estão sujeitas a carregamentos ambientais, tais como vento 
e terremotos, que se caracterizam por compreender uma larga banda de 
frequências. Por conseguinte, muita pesquisa foca-se no estudo da eficiência do 
TMD operando nessas vibrações ambientais. Para o cálculo dos parâmetros ótimos 
do TMD destacam-se as seguintes estratégias: aceleração mínima da estrutura 
principal, velocidade mínima da estrutura principal, deslocamento mínimo da 
estrutura principal, força mínima dos elementos da estrutura principal 
(WARBURTON, 1982),  máxima rigidez dinâmica da estrutura principal e máximo 
amortecimento efetivo do sistema estrutura/TMD combinado, entre outros.  

Nota-se ainda que a estratégia de modelagem principalmente empregada na 
literatura é representar a estrutura como um oscilador elástico de um grau de 
liberdade com um sistema auxiliar ligado.  Soong & Dargush (1997) apresentam 
algumas estratégias para o cálculo dos parâmetros ótimos do TMD e o processo de 
transformação do sistema de múltiplos graus de liberdade em um sistema de um 
grau de liberdade equivalente ao qual se acopla o TMD. Além disso, se discute o 
problema quando o primeiro modo de vibração não exibe uma participação alta na 
resposta, dado que a influência dos modos altos de vibração começam a ser 
preponderantes. 
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Atualmente, a prática da engenharia estrutural encontra-se fortemente ligada 
ao desenvolvimento computacional devido à utilidade dos métodos numéricos na 
solução de uma ampla faixa de problemas. Destacando-se nas últimas décadas o 
método dos elementos finitos (MEF). Segundo Cook et al. (2002), o MEF originou-se 
com o trabalho de Courant (1943) que determinou a rigidez a torção de um eixo oco 
dividindo a seção transversal em elementos triangulares dentro dos quais empregou 
funções lineares para interpolar o campo de tensão. Depois disso, grandes avanços 
na interpretação e nas possíveis aplicações da estratégia surgiram na década de 
1950, na qual destaca-se o trabalho de Turner et al. (1956). Finalmente. Em 1960 o 
nome “elementos finitos” foi empregado pela primeira vez em CLOUGH (1960) que 
criou, em Berkeley, o primeiro grupo de pesquisa formal nesse assunto para 
impulsionar a ideia em aplicações na engenharia civil. Em 1963, o MEF adquiriu 
maior aceitação no meio acadêmico dado que foi reconhecido como uma variante do 
método de Rayleigh-Ritz, por conseguinte encerra uma base matemática que o 
sustenta. 

Desde então começou-se a busca de algoritmos mais eficientes que 
possibilitassem reduzir o tempo de cálculo e a memória requerida dos 
computadores. Surgindo assim formulações baseadas no método dos 
deslocamentos, em modelos de equilíbrios e métodos híbridos ou mistos, sendo o 
método dos deslocamentos o mais aplicado devido a sua versatilidade e relativa 
simplicidade (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 1988).  

Assim, o MEF tornou-se uma ferramenta extremamente útil para resolver 
equações diferenciais associadas a problemas físicos com geometrias complexas. 
No entanto, a resolução de um problema de análise de estruturas precisa de outras 
definições importantes, tais como o grau flexibilidade da estrutura e o tipo de lei 
constitutiva do material, dado que esses dois aspectos podem introduzir não 
linearidades no sistema de equações gerado pela técnica dos elementos finitos. 
Finalmente, a natureza das solicitações aplicadas define se a análise é estática, 
quase estática ou dinâmica. 

Esse trabalho pode ser enquadrado em um conjunto de formulações 
associadas à análise estática e dinâmica não linear geométrica de estruturas 
flexíveis articuladas ou não via método dos elementos finitos. As potencialidades da 
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formulação a ser desenvolvida e aplicada possibilitam, inclusive, a análise de 
multicorpos flexíveis. É interessante observar que as estruturas analisadas 
apresentam pequenas deformações, apesar de desenvolver grandes 
deslocamentos, o que permite se adotar lei constitutiva linear baseada na 
deformação de Green sem alterar o comportamento elástico linear de material 
constituinte.  

Problemas da análise não linear geométrica de estruturas tem sido abordados 
analítica e numericamente. Devido à complexidade da análise, as soluções 
analíticas disponíveis na literatura são poucas, quando comparadas com as 
abordagens numéricas, e restringem-se a estruturas com geometria simples. 
Destacam-se os trabalhos de Bisshopp e Drucker (1945), Kerr (1964) e Mattiasson 
(1981) entre outros. Nesse trabalho, as soluções analíticas são utilizadas na 
validação dos códigos computacionais desenvolvidos. 

As soluções numéricas para problemas geometricamente não lineares partem 
de formulações matemáticas que podem ser classificadas como Lagrangeanas ou 
Eulereanas, segundo o referencial adotado para a descrição das variáveis 
envolvidas. Na análise de estruturas, uma descrição Lagrangeana utiliza a 
configuração inicial como sistema de referência para medir as deformações nos 
elementos, enquanto uma descrição Eulereana emprega a configuração atual do 
corpo. Por sua vez, as formulações Lagrangeanas podem ser subdivididas, 
dependendo da atualização do sistema de referência, como: formulação 
Lagrangeana atualizada, parcialmente atualizada ou fixa. Os enfoques 
Lagrangeanos que atualizam o seu referencial diferenciam-se pela forma em que ele 
é atualizado, sendo chamados de parcialmente atualizados quando a atualização 
ocorre ao início de cada passo de tempo (M. B. WONG; F. TIN-LOIS, 1990).  

A formulação co-rotacional é outra técnica bastante empregada na análise 
não linear geométrica de estruturas e caracteriza-se por empregar formulações 
lineares em relação a um sistema de referência responsável pela introdução da não 
linearidade através da sua própria rotação (CRISFIELD, 1991). A dificuldade dessa 
formulação deve-se à natureza não vetorial das variáveis da rotação (CRISFIELD, 
1990). A formulação co-rotacional pode ser classificada como Lagrangeana 
atualizada, porém, como já mencionado, os deslocamentos são considerados 
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pequenos a partir da configuração atualizadas pelas torações de corpo rígido, veja 
por exemplo Jiang, Chernuka e Pegg (1994). 

No departamento de engenharia de estruturas da Escola de Engenharia de 
São Carlos (SET) foi proposta uma formulação Lagrangeana total do método dos 
elementos finitos que utiliza as posições (MEFP) como incógnitas principais, não os 
deslocamentos, com a vantagem de ser uma formulação com operacionalidade mais 
simples que as apresentadas por suas análogas (CODA; GRECO, 2004), (MACIEL; 
CODA, 2005). 

Vários trabalhos têm sido desenvolvidos para demostrar a eficiência do 
método dos elementos finitos posicional para análise não linear geométrica de 
estruturas, entre eles, podem ser citados os seguintes: Análise não linear geométrica 
com impacto de domínios elásticos bidimensionais (MARQUES, 2006); Análise não 
linear geométrica de problemas modelados por pórticos planos e sólidos 
tridimensionais (MACIEL, 2008); Sobre modelos constitutivos não lineares para 
materiais com gradação funcional exibindo grandes deformações: implementação 
numérica em formulação não linear geométrica (PASCON, 2012); Análise não linear 
geométrica de estruturas com interação fluido-casca (SANCHES, 2011); Análise 
dinâmica não linear geométrica de estruturas e mecanismos reticulados planos com 
ligações deslizantes (SIQUEIRA, 2016), entre outros. 

Tendo em mente que o presente trabalho é destinado à modelagem ‘exata’ de 
sistemas que incluem entidades estruturais complexas (i.e. dispositivos FPS e TMD) 
que não podem ser representadas diretamente com elementos finitos convencionais 
(i.e. pórticos, vigas, chapas, treliças, etc.), introduzem-se conceitos de ligações 
deslizantes, usualmente aplicados na área do conhecimento da dinâmica de 
multicorpos. Nos seguintes parágrafos comentam-se as estratégias numéricas que 
permitem tratar problemas que envolvem a interação entre dois ou mais corpos.  

As restrições cinemáticas associadas a uma determinada ligação/interação 
entre corpos representam-se, matematicamente, por meio de equações algébricas 
ou diferenciais chamadas de equações de compatibilidade. Dependendo do tipo de 
ligação, algumas delas podem ser expressas explicitamente, de forma que basta 
empregar um algoritmo de identificação dos graus de liberdade envolvidos para dar 
solução à cinemática do problema, como pode ser visto no caso das rótulas. O outro 
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grupo de ligações caracteriza-se por empregar equações implícitas na sua 
formulação, desta forma, precisam de técnicas numéricas para sua solução.  

As restrições cinemáticas por sua vez classificam-se em holonômicas ou não 
holonômicas. As primeiras são formuladas como funções implícitas das coordenadas 
generalizadas e, eventualmente, do tempo. Enquanto, as restrições não 
holonômicas são escritas na forma de equações diferenciais ou envolvem 
desigualdades. Fisicamente, a diferença entre esses tipos de condições é que as 
condições holonômicas ao expressar restrições no número de graus de liberdade, 
representam um conjunto de configurações possíveis do sistema, enquanto as 
condições não holonômicas constituem restrições no comportamento de um sistema 
para ir de uma configuração a outra (GÉRADIN; CARDONA, 2001). 

Existem diferentes técnicas numéricas para introduzir as condições de 
compatibilidade, na literatura encontram-se os seguintes métodos: eliminação das 
restrições, multiplicadores de Lagrange, funções de penalização, lagrangeano 
aumentado e lagrangeano perturbado. 

Na mecânica computacional, a técnica dos multiplicadores de Lagrange tem 
sido amplamente empregada para condicionar problemas mecânicos, graças a sua 
praticidade na implementação computacional quando comparada aos métodos de 
eliminação de coordenadas dependentes por substituição das equações de 
compatibilidade. A técnica trabalha com um sistema de equações expandido já que 
as restrições cinemáticas são adicionadas ao sistema de equações que descreve a 
mecânica dos corpos, sendo os multiplicadores de Lagrange os termos 
independentes adicionados ao sistema global. Desta forma, resolve-se 
simultaneamente as coordenadas generalizadas segundo as quais foi escrito o 
problema e os multiplicadores de Lagrange que, fisicamente, representam a força 
interna necessária para garantir a condição cinemática imposta. 

 Assim sendo, infere-se que um problema dinâmico com restrições 
cinemáticas impostas via multiplicadores de Lagrange envolve dois subsistemas 
acoplados, um deles descrevendo o comportamento dinâmico por meio das 
equações diferencias de equilíbrio e o outro subsistema composto pelas equações 
algébricas de restrição cinemática.  
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Com o objetivo de melhorar o condicionamento numérico da técnica dos 
multiplicadores de Lagrange surgiram o método de Lagrange aumentado 
(CARDONA et al, 1991) e o método de Lagrange perturbado. O primeiro deles 
adiciona uma função de penalização com amplitude moderada e um escalamento da 
restrição cinemática que garante a mesma ordem de magnitude nas matrizes do 
sistema. De forma análoga, o método lagrangeano perturbado introduz um termo 
chamado de regularização que gera uma contribuição positiva definida na diagonal 
da matriz hessiana dos multiplicadores de Lagrange (GÉRADIN; CARDONA, 2001). 

Em relação à integração temporal de sistemas de equações diferenciais e 
algébricas, vários trabalhos têm demonstrado que a maioria de algoritmos 
disponíveis apresentam instabilidade numérica ou altas frequências de oscilação 
indesejáveis de origem exclusivamente numérica. Isto se deve à rigidez das 
equações da dinâmica das estruturas e ao fato de que os multiplicadores de 
Lagrange não estão associados a uma massa. Uma fonte de imprecisão nas 
integrações temporais de estratégias Lagrangeanas atualizadas é o fato da matriz 
de massa não ser constante, pois depende da rotação da referência atualizada. Este 
problema não existe na formulação posicional. No ambiente das formulações 
Lagrangeanas atualizadas, surgiram algoritmos alternativos que permitem contornar 
esses problemas. Destacam-se aqueles que introduzem amortecimento numérico, e 
outros formulados para conservar ou decair a energia do sistema. Para uma 
abordagem mais detalhada dos diversos integradores temporais usados em 
formulações Lagrangeanas atualizadas recomendam-se as referências (GÉRADIN; 
CARDONA, 2001) (SIMO; TARNOW, 1992) (ROMERO; ARMERO, 2002) 
(ROMERO, 2008). 

Nas referências Kane et al. (2000), Sanches e Coda (2013) e Coda e Paccola 
(2009), mostra-se que para formulações Lagrangeanas totais com matriz de massa 
constante pode-se utilizar o algoritmo de Newmark com suficiente precisão em 
análise de estruturas. Além desse motivo, com base nas conclusões de Siqueira 
(2016), utiliza-se o algoritmo de Newmark nesse trabalho, incluindo dinâmica de 
multicorpos nas aplicações. 
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1.2 Motivação e objetivos 

 

O trabalho tem como objetivo o estudo de estruturas com dispositivos FPS e 
TMD como sistemas de controle de vibração aplicando a formulação não linear 
geométrica pelo método dos elementos finitos posicional (MEFP). Dessa forma, 
ampliar as aplicações do método proposto pelo grupo de pesquisa de métodos 
numéricos do SET. Especificamente, objetiva-se a implementação computacional de 
elementos de chapa, barra geral, treliça e restrições cinemáticas via multiplicadores 
de Lagrange. 

Como visto na revisão bibliográfica, a modelagem de estruturas com sistemas 
de controle estrutural aplicando formulações geometricamente não lineares não tem 
sido abordada com a devida frequência na literatura especializada, portanto, o 
presente trabalho pode ser um ponto de partida para a implementação de análises 
geometricamente exatas do problema além de fornecer exemplos de comparação 
com analises aproximadas atualmente disponíveis na literatura. 

Além disso, busca-se incrementar a formação do bolsista no que diz respeito 
à implementação computacional e à modelagem dinâmica não linear de estruturas e 
mecanismos, incluindo o comportamento de dispositivos de controle de vibração. 

 

1.3 Metodologia 

 

De modo a alcançar os objetivos traçados, desenvolveu-se um código 
computacional empregando a formulação posicional do método dos elementos 
finitos para análise estática e dinâmica não linear geométrica de elementos tipo 
pórtico plano, solido bidimensional (Chapa) e treliça plana apresentadas nos 
trabalhos de Coda e Paccola (2014), Marques (2006) e Madeira e Coda (2016), 
respectivamente.  

Seguidamente, introduziram-se as restrições cinemáticas via multiplicadores 
de Lagrange que permitem a simulação de ligações deslizantes entre elementos tipo 
pórtico como feito no trabalho de Siqueira (2016) e estendeu-se sua aplicação ao 
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deslizamento entre elementos sólidos bidimensionais. Além disso, implementou-se a 
formulação específica apresentada em Madeira e Coda (2016) para a modelagem 
de dispositivos massa/mola/amortecedor. 

Assim sendo, dispõe-se de um conjunto de ferramentas que permitem a 
modelagem numérica de estruturas planas com dispositivos FPS e TMD, onde a 
estrutura primaria representa-se com elementos tipo pórtico com cinemática de 
Reissner.  

No que diz respeito à modelagem do FPS, utilizam-se elementos tipo chapa 
para discretizar o corpo de todos os componentes do dispositivo, isto é, a chapa 
superior, inferior e o deslizador. Empregam-se elementos tipo pórtico nas linhas do 
contorno dos elementos sólidos que se deslizam. Portanto, a rigor, o deslizamento 
ocorre entre elementos tipo pórtico que encarregam-se de transmitir as forças para 
os elementos sólidos bidimensionais (Ver figura 2).  

 

 
Figura 4 –Identificação dos componentes do dispositivo FPS para a modelagem. 

 

Aos elementos pórtico pode ou não ser atribuída uma rigidez que represente 
as camadas de revestimento do sólido. Além disso, comenta-se que a formulação 
implementada representa uma condição de deslizamento liso, portanto, não leva em 
consideração o atrito que apesar de ser baixo, no caso de dispositivos FPS, existe. 
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Para a modelagem do TMD emprega-se o dispositivo 
massa/mola/amortecedor instalado no topo da estrutura. O dispositivo consiste em 
duas barras de treliça alinhadas que seguram uma massa concentrada. Por sua vez, 
a cada barra de treliça atribui-se um valor de rigidez e de amortecimento viscoso. O 
alinhamento entre as barras garante-se por meio de multiplicadores de Lagrange. 

No capítulo 4 encontra-se descrito, detalhadamente, a modelagem dos 
dispositivos descritos. 
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2. FORMULAÇÃO POSICIONAL DO MÉTODO DOS ELEMENTOS 
FINITOS PARA ANÁLISE NÃO LINEAR GEOMÉTRICA DE 
ESTRUTURAS 

 

Apesar das formulações aqui empregadas serem bem conhecidas no SET é 
importante retomá-las tendo em vista que estas foram implementadas integralmente 
para o desenvolvimento do programa de análise estrutural apresentado.  

O desenvolvimento da formulação parte do funcional de energia total para 
sistemas isotérmicos escrito em função das posições nodais, em lugar dos 
deslocamentos como é feito na abordagem clássica do método dos elementos 
finitos. A seguir aplica-se o princípio da estacionariedade para obter a configuração 
de equilíbrio. O sistema de equações resultante é integrado no tempo pelo algoritmo 
de Newmark e a não linearidade do sistema é então resolvida pelo método 
incremental-iterativo de Newton-Raphson. 

Na formulação implementada consideram-se forças conservativas. A seguir 
apresenta-se uma descrição breve dos elementos utilizados bem como de 
implentações específicas são mostradas neste capítulo. 

 

2.1 Elemento de treliça 

 

Uma forma simples de se introduzir o método dos elementos finitos posicional 
é a descrição do elemento finito de treliça plana que possui formas fechadas em seu 
desenvolvimento, dispensando técnicas de integração numérica. Além disso neste 
item se apresenta todo o processo de solução dinâmico não linear geométrico 
incluindo a formulação de um dispositivo de controle de vibração de estruturas do 
tipo amortecedor viscoso. 

Partindo da energia total para sistemas isotermicos, dada por: 

ߎ ൌ ॶ൅ℚ൅ ௘ܷ െ ℙ ሾ2.1ሿ
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Nesta, ߎ designa o funcional de energia total, ॶ é a energia cinética, ℚ é a 
dissipação de energia por amortecimento viscoso, ௘ܷ denota a energia de 
deformação do corpo e ℙ representa a energia potencial das forças externas. 

Em seguida aplica-se o princípio da energia total estacionaria para a obtenção 
das equações do movimento. 

ߎߜ ൌ 	
݀ॶ
ݐ݀

ݐ݀ ൅
߲ℚ

߲ ఈܻ
ఉ ߜ ఈܻ

ఉ ൅
߲ܷ݁

߲ ఈܻ
ఉ ߜ ఈܻ

ఉ െ
߲ܲ

߲ ఈܻ
ఉ ߜ ఈܻ

ఉ ൌ 0 ሾ2.2ሿ

Na qual, o termo ఈܻ
ఉ refere-se à posição do nó ߚ na direção ߙ e ݐ simboliza o 

tempo. 

Tendo em vista que a equação [2.2] representa o equilíbrio de forças, os 
termos que a compõem correspondem à força inercial, à força de dissipação 
(modelo de amortecimento viscoso), à força interna e à força externa, 
respectivamente. Nos seguintes itens apresenta-se o cálculo de cada parcela da 
equação anterior. 

 

2.1.1 Calculo da força inercial e da força de amortecimento viscoso 

 

A energia cinética para um sistema continuo pode ser escrita como:  

ॶ ൌ	
1
2
න ௢ߩ ሶܻ௜
௏௢

ሶܻ௜ܸ݀݋ ሾ2.3ሿ

Sendo, ߩ଴ e ܸ݋  à densidade do material e o volume das barras de treliça na 
configuração inicial, respectivamente, ሶܻ௜ a velocidade na direção	݅	de um ponto 
genérico contido no domínio ܸ݋. Em relação à notação, é importante mencionar que 
o número de pontos em cima de um variável indica o grau da derivada em relação 
ao tempo.  

Levando em consideração o princípio da conservação da massa, a variação 
da energia cinética fica dada por: 

ॶߜ ൌ 	
݀ॶ
ݐ݀

ݐ݀ ൌ න ௢ߩ ሷܻ௜
	

௏௢

ሶܻ௜݀݋ܸ݀ݐ ൌ න ௢ߩ ሷܻ௜
௏௢

ߜ ௜ܻܸ݀݋ ሾ2.4ሿ
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Na equação anterior pode ser introduzida a aproximação da técnica dos 
elementos finitos para elementos de barra de aproximação linear o qual geraria a 
matriz de massa consistente. No presente trabalho, os elementos de treliça foram 
analisados com o modelo de massa concentrada, dessa forma a variação da energia 
cinética é expressa por: 

ॶߜ ൌ 	 ෍ න ௢ߩ
	

௏௢
݋ܸ݀ ሷܻ

ఈ
ఉߜ ఈܻ

ఉ

௡௙

௘௙ୀଵ

ൌ ሺఉሻܯ ሷܻ
ఈ
ఉߜ ఈܻ

ఉ ሾ2.5ሿ

Onde ܯሺఉሻ representa a matriz de massa associada ao nó ߚ calculada como a 
metade da soma das massas dos elementos finitos conectados naquele nó além das 
massas concentradas sobrepostas e ݂݁ o índice que percorre o número de 
elementos finitos ሺ݂݊ሻ da estrutura.  

No que diz respeito à variação da energia de dissipação, no presente trabalho 
foi adotado o modelo de amortecimento de Rayleigh, também chamado 
amortecimento clássico. O modelo de amortecimento de Rayleigh expressa a matriz 
de amortecimento como uma combinação linear da massa e da matriz de rigidez, 
isto é: 

ܥ ൌ ܯଵߙ ൅ ଶҜߙ ሾ2.6ሿ

Na qual, ߙଵ e ߙଶ são escalares, ܥ é a matriz de amortecimento e Ҝ representa 
a matriz de rigidez. Nesse trabalho adotou-se a matriz de amortecimento 
proporcional à matriz de massa, de modo que foi empregado o modelo de Rayleigh 
com ߙଶ ൌ 0.  

Finalmente, a parcela da variação da energia de dissipação é escrita como: 

ℚߜ ൌ ܥ ሶܻ
௜
ఉߜ ௜ܻ

ఉ ሾ2.7ሿ

2.1.2 Cálculo das forças internas 

 

Observa-se da equação [2.2] que a variação da energia de deformação está 
associada às forças internas como resultado do conceito de conjugado energético. 
Portanto, para continuar com o desenvolvimento, é pertinente escrever a função que 
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define a energia de deformação. A formulação empregada, adota como relação 
constitutiva o modelo mais empregado para análise elástica não linear geométrica 
de estruturas que apresentam grandes deslocamentos e pequenas deformações, 
isto é, o modelo de Saint-Venant-Kirchoff (SVK) que expressa uma relação linear, 
análoga à Lei de Hooke, entre a medida de deformação de Green-Lagrange	ሺܧሻ e o 
segundo tensor de tensão de Piola-Kirchoff	ሺܵሻ. Para cada elemento finito do tipo 
treliça essa relação constitutiva pode ser escrita da seguinte forma: 

ܷ݁ሺ௘௙ሻ ൌ 	න ݋௘ܸ݀ݑ
	

௏௢ሺ೐೑ሻ

ൌ
1
2
Ձܧଶܸ݋ሺ௘௙ሻ ሾ2.8ሿ

Sendo,	ݑ௘ a energia especifica de deformação e	Ձ o modulo elástico que 
coincide com o módulo de Young para deformações infinitesimais. Observa-se que 
todas as grandezas são constates ao longo da barra, por tanto dispensa-se de uma 
técnica numérica para sua determinação. 

A medida de deformação de Green-Lagrange uniaxial define-se como: 

ܧ ൌ
1
2
ቆ
ଶܮ െ ଶ݋ܮ

ଶ݋ܮ
ቇ ሾ2.9ሿ

ܮ ൌ 	ටሺ ଵܻ
ଵ െ ଵܻ

ଶሻଶ ൅ ሺ ଶܻ
ଵ െ ଶܻ

ଶሻଶ

ሾ2.10ሿ
݋ܮ ൌ 	ටሺ ଵܺ

ଵ െ ଵܺ
ଶሻଶ ൅ ሺܺଶ

ଵ െ ܺଶ
ଶሻଶ 

Na qual ܮ e ݋ܮ denotam o comprimento na configuração atual e inicial, 
respectivamente, ܻ representa a posição na configuração atual e ܺ a posição na 
configuração inicial. O índice sobrescrito define o nó do elemento na numeração 
local e o índice subscrito denota a direção no plano. 

Agora é possível definir a parcela da variação da energia de deformação da 
seguinte forma: 

ܷ݁ߜ ൌ ෍ Ձ݋ܮ݋ܣܧ
ܧ߲

߲ ఈܻ
ఉ

௡௙

௘௙ୀଵ

ߜ ఈܻ
ఉ ሾ2.11ሿ

Sendo ݋ܣ a área da seção transversal da barra de treliça na configuração 
inicial. A derivada do tensor de deformação de Green-Lagrange em relação aos 
parâmetros nodais determina-se como: 
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ܧ߲

߲ ఈܻ
ఉ ൌ

ሺെ1ሻఉ

ଶ݋ܮ
ሺ ఈܻ

ଶ െ ఈܻ
ଵሻ ሾ2.12ሿ

2.1.3 Estratégia de solução 

 

Substituindo as equações [2.5], [2.7] e [2.11] na equação [2.2] e incluindo a 
variação do potencial das forças externas para o caso de forças conservativas, 
obtém-se a seguinte expressão: 

ߎߜ ൌ ෍ ቈܯ ሷܻ
ఈ
ఉ ൅ ܥ ሶܻ

ఈ
ఉ ൅ Ձ݋ܮ݋ܣܧ

ܧ߲

߲ ఈܻ
ఉ െ ఈܨ

ఉ቉ ߜ ఈܻ
ఉ

௡௙

௘௙ୀଵ

ൌ 0 ሾ2.13ሿ

Na qual, devido à arbitrariedade da variação	ߜ ఈܻ
ఉ obtém-se a equação de 

equilíbrio dinâmico que pode ser reescrita em notação diádica como: 

ߎ߲

߲ ሬܻԦ
ൌ ܯ	 ∙ ሬܻԦሷ ൅ ܥ ∙ ሬܻԦሶ ൅ ݐԦ݅݊ܨ െ ݐݔԦ݁ܨ ൌ 0ሬԦ ሾ2.14ሿ

A estratégia de solução para resolver o sistema de equações [2.14] combina o 
algoritmo de integração temporal de Newmark com o método aberto-incremental-
iterativo de Newton-Raphson. À vista disso, a seguir apresentam-se as 
aproximações de Newmark, onde	ଓ e	ߛ são parâmetros da formula e os indices	ݏ 
e	ݏ ൅ 1 designam o instante de tempo passado e atual, respectivamente. 

௦ܻାଵ ൌ ௦ܻ ൅ ݐ߂ ௦ܻሶ ൅ ଶݐ߂ ቆ൬
1
2
െ ଓ൰ ሷܻ௦ ൅ ଓ ሷܻ௦ାଵቇ

ሾ2.15ሿ

ሶܻ௦ାଵ ൌ ሶܻ௦ ൅ ሺ1ݐ߂ െ ሻߛ ௦ܻሶ ൅ ݐ߂ߛ ሷܻ௦ାଵ 

Dependendo dos valores adotados para os parâmetros	ଓ e ߛ determina-se a 
característica dissipação de energia e a estabilidade do método e	ݐ߂ refere-se à 
discretização temporal. Vários autores têm compilado e discutido as características 
dos métodos de integração temporal, por exemplo, PAULTRE (2010). No presente 
trabalho, foi implementado o método da aceleração média (ߛ ൌ ଵ

ଶ
		e	ଓ ൌ ଵ

ସ
	). 

Substituindo as equações [2.15] na equação de movimento [2.14] encontra-
se: 
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ߎ߲

߲ሬܻԦ
ฬ
௦ାଵ

ൌ ௦ାଵݐԦ݅݊ܨ െ ௦ାଵݐݔԦ݁ܨ ൅
ܯ

ଓݐ߂ଶ ∙
ሬܻԦ௦ାଵ ൅

ܥߛ

ଓݐ߂
∙ ሬܻԦ௦ାଵ െ ܯ ∙ ሬܳԦ௦ ൅ ܥ ∙ ሬܴԦ௦

െ ܥݐ߂ߛ ∙ ሬܳԦ௦ ൌ 0ሬԦ
ሾ2.16ሿ

Onde ܳ௦ e ܴ௦ representam as contribuições do instante de tempo passado e 
são determinadas por: 

ሬܳԦ௦ ൌ
ሬܻԦ௦

ଓݐ߂ଶ ൅
ሬܻԦሶ௦

ଓݐ߂
൅ ൬

1
2ଓ െ 1൰ ሬܻԦሷ௦

ሾ2.17ሿ

ሬܴԦ௦ ൌ ሬܻԦሶ௦ ൅ ሺ1ݐ߂ െ  ሻሬܻԦሷ௦ߛ

Percebe-se que a equação de equilíbrio dinâmico [2.16] é uma equação não 
linear com respeito às posições no instante atual ( ሬܻԦ௦ାଵ). Além disso, pode ser 
entendida como uma função do vetor posição ሺ Ԧ݃௦ାଵ൫ሬܻԦ௦ାଵ൯ ൌ 0ሬԦሻ para facilitar o seu 
entendimento ao expandi-la em série de Taylor truncada em primeira ordem 
conforme segue: 

0ሬԦ ൌ Ԧ݃ሺݕԦ௦ାଵሻ ≅ 	 Ԧ݃൫ݕ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵ൯ ൅ ߘ Ԧ݃൫ݕ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵ൯ ∙ ܻ߂ ሾ2.18ሿ

Na qual,	ݕ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵ representa a posição tentativa para o cálculo de	 ሬܻԦ௦ାଵ e portanto 
o vetor	 Ԧ݃ corresponde ao vetor de desbalanceamento mecânico do sistema quando 
a posição tentativa	ݕ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵ não coincide com o vetor posição correto	 ሬܻԦ௦ାଵ. O gradiente 
do vetor de desbalanceamento mecânico	ߘ Ԧ݃	representa a matriz hessiana	ܪ	do 
funcional de energia total	dada por: 

ܪ ൌ
߲ଶߎ

߲ሬܻԦଶ
ቤ
௦ାଵ

ൌ ߘ	 Ԧ݃൫ݕ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵ൯ ൌ
߲ଶܷ݁

߲ ሬܻԦଶ
ቤ
௦ାଵ

൅
ܯ

ଓݐ߂ଶ ൅
ܥߛ

ଓݐ߂	

ൌ ൬ܪ௘௦௧௔௧௜௖௔ ൅
ܯ

ଓݐ߂ଶ ൅
ܥߛ

ଓݐ߂
൰

ሾ2.19ሿ

Onde o termo	డ
మ௎௘

డ௒ሬԦమ
ቚ
௦ାଵ

	é chamado de matriz hessiana estática	൫ܪ௘௦௧௔௧௜௖௔൯	e 

está dada por:  

ఈఉ௭ఏܪ
௘௦௧௔௧௜௖௔ ൌ ෍ ቆՁ݋ܮ݋ܣ

ܧ߲
߲ ௭ܻ

ఏ

ܧ߲

߲ ఈܻ
ఉ ൅ Ձ݋ܮ݋ܣܧ

߲ଶܧ

߲ ఈܻ
ఉ߲ ௭ܻ

ఏ
ቇ

௡௙

௘௙ୀଵ

ሾ2.20ሿ

Sendo:  
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߲ଶܧ

߲ ఈܻ
ఉ߲ ௭ܻ

ఏ
ൌ
ఈ௭ሺെ1ሻఉሺെ1ሻఏߜ

ଶ݋ܮ
ሾ2.21ሿ

Onde os índices ݖ	e	ߠ	representam a direção e o nó, respectivamente, de 
forma análoga aos índices α	e	ߚ. 

Da expressão [2.18] obtém-se o sistema de equações linear utilizado para 
calcular a correção do vetor posição tentativa, isto é: 

0 ൌ 	 Ԧ݃ሺݕ଴ሬሬሬሬԦሻ ൅
߲ Ԧ݃
Ԧݕ߲
ቤ
௬బሬሬሬሬԦ

∙ ሬሬሬሬሬԦܻ߂ → ሬሬሬሬሬԦܻ߂ ൌ െିܪଵ ∗ Ԧ݃ሺݕ଴ሬሬሬሬԦሻ ሾ2.22ሿ

Resolvendo a equação [2.22] para obter a correção	ܻ߂	é possível recalcular o 
vetor tentativa como segue: 

ሬܻԦ௦ାଵ ൌ ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵݕ ൅ ሬሬሬሬሬԦܻ߂ ሾ2.23ሿ

Assim sendo, o vetor posição tentativa	ݕ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵ	é corrigido iterativamente dentro 
de cada passo de tempo e para o seguinte passo de tempo adota-se como primeira 
tentativa o vetor posição do passo de tempo anterior. 

Em seguida é recalculada a aceleração para cada iteração por: 

ሬܻԦሷ௦ାଵ ൌ
ሬܻԦ௦ାଵ

ଓ ଶݐ߂ െ
ሬܳԦݏ ሾ2.24ሿ

O critério de convergência do processo iterativo pode ser adotado em termos 
de força ou posição segundo as expressões abaixo: 

‖ Ԧ݃ሺݕ଴ሬሬሬሬԦሻ‖ ൑ ݈݋ܶ 		ou			ฮܻ߂ሬሬሬሬሬԦฮ ฮ Ԧܺฮൗ ൑ ݈݋ܶ 		 ሾ2.25ሿ

Sendo ݈ܶ݋ o valor de tolerância predefinido. É importante ressaltar que os 
vetores ሬܳԦݏ e ሬܴԦ௦ somente serão atualizados quando o critério de convergência, no 
instante de tempo atual, for atendido. Ainda destaca-se que no primeiro passo de 
tempo a aceleração determina-se como: 

ሬܻԦሷ௢ ൌ ଵିܯ ൭݋ܨ െ
߲ ܷ݁
߲ܻ

อ
௢

െ ܥ ሶܻ௢൱
ሾ2.26ሿ
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Onde o índice subscrito “݋” denota o instante de tempo em que a análise 
dinâmica inicia. 

 

2.1.4 Modelo de amortecimento Kelvin/Voight modificado 

 

O modelo constitutivo de Kelvin que emprega a deformação de Green foi 
proposto por Madeira e Coda (2016) e chamado de modelo Kelvin/Voight 
modificado. Neste item apresenta-se brevemente o seu desenvolvimento. 

 

	
Ձ 

Figura 5 - Modelo Kelvin/Voight modificado. Tomado de Madeira e Coda (2016) 

 

Segundo a figura, a segunda tensão de Piola-Kirchoff é função da deformação 
de Green ܧ, da velocidade de deformação ܧሶ , da constante elástica do material Ձ e 
da viscosidade dinâmica ߟ conforme segue: 

ܵ ൌ Ձܧ ൅ ሶܧߟ ሾ2.27ሿ

Onde o primeiro termo é a derivada da energia específica de deformação e o 
segundo termo corresponde à parcela associada à dissipação de energia do modelo 
viscoso	ሺϘሻ. Para o elemento finito de treliça, a variação do potencial de dissipação 
em relação aos parâmetros nodais na formulação posicional, pode ser escrita como: 

Ϙሺ௘௙ሻߜ ൌ ሶܧߟ ݋ܮ݋ܣ
ሺെ1ሻఉ

ଶ݋ܮ
ሺ ఈܻ

ଶ െ ఈܻ
ଵሻߜ ఈܻ

ఉ ൌ ఈܨ
ఉ ሺ௩௜௦ሻߜ ఈܻ

ఉ ሾ2.28ሿ

  ,E E

S S
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O cálculo da velocidade de deformação obtém-se aplicando o método das 
diferencias finitas e considerando que o passo de tempo é o suficientemente 
pequeno para assumir	ሺ ఈܻ

ଶ െ ఈܻ
ଵሻݏ ൎ ሺ ఈܻ

ଶ െ ఈܻ
ଵሻݏ൅1, dessa forma, determina-se como: 

ቀܨఈ
ఉ	ሺ௩௜௦ሻቁ

௘௙
ൌ

ߟ
Ձݐ߂

൤ቀܨఈ ሺ௦ାଵሻ
ఉ ሺ௜௡௧௘௥௡௔ሻቁ

௘௙
െ ቀܨఈ ሺ௦ሻ

ఉ ሺ௜௡௧௘௥௡௔ሻቁ
௘௙
൨ ሾ2.29ሿ

Logo, a força interna viscosa esta numericamente relacionada à força interna 
elástica. 

Levando em consideração a variação da energia de dissipação e 
aproveitando a arbitrariedade da variação ߜ ఈܻ

ఉ a equação de equilíbrio dinâmico fica 
expressa por: 

Ԧ݃ ൌ
ߎ߲

߲ ሬܻԦ
ൌ ܯ	 ∙ ሬܻԦሷ ൅ ܥ ∙ ሬܻԦሶ ൅ ݐԦ݅݊ܨ ൅ ݏ݅ݒԦܨ െ ݐݔԦ݁ܨ ൌ 0ሬԦ ሾ2.30ሿ

Reescrevendo a equação [2.30] para o instante atual	ݏ ൅ 1 e substituindo a 
expressão dada para a força viscosa, chega-se a: 

Ԧ݃௦ାଵ ൌ ܯ	 ∙ ሬܻԦሷ௦ାଵ ൅ ܥ ∙ ሬܻԦሶ௦ାଵ ൅ ቀ1 ൅
ߟ
Ձݐ߂

ቁܨԦ௦ାଵ
௜௡௧ െ

ߟ
Ձݐ߂

Ԧ௦௜௡௧ܨ െ Ԧ௦ାଵܨ
௘௫௧ ൌ 0ሬԦ	 ሾ2.31ሿ

Introduzindo as aproximações de Newmark, encontra-se: 

Ԧ݃௦ାଵ ൌ ቀ1 ൅
ߟ
Ձݐ߂

ቁܨሬሬԦݏ൅1
ݐ݊݅

െ
ߟ
Ձݐ߂

ݏሬሬԦܨ
ݐ݊݅

െ ௦ାଵݐݔԦ݁ܨ ൅
ܯ

ଓݐ߂ଶ ∙
ሬܻԦ௦ାଵ ൅

ܥߛ

ଓݐ߂
∙ ሬܻԦ௦ାଵ

െ ܯ ∙ ሬܳԦ௦ ൅ ܥ ∙ ሬܴԦ௦ െ ܥݐ߂ߛ ∙ ሬܳԦ௦ ൌ 0ሬԦ
ሾ2.32ሿ

Observa-se que a equação [2.32] é similar à equação [2.16] já que também é 
um sistema não linear respeito às posições	 ሬܻԦ௦ାଵ. Desse modo, pode ser aplicado o 
mesmo algoritmo de solução descrito no item anterior nas equações [2.22] até 
[2.26]. No entanto, para levar em consideração o modelo viscoso apresentado, o 
vetor de desbalanceamento mecânico deve ser calculado segundo a equação [2.32] 
e a matriz hessiana segundo a seguinte expressão: 

ܪ ൌ
߲ଶߎ

߲ሬܻԦଶ
ቤ
௦ାଵ

ൌ ߘ	 Ԧ݃൫ݕ଴ሬሬሬሬԦ௦ାଵ൯ ൌ
߲ଶሺܷ݁ ൅ Ϙሻ

߲ ሬܻԦଶ
ቤ
௦ାଵ

൅
ܯ

ଓݐ߂ଶ ൅
ܥߛ

ଓݐ߂	

ൌ ൬ቀ1 ൅
ߟ
Ձݐ߂

ቁܪ௘௦௧௔௧௜௖௔ ൅
ܯ

ଓݐ߂ଶ ൅
ܥߛ

ଓݐ߂
൰

ሾ2.33ሿ
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Apesar da formulação aqui apresentada ser aplicável a qualquer elemento 
finito, é de interesse desenvolver a formulação específica para simular o dispositivo 
passivo massa/mola/amortecedor empregado como sistema de controle de vibração. 
No seguinte item mostra-se seu desenvolvimento. 

 

2.1.5 Dispositivo massa/mola/amortecedor 

 

Como mencionado no capítulo 1, os sistemas de controle de vibração de 
estruturas classificam-se segundo o seu comportamento. Aqueles dispositivos que 
não precisam de uma fonte externa de potência para o seu funcionamento são 
chamados de passivos. Dentro desse grupo encontra-se o dispositivo implementado 
nesse trabalho. 

Na figura 6 apresenta-se um esquema do dispositivo 
massa/mola/amortecedor, chamado	ݖ, conformado por duas barras de treliça, 
definidas pelos nós	݇,	݈ e	ݎ, com rigidez elástica	ሺܭሻ e viscosidade dinâmica	ሺߟሻ e 
com uma massa concentrada de valor	݉ no nó comum. Lembra-se que as 
coordenadas	ݔଵ e	ݔଶ representam a posição horizontal e vertical, respectivamente, 
do corpo na configuração inicial. De forma análoga,	ݕଵ e	ݕଶ representam a posição 
na configuração atual do corpo. 

 

 
Figura 6 - Dispositivo massa/mola/amortecedor. Tomado de Madeira e Coda (2016). 
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Devido à geometria do dispositivo e tendo em vista que o elemento de treliça 
não suporta cargas transversais ao eixo da barra é necessário impor uma restrição 
cinemática que garanta que o deslocamento relativo entre os nós seja puramente 
longitudinal. Para o caso bidimensional, essa restrição cinemática é dada por: 

൫ ଶܻ
௥ െ ଶܻ

௟൯൫ ଵܻ
௥ െ ଵܻ

௞൯ െ ൫ ଶܻ
௥ െ ଶܻ

௞൯൫ ଵܻ
௥ െ ଵܻ

௟൯ ൌ 0 ሾ2.34ሿ

A restrição cinemática é introduzida no funcional de energia total somando o 
potencial Lagrangeano	ሺḺሻ a seguir: 

Ḻ ൌ෍Ḻ௭
௭

ൌ෍ߣ௭ൣ൫ ଶܻ
௥ െ ଶܻ

௟൯൫ ଵܻ
௥ െ ଵܻ

௞൯ െ ൫ ଶܻ
௥ െ ଶܻ

௞൯൫ ଵܻ
௥ െ ଵܻ

௟൯൧
௭

	 ሾ2.35ሿ

Onde o somatório varia de 1 até o número de dispositivos instalados. Dessa 
forma a energia total do sistema e sua variação fica dada pelas expressões [2.36] e 
[2.37], respectivamente. 

ߎ ൌ ॶ൅ℚ൅ ௘ܷ െ ℙ ൅ Ḻ ሾ2.36ሿ

ߎߜ ൌ ॶߜ ൅ ℚߜ ൅ ߜ ௘ܷ െ ℙߜ ൅ Ḻߜ ൌ 0 ሾ2.37ሿ

Nota-se que os multiplicadores de Lagrange também são variáveis livres, 
portanto a variação da restrição cinemática	Ḻ	 escreve-se como segue: 

Ḻߜ ൌ
߲Ḻ

߲ ఈܻ
ఉ ߜ ఈܻ

ఉ ൅
߲Ḻ
௝ߣ߲

௭ ௝ߣߜ
௭ ൌ ෠ఈܨ

ఉߜ ఈܻ
ఉ ൅ Ʌ௝

௭ߣߜ௝
௭ ሾ2.38ሿ

Onde	ܨ෠ఈ
ఉ	refere-se à força devida à restrição cinemática na direção ߙ	quando 

o nó ativo	ߚ	pertença ao dispositivo	ݖ	e	ߣ௝௭	são os multiplicadores de Lagrange 
associados. No apêndice do trabalho de Madeira e Coda (2016) apresenta-se o 
cálculo detalhado do vetor	ܨ෠ఈ

ఉe Λ௝௭. 

De forma análoga como foi mostrado no item 2.1.3 devido à arbitrariedade da 
variação da posição ߜ ఈܻ

ఉ e da variação dos multiplicadores ߣߜ௝௭ associados ao 
dispositivo	ݖ, chega-se à equação de equilíbrio dinâmico: 

ቀܨ෠ఈ
ఉ ൅ ఈܨ

ఉሺ௜௡௧ሻቁ ൅ ఈܨ
ఉሺ௩௜௦ሻ ൅ ܯ ∙ ሷܻ

ఈ
ఉ ൅ ܥ ∙ ሶܻ

ఈ
ఉ െ ఈܨ

ఉሺ௘௫௧ሻ ൌ 0 ሾ2.39ሿ
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E às equações que contém as restrições cinemáticas: 

Ʌ௝
௭ ൌ 0௝

௭ ሾ2.40ሿ

Dessa forma, o fato de ter introduzido as restrições cinemáticas via 
multiplicadores de Lagrange acrescentou o número de variáveis e equações a 
considerar. Para o caso bidimensional, o número de equações a mais é igual ao 
número de dispositivos instalados ݊ݖ. 

O algoritmo de solução é idêntico àqueles apresentados nos itens 2.1.3 e 
2.1.4 mas modificando o vetor de desbalanceamento mecânico e a matriz hessiana 
segundo o mostrado no presente item. Para o caso bidimensional, os termos a 
serem adicionados na matriz hessiana são dados por: 

௭ܪ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲ଶܮ௭

߲ ఈܻ
ఉ߲ ఊܻ

ఏ

߲ଶܮ௭
߲ ఈܻ

ఉ߲ߣ௝
ሺ௭ሻ

߲ଶܮ௭
௜ߣ߲

ሺ௭ሻ߲ ఊܻ
ఏ

߲ଶܮ௭
௜ߣ߲

ሺ௭ሻ߲ߣ௝
ሺ௭ሻ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

	 ሾ2.41ሿ

Onde os termos representados pela segunda linha e coluna da equação [2.41] 
correspondem aos graus de liberdade adicionados pela inclusão do dispositivo 
massa/mola/amortecedor. Os outros termos são adicionados nas posições 
existentes da matriz hessiana original. Em Madeira e Coda (2016) mostra-se em 
detalhe os termos que compõem a matriz	ܪ௭. 

O algoritmo de solução do sistema não linear mostrado nos itens anteriores 
também aplica-se para resolver o sistema de equações aqui mostrado.  Deve-se 
levar em conta que tanto o vetor solução	ܻ	ሬሬሬԦ quanto o vetor correção	ܻ߂	ሬሬሬሬሬሬԦcontêm a 
atualização dos multiplicadores de Lagrange para não inclui-los no cálculo do critério 
de convergência dado pelas equações [2.25]. 

Os itens até agora apresentados nesse capítulo mostram o algoritmo de 
solução base para resolver sistemas dinâmicos considerando a não linearidade 
geométrica pelo método dos elementos finitos posicional. Ainda foi apresentada a 
formulação do dispositivo massa/mola/amortecedor para controle de vibração de 
estruturas, na qual é importante destacar a imposição de restrições cinemáticas via 
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multiplicadores de Lagrange dado que no capítulo 3 essa técnica será empregada 
para o desenvolvimento de ligações deslizantes. 

 

2.1.6 Exemplo 1 – Treliça de Mises 

 

Com o objetivo validar o código computacional gerado a partir da formulação 
detalhada nos itens anteriores, apresenta-se o exemplo descrito em Crisfield (1991) 
que consiste na obtenção da trajetória de equilíbrio para a treliça de Von-Mises 
aplicando deslocamento controlado no nó livre. 

 

 
Figura 7 - Treliça de Von Mises 

 

Na seguinte tabela são apresentados os dados de entrada. 

 

 
Tabela 1 - Dados de entrada para análise da treliça de Von Mises. 

 

Area 1
Modulo de Young 1E+07
Passos de carga 1000

Dados de entrada
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Na figura 8 plota-se o deslocamento vertical imposto no nó B e os valores 
correspondentes das forças que equilibram o sistema. 

 

 
Figura 8 - Trajetória de equilíbrio do nó B da treliça de Von Mises. 

 

2.1.7 Exemplo 2 – Validação do dispositivo massa/mola/amortecedor. 

 

Esse exemplo apresenta a validação da formulação implementada para 
análise estática, quase-estática e dinâmica do dispositivo massa/mola/amortecedor. 
A figura 9 mostra a estrutura analisada com as seguintes propriedades mecânicas e 
geométricas: Ձ ൌ ݋ܣ ,ܽ݌ܩ10 ൌ 5ܿ݉ଶ e ݋ܮ ൌ 1݉  submetida a uma força	ܨ ൌ
10√2݇ܰ.  
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Figura 9 - Geometria do exemplo de validação dispositivo massa/mola/amortecedor. Tomado de 

Madeira e Coda (2016). 

 

Para os valores dados, calcula-se a rigidez axial	ܭ ൌ ହெே

௠
 e aplicando a lei de 

Hooke, obtém-se um deslocamento horizontal de	ݑ௛ ൌ 0.001݉. Trata-se de um 
deslocamento pequeno, por tanto espera-se que o deslocamento obtido com o 
código computacional implementado seja praticamente o mesmo valor. Pela mesma 
razão, espera-se que em uma análise quase-estática o comportamento da estrutura 
se aproxime ao problema linear. Dessa forma, o deslocamento horizontal pode ser 
comparado com a resposta obtida da seguinte expressão: 

௛ݑ ൌ ቆ
√2
2
ቇ ∙ ܨ ∙ ݋ܮ ∙ ቆ1 െ ݁

ିՁ௧ఎ ቇ /ሺ2Ձ݋ܣሻ 

Adotando	ߟ ൌ ܽ݌ܯ4 ∙ -a figura 10 apresenta os resultados da análise quase ,ݏ
estática para diferentes valores de delta de tempo, mostrando que a formulação 
converge para a resposta obtida pela equação anterior. Além disso, observa-se que 
devido à restrição cinemática imposta, a massa concentrada somente apresenta 
deslocamento horizontal, enquanto a componente vertical da força aplicada é 
transmitida aos vínculos externos do dispositivo. 

 
045

F


M
0 0/K A LE 0 0/K A LE

0L 0L
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Figura 10 - Resposta quase-estática do dispositivo.  
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2.2 Elemento solido bidimensional  

 

Tendo em vista que a técnica de solução dinâmica não linear é a mesma para 
qualquer elemento finito (Combinação do método de integração temporal de 
Newmark com o método de Newton-Raphson) neste capítulo apresenta-se o 
desenvolvimento matemático para a obtenção da matriz de massa, o vetor de forças 
internas e a matriz hessiana do elemento de chapa. A grande diferença respeito à 
formulação apresentada para elementos de treliça é a inexistência de fórmulas 
fechadas e, portanto, é imprescindível o uso de técnicas de integração numérica. 

A formulação implementada para elementos tipo chapa, descrita a seguir, 
encontra-se no trabalho de Marques (2006). 

Na figura 11 mostra-se o corpo na configuração inicial Bo e na configuração 
atual B, descritas por meio das funções de mapeamento	 Ԧ݂௢	e	 Ԧ݂ଵ, respectivamente. 
Percebe-se ainda que foi adotado um elemento finito triangular de dez nós 
(aproximação cubica), portanto, as integrais numéricas a serem avaliadas serão 
feitas aplicando a quadratura de Hammer. 

 

 
Figura 11 - Mapeamento das configurações inicial e atual e atual e sua representação no 

espaço adimensional. 
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Introduzindo as aproximações do método dos elementos finitos posicional, 
expressas por: 

௜݂
଴ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ௜ܺሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ߶௟ሺߦଵ, ଶሻߦ ௜ܺ

௟

௜݂
ଵሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ௜ܻሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ߶௟ሺߦଵ, ଶሻߦ ௜ܻ

௟ ሾ2.42ሿ

Onde ௜ܺ
௟ e ௜ܻ

௟ denotam a posição do nó ݈ na direção ݅ na configuração inicial e 
final, respectivamente, e ߶௟ሺߦଵ,  ݈ ଶሻ designa a função de forma associada ao nóߦ
escrita em função das coordenadas adimensionais ߦଵ e ߦଶ. Após ter definido as 
funções de mapeamento é possível escrever a função mudança de configuração Ԧ݂ 
como segue: 

Ԧ݂ ൌ Ԧ݂ଵ ° ሺ Ԧ݂௢ሻିଵ ሾ2.43ሿ

E o seu gradiente como: 

ܣ ൌ ଵܣ ∙ ሺܣ௢ሻିଵ ሾ2.44ሿ

Sendo ܣଵ e ܣ௢dados por: 

௜௝ܣ
ଵ ൌ ௜݂,௝

ଵ ൌ ߶௟,௝ ௜ܻ
௟

௜௝ܣ
଴ ൌ ௜݂,௝

଴ ൌ ߶௟,௝ ௜ܺ
௟ ሾ2.45ሿ

Na qual	߶௟,௝	representa a derivada da função de forma associada ao nó	݈	em 
relação à variável adimensional ߦ	na direção ݆. Tendo definido o gradiente da função 
mudança de configuração, calcula-se o tensor de deformação de Green ሺܧሻ e o 
tensor de alongamento de Cauchy-Green ሺࣝሻ como: 

ܧ ൌ
1
2
ሺܣ௧ ∙ ܣ െ  ሻܫ

ࣝ ൌ ௧ܣ ∙ ܣ
ሾ2.46ሿ

Sendo ܫ o tensor identidade de tamanho 2x2. 

 

2.2.1 Forças internas do elemento tipo chapa 

 

O vetor de forças internas do sistema é determinado a partir do conceito do 
conjugado energético que pode ser escrito como segue: 
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ఈܨ
ఉ	ሺ௜௡௧ሻ ൌ 	

߲ܷ݁

߲ ఈܻ
ఉ ൌ

߲

߲ ఈܻ
ఉ ൮෍ නݑ௘ ݋ܸ݀

௏௢

௡௙

௘௙ୀଵ

൲ ሾ2.47ሿ

Dessa expressão entende-se que a força é o conjugado energético da 
posição.  

À vista disto, deve ser definida a energia especifica de deformação para o 
elemento solido bidimensional. No presente trabalho foi adotada a lei constitutiva de 
Saint-Venant-Kirchoff que escrita na sua forma integral para o estado plano de 
deformações fica dada por: 

௘ݑ ൌ
1
2
ሼሺ1 െ ߭ሻܭሺܧଵଵ

ଶ ൅ ଶଶܧ
ଶ ሻ ൅ ଶଶሻܧଵଵܧሺ߭ܭ2 ൅ 2ॳሺܧଵଶଶ ൅ ଶଵܧ

ଶ ሻሽ ሾ2.48ሿ

E para análise no estado plano de tensões: 

௘ݑ ൌ
ॳ

ሺ1 െ ߭ሻ
ሼܧଵଵ

ଶ ൅ ଶଶܧ
ଶ ൅ 2߭ሺܧଵଵܧଶଶሻ ൅ ሺ1 െ ߭ሻሺܧଵଶ

ଶ ൅ ଶଵܧ
ଶ ሻሽ ሾ2.49ሿ

Nas quais,	ܧ௜௝ refere-se ao valor na posição	݅, ݆ do tensor deformação de 
Green, ߭	representa o coeficiente de Poisson. Finalmente,	ܭ e	ॳ são constantes 
elásticas do material dadas por: 

ܭ ൌ
ॱ

ሺ1 ൅ ߭ሻሺ1 െ 2߭ሻ
ॳ ൌ

ॱ
2ሺ1 ൅ ߭ሻ

 ሾ2.50ሿ

Onde o modulo de Young está representado por ॱ. Comenta-se ainda que 
nos desenvolvimentos subsequentes emprega-se a energia específica para o estado 
plano de deformações, ficando para o leitor a dedução do equacionamento do 
estado plano de tensões. 

Conforme as equações [2.48] e [2.49] ݑ௘ é função da deformação de Green ܧ 
que por sua vez relaciona-se com as posições ఈܻ

ఉ segundo as expressões [2.45] e 
[2.46]. Portanto, a equação [2.47] escreve-se como: 

ఈܨ
ఉ	ሺ௜௡௧ሻ ൌ ൮෍ න

௘ݑ߲
௞௠ܧ߲

௞௠ܧ߲
߲ ఈܻ

ఉ ݋ܸ݀

	

௏௢

௡௙

௘௙ୀଵ

൲ ൌ ൮෍ නܵ௞௠
௞௠ܧ߲
߲ ఈܻ

ఉ ݋ܸ݀
௏௢

௡௙

௘௙ୀଵ

൲ ሾ2.51ሿ
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Na qual, infere-se que a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie ܵ é o 
conjugado energético da medida de deformação de Green ܧ. Explicitando o tensor 
de tensão para o estado plano de deformações chega-se a: 

ଵܵଵ ൌ
௘ݑ߲
ଵଵܧ߲

ൌ ሼሺ1ܭ െ ߭ሻܧଵଵ ൅ ଶଶሽܧ߭

ܵଶଶ ൌ
௘ݑ߲
ଶଶܧ߲

ൌ ሼሺ1ܭ െ ߭ሻܧଶଶ ൅ 	ଵଵሽܧ߭

ଵܵଶ ൌ
௘ݑ߲
ଵଶܧ߲

ൌ 2ॳܧଵଶ	

ܵଶଵ ൌ
௘ݑ߲
ଶଵܧ߲

ൌ 2ॳܧଶଵ

ሾ2.52ሿ

Desenvolvendo a derivada do tensor de deformações de Green em relação 
aos parâmetros nodais encontra-se: 

ܧ߲

߲ ሬܻԦ
ൌ
1
2
ܥ߲

߲ ሬܻԦ
ൌ
1
2
൥ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ቆ

ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ
௧

∙ ଵܣ ∙ ሺܣ௢ሻିଵ ൅ ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ሺܣଵሻ௧ ∙ ቆ
ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ ∙ ሺܣ௢ሻିଵ൩ ሾ2.53ሿ

Onde o tensor ܣଵ é especificado pela equação [2.45] e suas derivadas em 
relação ao vetor posição atual ሬܻԦ (ou em notação indicial ఈܻ

ఉ) escrevem-se como: 

ଵܣ߲

߲ ଵܻ
ఉ ൌ ൤

߶ఉ,ଵ ߶ఉ,ଶ
0 0

൨
ଵܣ߲

߲ ଶܻ
ఉ ൌ ൤

0 0
߶ఉ,ଵ ߶ఉ,ଶ

൨ ሾ2.54ሿ

Nas expressões anteriores o índice sobrescrito ߚ define o nó e o índice 
subscrito refere-se à direção. 

A partir das expressões [2.52] – [2.54] é possível calcular numericamente a 
integral descrita na equação [2.51] usando a quadratura de Hammer da seguinte 
forma: 

ఈܨ
ఉ	ሺ௜௡௧ሻ ൌ ൭෍ ܵ௞௠

௞௠ܧ߲
߲ ఈܻ

ఉ ௜ܹ௛ ܬ ቀ൫ߦଵሺ݄݅ሻ, ଶሺ݄݅ሻ൯ቁߦ

௡௛

௜௛ୀଵ

൱ ሾ2.55ሿ

Sendo ݄݅ o contador que varia de 1 até o número de pontos de integração de 
Hammer (݄݅), ௜ܹ௛ o peso correspondente ao ponto de integração ݄݅ da técnica de 
integração numérica, ܵ௞௠ o segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff definido 
pelas expressões [2.52], డாೖ೘

డ௒ഀഁ
 a derivada do tensor de deformação de Green respeito 
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às posições nodais determinado pelas equações [2.53] e [2.54] e 	ܬ ቀ൫ߦଵሺ݄݅ሻ,  ଶሺ݄݅ሻ൯ቁߦ

o jacobiano da transformação avaliado no ponto de integração ݄݅. 

 

2.2.2 Matriz hessiana do elemento tipo chapa 

 

Nesse item apresenta-se o cálculo da segunda derivada de energia de 
deformação em relação aos parâmetros nodais (Chamada de matriz hessiana 
estática na equação [2.19]) para elementos sólidos bidimensionais necessária para a 
aplicação do método de Newton-Raphson. 

Retomando a expressão [2.51] para um elemento finito e aplicando a derivada 
respeito às posições nodais, obtém-se: 

ఈఉ௭ఏܪ
௘௦௧௔௧௜௖௔ ൌ

߲2ܷ݁

ߙܻ߲
ݖܻ߲ߚ

ߠ ൌ
ߙܨ߲

ߚ ሺ݅݊ݐሻ

ݖܻ߲
ߠ ൌ

߲

ݖܻ߲
ߠ ൮නܵ݇݉

݉݇ܧ߲
ߙܻ߲

ߚ ݋ܸ݀	
݋ܸ

൲ ሾ2.56ሿ

Observa-se das equações [2.45], [2.52] e [2.53] que tanto o tensor de 
tensões	ܵ௞௠	quanto o termo	డாೖ೘

డ௒ഀഁ
	são função das posições nodais. Dessa maneira, a 

derivada do vetor de forças internas é dada por: 

ఈఉ௭ఏܪ
௘௦௧௔௧௜௖௔ ൌ නቆܵ݇݉

݉݇ܧ2߲
ߙܻ߲

ݖܻ߲ߚ
ߠ ൅

߲ܵ݇݉
ݖܻ߲

ߠ

݉݇ܧ߲
ߙܻ߲

ߚ ቇ ݋ܸ݀

	

݋ܸ

 ሾ2.57ሿ

Na qual o termo	ܵ௞௠	e	
డாೖ೘

డ௒ഀഁ
 são determinados pelas expressões [2.52] e [2.53], 

respectivamente. A seguir mostra-se o cálculo dos termos restantes da equação 
[2.57]. 

Para facilitar a determinação da derivada do tensor de tensão em relação às 
posições, as equações contidas em [2.52] reescrevem-se da seguinte forma: 

൞

ଵܵଵ
ܵଶଶ
ଵܵଶ
ܵଶଵ

ൢ ൌ ൦

ሺ1ܭ െ ߭ሻ ߭ܭ 0 0
߭ܭ ሺ1ܭ െ ߭ሻ 0 0
0
0

0
0

2ॳ
0

0
2ॳ

൪ ∙ ൞

ଵଵܧ
ଶଶܧ
ଵଶܧ
ଶଵܧ

ൢ ሾ2.58ሿ

Ás quais aplicam-se as derivadas obtendo: 
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ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
߲ܵ11
ݖܻ߲

ߠ

߲ܵ22
ݖܻ߲

ߠ

߲ܵ12
ݖܻ߲

ߠ

߲ܵ21
ݖܻ߲

ߠ ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

ൌ ൦

ሺ1ܭ െ ߭ሻ ߭ܭ 0 			0
߭ܭ ሺ1ܭ െ ߭ሻ 0 			0
0
0

0
0

2ॳ
0

0
2ॳ

൪ ∙

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
11ܧ߲
ݖܻ߲

ߠ

22ܧ߲
ݖܻ߲

ߠ

12ܧ߲
ݖܻ߲

ߠ

21ܧ߲
ݖܻ߲

ߠ ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

 ሾ2.59ሿ

Onde os termos	డா೔ೕ
డܻݖ

ߠ 	foram calculados previamente segundo a equação [2.53]. 

Por conseguinte, somente resta definir a segunda derivada da deformação de Green 
em relação aos parâmetros nodais a qual pode ser expressa como: 

߲ଶܧ

߲ ሬܻԦ߲ ሬܻԦ
ൌ
1
2
൥ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ቆ

ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ
௧

∙ ቆ
ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ ∙ ሺܣ௢ሻିଵ ൅ ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ቆ

ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ
௧

∙ ቆ
ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ ∙ ሺܣ௢ሻିଵ൩ ሾ2.60ሿ

Já que observando as expressões [2.54] tem-se que: 

߲ଶܣଵ

߲ ሬܻԦ߲ ሬܻԦ
ൌ 0 ሾ2.61ሿ

Finalmente, de forma análoga como foi feito no cálculo das forças internas no 
item anterior é possível avaliar numericamente a integral expressa na equação [2.57] 
aplicando a quadratura de Hammer como segue: 

ఈఉ௭ఏܪ
௘௦௧௔௧௜௖௔ ൌ ෍ ݄ఈఉ௭ఏܹ݄݅ ܬ ൬ቀ1ߦሺ݄݅ሻ, 2ሺ݄݅ሻቁ൰ߦ

݄݊

݄݅ൌ1

 ሾ2.62ሿ

Onde ݄ఈఉ௭ఏ é a função a ser integrada definida por: 

݄ఈఉఊ௭ ൌ ܵ௞௠
߲ଶܧ௞௠
߲ ఈܻ

ఉ߲ ఊܻ
௭
൅
߲ܵ௞௠
߲ ఊܻ

௭

௞௠ܧ߲
߲ ఈܻ

ఉ  ሾ2.63ሿ

Assim, depois de calcular a matriz hessiana estática pode ser determinada a 
matriz hessiana do sistema dinâmico segundo a expressão [2.19] e dessa forma 
continuar com o algoritmo de solução descrito nas equações [2.22] – [2.26]. 
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2.2.3 Matriz de massa do elemento tipo chapa 

 

Substituindo as aproximações propostas pela técnica dos elementos finitos na 
parcela da variação da energia cinética (Ver equação [2.4]), obtém-se: 

න ௢ߩ
	

௏௢
߶௟ሺߦଵ, ,ଵߦଶሻ߶௞ሺߦ ݋ଶሻܸ݀ߦ ሷܻ

௜
௟ߜ ௜ܻ

௟ ൌ ܯ ∙ ሬܻԦሷ ∙ ሬሬሬሬԦܻߜ ሾ2.64ሿ

Onde	߶௟ e	߶௞ referem-se às funções de forma associadas aos nós	݈ e	݇.Dessa 
forma, a matriz de massa é dada por: 

௟௞ܯ ൌ න ௢ߩ
	

௏௢
߶௟ሺߦଵ, ,ଵߦଶሻ߶௞ሺߦ ݋ଶሻܸ݀ߦ ሾ2.65ሿ

Nota-se que as grandezas envolvidas não são constantes no domínio de 
integração por tanto, emprega-se a quadratura de Hammer para sua avaliação como 
mostrado abaixo: 

௟௞ܯ ൌ ଴ܾ଴ߩ ௜ܹ௛߶௟൫ߦଵሺ݄݅ሻ, ,ଵሺ݄݅ሻߦଶሺ݄݅ሻ൯߶௞൫ߦ ,ଵሺ݄݅ሻߦ଴൫ܣൣݐ݁ܦଶሺ݄݅ሻ൯ߦ 	ଶሺ݄݅ሻ൯൧ߦ ሾ2.66ሿ

Na qual, ܾ଴ é a largura do elemento finito na configuração inicial, 
߶௟൫ߦଵሺ݄݅ሻ, ,ଵሺ݄݅ሻߦ଴൫ܣൣݐ݁ܦ ଶሺ݄݅ሻ൯ eߦ  representam a função de forma e o	 ଶሺ݄݅ሻ൯൧ߦ
determinante da matriz ܣ଴ avaliados no ponto de Hammer ሺ݄݅ሻ, respectivamente,  e 

௜ܹ௛ denota o peso utilizado na técnica de integração numérica. 

 

2.2.4 Exemplo 1 – Viga engastada submetida a um carregamento 
transversal variável no tempo 
	

Nesse exemplo analisa-se a resposta dinâmica de uma viga engastada (ver 
figura 12), sem amortecimento, submetida a um carregamento transversal variável 
no tempo (ver figura 13). Esse exemplo encontra-se nos trabalhos de Behdinan et al. 
(1998) e Greco (2004). Nesse exemplo foi adotado o mesmo sistema de unidade 
adotado pelas referencias. 
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Figura 12 - Viga engastada submetida a um carregamento transversal variável no tempo. 

 

 
Figura 13 – Força transversal aplicada no extremo livre da viga versus tempo. 

 

O resumo dos dados de entrada para o problema apresentam-se na tabela 2. 

 

 
Tabela 2 - Dados de entrada para análise de viga engastada submetida a um carregamento 

variável no tempo. 

 

A seguir, apresentam-se os resultados de deslocamento vertical e horizontal 
do extremo livre da viga para uma força aplicada máxima de 1E+05 libras e 5E+05 
libras. Na discretização empregaram-se 98 elementos finitos triangulares 

b [in] 1
h [in] 10,627
L [in] 120
ρ [lb-s²/in⁴] 0,0094116
E [Psi] 30000000
G [Psi] 15000000
Δt [s] 0,01

Dados de entrada
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isoparamétricos de aproximação cubica. No que diz respeito aos parâmetros do 
algoritmo de integração temporal, adotaram-se os valores correspondentes ao 
método de Newmark para aceleração media constante. 

Nas figuras 16 e 17 apresenta-se a configuração deslocada da viga para o 
caso de carga F=1E+05 libras nos instantes de tempo t=0.25 segundos e t=0.35 
segundos. Ditas imagens foram geradas no software de pós-processamento 
Acadview (PACCOLA; CODA, 2005). 

 

 
Figura 14 - Deslocamento horizontal para valores de força aplicada máxima de F=1E+05 e 

F=5E+05 libras. 
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Figura 15 - Deslocamento vertical para valores de força aplicada máxima de F=1E+05 e 

F=5E+05 libras. 

 

 
Figura 16 - Configuração deslocada (in) para t=0.25 segundos. 
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Figura 17 - Configuração deslocada (in) para t=0.35 segundos. 

 

2.2.5 Exemplo 2 – Viga engastada com amortecimento submetida a um 
carregamento transversal variável no tempo 

 

Com o objetivo de testar a formulação relacionada à parcela de 
amortecimento, analisa-se a mesma estrutura do exemplo anterior submetida a um 
carregamento definido pela função triangular mostrada abaixo e com um coeficiente 

de amortecimento viscoso de	0.1 ௟௕ି௦మ

௜௡
 em cada grau de liberdade (Ver tabela 3).  
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Tabela 3 - Dados de entrada para análise de viga engasta submetida a um carregamento 

variável no tempo e considerando amortecimento. 

 

Esse exemplo encontra-se no trabalho de Behdinan, Stylianou, e Tabarrok 
(1998) onde foi empregada a formulação co-rotacional a elementos tipo barra com 
cinemática de Euler-Bernoulli. 

Na figura 18 encontra-se a solução numérica, do trabalho de referência e do 
presente trabalho, para o deslocamento vertical do extremo livre da viga. 

 

 
Figura 18 - Deslocamento vertical do extremo livre da viga. 

  

b [in] 1
h [in] 10,627
L [in] 120
ρ [lb-s²/in⁴] 0,0094116
c [lb/in/s] 0,1
E [Psi] 30000000
G [Psi] 15000000
Δt [s] 0,01

Dados de entrada
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2.3 Elemento de pórtico 

 

A diferença entre o elemento de pórtico e o elemento de chapa é a imposição 
da cinemática de Reissner-Timoshenko no comportamento da seção transversal, 
inexistente em elemento de chapa (ou sólido bidimensional).  A formulação 
apresentada nesse item é descrita detalhadamente no trabalho de Coda e Paccola 
(2014) e Siqueira (2016). 

Como é bem sabido, a cinemática de Reissner-Timoshenko leva em 
cosideração o efeito das tensões cisalhantes o qual implica que a seção transversal 
apesar de permanecer plana após a deformação do elemento, ésta não forma um 
ângulo ortogonal à linha de referência. 

Na figura 19, mostrada abaixo, mostra-se esquematicamente a configuração 
inicial e final de um elemento pórtico e o espaço adimensional auxiliar a ser 
empregado de forma análoga como foi feito no caso do elemento chapa. Esse 
espaço adimensional é definido pelas coordenadas ߦଵ e ߦଶ, com a característica que 
a coordenada ߦଵ coincide com a linha de referência (eixo) da barra na configuração 
inicial e final bem como a coordenada ߦଶ alinha-se com o plano da seção 
transversal. 

 

 
Figura 19. Mapeamento das configurações e a sua relação com o espaço adimensional. 
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Partindo da linha de referência, o mapeamento da configuração inicial pode 
ser escrito da seguinte maneira: 

଴݂௜
௠ሺߦଵሻ ൌ ௜ܺ

௠ሺߦଵሻ ൌ ߶௟ሺߦଵሻ ௜ܺ௟
௠ ሾ2.67ሿ

Onde os índices		݉ e		0 referem-se à linha de referência da barra e à 
configuração inicial do corpo, respectivamente. Dessa forma, entende-se	 ଴݂௠ሬሬሬሬሬԦሺߦଵሻ 
como a função de mapeamento da linha de referência na configuração inicial do 
corpo e	 ௜ܺ

௠ሺߦଵሻ como a posição inicial da linha de referência na direção		݅ a qual é 
aproximada pelo método dos elementos finitos como	߶௟ሺߦଵሻ ௜ܺ௟

௠ sendo	߶௟ a função de 
forma associada ao nó	݈ e o	 ௜ܺ௟

௠ o valor nodal da posição inicial.  

Posto que na formulação do elemento pórtico o ângulo da seção transversal 
também é considerado um parâmetro nodal e devido à cinemática adotada, ele é 
aproximado de forma análoga à posição como: 

௞ߠ
଴ሺߦଵሻ ൌ ߶௟ሺߦଵሻߠ௟

଴ ሾ2.68ሿ

Na qual os ângulos nodais ߠ௟଴ a serem introduzidos na equação anterior são 
determinados por: 

௞ߠ
଴ ൌ tanିଵ ቀ

ଶሺ௞ሻݒ
ଵሺ௞ሻൗݒ ቁ ሾ2.69ሿ

É importante destacar que em concordância com a notação indicial os índices 
que se encontram dentro de parênteses não representam soma. Na equação 
anterior	ݒଵሺ௞ሻ e	ݒଶሺ௞ሻ representam as componentes do vetor unitário normal à linha de 
referência, calculados como: 

ଵሺ௞ሻݒ ൌ
െ ଶܶ௞

ฮሬܶሬԦฮ൘ ଶሺ௞ሻݒ ൌ ଵܶ௞

ฮሬܶሬԦฮ൘ ሾ2.70ሿ

Onde	 	ܶሬሬԦ é o vetor tangente à linha de referência e portanto	ฮ 	ܶሬሬԦฮ,	 ଵܶ௞ e	 ଶܶ௞ são a 
sua norma euclidiana e a suas componentes na direção 1 e 2, respectivamente. 
Esse vetor é aproximado segundo a seguinte expressão: 
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௜ܶ௞ ൌ
݀߶௟ሺߦଵሻ

ଵߦ݀
ቤ
క భ
ೖ

௜ܺ௟
௠

ሾ2.71ሿ

Depois de ter definido as aproximações do continuo pelo método dos 
elementos finitos posicional, é possível escrever a posição de um ponto qualquer 
contido no domínio da configuração inicial como: 

଴݂ଵ
	 ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ଵܺ

	 ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ߶௟ሺߦଵሻܺଵ
௟ ൅

݄
2
ଶߦ cosሺ߶௟ሺߦଵሻߠ ௟

଴ሻ

଴݂ଶ
	 ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ܺଶ

	 ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ߶௟ሺߦଵሻܺ ଶ
௟ ൅

݄
2
ଶߦ sinሺ߶௟ሺߦଵሻߠ ௟

଴ሻ
ሾ2.72ሿ

Onde ݄ denota a altura da barra na configuração inicial. 

De forma similar constrói-se a função de mapeamento do corpo na 
configuração atual 	݂ଵ

	ሬሬሬሬԦ, ficando da seguinte forma: 

ଵ݂ଵ
	 ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ଵܻ

	ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ߶௟ሺߦଵሻܻଵ
௟ ൅

݄
2
ଶߦ cosሺ߶௟ሺߦଵሻߠ ௟ሻ

ଵ݂ଶ
	 ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ଶܻ

	ሺߦଵ, ଶሻߦ ൌ ߶௟ሺߦଵሻܻଶ
௟ ൅

݄
2
ଶߦ sinሺ߶௟ሺߦଵሻߠ ௟ሻ

ሾ2.73ሿ

Onde ௜ܻ
௟ designa a posição atual na direção ݅ do nó ݈ e ߠ	௟	  é o ângulo da 

seção transversal no nó ݈.  

Deve-se lembrar que a posição atual obtém-se a partir de valores tentativos 
que são corrigidos iterativamente, de modo que é possível calcular numericamente 
as equações [2.73]. Além disso, nota-se que a altura inicial da barra é também 
empregada no mapeamento da configuração atual, portanto, para evitar travamento 
volumétrico adota-se a lei constitutiva com valor nulo para o coeficiente de Poisson 
como será mostrado posteriormente.  

Tendo definidas as funções de mapeamento inicial ଴݂	
	ሬሬሬሬԦ	e atual 	݂ଵ

	ሬሬሬሬԦ	pode-se 
escrever a função mudança de configuração 	݂

	ሬሬሬԦ	como (Ver figura 19): 

	݂
	ሬሬሬԦ ൌ ݂ଵሬሬሬሬԦ°൫ ଴݂

ሬሬሬሬԦ൯
ିଵ

ሾ2.74ሿ

E o gradiente de	 	݂ 	ሬሬሬԦ como: 

ܣ ൌ ଵܣ ∙ ሺܣ଴ሻିଵ ሾ2.75ሿ
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Onde ܣ଴ e ܣଵ são os gradientes das funções ଴݂	
	ሬሬሬሬԦ e 	݂ଵ

	ሬሬሬሬԦ definidos por as 
seguintes expressões, respectivamente: 

௜௝ܣ
଴ ൌ

݀ ଴݂௜
	

௝ߦ݀
ൌ ଴݂௜,௝

	 ൌ ൦
߶௟,ଵ ଵܺ௟

	 െ
݄
2
ଶߦ sinሺ߶௞ߠ௞

଴ ሻ൫߶௭,ଵߠ௭଴ ൯
݄
2
cosሺ߶௟ߠ௟

଴	ሻ

߶௟,ଵܺଶ௟
	 ൅

݄
2
ଶߦ cosሺ߶௞ߠ௞

଴ ሻ ൫߶௭,ଵߠ௭଴ ൯
݄
2
sinሺ߶௟ߠ௟

଴	ሻ
൪	 ሾ2.76ሿ

௜௝ܣ
ଵ ൌ

݀ ଵ݂௜
	

௝ߦ݀
ൌ ଵ݂௜,௝

	 ൌ ൦
߶௟,ଵ ଵܻ௟

	 െ
݄
2
ଶߦ sinሺ߶௞ߠ௞ሻ൫߶௭,ଵߠ௭൯

݄
2
cosሺ߶௟ߠ௟

	ሻ

߶௟,ଵ ଶܻ௟
	 ൅

݄
2
ଶߦ cosሺ߶௞ߠ௞ሻ ൫߶௭,ଵߠ௭൯

݄
2
sinሺ߶௟ߠ௟

	ሻ
൪	 ሾ2.77ሿ

Na qual	߶௟,୧ indica a derivada da função de forma associada ao nó	݈ respeito à 
variável adimensional na direção	݅. Finalmente, pode-se calcular o tensor de 
deformação de Green-Lagrange como:  

ܧ ൌ
1
2
ሺࣝ െ ሻܫ ൌ

1
2
ሺܣ௧ ∙ ܣ െ ሻܫ ሾ2.78ሿ

2.3.1 Forças internas do elemento tipo pórtico 

 

Como foi feito no cálculo das forças internas de elementos chapa, aproveita-
se as definições de força e tensão de segunda espécie de Piola-Kirchhoff como 
conjugados energéticos da posição e da deformação de Green, respectivamente, 
para expressar a variação da energia de deformação como segue: 

ܷ݁ߜ ൌ
߲ܷ݁

߲ 	ܻ
	ሬሬሬԦ
∙ ߜ 	ܻ

	ሬሬሬԦ ൌ ప௡௧ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܨ ∙ ሬܻሬሬԦߜ ൌ න
௘ݑ߲
ܧ߲

:
ܧ߲

߲ 	ܻ
	ሬሬሬԦ

௏௢

݋ܸ݀ ∙ ሬܻሬሬԦߜ

ൌ නܵ:
ܧ߲

߲ሬܻሬሬԦ

	

௏௢

݋ܸ݀ ∙ ሬሬሬԦ	ܻߜ
ሾ2.79ሿ

Onde o tensor de tensões	ܵ é dado por: 

ܵ ൌ
௘ݑ߲
ܧ߲

ൌ ൤
ॱܧଵଵ 2ॳܧଵଶ
2ॳܧଵଶ ॱܧଶଶ

൨ ሾ2.80ሿ

Lembrando que ॱ pode ser entendido como o modulo de Young para o caso 
de pequenas deformações e ॳ como o modulo de elasticidade transversal. Apesar 
do cálculo da derivada da deformação de Green em relação aos parâmetros nodais 
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ser dado pela mesma expressão apresentada no item referente ao elemento solido 
bidimensional [2.53], por conveniência, é apresentada de novo nesse item: 

ܧ߲

߲ ሬܻԦ
ൌ

߲

߲ ሬܻԦ
൤
1
2
ሺܣ௧ ∙ ܣ െ ሻ൨ܫ

ܧ߲

߲ ሬܻԦ
ൌ
1
2
൝ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ቆ

ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ
௧

∙ ଵܣ ∙ ሺܣ௢ሻିଵ ൅ ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ሺܣଵሻ௧ ∙ ቆ
ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ ∙ ሺܣ௢ሻିଵൡ	

ሾ2.81ሿ

É importante observar que o tensor gradiente	ܣଵ é função dos parâmetros 
nodais que representam a posição nas duas direções do plano e do ângulo de 
inclinação da seção transversal, portanto a derivada do		ܣଵ em relação aos 
parâmetros nodais mencionados expressa-se como: 

ଵܣ߲

߲ ଵܻ
ఉ ൌ ൤

߶ఉ,ଵ 0
0 0

൨	
ଵܣ߲

߲ ଶܻ
ఉ ൌ ൤

0 0
߶ఉ,ଵ 0൨

ଵܣ߲

߲ ଷܻ
ఉ ൌ ൦

െ
݄
2
௞ߠሺ߶௞ݏ݋ଶൣܿߦ

	 ሻ ൫߶௭,ଵߠ௭	 ൯߶ఉ ൅ ௞ߠሺ߶௞݊݅ݏ
	 ሻ ߶ఉ,ଵ൧ െ

݄
2
௟ߠሺ߶௟݊݅ݏ

	ሻ ߶ఉ

݄
2
௞ߠሺ߶௞ݏ݋ଶൣܿߦ

	 ሻ ߶ఉ,ଵ െ ௞ሻߠሺ߶௞݊݅ݏ ൫߶௭,ଵߠ௭൯߶ఉ,ଵ൧
݄
2
௟ሻ߶ఉߠሺ߶௟ݏ݋ܿ

൪	

ሾ2.82ሿ

Onde o índice subscrito de	ܻ indica a direção quando tomar valor de 1 ou 2 e 
refere-se ao ângulo da seção transversal quando for 3. Dessa forma, tem sido 
definidos todos os termos necessários para o cálculo da integral da equação [2.79] 
dando como resultado o vetor de forças internas. Devido à geometria do domínio de 
integração emprega-se a quadratura de Gauss como técnica de integração 
numérica: 

ݐԦ݅݊ܨ ൌ ܾ଴ݓ௜௚ݓ௝௚ܵ൫ߦଵ௜௚, :ଶ௝௚൯ߦ
ܧ߲

߲ ሬܻԦ
൫ߦଵ௜௚, ଶ௝௚൯ߦ ,ଵ௜௚ߦ଴൫ܣൣݐ݁ܦ 	ଶ௝௚൯൧ߦ ሾ2.83ሿ

Na qual ݓ௜௚ e ݓ௝௚ são os pesos de Gauss para os pontos de integração ߦଵ௜௚	e 
 ଶ௝௚, respectivamente, e os índices ݅݃ e ݆݃ percorrem os pontos de Gaussߦ
estabelecidos para a direção 1 e 2, respectivamente. 
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2.3.2 Matriz hessiana do elemento tipo pórtico 

 

Segundo a equação [2.19] a matriz hessiana do sistema dinâmico é o 
gradiente do vetor Ԧ݃. Para analises estáticas basta desconsiderar as parcelas 
decorrentes da energia cinética e de amortecimento.  

A seguir mostra-se o cálculo da primeira parcela da equação [2.19] 
correspondente à segunda derivada da energia de deformação de elementos pórtico 
em relação aos parâmetros nodais, chamada de matriz hessiana estática: 

߲ଶܷ݁

߲ 	ܻ
	ሬሬሬԦ߲ 	ܻ

	ሬሬሬԦ
ൌ න

߲ଶݑ௘
߲ 	ܻ

	ሬሬሬԦ߲ሬܻሬሬԦ
݋ܸ݀

	

௏௢

ൌ න
ప௡௧ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܨ	߲

߲ሬܻሬሬԦ
݋ܸ݀ ൌ

	

௏௢

නቆ
߲ܵ

߲ ሬܻԦ
:
ܧ߲

߲ ሬܻԦ
൅ ܵ:

߲ଶܧ

߲ሬܻሬሬԦ߲ܻ	ሬሬሬԦ
ቇ ݋ܸ݀

௏௢

	 ሾ2.84ሿ

Onde os termos డா
డ௒ሬԦ

 e ܵ são conhecidos já que foram calculados para a 

montagem do vetor de forças internas. Portanto, somente falta resolver as seguintes 

derivadas: డௌ
డ௒ሬԦ

 e డమா

డ௒		ሬሬሬԦడ௒		ሬሬሬԦ
. A primeira delas, a derivada do tensor de tensões de segunda 

espécie de Piola-Kirchhoff em relação às posições atuais é dada por: 

߲ܵ

߲ ሬܻԦ
ൌ

߲

߲ ሬܻԦ
൤
ॱܧଵଵ 2ॳܧଵଶ
2ॳܧଵଶ ॱܧଶଶ

൨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ॱ

ଵଵܧ߲
߲ ሬܻԦ

2ॳ
ଵଶܧ߲
߲ ሬܻԦ

2ॳ
ଶଵܧ߲
߲ ሬܻԦ

ॱ
ଶଶܧ߲
߲ ሬܻԦ ے

ۑ
ۑ
ې

ሾ2.85ሿ

Na qual, mais uma vez precisa-se da derivada da deformação de Green que 
já é conhecida. Assim, o seguinte passo é determinar a segunda derivada da 
deformação de Green em relação ao vetor ሬܻԦ como segue: 

߲ଶܧ

߲ 	ܻ
	ሬሬሬԦ߲ 	ܻ

	ሬሬሬԦ
ൌ
1
2
൝2ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ቆ

ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ
௧

∙ ቆ
ଵܣ߲

߲ ሬܻԦ
ቇ ∙ ሺܣ௢ሻିଵ ൅ ܱ ൅ ܱ௧ൡ ሾ2.86ሿ

Onde: 

ܱ ൌ ሺܣ௢ሻି௧ ∙ ሺܣଵሻ௧ ∙
߲ଶܣଵ

߲ሬܻሬሬԦ߲ሬܻሬሬԦ
∙ ሺܣ଴ሻିଵ ሾ2.87ሿ

Nestas expressões o único termo que falta definir é డమ஺భ

డ௒		ሬሬሬԦడ௒		ሬሬሬԦ
, entretanto, este 

assume valores não nulos somente para os graus de liberdade associados ao giro 
da seção transversal: 
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߲ଶܣଵ

߲ ଷܻ
ఉ߲ ଷܻ

ఓ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
െۍ

݄
2
ଶߦ ቈ

cosሺ߶௞ߠ௞
	 ሻ ൫߶ఓ,ଵ߶ఉ൯ ൅

cosሺ߶௞ߠ௞
	 ሻ ൫߶ఉ,ଵ߶ఓ൯ െ sinሺ߶௞ߠ௞

	 ሻ൫߶௭,ଵߠ௭	 ൯ ߶ఉ߶ఓ
቉ െ

݄
2
cosሺ߶௟ߠ௟

	ሻ ߶ఉ߶ఓ

െ
݄
2
ଶߦ ቈ

sinሺ߶௞ߠ௞
	 ሻ ൫߶ఉ,ଵ߶ఓ൯ ൅

sinሺ߶௞ߠ௞
	 ሻ ൫߶ఓ,ଵ߶ఉ൯ ൅ cosሺ߶௞ߠ௞ሻ൫߶௭,ଵߠ௭൯ ߶ఉ߶௠

቉ െ
݄
2
sinሺ߶௟ߠ௟

	ሻ ߶ఉ߶ఓ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

	

ሾ2.88ሿ

Sendo	ߚ e	ߤ os nós do elemento. Finalmente a integração numérica da matriz 
hessiana é feita aplicando a quadratura de Gauss Legendre, de maneira análoga ao 
cálculo das forças internas. 

߲ଶܷ݁

߲ 	ܻ
	ሬሬሬԦ߲ 	ܻ

	ሬሬሬԦ
ൌ ܾ଴ݓ௜௚ݓ௝௚ ቊ

߲ܵ

߲ 	ܻ
	ሬሬሬԦ
൫ߦଵ௜௚, :ଶ௝௚൯ߦ

ܧ߲

߲ ሬܻԦ
൫ߦଵ௜௚, ଶ௝௚൯ߦ

൅ ܵ൫ߦଵ௜௚, :ଶ௝௚൯ߦ
߲ଶܧ

߲ ሬܻԦ߲ ሬܻԦ
൫ߦଵ௜௚, ,ଵ௜௚ߦ଴൫ܣൣݐ݁ܦଶ௝௚൯ቋߦ 	ଶ௝௚൯൧ߦ

ሾ2.89ሿ

Na qual ݓ௜௚ e ݓ௜௚ são os pesos de Gauss para os pontos de integração ߦଵ௜௚e 
 .ଶ௝௚ , respectivamenteߦ

 

2.3.3 Matriz de massa do elemento tipo pórtico 

 

As aproximações da técnica dos elementos finitos para a posição e 
aceleração a serem introduzidas na variação da energia cinética (Equação [2.4]) são 
dadas respectivamente por: 

ሬሬሬԦ	ݕ
௠ ൌ ߶ሬԦ ∙ ሬܻሬሬԦ

Ԧሷݕ ௠ ൌ ߶ሬԦ ∙ ሬܻԦሷ ሾ2.90ሿ

Na qual o índice sobrescrito “݉” refere-se à linha de referência do elemento 
finito de pórtico. Assim sendo, a equação [2.4] reescreve-se como: 

න ௢ߩ
	

௏௢
߶௟ሺߦଵ, ,ଵߦଶሻ߶௞ሺߦ ݋ଶሻܸ݀ߦ ሷܻ

௜
௟ߜ ௜ܻ

௟ ൌ ܯ ∙ ሬܻԦሷ ∙ ሬሬሬሬԦܻߜ ሾ2.91ሿ

A qual será integrada empregando a quadratura de Gauss da mesma forma 
como foi avaliado o vetor de forças internas e a matriz hessiana nos itens anteriores, 
resultado na seguinte expressão: 
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௟௞ܯ ൌ ,ଵሺ݄݅ሻߦ௝௚߶௟൫ݓ௜௚ݓ଴ܾ଴ߩ ,ଵሺ݄݅ሻߦଶሺ݄݅ሻ൯߶௞൫ߦ ,ଵሺ݄݅ሻߦ଴൫ܣൣݐ݁ܦଶሺ݄݅ሻ൯ߦ 	ଶሺ݄݅ሻ൯൧ߦ ሾ2.92ሿ

É importante ressaltar que devido às simplificações contidas nas expressões 
[2.90] para a posição e a aceleração, a inercia rotacional da barra é desprezada 
portanto os termos da matriz de massa associados ao ângulo da seção transversal 
são nulos, consequentemente, esses termos na matriz de amortecimento também o 
serão já que o modelo de amortecimento adotado é o modelo de Rayleigh 
(Proporcional à matriz de massa. ߙଶ ൌ 0	Ver equação [2.6]). 

No trabalho de Coda e Greco (2004) encontra-se uma discussão que permite 
concluir que essas aproximações não influem significativamente na resposta de 
barras relativamente esbeltas. 

 

2.3.4 Exemplo 1 – Flambagem elástica de coluna 

 

Esse exemplo de validação estático consiste em analisar o fenômeno de 
instabilidade global de uma coluna com uma das extremidades engastada e 
submetida a uma força compressiva excêntrica (Ver figura 20). Aplica-se o momento 
dado por	ெ௟

ாூ
ൌ 0.0005, junto com a força para simular a excentricidade:  

 
Figura 20 – Esquema para análise de flambagem de coluna. 
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Os dados de entrada são apresentados na tabela 4. As dimensões da seção 
transversal foram adotadas de modo a se obter um índice de esbeltez de 100. 

 

 
Tabela 4 - Dados de entrada para análise de flambagem elástica de coluna. 

 

Nas figuras 21 compara-se a curva força-deslocamento transversal  no plano 
adimensional obtida analiticamente no trabalho de Goto, Yoshimitsu e Obata (1990) 
com a resposta numérica obtida, no presente trabalho, empregando 5 elementos 
finitos de aproximação cubica. Além disso, apresenta-se a curva força-deslocamento 
longitudinal obtida com a formulação numérica implementada. 

Claramente identifica-se o ponto de bifurcação para um valor de	ி௅
మ

ாூ
ൌ 2.467, 

coincidindo com o valor da carga crítica de flambagem elástica obtido pela teoria 
clássica de Euler. Observa-se a capacidade da formulação numérica para capturar o 
efeito de encurtamento da coluna. Finalmente, é interessante analisar a 
configuração de equilíbrio para diferentes valores de carga como mostrado na figura 
22, onde se destacam as grandes mudanças de configuração para pequenos 
incrementos de carga aplicada depois de atingido o ponto de bifurcação. 

 

Base [m] 0,34641
Altura [m] 0,34641
L [m] 5,00
E [MPa] 20
G [MPa] 10
Passos de carga 1000

Dados de entrada
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Figura 21 - (a) Curva adimensional força-deslocamento transversal; (b) Curva adimensional 

força-deslocamento longitudinal. 

 

 
Figura 22 - Evolução do deslocamento transversal (m) e configuração deslocada para 

diferentes porcentagens de força aplicada. 
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2.3.5 Exemplo 2 – Mecanismo biela-manivela  

 

Nesse exemplo é testado o comportamento da formulação implementada para 
análise dinâmica de elementos bidimensionais tipo barra. A estrutura a analisar 
consiste em um mecanismo clássico biela-manivela (ver figura 23) submetido a 
valores de momento, aplicado no ponto de apoio da manivela, dado pelas seguintes 
funções: 

ሻݐଵሺܯ ൌ 0.01 ∙ ൬1 െ ݁ି
௧

଴.ଵ଺଻൰ 	ܰ ∙ ݉ 

ሻݐଶሺܯ ൌ ൝0.01 ∙ ൬1 െ ݁ି
௧

଴.ଵ଺଻൰ 	ܰ ∙ ݉ 0 ൑ ݐ ൑ 0.7

0 ݐ ൐ 0.7
 

 

 
Figura 23 - Esquema do mecanismo biela-manivela. 

 

A manivela tem um comprimento de 0.152 metros e modulo de elasticidade 
igual a 1.0 GPa, no caso da biela, definiu-se um comprimento de 0.304 metros e um 
modulo de elasticidade de 0.05 GPa. Tanto para a manivela quanto para a biela 
adotou-se uma largura de 9.06879 mm e uma altura de 8.66047 mm e densidade 
igual a 2770 kg/m3. Na tabela 5 encontra-se um resumo dos dados de entrada 
mencionados. 
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Tabela 5 - Dados de entrada para análise dinâmica do mecanismo biela-manivela. 

 

O mecanismo foi discretizado utilizando três elementos finitos de aproximação 
cubica para a manivela e seis elementos para a biela. Em relação aos parâmetros 
do algoritmo de integração temporal empregou-se o método de Newmark para 
aceleração média constante. 

A figura 24 mostra a posição horizontal do apoio deslizante no decorrer do 
tempo quando aplicadas as funções de momento descritas anteriormente. As 
diferenças com os trabalhos de referência devem-se a que um deles adota 
cinemática de Euler-Bernoulli (ESCALONA et al., 1998) e o outro utiliza a 
deformação não linear de engenharia (GRECO E CODA, 2006). 

 

Inercia  [m⁴] 4,909E-10
Area [m²] 7,854E-05
ρ [kg/m³] 2770
Base [mm] 9,06879
Altura [mm] 8,66047
Manivela
E [GPa] 1
L [m] 0,152
Biela
E [GPa] 0,05
L [m] 0,304
Δt [s] 1,00E-04

Dados de entrada
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Figura 24 - Histórico da posição horizontal do apoio direito para as funções de momento 

aplicadas. 

 

Na figura 25 apresenta-se em mapa de cores o deslocamento horizontal do 
mecanismo e a configuração deslocada do mesmo para diferentes instantes de 
tempo ao aplicar a função de momento M2(t) evidenciando a capacidade da 
formulação implementada em representar grandes deslocamentos e deslocamentos 
como corpo rígido das estruturas. 

 
Figura 25 - Evolução do deslocamento horizontal (m) e configuração deslocada para 

diferentes instantes de tempo ao aplicar a função de momento M2(t). 
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3. LIGAÇÕES DESLIZANTES 

 

A formulação implementada no presente trabalho encontra-se descrita 
detalhadamente no trabalho de Siqueira (2016), onde são apresentadas as ligações 
deslizantes cilíndricas e prismáticas de elementos de pórtico plano. Nesse capítulo, 
descreve-se de forma breve o seu desenvolvimento matemático. 

Uma junta cilíndrica condiciona a posição da extremidade livre de um 
elemento deslizante, a se deslocar ao longo de um elemento da trajetória, permitindo 
a existência de uma rotação relativa. No caso da junta prismática, existe transmissão 
de momento e o grau de liberdade translacional descreve o mesmo comportamento 
das juntas cilíndricas. Na figura 26, apresentam-se esquematicamente as duas 
juntas. 

 

 
Figura 26 - Descrição esquemática das ligações deslizantes. (a) Ligação prismática. (b) 

Ligação cilíndrica. Tomado de Siqueira (2016). 

 

Matematicamente, as ligações deslizantes abordadas enquadram como 
restrições holonomicas escritas de forma implícita, logo deve-se aplicar uma técnica 
numérica para sua solução. Pela simplicidade da técnica dos multiplicadores de 
Lagrange na sua formulação e implementação, essa é a técnica aplicada na 
imposição das restrições cinemáticas. Logo, o algoritmo de solução fica análogo 
àquele apresentado no desenvolvimento do dispositivo massa/mola/amortecedora 
no item 2.1.5, isto é, aplicar o método de Newmark da aceleração média na 
integração temporal da equação de equilíbrio contendo a parcela associada às 
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restrições cinemáticas, e o método de Newton-Raphson para dar solução à não 
linearidade do sistema de equações resultante.  

Nota-se ainda que a formulação implementada considera como variável 
independente o comprimento do elemento da trajetória e não a coordenada 
adimensional tal como é feito nos trabalhos de Sugiyama, Escalona e Shabana 
(2003), García-Vallejo et al. (2003) e Lee et al. (2008). Essa é uma característica 
importante dessa abordagem quando comparada com outras alternativas 
disponíveis na literatura para tratar ligações deslizantes (BAUCHAU, 2000) 
(BAUCHAU; BOTTASSO, 2001). As vantagens dessa abordagem se sustentam nas 
aplicações futuras, já que utilizar a variável curvilínea	ܵ௉ permite a consideração de 
massas concentradas e a aplicação de forças tangenciais que facilitam a 
implementação dos modelos de atrito. Além disso, o multiplicador de Lagrange toma 
o significado físico de força de contato  

Nesse capítulo apresenta-se o desenvolvimento matemático necessário para 
a implementação computacional de juntas cilíndricas e no transcurso do capítulo 
comentam-se as considerações adicionais para o caso de juntas prismáticas. O item 
a seguir tem como objetivo explicitar os termos associados à parcela da restrição 
cinemática a serem adicionados no vetor de forças de desbalanceamento e na 
matriz hessiana do problema quando for modelada uma ligação deslizante como a 
descrita nos parágrafos anteriores.  

 

3.1 Restrição cinemática via multiplicadores de Lagrange 

 

Nessa abordagem, uma ligação deslizante é definida por dois conjuntos de 
elementos de pórtico. O primeiro deles descreve a trajetória a ser seguida pelo 
segundo conjunto de elementos finitos chamados deslizantes. No desenvolvimento 
matemático desse item, o símbolo	ሺᇟഥሻ refere-se aos elementos da trajetória e	ሺᇟ෡ሻ ao 
elemento deslizante.  

Para juntas cilíndricas, a restrição cinemática escreve-se como segue: 

Y෡௜
௉ ൌ ത௜ݕ

௠൫ݏ௉ሺߦሻ൯ ൌ ത௜ݕ
௠൫ߦሺݏ௉ሻ൯ ൌ ത௜ݕ

௠ሺߦ௉ሻ ൌ ߶௟ሺߦ௉ሻ തܻ௜
௟ ሾ3.1ሿ
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Na qual	Y෡௜௉ refere-se à posição do nó	 ෠ܲ pertencente ao elemento deslizante. 
Observa-se ainda que a variável	ݏ௉, função da coordenada adimensional	ߦ, define a 
posição curvilínea e a orientação da seção transversal de um ponto	ܲ	ഥcontido na 
trajetória. Dessa forma, o nó	 ෠ܲ do elemento deslizante fica restrito a se deslocar 
sobre o eixo do elemento da trajetória	ݕത௜௠. 

Para o caso de juntas prismáticas ainda deve ser atendida a restrição 
relacionada ao ângulo de inclinação da seção transversal das barras, escrita como: 

Δߠ௉
଴ ൌ θ෠௉ െ ߶௟ሺߦ௉ሻ̅ߠ௟ ሾ3.2ሿ

Onde	Δߠ௉଴ denota o ângulo formado pelos elementos na configuração inicial, 
e	θ෠௉ representa o ângulo da seção transversal do nó deslizante e	̅ߠ௟	 o ângulo do nó	݈ 
pertencente ao elemento ativo da trajetoria. 

De forma geral, a restrição cinemática poder ser expressa pela equação a 
seguir, na qual o índice	݅ varia de 1 a 2 para análise de juntas cilíndricas e de 1 a 3 
para análise de juntas prismáticas. 

Y෡௜
௉൫ݏ௉ሺߦሻ, തܻ௜

௟൯ ൌ ߶௟ሺߦ௉ሻ തܻ௜
௟ ൅ Δߠ௉

଴ߜ௜ଷ ሾ3.3ሿ

O funcional da energia total restringe-se, via multiplicadores de Lagrange, ao 
adicionar a parcela seguinte: 

ॷ൫ሬܻԦ௅, ,௉ݏ ൯ߣ ൌ ௜ൣY෡௜ߣ
௉ െ ߶௟൫ߦሺݏ௉ሻ൯ തܻ௜

௟ െ Δߠ௉
଴ߜ௜ଷ൧ ሾ3.4ሿ

Onde	ߣ௜ são os multiplicadores de Lagrange e entre colchetes encontra-se a 
restrição cinemática da equação [3.3]. Desse modo o funcional de energia total do 
sistema condicionado	ߎ௅ pode ser escrito como:  

,௅൫ሬܻԦߎ ሬԦ൯ܮ ൌ ൫ሬܻԦ൯ߎ ൅ ॷ൫ሬܻԦ௅, ሬԦ൯ܮ ሾ3.5ሿ

Onde	ߎ൫ሬܻԦ൯ refere-se à energia total do sistema (i.e. energia de deformação, 
cinética, e de amortecimento dos elementos tipo treliça, chapa, e pórtico descritos 
nos itens 2.1, 2.2 e 2.3, respectivamente) função dos parâmetros nodais	 ሬܻԦ,	ॷ൫ሬܻԦ௅,  ሬԦ൯ܮ
representa a restrição imposta via multiplicadores de Lagrange a qual é função dos 
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parâmetros nodais dos elementos envolvidos no deslizamento	ቀ ሬܻԦ௅ ൌ ቄY෡	௉
ሬሬሬሬԦ, തܻ	௟ሬሬሬԦቅቁ e dos 

novos parâmetros	൫ܮሬԦ ൌ ൛ߣԦ,  ௉ൟ൯. Aplicando o princípio de energia total estacionariaݏ
chega-se às equações de equilíbrio: 

௅ߎߜ ൌ ߎߜ ൅ ॷߜ ൌ 0 ሾ3.6ሿ

Já que a variação	ߎߜ foi apresentada nos itens correspondentes a cada 
elemento tipo, só resta especificar a variação	ߜॷ respeito às variáveis independentes 
que definem ॷ resultando em: 

ॷߜ ൌ
߲ॷ

߲ ሬܻԦ௅
ߜ ሬܻԦሺ௅ሻ ൅

߲ॷ

ሬԦܮ߲
ሬԦܮߜ ൌ

߲ॷ
߲ തܻ௜

ఈ ߜ തܻ௜
ఈ ൅

߲ॷ

߲Y෡௜
௉ Y෡௜ߜ

ሺ௉ሻ ൅
߲ॷ
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲ॷ
௉ݏ߲

	ሺ௉ሻݏߜ ሾ3.7ሿ

Calculando as respectivas derivadas chega-se a: 

ॷߜ ൌ ɅሬሬԦ ∙ ൛ߜ ሬܻԦ௅, ሬԦൟܮ ൌ ൛ߜ തܻ௜
ఈ		ߜY෡௜

௉		ߜY෡௜
௞		ߣߜ௜		ݏߜ௉ൟ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

െߣ௜߶ఈሺߦ௉ሻ
௜ߣ
0௞

Y෡௜
௉ െ ߶௟ሺߦ௉ሻ തܻ௜

௟ െ Δߠ௉
଴ߜ௜ଷ

െߣ௜߶௟,కሺߦ௉ሻ തܻ௜
௟/ܬ௉ ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

	 ሾ3.8ሿ	

Onde	ܬ௉ denota o jacobiano da transformação expresso por: 

௉ሻߦሺܬ ൌ ௉ܬ ൌ ටൣ߶௟,కሺߦ௉ሻ തܻଵ
௟൧
ଶ
൅ ൣ߶௟,కሺߦ௉ሻ തܻଶ

௟൧
ଶ ሾ3.9ሿ

Consequentemente, o vetor de desbalanceamento mecânico fica dado por:  

Ԧ݃௅ ቀሬܻሬԦ, ሬሬԦቁܮ ൌ ܯ ∙ ሬܻሬԦሷ ൅ ܥ ∙ ሬܻሬԦሶ ൅ ݐሬሬԦ݅݊ܨ െ ݐݔሬሬԦ݁ܨ ൅ ɅሬሬԦ ൌ 0ሬሬԦ ሾ3.10ሿ

E substituindo as aproximações de Newmark obtém-se: 

Ԧ݃௅ ቀ ሬܻԦ௦ାଵ, ൅1ቁݏሬሬԦܮ ൌ ௦ାଵݐԦ݅݊ܨ െ ௦ାଵݐݔԦ݁ܨ ൅
ܯ

ଓݐ߂ଶ ∙
ሬܻԦ௦ାଵ ൅

ܥߛ

ଓݐ߂
∙ ሬܻԦ௦ାଵ െ ܯ ∙ ሬܳԦ௦

൅ ܥ ∙ ሬܴԦ௦ െ ܥݐ߂ߛ ∙ ሬܳԦ௦ ൅ ɅሬሬԦ௦ାଵ ൌ 0ሬԦ
ሾ3.11ሿ

Percebe-se que as equações [3.10] e [3.11] são idênticas às equações 
tratadas no desenvolvimento do dispositivo massa/mola/amortecedor. Logo, a 
linearização do problema pelo método do Newton-Raphson expressa-se como: 

ࡸࡴ ∙ ൛ΔሬܻԦݏ൅1, ΔܮሬԦݏ൅1ൟ ൌ െ Ԧ݃ ቀሬܻԦݏ൅1
0

, ൅1ݏሬԦܮ
0
ቁ ሾ3.12ሿ
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Na qual resolve-se simultaneamente a correção do vetor posição	 ሬܻԦ e das 
novas variáveis ߣ௜	e	ݏ௉ e assim poder atualizar o vetor tentativa pela seguinte 
expressão: 

ቊ
ሬܻԦݏ൅1
൅1ݏሬԦܮ

ቋ ൌ ൝
ሬܻԦݏ൅1
0

൅1ݏሬԦܮ
0 ൡ ൅ ቊ

ΔሬܻԦݏ൅1
ΔܮሬԦݏ൅1

ቋ ሾ3.13ሿ

O cálculo da matriz hessiana do sistema condicionado	ࡸࡴ é dado por: 

ࡸࡴ ൌ ߘ Ԧ݃௅ ൌ ࡴ ൅ࡸࡴ
࢔࢕ࢉ ሾ3.14ሿ

Na qual se observa que	ࡸࡴ, compõe-se de uma parcela	ࡴ proveniente do 
gradiente do vetor de forças internas dos elementos finitos como explicado nos itens 
2.1, 2.2 e 2.3 e a outra parcela	ࡸࡴ

 proveniente da derivada segunda da restrição ࢔࢕ࢉ
cinemática em relação aos parâmetros nodais	 ሬܻԦ௅ e às novas variáveis ߣԦ	e	ݏ௉ dada 
por: 

ࡸࡴ
࢔࢕ࢉ ൌ

߲ɅሬሬԦ

߲൛ሬܻԦ௅, ሬԦൟܮ
ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲ଶॷ

߲ ሬܻԦ௅߲ ሬܻԦ௅

߲ଶॷ

߲ ሬܻԦ௅߲ܮሬԦ

߲ଶॷ

ሬԦ߲ܮ߲ ሬܻԦ௅

߲ଶॷ

ሬԦܮሬԦ߲ܮ߲ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ቂ ૙ ࡮
࢚࡮ ࡾ

ቃ	 ሾ3.15ሿ

Para facilitar a identificação dos graus de liberdade nos quais interfere o fato 
de ter introduzido a restrição cinemática, é conveniente escrever o sistema como: 

ࡸࡴ
࢔࢕ࢉ ∙ ቊΔ

ሬܻԦ௅
ΔܮሬԦ

ቋ ൌ ቂ ૙ ࡮
࢚࡮ ࡾ

ቃ ∙ ቊΔ
ሬܻԦ௅
ΔܮሬԦ

ቋ ሾ3.16ሿ

Onde as matrizes	࡮ e	ࡾ ficam dadas por: 

࡮ ൌ ൦
െ߶ఈሺߦ௉ሻ െ

௉ሻߦ௜߶ఈ,కሺߣ

௉ܬ
1 0
0 0

൪ ሾ3.17ሿ

ࡾ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 െ
൯ഥܻ݅ܲߦ൫ߦ,݈߶

݈

ܲܬ

െ
൯ഥܻ݅ܲߦ൫ߦ,݈߶

݈

ܲܬ
௦ು௦ುܪ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

	 ሾ3.18ሿ

E o escalar	ܪ௦ು௦ು é definido por: 
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௦ು௦ುܪ ൌ ൯ഥܻ݅ܲߦ൫ߦ,݈߶݅ߣ
݈
ቆ
1
ܲܬ
ቇ
4

൯ഥܻ݇ܲߦ൫ߦ,݊߶
݊
൯ഥܻ݇ܲߦ൫ߦߦ,݉߶

݉
െ ൯ഥܻ݅ܲߦ൫ߦߦ,݈߶݅ߣ

݈
ቆ
1
ܲܬ
ቇ
2

	 ሾ3.19ሿ

Nestas equações, o índice	݅ corresponde às direções (1 a 2 para juntas 
cilíndricas e de 1 a 3 para juntas prismáticas),	݇ também refere-se às direções mas 
variando somente de 1 a 2, e, os índices	݈,	݉ e	݊ representam os nós do elemento 
ativo da trajetória. 

Percebe-se que ao resolver o sistema da equação [3.12] encontra-se a 
correção da coordenada curvilínea	ݏ௉ para ser atualizada segundo a equação [3.13], 
no entanto, os termos que compõem o vetor de forças de Lagrange	ɅሬሬԦ (equação [3.8]) 
e a matriz	ࡸࡴ

 são definidos em função da variável (equações [3.16] até [3.19]) ࢔࢕ࢉ
adimensional	ߦ௉. Á visto disso, o item seguinte explica como contornar esse 
problema, porque apesar das variáveis	ݏ௉ e	ߦ௉ estar relacionadas entre si, a 
função	ߦ௉ ൌ  ௉ não éߦ	௉ሻ não é escrita explicitamente, portanto a atualização deݏ	ሺߦ
direta.  

 

3.2 Cálculo da variável curvilínea e adimensional 

 

Como visto no item anterior, no sistema de equações foi adotada	ݏ௉ como 
variável independente entretanto o cálculo do vetor de forças Lagrange	ɅሬሬԦ e a matriz 
hessiana associada à restrição cinemática depende da variável adimensional	ߦ௉ que 
não é explicitamente escrita no equacionamento. Portanto, o cálculo de	ߦ௉ é feito a 
partir da relação implícita que tem com os valores de	Y෡௜௉ e	 തܻ௜௟ aplicando a técnica dos 
mínimos quadrados (SIQUEIRA, 2016), a qual parte da função resíduo definida por: 

௉ሻߦ௜ሺݎ ൌ Y෡௜
௉ െ ߶௟ሺߦ௉ሻ തܻ௜

௟ ൌ 0௜ ሾ3.20ሿ

Nota-se que as coordenadas	Y෡௜௉ e	 തܻ௜௟ são conhecidas, portanto	ݎ௜ሺߦ௉ሻ 
representa o resíduo quando o valor de	ߦ௉ não for a solução. Segundo a técnica, o 
menor valor do resíduo encontra-se quando a função objetivo atingir o mínimo. 
Desta forma, define-se como função objetivo o erro quadrático médio: 
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௉ሻߦሺ݌ ൌ
1
2
ሾݎ௜ሺߦ௉ሻݎ௜ሺߦ௉ሻሿ ൌ 0௜ ሾ3.21ሿ

A qual pode ser expandia em série de Taylor truncada na aproximação de 
primeira ordem, resultando em: 

௉ሻߦሺ݌ ≅ ௉ߦሺ݌
଴ሻ ൅ ௉ߦሺ݌ߘ

଴ሻߦ߂௉ ൌ 0 ሾ3.22ሿ

Onde	ߦ௉଴ refere-se ao valor tentativo da solução. Com a aproximação da 
equação [3.22], o valor mínimo da função objetivo encontra-se quando	݌ߘሺߦ௉ሻ ൌ 0, 
transformando assim um problema de otimização numa aplicação do método de 
Newton-Raphson expresso pelas seguintes equações: 

௉ሻߦሺ݌ߘ ൌ ௉ߦሺ݌ߘ
଴ሻ ൅ ௉ߦሺ݌ଶߘ

଴ሻߦ߂௉ ൌ 0 ሾ3.23ሿ

௉ߦ߂ ൌ െ
௉ߦሺ݌ߘ

଴ሻ

௉ߦሺ݌ଶߘ
଴ሻ

ሾ3.24ሿ

Onde: 

௉ሻߦሺ݌ߘ ൌ ߶௟,కሺߦ௉ሻ തܻ௜
௟ൣ߶௠ሺߦ௉ሻ തܻ௜

௠ െ Y෡௜
௉൧ ሾ3.25ሿ

௉ሻߦሺ݌ଶߘ ൌ ߶௟,కకሺߦ௉ሻ തܻ௜
௟ൣ߶௠ሺߦ௉ሻ തܻ௜

௠ െ Y෡௜
௉൧ ൅ ൣ߶௟,కሺߦ௉ሻ തܻ௜

௟൧
ଶ ሾ3.26ሿ

E assim, atualizar a variável adimensional	ߦ௉ ൌ ௉ߦ
଴ ൅  ௉ até que o critério deߦ߂

parada for atendido. Tendo determinado o valor de	ߦ௉, a transição entre os 
elementos da trajetória é direta, já que dito valor varia entre ±1.0. 

 

3.3 Considerações adicionais para a modelagem de deslizamento entre 
elementos sólidos bidimensionais. 

 

Tanto para elementos tipo chapa quanto para elementos tipo pórtico 
implementaram-se elementos finitos isoparamétricos de aproximação cúbica. Assim, 
com os nós pertencentes a um mesmo lado de um elemento de chapa define-se um 
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elemento pórtico, portanto, prescinde-se de um algoritmo de interpolação que 
relacione os graus de liberdade dos corpos envolvidos (ver figura 27).  

 
Figura 27 - Acoplamento entre elementos sólidos bidimensionais e elementos de pórtico. 

 

A estratégia descrita aplica-se nas faces do contorno dos corpos que 
participam no deslizamento, desta forma, todos os nós de um mesmo elemento 
deslizante ficam restritos a se movimentar sobre o conjunto de elementos que 
definem a trajetória.  

Na figura 27, observa-se ainda que a posição dos nós do elemento deslizante 
não necessariamente têm que coincidir com a posição dos nós dos elementos da 
trajetória, no entanto devem estar contidos nela.  

 Para aproveitar a formulação descrita em Siqueira (2016), deve-se definir 
uma junta cilíndrica por cada nó deslizante. Por exemplo, no caso da figura 27 
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devem-se definir 4 ligações deslizantes com uma mesma trajetória definida pelos 
elementos E1, E2, E3 e E4. 

Além disso, para levar em consideração o fato que mais de um nó deslizante 
pode se encontrar dentro do domínio de um mesmo elemento da trajetória, o 
termo	 డॷ

డ௒ത೔
ഀ deve incluir um somatório. Assim sendo, a equação [3.8] para o cálculo do 

vetor de forças de Lagrange	߉Ԧ reescreve-se como: 

ॷߜ ൌ ɅሬሬԦ ∙ ,൛ሬܻԦ௅ߜ ሬԦൟܮ ൌ ൛ߜ തܻ௜
ఈ		ߜY෡௜

௉		ߜY෡௜
௞		ߣߜ௜		ݏߜ௉ൟ

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ ෍ െߣ௜߶ఈሺߦ௉ሻ

௡௟௭

௟௭ୀଵ
௜ߣ
0௞

Y෡௜
௉ െ ߶௟ሺߦ௉ሻ തܻ௜

௟ െ Δߠ௉
଴ߜ௜ଷ

െߣ௜߶௟,కሺߦ௉ሻ തܻ௜
௟/ܬ௉ ۙ

ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۗ

	 ሾ3.27ሿ

Na qual o índice	݈ݖ percorre o número de ligações deslizantes.  

O equacionamento para o cálculo da matriz hessiana e da variável 
adimensional mantém-se da forma apresentada nos itens anteriores.  

Observa-se ainda que aos elementos de pórtico auxiliares pode ou não ser 
atribuído um valor para o módulo de elasticidade, quer dizer, que para valores nulos, 
a rigidez dos corpos fica exclusivamente dependente das propriedades físicas do 
elemento sólido. Pode-se dizer o mesmo quanto à massa. 

	

3.4 Exemplo 1 – Flambagem de uma estrutura aplicando força de tração 

 

O objetivo desse exemplo é mostrar o ótimo funcionamento da formulação 
apresentada para a análise estática de estruturas com ligações deslizantes. A 
estrutura a analisar foi resolvida analítica e experimentalmente no trabalho de  
Zaccaria et al. (2011) e consiste em duas barras flexíveis, de comprimento L=0.25 
m, alinhadas horizontalmente e unidas por meio de juntas prismáticas a uma barra 
rígida (ver figura 28). No apoio direito aplica-se uma força horizontal e dada uma 
perturbação inicial no ângulo da barra rígida apresenta-se simultaneamente o 
fenômeno de flambagem nas barras horizontais. 
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Figura 28 - Esquema da estrutura para análise de flambagem aplicando força de tração. Tomado de 

Siqueira (2016) 

 

Para a simulação numérica adotou-se uma seção retangular com largura de 
25.0 mm e altura de 1.0 mm para as barras flexíveis e uma seção quadrada de lado 
igual a 1.0 m para a barra rígida. Para todos os elementos empregou-se um modulo 
de elasticidade de 200.0 GPa e um modulo transversal igual a 100.0 GPa. Cada 
barra foi discretizada com quatro elementos finitos de aproximação cubica. 

Na figura 29 plota-se o ângulo de inclinação da barra rígida com a força 
adimensional para diferentes valores de perturbação inicial. Já a figura 30 mostra o 
gráfico do deslocamento horizontal do apoio direito e a força adimensional. Percebe-
se que os resultados numéricos convergem para a resposta analítica na medida que 
o ângulo de perturbação inicial adotado se aproxima a zero. 
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Figura 29 – Evolução do ângulo de inclinação da barra rígida. 

 

 
Figura 30 - Evolução do deslocamento horizontal do apoio direito. 
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3.5 Exemplo 2 – Mecanismo de retorno rápido. 

 

No presente exemplo apresenta-se o mecanismo estudado no trabalho de 
Bauchau (2000) que consiste em um braço AB de 1.0 metros de comprimento ligado 
em um extremo a um apoio fixo e no outro conecta-se ao elemento NA de 0.25 
metros de comprimento. O movimento do sistema gera-se pela imposição de uma 
velocidade angular constante de 5π rad/s no elemento RS de 0.20 metros de 
comprimento que se conecta ao braço AB por meio de uma junta cilíndrica 
localizada no nó S (Ver figura 31).  

 

 
Figura 31 - Esquema do mecanismo de retorno. Tomado de Siqueira (2016). 

 

 Empregaram-se 24 elementos finitos com modulo de elasticidade de 47.04 
GPa para discretizar o braço AB e 2 elementos finitos com modulo de elasticidade 
de 47.04x106 GPa para cada umas das barras restantes. Todas as barras têm uma 
densidade de 1724.80 kg/m3 e uma seção transversal quadrada de 5.98 centímetros. 
Além disso, foram adicionadas duas massas concentradas nos nós N e S com valor 
de 0.31 kg e 2.50 kg, respectivamente. Adotou-se um passo de tempo de 2x10-03 

segundos e foram simulados 3 ciclos. 

As figuras seguintes apresentam os resultados obtidos para o terceiro ciclo da 
análise. Na figura 32 plota-se a velocidade vertical do ponto N e na figura 33 mostra-
se a evolução da deflexão do braço no nó A. 

Como mencionado no trabalho de Siqueira (2016) presume-se que a difereça 
de fase entre as curvas deve-se aos algoritmos de integração temporal empregados, 
dado que na formulação implementada no presente trabalho utiliza-se o algoritmo de 
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Newmark da aceleração média enquanto em Bauchau (2000) emprega-se um 
integrador baseado no decaimento da energia total. 

 

 
Figura 32 - Velocidade vertical do nó N. 

 

 
Figura 33 - Deflexão do braço no ponto A. 
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4. APLICAÇÕES: MODELAGEM DE SISTEMAS DE CONTROLE DE 
VIBRAÇÃO 

 

No presente capítulo estuda-se o comportamento de uma estrutura plana em 
elementos pórtico que representa um edifício de 5 andares, 15 metros de altura e 6 
metros de largura, submetido a um movimento de base. Desconsidera-se a parcela 
de amortecimento. 

Todos os elementos têm seção transversal quadrada de 0.50x0.50 metros, 
modulo de elasticidade de 20GPa e modulo transversal de 10GPa. Os pilares têm 
uma densidade de 2400kg/m3 e com o objetivo de levar em consideração o efeito 
dinâmico de cargas sobrepostas, atribui-se às vigas uma densidade de 15168.2 
kg/m3. Cada pilar discretizou-se com 3 elementos finitos e cada viga com 6 
elementos finitos de aproximação cúbica. 

A análise global consiste em uma análise estática preliminar na qual aplica-se 
um carregamento distribuído de 34.0 kN/m sobre as vigas e subsequentemente é 
feita uma análise dinâmica aplicando os deslocamentos de base descritos na figura 
34 e tomando um delta de tempo de 5x10-03 segundos que coincide com a 
discretização temporal do registro do sismo. Assim sendo, a análise dinâmica parte 
da condição deformada da estrutura devida ao carregamento estático.  

A estrutura analisa-se sob as seguintes condições:  

(1) estrutura engasta na base sob componente horizontal e vertical do sismo. 

(2) estrutura isolada na base com dispositivos FPS. (Caso a) Considera-se as 
componentes horizontal e vertical do sismo; (Caso b) Considera-se somente a 
componente horizontal do sismo. 

(3)  Estrutura com TMD sob componente horizontal e vertical do sismo. 

(4) Estrutura com TMD e dispositivos FPS sob componente horizontal e 
vertical do sismo. 

O movimento da base representa um terremoto real. Os dados de 
deslocamento foram obtidos da base de dados web do centro de pesquisa ‘Pacific 
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Earthquake Engineering Research Center’ (http://ngawest2.berkeley.edu/spectras/ 
1822/searches/1605/edit)5 e correspondem a um terremoto conhecido como 
‘Superstition Hills’ com magnitude de 6.2 que ocorreu o dia 23 de novembro de 1987 
no oeste de ‘Imperial Valley’, perto da cidade de Westmorland, Califórnia, Estados 
Unidos.6 Na seguinte figura, apresenta-se o gráfico de deslocamentos na direção 
horizontal e vertical. 

 

 
Figura 34 - Terremoto 'Superstition Hills, 1987'. Componente horizontal e vertical dos deslocamentos. 

 

4.1 Estrutura engastada na base submetida a terremoto. 

 

Na tabela 6 apresentam-se os autovalores, as frequências angulares, os 
períodos e as frequências de vibração dos primeiros 10 modos de vibração da 

                                            
5 Consultado em Fev 2017. 
6 Fonte: Preliminary Report: Surface Rupture Superstition Hills Earthquake. Disponível em: 

ftp://ftp.consrv.ca.gov/pub/dmg/pubs/cg/1988/41_04.pdf. Consultado em Fev 2017. 
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estrutura analisada. As figuras 35 apresentam as formas modais dos primeiros 3 
modos de vibração. 

 

 
Tabela 6 - Modos de vibração. 

 

 
Figura 35 - - (a) Modo 1. (b) Modo 2. (c) Modo 3. 

Modo Autovalor FreqCirc Periodo Frequencia

Número [rad²/seg²] [rad/seg] [seg] [cps]

1 71,9070 8,4798 0,7410 1,3496

2 764,2966 27,6459 0,2273 4,4000

3 2717,4876 52,1295 0,1205 8,2967

4 4332,3617 65,8207 0,0955 10,4757

5 5490,1490 74,0955 0,0848 11,7927

6 5991,7852 77,4066 0,0812 12,3196

7 6513,4582 80,7060 0,0779 12,8448

8 6581,9215 81,1290 0,0774 12,9121

9 6966,0191 83,4627 0,0753 13,2835

10 11410,9768 106,8222 0,0588 17,0013



96 
 

Nas seguintes figuras apresentam-se as configurações deformadas após a 
aplicação das forças estáticas e para diferentes instantes de tempo durante a 
análise dinâmica. A escala de cores mostra os valores de deslocamento horizontal 
da estrutura.  

 

 
Figura 36 - Estrutura deformada (a) Carregamento estático. (b) análise dinâmica t = 7.19 [s] 

 

 
Figura 37 - Análise dinâmica (a) t = 12.36 [s] (b) t = 21.99 [s] 
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Nas figuras 38 e 39 apresentam-se as respostas estruturais em termos de 
deslocamento e aceleração horizontal do topo da estrutura, respectivamente. 
Observa-se um valor de deslocamento máximo de 10.77 cm, e uma aceleração 
máxima 0.873g. Além disso, a partir da figura 38 estima-se um período de vibração 
aproximadamente de 0.72 segundos. 

Com o objetivo de analisar os deslocamentos relativos, na figura 40 plota-se o 
deslocamento horizontal nos pontos de ligação entre o pilar esquerdo e as vigas. 

 

 
Figura 38 - Deslocamento horizontal. 
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Figura 39 - Aceleração horizontal o topo da estrutura (g). 

 

 
Figura 40 - Deslocamento horizontal do pilar do eixo esquerdo. 
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4.2 Estrutura isolada na base com dispositivos FPS. 

 

O dispositivo selecionado apresenta-se no trabalho de  Zayas et al. (1990). As 
propriedades geométricas ilustram-se na figura 41. Destaca-se a largura da 
superfície côncava e a largura do deslizador articulado, 19” e 6”, respectivamente. 
Capacidade de deslizamento lateral de 6.5” e raio de curvatura de 49” que 
corresponde a um período de deslizamento de 2.25 segundos. 

 

 
Figura 41 - Detalhe do dispostivo FPS selecionado. 

 

Na simulação numérica de cada dispositivo FPS empregaram-se 30 
elementos triangulares de aproximação cúbica com uma largura de 0.50 metros. 
Adotou-se densidade de 7850kg/m3. Modulo de elasticidade de 200 GPa e modulo 
transversal de 100 GPa. Utilizou-se o gerador de malha ‘GMsh’ (GEUZAINE; 
REMACLE, 2009). 

 

 
Figura 42 - Discretização do dispositivo FPS. 
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Em relação ao deslizador, observa-se que está articulado na chapa superior, 
desta forma, ele pode girar livremente adaptando-se à curvatura da superfície 
côncava e evitando a concentração de tensões de contato (ver figura 43). Além 
disso, garante-se a horizontalidade da chapa superior, incluso, na fase excêntrica do 
movimento.  

Portanto, simular cada dispositivo FPS implica a consideração de dois 
interfaces de deslizamento, isto é, interface chapa superior - deslizador articulado e 
chapa inferior – deslizador articulado. 

Como mencionado no item 3.3, a estratégia para resolver o problema de 
deslizamento consiste em criar elementos de pórtico auxiliares nas faces de 
deslizamento dos sólidos (ver figura 43). Para esses elementos atribuíram-se as 
seguintes propriedades geométricas e físicas: altura 1cm, largura 50cm, densidade 
7850 kg/m3, módulo de elasticidade 200GPa e módulo transversal 100GPa. 

 

 
Figura 43 - Descrição gráfica do acoplamento dos elementos de pórtico nas faces deslizantes dos 

sólidos bidimensionais. 
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Comenta-se ainda que os deslocamentos prescritos pelo terremoto aplicaram-
se nos nós pertencentes à base do elemento sólido chamado de chapa inferior e 
para garantir a transmissão de momento entre os pilares do pórtico e a chapa 
superior, utilizaram-se elementos de pórtico de densidade nula no contorno de 
ancoragem (ver figura 43) e atribuíram-se as seguintes propriedades: altura 50cm, 
largura 50cm, módulo de elasticidade 200x106 GPa e módulo transversal de 100x106 
GPa. 

Na figura 44 apresenta-se a malha de elementos finitos resultante das 
considerações descritas nos parágrafos anteriores.  

 

 
Figura 44 - Malha de elementos finitos para análise da estrutura isolada com dispositivos FPS. 
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4.2.1 Caso a. Estrutura isolada na base com dispositivos FPS submetida 
às componentes horizontal e vertical de um terremoto real. 

 

Na figura 45 plota-se o gráfico dos deslocamentos, horizontal e vertical, do 
sismo ‘Superstition Hills, 1987’. 

 

 
Figura 45 - Deslocamento horizontal e vertical durante o terremoto Superstition Hills, 1987. 

 

A seguir, apresentam-se os gráficos de deslocamento e aceleração horizontal 
do topo da estrutura. Identificam-se os seguintes valores máximos: 17.33 cm e 
4.926g, respectivamente. 

Da figura 46, destaca-se o longo período de vibração da estrutura isolada, 
aproximadamente 2.60 segundos, quando comparado com o período de vibração 
mostrado na figura 38. 
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Figura 46 - Deslocamento horizontal. 

 

A figura 47 mostra que as acelerações aumentam a medida que o tempo da 
análise avança, isto deve-se à desconsideração das fontes de amortecimento no 
problema estudado. 

A figura 48 permite identificar o efeito dos dispositivos FPS na redução dos 
deslocamentos relativos quando comparados com a resposta estrutural do sistema 
convencional mostrada na figura 40. Apesar do sistema estrutural isolado com 
dispositivos FPS apresenta um máximo deslocamento absoluto maior do que o 
sistema convencional, nota-se que o controle de vibração exerce-se na redução dos 
deslocamentos relativos que finalmente se traduzem em uma minimização da 
demanda de deformação e força nos elementos da estrutura primaria.  

Para ilustrar ainda mais o controle de vibração exercido, nas figuras 50, 51, 
52 e 53 observa-se graficamente que a configuração deslocada da estrutura isolada 
encontra-se próxima à apresentada por um corpo rígido. 
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Figura 47 - Aceleração horizontal do topo da estrutura. 

 

 
Figura 48 - Deslocamento horizontal do pilar do eixo esquerdo. 
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A seguinte figura plota a força de contato obtida nos 7 nós que definem a ligação 
deslizante entre o deslizador articulado e a superfície côncava do isolador esquerdo 
para diferentes instantes de tempo. 

 

 
Figura 49 - Força de contato entre o deslizador articulado e a superfície côncava no FPS esquerdo. 
(a) Somente carregamento estático (t=0.0s). (b) Instante do máximo deslocamento horizontal 15.625 

segundos (c) Instante do mínimo deslocamento horizontal 17.065 segundos (d) Instante de 
deslocamento horizontal nulo 16.305 segundos. 
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Figura 50 - Deformada após a aplicação do carregamento estático ( t = 0.0s). (a) Isolador esquerdo 

(b). Isolador direito. 
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Figura 51 - Deformada instante t = 15.625 s (a) Isolador esquerdo (b) Isolador direito. 
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Figura 52 - Deformada instante t = 17.065 s (a) Isolador esquerdo (b) Isolador direito. 
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Figura 53 - Deformada instante t = 16.305 s (a) Isolador esquerdo (b) Isolador direito. 
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Figura 54 - Deslocamento horizontal relativo medido entre o centro do contorno da superfície côncava 

e o centro do contorno do deslizador articulado. 
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4.2.2 Caso b. Estrutura isolada na base com dispositivos FPS submetida 
à componente horizontal de um terremoto real. 

 

Nesse item aplicou-se somente a componente horizontal do terremoto com o 
propósito de comparar a resposta obtida, em termos de deslocamento e forças de 
contato, com a resposta estrutural quando considerada também a componente 
vertical, como feito no item 4.2.1. 

Nota-se que a evolução do deslocamento horizontal do topo da estrutura (ver 
figura 55) fica superposta à resposta encontrada ao considerar as duas 
componentes do terremoto. 

 

 
Figura 55 - Deslocamento horizontal. 

 

No entanto, ao comparar as forças de contato desenvolvidas no FPS 
esquerdo para os mesmos instantes de tempo selecionados no item anterior, 
calculam-se diferenças que oscilam entre 1.0% e 70% (Ver figuras 49 e 56).  
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Figura 56 - Força de contato entre o deslizador articulado e a superfície côncava no FPS esquerdo. 
(a) Somente carregamento estático (t=0.0s). (b) Instante do máximo deslocamento horizontal 15.625 

segundos (c) Instante do mínimo deslocamento horizontal 17.065 segundos (d) Instante de 
deslocamento horizontal nulo 16.305 segundos.  
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4.3 Estrutura com sistema TMD. 

 

No presente item apresenta-se a modelagem e os resultados obtidos da 
análise de uma estrutura com o sistema de controle TMD empregando o dispositivo 
massa/mola/amortecedor descrito no capítulo 2. 

A figura 57 mostra o modelo de elementos finitos utilizado. No topo da 
estrutura, instalou-se o dispositivo massa/mola/amortecedor e atribuíram-se as 
seguintes propriedades geométricas e físicas: área 250cm2, comprimento inicial 
3.0m, densidade nula, modulo de elasticidade 10MPa, viscosidade dinâmica 4MPa-s 
e uma massa concentrada de 13 toneladas. As propriedades da estrutura primaria 
mantiveram-se iguais às empregadas nos itens 4.2 e 4.1. 

 

 
Figura 57 - Detalhe do modelo de elementos finitos da estrutura com o sistema TMD.  

 

Os resultados obtidos em termos de deslocamento horizontal plotam-se na 
figura 58. Observa-se a capacidade da formulação na representação do fenômeno 
de absorção de vibração por parte do dispositivo TMD. O deslocamento absoluto do 
topo da estrutura é substancialmente reduzido, aproximadamente 40%, em relação 
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ao deslocamento apresentado pela estrutura sem nenhum tipo de controle de 
vibração.  

É importante comentar que o valor escolhido para a massa concentrada do 
TMD, aproximadamente 10% da massa da estrutura primaria, não resultou de uma 
estratégia de otimização dado que foge do objetivo do presente trabalho. 
Simplesmente, tomando como referência a sugestão de alguns autores de utilizar 
relações de massa que oscilem entre o 1% e o 20% para aplicações civis 
(WARBURTON, 1982) (SOONG; DARGUSH, 1997), o valor definiu-se 
arbitrariamente. Mesmo assim, o exemplo evidencia a eficiência do TMD no controle 
de vibração de estruturas. 

 

 
Figura 58 - Deslocamento horizontal. 

 

A figura 60 e 61 apresentam a aceleração horizontal do topo da estrutura e da 
massa do TMD, respectivamente. O sistema de controle reduziu 37% a aceleração 
máxima do topo da estrutura. Acelerações maiores apresentaram-se no dispositivo 
TMD. 
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Figura 59 - Deslocamento horizontal do pilar do eixo esquerdo. 

 

 
Figura 60 - Aceleração horizontal do topo da estrutura.  
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Figura 61 - Aceleração horizontal do TMD. 

 

4.4 Estrutura com sistema TMD e isolada com dispositivos FPS. 

 

No presente item combinam-se os dois sistemas de controle de vibração 
empregando as estratégias de modelagem descritas anteriormente. Mantiveram-se 
ainda as propriedades geométricas e físicas definidas tanto para a estrutura primaria 
quanto para os dispositivos de controle.  

A figura 62 mostra a geometria do modelo de elementos finitos analisado.  

Os deslocamentos horizontais obtidos plotam-se na figura 63. O efeito de 
absorção do TMD evidencia-se na redução da amplitude de movimento do topo da 
estrutura quando comparado com a figura 46. Passou de 17.33 cm a 13.37cm de 
deslocamento máximo horizontal. 
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Figura 62 - Detalhe do modelo de elementos finitos. 

 

 
Figura 63 - Deslocamento horizontal. 

Comparando o período de vibração obtido da figura 63 com o período de 
vibração obtido da figura 55 nota-se uma diferencia apesar de ter utilizado o mesmo 
raio de curvatura do dispositivo FPS. Essa diferencia deve-se a que na análise 
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descrita nesse item somente foi considerada a massa concentrada do TMD para 
efeitos dinâmicos e não foi considerado o seu aporte no peso próprio da estrutura. 
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5. CONCLUSÕES 

 

Neste trabalho implementou-se a formulação posicional do método dos 
elementos finitos para análise não linear geométrica estática e dinâmica de 
estruturas planas em conjunto com a técnica dos multiplicadores de Lagrange para a 
imposição de restrições cinemáticas. Propôs-se uma estratégia para resolver o 
problema de contato deslizante liso entre elementos sólidos bidimensionais. 

Abordou-se o deslizamento entre elementos sólidos bidimensionais como um 
conjunto de ligações cilíndricas constituído pelos nós dos elementos deslizantes e 
pelas superfícies mestres definidas por linhas parametrizadas de forma análoga a 
elementos de pórtico. Cada nó, condicionado à geometria da superfície deslizante, 
representa uma parcela adicional no funcional de energia total do sistema, cuja 
incógnita é o multiplicador de Lagrange. A formulação implementada para resolver o 
deslizamento caracteriza-se por utilizar a coordenada curvilínea associada ao 
comprimento real da trajetória como grau de liberdade, dando significado físico às 
grandezas relacionadas à força e massa do nó conectado. 

Empregaram-se elementos finitos, tanto de barra geral quanto de chapa, 
isoparamétricos de aproximação cúbica que permitem capturar facilmente 
geometrias curvas, aspecto preponderante na modelagem dos dispositivos do tipo 
FPS de isolamento de estruturas modelados. 

Aplicou-se o método incremental-iterativo de Newton Raphson, escrito na sua 
forma clássica, para a resolução do sistema não linear de equações e o método de 
Newmark da aceleração média como integrador temporal. Todas as parcelas que 
participam no algoritmo de solução foram apresentadas e escritas de forma a facilitar 
sua implementação computacional. Foram introduzidas as equações de restrição via 
Multiplicadores de Lagrange no método de solução. 

Analisaram-se vários exemplos dinâmicos no âmbito da simulação numérica 
de sistemas de controle de vibração de estruturas, mostrando a capacidade da 
formulação de representar os fenômenos de isolação e absorção, especialmente. 
Destaca-se a estabilidade numérica que apresentou a ferramenta computacional 
mesmo quando várias restrições cinemáticas foram impostas no problema estudado.  
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Conclui-se, finalmente, que a formulação proposta foi capaz de modelar com 
precisão os dispositivos de controle de vibração abordados e que o programa 
resultante pode ser usado como uma ferramenta prática para a análise dinâmica não 
linear de estruturas e mecanismos. 
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5.1 Trabalhos futuros 

 

Ampliar as aplicações da formulação implementada analisando outros 
dispositivos de controle de vibração como os sistemas de deslizamento duplo, triplo 
e de frequência variável para isolamento de estruturas e sistemas a base de 
amortecedores viscosos. Inclusive estudar mecanismos usados nas industrias da 
engenharia mecânica, aeronáutica, aeroespacial e armamentista. 

Estender a formulação para a modelagem de estruturas tridimensionais e 
incluir atrito seco nas ligações deslizantes para análises estáticas e dinâmicas. 
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