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RESUMO

SANCHEZ, J. A. G. Estudo do Fenémeno da Auto-intersec¢io em um Anel
Anisotropico. 2008. 94 f. Dissertacao (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Estuda-se numericamente uma placa circular homogénea com furo centrado sob estado plano de
deformacdo. A placa esta fixa ao longo do contorno interno e esta sob compressdo radial uniforme
ao longo do contorno externo. O material da placa é elastico-linear e anisotropico. Apresenta-se a
solucdo analitica do problema, a qual satisfaz as equacBes governantes de equilibrio, no contexto
da elasticidade linear classica. Esta solucdo prediz o comportamento espdrio da auto-interseccao
em uma regido central da placa. Para evitar este comportamento, utiliza-se uma teoria que propoe
encontrar um campo de deslocamento que minimize a energia potencial total do corpo sujeito a
restricdo de injetividade local para o campo da deformacdo correspondente. Esta teoria,
juntamente com o método das penalidades interiores, permite encontrar uma solugdo numérica que
preserva a injetividade. Esta solugdo corresponde a um campo de deslocamento radialmente
simétrico. Estuda-se a possibilidade de encontrar uma solugdo rotacionalmente simétrica do
problema restrito, em que o campo de deslocamento possua as componentes radial e tangencial,
ambas fungdes somente do raio. Os resultados desta Gltima modelagem mostram que a
componente tangencial é nula, indicando que o campo de deslocamento é, de fato, radialmente
simetrico. Mostra-se também que a solucdo do problema do anel converge para a solugdo do

problema de um disco sem furo a medida que o raio do furo tende a zero.

Palavras-chave: anisotropia, auto-intersec¢do, injetividade, método das penalidades,

minimizacdo com restricao.



ABSTRACT

SANCHEZ, J. A. G. Study of the Self-intersection anomaly in an Anisotropic Ring.
2008. 94 f. M.Sc. Dissertation — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade
de S3ao Paulo.

This work concerns a numerical study of a homogeneous circular plate with a centered hole that
is under a state of plane strain. The plate is fixed at its inner surface and is under uniform radial
compression at its outer surface. The plate is linear, elastic, and anisotropic. An analytical
solution for this problem, which satisfies the governing equations of equilibrium, is presented in
the context of classical linear elasticity. This solution predicts the spurious behavior of self-
intersection in a central region of the plate. To avoid this behavior, a constrained minimization
theory is used. This theory concerns the search for a displacement field that minimizes the total
potential energy of the body, which is a quadratic functional from the classical linear theory,
subjected to the constraint of local injectivity for the associated deformation field. This theory
together with an interior penalty method and a standard finite element methodology yield a
numerical solution, which is radially symmetric, that preserves injectivity. Here, it is investigated
the possibility of finding a rotationally symmetric solution to the constrained problem; one for
which the associated displacement field has radial and tangential components, which are both
functions of the radius only. The numerical results show, however, that the tangential component
is zero. It is also shown that, as the radius of the hole tends to zero, the corresponding sequence

of solutions tends to the solution of a solid disk.

Keywords: anisotropy, self-intersection, injectivity, penalty method, constrained minimization.
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1 INTRODUCAO

1.1 Objetivos e Justificativas

A teoria proposta (FOSDICK e ROYER-CARFAGNI, 2001) representa uma nova abordagem
para os problemas de elasticidade que apresentam auto-intersecdo. O numero de estudos
realizados nesse novo campo é limitado e justifica a realizacdo deste trabalho.

Resultados apresentados por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) indicam a
existéncia de bifurcacdo no campo de deslocamento no contexto de uma teoria de minimizacao
com restricdo que utiliza o potencial de energia da elasticidade linear plana. Neste trabalho,
examina-se a possibilidade de ocorrer bifurcacdo no campo de deslocamento, semelhante a
encontrada por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007). Aqui, no entanto, considera-se que
o campo de deslocamento é rotacionalmente simétrico. Observa-se, assim, o valor de pesquisas
gue adicionem informagOes aos estudos realizados para corrigir problemas na teoria da
elasticidade, de modo a preservar a injetividade e, por conseguinte, eliminar o fendbmeno
andmalo da auto-interseccao.

O objetivo principal deste trabalho é aportar no conhecimento da teoria da elasticidade
com a restricdo de injetividade, aplicavel a problemas que possuam o fen6meno da auto-
intersecdo. Sera analisado o problema de um disco com furo (anel) sob compressao radial,

cujas tensdes sado finitas, descrevendo o comportamento da solucdo do problema. Analisa-se a



convergéncia da solucdo do problema do anel para a solu¢do do problema de Lekhnitskii (disco

sem furo), cujas tensdes sdo infinitas no centro do disco.

1.2 Revisao Bibliogréfica

A elasticidade é uma propriedade fundamental das substancias presentes na natureza
(MUSKHELISHVILI, 1933). A teoria da elasticidade utiliza idealiza¢gdes e simplificacbes que
permitem aproximar e predizer de forma satisfatoria o comportamento desta propriedade nos
corpos. Entretanto, para alguns casos, a teoria da elasticidade proporciona solu¢des que,
embora satisfacam as equagdes governantes, ndao possuem significado fisico.

Diversos estudos tém sido realizados para tentar corrigir, ou, ao menos mostrar as falhas
existentes na teoria da elasticidade. A seguir, citam-se algumas pesquisas sobre os fendmenos
andmalos preditos pela teoria da elasticidade, classificando-as segundo o tipo de problema

onde ocorrem.

1.2.1 Auto-intersecc¢édo na Vizinhanca de Vértices de Trincas.

WILLIAMS (1959) considera dois corpos elasticos semi-infinitos, com propriedades
elasticas diferentes, unidos ao longo de uma interface plana contendo uma trinca e sendo
tracionados no infinito por uma carga P constante, conforme ilustrado na Fig. 1. O problema
tem importancia pratica, sendo que o interesse pelo mesmo surgiu em pesquisas geoldgicas de

linhas de falha ao longo da interface entre duas lajes de estrato de rochas. Tal problema

2



também é comum quando se trabalha com dois metais diferentes unidos através de uma linha
fissurada de solda. WILLIAMS (1959) é o primeiro a mostrar que as tensodes e os deslocamentos

no vértice da trinca possuem um carater oscilatério do tipo

1
o~r 2sen(E Logr),

(1)
u~sen(E Log r),

onde r é a distancia do vértice da trinca a um ponto no interior do solido e E é fungdo das
constantes elasticas dos meios semi-infinitos. Observe de (1) que as tensdes tendem ao infinito
a medida que se aproxima do vértice da trinca. Além disso, o comportamento oscilatério do
campo de deslocamento ocasiona sobreposicdo das faces da trinca, caracterizando a auto-

interseccdo do material.

Fig. 1: Chapa infinita com trinca.



ENGLAND (1965) estuda o problema de uma trinca de interface sob pressdo interna
arbitraria. O autor nota que a solucdo do problema é inadmissivel, pois as superficies superior e
inferior da trinca apresentam ondulagdes que ocasionam a auto-intersec¢do do material em
uma vizinhanca do vértice da trinca. ENGLAND (1965) estima numericamente o raio na
vizinhanca da trinca onde ocorre a auto-intersec¢do. A ordem de grandeza do raio é de 10™*
vezes o comprimento da trinca.

ATKINSON (1977) propGe dois modelos para o tratamento de um problema semelhante
ao abordado por WILLIAMS (1959), ou seja, uma chapa composta de dois materiais distintos
com uma trinca na interface entre os materiais. Nos dois modelos a interface é substituida por
uma tira com pequena espessura. No primeiro modelo a tira é homogénea e tem um mddulo
de elasticidade diferente dos médulos de elasticidade dos materiais que compdem a chapa. A
trinca é introduzida no interior da tira homogénea. Neste caso, as oscilagcdes ndo ocorrem. O
primeiro modelo é deficiente, pois a trinca deve estar contida na tira homogénea. O segundo
modelo, mais popular, utiliza uma tira posicionada na interface com um médulo de elasticidade
continuamente variavel, tal que, nos contornos é igual ao do material da chapa que a limita.
Assim, a trinca é colocada entre o primeiro material da chapa e a tira. Uma vez que o mddulo de
elasticidade é continuo ao redor da trinca, evita-se o comportamento oscilatério na vizinhanca
do vértice da trinca.

COMNINOU (1977) também substitui a interface por uma tira homogénea e isotrdpica
com a possibilidade de ter contato sem atrito ao longo da face da trinca. Ela impde que as faces
deformadas da trinca permanegcam em contato na vizinhanga do vértice da trinca. A autora

mostra a existéncia de regides de contato com um comprimento altamente dependente do

4



carregamento aplicado. Nesta anadlise, a singularidade nas tensGes é do tipo raiz quadrada e a
solucdo assimptodtica é do modo I, ou seja, as tensdes cisalhantes sdo as Unicas componentes
que possuem singularidade na frente da trinca.

KNOWLES (1981) mostra que no problema de modo Il na trinca a solugcdo pode, ou, ndo
predizer a auto-intersecdo, dependendo das propriedades do material. O autor realiza uma
analise assimptdtica, mostrando que para materiais como o vidro ocorre auto-intersecgao,
porem nao ocorre para poliestireno e aco.

ARAVAS e SHARMA (1991) consideram um meio elasto-plastico colado a um substrato
rigido e introduzem uma trinca na interface destes materiais. Eles consideram contato sem
friccdo entre a trinca e o substrato. Os autores apresentam resultados numéricos que mostram
gue, quando a zona de contato é pequena comparada com o tamanho da trinca, o modelo
adotado por COMNINOU (1977) ainda prediz a auto-intersecdo do material. ARAVAS e SHARMA
(1991) mostram que na solucdo encontrada por COMNINOU (1977) a auto-intersecdo nao
ocorre nas faces da trinca, mas o fendmeno apresenta-se nos elementos materiais encontrados

na vizinhanca da ponta da trinca.

1.2.2 Auto-interseccao na Vizinhanca de Cantos.

MUSKHELISHVILI (1933) estuda o problema de um puncdo vertical rigido atuando sobre
uma base horizontal semi-infinita sob uma carga axial, conforme ilustrado na Fig. 2. Ele

encontra uma solucdo fechada para o problema no contexto da teoria da elasticidade linear



classica. Em particular, ele mostra que as forcas mudam de sinal infinitas vezes nos cantos do

puncgao.

§

R R A N NI I N NI NN o N\—é

Meio Elastico
Semi-Infinito

(X, X))

o e T e e T T

Puncao Rigido

Fig. 2: Pungao Rigido atuando sobre uma base horizontal semi-infinita.

KNOWLES e STERNBERG (1975) modelam o problema do puncdo rigido considerando
estado plano de deformagdo. Eles analisam o comportamento oscilatério da solucao deste
problema cldssico no contexto da teoria de elasticidade. Os autores concluem que, no contexto
da teoria linear, a solucdo deste problema é inadmissivel, pois exibe um comportamento
oscilatério nos campos de tensdo e deformagdao. Em conseqiiéncia do comportamento

oscilatério, a solucdo apresenta o fenébmeno de auto-intersec¢do. Eles mostram que, para uma
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classe particular de materiais elasticos e ndo-lineares, o comportamento anémalo da auto-
interseccdo pode ser resolvido. Isto permite aos autores argumentar que a auséncia do
comportamento oscilatério é devido as peculiaridades da escolha do material (COMNINOU,
1990).

AGUIAR e FOSDICK (2001) avancam no entendimento do comportamento do campo de
deformacdo na vizinhanca de pontos onde o contorno do corpo eldstico ndo é suave. Eles
realizam uma anadlise assimptdtica no contexto das teorias linear e ndo linear planas do campo
de deformacdo na vizinhanca do canto do puncdo. Na teoria ndo linear, os autores realizam
duas andlises: Na primeira, utilizam um material harménico e na segunda um material semi-
linear modificado. Resultados numéricos obtidos pelos autores via Método dos Elementos
Finitos confirmam que a solucdo assimptdtica representa o comportamento local do estado de
equilibrio na vizinhanca do canto do puncdo. Nesta vizinhanca, as teorias linear e ndo linear
predizem diferentes comportamentos. Assim, as teorias linear e ndo linear com materiais linear
e harmonico, respectivamente, predizem um comportamento oscilatorio no campo de
deformacdo e em ambas apresenta-se o fendbmeno da auto-intersecgdo. A teoria nao linear com
o material semi-linear modificado ndo apresenta o comportamento oscilatério no campo de
deslocamento e evita o fendmeno da auto-intersec¢do. Longe do canto do pungdo, o gradiente
de deformacdo é pequeno e a solugdo assimptdtica no contexto da teoria ndo linear utilizando o
material harmonico, torna-se invalida. Os autores mostram, no entanto, a existéncia de uma
regido intermediaria onde os resultados numéricos obtidos para as teorias linear e ndo linear

sdo similares e predizem um comportamento suave para a superficie livre. Em particular, eles



apresentam uma solucdo que ndo possui o comportamento oscilatorio e que impede a auto-

interseccdo na vizinhanga do canto puncao.

1.2.3 Auto-interseccao na Vizinhanca de Pontos Interiores.

LEKHNITSKII (1968) considera um disco circular elastico-linear, com anisotropia cilindrica,
sob estado plano de tensdo e em equilibrio sob pressao radial distribuida uniformemente no
contorno, conforme ilustrado na Fig. 3. Em um sistema de coordenadas polares, Lekhnitskii

encontra a distribuicdo de tensoes

o= g (%)k—l'
0g =—qk (g)k_l, (2)
Tr9 =0,

onde g, é a tensdao normal na diregdo radial, gy é a tensdao normal na diregdo tangencial, 7,9 é a
tensdo de cisalhamento no plano, g é a pressao radial distribuida no contorno, b é o raio do

. E ~ . N . .
disco, k = E—g e E, Eg sdao os moddulos de Young nas diregdes radial e tangencial,
T

respectivamente. Quando Eg < E,, k < 1, e segue de (2) que as tensdes tendem, em médulo,
ao infinito a medida que se aproxima do centro do disco, ou seja, a medida que r = 0. Assim,

no centro do disco ocorre uma singularidade no campo das tensdes. FOSDICK e ROYER-



CARFAGNI (2001) mostram que para 0 < k < 1 o problema do disco com furo pode apresentar

o fendbmeno da auto-interseccao.

Fig. 3: Disco elastico — linear e anisotrépico analisado por Lekhnitskii (1968).

TING (1999) considera o equilibrio de uma esfera homogénea, linear e anisotrdpica de
raio b, a qual é radialmente comprimida por uma forga por unidade de drea g uniformemente
distribuida ao longo do contorno externo. A esfera é composta por um material esfericamente

uniforme. Em um sistema de coordenadas esférico, Ting encontra a distribuicdo de tensdes

o= —q (2)3@—1)/2'

1+ 3k 3(k-1)/2 (3)
[

09=—CI<



onde k = g\/l +8 (CZZ‘FEZ—FC“) > 0. Se 0 < k <1, o autor mostra que a tensdo € infinita no

11
centro da esfera, r = 0, e que existe uma regido proxima ao centro onde ocorre o fenébmeno da
auto-intersecgao.

Um avanco importante no tratamento do fendmeno anémalo da auto-interse¢do foi
realizado por FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001). Estes autores propdem minimizar o funcional
guadratico da energia potencial da elasticidade linear classica sujeito a restricdo de injetividade

det(Vf) = e >0, (4)
onde Vf é o gradiente de deformagdo e € é um valor arbitrario, positivo e suficientemente
pequeno. Os autores analisam o problema do disco de Lekhnitskii sujeito a restricao (4), utilizam
multiplicadores de Lagrange e encontram uma solucdo fechada. Para encontrar esta solugdo,
eles consideram uma distribuicdo radialmente simétrica em deslocamentos e tensdes, ou seja,
desprezam os deslocamentos tangenciais e qualquer dependéncia com relacdo a variavel 6. Os
autores realizam uma anadlise do comportamento da restricdo de injetividade e identificam duas
regides, uma central onde det(Vf) = ¢ e outra complementar a esta onde det(Vf) > ¢.

A solucdo analitica do problema de Lekhnitskii com a restricio é verificada
numericamente por OBEIDAT et al. (2001), onde a técnica dos multiplicadores de Lagrange foi
utilizada. Os autores encontram dificuldades pelo carater altamente ndo linear da restrigdo.
Nesse artigo o procedimento de Newton-Raphson foi utilizado para resolver iterativamente o
sistema de equacdes resultante, sendo que, nas aproximacdes iniciais, a cada passo do
procedimento, a restricdo de injetividade era violada. Nesse artigo, a restricido simula uma

barreira, ou seja, faz que qualquer seqliéncia de solugdes aproximadas que tente violar a
10



restricdo retorne ao conjunto de deformagdes admissiveis. O autor destaca que, quando a
solugdo atinge o dominio inadmissivel, onde a restricdo é violada, verificam-se grandes
instabilidades numéricas. Com isto, a solugdo tem que ser forcada “manualmente” para
permanecer no dominio admissivel.

O problema proposto por LEKHNITSKII (1968), sem a utilizacdo da restricdo (4), também
foi analisado numericamente por OBEIDAT et al. (2001). Nesse artigo, o problema foi
discretizado pelo método dos elementos finitos, com funcdes de forma lineares. Os resultados
obtidos por estes autores indicam que a sequencia de solucées numéricas ndo converge para a
solucdo exata do problema a medida que a malha de elementos finitos é refinada. AGUIAR e
SANCHEZ (2005) constroem seqiéncias de solugdes numéricas que parecem convergir para a
solucdo exata, mas de forma muito devagar.

AGUIAR (2006) utiliza o método das penalidades interiores para analisar o problema da
esfera (ver TING, 1999), sujeito a restricdo (4). Aguiar utiliza a teoria de minimizacdo proposta
por FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) para propor uma formulacdo penalizada do problema
eldstico com restricdo. Esta formulacdo permite construir uma aproximacdo numérica do
problema. A aproximacdo consiste em encontrar o campo de deslocamento que minimiza um
potencial de energia aumentado. Este potencial aumentado é composto da energia potencial da
elasticidade linear classica e uma fung¢do penalidade dividida por um parametro de penalidade.
Uma seqiéncia de solucGes parametrizada por este parametro é entdo construida. A seqiiéncia
converge para uma funcdo, que satisfaz a primeira condi¢do de variacdo para ser o minimo do

problema de minimizacdo com restricdo, a medida que o parametro tende a infinito. Esta
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aproximacdo possui a vantagem de ser matematicamente aplicidvel e de ndo apresentar
dificuldades computacionais significativas na hora de ser implementado.

AGUIAR (2004) simula numericamente o problema de Lekhnitskii sujeito a restrigdo (4).
O autor considera uma distribuicdo radialmente simétrica no campo de deslocamento tal que
nesta simplificacdo a componente tangencial do deslocamento é nula. Com esta hipétese, o
autor confirma numericamente a solugdo analitica encontrada por FOSDICK e ROYER-CARFAGNI
(2001).

FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) simulam numericamente o problema de
Lekhnitskii sujeito a restricdo (4). Os autores analisam este problema sem utilizar simetria no
campo de deslocamentos, ou seja, tratam o problema de uma forma bidimensional. Os autores
utilizam o método das penalidades interiores proposto por AGUIAR (2006) para encontrar uma
solucdo numérica. Eles encontram que para determinadas propriedades eldsticas do material
existe uma solucdo na qual as componentes, radial e tangencial, sdo ndo nulas, sendo esta uma
bifurcacdo da solucdo unidimensional. Embora a energia seja quadratica e convexa o resultado
encontrado pelos autores é justificado pelo carater altamente ndo linear da restricdo. Baseados
nos resultados obtidos por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) e procurando uma
diminuicdo no esforco computacional, neste trabalho, tenta-se encontrar uma solugdo
rotacionalmente simétrica, com dependéncia radial, mas que possua uma componente

tangencial ndo nula.
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1.3 Organizacgéo do Texto

No primeiro capitulo realiza-se uma revisdo bibliografica sobre solucdes de problemas
que ndo respeitam a condicdo (4) e que estdo, portanto, relacionados com o fenémeno
andmalo da auto-intersecgao. Em particular, mencionam-se trabalhos que tratam do fenbmeno
na vizinhanca dos vértices de trincas, cantos e pontos interiores de discos e esferas sélidas.

No Capitulo 2 apresentam-se conceitos tedricos da Mecanica do Continuo, os quais sdo
fundamentais para o entendimento deste trabalho. Na se¢do 2.3.1 descreve-se brevemente a
teoria da elasticidade anisotrdpica, com énfase para a elasticidade cilindricamente ortotrdpica,
pois os exemplos apresentados possuem materiais com este tipo de comportamento el3stico.

No Capitulo 3 sdo apresentadas as idéias basicas de otimizacdo que sdo utilizadas para
resolver numericamente o problema do anel sujeito a restricdo de injetividade (4), o qual esta
descrito no Cap. 4 em especial, detalha-se o0 método das penalidades e o método de Newton —
para a busca da dire¢do 6tima e para a busca unidirecional.

No Capitulo 4 descreve-se o problema do anel, o qual recai no mesmo problema descrito
por LEKHNITSKII (1968) quando o tamanho do furo tende a zero. Os resultados tedricos
mostrados neste capitulo sdo divididos de acordo com o modelo utilizado para o campo de
deslocamento. Assim, este problema é definido de duas formas: na primeira, considera-se que o
campo de deslocamento é radialmente simétrico, possuindo apenas a componente radial. Na
segunda forma considera-se que o campo de deslocamentos é rotacionalmente simétrico,

possuindo as componentes radial e tangencial. Os dois problemas descritos anteriormente sao
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denominados neste trabalho como problema unidimensional em uma varidvel e problema
unidimensional com restricdo em duas varidveis, respectivamente.

No Capitulo 5 apresentam-se os resultados numéricos obtidos. Inicialmente, apresentam-
se resultados da elasticidade linear classica, os quais predizem o fenémeno espurio da auto-
interseccdo em um disco com furo. Posteriormente, mostram-se resultados que indicam a
auséncia de bifurcacdo na solucdo do problema unidimensional em duas varidveis. Finalmente,
analisam-se os resultados do disco com furo a medida que o tamanho do furo tende a zero.

No ultimo capitulo apresentam-se as conclusdes deste trabalho.
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2 FUNDAMENTOS DA MECANICA DO CONTINUO

Apresentam-se conceitos basicos da Mecanica do Continuo relacionados as leis de
balango, ou, de conservagao, a cinemdtica dos meios continuos e aos modelos constitutivos’.
Alguns tépicos matematicos utilizados na Mecanica do Continuo sdo apresentados, de forma

sucinta, nos anexos A e B.

2.1 Cinematica dos Meios Continuos

A mecanica dos meios continuos descreve cinematicamente as deformacbes e os
movimentos dos corpos continuos com a maior generalidade possivel, sem as restricdes
caracteristicas da teoria da elasticidade linear classica. O ponto de partida para esta descricdo é

a definicdo de corpo continuo do ponto de vista matematico.

2.1.1 Os Corpos Continuos e suas Configuracdes

Os corpos encontrados na natureza sdo formados por moléculas, as quais sdo compostas
de dtomos. Ao se observar um corpo qualquer através de um microscdpio de grande definic¢ao,
nota-se que os atomos encontram-se separados uns dos outros; ou seja, em grandezas

atdbmicas, a matéria é descontinua. Agora, se um corpo é observado com um grau de

! Ver também GURTIN (1981) e OGDEN (1997).
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detalhamento menor, nota-se que os atomos estdo proximos entre si e que a matéria composta
destes dtomos parece um meio continuo.

Assume-se, portanto, que a matéria é continua. Isto é claramente uma aproximacgao;
entretanto, se os problemas a serem analisados sdo formados sobre corpos cujas dimensoes sdo
muito maiores que os atomos, entdo, a aproximacdo é boa. A hipdtese anterior é a base da
mecanica dos meios continuos.

Matematicamente, um corpo continuo é definido como um conjunto B de particulas
Py, P,, .., com a seguinte propriedade: existe um conjunto de aplicagdes bijetivas e
diferenciaveis Y = {¢}, que transformam B em conjuntos abertos de R3; ou seja, para toda
particula P € B

x = y(P) € R3, 4(B) = B € R3, aberto, e 4 1(B) =B. (5)
Para qualquer aplicagao ¢4, %, € Y, a composicdo

Z12:91(B) € R? - 4,(B) € R3, Bi2 =Y oY1 (6)

é diferencidvel, como ilustrado na Fig. 4. Cada uma destas infinitas aplicagdes ¢ determina uma
configuracdo do corpo.

Percebe-se que existe um numero infinito de configuracdes possiveis para o corpo B.
Umas destas configuragdes é escolhida para ser denominada como configuracao de referéncia,
Yref- A configuragdo de referéncia define uma relagdo biunivoca entre as particulas do corpo,
P € B, e um conjunto aberto B,.r = ¢.r(B) S R3. Assim, dado um sistema de coordenadas
qualquer em R3, para cada particula do corpo existem unicamente trés coordenadas que
definem sua posicdo, e vice-versa. A configuracdo de referéncia pode ser qualquer, mas é
conveniente utilizar a configuracdo indeformada do corpo.
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Fig. 4: Um corpo continuo e algumas de suas possiveis configuragées.

Da definicdo matematica de um corpo continuo, pode-se associar a cada particula P €
B um ponto P € B, sendo B um subconjunto de R3, e vice-versa. Como R3 é continuo, a
definicdo anterior implica na continuidade da matéria que constitui B, tal como indicado na

hipétese fundamental da Mecénica do Continuo.

2.1.2 O Campo de Deformacéo

Conforme ilustrado na Fig. 5, configuracbes de referéncia e deformada definem uma
aplicagdo entre B,..r e By,r, denominada deformagdo:
fiBref SR® 5 Buor SR?, = Yuer © Yrep - @
Existe uma transformacdo linear F(X) que mapeia R® - R3, conhecida como gradiente de
deformacdo. Este objeto define a relacdo entre os elementos diferencidveis da configuracoes
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indeformada e deformada. Especificamente, se dX é um vetor diferencial situado no ponto X da
configuracdo de referéncia e dx é o vetor que resulta da deformacdo de dX, tem-se que

dx = F(X)dX. (8)

Fig. 5: Configuragao de referéncia e configuragao deformada.

Pelo Teorema da Decomposicdo Polar, (GURTIN, 1981), pode-se decompor F nas formas
F = RU, F = VR, (9)
onde R é um tensor ortogonal préprio, U e V sdo dois tensores simétricos e positivo-definidos.
Chama-se R de tensor rotagdo e U, V de tensores extensdo a direita e a esquerda,
respectivamente. Assumindo que det(F) > 0, o Teorema da Decomposi¢do Polar assegura que
as decomposicSes (9) sdo Unicas. Em aplicacdes, é mais conveniente trabalhar com os tensores

deformacdo de Cauchy-Green a direita e a esquerda,
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C =U? =FTF, B = V2 = FF7, (10)

respectivamente. Em termos do campo de deslocamento

u:B - R3, (11)
definido pela relacdo
u=X-—x, (12)
temos que
C—I=vu’ +Vu+ Vu’Vu, (13)

onde I é a transformacdo identidade. Este tensor é uma medida da variacdo entre uma dada
deformacdo e uma deformacéo rigida, para a qual C = 1. Por isto, é conveniente introduzir o

tensor deformacdo de Green-St. Venant

1 14

Se as deformacbes sdo infinitesimais, como na teoria classica da elasticidade linear,

obtém-se de (13) e (14) que

1 (15)
E = E(C — 1) = V,u + 0(Vu?),

onde V, denota a operagdo gradiente simétrico, definida por

1 (16)
V.u = 2 (Vu” + Vu),

e O(Vu?) s3o os termos de ordem superior. Utilizando a expressdo (16), define-se o gradiente

de deformacao

Vf=1+Vu (17)
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2.1.3 Deformacdes de Elementos de Linha, Superficie e Volume

llustra-se na Fig. 6 um corpo na configuragdo de referéncia, B,..r, € em uma configuragdo
deformada, Bg.r. Do ponto X € B,.r emanam os vetores dX,dY e dZ. Esses vetores sdo
linearmente deformados pelo tensor F nos vetores dx,dy e dz, os quais emanam do ponto
X € Bges. Os elementos de linha dX e dY estdo relacionados com as suas imagens dx e dy por
dx = FdX, dy=FdY. (18)
Os elementos de drea dA € B,.; e da € By, estdo relacionados por
nda = (detF) F"TNdA. (19)
Os elementos de volume dV € B,.s e dv € B, s estdo relacionados por

dv = (detF) dV. (20)

Fig. 6. Deformagdes de elementos de linha, superficie e volume.
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2.1.4 Movimento de um Corpo.

Define-se o movimento de um corpo como uma familia de deformacdes f;, diferenciaveis,
parametrizadas pelo tempo t. Entdo, a configuragdo inicial By tem lugar no instante t = 0.
Mesmo que os conceitos de configuracdo inicial e de referéncia sejam diferentes, neste
trabalho, utilizam-se estes conceitos indistintamente.

Quando um corpo realiza um movimento como o descrito no paragrafo anterior, cada
particula X € B,..; percorre uma curva, c(t), no espaco, que se pode expressar em funcdo do
campo das configuracdes como:

c(®) = f,(X) 2. (21)
Esta curva é denominada de trajetéria e determina a posicdo de cada particula X em cada
instante do tempo.

O movimento f;: Bo xR —» R3® de um corpo é uma familia de deformagdes suaves
parametrizadas pelo tempo t. Estas configuragdes definem uma aplicagdo bijetiva entre B, e
B, ou seja, cada particula material X € B, ocupa, em um dado instante, um ponto espacial
X € B,. Cada ponto da regido B, € R3 é a imagem de uma e somente uma particula material do
corpo. Dada uma posi¢ao x € B;, pode-se encontrar a posi¢ao que ocupa a particula no instante
t mediante a funcdo inversa

X=f"'00. 22)

? Neste trabalho, utiliza-se de forma equivalente as notagdes f;(x), ou, f(x,t).
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Define-se um campo material Y;(X) aplicado em todo instante sobre as particulas
materiais da configuracdo de referéncia. Utilizando a equacdo (22), pode-se expressar o campo

Y, em func¢do da posicdo x, ou seja,

ye=Y, (ft_l(x))' (23)

-1 . .
onde o campo y; =Y; o f; = é denominado campo espacial.

2.2 Leis de Balango, ou, de Conservacao

O comportamento de um corpo continuo é regido pelas leis de balango, ou, de
conservacdo. Dos balancos de massa, de quantidade de movimento e de energia, resultam as

equacdes de campo, definidas com relagdo as configuracdes dos corpos em E3.

2.2.1 Balango de Massa

A massa de um meio continuo m é uma quantidade positiva e constante que ndo depende
do tempo, das dimensdes e das formas que o corpo possa ter.

Considera-se uma regido {1(x) contendo o ponto x com volume v(x) e com massa
m(Q(x),t). Com isto, é definida a massa especifica de um corpo, p, como

o) = li m(Q(x), t) (24)
PRE) = 5 v(x)

Observa-se de (24) que a densidade é um campo escalar espacial. A densidade no instante

t = 0 é chamada densidade de referéncia p,, sendo um escalar que nao depende do tempo.
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Assumindo que a massa de qualquer volume material do corpo continuo se mantém em

todo instante de tempo, expressa-se o principio de conservac¢ao de massa por

(25)

[ pooav = [ pecoraw,

Ro Rt

onde R é uma sub-regido pertencente ao corpo B.
Realizando mudanca de varidvel em integrais de volume mediante a insercdo da
expressdo (20) na expressao (25), obtém-se

f po(X)dV = f pe(fe(X))(detF) av. (26)

Ro Ro
Sabendo que as duas integrais sdo iguais para qualquer regido R,, entdo os integrandos sao
iguais em todo ponto®, resultando na expressio material, ou, Lagrangiana do balango de massa,
po(X) = pe(fe(X)) detF. (27)
A expressao espacial, ou, Euleriana do balanco de massa resulta na equacdo de campo de
continuidade, dada por
pe(x) + ps(x)divi =0, (28)

onde () simboliza a derivada temporal.

2.2.2 Forgas

Assume-se que 0s seguintes sistemas de forgas atuam em uma regido R, € B;:

* Ver Teorema da Localizagdo em GURTIN (1981).
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Forgcas de contato: Resultam da interacdo de partes adjacentes do corpo através da
superficie que as separam, exercidas sobre o contorno de R;, dR;. As forca de contato
sdo medidas por unidade de area deformada e operam em uma superficie orientada
pela normal unitaria n através do ponto x € B;. Assim,

t: {vetor unitario} x B, - R3, (29)
onde o mapeamento x — t(n, x) é suave para cada vetor unitario n e o mapeamento
n - t(n,x) é continuo para cada x € B;. Define-se o campo de forga de contato por
unidade de superficie indeformada, ty, como

to(X)dA = (to f)(X,t)da.
Forgas de corpo: Exercidas sobre pontos interiores de um corpo pelo seu meio externo
e medidas por unidade de massa X € B;
b: B, - RS3, (30)

onde X é continuo. Define-se o campo de forgcas de corpo na configuragdo de
referéncia, by, mediante

bo(X) = (b e f)(X,0). (31)

A resultante das forgas que atuam sobre a regido R; é dada por

Feort(Ry) = JpO(X)bO(X) dv + fto(X)dA (Descri¢do Lagrangeana),
Ro R, (32)

= fpt(x)b(x,t) dv + ft(x,t)da (Descri¢do Euleriana).
Re AR,
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2.2.3 Balanco da Quantidade de Movimento Linear

Aplicando a segunda lei de Newton no contexto dos meios continuos, é estabelecida a
proporcionalidade entre as forcas aplicadas sobre um sistema de particulas e a variacdo na
guantidade de movimento.

O movimento linear L de uma regido R; € B, é dado pela soma da quantidade de

movimento linear de cada uma das particulas que a constitui, ou seja,

L(R,) = fpo(X)XdV= fpt(x)de, (33)

Ro Re
onde ¥ =Xof, ! é a velocidade espacial do centro de massa do corpo. Em (33) sdo
apresentadas as formas Lagrangiana e Euleriana, respectivamente, da quantidade de
movimento linear.

A lei de balanco de quantidade de movimento linear, ou, primeira lei de movimento de
Euler, é expressa por

Fext(R) = L(Ry). (34)

onde F,,;(R;) é dado por (32) e L(R;) é dado por (33).

Partindo dos resultados dados em (32), (33) e (34), obtém-se as expressdes integrais, em
suas formas Lagrangiana e Euleriana, da quantidade de movimento linear,

[ o xav = [ pocopeav + [ to0da (z5)
Ro Ro Ro
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fpt(x) Xdv = fpt(x)b(x, t) dv + ft(x, t)da, (36)
Re Re ORy

ondeX¥ =Xo fi 1 é a aceleragdo espacial do centro de massa do corpo.

Aplicando o balango de quantidade de movimento linear dado por (36) em uma sub-
regido tetraédrica de R;, obtém-se uma relagdo linear entre a forga de contato t e a normaln a
superficie sobre a qual esta forca atua. Esta relacdo é dada por

t(x,n,t) =T(x, t)n, (37)
onde T(x, t) é o tensor tenséo de Cauchy.

Utilizando o resultado (37) e o Teorema da Divergéncia4 na equacao (36), obtém-se

f (pt(x)x —div T(x,t) — p;(x)b(x, t)) dv = 0. (38)
Re

Sabendo que a integral em (38) é nula para toda regido R; € B;, segue do Teorema da

Localizagio® a equac3o diferencial da quantidade de movimento linear, dada por
div T(x,t) + p:(x)b(x,t) = p; (X)X, X € B;. (39)
A equacdo (39) é mais conhecida como a equacgdo diferencial do movimento.

A equacdo do movimento (39) esta expressa na descricdo espacial. Na descricdo material,

esta mesma equacao é dada por

div S(X,t) + po(X)bo(X) = po(X)X, X € B, (40)
onde S(X,t) ¢é denominado primeiro tensor tenséo de Piola-Kirchhoff. Este é um tensor de
segunda ordem, ndo necessariamente simétrico, e definido por

S(X,t) = (detF)(To f)(X,t) FT. (41)

*Ver GURTIN (1981).
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2.2.4 Balanc¢o de Movimento Angular

Considerando uma regido arbitrdria R; € B;, define-se a quantidade de movimento
angular de um meio continuo, com relagdo a uma origem o, como a soma do movimento
angular de cada uma das particulas que constitui a regido R;, ou seja,

MR 0) = [ ripdv = [ fR KoV, -
Ry Ro

onde r=x—0 e R=X—0 sdao os vetores posicdo dos pontos x€ER; e X ER,,
respectivamente.

O momento de forgas exteriores sobre a regido R;, denominado ,,;, € dado por

Text(Rs,0) = f f:(R) by (X) po(X) dV + f f:(R)"ty(X,N) dA (Descricdo Lagrangiana)

Ro Ry (43)
= f b (x) pt(x) dv + f r“t.(x,n)da (Descricdo Euleriana ).
th aRt

O balanco da quantidade de movimento angular é dado pela segunda lei de movimento de
Euler, ou seja,
M(:Rti 0) = Text (Rti 0)- (44)

Introduzindo as expressées (42) e (43) na expressao (44), obtém-se

[ 1R xpu00a7 = [ £ RBo0 poI AV = [ fRIeo(X N d -
Ro Ro ORg
f r*p:(x) xdv — f b (x) p:(x) dv = f r"t:(x,n)da. (46)
Re Re OR¢
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Utilizando o Teorema da Divergéncia e a equacdo (41), obtemos a equacdo diferencial do
balanco de quantidade de movimento angular® na forma local, a qual é dada por
T(x,t) = TT(x,¢t). (47)
Esta relacdo é obtida da forma Euleriana diferencial da lei de balanco de movimento angular e
mostra a simetria do tensor tensdao de Cauchy. A expressdo Lagrangiana da relacdo (47) é dada
por

S(X,t) FT = FST(X,t). (48)

2.2.5 Balancgo de Energia

Considera-se uma regidgo R; € B;. Define-se a poténcia mecdnica P,,.(R;) das forgas

atuantes nas particulas que ocupam a regido R; como

Pot(Ry) = f pe(X)b, (x) - kdv + f t.(x,n) - i da. (49)

Re aRt
Na seqiiéncia, define-se a energia cinética, K(R,), e o potencial de tensdo, U(R,), de um

COrpo que ocupa a regiao R, como

K(R.) =% f pr(x) (%)%dv, (50)

Rt

. 1
UR,) = > f T(x,t) - Vsudv, (51)

Rt

onde T(x,t) e Vu sdo definidos por (37) e (16), respectivamente.

> Ver detalhes em GURTIN (1981).
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Finalmente, a lei de balanco da energia escreve-se na forma

Pext(:Rt) = K(:Rt) + U(:Rt) (52)

2.3 Modelos Constitutivos

Os corpos respondem de forma diferente sob estimulos iguais devido as constituicdes
diferentes destes corpos, as quais sdo representadas matematicamente por relacdes
constitutivas. Uma relagdao constitutiva é, aqui, uma relagdo entre a tensdo aplicada e a

deformacao resultante.

2.3.1 Material Elastico-Linear Anisotrépico

Um corpo continuo é eldstico-linear se as componentes de tensdo sdo fungdes lineares
das componentes de deformacdo. Neste caso, o corpo satisfaz a lei de Hooke generalizada, dada
por

T = CE, (53)
onde Cé um tensor de quarta ordem chamado tensor de elasticidade e, aqui, E é o tensor
deformacao infinitesimal, obtido de (15) ao se desprezar os termos de ordem superior. Assim,
E =V.u.

Um corpo elastico é denominado anisotrépico se as propriedades elasticas sdo diferentes

em diferentes direcées (LEKHNITSKII, 1963). Se dois eixos de simetria de um material coincidem
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com a tangente e a normal a circulos concéntricos em um dado plano e se o terceiro eixo de
simetria coincide com a direcdo perpendicular ao plano, entdo o material é chamado
cilindricamente anisotropico.
Os tensores tensdo e deformacdo infinitesimal podem ser escritos, convenientemente, na
forma vetorial
o’ = {Urr: 060 » Ozz) 09z, Orz, Org I3 (54)

T —
€ = {Err: €06 €zz) €02, €rz) €Erp } (55)

A lei de Hooke (53) passa a ser reescrita na forma
o=~Ce (56)
onde C é uma matriz simétrica 6x6 dada por

Cz2 C23 Cq C5 (¢

[Cn C12 €13 C14 Cq5 C16]
| C33 C34 C35 C3g

C= (57)

Caa Cas5 Cyg
Sim. Cs5 Cse

sendo c,p as constantes elasticas de C no sistema de coordenadas cilindricas ortonormais. Uma
condicdo importante nas constantes eldsticas é que a energia de deformacdo tem que ser
positiva (ver anexo A.3). Esta condicdo implica que a matriz das constantes elasticas tem que ser
positiva definida (TING, 1996).

A expressdo (57) descreve o caso mais geral de materiais anisotrépicos. Estes materiais
sdo também chamados materiais triclinicos, os quais possuem 21 constantes eldsticas

independentes.
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Os materiais comumente utilizados na engenharia exibem algum tipo de simetria, ou,
simplificacdo na sua microestrutura, o que permite a diminuicdo do numero de constantes
independentes da equagdo (57).

Neste trabalho, serd dada especial énfase aos materiais com 3 planos de simetria,
denominados ortotrdpicos. Para estes materiais, as 21 constantes elasticas independentes de

(57) reduzem-se a 9; assim

[ €11 C12 (13 0 0 0]
C22 (23 0 0 0
. C33 0 0 0
C= Cas O ol (58)
Sim. css 0 Jl

I ——

Ce6

As constantes elasticas ¢,z da expressdo (58) podem ser escritas em fungdo das

constantes de engenharia E;;, Gj; e v;; na forma

C1 = L (1 Vy3? —E33) €12 = Lz (v + Vo3V —E33)
11 = — V23 ) 12 = 12 T V23V13 )
Dy E>; Dy Ey
E33 E;, E33
13 =~ (V12Va3 + V13), C22 = (1 — V132 L )'
o o 11
(59)
_ Es3 Er _ Esg , E22
C3 = _Do V23 + V12V13 _E11 ) C33 = _Do 1—-vy, _E11 )
Caq = Ga3, Css = Gy3, Co6 = G2,

onde D,/(Ey1 E;; E33) é o determinante da sub-matriz 3x3 superior esquerda da matriz C
dada por (58) e

E33 , E22 Es;3 , E33 (60)
— 2VypV3Vi3 5 —

Dy =1—vy32———v;,2—= Vi3©——
0 23 12 13 -
E3, Eiq Eiq Eiq
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Segundo TING (1996), os materiais ortotrépicos possuem outros tipos de simetrias, as

guais estdo apresentadas na Tab. 1.

Constantes
Nome do Material Forma da Matriz
Independentes
€11 C12 (13 0 0 07
c c
Materiais 1 13 0 0 0
C= C33 0 0 0 6
. - Caq 0 0
Tetragonais .
Sim. €4 O
Cee
. r €11 C12 (13 0 0 07
Mat
ateriais 1 Ci3 0 0 0
_ C33 0 0 0
Transversalmente C= s O 0 5
i 0
Isotrdpicos Sim. Cas
C66_
r €11 €12 C12 0 0 07
€11 C12 0 0 0
e e g C11 0 0 0
Materiais Cubicos C= cee O 0 3
Sim. 6 O
C66_
r €11 C12 C12 0 0 01
c c
Materiais 1 12 0 0 0
C— €11 0 0 0 5
rotrn - G 0 0
sotropicos _
P Sim. Ce6 0
Cee

Tab. 1: Classificagdo dos materiais ortotropicos, TING (1996).

1
onde Cgg = > (€11 = €12).
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3 PROGRAMACAO NAO-LINEAR

Utilizam-se os métodos de programacdo nao-linear para encontrar a solucdo numérica
dos problemas de minimiza¢do com restricdao tratados no Cap. 4. Assim, neste capitulo, realiza-
se uma introducdo as técnicas de otimizacgao.

A otimizacdo é uma importante ferramenta de decisdo utilizada para identificar o valor
6timo (minimo, ou, maximo) de uma fun¢do objetivo, a qual é uma quantidade de medida do
comportamento do sistema sob estudo. A funcdo objetivo depende de certas caracteristicas do
sistema, denominadas varidveis de projeto. A finalidade da otimizacdo é atingida quando se
encontram valores para as varidveis que otimizem a func¢do objetivo. Freqlientemente, estas
varidveis tém que respeitar alguns limites denominados restri¢ées. A regido limitada por estas

restricdes é chamada regido admissivel. Em particular, um problema de otimiza¢do consiste em

min(ou max) f,5;(X) sujeito a
XERM?

{gi(X) =0, i=1..,p
hi(x)=20, j=1,...,m, (61)

onde X é o vetor das variaveis de projeto, fobj é a funcdo objetivo, g;,i =1,2,...,p, sdo
restricdes de igualdade e h;,j = 1,2, ..., m, sdo restrigdes de desigualdade.
Uma interpretacdo geométrica dos conceitos expostos anteriormente é dada na Fig. 7 na

forma de curvas de nivel. No grafico, mostra-se o minimo x* de uma funcdo objetivo fobj sujeita

a duas restri¢cdes de desigualdade h; e h,. Na figura, também é ilustrada a regido admissivel, a

gual consiste de um conjunto de varidveis de projeto que satisfazem as restricdes.
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Regiao Admissivel |

Fig. 7. Interpretacio geométrica de um problema de minimizagdo no R? utilizando curvas de nivel.

Em otimizacdo tem-se um modelo quando, para um dado problema, consegue-se
identificar a funcdo objetivo, as varidveis e as restricdes. Depois de formular o modelo, utiliza-se
um algoritmo de otimizagdo para encontrar a sua solu¢gdo numérica.

Uma classificagdo importante dos problemas de minimizacdo esta relacionada a
existéncia, ou, ndo de restricdes: No primeiro caso, tem-se a minimizacdo sem restricdes e no

segundo caso, a minimizagdo com restrigdes.
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3.1 Minimizagdo sem Restri¢coes

Deseja-se minimizar uma fungdo objetivo f a qual depende de varidveis de projeto

obj’
gue ndo possuem limitacdes nos valores que possam adotar. Entdo, um problema de
minimizacao sem restricdes resume-se a
min fop; (%), (62)
onde x € R", n > 1, é um vetor n-dimensional contendo as variaveis de projeto.
Nesta se¢do, sdo discutidos inicialmente algumas propriedades e conceitos de minimo. Em

seguida, sdo descritos os métodos e algoritmos para a busca numérica do minimo de uma

funcdo objetivo.

3.1.1 Propriedades de Minimo

Geralmente, em otimizacdo, encontram-se dois tipos de minimo: o global e o local. Um
ponto x* € um minimo local se existe uma vizinhanga V" de X%, tal que f,p; x") < fobj (x) para
qualquer X € V'. O minimo local é estrito se fo,,;(X*) < f,p;(X) para qualquer x € V..

O ponto x* é um minimo global se fob].(x*) < fobj(x) para qualquer x € R"™.

Utilizando o teorema de Taylor®, definem-se abaixo as condicBes para a existéncia de
minimo.

Condig¢Go necessdria de primeira ordem: se X* € um minimo local e f,,; € uma fungdo

continuamente diferencidavel em uma vizinhanga de x*, entdo V f,,;(x*) = 0.

® Ver LUENBERGER (1989).
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Condi¢do necessdria de segunda ordem: se X* é um minimo local de f,,; e a matriz
Hessiana szobj, (FOX 1971), a qual contém as segundas derivadas parciais com relagdo aos
graus de liberdade, é continua em um conjunto aberto na vizinhanca de x*, entdo V f,,;(x*) =
0OeV Zfobj (x*) é positivo semi-definido (ver Anexo A.3).

Condigdo Suficiente de seqgunda ordem: suponha que V Zfobj € continuo em um conjunto
aberto na vizinhanga de x* e que V 2, ;(x*) ¢ positivo definido (ver anexo A.3). Entdo x* é um

minimo local estrito de f,p;.

3.1.2 Propriedades dos Algoritmos de Minimizacao.

Nesta secdo serdo mostradas algumas propriedades dos algoritmos cldssicos de
minimizac¢do. Depois, sera feito um breve resumo do método de Newton, tanto para a busca da
dire¢do 6tima como na busca unidirecional.

Em geral, os algoritmos de minimizagdo sem restricdes precisam de um ponto inicial Xg,
como parametro de entrada. Iniciando em X, um algoritmo de minimizacdo A gera uma
seqléncia de iteragdes {x, } definida por

Xpe1 = AXg) (63)
gue finaliza quando a solugdo encontrada possui a aproximacdo desejada. Esta seqiiéncia é
gerada sabendo-se que, para determinar o ponto X;,,, € utilizado o valor da funcdo objetivo,

fonj,» avaliada no ponto x;. Freqiientemente, sdo também utilizadas informac¢des das iteragbes

anteriores, Xg, X4, - , Xg_1-
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Na maior parte dos algoritmos classicos sdo identificadas duas estratégias fundamentais
para se mover do ponto X, para o ponto X, ;. Estas estratégias sao a busca da direcdo dtima e
a busca unidirecional.

Tais procedimentos estdo baseados na idéia basica de considerar o movimento desde
gualquer ponto em uma dada direcdo S. Ao longo desta direcdo, é possivel considerar a funcdo
objetivo como uma funcdo de uma variavel escalar a. Assim, em um ponto x € R", diz-se que S
é uma direcdo factivel se existe um a > 0, tal que x+ oS € R" para todo a € (0, a@). Com
isso, depois de escolhida a dire¢dao S e saindo de um ponto X, a dificuldade esta em resolver o
problema de minimiza¢do para encontrar o passo «, tal que

r&1>151 fobj(Xk + aS). (64)

Com isto, os algoritmos que permitem encontrar a melhor direcdo S sdo os denominados

algoritmos de busca da dire¢éo otima e os algoritmos que determinam o passo ideal, o, sdo

denominados métodos de busca unidirecional.

3.1.2.1 Método de Newton (Busca da Diregéo Otima).

A idéia do método de Newton é aproximar f,,; por uma fungdo quadratica, a qual pode
ser minimizada de forma exata, na vizinhanga do ponto de minimo de f;;;. Assim, ao redor de

um ponto Xy, pode-se aproximar f,,; por uma expansdo truncada em série de Taylor

1
fobj(X) = qopj(X) = fopj(xi) + (Vfobj(x - Xk)) +t3 (x = x)TH(X — Xy, (65)
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_ 2 . . . . . ..
onde H(xy) = V “f,,;(Xx) é a matriz Hessiana de f,},; e contém as segundas derivadas parciais
da fung¢do objetivo, avaliadas no ponto Xy. Assumindo que o minimo de q,,; € uma boa
aproximagdo para o minimo de f,,;, impomos a condi¢do necessaria de primeira ordem

Vq,pj(X) = 0 (ver segdo 3.1.1), obtendo

Xp+1 = X — (H(x) )71 (Vfobj (Xk)) : (66)
A expressdo (66) é a forma pura do método de Newton e fornece uma estimativa melhor do
ponto de minimo.
Segundo a condi¢do suficiente de segunda ordem para ponto de minimo, Se¢do 3.1.1,
supde-se que no ponto de minimo local, x*, a matriz Hessiana H(x") é positiva definida. Sendo

este o caso, afirma-se que o método é bem definido perto da solucao.

Uma variagdo do método de Newton consiste em construir uma seqiéncia de
aproximacoes utilizando a expressao

T
)

X1 = X — 0 (H(xp) )71 (Vfobj(xk)) (67)

onde ay, como foi visto em (64), € um valor que minimiza Vf,}, ;(Xx+1). Em (67) é facil ver que a

equagdo possui a forma x;, + aS$, onde

T
S = (Hx)) ™ (Vfonj (x0)) -

(68)
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3.1.2.2 Método de Newton-Raphson (Busca Unidireccional)

Seja
fs(@) = fop;(x + a$), (69)
para um dado ponto x € R" e uma direcdo fixa S.
Supondo-se que para um dado a; é possivel avaliar f;(ay), fi(ay), fi'(ay), entdo é

possivel construir uma fun¢do quadrdtica f, que aproxima f; da forma

1
fs(@) = fo(@) = fola) + 5 (@ — @) + 5 " (@ — @)%, 70)
Conforme ilustrado na Fig. 8, deseja-se encontrar uma estimativa aj,; do ponto de minimo da

funcdof;. Assumindo que esta estimativa é o ponto de minimo da fun¢do f,, segue que

0 = folaks1) = fi (ap) + £ () (a1 — ). o
portanto,

fs (ax)

g1 = Ak —Tak)- (72)
S

Fig. 8. Aproximacdo pelo método de Newton (busca Unidirecional).
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3.2 Minimizagcdo com Restri¢cdes

Este tipo de problema consiste em minimizar uma funcdo sujeita a restricdes nas suas
variaveis. Uma formulagdo geral deste problema é dada por

. g0 =0, i=1,.,p, =
min fop;(X)  sujeito a{hj(x) >0, j=1,...,m,

X € RP
onde f,,; e as fungBes g;, hj sdo suaves de valores reais. Lembramos do exposto acima que f,p;
é a fungdo objetivo, g; sdo restricdes de igualdade e h; sdo restricdes de desigualdade. Uma
restricdo de desigualdade h; é ativa se o ponto de minimo encontra-se sobre h; = 0. Define-se
também uma regidio admissivel ) como o conjunto de pontos X que satisfazem as restri¢cOes, ou
seja,
Q={x eR" g;(x) =0,i=1,..,p, ;(x) =0,j=1,..,m}. (74)
Com isto, pode-se reescrever a equagao (73) na forma compacta
)r(neigfobj(x). (75)
Existem duas formas de abordar o problema (75). A primeira delas consiste em realizar
uma reformulacdo do problema descrito em (75), tal que as restricGes figuem implicitas dentro
da funcdo objetivo. Sendo assim, o problema é tratado como um problema sem restricbes
semelhante ao encontrado na expressdo (62). Estes métodos sdo chamados métodos indiretos.
A segunda forma de solucionar o problema (75) é utilizando os denominados métodos diretos,
0s quais utilizam as restricdes como superficies limitantes, ou, subespacgos. Os métodos diretos
sdo limitados a problemas de pouca complexidade.

Neste trabalho, serd dada énfase aos métodos indiretos, especialmente ao método das

penalidades interiores.
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3.2.1 Conceitos Basicos

Em problemas sem restri¢des, similares ao descrito em (62), o ponto de minimo x* deve

satisfazer

V fopj(x*) = 0,

v . . * iy .. 76
e o Hessiano associado, H(x*) = V? fobj,» deve ser positivo definido. o)

Para problemas com restricdes, as condi¢cdes anteriores sdao modificadas. Com isto,
apresentam-se as condi¢cdes de minimo para um problema com restricdes, através de exemplos
geométricos, conforme exposto em FOX (1971).

No primeiro exemplo geométrico, o ponto de minimo do problema (76) esta no interior da
regido admissivel e é o ponto de minimo da fungao objetivo, conforme ilustrado na Fig. 9 para

um problema bi-dimensional (n=2).

Fig. 9: Curvas de nivel para problema bi-dimensional, n=2, com restri¢des.
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Para o exemplo mostrado na Fig. 10, o minimo ocorre em um ponto Xz onde V f,,; # 0 e
h; (X;) = 0. Entdo, se hj e f,,; sdo diferenciaveis, o ponto de minimo satisfaz a equagdo
V fonj(Xp) = AV hy(xp), A<0, (77)

onde A € R.

Regiao Admissivel

e

Fig. 10. Exemplo de problema com uma restrigao ativa.

Finalmente, na Fig. 11 ilustra-se a possibilidade do ponto de minimo local estar na
interseccdo de duas restri¢cdes. A relacdo que caracteriza o ponto de minimo para este caso é
denominada condi¢cdo de Kuhn-Tucker (ver LUENBERGER, 1989). Em termos gerais, esta
condicdo consiste em encontrar um ponto onde o gradiente da funcao objetivo esteja contido

dentro de um cone, definido pelos versores normais as restricoes ativas no ponto em questao.
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Fig. 11. Exemplo de problema com duas restriges ativas.

3.2.2 Introducao ao Método das Penalidades

O método das penalidades é um método indireto, ou seja, o problema de otimizacdo com
restricdes é aproximado por um problema sem restricdes. A aproximacdo é feita adicionando
um termo a fungdo objetivo que penaliza a violagdo da restricdo. Associado a este método,
existe um parametro § que determina a severidade da penalizagcdo e, conseqlientemente, o
grau de aproximacdo do problema sem restricbes com relagdo ao problema com restricdo
original.

Para realizar uma exposicdo do método das penalidades, é considerado inicialmente o

problema com restri¢des (75).
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A idéia do método das penalidades consiste em substituir o problema (75) por um problema
sem restricdes da forma
nin - fop; (%) + 6 P(X), (78)
onde § é uma constante positiva e P é uma fung¢do continua em R" que satisfaz P(x) = 0 para
todox € R™
Para resolver o problema (75) com o método das penalidades, gera-se uma seqliéncia
{6,}, k = 1,2, ..., aqual tende ao infinito. Assim, define-se a fungdo
fp(8,%) = fopj(x) + & P(x). (79)
Para cada k tem-se uma solugdo x;, do problema

i : (80)
Jom, fr (k. X)

z

E possivel provar que existe uma seqiiencia de solugdes {x;} gerada pelo método das
penalidades, tal que qualquer ponto limite da seqliencia seja uma solucdo de (75).

O método das penalidades é classificado em penalidades interiores e penalidades
exteriores, dependendo se a solugdo é procurada dentro ou fora da regido admissivel,

respectivamente. As seguintes subsecdes realizam uma breve exposicdo destes métodos.

3.2.3 Penalidades Interiores

No método das penalidades interiores, o minimo no problema (75) é procurado dentro da
regido admissivel. Para uma seqliéncia decrescente dos valores dos parametros de penalidade

{6x}, k=1,2,.., oponto de minimo x}, (79) é forgado para o 6timo restrito desde o interior.
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Para este método, aumenta-se a funcdo objetivo com um fator penalidade vezes uma
funcdo penalidade, a qual tem implicitas as restri¢des. A funcdo penalidade tende ao infinito a

medida que se aproxima de uma restricdo. As fungdes penalidade P comumente utilizadas sao

1
Px) = —Z S (81)
=1
P(x) = —Z log (—hj(x)) (82)
=1

onde hj <0, j=1,2,..,m, sdo restricdes de desigualdade sobre a fun¢do objetivo e P é a

funcdo penalidade que aparece em (79).

Observe de (79) juntamente com (81) que para § > 0, o efeito ocasionado pelo método é
adicionar um valor positivo a fob]-(x), pois nos pontos interiores, todos os termos dentro dos

somatodrios em (81) e (82) sdo negativos.

Critério de convergéncia: como fp é minimizado para valores decrescentes de §, espera-se que
a seqliéncia de minimos x;(8;), i = 1,2, ..., convirja para a solugdo do problema (75). Um critério

simples de parada é dado por

_ |fp(8i—1,X;—1) — fp(8;, x|

AF =
| (80 x) o

O processo finaliza quando o valor AF calculado com a expressdo (83) é inferior a um certo

valor (o qual depende do precisdo desejada).
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O algoritmo bésico do método das penalidades interiores’ para encontrar uma solucdo de
um problema com restri¢cdes de desigualdade consiste dos passos apresentados a seguir.
i. Define-se um valor inicial para X, tal que hj(x) < 0. Escolhe-se um valor
moderado® para §.
ii.  Encontra-se um ponto X* que minimize a fungdo f»(6y,X), a qual é dada por (80)
juntamente com (81), ou, (82). Neste trabalho, utilizamos (81).
iii.  Verifica-se a convergéncia de x* para o ponto de étimo do problema (75).
iv.  Se o critério de convergéncia ndo é satisfeito, diminui-se § para um valor cé onde
c<1.
v.  Substitui-se o ponto inicial pelo Xx* obtido no passo ii, inicializa-se o algoritmo de

minimizagdo, e repetem-se 0s passosiiav.

3.2.4 Penalidades Exteriores

No método das penalidades exteriores, o minimo do problema (75) é procurado fora da

regido admissivel. Uma fungao penalidade para este método é

P(x) = Z(hj(x))z, (84)
=1

onde P é a funcdo penalidade descrita em (79), z = 0 é uma constante e o operador (-) é

definido por

7 Ver FOX (1971).
8 0 valor inicial de § n3o é considerado moderado se, ao ser utilizado juntamente com P, muda-se
arbitrariamente f,,;, dificultando a convergéncia do problema da equacdo (80).
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_(h, h=0,
<h)_{0, h<O.

O algoritmo basico do método das penalidades exteriores® para encontrar uma solucgdo de
um problema com restri¢des de desigualdade consiste dos passos apresentados a seguir.
i Define-se um valor inicial para X. Adota-se um valor inicial moderado para §.

ii. Encontra-se um valor X* que minimiza a fungdo

£p830 = fopj () +8 ) (). 85
j=1

iii.  Analisam-se as restricOes para determinar se o ponto X* estad no dominio admissivel.
iv.  Se o resultado do passo iii é verdadeiro, finaliza-se; sendo, escolhe-se um §'> 6 e,

iniciando do ponto x* calculado anteriormente, retorna-se ao passo ii, minimizando

f?((sll X)'

° Ver FOX (1971).
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4 FORMULACAO DO PROBLEMA

Pretende-se minimizar o potencial total de energia de um corpo elastico-linear sujeito a
restricdo de injetividade (4). FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) provam que existe solugdo

para este problema de minimizagao no contexto da teoria plana.

4.1 O Problema do Anel sem Restricdo

O problema do anel tratado neste trabalho consiste em achar a solucdo de equilibrio de
um disco circular de raio r, com um furo central de raio 1;, o qual estd sujeito a uma compressao
radial por um carregamento uniformemente distribuido g, dado por unidade de comprimento
(ver Fig. 12). O anel é homogéneo e possui anisotropia cilindrica. O problema é bidimensional,
de modo que, em um sistema de coordenadas cilindricas, os tensores tensdao e deformacao
infinitesimal sdo dados por

T = 0,,.e,®e, + gggeg®ey + 0,9(e,Rey + eg®e,), (86)
E=¢,e,®e, +eggeg®ey + €,9(e,Qey + ey®e,), (87)
onde {e,, ey} é uma base ortonormal para o sistema de coordenadas adotado. Estes tensores
estdo relacionados entre si pela lei de Hooke generalizada. Assim,
T = CE, (88)
onde C é o tensor de elasticidade, o qual é simétrico e positivo definido (ver anexo A.3). Os
tensores tensdo e deformacdo infinitesimal podem ser escritos, convenientemente, na forma

vetorial
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0" = {0, 0o, Gro}, (89)
€' ={€,r, €a0, 2€r0}. (90)
A lei de Hooke (88) pode entdo ser reescrita na forma
og=Ce (91)
onde C é uma matriz simétrica 3x3 dada por
11 €2 0
C=|c31 ¢ 0], (92)

0 0 g6

sendo c,p as constantes elasticas de C no sistema de coordenadas cilindricas. Devido a restri¢do

da energia de deformacao ser positiva definida, tem-se

11 >0, >0, Coe >0, €11 Cap > €102 (93)

Fig. 12: Disco elastico anisotrépico com furo sob compressdo radial.
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A relacdo deformacdo-deslocamento é dada por

(Vu)T + Vu

2 ) (94)

E=V,(u) =
Onde, lembrando de (16) que o operador V (:) é o gradiente simétrico e u é o vetor

deslocamento. O gradiente do vetor deslocamento para o caso bidimensional é dado por

ou, 10u, ug

_|or r 96 r
Vu = oug 1oug u,.| (95)

or r66+r

Utilizando (95), obtemos as componentes de E, as quais sdo dadas por

_ Ouy _10uy | u, 1 (1 ou, ug 4 aug)
érr =5 €00 =80 T 0 =3G90 " T ar ) (%6)
Segue de (89)-(92) juntamente com (95) que
Ju, 10ug u, ou, 10ug u,
om=engitan(tog ) =Gl (L)
(97)

10u, ug OJdug
Ire = Coo (;% -t W)'

Utilizando a expressao (17) que define o gradiente de deformagdo juntamente com a expressao

(95), obtemos

ou, 1o0u, ug

or r 00 r
Vf = . (98)
u 10u u
0 0 T +1

o roe 1
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As equaces de equilibrio para o caso bidimensional, em coordenadas cilindricas, sdo dadas por

(Lekhnitskii, 1968)

(99)

onde r e 8 sdo as direcOes radial e tangencial, respectivamente, de um sistema de coordenadas
cilindricas e R e O sdo as forcas de corpo nas dire¢des radial e tangencial, respectivamente.
Substituindo

(97) em (99), obtém-se equacdes diferenciais para a determinacdo do campo de deslocamento
u.

Neste trabalho, estuda-se o problema do anel, classificando-o em problema
unidimensional em uma varidvel, para o qual u(r,0) =u(r) =u,(r)e, e problema
unidimensional em duas varidveis para o qual u(r,0) =u(r) = u,.(r)e, + ug(r)eg. No
primeiro caso, o deslocamento é radialmente simétrico e no segundo caso, o deslocamento é

rotacionalmente simétrico.

4.1.1 Problema Unidimensional em Uma Variavel

Nesta secdo, considera-se que o deslocamento é da forma u(r, 8) = u,.(r)e,. Em seguida,

apresenta-se a solucdo analitica do problema do anel sem restricGes. Apresentam-se também
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alguns resultados e analises encontrados na literatura sobre o problema do disco sem furo,
denominado problema de Lekhnitskii.
Considerando que a componente tangencial de deslocamento é nula, as expressdes (95) e

(96) sdo reescritas como

du
3 -0 (100)
Vu=|0°" wl
0o =
T
. :aur . _Ur e =0 (101)
rr ar ] 06 ] ré )
respectivamente. Segue de (98) que
au,
+1 0
vf=|0r w | (102)
0 - +1

e de (99) com © = 0 que a Unica equacdo de equilibrio ndo trivial é dada por

do, o0,— o0 (103)
Ty _94R=0.

o

Substituindo as componentes de tensao dadas por
(97) em (103) e considerando forca de corpo nula, obtemos a equagdo diferencial
ordinaria
1 0%u, ou, U, (104)
;(cnr W-l_ 611?— C227> =0.
Resolvendo a equagao (104) para u,- e impondo as condigdes de deslocamento u,.(r;) = 0

e de carregamento 0, (r,) = —q, onde 1; e 1, sdo os raios interno e externo, respectivamente,

obtém-se a solugao do anel sob compressao externa, a qual é dada por
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u-(r)y=Ar*+Br7¥, r<r<r, (105)

onde

k= 22250, (106)
C11
A= 971" (107)
T (=1 2 1, 28) gk (1 26 + 1, 26
14k .. 2k
B = qle” " T (108)

C12(=1; 2% + 715 26) + cqqk(1; 2% + 1, 2K)

Entdo, para valores 0 < k < 1, a solucdo classica do anel ndo proporciona valores com
significado fisico, pelos quais ndo é uma solucdo aceitavel.
AGUIAR (2006) resolve o problema da esfera linear anisotrdpica sob compressdo radial
uniforme. Nesse trabalho, o autor propGe uma teoria pseudo-linear, baseada no método das
penalidades interiores, para minimizar o potencial de energia do corpo sujeito a restricdo (4).
Com isto, a solucdo é restrita a um conjunto de solu¢bes admissiveis para as quais o
comportamento anémalo da auto-intersecc¢do é evitado.
Agora, fazendo o raio interno 7; tender a zero, obtém-se a solugdo classica apresentada por

LEKHNITSKII (1968),

u,(r) = —m 0<r<r, (109)

k=1’
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onde k é dado por (106) e

I (110)
Vei1 Gz + ¢1

m

Observe da expressdao (109) que as tensdes radial e tangencial sdo singulares se k < 1.
FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) observam que, quando g > 0 e 0 < k < 1, existe no disco

sem furo uma regido central definida por

r\l-x
0< (—) <m, (111)
re

para a qual u,.(r) < —r, caracterizando a auto-interse¢do do material. Nesta regido central estd

1-k
contida uma zona, definida por k m < (TL) < m, onde o determinante do gradiente de
e

deformacdo em (102) é negativo, ou seja,

du u
detVf = [arr + 1] [7T+ 1] <0. (112)

A formula (112) pode ser reescrita por

wrr=fpem ()= G

<0, 0<r<r,. (113)

4.1.2 Problema Unidimensional em Duas Variaveis.

Considera-se agora que o campo de deslocamento do corpo é dado por

u(r,0) = u,(r)e, + ug(r)egy. Entdo, as expressdes (95) e (96) reescrevem-se como

ou, Ug

Vu = or r (114)
dug u, |
ar r
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ou, U, 1/ ug Oduy
( ), (115)

€ €gg = — €9 =— —
™ ar’ 66 = 4 L) r or

respectivamente. Segue de (98) que

ou U
Orr t1o- 79
Vf = g . . (116)
—_— —+1
or r

Aqui, as componentes de tensdo dadas por

(97) tomam a forma

Orr = C11 % t+¢12 (%) ) Ogg = C21 % t+Ca2 (%) ) Org = Cop (_u_rg + %) (117)
Substituindo estas expressées em (99), obtemos duas equagdes diferenciais ordinarias
para a determinagdo de u, e ugy. Estas componentes devem satisfazer as condigdes de
deslocamento u,-(1;) = ug(r;) = 0 e de carregamento o,,.(1.) = —q, ,4(7.) = 0. Obviamente,
unicidade em elasticidade linear cldssica implica que u,. é dado por (105) e ug = 0.
Segundo os resultados mostrados por FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001), FOSDICK,
FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) e AGUIAR et al (2008a) mostram que o fendmeno da auto-
interse¢do estd acompanhado pela presenga de uma regido onde o detVf é negativo. Para as

hipdteses adotadas nesta secao, o determinante do gradiente de deformacao é dado por

a1l wa

o qual pode ser reescrito na forma

detVf = [
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10
detVf = Za [(ur + T')Z + UQ]. (119)

4.2 O Problema do Anel com Restricao

FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) consideram uma solucdo radialmente simétrica do
disco sem furo. Recentemente, FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) consideram o
problema de Lekhnitskii no contexto de uma teoria plana, para a qual o campo de deslocamento
é dado por u(r,08) = u,.(r,0)e, + ug(r,0)ey. Eles apresentam resultados numéricos que
indicam que, dependendo das constantes elasticas do material, uma solucdo assimétrica é
possivel para este problema. O aparecimento de uma segunda solucdo é justificada pelo carater

nao-linear da teoria com restricao.

4.2.1 Conceitos Preliminares

Seja B c R? a configuragdo natural de referéncia de um corpo, ver Sec¢do 2.1.1. Seja
X € B um ponto arbitrario da configuracdo de referéncia, o qual é mapeado para X = f(x) =
X + u(x) € R2. O contorno B de B é composto por duas partes complementares, 0, B e 9,B,
tais que 0B U 0,B=0B e 0,B N 0,B = (. Impomos as condi¢cdes de deslocamentos
u(x) = 0 para x € 9, B e de carregamento t(x) para x € d,B. Além disso, existe uma forca de
corpo b(x) por unidade de volume de B que atua em todos os pontos X € B.

Define-se o conjunto dos deslocamentos admissiveis
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Ae ={v: WL2(B) > R?|det(1+Vv) >¢>0,v=_0em 0,B}, (120)
onde € é um valor positivo suficientemente pequeno.

Considera-se o problema de minima energia potencial

min E[v], Elv] = %a[V, v] — fIv], (121)

VEAg

onde &[] é a energia potencial total da teoria classica de elasticidade linear e

alv,v] = f C[E] - [E]dx, (122)
B
flvl= | b-vdx+ t-vdx (123)
Jroee]

Em (122), E é o tensor deformagdo infinitesimal definido por (94) e C = C(x) é o tensor de

elasticidade em (88).

FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) caracterizam a solucdo do problema de minimizac¢ao
definido em (121)-(123). Em particular, eles mostram que esta solugdo existe para problemas
planos. Os autores derivam condigdes de primeira ordem para obter o minimo u € A¢ de £[-].
Para isto, define-se

A={v:W2(B) > R?|v=0em 09;B}. (124)

Entdo, a primeira variacdo de £[-] pode ser obtida em funcdo de u na forma

H%E[u ld :] — Elu] = (D&[u],v) = alu,v] — f[v], VVEA, (125)

onde a[-,] e f[-] sdo definidos por (122) e (123), respectivamente.
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Pode-se mostrar que existe o campo escalar dos multiplicadores de Lagrange, A(x) >

0, tal que a primeira variacao (125) possua a representacado equivalente

(DE[u],v) = f A(cof VF) - v dx, VVEHA,

(126)
B
onde cof Vf = (det VF)[(VF)1]T é o cofator do gradiente de deformagéo.
Definindo
B, =int [{x € B|det(VF) > ¢,r, <r <r.}], (127)

B_ =int [{x € B|det(VF) = &,1; <1 < r1,}],
onde int[-] é o interior de um conjunto er, € (1}, 1), as condicdes necessarias de primeira
ordem para a existéncia de minimo sao dadas pelas
I.  Equacdes de Euler — Lagrange:
DivT +b =0em B, Div(T — eA(Vf)"T)+b =0em B_, (128)
onde A > 0, sujeito as seguintes condi¢Ges de contorno
Tn=t emdB. N 9,B, (T—eA(VF) T)n=t emdB. n 9,B, (129)
onde T é dado por (88) e n é um versor normal a d,B.
ll.  Condi¢cdes de continuidade definidas na interface 7 =B, NB_., assumida
suficientemente suave:

(T = eA(VD) sz 1 = Tlyozs 0, (130)
onde n é o versor normal a J, (*)|5nzz € (-)|snBs expressam que o tensor () é avaliado
no limite, a medida que se aproxima de J do interior de B_ e B, , respectivamente.

Em (128)-(130), (T — eA(VF)™T) é a tens3o total em B_, com A sendo uma pressdo

reativa devido a imposicdo de det(VF) = ¢.
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4.2.2 Problema Unidimensional em Uma Variavel com Restricao

Assumindo que o deslocamento é radialmente simétrico, u(r, ) = u,.(r)e,, as condi¢des

necessarias para a existéncia de minimo, (127)-(129), sao satisfeitas por

g0 -1 9= (G -P)etir, reGun),
= (131)
2k ﬁl Ty .82 Ty i r TarTe)
onde k é dado por (106),
kg(ra) & €14 kg(ra) emg
Br=—(1+k) + + . Bp=l-k— 2
' a9 90 e
e r, satisfaz a equacdo algébrica
= w(o) = s(g k k) +— _le
0=w() =s(sk) +s(s— )+cl_1' ¢= 133
Na equacgao anterior,
_(ktue\ 1 kg(s) e§]
(6,10 = (“30) 1 [~ 10+ 2 13)
€ uma fungdo de ¢ parametrizada por k, onde §(¢) = \/(g‘z —gi2)8+gi2 e g E% e
Ug = Zi—i Note de (133) juntamente com (134) que w(gi ) =(@—1—-¢)p)/cy, onde
= Clzl—kc‘ ((k — 1ig) ¥ + (k + up) Ci_k)- Tomando a derivada de 7 em (133), obtem-se que

w'(¢) é negativa, conseqlientemente k — iy > 0, k + g > 0, e sendo € > 0 suficientemente

pequeno. Assim, se w'li) < 0, entdo r(¢) = 0 ndo possui raizes, ou seja, ndo existe auto-
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interseccdo. Os resultados e as anadlises realizadas na Secdo 4.2.2 foram adaptados dos

resultados obtidos por AGUIAR e FOSDICK (2008).
4.2.3 Formulacéo Penalizada

Aqui, aplica-se o método das penalidades interiores apresentado na Sec¢do 3.2.3 no
problema de minimizacdo com restricdes descrito nas expressdes (121)-(123). Assim, define-se
um funcional de energia penalizado (ver a expressao (79)) composto pelo funcional de energia

(121)b mais um funcional de penalidade multiplicado por um parametro de penalidade, ou seja,

1
Eslu] = E[u] + g?[u]. (135)

onde & é o parametro de penalidade e P:Ag — R é o funcional de penalidade. Neste

trabalho, considera-se o funcional

1
Pivl = z[ det(1+Vv) —¢

dx, VVEAg. (136)

Com este funcional, o minimo de Eg[-] existe no interior do conjunto A,. E importante observar
de (136) que P[v] ndo é negativo em A¢ e que satisfaz a condi¢do P[v] — co a medida que v se
aproxima do contorno de Ag.

A formulacdo penalizada do problema de minimizacdo (121)-(123) consiste em encontrar
um campo admissivel de deslocamentos ug € A que minimize o funcional de energia
penalizado E[], dado por

min Eg|v].
veds slv] (137)

Este é um problema de minimizacdo com restricdo e é tdo complexo quanto o problema

original, dado por (121)-(123). A vantagem de considerar este problema é que podemos utilizar
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0s mesmos procedimentos numéricos que sdo utilizados para encontrar aproximacoes
numéricas de solucdes de problemas de minimizacdo sem restri¢oes.

Utilizando (135), a primeira variagdo de Es[-] avaliada no minimo ug é dada por

1
(Dgﬁ[uﬁ]'v) = (Dg[uﬁ]lv) + g(D?[“g],V), VVvEA,, (138)

onde (DEs[ug], v) € a derivada direcional definida no Anexo B.1 e

(cof VFs) - (Vv) (139)
DP = — d VVveEA
< 8[“5]1") (det VF5 — 8)2 X, v &’
B

com fs = X + ug.

AGUIAR et al. (2008a) utilizam os metodos das penalidades interiores e exteriores,
juntamente com o método dos elementos finitos e com técnicas de programacdo nao linear
para encontrar solu¢des aproximadas do problema do anel com restri¢cdes. Eles mostram que os
resultados numéricos obtidos sdo concordantes com os resultados analiticos, achados também
pelos autores. Eles também mostram alguns resultados de convergéncia que indicam que, para
parametros numeéricos iguais, a sequéncia de solu¢cdes numeéricas obtidas com os dois métodos

das penalidades converge para a mesma fungao limite.

4.3 Formulagéo Discreta do Problema do Anel com Restrigéo

Pretende-se construir uma solugdo aproximada do problema definido em (137). Esta
solucdo é construida com o método dos elementos finitos. Este método possibilita introduzir
um problema de minimizagdo discreto definido em um espaco finito A, € A, onde o subindice

h é um comprimento caracteristico do elemento finito. Para resolver de forma aproximada o

61



problema (137), fixa-se h e obtém-se uma seqiéncia de solugdes, parametrizadas por 9§, que
converge para u;, a medida que 6 — . Posteriormente, diminui-se h para refinar a malha do
elemento finito. Repete-se o processo anterior, gerando outra seqliéncia de solugdes,
parametrizada agora por h, que converge parau a medida que h — 0.

Aplica-se o procedimento anterior na solucdo aproximada do problema do anel, descrito
na secdo 4.2, sujeito a restricido de injetividade det(1+ Vv) =& >0, onde Vv € A. Este
problema é bidimensional e altamente ndo linear, como foi visto em 4.2. FOSDICK, FREDDI e
ROYER-CAFAGNI (2007) mostram que, devido a ndo linearidade do problema, duas solucdes sdo
possiveis para o problema. O problema unidimensional em duas varidveis é um caso
intermedidrio entre o problema bidimensional, analisado por FOSDICK, FREDDI e ROYER-

CAFAGNI (2007) e o problema unidimensional em uma variavel apresentado na secdo 4.2.2.

4.3.1 Problema Unidimensional em Uma Variavel.

Analisa-se o problema do anel, sujeito a restricdo de injetividade det(1 + Vv) > & > 0,

onde v € A, conforme descrito na secdo 4.2.2. Neste caso, considera-se que a solugdo tem a

X

forma v(r) = v.(r)e,, onde v, é uma fungdo escalar definida no intervalo (r;, 7.) e e, = o

parax € B.
Em conseqiiéncia, a energia dada por (121)b-(123), com C dado por (92), E dado por

(94) e Vv dado por (100), pode ser escrita na forma
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2

1%
( T) ] dr + Clz(vr(re))z} +2m qu( re) Te
r (140)

Elv] = n{f * [T c11 ()2 + cp

onde ()" = %. O funcional definido por (136) é dado por

Te r
Plv] = 27‘[[ D dx. (141)
n(wﬂ+m(f+1)—e

O potencial de energia penalizada Eg[:] é dado pela expressdo (135) juntamente com (140) e
(141).

Considere o intervalo K = (1;, 1,,) e introduza a particdo 1, =1, <1, <1y, <...< 71y, =
1., de modo que X; = (7j_4, 1j) sdo subintervalos de X’ de comprimento Ar; = 1, — 1j_q, j =
1,2, ...,n. Considere também o conjunto A; < A de fungdes v,e,., tal que v, é linear em cada
um dos subintervalos X, v, € C°(X) e v,(0) = 0.

Introduzem-se as fungdes de forma lineares por partes ¢; (1), tais que

sek=j

sek#j HI=LZ.om (142)

¢j(7”k) = {t”

Obviamente, ¢;e, € Aj. Entdo, uma fungdo v, e, € Aj, tem a representagdo

v (r) =s-g(r), reX, (143)

sendo esta a representagdo do produto interno entre o vetor s = (1,15, ---,,) € R™ e o vetor
g = (¢1, P2, ..., Py) de funcBes de forma definidas no intervalo K. Os coeficientes n;, j =
1,2,...,n,s30 os valores de vy calculados nos nés, ou seja,

nj = vp(7). (144)

Substituindo v, nas expressdes (140) e (141), obtém-se
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El(s-gle,]

En(s) = 2nq,
(145)
1 Te N2 (s . g)z )
=5 f rcii(s- g%+ ¢ dr+cip(s-g(r))*t+s-8(7)
e
Pl(s-gle;] 1 ['e r
Po(s) = - gler :_f S8 dx. (146)
g Te qTe Jy; (S'g’+1)(7+1)—8

Observa-se de (145) e (146) que &, e P, sdao fungbes escalares do vetor n-dimensional s.
Utilizando (145) e (146), obtém-se a forma discreta da energia penalizada dada por

(135) juntamente com (121)b e (136). Assim,

1
Fs(s) = En(s) + g?h(s)- (147)

Definindo R? = {§ ER“:(S-g'(r+1) (§ . @ + 1) >e>0n<r< re}, a versdo discreta

do problema do anel com restricdo é dada por

min Fg(s). (148)
s ER}

Deseja-se encontrar um vetor n-dimensional rs = {ry, 15, ..., 1,,} que minimize a fungdo Fs. O
problema de minimizacdo discreto (148) pode entdo ser resolvido numericamente, utilizando

um método de minimizagdo sem restricdes apropriado.
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4.3.2 Problema Unidimensional em Duas Variaveis

Analisa-se o problema do anel sujeito a restricdo de injetividade det(1 + Vv) > ¢ >0,
onde v € A. Aqui, considera-se que a solugdo é da forma v(r) = v,.(r)e, + vy(r)eg, onde v,
e vy sao fungbes escalares definidas no intervalo (1, 7;.), e, e ey sdo versores definidos nas
direcdes radial e tangencial, respectivamente.

Em conseqliéncia, a energia dada por (121)b-(123), com C dado por (92), E dado por

(94) e Vv dado por (114), pode ser escrita na forma

(Ur)z "2 (ve)z 2
+ o6 (V)T + Co6 dr + c15 (v (7))
T T (149)

Elv] = ﬂ{f ’ [T c11(1")? + cp

- C66(U9( re))z} +2n qu( re) Te

onde lembramos da segdo 4.3.1 que (+)' = %. O funcional barreira definido por (136) toma a

forma

Te T
Plv] = 2”_[ dx. (150)
rn (v +1) (% + 1) + (vg') (1;,—9) —€

Com isso, o potencial de energia penalizado Eg[] é dado pela expressdo (135) juntamente

com as expressoes (149) e (150).
Novamente (veja a Secdo 4.3.1), considera-se uma particido 1, =1, <1 <1y <...<
T, = T,, do intervalo X; = (r;, ) de modo que X; = (rj_4, 1;) sdo subintervalos de

comprimento A1y = 1, — 1;

-1, J =1,2,...,n. Aqui, no entanto, A, C A € um conjunto de

funcdes v, e, + vgpey, tal que v, € Vg, sdo lineares em cada um dos subintervalos K, v;p,

von € C°(K) e v,,(0) = 0, vy, (0) = 0. As fungdes v,, Vg, tém a representacio
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v (1) =s-g(r), vepn(r)=z-g(r), TreEXK, (151)
onde s = (1,72 -, M) ERY, Z=(§1,&5,...,6) ER™ e g = (¢d1, 02, ..., Pn), cOm ¢p; =
1, ... ,n, sendo as funcdes de forma lineares por partes, as quais estao definidas no intervalo K
e satisfazem (137). Os coeficientes n7; e &; sdo dados por

nj=v(), & = ven(ny)- (152)

Substituindo v, e vgy nas expressdes (149) e (150), obtém-se

El(s-gler + (z- g)ey]
2nq 7,

En(s,z) =

(z - g)? i (153)

= ! fre rci1(s-g8)+c (S.g)2+c (z-g)°r+c
2q1, 5 11 g 227 66 g 66

+ c12(s - 8(1))% — co6(z - 8( Te))z} +s-g(n),

Pl(s-gler + (z- glegl
2nq 7,

Pn(s,z) =
(154)

_ 1 fre - dx
Carl, (s-g’+1)(s7',—g+1)+(z-g’)(%)—e .

Observa-se de (153) e (154) que &;, e P, sdao fungBes escalares dos vetores n-dimensionais s e Z.
Utilizando-se (153) e (154), obtém-se a forma discreta da energia penalizada dada por

(135) juntamente com (121)b e (136).

1
:F5(Sl Z) = gh(s, Z) + g:Ph(sl Z)' (155)
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Definindo

R & {(§,i) € R™™: (8- g'(r) + 1) (§-@+1) +(z2-g'(M) <i@> >e> 0, <r

r
< re},

a versdo discreta do problema do anel com restricdo, é dada por

sl 73052

(156)

O objetivo é encontrar dois vetores n-dimensionais rs = {ry, 1y, ..., 1, } e ts = {14, 75, ..., T} que
minimizem a fung¢do F5. O problema de minimizacdao discreto (156) pode entdo ser resolvido
numericamente, utilizando um método de minimizacdo sem restricdes apropriado (ver Secao

3.1)
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados apresentados neste capitulo estdo organizados da seguinte forma: na
primeira parte mostram-se resultados relacionados ao fendmeno da auto-intersec¢do na teoria
da elasticidade linear classica. Na segunda parte apresentam-se resultados referentes ao
problema do anel sujeito a restricdo de injetividade (4). Incluem-se nesta secdo alguns
resultados bidimensionais encontrados por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) e
comparam-se estes resultados com resultados unidimensionais em uma e duas varidveis
obtidos neste trabalho. Finalmente, analisa-se o problema do anel a medida que o tamanho do
furo tende a zero, mostrando a convergéncia do problema do anel para o problema do disco
sem furo. Finalmente expdem-se resultados que confirmam a presenca da auto-intersec¢do no
problema do anel - onde as tensdes sdo finitas. Por conveniéncia, trabalha-se com grandezas

adimensionais.

5.1 Resultados do Problema do Anel Sem Restricao

Nesta secdo apresentam-se solucdes numéricas e analiticas do problema sem restri¢cbes
descrito na Secdao 4.1. Pretende-se assim mostrar o fendbmeno da auto-interseccdo em
elasticidade linear classica.

Simula-se o problema do anel sem restricdo descrito na Se¢do 4.1 com o programa
comercial ANSYS 10.0. Na Fig. 13 é mostrada uma discretizacdo do dominio com elementos bi-

lineares. Devido a simetria do carregamento e da geometria do anel, considera-se somente uma
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quarta parte da segdo transversal. Com propdsitos comparativos, sdo utilizadas as mesmas
constantes eldsticas consideradas por FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) e OBEIDAT et al.
(2001). Estas constantes sdo dadas na Tab. 2. Além disso, o raio externo do disco é r, = 1, o raio

interno do disco é r; = 1073, o carregamento aplicado no contorno externo do disco é q = 500

e o deslocamento imposto no raio interno é u(r;) = 0.

69



A Fig. 14 apresenta uma ampliacdo da regido préxima ao raio interno do anel da Fig. 13,
mostrando as malhas indeformada (linhas tracejadas) e deformada (linhas continuas). Em
particular, observa-se que elementos préximos ao raio interno sao mapeados dentro de uma
regido definida por r < r; e alguns elementos sdo mapeados ultrapassando o centro do anel;

caracterizando assim o fenébmeno da auto-interseccao.

105 103 103 103

Tab. 2: Constantes elasticas utilizadas por FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001).

Na Fig. 15 apresentam-se soluc¢des analitica e numéricas do problema de Lekhnitskii sem
restricdo, o qual é descrito na Secdo 4.1.1. O problema de Lekhnitskii sem restricdo possui uma
solucdo radialmente simétrica, entdo, os resultados mostram o deslocamento ao longo de uma
linha radial.As linhas verdes tracejadas sdo aproximac¢des numéricas encontradas utilizando o
método dos elementos finitos. Sendo M o nimero de elementos finitos distribuidos ao longo de
uma linha radial, apresentam-se, na figura, aproximag¢des numéricas variando M, tal como
indicado na expressdo (157).

M = {64,128,256,512,1024}. (157)
Na mesma figura, a linha sdlida preta indica a solucdo exata de LEKHNITSKII (1968) apresentada

nas expressoes (109) e (110).
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Fig. 14: Ampliagao da vizinhanga do raio interno da Fig. 13.

Na Fig. 16 apresenta-se uma analise de convergéncia das solu¢cdes numéricas do disco sem
furo com relacdo a solucdo analitica do mesmo problema, a medida que se refina a malha de
elementos finitos utilizada. A andlise de convergéncia é feita através da norma H; apresentada
no anexo C. A figura mostra o logaritmo na base 2 da norma H; versus o logaritmo na base 2 do
numero de elementos finitos distribuidos ao longo de uma linha radial, M. A Fig. 16 sugere que
o problema numérico sem restricdes converge linearmente para a solucdo analitica encontrada

por Lekhnitskii (1968), mas de forma muito lenta.
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- — - Solugao Numeérica: M =61, 128, ..., 1021.
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Fig. 15: Convergéncia com relagdo ao tamanho do elemento finito do disco sem furo.
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Fig. 16: Convergéncia com relagdo ao elemento finito do problema do disco (LEKHNITSKII, 1968).




5.2 Resultados do Problema do Anel Com Restricao.

Da Fig. 17 a Fig. 19 sdo apresentados resultados da modelagem bidimensional do
problema de Lekhnitskii sujeito a restricdio (4) obtidos por FOSDICK, FREDDI e ROYER-
CAFAGNI (2007). Os autores consideram que o campo de deslocamento é da forma
u(r,0) =u,(r,0)e, +ug(r,0)eg, ou seja, sem nenhuma consideracdo de simetria. No
modelamento bidimensional, FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) encontram um
intervalo de valores da constante elastica cqg, Na expressao (92), para o qual a solugao u do
problema (137) possui a componente tangencial. Esta solucdo é considerada uma bifurcacdo da
solucdo encontrada por FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) e confirmada numericamente por
AGUIAR (2004). Os valores geométricos utilizados pelos autores para obter esta bifurcagdo sdo
€ = 0.1 na restricdo de injetividade (4) e o deslocamento imposto no raio externo u,(r,) =
—0.02 r,. Utilizando as constantes eldsticas da Tab. 3, os autores encontram a solugdo
assimétrica e utilizando as constantes da Tab. 4, eles encontram uma solucdo radialmente
simétrica cuja componente tangencial é nula.

FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) discretizam o problema de Lekhnitskii com
uma malha contendo 54912 elementos, para obter resultados que indicam a existéncia de
bifurcacdo no campo de deslocamento. Na Fig. 17 é mostrada uma ampliacdo da malha
deformada na vizinhangca do centro do disco. Nesta figura é evidente a dificuldade de se

observar o campo de deslocamento devido ao alto grau de refinamento da malha.
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Na Fig. 18 é mostrada uma malha deformada™® utilizada para discretizar o problema do
disco. Nesta figura, percebe-se que uma regido central do disco rotacionou. De fato, os cédlculos
realizados FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) indicam que o centro do disco gira 180°
com relacdo ao contorno externo do disco.

Percebe-se desta figura que todas as linhas radiais deformam-se de maneira similar, ndo
havendo dependéncia do campo de deslocamentos de uma linha radial com o angulo 0 desta
linha. O argumento anterior originou a idéia de modelar o problema do disco de forma
unidimensional em duas varidveis, onde o campo dos deslocamentos é dado por

u(r,0) = u,(r)e, + uyg(r)ey, tal como foi descrito nas se¢des 4.1.2 e 4.3.2.

C11 C22 C12 C66

10° 10* 103 103

Tab. 3: Contastes elasticas utilizadas por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007), associadas a bifurcagdo da solugdo do
problema de Lekhnitskii.

C11 C22 C12 C66

10° 104 103 10°

Tab. 4: Contastes elasticas utilizadas por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007), associadas a solugdo unidimensional em
uma variavel do problema de Lekhnitskii.

% A malha mostrada na Fig. 18: Ampliagdo na vizinhanca do centro da malha da figura 17, utilizada para
obter a bifurcacdo da solugdo do problema de Lekhnitskii.Fig. 18 € uma malha pouco refinada com relagdo a malha
da Fig. 17. A malha da Fig. 18 é utilizada pelos autores apenas para facilitar a visualizagdo do fendmeno que ocorre
na Fig. 17.
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A Fig. 19 mostra a distribuicdo, em uma regido proxima ao centro do disco, do valor do

determinante do gradiente de deformacdo para a solucdo de bifurcacdo do problema de

Lekhnitskii. Observa-se desta figura que a restricao é positiva e que em todos os pontos do disco

em uma regido anular ela é ativa, ou seja, detVF = ¢ = 0.1.

0.01

0.005

-0.005

-0.01

SR Ay
SRRt
N AN Ny
R h
AN

- —
1777
T

W\
N
v
A
Ay
\\\\}\“t\}%
0

A

=7
-
-
-
-~
-~
-,
%
=
]
Z
A

SN 2N

\\\\\\\\\\\\\\\\\

S
o

:
;
%

=
o
\\

R

o~

\\\\\\\\\\\\\\\\\\“\
o~

o

\\3\\%\\\\\\\\\\\
\\\\\“\\\\\\\\\\\\\‘:
=

AR

S ARN

f.} UNK

(AANK

(NS
h .*l,fa,‘rlhl .

Ililil

N
o

R
RN
W

N
\\\\\\\‘\‘:\'\\

OTRRA

Fig. 17: Ampliacdo na vizinhanca da malha utilizada para obter a bifurcacao da solucdo do problema de Lekhnitskii: malha

deformada.
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Fig. 18: Ampliacdo na vizinhanga do centro da malha da figura 17, utilizada para obter a bifurcacdo da solugdo do problema
de Lekhnitskii.
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Fig. 19: Determinante do gradiente da deformagao do problema de Lekhnitskii, ampliacdo na vizinhang¢a do centro.
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Deste ponto em diante apresentam-se resultados originados do modelamento numérico
dos problemas unidimensionais com restricdo em uma e em duas varidveis, os quais foram
apresentados nas se¢des 4.3.1 e 4.3.2, respectivamente.

Utiliza-se o método das penalidades interiores, exposto na Secdo 3.2.3, juntamente com
as técnicas de minimizacdo sem restricbes de Newton apresentadas na Secdo 3.1, para resolver
numericamente o problema do anel sujeito a restrigdo de injetividade (4). Tal problema é
descrito nas secoes 4.2 e 4.3.

Originalmente, no problema de Lekhnitskii, o disco é comprimido radialmente por uma
pressdo uniforme. FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007) aplicam, no entanto, um
deslocamento radial no contorno do disco e ndo uma forga como no problema original. Na
procura de resultados similares aos encontrados por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI
(2007), modelou-se o problema unidimensional em duas varidveis impondo um deslocamento
radial no contorno externo do anel. Os dados geométricos utilizados para o desenvolvimento
numeérico do problema do anel com restrigdo sdao o raio externo do anel, r, = 1, e o raio interno
do anel, r; = 1073. O deslocamento radial aplicado no contorno externo do anel foi o
equivalente ao produzido por um carregamento radial de compressaoll, g = 500. O valor do
limite inferior da restricio de injetividade (4) é € = 0.1. As constantes elasticas utilizadas
encontram- se na Tab. 2.

A Fig. 20 mostra a solucdo exata do problema do anel, representada pela linha sélida
preta, e as aproximacdes numéricas, calculadas com 64 elementos e representadas pelas linhas

tracejadas. Descreve-se a seqiiéncia de aproximag¢des numeéricas gerada pelo método das

" 0 valor q =500 é utilizado por OBEIDAT, et al. (2001) e FOSDICK e ROYER-CARFAGNI (2001) no
modelamento numérico e tedrico, respectivamente, do problema do disco com restrigdo.
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penalidades interiores a medida que § — 0 em (155). No lado direito da figura mostra-se uma
ampliacdo na vizinhanca do raio interno. Observa-se que a solucdo numérica aproxima-se da

solucdo analitica a medida que o valor de § tende a zero.

0.007 4 'Ii, :ic;lult;ttﬁcucf-knﬂh’cica.
| —_— 00 -0.014 A
f_= 10
0.014 —&=1
ul'
-0.021 A

0.0

Fig. 20: Seqliéncia de aproximag¢oes numéricas geradas pelo método das penalidades a medida que § — 0.

Na Fig.21 mostra-se a convergéncia da solucdo aproximada do problema do anel sujeito a
restricdo (4) com relagdo ao numero de elementos finitos. A solugdo analitica exata é indicada
em preto e as aproximagdes numéricas sdao apresentadas em cores, tal e como indicado na
figura. Pode-se observar como a seqiiéncia de solu¢des numéricas, obtidas incrementando M
converge para a solucdo exata do problema com restricdo. Mostra-se uma ampliacdo para

facilitar a visualizacdo das aproximagcdes numéricas.
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Fig.21: Convergéncia do problema do anel sujeito a restricdo de injetividade com relagdo ao nimero de elementos finitos.

As solugdes numéricas dos problemas com restricdo em uma e em duas varidveis sdo
idénticas e seguem o comportamento mostrado na Fig.21, ou seja, ndo foi encontrada nenhuma
bifurcagdo no modelo em duas varidveis. Acredita-se que estes resultados ndo foram
conseguidos devido ao baixo grau de refinamento da malha utilizada. FOSDICK, FREDDI e
ROYER-CAFAGNI (2007) notam que a bifurcacdo da solucdo do problema de Lekhnitskii é
possivel apenas com uma malha de elementos finitos bem refinada na regiao central, os autores
ndo indicam qual é a ordem de grandeza do tamanho do menor elemento finito com que eles
obtiberam a bifurcacdo da solucdo, mas esclarecem para uma malha na qual o tamanho do
menor elemento finito era 107 os resultados n3o foram positivos. Neste estudo, tentou-se
discretizar o problema com uma malha bem refinada, mas quando o tamanho do elemento

finito utilizado era inferior a 10~ ®verificou-se um erro numérico ocasionado pela precisdo do
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programa utilizado'. Assim, quando o tamanho do elemento finito era menor do que 107 a
solucdo obtida era instavel, pois ela mudava dependendo do valor utilizado como critério de

parada nos métodos de minimizac3o.

5.3 O Problema do Anel em Relag&o ao Disco Sem Furo

Lembre-se da Secdo 4.1 que a solucdo do problema do anel, no contexto da teoria linear
classica prediz o fenbmeno da auto-interseccdo. Este problema é diferente com relacdo aos
outros exemplos encontrados na literatura, pois 0 mesmo ndo possui nenhuma singularidade no
campo das tensdes, ou seja, todas as tensdes possuem um valor numérico finito.

Nesta secdo mostram-se resultados numéricos e analiticos para o problema do anel que
indicam a existéncia do fenbmeno da auto—intersec¢do no contexto da elasticidade linear
classica. Apresentam-se também resultados que permitem concluir que a solugdo numérica do
problema do anel sujeito a restricdo de injetividade (4) converge para a solu¢gdo numérica do
problema do disco sem furo, ou, problema de Lekhnitskii sujeito também a restricao (4).
Finalmente, apresentam-se alguns resultados do problema do anel indicando a convergéncia do
determinante do gradiente de deformacdo. Os resultados apresentados neste capitulo foram
obtidos utilizando as constantes elasticas da Tab. 4 e o raio externo do disco 7, = 1.0. O raio
interno do disco r; varia de acordo com a andlise que se deseja realizar. Aplica-se um
carregamento radial de compressdo q = 500. O valor limite inferior na restrigdo de injetividade

(4)ée=0.1.

2 FORTRAN 90.
80



Na Fig. 22 apresentam-se a solucdo analitica do problema do disco sem restricdo e uma
seqiéncia de solucdes do problema do Anel sem restricdo. A seqiiéncia de solucdes analiticas

do problema do Anel sem restricdo é gerada para varios valores do raio interno, o qual é

diminuido até valores préximos de zero. A solugdes analiticas do problema do anel sdo

representadas pelas linhas tracejadas em vermelho e a solucdo analitica do problema do disco,
representada pela linha sélida em preto.

-0.02

u,

-0.04

'
-0.06

Solugio Analitica: 1 = %107, 1#10° .. 1*10_1_:

= Solugiio Analitica, ;= 0. Leklmitskii(1968).

Fig. 22: Convergéncia com relagdo ao tamanho do furo das solugées analiticas do problema do anel sem restri¢ao para a
solugao analitica do problema de Lekhnitskii sem restrigao.

Ambas as solucbes foram encontradas no contexto da teoria de elasticidade linear classica e
estdo descritas na Se¢do 4.1.1. Esta figura apresenta o deslocamento radial versus o raio do
disco, indicando que, a medida que 1; — 0, a solugdo do anel tende para a solugdo do problema

sem furo, a qual ndo é uma solucdo fisicamente admissivel. A linha tracejada em azul identifica
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o limite da zona onde ocorre o fend6meno da auto-intersec¢do, ou seja, a intersec¢do de cada
uma das solucbes com esta linha define o raio da regido de auto-intersec¢do. Os argumentos
anteriores juntamente com os resultados apresentados na Fig. 22 mostram que a solugdo do
disco com furo, um problema sem singularidade no campo das tensfes, exibe o fendmeno
andmalo da auto-interseccdo. Esta conclusdo numérica é provada analiticamente na Secdo 4,2,2

A Fig. 23 descreve a convergéncia com relacdo ao tamanho do elemento finito da solucao
numérica do problema do anel sem restricdo para a solugao analitica deste. As linhas verdes

representam as solucdes numéricas e a linha preta refere-se a solucdo analitica do problema do

anel. O raio interno utilizado nos calculos foi r; = 1072,
" 1 r 1 N
0.2 0.4 06 0.8 1
3 Solugio Numerica: M — 64, 128, ..., 1024,
-0.005 ——  Solugio Analitica do anel
-0.01 F
u,

-0.015
0.02F

Fig. 23: Convergéncia com relagdo ao tamanho do elemento finito da aproximag¢ao numeérica do problema do anel sem
restri¢do para a solugdo analitica do mesmo problema, considerando r; = 1072,
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A Fig. 24 apresenta resultados de convergéncia relacionados aos resultados da Fig. 23
utilizando a norma H;. A figura apresenta o logaritmo na base 2 da norma H; versus o
logaritmo na base 2 do numero de elementos finitos. Esta figura indica que a solugdo numérica
de um anel com 7; =102 converge rapidamente para a solugio analitica do mesmo

problema.

=] =)

LDQEM

Fig. 24: Anadlise de convergéncia com relagdo ao tamanho do elemento finito do problema do anel sem restricdo para sua
solugdo analitica, considerando r; = 1072,

A Fig. 25 apresenta resultados de convergéncia com relacdo ao tamanho do elemento
finito da solugdo numérica do problema do anel sem restricdo para a solugdo analitica do
mesmo problema. As linhas tracejadas em verde representam as solu¢cbes numéricas e a linha
solida em preto refere-se a solucdo analitica do problema do anel. O raio interno utilizado nos

calculos foir; = 1077,
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A Fig. 26 apresenta resultados de convergéncia relacionados aos resultados da Fig. 25,
utilizando a norma H;. A figura apresenta o logaritmo na base 2 da norma H; versus o logaritmo
na base 2 do numero de elementos finitos. Nota-se, comparando a Fig. 26 e a Fig. 27, a queda

na precisdo da aproximacdo devido a diminuicdo do raio interno do anel.

u Solucio Numerica: M = 64, 128, ..., 1024.

— Solucio Analitica do anel

-0.015

-0.02 |

-0.025

-0.03

-0.035

Fig. 25: Convergéncia da aproximag¢dao numérica para a solugao analitica do problema do anel sem restrigao,
considerando r; = 1077,
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Fig. 26: Andlise de convergéncia com relagdo ao tamanho do elemento finito do problema do anel sem restri¢do, para a
solugdo analitica, considerando r; = 1077,

Uma andlise dos resultados mostrados da Fig. 23 a Fig. 26 juntamente com os resultados
apresentados na Fig. 22 permitem concluir que, a medida que 1; — 0, a convergéncia comega a
apresentar problemas similares aos descritos na Fig. 15 e na Fig. 16, ou seja, a norma do erro
indica valores relativamente grandes para uma quantidade elevada de elementos.

A Fig. 27 apresenta o deslocamento radial aproximado numericamente versus o raio do
disco. Nela sdo mostradas a solucdo numérica do problema do disco sem restricdo e uma
seqléncia de solugdes numéricas do problema do anel sem restricdo, onde tal seqiiéncia é
criada diminuindo o tamanho do furo, o problema do anel sem restricdo e o problema do disco
sdo descritos na Secdo 4.1. Nesta figura, as linhas tracejadas em vermelho representam as
solugdes numéricas para os diferentes raios internos, a linha continua em preto representa a
solugdo numérica do problema de Lekhnitskii, para o qual r; = 0. As solugGes aproximadas
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contidas neste grafico foram calculadas com uma malha de 64 elementos, distribuidos em uma
linha radial do disco. Os resultados desta figura indicam que a solu¢gdo numérica do problema do
anel sem restricdes converge para a solucdo numérica do problema do disco sem furo, ou,
problema de Lekhnitskii, isto a medida que o tamanho do raio interno do anel tende a zero.

A Fig. 28 apresenta o logaritmo na base 10 da norma R" versus o logaritmo na base 10 do
tamanho do furo, indicando claramente que a solugdo numérica do anel converge rapidamente
para a solu¢do numeérica do disco de Lekhnitskii a medida que o raio interno do disco tende a

zZero.

4 002

10

——  SohgdoMuméica r= 10 . 10 ... 10

= Solugiio Nmnenca I, = 0

D032 C

Fig. 27: Convergéncia da aproximagao numérica do anel com restrigdo para a solugdo numérica do disco de Lekhnitskii a
medida que r; — 0. M= 64.
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Fig. 28: Andlise de convergéncia da aproximagdo numérica do anel com restricdo para a solugdo numérica do disco de
Lekhnitskii a medida que r; = 0.

Na Fig. 29 é mostrado o determinante do gradiente de deformagdo calculado da solugdo
exata, o qual estd representado em preto e as correspondentes aproximag¢des numéricas do
problema do anel com restricbes, as quais fora obtidas de diferentes malhas e estdo
representadas por linhas coloridas. As malhas indicadas na figura, do tipo AA/BB/CC, estdo
distribuidas em trés regides: AA elementos entre 1; <r < 0.077,, BB elementos entre
0.077, <r < 0.461,, CC elementos entre 0.46 7, < r < 7,. O raio interno do anel é r; = 1073,

Observa-se da figura a boa concordancia entre as aproximagdes numéricas e a solugdo analitica.
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Fig. 29: Convergéncia com relagdo a M do determinante do gradiente de deformacao, J, do problema do anel.

A Fig. 30 mostra o determinante do gradiente de deforma¢do em uma vizinhanga do raio
interno do anel. O determinante foi calculado da solucao exata, representado pela linha preta e
das correspondentes aproximagdes numéricas do problema com restricdes, as quais foram
obtidas de diferentes malhas e estdo representadas por linhas coloridas. Observa-se que a
restricdo é ativa, J = ¢, parar <1, = 0,0055. Nota-se também que a aproximagdo numérica
do determinante do gradiente de deformag¢do em uma vizinhanca do raio interno converge para

a solucdo analitica a medida que a malha é refinada.
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Fig. 30: Convergéncia com relagao a M do determinante do gradiente de deformag¢ao do problema do anel em uma vizinhanga
do furo r; = 1073,

A Fig. 32 apresenta o determinante do gradiente de deformagdo calculado da
aproximagdo numérica do disco sem furo, sujeito a restricdo de injetividade (4), obtida para
uma malha 75/25/20, o qual indica que sdo 75 elementos entre r; < r < 0.07 7, 25 elementos
entre 0.077, <r < 0.4671, e 20 elementos entre 0.46 7, <r < 7,. O raio interno do anel é
r; = 1073. Com a consideracdo de um raio interno diferente de zero, nota-se uma perda na
qualidade da convergéncia do determinante na regido onde a restricdo é ativa, ou seja, para
1; <1 < 1,. Esta observacdo surge da comparacao entre a Fig. 32 e a Fig. 30, pois, para uma
malha pouco refinada - 75/25/20 - a aproximacdo numérica para o disco sem furo é melhor do

gue a aproximagao numérica para uma malha muito refinada do anel.
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Fig. 31: Comportamento do determinante do gradiente de deformagdo para o problema de Lekhnitskii, considerando a malha
75/25/20.
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Fig. 32: Ampliacdo na vizinhanca de r, do comportamento do determinante do gradiente de deformagao do problema de

Lekhnitskii, considerando a malha 75/25/20.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi realizado um estudo do problema de um anel anisotrépico sob
compressao radial. Os resultados mostram que a solugdo do problema do anel prediz o
fendbmeno andmalo da auto-intersecc¢do, apesar de ndo apresentar singularidades no seu campo
de tensao.

Minimizando-se o funcional da energia potencial de elasticidade cldssica, dado por (121)b,
sujeito a restricdo (4) foram obtidos resultados numéricos que eliminaram o comportamento
andmalo da auto- intersec¢do. Estes resultados foram obtidos com um campo de deslocamento
dado por u(r,8) = u,(r)e,. Este campo é solugdo do problema unidimensional em uma
variavel discutido na se¢do 4.3.1.

Baseados em resultados obtidos por FOSDICK, FREDDI e ROYER-CAFAGNI (2007), estudou-
se a possibilidade de encontrar uma solucdo rotacionalmente simétrica, da forma
u(r,0) = u,(r)e, + uy(r)ey, do problema unidimensional em duas varidveis, discutido na
secdo 4.3.2. Os resultados obtidos neste trabalho para a modelagem unidimensional em duas
variaveis indicam que ug(r) = 0, ou seja, a modelagem unidimensional em uma e em duas
variaveis fornecem o mesmo campo de deslocamento.

Acredita-se que resultados numéricos que verifiquem a existéncia de uma distribuicdo de
deslocamentos do tipo u(r) = u,(r)e, + uy(r)eg ainda nao foram alcancados devido ao baixo
grau de refinamento da malha utilizada. Neste trabalho, tentou-se utilizar uma malha bem

refinada, mas obtinha-se um erro numérico ocasionado pela precisio do programa utilizado .

3 FORTRAN 90
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Notou-se que a solucdo exata do problema do anel sem restricdo converge para a solucao
exata do problema de Lekhnitskii a medida que o raio interno do anel tende a zero. As
aproximagdes numéricas do problema do anel também convergem para a solugdo numérica do
problema de Lekhnitskii, tanto para o problema com restricdo como para o problema sem
restricao.

Com a consideracdo de um raio interno diferente de zero, notou-se uma perda na
gualidade da convergéncia do determinante do gradiente de deformacdo na regido onde a

restricao é ativa, ou seja, na regido onde r < 7.
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Anexo A - Algebra Linear

Nesta secdo resumem-se alguns conceitos e definicdes importantes de tensores e vetores.
A exposic3o feita aqui limitou-se ao espaco pontual Euclidiano tridimensional E3. Neste espaco,
escolheu-se um ponto de origem, ¢,de onde emanam trés eixos mutuamente ortogonais, cujas

direcdes sao dadas pelos respectivos versores de base e;, i = 1,2,3.

A.l Espacos Vetoriais

Define-se como espaco vetorial V a estrutura algébrica dada pelo conjunto dos vetores
geométricos a, b, ..., u, v, w que satisfazem as propriedades abaixo.
Na soma,

ut+(v+w)=(u+v)+w,

u+v=v+u,

u+0=nu, (158)
ut+(-u)=u—u=0.
Na multiplicagdo por escalar. Se a, B € R, entdo
a(Bu) = afu,
lu=nu,
(159)

(a+ B)u = au + Pu,
a(u+v) =au+ av.

No produto interno,

u-(v+w)=u-v+u-w,
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a(u-v) =au-v, a €R (160)

A norma, ou, magnitude de um vetor se define como

llull = (u- “)%- (161)
O produto interno, ou, produto escalar pode ser interpretado geometricamente como
u-v = |u||v|cos(8), (162)
onde 6 é o angulo formado pelos vetores u e v.
E oportuno definir o produto vetorial (), cujo resultado é outro vetor (u*v) € V, com as
seguintes propriedades
u’*v = —v”u,

(au + Bv) =a(u )+ﬁ(v ) a,fER

(163)
u-(urv) =0,
(urv) - (urv) = (- -u)(v-v) — (u-v)2>0.
Define-se espaco Euclidiano E3 ao conjunto de pontos x,v,,...,z, tal que para cada par de

pontos se define um vetor de V. A relagdo de dois pontos x,y € E3 é associado um vetor v € V,
gue é expresso pela operacao diferenca

y—X= V. (164)
A operacdo (164) obedece as seguintes regras,

-x+&-2)=F-2),
y=x+v=v+x (165)
Fixando uma origem o € E3, existe uma equivaléncia entre pontos e vetores, pois para

cada x ha um vetor X = x — ¢ associado.
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A.2 Bases e Coordenadas
Pode-se expressar qualquer vetor v EV como uma combinacdo linear de versores
linearmente independentes e;,i =1,2,..,n, onde n é a dimensao do espago. Assim,
considerando soma implicita,
vV = v;e;, (166)
onde v; sdo as coordenadas de v na base e;. O conjunto de versores {e,, e,, ..., €,} é uma base
para V. A base é chamada ortonormal quando

e; ej = 51’ l,] =1,..,n, (167)

jr
onde §;; € o Delta de Kronecker.
Sejam {e;} e {e;'},comi = 1,2,...,n, bases coordenadas. Define-se a mudanga entre
bases da seguinte forma
e;' = a;e, (168)
onde a;; = e; - ;' sdo os coeficientes da matriz de mudanca de base [A], ou seja, de forma
matricial,
{e;"} = [Al{e;}. (169)

Assim, leva-se de uma base coordenada {e;} para outra base coordenada {e;’}.

A.3 Definicdes e Operacbes com Tensores.

Existe especial interesse nos tensores de ordem 2 e 4, pois, com estes, consegue-se
abarcar os objetivos deste trabalho.

Denomina-se tensor de ordem 2 sobre um espaco vetorial V a uma transformagao linear

T:V -V, tal que,
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T(v) = Tv, Vv ETD, TveD, (170)
Denomina-se o conjunto de tensores de ordem 2 sobre V como V2.
Uma transformacao linear T satisfaz a relagado

T(av + fu) = a(Tv) + B(Tu), a,B ER, V,uev, (171)

Um tensor C de ordem 4 é uma transformacéo linear de V2 em V2, de modo que se T € V?,
entdo CT € V2.
Diz-se que dois tensores S, T € V2 s3o iguais se e somente se
Sv =Ty, Vv e . (172)
Sendo S, T € V?,asomaS+ T € V? é definida por
(S+T)v=Sv+Ty, Vv EeV. (173)
Dados S, T € V?, o produto por um escalar, aS € V2, é obtido por
(aS)v =a(Sv), Yv e V. (174)
As componentes de um tensor em uma base qualquer {e;} sdo definidas como as
componentes escalares
Si; = e; - (Sej). (175)
O produto de dois tensores se define mediante a notagao indicial
(176)

O produto tensorial de dois vetores u,z € V é definido como um tensor de ordem 2, de
acordo com
(u®z)v =u(z-v), Vv € V. (177)
Mediante o produto tensorial dos vetores da base, pode-se escrever o desenvolvimento

de um tensor de ordem 2 em funcdo de suas componentes,
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T =T;je;®e;. (178)
Um tensor de 42 ordem pode ser representado mediante a aplicacdo deste tensor sobre
produtos tensoriais dos vetores da base como segue
Cija = (e;®€;)C(e,®e)). (179)
Dado um tensor T, define-se o tensor transposto, T7, como outro tensor que satisfaz
v-(Tu) =u- (TTv), vu,veE V. (180)
Assim, diz-se que um tensor é simétrico se T = TT. Se TT = —T, o tensor é anti-simétrico.
Um tensor T é inversivel se existe outro tensor T™1, ainversa de T, tal que
T-T'=T1!-T=1. (181)
O traco de um tensor é uma operacdo tensorial linear que associa um tensor de ordem 2
a um escalar. Aplicado ao produto tensorial, obtemos
tr(u®v) =u-v. (182)
Diz-se que um tensor é positivo-definido quando
u-(Tu) >0, Vu€vV, ux0. (183)
Diz-se que um tensor é positivo-semidefinido quando

u-(Tu) >0, VueV, u=0. (184)

Seja {91,32, e3} uma base ortonormal. Entdo, definem-se os coeficientes de permutagdo €;;; da
seguinte maneira
eijk = (eil\ej) + €. (185)

Assim,
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+1,se a permutagdo (i,j,k)é horaria: (1,2,3),(2,3,1),0u, (3,1,2)
€ijx = | —1,se a permutagdo (i,j, k)é anti — horaria: (1,3,2),(2,1,3),0u, (3,2,1)
0,se em (i, j, k)algum indice esta repetido.

(186)
O determinante de um tensor é uma funcdo escalar de argumento tensorial. O
determinante de um tensor coincide com o determinante da matriz das componentes deste
tensor associada a uma dada base, ou seja,
detT = det[T]. (187)
Escrevendo (187) em funcgdo dos coeficientes de permutacédo definidos em (186), obtemos
detT = €4 Tp1Tq2Tr3 = €pgrTipT2qTsr (188)
O determinante é uma operacdo tensorial intrinsica, ou seja, o resultado é invariante com
relacdo a base adotada.
Uma interpretacdo geométrica do determinante de um tensor em R3 pode ser dada por

_vol(L(B)) (Lv"Lw) - Lu (189)
~ vol(B)  (v™Ww)-u

detT

Onde u,v e w sdo vetores nas dire¢des coordenadas, L(B) é a imagem de B sob T e vol(-)

designa o volume . E facil mostrar, com (185),(188) e (189), que L = T;je;®e;.
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Anexo B - Analise Tensorial

B.1 Diferenciacao
Sejam dados o espacos vetoriais normados U e W e o espaco vetorial formado pelos
mapeamentos lineares continuos de U em W L(U,W). Considere uma fun¢do f cujos
argumentos sao escalares, vetores, ou, tensores o seu dominio é o intervalo aberto V contido
em U e sua imagem é W, conforme ilustrado na Fig. 33, ou seja,
ffvcu-w. (190)

Diz-se que f diferencidvel em um ponto a € V, V aberto, se existir Df (a) € L(U, W), tal que

f(a+u) = f(a) + Df(a)[u] + o(u), (191)

a medida que u — 0, onde

frU—W

Fig. 33. Dominio e imagem da fungdo f.
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o(u) = [[ul[E(w), (192)

com lim,_oE(u) =0 em W.
Denomina-se Df (a) € L(U, W) a derivada de Fréchet da funcdo f avaliada no ponto a,

com as seguintes caracteristicas:

e Se Df(a) existe, entdo ela é Unica, pois é continua em a.

e SelU=RDf(a) = f"(*)|x=q-

e Sef:V cU- W édiferencidvel em todos os pontos de V, entdo f é diferencidvel em
V.

e Se DfixeVcU-Df(x)€e L(U, W) é continuo, entdo f é continuamente
diferencidvel em V ou, simplesmente, de classe C1(V,W). Similarmente, se f €

CY(V,W) e Df é suave, entdo f € C2(V,W).

Seja f:VcU—->MW um mapeamento suave 1:1 de classe C™(V, W), m=>1, e
Df(x) € L(U, W).Entdo, f é inversivel em cada ponto x € V e f~1 é de classe C™(V, W).

Diz-se que f é um mapeamento 1:1se f(x;) # f(x;), sempre que x; # X, X1,X, € V. f
é chamado injetivo quando o determinante do gradiente de deformacao (J é positivo. Define-se

a derivada direcional, também chamada derivada de Gateaux, como

f(a+ ah) — f(a) _ dd_af(a Fah)]y (193)

(Df (@), h) = Df (@[h] = lim

-0 [04
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B.2 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Seja ‘U um espaco n-dimensional real com produto interno e considere o campo escalar

@:V c U — R. O gradiente de ¢, gradg, é o Unico elemento U que satisfaz
Do (x)[u] = grade(x) - u, Vu€ev. (194)
Sendo v: V — U um campo vetorial, diz-se que o gradiente de v,grad v, é o Unico
elemento de ‘U que satisfaz
Dv(x)[u] = gradv(x) u, Vu€ev. (195)
O divergente de v, div v, € um campo escalar definido por
divv(x) £ tr(grad v(x)). (196)
O laplaciano de um vetor, ou, de um escalar ¢ de classe C? é dado por
A¢ £ div (grad ¢). (197)
Se A¢ = 0, entdo ¢ é chamado harmonico.

Seja B € E3 uma regido regular com as seguintes condicBes de regularidade: 1) B pode
estar composta por uma ou mais partes limitadas, cada uma com volume ndo nulo. 2) O
contorno dB é suave por partes, as quais consistem de um nimero de elementos disjuntos. 3)
Cada parte do contorno 0B é uma superficie orientavel, ou seja, possui duas faces claramente

distintas. Além disso, n é definido como um versor normal ao contorno 0B.
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Dada a regido B com as condi¢cdes de regularidade acima, o Teorema da Divergéncia

fornece:

B —

grade dv = f @ nds,
9B

fdivvdvz fv ‘nds,
B 0B

fdidev= ands,
B 9B

(198)

onde ¢: B - R é um campo escalar; v: B — V é um campo vetoriale T : B — V? um campo

tensorial — todos eles suaves.
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Anexo C — Norma H;

A norma H; é uma quantidade escalar, produto de uma integra¢do, que proporciona uma

estimativa de erro. Ela é definida por

1
2

lup — ully, = j (Jup — ul? + Juy, — u'[2)av
B

(199)

onde Wy, é asolugdo aproximada e u é a solugao exata do problema analisado.
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