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Resumo

Andrade, V.S. (2003). Analise da dindmica cadtica de péndulos com excitagdo
paramétrica do suporte. Séo Carlos, 2003, 108 p. Dissertagcéo de Mestrado — Escola

de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de S&o Paulo.

Este trabalho apresenta a modelagem de um problema representado por um péndulo
elastico com excitacdo paramétrica vertical do suporte e a andlise de estabilidade do
sistema pendular que se obténﬁ desconsiderando a elasticidade do péndulo. A
modelagem dos péndulos e a obtengao das equagdes do movimento s&o feitas a partir
da equacgao de Lagrange, utilizando as leis de Newton e para a anélise de estabilidade
do sistema pendular s&o apresentados os diagramas de bifurcagdes, multiplicadores
de Floquet, mapas e sec¢bes de Poincaré e expoentes de Lyapunov. O comportamento
do sistema pendular com excitagdo paramétrica vertical do suporte é investigado
através de simulacdo computacional e apresentam-se resultados para diferentes faixas

de valores da amplitude de excitagéo externa.

Palavras-Chave: Péndulos, equacéo de Lagrange, bifurcagées, multiplicadores de

Floquet, mapa e segéo de Poincaré, expoentes de Lyapunov, caos.



Abstract

Andrade, V.S. (2003). Analysis of chaotic dynamics of pendulums with parametric
excitation of the suport. Sao Carlos, 2003, 108 p. Dissertagdo de Mestrado — Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de S&o Paulo.

This work presents the modeling of an elastic pendulum with parametric excitation of
the suport and the analysis of the stability of the pendulum that one obtains
disregarding the elasticity of the pendulum. The modeling of the pendulum and the
equation of motions are obtained from the Lagrange’s equations, using Newton’s law.
The concepts of bifurcation, Floquet's multipliers, Poincaré maps and sections and
Lyapunov exponent are presented for the analysis of stability. The behavior of the
pendulum with parametric excitation of the suport is investigated through computational
simulation and results for different intervals of values of the external excitation

amplitude are presented.

Keywords: Pendulums, Lagrange’s equations, bifurcations, Floquet’s multipliers,

vi



Capitulo 1- Introdugéo

Capitulo 1

Introducgéo

1.1 Preliminares

Atualmente, a palavra caos, tem um novo significado no meio cientifico e tecnolégico,
passando de um termo qualificativo de desordem absoluta a designagéo de um novo
campo de pesquisa. Neste novo campo de pesquisa analisa-se o comportamento
dinamico de sistemas ndo lineares seguindo determinadas rotas, tais como a
duplicagdo de periodos, caos, etc. [1]-[4]. Os sistemas dindmicos aparecem em
modelagem de estudos populacionais, fendmenos fisicos, biolégicos, mecénicos além
de outros.

No estudo dos sistemas dindmicos, a teoria ndo linear tem tido nos ultimos anos uma
posicao de destaque nas mais diversas areas de pesquisa. Por exemplo, desvendando
0s enigmas de suas respostas, levando a possibilidade de descrever e explicar o
comportamento dos mais diversos processos existentes. A principal caracieristica de
sistemas nao lineares reside no fato de proporcionar varios tipos de respostas:
periddicas, multi-periddicas, quasiperiodicas e cadticas.

O estudo do caos tem ganhado maior énfase na literatura de dindmica néo linear,
principalmente, devido as caracteristicas de imprevisibilidade de diversos sistemas

dinamicos. A nogéo de caos néo é recente na matematica. As primeiras idéias surgiram
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no século passado, especificamente nos trabalhos de Sonja Kovaleivskaia, que
influenciaram as conclusées do francés Henry Poincaré (1854-1912) sobre sistemas
dindmicos que, inspirado por problemas de mecénica celeste, estudou estruturas
topolégicas no espaco de fase de trajetérias dinamicas [5].

Na década de 60 o meteorologista Edward Lorenz, estudou a possibilidade de prever,
por meio de um modelo matematico, a evolugdo do tempo meteorolégico, ou seja,
antecipar em semanas o clima que se iria formar em determinado local. Lorenz
observou que as solugdes encontradas, ndo eram periddicas, ou seja, ndo repetiam a
sua historia passada. Notava-se que elas ficavam confinadas a uma regido do espago
de fase descrevendo oOrbitas circulares em torno de dois pontos. Esta regido seria
chamada, posteriormente, de atrator estranho. Lorenz obsérvou, ainda, que pequenas
modificag6es nas condigbes iniciais resultavam em estados completamente distintos,
apo6s algumas iteracoes [4]-[7]. -

Atualmente, sabe-se que as duas caracteristicas principais dos sistemas caéticos séo a
dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais e o confinamento das solugdes do sistema
a uma regiao do espago de fase. Anteriormente, as instabilidades que apareciam em
sistemas mecénicos eram consideradas como sendo obra do acaso ou fruto de ruidos
externos que ndo podiam ser evitados, e seu estudo so era realizado apo6s varias
hipoteses simplificadoras, de forma a eliminar a instabilidade.

Com o atual desenvolvimento da informética, pode-se trabalhar com sistemas sem
tantas simplificactes, tornando os modelos descritos por equacgdes diferencias mais
proximos dos sistemas reais. A utilizagéo de equagdes diferenciais para modelar

sistemas fisicos foi descrita por Sir Isaac Newton para estudar o
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movimento de sistemas. Ressalta-se que a determinagédo do movimento resultante do
sistema est4 ligada a obtengéo de solugéo da equagéo diferencial associada ao modelo
do sistema [7]-[9].

Foi Galileu Galilei o primeiro a observar, por volta de 1683, que o periodo do movimento
pendular era constante, ao comparar o movimento de oscilagdo de uma lampada
dependurada por um fio no teto da catedral de Pisa com as batidas de seu coragao.
Observou-se que péndulo é um corpo pesado, também chamado de prumo, suspenso
no extremo inferior de um fio de tal forma que, ao ser afastado de sua posicéo de
equilibrio, oscila sob a agéo da gravidade. A trajetéria percorrida pelo prumo é chamada
de arco e o tempo que o corpo leva para ir de um lado para outro, ou de um extremo a
outro do arco, chama-se periodo de oscilagéo [5], [10].

Na literatura corrente existem muitos trabalhos que abordam sistemas pendulares em
diferentes situagbes e com diferentes tipos de analises. Dentre estes trabalhos, citam-
se os trabalhos precursores de David e Sinha [11], Bishop e Xu [12], [13], onde
utilizaram um péndulo com excitagdo paramétrica vertical do suporte. O trabalho de Ge
e Lin [14] considera um péndulo com excitagdo horizontal do suporte e Flashner e Golat
[15] um péndulo com excitagdo vertical e horizontal no suporte.

Em geral, utiliza-se das equagbes de Lagrange para obtencédo das equacgbes de
movimento do sistema dindmico. Uma vez obtidas as equagbes que descrevem o
movimento de um determinado sistema, é possivel fazer a analise de estabilidade
utilizando diagramas de bifurcagdes, multiplicadores de Floquet, mapas de Poincaré e

expoentes de Lyapunov.
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O diagrama de bifurcagéo exibe o comportamento do sistema quando ocorre mudanga
nos parametros de controle do sistema como amortecimento, freqiiéncia, amplitude,
etc. Os fendmenos de bifurcagbes e caos estdo intimamente relacionados e €
importante analisa-los conjuntamente, com o objetivo de observar o comportamento
geral de um sistema néo linear [7].

Os multiplicadores de Floquet servem para identificar o ponto onde se inicia uma
bifurcacgéo e classificar o tipo de bifurcacéo existente.

O mapa de Poincaré é entendido como um sistema dinadmico que evolui no tempo de
uma forma discreta [1], [2]. Se o comportamento de um sistema for cadtico, o mapa de
Poincaré tera atratores com pontos espalhados, ndo se podendo prever como a solugéo
do sistema se comportara. Quando o sistema for ndo cadtico, 0 mapa de Poincare, tera
atratores com pontos fixos, ou seja, o sistema podera ser periodico.

O expoente de Lyapunov é utilizado para medir a taxa de divergéncia de trajetérias e
analisar a sensibilidade do sistema as condig¢des iniciais. Um expoente de Lyapunov
positivo indica que o sistema estd com um comportamento caotico, mas um expoente
de Lyapunov negativo indica que o sistema n&o tem caos. O sinal do expoente de
Lyapunov esta intimamente ligado ao aparecimento de atratores nos sistemas, como o

atrator ponto fixo, ciclo limite, toro e atrator estranho [1], [2], [7].
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1.2 Exemplos de sistemas pendulares

Com o objetivo de ilustrar a importancia dos sistemas pendulares na modelagem de

sistemas dinamicos, séo listados abaixo alguns modelos.

1.2.1 Robd manipulador

Considere um robd manipulador de posicionamento de ferramentas como mostrado na
Fig. 1(a) [27].

(@)

motor

Figura 1 - (a) Representagdo de um robd manipulador. (b) Modelo correspondente

representado por um péndulo duplo.

O robd manipulador pode ser descrito como um sistema mecénico articulado que tem
por objetivo principal executar operagdes pré-definidas. Um manipulador mecéanico
consiste de elos, conectados por juntas rotacionais, podendo ser modelado por um
sistema de péndulos como mostrado na Fig.1(b). Do conhecimento das variaveis
articulares de um robd determina-se o posicionamento de sua ferramenta no sistema de
coordenadas de trabalho. A implementagdo de um controlador de posi¢éo para um robd
industrial exige o conhecimento preciso da cinematica do movimento do manipulador.
Para estabelecer estratégias de controle de posigéo de juntas robéticas eficientes e

precisas, o movimento do robé é normalmente descrito através de suas equagoes
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diferenciais levando-se em consideragdo a sua arquitetura construtiva, a massa dos

diferentes componentes e as inércias relacionadas com a carga transportada.

1.2.2 Vibracido na asa de aviao

Considere uma asa de avido com um tanque de gasolina localizado em sua ponta,

como mostrado na Figura 2(a) abaixo.

(a) (b)

N
3

asa do avido Tanque de
gasolina

F S
—
-

6‘5" v

vibracéo vertical da asa

Figura 2 - (a) Representagéo de um avido. (b) Modelo correspondente representado por

um péndulo com uma haste rigida.

O sistema da Fig.2(a) pode ser representado por um péndulo com uma haste rigida
conectada a uma massa como mostrado na Fig.2(b). Dentre as andlises que se pode
fazer com este modelo, destaca-se o interesse em saber como se comporta a vibracao
da asa do avido em relagao ao consumo de gasolina. Para fazer este tipo de analise,
calcula-se a freqliéncia natural da asa quando o tanque de gasolina esta cheio e em

seguida calcula-se a freqiéncia natural quando o tanque de gasolina esta vazio.



Capitulo 1- Introdugéo

Para a obtenc&o dos resultados é necessario conhecer os parametros do sistema asa-
tanque, como o comprimento da viga, modulo de elasticidade e momento de inércia da
viga. Conhecendo tais parametros consegue-se estabelecer relagdes entre a vibragéo

da asa e o consumo de gasolina.

1.2.3 Transporte de liquido

Considere um tanque de agua conduzido por uma esteira como mostrado na Fig. 3(a)

[28].

(a) (b)

eletrodos

Figura 3 - (a) Tanque cheio de agua. (b) Modelo correspondente representado por um

péndulo amortecido.

O tanque é movido por um servo-motor DC com uma correia. A velocidade e a posigéo
do tanque s&o controladas por meio da tensdo aplicada no motor.

O sistema tanque-agua pode ser modelado por um sistema de um péndulo amortecido
como mostrado na Fig.3(b). A posi¢gdo do tanque é detectada por um potenciémetro
fixado a uma polia. Deslocamentos do nivel de liquido sdo detectadas através de

mudancas na resisténcia entre dois eletrodos inoxidaveis instalados na parede lateral
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do tanque. Utiliza-se esta posigdo dos eletrodos porque o deslocamento do nivel de
liguido durante a agitacédo pode ser observado préximo das paredes laterais do tanque.
Os eletrodos tém que estar levemente afastados da parede lateral a fim de evitar os
efeitos da parede. Através das equagbes de movimentos do sistema é possivel analisar
qual ;';1 maxima velocidade que a esteira pode movimentar de forma que a agua contida

dentro do tanque néao transborde.

1.2.4 Movimento de um dedo mecéanico

Considere os movimentos de um dedo e seus respectivos modelos como ilustrado na

Fig.4 [29].

(a) (b) (¢)

=[5 s

Figura 4 - (a) Quatro formas basicas do movimento de um dedo. (b) Modelo mecénico

de um dedo. (c) Modelo correspondente representado por um péndulo triplo.

O movimento de um dedo mecanico pode ser descrito por um sistema de articulagdes
que tém como objetivo executar movimentos que se aproximem ao maximo dos
movimentos de uma pessoa normal. Um dedo mecénico consiste de elos conectados
por juntas rotacionais, podendo ser modelado por um sistema de péndulos como

mostrado na Fig.4(c). Na elaboragdo de uma protese, deve se considerar todos os
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aspectos relacionados com a estrutura, transmisséo, agéo e controle dos movimentos e
o conhecimento das variaveis relacionadas com o movimento do sistema determina
como o dedo deve se posicionar de acordo com a situagéo desejada.

Para fazer o movimento dos dedos mecénicos utiliza-se uma corrente que passa
através da protese, e um motor que ativa as juntas. Na obtengdo do controle dos

movimentos, utiliza-se o fluxo de corrente que passa dentro das juntas.

1.3 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo a modelagem de um péndulo elastico com
excitagdo paramétrica vertical do suporte e a andlise de estabilidade de um sistema
pendular que se obtém desconsiderando as variaveis relacionadas a sua elasticidade,
este estudado anteriormente em [11] e [12], para diferentes faixas de valores para
amplitude de excitagdo externa. Com o proposito de analisar a estabilidade do sistema
pendular sem elasticidade obteve-se, através de simulagéo computacional, o historico
no tempo, plano de fase, mapa de Poincaré, os expoentes de Lyapunov e a construgéo
do diagrama de bifurcagdo e do mapa de estabilidade utilizando os multiplicadores de

Floquet.

1.4 Organizacao da dissertacao

A dissertacdo encontra-se dividida nos seguintes capitulos. No Capitulo 2 apresentam-
se algumas ferramentas de analise de estabilidade, como diagramas de bifurcagdes,

multiplicadores de Floquet, mapas e se¢bes de Poincaré e expoentes de Lyapunov.
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No Capitulo 3 apresenta-se a modelagem de um péndulo elastico com excitacao
vertical do suporte e a validagdo deste modelo através de sua redugdo a um péndulo
rigido. No Capitulo 4 apresentam-se os resultados de simulagdo numérica seguido das
conclusdes e perspectivas futuras do trabalho. No Apéndice A faz-se um estudo mais
detalhado dos tipos de bifurcagdes que podem ser encontradas em sistemas dinamicos,
no Apéndice B apresenta-se o procedimento para o calculo da matriz de monodromia e
no Apéndice C apresentam-se os codigos dos programas implementados utilizando o

software Matlab® 6.5.
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Capitulo 2

Instabilidade de sistemas dindamicos

Neste capitulo sdo apresentadas algumas ferramentas usuais em dindmica ndo
linear, cujo objetivo € o de caracterizar regifes estaveis, instaveis ou cadticas em
sistemas dinamicos.

A analise da estabilidade pode ser feita, através do uso da seguinte técnica:
perturba-se o sistema e observa-se o seu comportamento [16]. Entende-se por
perturbacéo, qualquer alteracéo nos pardmetros do sistema (por ex: amortecimento,
amplitude, freqiiéncia, etc.). Ressalta-se que dependendo da magnitude da
perturbacéo utilizada, o sistema dindmico pode ou nao perder sua estabilidade.

A motivacédo para se perturbar um sistema dindmico € o de analisa-lo quando este
sistema passa de um comportamento estavel para um comportamento instavel ou
cadtico.

Nas secfes que se seguem, apresentam-se os conceitos de estabilidade,
estabilidade estrutural, bifurca¢es, multiplicadores de Floquet, mapas e se¢ées de

Poincaré e expoentes de Lyapunov. Estas técnicas sdo consideradas neste trabalho

para analise da dindmica dos péndulos.

11
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2.1 Conceitos de estabilidade e estabilidade estrutural

Seja um sistema dindmico auténomo descrito na forma

¥ =F(x) (2.1)
onde xeR" e FeN". No equilibrio tem-se

F(x)=0. (2.2)
Pode-se dizer que x* & um ponto de equilibrio assintoticamente estavel se a
resposta do sistema a uma pequena perturbacéo aproxima-se de x* quando 7 — «

para x préximo de x'. Neste caso, o ponto fixo x° é um atrator. Os pontos fixos
assintoticamente estaveis sdo também chamados de sorvedouros (“sinks”).

Diz-se que um ponto de equilibrio é estavel se a resposta do sistema a uma
pequena perturbacado permanece pequena.

Um ponto de equilibrio x* & instavel se a resposta do sistema a uma pequena

perturbacéo cresce conforme a evolugéo do sistema. Neste caso dizemos que x* é
um repulsor ou uma fonte (“source”).

Um sistema & denominado estruturalmente estavel se para qualquer perturbagao

(/7]

uficientemente pequena nas suas equagbes a resposta do sistema &
topologicamente equivalente aquela do sistema sem perturbagéo. Quando ocorre
perda de estabilidade estrutural no sistema tem-se bifurcagéo [7], [17], como mostra

a secao seguinte.

12
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2.2 Bifurcagoes locais em sistemas dindmicos

Os modelos matematicos de sistemas dindmicos podem conter alguns parametros

denominados parametros de controle. Por exemplo, a freqiiéncia natural @, € um

pardmetro de controle na equagdo do péndulo simples. Nota-se que o
comportamento dindmico do sistema, pode ser bem diferente para certas faixas do
parametro de controle [1], [2], [18].

Uma bifurcagdo é usada para indicar mudangas qualitativas nas caracteristicas de
um sistema dinamico, devido as variagées dos parametros de controle [1]. Quando
um sistema dindmico apresenta um comportamento caédtico, em geral, ocorrera
algum tipo de bifurcagdo. O espaco formado pelas variaveis de estado e pelos
parametros de controle € chamado de espaco estado-controle e a variagdo dos
pontos fixos neste espago de pardmetros resulta no diagrama de bifurcagdo. Ao se
variar um dos parametros de controle de um sistema, um ponto fixo estavel pode
perder estabilidade gerando dois tipos de bifurcagbes: bifurcacbes estaticas e
dinamicas.

As bifurcagées estaticas sdo do tipo sela-ng, transcritica, quebra de simetria ou
forquilha (pitchfork). As bifurcagdes dindmicas séo do tipo Hopf, quebra de simetria,
dobra ciclica, duplicagdo de periodo (flip). A analise de cada tipo de bifurcagéo,
estatica e dinamica, € apresentada no Apéndice A.

Na secdo seguinte, descreve-se um procedimento de analise de estabilidade e
instabilidade em sistemas dindmicos peridédicos, utilizando a transformada de

Lyapunov-Floquet [1]-[3], [20].
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2.3 Transformada de Lyapunov-Floquet

Considere um sistema dindmico néo-auténomo e periédico no tempo descrito por

&= FEle. D) (2.3)
onde xeR", reN e FeR".
Deseja-se investigar se a solugédo de (2.3) é estavel e se ela pode ou nao perder
sua estabilidade. A transformada de Lyapunov-Floquet foi desenvolvida em 1883
para a andlise da estabilidade de solugdes periddicas [1], [2], [19].
Uma solugéo periddica é chamada de ciclo limite se ndo houver outras solucdes
periodicas suficientes proximas dela. Assim, um ciclo limite € uma solugéo periddica
isolada e corresponde a uma o6rbita fechada no espaco de estado.
Com o proposito de investigar a estabilidade da solugéo periédica x (f) de (2.3),
considera-se uma pequena perturbacgéo ¥(f), de modo que

x(H)=x, () +X(0). (2.4)
Isolando-se ¥(r) e derivando-a em relagéo ao tempo tem-se

X(0) = F(x,0) - F(x,,1). (2.5)
Substituindo-se (2.4) em (2.5) tem-se

X(1) = F(x, +%,0) - F(x,,1) = F(%,1). (2.6)
Expandindo F(¥,7) em série de Taylor em torno de x, () tem-se

_OF(%,1)

0 =

5@ (2.7)

14
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Considerando, somente os termos lineares na expansdo efetuada, tem-se um

sistema linear de equacdes diferenciais da forma
X(1) = D(OZ () (2.8)

onde a matriz D(r) é uma matriz com coeficientes dependentes do tempo dada por

_OF,oF(x0)
D(1) = = ] (2.9)

o~ 1%=0 —T x5 (1)
Desde que x () é uma solugéo periddica de periodo 7, a matriz D(r) é, também,
periodica com o mesmo periodo T, isto é

D(O)=D(+T). (2.10)
Para analisar a estabilidade da solucdo periddica x (r), deve-se analisar o
comportamento da perturbacdo X(r) ao longo do tempo. Sabe-se que X(¢) é obtida

a partir da solugéo do sistema linearizado.
A idéia basica da transformada Lyapunov-Floquet é a suposicao de que através da

periodicidade da matriz D(f) pode-se encontrar um sistema de equagbes com
coeficientes constantes, onde a observacdo do comportamento de X(f) é feita

somente em pontos discretos de tempo, multiplos de periodo T;¢=0,T,27T,...

Supondo que (2.8) possui »n solugbes linearmente independentes
X, (), X, (1), X5 (), ..., X, ()., as quais sdo chamadas Solugbes Fundamentais, sabe-
se que se pode escrever qualquer solucdo ¥(f) como uma combinagédo linear
destas solugdes, isto é

X() = x5 () +c, X, +...+¢,X, (). (2.11)

Entéo, escreve-se (2.11) na forma matricial como sendo

X()=¢)e, (2.12)
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onde ¢()=[X, (1) %,(#)...X,(t)] € chamada de matriz fundamental e ¢ & um vetor
constante de dimenséo apropriada. Se ¥(¢) for uma solugéo do sistema (2.8), entéo
por (2.10), x(¢r +T) também é solucgéo.

Escolhe-se, entdo, um sistema de solugdes fundamentais ¢,(r), de modo que as
condigdes iniciais figuem sobre uma hiper-esfera de raio 1 [1], [2], [20], [21].

A matriz fundamental associada a este conjunto de solugdes é dada por

g =lp, (1) ¢, (O)...0,(1)] (2.13)
com condigao inicial dada por

Pp(O)=1. (2.14)
A partir da periodicidade do sistema de solugées fundamentais, é possivel encontrar

uma matriz C, de modo que a seguinte igualdade seja valida

Pt +T)=g(0)C . (2.15)
Tendo em vista as condigdes iniciais dadas por (2.14), pode-se deduzir que

HI)=g(0)C=IC=C. (2.16)
A matriz 4(T) é chamada matriz de monodromia. Geralmente, esta matriz ndo pode

ser determinada analiticamente, desta forma ela é calculada através de métodos

numéricos. O procedimento para calcular ¢(I') é apresentado no Apéndice B. A

seguir, discute-se a relagdo entre os multiplicadores de Floquet e a estabilidade do

sistema.
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2.3.1 Multiplicadores de Floguet

Os autovalores da matriz de monodromia s&o chamados multiplicadores
caracteristicos ou de Floquet. Estes autovalores podem ser reais ou complexos
conjugados e fornecem as informages sobre a estabilidade de uma solugéo

periddica x (f). Se nenhum dos multiplicadores de Floquet estiver sobre a hiper-

esfera de raio unitario, a solugdo periddica sera chamada hiperbdlica, caso
contrario, serd chamada nao-hiperbolica.
Quanto & estabilidade das solugdes periédicas hiperbélicas, tem-se:

- Se todos os multiplicadores de Floquet estiverem dentro da hiper-esfera de
raio unitario, a solugédo periddica é assintoticamente estavel e é chamada de
ciclo limite ou atrator periodico.

- Se pelo menos um dos multiplicadores de Floquet estiver fora da hiper-esfera
de raio unitario, a solugéo periodica é instavel.

- Se todos os multiplicadores de Floquet estiverem fora da hiper-esfera de raio
unitario, a solugdo periédica é instavel e é denominada fonte ou repulsor
periédico.

- Se alguns multiplicadores de Floquet estiverem fora da hiper-esfera de raio
unitario e os outros no interior desta esfera, a solugéo periddica é do tipo
sela.

Na Fig.5 s&o mostrados os multiplicadores de Floquet no plano complexo para um

sistema de duas equagbes diferenciais de primeira ordem e a indicacdo da

estabilidade da solugéo [22], [23].
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Im Im Im
® ]
\-'—/ ® Re Re K‘y Re

foco instavel sela foco estavel
Im Im Im
o-0
Re Re Re
né instavel sela invertida no estavel

Figura 5 - Multiplicadores de Floquet para um sistema de duas equacgdes

diferenciais de primeira ordem.

Seja um sistema continuo com uma solugéo perioddica estavel descrita pelo mapa
de Poincaré. Quando se varia o parametro de controle, a solugdo peridédica pode
perder sua estabilidade, sendo que o tipo de bifurcacdo é dependente da maneira
pela qual os multiplicadores de Floquet associados aos pontos fixos do mapa de

Poincaré deixam o circulo de raio unitario como mostra a Fig.6 [22].

(a) Im (b) Im (c) Im

(N o (D (1
A

1

AR IR

Figura 6 - Forma como os multiplicadores de Floquet podem sair do circulo de raio

|

Re

unitario.

As solugdes periodicas podem exibir os seguintes tipos de bifurcagdo de acordo

com os valores obtidos dos multiplicadores de Floquet.

18



Capitulo 2 — Instabilidade de sistemas dinamicos

Bifurcagédo por quebra de simetria

Esta bifurcagédo acontece quando o multiplicador de Floquet deixa o circulo
de raio unitario através de +1 como mostrado na Fig.6(a). Supondo que a
solugdo periddica anterior a bifurcagéo seja simétrica, se a bifurcagdo
quebrar a simetria da solugéo, esta sera chamada de bifurcagéo por quebra
de simetria.

Bifurcagéo por dobra ciclica

Neste tipo de bifurcagdo, um multiplicador de Floguet, também deixa o circulo
de raio unitario através de +1 como mostrado na Fig.6(a). Na bifurcacéo por
dobras ciclicas, o brago de solugdes periddicas estaveis e um brago de
solucdes instaveis que existem antes do ponto de bifurcagéo, séo criados ou
destruidos mutuamente no ponto de bifurcacéo.

Bifurcacgéo transcritica

A bifurcagdo transcritica pode ocorrer quando um multiplicador de Floquet
deixa o circulo de raio unitario através de +1 como mostrado na Fig.6(a).
Nesta bifurcagdo os bragos de solugdes periddicas estaveis passam a ser
instaveis apods a bifurcagéo.

Bifurcag¢éo de duplicagéao de periodo

Esta bhifurcagédo acontece quando um multiplicador de Floquet deixa o circulo
de raio unitario através de -1 como mostrado na Fig.6(b). Nesta bifurcacgédo, o
bragco de solugbes periodicas estaveis que existia antes da bifurcacéo,
continua, mas torna-se um brago de solugdes periddicas instaveis apoés a

bifurcagéo.

A titulo de ilustragdo, apresenta-se a seguir um exemplo da obtengcdo dos

multiplicadores de Floquet.
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Exemplo (obtencéo dos multiplicadores de Floquet)

Considere o sistema de equacdes diferenciais [2].

i=xn-&>+y)]-y

(2.17)
y=yln-G*+y*)+x.
A solugéo de (2.17) é periddica e de periodo T =2z e é dada por
x, () = |[nf{cos(r) sen(f)}. (2.18)
Deseja-se investigar a estabilidade da solugéo (2.18) perturbada como abaixo
x()=x () +X(1). (2.19)

Utilizando (2.6), (2.7) e (2.8) pode-se obter um sistema linear de equacdes

diferenciais da forma
55(1‘) = D(xs )X (220)

onde a matriz D(t) € dada por

n-3x% -y —(1+2xy)
D(x )= . 2.21

Substituindo (2.18) em (2.21) obtém-se

o 27]0032 () msen(2)+1|. 3 99
¥(t) Lysen(m)—l 2mson® (1) :|x({). (2.22)

Escolhe-se agora um sistema de solugdes fundamentais ¢(f), de modo que as

condigdes iniciais fiquem sobre uma hiper-esfera de raio 1 [1], [2].

A matriz fundamental associada a este conjunto de solugdes é dada por

o :e_zm[cos(t)] e o, =[— sen(f)} (2.23)

sen(f) cos(f)
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com condigao inicial dada por
P0)=1. (2.24)

Utilizando (2.16) pode-se encontrar a matriz de monodromia C dada por

C = H(T) = §(27) = {e-;m’ (1)] . (2.25)

e os multiplicadores de Floquet séo entéo dados por

y=e ™, py =1. (2.26)
Pode-se concluir que a solugdo periddica € ndo hiperbdlica.

Na sec¢éo seguinte, discute-se a construcao de mapas e secdes de Poincaré.
2.4 Mapa e segéo de Poincaré

A identificac@o das orbitas peridédicas e o estudo de sua estabilidade nem sempre &
tarefa facil. Para a simplificacdo deste problema utiliza-se o artificio de reduzir a
dimens&do do espago solugédo transformando o sistema continuo, descrito por
equacbes diferenciais ordinarias, em um sistema discreto, representado por um
mapeamento.

Seja um sistema dindmico continuo néo linear. O fluxo p(r) a ele associado pode
dar origem a um mapa. Um mapa pode ser entendido como um sistema dinamico
que evolui no tempo de uma forma discreta [1]-[4]. Os mapas s&o, em geral, mais
simples de analisar que os sistemas de equacgbes diferenciais que lhes deram
origem. O conceito de mapa de Poincaré em sistemas auténomos e em sistema

periodicos € apresentado a seguir.
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2.4.1 Sistemas autébnomos

Considere um sistema dinamico auténomo dado por

2=F(x). {2.27)
Seja x, uma 6rbita periédica associada ao fluxo p(t) gerado por (2.27) e considere
uma hipersuperficie Q de tal maneira que o fluxo seja transversal a hipersuperficie
Q,onde QcR".
Define-se mapa de Poincaré P(x) para um ponto xeR", como

P(x) = p(x,7) (2.28)
sendo que 7 € o tempo necessario para que o fluxo p(x,7), que parte de x,,

retorne pela primeira vez a hipersuperficie Q.

P(xy)=x,

Figura 7 - Significado geométrico do mapa de Poincaré P(x) para sistemas
autdbnomos. Observa-se que x, & o ponto onde o fluxo p(x,7) intercepta Q e x; é

uma orbita ndo periédica que corta Q em P(x;)#x,.

A hipersuperficie Q@ é chamada de secdo de Poincaré, sendo esta transversal ao

fluxo p(x,7). O mapa de Poincaré &, portanto a seqliéncia de pontos nos quais o
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fluxo intercepta a seg¢do de Poincaré. Ressalta-se que a dindmica do sistema

original € a mesma da obtida através do mapa [4].

2.4.2 Sistemas periédicos

Seja um sistema periédico no tempo com periodo 7', entdo a solugédo periddica do
sistema tem um periodo que é um multiplo ou um sub-multiplo inteiro de periodo T
[1], [2], [7]. Ressalta-se que este periodo pode ser usado para construir um mapa de

Poincaré, como ilustrado na Fig.8.

Figura 8 - Significado geométrico do mapa de Poincaré para sistemas periédicos.

Quando no processo de mapeamento os pontos jamais coincidem com algum
marcado anteriormente, a 6rbita & dita aberta e o movimento & néo-peridédico, mas
se os pontos fixos descrevem uma orbita fechada no espago de fase, tem-se um

movimento periddico.
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O movimento nao-periédico é representado, no mapa de Poincaré, por uma colegéo
de pontos espalhados dentro de uma regido limitada no espaco de fase, sugerindo
a existéncia de um atrator estranho ou cadtico.

Vale ressaltar que um sistema n&o-autbnomo, pode ser transformado em um
sistema auténomo de dimensédo »+1, considerando o tempo, ou um parametro
relacionado ao tempo, como uma nova variavel de estado.

Os passos para a obtengdo do mapa de Poincaré sao resumidos a seguir [1], [2].
Algoritmo para a construgdo do mapa de Poincaré

Passo 1: Escolher condi¢des iniciais e fixar um intervalo de tempo de integragao

[t9, ] com passo de integragéo T (7 € o proprio periodo do sistema);

Passo 2: Encontrar a solugéo do sistema de equagdes diferenciais que descreve o

f I
7% s
T )

sistema x(¢y),x(t) ). x(ty )Xt o), ty =1y +kT (k=12,...,

Passo 3: Eliminar a parte transiente da solugéo x(r,) para refinar a analise;

Passo 4: Plotar no plano (x,x) a seqliéncia de pontos x(¢,) sem a parte transitéria.

No Apéndice B, apresenta-se o codigo, desenvolvido em Matlab® 6.5, para a

construgdo do mapa de Poincaré do sistema analisado em [12].
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Para caracterizar o movimento como sendo cadtico, utiliza-se de um conceito mais
preciso, 0os expoentes de Lyapunov, sendo este conceito apresentado na segéo que

segue.

2.5 Expoente de Lyapunov

Para medir a taxa de divergéncia de trajetorias e, portanto analisar a dependéncia
sensitiva as condigdes iniciais utiliza-se os expoentes de Lyapunov. Através da
analise do sinal do expoente pode-se identificar regides cadticas e ndo-cadticas nos
sistemas, ou seja, um expoente de Lyapunov positivo indica que existe uma diregéo
caracteristica na qual os atratores tendem a se separar. Por outro lado, um
expoente negativo indica que existe uma direcao caracteristica na qual os atratores
tendem a se aproximar.

O expoente de Lyapunov permite fazer uma analise do comportamento (cadtico ou
néo-cadtico) de trajetérias. Na secédo seguinte descreve-se o procedimento para
calcular o expoente de Lyapunov para um sistema auténomo e para o mapa de

Poincaré.

2.5.1 Expoente de Lyapunov em mapas

A sensibilidade as condigbes iniciais de um sistema dindmico, define um
comportamento cadtico. Analisa-se, nesta segdo, o comportamento de duas
trajetorias muito proximas. Este procedimento tem por objetivo obter uma expresséo
geral para o calculo do expoente de Lyapunov, como mostra o desenvolvimento a

seguir [24].
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Considere a equagédo de um mapa

X = F () (2.29)
onde F:R" - R". A seqiéncia de pontos x,,x,,..x;, representa uma orbita do
mapa com condic&o inicial x,.
Sejam duas condigdes iniciais x, e x,, do mapa (2.29), onde o sub-indice r refere-

se a uma trajetoria de referéncia. A distancia inicial entre estas é dada por
O =%, — % (2.30)

Admita-se que apds uma primeira iteragéo a diferenca entre as trajetérias seja dada

por

5 =x-x, (2.31)
tal que

5 =e"s, (2.32)

sendo # ataxa de expanséo da distancia entre as frajetérias.

A diferenca entre as Orbitas é plotada utilizando uma escala logaritmica. Nota-se
que a escala logaritmica € usada para linearizar uma curva e melhorar a
visualizacgao.

Usando (2.29) pode-se reescrever (2.31) como sendo

8" =F(xg) - F(x,,)

(2.33)
= F(xy, +0)— F(xy,)

onde na ultima passagem utilizou-se (2.30). Combinando (2.33) e (2.32) obtém-se
8 =F(xy, +8)— F(x,,)=¢€"5 . (2.34)

Para obter a segunda iteracdo do mapa (2.29) utiliza-se o raciocinio apresentado

anteriormente.
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Apods uma segunda iteracdo a diferenca entre as trajetérias é dada por

B =p, —2 (2.35)
tal que
5 =e"s". (2.36)
Usando (2.29) pode-se reescrever (2.35) como
8 =F(x) - F(x,
(ll) (lll ) (237)

=F(x, +8 )-F(x;)
onde na ultima passagem utilizou-se (2.31). Substitui-se (2.33) e (2.34) em (2.37) e

obtém-se (2.38)

8" =F(F(xy, )+ (F(xg) — F(x0,)) — F(F(x,,)) =" (e"5) . (2.38)
Simplifica-se (2.38) e obtém-se (2.39)

5" = F(F(xy, +6) — F(F(x,,))=e™5 . (2.39)
Por inducéo obtém-se a seguinte relagéo

Y =FY(x,, +8)— F¥(xy,)=e™s (2.40)
com

FY(x)=F(F..F(x)..),N vezes. Isolando-se » obtém-se

h:iln|F‘V(x0 +5)_FN(xO)|_
N | 5

(2.41)

Como h depende de N e §, considera-se entdo uma distancia infinitesimal

(6 = 0) depois de um namero infinito de iteragées (N — « ).
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Desta forma, pode-se obter o seguinte limite

FN . _ FN R
A(xy) = h(xy) = lim lim i]n| (% +8) (lo)l (2.42)
Nowd->0 I o |
o que fornece a expresséo do expoente de Lyapunov de mapas
N,
Axg)=h(xp) = lim In M (2.43)
Now de

Na se¢do seguinte, descreve-se o procedimento para o calculo do expoente de

Lyapunov a partir das equacgdes de um sistema auténomo.

2.5.2 Expoentes de Lyapunov em sistemas autonomos

Considere um sistema auténomo néo linear dado por [1]
x=F(x) (2.44)
onde x é um vetor de » variaveis de estado. Seja y o estado linearizado dado por
y=Ay (2.45)
onde

_A(F(x)

4 e ¥

(2.46)

e x(t,,)€é o Ultimo valor da integragéo do sistema néo linear. Para o célculo do

expoente de Lyapunov em sistemas autbnomos deve-se inicialmente, integrar o
sistema néo linear e o sistema linearizado simultaneamente, com os (ltimos valores

dos vetores da solugéo do sistema néo linear x(7,,) usados como pontos de

operagao para o sistema linearizado.
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Os vetores gerados pelo sistema linear sdo ortonormalizados, utilizando o
procedimento de Gram-Schmidt, para que os eixos das solugdes permanegam
ortogonais, e por fim integra-se o sistema nao linear e o linearizado novamente [24].

A equacgéo utilizada para a obtengéo do j-ésimo expoente de Lyapunov & mostrada

abaixo
2, == In N} (2.47)
Py k=1
onde
r—1
NY =|ly; ) - kz_%[y,- () 1% (2.48)

€ o denominador obtido através do procedimento de ortonormalizagdo de Gram-

Schmidt da solugdo de (2.45), &£ é o passo das iteragbes, r & o numero de
iteracdes feitas durante o procedimento, {, o tempo final de integragéo do sistema

linearizado e (s)significa o produto escalar de dois vetores. Todos os passos do

algoritmo sao resumidos no algoritmo abaixo [24], [25]:

Algoritmo de obtencdo dos expoentes de Lyapunov

Passo 1: Escolher o intervalo de tempo de integragéo [1,,,,] para o sistema n&o
linear (2.44) e [t,,¢,] para o sistema linearizado (2.45). Fixar um passo de

integracdo k para (2.44) e (2.45). Adotar uma condigéo inicial para o sistema nao

linear (2.44).
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Passo 2: Integrar o sistema néao linear (2.44). Acumular o Gltimo valor da solugédo do

sistema n&o linear x(7,,).

Passo 3: Integrar o sistema linearizado (2.45) no ponto de operagédo dado pelo

ultimo valor da solugdo do sistema n&o linear x(r,,). A condigdo inicial de

integracédo do sistema linearizado deve ser uma base ortogonal (por exemplo, se

n=2, utiliza-se p, =[10], p, =[01]);

Passo 4: Ortonormalizar as solugbes do sistema linearizado utilizando o

procedimento de Gram-Schmidt como mostrado abaixo

y]({f)
|
e
Yol p) =1y, 0 p) e 5,17,
Y, = P
INGITA TN (2.49)
Y -2 i e 51y

T "yj(tf)—zi;ll [yf(ff).j,k]j)k”

Passo §: Acumular o denominador j; de (2.49);

Passo 6: Repetir os passos de 1 a 5;

Passo 7: Obter o somatdrio do denominador de (2.49) e substituir os valores finais

de r e ¢, escolhidos em (2.47).

No Apéndice C, apresenta-se o codigo, desenvolvido em Matlab® 6.5, para a

obtengdo dos expoentes de Lyapunov para o sistema analisado em [12].
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Capitulo 3

Modelagem matematica de sistemas dinadmicos do tipo pendulares

Um modelo matematico pode ser definido como uma formulagéo ou equacéo que
expressa as caracteristicas essenciais de um sistema, seja este da fisica,
engenharia, biologia, quimica, etc. Ndo existe um unico modelo matematico para os
sistemas, cada um apresenta diferentes graus de aproximagéo e de validade de
acordo com a necessidade do problema.

Ao se iniciar um projeto, seja ele, de engenharia, fisica, biologia, quimica, etc.
procura-se comecar com um modelo matematico o mais simples possivel, com o
objetivo de adquirir um conhecimento inicial do problema. Entretanto a medida que
se deseja obter um modelo matematico mais completo, ou seja, com maior
aproximacgao, torna-se necessario acrescentar novos aspectos do sistema levando a
modelos matematicos mais complexos e de dificil solugéo.

A seguir, apresenta-se a obtencéo das equag¢des de Lagrange, que geralmente séo

usadas na descricdo do movimento, e em particular para sistemas pendulares.
3.1 Equagoes de movimento
A equacgdo de Lagrange nos fornece uma forma simples e direta de escrever as

equacdes do movimento utilizando a energia do sistema como conceito fundamental.

A equacdo de Lagrange é baseada na obtengdo das energias cinética (7) e
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potencial (¥), as quais podem ser obtidas para um sistema de coordenadas
adequadas.

Uma grande dificuldade em modelar problemas de mecénica é escolher um sistema
de coordenadas para escrever as equagdes do movimento [26], [30], [31]. Nao existe
um caminho imediato para fazer tal escolha, porém a vantagem da equacdo de
Lagrange é a invaridncia das equactdes de movimento que se obtém paré qualquer

sistema de coordenadas [32], [33], como mostra o desenvolvimento a seguir.
3.1.1 Equagéao de Lagrange

A equacédo que representa o movimento de uma particula € dada por
d
F, = —(mx; 3.1
= Omiy) (3.1)

onde
F, sdo as componentes da forga em relagéo a cada uma das coordenadas x;, e m €
a massa da particula [31].

Da definicdo de sistema conservativo para pequenos deslocamentos tem-se

F=-" (3.2)

onde V =V (x,) é a energia potencial do sistema considerado.

A energia cinética do sistema é definida como
L
T=Zamxi . (3.3)

Derivando a energia cinética 77 em relagéo a x, temos

£ = 21}11)2:, = X, . (34)
Ox 2

A
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Combinando (3.1) e (3.3) tem-se

j _4d|or . (3.5)
dt\ ox,
Substituindo (3.2) em (3.5) obtém-se
4
dfor)_ _ﬂ_ (3.6)
dr\ ox, o,
Para simplificar, pode-se definir uma fungéo 7 como sendo
L=T-V (3.7)
Substituindo (3.7) em (3.6) pode-se escrever
d(a@+V))_ AT-1) (3.8)
dr\  ox, ox;
4 5_[' +i a_V =__6£+ai_ (3.9)
di\ ox; | dt\ ox, Ox; Ox;
ov or : : o . .
Como —=0 e — =0, pois a energia potencial ndo depende da velocidade %, e a

i i

energia cinética ndo depende da posicéo x,, obtém-se a equagéo de Lagrange como

abaixo
(3.10)

A seguir apresenta-se a modelagem de um péndulo elastico com excitagédo vertical

do suporte e a modelagem deste péndulo desconsiderando sua elasticidade.
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3.2 Péndulo elastico com excitagcdo paramétrica vertical do suporte

O sistema analisado € um péndulo elastico com excitagdo paramétrica vertical no
suporte. Nesta secdo é apresentada a modelagem matematica utilizando a equacéo
de Lagrange. A modelagem do sistema é desenvolvida a partir do seu Lagrangeano,
obtendo-se as energias cinética (7) e potencial () em relagdo as coordenadas x e

y como mostrado a seguir.

Figura 9 - Péndulo elastico com excitacdo paramétrica do suporte, sendo » a

excitacao externa que faz movimentar o suporte e z é a deformagéo da mola.

3.2.1 Lagrangeano do sistema

Calcula-se a seguir as energias cinéticas e potenciais do sistema representado pela

Fig.9, para assim obter o Lagrangeano.
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Energia cinética

A energia cinética total do sistema representado pela Fig.9 é dada por
T=T,+T, (3.11)
onde
T. € a energia cinética em relagéo a coordenada x e
T, € a energia cinética em relagéo a coordenada y .

O diagrama de forgas para a obtengéo da energia cinética em relagdo a coordenada

x € mostrado na Fig.10.

(I +2z)sen(@)

~(/ +z) cos(8)

Figura 10 - Representacdo esquematica das forgas do péndulo em relagdo a

coordenada x para a obtencgdo da energia cinética.

A posigéo do péndulo em relacédo a coordenada x é dada pela seguinte expressao
x=(+z)send. (3.12)

Derivando (3.12), em relagéo ao tempo, obtém-se a expressado da velocidade
i=(+z)0cosO+zsend. (3-13)

Substituindo (3.13) na expressdo da energia cinética tem-se a energia cinética para

a coordenada x

X

' :%mi:?‘ :%m[(1+z)9c059+ésen6]2. (3.14)
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A expresséo para a posicéo do péndulo em relagédo a coordenada y € dada por
y=—(+2z)cosf—u. (3.15)

Derivando (3.15), em relag&o ao tempo, obtém-se a expressao da velocidade
y=—2c080 +(l +2z)0sen 6 — 1. (3.16)

Finalmente tem-se a energia cinética para a coordenada y
1 =D l i . =y 2
T, :Emy =§m(—zc039 + (I +z)dsen 8 —1u)”. (3.17)

Substituindo (3.14) e (3.17) em (3.11) obtém-se a energia cinética total do sistema

como abaixo

T = ;_m(f +i? + (I +2)20% + 221 cosO - 2i(l + z)0sen ). (3.18)

Energia potencial

A energia potencial total do sistema representado pela Fig.9 é dada por
F=V;+V;+¥, (3.19)

onde

V., € a energia potencial do péndulo,
¥, € a energia potencial do suporte e

V. é a energia potencial da mola.

m

/\
h=—(+2z)cos(&) (I+z)
I

3 3
kz+ez /

Figura 11 - Representagdo esquematica do péndulo para a obtengdo da energia

potencial do péndulo.
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A partir da Fig.11, a energia potencial do péndulo pode ser obtida como sendo
V,=mgh : (3.20)
com h=—(l + z)cos(d) . Assim
V. =—mg[(l +z)cos(0)]. {3.21)

O diagrama de forgas para a obtengdo da energia potencial do suporte € mostrado

na Fig.12.

Figura 12 - Representacdo esquematica do suporte do péndulo para a obtengéo da

energia potencial.

A energia potencial, devido a excitagéo do suporte é dada por
vV, =mgh (3.22)
com h=u, pois € u quem determina a altura da polia.

Finalmente, a energia potencial da mola é

Vi == (ke +&2° )z
2 4 (8:28)

z z
Vm = '—(k 7 + & T)

Substituindo (3.21), (3.22) e (3.23) em (3.19) obtém-se

kz* ezt
+
2 4

V =mg(—( + z)cos(@) +u) — ( ). (3.24)
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Desta forma, o Lagrangeano L=T - ¥ € dado por

L= %m(z"z +u? +( +2)20? +2zi cos(8) — 2u(l + z)0 sen(9)) +

2 4

mg(l+z)cos(6) —mgu + (% + gi

).

3.2.2 Equagdes de movimento

(3.25)

A seguir, apresentam-se as equagdes de Lagrange em relagéo ao deslocamento

angular @ e a deformagédo da mola z para obter as equagbes do movimento do

sistema.

A equacéo de Lagrange em relagéo ao angulo 8 é dada por

yum 5,
dr\og) o0
Substituindo (3.25) em (3.26) obtém-se

G, 220 _iisen(d)  gsen(d)
(I+z) (+z) (+2)

A equacéo de Lagrange para a deformacédo da mola z € dada por

i[iﬂ]_é&_o
di\oz) o0z

Substituindo (3.25) em (3.28) obtém-se

3
5 +ii cos(0) — (I +2)0% — g cos(@) — (w2 z + Z2) = 0.
m

5 K . I A e
onde w, =— € a freqiiéncia natural e ¢ o parametro n&o linear da mola.

m

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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Considerando o suporte parametricamente excitado com u = Asen(wt), sendo 4 a
amplitude de excitacéo e w a frequéncia, obtém-se

1= Awcos(wt) (3.30)

ii=—Aw’ sen(w).
Substituindo (3.30) em (3.27) e (3.29) obtém-se as equag¢des do movimento do

sistema representado pela Fig.9

; o5 2
226 i Aw* sen(wf) sen(d) " 2 sen(d) ~0

g +
({+2) (/+2) (+2)

(3.31)

3
% — (Ao sen(wr))cos(@) — (I + )07 — g cos(0) — (w2z + ) =0. (3.32)
m

Definindo as variaveis de estado x, =6, x, =0, x;, =z e x, =2 x;=at em (3.31) e

(3.32) obtém-se a representacao espacgo estado estendido

X =X,
P 2x,%, _(Aa)2 sen(x5))sen(xl)_ gsen(x,)
2T (+xy) (I +x3) (+x3)
X5 =Xy (3.33)

%y = (Aw® sen(xs))cos(r, ) + (I +x;)x2 + g cos(x ) + (@, +—x3).
m

Xs =@

A seguir, apresenta-se a modelagem do sistema representado pela Fig.9 sem a mola
n&o linear, para comparagdo com o modelo existente na literatura. Este modelo

refere-se aquele tratado em [11] e [12].
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3.3 Péndulo com excitagéo vertical no suporte desconsiderando a elasticidade

do péndulo

3.3.1 Sistema Pendular 1

O péndulo com excitagéo vertical do suporte tratado em [3] € ilustrado na Fig.13

abaixo.

Figura 13 - Representacéo esquematica de um oscilador com excitacdo vertical no

suporte e com um amortecimentoc.

Lagrangeano do sistema

Calcula-se a seguir as energias cinéticas e potenciais do sistema representado pela

Fig.13 para a obtencao do Lagrangeano.

Energia cinética

A energia cinética total do sistema representado pela Fig.13 & dada por

T =+ % (3.34)
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onde
T, é a energia cinética em relagéo a coordenada x e
T, € a energia cinética em relagéo a coordenada y.

O diagrama de forgas para a obtengéo da energia cinética em relagéo a coordenada

x € mostrado na Fig.14.

Lcos(s)

Lsen(e)
myg

Figura 14 - Representacédo das forgas do péndulo em relagdo ao deslocamento

angular @ para a obtencéo da energia cinética.

Para a posicao tem-se a seguinte expresséo

x = Lsen(0) . (3.35)
Derivando (3.35), em relagédo ao tempo, obtém-se a expresséo da velocidade

%= L0Ocos(0). (3.36)

Substituindo (3.36) na expressao da energia cinética tem-se

= %m(Lécos(B))z. (3.37)
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O diagrama de forgas para a obtengéo da energia cinética em relagao a coordenada

]F
ti .; Lsen{e)

y € mostrado na Fig.15.

Lcos(@) | &

Figura 15 - Representagdo das forgas do péndulo em relagdo ao movimento do

suporte u para a obtengéo da energia cinética.

Analisando a Fig.15 consegue-se obter a expresséo para a posicao
y=u—Lcos(8). (3.38)
Derivando (3.38) em relacédo ao tempo obtém-se a expresséo da velocidade
y =1+ LOsen(d). (3.39)

A energia cinética para a coordenada y é dada por
T, = %m(ﬂ + Lisen(8))’. (3.40)

Supde-se mais tarde uma expressdo harmoénica para a coordenada y para o

movimento vertical ser oscilatério.
Substituindo (3.37) e (3.40) em (3.34) obtém-se a energia cinética total do sistema

representado pela Fig.13

T = %jr:rz([,tglcos(tg))2 +%m(ti + LOsen(6))”. (3.41)
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Energia potencial

A energia potencial total do sistema representado pela Fig.13 & dada por
V=V +V,, (3.42)
onde

V, é a energia potencial em relagéo ao deslocamento angular 8 e 7, é a energia

potencial em relacéo ao suporte w.
O diagrama de forgas para a obtenc&o da energia potencial em relagdo ao

deslocamento angular ¢ é mostrado na Fig.16.

Leos(n) >\

=L ~Lcos(8)

Figura 16 - Representacdo das forgas do péndulo em relagdo ao deslocamento

angular @ para a obtencéo da energia potencial.

A energia potencial do esquema da Fig.16 é dada por
Vi =mgh, h=L(1-cos(8)). (3.43)
Substituindo o valor de /# em (3.43) obtém-se

¥ =mgL(1-cos@))]. (3.44)
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O diagrama de forgas para a obtencéo da energia potencial em relagédo ao suporte u

|7

€ mostrado na Fig.17.
.|

Figura 17 - Representacdo das for¢gas do péndulo em relagdo ao suporte » para a

obtencéo da energia potencial.

A energia potencial do esquema da Fig.17 é obtida como segue

V, = mgu (3.45)
sendo # que determina a altura da polia.
Substituindo (3.44) e (3.45) em (3.42) obtém-se a energia potencial total do sistema
representado pela Fig.13

V = mg[L(1-cos(8))+u]. (3.46)

Aplicando a fungéo Lagrangeana L =T -V , tem-se

L=—m(I*0% + 2uLOsend +u*) — (mg[ L(1 - cos@)) +u]). . (3.47)

D | —

A equagéo do movimento em relag@o ao deslocamento angular & é dada por

d(aL) oL .
Ll o N _
d:(aa] 00 ¢ 945

Substituindo (3.47) em (3.48) obtém-se

mI*@ + mLii sen(8) + mgL sen(0) = —c6 . (3.49)
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A equacdo do movimento em relagdo a excitagdo vertical do suporte # é obtida

como segue
i(af’;]_(@) _F. (3.50)
dt\ o ou

A componente F existe, pois depende da coordenada u .
Substituindo (3.47) em (3.50) obtém-se

mLOsen(0) + mLO* cos(0) + mii + mg = F . (3.51)
Considerando o suporte parametricamente excitado com « = 4 sen(wt), sendo 4
amplitude de excitagéo externa e w a freqiiéncia de excitagéo externa, tem-se

i = Awcos(ar) (3.52)
i=—Aw? sen(wt). |

Substituindo (3.52) em (3.49) e definindo as variaveis de estado como x, =@, x, =6

e x; = obtém-se (3.49) na forma espacgo estado estendido como segue

T a2 ; Sy _
3, = mLAw sen(,\3)sen(xlg mgL sen(x,)—cx, ‘ (3.53)
mL

O sistema representado pela Fig.13 também foi analisado em [12], porém foram
utilizados outros valores dos parametros de controle para a andlise de estabilidade

deste sistema. A equagéo do movimento em relagéo ao deslocamento angular 6 é

6 + B + (1 + pcos(wt)) sen(8) = 0 (3.54)
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onde £ € o amortecimento e p € a amplitude de excitagcéo externa.

Para (3.49) e (3.54) serem equivalentes iguala-se os termos ndo comuns como
segue

(1 + pcos(wt))sen(8) = (i + g)ﬁlé—gl. (3.55)

Esta igualdade sera valida se utilizarmos

= dw?
L

ii =—Aw’ cos(ar), p= e %=1.

Considerando (3.54) na forma espacgo de estado estendido e definindo as variaveis

de estado como f=1x,, f=x, € x; =l tem-se

X =X,
X, =—fx, —(1+ pcos(x;))sen(x;). (3.56)
X; =@

No capitulo que se segue, sdo apresentadas as simulagdes numéricas do modelo

analisado em [11] e [12], sendo representado pelas equagdes (3.53) e (3.56).
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Capitulo 4

Resultados de simulagcées numéricas

Os resultados apresentados neste capitulo baseiam-se nas simulagdes numéricas dos
sistemas pendulares (3.53) e (3.56) com os mesmos parametros usados em [11] e [12].
A amplitude de excitacéo e a freqiiéncia natural sdo variadas para analisar a perda de

estabilidade.

4.1 Sistema pendular 1

Para o sistema pendular (3.53), os parametros adotados nas simulagées numéricas sédo

0s mesmos utilizados em [11]

= } A 2
€ =031623; a=£-01 € p=22
mL L L

d = , sendo b escolhido como variavel que

controla a ocorréncia de diferentes modos de oscilagdo do péndulo.

A analise da estabilidade de (3.53) consiste em verificar para que faixa de pardmetros o
sistema perde estabilidade até alcancar um regime cadtico.

Os graficos a serem analisados sao histoérico no tempo, plano de fase, mapa de
Poincaré, expoente de Lyapunov, diagrama de bifurcacéo e o diagrama de estabilidade

obtido através dos multiplicadores de Floquet.
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Em todos os resultados de simulagcdo apresentados para (3.53), historico no tempo,
plano de fase, mapa de Poincaré, expoente de Lyapunov, diagrama de bifurcagéo e de
estabilidade, foram utilizados: condig&o inicial [x,y,x,,]=[0.01,0.01] e o periodo usado
para a construgéo do mapa de Poincaré foi T =2z . O histérico no tempo, plano de fase

e mapa de Poincaré para »=1.7 sdo apresentados na Fig.18.
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Figura 18 - (a) Histoérico no tempo. (b) Plano de fase. (c) Mapa de Poincaré.
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

Observa-se uma oscilagdo de amplitude muito pequena em torno do zero, o que pode

caracterizar uma estabilidade. Para confirmar a estabilidade do sistema para este

parametro calcula-se, a seguir, 0s expoentes de Lyapunov.
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Figura 19 - Evolugéo dos expoentes de Lyapunov.
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

A Fig.19 mostra o comportamento dos expoentes de Lyapunov em fungéo do nimero de
iteragcbes. Para b=1.7 os valores dos expoentes de Lyapunov séo A, =-0.2256,
A, =-0.2305 e A, =0, pode-se afirmar que o sistema estda com um comportamento

estavel, pois os expoentes de Lyapunov séo todos negativos.
Na analise seguinte verifica-se o que acontece com o sistema quando o valor da

amplitude de excitagéo é b =1.8, como mostrado na Fig.20.
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Figura 20 - (a) Histérico no tempo. (b) Plano de fase. (c) Mapa de Poincaré.
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

Para o parametro 5=1.8, observa-se na Fig.20 que o ciclo limite do plano de fase e as
duas regides de atracdo do mapa de Poincaré ndo estdo mais em torno do zero, houve
um afastamento devido a um aumento maior da amplitude de excitacdo 5. O célculo do

expoente de Lyapunov é reproduzido a seguir.
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Figura 21 - Evolugéo dos expoentes de Lyapunov.
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Capitulo 4- Resultados de simulagbes numéricas

Observa-se na Fig.21 que para b=1.8 os valores dos expoentes de Lyapunov séo
A, =-0.2241, 4,=-0.2320 e A, =0, pode-se afirmar que o sistema ainda esta com um
comportamento estavel, pois os expoentes de Lyapunov s&o todos negativos.

Na proxima andlise verifica-se o que acontece com o sistema quando o valor da

amplitude de excitacdo é b= 2.5, como mostrado na Fig.22.

R
] M MJ!('WNW@M}NWWWM 1 7
y ~.

4

Figura 22 - (a) Historico no tempo. (b) Plano de fase. (c) Mapa de Poincaré.
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

Na Fig.22(c) observam-se duas regies com grande concentragdo de pontos, podendo

caracterizar um atrator aperiddico. Para verificar se o sistema esta com um

comportamento cadtico calcula-se os expoentes de Lyapunov como segue.
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

Para b=2.5 os valores dos expoentes de Lyapunov sdo A, =+0.6591, 4, =-1.1159 e
A, =0, pode-se afirmar que o sistema estd com um comportamento caético, pois

apresenta um expoentes de Lyapunov positivo.
Pode-se observar toda a variagdo da amplitude de excitagdo b ao se construir o

diagrama de bifurcagdo como segue.

a (b)
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o 400k
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16 1.7 18 19 ) b 21 29 2. 22 23 24 25 26 27 28 29 3

Figura 24 - Diagrama de bifurcagdo para diferentes intervalos de 4. (a) b=1.7 até

b=22.(b) b=22 até b=3.

No diagrama da Fig.24(a) observamos que a partir de 5=1.7 ha um brago de solugées
estaveis tornando-se instavel apds a bifurcagédo, e originando dois novos bragos de
solugbes estaveis a partir de »=1.75. Ja no diagrama da Fig.24 (b), observa-se uma
nuvem de pontos, caracterizando um comportamento caético.

Para saber o tipo de bifurcacdo presente no sistema deve-se analisar como os
multiplicadores de Floguet deixam o circulo raio unitario, desta forma, constrdi-se o

diagrama de estabilidade como mostrado a seguir.
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Figura 25 - Diagrama de estabilidade para 0<a<6 e 0<b<8.

Analisando a Fig.25 pode-se verificar fronteiras que determinam para que pardmetros a
e b o sistema deixa a regido de estabilidade e passa para uma regido de instabilidade.

Considerando os parémetros ¢=0.1 e analisando o intervalo 1.7<b<2.5 observa-se
que o ponto de bifurcagdo se inicia em b=1.7538, sendo esta bhifurcagdo do tipo
duplicacdo de periodo, sendo que os valores dos multiplicadores de Floquet obtidos séo

a, =-0.370293e a, =-0.999993.

4.2 Sistema pendular 2

Analisa-se o sistema (3.56) em termos da amplitude de excitagdo p. Para (3.56) os
parametros adotados nas simulagées sdo: w=2, =01 e p é escolhido como
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

pardmetro de controle que para diferentes valores resulta em diferentes modos de
oscilacdo do pendulo. Os graficos a serem analisados séo historico no tempo, plano de
fase, mapa de Poincaré, expoente de Lyapunov, diagrama de bifurcagéo e a construcéo
do diagrama de estabilidade através dos multiplicadores de Floquet. Em todos os
resultados de simulagdo apresentados para (3.56), histérico no tempo, plano de fase,
mapa de Poincaré, expoente de Lyapunov, diagrama de bifurcacéo e de estabilidade,

foram utilizados: condigdo inicial [x,y,x,,]1=[0.01,0.01] e o periodo usado para a

construgéo do mapa de Poincaré foi T =2z . O histérico no tempo, plano de fase e mapa

de Poincaré para p=0.1 sédo apresentados na Fig.26.
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Figura 26 - (a) Historico no tempo. (b) Plano de fase. (c) Mapa de Poincaré.
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

Observa-se que o sistema converge pra zero, o que pode caracterizar uma estabilidade.

Para confirmar a estabilidade do sistema calcula-se o expoente de Lyapunov como

segue.
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Figura 27 - Evolugédo dos expoentes de Lyapunov.
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Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

Observa-se na Fig.27 que para p=0.1 os valores dos expoentes de Lyapunov sédo

A, =-0.0712, 4,=-0.0723 e 4, =0, pode-se afirmar que o sistema ainda esta com um

comportamento estavel, pois os expoentes de Lyapunov sé&o todos negativos ou zero.

Na proxima analise verifica-se o que acontece com o sistema quando o valor da

amplitude de excitagdo € p =0.3, como mostrado a seguir.
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Figura 28 - (a) Histérico no tempo. (b) Plano de fasé.j(c) Mapa de Poincaré.



Capitulo 4- Resultados de simulagdes numéricas

Para o parametro p=0.3, observa-se na Fig.28 que o sistema n&o oscila em torno do

zero, ocorreu um aparecimento de um ciclo limite no plano de

Poincareé se observa um atrator de ponto fixo.

fase e no mapa de
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Figura 29 — Evolugao dos expoentes de Lyapunov.
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Para p=0.3 os valores dos expoentes de Lyapunov sdo A, =-0.0721, 4, =-0.0715 e

4, =0, pode-se afirmar que o sistema estd com um comportamento estavel, pois os

expoentes de Lyapunov séo todos negativos.
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Verifica-se a seguir o que acontece com o sistema quando o valor da amplitude de

excitagdo p=1, como mostrado a seguir.

-
o] ﬁli] |

Figura 30 - (a) Histérico no tempo. (b) Plano de fase. (c) Mapa de Poincaré.

Para o pardmetro p =1, observa-se na Fig.30 que o atrator obtido no mapa de Poincaré

teve um aumento no niumero de pontos, ndo se podendo afirmar que o sistema esta em

um estado cadtico, para esta andlise calcula-se o expoente de Lyapunov.
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Figura 31 - Evolugdo dos expoentes de Lyapunov.

Para p=1 os valores dos expoentes de Lyapunov sdo A, =+0.8641, A, =-1.0085 e
A, =0, pode-se afirmar que o sistema estda com um comportamento caético, pois

apresenta um expoente de Lyapunov positivo.
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Capitulo 4- Resultados de simulagées numéricas

Observar-se toda a variagéo da amplitude de excitagdo p construindo-se o diagrama de

bifurcagdo como segue.
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Figura 32 - Diagrama de bifurcacéo para diferentes intervalos de p. (a) p=0 até

p=0.38.(b) p=0.8 até p=13.

No diagrama da Fig.32(a) observamos que entre os valores p=[0.2,0.3] ocorre uma
bifurcagéo, e originando-se dois novos bragos de solugdes estaveis. Ja no diagrama da
Fig.32(b), observa-se uma nuvem de pontos, caracterizando um comportamento cadtico.
Para saber o tipo de bifurcacdo que ocorre no sistema deve-se analisar como os
multiplicadores de Floquet deixam o circulo raio unitario, desta forma, constréi-se o

diagrama de estabilidade da Fig.33 como segue.
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Figura 33: Diagrama de estabilidade para 0<p<2.5e 05<w<3.

Analisando o diagrama de estabilidade pode-se observar regiées que determinam para
que par@metros o sistema deixa de ser estavel e passa a ser instavel, pode-se observar

também os pontos de bifurcagdes e os tipos de bifurcagées presentes no sistema, sendo

bifurcagdes do tipo flip e quebra de simetria.

Para os pardmetros @ =2 e analisando o intervalo 0< p<2.5 observa-se que o ponto
de bifurcagéo inicia em p=0.2012 e o do tipo de bifurcacéo presente no sistema é do
tipo duplicacéo de periodo, sendo que os valores dos multiplicadores de Floquet obtidos

s80 a, =—0.72978 € o, = —1.00084.

As simula¢gdes mostraram concordancia com os resultados obtidos em [11] e [12].
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Conclusoes e propostas futuras

Neste trabalho desenvolve-se a modelagem matematica de um péndulo elastico com
excitacdo paramétrica vertical do suporte. Este modelo ndo se encontra publicado na
literatura. Analisa-se também o caso particular do sistema que se obtém
desconsiderando as variaveis de estado relacionadas a dindmica da mola ndo-linear.
Este foi estudado anteriormente por Sinha [11] e Bishop [12], sendo que em cada
trabalho utilizaram diferentes faixas de valores para o parédmetro de controle
(amplitude de excitagdo externa). A modelagem dos péndulos foi feita utilizando as
leis de Newton e, para a obtengéo das equagbes do movimento, utilizou-se a equagéao
de Lagrange. Os resultados obtidos por [11] e [12], para a analise de estabilidade,
foram reproduzidos via simulagdo computacional e mostraram como o sistema se
comporta quando o parametro de controle € alterado. Aos resultados acrescentaram-
se, para o sistema [12], o diagrama de estabilidade via multiplicadores de Floquet e
para ambos os sistemas, os expoentes de Lyapunov.

A partir dos resultados obtidos neste trabalho foi estruturada uma série de questdes
que possibilitardo a continuag@o das pesquisas relacionadas com este tema, como por
exemplo, a analise da dinamica do péndulo elastico com excitacdo paramétrica
vertical do suporte via simulagdo computacional, bem como a aplicacdo de uma

técnica de estabilizacdo para o referido problema.
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Apéndice A

Bifurcag¢bes estaticas e dindmicas

Com o objetivo de completar o estudo na andlise de estabilidade em sistemas

dindmicos. Discutem-se, neste apéndice, as bifurcagdes do tipo estaticas e dindmicas.

A.1 BifurcacoOes estaticas

Seja a equacéo diferencial
X = F(x, ) (A.1)
onde xeR" e, i é o pardmetro de controle.

Tem-se uma bifurcagéo do tipo estatica de ponto fixo de (A.1) sob a influéncia de um

pardmetro de controle escalar x. Variando-se g em (A.1), pode-se alterar o

para um comportamento instavel quando x atinge um valor

o
o
=
—
=
e
&
=
(¢n]
—_
<
o
(4]
@
o
T
<
(¢¥]
-

critico x,. Em u, (A.1) perdeu estabilidade estrutural. Diz-se que uma bifurcagdo
estatica de um sistema auténomo (A.1) acontece num ponto fixo (x,,xz.) se [9]:

1. F(xg,u,)=0
or H
2. Fw tem um autovalor zero enquanto todos os outros autovalores tem parte real néo

nula quando calculada no ponto (x,z,).
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A primeira condigdo garante que a solugdo de (A.1) € um ponto fixo, e a segunda
condigdo implica que o ponto fixo € um ponto néo-hiperbdlico.
Considera-se, a seguir, alguns sistemas unidimensionais (ou aqueles reduzidos a

variedade central correspondente) para ilustrar diferentes tipos de bifurcagées.
A.1.1 Bifurcagao sela-né

Considere a seguinte equacdao diferencial
x=F(e,p)=p—x’ (A.2)

onde ux é o parametro de controle.

O estudo da estabilidade de (A.2) reduz-se a investigagéo do sinal de BTF calculado nos
ax

pontos fixos [4].

oF
Os pontos fixos de (A.2) sédo x:iJ;. Da propriedade [ ax"

ot —2@] <0, tem-se

oF
que o ponto fixo em x=+,/u é estavel, e como 5 L =42Ju >0, tem-se que o ponto fixo
e

em x=—,/u é instavel.

Nota-se que para x=x=0 em (A.2) tem-se F(x,u)=F0,0)=0, e M

x=p=0 t€M

um autovalor zero, satisfazendo as condicées que caracterizam uma bifurcagéo estatica.
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A Fig.34 abaixo representa os pontos fixos de (A.2) em funcdo do parametro de controle

M.

l l noé (estavel)
I

l e — _:-fela (instavel)

H

v

Figura 34 - Bifurcacéo sela-no.

Na Fig.34 o equilibrio estavel € um né (ramo superior), o equilibrio instavel € um ponto
de sela hiperbélico (ramo inferior), por isso a bifurcacdo associada € denominada sela-

né [1], [2].
A.1.2 Bifurcagéo transcritica

Considere a equagéo diferencial abaixo
x=F(e,p)=mx—x". (A.3)

oF
Os pontos de fixos sdo x=0 e x=u. Tem-se que Kf‘zy—z.\-. Entdo como

oF
[ a”] =u, para x4 <0, o ponto fixo em x =0 é estavel, e para z >0, o ponto fixo em
X

x=0
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x=0 é instavel. Observe que o ramo x =0 perde a estabilidade no ponto de bifurcagédo

oF
(x, ) =(0,0). Por outro lado, para x=u tem-se { a‘“} =—u, para x>0, o ponto
X
x=p

fixoem x =y é estavel, e para g <0, o ponto fixo em x=u é instavel.

Para x= =0 em (A.3) tem-se F(x,u)=F(0,0)=0, e para 2 2/)

w0 Obtém-se um

autovalor zero, o qual satisfaz as condigdes que caracterizam uma bifurcagdo como
sendo estatica. Ha troca de estabilidade quando o pardmetro de controle passa por
#=0.

Este tipo de bifurcacdo é chamado de bifurcacdo transcritica, a qual é mostrada na

Fig.35.

-

estavel T instavel

instavel

Figura 35 - Bifurcagéo transcritica.
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Na Fig.35 observa-se que para x=0 existe uma perda de estabilidade no ponto de
bifurcagdo (x,u)=(0,0), e que para x=y o sistema passa a ser estavel no ponto de

bifurcacéao (x, z)=(0,0).

A.1.3 Bifurcagdo quebra de simetria

As bifurcagdes do tipo quebra de simetria ou forquilha (pitchfork) ocorrem em sistemas
que apresentam simetrias de algum tipo. E exatamente essa simetria que relaciona o
novo par de ramos de equilibrios que aparece no ponto de bifurcagao.

As bifurcagées do tipo quebra de simetria sdo divididas em supercritica e subcritica.
Uma bifurcacédo é classificada como supercritica se houver um “ganho” de estabilidade
no ponto de bifurcacéo, e subcritica se houver uma perda de estabilidade no ponto de
bifurcacéo.

Como forma de ilustragdo analisam-se os exemplos a seguir.

A.1.3.1 Bifurcagédo quebra de simetria supercritica

Considere a equacéo diferencial abaixo

x=F(x,p)=m-x’. (A.4)

or
Os pontos fixos de (A.4)sdo x=0 e x=+,u . Tem-se que a:’ =u-3x,
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oF
Entdao como [a“] =u<0, para u<0, o ponto fixo em x=0 é estavel, e como
X
x=0

oF, . . .
= ==2u<0,para £>0, 0 ponto fixo em x=+,/u continua estavel.
ox

x=t.fu

OF (x, 1)

Para x=u=0 em (A4) tem-se F(x,u)=F(0,00=0, e tem um autovalor

x=u=0

zero, satisfazendo as condigbes que caracterizam uma bifurcagido estatica. Existe,
portanto uma bifurcagdo na forma de forquilha, dai o nome bifurcacdo de quebra de
simetria ou de forquilha supercritica (supercritical pitchfork), a qual é representada na

Fig.36 a seguir.

Jr estavel

instavel

estavel T

T estdvel

Figura 36 - Bifurcac&o quebra de simetria supercritica.

A bifurcagado quebra de simetria subcritica é analisada a seguir.
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A.1.3.2 Bifurcagdo quebra de simetria subcritica

Considere a equagéo diferencial abaixo
F=FQ,p) = mx+x. (A.5)

Os pontos fixos de (A.5) sdo agora dados por x=0 e x=+—p. Tem-se que

8F, ) . oF, ) .
= = u+3x". Entdo como 5 =u<0, para #<0, o ponto fixo em x=0 é
(0} X

x=0

-~

. oF, .
estavel, e como =-—2u>0,para x>0, 0 ponto fixoem x= +./u passa a ser
ox
x:t\f‘;

instavel. Existe perda de estabilidade em (x,z)=(0,0), como mostrado abaixo na

OF (x, 1)
ox

Fig.37. Para x=u4=0 em (A.5) tem-se F(x,u)=F(0,0)=0,e tem um

x=p=0

autovalor zero, satisfazendo as condigées que caracterizam uma bifurcagéo estatica.

instavel dn
- |
gy
N
LN ]
- 1
- E—I-H-I'I-I-I'I-I-I'I-.—’ H
estavel T F instavel
&
- !
-

instavel

Figura 37 - Bifurcagao quebra de simetria subcritica.

Na segéo seguinte analisa-se o comportamento de bifurcagbes dinamicas.
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A.2 Bifurcacgodes dindmicas

As bifurcacdes analisadas nesta segdo séo: bifurcacdo de Hopf, dobra ciclica e
duplicagéo de periodo. Inicia-se a andlise das bifurcagées dindmicas, com a bifurcagéo

de Hopf, como segue [1], [2].
A.2.1 Bifurcagdo de Hopf

Quando um parametro de controle g for variado, uma bifurcagéo de Hopf de um ponto
fixo (xy,4,) de um sistema dado por (A.1) ocorre se as seguintes condi¢des forem

satisfeitas:

1. F(x()sﬂc) = 0:
: . oF . o
2.- A matriz Jacobiana o tem um par de autovalores imaginarios puros enquanto todos

os outros autovalores tém partes reais diferentes de zero quando calculada no ponto
fixo (xg,4.)-

3. - Os autovalores da matriz Jacobiana calculada na vizinhanga do ponto de bifurcagao

dA . .
(x¢,4,.) Tequer que —I—;e 0, sendo A o autovalor da matriz Jacobiana em (xg,x.) .
au

Considere o sistema
.X.‘] :—xZ+x|(iu_x12#x22)=Fp(x[5x2) (A'e)

X, ==X +x2(ﬂ_x12 _xz%):G,;(xls-\'z)- (A7)

76



Apéndice A

Note que o tnico ponto fixo para todo g € (x,x,) = (0,0).

Neste ponto a matriz Jacobiana é

3= [’1 ! ﬂ (A.8)

Portanto, os autovalores de (A.8) sdo A, = u+i e A, =u—i. Entdo, o ponto fixo é estavel
para <0 e instavel para x> 0. Concluimos que no ponto =0 ocorre uma perda de

estabilidade.

Na regido x>0, usando coordenadas polares, tem-se.

x, =rcosf e x, =rsend.

Pode-se reescrever o sistema da seguinte forma
icos@ —r@send = —rsend +rcosO(u —r°) (A.9)
Fsen@ —récosf = rcosd +rsen O —r’). (A.10)

Multiplicando (A.9) por cos®@ e (A.10) por —sen @, e somando-as temos

F=r(u—-r?) (A.11)
=1. (A.12)
Entdo, para r=./u temos que 7 =0, isso implica a existéncia de um ciclo limite. Para

x=u=0 em (AB) tem-se F(x,u)=F(0,0)=0, e —aF(x.’#)

v=p=0 €M um par de

. o . dA . .-
autovalores puramente imaginarios e a relagéo d—=1, satisfazendo as condigbes que
7]

caracterizam uma bifurcagédo de Hopf.
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Figura 38 - Bifurcagéo de Hopf.

Na Fig.38 observa-se que para x=0 houve uma troca de estabilidade. Passou-se de
um ponto fixo estavel para um ciclo limite estavel, sendo que o ciclo limite envolve um
ponto fixo instavelem x>0.

Deve-se observar que a matriz Jacobiana calculada no ponto fixo tem um par de
autovalores imaginarios.

A bifurcagdo de um ponto fixo para uma oscilagéo periédica é chamada de bifurcagéo

de Hopf. A seguir analisa-se a bifurcagéo de dobra ciclica.

A.2.2 Bifurcacéo de dobra ciclica

Para caracterizar uma bifurcacdo como sendo de dobra ciclica, deve-se associar o
fenémeno de salto (jump), como mostrado abaixo.
Considere a equagao de Duffing

¥+ex+x+ox’ = Acosarf . (A.13)
Para « e A fixos, seja @ o pardmetro de controle. Variando @« a amplitude A

associada a equacgédo de Duffing apresenta o comportamento mostrado na Fig.39 a
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seguir. Nos pontos P e Q. ocorrem saltos levando a um comportamento instavel entre
esses pontos, ou seja, na regido da curva compreendida entre os pontos P e Q o
sistema é instavel.

Nesta bifurcacdo coexistem, para certos valores do parametro de controle, dois ciclos
limite de estabilidades diferentes que se aproximam a medida que o pardmetro de
controle varia.

No ponto de bifurcagéo os ciclos limite se aproximam, (pontos P e Q da Fig.39) para em

seguida cada trajetoria afastar-se da vizinhanca imediata.

= regido estéavel

== regido instavel

Figura 39 - Bifurcagéo de dobra ciclica para a equagéo de Duffing.

Observa-se na Fig.39 que quando a amplitude 4 de (A.13) é pequena, entéo a resposta
do sistema também é pequena e o termo cubico de (A.13) ndo interfere no sistema,
podendo considerar o sistema praticamente linear. Com a amplitude um pouco maior o
termo cubico passa a ser significativo no sistema, fazendo com que o sistema tenha
saltos e com um comportamento instavel nos pontos P e Q.

A bifurcacéo de duplicagdo de periodo é analisada a seguir.
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A.2.3 Bifurcagao de duplicagdo de periodo

Um cenario bastante freqiiente é quando um ponto fixo estavel sofre uma bifurcacéo de
Hopf em um certo valor do pardmetro de controle do sistema.

Aumentando-se o parametro de controle o ciclo limite torna-se instavel e uma 6rbita de
periodo duplo aparece.

Em geral pode aparecer uma série de n duplicacdes de periodo depois das quais um

ciclo limite de periodo 2"7T é obtido. Este tipo de bifurcacdo é chamado de duplicacéo
de periodo, como mostrado na Fig.40. A bifurcacdo de duplicacdo de periodo ndo deve
ser confundida com a bifurcacdo quebra de simetria, pois em contraste com esta
bifurcagédo, a bifurcagdo de duplicagdo de periodo é estruturalmente estavel sob

pequenas perturbacdes [1], [2].

Figura 40 - Um ponto fixo estavel sofre uma bifurcacdo de Hopf [(a) = (b)] em seguida

uma bifurcacgédo de duplicagéo de periodo [(b) — (¢)].
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Apéndice B

Obtencao da matriz de monodromia

Neste apéndice apresentamos os calculos envolvidos para obtencdo da matriz de

monodromia para a analise de estabilidade em sistemas dinamicos periddicos.

B.1 Transformada Lyapunov-Floquet

A analise de estabilidade via transformada de Lyapunov-Floquet (L-F) pode ser usada
em conjunto com técnicas de realimentagdo de estado para conduzir a solugéo do
sistema peridédico para um ponto de equilibrio ou para uma érbita desejada.

A analise da estabilidade com base na transformada L-F & feita através dos
autovalores da Matriz de Transi¢do de Estado (STM) calculada no final do periodo
principal do sistema, a qual é chamada de Matriz de Transi¢cdo de Floquet (FTM). A
transformada L-F tem aplicacdo também no problema de estabilizacdo de uma orbita
periédica quando este leva a um sistema linear com coeficientes periédicos.
Recentemente, foram desenvolvidas técnicas para a obtencdo da transformada L-F
empregando a expanséo polinomial de Chebyshev e iteracéo de Picard [34]-[39] e [40]-
[41], viabilizando assim, a utilizacdo da teoria de controle linear realimentado para

sistemas néo lineares continuos no tempo com coeficientes periddicos.
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A transformada L-F consiste em reduzir a parte periédica de um sistema linear em uma
matriz real ou complexa e invariante no tempo, a qual & obtida fatorando a matriz de
transicdo de estados em um produto de termos periédicos com termos constantes no

tempo.

B.2 Calculos para a obtengao da matriz de monodromia

Considere o sistema n&o linear T-perioédico no tempo

x(t) = F(t,x) (B.1)
sendo xeR”, teR e FeR". Linearizando (B.1) em torno de um ponto de equilibrio,
obtém-se

#(f) = A(H)x(1) (B.2)
onde A(t) € uma matriz de ordem r, T-periddica no. Pela teoria de Floquet, no sistema de
equacéo diferencial linear homogéneo (B.2) existem n escalares (em geral complexos) tais
que as n solugdes linearmente independentes de (B.2) séo da forma:

x:(1) = explod)yv{t)i = Lun (B.3)
onde v,(f) € T-periddico. A solugédo de (B.2), também, pode ser escrita como

x(f) = ¢(f)c (B.4)
sendo ¢#(f) é a matriz fundamental do sistema (B.2) referenciada como STM e ¢ é um
vetor constante de dimensé&o apropriada. Os autovalores g, da STM ¢(¢), calculada no

final do periodo T, €& referenciada como FTM, determinam a estabilidade ou

instabilidade do sistema linear com coeficientes periodicos. Se |4|<1 para todo

Y 0] sistema e estavel, se e > 1 para algum

82



Apéndice B

i=1,..,n, o sistema é instavel.
A seguir sera apresentado, resumidamente, os principais resultados da transformada

L-F [42]-[43], que serdo utilizados na obtencédo da STM.

Teorema 1: Toda matriz fundamental ¢(f) nxn de (B.2) pode ser escrita como o

produto de duas matrizes nx»n da seguinte maneira

#(1) = P(t)e"’ (B.5)

onde P(f) é uma matriz complexa T-periédica e C & uma matriz constante.

Observacdo 1: O autovalores da FTM g, sdo chamados multiplicadores de Floquet ou

multiplicadores caracteristicos.

Corolario 1: Toda matriz fundamental ¢(¢) pode também ser fatorada por

#(6) = L()e"™ (B.6)

onde L(¢) éreal e 2T-periddica e R é uma matriz real apropriada.

Observacédo 2: As matrizes L(t) e P(t) sdo chamadas matrizes da transformada de

Lyapunov-Floquet.

Corolario 2: A transformada T-periddica
x(1) = P(t)z(1) (B.7)
reduz (B.2) a

2(t) = Cz(p). (B.8)
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Além disso, a transformada 2T-periddica

x(t) = L({)z(1) (B.9)
produz a representacao real dada por

2(t) = Rz(1). (B.10)
A obten¢do da transformada L-F resume-se na determinagdo L(1) e P(f). A seguir

descreve-se um procedimento para encontrar numericamente L(t) e P(¢).

B.3 Matrizes da Transformada L-F via Polindmio Chebyshev e lteragdo de Picard

A matriz A(r) em (B.2) pode ser escrita como:

A=Y 4 F ) (B.11)
i=1

onde F,(r) sao fungdes T-periddicas.

Exemplo: Considere a equagéo (3.53) ndo autbnoma descrita no Cap.3

M =5 (B.12)

X, =—(a—bsen(21))x, —cx,

Aw?

onde a:% b= , ¢ € 0 amortecimento e o periodo T =7z. A decomposigdo

(B.11) de (B.12) tem a seguinte forma

%= (A F (1) + Ay Fy () (B.13)

MR B b o
onde, x = , A, = , Fi(H) =1, 4, = , 5 (1) =sen(2r).
: -a —c¢ b 0

Xy
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Com a transformagdo =77 obtém-se o sistema normalizado (B.14) cujo periodo
principal €7 =1.

dx(7)
dt

= A@)x(7), A(r+1) = A(2) e x(0) =x, (B.14)

_ q _ _
onde A(r)=Y AF(r), F(z+)=F/(r) e 4,=T4,, i=1,.q.

i=1
Conforme [43], a matriz de transi¢cdo de estados do sistema normalizado (B.14) pode

ser aproximada via polinémio de Chebyshev e o método iterativo de Picard por
i x P
g P (z)y=T" () 1+ (D, [L])P] (B.15)
k=1

onde m é o grau do polinémio de Chebyshev alterado de primeiro tipo,

I= I,®(0 .. 0)" & uma matriz nmx n e ® representa o produto de Kronecker e p 0
——
(m—1)

nimero da iteragdo de Picard. As matrizes presentes no segundo membro de (B.15)

s&o apresentadas a seguir.

B.3.1 Matriz 7" ( 7 )

A matriz 77 (z) em (B.15) é obtida por

() T} (z)...T, () 0 0 .. 0

(2= P
0 0 o 0 To (T) Tl (T)"'Tm—l(z-)

(B.16)

onde 7, (), r=0,.,m—1, & o polinébmio de Chebyshev alterado de 1° tipo e » & o
namero de termos do polindmio de Chebyshev.

Para obter o polinémio de Chebyshev alterado de 1° tipo deve-se substituir a variavel
t, do polinémio de Chebyshev néo alterado [41], pela expressdo 2r -1, apresentados a

seguir.
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Polindmio de Chebyshev néo alterado

Ty () =1
T, ()=t

T, (1) =21" -1

T, (1)=4T, (1)=41> -3t

T, (1) = 81" — 201 + 5t

L

onde 7, (t) € o polindmio de Chebyshev néo alterado [41].
Polinémio de Chebyshev alterado de 1° tipo

T, (1) =1

T () =2t-1

T, (t) =81 — 8t +1

T, (6) =17, (1) = 320* — 48> +18¢ 1

T, (f) =128¢" - 2561° +160¢% — 321 +1

B.3.2 Matriz L

A matriz 7. em (B.15) é obtida por

q
L=) 4®[G"Q,] (B.18)
i=1

onde G e o sdo matrizes mxm , denominadas, respectivamente, matriz operacional

de integragéo e matriz operacional produto.
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A matriz G é obtida como sendo

l 1 0 0 0 0
2 2
L 0 1 0 0 0
8 8
Ly Loy 0
6 4 12
1 1 1
— e 0o - —
= 16 8 16
o 0 0 —L 0
30 12
. 1
4(m-1)
L GV 0 0 s 10 —1 0
| 2m(m —2) 4(m —2) i
e a matriz Q, € dada por
a A G
2 2 2
_ od! 1 . |
di i ) g,
Qqy = : | d,
ol @ S+ il 4t s
i @) dye _
1 . d;
(l” “(dt . +d! d+ 2m-2
i m-1 2( m-2 m) 0 9

)

(B.19)

(B.20)

onde d, = [dé THI I]T contém os coeficientes da expanséo de Chebyshev alterado de

1° tipo das fungdes £, dada em (B.14).

Esta expanséo tem a forma

F(f)——d' +Zd T (1)

s=1

e os coeficientes d’ podem ser calculados através:

_ J-l FOT! op

\/r = % J';le(cos"gzﬁ) cos(2s@)dg.

(B.21)

(B.22)
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B.3.3 Matriz P

A matriz P em (B.15) é obtida por

M-n

®G" Oy 1- (B.23)

i=1
Os passos de obtenc@io da matriz de transigdo de estados ¢»™(z) em (B.15) s&o

resumidos no seguinte algoritmo.

Algoritmo L-F:

Passo 1: Obter o sistema linearizado na forma (B.2);

Passo 2: Decompor (B.2) como em (B.11), separando os termos constantes e os T-
periddicos;

Passo 3: Normalizar o sistema para T =1, fazendo A4 (i))=T4, i=1,.,q como em
(B.14);

Passo 4: Obter as matrizes 7,7,Z e P da decomposigao (B.15);

Passo 4.1: Os elementos 7. (r) de T(r) em (B.16) s&o polindmios de
Chebyshev e podem ser calculados wusando o comando
maple(' orthopoly [T], (m,2t—1)"), com m o grau do polinémio;

Passo 4.2: A matriz 7 é obtida via (B.18) usando (B.19) e (B.20). Os

elementos d!,r=0,..2m-2, de Q,, em (B.20) podem ser obtidos usando

0 eXpressao int((4/x)* (F(cos> 1) *cos(2#r #1),¢ = 0..2/2) do Maple;

Passo 5: Calcular P usando (B.23).
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-Apéndice C

Programas utilizados nas simulagées

Neste apéndice s&do apresentados os codigos dos programas desenvolvidos na

obtencéo de graficos apresentados no Capitulo 4, utilizando o software Matlab® 6.5.
C.1 Programa utilizado para o calculo do expoente de Lyapunov

Para o desenvolvimento desse programa utilizou-se o algoritmo descrito no Capitulo 2.

global xo

% Fazendo x(1)=x, x(2)=y e x(3)=z

format long

k1=0.01;

tfn=1;

tf=4,

% sistema néo linear

tempo1 = [0:k1:tfn]; % Intervalo de tempo
x1=[0.01 0.01 0.01];

[t,x]=ode23s('lyapbishop1',tempo1,x1); % Obtengéo do vetor de estados do sistema
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a=x;

al=(a(length(a),1));

a2=(a(length(a),2));

a3=(a(length(a),3));

% pontos de linearizagéo a serem usados no sistema linearizado
xo=[a1 a2 a3];

% sistema linear

tempo2 = [0:h1:1f]; % Intervalo de tempo

x4=[1 0 07;

[t,x]=ode23s('lyapbishop2',tempo2,x4),

s=(x);

s1=(s(length(s),1));

s2=(s(length(s),2));

s3=(s(length(s),3));

% sistema linear

x5=[0 1 0]

[t,x]=0de23s('lyapbishop2',tempo2,x5);

g=(x);
q1=(q(length(a),1));
q2=(q(length(a),2));

a3=(q(length(q),3));
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% sistema linear

x6=[0 0 1],
[t,x]=ode23s('lyapbishop2',tempo2,x6);
I1=(I(length(l),1));

12=(I(length(1),2));

I3=(I(length(l},3));

% ultimos valores de cada iteragéo
z1=[a1 a2 a3];

y1=[s1 82 s3]’

y2=[q1 92 q3];

y3=[I1 12 I3];

% passo

k=0.01;

for i=1:2000

% ortonormalizagédo

N1=norm(y1);

s1n=y1/N1;

% o1 tem que dar 1 para mostar que‘esta ortonormalizado
01=(s1n)"*s1n;
N2=norm(y2-dot(y2,s1n)*s1n);
g1n=(y2-dot(y2,s1n)*s1n)/N2;

% 02 tem que dar 1 para mostar que esta ortonormalizado

02=(q1n)*q1n;
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% or2 tem que dar 0 para mostrar que esta ortogonalizado, o angulo entre os vetores é
90°.

or2=(s1n)*q1n

N3=norm(y3-dot(y3,q1n)*q1n-dot(y3,s1n)*s1n),

d1n=(y3-dot(y3,q1n)*q1n-dot(y3,s1n)*s1n)/N3;

% 03 tem que dar 1 para mostrar que esta orfonormalizado

03=(d1n)*d1n

% or3 tem que dar 0 para mostrar que esta ortogonalizado, o angulo entre os vetores e
90°.

or3=(q1n)*d1in

% valores acumulados ap6s a orfonormalizagdo

x1=z1;

x4=s1n;

x5=q1n;

x6=d1n;

% sistema ndo linear

tempo0=tfn+tf*(i-1):k:tfn+i*tf;

a=x;

a1=(a(length(a),1));

a2=(a(length(a),2));

a3=(a(length(a),3));

9% Pontos de linearizagéo para a matriz Jacobiana

xo=[a1 a2 a3];
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% Intervalo de tempo

ti=i*tf,

tempo1 =[ti:h:(i+1)*];

% sistema linear
[t,x]=ode23s('lyapbishop2',tempo1,x4),
s=();

s1=(s(length(s),1));
s2=(s(length(s),2));
s3=(s(length(s),3));

% sistema linear
[t,x]=0de23s('lyapbishop2',tempo1,x5);
q=(x);

q1=(q(length(qa),1));
q2=(q(length(a),2));
q3=(q(length(q),3));

% sistema linear

[t,x]=0de23s('lyapbishop2',tempo1,x6);

[1=(I(length(l),1));
12=(I(length(l),2));

I3=(I(length(l),3));
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% nova Cl para a proxima iteragéo, guarda os valores das Ultimas itera¢bes e volta no
inicio do for com esses novos valores

z1=[a1 a2 a3]

y1=[s1 s2 s3]}

y2=[q1 q2 s3]

y3=[11 12 13]};

% Fazendo o somatorio

d1(i)=N1;

d2(i)=N2;

d3(i)=N3;

r=i

lamb1(i)=1/(r*tf)*sum(log2(d1));

lamb2(i)=1/(r*tf)*sum(log2(d2));

lamb3(i)=1/(r*tf)*sum(log2(d3));

lambida= [lamb1(i) lamb2(i) lamb3(i)]

end

te=1:i;

% Piotagem dos resulffados

figure(1) |

plot(te,lamb1)

figure(2)

plot(te,lamb2)

figure(3)

plot(te,lamb3)
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Function usadas para o calculo do expoente de Lyapunov

% sistema néo linear

function [xdot]=lyapbishop1(t,x)
global xo

w=2;

beta=0.1;

p=1,

% d=-c/m*I"2 ; k=A*w*2/l; a=g/l

xdot=[x(2);-beta*x(2)-(1+p*cos(w*x(3)))*sin(x(1));1];

% sistema linear

function [xdot]=lyapbishop2(t,x)

global xo

w=2;

beta=0.1,

p=1;
xdot=[x(2);-((1+p*cos(w*x(3)))*cos(xo(1)))*x(1)-

beta*x(2)+(sin(x(1))*(p*w*sin(w*x0(3))))*x(3);0];

C.2 Programa utilizado para o calculo do diagrama de bifurcacéo

A idéia basica deste programa é acumular os valores calculados do pardmetro de

controle no intervalo desejado apoés cada iteragéo.
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figure
hold on
p=[2:0.001:4];
global p
for i=1:length(p);
p1=px(i);
x1=[0.01 0.01]}
tempo = [0:pi:100*pi);
[t,x]=ode45('diagbishop1’,tempo,x1);
% Eliminagéo da parte transiente
fori=1:10
j=46+i;
if j<49,
z(i,1)=x(,1);
z(i,2)=x(j,2);
plot(p1,z(:,1),'k.",'markersize',5)

end

]
o

end

% Intervalo do pardmetro de controle

% pardmetro que esta sendo variado

% Condigbes iniciais
% Intervalo de tempo

% Obtencgéo do vetor de estados do sistema

A function usada na simulagédo para a obtencdo do diagrama de bifurcacao

function [xdot] = diagbishop1(t,x)
global p

w=2; beta=0.1;

xdot=[x(2);-beta*x(2)-(1+p*cos(w*t))*sin(x(1))];
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