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Resumo

Bianco A. F. Filtros de Kalman pare Sistemas Singulares em Tempo Discreto. Sio
Carlos, 2004, Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universi-

dade de Sao Paulo.

Esta dissertagao apresenta um estudo dos filtros de Kalman para sistemas singu-
lares em tempo discreto. Novos algoritmos sao formulados para as estimativas filtradas,
preditoras e suavizadas com as correspondentes equagoes de Riccati para sistemas sin-
gulares variantes no tempo. Nesta dissertacio considera-se também uma aproximacéao
do problema de filtragem de Kalman como um problema deterministico de ajuste 6timo
de trajetéria. A formulagéo proposta permite considerar um atraso no sinal de medida,
sendo permitida a correlacdo entre os estados e os ruidos da medida. Apresentam-se

também as provas da estabilidade e da convergéncia destes filtros.

Palavras—Chave: Filtragem de Kalman, sistemas singulares, sistemas dindmicos, es-

timativa de estados, tempo discreto, equacdo de Riceati.
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Abstract

Bianco A. F. Kalman Filters for Discrete Time Singular Systems . Sdo Carlos,
2004 Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de

Sdo Paulo.

This dissertation presents a study of Kalman filters for singular systems in discrete
time. New algorithms are developed for the Kalman filtered, predicted and smoothed
estimate recursions with the corresponding Riccati equations for time-variant singular
systems. This dissertation addresses the Kalman filtering problem as a deterministic
optimal trajectory fitting problem. The problem is formulated taking into account one
delay in the measured signals and correlations between state and measurement noises.

In the final, this work presents the stability and convergence proofs of these filters.

Key—Words: Kalman filtering, singuler systems, dynamic systems, state estimation,

discrete-time, Riccali equalion.



Capitulo 1

Introducao

Este projeto de mestrado tem como objetivo fazer um estudo da filtragem dos sis-
temas singulares lineares discretos e variantes no tempo e apresentar novos algoritmos
de filtragem para este tipo de sistema. Para melhor conceituar um sistema singu-
lar consultou-se referéncias classicas como LUENBERGER. (1977), LUENBERGER
(1978), VERGHESE et al. (1981), CAMPBELL & MEYER (1979), CAMPBELL
(1980), NEWCOMB (1981), CAMPBELL (1982), DAI (1989), LEWIS (1986) e tra-
balhos - mais recentes como ISHIHARA & TERRA (2001) e GERMANTI et al. (2001).

No estudo da estimativa de sistemas consultou-se trabalhos classicos como AN-
DERSON & MOORE (1979), BRYSON & HO (1975), WHITTLE (1983), WHIT-
TLE (1990), SAGE & MELSA (1971), SCHWEPPE (1973), SHAKED & SOUZA
(1995) e trabalhos mais recentes. Um excelente trabalho nesta 4rea é o livro KAY-
LATH et al. (2000), que apresenta uma abordagem atual do estudo da estimativa
linear. Os trabalhos consultados para o estudo dos filtros singulares que tiveram mais
relevéincia neste trabalho foram DAROUACH et al. (1993), XI (1997), DAROUACH
et al. (1995), NIKOUKHAH et al. (1989), KELLER et al. (1992), DENG & LIU
(1999), NIKOUKHAH et al. (1992), NIKOUKHAH et al. (1999), ZASADZINSKI
et al. (1991), ISHIHARA et al. (2004).



1.1 Sistemas Lineares Singulares Discretos no Tempo

1.1.1 Conceitos Gerais

Considere um sistema dindmico linear variante no tempo descrito por
Einziy = Fai+ Giu,. (1.1)

sendo z; € R™ o vetor de estados, u; € RP o vetor de entrada, F;y | e F; € RM*" ¢
* ¥ ) +
G; € R™*P matrizes conhecidas. Este sistema é denominado singular (em geral, E;,

é nao invertivel).

A modelagem singular 4 mais abrangente que a modelagem feita no espago de
estados usual. Existem sistemas que sé podem ser modelados através de sistemas

singulares, uma vez que nfo possuem representagao no espaco de estados.

Os sistemas singulares aparecem em diversas dreas, tais como robética (MILLS
& GOLDENBERG (1989)), processos de modelagem de sistemas econdémicos (LU-
ENBERGER (1977)), modelagem de imagens (HASAN & AZIM-SADJANI (1995)),
sistemas de poténcia, circuitos elétricos, engenharia aeroespacial, processos quimicos,

ete.

Quando sao desconhecidos os valores assumidos pelos estados de um dado sistema
dinamico com um determinado tipo de comportamento aleatério, uma ferramenta de
grande utilidade pratica que nos permite obter estimativas a priori e a posteriori destes

estados é o filtro de Kalman.

Para sistemas singulares discretos no tempo, tem havido um estudo intenso sobre fil-
tros de Kalman (veja, por exemplo, DAI (1989), KELLER et al. (1992), NIKOUKHAH
et al. (1992), DAROUACH et al. (1993), XI (1997), ZHANG et al. (1998), DENG
& LIU (1999), NIKOUKHAH et al. (1999) e ISHIHARA et al. (2004). Diferentes
formulagoes tém sido propostas para a resolugao do problema de estimativa recursiva.
Em DAI (1989) o problema foi resolvido transformando um sistema singular em um sis-
tema nao singular estendido. Em um contexto puramente singular, pode-se considerar
o método dos minimos quadrados (KELLER et al. (1992), DAROUACIH et al. (1993),
ISHIHARA et al. (2004)), o critério da médxima verossimilhanca (NIKOUKHAH et al.
(1992), NIKOUKHAH et al. (1999)) e modelos de inovacio tipo ARMA (autoregressive



moving average) (ZHANG et al. (1998) e DENG & LIU (1999)).

1.2 Filtragem de Kalman

Em 1960, Rudolf Emil Kalman publicou a soluc¢ao recursiva para o problema de
filtragem linear discreto, criando assim o filtro de Kalman. Este pode ser definido como
um conjunto de equagGes matemadticas utilizado para estimar estados de um processo,

minimizando o erro médio quadritico da estimativa.

O filtro de Kalman possui vdrios aspectos importantes, tais como produzir estima-
tivas de estados passados, presentes e futuros e fazer isto mesmo quando a natureza

exata do sistema modelado é desconhecida.

O filtro de Kalman é um dos desenvolvimentos mais relevantes da ciéncia aplicada
no iltimo século, com forte destaque para as aplicagdes em engenharia. Atualmente,
muitas exposigoes desta teoria e suas aplicagoes estdo disponiveis e muitas ainda estio

sendo desenvolvidas.

1.2.1 Estimativas Filtrada, Preditora e Suavizada

Seja um sistema linear discreto definido pelas equacoes

ziy1 = Fzi+w;

zi = Huz;+ ;. (1.2)

Como se trata de um sistema que possui ruidos, w; e v;, ele é caracterizado de
modo estocdstico, podendo-se considerar z; como sendo um conjunto de medidas ou ob-
servagoes. Assim pode-se achar &; que é o valor estimado de z;, a partir das observacoes
z;. Para tanto pode-se estimar z; através de diversos métodos. Neste trabalho serfo
abordados dois deles sendo um o método dos minimos quadrados e o outro o método

da méxima verossimilhanga.

Conforme a disponibilidade da quantidade de medidas, o conceito de estimativa

recebe uma denominacgao diferente.



Quando se tem 7 medidas, ou seja zg, z1, . . . z;, entdo a estimativa de z;, até a i-ésima

medida é chamada de filtrada e é geralmente representada por @;);.

Um exemplo tipico da aplicacdo da estimativa filtrada é o caso da transmissao de
sinais de radio. Neste caso, o sinal de interesse é o sinal de voz. Este sinal chega ao
receptor contendo ruidos e quando demodulado, ele é filtrado para recuperar o sinal de

voz da melhor maneira possivel.

A segunda denominagio é a de estimativa preditora. Neste caso, deseja-se estimar
o sinal x;,; dispondo-se apenas de i medidas ou observagoes, ou seja, zg,z1,... 2.
Sua representacio € @y 1);. Um exemplo tipico é o acompanhamento da trajetoria do
langamento de um objeto. Dependendo da experiéncia de quem acompanha a trajetoria,
é possivel saber com boa aproximagio o local exato onde ele deve cair. A aproximacao

deve-se aos ruidos, como velocidade do vento, etc.

A terceira denominacio é a de estimativa suavizada. Neste caso, a quantidade de
medidas disponivel é superior ao nimero estados que pretende-se estimar, ou seja, as
medidas seguintes podem ser usadas para obtengio da estimativa. Assim pode-se obter
a estimativa #; dispondo-se das medidas zg, 21, ... 2;4+1. Normalmente o processo de
suavizacao pode se tornar mais exato do que o processo de filtragem, por envolver uma
quantidade maior de medidas. O exemplo clissico de um suavizador é o caso de uma
pessoa que fala muito rdpido e o cérebro da pessoa que estd ouvindo nao consegue
entender todas as palavras pronunciadas. Ao final da fala, a pessoa que esta escutando
podera entender um percentual significativo do que foi dito, pela jungéo dos significados

das palavras que ela entendeu.

1.3 Organizacao do Trabalho

Esta dissertagao compoe-se da seguinte forma. No Capitulo 2 o filtro de Kalman
é deduzido através de trés maneiras distintas, sendo que uma possui abordagem es-

tocdstica e as outras duas tratamentos deterministicos.

No Capitulo 3 sao mostrados casos particulares do filtro de Kalman proposto, apds

serem feitas simplificagoes no modelo do sistema.

Algumas propriedades dos filtros deduzidos nas se¢oes 2.2 e 2.3 do Capitulo 2, tais

como estabilidade e convergéncia sdo apresentadas no Capitulo 4.



Finalmente, o Capitulo 5 destaca as principais contribuicoes deste trabalho e as

conclusaes finais, bem como sugestées para trabalhos futuros.

A principal contribuigao deste trabalho é apresentar os filtros deduzidos nas secoes
2.2 e 2.3 do Capitulo 2 na forma de blocos matriciais de dimensiao nove, uma vez que
tal formulaciio promove a colocagio de incertezas em todas as matrizes do modelo do
sistema de uma maneira mais simplificada. Desta forma, a continuidade natural deste
trabalho passa a ser a obtengao do filtro robusto de Kalman para sistemas singulares
em tempo discreto, cujas incertezas estdio presentes em todas as matrizes do sistema,

de maneira unificada.



Capitulo 2

Filtro de Kalman para Sistemas

Singulares

Neste capitulo serao apresentadas trés abordagens para o problema de filtragem de
sistemas singulares. A primeira delas é estocéstica, em que as médias e as variincias
dos ruidos do sistema séo levadas em consideragao nas deducdes dos filtros. As outras
duas abordagens sao deterministicas, sendo que em uma consta um funcional composto
por um somatério de ¢ até k e na outra h4 um funcional denominado ”funcional de um
passo”. Os problemas definidos e resolvidos através das abordagens deterministicas sao
mais gerais que os encontrados na literatura, uma vez que tanto na equacao de estado,
como na equagao da saida d o sistema hd matrizes Gy, I,; e K, ; diferentes da matriz
identidade e matriz nula e o sistema possui ruidos cruzados. Expressoes equivalentes

para o filtro de Kalman sdo obtidas através das trés abordagens.

2]

2.1 Abordagem Estocastica

Método da Maxima Verossimilhanca

O filtro de Kalman para sistemas singulares que serd apresentado nesta seciio é
baseado em NIKOUKHAH et al. (1992) que usa a estimativa de maxima verossimil-
hanga. Este filtro serd utilizado como referéncia para uma andlise comparativa que serd
feita a partir dos filtros que serao deduzidos na sequéncia deste capitulo. Considere a

equagao de medida discreta dada por



yr. = Crayg + ug, (2.1)

sendo ;. o vetor desconhecido, yi as medidas observadas, Cy, uma matriz que tem posto

coluna pleno e u o ruido de medida gaussiano cuja varidncia é dada por V.

Seja R uma matriz que tenha posto pleno, tal que RRT = V. O rufdo u da equacio
(2.1) pode ser escrito como u = Rw, com w sendo um rufdo gaussiano com média nula

e variancia /. Por simplicidade serd retirado o indice k da equagao da medida, entao

y = Cz + Ruw. (2.2)

Considerando esta equagdo como uma restricio linear de e w, o problema da

méxima verossimilhanca é achar um par (z, w) que satisfaga (2.2) e minimize o funcional

J(w) = %wTw. (2.3)

Para resolver este problema, usa-se a fungido Lagrangiana dada por

Lo = %wT'w + AT (y — Ca — Rw). (2.4)

As condigoes de otimalidade sao

oL .
51; B ID—R A*—G,

oL Ty _ o

5% = A=y

OL

ET y—Cz—-VA=0. (2.5)

Pode-se re-escrever as expressoes acima na seguinte forma matricial,



v C A Y
cE 0 T

(2.6)

A invertibilidade do bloco matricial & esquerda depende de C ter posto coluna pleno.

Lema 2.1.1 (NIKOUKHAH et al. (1992), p.1327) : Seja V uma matriz semi-

definida positiva e C' wma matriz com posto coluna pleno. Entdo, se [ vV C ] tem

vV C

posto linha pleno, entdo a matriz € invertivel.
0

Prova: Supondo que

/i ¢ = 5
[ oy ] =0, entao
ct o

.’BTV + chrT - 0’

zT'C =0
transpondo (2.9) e multiplicando & esquerda por y”, tem-se

yTCTz = 0.

Pés-multiplicando (2.8) por z

atvVae+yTcTz =0,

ou seja,

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)



Como V é semidefinida positiva, entdo 27V = 0. A composicio deste termo com

(2.9) resulta em

:a,-T[ vV ¢ } =0 (2.13)

isto implica que = = 0, pois [ Vo ] tem posto linha pleno. Assim, (2.8) implica

em yTCT = 0, mas como C' tem posto coluna pleno, entio y = 0, o que resulta na
invertibilidade do bloco matricial & esquerda de (2.6).

a

Da equagio (2.6) tem-se

1
vV C I
Eyp == [ 0 1 ] or . Y. (2.14)
0

Utiliza-se a seguir o lema da inversio de blocos matriciais, e considera-se a matriz

V invertivel,

EymL =
[ 0 ] vl—v-lcctvio)ictv-t vleetv-le)t | | 1
Yy
(Gvalc)—lcTV—l _(CTV—lc)gl 0
(2.15)
ou seja,
i = (CTV o) 1Ty 1y (2.16)

e a matriz da covariéncia do erro resulta da expressio:
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) : v cC I,
ML = 0 _[] (Cz + u)
- cT 0
= =l e &
r vV C I
= 0 I] Cz
[ CT 0 0
- =i = 5
v C T
+ |0 I] N u. (2.17)
ct o 0
L L A
Assim
A = V—-l_Vflcr(ch—lcl)—lcTVfl VﬁIC(C-TV—lcr)ul
TML = 0 I]
L (GTv—lc)—lchfl 7(CTV710)—1

x ;]m[o;]

-1
vV & I
i u, (2.18)
T 0 0

ou seja,

-1
IE'ML=-%‘+[O I] [6:1 E}

e, consequentemente,

]
u (2.19)

. vV C
-'L'_"L'ML:*[O I][GF .

-1
I
[ ] u (2.20)
0

Logo, Py = E[(z — &arp)(@ — Ear1)Y] é dada por
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Py = El(x—aan)(@ —da)T]
~ =t -1
v O T v o 0
= [0 I] E[uuT][IO
ct o 0 L oF a I
- & = -1
~ vV C V 0 ¥ & 0
- [0 I] -
ct o 0 0 cT o ¥
(2.21)
Pryp, =
[ ] -ty tgicty-loyliehv-1otv 0 0
0 I
0 (eFvlay? I
(2.22)

Como o bloco (2,2) de (2.22) tem sinal diferente do equivalente em (2.15), entdo

pode-se escrever a equagao da covariancia do erro como

1
Vv C 0
Ppr, = — [ 0 I ] ; (2.23)
[ CT 0 L I . |

Até este ponto, considerava-se que a matriz V era invertivel. Quando V nio possui

inversa, com C' tendo posto coluna pleno, entio (2.14) e (2.23) tornam-se

i
i‘m=[0 1] voe ! z (2.24)
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]VCfU

Pyp = — [ 0 (2.25)
cF 1 I
2.1.1 Estimativa Filtrada
Seja o seguinte sistema descrito por
Einwipn = Fuaitw;
zip1 = Hinmip +v (2.26)

sendo que z; € R™ é o vetor de estados, z; € RP é o vetor de medida da saida, Ej,
F; € R™*" e H; € RP*™ sao matrizes conhecidas, w; € R™, v; € RP sfio respectivamente
o ruido branco de estado e o ruido branco da medida da saida, ambos possuindo média

zero, sendo independentes com matrizes de covaridncias dadas por:

2> 0 v
sy - {97011
Ri>0 sei=3j
E{vgv?} = { - (2.27)
0 sei#j
S;i>0 =7
sy - {370

Além da equacio de medida zj serd usada uma medida adicional zg = 2(0), repre-

sentada pela equacgao:

Zo = x(0) + v (2.28)

sendo que v é Gaussiana com média zero e independente de w; e de v;, tendo covariancia

Po.
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Estas trés tltimas equagoes proporcionam num intervalo de 0 < i < k — 1 um
conjunto de medidas para o vetor [vf,2],...,2F]. Examinando estas medidas, vé-se

que somente os termos nestas equagoes envolvendo x estdao na forma Epxp e Hpxy,
; i Ly .
sendo por isso necessdrio que possua posto coluna pleno para que =z seja
H,
estimdvel.
Por indugdo, usando o procedimento da segao anterior e o fato de que zg é estimdvel

a partir de (2.28), pode-se mostrar que esta é também uma condicio suficiente para a

estimabilidade, estabelecida a partir do lema a seguir.

Definicao 2.1.1 : Seja Py a matriz de covaridncia do erro associada com a esti-
mativa Ly, com Tojg = To € Pyjo conhecido. Entdo Zppaktr € Pryajktr, sdo respec-
tivamente, iguais a estimativa de mdzima verossimilhanca de x4y e sua matriz de

covaridncia do erro baseadas nas seguintes observagoes:

Zrp1 = Hppimwpy +ug

Py = Brp1®ep + P — wye (2.29)

com vy, sendo varidvel Gaussiana, independente de w;, e de v., com média zero e

varidncia Py.

Teorema 2.1.1 : A estimativa filtrada Tpyies1 € a correspondente mairiz de co-

varidncia do erro Py podem ser obtidas a partir das sequintes equacées recursivas:

- i
FkPHijg +Qr —Sk Erp Fk$k|k
‘:Ek+l|k+l = [0 0 I] —SE Rk Hk+1 ZE41 (230)
Bl H{, 0 0
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Fe P FF + Q- —Sk Erg 0
Pk+llk+1 — [0 0 I] *S;:r Rk Hk+l 0 i (231)
B, L, o | |1
Prova: Re-escrevendo (2.29) na forma matricial, tem-se:
Fgﬁj X Ek 1 Fka — Wy
Ll N Tpy + . (2.32)
2yl Hy 1 Vg

Associando-se os termos desta equagdao com aqueles de (2.1), tem-se:

Fzy, Era Frv — wy,
Y = § | e up = . (233)

Zk41 Hip Uk

A matriz de covaridncia sera agora

T
FkV,{; — Wk Fkvk — Wk
Ry = Blupui} =1
Vg UL
FPanFT + Qx Sk ]
_ [ kP + Qr e (2.34)
| s w
Substituindo as matrizes yi, Cy e Rx em (2.6), tem-se:
FiPapFl +Qr =Sk Erp Al FiEg
= Ry Hiq A | = | zen (2.35)
- - ‘
B Hiyy 0 T 0

e procedendo como em (2.24) e em (2.25) resulta
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t
FePupFE+ Q. —Sk Err Fy Ty

Tyr = [ 0 0 I ] ~ST Ri  Hpy Zre41 (2.36)

B Hgy 0 0

e
- i

FrPepFyy +Qr =Sk Exr 0
Py =~ [ 00 I] -SF Ry Hpy 0. (2.37)

Bin Hi, 0 I

u

A seguir, serdo apresentadas duas abordagens deterministicas para o problema de
filtragem. A utilizagao de tais abordagens para obtencéo do filtro de Kalman nas formas
filtrada, preditora e suavizada sao as principais contribuicoes deste trabalho, uma vez
que a forma de blocos matrciais de dimensao nove em que os filtros sdo apresentados
promove a colocagao de incertezas em todas as matrizes do modelo do sistema de uma

forma simplificada.

2.2 Abordagem Deterministica 1

2.2.1 Estabelecimento do Problema

Considere o seguinte sistema singular estocdstico discreto no tempo

Einzwipn = Fiwi + Guiwi + Gy ip1vig1,

zipn = Hip@ip + Jizi + Ky jw; + Ky i19i41 (2.38)

sendo i=0,1,2,...; z; € R" a varidvel singular, z; € R a medida da saida, w; € R™i e
v; € RPi os ruidos de estado e de medida, respectivamente. A condicdo inicial 2o € R™0

¢ uma varidvel aleatéria tal que Epxg tem média F_1Zy e covariancia Py; w; e v; sdo
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varidveis gaussianas, independentes de xp, com matrizes de covariancia conhecidas:

v &

w; w; i 9
E & = | % 8; > 0. (2.39)

.
Vi1 Vi1 Si Ri
sendo d;; = 1 se i = j e d;; = 0 caso contrario.
O problema do filtro de Kalman é construir recursivamente

(7) a estimativa linear filtrada

Ty = B{wr] 21, 21-1, -, 20} (2.40)

(i2) a estimativa linear preditora
EHI:—I = E{.’Eklzk,b...,Zg}. (241)

(#71) a estimativa linear suavizada

§k|k+l = E{.’l)kIZk+1,...,Z[)}. (2.42)

Para sistemas no espago de estados usual (quando F; é a matriz identidade ), o filtro
de Kalman nas diferentes formas pode ser obtido por uma conveniente organizacao da
estimativa via minimos quadrados deterministico da trajetéria {$0|k,.’l71|k, ...,wk+1|k}
dadas pelas medidas {z, 21, ..., 2t} (ver ANDERSON & MOORE (1979), Segao 6.2).
Este resultado foi estendido para sistemas singulares por DAROUACH ei al. (1993)
para obter estimativas filtradas recursivas.

Na estrutura singular, o problema deterministico de ajuste da trajetéria pode ser
descrito como segue. Suponha que é dada uma sequéncia de medidas {zg, 2, s 2k}
matrizes F;, Ij, II; com dimensdes apropriadas, e um valor inicial ;. Para cada
sequéncia de estados {zgx, Tqr, ey Thlks Tpp 1)k} Pode-se definir os seguintes erros de

ajuste
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Gui Guit1 Wy, B Eiy 1@, — Fivyy
Kui Kyin Vip1k ziy1 — Hip@ppap — Jiwy
poj = Eozop — F-1%o
I(v‘(ﬂ)mk = 20— H[)il?oM.

em que as matrizes Fp e F'_; também possuem dimensoes apropriadas. Estas matrizes
podem fornecer informacgao apriori do estado inicial xg, e usualmente é suposto que

Eo=F_,=1.

O problema resume-se entdo a encontar uma sequéncia de estados que minimize
o funcional quadritico proposto dos erros definidos anteriormente, onde as matrizes
de ponderagao @, R; e Fy para wjx, Uik, € Pojk, respectivamente, sao supostamente

conhecidas.

2.2.2 Estimativa Filtrada

O lema a seguir serd utilizado na demonstracio do Teorema 2.2.1 que est4 inserida
no Apéndice A. Por ser um resultado auxiliar, ele serd apresentado sem a respectiva

prova.

. . . ay bT T 0 -
Lema 2.2.1 : Seja ay tnvertivel. Se = , entdo

O

O problema deterministico de ajuste de trajetdria é encontrar umna sequéncia {Zoks

Zi[ky -, Tp} que mininize o seguinte funcional do erro de estimativa, Jj ({:B;ik }‘:‘:0) :

1
Jo(Top) = '2"{||E0$0|0 = F71.?_:o||20_1 + ||'U0m||f:(51}, (2.43)
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sujeito a
zg = Howojp + K 0000 (2.44)
parak=0e
" k —
Tk ({-’qu}s:o) =
k-1 & —
1 2 2 — | wik @i S Wik
5 3 B — Foazolfpos + flooel [ + >0 | | [T '
i=0 |Vigp1k S5; Rip Vip1|k
(2.45)
sujeito a
Bipzipp = Fizgr + Guiwg + Gu,it1Vip1fk
zigt = Hip@pp + Jigip + Ko jwig + Ky it1Vigqg, 1=0,...,k—1
(2.46)
para k > 0.

Para cada k > 0, temos que o problema de otimizagao (2.45)-(2.46) é equivalente

ao seguinte problema de minimizacao

1
min =0T R 19, 2.47
X By 2 BB Hk ( )
suujeito a
Qlkxmk + .ﬁkak — B =0 (2.48)
sendo que
(Re 0 0 0 0] (ke 0 0 0 o]
0 Ry 0 0 0O 0 Ky 0 0 O
Re=1| 0 0 0 0 |, &= 0 0 0 0 |,
0 0 0 R1 0 0 0 0 K 0
L0 0 0 0 Ro| [0 0 0 0 K|
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& Ar 0 0 0 0 0 0
0 &7 A2 0 0 0 O 0
0 0 Er_sa 0O 0 0 0
A.=10 0 0 A2 0 0 0 [
0 0 0 0 & A 0 0
0 0 0 0 0 & A O
0 0 0 0 0 0 & A, |
Vilk Tk|k Zy,
Vi-1]k Tr—1]k Zr—1
: Tp o)k '
Vi o= | Vag |+ b = : Bre=1| 23 |
Valk Tk Zy
Vijk Tk 2
| Vo | | Topk | 2o
Vi := i ¥ 2 » Aj1 = i
Vjlk H;j Jj-1
para 0 < j <k,
R = Qf’:—l Si1 e 0 K= Guwi-1 Gy,
sE, & Zi Kui-1 Kui

paral <i<ke

w_yjg := Eowop — F-1Zo,

(2.49)
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Py, O —F _1xg I 0
Ro = , 2o = , Ko =
0 R[) 20 0 Kv’o

Para resolver o problema de otimizacao (2.47)-(2.48), serao consideradas as seguintes

hipéteses

—E; Fi1 Gui1 Goyy
H1 e L 1 tem posto linha pleno para todo 0 < i < k;
H; Ji1 Kyi1 Ky

H2 [Ho Kv,0:| tem posto linha pleno;

E,;
H3 ‘| tem posto coluna pleno para todo 0 < i < k.
H;
As hipéteses H1 e H2 estao relacionadas 3 consisténcia dos parametros do sistema

e garantem que nao ha informacgoes redundantes. A hipétese H3 é considerada para

estimabilidade e garante a existéncia do filtro.

A solucionabilidade do problema de otimizacio acima seré considerada no proximo

lema.

Lema 2.2.2 Para um dado k fizo, suponha dada uma sequéncia de saidas {20, Bry oo 25}
e que as hipdteses H1-H3 sdo satisfeitas. Entdo, o problema (2.45) tem wma tunica

solucao.

Prova: Defina a varidvel auxiliar w_1|p como em (2.49). Para k > 1 temos a seguinte

funcao Lagrangiana para o problema de minimizacao (2.47)-(2.48)

1 =
L= §m£|kmk Uy + Alj;[k(%k — A Xk — ReBir) (2.50)

sendo que os multiplicadores de Lagrange sao

Ljik

Lot | g= || 700 | o m (2.51)

Lok |
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Introduzindo a varidvel auxiliar Tijp := ~£R,;1mk{ k temos que segundo as condicgoes
de otimalidade Apprs B Xuge) = (Kk|k,@k,k,§k[k) ¢ o ponto minimo de J; somente

se (TklkvAk}kamlqkaxklk) = (fklk,ka,fikm, %k“g) é a solugao do sistema

RV + Ve = 0
ReVge + WXy = By

Yej + R Agp = 0

W Agp = O (2.52)
ou
%, o 1 ol [ry] [o]
0 0 R Al |A B
k <k Kk | _ Kl (2.53)
I & 0 0] |DBys 0
[0 AT 0 0 | Xy | 0 |

Pelo Lema 2.1.1, temos que se as hipéteses H1-H3 sao satisfeitas, entdo a matriz a

esquerda de (2.53) é invertivel. Isto garante que a solucio é tinica.

A prova para k = 0 segue de maneira aniloga. O problema de minimizacao (2.43)

é equivalente a
. dm
oo 270070V 2.54
Zojow_ajo.op0 2 01070 V0I0 ( )

sujeito a

Eozop — F-1Zo —w_19 = 0

20 — Hozojo — Ky,0vp0 = 0

que por sua vez possui a seguinte funcdo Lagrangiana

1 _
L := SV§oRy Vo + LYo (20 — Eozopo — KoVoyo) (2.55)
970 !
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sendo que o multiplicador de Lagrange é dado por

Segundo as condigdes de otimalidade do problema de otimizacao temos que

(#oj0+ Lojo» Vojo)

é um ponto de minimo somente se

(%ojos £0s Vojo» Yop) = (Zoj0s Lajo, Vojo o)

é solugao do sistema

Ro 0O I 0 T(]l[] 0
0 0 Ko €& L Z
0o <o op| |20 (2.56)
I Kg 0 0] |V 0
[0 & 0 Of [zop] [0]
onde introduzimos a varidvel auxiliar
TO[O = *Ral]}glg. (257)

Pelo Lema 2.1.1, temos que se as hipoteses H1-H 3 sao satisfeitas, entio a matriz a

esquerda de (2.56) é invertivel. Isto garante a unicidade da soluc¢io. (]

Teorema 2.2.1 Suponha que as hipdteses H1-H3 sao satisfeitas e é dada uma sequéncia
{z0,71,...}. Entdo as estimativas sucessivas dtimas Ty resultantes da solugdo do pro-
blema dtimo de ajuste de trajetoria (2.45) podem ser obtidas através do sequinte algo-

Titmo recursivo

Passo 0 (Condigoes Iniciais): Faca
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o T SRS . s
of | 0 0 0 I 0 0 0
0f |0 Ry O 0o 0o I 0 0
of |lo o0 0 0 I 0 —E —F 1
&ojo :== |0 0 0 0 0 0 Ky,o Hy 20 (2.58)
of |1 o I 0o 0 0 0 0
of (0 I 0 KIj0 0 0 0
7] (0 o -Ef Hf 0o o o] | O |
= P s
of ([P 0 0 0 I 0 0 0
of [0 R 0 0 0 I 0 0
of |10 0 0 0 I 0 -—E 0
Poo=— [0 0 o 0 0 0 Ky,p H 0 (2.59)
of (I o I 0 0 0 0 0
of |0 I 0 K, 0 0 0 0
7] [0 0o —Ef Hf 0 o0 0 | |1

Bki=[0 0 000000 XX 4

(2.60)
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Pku\-::f[oooooooolf

Pps 00 0 0 T 0 o o] ol
0 Qe-1 Sk-1 O 0 0 I 0 0 0

0 ST, Iy 0 0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 0 Fi1 Gupa Gux —Ex 0

0 0 0 0 0  Jio1 Kupr Kup Hy 0

I 0 o FL, Jf, o 0 0 0 0

0 I 0 Glp1 Kipq O 0 0 0 0

0 0 I G, KL, 0 0 0 0 0

0 0 o - of 0 0 0 0 I

= XX -
(2.61)
0

A prova deste resultado encontra-se no Apéndice A.

2.2.3 Estimativa Preditora

O problema deterministico preditor de ajuste de trajetdria é encontrar uma sequéncia

{Zopkes -+ Tifhes Tga r } que minimiza o seguinte funcional ’h({fc“}k:'g] )

T =1

k ;

: 1 Wik Qi Si Wi

k1 _
Iz tito) = 2 | Eozop — F—1~"50||?:D—1 i Z ’ 4 ’
i=0 | Vijk Si R ik

(2.62)
sujeito a
EBipiwiapg = Figge + Guiwi + Gy, 1=0,..,k

zZi = Hi$i|k + I(w,iwﬂk -+ I{U,fvi|k (263)
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para k > 0.

Para cada k& > 0, o problema de otimizacao original é equivalente ao seguinte

problema de minimizagao

, oo
min = -V, R Vi 2.64
Ko Vepax 2 REalE ekl ( )
sujeito a
Zy — By 1 Xp e — KV = 0, (2.65)
sendo
Ok B ]
! Sei Ak 00 0 0 0
Op—1k
. 0 X Ap1 O 0 0 0
0 0 %y -~ 0 0 0
O3 :
Viepp := s Eepi=1 0 0 0 Ay 0 0]
Ogyr
0 0 0 0 X3 A; O
ST
0 0 0 0 0 % Ag
O
0 0 0 0 0 0 o
O 1 5
[ 0 0 0 o] (v, 0 0 0 0]
0 & 0 O 0 0 T4, 0 0 0
Ryp:=f0o o . 0 o, Ke:=f0 o0 0 0 |,
0 0 0 % 0 0 0 0 Yy 0
0 0 0 0 Q4 0o 0 0 0 v,
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‘I’k B b
Lht1|ke
Dpy
Tk
Zk = @2 3 Xk-}—llk = . 3
T2k
®q
Tk
0
Loz
d_, - -
G i Qi S . F;i e Guw; Guji ’
ST R; H; Kps Kug
0 w; —F;
P; 1= L 0= | | o<i<k, m=|
2 Vilk 0

paral <j<k+1,

®_1:=—F 1%, Q1:=PF, Zog:=-E

O i=w_q VY_;:=1

w_yg = E0$0|0 - F 3.

A solucionabilidade do problema de otimizacao acima é considerada no préximo

lema.

Lema 2.2.3 Para um dado k fizo suponha dada a sequéncia de saidas {zg, z1, ..., 21} €
as segquintes hipdteses
—4Li4] F: Gw,i Gui

H 4 " | tem posto linha pleno;
0 H; Kyi Ky



27

H 5 E;1 tem posto coluna pleno;

para todo 0 < i < k. Entdo o problema (2.62) tem solugdo iinica.

a

Teorema 2.2.2 Suponha que as hipdteses HA-H5 sao satisfeitas dada uma sequéncia
{z0,21,...}. Entdo as estimativas dtimas sucessivas Epy1yn resultantes da solugdo do

problema deterministico (2.62) podem ser obtidas através do sequinte algoritmo:

Passo 0 (Condigoes Iniciais): Faga

P0|,1 = P()

53(”,1 = Ip. (266)

Passo k: Atualize {Zyp_1, Pog—1} para {Z41)5, P} como seque

Tryi|k =

- T 1 1-1r .
of [P 0 0 0 0 I 0 0 0 Thfk-1
0 0 Qr S O 0 0 I 0 0 0
0 0 ST R. O 0 0 0 I 0 0
0 0 0 0 0 0 Fi Gup Gur —Erp 0
0 0 0 0 0 0 Hy Kyp Ky 0 2k
0 I 0o o FFT HY o o 0 0 0
0 o I o GL, KI., 0 0 0 0 0
0 0 o 1 &I, KI, o0 o0 0 0 0
71 [0 0 0 -EL, 0 0 0 0 o ] [0
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~ © © o o o o o

Pig—1 0
0 @
0o St
0 0
0 0
I 0
0 I
0 0
0 0

2.3 Abordagem Deterministica 2

—Epq1

c o o o o

~N © © o © o o o o

(2.68)

Uma maneira alternativa para obtencéo do filtro de Kalman para sistemas singulares

nas formas filtrada, preditora e suavizada serd apresentada nesta secio.

A partir das solugGes recursivas obtidas no Teorema 2.2.1 e Teorema 2.2.2 da Secao

2.2 deste mesmo capitulo, conjecturou-se que poderiam ser considerados os seguintes

problemas de otimizacio (2.69) e (2.89) para obter as recursdes para Ty € Tgi1jp

respectivamente.

Esta nova formulagao tem grande relevancia, uma vez que no Teorema 2.3.1 também

foi obtida a expressao recursiva para a estimativa suavizada dada por Thjk+1, O que Nao

ocorreu na secao anterior.

Entretanto, essa nova formulagao nao fornece diretamente as expressoes para as

matrizes de ponderacao Pryijks1, Pregip © Prjk1-

2.3.1 Estimativa Filtrada e Suavizada

Teorema 2.3.1 Considere o sequinte problema étimo com restricdo
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(§k+1|1.-+11 75k|.1.-+1) =

T =1
T — Tk P 0 0
; 1
Mooy 12| W 0 Qx Sk . (2.69)
Vkt1 0 S Rin
sujeito a
Eppixpr = Frop 4+ Gypwg + Gy Ve
Zep1 = Hipaopgr + Jrwog + Ky pwp + Ky g1V (2.70)
sendo que
Py 00
0 Qr Sk > 0. (2.71)
0S¢ Riwr

Ek-irl Fk Gw,k Gv,k+1
_H.‘c+1 Jk I{w,k I(v,k+l

O problema dtimo tem uma iinica solugdo se e s0 se

Er i1
tem posto linha pleno e * tem posto coluna pleno. Supondo as condigoes de
Hiq

posto satisfeitas, a solugdo dtima € dada por
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Tppaerr| {4 0 00000 00
| B 0 —T 00000O0O0O0
= a9 -1 r
0 0 0 0 El,, -H,, 0 0 o0
0o 0 0 0 Fr I I 0 o
0 0 0 0 Gy, Kr, 0 I 0
T T
0 0 0 0 Gyt Kpppn 0 0 I
Errr Fr Gug Gugen 0 0 0 0 o0
—Hpy Jiy Kugx Kopgr 0 0 0 0 0
0 I o 0 0 0 R SE 0
0 0 I 0 0 0 Sy, Qr 0
0 0 0 I 0 0 0 0 Py
Prova: O problema 4timo com restrigio
(Brt1pier s Brgper) =
i -1
LTk — Tk Pk|k 0 0
Tz 0 @ S| e
Ug41 0 S;{ By
sujeito a
Er1®krr = e + Gupwr + Gy 1V
Zpp1 = Hppi@ppn + Jiop + Ky pwe + Koy e 1041

¢ equivalente ao seguinte problema sem restricao

o o o o o

—Zk+1

—Thpk |
(2.72)

(2.73)

(2.74)
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T —1
T — Tk Py 00 Tk — Tk
. i
min — Wy, 0 Qr Sk wy,
:E;‘.,:l:k.(..l,wk,Ak 2
T
Vg1 0 S; Rrn V41

AT (—Ex@ig1 + Frap + Gupwy + G kp1vk41)

+A3 (= 2kg1 + Her@ppr + Jeap + Ko gwp + K g 1vp41)} (2.75)

que por sua vez equivale ao seguinte problema de minimizagao

min
Ty Bl 15 Wk Ak
¢ . T - 4 - _
Tht1 0 0
-1 T
1| @k — Tk Pge 0 0 ° A1
{3 ' i + X
W 0 0 Qr Sk A2
| vt || 0 S Rrn L
( Lh41
—Erp1 Fr Gug Gupqn T — Tp)k N FlTp,
Hepr S Kup Kypn Wy, STy — 241
K L Uk+1
(2.76)
[ Tht1 ]
. T — Tpk A1 _ . ,
Seja T := e A= . Entao, pode-se obter a primeira derivada do
wy, A2
VE41

funcional J com respeito a 7' e A como
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) . “
= T
P 0 0 —E), F. Gur Gur
Dif = k|k T+ k41 k w,k v,k+1 A
0 0 Qr Sk Hieyy Jp Kpp Kypq
] 0 S{ Rip
—E}, Iy Gy Gur Pz
Bsd = k+1 k w,k v,k+1 T4 kb |k
| Hi i Kop Ko gt JeZrjk — Zr
Definindo o seguinte vetor auxiliar
~1
A3 Pk|k 0 0 T — fﬂk
M=]0 Qr S wy, (2.77)
As 0 SE Rk+1 Uk+1
tem-se
Pk|k 0 0 1\3 Tp "'i'-k|k
0 Qr Sk Ml —lw |=—1] 0 (2.78)
0 ST Ripr] [Xs Vgt 1 0
Dessa forma pode-se re-escrever as derivadas como
0 0 -113k+1_
T
I 00 A —E; F. Gur Gor
DpJ = 3 k+1 k w,k v, k41 A
0 fo T 0 Ag Hppr e Kop Ky
| 00 I|]]| A
TE+1
—Ery1 Fre Gug Gugyr| |k — Tk Fy By
Dpd =
Higii Jp Kop Kyksi Wy, T Z e — 2111
Uk+1
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Igualando as derivadas acima a zero a fim de minimizar o funcional, obtém-se as

seguintes equacoes

~ B M+ Higy e =0,

A3 FE JT
- A1
M|+ |G Koy =0,
T T /\2
A5 Gv,k+l I(u,k+1
Th+1
By Fie Gup Gopsr| | @6 | 0
Hk+1 Jk I(w,k I(U,k+l Wy, Zh41
| Vk+1 |
Pk|k 0 0 A3 T IJ:H;‘
0 Qk Sk Adl — Wy, = "= 0
0 ST Ry |Xs Vg1 0

que resulta no seguinte sistema de equacoes matriciais

Pyp 0 0 0 0 0 I 0 0 Az ] —Zx g |
0 Qr Sk 0 0 0 0 A 0
0 ST Ry 0 0 0 0 I As 0
0 0 0 0 0 By Fr Guir Gurn A 0
0o o0 0 0 0 “Hypr Jx Kep Kopga e | = |—zem
0o 0 0 Efy  —HEy 0 0 0 0 Tryl 0
I 0 0 Fr Jr 0 0 0 0 —z, 0
0 I 0 Gl Kig 0 0 0 0 —wy 0
Lo o 1 €T, Kfy, 0O 0 0 0 ] l—vkial 0o |

(2.79)
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Eryr Fr Gur Goptr
Como, por hipotese t o s tem posto linha pleno e
—HkJr]. J I(w,k I('U,k+1

F 1
* tem posto coluna pleno, tem-se pelo Lema 2.1.1 que o sistema acima apre-
Hypy
senta solugao tnica. Logo, segue a recursao (2.72).
0
Fazendo Gy 1 = 0 e K, p41 = I obtém-se imediatamente o seguinte coroldrio.
Corolario 2.3.1 Considere o seguinte problema dtimo com restrigdo
(@-+1|k+1a@-|k+1) =
T -1
T — Tpk P 0 0
) 1
arg min ¢ — : ; :
gmk|$k+1 W 0 Q Sk °
Zit1 — Hipp1Tp — Jrwp — Ky pwy 0 S§ Rpn
(2.80)
sujeilo a
Erpizipyy = Frop + Gy pwy
zZepr = Hppogp + Jyog + Ky pwg + vpg (2.81)
sendo que as matrizes de ponderagao
P 0 0
0 Qi S |>0. (2.82)
0 ST R

O problema dtimo tem wma iinice solugio se e 6 se [Ekﬂ F. G, k} tem posto

Bt

linha pleno e tem posto coluna pleno. Supondo as condicoes de posto satis-
Hiey

feitas, a solugdo dtima é dada por
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Tht1]k+1

| Th|k+1
. T

o  © o © o

0
0

Eri1
Hi

0
F.
—Ji
0
I

Gu,k
Kok
1
0

T
Hiyy

T

—-KT

R

w,k

0 0
0 i
I 0
0 0
ST 0
Qy 0
0 Py

o o o O

Zk+1

[~ Tk |
(2.83)

Prova: Pelo Teorema 2.3.1, a solugdo do problema de otimizagao (2.69)-(2.70) sat-

isfaz a equacdo (2.79).

Como Gy 41 =0 e Ky 1 = I, o sistema (2.79) pode ser re-escrito como

Da linha 3 e linha 5 de (2.84) segue que

0 0
Qr Sk
Si Rk

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 I

By,
Ik

o o o ©

o o O o ~ O =~ <o <o

A3
Aq
As
A1
A2
Tk+1
—
—

—Uk+1

TZR41

o o o

(2.84)
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A3
Vep1 = [0 ST RHL] As
As

Tl

“Uk+1 = [Hk—l-l —Ji ~K-m,k] —Zg | T Zkt1-

— Wy,

Logo, substituindo (2.86) em (2.85) tem-se que
A3 Tpt1

0 S}‘f Rk+1] A4 +[Hk+1 —JE ﬁfi'wlk] —Z | = Zk41.

As —wy,

Por outro lado segue da tltima linha de (2.84) que A5 = — .

eliminar Ay e vp41. Com isto, o sistema (2.84) é equivalente a

Py 0 0 0 0 I 0 -
A3
0 Qr Sk 0 0 0 I \
4
0 ST Ry 0 Hiy —Jp —Kyyp .
5
0 0 0 0 Erpn Fr  Gug
Al =
0 0 HI, EL, 0 0 0
T4l
I o —-Jf' FF o 0 0
0 I -KI' GL, 0 0 0
H 3 —T.U]\
0 0 I 0 0 0 o |- 7

Assim, como por hipétese [Es.- 1 B Gk

posto coluna pleno, entao obtém-se a recursao (2.83).

] tem posto linha pleno e

(2.85)

(2.86)

(2.87)

Assim, pode-se

(2.88)
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2.3.2 Estimativa Preditora

Teorema 2.3.2 : Considere o sequinte problema dtimo com restri¢io

T =1
Tk — Thlk—1 Py 00
Thgllk, Tk ) := arg min { = 3 ; : 2.89
(1A+1|A }.|.L) ?kalel Wi, 0 Qr S ° ( )
vk 0 ST Rk
sujeito a
Erriten = Frog + Gupwg + Gy pvg
zr = Hpzp+ Kw,kwk + Ku,kvk (2.90)
sendo as matrizes de ponderagao dadas por
Peg—1 00
0 Qr Sp| >0 (2.91)
0 ST R

—Br1 Gug Gop Fi

0 Ky Kyp Hy
tem posto linha pleno e Eyyy tem posto coluna pleno. Supondo as condigcdes de posto

O problema dtimo tem uma inica solucdo se e sd se

satisfeitas, a solugdo dtima € dada por
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?ﬁmm:[o 0000O0O0OD I]

— 2 —1 r
Pyrr 0 0 0 0o I 0 0 0 :’fﬂkJ
0  Qr Sk 0 0 0 I 0 0 0
0 ST R, 0 0 0 0 I 0 0
0 0 0 0 0 Fy Gugr Gorp —Fry1 0
0 0 0 0 0 Hy Kyr Ko 0 2k
I o 0o F' HI' 0 o0 0 0 0
0 I 0 G, Ki, 0 0 0 0 0
0o 0 I Gy, K 0 0 0 0 0
0 0 0 -E,, 0 0 0 0 0 0
(2.92)
Prova: O problema 6timo com restrigao
R T -1
. T — Tilk—1 Pgg—1 00
(Zh1pper Tapr) = arg Lun g wy 0 Qr Sk o (2.93)
U 0 S'r{ Rk
sujeito a
Bz = Frag + Gy pwg + Gy oy,
zy = Hpzp+ Ky pwg + Kv,kvk (2.94)

¢é equivalente ao seguinte problema de otimizagao
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min
ThyTh+1

1

Tp — Thik—1

Wy

U

T

Pijk—1

0
0

-1

0 0 Tk — Tpjr—1
Qr Sk W
S{ Bk Vg

M (—Exp1®im1 + Frag + Gupwg + Gy pvp) +

AT (— 2k + Hywy + Ko g + Ky gor) ) (2.95)
que por sua vez equivale a
T -1
. Tk — Tpjk—1 Pyg—1 0 0 Tk — Tyjp—1 \ T
; 1
min - W 0 Qr Sk Wy £3
h T 1L W VA | 2 An
(U3 0 S{ R;‘- Vg
M 7 3
Tht1
—EBp1 Fy Gugp Guor| |80 — Thpo Fi.Z—
y + w v, Kkt f kTh|k—1 L (2.96)

0 Hy Kyp Ky w HyZpgr—1 — 2k

v

Tr+1
. Tk — Thlk—1 AL N . .
Seja U = e\ = . Entao, pode-se obter a primeira derivada do
g )\2
wy.

funcional J com respeito a U e A da seguinte maneira:

_0 5 -
-1 T
P 0 0 —E;, Fr. Gyr G
DyJ = klk—1 U+ k41 k w,k v,k A (297)
0 0 Qk Sk 0 Hy, I(w,k I(U,h
i 0 S§ Re| |
=Eps1 P Guk Guk FrZpp_
DpJ = + w v, kL k|k—1 (2.98)

0 Hrk -Kw,k I(u,k H;...’fﬂkﬁ]—zk
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Definindo
—1
A3 Py—1 0 0 T — Tpip—1
Ag| = 0 Qr Sk Wy (2.99)
As 0 ST R Vg
segue que
Pyp—1 0 0| A3 Tp Tgik—1
0 Qr Sk M|+ |w| = 0 ; (2.100)
0 ST Rl [X Vg 0

Entao, pode-se escrever as derivadas (2.97) e (2.98) como

0 0 Tht1
T
I 00 A — F. Gur Gy
DUJ _ 3 n k+1 k w,k v,k A (2101)
0 0 I 0 Aq 0 Hk I{w,k I(U,A'
i 0 0 I]][ A |
Tk+1
— k. Fi Gur Goil |z — T Frag.
DAJZ k+1 k w,k v,k k klk—1 3, ktk|k—1 (2102)
0 Hy Kpp Kyp ug, HyZpp—1 — 2k
- IIUA: -d

Igualando as derivadas acima a zero para minimizar o funcional obtém-se

~EL M =0, (2.103)
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T -
A3 F H{ 5
. I
M| + Gi,k nglk = (2.104)
T T AQ
As Gv,k I(U,k
Thrt1
—E;, F. Gyr Gy T 0
k+1 k w,k w,k k _ - (2.105)
0 Hk I(w,k I\/u,k Ul Zk
- TUk =
Assim, (zy, W, Vg, k11, A) é um ponto minimo do funcional J somente se
(Th, W, Viy Thegr, A) = (-:Em-,'@Hk,ﬁmk,fkﬂm,ﬁ)
é solugao do sistema de equagoes
Pk“c*l 0 0 0 U I 0 0 O )\3 ‘l’ﬁk“\‘fl
0 Qr Sk 0 0 0 I 0 0 A4 0
0 S R. 0 0 0 0 I 0 A5 0
0 0 0 0 0 Fr, Gur Gur —Epy Al 0
0 0 0 0 0 Hy Kypr Kyp 0 A2 =1 =z
I 0o 0o K HF o 0 0 0 Tk 0
o 1 o G, KL, 0o o o0 0 Wk 0
0 o I G KI., o 0 0 0 o 0
0 0 0o -E,, 0 0 o0 0 0 Thp 1]k 0
(2.106)

~Erp1 Gup Gop Fr
Como, por hipétese & o k tem posto linha pleno e FEj
0 Kyr Korp Hp

tem posto coluna pleno, entao o sistema acima tem solugao tinica. Logo, obtém-se a
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recursao (2.92). g

Para obter as estimativas com ruidos correlacionados, como ocorreu nos resultados
principais das secoes 2.2 e 2.3, existe um procedimento usual que consiste no descorrela-
cionamento dos ruidos. Porém, tal procedimento produz expressoes muito complexas

se comparadas as obtidas neste trabalho, o que pode torné-lo menos conveniente.

2.4 Simulacao

Nesta secao sera apresentado um exemplo de um sistema singular, com ruidos cor-

relacionados, descrito por (2.38), onde as matrizes do sistema sio dadas por

09 0
Biyi=E= o I = e ,
00 0.2 0.2
0.4 0.1 1
Gw,t = Gw = ) 'v,i—f—l =t G'U = 3
01 6 1

I(w,!- = K,, = []_4 14] ; I(v,i+1 = [{U =1

e a covariancia de wy e vy (com termos cruzados) sao dadas respectivamente por

7 2 0.001
Q= ; R=0.1;, S= ; (2.107)
2 1 0.05

A simulagao que resulta do algoritmo do Teorema 2.2.1 é apresentada nas figuras que
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encontram-se a SGEllil'.

State x1, x1hat (-.-.)

v v

-2}

-3

-4}

Figura 2.1: Valor real do estado z(k) e estimativa filtrada .

State x2, xZhat (-.-.)

10 20 30 40 50 60

Figura 2.2: Valor real do estado xo(k) e estimativa filtrada .
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Capitulo 3

Casos particulares do filtro de

Kalman proposto

Dado o sistema dinamico

Erpizer = Frep 4+ Grug
Zer1 = HipiZepr +ven (3.1)
com
b, 0 0
0 Q. 0 |>0 (3.2)
[0 0 R

mostra-se neste capitulo que o filtro de Kalman obtido nas se¢des 2.2 e 2.3 do Capitulo
2 equivale ao filtro deduzido por NIKOUKHAH et al. (1992)), que por sua vez pode
ser reduzido a forma encontrada em DAROUACH et al. (1993).

Lema 3.0.1 Sejam R € R™ "™ wma matriz invertivel, definida positiva e A € R"*P
malriz posto coluna pleno. Neste caso, ATR™'A ¢ invertivel e sua inversa pode ser

calculada por



_ R A 0
(4’4" =0 1|
AT 0 5
= o =—f i ,
0 A I
= [ I, 0 ] d (3.3)
A R 0
= = =1 .
. 1| R A I,
(ATRflA)flATRfl =10 Ip
- 11 AT o 0
- ] 1 = .
- 1 0 AT 0
= 0 (3.4)
- ) I
= s =
- 1] R A 0
RYAATR'A)™Y =11, o .
- AT o Iy
= S | %
11 0 AT A
=0 I, (3.5)
A R 0

3.1 Equivaléncia entre as estimativas filtradas

E; Ry H; 0 0
Lema 3.1.1 Suponha que Bz tem posto coluna pleno, B P
Hyp 0 Ek+1 F. Gy
Py 0 0

tem posto linha pleno e 0 Q 0 > 0 para todo k > 0 . Neste caso,

0 0 Ry
[0 o o BN, H,, 0 o0 ]
0o o0 o0 F' 0 0 I
o0 0 0 GEf o I o
B F. G, 0 0 0 0 (3.6)
Hipp 0 0 0 Ry 000
0 0 I 0 0 Qr 0
| 0 I 0 o0 0 0 P |

€ invertivel. Se [ F. Gk] tem posto linha pleno, entdo pode-se re-escrever



(1] [ o o o EI, HY,, 0 o0 0
0 0o 0o o EFE' o o0 I 0
0 o 0 0o G¢Gf o I 0 0
ey = | 0 By F. Gy 0 0 0 0 0 (3.7)
0 Higyp 0000 0 Rgygr 0 O Zk41
0 0 0 I 0 0 Q. 0 0
| 0 | 0 I 0 0 0 0 Py | [ %k
€
” ./ L % =k g 5
I 0 0 0 Ef, H;, 0 0 I
0 0o 0 o FE' 0o 0 I 0
0 o 0o o GF o I 0 0
Preyiey1 = | 0 By Fr, Gy 0 0 0 0 0 (3.8)
0 Hegyp O 0 0 Ry 000 0
0 0 0 I 0 0 Qr 0 0
| 0 | 0o I 0 0 0 0 Py ] [0]
comao
ol” FPyeFT + Gh@iGT 0 By B Py |
Tepaktr = | 0 0 Ry Hpyy Zhy1 (3.9)
I Eiy Hyy 0 0
€
T -1
0 PP By + GrQrGE 0 Epyy I
Pepirr=—| 0 0 Riyi Hiqa 0 (3.10)
I Bl Hiy, 0 0

ow como
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Trsrk1 = Pepipr1 By (Fr P FY 4 GrQrGY) ™ Py + Py Hip 1 Ry 1201

Piytjert = (B (FePpFi + GrQrGY) ™ By + Hi R} Hia) ™

(3.11)

(3.12)

Prova: A principio, os sistemas (3.13) e (3.14) sfo equivalentes pois apenas a ordem

das linhas e colunas esta alterada

0 0 0 Ef, H,, 0 0

o 0o o F' o o I

0 0 0o GFf o I o0
By Fe Gy 0 0 0 0
Higyp 000 0 Rgyr O O

0 0 I 0 0 Q O

0o I 0 0 0 0 P |
[P 0 0 o 1 o |

0
0 Qr 0 0 0o o0 I
0 Ripi 0 Hipa 0 0
0 0  Epp Fr G
Hi, EIT—I-I 0 0 0
0o FE' 0 0 0
0 GI 0 0 o0

=]

o~ O O
_ o o O

Considerando o sistema (3.14), valem as seguintes relacoes

Tht1

— U,

A3
Az
A1

Al
Az
Az
Ak
Tk
—

—up

= 7
T, L Py Fy,

Up, 0 QLG{

o o o ©

Zk+1

— Tk

Zk+1

o o o O

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Ry A3 + He 1@ = 2e (3.16)
T,

By 1@kst — [ F. G ] =0. (3.17)
wg

Substituindo (3.15) em (3.17) segue que

B2k + (FxPypFi + GrQrGE) M = Fiiygpe (3.18)

Assim, por (3.16), (3.18) e pela quinta linha de (3.14) obtém-se a seguinte equagao

matricial:
FoPpFE + GhQiGL 0 Erp Ak By Ty
0 Riy1 Hip As | = oz |- (3.19)
By i, 0 Tkl 0

Ejy1
Como, por hipétese } tem posto coluna pleno e [ F. G ] tem posto
Hyyq

linha pleno, entéao o bloco matricial & esquerda de (3.19) é invertivel. Logo, segue a

recursio (3.9).
Mostra-se a seguir que (3.10) pode ser escrita como (3.12).

Os sistemas (3.20) e (3.21) sdo equivalentes pois apenas a ordem das linhas e colunas

estd alterada



[0 o o B, HL, 0o 0 |[-Pn] [I]
0o o0 o Ff 0 o0 I As 0
o 0o o GF o I o0 A6 0
B Fe Gy 0 0 0 0 M o|=]o0
Heypr 0 0 0 Rgr 0000 A3 0
0o 0 I 0 0 Q¢ O A2 0
| 0 I o0 o0 0 0 Py |l M | [0
[ Pge O 0 0 o 1 o[ »n 1 [ol
0 Q 0 0 0o 0 I A2 0
0 0 Rgyn 0 Hgyr 0 0 A3 0
0 0 0 0 Epp Fr G Mo |=1|0
0 o0 HY, EL, 0 0 0 —Pyy I
I o o E' o0 0 o0 A5 0
o 1 o Gf 0o o0 o0 |[ Xx | [O]

A partir do sistema (3.21), consdiera-se as seguintes relagoes

X || PusFY
A6 QrGY,

Rppads — Hpp1 Py =1

As
— Ep 1Py + [ F. Gy ] % = 0.
6

Substituindo (3.22) em (3.24) obtém-se

— Bp1Piy1 — (Fe P P + GRQiGY) M = 0.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Assim, por (3.23), (3.25) e pela quinta linha de (3.21) obtém-se a seguinte equacao

madtricial:

FkPHkF}? + GLQ]\,G{ 0 Ek+l H)\ll 0
0 Rry1r Hin A3 =10 (3.26)
EE+1 H;{H 0 —Fp41 I

Ept1
Como, por hipétese i tem posto coluna pleno e [ F. G ] tem posto
Hypa

linha pleno, entdo conclui-se que o bloco a esquerda do sistema (3.26) é invertivel.

Logo, a recursiio (3.10) estd demonstrada.

Ainda resta mostrar que (3.9) e (3.10) podem ser escritas como (3.11) e (3.12),

respectivamente.

Utilizando o Lema 3.0.1 tem-se que

Ttk =
[ T Ty-1 171 =
o 5 (FkPMka + GrQiG)~ 0 I
By Hip Y
i 0 Rk+1 1L Hp
[ (AP FE + D)t 0 | [ Ra
x [ By Hip ] y (3.27)
F
i 0 Rk-l—l 1L Zk41
ou seja,
ey -1 _ -1
Tpptfhyr = (EEH (FiPyrFi¥ + GkQikGY) ™ Exyr + HEHR;,.J:IHA-H)
B (Fe Py L + GrQikGE) ™ By, + Hiy 1 By Ly 241 (3.28)

Definindo Py;jx+1 como em (3.12) obtém-se a estimativa . x41 dada por (3.11).

Finalmente, falta mostrar que (3.10) pode ser escrita como (3.12). Utilizando no-

vamente o Lema 3.0.1 segue de forma direta que Py, 41 é dada por (3.12).
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3.2 Equivaléncia entre as estimativas preditoras

Py 0 0
Lema 3.2.1 Suponha que Ej 1 tem posto coluna pleno, 0 Q 0 >0e
0 0 Rpp
Ry 0 Hip 0
0 Epp Fr Gy

tem posto linha pleno para todo k > 0. Neste caso,

0 0 0 EEH 0 o 0
o 0 o FK' HI o0 I
o 0 0 GF o0 1I 0
Exyyn Fr G, 0 0 0 0 (3.29)
0 Hp 0 0 R, 0 0
0 0 I 0 0 Q 0
0 I 0 0 0 0 Prpr |
€ invertivel. Se [ Fy, Gk] tem posto linha pleno, enldo pode-se re-escrever
- T 41 -
I o o0 o0 E, 0 0 0 0
0 0 0 o FEF HF o0 I 0
0 0o 0 0 GFf o I 0 0
Benp— | 0 Eyyn Fr Go 0 0 0 0 0 (3.30)
0 0 . 0 0 Ry 0 0 —2j,
0 0 6 1 0 0 G 0 0
0] [ O I 0 0 0 0 Py | | —Zpyp—1 |



I 0 0 0 Ef, 0 0 0 I
0 o o0 o F' HI 0 ¢ 0
0 0o o o GI o 1I 0 0
Pee=| 0 Eyyw Fo G 0 0 0 0 0 (3.31)
0 0 Hy 0 0 Ry 0 0 0
0 0 0 I 0 0 Q 0 0
| 0 | 0 I 0 0 0 0 Py |O0]
como
Thpilk = [ 00 I ]
—1
FiePuk—1FY + GeQiGY  —FrPye 1 HY  Ernt FrZye—
—Hy Py 1 FY Ry + HePyw o HY 0 2k — Hy Ty
Ef., 0 0 0
(3.32)
e
Py = —
or T T B
O |FrPup—1F{ + GGy  —FiPp—1H{  Ein 0
0 —Hy Py FY, Ry + HyPyp 1 HY 0 0| (3.33)
I EL., 0 0 I
ou como

Brrrh = Poip B (Y — FePye_1 HY (R + He Py 1 HT) ' Hy Py F)

X Py + P Bl (Y — Fx Py 1 Hi (R + Hi Py HD) 7 Hy Py FE) ™!

X FyPyk_1Hi; (Ry + Hi P HT) ™ (2 — Hi@ipon) (3.34)
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P =
(Ejeyr (Y — Fi Py H{ (R + HiPrg HT) T Hi Py F) ™ Brg) ™

(3.35)
ﬂnd(i Y = kak|k—1FIg‘ -+ GLQLG{

Prova: A principio, os sistemas (3.36) e (3.37) sio equivalentes pois apenas a ordem

das linhas e colunas est4 alterada

o o0 o Ef, 0 0 0 Tt 0
o o0 o FE' HI o0 I —zy, 0
0 o0 0 GI o I 0 —auy, 0
Expyp Fp G 0 0 0 0 M | = 0 (3.36)
0 Hp, 0 0 Rp 0 0 Az ~zp
0 0o I 0 0 Qx O A3 0
L 0 I 0 0 0 0 Ppa]l M | | gt
(Pps 0 0 0o 1 0o o [ xm] [ -
0 Q 0 0 0 I 0 A3 0
0 0 R, 0 H, 0 0 Az —2
0 0 o0 0 0 0 B, Tppr | = 0 (3.37)
I o H 0o o o FT —z 0
0 I o o o o G¥ —uy, 0
0 0 0 By F G, 0 || X | [ 0o |
A partir do sistema (3.37) obtém-se as seguintes relagoes matriciais
o | _ | P O M i Tpelk—1 (3.38)

. 0 Q|| 0
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% it HY
Plaa ] 78 fap=] 7% | % (3.39)
A3z G{ 0
T
Erp1®r — [ F. Gy ] =0. (3.40)
ug,

Substituindo (3.39) em (3.38) obtém-se

P10 FI HF Thpe
Tk | _ klk—1 _ k A — k Ao | 4 klk—1 . (3.41)
ug. 0 Q GY 0 0

)
Substituindo agora por (3.41) tem-se que
up

Epnzpit + FPog 1 FiL 4+ GRQrGE M+ FePys_1 HE Do = Pl (3.42)

Considerando novamente o sistema (3.37) obtém-se, a partir das linhas um, trés e

cinco

Tk = Tgjp—1 + Prp—1 M (3.43)
M=—HIx— FI'x (3.44)
Riho — Hyzp + 2 = 0. (3.45)

Substituindo (3.43) em (3.45) segue que



Rpho — Hy, (ﬁk|;‘._1 + Pk|k—lAl) + 2z =0. (3.46)

E, substituindo novamente (3.44) em (3.45) obtém-se

— (R + HyPop—t Hi ) Ng — Hi Py 1 FY M = 2 — HiBgpe1.- (3.47)

Desta forma, vale a seguinte equagao matricial

Y ~FiPye1HY  Epp Ak Fy kg1
ﬁHkPk|k—1Fg1 Ry + HkPk|k71H;{ 0 —Ag = | &k— Hk?ﬁMk—l
Ef., 0 0 Tht1 0

(3.48)

Como, por hipdtese [Fk Gk] tem posto linha pleno e Ej, ;1 tem posto coluna pleno,

entdo o bloco a esquerda de (3.48) possui inversa. Obtém-se assim a equagao (3.32).
Agora mostra-se que (3.32) pode ser escrita como (3.34).

A partir da equagao (3.48), seguem as seguinte relacoes

Y —Fy Py HY Ak . Epn .
Tr+1
—Hy Py By Ry + Hy Py HT —A2
_ FiZpr-1 (3.49)
2 — HiZpyp—1
c
/i Ak
| B2, o] =0. (3.50)
;R

Assim,
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=]
¥ — Fp Py Hi, Ega

[ Ef, 0 ] Tt
~HiPyr—1Fy Rk + Hy Py HT 0
|
B [ o ] Y —Fy P Hi, Fi Tk
= ‘k+1 R
—HyPjp—1 FY Ry + Hy P HT zr — HyZgp—1

Como a inversa do bloco matricial central de (3.51) pode ser calculada através da

fatoragio LDU (Lower Diagonal Upper), tem-se que

= -1

Y —Fy P HY I 0
i —HyPy_1Fjf Ry + HyPyy_1H BiHy Py FT T
y (Y — Fy Py 1 Hif BRHp Py 1 F)™ 0 I FyPy_H{ By
0 B;. 0 I

sendo que By, := (Ry + H;,.PHk,lHT)_l.

Portanto segue que

—1
[ ET o J Y —Fy Py HY By .
k+1 s
—HePye—1F Ry + HpPyp o HT 0
= E{\1(Y — FePyx—1 H{ By HyPy—1 FiL) ™ Fyyoy + Efyy %

(Y — FiPrjk—1 Hi BeHiPygg 1 FL) ™ Fy P HiY By, (2k — HyBpgpemr) - (3.52)

Assim, a estimativa preditora ¥y 1x pode ser escrita como (3.34), apés Py ser

definida por (3.35).
Agora mostra-se que (3.31) pode ser re-escrita como (3.35).

Os sistemas (3.53) e (3.54) sdo equivalentes pois apenas a ordem das linhas e colunas

estd alterada
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0 0 0 Ef, 0 0 0 —Pry1 I
0o o o FI' HF o I As 0
0o o0 o GI o I 0 A6 0
Expi Fr Gy 0O 0 0 0 A7 =10 (3.53)
0 H, 0 0 R 0 0 A3 0
0 0 I 0 0 Q O Ao 0
. 0 I 0 0 0 0 Ppai)J|l M | |O]
(Pger 0 0 0o 1 0o o J[ a ] [o]
0 Q 0 0 0 I 0 X2 0
0 0 R, O Hy 0 0 A3 0
0 0 0 0 o0 0 Ef, ~Pep | =1 |- (354
I 0o H' o o o T As 0
0 I 0 0 0 0 GF A6 0
|0 0 0 Eyy Fe G 0 || XM | [0]

Tem-se a partir do sistema (3.54) que

As _ Pep—1 0 A1 . (3.55)
A6 0 Qk A2
Mol Fr i
A2 GY !

Substituindo (3.56) em (3.55) obtém-se

Hy
0

3, (3.56)

A } _ [ Pie—r (FT A7 — HI Ag) -

A6 QrGT )7
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Além disto a partir de (3.54) segue que

As
— EBp1 P + [ F. Gy ] = {. (3.58)
A6
As ,
Substituindo por (3.55) obtém-se
A6
— Exp1Pipr + (Fx P 1 Fi + GrQuGE) M — Fu Py 1 H{ A3 = 0. (3.59)

Considerando novamente o sistema (3.54) pode-se encontrar as seguintes relagoes

As = —Frr—1M1 (3.60)
M=—HI)3—FF ) (3.61)
RyAz+ Hihs = 0. (3.62)

Substituindo (3.60) em (3.62) obtém-se

RyA3 — Hy (Pyjr—1M1) = 0. (3.63)

E, substituindo novamente (3.61) em (3.63) tem-se

— (Ry + Hy Py 1Hi )As = Hi Py Fif A = 0, (3.64)

Desta forma, segue o seguinte sistema matricial



Y ~Fi Py HY  Exp A7 0
—Hp Py 1 FY' R+ HiPy (HEY 0 -x | =]0]- (3.65)
EL., 0 0 —Piy1 I

A partir das hipé6teses do teorema, segue que o bloco matricial & esquerda de (3.65)
é invertivel. Logo, segue que (3.31) pode ser re-escrita como (3.33). Finalmente, resta

mostrar que (3.33) pode ser escrita como (3.35). Temos pelo Lema (3.0.1) que

® ~1
0 ¥ —FPye HY  Erp 0
Pk+1|k == = O _HkPMk—lFJT Rk + "LIkPklkleE 0 0
I El, 0 0 I
T -1 —1
B Er1 ¥ —Fy Py HT By
0 —Hp Py 1 F¥ Ri + Hp Py HT 0

Considerando a mesma fatoragao utilizada na demonstragio de ¥y, obtém-se

Py =
T -1
Ern (Y — Fx Py 1 HE ByHp Py FE)™' 0 Ei1

0 0 By 0

ou seja, Py, 1x passa a ser escrita como (3.35).
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Capitulo 4

Estabilidade e Convergéncia do

Filtro de Kalman proposto

Neste capitulo serd feito um estudo das propriedades do filtro proposto na Secao
2.2 do Capitulo 2 que é apresentado na forma de blocos matriciais de dimensao nove,
através da andlise de sua equacio algébrica de Riccati correspondente. Condicdes para
estabilidade e convergéncia da solugao para tal equacdo sdo fornecidas, assim como
condigoes sob as quais a equacido de Riccati resultante tem uma tinica solugao semi-

definida positiva. Considere o seguinte sistema invariante no tempo:

Bz, = Fzp_ + Guwi_1+ Gyog, (4.1)

2 = Hap+ Jep + Kywe_q + Kowy. (4.2)

Pode-se re-escrevé-lo da seguinte maneira

0 . ) F Gw Gy| |wr—y
= oy + Tp-1+ - (4.3)
2 H J Ko K| | w

Definindo
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0 -FE F
Zp = , &= VA= , (4.4)
Z H J
wWr._— S Gw Gu
Wei= | T | Ra= @ K= , (4.5)
Vi ST R Jr{w I(U

tem-se que o sistema (4.1)-(4.2) pode ser expresso por

Zr =Exp + Axp_1 + KV, (4.6)

As estimativas Ty dadas em (2.60) podem ser re-escritas da seguinte forma

- T - -—1 - -
0 P 0O 0 I 0 0 Tp1jk—1
0 0O0R 0 0 I 0 0
R 0 00 0 AK € Z
Lhlk = (4.7)
0 I 0 AT 0 0 0 0
0 0 I KT 0 0 0 0
7y [0 0o & o0 o of | o |

e e T a1 =
0 P 0O 0 I 0 0 0
0 0 R 0 0 I 0 0
0 00 0 AK & 0
0 I 0 AT 0 0 o0 0
0 0 I KT 0 0 0 0
7] 10 0 & 0 0 of |If
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4.1 Resultados Auxiliares

Nesta segao apresentam-se lemas auxiliares que seriio utilizados nas préoximas segoes

deste capitulo.

Lema 4.1.1 (NIKOUKHAH et al. (1992), p.1334) Seja R semidefinida positiva

e H posto coluna pleno. Entdo

t
R H R H| |Ro||R H 0
[0 I] + =0 (4.9)
HT 0 HT 0 0 of |[HT o I
[
R H| |H
o ] =1 (4.10)
HT of|o
0
Lema 4.1.2 Se
-1
R H 0
P——lo 1| (4.11)
HT 0 I
entao
P =LRLT (4.12)
com I
R H I
L=[o I} . : (4.13)
HT 0 0

Além disto, definindo

L (4.14)



63

tem-se

LR+ KHY = 0

LH = I (4.15)

Prova: A matriz P é dada por (4.11). Pelo Lema 4.1.1

—1 —1
R H R Ol|R H 0
P=o 1| _ . (4.16)
HT 0 0 o| [HT o I
Logo
=3 -1
R H I R H 0
P=lo 1] | R|1 o . (4.17)
HT 0 0 HT o I
Definindo

R H

b

-1
v
[ } | e
0

EETIE am

ou seja,
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[L K] il [o I]. (4.20)

Logo

LR+ KHT = 0
LH = 1. (4.21)

Lema 4.1.3 Sejam

P= L31PL§‘1 + L32RL;{2

(4.22)

com

P 0O 0 I 00 I 00
0 R 0 0 I 0 0 I 0
Lu Lo L]l o 001 0o
00 0 AK & 00 I
Loy Lop Lozl =10 0 0 0 I 0 o
I 0 AT 0 0 0 000
L3y L3z L3 00000 [ -
0 I K" 0 0 0 0 00
00 & o0 0o o] [0 0 0
(4.23)
Eﬂtffo, —L33.A = L3] i
0

Lema 4.1.4 A recursio do filtro de Kalman dada por
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B - a=l o -
of |[P 0 0 I 00 Bh1]k—1
of [0 R 0 0 I 0 0
n 0] [0 0 0 AK€ 2
Tpe =
ol [T o AT 0 0 0 0
ol o I KT 0 0 0 0
7] [0 o &7 o0 0 0] | 0 |
COoTn
. - e G
of [P 0o 0 I 00 0
0f |0 R 0 0 I 0 0
P o] [0 0o 0 AK€ 0
of [ o AT 0 0 0 0
of |0 I K 0 0 0 0
7] [0 0 & 0o o0 o] |/
pode ser re-escrita como
Ty = La1Zp_1yp—1 + L3z 2k (4.24)
P=I5PLY + LeyREL (4.25)

respectivamente.

Prova: Define-se
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PO 0 I 00 00 0
0R 0 0 I 0 000
0007 00
00 0 AK €& 000
P:=—1{0 000 I 0 , (4.26)
I 0 A" 0 0 o0 I 00
0000O0TI
0 I K 0 0 0 0710
00 & o o0 o] [0 0 I}
Entéo, P é dada por
0
P:[O[]I]JP’(). (4.27)
I

Aplicando o Lema 4.1.2 pode-se reescrever P da seguinte forma

T
Lin Lig Lig| |P 0 O |Lun Lia Lis

P= Ly Ly Los| [0 R Of |Lax Loz Lo (4.28)
L3y L3z Laz| [0 0 0| |Lyy L3z L3z

Assim, a equagio (4.27) torna-se

Lyyw Ly Lig| |P 0 0| |Lu Li2 L3 0
P=0 0 1] |La Ln Ln||0 R Of [La Lo Lu| |0o| (429)
Lz1 L3z L3z| |0 0 0| |L31 L3 L33 I

ou seja,
R 0| |LL

P—LaPLy + Ly Ly (4.30)
0 0| (L%
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que equivale a

P = L3 PLY, + LyyRLY, (4.31)

com L3; e L3z dados por (4.23).

Portanto, P é dada por (4.25) e o filtro tem a forma

Trk = Lar@p_1pe—1 + L33 2y (4.32)

uma vez que I é dada por

s A - —1 — - — -
ol [P o o 1 0 o0 (I 0
0 0 R 0 0 I 0 0 0
R 0 0 0 0 AK £ 0| _ I
Ty = » gt | | 2| (4.33)
0 I 0 AT 0 0 o0 0 0
0 0 I KT 0 0 0 0 0
7] [0 0 & 0 0 0] \_0_ 0] )
Como
T e - —1 =
ol [P o o 1 o o] [r1
0 0 R 0 0 I 0 0
0 0 0 0 AK & 0
L3 = (4.34)
0 I 0 AT 0 0 0 0
0 0 I K 0 0 o0 0
7] [0 0 & o0 o0 of |O]
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= B -1 - -
ol [P o o 1 0o o] Jo
0 0 R 0 0 I 0 0
0 00 0 AK€ I
L33 = y (4.35)
0 I 0 AT 0 0 0 0
0 0 I KT 0 00 0
7] [0 0 & 0 0 0] |0
entdo segue (4.32). O

Lema 4.1.5 Para matrizes A € R™*™ B € R™™" ¢ T' € R"™™ conhecidas, a equagdo

de Stein

S— BSA=T (4.36)

tem uma tinica solugdo se e s se Ay ps # 1 para todo A\, € 0 (A) e ps € o (B).

4.2 Estabilidade

Nesta segao apresentam-se resultados que evidenciam a estabilidade do filtro pro-
posto no Capitulo 2. Tais resultados por sua vez mostram que a equacao algébrica de

Riceati resultante possui uma tinica solugao semi-definida positiva.

Teorema 4.2.1 Suponha que [)\g + A }C] tem posto linha pleno para |A| > 1, R >0
e £ tem posto coluna pleno. Seja P solugio da EAR (4.25). Se P > 0, entido P é a

solugdo estabilizante para (4.25).

Prova: Suponha que exista uma solugio semidefinida positiva P para a equagio
de Riccati (4.25). Devemos mostrar que Lgz; é estdvel. Pelo Lema 4.1.3 temos que

L31 = —L33.A e

Tppk = —Lsg ATy _qk—1 + L33 2 (4.37)
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P = Lyz(APAT + KRKT)LY, (4.38)

Assim, é suficiente mostrar que —L33.A ¢é estdvel.

Suponha, por contradicio que —Lg33A nao é estivel. Entdo, existe um nimero
complexo A e um vetor v (v # 0) tal que |A\| > 1 e —vl'LgzA = M”. Entretanto,

tem-se pelo Lema 4.1.2 que

L€ =1.
Multiplicando a equacgao acima por AT obtém-se
Ml Lga€ = Ml

e como Ml = —vT Laz A segue que

/\'L'TL33£ = —’UTL33.A

vT Lag(AE + A) = 0. (4.39)

Entretanto, pré-multiplicando (4.38) por v’ e pés-multiplcando por v, obtém-se

vT Pv = o" (L3zA) P (LasA)" v + vF LasKRKT L.

Desde que AT = —vT L334, a equacgdo acima torna-se

v Py = TP (WT)" + o7 LygkRKT L. (4.40)

Assim,

(IM? — D)oT Py + vT LasKRKT Lizv = 0. (4.41)
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Sabe-se que |A| > 1, P > 0e R > 0. Entao

(A2 =1)p"Pv >0 (4.42)

vT LasKRKT Lizv > 0 (4.43)

De (4.41), (4.42) e (4.43) segue que

vT L33K = 0. (4.44)

De (4.39) e (4.44) obtém-se

-uTL33([,\g+A ;c]):o com [N > 1. (4.45)

Como L3z tem posto linha pleno, segue que v # 0 <= vT L3z # 0. Assim, em
(4.45), [,\5 + A ]C] nao tem posto linha pleno para |A| > 1, ou seja, obtém-se uma

contradicao. Entao, L33z A é estdvel.

O

Definigao 4.2.1 E dito que P é uma solugdo estabilizante da Equag¢do Algébrica de

Ricatti (EAR) (4.25) se

o P satisfaz a FAR ;

e L3 € estdvel

Lema 4.2.1 Considere a EAR (4.25). Se a solugdo estabilizante existe, ela é tnica.
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Prova: Agora mostra-se que (4.25) possui uma unica solucao estabilizante. Para

isso, suponha que existam 2 solugoes P} e Py, com

1 1 1 2 2 2
Lll L12 L13 Lll L12 L13

1 i 1 2 2 r2
L3y Lyy Lag| © Ly Lgy Lig

Ly Ly Li| (L& Lf Li

suas matrizes correspondentes. Entdo, Li; A= —L} e L33 A = — L%, siio estéveis e
P—P=
o ([ o o 1 00l [mo o 1 ool )]0
0 0 R 0 0 I 0 0 R 0 0 I 0 0
0 0 0 0 AK E 0 0 0 AK E 0
0 I 0 AT 0 00| |I o AT 0 0 o0 0
0 o 1T k' 0 o o 0 I KT 0 0 o0 0
L1_\_00.&,'Tooo_ _00£T000_)_I_
Definindo

(P, 0 0 I 0 0

0R 0 0 I 0

B o 0 0 0 AK€

I 0 AT 0 0 0

0o I KT 0 0 0

0 0 & 0 0 0]

temos que
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0 0
0 0
0 0
P —Py= (' —r') (4.46)
0 0
0 0
.-I- -—I-
Como
- I I
0 0 0 0
0 0 0 0
0 110 0 0 .
— Qng € = Ql Ql.
0 0 0 0
0 0 0 0
7| 7] 1] 1]
Voltando a P; — P» tem-se
o i T o
0 0
0 0
0 0
P~ Py = OO — Q) 051 (4.47)
0 0
0 0
._I_. uI_

Mas
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o P

I I

0 0

0 0
Q-0 = (P — P) (4.48)

0 0

0 0

_0_ _U_

Assim

Pi—P=L} (P —P) L. (4.49)
Utilizando-se o Lema 4.1.5 conclui-se que P; — P» = 0. Logo P = P. O

4.3 Convergéncia

Nesta secao serao apresentados resultados que garantem que a recursao de Riccati
é uma sequéncia nao decrescente. Para mostrar a convergéncia da mesma, deveria ser
mostrado que Py, ¢ limitada superiormente por P, solugao tinica semi-definida positiva
da equacao algébrica de Riccati dada em (4.25). Porém, o resultado que garante que a

recursao é limitada superiormente por P ainda nao estd demonstrado.

Lema 4.3.1 Se Py, = 0 entdo

R L a1 oo
of |y 0 0O I 0 0 0
0 0 R 0 0 I 0 0
0 0 0 0 Ax K & 0
Py = — . > 0. (4.50)
0 I 0 AT 0 0 0 0
0 0 I KF o o o 0
7] Lo o & o o of |If
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Lema 4.3.2 Sejam duas matrizes Py 1 € Py 2, considere as sequintes definigoes para

§=1,2z

TR W g=1 = &
of [Pyws 0 0 I 0 0 0
0 0 Ry O 0O I 0 0
0 0 0 0 Ar Ki & 0
Pryilk+1,i = — . (4.51)
0 I 0 AT 0o 0 0 0
0 o I KI o o0 o0 0
71 Lo o & o o of |[I]
o B g -1l
of [Pps 0 0 I 0 0 I
0 0 Ry O 0o I 0 0
0 0 0 0 A K & 0
Figgies (4.52)
0 I 0o AT 0o o0 o0 0
0 o I K o o0 o 0
7] Lo o & o o0 o] |0
FEntao tém-se
Prestlk+1,1 — Pesierz = Frrt (Pt — Pupz) (Frez)” (4.53)
Firg— Frre = Frrz (Pepeg — Prje2)
( / S o =F \
Pggy 0 0 I 0 0
0 R 0 0 I 0
0 A Ky &
X ok ok . (4.54)

AL 0 0 0
K o o o
\L[o] L & o o o] |o

=
0
0
0
0
0

(=R = =)
o ~ O o
o O o o O 9~



Lema 4.3.3 Sejam duas malrizes Pyy e Pyg2, considere parai=1,2:

Prpksri = —

~  c © o o <

o o ~ o

o ~ o O

0
0
0

AP
KL

7

R

1 o ol o
o 1 ol o
A &b el 1O (4.55)
o o of |o
o o of |o
o o of |1

Se Py 2 Prjra entao Pryqjei,n 2 Pk,

Prova: Pelo Lema (4.3.2), vale a seguinte relacao (4.53). Além disso

Fiea = FrrolI 4 (Pijr — Prge2)

Assim,

c o O O 9~

_Pklk,l 0
0 R
0 0
I 0
0 1
0 0

A0 0 0
K 0o 0 0
& 0 o0 o] |of)

o 1 o o] [n)
o o I ol o
0 A Ke & o
0
0

Prsipkrnt — Pryrprrre = Freall + (P — Page,2)

\ L0,

(1]

0
0
0
0
0

»Pk|x.-,1 0
0 Ry
0 0
I 0
0 1
0 0

0

0

0
Ay
K

er

I
0
A
0
0
0

0
1
K
0
0
0

0
0
&
0
0
0

4

-1

(Pejet — Prje,2) (Fpra)T .
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Como Pk|k,l o Pk|k,2 > 0,

Pesife+1,1 — Pepiptre = Frez (Prjk — Pk|k,2)% U+ (P — Pklk,z)% X
(11" (Pt 0 0 T 0 0] -
0 Ri O 0 I 0
0 A Ki &
AL 0 0 0
KI 0o o0 o

»
\L9] L & 0 0 0] 0]

1
(Peje,t — Prgr2)? (Frra)"

1
(Prpi,r — Piji2) ®] %

o O o O O ~,

(o S e R = T o T =

0
1
0
0

o~ © O

Assim, pelo Lema (4.3.1), segue que Py yyppy1,1 — Prgijesr,2 = 0. Cl

Lema 4.3.4 Suponha que R > 0 e defina {Py1.}72, por

Py = f(Pi—ijk—1> Las 1) == Lasg 1 (APe_yp 1 AT + KRKT) Lz, (4.56)

sendo

[Pees 0 0 1 0 o] o
0 R 0 0 I 0 0
0 0 0 AK €& i
L33 1 = [0 0000 [] (4.57)
I 0o AT 0 0 o 0
0 I K" 0 0 0 0
|0 0 & o0 o of |0

com Pyjg = 0. Entio { Py }72, € uma sequéncia nao decrescente.

Prova: ComoR >0e Pk|k é dada por (4.56) segue que para P(]l() = 0 temos P1| 120
e Pyj; — Fyp > 0.
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Fazendo a hipétese de indugao Py, — Pr_qx—1 = 0 tem-se pelo Lema 4.3.3 que se

Pk 2 Pe_1jp—1 entdo Pyqkq1 = Py Segue portanto que

0=Fop < Pip < - < B < P < Prgafer < - (4.58)

Observagao 4.3.1 Para mostrar a convergéncia de Py, deve-se verificar ainda que ela
é uma sequéncia limitada superiormente por P, solugdo inica semi-definida positiva de

(4.25).
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertagao foram derivadas recursoes para o filtro de Kalman para uma classe

geral de sistemas singulares, variantes no tempo em tempo discreto.

Os filtros deduzidos aparecem nas formas de estimativas filtradas, preditoras e
suavizadas. As deducoes foram feitas via abordagem deterministica, utilizando-se
o Método dos Minimos Quadrados (MMQ), partindo da minimizacao de funcionais
quadraticos, cujas restri¢oes eram as equagoes dindmicas do estado e da saida do sis-

tema.

O sistema dindmico considerado possui uma formulac¢do mais geral que os encon-
trados na literatura com, por exemplo, ruidos de estado e medida correlacionados. O
filtro 6timo com a respectiva equacao de Riccati associada, foram expressos na forma

de blocos matriciais de dimensao nove.

Apés o resultado principal inserido na Segdo 2.2 do Capitulo 2, cuja demonstracio
encontra-se no Apéndice A, também considerou-se o funcional denominado ” funcional
de um passo”, que por sua vez objetiva minimizar os erros da estimativa. Através
da minimizagao de tal funcional, foram obtidas as mesmas expressdes para os filtros,
mostrando assim que ha equivaléncia entre os procedimentos. Além disto, a estimativa

suavizada foi alcangada juntamente com a obtencao da estimativa filtrada.

A abordagem deterministica feita neste trabalho também é importante porque al-
canga a mesma recursao para o filtro de Kalman através de dois funcionais formulados
de maneira distinta e, mais ainda porque permite ao sistema ter um modelo mais con-

pleto, constando termos cruzados e atraso na saida. Isto também pode ser feito a partir
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da abordagem estocastica, entretanto produz expressbes muito mais complicadas que

as obtidas nesta dissertacao.

Uma outra contribuicao deste trabalho é que a forma de blocos matriciais que
aparece nas expressoes das estimativas e das recursoes de Riccati é simples, podendo
ainda ser preenchida, ou seja, conforme hé colocagio de novos elementos nas equacoes

dinamicas do sistema, estes deverdo aparecer de maneira natural na forma matricial.

As propriedades de estabilidade e convergéncia demonstradas no Capitulo 4 atestam
a viabilidade do filtro de Kalman singular proposto e completam esta dissertacao. Como

trabalho futuro, pretende-se deduzir a versio robusta dos filtros apresentados.
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Apéndice A

Prova do Teorema 2.2.1

Primeiramente o passo k = 0 serd mostrado. Da equagao (2.56) tem-se que a solugao

6tima é dada por

= P oo O =
0| [Ro 0 I 0 0
0 0 0 Ko & Z
Tojo = o ’ (A.1)
0 I Kk o o 0
Il o & o of |0

Escrevendo em termo dos pardmetros originais do sistema obtém-se (2.58). Para k > 1,

tem-se que o valor é6timo de J; satisfaz

M 0 I 0] T 0
0 0 R el |Awg By,
K AA|A _ [P (A.2)
I & 0 0| D 0
0o Al 0 o [X] [0

Considera-se a seguir as seguintes particoes
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Zy L Ex Ar—
%k: :Ak{l.: l ) =
Br—1 Ap_e 0 Ry
Ry 0 K 0
Re= | S=|
0 Rp 0 Ry
com
I 0 ... 0
Ry g =M T = Ay
k
Assim, (2.53) equivale aos seguintes sistemas de equacoes
000 o |[Teu]| [Re 0 1 o] [l
00 0 Apy| |Ar_1pe oo Ki &| |Lux|
000 0 ||Brp I KF o of [V
000 0 | (X |0 & 0 0f |Fw
by ’-A 3 [ “1 ad Sy
(% 0 1 0 | [Tew] o o o o] [
0 0 fir W] |Aroip N 0 0 0 0| |Luk
I g, 0 0 | |Brip 0 0 0 0] |V
0 AT, 0 0 | §El el 10 A, 0 0f | @y
Considerando (A.2) para k — 1
Re—1 0 I 0 ?k71|k71 0
0 0 S M| [Rpapa|  [Bro
I &, 0 0 {f}k—ﬂk—l 0
o A, o0 0 | |Xxaw—] | 0]

tem-se de (A.4) e (A.5) que

(A.3)

(A.4)
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(R o I o
0 0 Kp &
I KI o o0
\LO g0 o0
0 0 0 0
0 0 00
x x
0 0 00
0 Af_;, 0 0

Notando que

o o © ©

0 0 | [R.
0 Al | O
0 0 I
0 0 ][0
] . ]
2 — A1 X
0
0

= T 3 7
A1 Xp—1pp—1 = Ae 1 L1 X1 1 = A1 Tk 1

oS © o ©

0
0
0
0

o o o O

define-se a seguinte varidvel auxiliar

P g1 =—

Ri 1

2
Ak-1
0 00 IT_],
ooz,
U d
- —1
0 I 0
0 Rp1 Ay
.0 0
Al . 0 0

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)
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Assim, a equac@o (A.6) torna-se

N = _ = - = T - -
Re 0 I 0O 0 0 Tl
0 0 Ki & Ag_1 A1 Elclk
+ Pr1jk—1 . | =
I KF o o 0 0 Veik
0 & o o] | 0 | | 0] | Ty |
_ . :
Zy — Ap-1Tk_1jk-1 (A.10)
0
— 0 =
Introduzindo as varidveis auxiliares
K = —Ak—1Lxk
€
Uik = Pro1jk-14%-1 Lijk + Fe_1jk1
obtém-se o seguinte sistema matricial
Pe qg-1 00 I 0 Of |rep Tp-1jk—1
0 Re O 0 I 0% 0
0 0 0 A1 Ke &||L Z
! BE] = . (A.11)
I 0 AF, o 0 O | i 0
0 I K 0 0 0f |V 0
| 0 0 & 0 0 Oof|&Fy| | o |

Pelo Lema 2.1.1, a matriz & esquerda de (A.11) é nao singular. Logo
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Tk =

o © o o ©

_Pk—1|k—1 0
0 R
0 0
I 0
0 I
0 0

0
0
0

r

A
(3
Kk

&

74

0
A

0

0

0

0 0
I 0
K &
0 0
0 0
0 0

(A.12)

Escrevendo em termo dos pardmetos originais do problema, obtém-se (2.60). Na

sequéncia, serd feita a dedugao da recursdo Py Por (A.9) com k = 1, segue que Py

é dada por

~N O o ©

Ro 0 I 0
0 0 Ko &
I KF o o

(0 & 0 0

~ o o ©

Escrevendo a equacgao acima com os parametros originais do problema demonstra-se

(2.59). Para k > 1, a recursiao Py, é dada por

0
I

| 0

R

0 I

0 f
]T 0
AT 0

0
Ay,

0

0

.

Considerando as mesmas parti¢oes usadas na demonstracao de &gk obtém-se
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Ry

(==

o o o o

Assim, tem-se que

[0
0
0
0

0 I 0] (000 o0
0 Kip & 0 0 0 Agp_;
KF 0o o 000 O
& 0 0] 000 0 |
0 0o [, o 1
0 00 0 0 Ry
0 00 I 8sF, o
A{, 00 o 2, o
(R, 0 1 o] fooo o
0 0 Kip & 0 0 0 Ap,y
I K[ 0o o0 looo o
(0 & o0 of 000 O
o 00\[a]l [o]
0 00 c| |0
0 0 0 e| o
Af ;0 0] | Pe] [T

Usando as equacgées (A.9) e (A.14) obtém-ge

Ry, 0 I 0]
0 AP Al K &
I KL 0 0

0 EF 0 0]

Definindo as variaveis auxiliares

P
py = —Ap_jc

e - A o

b=

(A.13)

(A.14)
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H2 = "Pk—1|k—1H1

temos que

Pger 0 0 1 0 o] [m] [o]
0 Ry 0 0 I 0] a 0
0 0 0 Ay Ki &|| ¢ 0
k=1 Ak Ck _ (A.15)
I 0 AL, 0 0 0| p 0
0 I Kf 0 0 of]e 0
|0 0o & 0 0 of [Py [-]
ou
- a =k
[0 (Pk_uk_l 0 0 I 0 o0 0
0 0 Re 0 0 I o0 0
0 0 0 0 Ay K & 0
Py = —
0 I 0 AL, 0 0 o 0
0 0 I KF 0o o0 o 0
]| o o & o o of (/]
(A.16)

Bscrevendo em terio dos parametros originais a recursio (2.61) é demonstrada. [



