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Resumo 

SILVA, F. H. J. R. (2004). Funções de Lyapunov estendidas para análise de esta­

bilidade transitória em sistemas elétricos de potência. Tese (Doutorado) - Escola 

de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2004. 

O método de Lyapunov, também conhecido como método direto, é eficiente 

para análise de estabilidade transitória em sistemas de potência. Tal método 

possibilita a análise de estabilidade sem requerer o conhecimento das soluções 

das equações diferenciais que modelam o problema. A maior desvantagem da 

utilização dos métodos diretos, é sem dúvida encontrar uma função (V) que sa­

tisfaça as condições do Teorema de Lyapunov, ou seja, V > O e V ~ O. Durante 

muitos anos a inclusão das condutâncias de transferência na modelagem do sis­

tema de potência, com a rede reduzida aos nós dos geradores, foi um assunto 

que despertou interesse em vários pesquisadores. Em 1989, Chiang provou a não 

existência de uma Função de Lyapunov para sistemas de potência quando as con­

dutâncias de transferência são consideradas. Essas condutâncias de transferência 

são responsáveis por gerar regiões no espaço de estados onde tem-se V > O, não 

satisfazendo as condições do Teorema de Lyapunov. Recentemente, Rodrigues, 

Alberto e Bretas (2000) apresentaram a Extensão do Princípio de Invariância de 

LaSalle, onde é permitido que a F\mção de Lyapunov possua, em algumas regiões 

limitadas do espaço de estados, a derivada positiva. Neste caso, estas funções 

passam a ser denominadas F\mções de Lyapunov Estendidas (FLE). Neste traba­

lho, são utilizadas a Extensão do Princípio de Invariância de LaSaUe e as Funções 

de Lyapunov Estendidas para a aná.lise de estabilidade t ransitória, considerando 

o efeito das condutâncias de transferência na modelagem do problema. Para 
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isto, são propostas Funções de Lyapunov Estendidas para modelos de sistemas de 

potência que não apresentam uma Função de Lyapunov no sentido usual. Essas 

FLE's são propostas tanto para sistemas de l -máquina versus barramento infi­

nito quanto para sistemas multimáquinas. Para a obtenção de boas estimativas 

do tempo de abertura, nos estudos de estabilidade transitória, é proposto um 

algoritmo iterativo. Este algoritmo fornece uma boa estimativa local da. área ele 

atração elo ponto de equilíbrio estável ele interesse. 

Palavras-Chave: Estabilidade transitória, Método ele Lyapunov, Funções de 

Lyapunov, Condutâncias ele transferência. 
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Abstract . 

SILVA, F. H. J. R. (2004) . Extended Lyapunov function for analysis anel control 

of electrical power systems tra.nsient stability. PHD Thesis - Escola de Engenha­

ria de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2004. 

The method of Lyapunov, one of the direct method, is efficient for transient 

stability analysis of power systems. The direct methocls are well-suited for sta­

bility analysis of power systems, since they do not require the solut ion of the 

set of differentia.l equations of the system model. The great difficulty of the di­

rect methocls is to find an auxiliary function (V) which satisfies the conditions of 

Lyapunov's Theorem (V > O anel V ::; 0). For many years the inclusion of the 

transfer conductances in the power system moclel, with the reduced network, is 

a issue of interest for several researchers. In 1989, Chiang studiecl the existence 

of energy functions for power systems with losses anel he proved the non exis­

tence of a Lyapunov Function for power systems when the transfer conductance 

is taken into account. The transfer conducta.nces are responsible for genera.ting 

regions in the state space where the derivative of V is positive. Therefore, the 

function V is nor a Lyapunov Function, because its derivative is not semi nega.tive 

definite. Recently, an Extension of the LaSalle's Invariance Principie has been 

proposed by Rodrigues, Alberto and Bretas (2000). This extension relaxes some 

of the requirements on the auxiliary function which is commonly ca.lled Lyapu­

nov F\mction. In this extension, the derivative of the auxilia.ry function ca.n be 

positive in some bounded regions of the state space and, for distinction purposes, 

it is called, as Extencled Lya.punov F\mction. In this work, the Extension of the 

LaSa.lle's Invariance Principie and the Extended Lyapunov Function are used for 
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the transient stability analysis of power systems with the model taking t ransfer 

conductances in consideration. For at purpose in this research, Extended Lyapu­

nov F\mctions for power system models which do not have Lyapunov Functions 

in the usual sense are proposed. Extended Lyapunov Functions are proposed for 

a. single-machine-infinite-bus-system anel multimachine . systems. For obtaining 

good estima.tes of the criticai clea.ring time in transient stability analysis, an ite­

ra.tive algorithm is proposed. This algorithm supplies a good local estimate of 

the attraction area for the post fault stable equilibrium point. 

Key words: '~:a.nsie1~t. stabili~y, Lya.punov methods, Lyapunov functions, Trans­

fer conducta.nces. 
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-, Capítulo 1 

Introdução 

1.1 Estabilidade em Sistemas de Potência 

Na sociedade moderna deseja-se que as concessionárias garantam a confiabilidade 

e o fornecimento ininterrupto de energia elétrica. Nos últimos anos, o crescente 

aumento do carregamento dos sistemas elétricos impulsionou a interligação entre 

os mesmos e propiciou a transmissão de potência através de linhas longas de alta 

capacidade. Desta forma, o equacionamento dos sistemas elétricos de potência 

tornou-se mais complexo e o estudo sobre análise e controle da instabilidade de 

ângulo tornou-se de suma importância, principalmente na área de operação e 

planejamento de sistemas elétricos de potência. 

Durante a operação dos sistemas elétricos podem ocorrer perturbações de 

grande e pequeno porte, que são responsáveis por acarretar oscilações nos eixos 

dos geradores síncronos. Quando o sistema está sujeito a uma perturbação, o seu 

funcionamento normal fica evidentemente prejudicado, acarretando problemas 

para a sociedade, podendo até implicar no desligamento de uma parte ou de 

todo o sistema interligado. Desta forma evidencia-se a importância do estudo de 

estabilidade do sistema elétrico. 

As perturbações são classificadas da seguinte forma: 

• Grandes perturbações. 

• Pequenas perturbações. 
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As grandes perturbações estão em geral associadas a. contigências anormais, 

tais como curto-circuitos e perdas de linha. de transmissão. As pequenas per­

turbações por sua. vez estão relacionadas com perturbações corriqueiras que ocor­

rem a. todo instante durante a. operação do sistema., tais como a. entrada. e saída. 

de cargas no sistema. 

Os estudos de estabilidade procuram determinar, entre outras coisas, se o sis­

tema retoma a. um ponto de operação adequado após uma perturbação, ou ainda 

qual a máxima perturbação que o sistema suportaria. Os estudos de estabilidade 

de ângulo podem ser divididos em: 

1. Estabilidade transitória: estuda o comportamento do sistema quando su­

jeito· a grandes perturbações. Desta maneira todas as não linearidades elo 

sistema são levadas em consideração. Neste tipo de estudo os engenheiros 

estão interessados em garantir o sincronismo entre as máquinas do sistema, 

durante poucos segundos após a ocorrência da perturbação. Devido ao curto 

tempo ele análise, os equipamentos do sistema que possuem uma dinâmica 

lenta podem ser omitidos. 

2. Estabilidade a pequenas perturbações: estuda o comportamento do sistema .. 
quando sujeito a pequenas perturbações, ocorridas durante a operação nor-

mal do sistema, estabelecendo limites de operação para o mesmo. Como as 

peiturbações são pequenas, o modelo que representa o sistema pode ser li­

nearizado em torno do ponto de operação. O tempo de estudo é da ordem de 

minutos, logo deve ser levada em consideração a atuação de equipamentos 

de dinâmica mais lenta , tais coi110 os reguladores. 

Este trabalho tem por objetivo o estudo da análise de estabilidade tran­

sitória. Nesses estudos determina-se quão rápida deve ser a atuação do sistema 

de proteção, chamado tempo de abertura, de modo que o sistema permaneça em 

sincronismo após a eliminação da falta. O máximo tempo de abertura para o 

qual o sistema ainda permanece em sincronismo é denominado tempo crítico de 

abertura (Pai, 1981; Padiyar, 1996; Fouad e Vittal, 1992) . 
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Classicamente· as análises de estabilidade transitória são realizadas através de 

uma série de simulações do sistema de potência nas mais variadas situações. As 

contigências mais graves são selecionadas e integra-se numericamente, no domínio 

do tempo, as equações diferenciais que representam a dinâmica do sistema de 

potência para cada uma das contigências. Desta forma percebe-se que esta análise 

é adequada somente para estudos 'off-line', pois requer um grande esforço com­

putacional. 

Grandes esforços por parte de pesquisadores têm sido feitos para que a análise 

da estabilidade transitória torne-se adequada à aplicações em tempo real Os 

métodos diretos são adequados à aplicação em tempo real, pois fornecem in­

formações a respeito da estabilidade, diretamente, sem o conhecimento das soluções 

das equações diferenciais, Pai (1981) e Bretas e Alberto (200Gb). 

Os métodos diretos utilizam as idéias de Lyapunov associadas ao Princípio de 

Invariância de LaSalle, para a estimar a área de atração dos sistemas de potência. 

Isto é, a partir do estado inicial pré-falta, da topologia pós-falta do sistema e de 

apenas uma simulação dinâmica é possível a determinação do tempo crítico de 

abertura, vVillems e Willems (1970), Willems (1971) e Chiang et al. (1987). 

A dificuldade crucial dos métodos diretos consiste em encontrar uma fll:nção 

auxiliar V, denominada Função de Lyapunov (FL) que satisfaça as condições 

estabelecidas pelo Teorema de Lyapunov, ou seja, tal fw1ção deve ser definida 

positiva e sua derivada ao longo da trajetória do sistema deve ser pelo menos 

semi-definida negativa, Vidyasagar (1993) e Khalil (1996). 

Em 1958, Aylett introduziu pela primeira vez a Função de Lyapunov do tipo 

energia para análise de estabilidade transitória. Esta função energia é obtida mul­

tiplicando cada equação de aceleração relativa pela velocidade angular. Efetua-se 

a soma das equações resultantes e obtém-se a função energia através de um pi·o- · 

cesso de integração. Nos dias de hoje, existe uma função energia que é ampla­

mente utilizada por vários pesquisadores que investigam este tipo de problema. 

Para encontrá-la foram feitas uma série de exigências e simplificações na mode­

lagem do problema as quais muitas vezes não são realistas. Primeiramente, as 
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m~quinas. são modeladas como f.e.m. 's constantes em série com uma reatância 

denominada reatâ.ncia de eixo direto. As cargas são consideradas como do tipo 

impedância constante, sendo desta maneira possível a redução da rede elétrica 

aos nós das forças eletromotrizes correspondente aos geradores. 

As . furiçÕes energia obtidas por e~ te processo de integração ainda tem um 

problema, no que diz resi)eito a inserção ou não das condutâncias de transferência 

na matriz aclmitâ.ncia nodal da rede reduzida. Essas conclutâ.ncias representam 

as perdas nas linhas ele transmissão elo sistema e geram uma integral dependente 

elo caminho na função energia. Com isso, é preciso encontrar uma aproximação 

para o caminho ele integração, ou simplesmente desconsiderar as condutâncias de 

transfei-ência (\iVillems e \~Tillems, 1970; Athay et al., 1979). Vários pesquisadores 

contornam este problema através ele uma aproximação do caminho de integração 

por uma. reta. (Athay et al., 1979). A função resultante via esta aproximação 

não é uma Função ele Lyapunov, pois essas condutâncias são responsáveis por 

gerar regiões ele derivada positiva no espaço de estados, sendo denominada neste 

ti'abalho ele Função do tipo energia aproximada. Geralmente as conclutâncias de 

transferência não são pequenas, portanto o seu efeito não pode ser desprezado 

sem que erros consiclcrá.veis sejam introduzidos na análise. 

Consideráveis estudos tem-se concentrado na determinação de uma função 

energia. para o modelo de sistemas de potência com perdas. Pesquisadores como 

Narasimhamurthi (1984), Kwatny et al. (1985) e Chiang (1989) estudaram a 

existência. de Funções ele Lyapunov para. o modelo de sistemas ele potência que 

inclua o efeito elas conclutâncias de transferência. Narasimhamurthi (1984) mos­

tr~>U que a função energia de um sistema com perdas não pode ser estendida 

através ele perturbações suaves para sistemas com perdas. K watny et al. (1985) 

mostrou a existência de Funções de Lyapunov local para sistemas com perdas. 

Entretanto, não há. nenhuma garantia. que estas funções possam ser utilizadas na 

estimativa.. da. área de atração. Chiang (1989) estudou a existência. de funções de 

Lyapunov do tipo energia para sistemas com perdas e mostrou que não existe uma 

F~~nção. de. Lyapunov geral para sistemas de. potência com perdas. Em verdade, 
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Chia.ng provou a existência de uma Função de Lyapunov específica para sistemas 

com perdas, porém esta função deve ser alterada toda vez que houver uma modi­

ficação na configuração ou nos parâmetros do sistema. Além disso, os resultados 

obtidos por Chiang foram existenciais e nenhuma função foi proposta. Encontrar 

uma F\mção de Lyapunov considerando as condutâ.ncias de transferência é um 

problema em aberto na literatura e será tratado neste trabalho. 

1.2 Objetivos e Organização do Trabalho 

Recentemente, Rodrigues, Alberto e Bretas (2000) apresentaram a Extensão do 

Princípio de Invariância de LaSalle, onde é permitido que a função de Lyap.unov 

possua, em algumas regiões limitadas do espaço de estados, a derivada positiva. 

Neste caso, estas funções passam a ser denominadas Funções de Lyapunov Esten­

didas (FLE). A principal vantagem desta teoria é o fato de que encontrar uma 

FLE é em geral uma tarefa mais simples do que encontrar uma FL no sentido 

usual. Desta. maneira, problemas que não podiam ser analisados pelo Princípio 

de Invariâ.ncia, agora. poderiam ser tratados com esta nova teoria. 

O objetivo do trabalho é apresentar F\mções de Lya.punov Estendidas para 

modelos de sistemas de potência que não apresentam uma Função de Lyapunov 

no sentido usual. Essas FLE's são propostas tanto para sistemas de l-máquina 

versus barramento infinito quanto para sistemas multimáquinas. Para a obtenção 

de boas estimativas do tempo de abertura, nos estudos de estabilidade transitória; 

é proposto um algoritmo iterativo. Este algoritmo fornece uma estimativa local 

da á.rea de atração do ponto de equilíbrio estável de interesse. 

Este trabalho está composto por 6 capítulos e organizado da seguinte forma: 

o Capítulo 2 apresenta os modelos matemáticos de sistemas de potência mul­

timáquinas, considerando todas as não linearidades inerentes ao sistema, que são 

comumente utilizados em estudos de estabilidade transitória. A análise de esta­

bilidade de sistemas não lineares é apresentada no Capítulo 3. Neste Capítulo, 

são tratados os Teoremas de Lyapunov, o Princípio de Invariância de LaSalle, a 

Extensão do Princípio de Invariância e a caracterização da fronteira da região de 
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estabilidade. A aplicação elo método ele Lyapunov e a Função de Lyapunov para 

análise ele estabilidade transitória são apresentados no Capítulo 4. No Capítulo 

5 são apresentadas as Funções ele Lyapunov Estendidas propostas para aná.lise 

de estabilidade transitória. O Capítulo 6 traz as conclusões e perspectivas de 

trabalhos futuros. 

,· 

.·. 



Capítulo 2 

Modelo Matemático de Sistemas 

de Potência 

Neste capítulo serão apresentados os modelos matemáticos dos componentes dos 

sistemas de potência utilizados neste trabalho. 

2.1 Máquinas Síncronas 

Neste trabalho utilizam-se os modelos clássico e de l-eixo para a máquina síncrona. 

A diferença entre os modelos está basicamente na ordem da equação diferencial 

que representa o modelo. Maiores detalhes sobre a modelagem das máquinas 

síncronas podem ser encontrados em (Padiyar, 1996; Ramos et a.l. , 2000). 

2.1.1 Modelo de l-eixo 

Neste modelo, a máquina síncrona é representada por um sistema de 3!! ordem, 

cujas variáveis de estado são: o desvio angular (ó), a velocidade angular (w) e a 

componente de eixo em quadratura da tensão interna da máquina (E~). A mode­

lagem da máquina síncrona é representada pelo conjunto de equações diferenciais 
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a seguir 

8=w 
. 1 

W = lvf (Pm- Pe- Tw) 

E. I - 1 (E E' ( . , I ) • ) q - - ,- fd - 9 - x d - xd 'l.d 
7do 

(2.1) 

Onde P111 é a potência mecânica de entrada, T é o coeficiente de amortecimento, 

!11 é. o momento de inércia, E1d é a tensão de excitação da máquina, Xri é a 

1:eatância de eixo direto e x~ é a reatância transitória de eixo direto. A potência 

elétrica entregue pe,la máquina é dada por 

onde 

.· , 

~ I I 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

x~ é .a rcatância transitória de eixo em quadratura, vd e v9 são respectivamente 

as componentes de eixo direto e de quadratura ela tensão terminal, id e i 9 são 

respectivamente as componentes ele eixo direto e de quadratura da corrente 

2.1:2 Modelo Clássico 

Este modelo é composto por um conjunto de equações diferenciais de 2R ordem, 

cuja as variáveis de estado são o desvio angular ( ó) e a velocidade angular ( w) da. 

máquina. Nesta modelagem, a tensão ele eixo direto (E~) é considerada constante, 

o que a difere do modelo de l-eixo, apresentado anteriormente. O sistema de 

equações (2.5) representa a dinâmica da máquina síncrona. 

I t I 

. . . . . 
(2.5) 
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2.2 Cargas 

Neste trabalho, as cargas são representadas como impedâ.ncias constantes calcu­

ladas na condição pré-falta, ou seja 

(2.6) 

Onde PL e QL são respectivamente potências ativa e reativa específicas da carga, 

V é a tensão no barramento onde a carga está instalada. Quando as cargas são 

modeladas como impedâ.ncias constantes é possível reduzir a rede aos nós das 

f. e.m. 's dos geradores com o objetivo de. facilitar o equacionamento. Maiores 

detalhes sobre modelagem de cargas, podem ser encontrados em (Pai, _1981; 

Padiyar, 1996). 

2.3 Rede Elétrica 

Considere a rede de transmissão do sistema elétrico constituída por n + m barras, 

onde os n primeiros barramentos estão conectados aos geradores e os m barra­

mentos restantes são barras exclusivamente de carga. A representação do sistema 

é dada pela Figura 2.1 . 

A matriz admitâ.ncia nodal para o sistema de transmissão é dada por 

(2.7) 

onde as submatrizes possuem as seguintes dimensões: Y1 : (n x n) , Y2 : (n x m), 

Y3 : (m x n) e Y4 : (m x m). 

Acrescentando à rede de transmissão as reatâncias transitórias e os n nós 

fictícios internos aos geradores, teremos uma nova representação da rede elétrica 

que será composta por 2n + m nós, 

y -Y o 
YBus = - Y Yt + Y y2 . (2.8) 

o y3 y4 
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Yt 

Ç!E, L. 
n+l 

Y2 
•n+2 

~ S!' E2 Yn n 

YBUS 
2u 

7 ~~E, 
•2n+l 

-::-

2n+m 

Ysus 

Figura 2.1: Representação do sistema multimáquinas 

a submatriz Y é uma matriz diagonal, de ordem (n x n), cujos elementos da 

diagonal são compostos pelas admitâncias transitórias de cada gerador. 

Sendo cargas modeladas como impedâncias constantes é possível reduzir a rede 

aos nós das ~.e.m.'s dos geradores. Com esta redução encontra-se uma expressão 

analítica para P ei em termos de 8/s e o sistema pode ser descrito apenas por um 

conjunto ele equações diferenciais. 

Com o intuito ele obter tais equações, insere-se o efeito elas cargas na rede 

elétrica. Para isto define-se a. matriz aclmitância. ele cargas como sendo 

[
YLg O l YLi = 

O Yu 
(2.9) 

onde a submatriz diagonal YL9 , de ordem (n x n) , é composta. pelas ad­

mitâncias das cargas conectadas aos barramentos terminais elos geradores e YL1 

é uma matriz diagonal ele ordem ( m x m) composta pelas aclmitâncias ele cargas 

conectadas aos demais barramentos que não possuem geradores conectados. 

.• 



11 

Com as admitâncias de carga inseridas na matriz admitâ.ncia, tem-se a nova 

representação para a rede elétrica 

y -Y o 
Yau s = - Y Y1 + Y + YL9 

(2.10) 

o 

No estudo de estabilidade transitória tem-se interesse primariamente na. va­

riação dos ângulos das máquinas como função do tempo e não nas variações das 

tensões nos barramentos, portanto, pode-se reduzir Yaus aos n primeiros nós da 

rede, que correspondem aos nós fictícios internos aos geradores e obter-se uma 

expressão analítica. para. Pgi· Para. isto particiona-se Yaus da seguinte maneira.: 

A [YA Ya] Yaus= 
Yc Yv 

(2.11) 

onde as submatrizes possuem as seguintes dimensões: YA : (nxn), Ya : (n xn+m), 

Yc: (n+m x n) e Yv: (n+m x n+m). 

Como as cargas foram inseridas como impedâncias constantes na matriz:ad­

mitância, a injeção de corrente em todas as barras é igual a zero, exceto naquelas 

barras fictícias que estão conectadas as f.e.m. 's dos geradores, com isso tem-se 

que 

De acordo com (2.12) tem-se as seguintes relações 

o 

De (2.14) pode-se isolar E: 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 
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Substituindo (2.15) em (2.13) obtém-se 1 

(2.16) 

A expressão para. potência. elétrica. real injetada no nó 'i' pelo respectivo ge­

rador é: 

Pei = Re [EJ:J, i= 1, ... , n. (2.17) 

Substituindo as seguintes expressões Ei = IEd L.8i e os elementos da. matriz 

reduzida. Yii = Gij + j Bii = 11~i I L.</Jii em (2.17), tem-se que: 

Pei = Re [Ei t Y:jEjl , i = 1, ... , n. 
J=l 

Desenvolvendo esta. expressão obtém-se 
ll 

1Ed
2 

Gii + L IEd 1Ei111~jl cos (</lij - (8i- Õj)) 
j=l ;;.fi 

i = 1, ... ,n 

(2.18) 

(2.19) 

A função cosseno pode ser decomposta. segundo a identidade trigonométrica. 

cos(a- b) = cosacosb + sinasinb. Logo, 

ll 

+ sin </Jij sin(8i - 8i)], i= 1, ... , n. 

Define-se 

IEd IEi iiYij l cos </lij = IEd IEjl Gij = Dij 

IEd IEjiiYijl sin</Jij = IEd IEjl Bij = cij · 

Portanto, 
11 

Pei = lEi Gii + L (Cij cos(8i- 8i) + Dij sin(8i - 8i)) 
j=l;;.fi 

i = 1, ... ,n. 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

1 Do ponto de vista computacional, o cálculo da matriz inversa Y0 1 pode se tornar inviável 

em termos de tempo de processamento, portanto para evitar este problema a eliminação de 

Gauss é bastante eficiente para a determinação da matriz reduzida YnED a partir da matriz 

YBUS· 
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2.4 Modelo Clássico para Análise de Estabili-

dade Transitória 

A análise de estabilidade transitória em sistemas de potência é uma análise de 

sincronismo entre as máquinas e não de estabilidade do sistema. O sistema é dito 

transitoriamente estável se todas as máquinas aceleram (ou desaceleram) con­

juntamente após a eliminação do defeito e dito transitoriamente instável se pelo 

menos uma máquina acelera mais do que as outras. Este comportamento inde­

sejável acarreta algumas dificuldades e inconsistências nas análises de estabilidade 

transitória. (Alberto e Bretas, 1999). 

Os sistemas de potência, para estudos de estabilidade transitória de um modo 

geral, não possuem um ponto de equilíbrio estável a.pós a 'eliminação do defeito. 

Com a não existência de um ponto de equilíbrio na formulação original, há di­

ficuldades de estudar-se o comportamento do sistema a não ser que se formule 

matematicamente o sistema em termos de sincronismo entre as máquinas. Com 

estas novas formulações o problema original, de análise de sincronismo, torna-se 

equivalente ao estudo de estabilidade de um novo conjunto de equações. 

2.4.1 Formulação uma Máquina como Referência 

Nesta formulação, a modelagem do sistema é realizada utilizando-se uma máquina 

como referência. Desta forma, considere o sistema de n máquinas descrito pelo 

conjunto de equações diferenciais, considerando a n-ésima máquina como re­

ferência: 

W
• _ Pmu-Pen 

11 - 1\.fn 
(2.24) 

. . ; 
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Para isto, basta subtrair de todas as equações de (2.24) a equação da n-ésima 

máquina tomada. como referência, obtendo um novo conjunto de equações que 

representará o sistema. 

Pmu-Pen 
111, 

W - W _ W _ Pm(n-1)-Pe(n-1) _ Pwu-Pcn 
(n- i)n - (n-1) 11 - M(n-I) M, 

8111 = 81 - 811 = W1 - Wn 

{

W _ Pmn-Pen 
n - 11-1,. 

8n = Wn 

(2.25) 

·Este novo conjunto de equações representado por (2.25) é composto por 

2(n- 1) equações mais as equações da máquina utilizada como referência. Para 

se estudar o sincronismo, observe que as primeiras 2(n - 1) equações diferen­

ciais compõem um subsistema que é desacoplado das equações ela máquina ele 

referência. Este subsistema, considerando o efeito elo amortecimento (7i), é co­

nhecido como a formulação uma máquina como referência, e dado por 

onde 

11 

Pli = Pi- L (Cii cos(ói - ói) + Dij sin(ói - Ój)) e 
j=l,fi 

Pi = Pmi- 1Ed2Gii. 

(2.26) 

(2.27) 

O estudo de estabilidade desse novo subsistema é equivalente a estudar o 

sincronismo elas máquinas do sistema original, dado por (2.24), no sentido de que 
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no equilíbrio deste subsistema, todas as máquinas possuem a mesma velocidade 

e a mesma aceleração. Matematicamente tem-se: 

Wt = W2 = · · · = W11 (2.28) 

que é correspondente a 

(2.29) 

2.4.2 Fonnulação Centro de Ângulo como Referência 

A formulação utilizando o centro de ângulo como referência, transforma o sistema 

original de análise de sincronismo entre as máquinas num problema de estabili­

dade de um novo conjunto de equações diferenciais, que é por sua vez, equivalente 

ao estudo do sincronismo no sistema original. Esta formulação é amplamente co­

nhecida· na literatura como COA (do inglês - 'Center of Anglel 

A idéia do centro de â.ngulo se assemelha à idéia do centro de massa na 

mecânica. Define-se o COA de um sistema como sendo um ângulo formado pela 

média aritmética dos ângulos de todos os geradores, ponderada pelas constantes 

de inércia das máquinas. 

1 ll 

Óo = lHr L !vfiói 
i = l 

(2.30) 

sendo 
11 

!vir = L 111i· 
i = l 

Derivando-se (2.30) em relação ao tempo, encontra-se a velocidade do COA: 

1 11 

Wo = ]\!f. L 111iwi 
T i=l 

(2.31) 

Os â.ngulos dos rotores das máquinas referidos ao COA são definidos por: 

()i = Ói- Ó0 , para i = 1, ... , n. (2.32) 

Derivando (2.32) em relação ao tempo, tem-se a velocidade relativa ao COA: 

(2.33) 
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Note que todos os.O/s.e .w/s ·não .são lineannente.independentes. Da definição 

de oi tem-se que 

11 n 

L /vfiOi = O e L lviJ)i = O, 
i=l i= l 

portanto, para a resolução do problema é necessário somente a utilização de 

2( n - 1) equações diferenciais. 

A partir das variáveis ângulo e velocidade referidos ao COA, pode-se obter 

o modelo clássico referidos ao centro de ângulo, desprezando o efeito do amor­

tecimento. Esta modelagem é obtida derivando (2.31) em relação ao tempo, 

fornecendo a seguinte relação: 

n 

l\1rwo = L !vfiwi 
i = l 

substituindo a expressão para w dada por (2.26), na equação anterior tem-se 

n n 

l\1rwo = L (Pmí - P9í - Tiwi) = PcoA - L Tiwi (2.34) 
i = l i= l 

PcoA é o desbalanço de potência total existente no sistema, já que é o total 

de potência mecânica injetada na máquina menos o total de potência elétrica 

injetada no sistema elétrico. A expressão para esse desbalanço de potência é 

obtida substituindo (2.24) em (2.34), desta forma tem-se que 

11 11-1 lt 

PcoA = L (Pmi - 1Eii2
Gii) - 2 L L Dij cos (8i - 8j) (2.35) 

i = l i=l j = i+l 

A partir da expressão acima pode-se perceber que os termos em seno foram elimi­

nados, pois representam a parcela de potência ativa transmitida de um gerador 

ao outro e não é absorvida pelas cargas. 

O sistema de equações que representa o sistema nesse novo conjunto de variáveis, 

é dado pelas seguintes equações: 

{

Ôi = wí 
i = 1, .. . ,n 

Wi = Wj - W0 , 

(2.36) 



1ft. 

Substituindo .(2.31) e (2.34)1 na equação anterior tem-se ·.) ·, ·· · · ·' 

i .= 1, . .. ,n 

., 
(2.37) 

... 

. \ 

•I 

I 
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Capítulo 3 

Método de Lyapunov para 

' . t:• 

Análise de Sistemas Não Lineares 

Este capítulo tem como objetivo apresentar os fundamentos teóricos sobre a es­

timativa da área de atração no problema de estabilidade t ransitória em sistemas 

de potência. 

3 .1 Introdução aos Sistemas Autônomos 

Nesta seção, será apresentada a caracterização da região de estabilidade de siste­

mas não lineares autônomos1 da forma 

x = f( x ). {3.1) 

É importante salientar que todas as demonstrações, necessárias para um es­

tudo mais detalhado deste assunto, podem ser encontradas em {Chiang, Hirsch 

e vVu, 1988; Chiang et al. , 1987; Zaborsky et al. , 1988). 

Pode-se citar como exemplo prático de sistemas da forma {3.1) , o modelo 

clássico de um sistema de potência multimáquinas {Pai, 1981; Ribbens-Pavella e 

Murthy, 1994) . Conforme apresentado no Capítulo 2, o modelo clássico de um 

sistema composto por n máquinas, considerando a n-ésima máquina como barra-

1Sistemas que não dependem explicitamente da variável tempo. 
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mento infinito 1 , é representado pelo conjunto de equações diferenciais abaixo 

onde 

n 

Pli = Pi - L (Cij cos(ói- 8i) + Dij sin(ói - Ój)) e 
j=l .'Fi 

Pi = Pmi - 1Ed2
Gii· 

(3.2) 

O sistema de equações (3.2) pode ser escrito na forma x - f(x). Onde x -

[xt,X2, . . . ,X11 -I] E JRN, N = 2(n -1) e 

x, = [ ~i ] (3.3) 

são os estados do sistema. O campo vetorial f = [ft , /2, ... fn- 1( : JRN ~ RN é 

uma aplicação de classe C 1 (ou continuamente diferenciável), onde 

[ 

Wi ] 

2_ (R1· - T,-w·) 
j){i I I t 

(3.4) 

A exigência f E C 1 é suficiente para garantir a existência e a unicidade local das 

soluções de sistemas da forma (3.1) . A solução de (3.1) em um intervalo [0, t], 

para uma condição inicial X 0 é dada por: 

x(t) = X0 + 1t f (x(T)) clT, V TE [0, t] (3.5) 

A curva de soluções de (3.1), partindo do ponto x0 em t O é denominada 

trajetória do sistema e dada por 4?(x0 , ·) : R ~ RN . A projeção de 4?(x0 , · ) no 

espaço de estados (JR.N) é denominada ÓTbita do sistema. O conjunto formado por 

todas as órbitas é denominado diagrama de fase do sistema (3.1) (Guckenheimer 

e Holmes, 1990; Khalil, 1996; Vidyasagar, 1993) . 

10 barramento infinito corresponde a um sistema equivalente de grande porte, onde a veloci­

dade angular e a tensão permanecem constantes independentemente da potência que o sistema 

gera ou absorve ou das perturbações aplicadas. 
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3.1.1 Pontos de Equilíbrio 

O vetor de estados Xe é denominado ponto de equÜ'lÔiio (PE) de (3.1) se e somente 

se 

f(xe) =O. 

O conjunto de todos os pontos de equilíbrio é dado por: E:= {xe E JRN: f(xe) = 

0} . O vetor de estados x é um ponto regular se e somente se f(x) f= O, ou seja , 

x não é ponto de equilíbrio de (3.1). 

A matriz Jacobiana do campo vetorial do sistema (3.1), calculada no ponto 

X 0 , é dada por 

J ( . ) = of(x) I 
f Xo !:I 

UX X=Xo 

8fn-J 
---ax;-

8fn-l 
8Xn- 1 

(3.6) 

Portanto, a matriz Jacobiana para o modelo de sistemas de potê1~cia (3.2) é da 

seguinte forma 

(3.7) 

onde I é matriz identidade (N/2 x N/2), ld e T são matrizes diagonais (N/2 x N/2) 

definidas positivas, cujos elementos são respectivamente os momentos de inércia 

e os coeficientes de amortecimento. A matriz f( = éJPii(b) I é de dimensão 
OÓ Õ=Õo 

(N/2 x N/2), cujo os elementos são dados por: 

ll 

L cij cos(bi - bj) + Dij sin(ói- 8j), 'l = J 
j = l,;"i (3.8) 

Definição 3.1 O ponto de equihÔ7'io X e é denominado hiperbólico se a mat;iz 

Jacobiana do campo veto;ial calculada no próp7'io ponto de equihô;io, J1(xe), 

não possuir autovalores com parte real nula. · 

Suposição 3.2 Considere o. modelo clássico do sistema de potência (3.2). A 

submat;iz Jacobiana f( (N/2 x N/2) é não· sing1tlar nos pontos de equihÔ7'io. 
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Tabela 3.1: Tipos de p~n'tos de equilíbrio 

Tipo O np = O e n 11 = n nó estável PE estável 

Tipo na np = na e nn = o nó instável 

Tipo 1 np = 1 e nn = na - 1 PE instável 

ponto de sela 

Tipo na- 1 n 11 = na - 1 e n,1 = 1 

A suposição anterior é importante para que possa ser feita a seguinte pro­

posição sobre os pontos de equilíbrio do sistema (3.2) 

Proposição 3.3 Os pontos de equiHb1·io de um sistema de potência, 7'epTesentado 

pelq modelo clássico (3.2}, são hipeTbólicos. 

Tipos de Pontos de Equilíbrio 

Considere Xe um ponto de equilíbrio hiperbólico. O tipo do ponto de equilíbrio é 

caracterizado pelo número de autovalores com parte real positiva (n11 ) da matriz 

Jacobiana J1(xe) · A Tabela 3.1 apresenta os tipos de pontos de equilíbrio. Onde 

n 11 é o número de autovalores com parte real negativa e na é o total de autovalores, 

ou seja na = n11+n11 • Na tabela observa-se que o ponto de equilíbrio hiperbólico Xe 

será estável se todos os autovalores da matriz J1(xe) possuem parte real negativa, 

caso contrário será um ponto de equilíbrio instável. Se todos os autovalores de 

J1(xe) possuem parte real positiva, o ponto de equilíbrio Xe é denominado nó 

instável. 

. No ponto de equilíbrio hiperbólico Xe, o subspaço tangente 2 (TxJ pode ser 

decomposto no somatório dos subspaços estável e instável: 

(3.9) 

onde E8 é o subspaço estável gerado pelos autovetores (v) associados aos autova­

lores com parte real negativa e Eu é o subsp&ço in.stável gerado pelos autovetores 
o • • • ' ; 

2No problema de sistemas de potência tem-se Tx. = RN . ' .. . ' • 
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(v) associados aos autovalores com parte real positiva. Desta forma tem-se: 

E8 :=ger{v1,v2,··· ,v11"} 

Eu:= ger{v1, 1/2, · · • , I/11P} 

Observação 3.4 Os subspaços E 8 e Eu são conjuntos inva?'Íantes 3 do sistema 

linea?'izado de (3.1}. 

3.1.2 Variedades Estável e Instável 

Sendo Xe ponto de equilíbrio hiperbólico de (3.1), suas variedades estável W 8 (xe) 

e instável Hfu (xe) são definidas da seguinte forma 

H18 (xe ) - { x E IR11 ci>(x, t) ~ Xe, para t ~ oo} 

Wu(xe) - {x E IR71 <l?{x, t) ~ Xe 1 para t ~ - oo} 

(3.10) 

(3.11) 

Figura 3.1: Representação geométrica das variedades do ponto de equilíbrio hi­

perbólico Xe· 

Teorema 3.5 Considere Xe um ponto de equil{ln-io hizJerbólico. Portanto, em 

Xe existem. variedades locais l1V8 {dim vV8 = n 71 ) tangente ao subspaço E 8 e wu 
{dim lVu = np) tangente ao subspaço Eu. • 

A Figura 3.2 ilustra geometricamente o Teorema. enunciado anteriormente. 

Observação 3.6 As variedades estável e instável são conjuntos inva?'iantes de 

(3.1}. 

30 'conjunto . z· E JRN é denoniinado conjunto invariante de (3.1) se toda trajetória de (3.1) 

partindo de Z permanecer em Z para todo t. ·. · · 
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Figura 3.2: Representação do Teorema 3.5. 

3.1.3 Condição de Transversalidade 

A condição de transversa.lidade é uma. característica. importante de certos sistemas 

dinâmicos. Suponha. que o sistema. (3.1) satisfaça. a condição de tra.nsversalidade, 

então o comportamento qualitativo do sistema. não se altera. para. perturbações 

suficientemente pequenas no campo vetorial. Desta. forma. pode-se perceber que 

a. condição de tra.nsversalidade é uma propriedade dos sistemas estruturalmente 

estáveis (Guckenheimer e Holmes, 1990). 

DefiniçãQ 3. 7 ConsideTe duas Va1'iedades A e B pertencentes ao JRN. A inteT­

secção entTe A e B satisfaz a condição de tmnsveTsalidade se uma das condições 

abai.xo foT satisfeita. 

• em cada ponto x E (A n B), os espaços tangente de A e de B gemm, o 

espaço tangente de .JRN em, x: 

Tx(A) + Tx(B) = .JRN paTa x E (A n B) 

• não há inteTseção entTe A e B. 

Para identificar se as variedades A e B se interceptam transversalmente, pode­

se utilizar a. seg':linte fórmula.: 

dim(Tx(A) + Tx(B)) = dim Tx(A) + dim Tx(B) - dim(Tx(A) nTx(B)), (3.12) 

para. o cálculo da dimensão da intersecção entre dois espaços vetorias . . · 

.· 
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Figura 3.3: Representação geométrica para um caso onde a condição de transver­

salidade não é satisfeita. 

As Figuras 3.3 e 3.4 ajudarão a compreender o conceito de transversali­

dade. Considere um sistema pertencente ao IR2 e observe a Figura 3.3. Neste 

caso a condição de transversa.lidade não é satisfeita. Veja que a interseção en­

tre a variedade instável de x 1 (dim(l'V11 (x1)) = 1) e a variedade estável de x2 

(dim(l'V5 (x2)) = 1) coincidem com a órbita /· A intersecção das variedades 

l,Vu(x1) e Hl 5 (x2 ) , no ponto ]J E /, possui espaços tangentes Tv(Wu(x1)) e 

T,>(H' 5 (x2 )) de dimensão 1. Observe que dim(Tv(l!V11 (xt)) + T,>( l!V8 (x2 ) )) = 1, 

portanto Tv(H' 11 (x1)) + Tp(l!V5 (x2 )) =R 

Considere agora um sistema pertencente ao IR3 e observe a Figura 3.4. Neste 

caso a condição de transversa.lidade é satisfeita.. Veja. que a interseção entre a vari­

edade instável de p1 ( dim(H' 11 (p1)) = 2) e a variedade estável de ]J2 ( dim(H18 (p2)) = 
2) coincidem com a órbita I· A intersecção das variedades H' 11 (p1) e W 8 (p2), em 

um ponto ]J E/, possui espaços tangentes Tv(Ht'11(p1)) e Tv(W8 (p2 )) de dimensão 

2. Observe que dim(Tv(l!Vu(p1)) + Tp(W8 (p2))) = 3, portanto Tp(W11(p1)) + 
Tp(lV8 (P2)) = IR3

. 

3.1.4 Campos de Morse-Smale 

Na teoria. de sistemas dinâmicos existe uma classe de campos vetoriais denomi­

nada campos de Morse-Smale, os quais constituem um conjunto aberto e não­

vazio dentro do conjunto de todos os campos vetoriais e seus elementos são es-

truturalmente estáveis ... , · · .: · · · · 
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Figura 3.4: Representação geométrica para um caso onde a condição de transver­

salidade é satisfeita. 

Definição 3.8 O campo vetorial f é um campo de MoTse-Smale se: 

1. H á um númem fini to de pontos de equil~ôrio e todos hipe1·bólicos. 

2. A inteTseção das vm'iedades H' 5 (xi) e H'u (xi) satisfazem a condição de 

tmnsveTsalidade pam todos os pontos de equihôrio xi, Xj . 

3. Os conjun tos o: - limite e w - li1nite 2 são elementos críticos. 

As propriedades 1 e 2 são . genéricas de sistemas dinâmicos, ou seja, quase 

todos os sistemas d inâmicos as possuem e garantem a estabilidade estrutural dos 

sistemas Morse-Smale. 

3.2 Análise de Estabilidade 

O método de Lyapunov para análise de estabilidade transitória é capaz de ana­

lisar o tipo e a estimativa da área de atração de ponto de equilíbrio em estudo. 

Este método é eficiente pois não requer a integração numérica das equações que 

descrevem a dinâmica do sistema. 
2Tomando ~(t) como solução de (3.1). Um ponto pé denominado ponto limite positivo de 

x(t) se exíste uma sequêncfa t 11 , com tn - oo quando n - oo, tal que x(tn) --1 p quando 

n --1 oo. O conjunto de todos os pontos limites positivos de x(t) é denominado conjunto limite 

positivo de x(t) ou w-limite de x(t) . O caso contrário é denomindado conjunto a-limite. 
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Teorema 3. 9 Seja x = O um, ponto de equihÔ7'io de (3.1) e uma função V : D ~ 

lR11 dijeTenciável na vizinhança D de x = O, tal que 

V(O) =O e V(x) > O em D - {O} 

V(x):::; O em, D 

então, x = O é estável, por outTO lado se tivermos 

V(x) <O em, D - {O} 

o ponto x = O é assintoticamente estável. 

(3.13) 

(3.14) 

• 
A função contínua e diferenciável V(x) satisfazendo (3.13) e (3.14) é conhecida: 

como função de Lyapunov. A superfície V(x) =c, para c> O, é chamada de curva 

de nível da Função de Lyapunov. 

Figura 3.5: Curvas de nível da função de Lyapunov 

A condição V :::; O estabelece que quando a trajetória cruzar a superfície de 

Lyapunov V(x) - c, ela irá se mover para dentro do conjunto 

nc = {x E IR11 1V(x) :::; c} e não sairá. Quando V< O, a trajetória se movimentará 

de uma superfície de Lyapunov para uma outra com menor c. Como o valor de 

c é decrescente isso implicará que a trajetória irá se aproximar da origem para 

t ~ oo. Caso tenhamos V :::; O, não temos certeza de que a trajetória se aproxi­

mará da origem, mas podemos concluir que a origem é estável. A demonstração 

desse Teorema pode ser encontrada em (Guckenheimer e Holmes, 1990;· Vidyasa-

gar, 1993; Khalil, 1996) . . 
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3.2.1 Princípio de Invariância de LaSalle 

Para determinados sistemas, a FUnção de Lyapunov pode falhar na análise de 

estabilidade assintótica de acordo com o Teorema 3.9. O maior problema está. 

em encont rar uma função que possua derivada definida negativa ao longo das 

trajetórias do sistema. Para solucionar esse caso tem-se que estabelecer que 

nenhuma. trajetória poderá. permanecer para sempre em pontos onde V = O, 

exceto na origem, portanto a origem é assintoticamente estável. LaSa.lle estudou 

e enunciou um teorema tratando deste problema.. 

'J.;'eorema 3.10 (Princípio de Invariância de LaSalle) Sejam V : IR" ---+ lR e 

f : ]Rn ---t JRII funções de classe C1 . Seja L uma constante Teal tal que nL = {X E 

lR" : V(x) < L} seja ,limitado. Admita que V(x) ::; o JJam todo X E nL e defina 

E := {x E nL: V(x) = 0}. Seja B o rnaioT conjunto inva?'iante contido em E . 

Então, toda solução de {3.1} iniciando em nL conveTge pam B quando t ---t oo .• 

A prova do Teorema 3.10 pode ser encontrada em (Khalil, 1996) . É interes­

sante interpretar geometricamente este teorema.. Para isto será ut ilizada a Figura 

3.6 na qual apresenta,.se um caso simples da aplicação do Teorema de LaSalle em 

dimensão 2." . Como exigido pelo Teorema 3.10, OL é um conjunto limitado. Su­

ponha que o maior conjunto invariante contido em E seja composto apenas pelo 

ponto de equilíbrio estável Xs· Sabe-se que dentro de nL, a derivada de v é menor 

ou igual a zero. Desenvolvendo V pela regra. da cadeia obtém-se: 

V = < gmcl(V), x > = < g1·ad(V) , f > ::; O 

A desigualdade anterior mostra que o produto escalar do vetor gradiente V com 

o .vet<;>r .f deve ser menor ou igual a. zero. Isto significa que o ângulo entre estes 

vetore~ deve .ser obtuso, ou seja , maior ou igual a 90°, como mostra a Figura. 3.6. 

Esta relação ,entre estes vetores existe para todos os pontos da curva de nível 

fl1 da função V, logo, todas as soluções entram dentro da. região delimitada pela 

cur.va ,de níyel .n h . Isto vale para todas as .curvas de níveis internas à. nL, logo 

toda solução iniciando em nL deverá convergir para o ponto· de equilíbrio x 8 • 
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Figura 3.6: Representação geométrica para o Teorema 3.10 

3.2.2 Extensão do Princípio de Invariância de LaSalle 

A análise de estabilidade assintótica através do Teorema 3.10, exige que se tenha 

uma função V definida positiva, tal que ao longo de suas trajetórias V ~ O. O 
grande empecilho é encontrar uma função candidata a função de Lyapunov que 

satisfaça a segunda condição. A extensão do princípio de invariância proposta 

por Rodrigues, Alberto e Bretas (2000) requer condições menos restritivas oi1de 

permite-se que V seja positiva em algumas regiões, facilitando a obtenção da 

Função ele Lyapunov. 

Teorema 3.11 (Extensão do Princípio de Invariância de LaSalle) : Sejam 

W : IR'l ~ IR e f : IRn ~ IRn. funções de classe C1 . Seja L E IR unw constante ·tal 

que nL = {x E IR11
: W(x) < L} seja limitado. Seja c := {x E nL: W(x) > 0}, 

e admita que SUPxEC W(x) = l < L . Defina Õ.z = {x E nL : W(x) ~ l} e 

E := {x E nL : W(x) = O} u Õ.z . Seja B o maior conjunto invariante de 

(3.1} contido em E. Então, toda solução de (3.1) iniciando em D.L converge 

pam o conjunto invm-iante B quando t ~ oo. Além disto, se x 0 E Õ.1, então 

<I>(t,x0 ) E Õ.z,'t/t ~ O e <I>(t,x0 ) tende pam o maior conjunto invariante de (3.1) 

contido em fiz. • 
A demonstração elo Teorema 3.11 pode ser encontrada em (Rodrigues et al., 1999; 

Rodrigues et al., 2000; Alberto, 2000). Para o melhor entendimento ela extensão 

elo princípio ele invariância vamos utlilizar a interpretação geométrica ilustrada 

pela Figura 3.7. 

Conforme a hipótese elo Teorema 3.11 o conjunto D.L é limitado. A ·derivada 

de W longo das soluções:clentro do conjunto D.L é não positiva, exceto dent'ro do' 
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Figura 3.7: Interpretação geométrica da extensão do princípio de invariância 

conjunto C onde ela é positiva. Por hipótese o conjunto C nunca atinge a fronteira 

de nL, uma vez que l < L. O Teorema 3.11 garante que todas as soluções de (3.1) 

iniciando dentro de nL convergem para o maior conjunto invariante contido em 

E. Se em particular, o maior conjunto invariante contido em E estiver contido 

em fl1, então todas as soluçÕes COm condição inicial em OL tendem para O maior 

conjunto invariante contido em 0.1. Uma vez dentro de 0.1, as soluções não saem 

deste conjunto o qual é uma estimativa do atrator. Dentro de 0.1, duas coisas 

podem acontecer, ou as soluções tendem para o conjunto X E nl : W(x) =o, ou 

as soluções permanecem entrando e saindo do conjunto C indefinidamente. 

Observação 3.12 A função W que satisfaz as exigências do Teorema 3.11 é 

denominada Função de Lyapunov Estendida (FLE) . 

Observação 3.13 o SUPxEC W(x) é atingido em, ac {fronteim do conjunto C). 

Se em partícula?' C for um conjunto convexo e W uma função convexa, então 

a técnica de m.ultiplicadores de Lagmnge será muito útil pam o cálculo deste 

~upremo. 

Observação 3.14 O Teorenw 3.1 O é um caso part-icular do Te01·ema 3.11 . Mais 

precisamente, o' Teorema 3.1 O pode ser obtido a partir do Te01·ema 3.11, fazendo 

o conjunto c igual ao conjunto vazio. 

Exemplo 3.15 ConsideTe o sistema abaixo 

. .. . • , f ~ o o ' ' ) o I I 1 • f ' . 

·· .. · .. .. ' ' I 
0 t • • I O o :"': I 
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A função abaixo é uma função candidata a FLE para o sistema 

e sua de1'ivada ao longo das trajetÓ1'Ías é dada por 

Considerando f(x1 , x 2 ) = x~ + x~ - 1, o conjunto C é limitado e é dado por: 

O conjunto C é um disco aberto de raio unitário com o centTO na origem excluind? 

o segmento no qual x2 = O. Calculando-se l obtém-se: 

Então, 
X 2 x2 1 

--( · ·) 2.1 '2 OI - X 1, X2 E IR . 2 + 2 ::::; 2 
. . 

De acordo com a Extensão do Princípio de Invariância, todas as soluções com 

condição inicial no IR2 convergem para o nwior conjunto invariante contido em 
. . . 

E, o qual é c01nposto pelo disco fechado de raio unitário centrado na odgen~. em 

união com o eixo x2 =O. 

, 
3.3 Caracterização da Area de Atração 

Para um ponto de equilíbrio assintoticamente estável X 8 , existe um conjunto no 

espaço de estados tal que toda órbita iniciando neste conjunto converge para x8 

quando t ~ oo. Este conjunto é denominado de região .de estabilidade ou área 

de atração de X 8 e é dada por A(x8 ). Matematicamente tem-se 

A(xs) := {x E IRN : lim <I>(x, t) = xs} 
t--+00 

(3.15) 

A fronteira e o fecho da região de estabilidade A(xs) são dadas respectivamente 

por 8A(x8 ) e A(x8 ). Baseado nas propriedades da variedade estável de X 8 , tem-se: 
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-:1!-o------"ts~: ~;-~···-1-< •s .. 

Figura 3.8: Região de atração para o Exemplo 3.15 

Proposição 3.16 A(xs ) é urn conjunto abeTto e invm·iante de (3.1} . 

Proposição 3.17 8A(xs) é wn conjunto inva1·iante de {3.1}. 

Para o estudo da região de estabilidade ou área de atração de (3.1) é necessário 

que sejam feitas as seguintes suposições sobre o campo vetorial: 

P- I ·- Existe um ponto de equilíbrio estável x5 , para o qual deseja-se de­

terminar a área de atração A(x5 ). 

P- II - O campo vetorial é um campo de 11Iorse-Smale. 

P-III - Toda trajetória sobre 8A se aproxima de um ponto de equilíbrio 

quando t -+ oo. 

A suposição P-II pode ser considerada como uma propriedade genérica de 

certos sistemas dinâmicos. Será assumido que o campo vetorial do modelo clássico 

de sistemas de potência (3.1) satisfaz à suposição P- II. 

A suposição P- III implica que toda trajetória do sistema (3.1) ou converge 

para um ponto de equilíbrio ou tende para o infinito. Esta suposição é suficiente 

p~ra garantir que o sistema (3.1) não apresente ciclos limite, soluções periódicas 

ou movimentos caóticos. Desta forma, são estabelecidos.os seguintes Teoremas: 
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Teorema 3.18 O -modelo clássico de sistemas de potência, dado por (3.2}, não 

apresenta trajetórias fechadas e nem sol'uções periódicas. • 

Teorema 3.19 Considere o modelo clássico de sistem,as de potência (3.2}. Por­

tanto, toda trajetória contida na fmnteim da área de atmção éJA(xs) converge 

pam mn ponto de equil~ôrio. • 
A suposição P - III será estudada com maiores detalhes na Seção 3.3.3. 

3.3.1 Caracterização do ponto de equilíbrio contido em 

8A(xs) 

No Teorema 3.19 foi estabelecido que toda trajetória contida na fronteira da área 

de atração converge para um ponto de equilíbrio. A seguir serão enunciados 

Teoremas que asseguram a existência e a estrutura desses pontos de equilíbrio 

contidos na fronteira da área de atração. 

Teorema 3.20 Considere A a região de estabilidade do ponto de equihôrio estável 

Xs e o ponto de equil~Ô1'io hiperbólico x. Assuma que o campo vetorial f satisfaça 

as pmpriedades P -1, P - II e P - II1. Então: 

1} x E éJA se e somente se wu(x) nA =f.~. 
2} x E éJA se e somente se W 8 (x) ç éJA. • 

Teorema 3.21 Considere que o sistema (3.1} possua dois ou mais pontos de 

eq·uihôrio estáveis e sat-isfaz as prop7'iedades P-1, P-II e P - II1. A fronteim da 

região de estabilidade contém pelo menos um ponto de equil~ôrio do tipo - 1. Se 

a região de estabilidade for limitada, a fronteim da região de estabilidade deverá 

conter além do ponto de equiHb?'io do tipo - 1 um nó instável. • 
3.3.2 A Fronteira d~ Região de Estabilidade 

O Teorema a · seguir, ·apresenta a caracterização topológica da fronteira da á.rea 

de atração de sistemas da forma (3.1).- · · · · · .. 
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Teorema 3.22 (Caracterização da Fronteira da Região de Estabilidade) 

Cons·ideTe que o sistema {3.1) satisfaça as pmpriedades P -1, P - ll e P - lll e que 

xi denote os pontos de equilíbrio instáveis contidos na fronteim da Tegião de es­

tabilidade âA(x8 ). Desta fo7'1na, tem-se: 

âA(xs) = U H18 (xi )· 
xEEnaA 

• 
A fronteira da área de atração de sistemas da forma (3.1) é composta pela 

união das variedades estáveis dos pontos de equilíbrio instáveis contidos na fron­

teira da área de atração. 

3 .3.3 Condição Suficiente para a Suposição P-111. 

A caracterização da fronteira da área de atração, apresentada na Seção anterior 

é válida somente para sistemas que satisfaçam as suposições P-I, P-II e P - III. 

Sendo P-I e P-II propriedades genéricas de sistemas dinâmicos, a suposição P­

III torna-se de suma importância para a aplicação do Teorema 3.22. O Teorema 

abaixo estabelece uma condição suficiente para que sistemas da forma (3.1) satis­

façam a suposição P-III. 

Teorema 3.23 Considere que o sistema (3.1) possua uma função definida posi­

tiva V : ~n ~ IR de classe C 1
, tal que: 

1) V(x) ~O pam todo x rf. E. 

2) se x rf. E, então o conjunto {t E IR: V(<l>t(x)) =O} tem medida zem em R 

Então a pTop7'iedade P - JJJ é veTdadeim. • 
Observe que pelo Teorema anterior, o sistema deve admitir uma função V, 

denominada função de Lyapunov, definida positiva e que sua derivada seja pelo 

menos semi definida negativa. De acordo com o Teorema anterior, tem-se a 

seguinte Proposição em relação ao sistema de potência. 

Proposição 3.24 Existe 'I.Lma função energia V(w, 8) pam o nwdelo de sistemas 

de potência (3.2), tal que a suposição P-Ill seja satisfeita. 
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A suposição P - III está diretamente relacionada à existência de uma Função de 

Lyapunov para o modelo clássico de sistemas de potência. No próximo capítulo, 

será apresentada a função energia comumente utilizada nos estudos de estabili­

dade transitória, para sistemas de potência dado por (3.2) . 

.. ,. , . .. , , • ' · ... . : . 
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Capítulo 4 

Aplicação do Método de 

Lyapunov na Análise de 

Estabilidade Thansitória 

O modelo matemático de um sistema de potência multimáquinas, conforme des­

crito no Capítulo 2, é composto por um conjunto de equações diferenciais não 

lineares. Por muitos anos a análise de estabilidade transitória foi realizada pelo 

método passo a passo, que consiste na integração no domínio do tempo das 

equações diferenciais que representam o sistema. Este método tornou-se inade­

quado para estudos em tempo real, uma vez que inúmeras soluções numéricas das 

equações diferenciais devem ser efetuadas para a determinação do tempo crítico 

de abertura. 

Os métodos diretos são adequados à aplicações em tempo real, pois permitem 

estudar com boa precisão a estabilidade da primeim oscilação das máquinas do 

sistema de potência, sem que haja a necessidade do conhecimento da solução 

numérica das equações diferenciais . 

4.1 Introdução 

O problema de estabilidade transitória consiste em estudar o comportamento da 

rede elétrica após um grande distúrbio , denominado falta, considerando-se três 
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estágios: pré-falta, em falta e pós-falta. A representação matemática para a 

análise deste problema, pode ser dada por um sistema dinâmico, composto por 

três equações diferenciais que representam cada estágio do sistema, 

x(t) /J(x(t)) , - OO < t < tF 

x(t) fF(x(t)) , tF ::; t < tAB 

x(t) - fPF(x(t)), tAB ::; t < 00 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

onde x (t) é um vetor das variáveis de estado do sistema. A dinâmica do sistema 

em condição pré-falta é regida por ( 4.1), onde nesta situação o sistema elétrico 

está operando no ponto de equilíbrio estável, x1. No instante de tempo tF, ocorre 

uma grande perturbação e o sistema entra em condição de falta. Portanto há uma 

mudança estrutural na rede elétrica e desta forma a equação ( 4.2) passa a reger o 

comportamento dinâmico do sistema e esta situação permanece até o instante de 

tempo tAB· Este tempo de abertura é o instante no qual o sistema de proteção 

atua, eliminando o defeito. Após o instante de tempo tAa o sistema se encontra 

em situação pós-falta e a dinâmica do sistema passa a ser regida por ( 4.3). 

No fim do período em falta o estado do sistema é dado por: 

(4.4) 

onde <I>F(x, t) é a solução do sistema em falta com condição inicial x calculada no 

fluxo de potência. 

Admitindo que o sistema no estado pós-falta tenha o ponto de equilíbrio 

estável X 8 , o problema fundamental no estudo de estabilidade transitória pode 

ser resumido na seguinte pergunta : 

u Partindo de um estado inicial pós-falta Xp, o sistema converyirá pam o ponto 

de equihÔ7'ÍO estável X 8 ?" 

A representação matemática desta pergunta, é dada por: 

lim <I>(x(tAa), t) = Xs? 
t ->oo 

(4.5) 

o~1de <I>(x , t) é a solução do siste~na.em situação pós-falta com condição inicial x, 

ou seja, <I>(x, O) = x . . ... , . '· 
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Como se pode observar, o estudo de estabilidade transitória em sistemas de 

potência., consiste em verificar se o ponto XcA está contido ou não na. área. de 

atração do ponto de equilíbrio pós-falta. A grande dificuldade da aplicação dos 

métodos diretos é sem dúvida encontrar uma. boa. função de Lyapunov, que seja 

capaz de representar a rede elétrica e que proporcione uma boa estimativa da. 

área de atração. 

Atualmente tem-se tido grandes avanços no desenvolvimento dos métodos 

diretos conhecidos na literatura como métodos da. função energia transitória, cüja 

principal vantagem é de apresentar uma margem de energia transitória capaz de 

fornecer informações sobre a área de atração. 

4.2 Funções de Lyapunov para Sistemas de Po-

tência 

Esta seção tem como objetivo apresentar a função energia comumente utilizada 
.. . 

para análise de estabilidade transitória. em sistemas de potência. O modelo ma-

temático para sistemas de potência multimáquinas tendo a n-ésima máquina como 

barramento infinito, como pode ser observado na Seção 2.4, é dado por: · 

onde o termo da. potência elétrica. é expresso por: 

ll 

Pei = -1Ed2Gii - L (Cij sin (ói - 6j) + Dij cos (6i- Ój)) 
j=l ;~i 

(4.6) 

Aylett (1958) propôs inicialmente a utilização elas idéias físicas para a ob­

tenção ela função energia.. Atualmente diversos autores utilizam esta idéia em 

diferentes formas para obtenção ela função ele Lyapunov. 

Esta. funÇão energia é obtida multiplicando a. i-ésima equação ele ( 4.6) por 

wh sem considerar o efeito elo amortecimento· (7i = 0) . · Este procedimento na 

mecânica, seria equivalente multiplicar a força aplicada pela velocidade para 
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obter-se potência. Efetuando a .soma das equações resultantes, tem-se: 

Observando-se que wi = !!Jt, pode-se reescrever a equação ( 4. 7) da seguinte ma­

neira: 

n-1 d 

L W· 
l\lf.w·-l 

. 1 t dt 
t= l 

n-1 M· 
~ (Pmi - !Ed2Gii) c~ltt + 

n- 1 n d8· 
+ L L (Cii sin(8i- 8i) + Dii cos(8i - 8i)) dt' = O (4.8) 

i= 1 j=l;f=i 

Sabendo-se que Cii = Cii e Dii = Dii, obtém-se as seguintes igualdades: 
' 

n- 1 n d8· n-1 n l(8· _ 8 ·) 
""" ~ C.· sin (8·- 8.·) - 1 

= """ """ C· · sin (8· - 8 ·)c 1 3 (4.9) L.....t L.....t !J I ) dt L.....t L.....t IJ I J dt 
i= 1 j=1;f=i i=l j = i+ 1 

' . . u - 1 n d8i n-1 n d(8i + 8j) L L Dij cos (8i - 8j) dt =L L Dij cos (8i- 8j) dt (4.10) 
i=l j=l;f=i i=l j = i+l 

Integrando a equação (4.8) desde o tempo t = O até o instante de tempo t, 

levando-se em consideração ( 4.9) e ( 4.10), obtém-se: 

V(8,w) - 11 ~ lvf.w· dwi dt -11. (P. . -IE-12G··) d8i dt + 
~ I I dt 11!1 I 11 dt 

o t= l o 

1t ll - 1 11 d(8·- 8·) 
'. . + L L cij sin ( 8i - 8j) I dt J dt + 

o i= l j = i+ 1 

1t rl - 1 n d(8· + 8 ·) 
+ """ """ D· · cos (8 · - 8 ·) 

1 3 dt L.....t L.....t IJ I J dt 
o i = 1 j = i+1 

(4.11) 

.. A; variá,vel ~empo çle ( 4.11) pode ser· eliminada11 admitindo-se que : no tempo 

t .:r=. O.p sistema esteja. n.o ponto .de .equilíbrio estável (8\ 0) e que .no tempo t 

'I 
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esteja no ponto ( 8, w)',· com isto obtém-se a1seguinte ·expressão: · • .... . 

V(8, w) - lw 'f M;w;dw; -l t ( P mi - I E; I'G;;) dó; + 
o i=l 8 i=1 

+'f t 18

i-

8

j cij sin(ói- 8j)d(8i- Õj) + 
i=l j=i+1 8f-8j 

Resolvendo as integrais de ( 4.12), obtém-se: 

n- 1 n-1 

V(8,w) = ~ ~Aif·w?- ~ (P. · -IE-I2G .. )(8·- 8~)-~ 2 t t ~ 71ll t H l 1 

i=1 i=1 

n-1 n 

- L L cij (cos(ói- Õj)- cos(õt- 8J)) + 
i=1 j=i+l 

A função V pode ser decomposta em duas parcelas, da seguinte forma: 

onde 

n- 1 

Vc(w) =L ~M-iwf 
i = 1 

é a energia cinética, 

n-1 n-1 n 

(4~12) 

(4.13) 

(4.14) 

( 4.15) 

VJJ(8) =-L Pi(8i- 8t) - L L (Cij (cos(ói- 8i)- cos(óf- 8J))- Iij) 
i = 1 i=1 j=i+1 

( 4.16) 

é a energia potencial: O último termo, Jij, .referente aos termos de condutância 

de transferência é dada por: 

1
8;+8; 

Iii = Dij cos(ói- 8i)d(8i + Õj) 
8jHj 

( 4.17) 

O termo Iij ·consiste .de ·uma· integral , dependente do -caminho· e não pode ser 

resolvida :a .não. ser .que .. a trajetória do sistema-seja conhecida. Gom o objetivo 
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de solucionar este problema; o caminho de integração é aproximado por uma reta 

(Athay et al., 1979; Eretas e Alberto, 2000b). Desta forma, obtém-se 

b· + b·- M- b~ 
Iii ~ b: _ ~ _ bf + bJDij(sin(bi- bi)- sin(bf - bj)). (4.18) 

Substituindo (4.18) em (4.16), tem-se a função energia potencial aproximada, 

dada por: 

(4.19) 

Portanto, a. função aproximada do tipo energia. é expressa. por: 

(4.20) 
.. ·. 

Considerando a aproximação anterior, tem-se a seguinte expressr~o para. a 

derivada da. função vapr : 

onde 

n - 1 

vapr =-LTiw~- <p 

i=l 

n-2 lt-1 

<p = L L Dij cos(bi- bj)(wi + wj) 
i=l j=i+l 

n - 1 n - 1 [bi + bj - ói - ój +L L Dij Ó· _ Ó· _ M + ó~ cos(bi- bj) 
i=1 j=1;"/=i t J I J 

2(ó · - M) l 
+ (bi -: bi 

1
_ ói 

3
+ bj)2 (sin(ói- bi)- sin(óf- bj)) wi 

(4.21) 

(4.22) 

Note que a. derivada da função energia aproximada, dada por ( 4.21), é com-

posta por um termo quadrático semi definido negativo e por <p. O termo <p não 

tem sinal definido. Observe que a função vapr irá satisfazer as condições do 

Pr·incípio de InvaTiância de LaSalle, se e somente se Dii = O. Os termos de 

condutância de transferência geram, no espaço. de estados, ·regiões ilimitadas de 

derivada positiva. A função .energia dada por ( 4.20) não é uma FL porque ))avr 
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não é semi definido negativo e nem uma FLE porque o conjm1to C, do Teorema 

3.11, não é limitado (Silva et al., 2003b; Silva, Alberto e Bretas, ·2004). Portanto, 

não há teoria matemática que justifique a utilização da função vapr· para estu­

dos de estabilidade em sistemas de potência. Na Seção 4.7 será apresentado um 

exemplo que ilustra o caso. 

Consideráveis estudos tem-se concentrado na determinação de uma função 

energia, para sistemas de potência com perdas. Pai e Murthy (1973) propuseram 

uma função energia local para sistemas com duas máquinas, conectadas por uma 

linha de transmissão com perdas. Diante de tal resultado acreditava-se que tal 

função energia poderia ser estendida para sistemas multimáquinas. Em seguida 

Henner (1974) mostrou que esta função energia, somente poderia ser aplicada 

em sistemas com duas máquinas. Pesquisadores como Narasimhamurthi (1984),· 

Kwatny et al. (1985) e Chiang (1989) estudaram a existência de Funções de 

Lyapunov para o modelo de sistemas de potência com perdas. N arasimhamurthi 

(1984) mostrou que a função energia de um sistema com perdas não pode ser 

estendida através de perturbações suaves para sistemas com perdas. Kwatny 

et al. (1985) mostrou a existência de Funções de Lyapunov local para si~temas 

com perdas. Entretanto, não há nenhuma garantia que estas funções possam ser 

utilizadas na estimativa da área de atração. Chiang (1989) estudou a existência 

de funções de Lyapunov do tipo energia para sistemas com perdas e mostrou que 

não existe uma Função de Lyapunov geral para sistemas de potência com perdas. 

Em verdade, Chiang provou a existência de uma Função de Lyapunov específica 

para sistemas com perdas, porém esta função deve ser alterada toda vez que há 

uma modificação na configuração ou nos parâmetros do sistema. Além disso, os 

resultados obtidos por Chiang foram existênciais e nenhuma função foi proposta 

ou mesmo forma de obtê-las. 

, 
4.3 Estimativa da Area de Atração 

Em sistemas não lineares," a estabilidade global nem sempre· ocorre. Geralmente 

apenas um conjunto de condições inicia is, contido no espaço IR11
, possui trajetórias 
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que convergem para o ponto de equilíbrio X8 • Em sistemas ele potência isto acon­

tece e a determinação deste conjunto ele condições iniciais é o principal objetivo 

elas análises. Conforme apresentado na Seção 3.3, este conjunto é denominado ele 

área ele atração ou região ele estabilidade sendo definido por: 

{:, 
A(xs) = {x E IR": <I>(x,t)--+ X 5 , quandot--+ oo} (4.23) 

A determinação ela área de atração para o problema ele estabilidade transitória 

pode ser resolvido segundo o esquema a seguir: 

1. Constrói-se a função de Lyapunov V(x(t)), para o sistema pós-falta, e 

estima-se a área de atração por {x E JRtl : V(x) < VcA} onde VcA é energia 

crítica ele abertura. 

2. Simula-se o sistema em falta no domínio do tempo, até que sua órbita 

abandone a área ele atração do sistema pós-falta. 

. . . 
3. O tempo em que a. órbita. do sistema. em falta. abandona. a área. de atração 
, · •• J . 

elo pós-falta (V(x(t)) = VcA) é o tempo crítico de abertura., tcA· 

Pode-se perceber que se o defeito for eliminado antes do tempo crít ico de 

a):>ertura, tcA, a. condição inicial para. o estágio pós-falta estará contida. na. área. 

de atração, portanto o sistema. permanecerá estável. 

A Figura. 4.1 ilustra o problema, onde temos que X 8 é o ponto ele equilíbrio 

estável do pós-falta, xo é o ponto de operação do pré-falta. Ocorre um defeito 

no sistema tornando-o instável, ele tal forma que este começa a se afastar inde­

finidamente do ponto ele operação devido à aceleração das máquinas. A órbita 

trac~jacla ilustra a trajetória. do sistema em falta. xcA é o ponto no qual a tra­

jetória do sistema em falta abandona a área de atração. Caso o defeito seja 

eliminado antes do tempo crítico de abertura, a. condição inicial do pós-falta. per­

tencerá a área. de atração, desta forma a. órbita correspondente a. esta condição 

inicial convergirá para o ponto de equilíbrio estável X5 • As órbitas que se ini­

ciam fora ela. região de atração poderão tender ao infinito ou convergir para. ou­

tros pontos de equilíbrio, que ·para sistemas de potência.· representam pontos ·de 



Trajetória do 
sistema em falia 

Ponto no qual a trajetória 
do sistema em falta 
abandona a área de 
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Trajetória estável do 
sistema pós falta 

Figura 4.1: Região de atração 
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equilíbrio inviáveis do ponto de vista de operação do sistema (Ribbens-Pavella e 

tvlurthy, 1994; Alberto, 1997; Bretas e Alberto, 2000b; Silva, 2001). 

De acordo com Athay et al. {1979), o problema de estabilidade em sistemas 

multimáquinas, pode ser visualizado como uma bola rolando sobre uma superfície 

em um espaço multidimensional, também conhecida por bacia energética ou bacia 

de energia potencial, onde as coordenadas são os ângulos elo rotor e o ponto ele 

operação estável elo sistema pós falta é o ponto ele mínimo desta· superfície. A 

falta é equivalente à aplicar na bola uma força no instante de tempo tF, com a 

intenção ele retirá-la da bacia energética. Caso esta força seja eliminada antes 

que ultrapasse a fronteira ela bacia energética, a bola ficará somente sob o efeito 

da força gravitacional. Supondo que a trajetória da bola fosse a mesma após a 

eliminação ela força, desejar-se-ía que esta atingisse o ponto onde se teni VcA com· 

velocidade nula, afim ele que retornasse para dentro ela bacia. Logo a força eleve 

ser eliminada antes que a energia ultrapasse VcA· A Figura 4.2 ilustra essâ idéia. 

Os pontos ele equilíbrio instáveis não pertencem à área de atração do ponto de 

equilíbrio em estudo. No entanto qualquer vizinhança destes pontos de equilíbrio 

possui pontos que pertencem à área de atração, portanto, estes devem pertencer 

à fronteira da área de atração. Os pontos de equilíbrio instáveis pertencentes à 

fronteira da área de atração •serão os responsáveis pela estimativa ela região de 

atração, conforme ·apresentado . no capítulo. anterior. Em se tratando de siste-



46 

I • 

Figura 4.2: Ilustração da bacia energética. 

mas de potência o processo de se estimar todos os pontos de equilíbrio instáveis 

torn.a-se inviável do ponto de vista de implementação, devido à dimensão e a 

complexidade do sistema. 

O histórico dos métodos propostos de estimativa da área de atração podem 

se1: encontr~dos em (Pai, 1981; Ribbens-Pavella e ~1furthy, 1994) e de uma forma 

m~~~ B;illPla e atual em Bretas e Alberto (2000b). 

A primeira tentativa de se estimar a área de atração, foi desenvolvida em 

1966 por El-Abiad e Nagappa.n, onde se propôs o cálculo de todos os pontos 

de. equilíbrio instáveis ao redor do ponto de equilíbrio estável em estudo. A 

energia crítica foi definida como sendo a energia de menor valor, calculada para 

todos os pontos de equilíbrio instáveis. O ponto de equilíbrio instável de menor 

energia é conhecido na literatura como: 'closest equilibrium point'. Com isto 

obtém-se uma estimativa da área de atração que está. garantidamente contida 

dentro da á.r~a de atração verdadeira. A grande desvantagem desse método é 

que a estimativa da área de atração gerada pode ser bastante conservadora, pois 

n~p lev~ ~m consideração a informação ela trajetória do sistema durante a falta. 

Além disso,, o cálculo ele todos os pontos ele equilíbrio ele um sistema ele potência 

ge .. gra.nde .P.ort~ é algo .bastante complexo e .exige um tempo ele processamento 

elevado, inviabiliza.nclo a utilização prática do método. 

.. O. método .denominado çritério i de aceleração foi o primeiro a levar em con­

s~deração ~;~. informação d.o sistema. cl.urant.e o defeito, .cujo objetivo é utilizar o 
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ponto de equilíbrio instável que estivesse na direção ou nas proximidades da tra­

jetória do sistema em falta. Esse método consiste em estimar somente uma região 

da área de atração e não a área de atração por completo. O ponto de equilíbrio 

utilizado para limitar a área de atração é conhecido como 'ponto de equilíbrio 

de controle'. Os métodos que utilizam este conceito não utilizam a idéia de es­

timativa pelo ponto de equilíbrio de menor energia, justamente para não obter 

estimativas conservadoras. 

4.3.1 Método da Superfície Limite de Energia Potencial 

O método da superfície limite de energia potencial, tradicionalmente conhecido 

na literatura por PEBS (do inglês- 'Potential Energy Boundary Surface') foi pro­

posto por Kakimoto et al. (1978) e surgiu com o intuito de eliminar a necessidade 

de se calcular os pontos de equilíbrio instáveis. 

A superfície gerada pela função energia potencial fornece curvas de contorno 

fechadas e equipotenciais, Vv(x) = constante, em uma pequena região nas pro­

ximidades do ponto de equilíbrio estável, onde se tem um ponto de mínimo da 

superfície de energia potencial. Os pontos de sela que limitam a área de atração 

do sistema, são dados pelos pontos de equilíbrio instáveis que fornecem os pontos 

de máximo local da superfície de energia potencial. As curvas de contorno que 

passam por estes pontos não são curvas fechadas. A curva que une todos os pon­

tos de equilíbrio instáveis é conhecida como fronteira limite da energia potencial 

(PEBS). 

No espaço multi-dimensional de ângulos dos geradores referenciados ao COA, 

a. energia potencial (Vp) é usualmente vista como uma bacia de Vp. A Figura 4.3 

ilustra. a. bacia de energia potencial para um sistema. de três geradores. O ponto de 

equilíbrio estável do sistema (PEE) está localizado no fundo da bacia de energia 

potencial. Os pontos de equilíbrio instáveis (x1
, x2

, x3 ) estão localizados sobre a 

borda da bacia. 

Integra-se·numericamente ·a equação diferencial do sistema ·em falta· até que 

a. projeção da. -trajetória do sistema. ,em falta· no eixo do ângulo ó cruze o PEBS. 
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I • 

\. 

Figura 4.3: PEBS para o sistema 3 máquinas, extraído da referência Athay (1979). 

O ponto no qual esta trajetória cruzar a superfície limite de energia potencial é 

conhecido como 'exit point'. As trajetórias de faltas que provocam a aceleração 

da máquina, irão abandonar a bacia de atração através do ponto de equilíbrio 

instável, localizado à. direita do ponto de equilíbrio estável em estudo. As faltas 

que provocam desaceleração da máquina, irão conduzir as trajetórias para o ponto 

de equilíbrio instável, localizado à. esquerda do ponto de equilíbrio estável em 

estudo. 

Algoritmo 

1. Verifica-se o ponto no qual a trajetória do sistema. em falta cruza. o PEBS 

(ponto no qual a energia. potencial atinge um máximo em cima da. trajetória. 

da falta), seja b* esse ponto. 

2. O valor da energia potencial em b* será a ·energia crítica VcA = V(b*). Se 

no tempo de abertura tA8 , V(tAn) < VcA, o sistema será está.vel. 

b* é denominado .'.exit point' e.o .valor da.energia deste ponto é utilizada como a 

energia crítica para o efeito de estimativa da área de .atração. 
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O algoritmo PEBS foi criado com base em argumentos heurísticos e por este 

motivo gera resultados muitas vezes não conservadores, entretanto na maioria das 

vezes fornece uma estimativa muito boa do verdadeiro tempo crítico de abertura. 

Para sistemas de potência mal condicionados e sistemas com problemas de mo­

dos de instabilidade inter-á.rea, o PEBS poderá não estar próximo ao ponto de 

equilíbrio instável de controle e portanto a energia crítica VcA não terá uma boa 

precisão para o cálculo do tempo crítico de abertura. 

Matematicamente, o PEBS é a fronteira da á.rea de atração do sistema gradi­

ente reduzido: 

(4.24) 

associado ao modelo original: 

{~: w - av.(J)- Tw 
8ó 

(4.25) 

onde VP é dado por (4.16), considerando Iii = O. Para o melhor entendimento 

deste método é necessário estudar as relações existentes entre o sistema gradien~e 

reduzido associado (4.24) e o sistema original (4.25) (Chiang, Wu e Varaiya, 

1988; Bretas e Alberto, 2000b). O Apêndice A apresenta as relações existentes 

entre os sistemas reduzido e origina.! quando são consideradas condutâncias de 

transferência suficientemente pequenas (Iii =J. 0). 

4.4 Determinação do Ponto de Equilíbrio Instável 

de Controle 

O cálculo de todos os pontos de equilíbrio instáveis (pei) ao redor do ponto de 

equilíbrio estável é uma tarefa muito complexa e exige elevado esforço computa­

cional. 

. Os métodos: baseados no·c0nceito de ponto de equilíbrio instável de controle 

somente levam em consideração· o ponto de ·equilíbrio instável que está. na direção 
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ou nas proximidades da trajetória do sistema em falta, denominado ponto de 

equilíbrio instável de controle (peic). 

Definição 4.1 O ponto de equihôrio instável de controle é o ponto de sela cuja 

variedade estável é atingida pela tmjetória do sistema em falta. 

A Figura 4.4 ilustra geometricamente a estimativa da área de atração utili­

zando o conceito de ponto de equilíbrio instável de controle. 

Trajetória do sis tema 
em falta 

/ 

,."' 
"' Estimativa local da 

/ 
// , área de atração 

/ ' 
I \ 
~ o \ 
\ I 
', I 
', I 

', /o Ponto de equilíbrio estável 
'.. / • Ponto de equillbrio instável 
''-______ -l< _ "'/ X Ponto de equillbrio instável 'sela' 

Figura 4.4: Representação geométrica da estimativa da área de atração utilizando 

o peic. 

Todos os métodos que se utilizam desta idéia funcionam de acordo com o 

algoritmo a seguir: 

1. Determina-se o ponto de equilíbrio instável de controle Xeo correspondente 

à trajetória do sistema em fa lta x 1(t). 

2. Determina-se o valor da energia crítica como sendo o valor ela função energia 

calculada no ponto de equilíbrio instável de controle: VeR= V(xe0 ) . 

3. Calcula-se a função energia do sistema pós-falta no instante de abertura: 

4. se Vab < VeR o sistema é estável, caso contrário o sistema é instável. 

Os métodos diretos baseados no ponto de equilíbrio instável de controle são 

considerados os 111etódos m.a.i13 eficientes para a determinação da estimativa da 

área de atração na análise de estabilidade transitória em sistemas de potência. 

,. 
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4.4.1 Método BCU .. . 

O método BCU (do inglês- 'Boundary Controlling Unstable equilibrium point>) 

foi proposto por Chiang et al. (1994). Para encontrar o ponto de equilíbrio instável 

de controle, utiliza-se da relação existente entre a fronteira de estabilidade do 

sistema original e a fronteira de estabilidade do sistema reduzido. O método 

BCU consiste basicamente de três passos: 

1. Da trajetória do sistema em falta x 1(t), detecta-se o ponto de saída ('exit 

point') c5*, que é o ponto em que a projeção da trajetória c5(t) cruza a 

fronteira de estabilidade do sistema reduzido (PEBS). 

2. Utiliza-se o ponto c5* como condição inicial e resolve-se numericamente as 

equações diferenciais do sistema reduzido para encontrar o mínimo local de 

2::::~~1 11 fi ( c5) 11; seja c5ô este ponto. 

3. Utiliza-se o ponto c5ô como condição inicial para encontrar o zero da função 

J(c5), ou seja, encontrar o ponto de equilíbrio instável de controle do sistema 

reduzido, c5êo· 

A Figura 4.5 ilustra a representação geométrica do algoritmo. 

trajetória do , 
sistema em faltl!._/ ',,, 

' ' 

pee 

.. ·Figura ·4.5: ·Representa'ção geométrica do método BCU 
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curvas de nível da 
função energia potencial 

. , ) 

traJetona 
em falta 

ponto equilíbrio instável 
de controle obtido pelo 

método BCU 

tempo de abertura 
VTõta~ 

Figura 4.6: Falha na determinação do 'exit point'. 

4.5 Falhas nos Métodos PEBS E BCU 

No 'primeiro passo do algoritmo do método BCU .assume-se que o máximo de 

e'nergia potencial, ao longo da trajetória em falta , ocorre na vizinhança do PEBS, 

e esta suposição nem sempre é verdadeira. Este problema está relacionado ao 

c~Uculo do 'exit point' 8* pelo método PEBS. 

Através da Figura 4.6, pode-se perceber que na determinação do exit point 

podem ocorrer duas situações: 

• Caso estável: O máximo de energia potencial é inferior ao valor da energia 

crítica do sistema. 

• C~so instável: O máximo de energia potencial é superior ao valor da energia 

crítica do sistema. 

Outro problema está relacionado ao segundo passo do algoritmo do BCU. O 

'exit point' obtido pela integração numérica do sistema em falta nem sempre está 

contid,o sobre q PEBS,. Port~nto em .alguns casos a trajetória do sistema reduzido 

poderá não ter ponto de mínimo nas proximidades do ponto de equilíbrio instável 
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de controle. Com isso a convergência e a estimativa do tempo crítico de abertura 

pelo método BCU ficam comprometidas. 

Lla.mas et a l. (1995) mostraram exemplos no qual o método BCU prediz 

estabilidade mas torna-se instável logo após a primeira oscilação. Este fato foi 

atribuído a não satisfação da condição de transversa.lidade, requerida na teoria do 

método BCU. Recentemente, Paganini et al. (1999) mostraram que a condição de 

transversalidade não é satisfeita genericamente e portanto a validade do método 

BCU não pode ser justificada teoricamente. 

4.6 Novos Métodos para o Cálculo do PEBS e 

do Ponto de Equilíbrio Instável de Controle 

Scruggs e Milli (2001) propuseram o Método do Gradiente Dinâmico como uma 

técnica mais segura para determinação de PEBS. Este método permite avaliar se 

um dado estado 6 no espaço de ângulos está contido dentro ou fora do PEBS. O 

teste é realizado ao longo da trajetória. do sistema gradiente associado, partindo 

de um 60 verifica-se a convergência para o ponto de equilíbrio estável pós-falta. 

Pode-se dizer que uma pequena parte da trajetória do sistema gradiente é apro­

ximada por uma linha e calcula-se a distância ao ponto de equilíbrio pós-falta. 

Caso a distâ.ncia decresça, o estado 6 está contido dentro do PEBS, caso contrário 

está contido do lado de fora do PEBS. 

'l\·einen et a l. (1996) propuseram o 'Shadowing Method', baseado no· porito de 

equilíbrio instável de controle . O método utiliza o fluxo do sistema gradiente e as 

superfícies equipotenciais próximas ao peic. O 'exit point' é reestimado através 

de intervalos fixos ao longo da trajetória do sistema gradiente associado. Utiliza­

se o primeiro 'exit point' como condição inicial e estima-se outro 'exit point' 

através da integração numérica do sistema gradiente, assim sucessivamente até 

se aproximar do . ponto de equilíbrio instável ·de controle. A Figura 4. 7 ilustrá d 

método.. · · ·.: • 'I . !.:.' .. ', , ·. ,, ; .. , 
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'exit point' 3 

ponto de equillbrio 
instáve l de controle PEBS 

curvas cquipotcnciais 

Figura 4.7: Ilustração do 'Shadowing Method ' . 

·Uma descrição detalhada sobre estes novos métodos pode ser encontrada em 

(Nazareno, 2003). 

4. 7 Resultados obtidos para o sistema 2-máquinas 

x barramento infinito 

Considere o sistema 2-máquinas x barramento infinito, apresentado na Figura 

4.8. A máquina 3 é o barramento infinito e o coeficiente de amortecimento T = 

0.05 é uniforme. Considere o sistema operando no ponto de equilíbrio c51 = 

0.4677 Tad e c52 = 0.4622 nLd. Suponha que no instante de tempo t 0 = Os ocorra 

um curto circuito trifásico sólido na barra 2 e que a configuração do sistema 

pós-falta e pré-falta sejam iguais. 

Utilizando o método de integração numérica foi obtido para esta falta um TCA 

pertencente ao intervalo (0.204, 0.205)s. A Figura 4.9 ilustra o comportamento 

das velocidades angula res e dos ângulos dos rotores dos geradores do sistema, 

para um tempo de abertura de 0.204s. Nesta situação pode-se observar que 

os geradores do sistema permanecem oscilando em conjunto, isto é, o sistema 

permanece em. sincropismo. Para um .tempo de abertura de 0.205s , tem-se uma 

situação instável em que o gerador 2 perde o sincronismo com gerador 1. A-Figura 

. .. 
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Figura 4.8: Sistema 2-máquinas x barramento infinito, extraído da referência 

Athay (1979). 
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Figura 4.9: Situação de sincronismo entre os geradores para tAB = 0.204s. 

4.10 ilustra o caso. 

Utilizando a função energia vapr, dada por ( 4.20), para a obtenção da estima­

tiva do tempo.de abertura pelos métodos PEBS e BCU, obtém-se respectivamente 

0.199s e 0.200s. Essas· estimativas obtidas.são consideradas boas quando compa-
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Figura 4.10: Perda de sincronismo entre os geradores para tAB = 0.205s. 

radas com o TCA real do sistema, obtido por integração numérica. As Figuras 

4.11 e 4.12 apresentam o monitoramento da função energia respectivamente para 

as situações estável e instável. Na Figura 4.13 pode-se observar que a derivada 

da função energia v aJW torna-Se pOSitiva em Um peque110 intervalO de tempO, 

contrariando o Teorema de Lyapunov. 

• • • • Enorgla C inética 
- - Enet"g!a polar'!dal 
- Ener la Tota .l 

Figtmi. 4.11 : :ivlonitora.mento da função energia, considerando tAB = 0.199s 

' .. . : . ' I • ' • • 
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Figura 4.12: Monitoramento da função energia, considerando tAa = 0.205s 
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Figura 4.13: rvionitoramento da derivada da função energia, considerando tAa = 

0.199s 

Nos diagramas de fase apresentados nas Figuras 4.14, 4.15 e 4.16 podem ser 

observadas as regiões ilimitadas de derivada positiva. Esses diagramas foram 

traçados considerando diferentes intersecções de ))apr 2:: O com os planos w1 e 

w2• Na Figura 4.14 tem-se o diagrama de fase considerando a intersecção com 

o plano WI = W2 = 0.2rad/ S. A região onde a derivada de vapr é positiva é 

composta por dois conjuntos ilimitados. A Figura 4.15 e a Figura 4.16 apresentam 

respectivamente a interseção de ))apr 2:: O com os planos (w1 = -0.21·adj s e 

w2 = 0.2rad/s) e (w1 = 0.2radjs e w2 = -0.2md/s ). Observe mais uma vez que 

as regiões onde ))apr 2:: O são formadas por conjuntos ilimitados. 
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deka 1 (•ad) 

Figura 4.14: Intersecção de va]lr 2 o com o plano WI = W2 = 0.27'Ctd/ S. 

Figura 4.15: Intersecção de vapl' > o com o plano WI - - 0.2Tad/ s e W2 -

0.2mdfs. 

• 



I 
dlh I (rad) 

Figura 4.16: Intersecção de V0 P'' > O com o plano w1 - 0.2rad/s e w2 

-0.2radjs. 
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Portanto, as condições requeridas pelo Princípio de Invariância. de LaSa.lle 

e pela. Extensão do Princípio de Invariância. não são satisfeitas. Desta forma, 

não podem ser utilizadas como base matemática adequada. para a. análise de 

estabilidade. Estes TCA's, se comparados com o tempo de abertura obtido pelo 

método de integração numérica, podem ser considerados como boas estimativas, 

porém sem fundamento teórico. 
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Capítulo 5 

As Funções de Lyapunov 

Estendidas para Análise de 

Estabilidade Transitória 

Nesta seção, serão apresentados exemplos da utilização da Extensão do Princípio 

de Invariância de LaSalle, para estimativa da área de atração de sistemas de 

potência. Inicialmente são apresentadas as Funções de Lyapunov Estendidas 

para o caso de sistemas da forma l-máquina x barramento infinito (UMBI) e 

logo em seguida para o caso multimáquinas. 

5.1 Funções de Lyapunov Estendidas para sis­

temas UMBI 

Nesta seção, Funções de Lyapunov Estendidas são propostas para o sistema 

UMBI, considerando as perdas na transmissão e as resistências de armadura das 

máquinas síncronas. Tanto o modelo clássico como de um eixo para o gerador 

foram considerados (Alberto et al., 2002a; Alberto et al., 2002b) . 
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. . lfQ 

Figura 5. 1: Sistema uma máquina versus barramento infinito. 

5.1.1 Modelo Clássico para a Máquina Síncrona 

Seja o sistema U1viBI da Figura 5.1. A máquina síncrona está conectada ao 

barramento infinito através de uma linha de transmissão com perdas. 

Modelando o gerador como uma força eletromotriz constante atrás da reatância 

transitória, pode-se descrever este sistema pelo seguinte par de equações diferen­

ciais: 

{
J = w (5.1) 

Jvfw = P - Csinó- Dcosó- Tw 

R 2 _ Xd _ R 
onde P = Pm- R2 K12 E , C - R 2 x,2EV e D - n2 x,2EV. Os parâmetros +1 d + d + d 

R .= Ta + T1 e X~ = x~ + x1 são respectivamente a resistência e a reatância 

equivalentes do sistema. Sendo Ta a resistência de armadura da máquina, x~ a 

reatância transitória de eixo direto da máquina, 1'1 e x1 são respectivamente a 

resistência e a reatâ.ncia da linha de transmissão. 

Incorporando as perdas na linha, este sistema possui a seguinte Função de 

Lyapunov no sentido usual: 

V(ó,w) := l'vf~
2

- Pó- Ccosó- Dsinó +a (5.2) 

onde a é uma constante arbitrária. É fácil mostrar que a derivada de V ao longo 

das órbitas é dada por 

(5.3) 

a qual é uma função semi-definida negativa. Portanto, a função V satisfaz as 

exigências do Princípio de Invariância usual e pode ser utilizada para estudar 

... 
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a estabilidade deste sistema .com as técnicas usuais. Apesar disto, uma nova 

função energia será proposta a seguir e a Extensão do Princípio de Invariância. 

será utilizada para estudar a estabilidade do sistema.. O objetivo é ilustrar uma 

aplicação da Extensão do Princípio de Invariância e preparar as idéias para em 

seguida resolver um problema que não apresenta uma função de Lyapunov no 

sentido usual. 

Para isto, considere a seguinte função: 

w2 
W(c5,w) = !11! 2 -Pó- C cosc5- {Jw (P-C sin c5- D cosc5) + a (5.4) 

onde {3 é um parâmetro a ser determinado e a é uma constante arbitrária. Nosso 

objetivo principal é mostrar que essa função satisfaz às condições do Teorema 3.11. 

Calculando a derivada de W ao longo das órbitas, obtém-se: 

W = - (T- {J(Ccosc5- Dsin6))w2 + ~~ (P- Csin 6- Dcosó)w . 
{3 . (5.5) 

- !vi (P- Csin c5- Dcosc5)2
- Dcos(c5)w 

que é equivalente a.: 

.. (5.6) 

onde ... 

~ ( ó) = P - C sin ó - D cos c5 

e 

A = /H 2/l.f 

[ 

.!!... _ /!!_ ] 
(5.7) 

Note que W é composta por um termo quadrático adicionado ao termo - bcos(6)w. 

O parâmetro {3 deve ser escolhido de forma a. matriz quadrática (5. 7) seja. d~finida 

positiva. Aplicando o Critério de Sylvester pode-se facilmente demonstrar que 

isto é certamente garantido se 
~ : I o •: 0 f I 1° • ' 

.. 
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Desta forma, apenas o teni1o (- D cos( 8)w) será responsável por gerar regiões nas 

quais a derivada ele W é positiva. Uma vez escolhido o parâmetro {3, eleve-se en­

contrar a constante real L para que sejam satisfeitas as condições do Teorema 3.11. 

Essas condições são: 

• Ü conjunto f2L deve ser limitado; 

• l = SUPxEcW(x) < L. 

Seja o Exemplo a seguir onde todos os passos anteriores são realizados. 

Exemplo 5 .1 Seja o sistema UMBI da Figura 5.1 com Pm = 1.0, H 6.0, 

T = 0.08, E = 1.33, V = 1.0, 7'0 = 0.002, X
1
d = 0.2, Tt = 0.04 e X t 0.5. 

As curvas de nível de l1V estão apresentadas na Figura 5.2 para a: = 2.0841 

e f3 = 0.0078. A constante a: foi escolhida de forma que a função energia no 

ponto de equil{/n'io estável pós-falta seja igual a zero. Observe que as regiões 

onde a de1·ivada de W é positiva são pequenos conj1mtos limitados. U1n deles 

está próximo ao ponto de equihôrio instável. O outro está p1·óximo ao ponto de 

equil{brio estável e este C07'responde ao conjunto C do Teorema 3. 11. O máximo 

valor de W em C define o conjunto D1, o qual é ttma estimativa do atrato1·. Neste 

exemplo l = 0.0903 . Para estimar a região de estabilidade ou área de atração deste 

atrator, procura-se pelo maio1· nú1nero L tal que as condições do Te01·ema 3. 11 

sejam. satisfeitas. Na p7·ática, deve-se gamntir que nL não intercepte a Tegião, 

próxima ao ponto de equihÔ7'io instável, onde a derivada é positiva. Neste exemplo 

obteve-se L = 1.4621. A Figum 5. 2 ilustm as estúnativas do atmtor e da Tegião 

de estabilidade. 

O tempo crítico de abertum (TCA) obtido por simttlação pam um. cw·to sólido 

trifásico na barra do gemdor pertence ao intervalo (0.355, 0.356s). A estima­

tiva do TCA obtida com a Função de Lyapun~v Estendida pertence ao inte7'valo 

(0.312, 0.313s). Corno esperado, esta estimativa é um pouco conservadom porque 

a estimativa da região de estabilidade está cont·ida dentm da região de estabili­

dade verdadeira. Entretanto este tempo não é muito mais conse7'vador do que o 

obtido com a Função de Lyapunov convencional V o qual pertence ao inte1'valo 



65 

Figura 5.2: Curvas de nível de W. 

(0.329, 0.330s). A Figura 5.2 mostra as trajetórias do sistema em falta e pós-falta 

pam um tempo de abertura de 0.312s. 

5.1.2 Modelo Clássico para Máquina Síncrona e inclusão 

do Efeito de Amortecimento dos Geradores 

Uma outra FLE a ser proposta neste trabalho é obtida através de uma função 

candidata em uma forma mais geral. A estabilidade assintótica da origem .pode 

ser estudada considerando a seguinte função candidata 

w 1 [ W ] T [ À1 À2 ] [ W ] 
= 2 (c5- c5S) À2 ÀJ (c5- c5S) (5.8) 

-P(c5- 85
) - C(cosc5- cosc55

) + D(sinc5 - sinc55
). 

Observe que a função proposta é independente da escolha do parametro {3: Isto é 

uma vantagem quando comparada com outras funções de Lyapunov Estendidas. 
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A derivada de W ao longo das trajetórias é dada por 

T 

w w 

onde 

Til. - À M 2 -~+Th 
2 2M 

.h + 1 -2M 2 

8 = -~ + T..\2 o _s 
2 2A-/ 2M 
.h+ 1 _s o -2M 2 2M 

(5.9) 

(5.10) 

As constantes .-\1 , .-\2 e .-\3 devem ser escolhidas afim de que se tenha W > O e que 

W satisfaça as exigências do Teorema 3.10 e (ou) do Teorema 3.11. 

Observe que para obter uma Função de Lyapunov usual basta fazer .-\1 = !11 

e À2 = .-\3 =O em (5.8). Desta forma, ter-se-ia: 

(5.11) 

e V = - Tw2 , a qual é uma função semi-definida negativa. Portanto, a função V 

satisfaz as exigências do Princípio de Invariância usual e pode ser utilizada para 

estudar a estabilidade deste sistema com as técnicas usuais. 

Apesar disto, uma nova função energia será. proposta a seguir e a Extensão 

do Princípio de Invariância será. utilizada para estudar a estabilidade do sistema. 

O objetivo é ilustrar uma aplicação da Extensão do Princípio de Invariância e 

preparar as idéias para em seguida resolver um problema que não apresenta uma 

FL no sentido usual. 

Considere uma função candidata a FLE com as seguintes constantes: .-\1 = !vi 

e À2 = lv!T e .-\3 = A1T2. Desta forma, tem-se 

A1T2 
·W = V+ A1Tw(8- 88

) + -
2
-(8 - 88

)
2 (5.12) 

onde V é dado por (5.11). A derivada de W ao longo das trajetórias é dada por 

(5.13) 

Observe que em .(5.13) os termos em w(8 - .88
) e Pl(8- 88

) serão responsá.veis 

pqr gerar regiões nas quais a derivada de W. é positiva. Deseja-se mostrar que 
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W é uma FLE, isto é, encontrar a constante real L para que sejam satisfeitas as 

condições do Teorema 3.11. Essas condições são: 

i) Ü conjunto O,L deve ser limitado; 

ii) l = StLPxecW(x) <L. 

No Exemplo a. seguir estas condições são verificadas numericamente. 

Exemplo 5.2 Seja o sistema l-Máquina x Ba?'ramento Infinito com Pm = 1.0, 

H = 6.0, T = 0.08, E = 1.33, V = 1.0, Ta = 0.002, X
1
d = 0.2, Ti = 0.05 e 

x1 = 0.5. Considere que ocoTra mn curto circuito tTijásico sólido na baTra do 

gerador. As curvas de nível de W estão apresentadas na Figura 5.3. Obse?'Ve 

que as regiões onde a de?'ivada de W é positiva são conjuntos limitados. Um 

deles está a direita do ponto de equihôTio instável. O outro está prÓ2'Ímo ao 

ponto de equilzôTio estável e este coTresponde ao conjunto C do Te01·ema 3.11 . 

o máa,'im.o valor de w em c define o conjunto n/' o qual é uma estimativa do 

atrator. Neste exemplo l = 5.0 x 10-6
. Para estimar a área de atração deste 

atrator, procura-se pelo maior número L tal que as condições do Teorema 3.11 

sejam satisfeitas. Na prática, deve-se garantir que Õ.L não intercepte a região, 

prÓ2'Íma ao ponto de equilzÔ?'Ío instável, onde a deTivada é positiva. Neste exem.plo 

obteve-se L= 1.5704. A Figura 5.3 ilustra as estimativas do atrator e da área de 

atração. 

O TCA obtido por simulação para o cm·to circuito pertence ao inte?'valo 

(0.360, 0.36ls). A estimativa do TCA obtida com a FLE pertence ao intervalo 

(0.317,0.318s). Conw esperado, esta estimativa é um pouco conservadora porque 

a estimativa da 1·egião de estabilidade está contida dentro da região de estabili­

dade verdadeira. Entretanto este teinpo não é muito mais conservador do que o 

obtido com. a FL convencional V o ·qual pertence ao intervalo (0.335, 0.336s). A 

Figum 5.3 mostra a tmjetÓ?'Ía do sistem.a para um tempo de abertum de 0.317s. 

5.1.3 Modelo de l-eixo para a Máquina Síncrona 

Considere novamente o sistema UMBI da Figura 5.1. Utilizando o modelo de 

l -eixo para o gerador, o sistema é descrito màtematica.mente pelas seguintes 
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Figura 5.3: Curvas de nível de W. 

equações diferenciais: 

' ) • • I 

J - w 

11(8, E~)- Tw 
1 X' 

Xd-X~ Efd + R2+X~>)~ lVI cosó 
(5.14) 

+ R2+~dx~ lVI sinJ 

onde 

E~ é o módulo da força eletromotriz de eixo em quadratura, E1c~ é o módulo da 

tensão apl~cada ao enrolamento de campo da máquina, R = Ta + Tt é a resistência 

equivalen.te do sistema, X~ = X~+ X[, xd = X(/+ Xt, X~ = X~ + Xt e Xq = Xq +X[ 

sãq as reatâncias equivalentes .do. sistema, sendo Ta a resistência de armadura 

da máquina, x~ e ~~ as ... rea.tâncias · t.ra.nsitória. de · eixo direto e quadratura ela 

( 
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máquina, xd e Xq as reatâncias síncronas de eixo direto e quadratura da máquina 

e 7'1 e x1 são respectivamente a resistência e a reatância da linha de transmissão. 

Obter uma Função de Lyapunov para este sistema não é uma tarefa trivial. 

Para isto considere a seguinte mudança de variável 

é~ = ln (E~) . 

A nova variável está bem definida, já que E~ representa uma força eletromotriz 

e tem-se E~ =/:- O . Desprezando as perdas na linha de transmissão e a resistência 

de armadura, este sistema possui uma Função de Lyapunov no sentido usual que 

é dada por: 

onde a é uma constante arbitrária. É fácil mostrat! qué a derivada de V ao longo 

das órbitas é dada por: 

V= - 7~0 (e~~ ) 2 - Tw2 < O xd- x~ - (5.16) 

a qual é uma função semi-definida negativa. Portanto, a função V 'satisfaz todas 

as exigências do Princípio de Invariância usua.l e pode ser utilizada para estudar 

a estabilidade deste sistema com as técnicas usuais. 

Exemplo 5 .3 Seja o sistema l-Máquina x Barramento Infinito com Prn = 1.0, 

H = 6, T = 0.08, T~0 = 5, Efd = 1..92, V = 1, Ta = O, X~ = 0.2, X~ :=::;; 0.4, 

xd = 0.9, Xq = 0.8, 7'1 =O e x1 = 0.5 . As curvas de nível de V são apresentadas 

considemndo a = 3.2625. Novamente a constante a foi escolhida de fo1'ma que 

a energia do ponto de equilíln'io estável pós-falta seja zero. Na Figum 5.4, E~ 

é constante e igual a 1.3. Na Figum 5.5, w é constante e igual a -0.8. Para 

estimar a área de atração, JJ?'Ocura-se pelo maior número L tal que o conjunto fh 

seja Limitado. Neste e..'Cemplo obteve-se L = 0.4081. As regiões hachunid~s nas 

Figums 5.4 e 5. 5 mostram a interseção da estimativa da área de atração' com 

o plano de corte. O TCA obtido ]Jor simulação para um curto sólido trifásico 
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Figura 5.4: Curvas de nível ele V, E~ constante e igual a 1.3. 

na ban_-a do gerador pertence ao inte1'ualo (0.281, 0.282s). Utilizando esta função 

energia1 o TCA obtido pertence ao inte7'ualo (0.127; 0.128s). Como esperado, esta 

estimativa é muito conservadora porque a estimativa da região de estabilidade 

está contida dentm da região de estabil·idade venladeim. A s Figums 5.4 e 5. 5 

mostram as trajetórias do sistema em falta e pós falta para um tempo de abertum 

de 0.127s . 

Quando a resistência ele armadura e as perdas na linha são consideradas, 

este sistema não possui uma Função de Lyapunov no sentido usuaL Apesar 

disto, uma nova função energia será. proposta a seguir e a Extensão elo Princípio 

ele Invariância será. utilizada para estudar a estabilidade elo sistema. Para isto, 

considere a seguinte função: 

W= 

' 
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Ângulo (rad) 

1.5 2 2.5 

Figura 5.5: Curvas de nível de V, w constante e igual a -0.8. 
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onde {3 é um parâmetro a ser determinado e a uma constante arbitrária. O obje­

tivo é mostrar que esta função satisfaz as condições do Teorema 3.11. Calculando 

a derivada de W ao longo das órbitas do sistema obtém-se: 

T 

-w A R(ó, E~) + 
w w 

onde 

Au o A13 

.. -A.= o -A22 ' A23 I. ' -· 
' .. : 

A13 A23 A33 

/ 



Similarmente ao Exemplo 5.2, a derivada de W é composta por um termo 

quadrático adicionado a três outros termos. O parâmetro {3 deve ser escolhido 

de forma a tornar a. parte quadrática definida positiva. Aplicando a fórmula da 

variação das constantes em (5.14), pode-se mostrar que E~ mantém-se limitado 

ao longo das órbitas, segundo a estimativa: 

E' < E' = I E' (O) I +.I Etd I+ I (xd- x~l)x~ VI+ I (xd- x~)T VI 
q qest. q ' T 1 (1·2 + x' x' ) T 1 (1·2 + x' x' ) Tdo do a • d' q do a • d' q 

• I 

Com esta estimativa e aplicando-se o Critério de Sylvester encontra-se a seguinte 
I 

restrição para {3 

E 2 I 

2 {32 7 do 
-8 /f +(Xc~ - X') 

rr/0 d 

>0 (5.19) 

onde 

A constante {3 deve ser escolhida positiva e satisfazendo a restrição (5.19) para 

que a matriz A seja definida positiva. 

Exemplo 5.4 Seja o sistema l -Máquina x BaTramento Infinito com Pm = 1.0, 

H = 6, T = 0.08, T~0 = 5, Efd = 1.92, V = 1, Ta = 0.002, X~ = 0.2, X~ = 0.4, 
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Figura 5.6: Curvas de nível de W, E~ constante e igual a 1.3. 

xd = 0.91 Xq = 0.81 T1 = 0.04 e x 1 = 0.5. As curvas de nível de l1V são apTesen­

tadas considemndo a= 3.3072 e {3 = 0.0117. Na Figum 5.61 E~ é constante 

e igual a 1.3. Na Figum 5.11 w é constante e igual a -0.8. A s Tegiões onde 

a de?'Ívada de W é positiva são pequenos conjuntos limitados1 apTesentados nas 

Figuras 5. 6 e 5. 1. Pam estinwT a Tegião de estabilidade ou áTea de atmção deste 

atmtoT1 pmcum-se pelo maioT númem L tal que as condições do TeoTema 3.11 

sejam satisfeitas. Neste exem,plo obteve-se L = 0.3996. As Tegiões hachumdas 

nas Figuras 5. 6 e 5. 1 mostmm a inteTseção da estimativa da áTea de atração 

com o plano de c01ie. 

O TCA obtido po1· simulação pam um cuTto sólido trifásico na barra do gem­

doT pe1·tence ao intervalo (0.333, 0.334s) . Utilizando esta função eneTgia, obtém­

se a seguinte estimativa (0.143, 0.144s). Como espemdo, esta estimativa é bas­

tante conservadom poTq-ue a estimativa da Tegião de estabilidade está contida 

dentm da Tegião de estabilidade veTdadeim. As Figums 5.6 e 5.1 mostmm as 

tmjetÓ?'Ías· do sistema em falta e pós falta pàm um tempo de abeTtum de 0.143s. 
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Figura 5.7: Curvas de nível de W, w constante e igual a - 0.8. 

5.2 Funções de Lyapunov Estendidas para Sis-

temas Multimáquinas 

As FLE's tem sido utilizadas na análise de estabilidade de sistemas de potência 

desde o início da década. Em 2000, Bretas e Alberto propuseram pela primeira 

vez a utilização da FLE, para a obtenção de estimativas do TCA, considerando 

o efeito das condutâncias de transferência em sistemas multimáquinas. Silva, 

Alberto, LondonJr. e Bretas (2004) mostraram que uma FLE, para sistemas de 

potência com condutâncias de transferência, pode ser obtida. a partir de uma. 

perturbação suave na. função do tipo energia aproximada. proposta. por Atha.y 

et al. (1979). Este trabalho tem como objetivo apresentar as FLE's para análise 

de estabilidade transitória em sistemas multimáquinas. 

As estimativas do TCA, utilizando as Funções de Lyapunov Estendidas, são 

obtidas através de um algoritmo similar ao método PEBS (Athay et al., 1979). 

Este novo algoritmo será. apresentado na próxima seção. 

:· 
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5.2.1 Método PEBS Estendido 

Para a obtenção de estimativas do TCA com o auxílio do Teorema 3.11, é proposto 

um algoritmo similar ao do método PEBS (Athay et al., 1979), denominado neste 

caso de PEBS Estendido. Este novo algoritmo tem como objetivo fornecer uma 

estimativa local da região de estabilidade do ponto de equilíbrio de interesse. 

Para a estimativa da área de atração utilizando a Extensão do Princípio de 

Invariância (Teorema 3.11) deve-se determinar o conjunto fechado ilL e assegurar 

que: 

) fi1, conjunto que contém o ponto de equilíbrio estável pós falta, está 

contido em nL, ou seja L > l. 

ii ) a intersecção do conjunto nL com conjuntos em que a derivada da 

FUnção de Lyapunov Estendida é positiva, deve ser vazio (excluindo 

o conjunto C). 

Em sistemas de potência multimáquinas, encontrar o conjunto fechado nL é 

uma tarefa complicada. Para garantir que este conjunto seja fechado, deve-se 

calcular todos os pontos de equilíbrio instáveis ao redor do ponto de equilíbrio 

estável de interesse, o que é computacionalmente inviável (Pai, 1981; Ribbens­

Pavella e Murthy, 1994). Portanto, com objetivo de contornar este problema, faz­

se uma estimativa local da área de atração para análise de estabilidade de primeira 

oscilação das máquinas síncronas. Esta estimativa local leva em consideração a 

trajetória do sistema em falta.. 

Antes de apresentar o algoritmo, considere a Função de Lyapunov Estendida 

W como somatório das funções energia cinética e energia potencial, ou seja, (W = 
Wc + Wp) · O algoritmo proposto, PEBS Estendido, é apresentado na próxima 

página. 
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Algoritmo PEBS Estendido 

• Partindo do ponto de equilíbrio estável pré falta Ó0 simule o sistema em falta. 

A energia crítica W cr é definida de acordo com o que ocorrer primeiro: 

(i) A trajetória do sistema não entra em nenhuma região de derivada po­

sitiva (W > O) e a função Wp atinge o seu valor máximo, então 

Wcr = max(Wp) · 

(ii) A trajetória do sistema entra e sai da região de derivada positiva (W > 

O) e logo após a função Wp atinge o seu valor máximo, então Wcr = 

max(W11) . 

(iii) No instante de tempo (te) a trajetória do sistema entra em uma região 

de derivada positiva (W > O) e não sai antes que a função Wp atinja 

o seu valor máximo, então Wcr = Wp(tc)· 

Durante a trajetória do sistema em falta, o ponto em que ocorre WCI' é denominado 

'exit point' . As Figuras 5.8 e 5.9 ilustram respectivamente os casos (ii) e (iii) 

do método PEBS Estendido. Este algoritmo tem como objetivo garantir que a 

intersecção entre a fronteira da área de atração com regiões de derivada positiva é 

vazio (Silva et al., 2003a; Silva, Alberto e Eretas, 2004; Silva, Alberto, LondonJr. 

e Eretas, 2004). Nas próximas seções, este novo algoritmo será. utilizado para a 

obtenção de estimativas do TCA. 

.. 
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Figura 5.8: Ilustração do caso (ii) do método PEBS Estendido 

Estimativa local da 
ársa da atração 

Trajató rla do sistem a 
am falta 

Figura 5.9: Ilustração do caso (iii) do método PEBS Estendido 
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5.2.2 Perturbação Suave na Função Energia Aproximada 

Nesta seção mostra-se que uma função de Lyapunov Estendida pode ser obtida 

através de uma perturbação suave na função energia proposta por Athay et al. 

(1979). Essa perturbação suave em vapr tem como objetivo tornar limitadas as 

regiões onde va1n· ~ O. Para isto, considere a seguinte função 

n- 1 

W(ó,w) = vapr(6,w)- L f3iwi Pli (5.20) 
i=l 

onde vapr é dado por (4.20 ). o parâmetro (3i >o deve ser ·ajustado de tal forma 

que a função W satisfaça os requisitos da Extensão do P1'incípio de Inva7'iâncià. 
I 
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Observe que 

lim W(6 w) = V011''(6 w) 
{J -+0 ) ) ) 

e que nos pontos de equilíbrio ( 6, w), 

W(6,w) = VaP"(6,w). 

Esta função W é uma melhoria na Função de Lyapunov Estendida apresentada 

em (Bretas e Alberto, 2000a). A Função de Lyapunov Estendida W pode ser 

dividida nas funções Vc(w) , dada por (4.15), e 

n-1 

Wp(6, w) = v;pr(6) - L)JiwiPli, 
i=l 

onde V;P"(6) é dado por (4.19), tal que 

W(6,w) = Vc(w) + Wp(6,w). 

O principal objetivo é mostrar que a função (5.20) satisfaz os requisitos da Ex­

tensão do Princípio de Invariância. Calculando a derivada desta função ao longo 

da trajetória do sistema, obtém-se 

(5.21) 

onde 

(5.22) 

w = [w1, ... ,wn- 1JT, ~(6) = [P11(6) , ... , .Ptn- 1(6)JT e a função <p dada por (4.22). 

Q é uma submatriz simétrica, (n- 1) x (n- 1) cujo os elementos são 

,, . . ' 
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onde 

fi= Cin cos(ói)- Dirtsin(ói) 

lii = Cii cos( ói - ói) + Dii sin( ói - ói) 

Os elementos das submatrizes diagonais R e S são dados por 

(5.23) 

(5.24) 

Os parâmetros {Ji, i = 1, ... , n- 1 devem ser escolhidos com a ·finalidade de 

tornar o termo quadrático definido positivo, isto é X > O. A desigualdade X > O 

pode ser interpretada como uma Uvii (do inglês- 'Linear Matrix Inequalities'), 

onde os f3i's são as variáveis e as expressões (5.23) e (5.24) são consideradas 

incertezas. Estas incertezas são limitadas e podem variar de um valor mínimo 

até ao valor máximo. Este problema. pode ser resolvido utilizando o seguinte 

algoritmo: 

1. Determine o valor mínimo e o valor máximo das expressões (5.23) e (5.24): 

2. Determine todas as matrizes possíveis Xj, j = 1, ... , N, obtidas pelas com­

binções desses valores mínimos e máximos nos elementos da submatriz Q. 

3. Construa. o conjunto poli tópico W, no espaço de estados das · matrizes 

2(n - 1) x 2(n- 1), formado pela combinação convexa das matrizes Xj. 

Este politopo será formado por N vértices. Note que X E W para todo 

t >o. 

4. Resolva. w = Co{ XI, x2, ... , XN} > o por uma técnica de LMI (Boyd 

et a.l., 1994) 

Em sistemas de potência compostos por n máquinas existirão n(!~-l) incertezas 

e o poli topo será formado por 2 n(•~-ll vértices. Note que o número d.e vértices 

crescerá exponencialmente à medida que aumentarem o número de máquinas do 

sistema. 
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Com o objetivo de aplicar a Função de Lyapunov Estendida em sistemas de 

grande· porte, será u tilizado um único parâmetro {3 para todas as máquinas do 

sistema, isto é {3 = /31 = .. . = (311 _ 1. Desta forma, calculando a derivada de W 

ao longo das órbitas do sistema, tem-se 

T 

111 (6) Pn(ó) 

w1 w1 
n-2 n- 1 [ :: r B,; [ :: J -l'V = A +L: L: +cp 

Ptn- 1(6) Ptn- 1(6) 
i=1 j=i+1 

Wn-1 Wn- 1 

(5.25) . ' 

onde <p é dado por ( 4.22) e A é uma matriz bloco diagonal. Cada bloco de A é 

dado por 

e 

n7'_!_1 + /3( -Ciucos(ói- Ó11 ) + Dinsin(ói - Ó11 ) ­

L~1#i1 cijcos(ói- Ój) + r:_;;il Dijsin(ói- Ój)) 

11-1 IJ I J 

[ 

_L_ {30 ·cos(ó· - ó ·) ] 

O parâmetro {3 deve ser escolhido de tal forma que os termos quadráticos 

sejam definidos posit ivo. Aplicando o critério de Sylvester, isto será garan tido se 

2 TiTi 
{3 < (n- l )2C&' i=J j , i,j= l , ... ,n - 1 

e 

i= 1, . .. , n- 1 

A escolha do parâmetro {3 influencia. diretamente nas regiões onde W > O, 

tornando-as limitadas. Alén1 disto, 

o\ ', ' , • '•• o 

0 I I I, , '• 1 ' •I 
lim W(ó,w) = V(ó,w) . 
{J-+0 I • . 

·' 
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O Exemplo 5.5 ilustra a aplicação do Teorema 3.11 como suporte matemático 

para a utilização da função de Lyapunov Estendida para análise de estabilidade 

de sistemas de potência. 

Exemplo 5.5 Considere novamente o sistema e a contigência, apresentado na 

Seção 4. 1. Neste exemplo se1·ão utilizados diferentes parâmetTOs de pert'ltrbação 

e são considemdas 3 incertezas na formulação da LMI. Desta forma, o politopo 

W é composto por 8 vé?iices. Utilizando 'ltm solver de LMI encontm-se {31 = 
6.3654·10- 3 e {32 = 4.4532·10- 3 . Nos diagmmas de fase apresentados nas Figums 

5.1 O, 5.11 e 5.12 podem ser observadas as regiões de de?'ivada positiva. Esses 

diagmmas fomm tmçados considemndo diferentes intersecções de W ~ O com os 

planos w1 e w2 . Na Figum 5.1 O pode-se observar o diagrama de fase considemndo 

a intersecção com o plano w1 = w2 = 0.2radfs. Obse?'Ve que a região onde 

e W ~ O é composta por dois pequenos conjuntos limitados e estão localizados 

nas p1'01.'Ímidades dos pontos de equiHbrio instáveis. A Figum 5.11 e a Figum 

5.12 apresentam respectivamente a inte1·seção de W ~ O com os planos (w1 = 

- 0.2rad/s ew2 = 0.2radfs) e (w1 = 0.2rad/s ew2 = -0.2radfs) . Observe que as 

regiões onde W ~ O süo fo7'madas po1· pequenos conjuntos limitados, localizados 

prÓl.'Ímos aos pontos de equiUbrio instáveis. 

Com o objetivo de est·imar a área de atmção, deve-se escolher o maior númeTO 

L tal que as condições do Te01·ema 3.11 sejam, satisfeitas. Na prática, deve-se 

gamntir que Õ,L seja limitado e que nÜO intercepte nenhuma região de derivada 

positiva. Neste Exemplo L = 7.0256 é encontmdo nume?'Ícamente. A estimativa 

do TCA foi obtida utilizando o algoritimo P EBS Estendido, apresentado na S.eção 

5.2. 1. O TCA obtido atmvés da função W é igual .a 0.197s . . Esta estimativa está 

bem p7'ÓXima da estimativa obtida com a função v apl' J na Seção 4. 7. A vantagem 

da estimativa obtida por W é sem dúvida a sua fundamentação matemática. 
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Figura 5.10: Intersecção de W 2: O com o plano w1 = w2 = 0.2Taclfs. 

1 2 
della 1 (rad) 

,, 

Figura 5.11: Intersecção de W 2: O com o plano w1 = -0.2Tacl/ se w2 = 0.2Tad/ s. 
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delta 1 (rad) 

Figura 5.12: Intersecção de W ~ O com o plano w1 = 0.21·adj se w2 = -0.2Tad/ s. 

A Tabela 5.1 apTesenta as esÚmativas dos paTâmetTOs de pertuTbação, consi­

demndo paTâmetTOs iguais e diferentes, pam dijeTentes contigências no sistema 

2-máquinas x baTramento infinito. A Tabela 5.2 apTesenta os TCA obtidos com a 

função enery·ia apmx-imada Vapr e pela Função de Lyapunov Estendida pmposta. 

Tabela 5.1: Estimativa dos Parâmetros de Perturbação para o sistema teste 2-

máquinas x barramento infinito 

barra Linha Parâmetros iguais Parâmetros diferentes 

retirada (3 fJI (32 

1 - 2.7419E-03 6.3653E-03 4.4531E-03 

1 1 .- 2 3.0253E-03 6.7560E-03 4.2674E-03 

2 1 - 2 3.0253E-03 6.7560E-03 4.2674E-03 
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. . 
Tabela 5.2: Estimativa dos TCA (seg.) para o sistema teste 2-máquinas x bar-

ramento ·infinito 

Falta na Linha Integração F\mção F\mção W 

Barra Retirada Numérica vapr {J's iguais {J's diferentes 

1 - (0.213,0.214) 0.203 0.202 0.201 

1 1 - 2 (0.178,0.179) 0.168 0.167 0.167 

2 1 - 2 (0.194,0.195) 0.190 0.189 0.188 

Considerações Práticas 

Na Seção 4.7 foi mostrado que a função tipo energia aproximada vap,· não é uma 

função de Lyapunov no senso usual e nem uma função de Lyapunov Estendida. 

Também foi apresentado na Seção 5.2.2 que uma perturbação suave em vapr 

resulta em função W que é uma função de Lyapunov Estendida. 

Na Tabela 5.2, pode ser observado que os TCA's obtidos com as funções v apr 

e W estão bem próximos. Este fato se deve ao parâmetro /3 que foi capaz de 

alterar as regiões de derivada positiva, tornando-as limitada, sem que as curvas 

de nível da função original vap,· fossem alteradas. Esta observação explica o bom 

TCA obtido com a função vapr. 

Com o objetivo de tornar mais clara esta explicação, admita que o método 

PEBS esteja sendo utilizado para obtenção da estimativa do TCA e que x1(t) 

seja a. trajetória do sistema em falta. Considere que o 'exit point' x* = x f(tex) 

seja o primeiro máximo de energia. potencial ao longo da trajetória do sistema em 

falta e que isto ocorra no instante de tempo tex· Então , no instante tex tem-se: 
dVapr· d2Vapr 

7t-(xJ(tex)) = O e ~(x1(tex)) < O. Também sabe-se que Wp = V1~P'" + {Jg 
iW dVapr d dW 

e 7t = 7 + /3;/f. Defina G(t, {3) := 7('(t, {3) e considere que o PEBS seja. 

utilizado para a. obtenção do novo x•new, utilizando a função W. No novo 'exit 

point' tem-se: G(t~w,/3) = O. Fica. claro que G(tex,O) = O e ~~ l (t.z,O) < O. 

Portanto, utilizando o Teorema da função Implícita, tem-se: 

(5.26) 

,. 
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Isto significa que o primeiro máximo de energia potencial Wp é encontrado no 

instante de tempo t~;w, que está próximo de tex· Da continuidade de XJ(t), tem-se: 

x*IICW = x* + 0({3) (5.27) 

Em outras palavras, o novo 'exit point' obtido com a função W se encontra na 

vizinhança do 'exit point' obtido com a função vapr. 

A energia crítica associada a função vapr é definida como Ver := V?"(x*) ,·da 

mesma forma 

Isto significa que a energia crítica obtida por W está contida na vizinhança da 

energia crítica obtida por vapr. 

Além disso, é possível provar que o TCA obtido pela função W está contido 

na vizinhança do TCA obtido pela função v apr. Para isto, suponha que t~ seja o 

TCA estimado com a função vav,·. Então 

Va1n·(xt(te)) Ver 

W(xt(te), O) = v av"(xt(te)) - Ver 

Suponha agora que o TCA seja obtido pela função W 

VCI' + 0({3) 

Aplicando novam ente o Teorema da Função Implícita , tem-se 

(5.28) 

Os resultados apresentados anteriormente justificam o bom T CA obtido pela 

função vap,·. Embora vapr não seja uma Função de Lyapunov e nem uma função 

de Lyapunov Estendida, o TCA obtido com vapr está contido na vizinhança do 

T CA obtido com a função W. Como W é uma função de Lyapunov Estendida, o 
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TCA obtido está matematicamente fundamentado e isto justifica a boa estimativa 

do TCA obtido por vap,·. 

Nos resultados apresentados anteriormente, foi implicitamente assumido que 

a trajetória do sistema em falta não intercepta regiões onde a derivada é posi­

tiva. Contudo, a possibilidade de interceptar tal região é real. Estas regiões, 

de derivada positiva, são pequenos conjuntos limitados que estão localizados nas 

proximidades do ponto de equilíbrio instável. A equação (5.25) mostra que W 
possui um termo quadrático em wi e Pli. Nos pontos de equilíbrio estes termos 

crescem quadratica.mente e tornam-se maiores que os termos não quadráticos. 

Portanto, as regiões de derivada positivas estão localizadas na vizinhança dos 

pontos de equilíbrio. Se a trajetória do sistema em falta interceptar uma região 

de derivada positiva antes do primeiro m~'<imo de energia potencial, a estimativa 

do TCA obtido pela função W será um pouco menor se comparado com o TCA 

obtido com o auxílio de v apr. o tamanho das regiões de derivada positiva é pro­

porcional aos valores das condutâncias de transferência do sistema. Portanto, os 

TCA obtidos com o auxílio das funções vapr e W estarão cada vez mais próximos 

quanto menor forem os valores das condutâncias de transferência. 

5.2.3 FLE que inclui o efeito de amortecimento e perdas 

Uma outra FLE a ser proposta neste trabalho é obtida através de uma função 

candidata na forma geral. A estabilidade assintótica da origem pode ser estudada 

considerando a seguinte função candidata 

(5.29) 

Entretanto, para provar estabilidade assintótica, deve-se fazer suposições .sobre 

Pt (o) = [ lil (o)) li2 (o)) ... ) Pt,t-1 (o) f e escolher um valor apropriado para as cons­

tantes ÀH, À2i e À3i. Estas constantes devem ser escolhidas afim de que F e :F 
se adequem às exigências do Teorema 3.10 e (ou) do Teorema 3.11. A seguir 

serão apresentadas as FLE's obtidas utilizando a função candidata. O sistema 

multimáquinas, modelado por (3.2), apresenta uma função energia geral dada por 
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(5.29). 

Entretanto durante o cálculo do termo Jt Pt(s)ds, surge o problema de consi­

derar ou não o efeito das condutâncias de transferência (Dij's) . As condutâncias 

de transferência são as responsáveis por gerar uma integral dependente do cami­

nho no processo de integração, conforme apresentado na Seção 4.2. 

A função energia proposta por Athay et al. (1979) pode ser obtida a partir da 

função energia geral, para isto basta escolher ÀH = At/i e Ã2 i = Ã3i = O e substituir 

(4.19) em (5.29). Desta forma, tem-se a seguinte função energia aproximada 

(5.30) 

onde Vc(w) = I:;:11 !AtJiw~ é a energia cinética. A derivada de va1n· ao longo das · 

trajetórias do sistema é dada por 

n-1 

vapr = - 'L Tiwl - 1/J (5 .. 3~) 
i = l 

onde 

n-2 n-1 

1/J =L L Dij cos(ói- Ój)(wi + Wj)+ 
i= l j = i+1 

n - 1 n - 1 [Ói + Ój- óf - ój L L wiDij Ó· -Ó·- M+Mcos(ói - Ój) 
i= l j = l;i'i l J t J 

(5.32} 

2(ó · -ó~) l 
+ (ói _ Ój 

3
_ óf

3+ ój) 2 (sin(ói - Ój)- sin(óf - óJ)) 

que é equivalente a função energia apresentada na Seção 4.2. A função energia 

dada por (5.30) não é uma FL porque )Japr não é semi definido negativo e nem uma 

FLE porque o conjunto C, do Teorema 3.11, não é limitado (Silva et al., 2003b). 

Portanto, não há teoria matemática que justifique a utilização da função vapr 

para estudos de estabilidade em sistemas de potência. 

Diante desta dificuldade será proposta uma FLE que seja capaz de incluir o 

efeito das condutâncias de transferência. na modelagem do sistema.. Utilizando 

o mesmo procedimento da seção anterior, faz-se Ã1i = At/i e Ã2i = NfiTi e À3i = 

A{T?. Desta forma, tem-se 
. , ... · . 

W(ó,w) =.Vapr +g(ó,w) (5.33) 
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onde 

g(ó,w) = ~ ( M,T,w,(ó,- ói) + M~T,' (á,- ó!)') (5.34) 

A função W pode ser decomposta nas funções Vc e Wv, ou seja W = Vc + Wv, 

onde W11 = v;vr + g( 8, w). A derivada desta FLE é dada por 

n - 1 

w =L ((.Mi- l)Tiw; +(A{- l)(c5i - c5n~2wi + 7iPli(c5i- c5t)) + '1/J (5.35) 
i= l 

onde '1/J é dado por (5.32) . A seguir será apresentado um exemplo que ilustra a 

aplicação da Extensão do Princípio de Invariância de LaSalle em sistemas mul-

timáquinas. 

Exemplo 5.6 Considere o sistema 2-máquinas x barramento infinito apresen­

tado na Figura 4.8. O gerador 3 é o barramento infinito e os coeficientes de amor­

tecim,ento são dados poT T1 = 0.05 e T2 = 0.03. Suponha que oco?'ra um curto 

circuito trifásico sólido na ba1'l·a 2 e que a configuração do sistema pós-falta e p7·é­

falta sejam iguais. Utilizando o método de integração numé7'ica foi obtido para 

esta falta mn TCA pertencente ao inte7'valo (0.199, 0.200)s. Nos diagramas de 

fase apTesentados ·nas Figuras 5.13, 5.14 e 5.15 podem seT observadas as Tegiões 

de derivada positiva. Esses diagramas foram traçados considerando diferentes in­

teTsecções de W 2: O com os planos w1 e w2 . Na Figura 5.13 pode-se observa1· o 

diagrama de fase considerando a intersecção com o plano w1 = w2 = 0.2radfs. 

Note que a Tegião onde a de7'ivada de W é positiva é c01nposta ]JOT um conjunto 

ilimitado localizado na vizinhança do P EBS. A Figura 5.14 e a Figum 5.15 apre­

sentam 1·espectivamente a inteTseção de W 2: O com os planos (w1 = -0.2radf s 

e w2 = 0.2radfs) e (w1 = 0.2rad/s e w2 = -0.2mdfs) . Observe que as regiões 

onde W 2: O são formadas poT conjuntos ilimitados, localizados na vizinhança do 

PEBS. 

C01n o objetivo de estimaT a á1·ea de atração, deve-se escolheT o maior número 

L tal que as condições do Teorem,a 3.11 sejam satisfeitas. Na pTática, deve-se 

garantiT que DL seja limitado e que não inteTcepte nenhuma região de derivada 
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Figura 5.13: Intersecção de W ~ O com o plano w1 = 0.2rad/ s e w2 = 0.2rad/ s. 

positiva. Neste Exemplo L = 7.0632 é encontrado numericament~. A . estima­

tiva do TCA foi obtida utilizando o algoritimo do P EBS Estendido, apresentado 

na Seção 5.2.1 . O TCA obtido através da função W é igual a O.l97s . . -A tra­

jetória do sistema para este TCA está ilustrada na · Figura 5.13. Esta estimativa 

é bem pró;âma. da estimativa obtida com a função vapr que é igual a 0.196s. o 
TCA obtido por vapr se comparado corn o TCA obtido pelo método de integração 

numérica pode ser considerado como uma boa estimativa, porém sem fundamento 

matemático. A vantagem da estimat-iva obtida por W é sem dúvida a sua fun­

damentação matemática. A Tabela 5.3 apresenta os TCA obtidos com a função 

energia aprox·imada e pela FLE proposta. 

' ' 
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Figura 5.14: Intersecção de W ~ O com o plano w1 - - 0.2Tad/ se w2 - 0.2Tad/ s . 
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Figura 5.1fS: Intersecção de w ~ o com o plano" wl - 0.2Tad/ se w2 - 0.21·adj s . 
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Tabela 5.3: Estimativa dos TCA (seg.) para o sistema teste 

Falta na Linha Integração Função Função 

Barra Retirada Numérica yapr w 
1 - (0.213,0.214) 0.203 0.205 

1 1 - 2 (0.178,0.179) 0.168 0.170 

2 1- 2 (0.194,0.195) 0.187 0.188 

5.3 Proposta para Estimativa da Energia Crítica 

em Sistemas Multimáquinas 

A aplicação dos métodos diretos para estimativa da energia crítica e do tempo 

de abertura em sistemas de potência, pode fornecer estimativas inferiores ou 

até mesmo superiores quando comparadas com o nível de energia crítica real do 

sistema. Este fato pode ser comprovado nos exemplos apresentados anteriormente 

e em (Pai, 1981; Ribbens-Pavella e Evans, 1985; Fouad e Vittal, 1992). 

Com o objetivo de melhorar essas estimativas, diversos pesquisadores têm 

associado o método direto de Lyapunov com simulações no domínio do tempo 

para a obtenção de estimativas mais próximas do nível de energia crítica real 

do sistema (Maria et al., 1990; Chung e Fang, 1995; Fang et al., 2000; Chiang 

et al., 2002). 

Com o objetivo de melhorar a estimativa da energia crítica e do tempo de 

abertura é proposto um algoritmo que combina o método direto PEBS Estendido 

com simulações do sistema pós-falta no domínio do tempo. A idéia é utilizar o 

método de simulação no domínio do tempo para corrigir a estimativa da energia 

crítica, obtida com o método direto PEBS Estendido. O algoritmo proposto uti­

liza as idéias da Extensão do PrincJpio de Invariância de LaSalle para a obtenção 

de uma estimativa local da área de atração. Desta forma, exige-se que durante a 

simulação do sistema em falta, a derivada da Função de Lyapunov Estendida seja 

monitorada afim de que a intersecção entre a estimativa local da área de atração 

com a região de derivada positiva seja vazio. O algoritmo é apresentado a seguir: 
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Algoritmo iterativo para a determinação da energia crítica 

1. Determinar o 'exit-point1 e o valor estimado da energia crítica (Wcr), utili­

zando o método PEBS Estendido (proposto na Seção 5.2.1) (Silva, Alberto, 

LondonJ r. e Bretas, 2004). 

2. Faça k = O e determine o ponto p0 , no qual a energia total do sistema em falta 

é igual a estimativa da energia crítica, ou seja: W(p0 ) = Wa· 

3. Verifique se a trajetória do sistema pós falta , partindo do ponto p0 pertence 

ou não a área de a tração real do sistema. 

(A) pertence Faça k = k + 1 e wzst = Wp (Pk- 1 + a). 

• Se W (Pk- 1 +a) ::; O . 

. Verifique se a trajetória do sistema pós falta , partindo do ponto 

Pk pertence ou não a área de atração real do sistema. 

caso SIM: volte ao passo (A) 

caso NÃ 0: W~,~~ = Wp(JJJ.._1) e vá para o passo 4. 

• Se W (PJ.·-1 +a) > O. 

W~,~t = W 11 (1Jk_ 1 ) e vá para o passo 4. 

(B) não pertence Faça k = k + 1 e wzst = Wp (Pk-1 - a) . 

. Verifique se a trajetória do sistema pós falta, partindo do ponto Pk 

pertence ou não a área de atração real do sistema. 

caso SIM: w~:1· = W 11 (Pk) e vá para o passo 4. 

caso NÃO: vá para o passo (B). 

4. Simular o sistema em falta até que W = W~,~t, o instante de tempo em que 

isto ocorrer é a estimativa do tempo crítico de abertura do sistema. 

O algoritmo proposto considera a possível existência, no espaço de estados, de 

regiões de derivada positiva ao longo da trajetória do sistema em falta. Observe 

que no passo (A) a .derivada da F\mção de Lyapunov Estendida é monitorada, 

afim de que a trajetória do sistema em falta não intercepte regiões de W > O. Esta 



monitoração faz com que essas regiões de derivada positiva· fiquem fora da estima­

tiva local da área de atração. No passo (A) do processo iter~tivo, há acréscimos 

na estimativa da energia crítica (Wp (Pk- 1 +a)) até que w~:t esteja bem próxima 

da energia crítica real do sistema. No passo (B) acontece1~1 decréscimos na esti­

mativa da energia crítica (Wp (Pk-1 -a)) até que W~;t esteja nas proximidades 

da energia crítica real do sistema. O parâmetro a é a taxa de variação do nível 

de energia ao longo da trajetória do sistema em falta e pode ser obtido conside­

rando algum método de integração numérica. Como exemplo podem ser c~tados 

o método de Euler, que neste caso a= dpPt(Pk-d, ou o método Runge-Kutta que 

fornece a= ~ (Pt(Pk-1 + dpPt(Pk- d) + Pt(Pk- 1)), onde dp é o passo de integração 

numérica. 

As Figuras 5.16 e 5.17 ilustram respectivamente os passos (A) e (B). Observe 

que o algoritmo percorre os níveis de energia na trajetória do sistema em falta 

até obter a estimativa para energia crítica que esteja na vizinhança da energia 

crítica real. Este algoritmo é eficiente, devido ao fato da estimativa da. energia 

crítica fornecida pelo método PEBS Estendido estar nas proximidades da energia 

crítica real do sistema. 

fronteira da érea 
da atração real 

__ ... · 

__ .. -

_ .. · 

.---·· 
.. -·· 

___ _ .-· 

. ... . ..... ... . 

.-·· 

- Tnjcthrú do aistcm& em falta 
. .. .... Tnjct6ria do IÍ.Stun.a pós- falll. 

Figura 5.16: llústnição dó Passd (A) ·dá àlgoi:itmo: · 
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/ - Trajetória do sistema em ftlta 
. ...... fujct6ria do sistema pós· f• lta 

Figura 5.17: Ilustração do Passo (B) do algoritmo. 

No algoritmo proposto há um fato que merece atenção: 'Como determinar 

se a trajetória do sistema pós-falta está contida ou não na verdadeira á.rea de 

atração do ponto de equilíbrio estável pós-falta ?'. 

Para isto, é necessá.rio simular o sistema pós falta durante um pequeno inter­

valo de tempo (.D.t) e utilizar um critério que seja capaz de avaliar se a trajetória 

é estável ou instável. Este assunto chamou a atenção de diversos pesquisadores e 

foram apresentados diferentes critérios capazes de avaliar a trajetória do sistema 

pós-falta (Maria et al., 1990; Dong e Pota, 1991; Chung e Fang, 1995; Fa.ng 

et al., 2000). 

Para determinar a instabilidade da trajetória do sistema pós-falta, ~'Iaria 

et al. (1990) propuseram a monitoração do produto escalar Pl(ó)(ó- ó;1) a cada 

passo de integração do sistema. Se este produto escalar mudar o sinal, durante 

o período de simulação, fica caracterizado que a trajetória do sistema pós-falta 

abandonou a área de atração real do sistema, indicando instabilidade. Dong e 

Pota (1991) propuseram o seguinte critério: a cada passo de integração verifica-se 

o ângulo da máquina crítica, se por acaso este ângulo for maior que 1f o sistema 

é dito instável. 
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Em 1995, Chung e Fang mostraram que os critérios descritos anteriormente 

apresentam falhas e são capazes de avaliar erroneamente a trajetória do sistema 

pós falta. Há casos, no critério proposto por Maria et al. (1990), em que a 

máquina perde o sincronismo mas o sinal do produto escalar Pl(o)(o- o~1) não 

se altera. Portanto, pelo critério de Maria et al. a trajetória do sistema pós-falta 

é considerada estável enquanto que na realidade é instável. No critério proposto 

por Dong e Pota (1991), podem haver casos em que a máquina atinge o valor de 

pico 1r mas o sistema continua estável. Maiores detalhes podem ser encontrados 

em (Chung e Fang, 1995). 

Com a intenção de solucionar os problemas encontrados nos métodos de Maria 

et a.l. {1990) e de Dong e Pota {1991), Chung e Fang (1995) propuseram um 

critério capaz de avaliar se a trajetória pós-falta pertence ou não a área de atração 

real do sistema. Antes de apresentá-lo, considere que o tempo necessário para 

análise de estabilidade de primeira oscilação das máquinas esteja compreendido 

no intervalo de tempo de O a 1s após o sistema adquirir a configuração pós falta 

(Ribbens-Pavella e Evans, 1985; Padiyar, 1996). Considere também, d como o 

passo de integração numérica do sistema e o período de simulação do sistema pós­

falta D.t = [0, 1 +c], onde c E [0, 1] é uma constante a ser definida pelo usuário. A 

seguir o critério para avaliação da trajetória pós falta do sistema é apresentado. 

Critério para avaliação da trajetória do sistema pós falta · 

• Durante cada passo de integração numérica do sistema pós-(aJta, de~ermine 

o ângulo da máquina crítica 

a acel~ração de cada máquina 

. I . : '" 

(5.37} 
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. · onde Pli é dado por (2.27) e calcule a distância entre a trajetória e o ponto 

de equilíbrio estável pós-falta 

n - 1 

V(j) = 
2 L (óP!i - ói(j))

2 (5.38) 
1=1 

onde j E [0, 1 +c] é o instante de tempo. Se durante a simulação do sistema 

pós falta: 

(i) V(j) for menor que Dmax = ma.x (V(1), ... , V(j - 1)) ou jd > 1 +c, o 

sistema é declarado estável. Portanto, a trajetória do sistema pós falta 

está contida na área de atração real, que é um conjunto invariante do 

sistema. 

(ii) V(j) for muito maior que V(j- 1) em qualquer instante de tempo j e 

qualquer um dos items abaixo for satisfeito 

1. Ómax = lókl e ók > o e Ü:k > o 
2. Ómax = lókl e ók < o e O:.k < o 
3. Ómax > 7r 

o sistema é dito instável, portanto a trajetória do sistema pós falta 

não está contida na área de atração real do sistema. 

Observe que no caso (i), a monitoração da distância entre a trajetória e o 

ponto de equilíbrio estável pós falta é capaz de avaliar se a trajetória está ou 

não se aproximando do ponto de equilíbrio estável de interesse. Portanto tem-se: 

V(j) < V(j - 1) < V(j - 2) < ... < Dmax para uma situação estável. O critério 

jd > 1 + c é capaz de evitar que a simulação do sistema pós falta seja maior do 

que o tempo necessário para a análise de primeira oscilação das máquinas. No 

caso (ii), o fato de ter V(j) > V(j- 1) > V(j- 2) significa que a trajetória do 

sistema pós falta está se afastando do ponto de equilíbrio de interesse. Este fato 

pode caracterizar, ou não, a instabilidade. Para comprová-la, deve-se observar 

a. máquina crítica do sistema.. Caso ók > 1r fica caracterizada a instabilidade 

(Haque, 1996). Caso tem-se, Ómax = lók l > O e o:k > O ou Ómax = lókl < O e o:.k < O, 
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significa que a máquina crítica está respectivamente acelerando e desacelerando 

e que lc5k I tende a aumentar cada vez mais, saindo de sincronismo com as outras 

máquinas, caracterizando instabilidade. 

A seguir serão apresentados resultados da aplicação do algoritmo proposto em 

sistemas multimáquinas. 

5.3.1 Resultados para o Sistema de 2-máquinas x barra­

mento infinito 

Considere novamente o sistema de 2-máquinas versus barramento infinito, apre­

sentado na Figura. 4.8. Para a aplicação do algoritmo proposto, considere: 

(i) o passo de integração numérica do sistema em falta dp = 0.002s, 

(ii) para a simulação do sistema pós falta c = O e o passo de integração numérica 

d = 0.05s e 

(iii) a F\mção de Lyapunov Estendida, W considerando parâmetros de per­

turbação iguais, dada por (5.20). 

Os resultados obtidos com a aplicação do algoritmo proposto, estão apresenta­

dos na Tabela 5.4. Observe que as estimativas dos TCA's obtidas com o algoritmo 

proposto e com o método de simulação no domínio do tempo são bem próximas 

(vide Tabela 5.3). Observe que a correção da estimativa da energia crítica e do 

tempo de abertura pelo método proposto é eficiente e não apresenta problemas 

de convergência. 

As Figuras 5.18, 5.19, 5.20 e 5.21 ilustram a variação da F\mção de Lyapunov 

Estendida e de sua derivada, ao longo da trajetória do sistema, considerando 

diferentes contingências e as estimativas dos tempos de abertura obtidos com o 

algoritmo proposto. Analisando a derivada da FUnção de Lyapunov Estendida 

nas Figuras 5.18 a 5.21, pode-se observar que a trajetória do sistema entra e sai' 

de uma região de derivada posit iva. 
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Tabela 5.4: Estimativa dos TCA (seg.) para o sistema teste 

Falta na Linha 

Barra Retirada 

1 -

1 1 - 2 

2 1 - 2 

2 -

PEBS Est. Algoritmo proposto 

Wc,. Iterações w est 
C I' TCA (s) 

3.166 6 3.578 0.213 

1.825 7 2.155 0.178 

6.010 1 6.239 0.192 

6.963 2 7.048 0.203 

•••• Vc 

.... . •••••• j .•.. -- Wp 
- YI-Vc+VIp 
- derivada d• \•1 ' : \ . . 

. l . .t\.\>t.x);.ii_> .... 

1.5 
T empo (s) 

2 2.5 3 

Figura 5.18: Variação da Função de Lyapunov Estendida e de sua derivada, 

considerando falta na barra 1, nenhuma linha retirada e o tempo de abertura de 

0.213s 
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2 •••• Vc -- ,_,p 
- \V.Ve+VIp 
- dotfvada da YJ 

-2 

-2.5 

Figura 5.19: Variação da Função de Lyapunov Estendida e de sua derivada, 

considerando falta na barra 1, retirada da linha 1 - 2 e o tempo de abertura de 

0.179s 

6 .. 

4 

- 4 

o t.S 
Tempo(•) 

3 

Figura 5.20: Variação da Função de Lyapunov Estendida e de sua derivada, 

considerando falta na barra 2, retirada da linha 1 - 2 e o tempo de abertura de 

0.192s 
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sr-----~------.-----~----~~--r=~====~ 

r-~,;_,_,,,___ :.: . ~ ~;p 
. \ . . ..... ; .. - W•Vc+Wp r ....... \' / \ ... - dorívada do w 

i ... :A~X\>((1.;-._ .... I ' 

<· •.• 

-6 

-So~----~------~----~ •. ~5----~2~----~2.~5----~ 

Tompo (s) 

Figma 5.21: Variação da Função de Lya.punov Estendida. e de sua. derivada, 

considerando falta na barra. 2, nenhuma linha retirada e o tempo de abertura de 

0.203s 

5.3.2 Resultados para o Sistema Teste IEEE - 39 

Considere o sistema teste IEEE- 39, ilustrado na Figma 5.22. Este sistema é 

composto por 39 barramentos de carga e 10 geradores síncronos. O gerador de 

número 10 é considerado o barramento infinito e o coeficiente de amortecimento 

T = 0.05 At/ltV.sjTacl é uniforme. Os dados das linhas de transmissão, cargas e 

geradores podem ser encontrados no Apêndice B. Para a aplicação elo algoritmo 

proposto, considere: 

(i) o passo de integl'ação numérica elo sistema em falta clp = 0.004s, 

(ii) para a simulação do sistema pós falta c 

numérica cl = 0.05s e 

0.6 e o passo ele integração 

(iii) a Função de Lyapunov Estendida, W considerando parâmetros de per­

turbação iguais, dada por (5.20). 

·' 
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38 

5 23 

• t 

9 

32 

Figura 5.22: Topologia da rede elétrica do sistema teste IEEE-39. 

O ponto de equilíbrio pré-falta do sistema está apresentado na Tabela 5.5. 

A Tabela 5.6 apresenta as estimativas do parâmetro de perturbação da FUnção 

de Lyapunov Estendida, considerando diferentes contingências para o sistema. 

teste. Os resultados obtidos com os métodos de simulação no domínio do tempo, 

PEBS Estendido e pelo algoritmo proposto, estão apresentados na Tabela 5.7. 

Observe que as estimativas, da. energia crítica e do tempo de abertura., fornecidas 

pelo método PEBS Estendido, são superiores quando comparados com os valores 

obtidos com o método de integração numérica. Para. resolver o problema, o 

algoritmo proposto foi utilizado para corrigir tais estimativas para valores bem 

próximos dos valores de energia crítica e dos TCA's verdadeiros do sistema.. 
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Tabela 5.5: Ponto de equilíbrio pré falta do sistema IEEE-39. 

Gerador ângulo 

Síncrono 6 (Tad) 

10 -0.1867 

1 -3.007·10- 3 

2 0.3298 

3 0.3435 

4 0.3143 

5 0.5219 

6 0.3423 

7 0.3543 

8 0.3114 

- 9 0.5395 

Tabela 5.6: Parâmetros de perturbação (3 para a Função de Lyapunov Estendida. 

Contingência Falta na Linha Parâmetro 

Barra Retirada (3 

1 4 4-5 2.487·10- 4 

2 26 26- 28 2.473·10- 4 

3 17 17- 18 2.542·10- 4 

4 6 6 - 11 2.461·10-4 

5 8 8 - 7 2.459·10- 4 

6 14 14 - 15 2.463·10- 4 

7 7 7 - 6 2.460·10-4 

8 3 3 - 18 2.549·10- 4 

9 21 - 2.460·10-4 

10 17 - 2.460·10-4 
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Tabela 5.7: Estimativa dos TCA (seg.) para o sistema teste IEEE-39 

Contingência Integração PEBS Est. Algoritmo 

Numérica (s) Wc,. tAB(s) Iterações 1 w~:t I TCA (s) 

1 (0.156,0.158) 8.793 0.164 2 7.9162 0.156 

2 (0.094,0.096) 8.0627 0.139 11 3.4925 0.092 

3 (0.114,0.116) 9.1888 0.132 5 6.6486 0.114 

4 (0.136,0.138) 7.4727 0.152 4 5.8941 0.136 

5 (0.150,0.152) 8.5434 0.184 8 5.5155 0.148 

6 (0.136,0.138) 8.8863 0.166 8 6.0288 0.134 

7 (0.155,0.157) 8.1317 0.183 7 5.6884 0.154 

8 (0.142,0.144) 9.4218 0.156 5 7.6546 0.140 

9 (0.148,0.150) 5.6416 0.144 1 5.9698 0.148 

10 (0.116,0.118) 9.9215 0.136 5 6.8468 0.116 

As dez Figuras (5.23- 5.32) que serão apresentadas a. seguir, ilustram a dinâmica 

da Função de Lyapunov Estendida, dada por W = Vc + Wp e de sua derivada 

W ao longo da. trajetória do sistema, considerando as contingências apresentadas. 

na Tabela 5.6 e as respectivas estimativas do tempo de ab~rtura, obtidas pelo 

algoritmo proposto e apresentadas na Tabela 5.7. 

Observando essas Figuras, pode-se notar que a trajetória do sistema passa por 

regiões onde W > O e em nenhum momento W torna-se positivamente ilimitada. 

Essas regiões aparecem no espaço de estados devido à inclusão das condutâ.ncias 

de transferência na modelagem do sistema de potência. O algoritmo proposto, 

com o auxílio da Extensão do Princípio de Invariância, permite dar um tratamento 

adequado a essas regiões, possibilitando bons resultados para o tempo de abertura 

e para a energia crítica. do sistema. 
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3 
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-·- · - W=Vc+Wp 
· · · · · Vc 
--- Wp 
--derivada de W 

4 5 

-:-

6 

Figura 5.23: Variação da FLE e de sua derivada, considerando falta na barra 4, 

retirada da linha 4 - 5 e o tempo de abertura de 0.156s 

ro 
"ê> 
C1) 
c w 

4 

o 

·2 

o 2 3 

tempo (s) 

4 

-·-·-W=Vc+Wp 
· · ·· · Vc 
--- Wp 
--derivada de W 

5 6 

~igura 5.24: Variação,da. FLE e de sua derivada, considerando falta na barra 26, 

retirada da linha 26 - 28 e o tempo de abertura de 0.092s 
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-3 -·-·-W=VC+Wp 
· · · · · Vc 
--- Wp 
--derivada de W 

-6~----~------~----~----~====~====~~ 
o 2 4 6 

tempo (s) 

Figura 5.25: Variação da FLE e de sua derivada, considerando falta na barra 17,­

retirada da linha 17 - 18 e o tempo de abertura de 0.114s · 

cu 
"ê> 
Q) 
c: 

lJ.J 

6 

3 

o 

-3 

' I 
' ~'· -
! 1\ ·,_\ 
! ! ·.. ~ / 

+ I ·· ··· ·· / · 

~ . '· ' f I • 
' ! I • 

:1 I 
, j I 

i( I 
:,, 

o 2 4 

tempo(s ) 

-·-·-W=VC+Wp 
· · · · · Vc 
--- Wp 
--derivada de W 

. 6 

. . . 

Figura 5.26: Variação da FLE e de .sua ·derivada, considerando falta na barra 6;­

retirada da linha 6 - 11 e o tempo de abertura :de 0.136s· . ··. 
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tempo (s) 

- ·- · - W=Vc+Wp 
· · · · · Vc 
--- Wp 
--derivada d e Wp 

6 

Figura· 5.27: Variação da -FLE e de sua derivada, considerando falta na barra 8, 

retirada da linha 8 - 7 e o tempo de abertura de 0.148s 
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--- · -W=VC+Wp 
_______ ___ _____ __ __ . ----- Vc 

----- Wp 
--derivada de W 

2 4 6 

tempo (s) 

Figura 5.28: ·Variação da.FLE e .de .sua .derivada, considerando falta na barra 14, 

retirada da linha 14 - 15 e •O tempo de abertur~ de 0.134s 
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-·-·-W=VC+Wp 
· · · · · Vc 
--- Wp 
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Figura 5. 29: Variação da FLE e de sua derivada, . considerando .falta na barra 7 ,~ 

retirada da linha 7- 6 e o tempo de abertura de 0.154s 
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--- Wp 
--derivada de W 
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Figura 5.30: Variação -da FLE e de sua derivada, considerando falta na barra 31 

retirada da linha 3 - 18 e o tempo de abertura de 0.140s 
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Figura 5.31: Variação da FLE e de sua derivada, considerando falta na barra 21, 

nenhuma linha. retirada e o tempo de abertura. de 0.148s 
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Figura 5.32: . Variação da FLE e de sua. derivada, .considerando falta. na barra. 17, 

nenhuma linha. retirada.e o·tempo de abertura. de.0.116s 



Capítulo 6 

Conclusões 

Através do desenvolvimento deste trabalho, pode ser notado que a análise de 

estabilidade de sistema não lineares pelo método de Lyapunov é eficiente. A 

desvantagem do método de Lyapunov está na dificuldade de encontrar uma função 

que satisfaça as condições do Teorema de Lyapunov. 

Em sistemas de potência, encontrar uma Função de Lyapunov capaz ' de iúcluir· 

o efeito das condutâncias de transferência na modelagem do sistema é uma tarefa 

complicada. Essas condutâncias são responsáveis por gerar, no espaço de estados, 

regiões de derivada positiva, contrariando o Teorema de Lyapunov. 

A extensão do princípio de invariância de LaSalle, proposta por Rodrigues, 

Alberto e Eretas (2000), requer condições menos restritivas e permite que a de­

rivada da Função de Lyapunov seja positiva em algumas regiões no espaço de 

estados. Neste caso, a Função de Lyapunov passa a ser denominada Função de 

Lyapunov Estendida. Encontrar uma Função de Lyapunov Estendida pode até 

ser mais fácil do que encontrar uma FUnção de Lyapunov usual, permitindo que 

um maior número de problemas possam ser tratados. · 

Funções de Lyapunov Estendidas, foram propostas, considerando modelos de 

sistemas de potência que não possuem uma Função de Lyapunov no sentido usual. 

Mais especificamente, as Funções de Lyapunov Estendidas foram propostas para 

modelos de sistemas 'de potência de l_:máquina x ·barramento infinito e mul-= 

timáquinas, considerando o efeito das condutâncias de transferência. · · , .. , ' · 
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Mostrou-se neste trabalho que a função energia aproximada, proposta por 

Athay et al. (1979), não é uma F\mção de Lya.punov e nem uma Função de Lya­

punov Estendida. Isto se deve ao fato de que as condutâncias de transferência 

geram regiões ilimitadas de derivada positiva no espaço de estados. Desta forma, 

as estimativas obtidas com esta função energia aproximada não possuem funda­

mento teórico. :Mostrou-se também que é possível obter uma F\mção de Lyapunov 

Estendida a partir ela função energia aproximada (Athay et al., 1979). Para isto, 

basta aplicar uma pequena perturbação na função energia proposta em (Athay 

et al., 1979). A diferença entre as estimativas obtidas por estas funções é da or­

dem do termo de perturbação {3. A grande vantagem do resultado é sem dúvida 

a fundamei1tação teódca ela Função de Lyapunov Estendida. 

A Extensão do Princípio ele Invariância foi utilizada como suporte matemático 

para )ustificar a utilização das Funções de Lyapunov Estendidas nos estudos de 

estabilidade transitória. Para a estimativa do tempo de abertura foi proposto 

um método similar ao método PEBS, denominado PEBS Estendido. O método 

P.mposto. é, capaz de obter u~na estimativa local da área de atração do ponto de 

equ.il.íbrio estável de interesse, levando em consideração as regiões de derivada 

positiva.. A desvantagem do método PEBS Estendido é que este método pode 

fornecer e~tim~tivas tanto superiores quanto inferiores quando comparados aos 

verdaderios valores de energia crítica e elo tempo ele abertura elo sistema. 

Com o intuito de 1Í1elhorar as estimativas elo tempo de abertura obtida pelo 

método· PEBS Estendido, foi proposto um algoritmo iterativo. Este algoritmo, 

utiliza as simulações no cldmínio elo tempo para corrigir as estimativas obtidas 

pelo método PEBS Estendido, tornando-as mais próximas elos valores de energia 

crítica e do tempo de abertura verdadeiros do sistema. O número de iterações a 

ser realizada, bem como a grau ele exatidão da estimativas obtidas, pelo algoritmo 

proposto, está diretamente relacionado ao valor do passo de integração do sistema 

em falta. Para comprovar a eficiência do algoritmo foram realizados testes com 

o sistema ele 2 máquinas e de 10 máquinas. Os resultados obtidos confirmam a 

eficiência do algorit.mo proposto. 

•' 



6.1 Perspectivas de Trabalho Futuro 

Os estudos de Funções de Lyapunov para sistemas de potência podem ser divi­

didos em duas categorias, de acordo com o modelo matemático utilizado para 

análise do problema: (i) considerando a redução da rede aos nós internos dos 

geradores e (ii) considerando a estrutura da rede preservada. 

Preservando a estrutura da rede, pode-se considerar uma melhor modela­

gem para as cargas. Obter uma Função de Lyapunov considerando as cargas de 

potência ativa modeladas por termos dependentes da tensão é um assunto em 

aberto na literatura. Esse modelo para as cargas de potência ativa é responsáyel 

pelo surgimento de regiões de derivada positiva, no espaço de estados, impossi­

bilitando a aplicação do Princípio de Invariância de LaSalle. Portanto, um dos 

próximos objetivos, para futuro tabalho, consiste em encontrar uma Função de 

Lyapunov Estendida que seja capaz de incluir o efeito de cargas (ativa e reativa) 

modeladas por termos dependentes da tensão. 

Neste trabalho de doutorado, utilizou-se as Funções de Lya.punov Estendidas 

para análise de estabilidade transitória. Essas Funções foram capazes de estudar 

a estabilidade e de estimar a área de atração do ponto de equilíbrio de interesse. 

Outro objetivo para um futuro trabalho é utilizar a Função de Lyapunov Esten­

dida para projetar leis de controle que sejam capazes de estabilizar o sistema no 

ponto de equilíbrio de interesse. Neste caso essas funções serão denominadas de 

Funções de Lyapunov Estendidas de Controle. Em sistemas de potência, essas 

funções poderão ser utilizadas para projeto de controle de excitação da máquina 

síncrona e de equipamentos FACTS (do inglês 'Flexible AC 'I\·ansmission Sys­

tems'). Este controle tem como objetivo aumentar a margem de estabilidade do 

sistema e de amortecer as oscilações eletromecâ.nicas dos sistemas de potência. 
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Apêndice A 

Sistema Dinâmico Reduzido 

Para compreender os fundamentos teóricos dos métodos PEBS ( Chiang, Wu e 

Varaiya, 1988) e BCU (Chiang et al., 1994; Chiang e Chu, 1995), faz se necessário 

associar ao sistema dinâmico original um sistema dinâmico de ordem reduzida. 

Esta associação tem como objetivo simplificar a determinação da fronteira da área 

de atração do sistema original, tendo em vista que determinar a fronteira da área 

de atração do sistema de ordem reduzida é uma tarefa mais simples. Portanto, 

esses sistemas devem satisfazer as seguintes propriedades: 

Propriedades estáticas 

• A localização dos pontos de equilíbrio do sistema dinâmico reduzido devem 

ser a mesma localização dos pontos de equilíbrio do sistema original. Por 

exemplo, i; é um ponto de equilíbrio do sistema dinâmico reduzido se e 

somente se (x, O) for ponto de equilíbrio do sistema original, onde O E JRN. 

• O sistema dinâmico reduzido e o sistema original possuem os mesmos tipos 

de pontos de equilíbrio. Por exemplo, Xs é um ponto de equilíbrio estável do 

sistema dinâmico reduzido se e somente se (x8 , O) for um ponto de equilíbrio 

estável do sistema original. 

Propriedades dinâmicas 

• O sistema dinâmico reduzido apresenta uma função energia. 

113 
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• O ponto de equilíbrio i; está contido na fronteira da área. de atração 8A (x 5 ), 

se e somente se o ponto de equilíbrio (x, O) estiver contido na. fronteira. da. 

área. de atração 8A(x5 , O) do sistema. original. 

O objetivo desta. seção é analisar as propriedades dinâmicas e estáticas entre 

o sistema. original e o sistema reuduzido, quando conclutâncias de transferência. 

suficientemente pequenas são consideradas. Para. isto considere o seguinte sistema. 

dinâmico reduzido 

(A.1) 

associado ao sistema dinâmico original 

.. · 8Vp(8) 
lvf-8- = -D-8-- + g-(8) 

t I t ! 88Í I ) 
(A.2) 

onde Vp é a. função energia potencial do sistema sem perdas, ou seja, I ij = O em 

(4.14). g(8) = - 2:::~1
1 L:;'=i+l Dij (sin(8i- 8j)- sin(8i- 8j)) é o termo referente 

as conclutâ.ncías ele transferência. 

· O estudo da relação existente entre a. fronteira de estabilidade do sistema 

original (A.2) e a fronteira de estabilidade (PEBS) do sistema dinâmico reduzido 

( A.1) é realizado em 5 etapas, conforme pode ser observado na. Figura A.l. 

As etapas 1 e 5 estudam a robustez dos pontos de equilíbrio , contidos na 

fronteira da área de atração, frente a uma pequena. perturbação (de classe C1) 

no campo vetorial. As demais etapas relacionam as propriedades estáticas e 

dinâmicas dos sistemas auxiliares. As demonstrações dos Teoremas enunciados 

em cada etapa podem ser encontradas em (Chiang e Chu, 1995). 

Etapa 1: Nesta etapa, estuda-se a relação entre o sistema dinâmico original 

(A.2) e o sistema auxiliar 

(A.3) 

Para isto, considere f : :tvi ---+ E um campo vetorial de classe 0 1, onde 

:M é um conjunto aberto no espaço vetorial E. Considere também v(M) o 
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Relação 

.. . 8\~,(J) 
Estática 

J. _ _ DVv(ó) ·(J) 1\lf·ó· = -D·c5· - + g·(c5) 
t- ÔÓ; + g, • ' ' ' Dâ; . I 

Relação 
Dinâmica 

Etapa 1 
Etapa 5 

lvf;8i = - DiJi -
âVp(ó) · 8Vp 

O·---
ao i 1 

- aoi 

Etapa 2 Etapa 4 

. BV • 8V. 
Oi = (1 - À)wi - À 86~ O·- Jl 

Etapa 3 t- 8ó; 

llifiwi = -Tiwi + (À- 1) ~~f j\ifiwi = -Tiwi 

Figura A.1: Determinação das relações dinâmicas e estáticas entre os sistemas 

(A.1) e (A.2). 

conjunto ele todos os campos vetoriais de cla.sse 0 1 contidos em .M . . Se E 

possui uma norma, então a norma-01 do campo vetorial h E v(M) é o limite 

superior de {lh(x)l, IIDh(x)ll, x E :M}. Com esta topologia, a vizinhança 

de f E v(:rvl) é subconjunto de v(M), que contém um conjunto da forma 

{g E v(M), lg - fb <é}, para qualquer é> O e qualquer norma em !vi. g é 

denominado perturbação é de classe 0 1 em f. 

Teorema A.l ConsideTe X 8 o ponto de equibôrio do campo vetorúil f e 

xi, i = 1, ... , k, pontos de equibÔ7'io hipeTbólicos contidos na fTOnteim da 

áTea de atmção &A(x8 ). ConsideTe também que a inteTsecção entTe H!u(xi) 

e l1V8 (xs) satisfaz a condição de tmnsveTsalidade e que 8A(x8 ) = UW8 (xi)· 

PoTtanto, existe é > O tal que pam qualqueT campo veto7'ial g, que seja 

mna peTtuTbação é de classe C1 em f, os pontos de equil'tÔ7'io h(xi), i = 

1, ... , k, tmnbém estão contidos na fmnteim da áTea de atmção de h(xs(g)) 

e &A(x8 (g)) = UH'8 (xi(g)), onde h(x8 (g)) é o ponto ·de equil'tôrio ·estável do 

campo· veto7'ial g. - :· .. . • 
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Aplicando o Teorema. enunciado anteriormente no sistema. (A.3), tem-se a. 

proposição abaixo. 

Proposição A.2 Considere o sistema (A.3), onde (ó8 , O) é o ponto de 

equihôrio estável, (ói, 0), i= 1, ... , k, são os pontos de equihôrio contidos na 

fmnteim da área de atmção éJA(ós, 0) . Considere também que wu(ói, O) e 

éJA(ós, O) satisfazem a condição de tmnsversalidade. Se zeTO é um valor re­

gular de ~, existem J > O e Ê > O tal que Gij < 8 seja satisfeito para todas 

as condutâncias de transfe1·ência do sistema (A.2) . Portanto há um único 

J~onto de equilíbrio estável (bs, O) do sistenw (A.2) com l(bs, O)- (ós, O) I <E 

e para cada (Ji, O) existe um único ponto de equihÔ?'ÍO hiperbólico (bi, O) 

do si$tem,a (A.2) com i(Jh O) - (óiJ O) I < Ê e são do mesmo tipo. Desta 

forma, (bi, O) está contido em éJA(b8 , O) e não há outTO ponto de equiltôrio 

(Ji, 0), i = 1, .. . k, contido em éJA(b8 , 0) . 

A proposição anterior estabelece uma relação de 'persistência.' entre os sis­

temas (A.2) e (A.3), ou seja, a localização e o tipo dos pontos de equilíbrio 

de (A:2) e (A.3) são iguais. O sistema (A.2) é uma perturbação E de classe 

C 1 do sistema (A.3). 

Etapas 2 e 3: Nesta etapa, estuda-se a relação entre o sistema (A.3) e o sistema 

auxiliar 

Ó·. - ~ I- 88; 

JVf/ui = - Tiwi 
(A.4) 

Para isto, é necessário considerar o sistema parametrizado d(À), dado por: 

· av Ó· = (1- /\)w·- À~ 
I I 88; 

lvf.w· = - T.·w· + (> - 1)~ I t I I '\ 88; 

(A.5) 

onde, O :::; À :::; 1. Note que, para À = O o sistema parametrizado torna-se 

o sistema (A.3) e para À = 1 o sistema parametrizado torna-se o sistema 

(A.4) . 

. As relações estática e dinâmica entre os pontos de equilíbrio dos sistemas 

(A.3) e (A.4), são estabelecidas .pelos Teoremas a seguir. · · ·. · ·. 



117 . 

Teorema A.3 (Relação Estática) Se zem é valor· 1·egular de ~~ ·então 

(8,0) é um ponto de equil{/J7'io do tipo-k do sistema (A.4}, se e somente se 

( 8, O) for ponto de equiHbr'io do tipo-k de (A. 5). • 

Teorema A .4 (Relação Dinâm.ica) Considere X 5 o ponto de equil{br·io estável 

do sistema (A. 3). Se as intersecções entre as var'iedades estável e instável 

dos pontos de equil{brio, contidos na fronteira da área de atração 8A(xs) 

do sistema parametrizado d(Ã) (A.S}, satisfizeTem a condição de transveT­

salidade para À E [0, 1], então: 

1. o ponto de equihôr'io ( ói, O) está contido na fronteira da área de atmção 

8A(xs) de (A.3}, se e somente se (ói, O) estive1· contido na fmnteira 

da área de atração 8A(xs) de ( A.4) 

2. 8A(xs)1d(o) = UltVJ(o)(ói, O) 

8A(xs)1d(i) = UWJ{l)(óil O) 

• 
Admitindo que a condição de transversalidade seja satisfeita para o sis­

tema parametrizado d(Ã), o Teorema anterior assegura que os pontos de 

equilíbrio, contidos na fronteira da área de atração 8A(xs) do sistema d(O) 

são exatamente os mesmos pontos de equilíbrio, contidos na fronteira da 

área de atração 8A(xs) do sistema d(1). Além disso, a fronteira da área de 

atração do sistema d(O) e a fronteira da área de atração do sistema d(1) são 

iguais e dada pela união das variedades estáveis dos pontos de equilíbrio 

(ói, 0), i = 1, ... , k. 

Etapa 4: Nesta etapa estuda-se as relações estáticas e dinâmicas entre (A.4) e 

o sistema gradiente auxiliar 

· 8Vp 
ói = - 8ói. (A.6) 

Observe que no sistema (A.4) as variáveis ó e w estão desacopladas e que 

o campo vetorial, da variável 8, ·do sistema (A.4) é exatamente o mesmo 

campo vetorial do sistema (A.6). Portanto tem-se: 
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Teorema A;5 {Relação Estática) 8 é um ponto de equilzôrio do tipo-k do 

sistenw {A.6), se e somente se (8, O) fo7' ponto de equilzôrio do tipo-k do 

sistema (A.4). • 
Teorema A .6 (Relação Dinâmica) 8 é um, ponto de equilzô1'io contido na 

fronteim da áTea de atmção 8A(ós) do sistema (A.6), se e somente se (8, O) 

foT ponto de equilzÔ7'io contido na fTOnteim da áTea de atmção 8A(ós, O) do 

sistenw (A.4). • 
Etapa 5: Nesta etapa estuda-se a relação entre o sistema gradiente auxiliar (A.6) 

e o sistema dinâmico t:eduzido(A.1). Observe que o sistema (A.1) pode ser 

considerado como uma perturbação E- C'1 do sistema (A.6). Desta forma, 

aplicando o Teorema A.1 no sistema (A.1), tem -se 

Proposição A.7 ConsideTe o sistema (A.6), onde Ó5 é o ponto de equilzôrio 

estável, Ói, i = 1, .. . , k, são os pontos de equilzÔ1'io contidos na f7'0nteim da 

áTea de atmção 8A(ó5 ). ConsideTe tam.bém que H!u(ói) e 8A(ós) satisfazem 

a condição de tmnsveTsa.lidade. Se zeTo é um valoT TegulaT de ~, existem 

J > O e Ê > O tal que Gii < J seja satisfeito pam todas as condutâncias de 

tmnsfeTência do sistema (A .1). P o1·tanto há um único ponto de equilzôrio 

estável bs do sistema {A .1) com 18s - Ós I < E e pam cada 8i existe um único 

ponto de equilzÔ7'io hipeTbólico 8i do sistema (A .1) com, 18i - ói I < Ê e são do 

mesmo tipo. Além disso, 8i está contido em 8A(8s) e não há outTO ponto 

de equilzÔ7'io Ji, i = 1, .. . k, contido em 8A(b5 ). 

A proposição anterior estabelece uma relação de 'persistência' entre os sis­

temas (A.1) e (A.6), ou seja, a localização e o tipo dos pontos de equilíbrio 

de (A.1) e (A.6) são persistentes para pequenas perturbações no campo 

vetorial. 

Após ~studar as etapas anteriores, pode-se estabelecer uma relação estática e 

dinâmica entre o sistema original (A.2) e o sistema de ordem reduzida (A.1). 
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Teorema A.8 Considere os sistemas (A.2} e (A.l}. Caso zeTo seja valor regular 

de ~, então existe € > O tal que Gij < € seja satisfeito pam todas as condutâncias 

de tmnsferência do sistema (A.2}. Desta forma, tem-se 

• [Rl] ó é um ponto de equiHb1'io do tipo-k do sistema de onlem, reduzida 

(A.l}, se e somente se (ó,O) for ponto de equihôrio do t#>o-k do sistema 

07'iginal (A. 2). 

Caso a intersecção ent1·e as variedades estável e instável dos pontos de equiHbrio, 

contidos na fTonteim da área de atmção 8A(ó8 , O) do sistema pammetrizado d(>.), 

satisfaz a condição de tmnsversalidade pam >. E [0, 1], tem-se: 

• [R2] O ponto de equihÔ7'io (ói,O) esta contido nafTOnteim da área de atmção 

8A(ó8 ,0) do sistema (A.2}, se e somente se o ponto de .equihÔ7'io Ói estiveT 

contido na fronteim da área de atmção 8A(ós) do sistema {A .l}. 

• [R3] 8A(xs)ld(O) = Ul4'J(o)(óit O) 

8A(xs)ld(l) = Ul,VJ( 1)(ói, O) 

• 

O resultado [Rl] estabelece uma relação estática entre a área de atração 

8A(ós) do sistema de ordem reduzida (A.l) e a área de atração A(ó8 , O) do sistema 

original (A.2). A relação dinâmica entre A(ós) e A(ós, O) é apresentada pelos re­

sultados [R2] e [R3]. Portanto, o Teorema anterior caracteriza os fundamentos 

matemáticos para aplicação dos métodos PEBS e BCU, quando condutâncias de 

transferência suficientemente pequenas são consideradas no modelo clássico de 

sistemas de -potência. 
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Apêndice B 

Dados do Sistema Teste IEEE-39 

Este sistema teste é composto por 39 barras e 10 geradores. Os dados da linhas 

de transmissão e das barras são apresentados a seguir. 

Tabela B 1· Dados de linha do Sistema Teste IEEE-39 .. 
DE PARA RES.(pu) REAT.(pu) SUSC.(pu) TAP(pu) 

01 02 0.0035 0.0411 0.6987 0.00000 

01 39 0.0010 0.0250 0.7500 0.00000 

02 03 0.0013 0.0151 0.2572 0.00000 

02 25 0.0070 0.0086 0.1460 0.00000 

03 04 0.0013 0.0213 0.2214 0.00000 

03 18 0.0011 0.0133 0.2138 0.00000 

04 05 0.0008 0.0128 0.1342 0.00000 

04 14 0.0008 0.0129 0.1382 0.00000 

05 06 0.0002 0.0026 0.0434 0.00000 

05 08 0.0008 0.0112 0.1476 0.00000 

06 07 0.0006 0.0092 0.1130 0.00000 

06 11 0.0007 0.0082 0.1389 0.00000 

07 08 0.0004 0.0046 0.0780 0.00000 

08 09 0.0023 0.0363 0.3804 0.00000 

09 39 0.0010 0.0250 1.2000 0.00000 

10 11 0.0004 0.0043 0.0729 0.00000 
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DE PARA RES.(pu) REAT.(pu) SUSC.(pu) TAP(pu) 

10 13 0.0004 0.0043 0.0729 0.00000 

13 14 0.0009 0.0101 0.1723 0.00000 

14 15 0.0018 0.0217 0.3660 0.00000 

15 16 0.0009 0.0094 0.1710 0.00000 

16 17 0.0007 0.0089 0.1342 0.00000 

16 19 0.0016 0.0195 0.3040 0.00000 

16 21 0.0008 0.0135 0.2548 0.00000 

16 24 0.0003 0.0059 0.0680 0.00000 

17 18 0.0007 0.0082 0.1319 0.00000 

17 27 0.0013 0.0173 0.3216 0.00000 

21 22 0.0008 0.0140 0.2565 0.00000 

22 23 0.0006 0.0096 0.1846 0.00000 

23 24 0.0022 0.0350 0.3610 0.00000 

25 26 0.0032 0.0323 0.5130 0.00000 

26 27 0.0014 0.0147 0.2396 0.00000 

26 28 0.0043 0.0474 0.7802 0.00000 

26 29 0.0057 0.0625 1.0290 0.00000 

28 29 0.0014 0.0151 0.2490 0.00000 

12 11 0.0016 0.0435 o 1.006 

12 13 0.0016 0.0435 o 1.006 

06 31 0.0000 0.0250 o 1.070 

10 32 0.0000 0.0200 o 1.070 

19 33 0.0007 0.0142 o 1.070 

20 34 0.0009 0.0180 o 1.009 

22 35 0.0000 0.0143 o 1.025 

23 36 0.0005 0.0272 o 1.000 

25 37 0.0006 0.0232 o 1.025 

02 30 0.0000 0.0181 -· o 1.025 
' 

29 38 0.0008 0.0156 o 1.025 

19 20 0.0007 0.0138 o 1.060 



Tabela B 2· Dados de barras do Sistema Teste IEEE-39 . . 
'• BARRA V(pu) ANG. CARGAS T IPO XT(pu) :rvi 

(graus) MW MVAr 

1 1.046 -9.1 o. o. c 
2 1.046 -6.4 o. o. c 
3 1.024 -9.3 322. 2.4 c 
4 0.998 -10.2 500. 184. c 
5 1.001 -9.1 o. o. c 
6 1.004 -8.4 o. o. c 
7 0.993 -10.6 233.8 84. c 
8 0.992 -11.1 522. 176. c 
9 1.027 -10.9 o. O. c 
10 1.013 -5.9 o. o. c 
11 1.009 -6.8 o. o. c 
12 0.996 -6.8 7.5 88. c 
13 1.010 -6.6 o. o. c . 
14 1.005 -8.3 O. o. c 
15 1.003 -8.5 320. 153. c 
16 1.017 -7.0 329. 32.3 c 
17 1.023 -8.1 o. o. c 
18 1.022 -9.0 158. 30. c 
19 1.044 -1.7 o. o. c 
20 0.988 -2.7 628. 103. c 
21 1.021 -4.6 274. 115. c 
22 1.043 -0.2 o. o. c 

; 

. ; 23 1.037 -0.5 274.5 84.6 c 
24 1.015 -6.9 308.6 92.2 c 
25 1.055 -5.1 224. 47.2 c 
26 1.047 -6.3 139. 17. c 
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BARRA V(pu) ANG. CARGAS TIPO XT(pu) M 

(graus) tvl\iV MVAr 

27 1.030 -8.3 281. 75.5 c 
28 1.048 -2.7 206. 27.6 c 
29 •1.048 0.0 283.5 26.9 c 
30 1.047 -4.0 o. o. G 0.031 0.223 

31 0.982 0.0 9.2 4.6 G .0697 0.161 

32 0.983 2.1 o. o. G .0531 0.190 

33 0.997 3.5 o. O. G .0436 0.205 

34 1.012 2.4 o. o. G 0.132 0.138 

35 1.049 4.8 o. O. G 0.050 0.185 

36 1.064 7.4 o. o. G 0.049 0.140 

37 1.028 1.7 o. o. G 0.057 0.129 

38 1.027 7.1 o. o. G 0.057 0.183 

39 1.030 -10.7 1104. 250. s 0.006 2.650·1010 

I • 

. . .'' . 



Apêndice C 

Trabalhos Publicados Durante o 

Doutoramento 

Durante o período de doutoramento foram publicados 9 trabalhos. Sendo 8 tra­

balhos em congressos e 1 trabalho em revista, enumerados a seguir: 

1. Alberto, L.F.C., Silva F.H.J.R., Eretas, N. G., "Directs Methods for 1\·an­

sient Stability Analysis in Power Systems: State of Art anel Future Pers­

pectives", VIII SEPOPE - Symposium of Specia.lists in Operational anel 

Expansion Planning - Brasilia, Brasil, Maio de 2002. 

2. Alberto, L.F.C., Silva F.H.J .R., Eretas, N. G., "Extended Lyapunov.func­

tion for detailed power systems", Proceedings 14 th PSCC (Power Systems 

Computation Conference), Sevilla- Espanha, Junho de 2002. 

3. Alberto, L.F.C., Silva F .H.J.R., Eretas , N. G., "FUnção de Lyapunov Es­

tendida para Modelos Detalhados de Sistemas de Potência" , Proceedings do 

XIV CBA - Congresso Brasileiro de Automática- Natal, Brasil, Setembro 

de 2002. 

4. Silva, F.H.J.R, Alberto, L.F.C., Eretas N.G., "Extended Lyapunov FUnc­

tion for power systems with transmission losses", IEEE Bologna Power Tech 

Conference -Bologna, Itália, junho de 2003. 
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5. Silva, F.H.J.R, Alberto, L.F .C., Bretas N.G., "Smooth Perturbation in 

the Classical Energy Function for Lossy Power System Stability Analy­

sis'', IEEE Power System Society General :Meeting 2003 - Toronto, Canadá, 

julho de 2003. 

6. Silva F.H.J.R., Alberto, L.F.C., Bretas, N. G., "Uma Nova Função De Lya­

punov Estendida Para Análise De Estabilidade 'I\·ansitória Em Sistemas 

De Potência ~1Iultimáquinas", aceito para apresentação no XV CBA- Con­

gresso Brasileiro de Automática - Gramado, Brasil, Setembro de 2004. 

7. Silva F.H.J.R., Guedes R.B.L. , Alberto, L.F.C. , Bretas, N. G. , "Função De 

Lyapunov Estendida Para Aná.lise De Estabilidade De Ângulo E De Tensão 

Em Sistemas De Potência Considerando O Efeito De Cargas Dependentes 

. Da Tensão", ·aceito para apresentação oral no XV CBA- Congresso Brasi­

leiro de Automática- Gramado, Brasil, Setembro de 2004. 

8. Silva F.H.J.R., Guedes R.B.L., Alberto, L.F.C., Bretas, N. G., "Função De 

Lyapunov Estendida Para Sistemas De Potência Preservando a Estrutura 

da Rede e com Cargas Modeladas por Termos Dependentes da Tensão" , 

aceito para apresentação oral no IEEE/PES 'I\·ansmission anel Distribution 

2004- La.tin America, São Paulo, Brasil, Novembro de 2004. 

9. Silva, F.H.J.R, Alberto, L.F.C., London Jr. J.B.A. , Bretas N.G., "Smooth 

Perturbation in the Classica.l Energy F\mction for Lossy Power System Sta­

bility Ana.lysis", aceito para publicação no IEEE '1\·a.nsactions on Circuits 

a.nd Systems I. 
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