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RESUMO

SIMEAO, S.F.A.P. (2001). Técnicas de Esparsidade em Sistemas Estditicos de
Energia Elétrica. Sio Carlos, 2001, 200p. Dissertagéio (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

Neste trabalho foi realizado um grande levantamento de técnicas de esparsidade
relacionadas a sistemas estaticos de energia elétrica. Tais técnicas visam, do ponto de
vista computacional, ao aumento da eficiéncia na solugdo da rede elétrica
objetivando, além da resolugdo em si, a redugdio dos requisitos de memdria,
armazenamento € tempo de processamento. Para tanto, uma extensa revisio
bibliogréfica foi compilada, apresentando um posicionamento histérico ¢ uma ampla
visdo do desenvolvimento tedrico. Os testes comparativos realizados para sistemas
de 14, 30, 57 ¢ 118 barras, sobre a implementagio de trés das técnicas mais
empregadas, apontou a Bi-fatoragio como tendo o melhor desempenho médio. Para
sistemas pequenos, a Eliminagfio Esparsa e Simétrica de Gauss apresentou melhores
resultados. Este trabalho fornecera subsidios conceituais e metodolégicos a técnicos

e pesquisadores da area.

Palavras-chave: Esparsidade, Bi-fatoragfo; Eliminag¢io Esparsa e Simétrica de

Gauss; MA28; Vetores Esparsos; Refatoragio Parcial.



XiX

ABSTRACT

SIMEAO, S.F.A.P. (2001). Técnicas de Esparsidade aplicadas a Sistemas Estdticos
de Energia Elétrica. Sdo Carlos, 2001, 200p. Dissertagéio (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

In this work a great survey of sparsity techniques related to static systems of
electric power was accomplished. Such techniques seek, for of the computational
point of view, the increase of the efficiency in the solution of the electric net aiming,
besides the resolution of itself, the reduction of memory requirements, the storége
and time processing. For that, an extensive bibliographic review was compiled
providing a historic positioning and a broad view of theoretic development. The
comparative tests accomplished for systems of 14, 30, 57 and 118 buses, on the
implementation of three of the most employed techniques, it pointed out an
Bi-factorisation as best medium performance. For small systems, the Sparse
Symmetric Gaussian Elimination showed the best results. This work will supply

conceptual and methodological subsidies to technicians and researchers of the area.

Keywords: Sparsity; Bi-factorisation; Sparse Symmetric Gaussian Elimination;
MA28; Sparse Vector; Partial Refactorization. '



1-INTRODUCAO

A resolugdo de uma rede eléfrica envolve o manuseio de sistemas algébricos
lineares de grandes dimensdes com matrizes de coeficientes altamente esparsas. A eficiéncia
na resolugfio destes depende, em grande parte, do modelo e da técnica de esparsidade

utilizados.

Um classico problema desta area € o fluxo de carga, que, quando resolvido pelo
Método de Newfon-Raphson, gera uma matriz Jacobiana, cujo grau de esparsidade pode
atingir 99,9%, dependendo somente da configuragio do sistema. Esta ¢ uma matriz

quadrada, real, simétrica em estrutura, mas assimétrica em valores, e definida positiva.

Outra matriz, que aparece neste tipo de estudo, € a relacionada com o fluxo de

carga 6timo. Trata-se da Matriz Lagrangiana, cujos coeficientes sfo as derivadas parciais de
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segunda ordem. Esta é quadrada, estritamente simétrica (posigdes € valores) e com zeros na

diagonal (COSTA et al., 2000).

Dessa forma, os sistemas lineares que possuem este tipo de matriz coeficiente sdo
denominados sistemas esparsos e sua resolugio ¢ objeto de estudo de técnicos e
pesquisadores da érea de sistemas de poténcia, através da utilizagio de métodos €
procedimentos desenvolvidos sob o titulo geral de “técnicas de esparsidade”. Estas técnicas
visam ao aumento da eficiéncia na solugdo de uma rede elétrica através de diversas
modalidades de resolugéio dos sistemas lineares, que ndo a inversao, pois, se para um sistema
comum a determina¢io da inversa da matriz dos coeficientes € inviadvel, mais critico

torna-se, entfio, para a matriz esparsa, uma vez que, em geral, sua inversa € cheia.

Do ponto de vista computacional, as técnicas visam, além da resolugdo dos
sistemas em si, a redugdo dos requisitos de memoria, armazenamento € tempo de

processamento, necessarios a solugéo dos problemas de rede.

1.1 - Motivacio

Como verificado, a utilizagéio de técnicas de esparsidade constitui-se o amago da
busca de solugdes eficazes para os problemas em sistemas estiticos de energia. E, entiio,
justamente neste ponto, que o presente trabalho insere-se. A procura por estas solugGes mais
eficientes, dos pontos de vista computacional e estrutural, e, ainda, condizentes com a

realidade dos problemas de rede elétrica, foi a motivag&o que o conduziu.
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Para tanto, uma extensa revisdo bibliografica foi compilada, a fim de fornecer,
além do posicionamento histérico, uma ampla revisio do desenvolvimento teérico. E
necessario ressaltar que tal revisdo ndio ¢ exaustiva, uma vez que se procurou enfocar
somente os trabalhos realizados na 4rea de sistemas estaticos de energia utilizando-se de
computadores seriais e técnicas de programagdo para tal. Verificou-se, assim, que os
primérdios do emprego das técnicas de esparsidade remontam a década de 50, sendo seguido

de um grande avango em pesquisas nas décadas de 70 e 90 com o advento de modernos

computadores e tecnologia da informag#o.

A figura 1.1 representa a evolugdo da literatura sobre técnicas de esparsidade

citadas nesta pesquisa.

Numero de Artigos Citados

FIGURA 1.1 - Levantamento bibliografico sobre Técnicas de Esparsidade
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1.2 - Areas de aplicacfio de Técnicas de Esparsidade

E muito dificil listar todas as reas nas quais a tecnologia de matrizes esparsas é
empregada, dado seu amplo espectro de utilizag@o. Justamente, devido ao tamanho da lista,
esta foi dividida em categorias principais e cada uma subdividida em areas mais especificas.
Algumas destas areas de aplicagbes tém tido uma influéncia muito profunda tanto na

pesquisa de matrizes esparsas quanto na propria area de aplicag@o em si.

- Anélise Numérica:

- Célculo de wvalores proprios dos sistemas (DUFF, 1977, CHEN &
DEMMEL, 2000)

- Equagges integrais (HASHIMOTO, 1970; CANNING, 1992)

- Equagses lineares e nédo lineares (DUFF, 1977)

- Programagfo Linear (PARK, KIM, SEOL et al; 2000)

- Equagbes Diferenciais Ordinarias (LINIGER & WILLOUGHBY, 1970;
CARVER & MACEWEN, 1981)

- Equagdes Diferenciais Parciais (DUFF, 1977)

- Meétodos de Projegdo (MAAS, PEREVERZEV, RAMLAU et al., 2001)

- Matematica:
- Andlise Combinatéria (DUFF, 1977)
- Computagio (MEIJSTER & WUBS, 2000; JONES & PLASSMANN,
2000)
"~ - Programagio Dindminca (MARTELLI & MONTANARI, 1972)
- Teoria dos Grafos (HARARY, 1971; KAVEH, 1991)

- Modelagem (BETTERIDGE, 1974)
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Pesquisa Operacional (GILL, MURRAY, SAUNDERS et al., 1984;
ARORA & L1, 1993)
Estatistica (GENTLEMAN, 1974; ARAUJO, MEDINA & APONTE,

1999)

- Engenharia:

Métodos de Compensagio sobre redes (VAN NESS & GRIFFIN, 1961;
TINNEY & HART, 1967, OGBUOBIRI, 1970; TINNEY, 1971; MEYER
& ALBERTSON, 1971; LEE, 1993; FREITAS & COSTA, 1999; HONG
& WANG, 2000)

Analise no dominio da freqiiéncia (ERISMAN & SPIES, 1972)

Analise de Linhas de Transmissdo (RADHAKRISHNAN & CHEW, 1999)
Processamento de Sinais (STOICA, MOSES, SODERSTROM et al., 1991;
BRITANAK & RAO, 1999)

Redes Neurais (COOK & GILBERT, 1988)

Engenharia Quimica (ZHONG, SHAO, ZHANG et al., 2000; NEMETH,
COULAUD, MONARD et al., 2000)

Engenharia Bioquimica (SOMMERFELD, SONDHI, SPURLOCK et al.,
1981)

Engenharia Biomédica (WOO, HUA, WEBSTER et al., 1994; SIGITANI,
IOGUNI & MAEDA, 2000)

Engenharia Nuclear (LEIMBACH & ZELLER, 1982)

- Ciéncias Aplicadas:

Sistemas Hidraulicos (WANG, KIM & YOON, 2000; JHA, HERATH &

MUSIAKE, 2000)
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- Anélise Estrutural (JOHNSEN & ROY, 1974; WANG, YU, YONG et al,,
2000)

- Problemas de Vibragio (JENNINGS & ORR, 1971)

- Genética (TIER & SMITH, 1989; VARONA & MISZTAL, 1999)

- Poluigio Atmosférica (JACOBSON, LU, TURCO et al., 1996)

- Informética (MUHLBACHER, 1980; McLAY, SWIFT & CAREY, 1996)

- Simulagéo de Reservatorios (GHAHAN & JENNINGS, 1979)

- Ciéncias:
- Cristalografia (HENNESSY, BUCHANAN, et al., 2000)
- Fisica (PETIT , BEIDEN, TEMMERMAN et al., 2000; WEDEKIND &
McKAY, 2000) |

- Desenvolvimento Automobilistico (FARRCHER & GROTE, 1971)

- Humanidades:
- Economia (PACE, 1997)
- Ciéncias Sociais (DRUD, 1978)
- Sociologia (ROSS & HARARY, 1959)
- Desenvolvimento Urbane (ROGERS, 1971)

- Educagiio (MISLEVY, BEATON, KAPLAN et al., 1992)

A ampla variedade de areas de estudo citadas, cada qual com suas peculiaridades,
mostra-nos, claramente, a existéncia de uma vasta gama de formulagdes possiveis para o

mesmo problema basico.

Evidentemente, somente um tratamento geral, de natureza analitico-matematica,

traria resultados aplicaveis irrestritamente a todas as areas. No entanto, uma abordagem sob
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este Angulo daria origem, certamente, a métodos de solugdo bem menos eficientes do que os
provenientes de um tratamento mais especifico. Isto se justifica se considerarmos que um
método geral teria que levar em conta situagdes comuns a uma determinada drea e de remota
possibilidade de ocorréncia em outras. Por oufro lado, uma formulagdo excessivamente
particularizada fraria, como inevitavel conseqiiéncia, restrigdes demasiadamente severas a

aplicabilidade dos métodos e técnicas dela decorrentes.

1.3 - Objetivos

Mediante o exposto, este trabalho apresenta o estado da arte sobre técnicas de
esparsidade relacionadas a sistemas estiticos de energia elétrica, especialmente aplicadas ao
problema do fluxo de carga e fluxo de carga 6timo; mostra a evolugio destas técnicas, desde
a eliminagéio de Gauss simples até, mais recentemente, dos métodos de vetores esparsos,
compensagio e refatoragfo parcial; métodos de ordenagdo gerais e especificos para algumas
das técnicas; considera a implementagéio de duas destas técnicas (Bi-fatoragéio e Eliminagéo
Esparsa e Simétrica de Gauss) comparadas entre si e com um pacote da Harwell Subroutine

Library - MA28,; tudo isto alicergado sobre uma fundamentag¢io matemaética bésica.

Enfim, a reunifio de todos estes itens aponta para o objetivo maior deste trabalho,
que ¢é subsidiar técnicos e pesquisadorés da drea de sistemas estaticos de energia elétrica,
particularmente aqueles pertencentes ao grupo de pesquisas do LOSEP (Laboratdrio de
Otimizag8o em Sistemas Elétricos de Poténcia) do Departamento de Engenharia Elétrica da
Escola de Engenharia de SZo Carlos, com conceitos, métodos e proéedimentos

desenvolvidos sob o titulo geral de “Técnicas de Esparsidade”.
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Objetiva-se, também, que este trabalho seja um norteador para estes especialistas,

facilitando-lhes a decisdo para o uso de alguma das técnicas abordadas.
O presente trabalho encontra-se dividido em 7 capitulos:

Capitulo 1 - Introducdo - apresenta a motivagdo, areas de estudo do assunto

abordado, objetivos e sua organizagdo.

Capitulo 2 - Fundamentagdo Teorica - € feita uma revisdo de algebra matricial
enfocando os itens de maior interesse para a compreensfio do estudo, bem como itens

relativos a drea de sistemas estaticos de energia eléirica.

Capitulo 3 - Histéorico - apresenta o estado da arte relativo as técnicas de
esparsidade através de um extenso levantamento bibliografico, a fim de fornecer o suporte

tedrico necessario.

Capitulo 4 - Ordenagdo - discorre sobre as particularidades da ordenagdo da

matriz, apresentando técnicas especificas para este fim.

Capitulo 5 - Técnicas de Esparsidade - apresenta 11 Técnicas de Esparsidade

aplicadas a sistemas estaticos de energia elétrica.

Capitulo 6 - Implementacdo e Testes - discorre sobre a aquisigio e
armazenamento dos dados para execugdo dos testes, que sdo feitos através de uma rotina
denominada Topologia da Rede, assim como as fases que complem o processo de

implementagéo dos algoritmos da Bi-fatoragéo e Eliminagao Simétrica de Gauss e utilizagdo
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do pacote MA28. Os testes foram feitos para alguns problenias, apresentando-se seus

resultados numéricos comparativos.

Capitulo 7 - Conclusées - retomando as consideragdes iniciais, sdo apresentadas as

conclusdes pertinentes.



2 - FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 - Introduciio ao Fluxo de Carga Otimo

O fluxo de carga 6timo ¢ utilizado como ferramenta para determinar o melhor
ponto de operagdo de um sistema elétrico de poténcia (SEP), contribuindo para um melhor

desempenho deste.

Trata-se de um problema de programagio nfio linear, restrito, ndo convexo e de

grande porte, com a seguinte formulagéo:

Minimizar f(x) 2.1)
sujeitoa: g(x)=0
h(x)<0

Xpin <X < Xpix
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sendo:

f(x) - fungéo objetivo que representa o desempenho do sistema;
g(x) - vetor que corresponde as equagdes do problema do fluxo de carga;
h(x) - vetor que corresponde as inequagdes funcionais do problema;

x - vetor das variaveis de estado do problema.

Sdo diversos os métodos existentes para sua solugo, alguns caracterizados por
transformar o problema original (2.1) em um problema irrestrito através da utilizagiio de uma
fungdo auxiliar. Para os problemas de sistemas estaticos de energia elétrica, esta fungdo é a

Lagrangiana - La.

Aplicando as condigbes de otimalidade ao novo problema, obtém-se sistemas de
equagdes néo lineares que sdo tratados pelo método de Newfon-Raphson, a fim de linearizar

0s sistemas.

Os sistemas lineares tém, entdo, a seguinte forma:

V?La.Ay =—VLa (2.2)

sendo:

VLa- matriz Lagrangiana;
Ag - vetor de corregdes;

VLa - gradiente de La
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A matriz Lagrangiana € quadrada, esparsa, estritamente simétrica (posi¢bes e
valores) e com zeros na diagonal. Sua dimensZo é determinada de acordo com o método de
FCO que frata o problema. A tabela 2.1 (COSTA et al., 2000) apresenta, a titulo de exemplo,

as dimensdes e o nimero de elementos ndo zero para o sistema IEEE30, conforme o método

empregado.

TABELA 2.1 - Dimensdes da matriz V2La e niimero de elementos para o sistema

IEEE30
Método Dimensdes de V>La Nt’lEnero de elemzentos Grau de Esparsidade
S nfio zero em V'La
ASP 121 1.416 90,33%
PDLB 272 1.909 97,42%
PD 115 1.655 87,49%

ASP - Conjunto Ativo e Penalidade
PDLB - Primal-Dual Barreira Logaritmica

PD - Primal-Dual

2.2 - Aspectos Matematicos Gerais

Como verificado, os sistemas algébricos lineares, associados a problemas de
anélise da rede elétrica, sio compostos de matrizes de coeficientes altamente esparsas e de

grandes dimensdes (2.2).

Tais sistemas lineares, ndo homogéneos, sfo representados, de uma forma geral,

por:
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Ax=b ‘ (2.3)

sendo:

A = mairiz dos coeficientes

x = vetor dependente (variaveis)

b = vetor independente (constantes)

~ nxn . o .
Entio 4 € H ¢ uma matriz, ndo singular, com elementos:

By By s By, (2.4)
a, dpn a,
A=
@y Gy wee Ey ]
e x e b sio vetores (nx 1) com componentes (X;,Xz2,...,Xa) € (b1, b2,...,bn),

respectivamente.

Resolver tais sistemas algébricos lineares, portanto, consiste no problema central
da computagio cientifica, e significa determinar uma n-lista de niimeros reais ou complexos,

caso ela exista, que satisfaga as n equagdes do sistema, simultaneamente.

Uma maneira de resolver a eq. (2.3) seria pela simples obtengdo da inversa da
matriz A, A7, ou seja: X = A7, b . No entanto, calcular explicitamente a matriz A’ e, em
seguida, efetuar o produto A7’ . b, & desaconselhavel, pois o nimero de operagdes

envolvidas é grande, o que torna este processo, do ponto de vista computacional, néo
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competitivo, uma vez que é extremamente necessario levar em consideragdo: tempo de

processamento, memoria necessaria e esquema de armazenamento intermediario.

A afirmaco feita por STEWART (1973, p.106) ressalta a preocupagdo com a

inviabilidade do calculo da inversa:

“ ... we shall be at pains to stress that in most applications the computation of Alis

both unnecessary and inordinately time consuming.” .

Dessa forma, o uso de métodos numéricos para a solugdo da eq. (2.3) ¢ indicado,
mais especificamente aqueles que consistem em transformar o sistema linear apresentado,
através de operagGes aritméticas elementares, até que seja obtido um sistema equivalente ao
inicial, mas de solugdio imediata ou, pelo menos, mais simples. Tais métodos sdo

denominados Métodos Diretos, dos quais o principal representante € o associado a Gauss.

Portanto, o Método da Elimina¢do de Gauss consiste em transformar, através de
sucessivas eliminagdes de varidveis, o sistema dado em um sistema triangular, com

resolugdio mais simplificada.

2.2.1 - Sistemas Triangulares -

3

Um sistema triangular ¢ aquele que possui a matriz dos coeficientes

triangular superior ou inferior.
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Uma matriz A = (‘@;) ¢é triangular inferior se a; =0 para i <j, tendo,

entiio, a seguinte forma:

a, 0 @ .. D (2.5)
a, a, 0 0|
Ay dzp Ay 0
A=
_anl anZ an3 e ann_

Similarmente, uma matriz friangular superior ¢ aquela na qual a; = 0

parai > j.

A resolugio de um sistema triangular obedece a dois algoritmos distintos, de

acordo com sua caracteristica.
Considerando um sistema triangular inferior Lx = b, o algoritmo pertinente

é conhecido como “FORWARD SUBSTITUTION” . O procedimento geral para obtengio dos

valores de x; € dado por:

3 2.6)

sendo, J;; o elemento dalinha i e colunaj pertencente a matriz triangular inferior.
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O algoritmo analogo para sistemas triangulares 'superiores, Ux = b , €

chamado “BACKWARD SUBSTITUTION” . Sua férmula para x; ¢ prescrita por:

nl (27)

sendo, u; o elemento da linha i e colunaj pertencente & matriz triangular superior.

Deve-se salientar que os dois procedimentos gerais descritos nas eq. (2.6) e
(2.7) , respectivamente, seguem uma ordem de acesso ds matrizes, por linha, conhecida
como ROW ORIENTED VERSION , isto é, a i-ésima linha é acessada no i-ésimo passo,

sendo também conhecida como “forma do produto interno” .

De maneira similar, os procedimentos podem ser realizados considerando-se
um acesso por colunas - COLUMN ORIENTED VERSION - bastando , para tanto, apenas a

reversdo da ordem de loop.

2.2.2 - Eliminacao de Gauss

Apesar de o estudo das matrizes ter atraido maior atengfio de pesquisadores

depois do advento dos computadores (década de 50) , seus primdrdios sdo do século XIX.

Conforme ja abordado anteriormente, o Método de Eliminag@io de Gauss
consiste em transformar, convenientemente, o sistema linear original, para obter um sistema

linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior.
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A seqiiéncia dos passos realizada até se chegar no sistema triangular
superior, denominada “fase da eliminagdo” (forward elimination), é descrita a seguir para o

seguinte sistema:

-

apx;tapx;+ .. tapx, = b} (28)

Xy + X, + . T ayx, = b

\_ @niX1 + @uoXz + . F Ay = by

FASE I:
Passo 1:
- Normalizar a linha 1, ou seja, dividi-la por a;; # 0.
= Entﬁo, tem-se: ap = a,j/a”
b;=b,/a” paraléan
Passo 2:

- Eliminar x; da 2%, 3*, n-ésima equagdes. Isto pode se obtido através de

combinagdes lineares apropriadas das equagdes, ou seja:

ay = aj-(ay/an) ~a;
b,-=b,--(a,-;/a”).b,- paralstn

e2<1

IA
=
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Depois dessas operagdes, o sistema (2.8) torna-se:

( ayxp+a’pxt+ . tax, = b (2.9)

0 +a’22x2+ +a’2,,x,, =5’

’

\ 0 *auia® ... t@ ke = by

Vale observar que os coeficientes da 2* , 3* , ... , n-€sima equagdes sdo

diferentes dos coeficientes originais.

Passo 3:
- Normalizar a linha 2
- Eliminar x, da 3%, 4% ... , n-ésima equagdes, sem, entretanto, alterar os
coeficientes da 1° equagdo e os “zeros” da 1° coluna, ou seja:
(1'[',' = a’,;,-- (a’,-z/a’;z) * a';,-

b’y =b% -(a’n/a’n) b’ para 2< j

IA
3

e3<i

IA
=]

Assim, usando este tipo de operagfo, as variaveis X, , Xz , ... , Xn, VA0 sendo
~ eliminadas das colunas correspondentes, até que, finalmente, o sistema transforma-se em

triangular superior, com a seguinte aparéncia:
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[ a”ix;+a”’ s+ . ayx, = b (2.10)

a’pxt . tayx, = b7

a “n-l,n-I-xn-l +a “n’l,nxn = “n-.n’
\ a’wn = b
FASE II:
Nesta fase, conhecida como “fase de substituigdo” , € que ocorre a resolugdo
propriamente dita, isto ¢, a determinagfo dos valores das varidveis X, Xn.1, Xn2, o 5 X1

Para tanto, utiliza-se o procedimento de “BACKWARD SUBSTITUTION” descrito na eq.

2.7).

E importante verificar que os elementos g; , citados nos passos

correspondentes a normalizagdo, constituem os “piv0s” de cada etapa do processo.

Cabe aqui, também, uma observagdo quanto as estratégias de pivoteamento
- parcial ou completo - que sdo aplicadas para casos particulares de elemento pivd nulo ou
préximo de zero. As descrigdes das duas estratégias encontram-se em GOLUB (1989, p.110

e 117), para os casos parcial e completo, respectivamente.

2.2.3 - Fatoracdo LU

Baseado no Método de Eliminagfio de Gauss, destaca-se este outro método

direto de resolugdo de sistemas lineares, que consiste em decompor a Matriz 4 dos
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coeficientes, em um produto de dois ou mais fatores: as matrizes L e U, e, em seguida,

resolver uma seqiiéncia de sistemas lineares, que conduziré a solugo do sistema original.
Tal método é particularmente utilizado para problemas que envolvem
grandes variagdes do vetor b , como ¢ o caso dos sistemas lineares associados a muitos
problemas de engenharia elétrica. Neste tipo de problemas, a matriz A ndo sofre alteragdes,
e ail estd a grande vantagem dos métodos de fatoragfo; pois, uma vez calculados os fatores,

basta aplica-los para a resolugdo de inimeros sistemnas.

Como mencionado, entfo, a matriz A pode ser decomposta como:

A=L U (2.11)

onde L e U s#o os fatores, sendo:

L = matriz triangular inferior com diagonal unitéria

U = matriz friangular superior

Assim, a solugfio do sistema original (2.3) € encontrada através de dois

passos:

Passo 1:

- Reescrever Ax = b através de seus fatores (L e U):

LUx=b (2.12)
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Passo 2:

Resolver, entdo, utilizando Elimina¢io de Gauss, o sistema

intermediario:

Ly=b (2.13)

através de “FORWARD SUBSTITUTION” - procedimento (2.6)

Utilizando-se do vetor y, calcular finalmente:

Ux =y (2.14)

através de “BACKWARD SUBSTITUTION” - procedimento (2.7)

Portanto: Ax = LUx = Ly = b.

Na verdade, ¢ importantissimo destacar como sdo constituidos e obtidos os

fatores Le U.

Considerando-se a matriz A dos coeficientes do sistema original descrito em

(2.8), as fases para a construgéo dos fatores L e U séo abordadas a seguir:

ay a4 Ay a, (2.15)
dy dyp a4y a3,
a3 Qg Qg a3,
A= ;
a,, a4, @ . a4,
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FASE I:

Passo 1:

- Destacando o pivd a;; # 0, calcular os “multiplicadores” da coluna 1:

My , M3y, ..., By , componentes para a consirugfio das “Matrizes de

Transformagéo de Gauss” , da seguinte forma:

My =ay/ay ; my=ay/ay;; ..

S My =ay/an

- Utilizando-se dos multiplicadores, introduzir “zeros” na 1% coluna,

obtendo-se a matriz A’ , como segue:

ay, ayp

1

0 a's,

1

0 a's,

A'=

]

| 0 d',

a', (2.16)

nn

- Sendo M; a matriz de transforma¢fio de Gauss, composta dos

multiplicadores da 1* coluna, A’ € obtida através da multiplicagdo das

matrizes M; ¢ A. Assim:

1 0 & O |ay
— My 0 w1 %
0
—-m 0 0 1 a

ay, a, ay a
1 1
Aon | _ 0 a'y a5y
0
] 1]
ann 0 a n2 a nn
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Passo 2:

Logo: M;.A = A’ ' (2.17)

¢ a mesma matriz obtida no final da etapa 1 do processo de Gauss.

Continuando o processo para a coluna 2, os multiplicadores necessarios
sao:

M3y =Qz2/ Az [ Mgz =03/ Az ; ... [ Wiy = Ana /A

A’ €, entdo, obtida fazendo-se:

M« A’ = A” (2.18)
Das eq. (2.17) e (2.18), vem:

M, M; A = A” (2.19)

que ¢ a mesma matriz obtida no final da etapa 2 do método de

eliminagio de Gauss.

Passo 3 até n-1:

Prosseguindo dessa forma, chegaremos entdio & matriz A”?’, triangular

superior, assim descrita:

Mﬂ'f *Mn-.? *eas ® M2 'MI «A = A("'U'

Entio:

A=(MygsMys s s My s MY c AT = (M) o (M)« ...« (M) « (M) + A™Y
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1 0 0 0 [ayw dn @' a',,
my 1 0 0 0 & #sy a',,
M, M 1 0 0 0 as, a' a'
A = 31 32 o 33 34 3n — LU
My My, nmgo 1 0 0 0 0 a'y -
0
My My e M, 1] |0 0 0 0 .. a,]
Ou seja:
L= M)" «(M)" «.... My «(M,.)"
U =A(n-1)' ’

- Isto é, a matriz 4 foi fatorada em duas matrizes triangulares L e U,
sendo que os elementos do fator L, “ [; “ parai > j, sdo os
multiplicadores m;; obtidos no processo de eliminagio de Gauss. Os
elementos do fator U sfio aqueles obtidos no final da fase de
triangularizagéo do método.

FASE II:

E nesta fase que o sistema é resolvido através da aplicagio dos

procedimentos (2.13) e (2.14).

Comparando os dois métodos, € importante observar que as combinagdes
lineares, efetuadas durante o processo de eliminagfio de Gauss, podem ser interpretadas

como operagles com as Matrizes de Transformagfio de Gauss, ou seja, em um estagio
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qualquer do processo de eliminagfio, para eliminar-se o elemento a; da matriz dos

coeficientes, basta premultiplici-la pela Matriz de Transformagiio de Gauss composta do

multiplicador referente aquele elemento.

2.3 - Particlo de Matrizes

Um método muito 1til de manipulagdo de uma matriz, chamado particdo, consiste

em identificar varias partes de uma matriz como submatrizes que serdo tratadas como

simples elementos quando da aplicagfio das regras usuais de multiplicagio e adigdo.

Em (2.20), a matriz de ordem 3 ¢ particionada em quatro submatrizes pelas linhas

tracejadas horizontal e vertical.

Tal matriz 4 pode, entdo, ser escrita como:
[D E

sendo as submatrizes:

Dz[a“ an} E=lia13} F:[a31 asz]

Ay Ady

(2.20)

2.21)

G=a33 (2.22)
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Para indicar os passos para a multiplicagio, em termos de submatrizes, assume-se

que A deva ser pés-multiplicada por uma outra matriz B para formar o produto C, tal que:

b, (2.23)

B:[Ij ] H :[gﬂ J=b;, (2.24)
Entéo, o produto é:
D E||H
c-an{2 E][E] 29

As submatrizes sdo consideradas como simples elementos para obter:

FH + GJ (2.26)

C:[DH + EJ}
O produto ¢ finalmente determinado, executando-se as multiplicagdes e adigdes

indicadas para as submatrizes.

As matrizes a serem multiplicadas devem ser compativeis originariamente. Cada
linha de parti¢do vertical entre as colunas » ¢ » + I do primeiro fator requer uma linha de
particdo horizontal entre as linhas » e » + I do segundo fator para que se efetue a

multiplicagéo das submatrizes de modo conveniente. Linhas de partigio horizontal podem
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ser tragadas entre quaisquer linhas da matriz do primeiro fator e linhas verticais de partigdo

entre quaisquer colunas do segundo fator ou ainda omitidas em uma delas ou em ambas.

A partigdo de matrizes foi amplamente utilizada por SUN et al. (1984) e por

ALVARADO et al. (1990).

2.4 - Matrizes Esparsas

Como mencionado anteriormente, muitas das matrizes de coeficientes associadas
aos sistemas lineares que traduzem, matematicamente, o comportamento de redes de energia
elétrica, além de possuirem grandes dimensdes, sdo altamente esparsas, isto €, apresentam

pequena percentagem de elementos néo nulos. A matriz Lagrangiana V2La éum exemplo.

A matriz Lagrangiana, particularmente, tem um alto “grau de esparsidade” , dado
em fungfio do nmimero de barras e niimero de ramos, chegando a percentuais como 99,9%.
Verifica-se, que em sistemas reais, o “grau de esparsidade” desta, cresce conforme

aumentam as dimensdes da rede elétrica.

O grau de esparsidade de uma matriz ¢ definido como a porcentagem de elementos
nulos dessa matriz. Para uma matriz de um sistema de NB barras e NR ramos, com

referéncia no né-terra, o grau de esparsidade, GE, ¢ dado através da férmula:

NB? —(NB + 2NR) (2.27)

GE = . .100%
NB
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Assim, os sistemas lineares que possuem este tipo de matriz coeficiente sdo
denominados sistemas esparsos e sua resolugio faz-se através da utilizagéio de metodologias

especificas de solugdo denominadas “fécnicas de esparsidade” .

Além da resolugfio em si, estas técnicas visam, do ponto de vista computacional, &
redugiio de memoria utilizada, armazenamento ¢ tempo de processamento necessarios a

solugéo.

Como exemplo, consideremos, novamente, a matriz Lagrangiana e, ainda, um
comprimento basico de palavra de computador, de 8 “bits”. Para um sistema de 500 barras,

teriamos entdo:

- para a alocagfio da matriz, sem considerar sua esparsidade, seriam necessarios:
(500 x 500 x 8 )/ 1.024 = 2.000 Kbytes;

- levando-se em conta um armazenamento esparso e um fator de incidéncia de 1,8

ligagdes por barra, tem-se cerca de 900 ligages, e, conseqiientemente:

(900 + 900 + 500 )x 8/1.024 = 18 Kbytes.

Em suma, as técnicas de esparsidade, aplicadas a sistemas estaticos de energia, séo
metodologias especificas de solugfio de grandes sistemas esparsos, que t€m, como principal
objetivo, a maximizagio da eficiéncia numérica e computacional na obtengdo destas
solugBes. Para tanto, exploram exaustivamente as caracteristicas estruturais basicas das

matrizes dos coeficientes envolvidas nos problemas de fluxo de carga e fluxo de carga 6timo.



3 - HISTORICO

A anilise histdrica sobre técnicas de solugio de sistemas lineares esparsos refrata
seus primérdios na década de 50. Porém, se for considerado que a grande maioria destas
técnicas utiliza, como principio basico, a Eliminagio de Gauss, esta analise regride alguns

anos no tempo.

A metodologia da Eliminagio de Gauss € assim denominada em homenagem ao
matematico alemio Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que a introduziu. Ele ¢€
universalmente considerado como o maior matematico do século XIX e, ao lado de

Arquimedes e Isaac Newton, como um dos maiores de todos os tempos (EVES, 1997).

Gauss recebeu o titulo de “Principe da Matematica” gragas ao seu vasto legado nas

areas de Algebra, Teoria dos Ntimeros, Geometria Diferencial, Magnetismo, entre outras, e
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intenso incentivo ao progresso da matematica. E ele o responsavel pela primeira

demonstragio plenamente satisfatéria do Teorema Fundamental da Algebra.

Concentrando-nos agora em técnicas mais recentes, encontramos em 1957 a
primeira citagdo, relativa & estratégia de ordenagdo/pivoteamento de MARKOWITZ,

indicada para matrizes assimétricas de grandes problemas gerais.

Na 4rea de sistemas de poténcia, por sua vez, a primeira foi feita por SHIPLEY &
COLEMAN (1959). Tal citagdo referia-se a um método direto, bastante eficiente, de
inversdo da matriz, que se mostrou superior a outros utilizados na mesma €época. A principal
caracteristica do método era al exploragdo da estrutura esparsa e simétrica das matrizes,
através do armazenamento e do processamento somente dos elementos diferentes de zero do
tridngulo superior das mesn;as, o0 que contribuia para o ganho de velocidade e necessidade de

memoria, melhorando, de uma maneira geral, o tempo de processamento final.

Em 1961, VAN NESS & GRIFFIN anunciaram uma nova técnica conhecida como
“Método de Eliminagiio para Solugio do Fluxo de Poténcia” , baseada na adaptagéo do
método de eliminago ds equagdes dos sistemas de poténcia. Este método, implantado logo
ap6s sua publicagfo, além de outras caracteristicas favordveis, era reconhecidamente mais

rapido e resolvia muitos problemas que, até entfo, apresentavam dificuldades de resolugéo.

Até a publicagfo desta técnica, os métodos para solugfio do fluxo de poténcia eram
todos iterativos e baseavam-se em critérios de deslocamentos sucessivos, dos quais o
principal era o de Gauss-Seidel. Este método, apesar da simplicidade de programagio,
numero de calculos relativamente pequeno e reduzidos requisitos de memédria, era sujeito a

sérios problemas de convergéncia, especialmente com a presenga de alguns elementos de
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reaténcia negativa e quando do aumento do nimero de barras do sistema, j&4 que o tempo

necessario para execugio de cada passo do processo era uma fungfo do nimero de barras.

A vantagem do método da eliminagdo sobre o iterativo, baseado em seu
desempenho computacional mais veloz, foi expresso, através de um exemplo da época, para
um problema de 24 barras: enquanto o tempo aproximado de resolugdo do sistema, pelo

método iterativo, era de 51 minutos, o da eliminagéo era em torno de 6,8 minutos.

Apesar do sucesso alcangado pela técnica, as limitagdes comegaram a surgir, ja que
os requisitos de memoria e tempo de computag@o cresciam rapidamente com o aumento do
tamanho dos sistemas. O limitante, em termos de memoéria (32 K para as méaquinas da

época), estava em torno de sistemas de 200 barras.

Foi, entdo, que as deficiéncias técnicas conduziram dois pesquisadores - TINNEY
& SATO (1963) - a publicarem o artigo “Técnicas para exploragdo da Esparsidade da
Matriz de Admitincia de Rede” , que descrevia as idéias basicas de técnicas que ainda

continuam presentes nos métodos atuais.
Tais idéias basicas resumem-se nos dois itens seguintes:

- determinagido de uma seqiiéncia de operagdes que resulta na diminui¢io do
nimero destas, levando, conseqiientemente, a redugdo dos requisitos de
memoria e tempo de processamento;

- preservagio dos operadores e da seqiiéncia de operagdes para uso em solugdes

repetidas.
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Estas técnicas dependem, de alguma maneira, da redugéio & forma triangular ou
triangularizagéo da matriz dos coeficientes. Assim, o nimero de operagdes com os elementos
diferentes de zero e o numero de termos adicionais introduzidos durante o processo
(elementos fill-in), variam com a seqiiéncia na qual as linhas sdo processadas. Esta

seqiiéncia, na verdade, € determinante na aplicagéo das técnicas.

Através da aplicag@io das técnicas propostas, significantes avangos em métodos de
solugdo de muitos problemas de rede foram obtidos. Pode-se considerar, portanto, que estas

“técnicas” representaram um “marco” no estudo das fécnicas de esparsidade.

GAMM, KRUMM & SHER (1965) introduziram a ordenagfo da matriz através do

esquema da Matriz de Banda.

Finalmente em 1967 , TINNEY & WALKER estenderam as técnicas descritas em
1963, dando-lhes forma definitiva e o nome de “Méfodo da Fatora¢do Triangular

Otimamente Ordenada” .

O método € composto de trés partes:

- preservagio dos operadores e da seqiiéncia de operagdes para uso em solugGes
repetidas;

- determinagdo de uma seqiiéncia 6tima de operagbes de ordenagdo, que tende a
conservar a esparsidade do sistema original;

- solugdes diretas, que apresentam a solugfo propriamente dita.

O aperfeigoamento do método estd relacionado & segunda parte e, apesar da

primeira parte ja ter sido explorada anteriormente, suas possibilidades computacionais foram
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aqui expandidas, com o emprego de técnicas de programagfo mais sofisticadas; no entanto, o

armazenamento dos operadores em tabelas distintas continua prevalecendo.

Os autores, preocupados ndo somente com a ordenagdo, mas sim com O processo
de ordenacdo otima, introduzem os denominados “Critérios de Ordenagdo”, subdivididos,

de acordo com sua complexidade, em Esquema A ou 1, Esquema B ou 2 ¢ Esquema C ou 3.

Enfim, para a solugdo de problemas de rede, estabelecendo uma comparagio
entre a determinag#o da inversa e a aplicagfio da forma fatorada, as vantagens da fatoragéo
sio indiscutiveis, principalmente quando a matriz dos coeficientes € esparsa. Algumas

dessas vantagens s3o:

a tabela de fatores pode ser obtida em menor tempo que a inversa; pois, ao

contrario desta, a tabela de fatores de uma matriz esparsa pode ser quase tdo

esparsa quanto a matriz original;

- a exigéncia de armazenamento é pequena, permitindo que sistemas maiores
sejam resolvidos;

- as solugdes diretas podem ser obtidas rapidamente;

- aprecisio dos resultados é consideravelmente melhor;

- as modifica¢des necessarias para a organiza¢io da matriz podem ser realizadas

muito mais rapido.

Portanto, as caracteristicas da matriz de coeficientes - esparsa, simétrica e
diagonalmente dominante - associadas ao desenvolvimento de técnicas especiais que visam
armazenar € manipular somente elementos ndo friviais para manter a esparsidade da matriz
dada, constituem os fatores basicos do sucesso da Fatoragdo Triangular Otimamente

Ordenada.
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Dentre os diversos estudos na drea de sistemas de poténcia, que envolvem a
manipulagdo de matrizes esparsas, TINNEY & HART (1967), em seu artigo intitulado
“Power Flow Solution by Newton's Method” , exploraram os beneficios do método da

Fatorag@o Triangular Otimamente Ordenada, proposto anteriormente.

At€ entilo, para a resolugdo de problemas de fluxo de poténcia, o método utilizado
era o de Newfon-Raphson simplesmente, isto €, sem o fratamento prévio das matrizes
esparsas associadas ao problema. Face as dificuldades encontradas diante do aumento de
tamanho dos sistemas, percebeu-se que o entrave principal nio estava no Método de Newfon-
Raphson em si, mas sim no método de resolugéo do sistema de equagdes lineares associado.
O reconhecimento deste fato conduziu, entdo, a diversas pesquisas que resultaram na
utilizagdo da Fatoragdo Triangular OtimamenteVOrdenada para o tratamento anterior das
matrizes de coeficientes, cuja eficiéncia nos resultados consagrou o Método de Newton-
Raphson como o método mais poderoso para a solugdo do fluxo de poténcia e ainda

possibilitou obter significativas redugdes de memdria, tempo computacional e precisdo

numerica.

Dando continuidade as pesquisas, no inicio da década de 70, OGBUOBIRI,
TINNEY & WALKER desenvolveram um nove método de renumeracfio da rede afravés de
seu rompimento em sub-redes minimamente interconectadas - clusters (grupos). Pelo
estabelecimento de correspondéncias entre modelos de matrizes e grafos diretos, uma

parti¢do seqiiencial bindria é usada para decompor os n6s do grafo em grupos.

Na realidade, a tentativa deste novo método era introduzir um novo algoritmo de
ordenagfo 6tima; pois, até entdo, os existentes eram relacionados aos esquemas de Matriz de
Banda e de Ordenagéo Pseudo6tima (Esquemas 1, 2 e 3). Enfre esses quatro esquemas

conhecidos, o Esquema 2 era o que se mostrava mais eficiente em termos de tempo de
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processamento e otimalidade; porém, néo identificava os grupos diretamente, razio pela qual
o método de renumeragdo por grupos empregou o Esquema 3, notadamente eficiente na

identificagfo de grupos bem definidos.

Infelizmente, baseado em testes realizados, ficou claro que o método n#o teve a
repercussio esperada, pois a ordenagio Otima nfio se mostrou pratica para sistemas
superiores a 200 nés. Mesmo assim, este método foi o embrido da associagdo de técnicas de

esparsidade com Teoria dos Grafos, amplamente explorada posteriormente.

Nos anos de 1971 e 1972, através de BERRY e HSIEH & GHAUSI,
respectivamente, algumas metodologias de ordenagio foram sugeridas. A segunda proposta
era uma estratégia para escolha do pivd baseada na predigdo probabilistica dos fill-ins. Nido

tiveram muito impacto geral, pois eram voltadas para problemas mais especificos.

Foi, entdo, a busca da eficiéncia computacional aliada a obtengfo de resultados
mais consistentes, que levou ZOLLENKOPF (1971) a sugerir o método conhecido como
“Bi-Fatoragfio” . Tal método ¢ baseado na combinagfo das principais caracteristicas de dois

outros métodos: a Decomposicdo Triangular ¢ o Produto das Inversas.

Este método possui algumas restrigdes: deve ser usado somente para matrizes
esparsas definidas positivas que nfio tenham zero na diagonal principal e com estrutura de

esparsidade estritamente simétrica, mas nfio necessariamente numerica.

Visando reduzir o tempo de processamento e necessidade de armazenamento, uma
seqiiéncia Otima de ordenagdo e pivoteamento, bem como um bom esquema de

armazenamento e técnicas especiais de programagdo, sfo essenciais. O processo de
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programagiio, portanto, é tdo importante quanto o método em si. Para efeito didatico, o

processo todo foi dividido em frés partes:

- Simulag¢@o do processo de redugfo e ordenagéo
- Redugio

- Solugdo direta

O numero total de operagdes de adigdo e multiplicagdo na determinagdo da solugdo
direta para o método da bi-fatoragdo, ¢ o mesmo que no método da decomposi¢ido
triangular; entretanto, uma importante vantagem do método da bi-fatoragiio estd na
programacfo, porque a estrﬁmra simétrica da matriz é completamente explorada. Por esta
razdo, o método da bi-fatoragdo requer somente metade das informagées de indexagdo que o

método da decomposi¢io triangular.

Assim, pode-se dizer que as principais vantagens do método da Bi-Fatoragdo sio:

- Apenas uma ordenagdo € necessaria, ou seja, quando esta sendo resolvido um
sistema com varias iterag0es, a ordenagfo s6 € feita na primeira iteragfio, as
oufras sfio iguais a primeira, levando, assim, a um ganho em tempo de
processamento;

- Utilizag&o de pouca memdria do computador, pelo fato de apenas os elementos
diferentes de zero serem armazenados nas etapas do processo;

- Explorag#o, ao maximo, da estrutura simétrica de esparsidade da matriz;

- Necessidade de reduzidos requisitos de processamento para o proéedimento de

selecio do pivo;



Capitulo 3 - Historico 37

- Aplicagio de esquemas de armazenamento ¢ programagio sem qualquer
renumerag¢io ou rearranjo dos indices dos termos da matriz de acordo com a

seqiiéncia de pivoteamento definida.

Em 1973, TINNEY, POWELL & PETERSON introduzem uma maneira de obter-
se um sistema equivalente para a redugfio da rede, com plena exploragéio da esparsidade,
necessitando, para tanto, reter certos nds néo essenciais que seriam normalmente eliminados.
Na redugfo convencional, todos os nds nfio essenciais s@o freqiientemente eliminados,
resultando em um sistema equivalente tio densamente interconectado que os métodos de
matrizes esparsas nfo podem ser efetivamente utilizados. Assim, o trabalho proposto pelos
autores identifica os principais‘ fatores que afetam a esparsidade de recies equivalentes ¢

descreve um algoritmo pratico para determinagfio dos nés nfio essenciais que seriam retidos.

DUFF & REID (1974) realizaram um estudo comparativo somente com as
estratégias de ordenagfo/pivoteamento conhecidas até entfio. Foram relacionadas,

principalmente, as de MARKOWITZ e TINNEY 2.

Ainda em 1974, NAKHLA, SINGHAL & VLACH e HSIEH apresentaram alguns

novos critérios de ordenag@o.

Até entdo todos os métodos sugeridos forneciam a solugfio do sistema esparso em
sua totalidade. Porém, dependendo da aplicagéo, somente certos elementos explicitos de A?
s#o necessarios, motivagdo que levou ERISMAN & TINNEY (1975) a pesquisarem um
algoritmo recursivo para o célcﬁlo destes a partir dos fatores L e U, baseado nos
relacionamentos de TAKAHASHI et al. (1973) na formag&o da matriz impedéancia e em suas

aplicagbes ao estudo de curto-circuito e sensibilidade.
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O algoritmo sugerido produz um novo relacionamento de dependéncia entre os
elementos da inversa, que permite um célculo eficiente de subconjuntos destes elementos. E
possivel obter uma coluna por vez de 4" fazendo o vetor b igual a coluna apropriada da
matriz identidade, destacando algum elemento especifico desejado. Toma por base uma

simples decomposi¢édo da matriz:

Al=p'L'+(1-U) A" (3.1)

AT=UTDT+47 (I-L) (32

sendo A =LDU padrio.

A extensfio do algoritmo ao caso esparso geral ndo foi realizada, pois constatou-se
que era especifico para o calculo de poucos elementos; todavia constituiu-se em prenincio

de pesquisas futuras.

A Empresa inglesa AEA TECHNOLOGY Engineering Software € a responsavel
pela Biblioteca de Subrotinas Harwell (HSL) e pela colegdo de matrizes esparsas Harwell-
Boeing, utilizadas para testes de software’s. A HSL ¢ uma colegéo de pacotes em Linguagem
Fortran, existente desde 1963, voltada para grandé escala de calculos cientificos, escrita e
desenvolvida pelo Grupo de Anélise Numérica do Laboratério Rutherford Appleton e por
outros especialistas e colaboradores. Sdo inimeros os pacotes disponiveis e enconfram-se
agrupados por area, sendo identificados pelas duas primeiras letras de seu nome. Os pacotes
MA s#o os destinados para problemaé de Algebra Linear voltados para a solugfio de sisternas
lineares. Dentre estes, varios sfo especificos para o manuseio de sistemas esparsos,

destacando-se alguns que sfo utilizados na area de sistemas de energia elétrica. Destacam-se
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entdo: o MA18 - CURTIS & REID (1971); MA28 - DUFF (1977); MA27 (1982), MA48

(1993) e MA47 - DUFF & REID (1995); MAS7 e MA67 (2000).

Cada uma destas rotinas resolve problemas peculiares, como apresentado a seguir:

- MAIS: sistemas esparsos assimétricos (o primeiro relacionado a sistemas
esparsos);

- MAZ28: sistemas esparsos assimétricos: fatoragio e solugéo (aperfeicoamento do
MALS);

- MAZ27: sistemas esparsos simétricos e ndo necessariamente definidos;

- MAA4S8: sistemas esparsos assimétricos: método direto convencional;

- MAA47: sistemas esparsos simétricos e indefinidos com zeros na diagonal da
matriz 4 (aperfeigoamento do MA27);

- MAST7: sistemas esparsos simétricos ¢ nfo definidos: método multifrontal;

- MAG67: sistemas esparsos simétricos e indefinidos com zeros na diagonal,
freqiientemente provenientes de problemas de otimizago (aperfeicoamento do

MA47),

Como mencionado anteriormente, o MA18 (CURTIS & REID, 1971) foi o
primeiro pacote para sistemas esparsos. Entfo, motivados em melhorar o desempenho ¢ a
flexibilidade do mesrﬁo, DUFF & REID (1979) realizaram uma série de altera¢fes em seu

codigo, principalmente relativas a manipulagéio das estruturas de dados.

Quando de sua apresentagiio, o MAI18 foi usado como uma rotina isolada, ou
agregado a pacotes de programas em muitos centros de pesquisa pelo mundo. Apesar de seu

vasto emprego, algumas criticas foram realizadas pelos usudrios, tais como:
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fungdes:

a rotina nfo era facilmente portavel, pois foi desenvolvida beneficiando-se das
facilidades peculiares & maquina IBM 360/370;

a interface de dados ndo era muito conveniente ao usudrio, particularmente
quando produzia uma matriz com modelo de nfio zero idéntico a alguma tratada
anteriormente;

a fase de decorﬁposig:ﬁo inicial era lenta quando a forma fatorada possuia mais
do que uma pequena proporg¢do de néo zeros por linha;

a fase de solu¢fo era lenta.

Inicialmente sfo dois os passos que compdem o MAI8, com suas respectivas

ANALYSE: escolha dos pivis e identificagio dos fill-ins, utilizando para o
segundo passo a estratégia de MARKOWITZ (1957);
FACTOR: manuseio dos pivds e determinagio real dos novos elementos, ou

seja, a fatoragdo em si.

Para muitos conjuntos de equagdes com diferentes vetores b e matrizes 4

idénticas, o codigo prové uma outra subrotina independente denominada OPERATE, que se

utiliza dos resultados, ainda disponiveis, do ANALYSE e FACTOR, para apresentar a nova

solugdo.

Uma outra possibilidade é permutar a matriz A por blocos triangulares da forma:
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4, 4, .. 4, (3.3)
0 A22 AZn
0 0
PAQ =
| 0 0 4,, |

sendo P e O, matrizes de Permutagfio. Assim, um oufro estagio, encarregado por encontrar

0s blocos triangulares, denominado BLOCK, é incrementado.

Em termos de tempo de processamento, a maior porcentagem é relativa aos
estagios ANALYSE e FACTOR, como verificado na tabela 3.1, onde os tempos em

milissegundos foram verificados para uma méquiﬁa IBM 370/168.

TABELA 3.1 - Comparagdes entre cronometragens de tempo para algumas matrizes

Ordem 117 199 292 822
Niimero .de Elementos 2.449 701 2.208 4.841
BLOCK 70 30 100 250
ANALYSE 1.470 210 960 480
FACTOR 280 50 210 180
OPERATE 20 10 23 40

As alteragBes estruturais propostas pelos autores também foram incorporadas ao

codigo MA28 - DUFF, recentemente operacionalizado (1977). Tal como o anterior, este

pacote também objetiva a solugdo de sistemas assimétricos e ¢ composto pelos mesmos
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quatro estagios. Apesar das semelhangas, este novo pacote tem algumas vantagens, tais

como:

interface muito mais conveniente ao usuéario;

conferéncia de dados mais apropriada,

manuseio de problemas mais gerais, incluindo matrizes A singulares e vetores b

esparsos, bem como problemas com maior quantidade de elementos ndo zero

emA;

utilizagfo da linguagem “FORTRAN standard” tornou-o mais portavel.

A estrutura basica de armazenamento utilizada no MA28 € composta por listas

encadeadas com ponteiros que avangam para frente e para tras.

As mesmas quatro matrizes da tabela 3.1, submetidas aos estigios do MA28, em

comparagdo com o MA1S8, apresentaram cronometragens de tempo menores (milisegundos

para uma maquina IBM 370/168), como pode ser observado na tabela 3.2.

TABELA 3.2 - Comparacdes entre cronometragens de tempo para algumas matrizes
utilizando-se 0 MA18 e MA28

MATRIZ

ANALYSE FACTOR OPERATE
: : MA28+ | MA28 + MA28 +
N | Nz |MA18|MA28 MA18 | MA28 MA18 | MA28
_ BLOCK BLOCK BLOCK
147 2.449 | 5.410 | 1.540 | 1.620 | 700 | 300 320 37 20 20
190| 701 | 410 | 240 | 250 70 50 60 13 10 10
2922208 | 2.920 | 830 | 920 | 470 | 220 210 37 20 20
822 4.841 [ 3.090 [ 1.760 | 940 | 260 | 260 210 27 43 40
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As diferengas de tempo entre as tabelas 3.1 e 3.2 sfio porque, na 3.2, os tempos
foram tomados em execugles separadas, nas quais as cronometragens internas, relativas a

tabela 3.1, nfo foram tomadas.

Alguns anos mais tarde - 1981 - EISENSTAT, SCHULTZ & SHERMAN,
pesquisadores da area de Ciéncias da Computagio, aproveitando o desenvolvimento
verificado até entio nas fécnicas de esparsidade , propuseram uma nova metodologia para a -
procura de solugdes para grandes sistemas, que possuem quatro caracteristicas marcantes: a
matriz dos coeficientes ¢ quadrada, esparsa, simétrica e definida positiva. Portanto, tal
metodologia pertence ao rol das técnicas estudadas até aqui, e € referenciada como

Eliminagdo Esparsa e Simétrica de Gauss.

A técnica € descrita em termos de algoritmos bastante eﬁc_:ientcs, que podem ser
implementados mediante pouca exigéncia computacional, ¢ objetivam a redugfo dos
requisitos de memoéria e tempo de processamento. Para tanto, utiliza, como ferramenta
basica, a Eliminagdo Simétrica de Gauss. Para o sistema linear Ax =5b (2.3), temos que 4

pode ser sempre fatorada na forma:

A=U% B U (3.4)

sendo: U a matriz unitaria triangular superior

D a matriz diagonal.

_ A Eliminagfio de Gauss, portanto, é equivalente a primeira fatoragio de 4 desta

maneira e, entdo, a obtengdo de x é dada através da resolugio sucessiva dos sistemas:
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U'y=b , Dz=y , Ux=gz . (3.5)

Para melhorar o desempenho computacional, deve-se salientar que é desejavel
fatorar A e obter x, sem armazenar e operar os elementos nulos de 4 e U. Para tanto,
utilizam-se estruturas de armazenamento bastante compactas, compostas de listas
encadeadas e vetores, ¢, ainda, os algoritmos usam uma maneira eficiente de minimizar os
loops de repetigo e os testes (para verificar elementos diferentes de zero) através do
manuseio de conjuntos, que sdo baseados em informagdes das matrizes 4 e U, e que

constituem o grande diferencial desta técnica.

A implementagio da!técnica consta de um pacote voltado para a solugdo de
sistemas lineares esparsos, denominado YSMP - YALE SPARSE MATRIX PACKAGE. No
artigo de 1982, os autores IéISENSTAT, GURSKY, SCHULTZ & SHERMAN déo todos os
pardmetros para a utilizag:éc-) do pacote sob os mais diversos pontos de vista. Neste caso, €

apresentado o pacote YSMP I - O codigo simétrico.

Em 1985, TINNEY, BRANDWAIN & CHAN introduziram os Métodos de
Vetores Esparsos para os problemas relativos a sistemas de poténcia. Estes métodos
enfatizam a eficiéncia dos algoritmos de solugio de sistemas esparsos ¢ também a obtengio
de somente um subconjunto do vetor desconhecido x, pela exploragdo da esparsidade do
vetor independente b. Tais caracteristicas ja haviam sido exploradas por HACHTEL,
BRAYTON & GUSTAVSON (1971) e por DUFF & REID (1975), com énfase para outros

tipos de problemas.

A motivagfio primeira para sua utilizagfio foi a aquisicdo de solugdes mais rapidas
para problemas que contam com vetores esparsos, tais como, fluxo de poténcia 6timo,

despacho econdmico, analise de erros e de contingéncia.
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A idéia fundamental é que muitos problemas de sistemas de poténcia requerem
solugdes repetidas para grandes conjuntos de equagGes lineares esparsas, onde o vetor b €
também esparso. Entretanto, o vetor solugdo x ndo € esparso em geral. O termo “vetor
esparso”, portanto, refere-se ou ao vetor esparso & ou a um subconjunto do vetor x contendo

somente os elementos de interesse. O exato significado é sempre claro para o contexto.

O processo todo constitui-se, na verdade, de uma maneira criativa e muito rapida
de localizagdo dos elementos dentro da matriz, sem necessidade de pesquisa, fazendo uso de
uma tabela chamada Path Table, que ¢ definida como uma lista ordenada dos elementos nfio
zero para as colunas de L (ou linhas de U') e apresenta, para cada n6 da coluna k da matriz

L (ou linha k da matriz U), o préximo elemento néo zero.

Os métodos de vetores esparsos constituiram um icone no estudo das técnicas de
esparsidade; pois, grande parte das pesquisas posteriores basearam-se em seus conceitos.
Estes sdo completamente gerais e podem ser aplicados em associagdo com outras técnicas ou

a qualquer programa que busque a solug#io de sistemas lineares utilizando vetores esparsos.

Ainda no mesmo ano, 1985, ALVARADO, MONG & ENNS seguem com a idéia
de Vetores Esparsos, sugerindo um algoritmo para a solugie da maioria dos problemas de
curto circuito, onde faltas simultineas em paralelo combinadas com saidas, linhas ndo
balanceadas, cargas e faltas em série podem ser resolvidas com a mesma tranqiiilidade que
uma simples falta trifasica. Tal algoritmo foi considerado computacionalmente eficiente,
pois utilizava-se de compensagéo e solugSes esparsas forward e back. A implementagfio do
algoritmo € um diferencial; pois, utilizando-se das possibilidades computacionais da época,
permitiu ao usudrio interagir com a maquina, através de simulagdes em seu monitor,

fazendo uso de macros que o programa oferecia.
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Em fevereiro de 1986,' CHAN & BRANDWAIJIN introduziram dois novos métodos
de atualizagfio dos fatores LDU da matriz através de refatoragfio parcial. Ambos os
métodos, identificados como PRI e PR2, tém grande impacto sobre aplicagdes nas quais a
fatoragfio da matriz representa significativa porcentagem do esfor¢o computacional. Muitos
problemas em sistemas de poténcia caem nesta categoria, destacando-se: o fluxo de poténcia
por Newton; desacoplado rapido; andlise de seguranga, estabilidade transitéria, fluxo de
poténcia O6timo e estimagdo de estado. Seu uso apropriado, aliado a uma programagio
habilidosa, podem melhorar significativamente as aplicagdes citadas. No caso da solugédo do

fluxo de poténcia por Newton, a velocidade chega a ser duplicada.

Estes dois métodos estdo intimamente relacionados aos conceitos de vetores
esparsos (path’s), recentemente abordados. O desenvolvimento de ambos foi motivado pela
observag¢do de que as alteragGes em uma linha/coluna da matriz afetam somente um pequeno
subconjunto de linhas/colunas subseqiientes. Estdo baseados em outros cinco métodos de
refatoragio, que produziam resultados inferiores: Refatoragio Completa, Métodos de
Cqmpensaqﬁo, Refatoragdo Parcial Simples, Refatoragdo Parcial Simples com Ordenagéo

Especial e Método de Benett.

As melhorias dos métodos de refatoragfo parcial 1 e 2 originam-se de dois

atributos:

1. A matriz original é ordenada sem considerar as modificagdes futuras. Nenhum
noé escapa da ordenagdo esparsa direcionada.
2. Os métodos de vetores esparsos sio usados para identificar os fatores da matriz

afetados pelas mudangas da mesma. Somente estes fatores sdo atualizados.

As diferengas basicas entre PRI e PR2 sio:
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- O primeiro usa o path para, seletivamente, refatorar um subconjunto de
linhas/colunas da matriz;

- O segundo usa o path para, seletivamente, atualizar os fatores da matriz.

Nos testes realizados para grandes matrizes simétricas do tipo admitincia,
verificou-se que PR2 é mais rapido que PRI, se as modifica¢des da matriz sfo de rank menor

ou igual a 8. Caso contrario, PRI € mais eficiente.

No ano de 1988, trés novos métodos de ordenagio foram introduzidos. Dois deles
de GOMEZ & FRANQUELO, visam a melhoria dos métodos de vetores esparsos e

estabelecem comparagbes com o algoritmo de minimo grau (TINNEY 2).

BETANCOURT, por sua vez, oferece um novo esquema de ordenagéo para
trabalhar em conjunto com a refatoragdo parcial. Trata-se de um algoritmo heuristico

baseado em simples manipulagdes de grafos.

Seguindo com as pesquisas sobre refatoragio parcial, RISTANOVIC’,
BJERLOGRLIC” & BABIC’ (1989) propdem varias melhorias analiticas € computacionais
as aplicagdes com esparsidade, apresentando um novo método de refatoragfio parcial da
matriz (PMR) e algoritmo de ordenagfo. A metodologia proposta € aplicada ao fluxo de
poténcia desacoplado rapido que inclui o tratamento das violagdes fap’s - ULTC e geragio

de poténcia reativa nas barras PV.

De acordo com os autores, o método proposto ¢ mais rapido que os existentes,
principalmente para casos de um nimero razoavelmente pequeno de mudangas simultineas.
Usando conceitos de vetores esparsos, ndo requer pesquisa durante a refatoragdo nem a re-

leitura de colunas e linhas do path de fatoragéo.
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O algoritmo de ordenag¢fio que incrementa a eficiéncia do método ¢ tal que, a cada
passo, o nd pivd € aquele que minimiza os fill-ins e o numero de operagdes de ponto

flutuante sobre os path’s de fatoragéo.

Em associag¢fio ao método ha a criagdo de um programa muito rapido para o fluxo
de carga on-line. Quando técnicas de compensagio média para simulagio de
remogio/adi¢do de linhas sdo incorporadas, o programa proposto € muito conveniente para

andlise de contingéncia AC completo.

No trabalho desenvolvido por ENNS, TINNEY & ALVARADO (1990), as
propriedades estruturais e computacionais das matrizes esparsas sfo analisadas,
especificamente as relacionadas com as inversas dos seus fatores produzidos durante a
fatoragdo ou decomposigdo, enfocando também a partigio das matrizes para reduzir a
formagdo de elementos nfo zero nos fatores inversos. Estes fatores sdo também esparsos e
emprestam-se a operagdes paralelas na fase de solugdes diretas ou repetidas dos problemas.
Todas as multiplicagdes necessarias para as solugdes repetidas podem ser executadas em
paralelo, usando os fatores inversos, enquanto a fatoragiio € um processo essencialmente

serial.

Neste trabalho também foi introduzido um novo esquema de ordenagéo conhecido
como ESQUEMA W. Este surgiu dos esforgos pela busca de melhor desempenho dos
métodos de vetores esparsos pela redugdo do comprimento médio do path de fatoragdo

durante as solugGes repetidas.

Assim sendo, verifica-se que, para grandes problemas de redes de poténcia e
também elementos finifos, 0 novo esquema de ordenagéo proposto € bastante benéfico para

muitas solugdes repetidas com vetores esparsos.
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Também no ano de 1990, ALVARADO, YU & BETANCOURT propuseram a
solugdo da eq. 2.3 pela construgdo de componentes fatoradas das inversas de L ¢ U (fatores

triangulares de A), baseada na idéia das matrizes ¥ particionadas.

Este trabalho descreve um novo procedimento com matrizes esparsas que agrupa
quatro itens: ordenagfo, parti¢8o, constru¢do das matrizes W e uso das matrizes W a0

invés de solugbes repetidas.

A metodologia proposta esta inteiramente relacionada aos métodos de vetores
esparsos. Segundo os autores, € possivel ter “zero” fill-ins através dos algoritmos de inversa
particionada com surpreendente baixo custo computacional. Um acesso a parti¢do W sem
produzir elementos adicionais estd baseada no path graph associado ao sistema. Se todos os
nés do mesmo nivel sfo numerados primeiro que todos os ndés do proximo nivel,
particionando a matriz de acordo com os niveis resulta em nenhum fill-in em W, desde que
os nos dentro de uma partigdo nfio sejam predecessores de oufros. Dependendo .da
necessidade, quando nenhum fill-in é produzido, o niimero de parti¢bes varia de 6 a 15; se
20% de fill-in sdo permitidos, entdo o numero de partigdes pode ser menor que 3. Portanto, a

partigfo € a chave da eficiéncia do método.

Retomando a conceituagdo dos métodos dos vetores esparsos em toda a sua
plenitude, BACHER, EJEBE & TINNEY (1991) apresentaram quatro novas técnicas
denominadas “Aproximac¢io do Vetor Esparso”, especialmente aplicaveis para grandes
problemas de redes de poténcia para os quais a rapidez das solugdes € particularmente
importante e também € vantajoso preservar um certo montante de precisdo para aumento da

velocidade.
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Os métodos de vetores esparsos aumentam a velocidade dos algoritmos usando o
principio de “pulos” de operagdes. Por exemplo, ele pula as operagdes nulas na substituigio
Jorward dos vetores esparsos; pula as operagdes desnecessérias na substituigio back para
certas selegdes e pula operagdes nulas na modificagdo dos fatores da matriz para refletir as
mudangas da matriz. Assim, pular operag@es cujos resultados sdo suficientemente pequenos,
de acordo com alguns critérios pré-definidos (e que n#o podem ser negligenciados), constitui

a base das técnicas de aproximago.

Das quatro técnicas apresentadas, trés sdo aproximagdes das técnicas de vetores
esparsos ja estabelecidas: SKIP FORWARD (Fast Forward), SKIP BACK (Fast Back) e
SKIP FACTOR UPDATE (Factor Update). A quarta técnica, SKIP BACK BY COLUMNS, é
inteiramente nova e néo tem correlagfio com os vetores esparsos, sendo uma aproximacio da

substitui¢do back cheia por colunas.

Pode-se dizer, assim, que as técnicas de aproximagio do vetor esparso
suplementam, mas nfo substituem, as técnicas de vetores esparsos. O uso de uma ou outra é
particularmente especifico aos problemas. Em geral, para grandes aplicacdes, as técnicas de

aproximagio apresentam resultados mais vantajosos.

VEMPATI, SLUTSKER & TINNEY (1992) associam os métodos de vetores
esparsos a fatoragdo ortogonal, a mais estdvel estratégia numérica, para estimagio de estado
de sistemas de poténcia, originando os Métodos de Vetores Esparsos Ortogonais. Estes
agilizam os algoritmos de estimagfo ortogonal de diversas maneiras. Trata-se de uma técnica
muito particular para problemas peculiares de estimagéio de estado e ]oca]izac;ﬁo adaptativa,

néo sendo indicado para outras situagdes.
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ZANG & TINNEY (1995) retomam os estudos dos métodos deA refatoragdo parcial
apresentando uma nova vers#o de um programa especifico para esta técnica, com alteragGes
em sua formulagfio, tornando-o mais veloz no processamento das solugdes de redes, pois
elimina todas as restrigdes sobre algum numero ou tipo de mudang¢a nos pardmetros ou
topologia da rede. N&o envolve aproximagdes, transgressdes exatas de modelos, mas

preserva a esparsidade da matriz,

Tal como as técnicas de esparsidade, a refatora¢éo parcial €, primariamente, uma
técnica de programagdo e, para tanto, os autores sugerem uma maneira de implementar esta
nova versfo, dando detalhes sobre armazenamento, concentrando-se na modelagem e uso de
vetores indexados bésicos e adicionais e, ainda, aspectos sobre a programagio em si, onde as
técnicas de listas encadeadas padrfio sfio ufilizadas para guiar todas as operagdes de

fatoragéo.

As vantagens da nova versdo dependem da sua aplicagédo a problemas especificos,

rendendo, para tais, grande economia de tempo de processamento.

Introduzindo mais um pacote de cddigos para solugdo de sistemas lineares
esparsos, DUFF & REID (19962) discutem a metodologia do MA47 (1995), um conjunto de
rotinas especifico para o caso indefinido, cuja matriz A € simétrica € tem um significativo

nimero de zeros na diagonal.

Dentre as rotinas desenvolvidas pelos autores, a MA27 (1982) - indicada para
solugdo de sistemas simétricos - pode ser considerada a predecessora da atual. Aquela utiliza
uma técnica de solugdo multifrontal e necessita de adaptagdes para o manuseio de matrizes
indefinidas. Na fase preliminar de analise, que escolhe a seqiiéncia de pivoteamento a partir

do modelo de esparsidade, assume-se que a matriz é definida; entfo, todas as entradas da
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diagonal sfio diferentes de zero. Para o caso indefinido, esta seqiiéncia de pivoteamento é
modificada na fase de fatoragfio para manter a estabilidade pelo retardamento no uso do
pivo, se € muito pequeno, ou substituigio de dois pivds por um bloco 2 x 2. Os problemas,
cuja matriz possui zeros na diagonal, submetidos ao MA27, encontram dificuldades com
relagdo aos fill-ins que, durante a fase de fatoragfo, aparecem em quantidade
significativamente maior que o previsto na fase de analise. Assim, devido a casos especiais
como este, é que o codigo MA47 foi adotado. Também usa um método multifrontal e, gragas
as suas especificidades, oferece muitas oportunidades para simplificagdo no manuseio dos
problemas com grande melhoria na eficiéncia e velocidade de execugdo, particularmente em

maquinas vetoriais € paralelas.

O pacote € composto por quatro subrotinas:

INITIALIZE: atribui valores-padrﬁo para os vetores, que juntos controlam a

execugio do pacote;

- ANALYSE: acessa o modelo de esparsidade de 4 e escolhe um bloco de pivos.
Também calcula outros dados necessarios a fatoragio;

- FACTORIZE: acessa a matriz A junto com o conjunto dos blocos de pivds
recomendados. Executa a fatoragie incluindo permutagdes adicionais,
necessarias para a estabilidade numérica;

- SOLVE: utiliza os resultados da subrotina anterior para apresentar a solugéo do

sistema.

A inten¢fo original dos autores era substituir o cdédigo MA27 pelo MA47,
entretanto este ultimo foi penalizado por sua complexidade adicional de ndo ser capaz de
aproveitar-se das vantagens estruturais da matriz. Em testes realizados para um conjunto de

dez matrizes com zeros na diagonal da colegdo de matrizes esparsas Harwell-Boeing -
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DUFF, GRIMES & LEWIS (1992), houve oscilagéio entre os resultados dos dois cddigos:

ora 0 MA27 tinha um desempenho melhor, ora 0 MA47.

Em suma, estes resultados indicaram que a eficiéncia do MA47 € muito dependente
dos detalhes de montagem da estrutura da arvore associada & matriz. De qualquer forma,

para problemas bem comportados, sua eficiéncia € indiscutivel.

Visando & obtengdo de melhores resultados com o método dos vetores esparsos,
LEE & CHEN (1993) propdem um novo algoritmo de ordenagio que minimiza localmente o
aparecimento de novos elementos na inversa da matriz friangular inferior durante o processo
de fatorago. Nos testes realizados para comprovar a eficiéncia do método, os autores
concluiram que o mesmo também ¢é de grande utilidade no desenvolvimento dos métodos de

refatorago parcial.

DUFF & REID (1996b) descrevem os principios de funcionamento do pacote
MAA48 (1993), também destinado a solugdio de sistemas assimétricos, tal qual o MA18 e
MAZ28. Segundo os autores, cada novo pacote visa substituir os anteriores, objetivo esse nem
sempre alcangado, por problemas de ordem técnica. Assim, existem usudrios distribuidos

pelo mundo, utilizando as mais variadas versdes dos codigos MA.

As inovagdes introduzidas no codigo do MA48 estdo relacionadas a reestruturagio
das fases simbolica e numeérica com o incremento da velocidade e necessidade de
armazenamento, sem sacrificar a estabilidade numérica. Tais caracteristicas sdo atribuidas

aos itens abaixo relacionados:

- o algoritmo € rapido e robusto;

- ainterface é amigivel;
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- 0 cddigo muda o processamento para matriz cheia quando a matriz reduzida é
suficientemente densa, usando Subprogramas de Algebra Linear Basica
(BLAS), niveis 1,2 e 3 (DONGARRA etal., 1990);

- a sequiéncia de pivoteamento é normalmente escolhida automaticamente, de
qualquer parte da matriz, mas ainda pode ser limitada & diagonal ou ainda ser
especifica;

- caso a alocagdo de espago de armazenamento seja insuficiente, o algoritmo
evolui até o final para estimar a por¢fo necessaria;

- 0 codigo determina os blocos triangulares e faz uso deles;

- matrizes singulares ou retangulares sdo permitidas;

- refinamentos iterativos da solugdo estio disponiveis para melhorar a precisio ou

estimacgdo do erro.

O coragio do MA48 enconfra-se em uma subrotina separada chamada MAS50, que

¢ acionada para efetuar o processamento numeérico dos blocos de 4.

Dois novos métodos de ordenac¢fio - MFI1 e MFI2 - que podem ser usados para
reduzir o nimero de elementos nos fatores inversos da matriz esparsa, foram propostos por
WANG & GOOI (1997). Estes séo baseados na diagonalizagio de A através do uso de uma
matriz de transformagfio C. Ao invés da convencional decomposi¢do LDU, seguida de uma
série de multiplicagdes pela matriz ', a matriz C gera, em somente um simples estagio,

uma nova seqiiéncia de nods para a rede e todos os elementos desta.

Continuando com suas pesquisas sobre algoritmos de ordenagfo, GOOI & WANG
(1998) propdem mais dois novos: MFI1-ML e MFI2-ML, também baseados na matriz de
transformagio C. O desempenho destes, e dos dois propostos anteriormente, foi comparado

com outros sete algoritmos de ordenagfio para cinco sistemas. Em termos de tempo de
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computagfo através da solugfio via método dos vetores esparsos, os resultados obtidos dos

algoritmos propostos para todos os sistemas foram sempre os menores.

No trabalho desenvolvido por ALVES, ASADA & MONTICELLI (1999), uma
andlise critica foi realizada sobre a comparagio do desempenho de métodos diretos e
iterativos de solugdo de sistemas lineares, para o calculo do fluxo de poténcia e andlise de

contingéncia.

Inicialmente, algumas diferengas bésicas entre os dois métodos sfio apontadas pelos

autores:

- por métodos diretos entende-se préservag:z’:io da esparsidade na eliminagio de
Gauss baseada em aproximagdes; por meétodos iterativos entende-se o pré-
condicionamento dos métodos de Gradiente Conjugado, tal como os baseados
na fatoragdo incompleta da matriz 4 (como Cholesky incompleto e pré-
condicionadores Ky );

- os métodos iterativos sdo bem maleaveis quando utilizados com paralelismo e
vetorizagdo; os métodos diretos s3o conhecidos por serem mais rigidos para se
encaixarem nas operacgdes em paralelo;

- o0s esquemas de ordenagfio para preservagio da esparsidade sHo uma parte
crucial dos métodos diretos (TINNEY 2) e estfdo inteiramente relacionados a
fatoragdo completa dos coeficientes da matriz A; para os métodos iterativos, os
esquemas de ordenagdo ndo sdo normalmente aplicdveis, pois estes sdo
baseados na fatoragdo incompleta;

- enquanto o objetivo dos métodos diretos €, geralmente, minimizar o

armazenamento ¢ o nimero de operagdes aritméticas, o foco dos métodos
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iterativos, onde os fill-ins ndo sio considerados, estd relacionado com os

parametros da rede e estrutura da matriz.

Para que fosse possivel, € mais significativa, a comparagio entre os métodos direto
e iterativo, foi necessirio submeter os testes as mesmas céndi(;ﬁes gerais, sendo, a
ordenagdo, o ponto critico. Por este motivo, um novo esquema de ordenagdo, adequado ao
método iterativo, foi proposto pelos autores. Segundo eles, este novo esquema traz para os
meétodos iterativos os mesmos beneficios que o esquema de TINNEY 2 traz para os métodos

diretos.

Embora a comparagdo fosse importante, a causa principal do novo esquema de
ordenagéo foi funcional, isto €, a preocupagdo com a convergéncia do método do Gradiente
Conjugado Pré-condicionado, pois apesar dos fill-ins nfio serem considerados, os parimetros
da rede podem levar a divergéncias. Assim, o algoritmo “Minimum Spanning Tree” foi
aplicado. A idéia fundamental do mesmo € obter uma arvore extendida contendo as ligagées
mais fortes da rede e entfio numerar os nés da drvore de maneira que as extremidades da
arvore sdo processadas primeiro; uma vez que as .extremidades sdo processadas, as mesmas

sdo descartadas e novas extremidades séo numeradas até néo restar extremidade alguma.

Os testes foram realizados levando em consideragdio o método iterativo do
Gradiente Conjugado Pré-Condicionado aliado ao novo esquema de ordenag@o proposto e o
método direto aplicado foi baseado em procedimentos da eliminagdo gaussiana em
associagdo com o esquema de ordenagfio TINNEY 2. Os sistemas submetidos aos métodos
foram IEEE-30, IEEE-57, IEEE-118, IEEE-300, BR-810, BR-1663 e a conclusio geral é
que os métodos diretos ainda sfo mais rapidos, apesar de os métodos iterativos serem mais
faceis de implementar. Um fato interessante observado foi que, mudando de maquina, o

método iterativo dava melhores resultados, pois a arquitetura desta outra maquina (RISC)
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tinha algumas caracteristicas que favoreciam a implementagdo dos produtos internos de

vetores, necessarios aos métodos de Gradiente Conjugado Pré-Condicionado.

Dessa maneira, gragas as comparagdes, um novo esquema de ordenagéio, baseado
na fatoragio incompleta, foi sugerido e, ainda, um novo esquema de pré-condicionamento,
baseado na fatoragfio completa, foi utilizado especificamente para problemas de anélise de

contingéncia.

Em 2000, dentre varios novos pacotes, a Biblioteca de Subrotinas Harwell
publicou mais dois relativos a resolugédo de sistemas esparsos, que se encaixam nos padroes

de problemas de sistemas de energia elétrica. Séo eles:

- MAST: resolve sistemas de equagdes cuja matriz € esparsa, simétrica ¢ ndo
definida. E considerada uma atualizagio da rotina MA27 (1982). A principal
vantagem ¢ o uso da BLAS nivel 3 (DONGARRA et al.,, 1990). Além disso,
somada & funcionalidade do MA27, este novo cddigo inclui: a capacidade-de
reiniciar a fatoragdo apds uma parada por deficiéncias de memoéria; a
incorporago da estratégia de modificar a matriz para definida positiva durante a
fatoragfio; salvar multiplos vetores b; retornar estimativas de erroc e executar
refinamentos iterativamente.

- MAG67: resolve sistemas de equagGes cuja mafriz € esparsa, siméfrica, nfo
definida e com zeros na diagonal, freqiientemente originadas por problemas de
otimizagdo. Este usa as idéias do MA47 (1995), que tinha a desvantagem de
explorar 0 modelo de esparsidade antecipadamente, ndo sendo muito eficiente
para a fatoragdo atualizada com niimeros reais. O MAG7 evita isto pela

avaliagio numérica dos elementos, quando da escolha da seqiiéncia de

pivoteamento.



4 - ORDENACAO

Nzo se pode falar em “Técnicas de Esparsidade” sem citar a metodologia da
ordenag#o. Esta ndo € somente uma parte integrante das técnicas, por vezes chega a ser seu

amago.

Por este motivo, este capitulo é destinado & exploragio dos esquemas de ordenagio

empregados nas varias técnicas abordadas.

4.1 - Aspectos Gerais da Ordenacéo

Na busca da solugo de um sistema esparso através da Eliminagdo de Gauss (ou

redugio & forma triangular), o objetivo normal ¢ escolher uma seqiiéncia de
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pivoteamento na qual o nimero de operagdes aritméticas e/ou o niimero total de elementos

gerados adicionalmente durante o processo - fill-ins - seja minimo.

O termo ordenagéo € bastante abrangente, uma vez que representa a associagio dos
efeitos da seqiiéncia de operagdes no processo da eliminagfio Gaussiana ao processo de
redugdio fisica da rede elétrica. Pode-se dizer que a ordenagio da matriz esparsa €
simplesmente a renumeragdo dos nés em um grafo para modificar as caracteristicas da

matriz correspondente.

Enfim, independente do termo empregado, o processo da ordenagfio tem trés

finalidades marcantes:

- o controle da precisdo numérica visando a manuten¢io da estabilidade do
sistema;
- apreservagio da esparsidade da matriz;

- aotimizagio das estruturas de dados.

Em geral, estes objetivos nfo sfio compativeis. No entanto, a natureza fisica das
redes elétricas e a precisdo numérica dos computadores, tende a eliminar a preocupagio
excessiva com eficiéncia numérica e aumentar a necessidade de exploragio da esparsidade e

capacidade de armazenamento.

Dessa maneira, a seqiiéncia na qual as linhas sdo processadas € determinante na

aplicagdo das técnicas de esparsidade.

Tomando como exemplo a rede da figura 4.1, observa-se que a mesma consiste de

4 barras independentes numeradas de 1 a 4, sendo 0 a barra de referéncia.
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FIGURA 4.1 - Rede com 5 nos

A matriz YBARRA, associada a rede exemplo, € expressa em (4.1).

1 2 3 4

X X X X 1 (4.1)
X X 2

Y =
X X 3
X X 4
A eq. (4.2) apresenta a matriz Y ap6s a redugfo da primeira linha.
1 (4.2)

® ® b N
®  ® X
MR ®

Observa-se na matriz ¥’ que, durante o processo de  eliminagiio, foram

introduzidos elementos onde, inicialmente, ndo existiam. Tais elementos estfio representados

na matriz (4.2) pelo simbolo & .
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Seguindo com o processo de redugdo a forma triangular - eliminacio - obtém-se, ao

final, a matriz4 - triangular superior - como segue:

1 X (4.3)
1

X
®
1

- ® ® X

Verifica-se que as operagdes de redugdo foram executadas na ordem em que a
matriz foi, inicialmente, disposta. Fazendo, entdio, o processamento da quarta linha em

primeiro lugar, que € equivalente a fazer a inversdo das linhas e colunas 1 e 4, obtém-se a

matriz representada em (4.4):
4 2 3 1 -
X |4 o)
X X |2
P e
X X |3
X X X X |1

As proximas matrizes (4.5) e (4.6) apresentam, respectivamente, os resultados
apos o processamento da primeira linha (quarta linha, na realidade) - matriz ¥’ - e,

finalmente, a matriz triangular superior A4 :

@.5)

S
SESESES
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Em comparagdo com a matriz ¥’ do item (4.2), nfio houve acréscimo de novos

elementos ap6s a eliminagio efetuada na primeira linha.

(4.6)

— N

Estes dois exemplos demonstram como a seqiiéncia de operagdes ou rearranjo das
linhas e colunas influenciam no ntimero de operagdes e aparecimento de novos elementos.
Em numero de operagdes, para o pﬁmeiro exemplo foram necessarios: 4 divisGes, 6
multiplicagdes e 10 multiplicagdes-adigbes e, em'termos de memoria, ao menos 6 palavras
de computador. O segundo exemplo, no entanto, necessitou de 4 divisGes, 3 multiplicagdes ¢

3 multiplicagdes-adigdes e, ainda, 3 palavras de computador.

E importantissimo salientar que as duplas de matrizes representadas em (4.1) e
(4.4) e em (4.3) e (4.6) sdo, respectivamente, equivalentes entre si, € ainda, que os efeitos da
variagio da seqiiéncia de linhas e colunas no processo de redugdo 4 forma triangular, sdo
interpretados como a redugdio fisica da rede elétrica, no qual as barras sdo eliminadas

segundo a ordem dada pela nova seqii€ncia.

Assim, as redugdes da rede exemplo da figura 4.1, efetuadas de duas maneiras

diferentes, conforme mostraram os exemplos, podem ser representadas como na figura 4.2.
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(a) (b) ()

FIGURA 4.2 - Exemplo de reduc¢fio de uma rede - eliminac¢io de uma barra

(a) Rede Original (b) Rede Reduzida - 1° exemplo (c) Rede Reduzida - 2° exemplo

4.2 - Esquemas de Ordenacéo

Historicamente, os primeiros estudos relatados a respeito de ordenagéio da matriz
esparsa em sistemas de poténcia estdo relacionados a MARKOWITZ (1957); TINNEYr&
SATO (1963); GAMM, KRUMM & SHER (1965) e TINNEY & WALKER (1967).
Apesar de todos terem sido apresentados como algoritmos “6timos” de ordenagdo, nenhum
atingiu o objetivo no sentido global e aqueles que mais se aproximaram foram denominados

Pseudo-dtimos.

A mais antiga das técnicas conhecidas - MARKOWITZ (1957) - proposta para
matrizes assimétricas, escolhe como pivd, a cada estagio, um elemento diagonal nfio zero
que tenha o menor niimero de ndo zeros nesta linha. Este mimero de nfo zeros € o nimero na
matriz reduzida antes do comego do estigio e serd, em geral, diferente do mimero inicial da

linha.
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Para implementagéo do critério de MARKOWITZ, ¢ necesséario o conhecimento
do modelo de esparsidade da submatriz reduzida a cada estagio da eliminagfo. Isto requer
acesso as linhas e colunas, pois as posi¢Ges das entradas nfo zero da coluna do pivd sio

necessarias para determinar quais linhas mudaram.

Estudos posteriores realizados por TINNEY & SATO (1963) e GAMM, KRUMM
& SHER (1965) mostraram a ordenag?o através do Esquema de Matriz de Banda. O objetivo
deste esquema era restringir os elementos da matriz a uma faixa estreita ao redor da diagonal
principal ou, alternativamente, ao redor da diagonal secundaria. Seu intuito era isolar os
elementos ndo zero da matriz em regides relativamente pequenas para poderem ser
armazenadas de maneira méis compacta na memoéria do computador, ao invés da matriz

inteira. A figura 4.3 ilustra o modelo geral de matrizes de banda.

@ ®)

FIGURA 4.3 - Formas da Matriz de Banda

(a) Banda na Diagonal Principal  (b) Banda na Diagonal Secundaria

O maior prejuizo deste esquema é que a matriz de banda pode ainda ser esparsa,

porém tende a tornar-se solidamente cheia durante o processo de eliminagdo. Esta dbvia
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desvantagem pode ser reduzida pela proposta de banda Otima, entretanto ndo €

computacionalmente atrativa.

Levando em consideragdo os estudos anteriores, TINNEY & WALKER (1967)
propuseram trés esquemas mais eficientes que o Esquema de Banda e, portanto, muito mais
utilizados. Tais esquemas s3o aplicaveis para matrizes simétricas e, com certeza, encontram

seus pivos na diagonal, produzindo, assim, uma fatoragio estavel. -

1 - ESQUEMA A ou 1 : conhecido como ordenagfo estatica. Nele, a ordenagéo é
feita segundo o menor niimero de elementos diferentes de zero nas linhas (ou
colunas). Se duas ou mais linhas (colunas) apresentam a mesma quantidade de
elementos, a escolha entre elas é arbitraria. A classificagéio € feita somente uma
vez, sobre a matriz original, seguindo-se a elimina¢fio em ordem crescente do

nimero de elementos em cada linha ou coluna.

2 - ESQUEMA B ou 2: chamado de ordenagio dindmica. Aqui a ordenagéo ¢ feita
para a matriz original, segundo o menor nimero de elementos diferentes de zero
nas linhas (ou colunas). Cabe aqui, também, a escolha arbitriria, como
referenciado no esquema A. A cada fase do processo de eliminagdo, nova

classifica¢do é realizada e assim, sucessivamente, até o final do processo.

3 - ESQUEMA C ou 3: também conhecido como ordenagdo dindmica. A cada
passo do processo, ¢ escolhida para ser eliminada a linha (ou coluna) que, se
eliminada, introduza um nimero minimo de elementos na matriz resultante. Se

mais de uma linha (coluna) se qualificar, escolhe-se arbitrariamente. Este



Capitulo 4 - Ordenagio 66

critério envolve uma simulag@io experimental de todas as possiveis alternativas

do processo de eliminagfo a cada passo.

Dos trés esquemas, pode-se dizer que 0 ESQUEMA 1 € o mais simples e também o
que fornece resultados mais modestos, apesar de ser bem melhor que uma renumeragio
aleatéria (observa-se uma melhoria de 4:1 sobre nenhuma ordenagdo). O ESQUEMA 2
apresenta melhorias considerdveis em relagdo ao 1, sem representar um acréscimo
significativo do custo computacional. Ja o ESQUEMA 3, que € o melhor dos trés, tem um

custo computacional que, em geral, ndo justifica as eventuais melhorias de ordenagdo.

Estes trés esquemas tornaram-se célebres e amplamente aceitos e empregados.
Ficaram conhecidos como TINNEY 1, 2 e 3, sendo que o 2 (0o mais popular) também ¢
referenciado como algoritmo de ordenagfio de minimo grau; pois, associando um grafo com
a matriz esparsa simétrica, esta estratégia cérresponde a escolha do no, para a préxima
eliminagdo, que tenha a menor quantidade de eixos conectados a ele. Pode-se dizer que a
ordena¢fio de minimo grau é uma ordenagio de MARKOWITZ aplicada ao problema

simétrico, dadas suas semelhangas (DUFF, REISMAN & REID - 1986, p.130).

Outras metodologias de ordenagfio sugeridas na mesma época - OGBUORIRI,
TINNEY & WALKER (1970); BERRY (1971) e HSIEH & GHAUSI (1972) - mostraram-se
eficientes somente para alguns problemas especificos. A primeira mostrou-se pratica para
sistemas superiores a 200 nos; a segunda relata que algumas estratégias locais de ordenagéo,
ao invés de minimizarem o aparecimento de novos elementos, as vezes o incentiva; a terceira
apresenta alguns conceitos probabilisticos para a pesquisa do pivd, visando & diminui¢do do
tempo extra de computagfo gasto para prever o aparecimento de fill-ins quando das

mudangas na matriz.
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DUFF & REID (1974) subdividem as técnicas de ordenagio/pivoteamento em duas

categorias:

- Estratégias de ordenag@o @ priori, em que as colunas (ou linhas) séio primeiro
ordenadas e, entfio, a cada estagio da eliminagfo, o pivo é escolhido de dentro
da primeira coluna da submatriz reduzida (figura 4.4). Neste caso a ordem ¢
escolhida diretamente do modelo de esparsidade original. Encaixa-se neste

caso o esquema de TINNEY 1.

- Estratégias de ordenagZo local, quando o pivd € selecionado dentre todos os
nfio zeros na submatriz reduzida - figura 4.4 - usando a estrutura de
atualizagdo mneste estigio da eliminagio. Envolve armazenamento e
atualizagdo do modelo de esparsidade da matriz remanescente. A técnica de
MARKOWITZ ¢ a mais popular das estratégias locais para casos assimétricos

seguida de TINNEY 2 para problemas simétricos.

U

A(k)

>4

FIGURA 4.4 - Submatriz reduzida antes do k-ésimo passo da Fatora¢io LU
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A tabela 4.1 apresenta resultados comparativos dos testes realizados pelos autores
para algumas matrizes assimétricas. Foram utilizados os dois tipos de estratégias, sendo a

local representada por MARKOWITZ.

TABELA 4.1 - Comparacgio de estratégias de ordenacfio sobre matrizes esparsas

assimétricas
MARKOWITZ ESTRATEGIA A4 PRIORI
Ordem da | Nimero de
A Multiplicacao/ Multiplicacio/
matriz elementos | Fill-in ! Fill-in
Divisdo Divisédo
100 394 584 3.526 1.035 8.105
100 297 199 830 363 1.532
54 291 90 737 184 1.243
57 281 34 505 127 871
199 701 686 3.189 2.066 16.069

Portanto, percebe-se claramente as vantagens da ordenagéo local.

No mesmo ano - 1974 - NAKHLA, SINGHAL & VLACH sugeriram um
algoritmo alternativo de ordenag@o, que se baseia no seguinte critério: a porgéo néo ordenada
da matriz atualizada € pesquisada para os elementos que criarfo, se escolhidos como pivd, a
minima quantidade de novos elementos. Se mais do que um elemento se habilita, o escolhido
¢ aquele que proporcionard o menor numero de opera¢des. Apesar de o método apresentar

proximo de 15,2% de fill-ins a menos, em testes com matrizes 30 x 30, comparado aos

algoritmos de BERRY e HSIEH & GHAUSI, o mesmo n#o se estabeleceu.

Também em 1974, HSIEH apresentou dois algoritmos de pivoteamento/ordenagio:

um deterministico e outro probabilistico. Ficou demonstrado que a aproximagio
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probabilistica oferecia vantagens explicitas em termos de tempo da ordenagfio e total de
operagdes. Seu desenvolvimento foi baseado na disposigfio aleatéria dos elementos em
grandes matrizes. Para matrizes pequenas, entretanto, o algoritmo deterministico mostrou-se

até dez vezes mais rapido que o outro.

Apos a infrodugdo dos métodos de vetores esparsos por TINNEY, BRANDWAJN
& CHAN (1985), alguns métodos de ordenagéio especificos vieram completa-los. Um destes
foi sugerido por GOMEZ & FRANQUELO (1988a) e intitula-se Ordenaciio por Nés. O
método ¢ dividido em trés algoritmos que objetivam a melhoria da esparsidade de U ' sem

sacrificar a esparsidade de U.

Considerando a fatoragdo simétrica da matriz, tem-se U * U, entio uma nova matriz

F=U'+U é chamada de filled graph (Gg) e serd usada oportunamente.

Como toda a fundamentagio conceitual do método € baseada nos vetores esparsos,
a Teoria dos Grafos é aqui plenamente explorada. Assim, se um elemento a; € escolhido
como pivd e € eliminado, o grafo reduzido associado com a matriz reduzida ¢ obtido do
grafo original pela exclusdo do vértice i e arcos incidentes e adigdo de arcos entre alguns

pares de vértices que sfio vizinhos de 7, mas nfio vizinhos entre si,

Dessa maneira, um exemplo de sistema de 14 nds (figura 4.5) foi submetido,
inicialmente, a ordenag¢do T-2 (o nd 1 é desconsiderado), e depois aos trés algoritmos

relativos ao método. Os resultados foram comparados entre si e com T-2.
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12345678 910111213
8 1 o o
3 2 o o °
2 3 . o
? g . : . . 22 elementos
4 6 ° e O
]? g - « elemento original
1% 190 °. ? L o elemento fill-in
6 11 * 90
13 12 o °
14 13 e

FIGURA 4.5 - Estrutura de esparsidade da matriz U (14 nés - ordenagio T-2)

O path graph para esta rede, que compactamente descreve todos os path’s, €
mostrado na figura 4.6. Este grafo € uma arvore com senso de diregdo de baixo para cima

para FF e o contrério para FB.

FIGURA 4.6 - Path Graph

Ha um relacionamento entre este path graph ¢ a estrutura de esparsidade de U ™
Os nds pertencentes ao k-ésimo noé do path coincidem com as colunas nio zero da k-€sima

linha de U (figura 4.7).
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FIGURA 4.7 - Estrutura de esparsidade de U™ (ordenaciio T-2)

Cada permutagio da ordenagio por nés, na qual todo né ¢ numerado depois de seus
predecessores, néo altera a forrna da 4rvore e o nimero de elementos em U e U, somente
resulta na relocaciio destes elementos. Conseqiientemente, o esforgo necessario para executar
os processos de forward e backward permanecem inalterados. Entretanto, se uma variante
do método que usa o vetor completo (q_uc considera a dire¢do de entrada em &) € usada, o
esforgo computacional serd diferente. O algoritmo T-2 normalmente agrupa os elementos na
parte inferior direita de U, porém uma distribuigio mais regular destes elementos pode ser
adquirida, se os nds sio renumerados por exaustdo de cada ramo da 4rvore antes de agregar
os outros, levam em consideragio a regra de precedéncia acima mencionada. Para o vetor
esparso, o niimero médio de operagdes necessarias para executar esta habil variacéo, € muito

pequeno.

Como ja observado, o objetivo do método dos vetores esparsos € fazer com que Ue
U~ permanegam tdo esparsas quanto possivel, assim o niimero de elementos em U~ esta
diretamente relacionado & média entre os path length. Ja o nimero de elementos em U,
relaciona-se 4 média de multiplicagBes/adigdes dos processos de substituigao forward ou

back sobre cada linha.
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Assim, os trés algoritmos sfo descritos a seguir, precedidos do algoritmo T-2.

Para tanto, destaca-se o significado dos vetores utilizados nos mesmos:

- fi) = posi¢fio do né i na ordenagfo final. Inicialmente é zero. f{i) = 0 significa
que o no i ainda néo foi considerado;

- D(i) = grau do né i no grafo reduzido, cujo valor inicial é o grau de cada n6 no
grafo original;

- B(i) = nimero de nés j adjacentes a i no grafo, tal que f{j) #0 e f{j) <f{i).
Inicialmente é zero;

- M(i) = maximo f{j), tal que j € adjacente a i no grafo e f{j) < f{i). Inicialmente

deve ser zero.

ALGORITMO DA ORDENACAO DE MINIMO GRAU (T-2):

w

Faca K = 1

Escolha um né i com £f(i)=0 tal que D(i) é minimo. As
ligagBes sdo quebradas arbitrariamente, embora para a
conveniéncia da programagdo, o primeiro ou o dltimo nd na
ordem natural, & o escolhido. Faca f(i) = k.

A cada j adjacente a i, tal que £(j)=0, faga D(j)=D(j)-1.
Para cada par de ndés m e n adjacentes a i, mas ndo
adjacentes entre si, tal que, f£(m)=f(n)=0, crie um novo
eixo unindo m e n e incremente D(m) e D(n) em uma unidade.
Se k=N, pare.

Caso contrério, faga k=k+l e va para o passo 2.

Os trés algoritmos propostos diferem do T-2 somente nos passos 2 e 3. Portanto, os

passos 1, 4 e 5 nfo serdo reescritos.
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ALGORITMO 1 (Al1):

1. Escolha um nd i com f£(i)=0 tal que D(i) & minimo. Se mais
do que um nd atende este critério, selecione um com minimo
B(i). Faga £(i) = k.

2. Para cada j adjacente a i, tal que, £(j)=0, faga D(j)=D(j)-
1 e B(j)=B(j)+1.

ALGORITMO 2 (A2):

-

2. Escolha um né i com f£(i)=0 tal que D(i) & minimo. Se mais
do que um ndé atende este critério, selecione um com minimo
M(i). Fagca £(1i) = k.

3. Para cada j adjacente a i, tal que, f£(j)=0, faga D(j)=D{(j)-
1 e M(j)=k.

ALGORITMO 3 (A3):

2. Idem a Al.
3. A cada j adjacente a i, tal que, £(j)=0, faga B(j)=B(j)+1.

A complexidade destes algoritmos é praticamente a mesma do T-2. Qualquer rotina

do T-2 pode ser adaptada para implementar estes algoritmos.

O sistema teste de 14 nds da figura 4.5 foi submetido & ordenagfio pelos
algoritmos Al, A2 e A3. Os resultados s#o descritos nas figuras 4.8, 4.9 ¢ 4.10,
respectivamente. Em comparagdo ao algoritmo T-2 (figura 4.7), nota-se que a esparsidade de
U™ é consideravelmente melhorada em todos os trés casos, especialmente em A3, apesar de

U apresentar-se um pouco menos esparsa neste caso.
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FIGURA 4.9 - Sistema de 14 nés ordenado pelo algoritmo A2

« e e o0 O eO e
el e © o0 eO o
b ° o0 ° °
Q e e e

D ® ® L]

s} ° °

~e °

w °

[Te] °

<t °

@ L

~N e

—e

CNOTNONORSTN®

T

oNw 13
o2V TunTalroo

U™ = 34 elementos

23 elementos

U=
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Comparando os trés resultados obtidos, observa-se que a principal debilidade do
algoritmo T-2 é o grande numero de ligagBes que aparecem em seu passo 2. A maneira
destas ligagbes serem quebradas ndo tem uma influéncia forte sobre a estrutura de
esparsidade de U (DUFF, ERISMAN & REID - 1986, Cap. VII), mas néo ¢ o caso quando
U™ ou, equivalentemente, a média do path lenght é considerada. Isto é, o procedimento da
estratégia T-2 depende muiﬁ’ssimo da ordem natural dos nos, o que nfo € uma caracteristica

muito favoravel para a eficiéncia.

Reconhecendo este fato, os trés algoritmos atuam de maneira diferente atingindo
resultados melhores, sendo que Al ¢ claramente superior aos outros (em média 20% menos
operagdes aritméticas), incluindo T-2, o qual é superado por A2 e, sob certas circunstancias,

por A3,

Dando prosseguimento ao estudo dos algoritmos de ordenagéo, os mesmos autores,
em artigo publicado em novembro do mesmo ano, introduzem uma nova estratégia visando a
melhoria do algoritmo TINNEY-2, denominada Grau minimo - Comprimento minimo -
MD-ML (Minimum degree - Minimum length). Esta usa o conceito de length do né no path
graph, que ¢ atualizado facilmente. Entdo, length de um né i € o comprimento méximo de
todos os nds que o precedem no path graph. Constatou-se, em comparagtes feitas com o

método anterior A1, que a estratégia MD-ML é muito melhor.

Em um sistema exemplo de 10 nds, figura 4.11, consideremos que osnoés 1, 8¢9
permanecem para serem eliminados e os outros ja o foram na ordem: 5, 10,4, 7, 2, 6 € 3,

como mostra a matriz U representada na figura 4.12.
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FIGURA 4.11 - Sistema de 10 nés

12345678910
5 1X X
10 2 X X
4 3 X X X
7 4 X o X X - elementos fora da diagonal
2 5 X XXX O -l :
6 6 X XXX - elementos fill-in
3 7 X X0X
1 8 XXO0
8 9 X X
g 10 X

FIGURA 4.12 - Estrutura de U segundo MD-ML

Assim, o filled graph, que representa a matriz da figura 4.12, é mostrado na figura

4.13.

FIGURA 4.13 - Filled graph antes dos nés 1, 8 e 9 serem eliminados
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As figuras 4.14(a), 4.14(b) e 4.14(c) mostram como o path graph cresceria se o0s

noés 1, 8 ¢ 9 fossem eliminados neste ponto, respectivamente.

FIGURA 4.14 - Crescimento do path graph considerando trés diferentes hipoteses

O método propde, como critério de quebra de ligagdes, o uso de um conjunto de
nés que precedem o nd sob consideragio no path graph. Isto é equivalente a minimizar

localmente o niimero de elementos ndo zero em U ™.

Seguindo esta estratégia, o né6 9 € o primeiro a ser eliminado - figura 4.14(c),
resultando no path graph mostrado na figura 4.15, onde os conjuntos de nés precedentes

estiio contornados. Observa-se que o préximo né escolhido € o 8 e por tiltimo o 1.

FIGURA 4.15 - Path graph antes dos nés 1 e 8 terem sido eliminados
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Uma analise cuidadosa das figuras 4.14 e 4.15 aponta para a necessidade de um

método de atualizag@o dos conjuntos precedentes para cada né eliminado. Este método foi

denominado, pelos autores, como MD-MNP - minimo grau-minimo nimero de

predecessores.

O algoritmo do MD-MNP ¢ apresentado a seguir, sendo acompanhado das

descrigdes dos vetores utilizados.

- P(i) - mimero de nds no path graph que precedem o né i. Inicialmente vale 1.

- F(i) - varidvel booleana. E verdadeira se o n6 i ¢ o iltimo né adicionado a
algum compoﬁente conectado no path graph, isto é, se o n6 i é um nd de
fronteira. Inicialmente vale F. Para os nés de fronteira, é necessério apenas

conhecer o P(k).

ALGORITMO MD-MNP:

w

Faca k = 1.

Escolha um né i com f(i) = 0, tal que D(i) & minimo. Quebre

as ligag¢des que aparecerem neste processo selecionando o nd

com minimo P(i). Faga f(i) =k, F(i) = ‘V’/,

Se k = n, fim.

Para cada j adjacente a 1 no filled graph, faca:

- Se f(j)=0 entdo faga P(j)=P(j)+P(i), D(j)=D(j)-1

- Se F(j)='V', entdo faga F(j)='F' e para cada m
adjacente a j, tal que, f(m)=0, faca P(m)=P(m)-P(j)

Para cada par de nés m e n , adjacentes a i, mas ndo a si

préprios, tal que f(m)=f(n)=0, crie um novo eixo unindo m e

n, e incremente D(m), D(n) em uma unidade.

Faca k=k+1 e va para o passo 2.

A figura 4.16 mostra os resultados da aplica¢io do algoritmo ao sistema de 10 nods,

que produziu uma ordenagio diferente.
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1234567 8910
10 1 X X
5 2 X X
4 3 X X X
; g X w ;(( 0 X - elementos fora da diagonal
> & X X X X O - elementos fill-in
6 7 X0 XX
3 8 X0X
8 9 X X
1 10 X

FIGURA 4.16 - Estrutura de U seguindo o algoritmo MD-MNP

Os testes comparativos realizados para quatro sistemas (118, 265, 448 e 661 nds)
apresentaram sempre os melhores resultados relativos, entre outros, a nimero de nio zeros
em U e U™, quantidade de operagSes de adigdo/multiplicagio no processo de fatoragio

completo e tempo de execugio da ordenagio, para o algoritmo MD-MNP.

As Unicas desva;r;tagens referem-se a maior dificuldade para calcular ou atualizar
os pardmetros dos conjuntos de precedéncia e ao fato de tratar-se de uma estratégia de
minimizag¢#o local. Usar o critério MNP como principal, retorna um nimero excessivo de
fill-ins, produzindo path’s mais longos. Por este motivo, ele somente é usado como critério

de quebra de ligagGes.

BETANCOURT (1988) refor¢a a pesquisa dos métodos de refatoragio parcial,
apresentando um método heuristico de ordenag@o baseado na simples manipulagdo de grafos
desordenados. Seu objetivo é minimizar o comprimento dos path’s de fatoragio, enquanto
preserva a esparsidade da matriz. Este método, aplicado & inversfio do fator triangular L,

reduz o nimero de elementos néo zero significativamente.

Este estudo ¢ limitado a matrizes simétricas e definidas positiva.
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Uma importante observagiio ¢ que durante o processo de eliminagiio, os elementos
da diagonal remanescentes na matriz reduzida determinam o comprimento do path no
k-ésimo passo da fatoragdo. O conceito de comprimento do vértice é similar ao grau, usado
para preservagio da esparsidade. Também assumem que a,, ¢ escolhido como pivé e que
ap@p; # 0 na matriz reduzida. Entdo, o comprimento /;, correspondente a diagonal a; no

k-ésimo passo, € dado por:

L=max{l,+1,1;} (4.1)

sendo /, o comprimento do pivd nesta fase da eliminagdo. Estas observagGes sugerem que
os comprimentos dos path’s podem ser determinados usando os grafos desordenados da
matriz. Primeiro os vértices no grafo desordenado comegam com o comprimento valendo
zero. Quando um vértice € eliminado, os comprimentos dos vértices adjacentes sdo
atualizados usando a eq. (4.1). O processo continua até que todos os vértices tenham sido
eliminados. O comprimento do vértice neste ponto da eliminagéio é igual ao comprimento

deste path no path graph de fatorago.

Com esta técnica, um novo algoritmo de ordenag#o é proposto, utilizando-se dos
comprimentos dos grafos desordenados, ao invés do nimero de eixos conectados aos vértices

(minimo grau). Recebe a denominagéo de ML (minimo length).

ALGORITMO ML:

1. Ordene os vértices tal que a cada passo do processo o
vértice a ser eliminado seja o que tem o menor comprimento.

2. Quando dois ou mais vértices satisfazem este critério, a
escolha é arbitraria.
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Minimizar somente os comprimentos ndo produz uma grande eficiéncia, também &
necessario minimizar os fill-ins. Para tanto, duas estratégias gerais aparecem associadas ao
algoritmo ML: a estratégia MD-ML (minimo grau - minimo length) € a ML-MD (minimo

length - minimo grau). Seguem seus algoritmos.

ALGORITMO MD-ML:
1. Escolha o préximo vértice usando minimo grau.
2. Quebre as ligag¢des usando minimo comprimento.

3. Se mais do que um vértice satisfaz este critério, quebre
uma ligagdo arbitrariamente.

ALGORITMO ML-MD:

1. Escolha o préximo vértice usando minimo comprimento.

Quebre as ligag¢des usando minimo grau.

3. Se mais do que um vértice satisfaz este critério, quebre
uma ligag¢8o arbitrariamente.

3]

As ordenagfes dadas pelos algoritmos MD e MD-ML foram testadas em um
programa de refatoragfio parcial. Em termos somente da ordenagfo, o nimero de fill-ins é
praticamente o mesmo, assim como o tempo de CPU também ¢é muito préximo. Porém,
considerando o tempo total de operagdes para a refatoragdo parcial, a nova técnica de

ordenagao mostrou uma redugfio de mais de 25%.

Em 1993, LEE & CHEN oferecem mais uma estratégia considerada eficiente para
os métodos de vetores esparsos. Aliado ao algoritmo proposto, que minimiza localmente o
numero de elementos ndo zero na inversa da matriz triangular inferior, sio também
mostradas duas versdes refinadas que podem, geralmente, dar um comprimento menor do

path de fatoragdo simples e/ou composto.
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O algoritmo recebeun a denominagfio de MIF - minimo fi/l-in na inversa e pode ser
usado para implementar na pratica o ESQUEMA W (ENNS, TINNEY & ALVARADO -
1990). A implementagdo do ESQUEMA W requer a construgdo de uma lista estruturada de
fatores inversos. Enfretanto, o espago de armazenamento necessario ¢ proibitivamente
grande para grandes sistemas e o tempo de ordenagdo muito longo. Entdo, a idéia do MIF ¢
derivar uma férmula para cdntar o numero de elementos ndo zero nos fatores inversos, sem
construi-los. Na implementagfo, somente é necessario um vetor inteiro do tamanho da ordem
da matriz, sendo, entdo, o tempo de ordenagdo muito menor que o ESQUEMA W. A
formulagio proposta também pode ser aplicada aos métodos das inversas particionadas dos

fatores de 4 (ALVARADO, YU & BETANCOURT - 1990).

Como visto anteriormente, a matriz de coeficientes 4 pode ser representada
através de um grafo desordenado. Dois vértices deste grafo s@io adjacentes, se eles sdo
conectados por um eixo. O conjunto adjacente de um vértice v € o conjunto de todos os
vértices que s3o adjacentesa v e é denotado por 4dj(v). Denotando d, como o grau de um
vértice v ¢ | S| como o nimero de elementos no conjunto S, isto €, sua cardinalidade, entio

d, = | Adj() |.
Para prosseguimento na compreensio do método, é necessario conceituar “fill-ins
na inversa” (IF), basico para a técnica descrita. Para entender sua esséncia, consideremos o

sistema de 10 nés da figura 4.11.

Sua estrutura de adjacéncia pode ser listada como segue:

Adj(1) = {2,3,4,5,6,8} | 4dj(2) ={1,3,8} | 4dj(3) ={1,2,9} Adj(4) = {1,7}

Adj(5) = {1} Adj(6) = {1,8,9} | 4dj(7) = {4, 8,10} | 4dj(8) = {1,2,6,7, 9}
Adj(9) = {3, 6, 8} Adj(10) = {7} '
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Se a ordem de eliminag@o é selecionada arbitrariamente pela seqiiéncia 10, 5, 4, 7,
9, 2, 6, 3, 8, 1, entdo 3 fill-ins serdio criados em L e 4 IF’s na sua inversa L7, conforme

mostrado na figura 4.17.

10547 926381

i0 1D

5 2 D

4 3 D D - elementos da diagonal

7 4X XD X - elementos fora da diagonal
9 5 D )

o 8 D F - elementos fill-in

6 7 X D I - elementos fill-in da inversa
3 8 X XFD

g8 91 I X XXXFD

1 101 XX FI XXXXD

FIGURA 4.17 - Modelo de Esparsidade de L e L~

Como abordado anteriormente, a estratégia de ordenagdo do MIF ¢ selecionar o
vértice para ser eliminado, que produza a menor quantidade de IF's em L7 a cada passo da
fatoragdo, sem construir a tabela de fatores de L. O conceito do MIF é similar a estratégia
de ordenagiio TINNEY-3, na qual o pivd ¢ selecionado dentre os que criam o menor nimero
de fill-ins a cada passo da fatoragdo. Como o MIF n#o requer a construgéio da tabela de

fatores, substancial quantidade de meméria e tempo de CPU sfo economizados.
Para implementar o MIF, € necessario resolver dois problemas:

- Identificar as posi¢des dos IF's em L7,

- Derivar uma férmula para calcular o niimero de IF’s em cada vértice.

Para tanto sdo definidos dois conjuntos, usando os conceitos de predecessores e
fronteiras, para auxiliar na identificago das posi¢des, € um vetor para o calculo do nimero

de IFs:
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- Pre(i) - conjunto das posi¢gdes ndo zero na coluna correspondente a linha do
vértice i em L,
- Fro(i) - conjunto dos nds de fronteira que sdo adjacentes e precedem o vértice i

no path;

- I(i) - nimero de IF’s produzidos em L” pela eliminagfo do vértice i.

Tem-se, entdo, que se o vértice m € selecionado para ser eliminado e
Adj(m) = {my, my, ..., m,} e Fro(m) — (Fro(m) N\ Fro(m)) = {@©'1,0"s,...0 i}, i =1,2, ., 1,

entdo as posigdes dos IF s nas colunas serdio localizadas por:

iy )
UPre(cp}) parai=12,..,1 (4.2)

p=

e 0 nimero de IF’s produzidos em L™ sera dado por:

I,=>(d,—-d, +1)P, (4.3)

=1

sendo: d, = |4di(v}| - grau do vértice v
de;= Ind(p)|-i=1,2,...,n

Py, = |Pre(p;)| - nimero de predecessores do vértice ¢;

Portanto, conhecidas as formas de manusear o método, segue o algoritmo completo

denominado minimo fill-in - minimo fill-in na inversa (MF-MIF).
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ALGORITMO MF-MIF:

0. Para i =1, 2, ... , n, inicialize
- nimero de fill-ins: f;=[d;(d;-1)-2|Adj(1)nAad](bs)|1/2,
bjeAdj (i), sendo f; o ntmero de fill-ins em L
- P =1
- I; =0
1. Selecione um vértice m para eliminag¢do, tal que fill-ins f,
em U seja minimo e quebre as ligag¢fes usando minimo I,
2. Para todo vértice adjacente meAdj (m),
- exclua o vértice m de Adj (m;)
- inclua a fronteira m em Fro(m:)
- atualize o grau dmj= dm;-1
- se f£,=0, va para o passo 4
3. Para quaisquer dois vértices desconectados m;, m;€Adj (m),
- encontre Adj (m;) NAdj (m;) e calcule a cardinalidade v
- para toda intersecgdo do vértice py, MWeAd] (m;) NAG] (ms)
- atualize fill-in: fp=£fu-1, k=1, 2,..,Vv
- atualize as informa¢des de fill-in nos vértices m; e my:
Eri=Efni+ (Ani-Vv)
= fmj=fmj+ (dmj -v)
- adicione novos eixos (m;, my):
- insira vértice m; em Adj (m;)
- insira vértice m; em Adj (my)
- atualize o grau dmgj= dmy+1l, dmj= dm;+1
4, Para myeAdj (m), atuvalize fill-in f=fni- (Ani-dne)
5. Para toda fronteira @y.eFro(m), Py=P,+P@x, k=1,..,|Fro(m) |
- atualize a fronteira |Fro(m;)|= Fro(m) - (Fro(ms)NFro(m)),
para myeAdj (m)
- Faca I,;=0
- Para toda fronteira @yeFro(m;) k=1,..,|Fro(m) |:
= Tpg=Ips+ (dmi"'dq}k‘Fl)P(Pk
6. VA para o passo 1 até a ordenagdo terminar.

Como mencionado no inicio, duas versdes refinadas para diminuigdo do path de
fatoragéio para grupos simples ou compostos de singleton’s, também so propostas. Estas
referem-se aos fatores minimos ( d;i+1; ) e ( £i+I; ) que, além de nfio degradarem a esparsidade,

incrementam os esforgos computacionais para as substituigdes forward e backward.
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Os resultados dos testes mostraram que o tempo adiciohal na implementagéo do
critério MIF é muito pequeno. Entretanto, esta pequena fragdo de tempo pode ser

compensada pela melhoria introduzida aos métodos de vetores esparsos e refatoragfio parcial.

WANG & GOOI (1997) propuseram dois novos métodos de ordenagido - MFI1 e
MFI2, baseados na diagonalizagfio de A através do uso de uma matriz de transformagio C,
que podem ser usados para reduzir o nimero de elementos nos fatores inversos da matriz
esparsa. Ao invés da convencional decomposi¢io LDU, seguida de uma série de
multiplicagGes pela matriz W, a matriz C gera, em somente um simples estigio, uma nova

seqiiéncia de nds para a rede e todos os elementos desta.

Durante o processo de eliminagfio, as matrizes de permutagfio sdo usadas para
minimizar os elementos fill-in em C. A nova seqiiéncia de nés ¢ entdio obtida das matrizes de
permutagdo. Se esta nova seqiiéncia de nos € aplicadaa 4 no método da matriz W, a matriz

W ter4 a menor quantidade de fill-ins se comparado com outros métodos de ordenagéo.

Qualquer matriz A pode ser diagonalizada via elimina¢éio de Gauss, através da

transformacio:

Crd Cc=D (4.4)

sendo: Cr € Cc as matrizes de transformag¢#@o das linhas e colunas, repectivamente, e D a

matriz diagonal.

A diagonalizagdo de 4 € uma série de operagdes de linhas e colunas sobre esta,

sendo C; e Cy os respectivos registros das operagdes. Estas operagdes podem ser
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executadas tal que Cy transforma 4 em uma matriz triangular superior € C¢ transforma esta

tltima na matriz diagonal.

Se a solugdo do sistema linear padrio existe, € A € simétrica, tem-se que a eq. (4.4)

é reduzida a (4.5) e, em seguida, a (4.6).

C‘'AC=D (4.5)

Al=cbp ! - (4.6)

Para obter a matriz C , uma matriz unitaria € acrescentada abaixo da matriz 4. Se a
ordem de A ¢é n, a ordem da matriz aumentada serd 2n x n. Pela aplica¢fio da eliminagfo de
Gauss a matriz aumentada, as linhas e c'olunés dos elementos fora da diagonal no frifingulo
superior vdo sendo eliminadas. Depois que a eliminagéo estd completa, o tridngulo superior

serd a matriz D e o tridngulo inferior a matriz C.

Assim, para minimizar o nimero de fill-ins em C, adotam-se dois critérios:

- 0 algoritmo de minimo fill-in 1 (MFI-1), calcula para cada n6 na matriz 4; , o
produto do nimero de elementos nfio zero fora da diagonal na linha pelo
nimero de elementos nfo zero fora da diagonal na coluna da matriz aumentada.
Este produto é o maximo possivel de fill-ins que podem ocorrer na matriz
aumentada, se a eliminag#o da linha e coluna do né for efetuada.

- 0 algoritmo de minimo fill-in 2 (MFI-2), calcula o niimero de fill-ins atuais para

cada né da matriz 4; , se a eliminag#o for executada.
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Em nenhum destes critérios, os elementos da linha/coluna do né com o minimo
fill-in serdo substituidos acima e a esquerda da i-ésima posigdo e todos os nods
correspondentes afetados serfio substituidos abaixo e a direita, antes da i-ésima eliminagfo

ser executada. O deslocamento pode ser expresso através de uma matriz de permutagio P;.

Considerando a rede exemplo de 20 nds representada na figura 4.18, apresenta-se

na figura 4.19, a topologia da matriz A associada.

4 10 9 1
C O @ @
14 19
18 @ ® 13

8

O
15 + + 20
17 16
3

12 11 2

FIGURA 4.18 - Rede exemplo de 20 nés

12345678 9101112131415161718192
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| P G G S G N W S ()
’ - .
L]
°
-]
[

L (] L] .]

FIGURA 4.19 - Topologia da matriz 4
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Para ilustrar os algoritmos de minimo fill-in, uma matriz 20 x 20 unitaria é
acrescentada abaixo da matriz A original. Os algoritmos MFI-1 e MFI-2 sfo aplicados para
todos os 20 nds da matriz. O né com o menor nimero possivel/atual de fill-in sera
substituido, se necessério, pelo ndé 1, antes da eliminagdo. Neste exemplo, nenhum
deslocamento ocorre nos primeiros nove passos. Depois da nona eliminagfo, a matriz
aumentada é como mostradé na figura 4.20, onde o “X” representa os elementos fill-in
gerados por C;Cs..Cy via eliminagfo de Gauss. Os elementos nédo zero fora da diagonal em

Ay serdo eliminados nos passos seguintes.

1011121314 15161718 19 20

. I
. |
> |
|
. [
. |
. |
Do i
9 .
I | s ey S St S
T- X X 10
| . [} X 11
I . . X 12
|x . e X (13
: (] X e . 14
| & ) A 0
| ° L] X e 16
| X o = = 17
| x Ag ¢ . 18
I . ° X . 19
___________ i_x X - Y2
1 X X 3
1 X X
1 X X
1 X X
1 X X
1 X X
1 X X
1 X X
1 X X
1
1
1
1
1
1
1
1
C]C2 see CQ ! 1
1

FIGURA 4.20 - Matriz Aumentada depois do nono passo da elimina¢fio
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passo.

A tabela 4.2 mostra os fill-ins calculados, usando MFI-1 ou MFI-2 no décimo

TABELA 4.2 - Numeros possivel e atual de fill-in no décimo passo

Niimero do Elementos nio zero Fill-ins (MFI-1/MFI-2)
Né Linha Coluna Possiveis Atuais
10 2 4 8 6
11 2 3 6 >
12 2 3 6 5
13 3 6 18 15
14 3 4 12 11
15 3 5 15 13
16 3 4 12 11
17 3 4 12 11
18 3 5 15 14
19 3 4 12 11
20 3 5 15 13

Baseado nos resultados da tabela 4.2, € claro que os nés 11 e 12 produzem o

mesmo numero minimo de fill-ins. Os elementos da linha e coluna do n6 11 em 4o ¢ as

matrizes C;Cs..Cy serdo substituidos com os elementos correspondentes do né 10 antes do

décimo passo da eliminagéo ocorrer. No final do décimo nono passo, a metade superior da

matriz aumentada seré a matriz diagonal D e a metade inferior a matriz C. A seqiiéncia de

nos baseada em MFI-1 ou MFI-2 sera registrada nas matrizes de permutag¢@o P Ps..P;. Esta

seqiiéncia deve ser aplicada a matriz. A para o método da matriz W via decomposigio LDU.

primeiro para“determinar a seqii€ncia de nés e a estrutura de C usando tecnologia de
matrizes esparsas. A matriz de permutagfo é armazenada em um vetor de tamanho #. Este é

inicializado com a seqiiéncia de nés original, sendo esta atualizada a cada passo de acordo

Para a implementago dos algoritmos MFI, uma eliminago simbdlica é executada
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com a permutagfio executada sobre A. O resultado final é um vetor que indica a nova

seqiiéncia de ordenagéo de A.

Foram realizados testes com quatro sistemas de poténcia reais: 118, 353, 707 ¢
1.084 nés, aplicando os algoritmos propostos em comparagio com outros sete. Os resultados

obtidos estdo representados na tabela 4.3.

TABELA 4.3 - Nimero de fill-ins em C/W e mimero de multiplicacdes necessarias

para obté-los

118 352 707 1.084
(179) (423) (969) (1.441)
TINNEY-2 | 1.055  2.812 | 4442  8.152 |17.705  45.233|28.164  64.197

TINNEY-3 | 1.097 2.887 | 5.520 9.962 | 20.479 52.980 | 33.966 78.889

Al | 846 2,341 | 3.821 7.249 | 16.110 41.345 | 25.806 59.684
A2 |833 2,342 | 4.105 7.599 | 17.588 45.336 | 24.409 56.180
A3 868 2,522 | 3.753 7.599 | 16.485 45.337 | 23.831 61.933
~MD-ML- | 796 2.261 | 3.481 6.750 [ 16.218 45.241 | 22.238 52.436
ML-MD . | 762 2.448 | 3.178 7.385 | 19.895 58.343 | 26.517 72.386
MFI-1 | 759 2,261 | 2.991 6.216 | 14.668 40.870 | 19.658 48.947
MFI-2 732 2,197 | 2.812 6.122 | 14.787 42.329 | 18.339 46.321

OBS: Os fill-ins sdo representados pelo nimero da esquerda € o da direita representa o
ntimero de multiplicagdes. O mimero entre parénteses indica a quantidade de elementos néo

zero fora da diagonal no tridngulo superior de A

Assim, observa-se que os algoritmos apresentados produzem uma quantidade de
fill-ins bem menor que os outros métodos testados, traduzindo-se em incremento favorével

do tempo de processamento.
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Dando prosseguimento as pesquisas sobre algoritmos de ordenagdio, GOOI &
WANG (1998) propdem mais dois novos: MFI1-ML e MFI2-ML, também baseados na

matriz de transformacéo C.

Estes dois novos métodos, na verdade, sfio aperfeigoamentos dos dois anteriores -
MFI-1 e MFI-2. Como verificado, o MFI-1 calcula o nimero possivel de fill-ins para cada
nd remanescente que ndo tenha sido diagonalizado, se este né fosse o escolhido como -
préximo pive. O MFI-2, por sua vez, calcula o nimero de fill-ins atual para cada né
remanescente, se este n6 fosse o usado como préximo pivé. Em cada caso, o né com o

ntimero minimo possivel/atual é entdo o escolhido para a préxima eliminag@o.

Se dois ou mais nds t&ém o mesmo nimero minimo de fill-ins, o path length pode
ser usado como um critério secundario para a selegdo do no, isto x_é, selecionar um 16 de
acordo com 0 minimo comprimento dosr nos que foram selecionados anteriormente baseado
em MFI-1/MFI-2. Se ha dois ou mais nés que satisfazem o critério secundério, um dos dois €
qualificado arbitrariamente, através de uma variante do método MD-ML (Minimum degree -
Minimum length), no qual o MD ¢é substituido por MFI-1/MFI-2. Como resultado, dois novos
algoritmos de ordenagio foram introduzidos: MFI1-ML (minimo fill-in 1 - minimo length) e

MFI2-ML (minimeo fill-in 2 - minimo Jength).

Assim como todos os outros métodos de ordenagfio, a esséncia dos algoritmos
propostos encontra-se no critério de selegdo do pivo. Estes consideram os elementos fill-in
na matriz C com respeito a 4, melhor do que com relagéio a U. Esta é a forma mais direta de
minimizar o nimero total de elementos nos fatores inversos de 4. Entdo, baseado nesta

aproximag#o, o calculo de L e U n#o € necessario.
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A implementagéo dos algoritmos, baseada no critério de minimizar o niimero de

elementos ndo zero em C, segue o0s seguintes passos:

- Comegar com o primeiro passo da diagonalizagio e para cada né da matriz A,
calcular o nimero de fill-ins na matriz operacional C usando um do métodos de
ordenagéo propostos: MFI-1, MFI-2, MFI1-ML, MFI2-ML;

- Selecionar o né que tem o nimero minimo de fill-in. Se alguns nés t€m o
mesmo valor, selecionar qualquer um;

- Substituir o né selecionado pela primeira posigdo através de permutagio e
eliminar os elementos fora da diagonal via processo de diagonalizagdo. A
eliminagfo associada com o primeiro nés selecionado como pivd é entdo
completada;

- A selegdo d(; no, permutagio e eliminagio sfo repetidas para os nos

remanescentes de A até o ultimo né. A cada passo, o n6 selecionado serd

substituido na primeira posi¢éo da matriz 4 remanescente.

Os mesmos quatro sistemas do método anterior foram agora submetidos aos dois
novos algoritmos e, comparando com mais oufros cinco métodos de ordenagio, foi
construida a tabela 4.4, que apresenta o tempo de computagdo - em segundos - dos sete,

utilizando-se do método dos vetores esparsos.

Dos quatro algoritmos propostos, MFI-1 € relativamente o mais facil de
implementar devido a sua simplicidade estrutural, O algoritmo MFI2-ML tem melhores
resultados para grandes sistemas esparsos, mas sua implementagio é muito complexa.

Considerando, entdo, o desempenho e a complexidade dos algoritmos, MFI1-ML é a melhor

op¢#o para a implementagio da solugdo dos métodos de vetores esparsos.
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TABELA 4.4 - Tempo de computacio das solu¢des via método dos vetores esparsos

118 352 707 1.084

TINNEY-2 32 327 325.5 869.3
TINNEY-3 33 36.6 352.1 950.2
Al 3.0 30.7 3027 828.7

A2 3.0 31.7 332.1 7793.9

A3 31 317 326.8 871.0
MD-ML 2.9 295 330.1 764.4
ML-MD 3.0 292 412.9 958.4
MFL1 2.9 27.9 294.5 753.7
MFI-2 2.9 276 . 301.2 722.2
MFI1-ML 2.9 279 294.6 730.3
MFI2-ML 2.9 27.6 301.2 7245

Analisando a tabela 4.4, percebe-se claramente o melhor desempenho dos dois

algoritmos propostos. Este melhor resultado deve-se ao uso da técnica da matriz C que

produz um niimero minimo de opera¢8es para substitui¢iio forward e back.



5 - TECNICAS DE ESPARSIDADE

Como visto anteriormente, uma técnica de esparsidade constitui-se em uma
metodologia especifica de solugdo de grandes sistemas esparsos, tendo como principal
objetivo a maximizagdo da eficiéncia numérica e computacional na obtenglo destas

solugdes.

Assim, denfre as diversas técnicas abordadas no Historico, algumas mereceram
atengdo especial e serfo analisadas neste capitulo. Com a finalidade de acompanhar sua

evolugdo, as mesmas sdo apresentadas em ordem cronoldgica.
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5.1 - Técnicas para exploracio da esparsidade da Matriz de
Admitincia de Rede - TINNEY & SATO (1963)

Tal técnica estd totalmente embasada na redugo a forma triangular ou
triangularizagfio da matriz dos coeficientes através da proposigio de duas idéias basicas: a
primeira - determinagfo de uma seqiiéncia de operagdes - € realizada através da
implementag¢éio de uma rotina, na qual ¢ feita a contagem do niimero de elementos em cada
linha e a posterior classificagdo por ordem crescente do niimero de elementos. Esta ordem,
armazenada em uma tabela, representa a ordem na qual as linhas sero processadas, ou seja,
as linhas com menor nimero de elementos serdo processadas em primeiro lugar. Este

esquema de ordenagfo ¢ referenciado como ESQUEMA 1.
No mesmo artigo, os autores fazem referéncia a um segundo método de ordenagio
- ESQUEMA 1I - consideravelmente menos eficiente ¢ com vantagens para problemas tio

especificos, que foi refutado com o tempo.

Determinada, entdo, a seqiiéncia de operagdes, verifica-se a segunda idéia basica da

técnica: determinag¢fo dos operadores ¢ preservagdo dos mesmos.

Tomando a matriz YBARRA e os vetores I - injegdes de corrente - € E - tensdes

nodais - como segue:

Y.E (5.1)

~
I

observa-se que, fregilentemente, problemas de rede representados por este sistema linear

requerem multi-solugdes do mesmo, vindo dai a importancia de se preservar os operadores.
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Na verdade, estes operadores nada mais sdo do que os multiplicadores associados
aos processos de eliminagfio de Gauss e fatoragdo LU. Cada multiplicador - atingido com os
mesmos indices da linha e coluna referentes ao elemento a ser eliminado - é o unico

elemento diferente de uma matriz identidade, o que origina a chamada Matriz Elementar.

Dessa forma, as combinag¢des lineares efetuadas com as linhas da matriz dos
coeficientes ¥ com os elementos do vetor independente I , podem ser interpretadas como

operagdes com as matrizes elementares do tipo:

I = == = F oo o o ¢2)

ij i

Em um estagio intermedidrio qualquer do processo de eliminagfo, para se zerar o
elemento (7, j ) da matriz dos coeficientes, basta premultiplica-la pela matriz elementar Tj
com ¢y = -aj/az, emque a; ¢ a; s#o os valores dos elementos (7, /) e (j,j)da
matriz. Para tornar unitario o elemento ( 7, i ) da matriz dos coeficientes, basta
premultiplicd-la pela matriz elementar T; com ¢ = Il/a; . Ou seja, quando uma matriz
elementar (T; ou T}; ) premultiplicar uma matriz de coeficientes, ela realizaré nessa matriz as
mesmas combinagdes lineares que devem ser efetuadas em uma matriz identidade de mesma

ordem para se obter a matriz elementar em questo.

'O método de eliminagéo de Gauss, descrito anteriormente, pode ser executado por
uma seqiiéncia de operagdes com matrizes elementares, em que cada premultiplicagéio por
uma matriz elementar corresponde a elimina¢édo de um elemento da matriz dos coeficientes

ou entdo a normalizagdo de um elemento da diagonal principal.
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Assim, segundo o esquema de programagi sugerido pelos autores, as operagdes
especificadas por uma Matriz Elementar podem ser definidas por um elemento - o
multiplicador - e um par de coordenadas, que s@o armazenados em tabelas distintas: uma
para multiplicadores da diagonal principal e outra para os demais. Completando o esquema,
o vetor E ¢ transformado na solu¢gio do problema, através de uma seqiiéncia de

multiplicagdes de matrizes elementares pelo vetor independente 1, como mostrado a seguir:
B= TInTLn-!TI,n-Z--- THT22 Tn-l.n-lnn Tn—?,lTn-!,lTnI I ‘ (53)

Observa-se, entdo, que qualquer modificagdo ocorrida somente no vetor / ndo
implica na triangulariza¢fio da matriz ¥ novamente, bastando, para obter a solugio, apenas

efetuar as operagdes descritas na eq. (5.3).

5.2 - Fatoracdo Triangular Otimamente Ordenada - TINNEY -&
WALKER (1967)

Como ja abordado na técnica descrita anteriormente, no que diz respeito ao
armazenamento dos operadores, verificou-se que estes tratam dos muItip]icadores dos
processos de Gauss e fatoragdo LU . Entdo, nesta fase do método, mais aperfeigoada, os
autores fazem referéncia a4 chamada “Tabela de Fatores”, descrita nas eq. (5.4). Esta
simboliza o resultado final da triangularizagdo da matriz dos coeficientes e armazenamento

dos operadores relativos & mesma.
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d 1 U n U i = U i

(5.4)
121 d 2 U o U o2,
131 l:z d 33 ' ' U 3n "

sendo:
di = lai{™"
wy = a1 <

E necessario observar que os parénteses nas eq. (5.4) sdo omitidos para enfatizar

que ndo se trata de uma matriz, mas sim, de um esquema de armazenamento.

Estes operadores, definidos em (5.4), sdo organizados, posteriormente, em algumas
matrizes especiais utilizadas para a determinagio da solugfio direta dos sistemas lineares.
Estas matrizes, ndo singulares, diferem da matriz unidade somente nas linhas ou nas colunas

indicadas.

D;: Linhai = (0,0,..0,dy,0,..0,0)

Li: Colunai=(0,0,...0, 1 -Lissis-livz,n=butiv-1ni)
L': Linhai = (-1;5,-1;2,n-144-4,1,0,..0,0)
Ui:Linhai = (0,0,..0,1,-tt;;45,~Uij+2, 0 Uina,-Uin)

U :Colunai=(-u i, -tz .-thigi1,0..00)"
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As operagGes anteriores € as retro-substituigdes sobre o vetor b que o transformam
em x podem ser expressas como pre-multiplicagdes pelas matrizes D;, L;, ou L,-* , el; ou

*

Deste modo, a solugio de 4 x = b eq. (2.3) pode ser expressa como indicado

abaixo:

CE T o U2 U s Dali 1 B sl zos Ba 0oy Dyibis A% hr=x (5.5)
U Uy ..Uy 3 Uy yDyL, Dy Ly L3 DL D b=A"b=x (5.6)
sl 5 T gy By D i bt oL D L D b = A b= (5.7)
0l U T D B B L g el E S Db = ATh= & (5.8)

Cada uma das quatro equagdes acima, descreve uma seqiiéncia de operagdes sobre
o vetor b que é equivalente a premultiplica-lo pela inversa 4™ . Dependendo das técnicas de
programagio empregadas, uma das quatro equagles serd a mais conveniente. Observa-se

que, se A é simétrica, somente os termos dj; e u; sfo necessarios.

Em relagio & ordenagdio, avango expressivo do método, frés critérios sfo
introduzidos: Esquema A ou 1, B ou 2 e C ou 3. Dos trés critérios, pode-se dizer que o
ESQUEMA 1 € o mais simples e também o que fornece resultados mais pobres, apesar de ser
bem melhor que uma numeragdo aleatéria. O ESQUEMA 2 apresenta melhorias
consideraveis em relagiio ao 1, sem representar um acréscimo significativo do custo
computacional. J& o ESQUEMA 3, que € o melhor dos frés, tem um custo computacional

que, em geral, nfo justifica as eventuais melhorias de ordenagéo.

Assim, ap6s o sistema ter sido submetido & ordenagio e decomposigio triangular,

chega a fase das solugGes diretas. A ordenagdo so € aplicavel a matrizes simétricas, enquanto
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que a decomposigdo triangular e as solugBes diretas sdo aplicaveis a qualquer sistema ndo
singular, desde que se tomem os cuidados necesséarios em relagfio a preservagéo da precisdo’
numérica. Embora cada uma dessas componentes possa ser aplicada isoladamente, o grande
potencial do método sé ¢ verificado pela aplicagdo simultinea, juntamente com a utilizagéo

de técnicas de programagio adequadas.

5.3 - Método da Bi-Fatoracio - ZOLLENKOPF (1971)

Tal método é baseado na combinagio das principais caracteristicas dos dois outros

métodos: a Decomposigdo Triangular € o Produto das Inversas , e relaciona-se & equagdo:
LuLyjo L;LiAR Ry oo Ruy Ry =1 (59
sendo:
. L = matriz de fatores triangular inferior (left-hand)
R = matriz de fatores triangular superior (right-hand)
I = matriz identidade
A equagiio (5.9) pode ser modificada por simples transformagdes em:

A'"=R;R;.. R R Ly Ly L Ly (5.10)

Esta equagio mostra que a inversa de 4 pode ser expressa por um miltiplo produto

de 2n matrizes de fatores. E por este motivo que o termo “bi-fatoragéio” ¢é utilizado.
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Comparando os dois métodos - figura 5.1, observa-se que a principal diferenca
localiza-se na forma de acessar os elementos para o processo de redugio. O método da
Decomposi¢éo Triangular processa as linhas de duas matrizes triangulares, sendo que as
linhas do tridngulo superior ndo tém a mesma estrutura das linhas do tridingulo inferior. No
método da bi-fatoragio, os fatores da matriz sfio formados pelas linhas do tridngulo superior

e colunas do tridngulo inferior, as quais s@o idénticas para elementos néo zero.

Decomposi¢do Triangular Bi-Fatoracao

FIGURA 5.1 - Esquema de comparacfo entre os métodos da

Decomposic¢io Triangular e Bi-Fatoracao

As matrizes de fatores, apresentadas na eq. (5.9), sfo muito esparsas e diferem da

matriz identidade apenas em alguns elementos, conforme verificado na figura 5.2.

- a triangular inferior L7/ difere da identidade somente na coluna j

- a triangular superior R%/, por sua vez, somente na linha j
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/1 0 3 1
Lo
I = llj,f(:j_) 1 RY — 0 .. .. 1 rj,j;lw "j.j+2(j) '}mm @’
lj:';(n I ,
l”(.r) 1) L 1

sendo: sendo:

- » ) o e
lj j(}) =7/ ajj(} ) ,j'k(J) —__ ajk(,r ) / aj; (ji-1)
l,-jm=-a,-j(j'”/ajj(j'” parak=(j+1)atén

parai=(j+1)atén

FIGURA 5.2 - Fatores Triangulares L e¢ R da matriz

O método € bastante rigoroso quanto aos seus pré-requisitos, pois o esquema de
programagéo prosposto pelo autor, o grande diferencial do método, leva em consideragfo,
além da esparsidade da maftriz, que a mesma seja definida positiva, ndio tenha zeros na
diagonal e seja simétrica. Por exemplo, no caso da simefria, se a matriz é simétrica de
estrutura e valores, a j-ésima linha de R ¢ idéntica a j-ésima coluna de L, exceto no termo da
diagonal. Enfretanto, é desnecessario executar qualquer operagdo a direita da diagonal,

levando, dessa forma, a execugfio de somente metade das operagGes de redugéo.

Ainda com relagdo a simetria, 0 esquema de armazenamento é outro fator de
relevancia, pois no caso simétrico os elementos sio todos armazenados em uma tinica tabela

(inclusive os da diagonal). No caso assimétrico, s80 necessarias trés tabelas: uma para os
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termos da diagonal, ouftra para os elementos das colunas e outra para os elementos das

linhas.

Outro fator importantissimo, do ponto de vista computacional, diz respeito a
ordenagdio da matriz antes de iniciar a execugiio do programa, visando & minimizagdo no
aparecimento de novos elementos (fill-in). A estratégia aqui proposta é bastante semelhante
ao Esquema 2 ou B introduzido por TINNEY & WALKER (1967). O principio desta
estratégia ¢ selecionar a cada passo do processo de redugfo, para a coluna-pivd, aquela que

contém o menor nimero de elementos.

O processo de programagio, portanto, € tdo importante quanto o método em si.

Para efeito didatico, o processo todo foi dividido em trés partes:

- Simulagéo do processo de redugfio e ordenagio
- Redugio

- Solugdo direta

A etapa da simulagfo, por sua vez, € subdividida em duas etapas:

- Pesquisa do Pivd: na primeira etapa, entre todas as colunas, aquela com o menor
nimero de elementos diferentes de zero € selecionada como coluna do pivd. Se

mais do que uma coluna aceita este critério, a primeira delas € selecionada.

- Modificagdo de indices e enderecamento: através de comparagio dos termos das
colunas com a coluna-pivd, as informagdes sobre indices e endere¢gamentos sfo
alteradas como segue: se a coluna processada contém o indice do pivé, o termo é

cancelado; caso contrario, um novo termo aparece (fill-in).
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A subrotina de redugfo opera sobre a imagem resultante do processo de simulagéo
e ordenago. A redugiio dos coeficientes da matriz € guiada pela seqiiéncia de pivoteamento
contida em uma tabela. A cada estigio do processo de redugio, somente alguns termos
residuais da matriz reduzida, com indices correspondentes aos indices das linhas da

coluna-pivd, tém que ser recalculados.

Finalizando, a terceira etapa do processo € que apresenta a solugiio propriamente l
dita. Através de sucessivas operagdes de multiplicagfo dos fatores da matriz pelos elementos

do vetor b, que € originalmente armazenado, este ¢ transformado no vetor solugéo.

5.4 - M¢étodo da Eliminacio Esparsa e Simétrica de Gauss -

EISENSTAT, SCHULTZ & SHERMAN (1981)

A técnica da Eliminagdo Esparsa e Simétrica de Gauss pode ser resumida em dois

passos:
- fatorag@o da matriz A na forma:
A=U"D.U (5-11)
- obtengdo de x através da resolugfio dos sistemas:

U'y=b , Dz=y , Ux=z (512
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A mesma € baseada em algoritmos especiais que passam por trés fases distintas,
sendo estas compostas por rotinas claramente interdependentes intituladas SYMFAC,

NUMFAC e SOLVE, descritas a seguir:

- a rotina SYMFAC, denominada fatoragdo simbolica, calcula a estrutura de zeros
de U;

- a NUMFAC, conhecida como fatoragdo numérica, usa a informagio gerada pela
SYMFAC para calcular os valores numéricos de Ue D,

- a rotina SOLVE, utiliza os resultados produzidas nos passos anteriores para

determinar a solugfo através de Forward e Back Substitution.

Das trés rotinas, a NUMFAC ¢ a que requer, substancialmente, mais esforgo

computacional, uma vez que € nela que ocorre a redugdo da matriz.

A principal vantagem da separagiio dos passos ¢ a flexibilidade. Por exemplo, se
muitos sistemas t€ém matrizes A iguais e diferentes vetores b, somente um passo SYMFAC e

NUMFAC s#o necessarios, e varios passos SOLVE para os diferentes vetores.

Associada a eficiéncia dos algoritmos, a técnica utiliza uma eficiente estrutura de

dados para armazenamento das informag@es, consistindo em listas e vetores.
Visando & diminui¢do dos loops de repetigio e testes (para verificar elementos
diferentes de zero), os algoritmos baseiam-se no manuseio de conjuntos que sdo construidos

com informagdes das matrizes 4 e U, e que constituem o grande diferencial desta técnica.

-0 conjunto R, das colunasj > k& parao qual ay = 0;
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- o conjunto RY; das colunasj > k para o qual ug # 05
-oconjunto C; das linhas i <k paraoqual u; # 0;

- paracada] <k, o conjunto R";; das colunasj > k para o qual u; = 0.

Para efeito de implementagfo, os conjuntos RY, e RY; devem ser armazenados,
pois sio eles que descrevem a estrutura de zeros de 4 e U , respectivamente. Os outros dois
conjuntos podem ser considerados como auxiliares e sdo determinados durante o progresso

do programa.

Com respeito as estruturas de armazenamento, estas s3o orientadas por linha, pois
as informagdes sobre a matriz sfo organizadas linha por linha. Elas assumem a forma
vetorial ilustrada na figura 5.3, conhecida como esquema de armazenamento sem

compressdo (GUSTAVSON, 1972).

A titulo de ilustragdo, consideremos o exemplo de uma matriz 4 (5.13), e o seu

esquema de armazenamento, ilustrado na figura 5.3.

- (5.13)

"
o o B M X
© M O B oM
PP O M
© X M X O
MO X oo

Observa-se que, devido & simetria da matriz 4 , somente os dados relativos ao

tridngulo superior e diagonal sdo armazenados,
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an a2 a3 az oy ds3 A34 ass a44 ass

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

JA 1 2 3 2 4 3 4 5 4 5
IA4 1 4 6 9 10 11

FIGURA 5.3 - Esquema de armazenamento sem compressio da matriz 4

O vetor A contém as entradas diferentes de zero do tridngulo superior; o vetbr JA
contém os indices de colunas que correspondem as entradas diferentes de zero do vetor 4;
por fim, o vetor I4 contém n-+/ apontadores que indicam as linhas de ndo-zeros em 4 e
indices em JA, isto é, A(A()) ¢ a primeira entrada armazenada na i-ésima linha e

A(IAI+1) — 1) é atltima. Portanto, o tamanho da i-ésima linha ¢ dado por J4(7+1 ) — IA(D).

A matriz U, originada a partir da 4, também sera armazenada seguindo um
esquema de armazenamento semelhante ao da matriz 4, que serd definido posteriormente,
uma vez que a matriz U contém os elementos adicionais (fill-ins), que surgem durante o
processo de eliminago. Cabe aqui uma observagdo relativa a este item: como visto, 0s
conjuntos RY; e RY sfio a base para o desenvolvimento de toda a técnica, € como mostra a
definigio do conjunto RY , os elementos pertencentes a este conjunto sio determinados
através da operagio A U {fill-in}, portanto ¢ muito importante, para a eficiéncia da técnica,
que o aparecimento de novos elementos e o niimero de operagdes sejam minimizados, e que
o conjunto em questio seja o mais enxuto possivel. E por este motivo que um passo de pré-

processamento faz-se necessario: o passo da ordenagfio da matriz 4.



Capitulo 5 - Técnicas de Esparsidade 109

Os autores n#io fazem referéncia a um critério de ordenagéo especifico; portanto se a
matriz A4 (5.13) € submetida ao Esquema de ordenagio TINNEY 2, a matriz resultante e

seus fill-ins sfo representadas em 5.14.

(X X X ® ] (5.14)
X X x
A=|X X ¥ X
® X X X
L X X

Portanto, apds este passo de ordenagiio, os vetores referentes & matriz U sfo

construidos a semelhanga dos relacionados & matriz A, conforme a figura 5.4 (a).

Como observado e pela prépria definigdo da matriz U, os elementos da diagonal
principal sfo todos iguais a 1 e ocorrem na primeira posi¢do de cada linha, entdio para
economia de espago de armazenamento, estes nfo precisam ser guardados. Assim, a

estrutura obtém a forma da figura 5.4 (b).

@)

a2 | an A1 1 a4 1 az4 ass 1 1
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(b)
U az a ayy A4 azg ass
K 1 2 3 4 5 6
JU 2 3 4 4 4 5
I 1 4 5 6 6 6

FIGURA 5.4 - Esquema de armazenamento sem compressio da matriz U

Para tornar o esquema de armazenamento mais compacto e eficiente, ainda,
utiliza-se o esquema de armazenamento comprimido, como mostrado na figura 5.5. Na
verdade, a compresséo localiza-se sobre o vetor JU , uma vez que os vetores U e IU
permanecem inalterados. Surge, entdo, um quarto vetor extra de ponteiros - IJU , necessario
para localizar o comego dos indices de cada linha. Portanto, o vetor U contém as entradas
diferentes de zero do tridngulo superior, armazenadas linha por linha; as # + I entradas de
IU delimitam as linhas de U , como antes, JU € o vetor comprimido de indices de colunas

e as n entradas de JJU apontam para o primeiro indice de coluna em JU para cada linha.

: fU-' S| %2 a3 414 a4 34 a3s
K 1 2 3 4 5 6

JU 2 3 4 5

U 1 4 5 6 6 6

U 1 2 3 4 4

FIGURA 5.5 - Esquema de armazenamento comprimido da matriz U
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Observamos, entdio, que os elementos diferentes de zero da i-ésima linha sdo
armazenados em U(IU( i ) até UIU(i + 1) - 1) e os indices de colunas correspondentes

sdo armazenados em JUIJU(i)) até JU@JU(i) +1IU (i + 1)-1UG) -1).

Comgo j4 mencionado anteriormente, os algoritmos s@o divididos em trés passos:

SYMFAC, NUMFAC e SOLVE, sendo os mesmos descritos a seguir:

ALGORITMO 1: SYMFAC

For K =1 to N
[R% = 0];
For K = 1 to N-1
[For j € R%
[R% = R% v {j}1:
For 1 € (g
[For j§ € R, &
[R% R% v {3}11);

Neste passo, SYMFAC, ocorre a determinagdo do conjunto RY a partir do
corjunto R'. As informagdes produzidas neste passo servem de entrada de dados para os
passos subseqiientes. Os vetores 4, JA4, I4 , portanto, sio a entrada para a definigdo dos

vetores U, JU, IU, ao final.

O algoritmo 2 descreve a rotina NUMFAC, ou seja, a eliminagio propriamente dita.
Observa-se que o algoritmo é uma versfo orientada para linha e que as entradas relativas a
diagbnal sio armazenadas em um vetor D de tamanho #, no qual D(k) = dy , e ainda,
utiliza-se uma matriz auxiliar M que contera, durante a execugo do programa, entradas de

Ue de DU.
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Os conjuntos Cy ¢ RY; ; sdo construidos durante o k-ésimo passo do algoritmo.
Para calcular os conjuntos C;, empregam-se conjuntos P, que sfo construidos de uma forma,

que durante o k-ésimo passo:

@) Px= Ck
(ii) para j > k, P; contém osindices de linhas i < k, tal que

ieCmasigC,, ks m<j.

ALGORITMO 2: NUMFAC

For K =1 to N
[PK = O]F
For K =1 to N
[D(k) = ax;
For j € R%
[D(5)
For § € R%
[D(])
For 1 € Py
[t=myy;
my = my/D(1);
D(k) = D(k)—t.mik;
For j € R’
D(3)=D(j) -my.my5] ;
RULk= RUI,X - {k + l};
If RY; 4.1 # 0 then
[j = min(RUI' ke1) ;
P, = P; U {3}11;
If R% # 0 then
[§ = min(RY%);
Pj = Pj U {k}]];

1

0];

1

akj] i

Finalmente, o algoritmo 3 descreve a rotina SOLVE que determina a solugéo do

sistema, através de Forward ou Back Substitution.
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ALGORITMO 3: SOLVE

For K =1 to N
[yx = byl
For K =1 to N-1
(For j € R%
[vr = ¥ - Uyy.¥xl;
For k = 1 to N
[zx = »/D(k)];
For k = N to 1
[%x = 2Zyx;
For j € RY%
[xx = Xx — Ukj.%;3]]

O algoritmo SOLVE encaixa-se perfeitamente com a rotina NUMFAC, pois usa

somente as entradas diferentes de zero das mairizes 4, D e U.

Em 1982, EISENSTAT, GURSKY, SCHULTZ & SHERMAN apresentaram

detalhes do pacote YSMPI - o cddigo simétrico, que traz a implementagfo da técnica descrita

anteriormente.

O pacote € composto por diversas rotinas, sendo apresentado esquematicamente, na

figura 5.6.
SDMO
I
I I
ODRV SDRV
[ | | I
MD SRO | | SSF SNF | | SNS
|
[ [ N D S

MDI | |MDM| :MDP: :MDU

1
1
[
- - Lo ame ===

FIGURA 5.6 - Visiio esquematica do pacote ¥YSMP I
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A rotina SDMO ¢ a rotina principal, reponsavel por chamar todas as outras. A
rotina ODRV ¢ a que faz a reordenagiio das varidveis ¢ equagdes usando o algoritmo de
minimo grau e a SDRV encarrega-se da solugdo (subordinadas a ela encontram-se as rotinas

que executam a fatoragfo simbdlica, numérica e a solugéo back).

5.5 - Métodos de Vetores Esparsos - TINNEY, BRANDWAJN &
CHAN (1985)

Os métodos de vetores esparsos significaram uma grande contribuig¢o na pesquisa
em técnicas de esparsidade, i)ois permitiram a solugio para subconjuntos do vetor
independente através da explorag@o da sua esparsidade. A partir de sua publicagdo, passaram
a ser empregados diretameﬁte sobre grandes problemas de rede e seus conceitos serviram

como base para técnicas posteriores.

Através da introdugsio de novos conceitos e adaptagdo de outros, o método €
completamente geral e resume-se em uma maneira criativa e muito eficiente de localizagdo

dos elementos na matriz através de uma tabela chamada Path Table.

A titulo de ilustragfio, é apresentado um exemplo de uma rede de 20 nés - figura
5.7, seguido de sua matriz, figura 5.8 que representa a estrutura de esparsidade das Matrizes

Ael.

Os elementos representados por @ sdo os originais das duas matrizes e 0s

representados por O s#o elementos fill-in.
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4 10 9 1
® @ ® O
14 19
13 @ ® 13
8@ 7 6 @5
15 @ ® 20
17 16
@ < @ O
3 12 11 2

FIGURA 5.7 - Rede exemplo de 20 nés

1234567 8 91011121314151617181920

1fe

2 °

3 °

4 °

5 °

6 °

7 o

8 °

9l e °

1 ° °

11 o (]

1 L] o o

13 o ° 00 °

1 L] L]

1 ° ° (0] °

1 ° °

1 ° ' e o o

1 ° ° 0o 0 o O 0 o

1 ° o o 000 o

20 ° ° 000 0 o OO0O .)
FIGURA 5.8 - Estrutura de Esparsidade das Matrizes 4 e L

A Path Table é definida como uma lista ordenada dos elementos nfo zero para as

colunas de L (ou linhas de U') e apresenta, para cada n6 da coluna k da matriz L (ou linha k
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da matriz U), o proximo elemento néo zero. Assim, a Path Table para a rede exemplo, a qual

descreve compactamente todas as ligagdes, € mostrada na tabela 5.1.

TABELA 5.1 - Path Table

NO NEXT NO NEXT
1 9 11 12
2 11 12 15
3 12 13 18
4 10 14 17
5 13 15 ¥i
6 16 16 17
7 14 17 18
8 15 18 19
9 10 19 20
10 13 20 0

Pictograficamente, a Path Table pode ser melhor visualizada através de um grafo,

como verificado na figura 5.9.

FIGURA 5.9 - Path Graph

Um grafo G=(V,E) constitui-se em uma oufra forma de representagdo de uma

matriz simétrica 4 = (‘@;). V € o conjunto dos vértices {vi , V2, ..., Va} €.E € a colegfo de
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pares ordenados de elementos de V (eixos), tal que (vi, vj) € E se e somente se a; = 0 e
i # j. Os vértices também sdo chamados nés, pontos, barras, etc € outros nomes para
eixos sdo: ramos, arcos ou linhas. Se (v; , vj)) € E, entdo v; € v; sdo denominados

adjacentes. O grau de um vértice é o nimero de vértices adjacentes a ele.

Dessa forma_, uma grande contribui¢fo do processo estd na maneira de armazenar e
localizar os elementos, prendendo-se ao fato de, somente uma pequena percentagem da Path
Table, ser necessaria, pois, na realidade, ela nunca é construida na totalidade. A Path Table
s6 é montada para os nos relativos aos elementos diferentes de zero no vetor independente
considerado, sendo entdo chamada de Singleton. Um Singleton é um vetor com somente um
elemento ndo zero no local k. Pode-se dizer, entdo, que a Path Table é formada através da

unifio de diversos Singleton’s.

Se, por exemplo, for considerado um vetor esparso com elementos nas posigdes 2,
6, 7 e 12, os Singleton’s relativos a cada elemento seriam: {2, 11, 12, 15, 17, 18, 19, 20} ,
{6, 16} e {7, 14}, sendo que o Singleton referente ao elemento 12 ji estd embutido no

primeiro vetor. O sub-grafo associado esté representado na figura 5.10.

FIGURA 5.10 - Sub-grafo
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A solugfio do sistema linear é dada, portanto, por sua fatoragfo padrdio 4 =LDU e

entao:

y=D L b (5.15)

x=U"y (5.16)

A eq. 5.15 define uma seqiiéncia de opera¢des de forward substitution sobre LD,
enquanto a eq. 5.16 uma seqiiéncia de operagSes back substitution sobre U. Para o método
dos vetores esparsos € essencial que a forward solution seja executada por colunas e que a

back solution por linhas.

Se o vetor b ¢é esparso, somente um subconjunto de colunas de L € necessario para
a forward solution da eq. 5.15 sendo chamado fast forward - FF. Por outro lado, se somente
certos elementos do vetor x sfo desejados, somente um subconjunto de linhas de U é
necessario para a back solution da eq. 5.16, ficando determinado como fast back - FB. As
colunas de FF correspondem uma por uma com os elementos néo zero no vetor p da eq.
5.15, enquanto as linha_s de FB correspondem uma por uma com o subconjunto desejado de x
na eq. 5.16. A tarefa essencial do método é identificar, eficientemente, os subconjuntos L €

U para FF e FB, respectivamente. .

O subconjunto de colunas para FF € uma fungfo das estruturas de esparsidade de L
e b € o subconjunto de linhas para FB ¢ também uma fungéo da estrutura de esparsidade de
U e x. As estruturas de esparsidade de L ¢ U, por sua vez, sdo fungGes da estrutura de

esparsidade de 4 e do algoritmo de ordenag#o.

A chave para a eficiéncia do método esta no conceito de path de fatoragdo, que é

definido como uma lista ordenada de colunas de L para FF ou linhas de U para FB. Um path
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¢ executado em ordem para frente para FF e em ordem reversa para FB. O algoritmo abaixo

¢ utilizado para determinagfo do path de fatoragio.

ALGORITMO:

1 - Faga k = local do menor nimero dos elementos nido zero em b

2 - Execute operagSes de forward sclution definida pelas
colunas k de L sobre b ;

3 - Pesquise para frente em b a partir de k pelo préximo maior

namero do elemento ndo zero., Faga k = este nimero
4 - Se k = N, fim. Sendo retorne para o passo 2.
Assim, de acordo com os autores, tudo que € necessario para a exploragio dos
vetores esparsos € que os elementos néo zero sejam topologicamente agrupados ao invés de

randomicamente espalhados.

5.6 - Mdétodo da Substituicio Esparsa Forward e Back -
ALVARADO, MONG & ENNS (1985) ‘

Utilizando-se da idéia central dos métodos de Vetores Esparsos para a
determinag@o de conjuntos de interesse, a técnica proposta pelos autores chega as solugdes
através do uso das substitui¢des esparsas forward e back. Até entio, a substituicio esparsa

back nfio era citada na literatura, razio pelo interesse em seu uso.

Tomando o vetor b das injegGes de corrente, percebe-se que o mesmo induz a um
problema de substitui¢io esparsa forward e o vetor de saida - esparso - induz a um
problema de substituigio esparsa back. Ambas sdo muito similares, havendo duas maneiras

de acesso aos elementos:
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- A primeira procura por valores diferentes de zero, no vetor b , no decorrer da
substituigfo, pulando as colunas onde hé zeros;

- A segunda nfio procura, prevé as posi¢des onde 0s nfio zeros serfio posicionados.
A substitui¢io esparsa back esta associada a segunda maneira.

A implementagéio dos algoritmos relativos as substituigdes esparsas forward e
back originou um programa com uma interface bastante amigivel, permitindo o acesso
interativo as rotinas através do monitor do computador e execugio de macros, levando o
usudrio & sociabilidade com a maquina, sendo possivel, até mesmo, efetuar-se simulagdes de

diferentes cendrios.

5.7 - Método da Refatoracio Parcial da Matriz - CHAN &
BRANDWAJN (1986)

Os métodos de refatoragfo parcial ja eram utilizados nesta época, porém com
pouca expressdo em sistemas de poténcia dada sua baixa eficiéncia. No entanto, a unifio do
conhecimento destes métodos com a observagdo de que a alteragiio de uma linha/coluna da
matriz afeta somente um pequeno subconjunto de linhas/colunas subseqiientes e, ainda, as
informagdes recém-adquiridas sobre vetores esparsos, levaram os autores a apresentarem
dois novos métodos de refatoragdo parcial: PRI e PR2, considerados tdo eficientes para
aplicagfes em sistemas de energia que, segundo a apreciagio dos autores BRIGHT,
DEMAREE, HUGHES & TINNEY (p. 200): “se estas técnicas ndo fossem ;:orzhecidas, 0

fluxo de poténcia 6timo seria completamente diferente e, certamente, muito menos eficiente”.
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Tomando como exemplo a rede de 20 nés da figura 5.7 ¢ sua fnatriz representada
na figura 5.8, se for considerada uma modificagio de elementos na linha/coluna 2, os fatores
da matriz afetados podem ser encor;trados diretamente da fatoragfio simbdlica - figura 5.11.
Observa-se que os fatores modificados estdio localizados nas linhas/colunas 11, 12, 15, 17,

18, 19 e 20. Os outros fatores da matriz, abaixo da linha/coluna 2, nfo séo afetados.

As linhas/colunas afetadas podem também ser encontradas através do path graph
da matriz - figura 5.9. O path para o né 2 tem exatamente as linhas/colunas encontradas
previamente na fatoragdo simbélica. Quando mais do que uma linha/coluna é modificada, as
linhas/colunas afetadas sfo dadas pela unifio dos path singleton. O algoritmo para encontrar

o0s path’s para um ou mais nés é o mesmo dos vetores esparsos.

‘' —# Linha/coluna
° ° modificada

—= Linhas/colunas
afetadas

FIGURA 5.11 - Matriz que apresenta as modifica¢des na linha/coluna 2

As linhas/colunas atualizadas pelos novos métodos de refatoragio sio direcionadas

pelos path’s associados com as entradas da matriz modificada. Chama-se matriz modificada
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aquela que, em virtude da formulagéo do problema, teve alguns de seus elementos alterados,

originando o sistema:

A'x=h (5.17)

Tal matriz modificada é representada por:

A =A+MA4A M’ (5.18)

sendo A4 uma matriz mxm que contém as modificagdes de 4 (obs.: n ¢é a dimensdode 4 e

m < n) e M € uma matriz de conexdo mxm.

Para solugdio deste tipo de sistema existem varios procedimentos éspeciﬁcos
chamados métodos de compensagdo (ALSAC, STOTT & TINNEY - 1983), cujo objetivo

basico € compensar as mudangas em 4 sem modificar os fatores LDU. Estes sdo bem

adaptados para aplicages em que:

- o numero de mudangas é pequeno;
- as modificagbes nfo sdo permanentes;

- as equagdes modificadas néo precisam ser resolvidas repetidamente.

Levando isto em considerag¢@io, os métodos de refatoragfio parcial propostos sdo

mais eficientes se estas condigdes ndo aparecerem reunidas.

Assim sendo, o método PR/ funciona da seguinte maneira: refatora todas as

linhas/colunas que compde o path. E orientado por trés passos:
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1. Identifica todas as linhas/colunas que serio modificadas;
2. Encontra os path s destas linhas/colunas;
3. L& novamente e refatora as linhas/colunas do path usando o algoritmo de

fatoragfo original.

No método PR2, o path de fatoragio € usado para identificar as linhas/colunas que
serdo atualizadas. As modificagdes na matriz sio como em 5.18. O algoritmo esti
especificado a seguir e, inicialmente, L(.), D(.) e U(.) contém os fatores LDU da matriz; M(,)

e N(.) contém os elementos dos vetores M e M"; ¢ B = AA.

ALGORITMO:

Encontre os path”s para os ndo-zeros nos vetores M(.) e N(.)
Para I = elementos do path
D(I) = D(I) + B*M(I)*N(I)
Cl = B*M(I)
C2 = B*N(I)
Para I = todos os elementos ndo zeros fora da diagonal
J = coluna

K = Uy
M(J) = M(J) - M(I)*L(K)
N(J) = N(J) - N(I)*U(K)

U(K) = U(K) + C1*N(J)/D(I)
L(K) = L(K) + C2*M(J)/D(I)

UJ;'_'-I]
n 3

B - C1 * C2/D(I)
Fim

Analisando os dois métodos, verifica-se que os mecanismos dos dois so
- inteiramente diferentes: PR/ literalmente refatora as linhas/colunas afetadas quase
exatamente como o normal e merece o nome de refatoragio parcial; PR2 modifica os fatores
das linhas/colunas diretamente € € normalmente, e mais apropriadamente, chamado de

atualizagio dos fatores.
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A programagdo destes novos métodos é completemente especial. O desafio foi
desenvolver um esquema de programag@o que n#o se desgastasse em operagdes aritméticas.

Uma implementag¢@o pobre perderia muito do potencial das técnicas.

Vale observar que o melhor entre os dois métodos depende das necessidades da

aplicagio.

5.8 - Melhoria na Técnica de Matriz/Vetor Esparso - Aplicacdes nos
Calculos do Fluxo de Poténcia On-Line - RISTANOVIC’,
BJERLOGRLIC & BABIC’ (1989)

A principal proposta dos autores, neste trabalho, é apontar melhorias tanto nas
técnicas de esparsidade (mais especificamente relacionadas a refatoragfo parcial), quanto em
intervengdes na programagio do fluxo de poténcia on-line, que podem agilizar
significativamente os programas para fluxo de poténcia AC, fluxo de poténcia 6timo baseado

em Newton e algumas outras aplicages.

Considerando, por exemplo, o fluxo de poténcia on-line, as seguintes necessidades
devem ser satisfeitas em termos de programacfo: confiabilidade de convergéncia, alta
velocidade, eficiéncia no tratamento dos limites impostos e ajuste dos fap’s ULTC. O
método sugerido, PMR - refatoragfio parcial da matriz - visa, entfo, atender estas

necessidades utilizando-se dos conceitos de vetores esparsos.

O grande enfoque do mesmo estd na ordenagfo, para que a aplicagfio da refatoragio

parcial possa ser mais eficiente. Uma jungéo das técnicas de ordenagéo - TINNEY 2 (1967),
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GOMEZ & FRANQUELO (1988a) ¢ BETANCOURT (1988) - deu origem a um esquema
mais conveniente para a aplicagdo enfocada. Para tanto, formalizou-se o conceito a seguir: o
tamanho do né do path de fatoragio ¢ igual ao nimero de operagdes com ponto flutuante
para a fatoragio deste no pelos nos precedentes no mesmo path. Abaixo aparece um

algoritmo para a ordenagio do método.

ALGORITMO:
1 - Faga k = 1
2 - O pivd € o n6é com nt(i) = 0 e nz(i) minimo.

Se nd8o ha nés, va para 3
Se hd um, va para 5
Se had mais que um, va para 4
3 - O Pivd € o n6 PVT com o minimo grau neste passo de
eliminacgédo
Se ha somente um nd nestas condi¢des, va para 5
Se had mais do que um, V& para 4

4 - O pivd € o nd com nv(i) minimo

5 - Eliminar o né pivé. Para todo né adjacente ndo eliminado,
calcule o tamanho do nd de acordo com a férmula 5.15 e
faga nz(j) = nz(j) - 1 para cada par de ndés ndo
eliminados m e n ndo adjacentes, mas adjacentes a i. Faca
nz(m) = nz{(m) + 1, nz{(n) = nz(n) + 1.
Se o ndé pivé & do tipo PVT, entdo para todos os ndés nio
eliminados adjacentes a ele, faga nt(j) = nt(j) - 1.

6 - Fagca k = k + 1
Se k < n vi para 2
Sendo:
- nz(i) = niimero de nés nfo eliminados adjacentes a i

- nf(i) = mimero de nés PVT nio eliminados adjacentes a i

nv(i) = tamanho do né i (inicialmente zero)

- PVT =n6 ao lado do tap do transformador

Ly=max{Li+nz(j) *[nz(j)+3], L} (5.19)
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Devido 2 simetria da matriz 4, a pesquisa durante a fatoragfio ordenada pode ser
dividida ao meio. Desta maneira, 5% do tempo de processamento podem ser eliminados,
comparado com o procedimento padrdo. Usando suas caracteristicas estruturais, pode-se
executar a fatoragfio simbdlica e numérica simultaneamente, conseguindo uma redugiio de 20

a 30% do tempo de processamento.

O PMR ¢ executado por re-leitura, isto ¢, as colunas e linhas afetadas no path de
fatoragdo sfio lidas novamente com os elementos originais e refatoradas. Entretanto, durante
a refatoragfo parcial, as colunas e linhas em questio sfo afetadas ndo somente pelo mesmo
path, mas por um grande niimero de colunas e linhas fora deste path, aumentando a pesquisa
e o nimero de operagdes. Para evitar isto, 0 PMR € tratado com corregiio reversa tornando-se
RCPMR, que € entdo executado sem pesquisa e re-leitura das linhas e colunas do path de

fatoragéo.

A eficiéncia do RCPMR ¢ significativamente melhorada quando associada com o
esquema de ordenagfio proposto. Do ponto de vista matematico, o tamanho do path de
fatoragdo define o nimero de operagdes necessarias para a refatoragdo parcial da matriz.
Quando a ordenagéo ¢ aplicada, o tamanho do path no path graph é diminuido e o mesmo

torna-se extremamente radial.

Uma das mais importantes vantagens do RCPMR é que n3o ha problemas com
erros de aproximagdo para um grande nimero de mudangas simultineas, como ha no

meétodo de atualizagZio dos fatores da matriz (CHAN & BRANDWAIJN, 1986).

Na implementag@o dos métodos - PMR e RCPMR - o esquema de armazenamento

empregado para a matriz € o de listas encadeadas para os elementos fora da diagonal e
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vetores separados para os elementos da diagonal, como proposto por TINNEY, POWELL &

WALKER (1975) e ZOLLENKOPF (1971).

5.9 - Fatores Inversos da Matriz Esparsa - ENNS, TINNEY &
ALVARADO (1990)

O método sugerido pelos autores enfoca a importincia das solugles diretas
principalmente para uma classe de problemas estiticos, como andlise de contingéncia, €
dinimicos, como estabilidade transitéria e eletromagnetismo transitério por integragio

implicita.

Assim, ao invés de usar os fatores triangulares da matriz para calcular as solugbes
diretas, como é feito no processamento serial, a sugestdo é usar a inversa desses fatores
triangulares. Diferentemente da inversa da mafriz esparsa, que é cheia, as inversas dos
fatores friangulares sfio esparsas, embora menos esparsos que os préprios fatores. Apesar
disso, a esparsidade pode ser melhorada pelo particionamento das inversas dos fatores

triangulares.

Ja é conhecido que a eq. (2.3) pode ser fatorada sob a forma:

A=LDI (5.20)

‘Para a matriz esparsa 4, o célculo de L ¢ precedido por uma ordenagio dos eixos
(linhas e colunas da matriz ou nés da rede) para minimizar o n° de elementos ndo zero.

Define-se, entfo, a matriz:
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w=L" ' (5.21)

A i-ésima coluna de W é uma solugio “forward” para um vetor unitario i (um vetor

com 1’s na posigfio i e zero, caso contrario. Portanto, I ¢ triangular inferior e esparsa.

Foi comprovado, experimentalmente, que para uma variedade de sistemas de 324 a
2199 nés, a densidade de elementos ndo zero em #¥, variou de 2 a 7%, usando ordenagio de

minimo grau. Isto sugere o uso da matriz W para solugéo de (5.20), como segue:

z=Wb , y=DYz , x=W'y (5.22)

Fazendo uso da 1;1atr1'z W, acima definida, determina-se um novo esquema de
ordenagio conhecido com6 -ESQUEMA W. Tal esquema é uma modificagdo do Esquema
TINNEY 3, no qual, a cada passo o n6 escolhido introduz uma quantidade minima de
elementos adicionais em W ao invés de introduzir em L. Isto € feito pela criagdo da estrutura

simbolica de W simultaneamente com a de L, durante o progresso da ordenagéo.
O algoritmo do ESQUEMA W ¢é mencionado abaixo:

ALGORITMO:

1 - Inicializacdo: para cada nd, calcular os fill-ins em W que
resultariam se o ndé fosse eliminado primeiro. Armazene em
W-COUNTS. Classifique os nés em ordem crescente de W-
COUNTS (isto equivale ao Esquema 1 aplicado a matriz W,
que é o mesmo aplicado & L, pois neste estégio inicial as
estruturas de I e W sdo exatamente as mesmas.

2 - Se todos os nds estio ordenados - PARE.

Caso contrario, selecione o ndé de menor W-COUNT e,
simbolicamente, elimine-os. Adicione fill-ins as
estruturas de L e W.
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3 - Recalcule os W-COUNTS, para ndés cujas conexdes sdo mudadas
no passo 2. Reclassifique os W-COUNTS e va& para © passo
2

O esfor¢o computacional para o ESQUEMA W ¢ equivalente ao Esquema
TINNEY 3. O recalculo e reordenagio somente dos nés afetados pela selegiio prévia e

eliminagfo sdo a chave de uma implementacéo eficiente.

A ordenagdo ESQUEMA W ¢ eficaz tanto para processamento serial quanto
paralelo. Em comparagiio com o Esquema 2, cujo objetivo € minimizar o n° de elementos
no zero em L para solugdes com vetores cheios, 0o ESQUEMA W é melhor, pois se presta

para solugbes repetidas com vetores esparsos.

Para sistemas com algumas centenas de noés, o ESQUEMA W ftrabalha
satisfatoriamente na produgio da matriz esparsa. Por outro lado, para redes muito grandes, o
numero de elementos nfo zero torna-se excessivo em W, razdo pela qual foi introduzido o
ESQUEMA W PARTICIONADO. A estrutura de uma partigdo W ¢ determinada pela uniéo
das matrizes FW; adjacentes. Estas diferem da matriz identidade somente nas colunas
correspondentes aos seus indices. A regra de partigdo usada € muito simples: quando o
numero de elementos nfo zero em uma parti¢éo aﬁnge um limite pré-determinado, inicia-se
um novo fator. A modificagfo é efetiva na redugio do nimero de elementos nfo zero, pois a
maioria dos fill-ins ocorre precipitadamente em relagéo ao final da ordenagdo. Cada fator €
iniciado com uma matriz identidade e somente poucos fill-ins sdo produzidos pelos primeiros
nés selecionados. Por exemplo, se W, » W; e W sido combinados em uma partigo, entfio a
partigio terd elementos somente abaixo da diagonal nas colunas i, j e k& em adigfo a

dia_gonal unitaria.
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A tabela 5.2 apresenta uma comparagdo entre os Esquemas: 2, W e W

PARTICIONADO. “0” significa o total de elementos na matriz original, “L” apresenta o

total de ndo zeros no fator L e “W * significa o total de néo zeros nos fatores inversos, para

cada sistema apresentado. Constam também, desta tabela, observagdes relativas as partigdes

como: numero de nds para cada sistema, nimero de elementos por parti¢io ¢ o total de

parti¢des.

Verifica-se, entdo, que para grandes problemas de redes de poténcia o método

proposto, aliado ao ESQUEMA W particionado de ordenagZo, é bastante benéfico para

solugdes repetidas com vetores esparsos.

TABELA 5.2 - Comparagio entre os Esquemas 2, W e W PARTICIONADO e

Observacdes sobre as Particoes

T el e : ‘Esquema W | Observagdes sobre
: Slétema- ,7 Matnz Esquemarz: Esquema W Patticionads partigdes
0 514 514 514 230 nés e 1500
L 1.153 1.243 1.236 elementos na 1* de 2
W 6.532 5.176 2.258 partigbes
o 680 680 680 493 nés e 1500
r 914 987 944 elementos na 1° de 2
/4 7.277 4.939 1.800 partigdes
0 600 600 600 493 nés e 1500
L - 600 1.677 1.273 elementos na 1% de 2
W cheia 4.530 2.059 particdes
Partigbes de 4285,
0 9.827 9.827 9.827 5367 e 5725 com
L 28.620 29914 30.883 16000 elementos nas
W 4 437.588 52.259 primeiras 3 de 4

parti¢Ges

(*) muitos elementos - excederam a capacidade de armazenamento
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5.10 - Métodos Particionados da Inversa da Matriz Esparsa -
ALVARADO, YU & BETANCOURT (1990)

O método abordado anteriormente (Fatores Inversos da Matriz Esparsa) deu o
fundamento para o uso das inversas particionadas dos fatores de A. Entretanto, o método niio
foi considerado pratico devido a0 ntimero de fill-ins nas matrizes W . Embora tenha sido
apresentada a idéia das partigGes W para reduzir o nimero deles, ndo foram feitos outros
esforgos para sua redugfio a zero. Assim, o método aqui abordado, elaborado sobre a-idéia
das matrizes W particionadas e vetores esparsos, utilizando-se de componentes fatoradas das

inversas de L e U, tem o intuito de apresentar “zero” elementos adicionais.

Como introduzido anteriormente, um path de fatoragio exibe as relagdes de
precedéncia das operagdes sobre as linhas e colunas da matriz. Lenght de um né i, no path
de fatoragdo, € definido como o maximo de todos os noés que o precedem no path graph.
Assim, tomando como base o exemplo do sistema de 20 nés da figura 5.7 e sua matriz
associada - figura 5.8 - a figura 5.12 ilustra o path graph com o lenght de cada né indicado.

Observa-se que o no 20 € trivial, raz8o pela qual nfo é mostrado.

A estrutura de W esta contida no path graph, ou seja, as enfradas ndo zero na
coluna i de W sdo dadas pelos nds que sfo incluidos no path do né i. Também as enfradas

n#o zero na linha i de W sfo dadas pelos nés no qual o path do nd i esta incluido.
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o o Lenght 1

Lenght 2

Lenght 3

Lenght 4

Lenght 5

Lenght 6

Lenght 7

FIGURA 5.12 - Path de fatoracio ilustrando o conceito de lenght

Um acesso a particio W sem produg@io de novos elementos pode ser baseado no
path graph. Se todos os nés de um nivel sdo numerados antes que todos os nds do préximo
nivel, particionando a matriz de acordo com os niveis, resulta em nfo acréscimo de
elementos em W. Portanto, o nimero de partigdes em W pode ser feito igual ao méximo
lenght no path graph. Todos os nos do mesmo nivel estariam na mesma parti¢io. Nenhum
fill-in seria criado neste caso, pois os nés dentro de uma partigio nfio seriam predecessores

dos outros. Assim, o conceito de lenght é equivalente ao conceito de particio.

O objetivo de se utilizar particionamento € reduzir o niimero de fill-in em W. Para

tanto, a metodologia proposta utiliza-se de trés algoritmos:




Capitulo 5 - Técnicas de Esparsidade 133

- PAI - particionar a matriz e néo produzir fil/l-in em W. Os nds consecutivos sfo
agrupados na mesma parti¢do sem criar qualquer fill-in em W , enquanto cada no
¢ de um ramo diferente no path graph;

- PA2 - reduzir o niimero de partigdes enquanto ainda n#o adiciona fill-in. Aqui,
mais do que um né do mesmo ramo, € permitido na partigéo desde que a incluséo
do né ndo resulte em fill-in em W;

- PA3 - permitir poucos fill-ins durante a formagfio de W para reduzir o nimero de

partigdes.

Para o exemplo da rede de 20 nds, o0 nimero de fill-ins resultante, se W nio é
particionado, é 42. Se os algoritmos acima s#o aplicados, observa-se uma notavel redugio,

como verificado na tabela 5.3.

TABELA 5.3 - Niimero de Particdes e fill-ins para os casos PAI, PA2 e PA3

10 -11 |12 -14|15 -16| 17 18 19

10 -11 |12 -14 (15 -16 |17 -19

15 -19

Exemplos e testes foram realizados para sistemas de 118 a 1993 nés. Para cada
sistema foram comparadas muitas combinagbes de algoritmos, sendo considerados os
seguintes relativos & ordenagdo: Tinney - Esquemas 2 e 3; Gémez e Franquelo - 1,2 ¢ 3
(GF1, GF2 e GF3); Betancourt - MDML e MLMD.
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Para cada um destes algoritmos foram obtidos e analisados os itens a seguir:

- 0 nimero de elementos da matriz fatorada L;
- o ntimero de parti¢des de acordo com PA/ e PA2;
- o nimero de partigdes de acordo com PA3, sendo permitidos 1%, 2%, 5%, 10%

e 20% de fill-ins. Para cada caso, uma quantidade de partigdes € apresentada.
Os resultados destes itens para o sistema exemplo de 118 nds (179 elementos
originais fora da diagonal) estdo relacionados na tabela 5.4. Observa-se que o nimero de

cima indica as parti¢Ges € o de baixo o nimero de fill-ins em W.

TABELA 5.4 - Particdes e mimero de fill-ins nas matrizes W depois da ordenagio

"Esq.2 | Esq.3 | GFl | GF2 | GF3 | MDML | MLMD
Nao zeros V
. 265 269 265 264 285 265 303
PAI | & 64 48 19 19 50 12
PA2 | 51 57 41 13 12 43 6
PA3 | 22 24 12 6 7 17 6
1%(2) | A 38 29 10 8 29
PA3 | 16 18 12 6 7 13 6
2% @) 8 | s 33 18 15 37 13
A3 9 12 8 5 5 8 5
69 84 51 37 32 57 20
6 8 6 4 4 6 4
as)y| 88 115 79 54 51 80 53
PA3 | 5 5 4 3 3 4 3
20%(36) 135 160 110 99 80 108 79
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5.11 - Técnicas de Aproximacio do Vetor Esparso - BACHER,
EJEBE & TINNEY (1991)

As técnicas de aproximagdo do vetor esparso (ASV) aparecem como
complementos aos métodos de vetores esparsos, os quais fornecem sua conceitua¢io basica.
Para grandes problemas s#o pot;:ncialmente mais vantajosas, pois caracterizam-se pela
agilidade na apresentagdo das solugdes. Tal agilidade advém de “pulos” sobre operagdes que
representariam alteragdes suficientemente pequenas, de acordo com alguns critérios

apropriados e que néo podem ser desconsiderados.

Tanto as técnicas de vetores esparsos quanto as de aproximagdo podem ser usadas
para vetores estrifamente esparsos ou pseudo-esparsos. O aparecimento de um ou de oufro

estd relacionado aos efeitos de mudangas localizadas nos pardmetros da rede e inje¢des.

Dessa forma, as técnicas de aproximagiio podem ser derivadas matematicamente,

mas a interpretagéo da rede requer consideragdes adicionais:

- as variaveis da solugiio sfo corregGes incrementais;

- a fatoragdo da matriz da rede nodal € analoga & redugido da rede na ordem de
esparsidade direta;

- uma operagfio de solugfo forward sobre a coluna k de fatores converte a injegéo
incremental do né k nas inje¢Ges equivalentes dos nds adjacentes que seguem k
na ordenagfio. Se a injegéio do né k € relativamente pequena, o erro resultante da
propagacéo de seus efeitos para outros nos € também pequeno;

- a substitui¢do back é analoga a reconstituir a redugdo da rede né por nd. A

analogia assume duas formas dependendo se a substituigdo € por linhas ou por
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colunas. Na substituigio back por colunas, as operagdes para cada coluna k
propaga o efeito da solugdo completa para a varidvel k das varidveis dos nds
adjacentes ao né k que o precedem na ordenagfo. Se a varia¢io da solugfo para
um no € pequena, o erro resultante da ndo propagagéo dos efeitos para outros nos

¢ também pequeno.

Pular as operag@es que teriam pequenos efeitos acelera a atenuagdo destes e leva a
mais pulos. Os elementos do vetor que teriam sido pequenos sem os pulos, sdo até mesmo

menores, € alguns, que sdo inicialmente zero, assim permanecem.

Cada pulo depende de um simples nimero chamado de “valor de erro” (g). A
determinagdo deste ¢ fundamental para o bom desempenho das técnicas. Se o valor é
enorme, o montante de pulos é muito grande; se é¢ muito grande, a perda da precisio pode ser

inaceitavel; se é muito pequeno, o esforgo é perdido.

Quatro novas técnicas sdo sugeridas, sendo trés aproximagbes de outras ji

introduzidas pelos métodos de vetores esparsos e a quarta inteiramente nova.

- a primeira técnica, chamada SKIP FORWARD (SF), é uma aproximagio da fast
Jforward (FF), na qual as operagdes que t€m relativamente pequenos efeitos sdo
puladas. Para transformar a rotina FF em SF, basta apenas acrescentar um teste
condicional no ponto em que o indice k € incrementado para a préxima coluna

no path da FF, isto é:

Se (ABS (y(k)) < g€) entdo
Execute a substituig¢do SF para a coluna k

y(k) = k-ésimo elemento do vetor y
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g = valor do erro

Em geral, quando SF alcanga k, o valor original de y(k) tera sido mudadd pelas
operagdes de substitui¢io forward precedentes.

- a segunda técnica ¢ a SKIP BACK (SB). Trata-se de uma aproximacio da fast
back (FB). E usada somente quando é precedida de uma substituigio forward.
Ela pula a substitui¢io back para linhas correspondentes aos locais do vetor que

contém zeros. Um unico teste € inserido na rotina FB para fransforma-la em SF.

Se (ABS (x(k)) = 0) entdo

Execute a substituigdo SB para a linha k
x(k) = k-ésimo elemento do vetor solugéo x

SB é proveitosa somente para o segmento do path de FB que coincide com o

path de FF.

- a terceira técnica denominada SKIP FACTOR UPDATE (SFU) é uma
aproximagéo da fast update (FU), na qual as operagdes que t€ém pequenos efeitos
sdo puladas. A conversdo da rotina FU para SFU ¢ feita através do acréscimo
de uma linha de teste no ponto em que o indice k ¢ incrementado para a préxima
linha do path de FF para uma mudanga de rank-1 na matriz.
Se (ABS (f(k)) < g) entédo
Pule a linha k, atualizando operag¢des na
linha k
f(k) = k-ésimo elemento de um vetor esparso especial usado para

FU

g = valor do erro
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Do ponto de vista das técnicas de ASV, o vetor f € andlogo ao vetor y da SF.

- a quarta téenica, SKIP BACK BY COLUMNS (SBC), ndo tem correlagdo com os
métodos de vetores esparsos. E uma aproximagdo da substituigio back, por
colunas, que pula as operagdes cujos efeitos sobre a solugfio sio relativamente
pequenos. Pode éer usada seguindo FF, SF ou substitui¢do forward cheia. A
SBC nio requer um path, pois ela faz a varredura de todos os nds do 1ltimo para
o primeiro. Uma rotina padrdo para substituigio back por colunas pode ser
convertida para SBC com a inser¢do de um teste no local onde o indice da
coluna k é decrementado para a préxima coluna.

Se (ABS (x(k)) < &) entédo
Execute a SBC para a coluna k

x(k) = elemento parcialmente processado do vetor solugdo

g = valor do erro

Quando o processo alcanga a coluna k, a solugéo para x(k) estd completa.

Assim, o determinante na escolha da técnica de ASV a ser aplicada € a
caracteristica do problema a ser resolvido. De acordo com a necessidade, qualquer uma delas
ou combinagdes delas podem ser utilizadas. Elas séo consideradas simples, faceis de serem
implemeﬁtadas e ainda podem ser substituidas diretamente por sua confraparte SV em
algumas aplicagdes. No entanto, para obter e explorar seu grande potencial, as vezes €

necessario adapta-las fazendo modificagdes nos algoritmos em que s&o usadas.



6 - IMPLEMENTACAO E TESTES

Este capitulo apresenta dados sobre a implementagdo de duas das técnicas
abordadas: Bi-fatoragiio e Elimina¢do Esparsa e Simétrica de Gauss, que foram comparadas
entre si e com o pacote da Harwell Subroutine Library - MA28. Estas técnicas foram
escolhidas por serem as mais utilizadas na 4rea de sistemas estéticos de energia e, mais
particularmente, no Laboratério de Otimizagio em Sistemas Elétricos de Poténcia - LOSEP,
do Departamento de Engenharia Elétrica da Escola de Engenharia de S#io Carlos. E
importante observar que, apesar de terem sido apresentadas no histérico diversas técnicas de
processamento em paralelo, as trés técnicas comparadas sio essencialmente voltadas para

processamento serial.

A técnica da Eliminagfo Esparsa e Simétrica de Gauss somente resolve problemas
com matrizes de coeficientes estritamente simétricas, enquanto que os métodos da Bi-

fatoragdio ¢ MA28 apresentam maior maleabilidade. Dessa maneira, por tratar-se de uma
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comparagio entre as trés técnicas, os testes foram realizados para sistemas com exatamente

as mesmas caracteristicas, isto €, sistemas estritamente simétricos.

6.1 - Armazenamento da Matriz

A titulo de exemplo, consideremos a rede elétrica de seis nos, representada na

figura 6.1, onde sfio dadas as conduténcias de todos os ramos ¢ a intensidade das injegGes de

corrente.
5 3 1
® NW & MW ——¢
28 38
3
3A g 18 ; 1S ; S
-L 1S 3S
- |6 |@ N o NWN—¢| »
4
Ref.
= M 24 A 6a

Figura 6.1 - Rede exemplo de seis nos

O sistema linear que representara esta rede, ou seja, / = YE (¥ = matriz admitncia

nodal), observando que 6 é o n6 de referéncia, assume a forma da eq. (6.1).
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6 =35
~3 6
= 3 0

0 -3

0 0

-3
0
6

-1

-2
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| E3
E4
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w o © & O

6.1)

Para efeitos didaticos, teremos em mente a eq. (6.1), porém, a matriz em si nédo €
armazenada explicitamente, sendo que as posiges de seus coeficientes sdo originadas
diretamente de um arquivo de dados denominado topologia da rede. Este arquivo ¢
constituido das descri¢Ges dos nés e das ligagdes, sendo que a estrutura de armazenamento
final sera definida a partir da leitura deste arquivo. O numero “9999” indica que nfo existem
mais registros a serem lidos. Para a rede da figura 6.1, o arquivo seria montado de acordo

com a figura 6.2:

0l A

02

03 > Dados dos Nés

04

05 J
9989

01
01
02
03
03
9999

02
03
04
04
05

>

Dados das
Ligagdes

Figura 6.2 - Arquivo de dados de uma rede elétrica de 6 nos

Os arquivos de dados s#o utilizados para as trés técnicas abordadas, e a leitura dos
mesmos origina as diferentes estruturas de armazenamento, em formato vetorial, usadas em

cada uma das técnicas.
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A Figura 6.3 apresenta os vetores determinados pelo método da Bi-fatoragio,

sendo que o significado de cada vetor é especificado a seguir:

- LCOL: armazena as posig¢des iniciais das colunas individuais dos elementos que

estdo em CE;

- NOZE: contém o nimero de elementos ndo zero em cada coluna;

- NSEQ: contém, inicialmente, variaveis de 1 a n em seqiiéncia ascendente, sendo

que no final da simulagéo, contém a seqiiéncia de pivoteamento, como resultado

da estratégia de ordenagdo empregada;

- ITAG: armazena os indices das linhas dos elementos contidos em CE;

- LNXT: contém o local do préximo elemento n3io zero em CE, em ordem

ascendente;

- CE: armazena os elementos ndo zero da matriz 4.

LCOL | NOZE | NSEQ
1 3 1
4 3 2
7 4 3
11 3 4
14 2 5

Figura 6.3 - Esquema de armazenamento do método da Bi-fatoragio

ITAG |LNXT| CE
1 1 2 6
2 2 3 -3
3 3 0 -3
4 1 5 -3
5 2 6 6
6 4 0 -3
7 1 8 -3
8 3 9 6
9 4 10 -1
10 5 0 -2
11 2 12 -3
12 3 13 -1
13 4 0 5
14 3 15 -2
15 5 0 3
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O esquema de armazenamento do pacote MA28 também possui suas
particularidades. A Figura 6.4 mostra as estruturas vetoriais que o mesmo utiliza, sendo que

cada vetor possui os relacionamentos indicados abaixo.

- A: contém os elementos diferentes de zero da matriz esparsa;
- IRN: cada posig#o contém o indice da linha do elemento diferente de zero de 4;
- ICN: cada posi¢io contém o indice da coluna do elemento diferente de zero

de A.

A IRN | ICN
1 6 1 1
2 -3 2 1
3 -3 3 1
4 -3 1 2
5 6 2 2
6 -3 4 2
7 -3 1 3
8 6 3 3
9 -1 4 3
10 -2 5 3
11 -3 2 4
12 -1 3 4
13 5 4 4
14 -2 3 5
15 3 5 5

Figura 6.4 - Esquema de armazenamento segundo pacote MA28

Finalmente, as Figuras 6.5 e 6.6 indicam as estruturas usadas pela Eliminagéo

Esparsa e Simétrica de Gauss relativas as matrizes A e U, respectivamente.

Como visto anteriormente, o esquema de armazenamento empregado pela técnica é
denominado “Esquema de Armazenamento sem Compressdo”, utilizando-se dos seguintes

vetores:
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- A: contém as entradas diferentes de zero do triangulo superior da matriz A4;

- JA: contém os indices das colunas que correspondem as entradas diferentes de
zero do vetor 4;

- J4: armazena n+] apontadores que indicam as linhas de nfio zeros em 4 ¢
indices em JA, isto é, A(IA(I)) é a primeira entrada armazenada na i-ésima
linha e 4(JA(I+1) — 1) ¢ a Gltima. Portanto, o tamanho da i-ésima linha é dado
por IA(I+1) — IA(D).

- U: contém as entradas diferentes de zero do tridngulo superior da matriz U;

- JU: contém os indices das colunas que correspondem &s entradas diferentes de
zero do vetor U,

- IU: armazena n+! apontadores que indicam as linhas de no zeros em U e

indices em JU.

4 | 6 3 [ 3 3 6 1 2 5 3

K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T4 1 2 3 2 4 3 4 5 4 5
= 4 6 9 10 | 11

Figura 6.5 - Esquema de armazenamento sem compressio da matriz 4

Os vetores referentes & matriz U sio construidos a semelhanga dos relacionados a
matriz A. Como observado anteriormente, ¢ pela prépria defini¢io da matriz U, os elementos
da diagonal principal sfo todos iguais a 1 e ocorrem na primeira posi¢do de cada linha;

entfo, para economia de espago de armazenamento, estes nfio precisam ser armazenados.
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U ags a3 apg azq a3y ass

k 1 2 3 4 S 6
JU 2 3 4 4 4 5
IU 1 ‘ 4 5 6 6 6

Figura 6.6 - Esquema de armazenamento sem compressio da matriz U

6.2 - Testes e Comparacdes

A implementagio das trés rotinas foi realizada através da linguagem Compag
Visual Fortran versdo 6.1, em um microcomputador INTEL Pentium III 600E MHZ, com
Cache (L2) de 256 Kb, 128 Mb de memoria principal padrio PC100 SDRAM, Placa-mie
INTEL CABI10E (chipset 8l0E), barramento de sistema de 133 MHZ e
controladora/aceleradora grafica 2D/3D (on-board). O sistema operacional é o Microsoft

Windows ME.

Os testes foram aplicados a sistemas de 14, 30, 57 e 118 barras, cuja matriz
admitdncia ¥ possui percentagem de esparsidade de 27,6%, 12,4%, 4,19% e 2,14%,
respectivamente. Foi utilizado o pacote MA28 e os programas, relativos as técnicas da Bi-

fatoragfo e Eliminag¢fio Esparsa e Simétrica de Gauss, foram desenvolvidos.

Apesar das diferengas metodoldgicas, a estrutura dos trés programas foi

didaticamente padronizada, constando das etapas descritas abaixo:
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1. Leitura do Arquivo de Dados

2. Topologia da Rede

3. Montagem dos Vetores relacionados a cada técnica
4. Ordenagio

5. Fatoragfio Simbdlica (Simulagio)

6. Fatora¢io Numérica (Redugiio)

7. Solugdo

8. Saida dos resultados em um arquivo de saida formatado para tal.

As comparagdes foram relacionadas ao tempo de CPU durante a execugéo dos
programas. Este tempo foi acessado diretamente do sistema através da chamada da fungéo
intrinseca do Fortran - GETTIM. Esta fungio foi‘ inserida no inicio das rotinas de interesse,
isto é, apo6s a leitura dos arquivos de entrada e topologia da rede, e armazenou hora, minuto,
segundos e décimos de segundo inciais, finalizando com mais uma chamada & fungdo
GETTIM no final da rotina de solugo, adquirindo hora, minuto, segundos e décimos de

segundo finais.

Os tempos inicial e final foram convertidos para centésimos de segundo e ao final
foi encontrada a diferenca entre ambos, sendo seguida de sua respectiva conversdo, para a

obtengéo do tempo correto.

Observou-se, entretanto, que o tempo de processamento gira em forno de
milésimos de segundo e microssegundos, nfio sendo registrado pelo relégio interno da
maquina, razio pela qual foi empregado um procedimento DELAY, isto é, foi inserido um
lago de repetigio das rotiﬁas 3,4,5,6¢7, de 1000 unidades, para que se pudesse ter acesso
a um tempo maior. Portanto, o telhpo total em segundos, que se encontra na tabela 6.1,

refere-se a uma propor¢éo do tempo registrado. A figura 6.7 mostra os dados da tabela 6.1
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dispostos em um grafico de colunas para melhor visualizagio do desempenho entre as trés

técnicas.

Tabela 6.1 - Tempos de processamento (em segundos) para os quatro sistemas em

relagfio as trés técnicas

14 v 30 57 118
Bi-fatoracfio 0,00011 0,00022 0,00066 0,00132
MA28 0,00039 0,00088 0,00181 0,00329
‘Elim. Esparsa e
e 0,00005 0,00021 0,00094 0,00253
_Simétrica de Gauss -

0,0035 + -

0,0030

0,0025 -
o [114 Barras
S
2 0,0020 030 Barras
E 0,0015 57 Barras
K :

0,0010 118 Barras

0,0005 -

0,0000 -+

Figura 6.7 - Comparagiio entre os tempos de processamento (em segundos) para as trés

técnicas de esparsidade

Observou-se, portanto, nos testes de tempo de processamento, que das trés

técnicas, a que teve melhor desempenho médio foi a Bi-fatorag@o. Entretanto, para os dois
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primeiros sistemas (14 e 30 barras), a Eliminaggo Esparsa e Simétrica de Gauss, apresentou
melhores resultados que a Bi-fatoragfo; porém, quando a densidade da matriz comegou a
aumentar, seu desempenho tornou-se um pouco pior. Também pdde-se observar, que,
indiscutivelmente, os piores resultados foram do pacote MA28, que é, das trés técnicas

abordadas, a mais genérica.

As figuras 6.8 e 6.9 mostram o melhor desempenho da técnica da Eliminagfio
Esparsa e Simétrica de Gauss, para os sistemas de 14 e 30 barras, seguida pela técnica da

Bi-fatorag#o.

Sistema de 14 barras

Bi-Fatoragio
OMA28
ELEsp.Sim.Gauss

Figura 6.8 - Desempenho das técnicas relativo ao sistema de 14 barras

Sistema de 30 barras

O Bi-Fatoracio
OMA28
E ELEsp.Sim.Gauss

Figura 6.9 - Desempenho das técnicas relativo ao sistema de 30 barras
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As figuras 6.10 e 6.11 representam as outras comparagdes entre as técnicas, para
os sistemas de 57 ¢ 118 barras, ¢ confirmam o melhor desempenho da técnica da
Bi-fatoragfio seguida pela Eliminagfio Esparsa ¢ Simétrica de Gauss. O MA28 teve o pior

rendimento para todos os casos.

Sistema de 57 barras

[ Bi-Fatora¢io
OMA28
ELEsp.Sim.Gauss

Figura 6.10 - Desempenho das técnicas relativo ao sistema de 57 barras

Sistema de 118 barras

Bi-Fatoragiio
COMA?28
ELEsp.Sim.Gauss

Figura 6.11 - Desempenho das técnicas relativo ao sistema de 118 barras

Dessa maneira, conclui-se que os tempos obtidos representam a associagdo entre o

tamanho do sistema e a técnica adotada.



7 - CONCLUSOES

A abordagem dada a este trabalho foi a de pesquisar diversas Técnicas de
Esparsidade utilizadas para a solugio eficiente dos problemas de sistemas estiticos de

energia elétrica.

Sabe-se que a resolugfo eficaz da rede elfétrica depende do modelo adotado e esta
diretamente relacionada com a técnica de esparsidade que o trata. Estas técnicas constituem,
portanto, um apanhado de metodologias especificas para o manuseio dos grandes sistemas
lineares esparsos envolvidos e objetivam a maximizagdo da eficiéncia numérica e

computacional na obten¢do das solugdes.

A compilagiio de uma extensa reviso bibliografica, enfocando trabalhos realizados

na area de sistemas estaticos de energia, foi fundamental para o seu desenvolvimento, pois,
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além de fornecer o posicionamento histérico, também apresentou uma ampla revisio do
desenvolvimento teérico, relativos as técnicas e também aos modelos de ordenacio das

matrizes, que aparecem associados.

Complementando o levantamento bibliografico, foi realizada a implementagio de
duas destas técnicas - Bi-fatoragfio e Elimina¢fio Esparsa e Simétrica de Gauss - tendo seus
desempenhos comparados entre si e com o pacote da Harwell Subroutine Library - MA28,

para sistemas de 14, 30, 57 e 118 barras.

Os resultados destas comparagdes apontaram a técnica da Bi-fatoragdo como a
mais eficiente, na média, tendo os melhores tempos de resposta para os maiores sistemas

testados, sendo seguida pela Eliminagio Esparsa e Siméfrica de Gauss.

Assim, pode-se dizer que a principal contribuigio deste trabalho estda na
organizagdo de uma lista de técnicas de esparsidade e de ordenagfio, com destaque aos
principais atributos de cada uma delas e aos seus algoritmos, alicergada sobre uma
fundamentagdo tedrica basica sobre algebra matricial, que servira como ponto de apoio a
decisdo, aos especialistas da area. Também contribuiu no aspecto de apontar, enire as trés
técnicas mais empregadas na area, o melhor desempenho da Bi-fatoragdo para grandes

sistemas.

A pesquisa desenvolvida leva a uma seqiiéncia de trabalhos futuros, descritos a

seguir:

- Implementagéo e testes aplicados ao problema de FC e FCO, de outras técnicas

paralelas, como: Vetores Esparsos; Substituigio Esparsa Forward e Back;
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Meétodos Particionados da Inversa da Matriz Esparsa e Aproximagéo do Vetor
Esparso;

- Implementag&o das técnicas de Refatoragfio Parcial;

- Associagio de técnicas de ordenagiio recentes as técnicas de esparsidade
utilizadas mais freqiientemente;

- Avaliagdo da via‘bi]idade dos novos pacotes MA da HSL-2000.
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