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Resumo

Este trabalho considera a existéncia de ressonancias de trés corpos na zona habitavel (ZH),
da estrela GJ 581 (Gliese 581), envolvendo os planetas GJ581 ¢, GJ581 d e um terceiro plan-
eta dentro da ZH. Inicialmente, descreve-se o trabalho de desenvolvimento da funcao per-
turbadora devida a atragao dos dois planetas considerados sobre o planeta teste. Como as
perturbagdes mituas envolvem apenas dois corpos (perturbado e perturbador), a obtengao
do Hamiltoniano médio com termos que envolvem as longitudes médias de trés corpos difer-
entes, exige o calculo efetivo das perturbagoes de primeira ordem. Isso foi feito usando
a teoria das séries de Lie, e o Hamiltoniano médio é aquele resultante de uma aplicacao
da teoria de perturbagdes, interrompida apds a obtencao da média desejada(de segunda
ordem nas massas). Em seguida apresentamos algumas ressonancias de trés corpos obtidas
com a teoria de Lie e seus coeficientes e fazemos uma revisao de alguns conceitos béasicos
relativos a teoria da difusao lenta em sistemas Hamiltonianos multidimensionais sob a
acao de pequenas perturbacoes, em particular, a teoria da difusao lenta desenvolvida por
Chirikov (1979). A teoria de Chirikov foi usada para gerar um novo sistema de variaveis
candnicas em que os momentos se orientam ao longo e através da ressonancia. As solugoes
do Hamiltoniano transformado foram simuladas com a utilizacao do mapa simplético de
Hadjidemteriou e a difusao das solugoes foi estimada usando-se a férmula usual introduzida
por Chirikov. Os resultados estao mostrados no final deste trabalho. Estimamos os valores
possiveis de excentricidades das 6rbitas dos planetas GJ581c e GJ581d, de modo a possibil-
itar a existéncia de um outro planeta em ZH. Optou-se por usar o mapa de Hadjidemetriou
pois ele permite simulagoes muito mais rapidas do que os integradores, e assim permite
a simulacao das solugdoes em um numero maior de pontos e também a consideracao de

diversos sistemas de massas.






Abstract

This work considers the existence of three-body resonances in the habitable zone(HZ),
of the star GJ 581(Gliese 581), involving the planets GJ581 ¢, GJ581 d and a third planet
inside the HZ. Initially, we describe the work of the development of the disturbing function
due to the attraction of the two planets considered on the test planet. As the mutual per-
turbations involve only two bodies (perturbed and disturbing), the obtention of the mean
Hamiltonian with terms involving the three means longitudes of three different bodies,
requires the calculation of the perturbations of the first order. This was done using the
theory of the Lie’s series, and the average Hamiltonian is that resulting from a application
of the perturbations theory, stopped after the obtention of the desired average (second
order in the masses). Then we present some three bodies resonances obtained with the
theory of Lie and their coefficients. We review some basic concepts related to the the-
ory of slow diffusion in the multidimensional Hamiltonian systems under action of small
perturbations, in particular, the theory of slow diffusion developed by Chirikov (1979).
The Chirikov’s theory was used to generate a new system of canonical variables where the
moments are oriented along and across the resonance. The solutions of the transformed
Hamiltonian were simulated using the Hadjidemetriou’s sympletic map and the diffusion
of solutions was estimated using the usual formula introduced by Chrikov. The results
are show at the end of this work. We estimate the possible values of the eccentricities
of the orbits of planets G581 ¢ and GJ581 d, to permit the existence of another planet
inside HZ. We chose to use the Hadjidemetriou’s map because it allows faster simulations
than integrators, and thus the simulations of solutions for a higher number of points and

considering a range of mass systems as well.
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos anos tem crescido o nimero de planetas extrassolares descobertos. Clara-
mente isso se deve ao aprimoramento das técnicas de deteccao. Hoje sao conhecidos 843
planetas dentre os quais existem 126 sistemas de multiplos planetas '. Neste cenério,
em 2007, um sistema ganhou bastante atencao dos Astronomos: o sistema de planetas
multiplos orbitando a estrela Gliese 581. A estrela Gliese 581 é uma estrela ana vermelha
que possui tipo espectral M3V localizada a aproximadamente 20,3 anos-luz da Terra, na
constelacao de Libra. Possui uma massa de aproximadamente um terco da massa so-
lar. A atencao voltada para este sistema, foi devida ao fato da estrela ser orbitada pelo
primeiro planeta potencialmente habitéavel fora do Sistema Solar, a Super-Terra GJ581c
(para maiores detalhes ver S. Udry et al. (2007)). Além disso, em 2009 foi descoberto um
dos menores exoplanetas conhecidos até agora, o planeta GJ581e (ver Mayor et al. (2009)).
Todas estas descobertas foram feitas usando o espectrografo HARPS. Em 2010, Vogt et al.
(2010) , analisando dados do HARPS e também do Keck Planet Search, anunciaram a de-
scoberta de dois novos planetas orbitando a estrela GJ581, os planetas GJ581f e GJ5H81g.
O planeta GJ581g é importante pois ele esta situado no "meio”da ZH desta estrela. Con-
tudo, a existéncia destes dois planetas ainda é objeto de varias discussoes. Em 2011,
Gregory (ver, Gregory (2011)) fez uma anadlise estatistica dos dados obtido por Vogt et al.
(2010) e Mayor et al. (2009) e ndo pode confirmar a existéncia ou nao de tais planetas.
Em 2012, Tadeu dos Santos et al. (2012), concluiu que ainda nao se tem observagoes su-

ficientes que nos permitam afirmar com certeza a existéncia do planeta GJ581g. Como

podemos observar o Sistema GJ581 representa um rico objeto de pesquisa em Astronomia.

! http://exoplanet.eu/catalog/
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Do ponto de vista dinamico a Zona Habitdvel da estrela GJ581 é muito rica, devido a um
grande numero de ressonancias de movimentos médios de trés e dois corpos existentes entre
os planetas GJ581¢, GJ581d localizados na borda interior(0.10 AU) e exterior(0.18 AU) da
ZH, respectivamente, e um planeta teste situado entre eles. Sabemos que as ressonancias
de trés corpos sao muito mais densas no espaco de fase do que as ressonancias ordinarias.
Portanto, estamos interessados em estudar a dinamica da Zona Habitavel influenciada por
uma dada ressonancia de trés corpos, em particular a ressonancia \; — 2\ — 23, onde Ay,
A2 e A3 sao as longitudes médias dos planetas GJ581c, teste e GJ581d, respectivamente.
Esta ressonancia foi escolhida por estar relativamente isolada de outras ressonancias.

Quando se fala em dinamica planetaria surgem naturalmente perguntas relativas a
estabilidade e caos: Serd a Zona Habitdvel da estrela Gliese 581 estavel? |, Existem proces-
sos difusivos dentro da Zona Habitdvel?,.... Processos difusivos sao estudados ha muitos
anos por varios pesquisadores, das mais diversas areas. O primeiro processo difusivo a ser
tratado foi a difusdo de Arnold (Arnold (1964)). Na literatura existem uma infinidade de
trabalhos que tratam da difusao lenta. Contudo, um dos mais importantes trabalhos é
devido a Chirikov (1979). A formulacdo de Chirikov fornece uma maneira natural para
conhecer a difusao em semieixo e excentricidade, e além disso fornece informacoes sobre a
dinamica dentro do dominio estocastico. As equacoes resultantes da aplicacao da teoria de
Chirikov foram feitas usando o mapa simplético de Hadjidemetriou (ver, Hadjidemetriou
(1993), Ferraz-Mello (1996), Roig e Ferraz-Mello (1999)).

Esta tese é apresentada da seguinte forma:

No capitulo (2) desenvolvemos a fun¢ao perturbadora para a interagao gravitacional
entre os trés planetas, para em seguida construirmos a funcao Hamiltoniana.

Uma vez construido o Hamiltoniano, no capitulo (3) apresentamos, de forma breve, os
principais conceitos da Teoria de Lie de perturbacoes. A aplicacao da Teoria de Lie no
Hamiltoniano obtido anteriormente nos permite obter os termos relativos as ressonancias de
trés corpos. Vale notar que com este método encontra-se um grande ntimero de ressonancias
de trés corpos, a maioria delas, obviamente, fora da Zona Habitavel. Selecionou-se aquelas
que estao na ZH.

Dedicou-se o capitulo (4) a mostrar os resultados obtidos com a aplicagao da teoria

de Lie. Mostra-se, parcialmente, as expressoes dos coeficientes dos multipletos relativos a
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ressonancia (1, —2, —2).

O capitulo (5) é dedicado a uma breve descri¢ao de alguns tépicos relacionados a teoria
difusao. Descrevemos o passeio aleatorio que pode ser relacionado ao passeio aleatério dos
elementos de um asteroide no espaco das excentricidades. De fato, o movimento cadtico
de um asteroide pode ser modelado como um passeio aleatorio desde que a excentricidade,
no problema de dois corpos, pode ser pensada como uma variavel agao relacionada a agao
G de Delaunay (Varvoglis (2005)). Além disso, obtemos a equagao de Fokker-Planck.

Dedicou-se o capitulo (6) a Teoria de Chirikov para estudar a difusao lenta em sistemas
Hamiltonianos em muitas dimensoes submetido a varias perturbagdes ressonantes (Chirikov
(1979),Cincotta (2002)).

No capitulo (7) descrevemos os modelos numéricos usados na aplicagdo da Teoria de
Chirikov e o mapa de Hadjidemetriou usado nos experimentos numéricos. Em seguida,
discutem-se os resultados das simulagoes para difusao em semieixo e excentricidade.

Por tltimo, o capitulo (8) ¢ dedicado as consideragoes finais.
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Capitulo 2

Analise de Ressonancias

2.1 Importancia das Ressonancias No Estudo da Dinamica de Corpos

Celestes

As ressonancias orbitais desempenham um importante papel na compreensao de sis-
temas planetarios. Ao longo dos anos, muitos trabalhos tém sido dedicados ao estudo de
ressonancias e suas implicagoes na dinamica de tais sistemas (ver, Michtchenko e Ferraz-Mello
(2001)). Em particular, o estudo de ressonancias de movimentos médios e suas con-
sequéncias para a evolugao e estrutura do cinturao de asteroides (ver, Nesvorny e Morbidelli
(1998b)) e dos sistemas extrasolares (ver, Michtchenko et al. (2006)). Sabemos que os sis-
temas exoplanetarios diferem bastante do sistema solar no que diz respeito a sua estrutura.

Muitos trabalhos recentes tratam da migracao planetéaria para sistemas exoplanetarios
em ressonancias (ver, Beaugé et al. (2006), Ferraz-Mello et al. (2003)), ver também
Hadjidemetriou e Voyatzis (2011). As ressonancias de movimentos médios tém grande im-
portancia para difusao no cinturao de asteroides. De fato, sabemos que muitos asteroides
inicialmente nas ressonancias (3:1, 4:1) com Jupiter podem chegar a altas excentricidades
em uma curta escala de tempo (ver, Ferraz-Mello e Klatke (1991), Klafke et al. (1992)).
Estes trabalhos contribuem com o que foi dito por Wisdon em seu trabalho sobre a origem
dos Kirkwood gaps na ressonancia 3 : 1 com Jupiter (ver, Wisdom (1982)). Podemos ver
que para ressonancias préoximas a Jupiter, espera-se que grande parte das dérbitas sejam
cadticas, paralelamente a isto, o valor da excentricidade necessaria para cruzar a orbita
de Jupiter é pequena(e ~ 0.3). Sem um mecanismo que possa fornecer um ”atalho” para

altos valores de excentricidade, tais como as oOrbitas periddicas ressonantes, a maneira
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como um caminho aleatorio pelo qual a excentricidade cresce é semelhante a um pro-
cesso difusivo(ver,Varvoglis et al. (2001)). Durante muito tempo no estudo da evolugao
de asteroides negligenciou-se a importancia das ressonancias de movimentos médio de trés
corpos, um dos pioneiros trabalhos tratando a respeito de tais ressonéancias foi feito por
Ferndndez e Beaugé em 1988 (ver, Fernandez e Beauge (1988)), para um asteroide, Jupiter
e Saturno. Em 1988 Murray e colaboradores(ver, Murray et al. (1998)) ressaltaram a im-
portancia das ressonancias de trés corpos para o cinturao de asteroides e estimam, ana-
liticamente, o tempo de Lyapunov e o tempo de difusao para algumas ressonancias en-
tre o asteroide, Jupiter e Saturno. Nesvorny e Morbidelli fornecem um modelo analitico
para ressonancias de movimentos médios de trés corpos restrito(ver, Nesvorny e Morbidelli
(1998b), Nesvorny e Morbidelli (1998a)). Em seu pioneiro trabalho, Cachucho e colabo-
radores (ver,Cachucho et al. (2010) e Cincotta (2002)) estudaram a difusao, aplicando a
teoria de Chirikov (ver, Chirikov (1979) a ressonancia (5,-2,-2) da familia de (490) Veritas.

2.2 FEstudo de Ressonancias

A analise de ressonancias em um dado sistema é feita estudando-se o comportamento
do angulo ressonante correspondente usando as equagoes de Lagrange para estudar as
variacoes dos elementos orbitais. Para obtermos as equacoes de Lagrange, usamos a Funcao
Perturbadora R. O potencial perturbador R descreve a perturbacao de um corpo na orbita

kepleriana ao redor de um outro corpo:

M,

m

Figura 2.1: Vetores posicao, r e r’ das massas m e m’ em relacdo a massa central M,
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R=Gm’ <% - :;/) (2.1)
onde G é a constante gravitacional, m’ é a massa do corpo perturbador, A é a distancia
entre os dois corpos, r é o raio vetor astrocéntrico do corpo perturbado, r' o do corpo
perturbador. O primeiro termo que aparece dentro dos parenteses em (2.1) representa
o potencial no corpo perturbado devido a atracao do perturbador. O segundo termo
representa o efeito, no corpo perturbado, devido a forga exercida pelo perturbador na
estrela central.

Em geral, a funcao perturbadora é desenvolvida em séries de Fourier dos elementos
orbitais, angulares, @, {2 e A, longitude do pericentro, longitude do nodo ascendente e
longitude média, com coeficientes dependendo de a, e, I, semi-eixo maior, excentricidade

e inclinagao, tendo a seguinte forma geral:

R = sz S(a,a’ e e I,1") cos ® (2.2)
onde
O = 1N + jod + jsw’ + juw + 55 + j6Q (2.3)

e a soma ¢ feita sobre os numeros inteiros ji, j2, J3, j4, J5, J6- E importante notar que S é
também funcao destes inteiros. Além disso, temos as seguintes propriedades matematicas,

conhecidas como propriedades caracteristicas de D’ Alembert:

(1) S é da ordem de elial . €/|J'3\ . Jlasl . I/|j6|
(it) js + je € par
(433)  j1 + jo + j3 + s+ Js + g = 0 (2.4)

(iv) |71+ g2 < \gsl + [gal + |75] + |76l

2.3 Ressonancias de Trés Corpos

Se observarmos a expansao da func¢ao perturbadora (2.2), notaremos que ela nao apre-
senta harmonicos dependendo da combinacao das longitudes médias de trés corpos. Este

fato poderia nos levar a concluir, erradamente, que as ressonancias de trés corpos nao tém
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efeito, pois os harmonicos correspondentes nao aparecem na funcao perturbadora. Con-
tudo, ao aplicarmos a teoria de pertubagoes de Lie, vemos que tais harmonicos aparecem
em segunda ordem nas massas, ao calcularmos os colchetes de Poisson.

Uma ressonancia de tres corpos corresponde a uma relacao do tipo
kl/.\l + k:QAQ + ]f3).\3 ~ 0, (25)

onde ki, ko, ks € Z* € A1, Mg, A3 s80 0s movimentos médios de trés corpos diferentes. O

angulo ressonante, correspondente a ressonancia de trés corpos, é da forma

Okoa s g kr ks ko = K1A1 + k2 Ao + ksAs + kywoy + kswog + kewos + k7€ + ks{la + kof23  (2.6)

A origem e um estudo mais detalhado das ressonancias de trés corpos serao dados no

capitulo (3).

2.4 Expansao da Funcao Perturbadora

De forma rigorosa para fazermos uso da fungao perturbadora é necessario que tenhamos
todos os possiveis argumentos em sua expansao, contudo na pratica utilizamos um nimero
pequeno de argumentos, precisamente os termos de interesse (ver,Ellis e Murray (2000)).
Da equagao (2.1), podemos escrever a fungao perturbadora, para o perturbador externo,

CcOo1mo

/

|=

(Rp + aRp) (2.7)

/

Q

e para o perturbador interno
)M 1
R = E(RD + ERI) (28)
onde aw = a/a’ é arazao entre o semieixo maior do corpo interno e corpo externo, u' = Gm/’

e = Gm. A parte direta é dada por

Rp = — (2.9)

com A% = r? 4+ ¢ — 2rr’ costp. Como r - r’ = rr’ cos), onde ¢ é o angulo entre os vetores

posigao, como na figura (2.1), tem-se que
2

Rp = —f—cosgb (2.10)

ar?
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r'a
Ry =———cos¢

a’ r?

Usando coeficientes de Laplace para expandir (2.7), temos

Ry = SSEIED

7 222+1
1=0
0o 0o l
(-1)! l ko d )
<3 (SIS (vt
j=—00 \i=0 k=0

y i — (—1)%2% e (2s —4n+1)(s — n)!
(1 —s =D <= 22'nl(2s — 2n + 1)

% Z i+k,i+j—2l—2n—2p( ) —(i+k+1),i+j—2l—2n—2p’(e/>

i+j—2l—2n—2p+q i j—2l—2n—2p'+¢'

q,9'=—00

(2.11)

(2.12)

x cos[(i+j—20—2n—2p + N —(i+7—20l—2n—2p+q)\

— o' +qw+ (m—s+2n+2p)Q — (m — s+ 2n+ 2p)Q)

onde k,, =1sem=0e k,, =2 sem >0, as séries Rg e R; sao dadas por

Rp = —an HZ' ZFlmpr

p,p'=0

x Z Xk (Xt (€)% cos[(1 = 2p' + ¢ )N —

¢,9'=—00

— (o +qw—(1-20—m)Q + (1 —-2p—m)Q)]

R, = —ZﬁmH”ml ZFlmp]’

p,p'=0

X Z X1 221p+25’ )X, 12p2’jrq (€') x cos[(1 —2p" + ¢ )N —

¢,q4'=—00
— (o' +qw—(1-2p —m)Q + (1 -2p—m)Q.

(1—2p+q)A (2.13)

(1—2p+q)\ (2.14)
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)

Os coeficientes bgil /2(04) que aparecem na expressao (2.12) sao os coeficientes de Laplace,

defindos por

1
2

Os coeficientes (2.15) também podem ser escritos, como uma série hipergeométrica, da

’ [ cos Jpdyp
b (a) = — =1/2,3/2,... 2.15
Do) =50 | G = 1/23/2 (2.15)

seguinte forma

s(s+ 1) (s+j—1) s(s+J) »
1-2-3--- a{Hl(jJrl)a
s<s+1><s+j><s+j+1>a4+..}

122G+ (G +2)

(2.16)

Devemos notar que a série (2.16), assim como suas derivadas, sdo sempre convergentes para
a < 1. Notemos também na expansao (2.13,) ndo aparecem os coeficientes de Laplace.
Ainda com respeito aos coeficientes de Laplace definidos em (2.15) ou (2.16), temos o

seguinte:

Lema 1. Sejam bgj)(a) 0s coeficientes de Laplace definidos em (2.15); entdo, para quais-

quer que sejam o € (0,1), s € Ry ~\N e j € N tem-se

b9 (a) > b (a) (2.17)

s

Demonstracao. Seja s € (0,1), denotemos

(s+5—1)!

= s(s b 1) (o4 = 1) = ST

de (2.16) obemos

b9 (@) — by ziaf{<1— S,Ha) +§8.+‘7a2(1—3_|._i04+---) >0 (2.18)
7! J+1 17+1 J+2

Além disso, temos as seguintes relacoes

W), — (s+<j)(1+)a2)b(j)_2j_s+1( oY ) (1)
s s(1—a? s s 1—a?)??
pvn = Iy Loy _THS 6

° j—s+2 a '’ j—s+4+27°

donde ) (G41) ) G41)
b(j) (a) B b(j+1) _ jbs] + (] + 1)b5] bsj — bS] '
s+1 s+1 S(l +Oé>2 (1 —|—Oé)2 )
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desta dltima igualdade segue que (2.18) é verdadeira para todo s € Ry ~' N

As fungoes que dependem das inclinagdes nas expressoes (2.12) e (2.13) s@o definidas por

1 min(p,[(s—2n—m)/2])

Ty >

(25 — 4n — 2t)! (s tz(;)

(s —2n —m — 2t)! t

s—2n—m— 2t — COSg
sy () S 2.19)

9=
min(p—t,s—2n—m—2t+g)

s—2n—m—2t+g
X
O

c=max(0,p—t—m+g)

m=9g (—1)ls=2n=m)/2]
p—1t—c

onde s —2n = 1 em (2.13) e os os colchetes [(s — 2n — m)/2] indicam a parte inteira da

Fs—2n,m,p(I) =

X

X

expressao entre eles.

As fungoes x**, que dependem das excentricidades, sdo os coeficientes de Hansen (ver,Hughes

(1981)) definidos por

= e b'ZXa+a il (2.20)

devemos observar que na expressao acima temos o = max(0,c —b), § = max(0,b — ¢), e
b ~ . .
os termos &, sdo os operadores de Newcomb definidos, recursivamente, por (ver,Hughes

(1981)).

e = 1 (2.21)
o= bt 2.22)

No caso d = 0, temos

dexzy = 220 — a)xefp + (b — a)xelag. (2.23)
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Para d # 0, temos

AdxTS = =202+ a)x¥i 1 — (b+a)xiy )
— (c—5bd+4+4b+ a)XZde_l (2.24)
3
b ode-ar 1P (2t
=2

Observemos que se ¢ < 0 ou d < 0, entdo x*% = 0. Se d > ¢ entdao x*) = x%_°.

Foi escrito um cédigo computacional em linguagem Fortran para calcular os termos da

funcao perturbadora até quarta ordem em excentricidades.

2.5 Uso da Funcao Perturbadora

Como foi dito antes, as expansoes (2.12) e (2.13) da func@o perturbadora contém um
nimero muito grande de somas. Contudo, existem muitas relagoes entre os coeficientes
no cosseno do argumento e as poténcias das excentricidades que nos permitem reduzir o
numero de somas nas respectivas expansoes.

Observamos que em relagdo a expansao (2.12), temos as seguintes propriedades, vindas

das propriedades (2.4):

e As mais baixas poténcias de sin(/) e sin(I’) que surgem sao os valores absolutos dos

coeficientes de Q e {2, respectivamente, no cosseno do argumento

e A soma das poténcia das inclinagoes é sempre um numero par, com isso, a expansao

nunca contém uma poteéncia isolada de uma tunica inclinagao.

De fato, as expansoes da parte direta e indireta da fungao perturbadora, dadas por (2.12) e
(2.13), respectivamente, sao séries infinitas. Todavia, nas questoes praticas estamos inter-
essados em termos que nos sao apropriados para um determinado problema em particular.
Uma vez que selecionamos os termos de interesse, consideramos que todos os outros termos
contribuem apenas com efeitos de curto periodo.

Uma questao que surge é a seguinte: Como proceder para determinarmos os termos

apropriados?

1. Primeiramente devemos definir quais angulos ® sao requeridos no problema a ser

estudado, dado pela fisica do problema.



Secao 2.6. Ressonancias no sistema GJ581 33

2. Determinagao da ordem do argumento. Isto é dado por N = |j; + ja|, ou seja, é o

valor absoluto da soma dos coeficientes das longitudes A" e X\ em .

3. Na expansao de Rp, devemos procurar os termos de ordem apropriada, dai determi-

nar quais valores de j correspondem ao argumento ¢ ”escolhido”.

4. Calculamos as combinacoes dos coeficientes de Laplace para os valores de j que dao

os termos de interesse.
5. Decidir se a perturbacao ¢é externa ou interna, ou seja, quem ¢é o perturbador.
6. Procuramos os termos apropriados na expansao de Rg ou Rj;.

Vale notar que devemos considerar outros termos também. Por exemplo, se estivéssemos
interessados em estudar a ressonancia 3:1 ; até quarta ordem, entao deveriamos consid-
erar também as contribuicoes dos termos 6\ — 3\ e seu negativo. Além disso, devemos

considerar também os termos seculares.

2.6 Ressonancias no sistema GJ581

Em 2010, a comunidade cientifica anunciou a existéncia de uma Super-Terra na Zona
Habitdvel da estrela Gliese 581 (ver, Vogt et al. (2010)). Mais recentemente, foi publicado
um outro artigo em que os autores nos dao mais evidéncias a respeito da existéncia desta
Super-Terra(ver, Vogt et al. (2012)).

Do ponto de vista dinamico, a Zona Habitavel da estrela Gliese 581 é muito rica. De
fato, figura (2.2) mostra vérias ressonancias de movimentos médios agindo como fonte de
instabilidade na zona habitavel. A localizacao de algumas ressonancias selecionadas coin-
cidindo com as regides cadticas sao indicadas pela linha verticais ( ver, Tadeu dos Santos et al.
(2012)). Nesta secao, destacamos algumas destas ressonancias de dois e de trés corpos.
Em particular, no caso das ressonancias de trés corpos sera feito um estudo detalhado no
capitulo (3). Também damos aqui parte da fungao perturbadora para as ressonancias; 2/1
entre os planetas GJ581d e o planeta teste, 3/1 entre o planeta teste e GJ581c e 5/1 entre
os planetas GJ581 c e d.

Abaixo seguem os termos da Funcao Perurbadora, com os argumento e seus respectivos

coeficientes. Como foi dito antes, estes coeficientes foram calculados usando um cédigo em
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Log(Ne) Log(Ne)

@) IE.O

1.8 1.8
0.4
1.6 1.6
| |
o \ 1.4 o 1.4
0.2
1.2 1.2
=
0.1 : :
- 1.0 1.0
0.0 0.8 . r ; 0.8
0.10 0.12 0.14 0.18 0.18 : : . ; 0.18

a[AlU]

Figura 2.2: Mapa dinamico da regiao onde se encontra o planeta GJ581g. Mostra-se o logaritmo do nimero
espectral correspondentes as variacoes do semi-eixo maior(A) e excentricidade (B), respectivamente. As

linhas verticais representam as ressonancias mais importantes do intervalo.

Ressonancia 2/1 Parte Secular
Argumento Coeficiente
0 1.2 4+ 0.8776(eo? + e3?) + 14.99e3%e12 + 5.50e3* + 2.43ey*
w3 — Wy —1.466362 — 14.3462363 — 17.6763362
2@3 — 2@2 6.7557622632

Tabela 2.1 - Parte Secular da Funcao perturbadora para os planetas GJ581d e o planeta teste.

linguagem Fortran, seguindo o artigo (Ellis e Murray (2000)), para ordem méxima igual
a quatro. Devemos notar também que estamos considerando o caso planar, portanto os

termos que envolvem as inclinacoes nao foram considerados.

2.6.1 Ressonancia 2/1 entre o planeta GJ581d e o planeta teste

Por conveniéncia de notagao, vou considerar o negativo da ressonancia, assim o angulo
critico é dado por 2A3— Ay —6. Nas tabelas (2.1), (2.2) e (2.3), sdo mostrados os argumentos
e os respectivos coeficientes da expansao da Funcao Perturbadora para os planetas GJ581d

e teste. Os coeficientes foram calculados para o = ay /a3 = 0.7334
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Ressonancia 2/1 Parte Direta

Argumento Coeficiente
2 3 — Ay — Wy —1.8916250e5 — 0.3988658¢3 — 2.5865382¢5¢3°
2 3 — Ao — w3 2.3126602¢e3 + 6.4324978¢e52e5 + 0.3831889¢53

2A3 — A9 + w3 — 209 —3.243878882263

2)\3 — )\2 — 2@3 -+ w9 —4.603612862632

AAg — 29 — 2009 3.81177es? + 9.3334ey* — 25.16e5%e3°

43 — 29 — w3 — w0y —9.62e9e3 — 9.572162363 + 7.252462633

4)\3 — 2)\2 — 2@3 6.0062632 + 19.41622632 + 1.1572634

43 — 2y + w3 — 3we 6.06e53e;3
43 — 29 — 33 + wo —10.89e5e33
63 — 3y — 3oy —9.30e3?
6A3 — 3Xy — w3 — 2wy 35.40e5%e3
63 — 3Ny — 2003 — w9 —44.75e5e3°
63 — 3y — 33 18.7570e5>
83 — 4y — 4oy 24.72e5*

8/\3 - 4)\2 — W3 — 3@2

—125.6732¢e53¢5

8\3 — 4y — 2003 — 2009

239.1220622632

8)\3 - 4)\2 — 3@3 - 1@2

- 196.833462633

8/\3 - 4)\2 - 4@3

63.66¢3

Tabela 2.2 - Parte Direta da Funcao perturbadora para os planetas GJ581d e o planeta teste.

Ressonancia 2/1

Parte Indireta

Argumento Coeficiente
23 — Ay — w3 —2e3 + 62263 + %633
4)\3 - 2)\2 — 3@3 + w9 —%62633

Tabela 2.3 - Parte Indireta da Funcao perturbadora para os planetas GJ581d e o planeta teste.
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Ressonancia 3/1

Parte Secular

Argumento Coeficiente
0 1.05 + 0.12(eo? + 12) + 0.033e1* + 0.2440e5t + 0.4325¢;%€5?
g — W1 0.1185e1e2 — 0.2956¢;%es — 0.5268¢e5%¢;
209 — 201 0.10e5%e;12

Tabela 2.4 - Parte Indireta da Fungao perturbadora para os planetas GJ581c e o planeta teste.

Ressonancia 3/1

Parte Direta

Argumento Coeficiente
3\ — A\ — 201 0.4974549¢;2% + 0.4509429¢;* — 2.724558e;%e5>
3ho — A\ — o — w1 | —1.9397273¢1e5 + 0.4422639¢13es + 3.3109792e53¢;
3Ao — A\ — 21 1.8360082¢e52 + 0.2519123¢1%e52 — 1.2364354¢,*

3Xy — A + @y — 3y

0.5648785¢1%¢e5

3Ny — A\ — 3wy + Wy

—0.7164743¢1e9°

6)\2 - 3)\1 — 3@1

—0.3446¢3

6)\2 — 3/\1 — W9y — 2@1

2.0961262

6)\2 — 3)\1 — 2@2 — W1

—4.245161622

6)\2 - 3)\1 — 3@2

2.843561622

Tabela 2.5 - Parte Direta da Funcao perturbadora para os planetas GJ581c e o planeta teste.

2.6.2 Ressonancia 3/1 Entre o Planeta GJ581c e o Planeta Teste

As tabelas (2.4), (2.5) e (2.6) mostram os argumentos e os respectivos coeficientes da

expansao da funcao perturbadora para os planetas GJ581c e o planeta teste. Observamos

que nesta expansao temos a = aj/ay = 0.4555 e o dngulo critico é dado por 3As — A\ — 6

2.6.3 Ressonancia 5/1 Entre os Planetas GJ581d e GJ581c

As tabelas (2.7), (2.8) e (2.9) mostram a expansao da fungdo perturbadora para os

planetas GJ581d e GJ581c, cujo dngulo critico é dadao por bA\3 — A} — 0., e @ = a; /a3 =

0.3471.
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Ressonancia 3/1

Parte Indireta

Argumento Coeficiente
3)\2 — )\1 — 2@2 —%622 + %612622 + %624

Tabela 2.6 - Parte Indireta da Funcao perturbadora para os planetas GJ581c e o planeta teste.

Ressonancia 5/1

Parte Secular

Argumento Coeficiente
0 1.03 + 0.052(e3% + e12) + 0.006e1* + 0.083e3% + 0.126¢%e3>
w3 — W1 0.282486e1e3 — 0.06373e1%e5 — 0.1353¢e, e3>
203 — 201 0.01e;%es?

Tabela 2.7 - Parte Secular da Fungao perturbadora para os planetas GJ581d e GJ581c.

Ressonancia 5/1

Parte Direta

Argumento

Coeficiente

5)\3 — )\1 — 4@1

0.0749¢,*

5)\3 - )\1 — W3 —3@'1

—0.773761363

b3 — A\1 — 23 — 2w

2.969263361

SA3 — A\ — 33 — wy

—563361

5)\3 - )\1 - 4@3

3.099¢3*

Tabela 2.8 - Parte Direta da Fungao perturbadora para os planetas GJ581d e GJ581c.

Ressonancia 5/1

Parte Indireta

Argumento Coeficiente
53 — A1 — 4wos _??8142:5634

Tabela 2.9 - Parte Indireta da Fungao perturbadora para os planetas GJ581d e GJ581c.
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2.7 Variaveis de Delaunay e Poincaré

2.7.1 Variaveis de Delaunay

Visto que o problema planetéario pode ser expresso como a perturbacao do Hamiltoniano
integravel Hy, e além disso, se estamos interessados em estudar a variacao temporal dos
elementos orbitais, frequentemente usamos como variaveis agoes L, G e O, e angulos [, g

e 0 , conhecidas como varidveis canonicas de Delaunay.

G, = ﬁz‘\/ piai(1 — e7), 9i = Wi
©; = Gcos(l;), 0, = Q;

Onde a;, e;, I;, M;, w; e ; sao semieixo, excentricidade, inclinacao, anomalia média,
argumento do pericentro e longitude do nodo do i-ésimo planeta, respectivamente,

)
mo + my

onde mg é a massa do corpo central.

Contudo, as variaveis de Delaunay nao sao muito convenientes para sistemas com baixas
excentricidades e inclinacoes. De fato, se considerarmos um plano orbital com I = 0, este
plano coincidira com o plano de referéncia, de modo que nao mais estard definida a linha
dos nodos. Logo a longitude dos nodos também nao estarda definida. Além disso, se a
6rbita tem e = 0, a diregao do pericentro nao esta definida. Para superarmos o problema

de pequenas excentricidades e inclinagoes, utilizam-se as varidaveis canonicas de Poincaré

2.7.2 Varidveis de Poincaré

Para obter tal transformacao Poincaré primeiro realizou a transformacao linear nas
variaveis nos angulos de Delaunay e depois estendeu as agoes. Obtendo assim, a seguinte

transformacao canonica

A = L A=l +gi+0;
= Li—-Gi=L(l-vl-¢e); hi = —gi — b; = —wm; (2.27)
Z; = G —O0=L/(1—e)(1—cosl); ¢=—-0,=-Q,

.
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Todavia, esta transformacao ainda tem um problema: ela nao esta definida para excentri-
cidades ou inclinacoes zero. Assim, Poincaré fez uma nova mudanca de coordenadas. Por

conveniéncia iremos omitir os indices nas espressoes abaixo.

A= L; A=Il+g+0
& = V2M\/1—-+V1—-e?cosw n=—-v2A\/1—-+v1—-e?sinw (2.28)
p = V2A\/\/1—62(1—COSI))COSQ; q:—VQA\/\/l—eQ(l—cosI)sinQ

Agora usando varidveis complexas, podemos fazer outra transformagao em (2.28) obtendo

(J"a _Z'f) € (y7 _Zg)7 onde
xr = %(f—in):\/K\/l—\/l—eQexpiw; —iT

y = %(p—iq):\/K\/\/l—eQ(l—cos])expiQ; —1iy

Onde a barra denota o complexo conjugado. Devemos observar que no caso e =0a [ = 0,

(2.29)

tem-se © = 0 e y = 0, de modo que, mesmo neste caso, as variaveis de Poincaré sao bem

definidas.

2.8 Conexao entre as variaveis de Poincaré e os elementos elipticos

classicos

Note que as varidvei de Poincaré (2.28) e (2.29) estao associadas aos elementos eliptcos

classicos dados por

z = k+ih= e exp 1w
(2.30)

( = q+ip=-sin (é) exp i€}

Através da relacao



40 Capitulo 2. Andlise de Ressonancias

e

(2.31)
1 AN
v (- %)

Note que, para pequenas excentricidades, de (2.29) tem-se que

2
T = \/K\/l—(l—%)expiwz\/geexpiw:\/gz (2.32)

VAL /1 — —62 sin(1/2) exp(iQ) ~ V2A sin(I/2) exp(iQ) = V2A ¢ (2.33)

<
Q

2.9 Forma Hamiltoniana Para o Sistema Perturbado

Sabemos que o Hamiltoniano, para o problema de 4 corpos em coordenadas astrocéntricas

é dado por

lpill> B : mim; pz><p]
ney (B ) -0 3 R 3 .

i=1 1=1,i<g i=1,i<j
onde o0s r; s@o os vetores posigao relativos, p; = m;(dp/dt) sao os vetores conjugados a r;,
e p, sao os vetores relativos ao centro de massa do sistema.

Escrevendo o Hamiltoniano (2.34) nas varidveis (2.27) temos

H = HO — R(Pl, PQ, Pg, A1> AQ, A3, )\1, /\2, )\3, w1, Wy, W3) (235)
onde R ¢é a funcao perturbadora e Hy é dado por

513M12 52?’#22 533M32

Hy = — - -
0 27,2 2A2 2752

(2.36)

Agora denotando R por H; e tomando € = m;/my podemos escrever o Hamiltoniano (2.35)

da seguinte forma

H = Hy+ eH, (2.37)

H, = H{ + H{ + H} + H} + H} + H} + H]. (2.38)
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Os n1, ny e nz sao os movimentos médio dos planetas (GJ581c¢, o planeta teste e o planeta

GJ581d, respectivamente. Os 3is e p}s sdao como em (2.26) e os Hi, parai=1,---,7; sdo

dados por (2.39),(2.40), (2.41),(2.42),(2.43),(2.44) e (2.45), respectivamente.

Hy

HY

0.163G2M2P1P2 (Pl - 2A1 (P2 - 2/\2) COS (2@1 — Q’WQ)

AZAZ
42451&22G2M2P2 P1 <2 A_1> (PQ — 2. AQ) COS (3)\1 — 6/\2 + wi + 2’@2)
VAL
2.843562G2 M, Py | Py (2 A—) (Py — 2.A5) cos (3\, — 6Xs + 3)
2.39
0.71647462G> M, (2 - %) (PQ (2 - %)) 3/2 cos (A — 3y — 1 + 302)
VAIAY?

2.0983G2M, Py (P — 2.Ay) (2 - —) cos (3\1 — 6)g + 201 + )

5/2
A2AY

0.56487832G2 M, (P1 (2 A)) 32, | P, ( §2) cos (A1 — 3Xz + 3y — )

A?/QAg/Q
0.344632G2 M, <P1 (2 - %)) 3/2 cos (3A1 — 6 -+ 3c01)

3/2
A2

_271816§G2M3P32 (Pg — 2A3) 2 COS ()\1 — 5/\3 — 4@3)

A3
63666§G2M3P32 (Pg — 2/\3) 2 COS (4)\2 — 8)\3 + 4@3)
A3
30996§G2M3P32 (Pg - 2A3) 2 COS ()\1 - 5)\3 + 4@3)
A3
0016§G2M3P1P3 (Pl - 2A1) (P3 - 2A3) COS (2@1 — 2@3)
- (2.40)
ATA;
67557B§G2M3P2P3 (P2 - 2A2) (Pg - 2A3) COSs (2@2 - 2’@'3)
AZA3
2423
239122ﬂ§G2M3P2P3 (PQ - 2A2) (Pg - 2A3) COS (4)\2 - 8)\3 + 2@2 + 2@3)

AZA3
4.6036182G2M; Py, | Py ( . IA';) (P — 2.A3) cos (Ao — 2X3 — w3 + 2a03)
VAGAL
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A4.7532G2 My Py | Py (2 - %) (Py — 2.A3) cos (3\g — 6Xs + @ + 2003)

VAGAL
930G My (P (2 ) ) cos (3ha = Bk + 32)

AP

18.75732G2 M, (P3 (2 - %)) 3/2 cos (3Xg — 63 + 303)
A2

2.969262G* My | P, (2 - g;) (P3 (2 - %)) 3/2 cos (A1 — g + 2001 + 2a3)

VAAY?
5B2G2Ms, | P, (2 - fAi) (P3 (2 - %)) 3/2 cos (Ay — BAs + @1 + 33)
NV (2.41)
12.926532G2Ms , | Py (2 - %) <P3 (2 - IA';)) 3/2 cos (29 — 4\g — wy + 3a03)
VR

196.83332G2M; | Py (2 - %) <P3 (2 - %)) 3/2 cos 4y — 83 + @ + 3a3)

VASAL?
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Hy

0.773782G2 M, <P1 (2 - IA';)) 32, | P, ( - fAi) cos (A1 — BAs + 3y + )

3/2 4 5/2
ASPAY

3.2438832G2 My Py (Py — 2.1,) | Py ( - IA';) cos (Ag — 2Xs + 2 — )

AZAY?

35.482G2 MaPs (Py — 2.15) 4| Py (2 - gi) cos (3Xg — 63 + 205 + )

2.42
AT (2.42)

6.0632G2M; (P2 (2 - %)) 32, | Py ( - %) cos (2Ag — 4As + 3y — o3)

3

Ag/QAg/2

125.67362G2 M (P2 (2 - IA';)) 32, | Py (2 . IA&) cos (4Xg — 8)3 + 3wz + w3)

A3/2A5/2
2 3
00749ﬁ§G2M3P12 (Pl — 2A1) 2 COSs ()\1 — 5)\3 + 4’@1)
ATA3
24725§G2M3P22 (Pg — 2A2) 2 COS (4)\2 — 8)\3 + 4WQ)
AJA3
2473
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B§G2M3\/P1 (2-2) \/P3 (2-2)

A5/2A9/2
1 3
(0.1353A7P; — 0.27A3AT Py 4+ A (0.2825A7 — 0.12746A, P, + 0.0637P})) cos (ww; — w3)
1.532G2M3P3 (P3 - 2A3>
ASAG

/ P
(—1.1572A§P32 + 2.3144A3A2 Py + A2 (38.82A2P2 +6.A3% | P, (2 - A—Z) - 19.41P22>>
2

sy [n (2 &)y - 8)

Ag/zAg/z
(—7.2524A3P5 + 14.5048A3A5Ps + A3 (—9.62A5 — 19.1442A, P, + 9.5721F5))

cos (2Ag — 4A3 + 2w3)

cos (2Xy — 4X3 + wq + ws)

362 Myy [Py (2- 22)

A cos (Ag — 2)3 + wp) (2.43)

(2.58654A5P; — 5.17308A5A5P5 + A3 (—1.89163A5 — 0.797732A, P, + 0.393866; ) )

sy [n (2 &)y n - 8)

A5/2A9/2
2 3
(17.67A2P2 — 35.34AgA2P; + A2 (—1.46A2 — 28.7Ao Py + 14.4P2)) cos (s — ww3) Ay *AY

BG My [Py (2 12)

213
(—1.52874A2P? + 3.05748A3A2P5 + A2 (0.78526A2 + 14.3924A, P, — 7.1962P2)) A2A3/”
B3G* M3 Py

AIAD
(9.3334A3P5 — 37.3336A2A5P5 + A3 P>(33.5218A7 + 50.32A5P5 — 25.16.P5)

cos (A2 — 2A3 + w3)

cos (2Ag — 4A3 + 2wy)

A3 (7.62354A3 — 100.64A5P; + 50.32P32))
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L53098F3GP M P 614T903GP ML P) | T.5648833G2 My P

A AS A
| 2.8339533G2MyPy  2.4019853G2MyPIP  1.2009983G° M, P2P;
A AAS AZAS
| LOSBGPM, | 4.8039553G°My PP 2A019853G° M PPy
A2 AA3 AZA3
L 0033BGMP! 013263G°My P} | 0.01253G° My P
ATAZ ATAZ AZA2
| BSSBGGPMLPY  22333653G°My B} | 0.2453G°My P,
A8 A AAZ
21.40482G2 M3 P2 30.2324B2G2M3 P, P2 15.116282G*M; P2 P?
+ Al - AL Al * AZAI
| L8592B3GPMyPy | G0AGISHEGP M PPy 30.232453G My PYPy
A3 AA AZA3
N 2.22978 323G M3 N 0.005732G* M3 P} ~ 0.022835G* M3 P}
AZ ATAZ ASAZ
L 243BGPMyPY | 0104BRGPMy P 0.029253G M, P
AIAZ AA2 AZA2
0.1253G° My P} | SSIUBCMP} | 1T55203G° My Py
AZAZ AZAZ AAZ

B§G2M2\/P1 <2 — %) \/P2 ( — %) cos (A\; — 3y + @ + wy)
A?/QAgﬂ

(—3.31098A3P5 + 6.62196A2AT P, + A3 (—1.93973A7 + 0.884528A1 P, — 0.442264P7))

0.244ﬁ22G2M2P22\/P1 (2 . %) \/P2 ( - %) (Py — 2.A5) % cos (w1 — o)

A5/2A17/2
1 2
(0.5268A7 P; — 1.0536A2AT P, + A3 (0.1185A7 — 0.5912A, P, + 0.2956.P7) )
22G2M2 COS ()\1 - 3)\2 + 2@1)
ATAS

< — 1.23644A1 Py + 4.94574A,A1 Py + ASATPS (—6.78175A7 + 4.94532A, P, — 2.47266P7)

A3P; (0.99491AF — 1.80377A, P + 1.30632A7 Py + 0.450943P7)

AJASP; (3.67202A7 — 9.89063A, P, + 4.94532133))

(2.44)
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Capitulo 3

Hamiltonianos Médios Com Ressonancias de Tres

Corpos

Este capitulo tem por finalidade mostrar os Hamiltonianos médios na vizinhancga das
ressonancias de trés corpos. Usou-se a teoria de Lie para perturbacgoes como ferramenta
para obter-se tais Hamiltonianos. Vale notar que de maneira geral, a teoria de Lie para

perturbacgoes é uma reformulagao das teorias classicas de Poincaré e Von Zeipel.

3.1 Operador de Lie

Suponhamos que temos um sistema dinamico com n graus de liberdade cujas coorde-

nadas e momentos conjugados sao ¢ = (q1, q2, ---, ¢n) € p = (p1, P2, ---, Pn), T€Spectivamente.

Definicao 1. Seja U subconjunto aberto do espago de fase e seja F o anel de todas as

fungoes f: U — R de classe C*°. O operador de Lie gerado por W € a aplica¢cao

f= Lwf={f W} (3.1)
onde {f, W} é o Colchete de Poisson das fungdes f e W € F, dado por
N
of ow oW of
= — ) 2
{f7 W} ; (8%’ Op; dq; 8272') <3 )

O operador (3.1) tem as seguintes propriedades:

Lw(f+9) = Lwf+Lwyg
Lw(fg) = [fLwg+gLlwf (3.3)
Lye = 0
Lwif.gt = {Lwf gt +{f. Lwyg}



48 Capitulo 3. Hamiltonianos Médios Com Ressonancias de Trés Corpos

para quaisquer que sejam f, g € F e toda constante c.

Em relacao a operacao de composicao, pode-se mostrar que L satisfaz:

wf = Lw(Ly () (3.4)

De forma geral, de (3.3) e (3.4) podemos mostrar que :

Lw(f+9) = Ly(f) + Liw(g)

cutte) = 3 ()bt gt (35)
k=0

cptrar = 3 () et et (3.6)

k=0

Devemos notar que o operador de Lie é homogénio de grau n em W, ou seja

nof=k'Lwf VkeER (3.7)

3.2  Séries de Lie

Defini¢ao 2. Pra cada f € F e cada ponto (q,p) € U, e dado um gerador de Lie W € U

de clase C*°, a aplicagao
fBEwf=> L (3.8)
k=0

é a série de Lie da funcao f, gerada por W.

De (3.5) podemos demonstrar que a aplicagao (3.8) satisfaz as seguintes propiedades:

Ew(f+g9) = Ewf+Ewg
Ew(fg) = Ewf-Ewg (3.9)

Ewe=c
Afirmagao 1. A transformacio (q,p) = (Ewq, Ewp) € canénica.

A demonstragao desta afirmagao é baseada na invariancia dos colchetes de Poisson em

relagao a tranformagoes canonicas(ver Ferraz-Mello (2007))
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3.3 Teoria de Perturbacoes com Séries de Lie
Consideremos Hamiltoniano independente do tempo

H = Hy(J) + €R(6,3)

onde 6 = (64,0s,...,0N), J = (J1,Ja,- -+, Jn) sdo as varidveis agao-angulos.

De (3.10) temos o sistema de equagoe canonicas dados por

do;  O0H
dat  0J;
dJ; OH
dt 06,

Agora consideremos a transformagao (8,J) = (8%, J*), definida pela equacao
= L.
0,J) = Ew-p(0",J") — o0, J
¢( ) ) w kZ:: k’ ? )

onde W* =W (6*,J).

Note que (3.13) correseponde a definigao (3.8) fixando-se o parametro em A = 1.

Usando transformagao (3.13) obtemos um novo Hamiltoniano dado por

[e.e]

H(0,J) = BEw-H(6",3") =) ki.c H(6°,J%)
k=0

Como a aplicagao preserva o Hamiltoniano, entao podemos escrever
H*(6",J")=H(6,J).

De (3.14) e (3.15), temos que

H*(6*,J*) = Ey-H(6*,J%)

H = H0+€H1+62H2+"‘
H* = H+eHj + € Hy +
W* = W)+ W5+

Expandindo H(0,J) em séries de Lie e usando (3.17), obtemos equagoes

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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Hg = HO
H = Hyt (Hy W)
1

1
HZ = Hn,+ {anla Wl*} + 5{{Hn727 Wl*}v Wl*} +o+ {HO? Ws}

Observemos que nas equagoes (3.18) temos H; = H(0%,J*) e Hy = H(0,J)

3.4 A equacao Homolégica

Das equagoes (3.18), note que para a k — ésima equacao W} aparece apenas no termo
{Hy, Wi} e H} aparece apenas do lado esquerdo; tods os W} e H , nas equagoes, sao tais

que para j < k. Para K > 1 temos a equac¢ao homoldgica:
H; =V + {Hy, W)} (3.19)

onde Uy (0*,J*) é conhecida quando temos resolvido k prévias equagoes.

Note que podemos reescrever (3.19) como

N
OH, oWy  OW} 0H,
H; =V Hy, Wi} = — 3.20
¢ = Yo+ {Ho, Wi} ;(@& 97, 90, 0J; (8:20)
Observe também que se
H[):H()(J), J:(Jl,JQ,"- ,JM)G[LSN (321)
entdo a equagao (3.19) torna-se
M
oW
S v ae*k =0, — H; (3.22)
p=1 H
onde
H
yr = OHo (3.23)

Sy
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3.4.1 Regra da Média

Note que para resolvermos a equagao (3.19) precisamos conhecer umas das duas fungoes
afin de evitarmos uma indeterminagao. Para isto devemos ter uma maneira de escolhermos
as fungdes indeterminadas Hj, esta maneira ¢ definida por (3.24) para maiores detalhes ver
Ferraz-Mello (2007). E importante notar que a equagao homologica obtida com a Teoria
de Lie coincide, ao menos na forma, com aquelas obtidas com as teorias de Poincaré e
von Zeipel. Assim, procedemos de forma analoga para encontrarmos a solucao da equacao

(3.22).

Definicao 3.

- 1 M 2 2
H =T, = <%) /0 /O Uy do; - - doy,. (3.24)

Devemos observar que a média é feita em relacao apenas aos angulos cuja frequéncia
associada v}, é diferente de zero. Além disso, como ¥ ¢ uma fungao multiperiédica ela pode
ser dividida em Parte secular, Parte de longo periodo e parte de curto periodo. Indicaremos
estas partes por S,LP e SP, respectivamente, mantendo a notagao em inglés. Com isso,

podemos reescrever (3.24) e (3.22) como

Hy = Wiy + Yrwp) (3.25)
© M
LW
Z I/u 89*k = \I/k(sp). (326)
p=1 s

Note que o Hamiltoniano transformado H* nao depende dos angulos de curto-periodo, ou
seja, de 0 para v = 1,---, M. Isto implica que reduzimos o sistema original a N — M

graus de liberdade e o novo Hamiltoniano pode ser escrito como

H* = Ho(3*)+ > H{(0",J%), " cT"M J R (3.27)

k>1

3.5 Solucao da Equacao Homologica

Por simplicidade de notagao suponhamos que temos o seguinte Hamiltoniano

H = Hy+ eH, (3.28)
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Escrito nas varidveis nao-singulares, onde H, é completamente integravel. A perturbacao
é dada por Hy, com € pequeno.

Para o Hamiltoniano (3.28) ao aplicarmos a Teoria de Lie , até segunda ordem em e,

obtemos:
H; = Hy (3.29)
HY = H;+ {Hy, Wi} (3.30)
1
1
= H2+§{H1+Hf,Wl*} (3.32)

A funcao geradora W; é obtida resolvendo a equagao homoldgica,

M

oW —_
vi— :Hl—Hl (333)
> Viag

pn=1
E importante lembrarmos que o termo do lado direito da equagao (3.33) é uma série de

Fourier, de modo que podemos resolver a equacao integrando termo a termo. Assim, se

s(0) = H, — H; e tem a forma
0) =) scexp(ik - 0), (3.34)
K

onde it = /=1, k = (ky, ko, ..., knr), @ = (01, -+ ,0h) e k- 0 representa o produto escalar,

entao uma solugdo para a equagao (3.33) tem a seguinte forma

k exp (tk-0), Q= (v,v,....,Vy) (3.35)

3.6 Calculo do Hamiltoniano Médio Na Vizinhanca de Ressonancias de

Trés Corpos

Consideremos o Hamiltoniano (3.28) com Hy e H; dados por (2.36) e (2.38), respec-
tivamente. Notemos que cada argumeto da fungao perturbadora esta relacionado com as
longitude de apenas dois corpos diferentes, excluindo o terceiro. Portanto, a média sera

dada por

o 1 2 27 27 2 2T 27
- L / / HydMdhs + / / HydAgdAs + / / HiddNs | (3.36)
(27T) 0 0 0 0 0 0
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3.6.1 Origem dos Termos que Envolvem Trés Longitudes

Agora vamos detalhar o procedimento feito para encontrarmos os termos em que apare-

cem as longitudes de trés corpos. Observemos que a nossa funcao geratriz tem a forma:
We Wy st e T (3.37)

onde cada W; é” solucao” da equacao Homoldgica para cada s;, e 0s s;s sao os termos da série
(3.34). O que precisamos calcular sdo os colchetes de Poissson da forma {H; + Hy, Wi}
Sejam F!s os termos da soma Hj + Hj, entdo vamos calcular os colchetes {F}, W;}. Como

exemplo consideremos Fi5 e Wi5 dados por

2
24.72G2 My 32 (2132 - %) cos(4Xg — 8As + 47o)

Fro—
15 A%A%

(3.38)

15 =

G* My PoF3(0.716 — 1.430,), [ ACR=P) JRCRPa) i (3, — 33, — ) + 3y)
vV A1A3/2(V1 — 3V2)

(3.39)

Ap0s realizar alguma simplificacGes trigonométricas temos

GAM My} | P [l
\/A1A59/2A§<2A2 - 1)(1/1 — 3V2)
X A5(1700.52Py(As — 0.50)(Ag — 0.49) (A2 — Ay + 0.25)

{F1s, I/1/15} =

— 1133.52P5(Ay — 0.50)(Ag — 0.49)((A3 — Ay + 0.25)))

X COS()\l — 7)\2 + 8)\3 — W1 — WQ) (340)
2833.52G* Py My M 33 32

\/A1A59/2A§(2A2 — 1)(V1 — 3V2)

Pi(2N — P Py(2A — P.
\/ 1 K 1)\/ 2 /i 2) cos(A1 + A2 — 83 — @y + Twy)
1 2

(Ay — 0.8)(Ay — 0.50)

O exemplo acima mostra, de forma geral, como foram calculados os termos que envolvem

as longitudes médias de trés corpos diferentes.
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Capitulo 4

Resultados da Aplicacao da Teoria de Lie ao Sistema

GJ581

Neste capitulo mostramos, parcialmente, as ressonancias de trés corpos obtidas com a
aplicacao da teoria de Lie para perturbagoes. Damos também, parcialmente, os coeficientes

relativos a ressonancia Ay — 2y — 2As.

4.1 Ressonancias Obtidas Utilizando a Teoria de Lie

Na tabela (4.1) mostramos algumas ressonancias obtidas usando a teoria de Lie, com os
respectivos semieixos dentro da zona habitavel. Devemos notar que ao aplicarmos o método
descrito no capitulo (3), obtemos muitas ressonancias cujo semieixo correspondente estéa
fora da zona habitavel, além disso muitas ressonancias de altas ordens também sao obtidas,
como por exemplo as ressonancias Ay + 4y — 13A3, A1 + 2 9 — 9A3 e Ay + 3y — 11)3.
Nosso objetivo serd aplicarmos a teoria de Chirikov descrita no capitulo (6) a ressonancia
A1 —2X o —2)3. Esta ressonancia foi escolhida pois ela esta “ isolada” de outras ressonancias

como mostra a figura (2.2).

4.1.1 Coeficientes dos Multipletos da Ressonancia A\; — 2Xy — 23

Aqui mostraremos, parcialmente, os coeficientes correspondentes aos mutipletos da res-
sonancia A\; —2Xs —2A3. No que segue, iremos associar a cada multipleto uma (ky, k5, kg) €
73, onde ku, ks e kg sao os coeficientes de w;, wy e w3, respectivamente. Como ex-
emplo, o coeficientes correspondente ao multipleto 1 da tabela (4.2) cujo argumento é

A1 — 29 — 2)3 + 3wy, serd representado pela tripla (3,0,0). Cada coeficiente serd repre-



56 Capitulo 4. Resultados da Aplicagdo da Teoria de Lie ao Sistema GJ581

Ndmero| Argumento |ordem |semi-eixo[UA]
1 3A1 — 9 + 63 0 0.1220
2 A1 — 62 + 63 1 0.1442
3 | A —dh 42N | 1 0.1478
4 A1 — 82 + 63 1 0.1746
! 3N — Tha +2)3 2 0.1183
6 Al — 29 — 2)3 3 0.1603
7 A1 — 92 + 83 0 0.1693
8 2A1 — 62 + 53 1 0.1166
9 A1 — 7o + 83 2 0.1432
10 A1 — 33X+ A3 1 0.1349

Tabela 4.1 - Principais ressonancias no intervalo considerado.

sentado como a soma E C”, o indice ¢ correspondendo ao respectivo multipleto e o indice

7
7 correspondendo a j — ésima parte pela qual ele é formado. Por exemplo, o coeficiente C}

correspondente ao multipleto (3,0,0) é dado pela soma

C,=Cl+C}+C}+C} +CF (4.1)

onde cada Cl-j, j = 1,....5, sao dados por (4.2),...,(4.6), respectivamente. Por questoes
praticas, para os outros coeficientes dos multipletos, daremos apenas uma pequena parte
de seus coeficientes. Para os multipletos (2, 1,0) o respectivo coeficiente é dado por Cy =
C; + C3, onde C} e C% sao dados por (4.7) e (4.8), respectivamente. De forma geral, os
outros coeficientes sao dados por C; = C!+C?, onde os C} e C? sdo dados pelas expressoes

(4.7),...,(4.36).
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Numero Multipleto
1 A1 — 2Xy — 23 + 3wy
2 Al — 2X9 — 2A3 + 2w01 + we
3 A1 — 29 — 2)3 + w1 + 209
4 A1 — 29 — 203 — wy + 4we
5 Al — 2Xy — 2)3 + 3wy + wy — w3
6 A1 — 2X9 — 23 + 2w01 + 209 — w3
7 A1 — 2X9 — 2)3 + @ + 3wy — w3
8 A1 — 2Xy — 23 — wy + Hwy — w3
9 A1 — 29 — 2)3 + 2w + w3
10 A1 — 2X9 — 2)3 + 3w — @y + w3
11 A — 29 — 2A3 + Wy + @y + w3
12 A1 — 29 — 203 — wy + 3wy + w3
13 A — 2Xy — 2)3 + w1 + 2w
14 A — 2 9 — 2)3 + 3w — 209 + 2w3
15 A1 — 29 — 2X3 + 2w — wy + 2w
16 A —2X — 2)3 — w1 + 2009 + 2003

Tabela 4.2 - Multipletos da ressonancia Ay — 2Xo — 2)3.

8.T60303G My My Py PEP} |/~ PN 4 3830482 3G M, M PEPE PR | — P20

A3PASAL (1 — 31,) A2PASAL (1 — 31s)
7.3054B382G My My P2 Py P} | — P28 14 610883 82G My My Py Py P2y | — P20
ASPNSAL (1 — 31,) A3PNSAS (1) — 31)

(4.2)
2.9283 3G My My Py P} |- P28 14610883 B3GH My M PR P | [ — P20

A3PASAL (1) — 3u) APPASAL (1) — 3u)
8.76/32 B3G My My P2 P Py [ —PUE=28) 17 53362 82G M, My Py Py Py | — P20

APPASAS (1 — 3u) A3PASAS (1) — 3u)
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29221663 33G* My M3 Py Py Py [ — 28 14610833 83G M M5 P2 Py Py | — 2120

A3PNSAS (1) — 31) A2PNSAS (1 — 31)
2.9221633B3G My My P2 Py |- U205 8443982 B2GAM, M Py Py | — 220
ASPABA3 (1) — 3) - ABPABA3 (1, — 3)

(4.3)

2.70352 §G4M2M3P1P24\/—P“P71A—j2“ 13518603 33G My My PP Py | - P20

APATA2 (1) — 3u) - ASPATA2 (1) — 3u)
4.T315303G MMy PP [~ P2 9 4G3055252G My My Py Py [~ P2

A2 NSA2 (1) — 3u) N A2 NSA2 (1) — 3u)
2.60126353G MMy PP\ [~ B20) 1 308263G My My PP [~ B2

AP NBA2 (1) — 3u) N AP NBA2 (1) — 3u)
8.882983 B3G My M3 Py Py [ — 2120 4 4414583 B3GA My M5 PPy [ — 20

AP NIA2 (1) — 3u) - ASPASA2 (1) — 3u)

(4.4)
1.064282G* My M3 P} —Pl(P}\—:QAl) 2.137083232G* My M3 Py —PI(P}\—:QAO
AP ABA2 (1) — 3u) - AP N3A2 (1) — 3u)

4.380353G" My My PEP P} (| — P20 8763 63G My My Py PP | - PHLE2R

ASPABAL (1y — 2u) - AP ABAL (1y — 20)

14.61088 3G My Ma Py Py P/ -G T804 333G MMy PRP, P /- B

A3PNSAS (1 — 203) ASPNSAS (1 — 203)
14610863 82G My M P2 P2\ [ — P28 9 9291652 B3GA My M Py PRy | — P20
APABAL (v — 203) A3PABAS (1 — 203)
(4.5)
17.53303 B3G My My P Py Py | - PAA20) 8 7664853 33Gr My My PP Py Py | — P20
A3PASAS (v — 2u3) A2PASAS (1 — 2u3)

14.61088232G* My M3 P2 Py Py /_Pl(P}X—ZZAl) 29.22168232G* My M3 P, Py Py | — Pl(P}\:QAI)

NSPASAS (v — 2u3) A3PNSAS (v — 2u3)
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58443203 3G Mo My Py Py [ = PHE2R) 2.9221653 3G Mo My PP Py | — PHE 2

A3PABAS (v — 2u3) N2PABAS (v — 2u3)
13518683 32G My M3 P2 P\ [ - 1280 9 7037332 3G My My Py Py | —PHE=20)
AP ATA2 (1y — 2u5) N APNTA2 (1y — 203)
(4.6)
0.463056203G My My Py Py [~ P20 4 7315352 B3GA My M PP [~ P2
APPASA2 (1 — 203) N AP ASAZ (s — 2u3)
1.300632 33G My M P2 P3| | —PU=28) 9 601283 823G My M Py PRy | — 2200
A2 NSAZ (s — 2u3) - AP NSAZ (s — 2u3)
14 3014B3 3G My My Py P/~ U522 81 551233 3G My My Py P~ PeP2-202)
AS2AL (11— 30) (Py — 2A,) - APPAS (1) — 3u) (P — 21\s)
176526363 Mo My PP/~ 2222l 99 384752 52G My My PR P B} [ — 2 -20)
Ay PAL (11 — 3us) (Py — 21A,) ! AZAGPAS (1) — Bus) (P — 2A,)
(4.7)
180.8803 F3G MM PR} \ |~ P22 4y 76043 3G My My PP P~ PeP 280
AYPAL (1 — 3vs) (Py — 20s) C MAYPAL (1 — 3u) (P — 20,)
15980133 F3G My My PLPI P\~ U289 70,0453 82 52G My M PR PR P~ P 280
M AYPAL (1 — Bus) (Ps — 2A,) - A2 AL (1 — 1) (Ps — 2As)
82.57166353G My M Py Py [~ 25220 99150552 52G My My Py Py PR [~ 20 -20)
APAS (i —3u) (B —2hs)  MAYPAL (1 — 30) (P — 2A)
68.300453 532G My My PPy PRy [~ 25202 11 663852 53G1 My My P Py PR [ — 22 200)
A2AYPAL (11 — 31) (Py — 21\,) i ABATPAL (11 — 31) (Py — 21\,)
(4.8)
04978153 33G My My PRy [~ 2209 150 09852 B2GH ML M, Py Py PRy [~ 222
APAS (1 —3m) (P —28s)  MAYPAL (11— 3u) (P — 2A,)

4.0823303 03G Mo My PP} [ - 2252200 16,3203 63 Mo M, PY P | — 25282

NAAYPAL (1) — 3u5) (Py — 2A,) A3AYPAL (1 — 3u) (Py — 2A,)
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119.8968232G* My M3 P3 P2/ - A=28)  34 955032 324\, My P P2, | — PA=280)

A A
VALASAS (v — 31) 1 VALAIAL (v — 31) 1
6.8635933 3G Mo My PP} P} ([ = PUE28) 3431883 B3 My My PEPY P | - PHE2R
AP ABAL (1) — 3) - ASPABAL (11 — 31)
(4.9)
A5T5T3B3 3G My M3 PPy PR [ — A28 196 38383 B2GA M, M3 P3 P2 | — E1A=20)
A2 NIAS (11 — 3u) N VAIAZAS (11 — 3us)
37196703 33G My My Py P} [ = PHE2R) 9.15146 53 63G1 Mo My Py Py P | — P20
VAAAL (1 — 3) - A2 NSNS (1) — 3u)

68.51188233G M My P Py |- 2240 930,701 822G M, My P Py - P1A=240)

vV AlA;Ag (1/1 - 3V2) vV AlAgAg (1/1 - 3V2)
6.8633B3G My My PP P Py [— 128 13 7983 B3 GA M, My Py P3Py [ — 220
A2PASAS (1) — 31) A3PASAS (1 — 31,)
(4.10)
252.76633 3G Mo My P3Py [ — P20 0.1514653 3G My My PPy Py [ — P20
VATASAS (1 — 31) A2PNSAS (1 — 31)
18.30203 3G MMy Py Py Py /= O TA398303G M M Py Py | - 52
A3PAAS (1) — 3u) VALAGAS (11— 31)
TAL2753333G My My Py PR [ — P22 94001453 3G My My PP | | — P28
vV AlAgAgl (Vl - 3V2) vV AlAgAg (1/1 - 3V2>
8.88 x 107183 B3GA M M5 P, P}/ — 28 18 5382 B3GA M, M3 P P}y | — P20
+
vV AlA%Aé (1/1 - 31/2) vV AlAgAg (Vl - 3V2>
(4.11)
4818203 3G My M P Py |~ PO 14825553 B3G MMy Py Py [ — 2520
vV AlAgAg (1/1 — 31/2) vV AlA;Ag (1/1 — 31/2)

177 x 107 OB BG MM PoPy [ =P 37,0683 B3G Mo My P Py — P12
vV AlA%Ag (V1 - 3V2) vV AlAgAg (1/1 — 3V2>
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2.0004452 3G Mo M3 PS [ — P20 9 4306483 82G My My P | | — P20

Ay

vV AlA%A§ (Vl - 31/2> vV AlAgAg (Vl - 31/2)
15.3327B3 32G My M5 P | - P1EA=200) N 7438773 B3G My My Py | — P20

vV AlAgAg (1/1 — 31/2) vV AlAgA% (1/1 — 31/2)

(4.12)
16.98B382G My My P}/ — P28 7 41282 B2GA My My Py PR | — =20
vV AlAgAg (V1 - 3V2) vV AlAgAg (VQ - 2V3)

24.0983 323G My M5 P P2\ - L2818 5382 32G M, M PP [ — P20

vV AlAgAg (VQ — 2V3) vV AlAgAg (VQ — 2V3)

8.245795% §G4M2M3P12P23\/_P1(P1—2A1)\/_P2(P2—2A2)\/_P3(P3—2A3)

_ Aq Ao A3
A?/2A§1/2Ag/2 (11 — 30,) (Py — 21\,)
16.49166§B§G4M2M3p1p23\/_ P1(P}\:2A1) \/ P2(P2 2A2) \/ 133(133 2A3)
a (4.13
A3/2A11/2A5/2 (1 — 3V2) (P — 2A2) )
30. 2346626§G4M2M3P2P2\/_ Pi(P 2/\1) \/_ P2(PZ2A2) \/_ P3(PEQA3)
A?/2A3/2A2/2 (1/1 B 3V2) (P2 B 2A2)
60.46916%6§G4M2M3p1p22\/_ P1(P1A:2A1) \/ Py(Py— 2A2)\/ P3(P3 2A3)
+ AB/Z\O/2 )52 YN
1 2 113 <V1_3V2)(2—2 2)
31.15088232G* M, M; P2 P, \/ A(P—2A) \/ PalP—2ha) \/_ DTS
AYPATPAY (1 — 3v2) (P — 2A2)
62.301533 B2G* Moy M3 Py P, \/_ Pl(P}XIQAl) \/_ Pz(PijAg) \/_ P3(P;;;2A3)
B (4.14)
AYPATPAY? (1 — 3u) (P5 — 2A0,)
7.3295932 B2G4 My My P? \/ A(A-2A) \/ TS \/_ DTS
AYPAYPAY? (1 — 3us) (P — 2A2)
14.659232 32G* My M3 P \/_Pl(P1_2A1)\/_PQ(P2—2A2)\/_P3(P3—2A3)
L 23 2 M3 ™ v v

A?/2A2/2A§/2 (V1 - 3V2) (PQ - 2A2)
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24.06513332G* My M3 P8/ _P3(P?\—;2A3) 140.383282G4 My M3 P /_Ps(Pi;QAs)

AIAS (11 — 30) ASAY? (11 — Bun)
318.5633 4G My My Py [ - B2l 40.10503 33G M, M PP Py | — B =20)
ATAY? (g — 3) " A2ATAY? (g — 3u)
(4.15)
B4T.85503 3G My My P/ =028 80.2153 B3G Mo My Py Py | — P58
ASAS (1) — 3us) - MATAL? (1) — 3u)
288.76/53 3G Mo My Py Py | — P20 144,38 53 3G My M, PR P | — 220
AASAY? (1) — 3u) - A2ASAS (1) — 3u)

1713863 3G Mo Ma P}/ — 283 58553 B3GHA M, M P PRy | — U220

ASAY (g — 3u) AASAY? (g — 3)
1274383 3G My M5 P2 P | | — PP =20) . 23483 83G My My PPy | — P21 280
A2ABAY? (11 — 3u) ABASAY (1 — 31,)

(4.16)
23.8282B2G M, M; Py /_PB(P?\—;?AB) 301.678282G* My M3 P P2/ — P3(PE2A3)
A%Ag/Z (1/1 — 31/2> A1A3A2/2 (Vl — 3V2)
T32B3F3G MMy PPy |- B2 29.9561 353G My My PP P | — 252
AASAS (1 — 3u) AFAAS (1 - 3us)
1 50.0723/32 B2G My M P \/_ Pl(P}qul) \/_ P2(Pf\;2A2) \/_ P3(P§,\;2A3)
C? = 15/2 4 5/2
vV A1A2 A3 (Vl - 3V2) (PQ - 2A2)
| B20583HHG MM Py Y Tt A (4.17)

vV A1A§3/2Ag/2 (Vl - 3V2) (Pg — 2A2)
6.4559303 3G My M PE P [~ PUE2) | [ PalPoata) | [ Pu(Pic2ia)

AYPAS AL (11— Bs) (Py — 205)
12.91195232G* My M3 Py P \/ ~ABh] \/ - \/_ S

A1 A2 A3

A?/2A51/2Ag/2 (1/1 - 31/2) <P2 - 2A2)




Secao 4.1. Ressonancias Obtidas Utilizando a Teoria de Lie 63

C; =

651.2596§6§G4M2M3p23\/_Pl(PE%l) \/_p2 —ahy) \/_p3<p3 273)

VAIAYPAY? (g = 3us) (P — 21\5)
20.802432 2G4 My M P2 P2 \/— P (B —201) \/_ Py(Py—2As) \/_ Py(Ps—213)

A]- A2 A3
(4.18)
A?/ZAg/QAg/Q (V1 i 3V2) (P2 B 2A2)
41.60496§6§G4M2M3p1p22\/_ Pl(Pj\:2Al) \/ P2(P2 2A2) \/ P3(P3 2A3)
INDNEINE (u ) (Py — 2A2)
542.33532 B2G* My M P2 \/_ AA(P—2A) \/ PalP2h) \/_ RiPi2K)
AV AlAg/QAg/Q (Vl — 3V2) (PQ — 2A2>
12.78293232G* My M pg\/ Bu(A2h) \/ PPy 28] \/ FaBra)
R VAASPAY? (1 — 3.n) (P — 2. AQ)
66.23845§5§G4M2M3P4\/ Pi( B 2A1) \/ Py B 2A2 \/_ P3(P;;,X;2A3) )

/—A13/2 2/2 (V1 31/2) P2 —2A2)
111.5595§5§G4M2M3P§>\/ Pi(Pi— 2A1>\/ PalP2ha) \/_p3 “ony)

VAIAYPAY? (1 = 3.s) (P — 2. AQ)
60.428132 §G4M2M3P22\/ CICET! \/ PalF 28] \/ DTN

vV A1A2/2A§/2 (Vl - 3.1/2) (P2 - 2A2)

3.55 x 10_155225§G4M2M3P2\/ Py(Py— 2A1)\/ Py( Pg 2A2 \/_Pg(Pg—QAg)

As

12.7829B22B§G4M2M3P24\/ A(A-2h) \/ PaFy=24a) \/ D

VRN () = 3um) (P — 2. A2>

4.20
\/A_A15/2 5/2 (1/2 — 2. Vg) ( )

40.6727/33 §G4M2M3pg\/ A(A2h) \/ PaFy=24a) \/ D

V A1A53/2 2/2 (l/g — 2.V3)

30.21432 B2G* My M3 P} \/_ Py (Pr—2A1) \/_ Py(Py—2As) \/_ Ps(P3—2A3)

Ay Ao As

VBN PAG (2 — 2.)
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18,903 G My My P P2 [~ BB 5 673 2, 0, P P [ PP

Cy =
° AgAg/2 (v1 — 31») AgAg/z (11 — 31a)
20.74B3B3G My My P3P | -2 7 5633 33GH M, My PR PR PR | — B =20)
ASAY? (g — 3w) A2AAY? (1) — 3u)
(4.21)
8.4203B3G My M Py P3| — P28 15190282 B3GA My M Py PR PR [ — U209
A2A3 (Vl - 3V2> A1A2A3 (l/l - 31/2)
11.3432 2G4 My M; P2 P, P2 _P3(Pij\—g2A3) 22.684382G* My Ms P, Py P} _P3(P?\;2A3)
n _
A2A3AY2 (1 — 31) AASAY? (1) — 3u)
, 06983 B3G MMy PPy [~ BUETESL 2. 75T5 5 3G My My Py -2
Cy = -
AASAY? (11 — 3) ABAAY? (11 — 3)
1.526282G* My M3 P, P} /_133»(13?\—;21\3) 1.997028232G* My M3 P2 P2/ — Ps(PijAs)
" A ASAY? (v — 31,) ’ A2A3AY (v — 31)
1503 1 2 1432433 1 2
(4.22)
11. 341152/33G4M2M3P4P3 % 378053 §G4M2M3P23P3 _PS(P?\;2A3)
n _
A;AE/Q (Vl - 3V2) ASA;/2 (Vl - 3V2)
4147 B3 3G My My P Py | BE20) 15,1283 332G M, My PR P Py | — B 200)
+ 5A7/2 * 2705\ 7/2
o _1.29552253%@4M2M3P12P2P32\/ L Pl 2A1) \/ £l P2 2A2) \/ - P3 2A3
10 A?/QA;/2A9/2 (v — 31/2) (P — 2/\2)
2.595§B§G4M2M3P1P2P32\/ Bl 2A1)\/ £l P2 2A2 \/_ P3(P?x;2A3)
+ 3/2 2 7/2 2 9/2 (4.23)
Al A2 A ( - 3V2) (PQ — 2/\2)
215833 3G My My P2 P [~ PUBi2h) | [ PalPo2h) | [ PalPac2ha)
+ e

AYPAYPAYR (0 — 3u2> (P — 2A2)
4.3175§5§G4M2M3p1p32\/_Pl(P1—2A1)\/ Py( Pz 2A2 \/_P3(P3 2A3)

A1

A?/2A2/2Ag/2 (1/1 — 31/2) (P2 - 2A2)
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2
ClO

1
Cll

2
Cll

2.5932 82G My M3 P2 Py Py \/ (A 2A1) \/ Pa(Fs= 2A2 \/_ Py (P 2A3
A?/?A;/QA’;/Q (Vl B 3V2) (P2 . 2A2)

5.1883282G* My M3 P, Py Py \/_ Py (PlA:2A1) \/_ Pz(Pi;2A2) \/_ Pg(Pi;mg,)

4.24
AYPAYPAY (1 — 3w) (P — 2A) (424
43177632 B2G* My My P2 Py | — 21 Pl 2A1) _ Py( P2 2A2  Py(P3—2A3)
. 5253 24vi3L 1 L3 e
A?/ZAS/QA;/Q (Vl i 3V2) (PZ o 2A2)
8.636226§G4M2M3P1P3\/_ Pl(P}\:2A1) \/_ Pz(Pi;2A2) \/_ P3(Pi;2A3)
A?/ZAS/QA;/Q (Vl B 3V2) (PZ o 2A2)
12.658282G* My M P3 P2 \/_ Pi(Pi—2A1) \/_ Py(Pr—2A5) \/_ Py(Ps—2As)
B . 2M3 24Vi3L 9 L3 AL s e
\/A1A§1/2A§/2 (11 — 3vy) (P2 — 2A,)
43.02535§G4M2M3p22p32\/_ Pl(Pj&:Ml) \/_ PQ(PQA;2A2) \/_ P3(P§,\;2A3) )

VAIAYPAY? (g = 3u) (P — 21\5)

1.0145262G* My M P2 Py P2 \/_P1<P1A:2A1> \/ PP 2A2) \/ Py(Py 2A3)

A?/QA;/QA?? (vy — 31) (P — 2A2)
2.0353 §G4M2M3P1P2P32 \/_ Py(P1—2A1) \/_ Py (Py—2A2) \/_ P3(P3—2A3)

Ay Ao A3

AVEAYEAS (1 = 3us) (P — 205)

39.875§5§G4M2M3p2p32\/ A(P—2A) \/ Pa(Pa=2ha) \/_ps(pi;mg)

VEIAYPAY? (1 = 3u) (P — 2A2)
1.695§B§G4M2M3P12p32\/_Pl(P1—2A1) \/ Fu(Pa=22) \/ Py(Po=2h)

A
A§/2Ag/2A9/2 (1 — 30 (Py — 2A2)
3-38522 §G4M2M3P1P32\/ Pl(Pl 2A1) \/ P P2 2A2 \/_ P3(P. 21\3
A§/2Ag/2Ag/2 (7/1 B 3]/2) (P2 B 2A2)
74182 82G* My My P2 \/_ Py (P —2A1) \/ Fu(Pa=2s) \/ By(Po=2hs)

Ay

VAN PAY? (1 = 3u) (P — 2A2)

(4.26)
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1
Cis

X 2.73832 §G4M2M3P23P32\/_P1 —2A) \/_pz (Pr—2A3) \/_ps Tony)
012 =

VAIAYPAY? (1y = 3u) (P — 21\5)

9.315§B§G4M2M3P22p32\/_Pl(PlA:Ml)\/ Py(Pp— 2A2)\/ P3(P3 2A3)

B (4.27)
VAAYPAY? (1) = 3u) (P — 21\5)
7.6676§6§G4M2M3P2P32\/_PI(PR—QAl)\/_Pz(Pi—2A2)\/_P3(PLZ_2A3)

+ A AT/2 4 9/2 : : =
A1A2 A (Vl - 3V2) (P2 — 2A2)
5.47[32 §G4M2M3p23p3\/ B zAn \/ Pa(Ps= 2A2 \/_pg oMy
- VAAYPAY? (1y = 3u) (P — 2A2)
o 18.62/33 32G4M2M3p22p3\/_P1(P1A:2A1)\/ Py(Py— 2A2)\/ 133(133 2A3)
12 ,/A1A3/2A7/2 (v1 — 3ua) (Py — 2A,)
15.33ﬁ§B§G4M2M3P2P3\/ Py (P — 21\1)\/ Py P2 2A2 \/_PB(P?X;QAB)
a (4.28)
VAN (g = 3u) (P — 2A2)
. 28.35B22B§G4M2M3P25\/_Pl(P}QQAl)\/_Pz(Pfg?/\z)\/_Pa(P?\QQAg)

VAIAYPAY? (1y = 3u) (P — 2A2)
131.475032 2G4MMP4\/ A(B-2h) \/ Fa(Fs 2] \/_p3<p3—2A3>
. 23 24VI3179 A
VAAPPAY? (1) = 3u) (P — 2A2)

167.753 §G4M2M3P23P32 _bB(P=2A) 60.975% §G4M2M3P24P32 _ Py(Pi—2A1)

Ay Ay
VALASAS (1) — 31) B VALATAS (1) — 31)
122183 32G My My P PR P} | — =280 61082 32G4 My My PR P PR | | — =20
AP NBAL (1) — 3u) N AP NBAL (1) — 3u)
(4.29)
6.1053B3G My My P2 Py P2\ |- PAAZ2R0) 87 76,83 32 M, M P P2 [ — P20
A2PNSAS (1) — 31,) - VALASAS (11 — 31s)

34.18033 33G* My M3 P> P§ _Pl(ij:Ml) 12.218382G* Moy M3 Py P, P? = e

A
VATAIAL (1) — 31,) A3PNSAS (1 — 31,)
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2
013

1
Clq

2
C’14

2.0303 3G My My PP} | — P2 40783 B3G My M, Py P | — P20

ASPABAL (1 — 31s) A3PASAL (1 — 31s)

121.9403 B3G My My Py Py | - 200 8,922 03 M, My P | [ — DB =20

VALATAS (v — 3uy) * VALASAS (v — 3uy)

(4.30)

12,2232 B3G My M3 PP} Py |- P20 335 33682 32G My My Py Py [ — 20

A2PASAS (1 — 31,) - VALASAS (1 — 3us)
175.5283 3G My My P Py | - B2 94,4363 B3G M, My Py P} Py | — 220

VALASAS (1) — 31s) - AY2ASA3 (1) — 3u)

15.63 3G My My Py P} P} | — P20 7833 32GHA M, My PR P3P | — D200

A3PASAL (1) — 3u) APPASAL (1) — 3u,)
10.45§5§G4M2M3P12P2P§\/T1A—j“” 20.80353G My My PPy PR [ =228
AP ASAL (1) — 3u) - AP NSAL (1) — 3u)

(4.31)

15.683B3G My M3 PEP3 Py /- HAZ20) 31 9682 82 GAM, My Py P} Py | — 200
A2 NBAS (1) — 3u) N AP NBAS (1) — 3u)

AL.68332G Mo My Py Py Py [ — P28 90 832 B3GA N, My P2 P, Py | — 20
AP NSNS (1) — 3u) - AP NSNS (1) — 3u)

7833 BG My M PEPF P} (|- PA2M) 15,682 32GA M, My Py P3P} | — P20

A2PASAS (v — 2u3) A3PASAS (v — 2u3)
208553G My My PP P\ |~ PUP ) 10 45253G My M PR, P — PP 200)
AP NSNS (1y — 20) - AP NSAL (1y — 20)

(4.32)
3L2B303G My My Py PPy [P 200 15 602 52 GA My M, PR Py~ P20
AP NBAS (1y — 203) - AP NBAS (vy — 2u)

20.882 3G My My PP, Py [~ 2B 41 68232GA M, My Py Py Py - PUE20)

A?/2A§A§ (vy — 2u3) A?/ZAQ‘A% (v — 2u3)
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1
Cis

2
Cis

1
Ci

25.61/33 §G4M2M3P25P321/—P2(PX—E2A2) 122.386232G* My M, P} P2 /_Pz(Pi;2A2)

A;5/2A§ (1 — 3us) (Ps — 21\,) A§3/2A§ (11 = 3v) (Pr — 2A\,)
200 8035G MM PIP RG89 SR MM PEPIPS - PG
A§1/2A§ (1 — 3us) (P — 21A,) A%Aél/QAé (11 = 3v) (Py — 2A,)
(4.33)
31.2053 §G4M2M3P1P22P3\/ _Pl(Pj\IZAI) 79'68622 §G4M2M3P1P23P32 \/ _PQ(Pi\—;QM)
A?/2A3Ag (1/1 - 3V2> A1A51/2A§ (Vl - 31/2) (P2 — 2A2)
239.08303G My My Py PE P} |- 25202) 119 583 B3GA My My PR P} P [ — P82
AAYPAS (1 — 31y) (Py — 2A,) AAS2AL (1 — Bun) (Pa — 21s)

5ATHBG My My Py PR [ — 2520 51988 38GA M, My Py Py PR | | — P25 20e)

A;/QAé (1/1 - 31/2) (Pg - 2A2) A%A;/zAg (Vl - ?)VQ) (PQ - 2A2)
53.30363G My My P2Py P} [ — PP2=202) . 20832 B3G My M5 P Py P2 [ — 221P2=202)
A%A;/QAé (Vl - 3V2) (P2 - 2A2) A?A;/ZAg (Vl - 3V2) (P2 - 2A2)

(4.34)
169082 82G* My M P2 /_132(1’;—;2/\2) 148.032 B2G* My M Py P, P2 —1’2(1’3\—22/\2)
Ag/2A§ (Vl — 3V2) (PQ — 2A2) AlA;/2A§ (Vl — 3V2) (PQ — 2A2)
T.332B3G My M3 P PR | —P2=202) 99 082 B2GA M, My PR P [ — 22
A%Ag/2A§ (1/1 — 31/2) (PQ — 2A2) A%Ag/2A§ (Vl — BVQ) (P2 — 2A2)

131982 B3G My M3 P3Py /- P2 39 9882 B2GAM, M3 P§ PRy | — P20

vV AlAgAg (Vl - 3V2) vV AlAgAg (Vl - 3V2)
19.7983B3G My M P, P} | - ELEL=20) . 3.2083 3G My M, P} P | — PO 20

vV AlAgAé (l/l — 31/2) vV AlAgAg (Vl - 3V2)

(4.35)

65.9602 623G My My Py Py |- AA=2M) 96,3852 52 G4 M, My Py Py - A =200)

vV AlAgAg (1/1 - 31/2) V AlA;Ag (1/1 - 31/2)

39.5803 53 G My My Py Py [ HE2R) - 6.5953 B3GH My My Py Py [ — P20
vV AIA%Ag (Vl - 3V2) vV AlAgAg (1/1 - 31/2)
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+

329803 3G Mo Ma PYP] ||~ PHE2R 131953 B3G My My Py Py [ - P02

VALASAS (vy — 2u3) VALATAL (vy — 2u3)
197983 BG Mo My P B |~ 20 39052 52 M, My P} |~ P28
VALASAS (vo — 213) VALASAS (vy — 2u3)
(4.36)
263863 63G My My Py Py [~ P20 65,9662 53G My My P Py [~ 2020
VALATAS (v — 213) B VALASAS (vy — 213)
39.586332G My M3 Py Py [ — A28 65082 82GH M, M P2 Py [ — P20
VALASAS (vy — 2u3) - VALASAS (vy — 2u3)

Na tabela (4.3) mostramos os coeficientes C1, ..., Cig, em séries de poténcia da excentrici-

dade do planeta teste, para valores fixos das excentricidades e; = 0.05 e e3 = 0.05.
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Ntmero Multipleto Coeficiente
1 A — 2X9 — 2)3 + 3wy 2909.08¢3 — 1398.79
2 Al — 2X9 — 2A3 + 2w + wo 1.41067 x 10%e3 — 3.62058 x 107e;
3 Al — 29 — 2)3 + w1 + 209 —7.52347 x 10%2
4 A — 2Xy — 2)3 — @y + 4wy —2.8728672996686 x 10~ 133
5 Al — 29 — 2\3 + 3wy + w9y — w3 448.2296‘;’ — 239.055e9
6 Al — 2Xg — 2)3 + 201 + 209 — w3 —6.18975 x 10%3
7 Al — 2Xy — 2)3 + w1 + 3wy — w3 —1.01171 x 1066%
8 A1 — 29 — 2\3 — wy + Hwy — w3 1.149146919867441 x 10_1163
9 Al — 2Xg — 2)3 + 201 + w3 —1.14192 x 10%3 — 513.26
10 Al —2Xy —2)3 + 3w — wy + w3 228.815e5 — 859.951¢3
11 Al — 29 — 2\3 + w1 + w9 + w3 75534.16% + 413895.¢e9
12 A — 2\ — 2)\3 — w1 + 39 + w3 429399.€3
13 A — 2) 9 — 2)3 + w1 + 2003 22306.¢3 — 11643.2
14 A1 — 2X9 — 23 + 3wy — 2w + 2w3 16.9636%
15 Al — 2 g — 2)3 + 201 — @y + 2w 87577.€3 + 220057 9
16 Al — 29 — 2)3 — w1 + 2wy + 203 —12909.2¢3

Tabela 4.3 - Coeficientes dos multipletos em série de poténcia da excentricidade do planeta teste es até

terceira ordem. Fixos e; = 0.05, e3 = 0.05




Capitulo 5

Alguns Topicos da Teoria da Difusao

Neste capitulo apresentaremos, de forma sumaria, alguns topicos da teoria da difusao

que serao importantes no estudo da caoticidade dos muitos sistemas ressonantes.

5.1 Conceitos basicos

De forma geral, em um sistema com N graus de liberdade, trajetérias estocésticas e
regulares estao intimamente proximas no espaco de fase de dimensao 2N, e na superficie
de segao de dimensao (2N —2). Camadas estocasticas, no espago de fase, existem préoximas
as ressonancias do movimento. A espessura das camadas aumenta com o crescimento da
perturbacgao, levando a um overlap das ressonancias primdrias, movimentos através das
camadas e ao aparecimento de uma forte estocasticidade no movimento. No limite, para
uma pequena perturbacao, contudo, nao ocorre overlap das ressonancias primarias. Um
novo comportamento fisico para o movimento aparece: o movimento ao longo da camada

ressonante, chamado difusdo de Arnold (ver Lichtenberg e Lieberman (1992)).

5.1.1 Aspecto Geométrico da Difusao

E importante termos em mente o que entendemos por difusao. De uma maneira formal,
temos o seguinte: dados dois pontos A e B do espaco de fase, podemos encontrar uma
6rbita z(t) com condigoes iniciais 2(0) numa pequena vizinhanga de A e z(7') numa pequena
vizinhanca de B apds um tempo 717
De maneira geral tal érbita, se existe, é cadtica, ou seja pequenas mudancas nas condicoes

iniciais #(0) geram grandes mudangas na 6rbita z(¢). De fato, na presenga de caos as
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orbitas exibem comportamentos topoldgico e estatistico bastante complexo, e neste caso a
transferéncia no espago de fase é chamada Difusao Cadtica.

Devemos notar que mesmo existindo movimentos cadticos em determinada regiao do espago
de fase, nao podemos afirmar que o sistema é globalmente instavel. De fato, a regiao onde
ocorre o caos pode se localizar em uma pequena regiao do espago de fase. Para ver isso,

consideremos o mapa (ver, Lega et al. (2010))

¢ = p+1
(5.1)
sin ¢/

I' =1
+€(cosgo/+c— 1)?

Na figura (5.1)( lado esquerdo) , podemos ver que o mapa, no plano (I, ), tem muitos
toros invariantes que funcionam como “ barreiras” topoldgicas que impedem a difusao na
acao I. Por exemplo, as regioes cujas acoes estao em torno de [ = 0.31 e I = 0.36, estao
separadas por curvas invariantes. Assim, nao existem curvas que possam conectar estas
diferentes regides cadticas. Se aumentarmos o valor de e (lado direito), veremos que as
curvas invariantes que funcionavam como barreiras topologicas desaparecem, isso faz com

que possa haver, a principio, difusao das orbitas.

0.28 T

0.26 == - : b
02 04 06 08 1 12 14

Figura 5.1: Retrato de fase do mapa para € = 0.002 e € = 0.0026, figura da esquerda e figura da direita,

respectivamente

5.1.2  Overlaps De Ressonancias

Num sistema sob a agao de varias ressonancias pode acontecer overlap. Cada res-

sonancia determina o seu dominio no espaco de fase, contudo o movimento em uma vizin-
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hanca de determinada ressonancia sera afetado pela presenca da outra. Por outro lado, se
as ressonancias estiverem suficientemente distantes uma da outra e se considerarmos per-
turbacoes suficientemente fracas, o movimento pode ser confinado na vizinhanca de uma
ou de outra ressonancia, de acordo com as condigoes iniciais escolhidas. Assim, em cada
ressonancia o sistema se comporta como um péndulo perturbado pela interacao de uma

ressonancia com a outra(ver, (Chirikov, 1979)). Este fato é usado no capitulo (6).

5.1.3 Difusao na Astronomia

O problema da estabilidade do Sistema Solar tem exigido, durante séculos, de matematicos
e astronomos bastante trabalho para provar teoremas a respeito de estabilidade para sis-
temas dinamicos que podem ser usados como boa aproximacao para nosso sistema solar,
de uma forma geral, para o problema de N corpos. Sabemos que no cinturao de asteroides
existem os chamados Kirkwood gaps (Wisdom, 1982), regides de ressonancias de movi-
mentos médios desprovidas de asteroides. Estes gaps estao associados a ressonancias de
movimentos médios com Jupiter que causa um rapido crescimento da excentricidade do
asteroide (ver, Wisdom (1983)). Por outro lado, tem sido constatado a existéncia de di-
fusdo caotica no Sistema Solar, ou seja, a lenta evolucao das excentricidades e inclinagoes.
Este fenomeno estd associado a ressonancias de movimentos médios de altas ordens, estas

ressonancias surgem em sistemas que sao perturbacoes do problema de Kepler.

5.2 Difusao em um Passeio Aleatdrio

Para maiores detalhes dos conceitos apresentados nesta secao, em particular os conceitos
abordados nas subsegoes (5.2.3) e (5.2.4) ver (Chandrasekhar (1943)) e (Varvoglis (2005))
(ver também, Tomé (2001)).

5.2.1 Varidveis Aleatdrias

Quando estudamos fungoes, de um modo geral, estamos interessados em certos conjun-
tos, seu dominio de defini¢ao, contra dominio e imagem. Na teoria das probabilidades um
dos principais conceitos é o de varidveis aleatorias. Consideremos uma variavel aleatoria

X, seu dominio é chamado espag¢o amostral, denotado por S. Seu contradominio é a reta
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real R, e o valor que a variavel X assume é denotado por x. Simbolicamente,

X:S>R (5.2)

Como exemplo, suponha que S = {cara,coroa}. Devemos notar que podemos definir

infinitas varidveis randomicas para este mesmo espaco amostral, como por exemplo

X(8) = {~1,1} (5.3)

5.2.2 Funcoes de Probabilidade

Comecamos aqui com a seguinte pergunta:
Qual a probabilidade de que a varidvel aleatéria, definida pela equacdo (5.3), assuma o
valor [ em um passo.

Isto é dado pela func¢do de probabilidade fp(x)

fo)=p, fo(=l)=1-p (5.4)
Observe que a variavel aleatéria é “mapeada” em um nimero real, que por sua vez é levado

a uma probabilidade:

X =z — fp(o), (5.5)

por outro lado espaco amostral é levado na reta real, que por sua vez é levada no intervalo
[0, 1].

A funcao fp, é tal que

fp

Y
o

(5.6)

ZfDi = L

Notemos que o subscrito D indica que esta forma da funcao de probabilidade é valida
para variaveis aleatérias discretas. No caso em que temos variaveis aleatérias continuas,
a probabilidade de que a varidvel aleatéria X assuma um valor no intervalo [x,z + dz] é

dada por
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5

dP(x) = fo(x)dx

(5.7)

onde fo é a funcao densidade de probabilidade. De forma andloga, a fungao fo deve ser

nao-negativa e tal que
/ fo(z)dx = 1.
s

O estudo da funcao f é, em geral, feito calculando-se a média

EX)=(zx)=p= infD(xi), caso discreto
s

EX)=(z)=p= /xfc(a:)daz, caso continuo
s

e a variancia

Var(X) = o? = B[(X — p)?] = Z(zl — 1) fp(x;), caso discreto
S

Var(X) =o0? = E[(X — p)*] = /S(:z: — pn)?fo(r)dz, caso continuo.

Temos uma importante relagao entre a média e a variancia

0? = B[(X — p)?] = B(a?) — 2pE(X) + 1% = (2?) — (1)’

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Teorema 2. Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatorias, com funcgoes de distribuicdo tais

que p; = e o; = o, todas com mesmos o e . Definamos uma nova varidvel aleatoria,

Sn, da sequinte forma

Svn=X1+Xo+ ...+ Xn.

(5.14)

Entao, o teorema nos diz que, para N — oo, a fun¢do densidade de probabilidade, f(Sy),

. A : _ 2 _ N2
da nova varidvel randomica é Gaussiana, com psy, = Np e o5, = No

Claramente, se as variaveis X; tem distribuicoes Gaussianas, entao o resultado é ver-

dadeiro e o teorema do limite central ndo é necessario.
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5.2.3 Passeio Aleatorio

Consideremos uma particula sofrendo deslocamentos ao longo de uma reta, onde cada
deslocamento corresponde a um passo (ver, (Chandrasekhar (1943)), (Varvoglis (2005)) e
(Tomé (2001))). Suponhamos também que cada passo tenha o mesmo comprimento e que
cada passo possa ser para frente ou para tras com a mesma probabilidade 1/2. Claramente,

apdés N passos a particula pode estar em qualquer um dos pontos abaixo
—-N,—-N+1,...,-1,0,1,..., N—1,N

Podemos pensar esses pontos como coordenadas ao longo da reta, se usarmos a unidade
comprimento como sendo igual ao comprimento de um passo.

Vamos supor que a particula saia da “origem ”(x=0), e associamos a i-ésima varidvel
aleatoria ao i-ésimo passo,

X,:S >R (5.15)

Note que se definirmos Sy = X7+ Xo+ ... + Xy, entao Sy nos dard a posicao da particula
apés N passos. Usando o teorema (2), sabemos que apdés um determinado nimero de
passos, a distancia a origem obedecera a uma distribuicao Gaussiana.

Aqui surge a seguinte pergunta: Qual a probabilidade P(N,m) que a particula chegue a
posi¢ao(ponto final) m apds N passos(N deslocamentos)?

Devemos notar que cada passo individual pode ser para frente ou para tras independente-
mente da direcao de todos os passos precedentes. Portanto, todas as possiveis sequéncias
de passos, cada uma tomada numa direcao definida, tem a mesma probabilidade. Dito de
outra forma, a probabilidade de qualquer sequéncia de N passos é (%)N . Portanto, a prob-
abilidade P(N,m) é o produto de (%)N pelo nimero de sequéncias distintas que levarao
ao ponto m apdés N passos.

Como um exemplo, consideremos {—[,1} = {z} e fp(l) = fp(—I) = 1/2. Note que, neste
caso, gy = E(Sy) = 0 e 0g, = Var(Sy) = NI?. De fato, us, = N - E(X;), mas
E(X;)=pw=>z fplz;) = %l + %(—l) = 0. Donde, ug, = 0. Além disso,

Var(Sy) = o%, = El(Sy — pisy )] = No..

COo1mo
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P = i = ) o) = 57 + 5(-1)

Tem-se

o3, =Var(Sy) = NP

O que queremos saber de fato é qual a probabilidade P(N,m), de que uma particula, saindo
da origem, esteja a uma distancia y = ml. Na tabela (5.1) mostramos, graficamente, qual
é essa probabilidade.

Note que para chegar & posicdo m apés N passos, a particula deve ter tomado (N +
m)/2 passo para frente(diregao positiva) e (N —m)/2 passos para tras(direcao negativa).
Notemos também que, seja necessario que m e N tenham a mesma paridade.

O numero de sequéncias distintas, ou seja, a maneira de chegar a posicao m é dado por

(N+m)/2+ (N —m)/2\ NI
( (N +m)/2 ) TN +m)/2[(N —m) /2] (5.16)

Como cada uma maneira tem a probabilidade de (1/2)", segue que a probabilidade procu-

rada é dada por

N! 1"
PO = = 2) 10

A distribuigao (5.17) acima é uma distribuicio de Bernoulli.
Usando o teorema (2), temos que no limite N >> 1 a distribuigdo de Bernoulli torna-se

Gaussiana. De fato, no limite para N — oo

P(N,m) = Vi_N exp {—%] | (5.18)

Para N e m muito grande podemos assumir que estas varidveis sao continuas. Assim,
fazendo y = ml, temos que a probabilidade para chegar no intervalo [y, y+Ay] no “tempo*

N é dada por

P(N,y)Ay = P(N, m) (2—?) . (5.19)

Note que como m é par ou impar, dependendo se N é par ou impar respectivamente, temos
"dois tempos“. Assim, o "tempo” N sempre cresce por dois passos. Portanto, usando a

equagao (5.19) a (5.18) torna-se
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TNI? 2N[2

Agora suponhamos que a particula sofre n deslocamentos por unidade de tempo, tomemos

P(N,m) = —> exp[ v } (5.20)

N = nt e definamos

1
D= §nl2. (5.21)

Entao, a probabilidade da particula chegar no intervalo [y, Ay| no tempo ¢t é dada por

dP(y,t) = f(y,t)dy (5.22)

onde f(y,t) é fungao densidade de probabilidade

_ 1 v
fly,t) = QWeXp{ 4Dt]. (5.23)

Observe que a equagao (5.23) nos diz, que no limite, um caminho aleatério em uma di-

mensao leva naturalmente a fungoes continuas de duas varidveis, a posi¢ao y, e o tempo

t.

5.2.4 Passeio aleatorio com Barreiras

Agora continuaremos a discutir o problema do caminho aleatério unidimensional, mas
impondo certas restrigoes ao movimento da particula, através da presenca de barreira

refletora ou absorvente (ver, Chandrasekhar (1943), Varvoglis (2005)).

5.2.5 Barreira Refletora em m = my

Sem perda de generalidade, podemos supor m; > 0. Colocando-se uma barreira refle-
tora, o que acontece é que sempre que a particula chega em m; ela tem a possibilidade
de refazer seu passo para m; — 1. Qual a densidade de probabilidade neste caso? Para
discutirmos melhor essa questao, consideremos o curso da particula no plano (m,N) como
na figura (5.2)

Pela figura, o deslocamento da particula por um passo significa que o ponto que a representa
move-se para cima por uma unidade, enquanto ao mesmo tempo ele sofre um deslocamento

lateral de uma unidade, quer na direcao positiva quer na direcao negativa. Sem uma *
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N=0| N=1| N=2 | N=3
y3 = —3l
Yo = —2I
ys = —l1
Y1 = —l1
ys = —l1
y2 =10
ys =1
Yo =0
ys = —I
y2 =10
ys =1
Y1 =1
ys =1
Yo = 21
ys = 3l

Tabela 5.1 - Caminho aleatério com unidade de um passo igual [

parede” que reflita a particula em m = my, a probabilidade dela chegar em m(ponto
final) apés N passos é dada pela equagao (5.17). Porém com a presenca de uma “parede*
refletora devemos levar em conta o fato de que um caminho atingindo m, apds n reflexoes,
deve ser contado 2" vezes, desde que em cada reflexao a particula tem a possibilidade de
refazer seu passos. Notemos que uma trajetéria que chega em my + (m; — m) apés N
passos, sem barreira, chega em m apds N passos com barreira. Portanto, a probabilidade

total é dada por
P(N,m,my) = P(N,m) + P(N,2m; —m). (5.24)

De fato, se considerarmos uma trajetéria como OED que tenha sofrido exatamente uma

reflexao em mq, notamos que pela reflexao desta trajetéria em torno da linha vertical que

)

passa por mq, obtemos uma trajetéria levando ao ponto ” imagem* (2m; —m). Reciproca-
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Figura 5.2: Passeio aleatério com barreira

mente, a cada trajetoria que leva a imagem, tendo cruzado a linha através de m; uma vez,
existe exatamente uma que leva a m apés uma reflexao. Assim, ao invés de contarmos duas
vezes cada trajetéria, refletida uma vez, basta considerar uma unica trajetoria levando a
(2my —m).

Consideremos agora uma trajetoria como OABCD, que leva a m apds duas reflexdes. Uma
trajetéria deste tipo deve ser contada quatro vezes. Mas existem trajetorias, OAB’CD e

4

OABCD’, levando ao ponto "imagem “ e uma terceira OAB’CD que devem ser excluidas
por conta da barreira. Estas trés trajetorias adicionais juntas com OABCD dao exatamente
quatro trajetorias levando a m ou a sua ”"imagem” 2m;—m na ausencia da barreira refletora.
Assim, podemos usar os mesmo argumentos para generalizar a equagao (5.24). Se tirarmos

o limite para N suficientemente grande, a equagao (5.24) torna-se

P(N,m,m;) = \/i_N <exp {—%} + exp {—(QT”;—X]WD (5.25)

Se usarmos o deslocamento y = ml como sendo a variavel e considerarmos a probabilidade
P(y,y1,t)Ay que a particula esteja no intervalo [y, y + Ayl, com Ay >> [, apés um tempo
t, durante o qual ele tomou nt passos, na presenca de uma barreira refletora em y; = mql,

temos que a probabilidade é dada como em (5.22), mas agora com f(y,y,t) dada por
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Fy i t) = Mlﬁ (exp [—f—;} + exp [_(m/i_l;ty)?D | (5.26)

af(ya Y1, t) _
S

Note que

5.2.6 Barreira Absorvente em m = m,

Consideremos agora o caso no qual sempre que a particula chegue em m;, ela nao sofra
mais deslocamentos. Aqui surgem duas questoes para este caso. A primeira é analoga ao
caso anterior, ou seja, a probabilidade de que a particula chegue em m (m << m;) apds
N passos. A segunda, caracteristica do problema atual, é: Qual a taxa média com a qual
a particula ird depositar-se na “ parede” absorvente?

Primeiramente pensemos na probabilidade P(N,m,m;). Notemos que ao contarmos o
nimero de sequéncias distintas de passos que levam a m, devemos tomar cuidado ao
excluirmos todas as sequéncias que incluem até mesmo uma tinica chegada a my. Dito de
outra forma, se contarmos todas as possiveis sequéncias que levam a m, na auséncia de uma

¢

“parede” absorvente, devemos entao excluir um certo nimero de sequéncias “ proibidas”.
Obviamente, por outro lado, todas tais sequéncias definem, de maneira tinica, uma outra
sequéncia levando a imagem (2m; —m) de m com respeito a reta m = myq, no plano (N, m),
como na figura (5.2), e reciprocamente. O que foi dito acima é que nao devemos levar em
consideracao as “particulas“ que cruzam, ou tocam, a reta m = m; em um tempo menor

ue t. Ou seja, devemos subtrair a solucao "imagem”, com respeito a reta m = my, da
) b )

solugao (5.22). Assim, a fun¢ao densidade de probabilidade é dada por

fy,yi,t) = 2\/% (exp {—f—;} — exp [—%D : (5.27)

Observe-se que
f(ya yl:t) ‘y=y1: 0.

Voltando a segunda questao, consistindo em saber qual a taxa com que a particula se
deposita na “barreira” absorvente. Suponhamos primeiro que nao existe uma “barreira “
absorvente. Entao, a chegada da particula em m; apés N passos implica que sua posi¢ao

apos N — 1 passos deveria ser m; — 1 ou my + 1. Contudo, toda trajetéria que chega em
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(N, mq) originada em (N —1,m;+1) é proibida, na presenca de uma ”barreira“ absorvente,
pois ele cruza a barreira. Devemos ter cuidado, pois poderiamos pensar que toda trajetoria
partindo de (N — 1,m; — 1) é permitida. De fato, um certo nimero destas trajetérias ira
tocar ou cruzar a reta m = m; em um passo(tempo) menor que seu dltimo passo. O ntimero
de trajetérias chegando em (N — 1,m; — 1), mas tendo ao menos um contato ou cruzado,
em um passo menor, a reta m = my é igual ao das que chegam em (N —1,m; +1). O que
acontece aqui é que, por reflexdo em torno da reta m = my, podemos obter de uma unica
trajetéria levando a (N — 1,m + 1) uma outra, imagem desta, levando a (N —1,my — 1),
que é proibida. Portanto, o niimero de maneiras permitidas de chegar em m; pela primeira
vez apos IN passos € igual a todas as possiveis maneiras de chegar a m; apds N passos, sem
berreira absorvente, menos duas vezes o nimero de maneiras de chegar em (N —1,m; +1)

novamente na auséncia de uma barreira absorvente, ou seja,

N!
(N —m)/2[(N +my)/2]!
’ T = 5.28
[(N +ma)/21[(N —m1 —2)/2]! — (5.28)
my N!

N (N =m1)/2][(N +ma)/2]V

Como cada trajetéria tem a probabilidade de (1/2)Y, a probabilidade total, para chegar

pela primeira vez em mq, é dada por

P(N,m) = %P(N, m). (5.29)
Usando o teorema (2) e escrevendo
L s
y1 =myl, N =nt,eD = §nl . (5.30)
Entao, a probabilidade, P(y;,t)At, da particula chegar em y = ml no intervalo [t, ¢ + At],

pela primeira vez, é dada por

1
Py, t)At = §f(y1,t)nAt, (5.31)
onde

Fly,t) = % [(wD—lt)l/? exp (—%)} . (5.32)
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Devemos notar que o fator 1/2 na equacao (5.31) é devido ao fato de que m cresce por um
fator de dois em cada passo, desde que ele é par ou impar, dependendo do valo de V.

De (5.31) e (5.32) segue

Y1 1 vi
Ply,y1,t) = 7 [W exp <_ﬁ>} : (5.33)

A equacao (5.33) pode ser pensada como dando uma fracdo de um grande nuimero de
particulas inicialmente na origem, e que sao depositadas na parede absorvente por unidade
de tempo, no tempo ¢t. Em outras palavras, ela nos da o "fluxo”, ou seja o ntimero de
trajetorias cruzando a barreira por unidade de tempo.

Notemos que a equagao (5.33) satisfaz a relagao

o
P(y,y1,t) = =D {a_y} . . (5.34)

5.3 Equacao de Fokker- Planck

No que segue suponhamos que estamos interessados em estudar a evolugao de uma
variavel aleatoria discreta. Suponhamos que estamos interessados em encontrar a proba-
bilidade que um conjunto de pontos do espago de fase, com agado I no “tempo “ (passo)
n, sofra um incremento Al no intervalo de tempo An. Esta probabilidade é dada por
Wi(I,n,AlI, An), chamada de funcao densidade de probabilidade de transigao.

Seja P(I,n+ An)dl a probabilidade de que um ponto do espago de fase no tempo n+ An,
esteja no intervalo {7, + AI}. Tem-se que
P(I,n+ An) = / P(I — AL n)Wi(I — AL,n, AT, An)d(AT). (5.35)
AT
Suponhamos que An > 1 e Al < I, ou seja, a variagao de P para um passo Al é pequena.
Assim, expandindo o integrando de (5.35), em série de Taylor, até segunda ordem em AI,

temos

P(I — AL n)W,(I — AL n,AILAn) = P(I,0,n)W,(I,n,0, An)
O[P(I,0,n)Wy(1,n,0,An)]

o AT (5.36)
10%[P(1,0,n)Wy(I,n,0,An)], .,
2 oI? (A1)

Observemos que, como W; é uma funcao densidade de probabilidade, tem-se
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/ Wy(I,n, AT, An)d(AT) = 1. (5.37)

Portanto, integrando o primeiro termo de (5.36), obtemos P(I,0,n). Passando P(I,0,n)

para o lado esquerdo da equacao 5.36, dividindo por An e fazendo o limite An — 0,

obtemos a equacao

i RS 539

onde
B(I) = ﬁ / AIW,(I,n, AT, An)d(AT) = % (5.39)
D(I) = A%/(AI)?Wt(I,n, AL An)d(Al) = <<AAQQ>. (5.40)

A equagao (5.38) é conhecida como equacdo de Fokker-Planck. As equagbes (5.39) e

(5.40) sao os coeficiente de fricgao e coeficiente de difusdo, respectivamente.

5.3.1 Equagao de Fokker-Planck Para Um Sistema Hamiltoniano

Suponhamos que temos um sistema Hamiltoniano, com funcao Hamiltoniana H =

H(I,0,t), neste caso, os coeficientes B(I) e D(I), obedecem a seguinte relagao

Teorema 3.
1dD
) = ———. A1
(=5 (5.41)

De fato, se expandirmos [ em séries de Taylor, temos

Demonstracgao.
(5.42)

. 1.
I(t+ At) = I(t) + IAt + §I(A[)2.

Como, por hipdtese, temos um sistema Hamiltoniano, segue que

. OH
[=——+
00’
donde
. O?H . WHJ 0*H

I'==%5% 5001" ~ 00r

Usando as equagoes de Hamilton obtemos
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.9 (OH\ 8 (0H\® 0 (0H
I="% (W) o (%) ~ 9 <E) - (5:43)
Substituindo (5.43) em (5.42), temos
AH 1, | o [oH o (OH\® 0 (0H

Supondo que H ¢ periédico em 6 e fazendo a média sobre 6, tem-se

(Al)g = %(AI)Q% <(%—g) > : (5.45)
0

Notemos que, até segunda ordem em At, podemos escrever

AIAT = I*(At)? = (%_[;)2 (At)?. (5.46)

Novamente, medianizando sobre 6, obtemos

(AD?), = (Ary < (%) > . (5.47)
0

Usando (5.39),(5.40), (5.45) e (5.47), obtemos
1dD
D=5ar
]

Usando a relagao (5.41), podemos reescrever a equagao (5.38) como

oP 0 (1 _0P

Devemos observar que para descrever, estatisticamente, o transporte em um dado sistema
Hamiltoniano usando a equagao de Fokker-Planck, devemos garantir que certas condicoes

sejam satisfeitas, a saber:

1. Suponhamos que, o conjunto de trajetérias, cuja evolucao queremos calcular, esta em
uma regiao caética do espago de fase ( Para definir a caoticidade da regiao calculamos

o Ndmero de Lyapunov).

2. A regiao cadtica, no espaco das acoes, deve ser simplesmente conera. Em caso
contrario, o problema se torna bastante complicado, pois terfamos que introduzir

um grande nimero de barreiras refletoras.
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. O movimento deve ser considerado como um Processo Markoviano, ou seja, de-

veriamos ter um rapido decaimento das correlagoes. Vale observar, que esta condigao
nao ¢ satisfeita no caso do caos estavel no Sistema Solar. Em uma trajetoria cadtica
estavel, a funcao de autocorrelacao da acao, correspondendo ao semieixo, decai em
uma escala de tempo da ordem do tempo de Lyapunov(isto é o inverso do maior
ntimero de Lyapunov). Todavia, as func¢oes de auto correlagao de outras duas agoes,
correspondendo a excentricidade e a inclinacao, tem variacao quase-periodica para
cem vezes o tempo de Lyapunov. Assim, a correlacao da excentricidade nao decai
rapidamente, logo nao pode ser modelada com um passeio aleatorio, no espaco das

excentricidades(ver, Varvoglis (2005)).

. O "tempo” (passo) do passeio aleatério deve ser maior do que o tempo de autocor-

relacao, An > n., enquanto que um passo tipico nas acoes deve ser pequeno, ou
seja, Al < I. Com isto exclui-se da modelagem por passeio aleatorio os movimentos

rapidos através da variedade instavel de uma trajetéria peridédica de baixa ordem.

. A variancia da funcao densidade de probabilidade do passeio aleatorio deve ser finita,

ou seja, o # 00.

5.4 Calculo do Coeficiente de Difusao

Nos artigos existentes, os autores calculam o coeficiente de difusao de muitas formas

diferentes. No que segue apresentaremos o célculo do coeficiente seguindo (Lega et al.

(2003)) e em seguida seguindo (Chirikov (1979)).

5.4.1 Coeficiente Segundo Froeschlé

Consideremos o Hamiltoniano usado por (Lega et al. (2003))

]2 ]2 1
H=24+211+4¢ : 5.49
2 2 3 cos(p1) + cos(pa) + cos(pz) + 4 ( )

onde I, I, Is € Re ¢y, o, w3 € T e € é um pequeno parametro. As superficies

ressonantes para o Hamiltoniano (5.49) sao dadas por

klfl + /{2[2 + k’3 =0 com (kl, k‘g, kg) S Z3 N0 (550)
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No que segue consideraremos a particular linha ressonante, Iy — 21, = 0, obtida numeri-
camente (ver,Lega et al. (2003)). Verificou-se que os valores I;(t) — 2/5(t) sdo constantes
e proximos a zero, logo nao pode haver difusao na diregao transversal a linha ressonante.
Por outro lado, verificou-se uma variagao nos valores 21, (t) + I5(t), isto faz com que exista

uma difusao lenta na direcao ao longo da linha ressonante.

5.4.2 Coeficiente de Difusao

Vale notar que nao existe um modelo analitico para a difusao lenta, portanto para
calcular o coeficiente de difusao assumimos que o fenémeno se comporta como movimento
Browniano. Sejam, I, ;(0) e I;(0), para j =1, ..., N condicoes iniciais para um conjunto
de N érbitas, com I ;(t) e I ; os correspondentes valores no tempo ¢, definamos

1 N

S =+ > [(Ta(t) + 21 j(t)) = (T2,5(0) + 215(0)))*. (5.51)
j=1
E importante notar que os termos da soma (5.51) sdo quadrados das distancias das agoes
entre os valores projetados na linha ressonante I = 2[5 e os valores inciais. Seja T" uma
fracao do tempo total de integracao, para qualquer que seja n € N, consideremos
_ 1 9
S(nT) = A > [(12,;(t) + 211,;(t)) — (12,5(0) + 211,;(0))]7, (5.52)
" 3ilr (D12, ()| <0.05,05,5 (1) =0

onde M,, é o numero de pontos da secao S, definida por

1 ()] + [p25(8)] < 0.05
p34(t) = 0,
para t no intervalo (n — 1)7 < t < nT. Observemos figura(5.3) que S cresce linearmente
com o tempo, definimos o coeficiente de difusao D como sendo a inclinagao da regressao

linear. Note que a inclinagao das duas fungoes (5.51) e (5.52) é a mesma, ou seja, temos o

mesmo valor de D, para ambas.

5.5 Taxa de Difusao Segundo Chirikov

Segundo Chirikov (ver,Chirikov (1979)) a taxa de Difusdo é dada por

B 2 (H,, — H,)?
D = Nie(N, — 1) > (At)r(m —n)’ (5:53)

m>n
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€=0.007

N =100

0e+00 1e+07 2e+07

Figura 5.3: Evolugao de S(t) e S(nT) para 100 érbitas com € = 0.007 . O declive é o mesmo para as duas
funcoes e nos da o coeficiente de difusdo D = 2.7 x 10712,

Neste caso para calcularmos o coeficiente subdividimos o tempo total do movimento
tmax €m subintervalos NNy, de comprimento (At);. Medianizamos o valor da energia H (t)
em cada um destes intervalos obtendo H,,. Com isto, a taxa de difusdo para um dado par

H,,, H,, separados pelo intervalo (At),(m —n) é dada por

(Hm — Hn)2

A (5.54)

Em seguida medianizamos esta taxa sobre todas as combinagoes com m # n obtendo
a equagao (5.53). Vale notar que nao foi possivel encontrarmos uma dedugao e maiores
referéncia em relagao a férmula (5.53). Além disso, as referéncias onde se encontra esta

formula nao nos fornecem detalhes a respeito da obtencao da mesma.



Capitulo 0

Teoria da difusao de Chirikov

Neste capitulo apresentamos o desenvolvimento de Chirikov para estudar a dinamica
de sitemas multidimensionais com ressonancias que sera aplicado ao Hamiltoniano do sis-
tema GJ581, para maiores detalhes do desenvolvimento de Chirikov ver, Chirikov (1979),
Cachucho da Silva, F. (2003) e Cachucho et al. (2010).

Consideremos um sistema Hamiltoniano com varias perturbacoes peridédicas que podem
causar ressonancia. As condigoOes iniciais sao escolhidas de modo que o sistema esteja no
dominio de uma ressonancia essencial, chamada de ressondncia guia. O termo da per-
turbagao correspondente a ressonancia guia é separado dos demais, chamadas ressonancias

perturbadoras, tal que o Hamiltoniano possui a seguinte forma

H = Hy(I) + eVg(I) cos(mg - 0) + €V (1, 0), (6.1)
eV =¢ Z Vincos(m - 0). (6.2)
m#mg

Aqui , V5 e mg representam a amplitude e o vetor da ressonancia guia, respectivamente,
enquanto V' e m sao a amplitude e o vetor das ressonancias perturbadoras, respectivamente.
Lembrando que (I, 0) sao as varidveis agao-angulo usuais de N dimensoes do Hamiltoniano
nao perturbado Hy para N > 3.

E importante notar que os vetores m, mg pertencem a Z"/{0} e Vi, Vi, s@o fungoes reais
das acoes I. O parametro perturbador € € R é tal que € << 1.

A condicao de ressonancia é fixada pela equacao

S(I') = mg - w(I') = 0 (6.3)
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A superficie S(I") = 0, no espaco das agoes, é dita superficie ressonante.

6.1 Geometria da ressonancia guia no espaco das acoes

Inicialmente, suponhamos que Vi, = 0 para m # mg, ou seja, sem perturbacao e
escolhamos condigoes iniciais préximas a separatriz da ressonancia guia.

Note que no w-espaco, podemos melhor visualizar a condi¢ao de ressonancia
meg - W(IT) = 0.

De fato, neste espago ela representa exatamente um plano de dimensao (N — 1) , cuja
normal é o vetor ressonante mg. No I-espago, ela nos leva a uma superficie S(I") = 0 de

dimensao (N — 1), cuja normal local no ponto I =I" é dada pelo vetor

w — ( fyima - w(n)] ) (6.4

1=I"
De fato, sabemos que o gradiente de uma funcao num ponto é perpendicular a superficie

de nivel da fungao que passa por este ponto.

Note-se que, considerando a superficie Ho(I) = E de dimensao (N — 1), no I-espaco, e

0Hy
orr

supondo que w(I") seja bijetiva, isto é, det ( ) = 0, podemos escrever

Hy(w) = H(I(w) = F, (6.5)
agora no w — espaco.
Deve-se notar também que o subespaco definido pela intersecao da superficie ressonante

S(I") com a superficie de energia constante possui (N — 2)-dimensoes.

0Hy

Observe-se que por definicdo w(I) = ¢,

logo w é normal a superficie de energia no
I-espago. Essa condigao junto com a condigao de ressonancia (6.3), nos diz que o vetor
ressonante pertence ao plano tangente a superficie no ponto I = I". Além disso, I é paralelo

ao vetor ressonante mg. De fato,

i= 20 =2 yamsin(me - 0) -me = ~Vo(Dsin(me -0) mg. (66)

Devemos lembrar que estamos considerando apenas Hj e o termo ressonante. Fisicamente,
isto significa que, que neste espaco, o movimento sob uma simples perturbagao ressonante,

ocorre sob o plano tangente a superficie de energia na direcao do vetor ressonante mg.
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Portanto podemos afirmar que, numa primeira aproximacao, ¢ — 0, a perturbacao resso-

nante preserva a energia nao perturbada H,.

6.2 Mudanca de base local

Agora vamos introduzir uma transformacgao canonica (I,0) — (p, ), definida pela

funcao geratriz

N

F(p.0) =Y I+ peiwi | b, (6.7)

i=1 k=1

onde (p,;) é uma matriz N x N inversivel com py; = (mg);.

Temos que as equagoes desta transformagao sao dadas por

N N
oF oF
Ii=—=1+ i =— = 0 6.8
90, i Zpkﬂk (o ar Z tor0r (6.8)
k=1 =1
Observemos que estamos supondo as fases ¢y, k = 1,..., N nao-degeneradas, ou seja,
%—IILIIS # 0. Podemos pensar nesta transformacao, como uma mudanca de base local ao invés

de uma mudanca de coordenadas local. De fato, note que, o vetor acao cujo as componentes
sao (I; — Ij) na base original, digamos, {u;,j = 1,..., N}, tem componentes p; na nova
base {uj, j=1,..., N}, construida com base na geometria das ressonancias no espaco das
agoes, como segue.

Seja, py; = m; = mg, isto é, a primeira linha da matriz (u;) é o vetor ressonante mg.

Note que, com essa escolha, a fase ressonante é

N
Py = Zuu@z =mg - 0. (6.9)
=1

Observe que p,; € ortogonal a w”, pois m¢g L w”. Portanto, o vetor p,, = é ortogonal

]|
a ;.
Os outros vetores sao u;; = e, k = 3,..., N, tais que os e, sao ortonormais entre si,
ortogonais a 2 € a n'".

Geometricamente, para N = 3, temos que: o vetor ressonante mg pertence ao plano

tangente a superficie de energia no ponto ressonante I", enquanto que o vetor frequéncia

w” é normal a este plano.
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E importante notar que, todos os vetores e; sao ortogonais a p,; = mg, exceto um deles,
digamos e;.

De fato, seja

eSEHﬂH,

Ho=cte S"=cte
onde [, e [Ig- @0 os planos tangentes as superficies de energia constante Hy e ressonante
S”, respectivamente.
Observe que sendo e, 1 n", podemos dizer que e, = - (n” X w"), o € R.
Suponha agora que €5 - mg = 0, entdo o - (n” X w") - mg = 0, 0o que é uma contradigao,
visto que n”, w" e mg, nao sao coplanares em geral.
Vale notar que, no caso particular w(I) = I, ou seja, H = I/2, temos n” e mg com mesma
direcao, e portanto, neste caso, e, 1 mg.
Note-se que, sendo p = prpy;, k =1,...,3, podemos dizer que p; mede a variacao do movi-
mento do ponto ressonante através da superficie da ressonancia guia; p, mede a variacao da
energia nao perturbada Hy e p3 mede a variacao do valor ressonante ao longo da superficie
da ressonancia guia.
No caso de uma perturbagao apropriada, |¢] << 1, as variagoes de p; e py sao limitadas,
e neste caso a difusao nao é esperada. Observe que p3 esta na direcao onde a difusao de
Arnold provavelmente deveria ocorrer.
Portanto, para o caso de um sistema Hamiltoniano tridimensional autonomo, a difusao
ocorre sobre uma curva, intersecao da superficie ressonante de dimensao 2 com a superficie
de energia constante de dimensao 2. Para N > 3 graus de liberdade, este subespago
intersecao das duas superficies de dimensao (N —1) possui (N —2) dimensoes. Em (Chirikov
(1979)), Chirikov chama esse subespaco de variedade de difusao.
Os N —2 vetores ey, estao localizados sob um plano tangente a variedade de difusao chamado
plano de difusao. Assim, na nova base o vetor acao pode ser escrito como
WT‘
p = pimg +p2m +4q, (6.10)

N

onde q = Z qr€er com qr = Dg.
k=3



Secao 6.3. Hamiltoniano Nas Novas A¢6es 93

6.3 Hamiltoniano Nas Novas Acoes

Agora vamos escrever o Hamiltoniano(6.1) em termos das novas componentes da ac¢ao
P, ou seja, nas novas variaveis.

Expandindo Hy em série de Taylor!, até segunda ordem em p;,, temos

OH, 1 0?Hy 2
Ho(T) ~ Ho(l') + —= (") (I-T°) + 5 (") I -1
‘ ‘ a1 201,01,
N S WUPTG S NS S iy S O (6.11)
2 oI,
de onde obtemos
N N
Ho(I) ~ HoT)+ Z Z Wy ik Dk
i=1 k=1
(6.12)

1 LN /o,
+ 52222 (6[-) Hij ik PrPI-
—1 i/ 1=1

Lembrando que a nova fase ¢ ressonante é dada por ¢, = Z 1t = mg - 6, temos que
1

eV (I) cos(mg - 0) = eV (p) cos(¢1). (6.13)
Além disso,
€ Z Vin(I") cos(m - 0) = ¢ Z Vin (P, ¥) cos(v,, - ), (6.14)
m#mg m#mg

notemos que v, € o vetor ressonante na nova base.

Assim, o Hamiltoniano (6.1) é dado por

H(p,v) ~ Hy(I") + Z wa,uikpk + Z Z Deld eVa(p) cos(¥1) + €V (pm), (6.15)

i=1 k=1 k=1 l=1

onde

82
! Lembremos que 63282' (a)v? = E E / (a)aiaj, onde v = (o, ..., o)
0z .
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1 X Ow;
- figi | == L (6.17)
M 2_: z_; <3Ij)121r !

N

Observe que Z w" g, = 0 para k # 2, pelas condigoes de ortogonalidades, e no caso k = 2
i=1
temos

N W'
Zwr,u% =w" - = [lw".
p leo ]

Agora, desprezando o termo constante do Hamiltoniano (6.15), usando o observado acima

para simplificarmos o termo linear, separando do termo quadratico o caso [ = k = 1

teremos
pi al DD
H A~ 11 1% ) LI Ve 6.18
onde
1 1 ow’
Mg M, Ciar ¢ (6.19)

Notemos que na auséncia de perturbacao, ou seja, quando
eV(p,¢) — 0 (6.20)

o novo Hamiltoniano nao depende das variaveis v, ..., ¥x, logo 0s ps, ..., py s20 constantes,
isto ¢, sao integrais do movimento, e sem perda de generalidade podemos toma-las iguais

a zero para que I" seja um ponto da érbita. Portanto o Hamiltoniano (6.18) reduz-se a

H(p,v) ~ Hi(p1,¥1) + €V (1) (6.21)
onde
2
Hi(p1,9n) = 2?/}(; + eV (p) cosn (6.22)

o Hamiltoniano (6.22) ¢ ressonante associado a ressonancia guia, ¢ o Hamiltoniano asso-
ciado ao péndulo simples. Note que o ponto de equilibrio estavel do péndulo é ¥, = 7 se

MaVe >0, ou ¢y = 0se MgVe < 0.
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6.4 Perturbacao

Como foi dito acima, para V = 0 os p; sao integrais do movimento, entao H; também
¢ uma integral. Portanto, temos um conjunto completo de N integrais nao perturbadas:
Hy, po, pr, k=3, ..., N. Todavia, se adicionarmos a perturbacao estas quantidades variam
com o tempo. De fato, as equagoes de movimento para o Hamiltoniano (6.18) nos dara

;= —=—, j=1,..,N. (6.23)

6pj ’

Note-se que derivando (6.21) em relacdo a p; tem-se

6.24
+l§; o (6.24)

donde

M
= Mgty — Z ]\jf : (6.25)

Agora, derivando (6.18) para k > 1 e usando o fato de que para V' = 0, p;(I # 2) sao

constantes, obtemos

N
b= 1w (162 + Y ]\Z—;l, (6.26)
=1

com dpe =0 pra k # 2 e 09 = 1.

Observe que, usando (6.25), podemos escrever a equagao (6.26) como

N
; MG% ( 1 Mg )
= ||w"||0k2 + + — 6.27
o= e 2\ ™ Wor) (027

Assim, integrando a equagao (6.27) teremos

=\|w’"\|5f+i L Mo N Mo ) f e, k> 1 (6.28)
A\ My T M) T M ko, '

onde ¥ sao constantes de integragao.
Para obtermos ¢, (t), temos que calcular o produto ), v;1);. Note-se que, utilizando (6.28),

este produto tem a seguinte forma

M, 1 Mg
Vg - g = vp(m ) G zpl + Z Vg (Mkl A )plt + vg||w"||Okat + cte. (6.29)
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Logo podemos reescrever

@m:m'ezy'd’:gmwl(t)+wmt+5m+Kma (630)
com
N
Mg
m = vp(m)——
13 zk: i ( )Mm
Wm = m-w' (6.31)

=

1 Mg >
K, = Vi (m — t
ZZQ il )(Mk:l M My, P

Bm € constante.

Note-se também que o segundo termo de (6.31) é obtido levando-se em conta que

W =m0+ W' = (Z u) (ol (6.32)
e o fato de que, como py, L p,;, Vi # 2 . Entao,
wm =m-w = (m)||w]. (6.33)

Vamos calcular a variagao, no tempo, da integral nao perturbada. Utilizando o Hamil-

toniano (6.21) note que, pp = —9H/0Yy, k # 1, obtem-se

Bere S v(m)Vsin gD, (6.34)
m#mg

onde VI = Viu(TI7).

E importante observar que a equagao (6.34) é verdadeira para todas as componentes do
momento p, exceto p;. Como p; nao é uma integral, Chirikov usa H; com a intencao de
construir um wisker map para descrever a difusdo de Arnold. Contudo, neste trabalho
para o estudo de ressonancias de trées corpos, calcularemos a evolucao das componentes do

momento p usando o mapa Simplético de Hadjidemetriou.

6.5 Estimativa da Variacao Total das Componentes do momento p

Aqui usamos a construgao da variagdo de Chirikov para obtermos uma estimativa

tedrica para a difusao lenta, e entao calculamos a variacao total dos py.
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6.5.1 Equacao da Separatriz

Se € ¢ suficientemente pequeno, os dominios do espago de fase associados a todas as
ressonancias presentes em (6.2) nao tem overlap. Entao existe um procedimento conhecido
para mudarmos 1), e z/}l pelos valores sobre a separatriz nao perturbada, para isto resolve-
mos analiticamente a equagao (6.34).

Primeiro integramos (6.34) sobre uma trajetéria completa interior a camada estocéstica
assumindo que ¥; = ¥j* e K,, = 0. De fato, como mencionado antes, para V' = 0 os
1,1 # 1 sao integrais do movimento e as fases ¢, podem ser estimadas considerando estes

p =0, tal que Ky, = 0. Entao, a variagao total dos p)s sao dadas por

+oo
A pyp = Z z/k(m)Vr’;l/ sin g (t)dt, (6.35)

m#mg o0
onde ©¥2(t) = Emi*(t) + Wmt + Pm.
Da formulagao de Chirikov (ver, Chirikov (1979)), ( para maiores detalhes ver, Ferraz-Mello

(2007))), temos que a separatriz nao perturbada é definida por

17(t) = 4arctan <6iQG(t_tO)> ) (6.36)
Py = £2|Mg|Qq sin (1’21 ) : (6.37)
onde
Vo
Q= — 6.
€ Mo (6.38)

¢ a frequéncia propria do Hamiltoniano do péndulo H;. O sinal duplo corresponde aos dois
ramos da separatriz: O sinal positivo corresponde a separatriz superior (0 < ¥§* < 27),
enquanto que o negativo (—27 < 5% < 0) corresponde a separatriz inferior. Os pontos de
equilibrio estaveis estao em v¢; = +m, respectivamente.

Introduzimos a varidvel 7 = Qg(t — %), com ¥5*(t°) = ¢ = +7. Entdo, para {* >

O(separatriz inferior), temos

sin g (t) = sin(Emti”(7) + AmT + @), (6.39)

onde go?n = €m¢? + Wint® + Bm, como w(f =TT, e
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Am = —. 6.40
o (6.40)
Note que, usando identidade do seno da soma, podemos reescrever (6.39) como

sin 2 (t) = sin(Emt (7) + AmT) €08 92, + cos(Emi* (T) + AmT) sin . (6.41)

Observe que substituindo (6.41) em (6.35), o primeiro termo nao dard contribuicdo, pois

por simetria

+o0
/_ sin [(Em¥i*(T) + AmT|dT = 0. (6.42)

o0

Quanto ao segundo termo de (6.41), sua contribuigao é determinada pelos sinais relativos
de &m e A Considerando os valores absolutos para &, € A, podemos introduzir a integral

de Melnikov na forma

+0o0 1
[ coslmli®(r) £ Py = 5 e (Fl) (6.43

onde Ay, ¢ a integral de Melnikov com argumento £|Ay,|. Assim, a integral em (6.35) ¢

oo I
/ sin @5 (t)dt = % sin o) Agjenn) (F|Aml)- (6.44)

No outro ramo da separatriz, ¥;* possui sinal trocado, mas a simetria particular desta
equacao a torna invariante pela mudanca do sinal de ¢;*. Logo, obtemos o mesmo resultado
(6.44). De fato, se ¢§* < 0, sendo o cosseno uma fungao par, a equacao (6.43) pode ser

escrita como

+o0 1
| coslénltt®(7) F Py = - e () (6.49
onde usamos ¥57(1) = —[¢i*(7)|. Portanto, as variagoes nas agdes py sdo obtidas intro-

duzindo (6.44) em (6.35):

Apim g Z M)V, sin [ Asjen (Peml) + Asjen) (—Aml)] (6.46)
m#£m
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Chirikov fez uma estimativa da difusdo usando a equagao (6.46). Com o objetivo de
simplificar a estimativa tedrica da difusao, Chirikov considerou apenas perturbagoes resso-
nantes pares e desprezou a contribui¢ao da perturbacao com argumento negativo através
da condigao [Am| > 1.

No caso do modelo de trés corpos com movimentos médios ressonantes, as perturbacoes
ressonantes nao sao pares, neste caso nao € possivel desprezar a contribuigao da perturbacao
para a qual |\y| é pequeno. Portanto, cada perturbagao contribui diferentemente quando
o movimento esta proximo a separatriz onde Ay, > 0 ou Ay < 0. Se considerarmos per-
turbacoes impares tona-se necessario levarmos em conta que o tempo de permanéncia do
movimento préximo a separatriz nao sao iguais. Isto é feito considerando que as solugoes
residem em apenas uma fragao, do tempo total, proxima a separatriz com A, > 0. Para

levarmos em conta essa assimetria introduzimos o fator Rr

Rp == (6.47)

onde T\ é o tempo de permaneéncia da solucao préximo a separatriz com Ay, > 0e T é o

tempo total. Entao, podemos rescrever (6.46) como

~ £ in 0
AT 9 Z Vp(m)Qm sin p,, (6.48)
m#mg
com
Qm = Vin[Br Asjen (|Am]) + (1 = Br) Agjenn) (= [Am])] (6.49)

A equagao (6.48) é vélida para perturbargoes nao-pares e Ay, pequeno. Com o objetivo de
obtermos uma estimativa pra a equagao (6.48) em termos de fungoes ordinérias devemos
conhecer os valores de |Am| € [£ém. Em geral, as relacoes para Ay, dependem do termo

exponencial com argumento |Ay|.

6.6 A taxa de difusao

Na teoria de Chirikov, para difusao lenta, cada ressonancia possui um papel na dinamica
do sistema. A ressonancia principal, chamada de ressonancia guia, define o dominio onde

ocorre a difusao, 1.6, ela cria a separatriz. A ressonancia perturbadora mais forte é chamada
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“ressonancia de camada. “ Esta ressonancia perturba a separatriz da ressonancia guia e é
responsavel pela formacao da camada estocdstica e suas propriedades. Portanto, a res-
sonancia de camada controla a dinamica através da camada estocastica. As perturbagoes
ressonantes mais fracas sao ditas "ressonancias condutoras”. Estas perturbam a camada
estocastica e controlam a dinamica ao longo da camada estocastica. Logo, as ressonancias
condutoras sao responsaveis pela deriva ao longo da camada estocéstica, isto é, a difusao

lenta.

6.6.1 Tensor de Difusao

Nosso objetivo é obtermos uma estimativa analitica para a difusao lenta. Para isto, va-
mos estimar a difusao nas ac¢oes cujas dire¢oes sejam dadas ao longo da camada estocastica.

Introduzindo o tensor da difusdo lenta

_ Api(t) Apy(t)

Dz] T )

i,j=3,...N (6.50)

onde
_In (32¢/wy)
=

¢ o tempo caracteristico do movimento, dentro da camada estocastica, da ressonancia guia,

T, (6.51)

igual a metade do periodo de libracao ou igual a um periodo de circulagao de ¢y proximo
: tri 5di dor ¢ feita sob i 1 de ¢ Sal
a separatriz, e a média no numerador € feita sob sucessivos valores de ¢,,, e w; € a largura

da camada estocastica dada por

w" vy (my)ve(my)

Q2" Em

na ultima equagao o subscrito L indica a camada ressonante.

Gy, (6.52)

Wg =

Da equagao (6.48) segue que

2
€ : .
Api(t) A pj(t) = @ Z Z vi(mp )v;(mMp) Qump Qmy sin Y, | sin gp?nb (6.53)
mp mp
e
25t 4y sin s, = 08, — ) — 085, + ) 051

E importante notar que as médias em (6.53) sao feitas levando-se em conta:
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1. A correlacdo entre sucessivos valores de ¢% quando o sistema se aproxima das ex-

tremidades da camada;
2. A possivel interferéncia das ressonancias condutoras.

Na construgao do mapa, Chirikov expressa ¢% em termos da fase da camada ressonante

©o,,.» da seguinte forma

QOOmD = rngpomL + bmpt + dmp, (6.55)

aqui £ € medido em nimeros de interagoes do mapeamento.

A interferéncia é importante se rm, = Tm’/,, € bm, = bm/, para um par de ressonancias

D
condutoras. Neste caso, os termos que interferem devem ser somados de antemao e entao
tratados como um termo simples.

Com isso e usando (6.48) podemos escrever (6.53) como

62

Dij = oz Y vi(mp)y;(mp)Qy,,sin” &b, (6.56)
art@

6.7 A aproximacao de Estocasticidade Reduzida

Agora queremos estimar sin? cp?nD. Para isto, necessitamos considerar que a estrutura
da camada estocastica afeta o movimento do sistema. De fato, o estudo da teoria da
difusao lenta tem mostrado que a camada estocéstica é formada por duas regides distintas.
A primeira, mais central, préxima a separatriz nao perturbada, é totalmente cadtica. A
segunda, mais externa, préoxima a borda da camada estocastica, incluindo dominios de
movimento regular formando ilhas de estabilidade. Quando a solugao se aproxima da
borda da camada estocéstica, ela permanece na vizinhanca destas ilhas de estabilidade por
longo tempo. Este fendmeno é chamado de sticking, ele provoca uma reducao na variagao
da difusao. Portanto, préximo a ilhas de estabilidade podem surgir correlacoes nas fases e
nas variaveis que governam o movimento através e ao longo da camada estocéstica. Neste
caso, a evolucao das fases Pmo € Pmo NA0 podem ser simultaneamente aleatorias, e estas

correlagoes diminuem a taxa da difusao.
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Para expressar a correlacio entre sin? o, € sin? ©%,,» Chirikov usou a chamada aproz-
imagado da estocasticidade reduzida (ver Chirikov (1979)). Com isto a equagao (6.56) torna-

se

2
€ .
D;; = m E RmDVi(mD)I/j(mD)anD, i,j=3,...,N. (6.57)
mp

A equagao (6.57) é uma estimativa tedrica para a difusdo dentro da camada estocastica.
Os parametros Ry e Ry,, correspondem a perturbagoes nao-pares e a aproximagao da

estocasticidade reduzida, respectivamente.



Capitulo 7

Aplicacao da Teoria de Chirikov e Modelos Numeéricos

Neste capitulo descrevemos os modelos numéricos usados na aplicacao da teoria de
Chirikov, vista no capitulo (6), ao Hamiltoniano do sistema exoplanetério GJ581. Além

disso, mostramos os resultados para difusao em semieixo e excentricidade.

7.1 Aplicacao da Teoria de Chirikov ao Sistema GJ581

Usamos as seguintes unidades para os varios parametros: as massas sao dadas em
massas da Terra, as frequéncias sao dadas em radianos por ano e os periodos sao dados
em anos. Para aplicarmos a teoria descrita no capitulo (6) ao sistema GJ581, comegamos
adicionando ao Hamiltoniano (2.36), a parte secular Dy, Dy e D3 até segunda ordem em
excentricidades, a fim de evitarmos a degenerescéncia. Assim, o desenvolvimento da for-
mulagao de Chirikov para o Hamiltoniano (2.35) ser4 feita considerando a parte ressonante

da funcao perturbadora e trés termos da parte secular, dados por

2Ly — P,) P, 2L; — P) P
Dy =164 x 107" <1.2 + 0.8776 # +0.8776 @Ly—Py) By

Lo L32 ) L3727 <7'1)

2L, — P) P 2Ly — P) P
Dy =2.811x 107" ( 1.05 4 0.12 % +0.12 % L,72, (7.2)
L1 L2
(&
2L, — P) P, 2Ly — P;) P
D5 = 1.63 x 1072 (1.03 +0.052 (E# +0.052 %) L2 (7.3)
1 3

Aplicamos ao Hamiltoniano (2.35) a transformagao candnica definida por
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I/ = (L17L27L37P17P27P3)<a§665)

(7.4)
0 = (51, 172, 173, w1, W3, w;;)(fmgulos)
As relacoes entre as novas e velhas varidveis sao dadas por
52 == )\1 - 2)\2 - 2)\3 (75)
V3 = A3
e
Ly = A+ A\ (7.6)
Ly = —2A, (7.7)
L3 = —2/\2 + A3.

Note que essa transformacgao nos permite reduzir o nimero de graus de liberdade, pois
a perturbacgao ressonante nao depende dos angulos 7y e 3 separadamente, ou seja, sao
variaveis ciclicas. Assim, seus momentos conjugados, L; e Lz, podem ser tomados con-
stantes.

Portanto, podemos escrever o Hamiltoniano (2.35) como

H(I,0) = Hy(I) + V(1,0) (7.8)
onde
I = (LQ,PI,PQ,Pg) (79)
(7.10)
0 = (ﬁg,wl,w%’w;;).

Devemos observar que Hy na equagao (7.8) nao é o mesmo que em (2.36). De fato, o Hy

da equagao (7.8) é o Hamiltoniano (2.36) com a adigao dos termos Dy, Dy e D3 dados por
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(7.1), (7.2) e (7.3), respectivamente. Além disso, é adicionado também o termo associado
as frequéncias seculares fi P + foPs + f3P3, e sua expressao é dada por (7.11)( aqui para

um valor de my = 2.8). O termo V (I, 0) corresponde & perturbacio.

Hy = —0.01989694 Ly + 0.003999900914 — 2.537041915 x 10~
(Ly + 0.00002003274424) % — 1.089599808 x 107 L,~2
—2.537041915 x 103 ( —2.0Ly + 0.00001286077102) B
—0.00002602959572 P; + 0.0000434879322 P2 — 0.0001905794971 Py
( —4.0Ly, — 1.0 PQ) P,

+1.636801236 x 102 (1.2 + 0.2194000000

Ly?
( — 4.0 Ly + 0.00002572154204 — 1.0 Pg) Py
+0.8776 . )
( —92.0Ly + 0.00001286077102)
—2
x ( —20Ly+ 0.00001286077102) (7.11)

<2.0 Ly + 0.00004006548848 — 1.0 P1 ) P

+7.029676175 x 10~ (1.05 +0.12 ;
(L2 + 0.00002003274424)

-+0.03000000000

(—=4.0Ly —1.0P2) P 9

2 Ly
Ly

2.0 Ly + 0.00004006548848 — 1.0 P,) P,

+1.636801236 x 10~ (1.03 + 0.052 ( -
(L2 + 0.00002003274424)

( — 4.0 Ly + 0.00002572154204 — 1.0 P3> P;

0.052
* (—2.0 Ly + 0.00001286077102)2 )

x (—2.0 Ly + 0.00001286077102) 2

7.2 Modelos Numéricos

7.2.1 O Mapa Simplético de Hadjidemetriou

Sabemos que umas das principais propriedades dos sistemas Hamiltonianos é que sua

fungdo Hamiltoniana H(p, q) é uma integral primeira do sistema. Uma outra propriedade
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bastante importante é a que em tais sistemas o seu fluxo é simplético. Em particular,
sabe-se que o fluxo no espago de fase de dimensao 2n, de um ponto inicial (pg, qg) em
um tempo t = ¢, para um ponto final (p1,q;) em um tempo ¢ = t; é uma transformagao

simplética onde n é o nimero de graus de liberdade dos sistema e (p,q) € R*".
Definigao 4. Um mapa M : R*" — R?*" ¢ dito simplético se

T _ - 0 I
D"JD=J comJ= (7.12)
-1 0

onde 0, I e D sao as matrizes zero e unidade n X n e a matriz Jacobiana de M , respecti-

vamente.

Geometricamente, a simpleticidade do fluxo nos diz que ele preserva a area orientada
no caso n = 1. No caso geral n > 1, a simpleticidade significa que a soma de areas
orientadas é a mesma apéds a transformacao. Uma das principais ferramentas para o estudo
de sistemas Hamiltonianos é o mapa de Poincaré ou superficie de se¢ao. O fluxo no espago
de fase de dimensao 2n é reduzido a um mapa no espaco de fase de dimensao 2n — 2.
Devemos notar que os pontos fixos do mapa de Poincaré coincidem com o6rbitas periddicas
do sistema, consequentemente sua localizacao e estabilidade determinam a topologia do
espaco de fase reduzido (ver, (Lichtenberg e Lieberman, 1992)). O mapa de Poincaré
descreve completamente o sistema e é simplético. Porém, para encontrarmos o mapa de
Poincaré devemos resolver equagoes diferenciais que, em geral, nao podem ser resolvidas
analiticamente, pois estao associadas a sistemas nao integraveis. Assim, o mapa é obtido
numericamente.

Como foi dito no capitulo (6), se¢ao (6.4), ao invés de usarmos o mapa da separatriz
usou-se o mapa simplético de Hadjidemetriou para se calcular a evolugao das componentes
do momento p. A construcao deste mapa foi baseada no que foi feito por Hadjidemetriou
(ver,Hadjidemetriou (1993),Ferraz-Mello (1996), Roig e Ferraz-Mello (1999)).

Consideremos um Hamiltoniano H* nas variaveis a¢do-angulo ressonantes, com trés
graus de liberdade e dependente do tempo. Consideremos agora a variavel tempo ¢ com
uma nova variavel e introduzamos seu momento conjugado o;. Com isso, obtemos um
Hamiltoniano auténomo com quatro graus de liberdade H = H* + p,. Sejam 0 e I os

quatro angulos e as quatro acoes, respectivamente. Entao, o mapa simplético é definido
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pela transformagao

(0", 1") — (9™ 1"t (7.13)
com a fungao geradora dada por
S(O", 1) 29”1” + 7H(O", IT"M) (7.14)

onde 7 é o passo do mapa. O mapa de Hadjidemetriou é simplético por construcao, e suas

equacoes sao dadas por

OH* (6", 1"+

n+1 n
Ii o Ii B aeﬂ-ﬁ-l
(7.15)
OH*(0", 171
o = g O 0
e
OH* (6", 1"+!
ot =0 T—(at”l >, A (7.16)

7.2.2 Modelo Para Seis Ressonancias

Para o nosso modelo consideraram-se 6 ressonancias: a ressonancia guia(g), quatro
ressonancias condutoras(Cond) e a ressonancia de camada(Cam). O mapa simplético de
Hadjidemetriou (7.13) foi construido aplicando-se as equagoes (7.15) ao Hamiltoniano na
variaveis de Chirikov. Para as seis ressonancias acima o mapa nos da as seguintes equagoes

para as agoes

Pt o= Pt (Cgsin Yt + CcamVcam, €OS Pam + CCondVConds SN Perona)

pg+1 = Py + 7 (CCamVCamy COS Plgm T CCondVConds SN O ond) (7.17)
pg“ = py + 7 (CcamVcams COS Piogm + CondVconds SIN O ond)

Pt = Pl T (CoamVcamy €OS Olgm + CCondVConds SN O, )

4 . A
onde Cond = ., Cond; e Cond; é cada uma das ressonancias condutoras. Para os

angulos
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= Yt

R DD

" . p
. R DI (7.18)

o= Uit

onde (,,, sao os coeficientes das respectivas ressonancias, vpy,, sao as componentes dos vetores

Vs e V3 na nova base, oy, = vy, - Y e 7 é 0 passo do mapa.

7.3 Parametros Numéricos

Como pode ser visto na se¢ao (4.1.1) os coeficientes, dos multipletos da ressonancia
(1,—2,—2), aparecem em segunda ordem nas massas do planeta, isto faz com que , de-
pendendo do valor das massas alguns coeficientes decrescam, podendo até “desaparecer “.
Por outro lado, alguns outros coeficientes crescem de forma consideravel. De fato, apds
varios experimentos, observou-se que para a existéncia de um planeta na Zona Habitavel

dois fatores sao de suma importancia:

e Cada ressonancia do mutipleto produz uma superficie ressonante nos espaco das
agoes (Ly, Lo, L, Py, Py, P3) como mostra a figura (7.1). Fixou-se Ly = LY, Ly = L%,
L3 = Ly, onde L7, Lj e L, sao os valores ressonantes das acoes Ly, Ly e L3 , respecti-
vamente. Com isso, as equacoes das superficies ressonantes dependeriam apenas das
acoes Py, P, e P3. Assim, foi possivel construir as superficies ressonantes no espaco
(P, Py, P3). Além disso, devido a dependéncia de cada agdo com a respectiva excen-
tricidade, também tornou-se possivel construir as superficies ressonantes no espaco

(€1, e, e3) como podemos ver na figura (7.2).

Contudo, as massas dos planetas também participam com parametros desconhecidos
nas relagoes das superficies ressonantes. Foram feitos varios estudos para investigar o

comportamento das superficies ressonantes para determinado trio de massas my, mo
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e m3. Neste estudo fixaram-se as massas m; e mg e variou-se a massa msy. Observou-
se que para valores de ms acima de um determinado valor, nao se obtém valores reais
para as excentricidades relativas a determinada superficie ressonante. De fato, das
variaveis de (2.27), pode-se obter as excentricidades, em particular e}, através da
expressao

V2Ly — P,\/Py

€y = Lg . (719)

A equacao (7.19) mostra que existem condigoes para que dado Pj fornega excentri-
cidades reais quando se considera uma superficie ressonante qualquer. Se P; deixa
de satisfazer estas condicoes a superficie ressonante deixa de existir no espaco das
excentricidades. Este fato tornou possivel ”desligar”de forma natural algumas res-
sonancias cujo os coeficientes eram muito altos. De fato, foi observado nos experi-
mentos numéricos que essas ressonancias faziam com que o planeta teste escapasse
rapidamente da zona habitavel. Portanto, optou-se por escolher uma massa ms para

a qual essas ressonancias mais fortes "naturalmente” fossem desligadas.

< <
=
S Oy G S
2.4e-05 ’0000"
2.3e-05 ;‘0\".:“““‘
==
22005 | e e DS S > >
———— > >
2.1e-05 ?;%&""Q"
= - >=>°
= SO>S
ze0s =~
19005 oSSR ST
0 ’z":"" 0
5e-06 ‘g:" 4e—oeze_06

1e-05
P3-  15e-05 8e-06  pj-

Figura 7.1: Superficies ressonantes nos espaco das agoes (P1, P, Ps).

e Um importante resultado obtido é que as excentricidades e; e e3, dos planetas GJ581
¢ e d respectivamente, devem ser préximas a zero. Em outras palavras, suas orbitas
devem ser quase circulares. Vale notar que existe uma grande discussao entre os ob-
servadores (ver Tadeu dos Santos et al. (2012)). Este resultado favoreceu os modelos

correspondentes as solugdes 3.1 e 3.2 de Tadeu dos Santos et al. (2012).
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Figura 7.2: Superficies ressonantes nos espago das excentricidades (eq, ez, e3).

As massas escolhidas seguem os valores obtidos do artigo Tadeu dos Santos et al. (2012),
com seus respectivos intervalos.

Como foi dito na se¢ao (7.2.2), usamos o modelo com 6 ressonancias, usando a nomen-
clatura de Chirikov, a ressonancia guia m, = (1,1, 1), a ressonancia de camada meq, =
(2,—1,2) e as ressonancias condutoras Meong, = (3, —1, 1), Meona, = (3,0,0) € Meppgs =
(1,0,2) e meona, = (3,—2,2). Nestes tripletos os nimeros se referem aos coeficientes da
longitudes dos periélios, w;, wy € ws3.

A taxa de difusao foi calculada usando o procedimento de Chirikov, ou seja, foi usada
a férmula (5.53) de Chirikov (1979). A taxa de difusao é dada nas unidades AU/tempo

para semieixo e 1/tempo para excentricidades.

7.4 Mapas de Contorno

Nesta secao plotamos os mapas de contorno para o coeficiente de difusao em semieixo

e excentricidade para alguns valores diferentes das massas m; e msg.

7.4.1 Massas m; = ms = 5 Massas da Terra

Para o semieixo, ou seja, difusao através do dominio estocastico observa-se que para
o tempo de 10* anos, ver figura (7.3), o movimento é bastante irregular; os valores do
coeficientes de difusao mais significativos ocorrem dentro do dominio da ressonancia guia.

Fora deste dominio ha um decrescimento do coeficiente de difusao e um aumento das regioes
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de regularidade. Para o tempo de 10° anos o coeficiente de difusao cai significativamente
ver figura (7.4), isto acontece porque as variagoes em semieixo alcangam seu valor maximo.
Lembremos que os valores de semieixo sao limitados pela largura da ressonancia guia. De
fato, a figura (7.4) mostra que o dominio estocdstico é limitado e o valor do coeficiente
de difus@o cai em todo dominio considerado, porque o tempo total do experimento(que
aparece na féormula de Chirikov(5.5)) aumenta.

No caso da excentricidade, isto é difusao ao longo da camada estocastica, observa-se
que para o tempo de integracio de 10* anos, a figura (7.5) concentra os maiores valores
para o coeficiente de difusao, dentro do dominio da ressonancia guia. Para o tempo de
integragao 10° anos, a figura (7.6) mostra que o maximo coeficiente de difusao ocorre em
uma regiao de baixa excentricidade dentro do dominio da ressonancia guia, isto se deve a
superposicao das ressonancias. Observa-se também um crescimento de regices regulares.

A figura (7.7) mostra as separatrizes das ressonancias guia(G), camada(C) e condutoras.
Note-se que as separatrizes das ressonancias condutoras estao sobrepostas na linha vertical.
Observa-se que o coeficiente de difusao é alto para baixas excentricidades, regiao onde ha

overlap das ressonancias.

7.4.2 Massas m; =5 e mg = 6 Massas da Terra

A figura (7.8) mostra que para um tempo de integragao de 103 anos, o coeficiente de
difusao, para o semieixo, é maximo em quase toda regiao, exceto par pequenas ”ilhas” onde
o coeficiente de difusdo ¢ minimo. Para um tempo de integracio de 10* anos, da figura
(7.9) observa-se um consideravel aumento da regido de regularidade, e os valores maximos
para o coeficiente de difusao fica restrito a regiao central dentro do dominio da ressonancia
guia, para baixas e altas excentricidades.

Em relagao a excentricidade, a figura (7.10) mostra um ligeiro decrescimento da regiao
de maximo coeficiente em contraste com o que acontece com o semieixo. Contudo, o
coeficiente de difusao permanece alto dentro do dominio da ressonancia guia para baixas
e altas excentricidades, como mostra a figura (7.11)

A figura (7.12) segue o mesmo comportamento da figura (7.7). Contudo, observa-se

um estreitamento do dominio estocastico.
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7.4.3 Massa m; =5 e ms =4 Massas da Terra

Para o semieixo, a figura (7.13) mostra que para um tempo de 10° anos a regiao
apresenta-se quase que totalmente cadtica. Para um tempo de 10* anos, da figura (7.14)
nota-se que a regiao de maximo coeficiente de difusao tende a ficar restrita ao dominio
estocastico.

No caso da excentricidade as figuras (7.15) e (7.16) mostram a regiao onde acontece
o maximo coeficiente de difusao cai de forma consideravel, com o aumento do tempo de
integracao. Pode-se ver também que a regiao de maximo coeficiente de difusao ocorre
para valores de baixa excentricidade. Note-se que existe uma ilha de regularidade dentro
do dominio estocastico para uma excentricidade proxima de 0.08, acima deste valor o
coeficiente de difusao volta a crescer. A figura (7.17) mostra um a alargamento do dominio

estocdstico da ressonancia guia em rela¢ao aos casos anteriores, figuras (7.7) e (7.17).
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Figura 7.3: Difusio em semieixo para ¢t = 10* anos.
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Figura 7.4: Difusao em semieixo para t = 10° anos.
mp =ms3 = 5Mg.
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Figura 7.6: Difusdo em excentricidade para t = 10°
anos. m; = ms = 5Mg.
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Figura 7.7: Separatrizes nao perturbadas das ressonancias guia(G), camada(C) para as massas m;
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Figura 7.9: Difusdo em semieixo para t = 10%. m; =
5, m3 =6Mg.
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Figura 7.10: Difusdo em excentricidade para ¢t = 103.
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Figura 7.11: Difusdo em excentricidade para t = 10*

anos. m; = bMg,mz = 6Mg.
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Figura 7.12: Separatrizes nao perturbadas das ressonancias guia(G), camada(C) para as massas m; =

5Mg,m3 = 6Mg. As separatrizes das ressonancias condutoras estao superpostas na linha vertical. Ao

fundo tem-se o mapa de contorno da difusao em semieixo maior.
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Figura 7.13: Difusdo em semieixo para ¢t = 10% anos.
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Figura 7.15: Difusdo em excentricidade para t = 10°

anos. m; = Mg, ms3 = 4Mg.
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Figura 7.14: Difusdo em semieixo para t = 10* anos.
my = 5M®, mg = 4M®
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Figura 7.16: Difusdo em excentricidade para t = 10*

anos. m; = 5Mg, m3 = 4Mg.



Secao 7.4. Mapas de Contorno 117

Cd
—17.2
L

0.10f ~20.4

0.08
s {1 4-220

0.06
-235

0.04
—25.1

0.02
~26.7

0.1594 0.1596 0.1598 0.1600 0.1602 0.1604 0.1606
a,[AU]

Figura 7.17: Separatrizes nao perturbadas das ressonancias guia(G), camada(C) paras as massas m; =
5Mg, m3 = 4Mg. As separatarizes das ressonancias condutoras estao superpostas na linha vertical. Ao

fundo mostra-se o0 mapa de contorno para difisao em semieixo maior.
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Capitulo 8

Conclusoes

Uma analise geral deste trabalho permite concluir que as variaveis introduzidas por
Chirikov, aplicadas ao Hamiltoniano para ressonancias de trés corpos do Sistema GJ581
obtido apds a aplicacao da teoria de Lie e com a utilizagao do mapa de Hadjidemetriou,
sao adequadas para o calculo dos coeficientes de difusao em excentricidade e semieixo
do planeta teste. A aplicacao do modelo de Chirikov ao referido Hamiltoniano nao foi
de facil implementacao, devido ao grande nimero de parametros e ao comportamento
dos coeficientes, dos multipletos da ressonancia (1,-2,-2), relacionados a estes parametros.
Foram feito muitos experimentos até que se conseguisse obter resultados. Além disso, a
transformacao do Hamiltoniano para as variaveis agao-angulo de Chirikov nao é de fécil
implementagao, devido ao grande nimero de variaveis e parametros a serem estimados.

Observou-se que para a existéncia de um planeta na Zona Habitavel devem-se ter valores
convenientes para as massas dos planetas. Além disso, os planetas GJ581 ¢ e d devem ter
6rbitas circulares(ou de muito baixa excentricidade).

Notou-se que a difusao em semieixo maior decresce com o aumento do tempo de ma-
peamento. Isto é caracteristico da existéncia de barreiras confinando a difusao através da
ressonancia. No caso da excentricidade pode-se dizer que os valores altos da difusao nos
tempos mais longos, mostram que a difusdo ao longo da ressonéancia(ao contrario do que
ocorre através da ressonancia) nao é confinada, e a difusao ¢ alta mesmo para baixas excen-
tricidades. Para o caso das massas m; = 5 e m3 = 4 massas da Terra, observou-se que valor
maximo para o coeficiente de difusdo ocorre para baixas excentricidades (e < 0.04). Para
valores de excentricidade maiores que 0.04 a regiao apresenta uma grande regularidade. As

aplicagoes apresentadas mostram que o modelo é adequado para o estudo da difusao na ZH
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de GJ 581 e abre a possibilidade de uma extensa exploragao da difusao nessa regiao. De
fato, deve-se observar que temos uma grade relativamente ” grossa” aproximadamente 1500
pontos, para os valores de semieixo e excentricidade iniciais, com o aumento do nimero de
pontos na grade deve ser possivel ver melhor a camada estocastica. Além disso, nessa ex-
ploracao serd importante usar outras ressonancias como condutoras e de camada. Também
serd conveniente fazer-se mais experimentos para maiores tempos de mapeamento, fixando-
se também outros valores para as massas m; e mg, visto que os valores destas massas afetam

bastante os coeficientes das ressonancias.



Apendice






Apendice A

Resultados Basicos de Sistemas Dinamicos

A.1 Sistemas Integraveis

Definicao 5. Um sistema com N graus de liberdade é dito integrdvel, se existem N inte-

grais ou constantes do movimento.

Observacao 1. Devemos notar que tais integrais nao devem necessariamente ter uma

forma analitica conhecida, elas devem existir.

Observacao 2. Sabemos que para um sistema com N graus de liberdade, integravel, o
movimento no espaco de fase, de dimensao 2N, deve estar confinado ao subespaco do
espaco de fase, de dimensao 2N — N. Em outras palavras, as N constantes de movimento

reduzem o numero de graus de liberdade, a dimensao do sistema, por N.

Supondo que o movimento é periédico, e portanto ocupando um volume finito do espaco

de fase, existe um importante teorema que nos afirma:

Teorema 4. O subespaco de N-dimensao, do espaco de fase de 2N -dimensdo, nao tem a

topologia de uma N -esfera mas ao invés disso ele tem a topologia de um N — toro.

Topologicamente a N-esfera e o N-toro sao diferentes, pois nao podemos mapear o toro

na superficie da esfera sem quebra-lo.

Observacao 3. Curvas topologicamente equivalentes sao quelas que podem ser mapeadas

uma na outra ou reduzidas a um ponto.

No caso particular de N = 2, se pensarmos no campo de vetores das trajetorias de

fase tangentes como fios de cabelo, nao ha como pentearmos os cabelos na superficie de
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uma esfera sem termos uma singularidade, onde o campo de vetores nao esta definido. A

direcao do fio de cabelo que estar no polo nao esta definida. Isto é conhecido como Teorema

" Hairy Ball”, informalmente, e de maneira rigorosa como Teorema de Poincaré-Hopf.
Note que esta singularidade nao aparece se as trajetorias movem-se na superficie de

um toro

Observemos que no caso N = 2, um possivel espaco de fase ¢ dado pelas varidveis
Acao-angulos I, I, 1,19, 0 movimento € duas vezes periodico, em ¥y e Y. De fato, as

variaveis angulares 1y e 1o, sao tais que

1/}14_271' = wl
(A1)

Yo +2m =

Observacao 4. Mesmo que o problema integrdvel possa ser reduzido a quadratura, em
principio. Todavia, ndo € suficiente que existam N constantes de movimento para N graus

de liberdade, estas constantes devem estd em involucao duas a duas.

A.2 Convexidade de H,

A estabilizagao nao- linear, para uma perturba¢ao ressonante depende da massa M no
modelo do péndulo para ressonancia. Ao contrdrio, num sistema com 1.5 graus de liberdade
pode acontecer que para um oscilador multi-dimensional a massa M = oo, ou a efetiva nao-
linearidade % = 0. Se isso acontecer, Ja nao existird uma estabilizacao nao-linear. Para
entender este caso de outra maneira, note que a direcdo da fase de oscilagao no w—espaco é
ao longo do vetor (0w/0I, m), enquanto que a normal para um plano ressonante € paralela

1

ao vetor m. Sob a condi¢io 5; = m, (Ow/dl,m) = 0 uma trajetéria anda ao longo

do plano ressonante. Assim, o sistema nao saird da ressonancia, entao nao haverd uma
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estabilizacao nao-linear. A nao linearidade nao “funciona”, o sistema nao linear comporta-
se como um isocrono. Chamaremos este caso especial de oscilagoes multi-dimensionais
nao-lineares quase-isocrono. Note que este tultimo conceito refere-se ao Hamiltoniano Hy.
De forma mais precisa, a condi¢ao ﬁ = 0 € necessdria mas nao suficiente para garantir a
quase-isocronicidade desde que a estabilizagao nao-linear pode ocorrer devido a algum dos
termos de maior ordem da expansao de Hy em p;. Um estudo geral desta estrutura foi feito
por Nekhoroshev. Em particular, ele introduziu uma importante nog¢ao de hamiltonianos
ingrimes. A definicio exata desta mocao € bastante complicada, mas essencialmente ela
significa que a superficie de energia para um hamiltoniano ingrime € convexa em toda parte.
Assim, o plano tangente a uma superficie de energia possui apenas um ponto de interseccao
com esta, enquanto que para um Hamiltoniano nao-ingrime o plano e a superficie podem se
intercectarem sobre uma certa subsuperficie. Se a convexidade da superficie de energia jd
¢ garantida pelos termos quadrdticos da expansao de Hy em torno do ponto de tangéncia,
o Hamiltonwano Hy é chamado, por Nekhoroshev, quase-convexo. FEsta ultima propriedade
¢ mais forte que a condi¢ao % # 0 para o modelo do péndulo ser aplicdvel.

A diferenca € que para o modelo do péndulo a convezridade pelos termos quadrdticos ao
longo do vetor ressonante m, ou mais geralmente, ao longo de todos os vetores inteiros, é
suficiente enquanto que a quase-convexidade significa a "plena 7 convezidade, i.€. ao longo
de qualquer direcao no plano tangente. FEsta ligeira diferenca é muito importante no caso
das chamadas multiplas ressonancias.

Uma k — maltipla ressonancia aparece quando k condi¢oes de ressonancia do tipo
w(I) -m; =0,

commy, ©=1,...k L.I sao satisfeitas simultaneamente, ou seja, para o mesmo vetor I"
ou w". Isto deve acontecer na intersecdo das k superficies ressonantes.

O Hamiltoniano pode ser reduzido de forma andloga ao caso de uma ressonancia sim-
ples, isto €, k = 1. Podemos até escrever exatamente o Hamiltoniano ressonante, que €

Sua erpansao em pi:

H,(p,v) =Tp+U(p,v),
onde

T(p) = Ho(I" + pipy;) — Ho(I") + Qpiv;
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k

U= EZancos¢1.
i=1
Seja (i), a matriz da transformagao, tal que todo p;, para i = 1,...,k, descreva o
movimento ao longo de um vetor particular m', para a base ressonante, isto €, p;; = m;
Assim, o Hamiltoniano depende de k < N nowvas fases v, logo existirao apenas N — k
integrais ressonantes, ditos, p; = constantes, para | = k + 1,...,N, as quais podemos

tomar todas iguais a zero. Assim, o Hamiltoniano

H.(p,v) =T(p) +U(p, )

descreve um sistema com k graus de liberdade. Diferentemente do caso de uma ressonancia
simples o ultimo sistema nao € mais integrdvel, e pode exibir um movimento muito com-
plicado, em geral estocdstico.

Porém, e isto € de grande tmportancia, o movimento considerado é sempre limitado
para um Steep- Hamiltoniano, nao perturbado, e uma perturbacdao suficientemente pequena.
De fato, se as superficies Hy(I) = constante, sio convezas, de modo a fazer a superficie
T(p) = constante, desde de que I(p) € linear como o termo Qp,v;.Portanto, a inica
solug¢ao para T'(p) = 0 € a solugdo trivial, ou seja, p =0, o ponto de tangéncia. Assim,
para U — 0 a conservacao da energia H, = constante, limita a oscilacao em p e portanto
também em 1. No caso oposto, para um Hamiltoniano quase-isécrono, a equagao T(p) =0
determina um certo subespago no espaco de movimento dos p;, e nada impede de sequirmos
uma trajetoria, deste subespaco, indefinidamente longa. Se conservarmos, na expansdao de
T(p) em (3.40), apenas os termos quadrdticos como fizemos para uma ressondancia simples,

as oscilagoes de uma ressonancia multipla serao limitadas, se a energia cinética

PiPj
I(p) =7,
]
¢ de sinal definido.
Esta € exatamente a condicao de quase-convexidade de Nekhoroshev, para garantir
limitacoes para um movimento arbitrdrio proximo a uma ressonancia multipla para os
termos quadrdticos, apenas se for necessdrio. Contudo, para a energia cinética ser com-

pletamente de sinal definido, ou seja, se para todo p e nao para apenas alguns deles, como

sob a condicio M~ # 0, em uma ressondncia simples.
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A.3  Sistema Instavel a Priori

Sejam (A, &), (B,¢) coordenadas que descrevem um sistema mecanico com | graus de

liberdade. Suponhamos que:

AcV cR!
ae Tt

b eR
€T

onde V' € o fecho de algum aberto limitado e T® é o toro de dimensao s. T® pode ser
pensado como C§={produto de s circulos unitdrios no espag¢o complexo C* de dimensdio s

} através da identificagdo

77/) = (¢1, ...,¢s) e’ 7= (21, ...725) e C”®

com

zp=e%, g=1,..s

O sistema livre consiste de | — 1 rotatores descritos pelo angulo o com momento conjugado
A, e um Péndulo descrito pelo angulo ¢ e momento conjugado 1.

A energia de oscilagao do Péndulo é dada por
1 2

Py(I,A ¢) = ———

O( ) 7¢) 2 Jo(A)

onde Jo(A) € um conveniente momento de inércia e 2m(A)

+ g(A)Jo(A)(cosp — 1), (A.2)

—L ¢ periodo caracteristico das

pequenas oscilagoes, ou, g(A) € o expoente de Lyapunov de um ponto fizo instdvel. O
Hamiltoniano (A.2) é chamado Hamiltoniano padrao do péndulo.
Observacao: O movimento dos rotatores nao serd afetado pelas pequenas oscilacoes do
péndulo.
Um exemplo de um Hamiltoniano completo

1A?

ho = §E+PO<[’A’¢) (A.3)
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onde R € um outro momento de inércia.

De forma geral, consideremos consideremos um Hamiltoniano independente de o como:

Ho(I,A, ¢, 1) = WA, p) + P(I,A, ¢, 1) (A4)

onde P é um Hamiltoniano real analitico dependendo de um parametro i e que descreve
um péndulo no sequinte sentido: Lembremos que no Retrato de fase de um péndulo, as
linhas de isoenergia, no espago (I,¢), com P = E sdo curvas continuas fechadas com
propriedades topoldgicas que podem mudar quando E wvaria. As linhas que separam as
regioes cobertas por curvas do mesmo tipo(curvas que ndao contem pontos de equilibrio
e que podem ser deformadas uma na outra)sio chamadas separatrizes. As separatrizes
contém ao menos um ponto de equilibrio e no mdximo um nimero finito deles. Suponhamos
que P dependa explicitamente de (p1, A). Com isso, o retrato de fase também dependerd de
(u, A). Queremos que, para todos os valores de A de nosso interesse, o péndulo P tenha um
ponto de equilibrio instdvel linear (1,(A), $,(A)), que € o unico ponto da correspondente
separatriz. Além disso, requeremos também que I,(A), ¢,(A), juntos com os expoentes de
Lyapunov g(A, i), dependam analiticamente de A e p.

De fato, o que objetivamos é que numa mudanca completa de A seu ponto fixo instdvel, que
selecionamos para nossa andlise, dependa analiticamente de A e pu e nao se misturem com
outros pontos fixos, enquanto A e p variam. Tal ponto € dito ponto de equilibrio instdvel
selecionado de P.

Com estas consideragoes, dizemos que (A.4}) descreve uma a priori instdvel reunido de
rotatores assistidos em suas rotacoes pelo péndulo livre com selecionado ponto de equilibrio.
Sem perda de generalidade, suponhamos que o tal ponto de equilibrio seja (I,¢) = (0,0) e
a energia associada a ele seja P = 0.

De fato, usando a transformacao canonica gerada pela funcgao

S=(¢p— (AN + I,8in(¢ — ¢u(A") + a- A’ (A.5)

ou seja,
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05
I = % = I'+ 1, co8(¢p — ¢pu(A))
A = A
;. oS . . /
0=~ o-sua) (A0
08 0 ol
o = IO (174 (A cos(o— G (A  + T in(5 — 6,(A)

Podemos gerar um novo Hamiltoniano do tipo (A.4), que tem a (I,¢) = (0,0) como ponto
de equilibrio instdvel selecionado.

Além disso, se P(A, ) = P(0,A,0, 1) podemos sempre definir P como
P —P(A, p)

consequentemente, alterar h. Portanto, a hipdtese de que P(0,A,0,u) = 0 ndo é uma
restri¢cao.

Motivados pela descricao acima, faremos as sequintes hipoteses:

1. O Hamiltoniano nao perturbado Hy tem a forma (A.4) e energia P, do péndulo tem
a origem como pronto de equilibrio instdvel selecionado, onde P assume o valor 0, ¥V

A ey no dominio de definicao de Hy; o expoente de Lyapunov associado, g(A, ) :

9> = [(07,P)? — 01 P - 95 P]|(1,6)=00) (A.7)

¢ limitado longe de zero quando (A, p) varia em seuw dominio de definicao.

2. As funcoes h e P sao analiticas em seus dominios definicao. Assim, elas sao

holomdrficas em suas varidveis num dominio complexo Sy ¢ ¢
Syperen ={1, A Cz,pul|I| <p', eTaeV para o qual
|A;—a;] <pee ¥ <|¢| <e, (A.8)
e <yl < e ul <m)
com z; = €% e ( = e
3. Condicoes de nao degenerescéncia validas em Sy ,¢r¢7:
det (941) # 0

det (97 4 P|(1.6)=(00)) 7 0 (A.9)
Oah - (0Rh)™ - 0ah
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Definicao 6. Um Hamiltoniano que satisfaz as trés hipdteses acima € dito Hamiltoniano

reqular anisocrono livre a priori instavel.

Obs. Tal Hamiltoniano € dito instavel a priori, porque a hipotese da instabilidade € clara-

mente construida na definicdo de sistemas livres.

Obs. Tais Hamiltonianos sao muito comuns no estudo de ressonancias de sistemas anisocronos.
Como exemplo, considere um sistema com | graus de liberdade, com Hamiltoniano

livre h, da forma h(A, B), nas coordenadas agdo-angulos A, B, a, A tal que a equacao da

ressonancia seja simplesmente

95(A, B) = 0.

Suponha que B = B(A) seja a superficie ressonante. Entao se, ef(A,a, B,\) € uma
perturbagdo, podemos encontrar coordenadas candnicas (A',a’l, ¢), com as quais pode-
mos descrever o movimento que acontece proximo a ressonancia e o Hamiltoniano, nestas

coordenadas, tem a forma (A.4), onde

h(A,p) = [R(A,I) + ef (A, T) + eG,(A' 1,0, ¢) + Q)] + ' f,(A', I,/ ,,¢)  (A.10)

onde G, = f(I,A’,¢) + O(e) € a média da funcio f — [ sob o dngulo o apenas e [ € a
média de f sob os angulos a e \; p € pode ser fixado arbitrariamente e € é a "for¢a”da
perturbacao. E importante notar que, para valores de p relativamente grandes € dificil
encontrar funcoes Gy, f, e um sistema de coordenadas no qual (A.10) vale e a regido do
espaco de fase em torno da superficie ressonante, onde as novas coordenadas podem ser
usadas para descrever o movimento, se torna menor.

Consideremos o Hamiltoniano H como uma perturbacao de um Hamiltoniano Hy, onde

Hy € como na defini¢ao (6):

H:H()(I?Aa(bnu’)+Mf(laA7¢7a7u) (All)

conde f € holomorfica no dominio Sy ¢ ¢ definido em (A.8).
No que seque nos referiremos com frequéncia a expansao em séries de Fourier de f, dada

por:
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FUA G a )= > fvl, A a eV (A.12)

vezl-1
Problema da Difusao. Dados Ay, Ay com

HQ(O, Al, 0, 0) - H()(O, A2, 0, 0)

Podemos encontrar para todo p suficientemente pequeno, mas diferente de zero, wvalores
iniciais prozimos a (0, Aq,0) nas varidveis (I, A, ¢) que, em um certo tempo t(u), evolui
para valores proximos a (0, Ag,0)? Mais precisamente, podemos realizar um deslocamento
de ordem O(1) nas varidveis A com uma perturba¢ao de ordem p tdo pequena quanto se

queira?

A.4 Sistemas Livres: Caminho de Difusao

Consideremos um nivel de energia fivo E e up = 0. Seja
vils1, 8] — A
s — A,

uma curva analitica por partes ligando A' = Ay, a A% = A,,, tal que, usando a notacdo

em (A.4), podemos encontrar constantes T et para os quais temos:
1. Hy(0,A4,0,0) = h(A4,0) = E, s € [s1, $9]

2. Se ws = Oah(As,0) e se conjunto

Y(C) ={s € [s1,5]|C(s) < C} (A.13)
onde
Cls)= sup [Iv[|77-[Iv-wy|™
v#£0,veZli-1

entdo existe uma curva v, que depende de uma constante K > 0 tal que:
1
(s2 = 1)

Se D é o mdximo de ||Oah(A,0)|| na vizinhanca da curva 7.

- med(X(C)) > 1 — K(DC)~ V! (A.14)

Definicao 7. Se v é uma curva que tem as propriedades 1 e 2 acima, ela é chamada de

um caminho de difusdo.
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A.5 Difusao de Arnold

Para um sistema com varias ressonancia Para sistemas com trés graus de liberdade, ca-
madas ressonantes prorimas a separatriz nao sao isoladas, uma da outra, pelas superficies
KAM. Para dois graus de liberdade, a superficie de KAM, de duas dimensoes, divide a su-
perficie de energia tridimensional, no espaco de fase, num conjunto de regioes separadas,
limitadas pelas superficies KAM, muitas delas como linhas isolando regioes de um plano,

como na figura (A.1) para maiores detalhes ver Lichtenberg e Lieberman (1992).

K AM surfaces

Wi
/)&\ﬁ>

Figura A.1: Superficie de energia, representada por um plano, separada por retas em regioes isoladas,

A

pelas superficies KAM.

Para trés graus de liberdade as superficies KAM tridimensionais, nao dividem a superficie
de energia, agora de dimensao 5, em um conjunto de regioes separadas, analogamente como
linhas nao separam, um volume tridimensional em regides distintas como na figura (A.2)
Assim, de uma forma geral para N > 2 graus de liberdade, as variedades KAM de dimensao
N nao divide a variedade de energia de dimensao (2N —1) em regioes distintas. Portanto,
no caso genérico, todas as camadas estocasticas da variedade de energia no espacgo de fase,
estao conectadas numa complezxa teia como na figura (A.3), chamada Teia de Arnold. Esta
teia preenche todo espaco de fase intersectando-se ou situando-se perto de todos os pontos.
Para condigoes iniciais dentro da teia, todo movimento estocdstico sequinte, obrigatori-
amente, intersectard todas as regioes finitas da superficie de energia no espaco de fase,
mesmo no limite quando € — 0. Este movimento € a Difusdo de Arnold.

Do ponto de vista da pratica, duas questoes relativas a difusao de Arnold sao importantes:
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K AM surfaces

Figura A.2: Superficie de energia, representada pelo espaco, separadas por retas em regides nao isoladas,

pelas superficies KAM.

Figura A.3: Teia de Arnold para um Hamiltoniano de uma particula livre.

1. Qual é a medida relativa das trajetorias estocdsticas na regiao do espaco de fase de
interesse?

2. Para uma dada condicao inicial, quao rdpido serd difuso o sistema, ao longo dos fios

finos da teia de Arnold?
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Resonance A Resonance

layer Separatrix

C —> 0,

Slow Arnold
diffusion

Figura A.4: Difusao ao longo e através da camada ressonante

A.6 Sistemas Quase Integraveis e Estabilidade

Consideremos um sistema Hamiltoniano com | graus de liberdade cuja fungao Hamil-

toniana €

H.(I,¢) =h(I)+ef(1,0) (A.15)

onde (I, ¢) = (I, ..., I, ¢1, ..., &) pertencem ao espago Vg x T' Dados vy, ...,v, € Z' L.I, seja
M = M(vy,...,v,) o plano em Z' gerado pelos vetores vy, ..., v,. Uma superficie ressonante,

de ordem r , com o plano M € a superficie

Yy={11eVywd v,=0,j=1,.,r} (A.16)

Sejamr >0, N =€", com ||v;|| <N, para j =1,...,r. Neste caso dizemos que M admite
uma N — base.

Dada uma sequéncia 0 < \g < -- -\ e um plano M C Z' admitindo uma N — base,
podemos definir a “ regiao ressonante ou bloco ressonante” By sendo uma vizinhanca de
Yy consistindo de todos 1’s tais que, para ao menos uma N — base {vy,...,v.} de M,

tem-se

|w(@) - v]| < A, j=1,...r (A.17)
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e também, para r <l

|lw(@)-v|| > A\t1 Y v nao pertencente a M, ||v|| < N

De maneira formal, denotando

tem-se

By =T 1€ Vi |w(@ - v]| > Apr, Vo € MS,||1]| < Nidy n(I) < A,

Note que, se \.11 > 2\, o conjunto Uy, definido por

Unt = {1 |1 € Vayryap; lw(@) - v| > 2\, Vv € M, ||v|| < N}

contém By;.

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

Definicao 8. Uma funcao h € dita quase-convexa num conjunto U, se para qualquer I € U

comw()-v=0eh"I)v-v=0, entadov =0

Proposicao 5. Suponha que h, no Hamiltoniano (A.15), seja quase-conveza. Entdo:

1. Para qualquer (I(t), ¢(t)), com I(0) € By, tem-se
(t) e Uy
IA() — A(O)] < ke'/®

para |t < T = 1/B(~)=3/41/9%€0/8)
€0

(A.22)

2. Para cada plano M existe um sistema de coordenadas canénicas (I',¢') tal que

(L¢) = Up (T, ¢'), ¥ real analitica, tal que o Hamitoniano , nas novas coorde-

nadas tem a sequinte forma

H(X,¢) =h(l) + G, ¢, ¢) + e VB £ (T & ¢)

com

G, ¢ €)=Y G,(I e

veM

(A.23)

(A.24)
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onde

GAL.0) = (1) = G [ e (T 0)do

denota as componentes de Fourier de f

Note que

;_ oH'

= =€) G, (T, €)™ .

Ou seja, I € uma combinacdo linear dos vetores v, logo o movimento de I' estd sobre um

plano paralelo a M passando pelo ponto I'(0), que chamaremos de 11,,(1'(0)),

Afirmacgao 2. A hipdtese da quase converidade nos diz que:

e (a) O plano Iy, € transversal a superficie ressonante ¥y

e (b) O Hamiltoniano nao perturbado h, restrito ao plano Iy, tem um mdzrimo ou

minimo, no ponto Ielly Ny

Demonstracgao.

(a) Suponha que existe um vetor v € I, (1(0)),

V= Z (7 (A.25)

tangente a Xy em algum ponto 1 € Xy, Como w(I)-v = 0 em Xy, entdo " (I)v = Zwd)v

¢ ortogonal a Xy paral € Xy, assim h"(I)v-v = 0. Observe que, de acordo com a equag¢ao
(A.25), também temos w(I)-v = 0. O que contraria a hipdtese da quase convexidade.
(b) De fato, expandindo temos

1
h(I+v)= h(I)+w(I)-V+§h”(I)V-V+---.
Para v € IlI; o sequndo termo da expansao é igual a zero e o terceiro termo tem sinal
definido, pela hipotese da quase convexidade. Digamos %h”(i)v -V seja positivo, entao

h(I+ v) > h(I), logo h tem um minimo em 1. m
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A.7 A Conservacao da Energia

Como uma consequéncia das afirmagoes acima a conservagao da energia garante o
confinamento das acoes. De fato, h possuindo um extremo, entdao as superficies de nivel
tem a forma de elipses concéntricas em torno de I sobre o plano II,,. E importante
ressaltar que pela proposi¢ao 2, a dinamica do sistema Hamiltoniano (A.15), para tempos

exponencialmente longos, € descrita em Uys pelo Hamiltoniano

WI) + eG(T, & ).

Assim, se a energia € conservada, h tem uma oscilagdo limitada por € durante o movi-
mento. Além disso, o movimento das agoes estd confinado entre duas superficies de nivel

ProTImas.
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