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RESUMO

A Distribuicao Beta Generalizada Semi-Normal

Uma nova familia de distribui¢goes denominada distribuicao beta generalizada
semi-normal, que inclui algumas distribui¢oes importantes como casos especiais, tais como as
distribuigoes semi-normal e generalizada semi-normal (Cooray e Ananda, 2008), é proposta
neste trabalho. Para essa nova familia de distribuigoes, foi realizado o estudo da fungao
densidade probabilidade, fungao de distribui¢ao acumulada e da funcao de taxa de falha (ou
risco), que nao dependeram de func¢oes matematicas complicadas. Obteve-se uma expressao
formal para os momentos, funcao geradora de momentos, fungao densidade da distribuicao de
estatistica de ordem, desvios médios, entropia, confiabilidade e para as curvas de Bonferroni e
Lorenz. Examinaram-se os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros e deduziu-
se a matriz de informacao esperada. Neste trabalho é proposto, também, um modelo de
regressao utilizando a distribuicao beta generalizada semi-normal. A utilidade dessa nova
distribuicao ¢ ilustrada através de dois conjuntos de dados, mostrando que ela é mais flexivel

na analise de dados de tempo de vida do que outras distribuicoes existentes na literatura.

Palavras-chaves: Distribuigao generalizada semi-normal; Distribui¢ao semi-normal; Estimacao
de maxima verossimilhanca; Funcao de sobrevivéncia; Funcao de taxa de falha; Modelo de

regressao
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ABSTRACT

The Beta Generalized Half-Normal Distribution

A new family of distributions so-called beta generalized half-normal distribution,
which includes some important distributions as special cases, such as the half-normal and
generalized half-normal (Cooray and Ananda, 2008) distributions, is proposed in this work.
For this new family of distributions, we studied the probability density function, cumulative
distribution function and failure rate function (or hazard function), which did not depend
on complicated mathematical functions. We obtained a formal expression for the moments,
moment generating function, density function of order statistics distribution, mean deviation,
entropy, reliability and Bonferroni and Lorenz curves. We examined maximum likelihood
estimation of parameters and provided the information matrix. This work also proposed a
regression model using the beta generalized half-normal distribution. The usefulness of the
new distribution is illustrated through two data sets by showing that it is quite flexible in

analyzing lifetime data instead other distributions in the literature.

keywords: Failure rate function; Generalized half-normal distribution; Half-normal distribu-

tion; Maximum likelihood estimation; Regression model; Survival function
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1 INTRODUCAO

Distribuicoes generalizadas tém sido amplamente estudadas ao longo dos anos.
Amoroso (1925) foi o precursor em generalizar as distribuigoes continuas, discutindo a dis-
tribuicao gama generalizada para dados de taxa de ocorréncia. Desde entao, outros autores
tém desenvolvido vérias classes de distribui¢oes generalizadas incluindo Good (1953) e Wise
(1975) que generalizaram a distribuigao normal inversa, Ljubo (1965) e Hosking e Wallis (1987)
que generalizaram a distribuicao de Pareto. Mais recentemente, novas classes de distribuicoes
foram propostas com base em modificagoes da distribuicao Weibull, principalmente, para tra-
balhar com fungoes de taxa de falha ndo-monétonas. Pham e Lai (2007) proporcionaram uma
revisao de alguns desses modelos. Eles apresentaram a distribuicao Weibull exponenciada
(Mudholkar et al., 1995, 1996), a distribuigao Weibull aditiva (Xie e Lai, 1995), a distribuicao
Weibull estendida (Xie et al., 2002), a distribuicdo Weibull modificada (Lai et al., 2003) e a
distribuigao Weibull estendida flexivel (Bebbington et al., 2007). Uma outra generalizac¢ao da
distribuicao Weibull, para estudar formas nao-monétonas da funcgao de risco , foi proposta por
Carrasco et al. (2008) a qual denominaram de distribuigao Weibull modificada generalizada.

O método para generalizar distribuigdes foi utilizado por Eugene et al. (2002)
que introduziram a classe beta generalizada (Beta-G) de distribuigoes utilizando a distribuicao
beta-normal, baseada na composicao da distribuicao beta e na distribuicao normal. Essa classe
de distribuicoes tem como objetivo principal a generalizacao de uma distribuicao padrao, adi-
cionando dois parametros de forma. Com isso, a forma generalizada proporciona maior flexibil-
idade para a analise dos dados observados. Neste sentido, a distribui¢ao beta-normal generaliza
a distribuicao normal e tem formas mais flexiveis, fornecendo a ela maior aplicabilidade. Uma
vantagem da distribuicao beta-normal com relagao a distribuicao normal, é que ela pode as-
sumir a forma unimodal e bimodal. A forma bimodal para a distribuicao beta-normal foi
estudada por Famoye et al. (2003) e algumas expressoes para os momentos foram deduzidas
por Gupta e Nadarajah (2004).

Cooray e Ananda (2008) apresentaram a distribuicao generalizada semi-normal
como uma alternativa para a distribuicao semi-normal e um caso particular da distribuigao
gama generalizada, indroduzida por Stacy (1962). Essa distribuicao é muito utilizada em

estudos relacionados ao tempo de falha de materiais mécanicos.
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Nesse contexto, o objetivo do presente trabalho, foi propor uma nova familia de
distribuicoes, pertencente a classe de distribuicoes beta generalizada, denominada distribuigao
beta generalizada semi-normal formulada a partir da composicao da distribuicao beta e da
distribuicao generalizada semi-normal. Essa nova distribuicao devido a sua flexibilidade em
acomodar muitas formas para a funcao de risco é uma importante distribuicao de probabil-
idade, pois pode ser utilizada em uma variedade grande de problemas na analise de dados
de sobrevivéncia. Uma importante vantagem dessa nova distribuicao, ¢ acomodar nao apenas
funcoes de risco monotonas, isto é, funcgoes crescentes, decrescentes ou constantes, mas também
as fungoes de risco nao-monodtonas, como por exemplo, a forma de banheira ou U e a forma
unimodal. Além disso, a nova distribuicao é também adequada para testar a qualidade do
ajuste de seus sub-modelos especiais.

Como ilustragao, foram feitas andlises para dois conjuntos de dados, e, em
seguida, um estudo de simulacao foi proposto para comprovar a consisténcia da nova dis-

tribuicao de probabilidade.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Revisao de Literatura
2.1.1 Analise de Sobrevivéncia

A analise de sobrevivéncia, é uma das areas da estatistica que mais cresceu nas
ultimas décadas. A principal razao desse crescimento foi o desenvolvimento e o aprimoramento
de técnicas estatisticas combinadas com a evolugao tecnologica dos computadores cada vez mais
velozes (Colosimo e Giolo, 2006). Uma evidéncia disso é o nimero de aplicagoes em anédlise de
sobrevivéncia, que em geral, estao relacionados a dados biomédicos, biol6gicos, agronomicos,
dentre outros.

O termo anélise de sobrevivéncia é utilizado para designar a analise estatistica
de dados quando a variavel resposta em estudo representa o tempo desde um instante inicial
bem definido até a ocorréncia de determinado evento de interesse. Assim sendo, essa variavel é
nao negativa e pode representar o tempo de falha do evento em questao. Entende-se por falha,
a ocorréncia de um evento pré-estabelecido, e tempo de falha o periodo de tempo decorrido
para o evento acontecer, como por exemplo, a duracao do funcionamento de um equipamento
elétrico até a sua queima, o tempo de vida de um paciente desde o momento em que foi
diagnosticado com a doencga até a sua morte, ou cura.

A principal caracteristica dos dados de sobrevivéncia é a presenca de censura,
que consiste em uma observagao parcial da resposta, ou seja, para alguns individuos pode nao
ser possivel observar o evento de interesse durante o periodo em que estiveram em observagao.
As censuras podem ocorrer devido a diversas causas, dentre elas, a perda de acompanhamento
do paciente no decorrer do estudo e a nao ocorréncia do evento de interesse até o término do
experimento (Colosimo e Giolo, 2006). Elas podem ser classificadas como censura a direita, a
esquerda e intervalar. As censuras a direita podem ainda ser caracterizadas como censura do
tipo I, censura do tipo II e censura aleatoéria.

Censura do tipo I é aquela em que o estudo serd terminado apds um periodo
pré-estabelecido de tempo. Censura do tipo II é aquela em que o estudo serd terminado apods
ter ocorrido o evento de interesse em um nuimero pré-estabelecido de individuos. O tipo de

censura que mais ocorre na pratica é a censura aleatéria. Ela acontece quando um individuo é
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retirado do estudo sem ter ocorrido a falha, ou também, se o individuo morrer por uma razao
diferente da estudada.

Uma representagao do mecanismo de censura aleatéria pode ser elaborada da
seguinte maneira. Sejam T e C' duas variaveis aleatérias independentes, a primeira represen-
tando o tempo de falha de um individuo e a segunda a censura associada a esse individuo,
respectivamente. Observa-se que o tempo da i-ésima observagao é dado por t; = min(T,C) e

o indicador de censura é caracterizado por

1 seT <C(C,
0 seT >C.

A censura a esquerda ocorre quando o tempo registrado é maior do que o tempo
de falha, isto é, o evento de interesse ja aconteceu quando o individuo foi observado.

A censura intervalar é um tipo mais geral de censura que acontece, por exemplo,
em estudos em que os pacientes sao acompanhados em visitas periddicas e é conhecido somente
que o evento de interesse ocorreu em um certo intervalo de tempo.

Assim sendo, os dados de sobrevivéncia caracterizam-se pelos tempos de falhas e
pelas censuras, isto é, o i-ésimo individuo em estudo pode ser representado, em geral, pelo par

(t;,9;) sendo t; o tempo de falha ou de censura e §; a variavel indicadora de falha ou censura

um tempo de falha,

[©N

1 set;

0 set; ¢ um tempo censurado.

Embora alguns dados dentro do estudo de andlise de sobrevivéncia sejam cen-
surados, eles nao podem ser descartados, pois mesmo sendo parciais fornecem informacoes sobre
o tempo de vida. A nao utilizagao desses dados pode ocasionar conclusoes viciadas. Sem a pre-
senca de censura, as técnicas estatisticas classicas, como andlise de regressao e planejamento
de experimentos, poderiam ser utilizadas na analise dos dados de sobrevivéncia. Por outro
lado, na presenca de censura, faz-se necessario o uso dos métodos de andlise de sobrevivéncia
que possuem como objetivo a incorporacao da informacao contida nos dados censurados na

analise estatistica.
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2.1.1.1 Funcao de Sobrevivéncia

No estudo dos dados de sobrevivéncia, tem-se o interesse em estimar a probabil-
idade de um individuo sobreviver até o tempo ¢, a qual é chamada de funcao de sobrevivéncia,

que pode ser representada pela seguinte expressao

ﬂﬂ:Pﬁzﬂzl—ﬂﬂz/mf@ﬁ,

em que T é uma varidvel aleatéria continua nao negativa e f(t) é a sua respectiva funcao

densidade probabilidade.

2.1.1.2 Funcao Taxa de Falha ou de Risco

A taxa de falha num intervalo [¢,t+ At] é definida como a probabilidade de que a
falha ocorra nesse intervalo, dado que nao ocorreu antes do tempo ¢, dividida pelo comprimento
do intervalo de tempo.

Assumindo um intervalo de tempo pequeno, At — 0, h(t) representa a razao
instantanea de falha ou morte no tempo ¢t de um individuo, dado que ele sobreviveu até o
tempo ¢, ou seja, h(t) é denominada fungao de taxa de falha ou de risco,

L PUST<t+AT>1) (1)
ht) = fim, At =S

em que f(t) e S(t) sdo as fungdes densidade probabilidade e de sobrevivéncia, respectivamente.

A fungao de taxa de falha, h(t), é muito util para descrever a distribui¢do do
tempo de vida de individuos em estudo, pois ela determina a forma com que a taxa instantanea
de falha se altera ao longo do tempo.

Em muitas aplicagoes, existem informacoes qualitativas sobre as formas da
fungao de taxa de falha (ou de risco). Por meio dessas informagoes, pode-se fazer uma andlise
grafica, para ajudar na selecao de um modelo particular para algum fenomeno em estudo.
Nesse contexto, uma forma empirica para estudar o comportamento da funcao de risco é por
meio da construcao do grafico “Total Time On Test” (Aarset, 1987), também conhecido como
curva T'T'T.

A curva TTT representa o grafico de

Versus A=

G (f) _ > ic Eizjl(%: ) Ty

n

S|
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emquer =1,...,neT,,i=1,...,n, sdo estatisticas de ordem da amostra. (Mudholkar et
al., 1996).
c
A
;
D B

in

Figura 1 - Gréficos ilustrativo da curva TTT

A Figura 1 ilustra as varias formas que a curva TTT pode assumir. Se uma reta
¢ observada (A), a fungao de risco ¢ constante. Se possuir a forma de uma curva convexa (B)
ou concava (C), a funcdo de risco é monotonicamente decrescente ou crescente. No caso em
que iniciar como uma curva convexa e depois tornar-se concava (D), a fungao de risco assume

a forma de “U”, e no caso reverso (E) é unimodal.

2.1.1.3 O Estimador de Kaplan-Meier

O primeiro passo de uma andlise estatistica consiste em uma descri¢ao dos dados
em estudo. A presenca de observagoes censuradas, para dados de sobrevivéncia, geralmente
torna-se um problema para as técnicas convencionais de andlise descritiva que envolvem, como
por exemplo, a média, desvio-padrao, técnicas graficas (histogramas e “box-plot”), entre out-
ros.

Como nem sempre ¢é valido utilizar esse tipo de método para os dados de sobre-
vivéncia na presenca de censuras, o principal objetivo da analise descritiva envolvendo dados de
tempo de vida é a estimacgao da funcao de sobrevivéncia, e a partir dela, estimar as estatisticas
de interesse que, usualmente, sao o tempo médio ou certas fragoes de falhas em tempos fixos.

Para a estimacao da funcao de sobrevivéncia podem-se utilizar os estimadores

nao-paramétricos, dentre eles, o conhecido estimador proposto por Kaplan e Meier (1958).
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Segundo Colosimo e Giolo (2006) o estimador nao-paramétrico de Kaplan-Meier

envolve uma adaptacao da funcao de sobrevivéncia empirica que é definida por

em que n é o numero de observacoes que nao falharam até o tempo t e N é o nimero total de
observagoes em estudo.
O estimador de Kaplan-Meier considera o niimero de intervalos iguais ao niimero

de falhas distintas e os limites dos intervalos sao os proprios tempos de falhas da amostra.

Dessa forma, o estimador de Kaplan-Meier, para tq,...,t;, pode ser definido
como
- () 12
S(t) jgt ( . jEt =),
em que ty,...,t; representam os k tempos distintos e ordenados de falha, d; é o nimero de
falhas em ¢;, 7 = 1,...,k, e n; € o nimero de individuos sob risco em ¢;, ou seja, os individuos

que nao falharam e nao foram censurados até o instante imediatamente anterior a ;.
A consisténcia e a normalidade assintética de S(t) podem ser provadas sob certas
condigoes de regularidade. Uma das principais propriedades desse estimador, é o fato de ser

estimador de maxima verossimilhanga de S(t).

2.1.1.4 A Funcao de Verossimilhanca em Analise de Sobrevivencia

A idéia do método da maxima verossimilhanca pode ser considerada como um
processo de obtencao de informacao sobre um vetor de parametros A, ou seja, consiste em

obter estimadores para os parametros de interesse.

Considera-se a situagao em que se possui uma amostra aleatéria 71, ..., T, para
1=1,...,n, de tempos de sobrevivéncia. Supondo que os dados consistem de n pares obser-
vados (01,%1), ..., (0n,tn), em que t; é o tempo de falha ou censura e 9; é o indicador de falha

ou censura.
Nesse caso, a funcao de verossimilhanca considerando censura nao informativa

envolvendo um vetor de parametros A é dada por
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em que f(t;), S(t;) e h(t;) sdo as fungdes densidade probabilidade, de sobrevivéncia e de risco

para cada variavel aleatoria T;, respectivamente.

2.1.2 Distribuicao Generalizada Semi-Normal (GSN)

Dentre as diversas causas de falhas de componentes mecanicos, a mais comum
¢ devida a fadiga do material. A fadiga pode ser entendida como uma redugao gradual da
capacidade de carga do componente mecanico, pela ruptura lenta ou falha do material, con-
sequéncia do pequeno avanco das fissuras que se formam no seu interior, ou seja, ¢ um dano
estrutural que ocorre quando um material é exposto ao estresse e as flutuagoes (oscilagoes) de
tensao.

Por meio das investigagoes experimentais, o aumento da ruptura por fadiga
aparece como um processo de propriedades aleatorias que variam no tempo. Essas propriedades
alteram-se durante o crescimento da ruptura, variando de material para material. Alguns
modelos estatisticos permitem estudar a variacao aleatéria do tempo de falha associados aos
materiais expostos a fadiga, como resultado de diferentes padroes ciclicos. Os modelos mais
utilizados para descrever o processo do tempo de vida sobre a fadiga dos materiais sao as
distribuigdes semi-normal (SN) e Birnbaum-Saunders (BS).

Ao modelar as taxas de risco mondtonas (crescentes e decrescentes), as dis-
tribuicoes SN ou BS podem ser, num primeiro momento, uma boa escolha por causa das
formas de suas fungoes densidades que sao positivamente e negativamente inclinadas. No en-
tanto, essas distribui¢oes nao fornecem um ajuste razoavel para a modelagem de fenomenos
com os indices de falha ndo-monétonas (formas de banheira e unimodal) que sdo muito comuns
nos estudos de analise de sobrevivéncia, confiabilidade e nas ciéncias biologicas em geral. Nesse
sentido, foi proposta a distribuigdo generalizada semi-normal (GSN) a qual acomoda fungoes
de risco nao-mondtonas como, por exemplo, a forma de banheira ou U, e torna-se um im-
portante modelo para a compreensao do comportamento aleatorio de algumas caracteristicas
basicas do processo de fadiga dos materiais.

Cooray e Ananda (2008) propuseram uma generalizagdo da distribui¢ao semi-
normal (SN), que denominaram de distribuigdo generalizada semi-normal (GSN) em que o >

0 e d > 0 sao os parametros de forma e escala, respectivamente. A funcao densidade de
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probabilidade (f.d.p.) pode ser escrita como

2 6] 2\ 2
9@) == (2) (5) e a0, 1
e a funcao de distribuigao acumulada (f.d.a.) é denotada por

o) =20 [(5)'] 1=t | 9. B

em que erf(x) — % /0 " exp(—t2)dt e B(x) = % {1 +orf (%)} |

Para as equacoes (1) e (2), a fungao de risco da distribuigdo GSN pode ser

expressa por

h(z) =

J1(a) (2)Y o3 (3)"
G0 )

EION

As Figuras 2 e 3 ilustram algumas das possiveis formas da funcao densidade

(1) e as Figuras 4 e 5 ilustram a func¢ao de taxa de falha (3), para determinados valores dos
parametros, incluindo a distribuigao semi-normal (SN) que é um caso especial para o = 1. Uma
caracteristica da distribuicao GSN ¢é que sua funcao de taxa de falha pode ser monotonicamente

crescente ou decrescente, em forma de U, dependendo basicamente dos valores dos parametros.

2.1.2.1 Propriedades da Distribuicao Generalizada Semi-Normal
2.1.2.1.1 Moda

Em muitos casos, tem-se o interesse em estudar a moda, isto é, o valor ou valores
mais frequentes. A moda da distribuicao GSN pode ser obtida por meio da maximizacao da

fungao densidade (1), isto é,

2 1/ 22 2c—1 1/ 20
st = ?\ﬁ{(a—l) 202 37 et B () }
o T o
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Figura 2 - Gréficos da funcao densidade (1) para alguns valores dos parametros

Igualando a equagao (4) a zero, pode-se encontrar o maior valor ou os valores mais frequentes

da variavel aleatoéria. Portanto, a moda da distribuicao GSN pode ser expressa como

A
x:(a ) 0.
«

2.1.2.1.2 Mediana

Uma medida de tendéncia central que caracteriza as observacoes de uma deter-
minada variavel aleatéria de tal forma que um conjunto de dados ordenados separe a metade
inferior da amostra, populacao ou distribuicao de probabilidade da metade superior é denom-
inada de mediana.

Matematicamente a mediana, m, de uma distribui¢ao de probabilidade pode ser

expressa co1mno

P(xﬁm):P(arzm):/m f(x)dx:%,
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Figura 3 - Graficos da funcao densidade (1) para alguns valores dos parametros

em que f(x) é a fungao densidade probabilidade de uma variavel aleatéria continua. No caso

da distribuicdo GSN, tem-se

[V

(0%
na expressao (5), tem-se

N

z)2e 1
(5) dv = 3. (5)

Utilizando a mudanca de variavel u = (

|8

|3

2 /( ) ey ]
— e 2 du=—,
\/271' 0 2

o[()]= L[

Entao a mediana da distribuicao GSN pode ser expressa por

oK

em que

m «

7) 1,2
e 24

du.
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Figura 4 - Graficos da funcao de risco (3) para alguns valores dos parametros

2.1.2.1.3 Momentos

Algumas das principais caracteristicas de uma distribuicao, como por exemplo
variancia, assimetria e curtose, podem ser estudadas por meio dos momentos. O s-ésimo
momento ordindrio da distribuigdo GSN pode ser obtido pela expressio p, = E[X°] =
/ h 2*g(z)dz, em que g(x) é a fungdo densidade da distribuicdo GSN, representada pela
egluagéo (1).

Entao,

. / \[ (%) ()" 40" as
. \/>/ g) e 3(5)" dz. (6)
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Figura 5 - Graficos da funcao de risco (3) para alguns valores dos parametros

T

Utilizando a mudanca de varidavel u = ( 7

/ s 2 OO s _u?
fy = 0%/ — ue e 2 du.
T Jo
2

. ., U ~
Utilizando uma nova mudanca de variavel v = — Da equagao (7), tem-se

o
s+a
/ V 2a
0

Portanto, o s-ésimo momento da distribuicao GSN é denotado por

e du=T stTa
200 )

) na expressao (6), u, reduz para

29
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2.1.2.1.4 Variancia

A variancia de uma variavel aleatéria é uma medida de dispersao que indica o
quao distante, os seus valores se encontram do valor esperado. Essa medida pode ser expressa

em termos dos dois primeiros momentos ordinarios, isto é,
Var(X) = E(X?) — [E(X)].

Para a distribuicao generalizada semi-normal, a variancia pode ser expressa como
2

22 2 2% 1
Var(X) = ?F( ;;O‘>92— ?F( ;;O‘)e
2 2é 1
T 2a

= {\/_F(Q a)—F2<1 a)}@?
2x
2.1.2.1.5 Assimetria

As medidas de assimetria possibilitam analisar uma distribuicao de probabilidade
de acordo com as relagoes entre suas medidas de tendéncia central, isto ¢, moda, média e
mediana. Matematicamente, a assimetria pode ser obtida por meio dos momentos ordinarios,

ou seja,
Assimetria(X) = B(XT) - 3E\E§3EE§;) + 2E3(X)' (8)

A assimetria da distribuicao GSN pode ser escrita como

3 3 1 3
VE T ()0 -y (T () 0 2 [V T ()]

Assimetria(X) =
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2.1.2.1.6 Curtose

A medida que mostra o grau de achatamento de uma distribuicao de probabili-
dade é denominada curtose. Essa medida, que depende dos quatro primeiros momentos, pode
ser escrita como

E(X*) — 4E(X)E(X?®) + 6E(X?)E*(X) — 3E*(X)

Curtose(X) = Var?(X) : (9)

A curtose para distribuicao GSN é dada pela seguinte expressao

2
S ()0 a2 ()T () 0o (52) VT ()0

{2 [yrr(ge) - ()0}

_ VAT (4 4/ T ()T (5e) + ST ()1 (e) - 3 T ()
2 ()~ 25T (e () + e (e

2.1.2.2 Estimacgao e Inferéncia

A estimacao dos parametros da distribuicao GSN ¢ feita utilizando-se o método
da méaxima verossimilhanca. Seja Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n, em que
cada X;, i =1,...,n, possui distribuicio GSN com vetor de parametros A = (c, ).

A funcao de verossimilhanca do modelo paramétrico para a i-ésima observacao
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da amostra aleatéria é expressa por

L) - H\/g (2) (Z)" et

Cujo o logaritmo pode ser escrito como

™

+(a—1) zn:logxi — %z”: (%)M.
i=1

=1

2
(A = glog( )+nloga—nalog8

o
oa’ 06

T
Os componentes do vetor escore U = ( ) sao obtidos por diferenciacao, isto €,

ot n : 1 o0
% = a—nlog@—i—izllogxi—%;xi (log x; — log0),
n 1 n n
- g —nlogf + Zlog:m + oo (10g92x?a - szzabgwi) )
i—1 i=1 i=1
n - loge . 2a 1 - 2a
= a—nlogé’—i—Zlogxi—i——em sz —ﬁsz log ;. (10)
i=1 i=1 i=1
ov no - %
%:—T—FW;% . (11)

Portanto, o estimador de méaxima verossimilhanca, @, de #, pode ser escrito como

0= (% Zn: xfa) (12)

=1

[V
Q)"“

em que & é o estimador de méxima verossimilhanca do parametro a.. A partir de (10) fazendo-se

%
Oa

= ( e substituindo-se 6 por 0 obtém-se a equacao de estimacao de «

n n n -1
g + Z log z; — (Z 27 log xz> (Z xf“) =0. (13)
i=1 i=1 i=1
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O estimador de maxima verossimilhanga de «, @, é a solu¢ao da equagao (13) nao linear.
Para a estimacao por intervalo pode-se obter a matriz de informagao esperada

de Fisher

2n (%)2 —5(2—log2 —~)

I=I(\) =
—2(2—log2—7) 5={% —2+(2—log2—7)*}

em que v é chamada de constante de Euler (Abramowitz e Stegun, 1972).

Os intervalos de confianca para os parametros podem ser obtidos por meio da
teoria assintdtica, utilizando a matriz de informagao esperada em (14).

Um intervalo de confian¢a de aproximadamente 100(1 — a)% para a e 6 sao,
respectivamente dados por

~ T 24 (2—1log2 — )2
_ 2
0=+ Za/2\/ n(w? — 4)

) )

&:j:za/g

2.1.3 Classe de Distribuicoes Beta Generalizada (Beta-G)

Um dos maiores beneficios da classe de distribuicoes beta generalizada é seu uso
para a analise de dados assimétricos que nao possam ser propriamente analisados pelas dis-
tribuicoes existentes. Considerando a fungao de distribui¢ao acumulada G(z) de uma varidvel
aleatéria continua, Eugene et al. (2002) introduziram uma nova classe de distribui¢oes gener-

alizadas com f.d.a expressa por

G(x)
Flz) = B(i, 3 /0 (1 — W), (15)

em que a > 0 e b > 0 sao dois parametros de forma e B(a,b) é a fungao beta. A f.d.a.
G(z) pode ser uma funcao arbitraria e F' é denominada como a f.d.a. da distribuicao beta G.
A aplicagao de X = G7YV) para V ~ B(a,b) produz X seguindo a funcao de distribuigao

acumulada (15).
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Essa classe de distribuicoes generaliza a distribuicao G, também denominada
de distribui¢ao primitiva, de uma varidvel aleatéria continua com fungao densidade g(x). De
fato, a f.d.a. da distribuicao beta G coincide com a f.d.a. G(x) quando a = b = 1. O papel
dos parametros adicionais é introduzir assimetria e variar o peso das caudas. Com isso, eles
proporcionam maior flexibilidade a forma da distribuicao e, consequentemente, a analise dos
dados observados.

A f.d.a. da distribuicao beta-G pode ser reescrita como

_ Bg(x)(a, b)

F(z) = Iow Bla,b)

(16)

em que B (a,b) é denominada funcao beta incompleta que pode ser expressa por

G(x)
Be(z)(a,b) = / u (1 —u)"du,
0

em que Ig(,) ¢ denominada como razao da fungao beta incompleta.

Eugene et al. (2002) introduziram a distribuigdo Beta Normal (BN) tomando
a funcdo G(z) como a f.d.a. da distribui¢io normal e obtiveram alguns de seus primeiros
momentos. Nadarajah e Kotz (2004) definiram a distribuigdo Beta Gumbel (BG) tendo como
G(z) a f.d.a. da distribuicdo Gumbel, obtendo expressoes em forma fechada para o célculo
dos momentos, e a distribuicao assintotica da estatistica de ordem extrema. Discutiram o
processo de estimagao dos parametros pelo método de maxima verossimilhanca. Nadarajah e
Gupta (2004) apresentaram a distribui¢ao Beta Fréchet (BF) e obtiveram a forma analitica
da fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) e a fungao da razao de risco. Deduziram,
também, a distribuigao assintética da estatistica de ordem extrema. Além disso, Nadarajah
e Kotz (2005) trabalharam com a distribuigao Beta Exponencial (BE) e obtiveram a funcao
geradora de momentos, os primeiros quatro cumulantes, a distribuicao assintotica da estatistica
de ordem extrema e discursaram sobre a estimacao de maxima verossimilhanca. Alguns dos
resultados de Nadarajah e Kotz (2005) foram generalizados por Cordeiro et al. (2009) usando
a distribuicao Beta Weibull. Deduziram a funcao geradora de momentos, os momentos e a
matriz de informacgao e, também, fizeram a estimacao pelo método da maxima verossimilhanca.

Para a e b gerais, pode-se expressar (15) em termos da fungao hipergeométrica
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definida por
2F1<Oé,6,’}/;l’> = Z MIJJ

em que (a); = a(a+1)...(a+1i— 1) denota o fatorial ascendente. Obtém-se

G(z)

PO = Ban

JFi(a,1—bya+ 1;G(x)).

As propriedades de F'(x) ou qualquer outra distribuigao beta G definidas a partir
de uma familia de f.d.a. G(z) em (15), poderiam, em principio, seguir as propriedades da funcao
hipergeométrica, as quais sao bem estabelecidas na literatura, como por exemplo, Secao 9.1

de Gradshteyn e Ryzhik (2000).

2.1.3.1 Funcao Densidade de Probabilidade

A funcao densidade de probabilidade da classe de distribuigoes beta generalizada

correspondente a equagao (15) pode ser escrita como

Fo) = 29 Gy - o, (a7)

em que g(x) é a funcdo densidade da distribuigdo primitiva. A f.d.p. f(z) serd melhor em-
pregada quando a f.d.a. G(z) e a f.d.p. g(z) apresentarem uma expressao analitica simples.
Exceto para alguns casos especiais, a escolha de G(z) em (15) implicaria que a f.d.p. seria
dificil de ser aplicada. Se g(z) é uma distribui¢ao simétrica em torno de zero, entao f(x) serd

uma distribuicao simétrica quando a = b.

2.1.3.2 Funcao de Risco e de Sobrevivéncia

As fungoes de risco e de sobrevivéencia sao, geralmente, utilizadas para estudos
de confiabilidade e analise de sobrevivéncia. Nesses casos, o suporte da variavel aleatoria
de interesse é o Ry, como foi discutido nas Se¢oes (2.1.1.1) e (2.1.1.2). Uma propriedade

importante da funcao beta incompleta é

B.(a,b) = B(a,b) — B1_,(a,b).
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Com essa propriedade, a func¢ao de sobrevivéncia definida em (1) de uma distribui¢ao perten-

cente a classe de distribuigoes beta generalizada é dada por

B B Bg@y(a,b)  Big@(a,b)  Bs«@a)(b,a)
Sw) =1 =F@) =1 == =~ " Bab) Bl

em que S*(z) =1 — G(z) é a fungao de sobrevivéncia da distribui¢do primitiva.
A funcao de risco ou de taxa de falha, definida em (1) pode ser expressa para
alguma distribuicao da classe beta G como

_ J@) _ (@) Gy - G
S(l'> BS*(gc)(b, (L) .

2.1.3.3 Expansoes para as Funcoes de Densidade e de Distribuicao Acumulada

Algumas expansoes para a f.d.a. da distribuigao beta G podem ser realizadas de-
pendendo se o parametro b (ou a) é um niimero real ndo-inteiro ou um nimero inteiro. A funcao
densidade dessa distribuigdo, dada em (17), pode ser expressa como uma combinagao linear
ponderada infinita (ou finita) da fun¢ao densidade da distribuigao primitiva. Essa nova forma
da funcao densidade tem grande importancia para obter algumas propriedades matematicas
da distribuicao beta G por meio das propriedades da distribuicao primitiva.

Cordeiro e Nadarajah (2008) propuseram uma importante expansao da fungao
densidade da classe Beta-G para obter algumas propriedades gerais. Seja b > 0 um nimero
real nio-inteiro e |2| < 1. A expansao da expressiao (1 — 2)’71, (Nadarajah e Kotz, 2004), é
dada por

= (—1)'T'(b)
(1—2)"" = ; ﬁy (18)

Usando a expansao (18) na equagao (15), a fungao de distribui¢ao acumulada da

distribuicao beta G pode ser escrita como

F(z) = 1 /G(x) w1 - w)b_ldw
B(aa b) 0

T — (1) Ge) il
= Blab) 4 F(b—j)j!/o W d

Jj=0

(]

) & (—1)7 s
B(a,b>ZF(b—j)j!(a+j)G(””) ' (19)

Jj=0
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A equagao (19) mostra que as propriedades da f.d.a. da distribuicdo beta G
podem ser escritas como uma combinacao linear ponderada infinita da f.d.a. da distribuicao
primitiva.

Utilizando a expansao binomial na equagao (15), quando b > 0 é um nimero

inteiro, obtém-se F'(x) por meio de uma soma finita,

F(x) . ]_ /G(x) a,fl(l _ )b*ld
T Bb o o
b—1 G(z)
1 (b—1 / .
— 1 (7 W dw
Bla) 2 ()
b—1

= L b—1 ﬂ A ar
(e o

Pode ser visto no site Wolfram Functions' que para a inteiro, a funcao beta

incompleta pode ser escrita como

1 v oo B (1—y)’—=T0b+]) ,
I(a,b) = =1 — )Y ldw=1— J 21
,(a,b) B(a,b)/o W1 = W) dw ) 2 7 v, (21)
e para b inteiro
o . y* <= Ta+)) -
I =— =11 — ) dw = 1—qy). 22
,(a,b) Bl b)/o w1 —w)" dw (@) 2 7 (1-y) (22)

Consequentemente, para a > 0 inteiro fazendo-se y = G(z) em (21), obtém-se

[y

-Gy
T & i

J

F(z)=1-

e considerando b > 0 inteiro para y = G(x) em (22), tem-se uma forma alternativa para (20)

dada por

Flz) = 7 F(“ﬂ* D1~ Gy,

Como alternativa a equagao (17), para a > 0 e b > 0 reais nao-inteiros, e por

meio da diferenciacao de (19), a f.d.p. da distribui¢ao beta G pode ser escrita como

r) = L(b)(—1) i1
1) = Hep ST )

Thttp://functions.wolfram.com/
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Aplicando a expansao (18) em G(z)*™~! tem-se que

Gyt = {1-[1- Gt

S Resdlhy oo

Como k é inteiro, pode-se utilizar a expansao binomial

1- G = fj(—w (F)etr

m (24), resultando

et = 3030 CDITEC) oy (25)

_ |
k=0 r=0 CL—I—] )k

Substituindo (25) na equagao (23), pode-se obter uma nova expressao para a

f.d.p. da distribuicao beta G dada por

[e%e) k
f(z) = g(2) Z > wjka(a,b)G(a)", (26)

em que

(=17 T(B)(a + ) (1)
T'(b— )T (a+j — k)B(a, b)j1k!"

wjpr(a,b) = (27)

As equagdes (19) e (26) para as fungdes de distribuicao acumulada e densidade
sao fundamentais para se obterem algumas propriedades matematicas da classe de distribuigoes
beta generalizada, como por exemplo os momentos. A equagao (26) produz a func¢ao densidade

f(z) da distribuicao beta G em termos da funcao densidade g(x) da distribuigdo primitiva.

2.1.3.4 Foérmula Geral para os Momentos

Cordeiro e Nadarajah (2008) deduziram uma expressao geral para os momentos

da distribui¢ao beta G, utilizando a equacao (26). O s-ésimo momento da distribui¢ao beta
+o00

G pode ser obtido por meio da equagao p, = / 2° f(x)dx. Para b > 0 real ndo-inteiro, a

—00
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expressao geral para os momentos é dada por

= Z wjﬁ’,q(a, b) Ts,r- (28)

em que w(.) é dado pela expressao (27) e 75, = E[X*G(X)"] é o (s, 7)-ésimo momento ponder-
ado da distribui¢ao primitiva. Por meio da equacdo (28) podem-se calcular os momentos da
distribuicao beta G em termos de uma combinacgao linear infinita dos momentos ponderados

da distribuicao primitiva.

2.1.4 Modelo de Regressao

Na pratica, é comum, a ocorréncia de situacoes em que uma ou mais covariaveis
estao relacionadas aos tempos de sobrevivéncia, isto é, os tempos de falha sao influenciados
por covariaveis que, por exemplo, na area das ciéncias biomédicas podem ser a idade, a altura,
um tipo de tumor cancerigeno, a quantidade de hemoglobina no sangue, etc.

Considere T uma varidvel aleatéria e seja x = (z1,...,2,)" um vetor formado
por p varidveis explanatérias ou covaridveis (quantitativas ou qualitativas). Um modo de
estabelecer a relacao entre T e x é por meio da utilizagao de modelos de regressao. No contexto
dos dados de sobrevivéncia, uma maneira de incluir as covariaveis na analise é realizada usando-

se a classe de modelos de locacao e escala.

2.1.4.1 Modelos de Locacao-Escala

A classe de modelos de locacao e escala consiste em utilizar a transformagao
logaritmica nos tempos de falha, Y = log(T), de tal forma que para um vetor de covaridveis,
o logaritmo do tempo de falha possui uma distribuicdo com um parametro de locacao u, que
depende das varidaveis regressoras, e um parametro de escala o.

Pode-se, entao, escrever o modelo log-linear da seguinte forma

Y =p+0Z, (29)
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em que Y é uma distribuicao de probabilidade que pertence a familia de distribuicoes que se
caracteriza pelo fato de possuir um parametro de loca¢ao p (—oo < p < 00), um parametro
de escala o > 0, e Z é o erro aleatério.

Uma importante caracteristica do modelo de regressao da forma de locagao
e escala é que as variaveis regressoras possuem efeito multiplicativo sobre T, isto é, T =
exp(p) exp(oZ). Logo, esse modelo possui efeito linear em Y. Além disso, a fungao de sobre-
vivéncia de Y dado x ¢é da forma S(*>#) em que S(.) é a fungao de sobrevivéncia de Z.

Observa-se que p(x) pode assumir varias formas dependendo do conjunto de
dados em estudo. Em geral, o parametro de locagdo é escrito como u(x) = x7'3, em que

B=(Bi,...,5,)" é o vetor de parametros desconhecidos. Com essa suposi¢do, obtém-se
Y =x"B+0Z,

tornando-se um modelo log-linear para T com residuo Z.

2.1.4.2 Estimacgao dos Parametros

Apés assumir um modelo de regressao como adequado para a analise dos dados,
o préximo passo € encontrar um método para estimar seus parametros e realizar o processo de
inferéncia. Em geral, no caso dos dados de sobrevivéncia, essa andlise torna-se mais complicada
quando se faz necessario incorporar observagoes censuradas, mesmo quando o mecanismo de
censura ¢ simples. Para a estimagao dos parametros do modelo de regressao, varias abordagens
podem ser utilizadas, tais como o método da maxima verossimilhanca, o método Jackknife, a
andlise bayesiana, entre outros. Nesse trabalho, sera considerado o processo de estimacao dos

parametros pelo método da maxima verossimilhanca.

2.1.4.2.1 Meétodo da Maxima Verossimilhanca

Considere (Y1, Zi1,01), - - -, (Yn, Tin, On), 1 observagoes independentes em que y; =
log(t;), representa o logaritmo do tempo de falha ou censura, x; = (z;1,...,%;)" é o vetor de
covariaveis e §; é o indicador de censura, para i = 1,...,n. Assim, o logaritmo da funcao de
verossimilhanga para o vetor de parametros X = (0, ..., 3,)" é dado por

() = log [f(y:)] + > _log [S(w)],

el icC



41

em que f(y) e S(y) sdo as fungoes densidade e de sobrevivéncia da varidvel aleatéria Y, F é o
conjunto de observacoes nao censuradas e C denota o conjunto de observagoes censuradas.
No caso de grandes amostras e sob certas condicoes de regularidade para a funcao
de verossimilhanca, os intervalos de confianca e testes de hipdteses podem ser obtidos utilizando
o fato de que os estimadores de maxima verossimilhanca possuem distribuicao assintética
normal com média A e matriz de covariancia expressa pelo inverso da matriz de informagcao

de Fisher. Portanto, a matriz de covariancia assintética é dada por I-'(A) com I(A) =

BlE0] =B 53]

Como o célculo de I(A) (matriz de informacgao de Fisher) é complicado devido a
presenca de observagoes censuradas, pode-se utilizar, alternativamente, a matriz —L()\) avali-
adaem \ = 5\, que é um estimador consistente para a matriz de covariancia assintética (Mud-
holkar et al., 1996). Assim, a distribuigao assintética para X é dada por A~ N, ()\T; z()\)_1>,

em que L(A) é a matriz de informacao observada.

2.2 Metodologia
2.2.1 Distribuicao Beta Generalizada Semi-Normal (BGSN)

A nova familia de distribuicoes, denominada distribuicao beta generalizada semi-
normal (BGSN) com quatro parametros «, 6, a e b, denominada BGSN («, 0, a,b), é uma com-
posi¢ao baseada na distribuicdo beta e na distribuigdo generalizada semi-normal (GSN) in-
troduzida por Cooray e Ananda (2008). Substituindo-se (1) e (2) na equagao (17) a funcao

densidade de probabilidade dessa distribuicao fica expressa por

2O )T ey e oye7 1!
£ (6 N R T[T

e
B(a,b)
As funcgoes densidades das distribuigoes GSN e SN representam casos particu-

lares de (30) quando a =b =1 e a = b= o = 1, respectivamente. Além disso, quando o = 1
tem-se a distribuigao beta semi-normal (BSN) e quando b = 1, encontra-se a distribuicao gene-
ralizada semi-normal exponenciada (GSNE) que sao outros dois importantes casos particulares
da distribuicao BGSN.

Das equagoes (16) e (30), a fungao de risco ou de taxa de falha da nova dis-
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tribuicao pode ser expressa como

R LRI I

Os graficos da funcao densidade, Figuras 6 e 7, e da funcao taxa de falha, Figuras

8 e 9, da distribuicao BGSN sao apresentados para alguns valores selecionados dos parametros,

incluindo as distribuigoes GSN e SN.
BGSN(1,55,a,b)

BGSN(1.5,40,a,b)
S ——— GSN S - SN
e - - a=3,b=0.9 i --- a=3,b=0.9
...... a=0.5,b=2 . cee+-- a=0.5,b=2
- a=2,b=2 . c——— a=2,b=2
o ™
S S
S IS
— N
= S
= S
—
O_ —
S
o
O_ —
S
X

Figura 6 - Gréficos da fungao densidade (30) para alguns valores dos parametros

Substituindo-se a equagao (2) nas equagoes (19) e (20), tem-se a fungao de dis-

tribuicao acumulada da distribuicao BGSN para b > 0 real nao-inteiro e real inteiro, respecti-
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BGSN(2.5,70,a,b)

BGSN(0.5,25,a,b)
S 4 | GSN S ——— &SN
< \ - - -  a=3,b=0.9 < - - -  a=3,b=0.9
-‘ ...... a=0.5b=2 | | | eeeees a=0.5,b=2
---  a=2,b=2 TToT o a=2b=2
o™ o™
S - S -
o o
— (e —_ N
E S 4 = o 4
a o - o
— ~—
S - S -
o o
o o
S - S -
o o
T T T T T T T T T T T
60 80 100 o 20 40 60 80 100
X

Figura 7 - Gréficos da fungdo densidade (30) para alguns valores dos parametros

vamente, dadas por
= (—1)7{22 [(%)"| — 1}
Fe) Brébb)b); e )
o= gt S () e ()] 1) 2

(33) mostram que as propriedades da f.d.a. da distribuigao

As equagoes (32) e
BGSN podem ser discutidas como uma soma ponderada infinita (ou finita) da f.d.a. da dis-

(26), tem-se uma nova

tribuicao GSN.
Em alternativa a equagao (30), substituindo (1) e (2)
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BGSN(1.5,40,a,b) BGSN(1,55,a,b)
S - S - SN
< < - - - a=3,b=0.9
...... a=0.5,b=2
c=-=  a=2,b=2
o
S
S [Te)
\—! —
(=3
©
S
S
= = S
= = P=3
<
S .
S LT
‘..;'f
8 I e 4”"
o~ o P
o -
O- ’.
‘f
”
’
s e e=-
8 IS prdippe S S
S (=3
T T T T T T T T T T
(0] 20 40 60 80 (0] 20 40 60 80 100
X X

Figura 8 - Gréficos da fungao de risco (31) para alguns valores dos parametros

expressao para a funcao densidade da distribuicao BGSN em termos da funcao de erro,

i = 2GS et f[(5)7] 1)
2

- ROE T Sl F]) o

em que a expressao w(.) estd definida em (27).

2.2.1.1 Momentos

O s-6ésimo momento da distribui¢ao BGSN pode ser obtido pela equagao (28),

ou seja, em termos do (s,r)-ésimo momento ponderado da distribuicao GSN. Nesse caso,
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BGSN(2.5,70,a,b)

BGSN(0.5,25,a,b)
K& GSN K& 4| —— osN !
< - - - a=3,b=0.9 e - - - a=3,b=0.9 )
...... a=0.5,b=2 ceeeee a=0.5,b=2 "
--=  a=2,b=2 cem=  a=2.b=2 /
i
i
Lo Lo -
- ]
oS = ]
1
1
1
= S 4 = =S 4 J
= f=) = S -
o Lo
S S
o o
o o
S S
o o
T T T T T T T T T T T T
80 100 (o] 20 40 60 80 100
x

Figura 9 - Gréficos da fungao de risco (31) para alguns valores dos parametros

considerando b > 0 um ntimero real nao-inteiro, encontra-se

= E[X°GX)]= /000 z® G(z) g(x)dx

)

X «
e fazendo-se u = <§> , Tsr reduz-se a

2 [ u? u \1"
=02 wrexp (<) et (22| du
nom 2 [Tuten (<) o ()]

(35)
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Introduzindo-se a expansao em série da fungao de erro (Nadarajah, 2008)

) x2m+1

f(x
o \/_Z (2m+1)m!’

a integral da expressao (35) pode ser escrita como

s <, u (—1)my?mtt '
I|—r)= / Uo ex < ) du
(a > 0 P [\/_ Z 2”"“r (2m + l)m']

e, entao, por Nadarajah (2008)

( 1)m1+ +my

S J—
[(—;7“) =
o) = () XX s e e
o] 2
X/ m 2(my+-tmp)+r+ 2 exp( Z)du (36)
0

A integral em (36) pode ser calculada utilizando-se softwares mateméticos como,

por exemplo, Maple ou Mathematica. Entao,

00 2 S _ S
/ 2(m1+ +mr)+r+a exp ’LL du = 2m1+...+mr+ +3‘ ! r miy+---+m, + T+ « + 1 )
0 2 2
Logo, a equagao (36) torna-se
S r 3r s 1 > > 1)m1+m+mr
I (_; ) = g 222372
251 m Z: Z: (1 + 1/2) -~ (my + 1/2)my ! - - -, |
r+ =41
Xr(m1+...+mr++). (37)

Substituindo-se a expressao (37) na expressao (35), o (s,r)-ésimo momento ponderado da

distribuicao GSN ¢ dado por

R D E) SR s
Tor = —
> T = (mq+1/2)---(m,+1/2)my!---m,!
mi= m.-=0
re sl
xF(m1+--~+mr++)- (38)

Portanto, substituindo-se a equagao (38) em (28), obtém-se a expressao do s-

ésimo momento da distribuicao BGSN, ou seja,

\/72210];”@6 mE2E taa s

7,k=0 r=0
> T B
X
= (mq+1/2)---(m, +1/2)my!---m,!
r+=+4+1
XF<m1+---+mr++>. (39)
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Observa-se que quando 7+ 2 for um nimero par, a equacao (37) pode ser escrita

em termos da func¢do de Lauricella do tipo A (Exton, 1978; Aarts, 2000) definida por

b1 )my - - (bn)m, 1o

FU @301, bascry ey Cos oy ’”’“* ctona nimn 21 n

A (CL7 1 ) 3 C1,y yCny L1, » L ZO ZO Cl ml‘”<6n)mn mll...mn!7
my My =

em que (a)y = a(a—1)...(a—k+1) é o fatorial ascendente (com a convengao que (a)y = 1).

Rotinas numéricas para o calculo direto da funcao de Lauricella do tipo A est@o disponiveis

em Exton (1978) e Mathematica (Trott, 2006). Entao,

v 8r s r+=+1 n(r+2+11 13 3
](i;r>:7r_§237+%_%1_‘ 3 Ll (e T O
- 9 2 2 272 2

e = )27 %Qz;P(”E*l)
b 7T 2
(r) r"’g—{—ll 13 3
<k s SR P I 10
A( 2 Uy Ty (40)

Consequentemente, p, da distribuicao BGSN pode ser escrito em termos da funcao de Lauri-

cella do tipo A

;-1,...,-1). (41)

As medidas de assimetria e curtose podem ser calculadas utilizando as equacoes
(8) e (9). As representagoes gréficas dessas medidas quando # = 55 e a = 1, como fungao do
parametro a para alguns valores escolhidos do parametro b e como uma funcao do parametro b
para alguns valores escolhidos do parametro a, sao dadas nas Figuras 10 e 11, respectivamente.
Essas Figuras revelam imediatamente que a assimetria e a curtose aumentam a medida que
b aumenta para o parametro a fixo e diminuem a medida que a aumenta para o parametro b

fixo.
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Figura 10 - Graficos dos valores dos coeficientes de assimetria da distribuicago BGSN como

funcao de a para alguns valores de b e como func¢ao de b para alguns valores de a

2.2.1.2 Funcao Geradora de Momentos

Usando-se a fungao densidade f(x) expressa pela equagao (34), obtém-se a fungao

geradora de momentos (fgm) da distribuicao BGSN, ou seja,

M(t) = / \[ e—%(%)“ i zk:wj7k7r(a,b) {erf [(\5/);] }de

moiwm a,b) / f T3 ()" {erf{(\%);]}rdx. (42)

Utilizando-se a expansao em série de Maclaurin da fungao exponencial, isto é,

jv
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Figura 11 - Graficos dos valores dos coeficientes de curtose da distribuicao BGSN como funcao

de a para alguns valores de b e como funcao de b para alguns valores de a

a equagao (42) pode ser escrita como

j,k=0 r=0

—a\/>z ijkr a,b) Zpl / 27 ae‘%(%)m {erf [<%>T}de,

X «
e substituindo u = <5> , encontra-se

> 7 (43)

eptp '
\/72210];” / uaexp( 2) [erf(i>] du.
5,k=0 r=0 0
A integral da expressao (43) pode ser escrita como (Nadarajah, 2008)

/Ooouiexp <_ 2) [\/_sz 1)y 2mtl ]Tdu

2m + 1)m!
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e, entao,

D 92 r o0 0 (_1)m1+..-+mr
() - (A ey ﬁ
a N 2ttty (2my + 1) ... (2my + D)my! o om,!

m1=0 m-=0

00 2
X/ U 2(mi+.. +mr)+r+a exp ( 7“; ) du. (44)
0

A integral em (44) torna-se

0 u2 r+£71
/ y2mattme) 2 exp du = 9t tmet—%
2
0

Portanto, a equacao (44) reduz-se a

P g _1)m1+"'+mr
(1) - wire
T T Zo Z (my +1/2) -+ (m, +1/2)m4!---m,!
mi m,=0
( r—i———{—l)
XD (gt —2— )

Consequentemente, a funcao geradora de momentos da distribuicao BGSN as-
sume a forma
[e%S) k
2 ortp
z r+£-3N 08
TEDI) Y I

7,k=0 r=0 p=0
(_1)m1+-~'+mr

XmZ::O“'mZ::O (my +1/2) -+ (my +1/2)my! - - - m,!
r+24+1
5 .

><F<m1+---—|—mr+ (45)

2.2.1.3 Expansoes para os Momentos de Estatistica de Ordem

Momentos de estatisticas de ordem desempenham um importante papel no teste
de controle de qualidade e confiabilidade, em que o pesquisador precisa predizer a falha futura
baseada no tempo de inicio das falhas.

Considere uma amostra aleatoria de tamanho n da distribuicao BGSN. A ex-

pressao da i-ésima estatistica de ordem Xj;.,, pode ser escrita como

T r{(—x)z + 1)F(3[")F1 (1= Fy

parai=1,...,n. Usando-se (16) e (17), a func@o densidade f;.,(z) pode ser escrita em termos

da razao da funcao beta incompleta, isto é,

nlg(x) a—1 b—1
Finls) = e ) 1 = G [Tt (0] ™ 1= T (] (40
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A f.d.a. da i-ésima estatistica de ordem X,.,, F.,(x), é dada por

n

n r n—r
Fin(x) = Z <T> 16, a0 In-c,(0,a)" "

Substituindo-se (30) e (32) na equagao (46), a fungdo densidade f;.,(z) para

b > 0 real nao-inteiro torna-se

2(3) ()26 e ()] - 1) - ()

fin(x) = B(a,b)B(i,n —1+1)
X' = e -1
; )illa+ 7)
x'_ 05 {2@[()] e
_ Z e +7) ] o

Utilizando-se a expansao binomial na expressao (47), encontra-se

VI ) 0 )] e )
b)

e, entao, pode-se reescrever a ultima equagao como

) = i (=R D) 1\[(gc) (2) e=3(5) 901 L2 [(2)7] — 1}0H0 !
By B 1) (1= 0 [T}
y e ()] -]
Lgo L(b—j)j!(a+) ] ' (48)
Seja a expressao
N~ e [(5)] - 1Y
A_jzo T(b—j)jla+s) (49)
e seja u = <—)a Pela substituigdo da equacao (2) (49), obtém-se

. i (—1) [erf (\%) | 0
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Utilizando-se a expansdo em série da fungao de erro (Nadarajah, 2008) na equacao (50)

encontra-se

( yrq 2m+ A
Ao i [ i Z 2”“r 2m + 1)m! (51)
= (b J)] (a+4)
0 J
Consequentemente, fazendo-se a expansao da série de poténcia em (51) obtém-se
( )

1)m1+ Fmj g, 2(mitt+my)

(—1)7 <L>
v Z Z o 2m S (9 4 1) - (2my + 1)my! - - o my!

A=) NCEnTICES) u A

Utilizando-se a identidade (Z akxk> = ch,nxk (Gradshteyn e Ryzhik,
k=0 k=0
2000), em que o termo a; pode ser obtido por meio da equagao (52) com a quantidade corre-

spondente, que é elevada a poténcia i + k — 1 na equacao (48), obtém-se, entao,

() |3

1)m1+~~~+mk u2(maitetmy)

2 Z gt +mk+z(2m1+1)-

mi1=0 my=0

T'(b— k)k!(a+ k)

(2my + D)my! - - my!

-1

Mw

Con = Qy e = (kay) —k+Daick—in

=1

para k=1,2,.

k=0
em que as poténcias envolvidas dependem da f d.a. da distribuicao GSN, pode-se encontrar

: (—1)k(n;i)F(b)i+k_1\/% (2) (%)0‘6*5(%)%211—1 20 [(2)*] - 1}a(i+k)—1
g Bla, by B(i,n—1+4) {1 - & [(3)"]} """

S o [3)] 1)

j=0

Utilizando-se a identidade Zakx ) = ch ¥ na equagao (48), no caso

n

fin(z) =

£
Il



23

al'(b) <~ (—1)'[Ii + k) — j]
j & T—Dll(a+1)

em que Cjiyk—1 = Cj—1it+k—1. Portanto,

. f: ST 2 (9) () e DT e G ]—1}

ol =0 j= B(a,b)**B(i,n —1+14){1—®[(% ) }}
Xarw>f CDEE+R) =],

j &= TO-Dli(a+1) 7T

Pﬂ

Pode-se reescrever a funcao densidade da i-ésima estatistica de ordem da dis-

tribuicao BGSN como

n—i oo (=1 (") D0) 1 Bla(i + k) + 4, b)di
Z B(a,b)**B(i,n — 1+ 1) Jigw(x), (53)

em que

2 (2) (5)" e B
R [ RS TS BN I )

representa a funcao densidade da distribuigao BGSN(«, 0, a(i + k) + j, b) e as constantes d; ; x

sao obtidas por

1 i+k—1 J {l Z _|_ k) _]} )
dz’,O,k = {—af(b)} € zgk E I‘ b—l l' a+l) Ci—litk—1s J = 1.
=1

A funcao densidade da i-ésima estatistica de ordem da distribuicao BGSN pode
ser escrita como uma mistura infinita de densidades da distribuicao BGSN. Dessa maneira, os
momentos centrais e ordinarios de estatistica de ordem seguem, diretamente, as quantidades
correspondentes da distribuicdo BGSN na Segao (2.2.1.1). Para b > 0 inteiro, a expressao (53)
é vélida, mas a soma em j para i + k — 1 é interrompida em (b — 1).

Uma expansao alternativa para a funcao densidade da estatistica de ordem segue

=0

(o] k (o] oo
a identidade (Z ai> = Z o Z A, - - - G, Para k inteiro positivo. Usando essa identi-

m1=0 my=0
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dade na equacao (48), para b > 0 real ndo-inteiro, obtém-se

oy = SEINGT () () A2 @)1 -
= B(a, by B(i,n —1+14) {1 — & [(2)*]} "
S €110 N VAT 1 e e
thzzo"'miJrkZl:O Lb—mi)mil(a+my)  T(b—mipp—1)mirr—1!(a+mig_1)
= (—1)’“("?)F(b)”’“*1\/g(%) (5)" e 20 2 fop [(2)"] - 1)
= B(a,b)+*B(i,n—1 +1) {1 - [(g)“]}‘“"”
> | (—)ZET 2B [(2)°] - 1pE
Xmlommi;lo [ 00 — my)m;!(a+ my)
B ST S 10 Ml 1 )
v e Bla, by**B(i,n —i+ 1) {1 - [(2)*]} "
1)k+2”’“ tm (nkz)r(b)zﬂrk—l
X .
[LE T = my)m;l(a+m;)
Entao,
) =3 S o) (54)
k=0 m1=0  misx_1=0
em que

2(5) (5) e ) pye] R ] e
= 12 o (2)] -1 e (7))

Bla(i + k) + 32,00 my, ] 0
representa a fungao densidade da distribui¢ao BGSN(«, 6, a(i + k) + ZHk "m;,b) e

(=) (") Blai + k) + S my, b)0()
B(a,b)**B(i,n — i+ 1) [[;57 T(b — my)m;!(a +my)

Sik =

As constantes & sao obtidas por meio de i,m,k e da sequéncia de indices
mi,...,Miyk—1. As somas em (54) estendem-se por todas as (i + k)-uplas (k,mq, ..., mirr_1)
de inteiros nao-negativos e podem ser implementadas por meio dos software matematicos como,
por exemplo, Maple e o Mathematica. Se b > 0 é um inteiro, a equacao (54) é vélida mas os

indices myq,...,m; 1 variam de zero até b — 1.
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O s-ésimo momento de estatistica de ordem da distribuicao BGSN para b > 0

real nao-inteiro pode ser escrito por meio da equacao (53), ou seja,

BE(XE,) = /Oooxsfi;n(x)dx

o D Z)F(b)
Z (a,b)**B(i,n —i+1)

FRLBa(i + k) + 7,b)d;
(al ) )i figr(z)dx

(=1)* (" YLO) T 1 B(a(i + k) + §,b)d; j

(_1)k(n;l)r(b)z+k713(a(i +k)+7,0)d; ik /OOO o fiin(z)dz

B(a,b)**B(i,n —i+1)

B(a,b)**B(i,n—i+ 1) E(X75k), (55)

em que X, ~ BGSN (a,0,a(i + k) + j,b) e E(X?;,) é o s-ésimo momento da distribuicao

BGSN. Se b > 0 é um inteiro, a soma em j varia de zero até b — 1.

Por meio da equacao (54), obtém-se uma expressao alternativa para os momentos

de estatistica de ordem valida para b > 0 real nao-inteiro,

E(X7,)

em que X;; ~ BGSN(a,0,a(i + k) + EHk 1mj>b)'

/OO 2 fin(2)da

[#55 0% e

k= 0my1= 0 Mitk—1=— =0

S m/ e

3

1
Mg

—1

k=0 m1=0 mitk—1=0
n—i 00

> Z &k BIX), (56)
k=0 m1:O mi+k,1:0

Para b > 0 inteiro, os indices

my,..., M1 variam de zero até b — 1.

Através das equagoes (55) e

(56) podem-se obter os momentos de estatistica de

ordem da distribuicao beta generalizada semi-normal.

2.2.1.4 L-Momentos

Os L-momentos sao analogos aos momentos ordinarios, mas podem ser estimados

pela combinagao linear das estatisticas de ordem. Eles sao definidos por Hosking (1990) como
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funcoes lineares do valor esperado das estatisticas de ordem, isto é,

r

k
A =r(r+ 171> %E(XTH,MH), r=0,1,...
k=0

Os quatro primeiros L-momentos sdo: A; = E(X1.1), A2 = %E(Xw — Xi2), A3 = %E(X&g —
2Xo3+ Xi3) e Ay = %LE(XM — 3X3.4 + 3X0.4 — X1.4). Os L-momentos possuem a vantagem
de existirem sempre que a média da distribuicao exista, e sao, relativamente, robustos para os
efeitos de “outliers”.

Para as expansoes dos momentos de estatistica de ordem dadas anteriormente,
podem-se obter expansoes para os L-momentos da distribuicao BGSN como uma combinagao

linear ponderada (infinita e finita) das esperancas da distribuicado BGSN.

2.2.1.5 Desvios Médios

A quantidade de dispersao em uma populacao pode ser medida pela totalidade
dos valores absolutos dos desvios em relagdo & média (no caso de uma distribui¢ao simétrica)
ou em rela¢do a mediana (no caso de uma distribui¢do assimétrica). Se X é uma varidvel
aleatéria com distribuicio BGSN com média p = E[X] e mediana M, entao o desvio médio

em relacao a média e o desvio médio em relacao a mediana sao definidos, respectivamente, por

51:/0 =l f(2) dz e 52:/ o — M| f(z) da.

0

O desvio médio em relacao a média pode ser simplificado como

5 = /Ooolx—ulf(x)dfr
- /Ou(u—x)f(x)dxnt/:o(a:—u)f(l’)m
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Similarmente, o desvio médio em relacao a mediana pode ser simplificado como

5y = /Ooo|x—M]f(x)dx
_ /OM(M_;C) ) dx+/Moo(x—M) f(z) de
= [T s s [Te-an @ ae- [0 s a
_ 2/OM(M—x)f(x)d:ch/Oooa:f(a:)dx—M/Ooof(x)dx

— E[X]+ 2MF(M) — M — 2/0Mx f(x) da. (58)

Calculando a integral na equagao (57) pode-se obter o desvio médio em relagdo a média para

a distribuigao BGSN, em que a fungao densidade é dada pela equacao (30). Entao,

[esra =[2G 0" & S umien{or| G]f
- “\ﬁ %éwmw,b) [ () e {erf <¢)§ } .

- . T\
Utilizando a mudanca de variavel u = ( ) , encontra-se

0
s = i Srnwen [T ¥ ()] o

Considerando a expansao da funcao de erro (Nadarajah, 2008) obtém-se

/O”xfu) v — \fzzijb/(”aua [{Ti Qmj_lm;,] du

7,k=0 r=0 0

- 2T Smten (f)

7,k=0 r=0
(_1>m1+ +my

X
> 3 T T

m1=0 m,-=0

2\« 2
) / W it ey (_%) | (59)
0
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2
u
Utilizando a mudanca de varidvel v = - ha integral em (59) encontra-se

(—1)mattmr
X
Z Z omi+- +mr+2 le + 1) (er + 1)m1! .. .mr[

m1=0 my=0

ON
X 22a_2/ ottt st asts L exp(—v)do. (60)
0

Observa-se que a integral em (60) pode ser escrita em termos da fungao gama incompleta, ou

seja,
%(%)204

L1 Ly Myttt 5ok 1 -1
v | { i+ +mr+2+2—+§—1 ;5(5> =/ v 22 exp(—v) du.

Portanto, o desvio médio em relacao a média, d;, da distribuicao BGSN é dado por

0o k
0 = 2uF(p { ZZw]krab

N[

+L
+3a

wH

(_1)m1+ +my
X
Z Z omittmets (9my 4+ 1) -+ - (2my + Dmy! -+ - m,!

m1=0 m-=0
roo1 1 1 /pn2e
><7[(m1+---—|—mr+§+%+§—l);§<%> ]} (61)

De forma similar, o desvio médio em relacao a mediana para a distribuicao BGSN

pode ser escrito como

49 T 1
0o = E[X|+2MFM)—-M - — Wi, (a,b) 772 27 272
s = s o0 {235 S o
(_1)m1+ t+me
X
Z Z gmi+- +met5 2m1+1) (er—i-l)ml!"'mr!

m1=0 m,=0

P S AP - (62)
" My T o T 9\ 9 '

X

2.2.1.6 Entropia

A entropia de uma varidvel aleatéria X, com func¢ao densidade f(x), é uma

medida da variacao da incerteza. Essa medida tem sido utilizada em varias situagoes nas
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ciéncias e nas engenharias, e por muitas vezes a entropia foi estudada e comparada na literatura.

Uma medida de entropia é a chamada entropia de Rényi denotada por

JR(V)Zli,ylogUf”(:v)dx}?7>067#1- (63)

Considerando a fungao densidade da distribui¢ao BGSN dada pela equacao (30) e para qualquer
v tal que v>0ey#1, f7(x) pode ser ecrita como

)QMQW(b—l)

2\ (a7 (2} 7 em3( a Ha—1 2 a1y (b1
- WLV ) (ol e[ e

[B(a,b)]” 0 0

|8

Utilizando a expansao em série dada pela equacao (18) na expressao (64), obtém-se

(ol ()]0} = (2o [()

St 0ol

j=0

Logo,

(1) Py —1) +1] 2 £y
DD T {1-21() 1} ' (65)
Utilizando, novamente, a expansao (18) na equagao (65), encontra-se
x Y(b=1)+ (=D Ty —1)+k+1] AN R
{1-2[(5) 1} o+ —heam 6 1)
Observa-se que ®(x) = % [1 + erf (%)}, entao

I = e[SV = ) (e[

Como k é um nimero inteiro, entao, utiliza-se a expansao binomial e obtém-se

frear (G -5 o () e[ 5]

OM8

1+ erf 1+ erf
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Portanto,
(e ene
o= Ba.b)]
XJ;MZO tikpla,b) {erf[(\%/)_]} : (66)
em que
(S 2Ok T o 1)+ T - 1)+ k41 ()
Linola,b) = [B(a,b)]" T[y(a—1)—j+ 1] T[y(b—1)4+ 75—k + 1]5!k!
Entao,
/OOO f1(z) dx = (\/>> ;Oz; tirp(a,b) / x7 <%>a7 6_%(%)2M {erf [(\%/)i ] } dzx.

T\
Utilizando a mudanca de variavel u = (§> , encontra-se

[ rwa=tao <\/§> 53 than(ard ) [T {erf [%] }pdu.m?)

7,k=0 p=0

Utilizando a expansao em série da fungao de erro (Nadarajah, 2008) em (67), obtém-se

/ooo P = o (\/37917 i > tusfad

jk 0 p=0
(B B § i
= gmit Mt 5 (9my 4+ 1) -+ - (2my, + 1)my! - -y
00 2
X/ U’Y(m1+ +mp)+ + a’y exp < /U/2 ) du (68)
0

A integral em (68) torna-se

o) 2
/ us 2 (myebmp)+ B4 1Y exp( >du = 925 L(maebmp)+ £ gt + 3
0

1 P 1—nv 1
xT |- AT i
[’Y(m1+ +mp)+27+ 2o +2
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Portanto,

/ooo fz)de = % o™ (@)7917 i i Li(a:0)

7,k=0 p=0
1 p(l—a) | 1— 1
w8 9(3-1)(mattmy)+ Bl 52—

(—1)mattmy

% e 7
Z Z 2m1+'”+mp+§(2m1 + 1) s (2mp + 1)m1! ’

m1:O mp=0
1 P 1—~v 1
x['| = — .
[V(ml +-4+my) + 2 + Sy 2}

- my!

(69)

Substituindo a expressao (69) na equacao (63), a entropia de Rényi para a dis-

tribuicao BGSN pode ser dada como

gr(y) = (L—7)"H{(y—1loga+ (1 —~)logf —log~

+ log { i Xk: i, b)} + (%) log 7

5,k=0 p=0
1 pl—a) 1—-7 -1
-—1 log 2
i K’Y )(m1+ )t T T T o, T | s
- - (—1)mattms
+ log
W;O 77%:0 2m1+...+mp+g(2m1 + 1) ce (Qmp + 1)m1| e mp!
1 p 1—7v 1
1 |- r 1 . -0
" Og{ {’Y(mlJr +mp)+27+ 200y +2”} (70)

2.2.1.7 Confiabilidade

Muitos trabalhos que envolvem modelos de resisténcia-tensao possuem o interesse
na estimagao da confiabilidade R = Pr(Xs < X;) quando X; e X, sdo varidveis aleatdrias
independentes que pertencem a mesma familia univariada de distribuigoes. A forma algébrica
para a confiabilidade tem sido elaborada para a maioria das distribuicoes padroes conhecidas.
No entanto, existem ainda muitas outras distribui¢oes (incluindo generalizagdes de distribuigoes
conhecidas na literatura) para os quais a forma de R nao foi proposta. Quando X; e X,
sao variaveis independentes e possuem a mesma distribuicao de probabilidade, sabe-se que a

expressao da confiabilidade (R) pode ser representada por

R= /000 f(z)F(x) du. (71)
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Substituindo a equacdo (32) em (71), obtém-se

R = /OO f(x) Z {2(1) [(f) |-y dx

)il(a+ j)

]=0

- i (b ;L+J) /OO f@) {2(1) [(%)a] Bl 1}“+j e (72)

J=0

Substituindo a equagao (34) em (72), e considerando a fun¢ao acumulada da distribuicao GSN

escrita em termos da funcdo de erro (ver equacao 2), encontra-se
o oo k ;
. \/? 3 BP(b F1b> ufkrm b)
™ ]:0 ] k=0 r=0 (a7 ( - ) (a + j)
oo ) (x)a a+j+r
X z ! <E>a€_%(%) " derf | L dx, 73
|G = (73)
em que w(.) estd definido em (27). Utilizando a expansao (18) na equagdo (73), encontra-se
a a+j+r 00 a l
(5 +j+r+1) (%)
1= 1t | &) ¢ 1—erf .
e | o e

Como [ é um numero inteiro, utiliza-se a expansao binomial e obtém-se
<z N (&)
1 —erf |22 < ) erf |~ .

—1)7H*H () T(a+ 5+ 7+ 1)( VW) r(ad)

9 oo oo k oo 1 (
o= a\/;ZZZZZB(a,b)F(b—jF(a+]+7‘+1—l)(a+]) 11!
x/ooox_l <§)ae_§(§)2a {erf [(\g/)i]} dz, (74)

o
) na equagao (74), tem-se

I8

Logo,

| 8

(_1)j+l+q F(b) F(a +] + T + 1)( )w]k’r(a b)

D) oo oo koo 1
= \/;ZZZZZB(@,b)P(b—j)I‘(a—FJ+r+1—l)(a+]) 1!

x /Oio e {erf (%)iqdu. (75)
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- . Uu ~ -
Utilizando a mudanca de variavel z = erf E na equagao (75), encontra-se a expressao da

confiabilidade para a distribuicao BGSN

(=17 D) T(a+j +r+ 1) () ) kr(an)

SSRGS k oo
R= Z Z > 2> B(a,b)I'(b—j)T(a+j+r+1—1)(a+yj)(qg+1)51" (76)

Observa-se que a confiabilidade expressa pela equacao (76) depende unicamente dos parametros

aeb.

2.2.1.8 Curvas de Bonferroni e Lorenz

As curvas de Bonferroni e Lorenz sao amplamente aplicadas nao sé em economia
para o estudo da renda e da pobreza, mas também em outros campos como em confiabilidade,
demografia, seguros e medicina. Para uma variavel aleatéria X com fungao inversa da fungao

acumulada dada por F'1(.), as curvas de Bonferroni e Lorenz sao definidas por

B(p) = — /Opw)dx e Lip) =" /OPF%x)dx,

 pp u
respectivamente, em que pu = E[X].
Para o caso da distribuicao BGSN, necessita-se determinar a inversa da razao

da funcao beta incompleta. Pode ser encontrado no site Wolfram 2 que a inversa da razao da

funcdo beta incompleta, I '(a,b), pode ser dada por

b—1 WP+ (b—1)(a® + 3ba — a + 5b — 4) w?
a+1 2(a+1)%(a+2)
{ (b—1)[a* + (6b— 1)a® + (b + 2)(8b — 5)a?
3(a+1)3(a+2)(a+3)
(3362 — 30b + 4)a + b(31b — 47) + 18]
3(a+1)3(a+2)(a+3)

I7'(a,b) = w+

}w4+0(zi),

em que w = [az B(a, b)]% para a > 0.

Zhttp://functions.wolfram.com/06.23.06.0004.01
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Pode-se reescrever I '(a,b) como

1 -1
Iad) = oz Bl + (15 ) fes Bl
—1)(a? . -y
{(b )(a® + 3ba — a + 5b )} 0z B(a,b)]%+
2(a+1) (a+2)
= zila Bla,b)]* + 24 [a B(a,b)]* 24 [a B(a,b)]* +
= dy 2z +dy za +d3 20 +
= Zd] Z%,
j=1
i . b—1
em que d;j = ¢jlaB(a,b)]e, j=1... e aq = 1, ¢ = por L B

(b—1)(a® + 3ba — a + 5b — 4)
2(a+1)%(a+2)
Entao, para o caso da distribuicao BGSN, a funcao inversa da funcao acumulada

e assim por diante.

¢é dada por

a

Fl(z) = 1;;[(5)0]_1@,1)):;@{2@[(g)a]—1}
- Safi-a e G m

Utilizando a expansao (18) em (77) obtém-se

> j

(=20 [() Y - S -0 ()

=0

Como k é um numero inteiro, utiliza-se a expansao binomial
o T\ @ k k k o T\ o r
e () 1} =2 cor (e lG) ]}
(o[ =2 cor (e[

1
Considerando a relacao ®(x) = 5 {1 + erf (%)] e empregando a expansao binomial,

encontra-se

—
S |8
SN—
Q
| I |
——
5
w
Il =
o
YamS
|
—_
N—

w
VR
» 3
N~
’_/H
¢}

—
=
| —|
—~
Ql I8
SN—"
Q
| I
——
»

F ' (z) = Z DD tikrslasb) {erf [(f/)i ] } , (78)
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em que

(1) 2 G ) ()

I'(L4+1—k)k!
A curva de Bonferroni para a distribuicao BGSN pode ser expressa como

tj,k’,’r,s(a'a b) =

pOO [e.9]

B(y) = 5SS et {erf[(f)]}sd:c

0]1k0r050

SOS tiens(ah) /O p{erf [(f/)ﬁ” dz. (79)

j=1 k=0 r=0 s=

€T «
Aplicando a mudancga de variavel u = <5> na expressao (79), tem-se

EEES 33 3 Sy | W at ()] o (50)

PH j=1 k=0 r=0 s=0

Considerando a expansao da funcao de erro (Nadarajah, 2008) na equagao (80) tém-se

0 oo oo k r
Blp) = —=> > D> > tikrs(@b)
pr j=1 k=0 r=0 s=0
2\ <« > ] )ymatetms
(=) Y- ¥ (=D
\/7_1' oyt — 2m1+...+m5+5(2m1 + 1) R (Qms + 1)m1| - my!
G 1
0

Resolvendo a integral na equagao (81), obtém-se a expressao da curva de Bonferroni para a

distribuicao BGSN, que é dada por

Qlaooookr

B0) = u LD tnalad

]lkOr s=

(_1>m1+ +ms

X
Z Z gmi+- +ms+3 2m1+1) (2m5+1)m1|

.. |
mi1= =0 mS—O ms'

p2a(m1+-~-+ms)+s+1
2° .
2(my + - +mg) + s+ =

De forma similar, a curva de Lorenz para a distribuicao BGSN pode ser representada por

N|w

X T

(82)

‘91—0[ x©

D) 3) 3p SN

j=1 k=0 r=0 s=0

(_1)m1+ +ms

X
77;0 n;@ gmi+etmstsg 2m1 + 1) (2mS + 1)m1! oy

2a(my+--4ms)+s+1

323 P

X T2 . 83
" 20my+ -+ mg) +s+ 1 (83)
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2.2.1.9 Estimacao e Inferéncia

Nesta secao, considera-se a estimacao dos parametros da nova distribuicao pelo
método da maxima verossimilhanca. Se Y possui distribuicao beta generalizada semi-normal
(BGSN) com vetor de parametros X = («, 0, a,b)”, o logaritmo da fungio de verossimilhanga

do modelo paramétrico para uma tinica observacao y de Y é representado por

(A = log\/g+loga—logm+alog (g)—%(%)Qa— log{B(a,b)}
+(b—1)log(2) + (a — 1) log {20 [(g)a} ~1}+@-1log{1-@ [(g)a” x>0,

ot ol ot ol

T
0’ 90’ 9a’ %> sao obtidos

Os componentes do vetor escore unitario U = (

por diferenciacao, isto é,

. o [es)
2= Lo (5) () () 22 |

o N2 o 4 e—%(%)%% z) _ e—%(%)za%
o ooy oy 200 [ GG 0o [6 g

ot = 10g{2<1> [(z)a]—l}—w(a)—kw(cH—b);

da 0
% = 10g2+10g{1—<1>[(%)a}}—wb)‘l‘?ﬂ(a*'b),

em que 9(.) é a fungao digama.
Para uma amostra aleatéria X = (X,...,X,) de tamanho n, o logaritmo da
n
fungao de verossimilhanca total é ¢, = ¢,(a,0,a,b) = Zl(i), em que /) é o logaritmo da
fungao de verossimilhanga para a i-ésima observacao (i :11, ...,n). A fungdo escore total é

U, = Z U@, em que U® tem a forma anterior para i = 1,...,n. O estimador de méxima
i=1
verossimilhanca (EMV) X de A é a solugao do sistema de equagoes nao-lineares U,, = 0.
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Para a estimacgao por intervalo e testes de hipdteses sobre os parametros em A\,

obtém-se a matriz de informagao esperada

Ra,a Ra,0 Raa Rapb
Koo Koo HKoa Kop

Ra,ao Rap FRaa HKab

Kb Kbo Kba Kb

em que os elementos correspondentes sao dados no Anexo A.

Sob certas condigoes que sao satisfeitas para os parametros no interior do
espago paramétrico, mas nao sobre a fronteira, a distribuicao assintética de \/5(5\ —
A) é N4(0,K(A)™h). A estimativa do vetor de parametros da distribuicdo assintética nor-
mal multivariada N4(0, n_lK(S\)_l), X, pode ser usada para construir intervalos de confianca
aproximados para os parametros e para as fungoes de taxa de falha e de sobrevivéncia. A nor-
malidade assintotica também é 1til para testar a qualidade do ajuste da distribuicao BGSN e
comparar esta distribuicao com alguns de seus sub-modelos especiais utilizando um dos trées
testes estatisticos assintoticamente equivalentes, isto é, estatistica da razao de verossimilhanca
(RV), estatistica escore (E) e a estatistica de Wald (W).

Um intervalo de confianga assintotico, com coeficiente de confianca 1 — v, para

cada parametro \; é dado por

ICA(N, (1—7)) = (A — 2oV RANA Ai + 2y 2V RAA),

Aidi ¢ o i-ésimo elemento da diagonal da matriz n 'K (X)™! estimado em X para

em que k
i=1,---,4 ez, éoquantil 1 —~/2 da distribuicao normal padrao.

Além disso, podem-se calcular os valores maximos do logaritmo da funcao de
verossimilhanca restrita e nao-restrita para construir a estatistica RV para testar alguns sub-
modelos da distribuicao BGSN. Por exemplo, pode-se usar a estatistica de RV para analisar se
o ajuste usando a distribuicao BGSN ¢ estatisticamente “superior” para um ajuste utilizando
a distribuicao SN para um determinado conjunto de dados. Em qualquer caso, considerando
a particdo A = (AT, A])7T, os testes de hipéteses do tipo Hy : A; = )\§°) contra Hy : Ay # )\(10)
podem ser realizados através da estatistica de RV que é dada por w = 2{¢(X) — ¢(X)}, em que

X e X sdo os EMVs de A sob Hy e Hy, respectivamente. Sob a hipotese nula, Hy, w 4, ng em
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que g ¢ a dimensao do vetor A; de interesse. O teste da RV rejeita Hy se w > &, em que &,
denota o valor méximo 1007% da distribuicao x_.

Quando existe a necessidade de comparagao entre dois modelos, como por ex-
emplo, o modelo BGSN e seu sub-modelo GSN, é interessante estudar os principais critérios
de selecao de modelos utilizados na literatura.

Dentre os principais critérios de selecao de modelos utilizados em programas
computacionais estdo o critério de informacao de Akaike - AIC (Akaike, 1974) e o critério de
informagao de Schwarz - BIC (Schwarz, 1978), que sao baseados no valor do logaritmo da
funcao de verossimilhanca do modelo e dependem do nimero de observacoes e do nimero de
parametros.

O critério de informagao de Akaike - AIC, pode ser caculado como
AIC = =2(X) +2(p + 2),

em que p representa o numero de parametros estimados do modelo. Observa-se que den-
tre todos os possiveis modelos considerados, aquele que possuir o menor valor de AIC sera
considerado o melhor modelo.

O critério de informacao de Schwarz - BIC, pode ser expresso por
BIC = —2l(X) + (p + 2)log(n).

Uma caracteristica do critério BIC é penalizar os modelos com um maior niimero de
parametros, caracterizando a selecao de modelos com um nimero menor de parametros.
Liang e Zou (2007) propuseram um AIC melhorado (CAIC) que é dado por

p+2)(p+3)

CAIC = AIC + 2
n—p—3

Observa-se que menores valores de AIC, BIC e CAIC indicam modelos mais apropriados.

2.2.2 Estudo de Simulacao

Para simular dados da distribuicao beta generalizada semi-normal com f.d.p.

dada pela equacao (30) seguem-se 0s passos:

a) Seja V uma varidvel aleatéria que possui distribuigdo beta com parametros a e b, isto é,

V ~ beta(a,b).
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X «
b) Fazendo a aplicacio X = G™!(V), observa-se que a solucao da equacdo nao linear (g> =

V+1
ot (T+> tem distribuigao BGSN, ou seja, X ~ BGSN(«, 0, a, b).

Para isso foi desenvolvido um programa no software estatistico R (R Development Core Team,

2008).

2.2.3 Modelo de Regressao Log-Beta Generalizado Semi-Normal

Seja T uma variavel aleatoria com distribuicao BGSN, com funcao densidade

representada pela equagao (30). Considere a transformacao Y = log(T) e as reparametrizagoes
2
pu=1log(f) eoc= %" Nesse caso, por meio do método do jacobiano, a funcao densidade de Y
a
pode ser escrita como
exp { — yep [(45)v2) + () F}2 o A
ov/mB(a,b) {exp{( o > }} B
b—1
— 2
X{l—@{exp{<u>§}]} , —o0 <y < oo, (84)
o

em que —o00 < (< 00,0 >0,a>0eb >0 A Figura 12 mostra os graficos da funcao

[

fly) =

densidade da variavel Y, que é denominada de distribuicao log-beta generalizada semi-normal
(LBGSN), isto é, Y ~ LBGSN(u, 0, a,b).
Observa-se que a funcao de distribuicao acumulada da distribuicao LBGSN pode
V2

ser escrita por meio da equagao (19) em que G(y) = 2® [exp { <%) TH — 1, é a funcao de

distribui¢ao acumulada da distribuigao log-generalizada semi-normal (LGSN), que é um caso
particula quando a = b = 1. Entao,

o) 1\j . \/— atj
R T DI et G CL R (S B 1) S

j=0

A fungao de sobrevivéncia, correspondente a distribuicao LBGSN, pode ser es-

}} - 1}a+j. (36)

crita como

0 =1 g5 2 16 ora =2 ()

s
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Figura 12 - Gréficos da fun¢ao densidade LBGSN: (a) Para alguns valores de a com p =
—1,0,1, 0 =1 e b =1 (b) Para alguns valores de b com = —1,0,1, 0 = 1 e

a=1

Derivando a equacao (85), em relagdo a varidvel Y, obtém-se uma expressao

alternativa para a fungao densidade (84), isto é,

Utilizando a expansao (18), a expansao binomial e aplicando a equagao (2),

encontra-se uma aproximagcao para a funcao densidade da distribuicao LBGSN, em termos da
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funcao de erro. Logo,

fy) = — eXp{_%exp[<y_:u>\/§]+<y—,u>\/§}

< i Zk:wj,k,r<a,b){erf %exp { (= “)g” } (88)

em que w(.) estd definido em (27).

A média, a variancia e os coeficientes de assimetria e curtose dessa nova dis-
tribuicao podem ser obtidos por meio dos momentos. O s-ésimo momento da distribuigao
LBGSN ¢ dado pela expressao p, = /00 v’ f(y)dy, em que f(y) é dada pela equagao (88).

Entao,

v /_‘” ysg\l/_exp{ _ %exp [(y—u)\/é] + (?/;“)g}

o0

X Z ij,w a,b) {erf[— exp{ \QFH} dy. (89)

7,k=0 r=0

£
2

Fazendo-se a mudanca de variavel, u = exp

] na expressao (89), encontra-se

0= mZZw]krab/ {,unLﬁlog( )} exp( %) {erf(%ﬂTdu. (90)

=0 r=0

20 ° L /s 20 \°
Observa-se que [,u +— log(u)] = ( )usz (—) [log(u)]?, e utilizando a expansao da
V2 ; l V2

funcao de erro, Nadarajah (2008), na equagao (90), obtém-se

jk:O r=0
9—(mit..+me+5 )( 1>m1+...+mr

X Z Z (2my +1)...(2m, + D)mq!...m,!

m1=0

o 2
% / 2miteAme)+r41-1 [log(u)]seXp (_u_) du. (91)
0

2
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Observa-se que a integral da equagao (91), I(s), pode ser calculada por meio da integral dada

em Prudnikov et al. (1986, Vol 1, Secao 2.6.21, integral 1), isto é,

o 2
I(S) = / u2(m1+.‘.+mr)+r+171 [log(u)]s exp (_%) du
0
1 a s r4+1 r + 1
; g s s T
2[8(2(m1+...+mr)+r+1)] [ 1 5
Portanto, o s-ésimo momento da distribuicao LBGSN pode ser dado por

i = =22 () (%)S“S_l“’j’k“(a’b)

7,k=0 r=0

—(mi4...Ame+3 )( 1)m1+---+mr
X

";O Z 2m1 +1)...2m, + D)my!...m,!
[ ) |
2102mi+...+m,)+r+1)

Os coeficientes de assimetria e curtose podem ser calculados utilizando-se as

X

r 1

expressoes (8) e (9). As representacoes graficas dessas medidas como fun¢ao do parametro
a para alguns valores escolhidos do parametro b e como funcao do parametro b para alguns
valores escolhidos do parametro a, sao dadas nas Figuras 13 e 14, respectivamente.

O modelo de locagao e escala dado na equagao (29), considerando Y, dado x,
tem distribuicao log-beta generalizada semi-normal, funcao densidade de probabilidade dada

pela expressao (84), e pode ser representado por

Y, =x!B+0Z;, i=1,...,n,

emque 3= (8,..., ﬁp)T, é um vetor de parametros desconhecidos associado a cada covariavel,
x! = (w1,...,24) é 0 vetor de covaridveis e Z; é o erro aleatério, cuja funcao densidade é
dada por

ov/7B(a,b)

x{1—¢lexp<z\2/§>]}_ . —00 <z <00 (93)

Nesse caso, do modelo de regressdo, a func¢ao de sobrevivéncia Y|x é dada por

S(ylx) =1-— Z NG ab)—O—j) {2(19 [exp { (#) \/75}] — 1} .

J=0

f2) = exp {~jow (3f2) + 5} 2 {ch lexp (%)] —1}H
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Figura 13 - Graficos dos valores dos coeficientes de assimetria da distribuicao LBGSN como

funcao de a para alguns valores de b e como funcao de b para alguns valores de a
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Figura 14 - Graficos dos valores dos coeficientes de curtose da distribuicao LBGSN como

funcao de a para alguns valores de b e como funcao de b para alguns valores de a
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Além disso, para os valores da amostra (y1,01,X1), - ., (Yn, On, X,), €m que y; =
min{log(t;),log(C;)}, ; é o indicador de censura e x; é o vetor de covaridveis associado ao i-
ésimo individuo, o logaritmo da fungao de verossimilhanca de A = (a, b, o, 37)7, considerando

censura nao informativa, é dado por

IA) = rlog[a\/_;a’b] Zexp ZiV2 +—Zzz

+<a1>;10g{2¢{§(%f)]1}
T(b—1) ;bg{l— {exp( f)1}+;log [1—Ig(yi|xi)(a,b)], (94)

em que r ¢ o numero de observagoes nao censuradas, F ¢ o conjunto de observagoes nao
censuradas, C denota o conjunto de observacoes censuraTdas, I(.) é a razao da func¢ao beta
incompleta, G(y;|x;) = 2P [exp (%)] —lez = vi _sz‘ .

As funcoes escores para o vetor de parametros X = (a,b, 0, 37)T, sao dadas

respectivamente por

Y 52 Loty (@,0)la
A

i€l

% = rlog(2) +7r[(b) — ¥(a+b)] Zlog{l—

ziV/2 Lay(a,b)ls
o (32) |} - ot

ieC

% o \/__ V2 (1— a) Z; €Xp [—%GXP(%\/E) + #]
(b—1) 2; exXp [—% exp(zi\/i) + %5]
+
T e ()

- ob—1 Z; exp [—% exp(ziV/2) +
UﬁB(a,b) ico [1—10%(@75)] { _ P [exp <z1f>]},




5

AW N VP (1-a)
agj = 55 iGZFxZ]+20i€ZFIz]eXP<ZZ\/§>+ o /T ; 2 [exp (zzx/i ]_1

(b—1) = Tij ©XP [—% exp(ziv/2) + %5]
+ o\/m icF 1—® [exp (%ﬁ)]
pt ey o) s 27 oo o (342)] 1}

TR [ en (e[ ()]

S

da | B(a,b) JO
0 G(yi)  a— -
5 [—B(}l’b) fo w1 — w)? 1dw]

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao as solugoes das equacoes nao-

ol ol ol ol
lineares 0 0, o 0, e 0e 3_@ = 0. Observa-se que para obter os EMVs é necessario

a utilizagao de métodos iterativos.

em awe Jagy(ab)le = & |gdy e 0 -0 ] e Tego(ab)l =

As propriedades assintéticas dos estimadores de verossimilhanga apresentadas na
secao 2.1.4.2.1 sao necessarias para construir intervalos de confianca e testar hipdteses sobre
os parametros do modelo. Logo, a distribuicao assintotica normal para A pode ser expressa
por A~ A\ <)\T; f;()\)_l), em que L(X) é a matriz de informacio observada com dimensio
(p+3)(p+ 3), obtida de

Loo Loy Lao Lag,
Loy Lioo Lpg,
Loy Log,

Lﬁj Bk

em que os elementos correspondentes sao dados no Anexo B.

2.2.4 Aplicagoes

Nesta secao do trabalho, sao apresentados dois conjuntos de dados que estao
relacionados a ciéncias biomédicas e a ciéncias dos materiais, respectivamente, para ilustrar o

uso da nova distribuicao de probabilidade beta generalizada semi-normal.
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2.2.4.1 Dados de Leucemia Mieloide

O conjunto de dados apresentado em Feigl e Zelen (1965) refere-se a dois grupos
de pacientes que morreram de leucemia mieléide aguda. A leucemia mielogénica aguda, é um
cancer da linha mieléide dos glébulos brancos que se caracteriza pela rapida proliferacao de
células anormais que se acumulam na medula dssea, interferindo na producao normal de células
sanguineas.

Os pacientes estavam classificados dentro de dois grupos de acordo com a pre-
senga (ou auséncia) de uma caracteristica morfoldgica das células brancas. Os pacientes deno-
minados como AG positivo foram identificados pela presenca de “Auer rods”, que sao granulos
citoplasmaticos existentes nas células leucémicas da medula déssea constatada durante o di-
agnodstico. Para os pacientes AG negativo esses fatores estao ausentes.

Consideram-se, somente, os pacientes denominados AG positivo (n = 17). O
tempo de sobrevivéncia t;, para ¢ = 1,...,17, sao dados em semanas a partir da data do

diagnéstico (Tabela 1).

2.2.4.2 Dados de Pressao

A resisténcia dos materiais é um ramo da mecanica que estuda as relagoes entre
cargas externas aplicadas a um corpo deformavel e a intensidade das forgas internas que atuam
dentro de um corpo. Pode-se afirmar, que essa ciéncia é fundamental para a definicao do nivel
de seguranca do componente mecanico de um determinado material. A resisténcia deve ser
compativel com o tempo de falha quando o material ird romper. Isso implica no estudo de
certas caracteristicas da resisténcia mecanica quando o material estiver sujeito a uma pressao
exercida, a uma tensao nominal, ou até mesmo se for exposto ao estresse.

O conjunto de dados da Tabela 2 refere-se a um experimento realizado para
avaliar a pressao necessdria, em kh/cm?, para romper 20 cubos de 1 dm de um determinado

material (Abaurrea e Cebrian, 2002).
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Tabela 1 - Nuameros de glébulos brancos e correspondentes tempos de sobrevivéncia observado

Ntumeros de Tempos
glébulos de Sobrevivéncia
brancos (Semanas)

2300 65

750 156
4300 100
2600 134
6000 16
10500 108
10000 121
17000 4

5400 39
7000 143
9400 56
32000 26
35000 22
100000 1

100000 1

52000 D
100000 65




Tabela 2 - Tempos de falha para 20 cubos que estao submetidos a uma certa pressao

Observagoes | Tempos de Falha
1 94,9
2 106,9
3 2297
4 275,7
5 1445
6 112,8
7 159,3
8 153,1
9 270,6
10 322,0
11 2164
12 544,6
13 266,2
14 263,6
15 138,5
16 79,0
17 114,6
18 66,1
19 131,2
20 167,4
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir, sao apresentados e discutidos os resultados obtidos para o estudo de
simulagao e para cada conjunto de dados. Todos os resultados, foram obtidos nos softwares
R (R Development Core Team, 2008) e SAS (SAS,2004), cujo comandos encontram-se no
Apéndice A.

3.1 Estudo de Simulacao

Nota-se, por meio do estudo de simulagao, que os valores simulados sao consis-
tentes com a distribuicao BGSN.

A Figura 15 ilustra os gréaficos da funcao densidade exata da distribuicao BGSN
comparando com os histogramas do conjunto de dados simulado para alguns valores dos

parametros.

3.2 Dados de Leucemia Mieldide

A Figura 16a mostra que a curva TTT, definida na Segao (2.1.1.2), para o con-
junto de dados de leucemia mieldéide possui uma forma convexa e depois assume uma forma
concava, indicando uma funcao de taxa de falha na forma de banheira ou U. Consequente-
mente, a distribuicao BGSN pode ser, em principio, um modelo apropriado para se ajustar a
esse conjunto de dados.

Na Tabela 3, podem ser vistos as EMVs (e os correspondentes erros-padrao que
estao entre parénteses) dos parametros e os valores das estatisticas de alguns modelos: AIC,
BIC e CAIC. Esses resultados indicam que o modelo BGSN tem o menor valor de AIC, BIC
e CAIC entre os modelos ajustados e, portanto, poderia ser escolhido como o melhor modelo.
Os calculos foram realizados utilizando a subrotina NLMixed do SAS versao 9 (SAS, 2004).

Os graficos da Figura 16b mostram a fungao de sobrevivéncia empirica obtida a
partir do estimador nao-paramétrico de Kaplan-Meier e as fungoes de sobrevivéncia estimada
das distribuicobes BGSN e GSN. Conclui-se que a distribuicao BGSN proporciona um bom

ajuste para o conjunto de dados em analise.
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Tabela 3 - EMVs dos parametros dos modelos BGSN e GSN para dados de leucemia mieldide,

correspondentes erros-padrao (entre parénteses) e valores dos AIC, BIC e CAIC

Modelo « 0 a b AIC BIC CAIC
BGSN | 6.5851 130.31 0.08118  0.3243 | 166.9 170.2 169.0
(0.2180) (15.5911) (0.02364) (0.3091)
GSN 0.7557  73.6234 1 1 168.9 170.6 169.8
(0.1651) (17.8232)

3.3 Dados de Pressao

A Figura 17a mostra que a curva TTT para o conjunto de dados de pressao
possui primeiro uma forma concava e depois uma forma convexa, o que sugere que a funcao
taxa de falha (ou risco) possui forma unimodal. Consequentemente, um modelo apropriado
para o ajuste a esses dados pode ser a distribuicao BGSN.

Na Tabela 4, podem ser vistos as EMVs (e os correspondentes erros-padrao que
estao entre parénteses) dos parametros e os valores das estatisticas de alguns modelos: AIC,
BIC e CAIC. Os célculos foram realizados utilizando a subrotina NLMixed do SAS versao 9
(SAS, 2004).

Tabela 4 - EMVs dos parametros dos modelos BGSN e GSN para dados de pressao, corre-
spondentes erros-padrao (dados parénteses) e valores dos AIC, BIC e CAIC

Model |« 0 a b AIC  BIC CAIC
BGSN | 0.1455  404.85  105.97 65.1087 | 234.5 238.5 237.1
(0.1976)  (6107.9) (295.06) (368.41)
GSN | 1.3387  240.86 1 1 237.0 239.0 237.7
(0.2237)  (31.8980)

Os gréaficos da Figura 17b mostram a funcao de sobrevivéncia empirica obtida a
partir do estimador nao-paramétrico de Kaplan-Meier e as fungoes de sobrevivéncia estimada

das distribuicoes GSN e BGSN. Nota-se que a distribuicao BGSN proporciona um ajuste
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Figura 15 - Graficos da funcao densidade exata da distribuicao BGSN com histogramas para
dados simulados com: (a) a=0,9; b=3; a=1,5; =40, (b) a=5; b=0,5; a=0,5;
0=25, (c) a=2; b=2; a=2,5; 0=70 e (d) a=0,5; b=0,5; «=10; =55
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Figura 16 - (a) Curva TTT para os dados de leucemia mieléide. (b) Fungoes de sobrevivéncia
estimadas para os ajustes das distribuigoes BGSN e GSN com sobrevivéncia

empirica para dados de leucemia mieléide
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4 CONSIDERACOES FINAIS

4.1 Conclusao

Utilizando a idéia de Eugene et al. (2002) foi proposta a distribui¢do beta
generalizada semi-normal (BGSN) que é uma extensao da distribui¢ao semi-normal (SN) e da
distribuigao generalizada semi-normal (GSN) introduzida por Cooray e Ananda (2008).

Neste trabalho, fez-se um tratamento matematico para a nova distribuicao que
incluiu a funcao densidade probabilidade, a funcao de distribuicao acumulada, a funcao den-
sidade da estatistica de ordem, a funcao geradora de momentos, as somas infinitas dadas
para os momentos, os desvios médios, a confiabilidade, a entropia e as curvas de Bonferroni e
Lorenz. Examinou-se o processo de estimagao dos parametros por meio do método da maxima
verossimilhanga e obteve-se a matriz de informacao esperada.

Considerou-se, também, o teste da razao de verossimilhanca (RV) que pode
ser muito 1util para comparar o modelo BGSN com seus sub-modelos. Duas aplicagoes da
distribuicao BGSN foram realizadas para mostrar que essa distribuicao pode ser usada mais
efetivamente para proporcionar um melhor ajuste do que outros sub-modelos.

Como extensao desse trabalho, foi desenvolvido o modelo de regressao da dis-
tribuicao beta generalizada semi-normal para dados com observacoes censuradas. Posterior-

mente, sera realizado aplicacoes e estudos de simulacoes para esse modelo.

4.2 Pesquisas Futuras

Pretende-se propor um método de estimagao para os parametros da distribuigao
beta generalizada semi-normal e para o modelo de regressao log-beta generalizado semi-normal
para dados com observacoes censuradas. Pode, também, ser introduzida, nesse contexto, uma

andlise de diagndstico (influéncia local e analise de residuos) para o novo modelo de regressao.
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A.1 Derivadas parciais de segunda ordem em relacao aos parametros da distribuigao
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Anexo B

B.1 Derivadas parciais de segunda ordem em relacao aos parametros do modelo de
regressao log-beta generalizado semi-normal
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APENDICE A

A.1 Programa no software R para os graficos da funcao densidade probabilidade da
distribuicao generalizada semi-normal

rm(list=Is(all=TRUE))

x = seq(0,130,.1)

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(0,130), ¢(0,.053), type="n", xlab="x", ylab="1(x)”)
alphal = 0.5

thetal = 30

yl = sqrt(2/pi) * (alphal/z)y2 < —((x/thetal)®lphal)
y3 = exp((—1/2) * (z/thetal) 2 x alphal))

y =yl *xy2*xy3

alpha2 = 1.2

theta2 = 40

hl = sqrt(2/pi) = (alpha2/x)h2 < —((z/theta2)*lpha2)
h3 = exp((—1/2) * (x/theta2)(2 x alpha2))

h ="hlx*h2xh3

alpha3 = 2.5

theta3 = 45

k1 = sqrt(2/pi) * (alpha3/x)k2 < —((x/theta3)*lpha3)
k3 = exp((—1/2) * (z/theta3)(2 x alpha3))

k=klxk2xk3
alpha4 =5
thetad = 70

t1 = sqrt(2/pi) = (alphad/x)t2 < —((z/thetad)*lphad)

t3 = exp((—1/2) * (z/thetad)(2 x alphad))

t=1t1xt2xt3

lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,h, lty=2,lwd=2)

lines(x,k, lty=3,lwd=2)

lines(x,t, lty=4,lwd=2)

legend(50,.0557, expression(paste(alpha,”=0.5; ”,theta,”=30"), paste(alpha,”=1.2; ” theta,”=40"),
paste(alpha,”=2.5; ” theta,”=45"), paste(alpha,”=>5; ”,theta,”=70")),lty=c(1,2,3,4),
lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

x=seq(0,130,.1)

plot(c(0,130), ¢(0,.053), type="n", xlab="x", ylab="1(x)")
alphal=0.2

thetal=10

yl = sqrt(2/pi) * (alphal/x)y2 < —((x/thetal)®lphal)
y3 = exp((—1/2) * (z/thetal)(2 x alphal))
y=ylxy2*xy3

alpha2=0.5

theta2=15

hl = sqrt(2/pi) * (alpha2/x)h2 < —((z/theta2)*lpha2)
h3 = exp((—1/2) * (x/theta2)(2 x alpha2))

h ="hlx*h2xh3



alpha3=1.8

theta3=20

k1 = sqrt(2/pi) * (alpha3/x)k2 < —((z/thetal3)®lpha3)
k3 = exp((—1/2) * (z/theta3)(2 x alpha3))
k=klxk2xk3

alpha4=2.1

thetad=25

t1 = sqrt(2/pi) * (alphad/x)t2 < —((z/thetad)*lphad)
t3 = exp((—1/2) * (x/thetad)(2 x alphad))
t=1t1%t2xt3

lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,h, lty=2,lwd=2)

lines(x,k, lty=3,lwd=2)

lines(x,t, lty=4,lwd=2)
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legend(40,.0557, expression(paste(alpha,”=0.2; ” theta,”=10"), paste(alpha,”=0.5; ” theta,”=15"),

paste(alpha,”=1.8; ” theta,”=20"), paste(alpha,”=2.1; ” theta,”=25")), lty=c(1,2,3,4),

lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

Sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosko sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok 3k ke sk sk sk sk sk sk skeske sk sk sk sk skskk

rm(list=Is(all=TRUE))

x=seq(0,130,.1)

alphal=0.3

thetal=40

yl < —sqrt(2/pi) * (alphal/x)y2 < —((x/thetal)®lphal)
y3 < —exp((—1/2) * (z/thetal)(2 x alphal))

y < —yl*xy2x*xy3

alpha2=0.8

theta2=>50

hl < —sqrt(2/pi) * (alpha2/x)h2 < —((x/theta2)*Ipha2)
h3 < —exp((—1/2) * (z/theta2)(2 x alpha2))

h < —hlx*h2x*h3

alpha3=1

theta3=30

k1 < —sqrt(2/pi) * (alpha3/z)k2 < —((x/theta3)®lpha3)
k3 < —exp((—1/2) * (z/theta3) 2 x alpha3))

k< —kl+k2xk3

alphad=2

thetad=70

t1 < —sqrt(2/pi) * (alphad/x)t2 < —((xz/thetad)®lphad)
t3 < —exp((—1/2) * (x/thetad)(2 x alphad))

t< —tlxt2xt3

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(0,130), ¢(0,.053), type="n", xlab="x", ylab="1(x)")
lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,h, lty=2,lwd=2)

lines(x,k, lty=3,lwd=2)

lines(x,t, lty=4,lwd=2)
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legend(40,.0557, expression(paste(alpha,”=0.3; ”,theta,”=40"), paste(alpha,”=0.8; ” theta,”=50"),
paste(alpha,”=1; 7 theta,”=30"), paste(alpha,”=2; ” theta,”=70")), lty=c(1,2,3,4),
lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

x=seq(0,130,.1)

plot(c(0,130), ¢(0,.053), type="n", xlab="x", ylab="1(x)”)
alphal=0.5

thetal=25

yl < —sqrt(2/pi) * (alphal/z)y2 < —((z/thetal)*lphal)
y3 < —exp((—1/2) * (z/thetal)(2 x alphal))

y < —yl*xy2x*y3

alpha2=1

theta2=>55

h1l < —sqrt(2/pi) * (alpha2/x)h2 < —((z/theta2)®lpha2)
h3 < —exp((—1/2) * (x/theta2)(2 x alpha2))

h < —hlx*xh2xh3

alpha3=1.5

thetad=40

k1l < —sqrt(2/pi) = (alpha3/z)k2 < —((x/theta3)®lpha3)
k3 < —exp((—1/2) * (z/theta3)(2 x alpha3))

k< —klxk2xk3

alpha4=2.5

thetad="70

t1 < —sqrt(2/pi) * (alphad/x)t2 < —((x/thetad)®Iphad)

t3 < —exp((—1/2) * (x/thetad)(2 x alphad))

t< —tlxt2xt3

lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,h, lty=2,lwd=2)

lines(x,k, lty=3,lwd=2)

lines(x,t, lty=4,lwd=2)

legend(40,.0557, expression(paste(alpha,”=0.5; ” theta,” =25"), paste(alpha,”=1; ” theta,” =55"),
paste(alpha,”=1.5; ” theta,”=40"), paste(alpha,”=2.5; 7 theta,”=70")), lty=c(1,2,3,4),
lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

A.2 Programa no software R para os graficos da fungao de risco da distribuicao genera-
lizada semi-normal

rm(list=Is(all=TRUE))

x=seq(0,230,.1)

alphal=0.5

thetal=30

yl < —sqrt(2/pi) * (alphal/z)y2 < —((z/thetal)*lphal)
y3 < —exp((—1/2) * (z/thetal)(2 x alphal))

y4 < —(2 — (2 * pnorm((x/thetal)®lphal)))

y < —(yl*y2x*y3)/y4

alpha2=1.2

theta2=40

k1 < —sqrt(2/pi) * (alpha2/x)k2 < —((z/theta2)®lpha2)
k3 < —exp((—1/2) * (z/theta2)(2 x alpha2))
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k4 < —(2 — (2 % pnorm((z/theta2)®lpha2)))

k< — (k1% k2 % k3)/kd

alpha3=2.5

thetad=45

t1 < —sqrt(2/pi) * (alpha3/z)t2 < —((z/theta3)*ipha3)

t3 < —exp((—1/2) * (z/theta3)(2 x alpha3))

t4 < —(2 — (2 *x pnorm((z/theta3)®lpha3)))

t< —(t1xt2xt3)/td

alphad=>5

thetad=70

gl < —sqrt(2/pi) * (alphad/z)g2 < —((z/thetad)*lphad)
g3 < —exp((—1/2) * (z/thetad)(2 x alphad))

g4 < —(2 — (2 * pnorm((x/thetad)®lpha4)))

g < —(g9lxg2%g3)/g4

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(0,230), ¢(0,.05), type="n", xlab="x", ylab="h(x)")
lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,k, lty=2,lwd=2)

lines(x,t, lty=3,lwd=2)

lines(x,g, lty=4,lwd=2)

legend(85,.052, expression(paste(alpha,”=0.5; ” theta,”=30"), paste(alpha,”=1.2; ” theta,”=40"),
paste(alpha,”=2.5; ” theta,”=45"), paste(alpha,”=5; ” theta,”=70")), lty=c(1,2,3,4),
lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

x=seq(0,230,.1)

alphal=0.2

thetal=10

yl < —sqrt(2/pi) * (alphal/z)y2 < —((xz/thetal)*lphal)
y3 < —exp((—1/2) * (x/thetal)(2 x alphal))

y4 < —(2 — (2 * pnorm((x/thetal)®lphal)))

y < —(yl*y2xy3)/y4

alpha2=0.5

theta2=15

k1l < —sqrt(2/pi) * (alpha2/x)k2 < —((x/theta2)®lpha2)
k3 < —exp((—1/2) * (z/theta2)(2 x alpha2))

k4 < —(2 — (2 *x pnorm((z/theta2)®lpha2)))

k< —(kl*k2xk3)/k4

alpha3=1.8

theta3=20

t1 < —sqrt(2/pi) x (alpha3/x)t2 < —((z/theta3)*lpha3)
t3 < —exp((—1/2) * (x/theta3)(2 x alpha3))

t4 < —(2 — (2 x pnorm((z/thetal3)®lpha3)))

t< —(t1xt2xt3)/t4

alpha4=2.1

thetad=25

gl < —sqrt(2/pi) * (alphad/z)g2 < —((z/thetad)*lphad)
g3 < —exp((—1/2) * (x/thetad) 2 x alphad))

g4 < —(2 — (2 * pnorm((x/thetad)®lphad)))



104

g < —(g91%g2%g3)/g4

plot(c(0,230), ¢(0,.05), type="n", xlab="x", ylab="h(x)”)

lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,k, lty=2,lwd=2)

lines(x,t, lty=3,lwd=2)

lines(x,g, lty=4,lwd=2)

legend(85,.052, expression(paste(alpha,”=0.2; ” theta,”=10"), paste(alpha,”=0.5; ” theta,”=15"),
paste(alpha,”=1.8; ” theta,”=20"), paste(alpha,”=2.1; ” theta,”=25")), lty=c(1,2,3,4),
lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

Sk sk sk sk sk sk sk skosko sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok Sk Sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skskskkk

rm(list=Is(all=TRUE))

x=seq(0,230,.1)

alphal=0.3

thetal=40

yl < —sqrt(2/pi) * (alphal/x)y2 < —((x/thetal)®lphal)
y3 < —exp((—1/2) * (z/thetal)(2 x alphal))

y4 < —(2 — (2 x pnorm((x/thetal)®lphal)))

y < —(ylxy2xy3)/yd

alpha2=0.8

theta2=>50

k1 < —sqrt(2/pi) * (alpha2/z)k2 < —((x/theta2)®lpha?2)
k3 < —exp((—1/2) * (z/theta2)(2 x alpha2))

k4 < —(2 — (2 * pnorm((x/theta2)®lpha2)))

k< —(kl*k2xk3)/k4

alpha3=1

theta3=30

t1 < —sqrt(2/pi) = (alpha3/x)t2 < —((z/theta3)*lpha3)
t3 < —exp((—1/2) * (x/theta3)(2 * alpha3))

t4 < —(2 — (2 * pnorm((z/theta3)®lpha3)))

t< —(t1=t2xt3)/td

alphad=2

thetad="70

gl < —sqrt(2/pi) * (alphad/x)g2 < —((x/thetad)®Iphad)
g3 < —exp((—1/2) * (z/thetad)(2 x alphad))

g4 < —(2 — (2 *x pnorm((z/thetad)®lphad)))

9 < —(g91%g2%g3)/g4

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(0,230), ¢(0,.05), type="n", xlab="x", ylab="h(x)")
lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,k, lty=2,lwd=2)

lines(x,t, lty=3,lwd=2)

lines(x,g, lty=4,lwd=2)

legend(85,.052, expression(paste(alpha,”=0.3; ” theta,”=40"), paste(alpha,”=0.8; ” theta,”=50"),
paste(alpha,”=1; ” theta,”=30"), paste(alpha,”=2; ” theta,”=70")), lty=c(1,2,3,4),
lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

x=seq(0,230,.1)
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alphal=0.5

thetal=25

yl < —sqrt(2/pi) * (alphal/x)y2 < —((xz/thetal)®lphal)
y3 < —exp((—1/2) * (z/thetal)(2 x alphal))

y4 < —(2 — (2 * pnorm((x/thetal)®lphal)))

y < —(yl*y2x*y3)/y4

alpha2=1

theta2=55

k1 < —sqrt(2/pi) * (alpha2/x)k2 < —((z/theta2)®lpha2)
k3 < —exp((—1/2) * (z/theta2)(2 x alpha2))

k4 < —(2 — (2 *x pnorm((z/theta2)®lpha2)))

k< — (k1% k2% k3)/kd

alpha3=1.5

thetad=40

t1 < —sqrt(2/pi) * (alpha3/z)t2 < —((z/theta3)*ipha3)
t3 < —exp((—1/2) * (z/theta3)(2 x alpha3))

t4 < —(2 — (2 *x pnorm((z/theta3)®lpha3)))

t< —(t1xt2xt3)/td

alphad=2.5

thetad=70

gl < —sqrt(2/pi) * (alphad/z)g2 < —((z/thetad)*lphad)
g3 < —exp((—1/2) * (z/thetad)(2 x alphad))

g4 < —(2 — (2 * pnorm((x/thetad)®lpha4)))

g < —(glxg2%g3)/g4

plot(c(0,230), ¢(0,.05), type="n", xlab="x", ylab="h(x)")
lines(x,y, lty=1,lwd=2)

lines(x,k, lty=2,lwd=2)

lines(x,t, lty=3,lwd=2)

lines(x,g, lty=4,lwd=2)

legend(70,.009, expression(paste(alpha,”=0.5; ” theta,” =25"), paste(alpha,”=1; ” theta,” =55"),
paste(alpha,”=1.5; ” theta,”=40"), paste(alpha,”=2.5; 7 theta,”=70")), lty=c(1,2,3,4),
lwd=c(2,2,2,2),bty="0", ncol = 1,cex=.9)

A.3 Programa no software R para os graficos da funcao densidade probabilidade da
distribuicao beta generalizada semi-normal

rm(list=Is(all=TRUE))

x=seq(0,100,.1)

al=1

bl=1

alpha=1.5

theta=40

z < —(x/theta)*lpha

pl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((z/theta)*lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(al, bl))
p2 < —(2* pnorm(z) — 1)lal — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))bl — 1)

p < —pl xp2 xp3

a3=3

b3=0.9

k1 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((z/theta)? * alpha)))/(beta(a3, b3))
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k2 < —(2 % pnorm(z) — 1){a3 — 1)k3 < —(2 — (2 % pnorm(z)))b3 — 1)

k< —klxk2xk3

a4=0.5

b4=2

hl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)?  alpha))) / (beta(a4, b4))
h2 < —(2 % pnorm(z) — 1){ad — 1)h3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b4 — 1)

h < —hlxh2xh3

ab=2

b5=2

11 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((x/theta)®pha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(a5,b5))
12 < —(2 % pnorm(z) — 1){ab — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b5 — 1)

I <—=I1x12%13

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(0,100), ¢(0,0.04), type="n", xlab="x", ylab="1{(x)” ,main="BGSN(1.5,40,a,b)”)

lines(x,p, lty=1,lwd=2)

lines(x,k, lty=2,lwd=2)

lines(x,h, lty=3,lwd=2)

lines(x,1, lty=4,lwd=2)

legend(41,0.042,¢(? GSN” " a=3,b=0.9",”a=0.5,b=2" " a=2,b=2"),
Ity=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.9 )

x=seq(0,100,.1)

al=1

bl=1

alpha=1

theta=55

z < —(x/theta)*lpha

pl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((z/theta)*Ipha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(al,bl))
p2 < —(2* pnorm(z) — 1)al — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b1 — 1)

r < —pl *p2 x p3

a2=3

b2=0.9

yl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((z/theta)?  alpha))) / (beta(a2, b2))
y2 < —(2 % pnorm(z) —1)(a2 — 1)y3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b2 — 1)

y < —yl*xy2*y3

a4=0.5

b4=2

hl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((z/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((z/theta)?  alpha))) / (beta(a4, b4))
h2 < —(2 % pnorm(z) — 1){ad — 1)h3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b4 — 1)

f<—hlxh2xh3

ad=2

b5=2

11 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((x/theta)®pha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(a5,b5))
12 < —(2 % pnorm(z) — 1){ab — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b5 — 1)

d<—11%12%13

plot(c(0,100), ¢(0,.04), type="n", xlab="x", ylab="1{(x)” ,main="BGSN(1,55,a,b)”) xj-seq(0,100,.1)
lines(x,r, lty=1,lwd=2)

lines(x,y, lty=2,lwd=2)
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lines(x,f, lty=3,lwd=2)

lines(x,d, lty=4,lwd=2)

legend(41,0.042,¢(?SN” ”a=3,b=0.9","a=0.5,b=2" " a=2,b=2"),
Ity=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.9 )

3k 3k 3k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok 3k 3k ok ok Sk Sk Sk Sk sk sk sk sk sk sk kkk

rm(list=Is(all=TRUE))

x=seq(0,100,.1)

al=1

bl=1

alpha=0.5

theta=25

z < —(z/theta)*lpha

pl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((z/theta)*lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(al, bl))
p2 < —(2* pnorm(z) — 1){al — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) bl — 1)

p < —pl *x p2 x p3

ad=3

b3=0.9

k1 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((z/theta)? * alpha)))/(beta(a3, b3))
k2 < —(2 % pnorm(z) — 1)(a3 — 1)k3 < —(2 — (2 * pnorm(2)))b3 — 1)

k< —klxk2xk3

a4=0.5

b4=2

hl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/ (beta(a4, b4))
h2 < —(2 % pnorm(z) — 1){ad — 1)h3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b4 — 1)

h < —=hl*h2xh3

ab=2

b5=2

11 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)pha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(a5,b5))
12 < —(2 % pnorm(z) — 1){ab — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b5 — 1)

I < —11%12%13

par(mfrow=c(1,2)) plot(c(0,100), ¢(0,0.04), type="n", xlab="x",

ylab="1{(x)" ,main="BGSN(0.5,25,a,b)”) xj-seq(0,100,.1)

lines(x,p, lty=1,lwd=2)

lines(x,k, lty=2,lwd=2)

lines(x,h, lty=3,lwd=2)

lines(x,], lty=4,lwd=2)

legend(41,0.042,¢(" GSN” " a=3,b=0.9" " a=0.5,b=2" " a=2,b=2"),
lty=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.9 )

xj-seq(0,100,.1)

al=1

bl=1

alpha=2.5

theta=70

z < —(z/theta)*lpha

pl < —(sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((z/theta)*lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(al, bl))
p2 < —(2x pnorm(z) — 1)al — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) bl — 1)
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p < —pl xp2 x p3

ad=3

b3=0.9

k1 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((z/theta)?  alpha)))/(beta(a3, b3))
k2 < —(2 % pnorm(z) — 1)(a3 — 1)k3 < —(2 — (2 * pnorm(2))) b3 — 1)

k< —klxk2xk3

a4=0.5

b4=2

h1 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)?  alpha)))/ (beta(ad, b4))
h2 < —(2 * pnorm(z) — 1){a4 — 1)h3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b4 — 1)

h < —hl*h2=xh3

adb=2

b5=2

11 < —(sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®pha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha)))/(beta(a5,b5))
12 < —(2 % pnorm(z) —1){ab — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b5 — 1)

I < —11%12%13

plot(c(0,100), ¢(0,0.04), type="n", xlab="x", ylab="1{(x)” main="BGSN(2.5,70,a,b)”)
xj-seq(0,100,.1)

lines(x,p, lty=1,lwd=2)

lines(x,k, lty=2,lwd=2)

lines(x,h, lty=3,lwd=2)

lines(x,1, lty=4,lwd=2)

legend(41,0.042,¢(" GSN” " a=3,b=0.9" " a=0.5,b=2" " a=2,b=2"),
lty=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.9)

A.4 Programa no software R para os gréaficos da funcao de risco da distribuicao beta
generalizada semi-normal

rm(list=Is(all=TRUE))

x=seq(0,100,.1)

al=1

bl=1

alpha=0.5

theta=25

z < —(z/theta)*lpha

pl < —sqrt(2/pi) x (alpha/z) * ((z/theta)pha) x exp((—1/2) * ((z/theta)? * alpha))
p2 < —(2* pnorm(z) — 1){al — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))(b1 — 1)

p4d < —beta(al,bl) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1),al,bl))

r < —(pl *p2 x p3)/p4

a2=3

b2=0.3

hl < —sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((z/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
h2 < —(2 % pnorm(z) — 1)(a2 — 1)h3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b2 — 1)

h4 < —beta(a2,b2) x (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a2,b2))

h < —(hl % h2* h3)/h4

a4=0.5

b4=2

11 < —sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((x/theta)lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? x alpha))
12 < —(2 % pnorm(z) — 1){ad — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b4 — 1)



14 < —beta(ad,bd) = (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a4,b4))

w< —(11%12x13)/14

ab=2

b5=2

gl < —sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)*lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
g2 < — (2% pnorm(z) — 1){ab — 1)g3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b5 — 1)

g4 < —beta(ab,b5) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a5, b5))

v < —(gl*g2%g3)/g4

par(mfrow=c(1,2))

plot(c(0,100), ¢(0,.2), type="n", xlab="x", ylab="h(x)”,main="BGSN(0.5,25,a,b)”)
lines(x,r,lty=1,lwd=2)

lines(x,h,lty=2,lwd=2)

lines(x,w,lty=3,lwd=2)

lines(x,v,lty=4,lwd=2)

legend(45,0.21,c(”GSN”,”a=3,b=0.9",”a=0.5,b=2" " a=2b=2"),
Ity=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.85)

x=seq(0,100,.1)

al=1

bl=1

alpha=2.5

theta="70

z < —(z/theta)*lpha

pl < —sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((z/theta)®pha) x exp((—1/2) * ((z/theta)? * alpha))
p2 < —(2 % pnorm(z) — 1)al — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b1 — 1)

p4 < —beta(al,bl) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1),al,bl))

r < —(pl *p2 x p3)/p4

a2=3

b2=0.3

hl < —sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) x ((x/theta)? * alpha))
h2 < —(2 % pnorm(z) — 1){a2 — 1)h3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b2 — 1)

h4 < —beta(a2,b2) x (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a2, b2))

h < —(hl % h2* h3)/h4

a4=0.5

b4=2

11 < —sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
12 < —(2 % pnorm(z) —1){ad — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b4 — 1)

14 < —beta(ad,bd) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a4,b4))

w< —(I1%12x13)/14

ab=2

b5=2

gl < —sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
g2 < — (2% pnorm(z) — 1){ab — 1)g3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b5 — 1)

g4 < —beta(ab, bd) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), ab, b5))

v < —(gl*g2%g3)/g4

plot(c(-1,100), ¢(0,.2), type="n", xlab="x", ylab="h(x)” ,main="BGSN(2.5,70,a,b)”)
lines(x,r,lty=1,lwd=2)

lines(x,h,lty=2,lwd=2)
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lines(x,w,lty=3,lwd=2)

lines(x,v,lty=4,lwd=2)

legend(-3,0.21,c(” GSN”,”a=3,b=0.9",”a=0.5,b=2","a=2,b=2"),
Ity=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.85)

3k 3k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok 3k Sk Sk Sk Sk Sk sk sk sk sk sk sk sk kkk

rm(list=Is(all=TRUE))

x=seq(0,130,.1)

al=1

bl=1

alpha=1.5

theta=40

z < —(z/theta)*lpha

pl < —sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((z/theta)*pha) * exp((—1/2) * ((z/theta)? * alpha))
p2 < —(2x pnorm(z) — 1){al — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))(bl — 1)

p4 < —beta(al,bl) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1),al,bl))

p < —(pl*p2*p3)/p4

a3=3

b3=0.9

k1 < —sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((x/theta)lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
k2 < —(2 % pnorm(z) — 1){a3 — 1)k3 < —(2 — (2 % pnorm(z)))b3 — 1)

k4 < —beta(a3, b3) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a3, b3))

k< —(kl*k2xk3)/k4

a4=0.5

b4=2

11 < —sqrt(2/pi)  (alpha/x) * ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
12 < —(2 % pnorm(z) — 1){ad — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(z))) b4 — 1)

14 < —beta(ad, bd) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a4, b4))

I <—(1%12x13)/l4

ab=2

b5=2

gl < —sqrt(2/pi) x (alpha/z) * ((z/theta)*lpha) x exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
g2 < —(2x pnorm(z) — 1){ab — 1)g3 < —(2 — (2 * pnorm(2)))b5 — 1)

g4 < —beta(ab,bd) x (1 — pbeta((2 x pnorm(z) — 1), ab,bb))

g < —(gl*g2%g3)/g4

par(mfrow=c(1,2)) plot(c(0,85), ¢(0,.1), type="n", xlab="x",

ylab="h(x)” main="BGSN(1.5,40,a,b)")

lines(x,p,lty=1,lwd=2)

lines(x,k,lty=2,lwd=2)

lines(x,L,1ty=3,lwd=2)

lines(x,g,lty=4,lwd=2)

legend(40,0.017,¢(? GSN” ? a=3,b=0.9" " a=0.5,b=2" " a=2,b=2"),
Ity=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.85)

x=seq(0,100,.1)
al=1

bl=1

alpha=1
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theta=>55

z < —(x/theta)*lpha

pl < —sqrt(2/pi) * (alpha/x) * ((z/theta)*pha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? * alpha))
p2 < —(2* pnorm(z) — 1)lal — 1)p3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))bl — 1)

pd < —beta(al,bl) x (1 — pbeta((2 * pnorm(z) —1),al, bl))

r < —(pl * p2 x p3)/p4

a2=3

b2=0.3

hl < —sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((z/theta)®pha) * exp((—1/2) * ((z/theta)? * alpha))
h2 < —(2 % pnorm(z) — 1){a2 — 1)h3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b2 — 1)

h4 < —beta(a2,b2) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a2, b2))

h < —(h1%h2 h3)/h4

a4=0.5

b4=2

11 < —sqrt(2/pi) * (alpha/x) x ((x/theta)®lpha) * exp((—1/2) x ((x/theta)? * alpha))
12 < —(2 % pnorm(z) — 1){ad — 1)I3 < —(2 — (2 * pnorm(2)))(b4 — 1)

14 < —beta(ad, bd) * (1 — pbeta((2 * pnorm(z) — 1), a4,b4))

w< —(1*12%13)/14

ab=2

b5=2

gl < —sqrt(2/pi) * (alpha/z) * ((x/theta)*lpha) * exp((—1/2) * ((x/theta)? x alpha))
g2 < —(2x pnorm(z) — 1){ab — 1)g3 < —(2 — (2 * pnorm(z)))b5 — 1)

g4 < —beta(ab,bd) x (1 — pbeta((2 x pnorm(z) — 1), ab,bd))

v < —(glxg2%g3)/g4

plot(c(0,100), ¢(0,.2), type="n", xlab="x", ylab="h(x)” ,main="BGSN(1,55,a,b)”)
lines(x,r,lty=1,lwd=2)

lines(x,h,lty=2,lwd=2)

lines(x,w,lty=3,lwd=2)

lines(x,v,lty=4,lwd=2)

legend(45,0.21,c(?SN” " a=3,b=0.9" ”a=0.5,b=2" " a=2,b=2"),
Ity=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2),cex=.85)

A.5 Programa no software R para os graficos da assimetria, em funcao dos parametros
(a e b), da distribuicao beta generalizada semi-normal

Assimetria em funcao do parametro a

rm(list=Is(all=TRUE))

tetaj-55

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t2))
il < —integrate(t,lower = 0, upper = up)
1.253314-1.253314
aj-seq(0.1,1,0.01)

bj-1

nj-1
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y < — Function(y) (y") * (sart(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)lfa) * (cap(—1/2 « ((y/teta)?® « alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

< —((20b = 1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
vl < —3.885669 * s
nj-2
y < — Function(y) (y") * (sart(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)lfa) * (cap(—1/2 « ((y/teta)?® « alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

< —((2% — 1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
v2 < —22.74726 * s
nj-3
y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (al fa/y)  ((y/teta)Lfa) * (exp(=1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

< (2% — 1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
v3 < —161.9029 x sn < —4
y < — function(y)((y") * (sart(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)lfa) * (cap(—1/2 « ((y/teta)?® « alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

< —((2b=1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
vd < —1326.924 % s
v < —v2 — (v1¥ass < —(v3 — (3x vl *v2) + (2% (1)13)))/(1)3/2)
ct < —((vd — (4% v1 % 0v3)) + (6 * (v2) * (v12)) — 3 * (v1%))/(v?)
par(mfrow=c(1,2)) plot(c(-.5,1),c(0,5), type="n", xlab="a”, ylab="Assimetria” ,main=)
lines(a,ass,lty=1,lwd=2)
tetaj-5o
alfaj-1
xj-seq(0,100,.5)
up < —(mazx(x)/teta) fa
t < — function(t)exp((—1/2) * (t2))
il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)
1.253314-1.253314
aj-seq(0.1,1,0.01)
bj-3
nj-1
y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (al fa/y)  ((y/teta)*Lfa) * (exp(=1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

< (2% — 1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
vl < —3.885669 * s
nj-2
y < — function(y) (") * (sart(2/pi) + (alfa/y) + (y/teta)Lfa) * (cp(—1/2  ((y/teta)? = alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)
s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
v2 < —22.74726 * s
nj-3
y < — Function(y)(y") * (sart(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)lfa) * (cap(—1/2 « ((y/teta)?® « alfa)))))
22 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

—((20b — 1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

U3 < —161.9029 * s
nj-4
y < — Function(y)((y") * (sart(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)lfa) * (cap(—1/2 « ((y/teta)? « alfa)))))
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i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
vd < —1326.924 * s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2% (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl *03)) + (6 * (v2) * (v1%)) — 3 * (v1*))/(v?)
lines(a,ass,lty=2,lwd=2)

tetaj-5o

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t,lower = 0, upper = up)

1.253314-1.253314

aj-seq(0.1,1,0.01)

bj-5

nj-1

y < — Function(y)(y") * (sart(2/pi) = (alfafy)  ((y/teta)*l fa) + (exp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) % ((1 — 1.253314)(b — 1))))/beta(a, b)
vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — Function(y)(y") * (sqrt(2/pi) = (alfafy)  ((y/teta)*lfa) + (exp(—1/2 + ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (al fa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(~1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)b — 1)))) /beta(a, b)
v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — Function(y)(4") * (sqrt(2/pi) = (alfafy)  ((y/teta)*lfa) + (exp(—1/2 & ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
vd < —1326.924 * s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3xvl *xv2) + (2% (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl *03)) + (6 x (v2) * (v1%)) — 3 * (v1*))/(v?)
lines(a,ass,lty=3,lwd=2)

tetaj-5o

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(maz(x)/teta)l fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)

1.253314-1.253314

aj-seq(0.1,1,0.01)
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bj-7

nj-1

y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(~1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — function(y)((y") * (sart(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (cxp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < — Function(y)(y") + (sart(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)lfa) * (cap(—1/2 « ((y/teta)?® « alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * (((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — function(y)((y") * (sart(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)lfa) * (cap(—1/2 « ((y/teta)?® « alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * (1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 % s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2 (v13)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% v1 xv3)) + (6 * (v2) * (v12)) — 3 (v1%))/(v?)

lines(a,ass,lty=4,lwd=2)

legend(-.65,1,c("b=17,"b=3" "b=5" "b="7"), lty=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2))

Assimetria em funcao do parametro b

tetaj-55

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta)* fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t2))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)il

valorj-0.8556244

aj-1

bli—seq(O,5,.1)

nj-1

y < —function(y)((y™) * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)®lfa)  (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) % (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — function(y) (y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) « (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b— 1)) * (((2 * valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)
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v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * (y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b —1)) * (((2 *valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (al fa/y)  ((y/teta)Ifa) * (exp(~1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) * (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 * s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3*x vl *v2) + (2 x (v13)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl *0v3)) + (6 x (v2) * (v1%)) — 3 * (v1*))/(v?)vassct

plot(c(2,5),c(0,10), type="n", xlab="b", ylab="Assimetria”’ ,main=) lines(b,asslty=1,lwd=2)
tetaj-5o

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t,lower = 0, upper = up)

aj-1.2

bij-seq(0,5,.1)

nj-1

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)'Lfa) * (exp(~1/2 + ((y/teta)? x alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * (((2*valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (al fa/y) * ((y/teta)*Ifa) * (exp(~1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * (((2 ¥ valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1))))/beta(a, b)

v2 < —22.74726 x s

nj-3

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) « (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b = 1)) * (((2 *valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (al fa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(~1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b —1)) * (((2 * valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 x s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2 (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl *v3)) + (6 % (v2) * (v1%)) — 3 * (v11))/(v?)

lines(b,ass,lty=2,lwd=2)

tetaj-55
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alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)

aj-1.4

bij-seq(0,5,.1)

nj-1

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * (((2 * valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (al fa/y) * ((y/teta)*Ifa) * (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) % (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(=1/2 * ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20—1)) % (2% valor) — 1){a — 1)) * (1 — valor)b — 1))))/beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — function(y) (y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b —1)) * (((2 * valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 x s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2 (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4 % vl xv3)) + (6 % (v2) * (v12)) — 3 % (v1%))/(v?)

lines(b,ass,lty=3,lwd=2)

tetaj-55

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)

aj-1.6

bij-seq(0,5,.1)

nj-1

y < — function(y)((y") * (sqrt(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)lfa) x (exp(—1/2 « ((y/teta)? * alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b— 1)) * (((2 * valor) — 1){a — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — function(y) (y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b— 1)) * (((2 * valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)
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v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)*Lfa) * (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b —1)) * (((2 *valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (al fa/y) * ((y/teta)*Ifa) * (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) * (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 * s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3*x vl *v2) + (2 x (v13)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl *03)) + (6 x (v2) * (v1%)) — 3 * (v1*))/(v?)

lines(b,ass,lty=4,lwd=2)

legend(1.87,10.4,c("a=1","a=1.2""a=1.4""a=1.6"), lty=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2) )

A.6 Programa no software R para os gréaficos da curtose, em fung¢ao dos parametros (a
e b), da distribuicao beta generalizada semi-normal

Curtose em fungao do parametro a

rm(list=Is(all=TRUE))

tetaj-55

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(maz(x)/teta)l fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)

1.253314-1.253314

aj-seq(0.1,1,0.01)

bj-1

nj-1

y < — Function(y)(4") * (sqrt(2/pi) = (alfafy)  ((y/teta)*l fa) + (exp(—1/2 & ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — Function(y)(y") * (sart(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)*lfa) + (exp(—1/2 + ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * (((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)*Lfa) * (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * sn < —4

y < — function(y)(y") * (sart(2/pi) * (alfafy) * ((y/teta)lfa) + (exp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)
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—((20b— 1)) = ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
v4 < —1326.924 * s
v < —v2 — (v1%)ass < —(v3 — (3x vl *v2) + (2% (1)13)))/(1)3/2)
ct < —((v4 — (4* vl %v3)) + (6 * (v2) * (v12)) — 3 * (v1*))/(v?)
par(mfrow=c(1,2)) plot(c(-.5,1),c(0,5), type="n", xlab="a”, ylab="Curtose” ,main=)
lines(a,ass,lty=1,lwd=2)
tetaj-5o
alfaj-1
xj-seq(0,100,.5)
up < —(mazx(x)/teta) fa
t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))
il < —integrate(t,lower = 0, upper = up)
1.253314;-1.253314
aj-seq(0.1,1,0.01)
bj-3
nj-1
y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)*lfa) * (exp(—1/2 & ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)
s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
vl < —3.885669 * s
nj-2
y < — Function(y)(y") * (sart(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)*l fa) + (exp(—1/2 + ((y/teta)? * alfa))))
22 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

—((20b — 1)) * ((((2 % 1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

1)2 < —22.74726 x s
nj-3
y < — Function(y)(y") * (sart(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)*l fa) + (exp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

—((20b— 1)) = ((((2 % 1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
v3 < —161.9029 * s
nj-4
y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) = (al fa/y) = ((y/teta) L fa) * (exp(—1/2 * ((y/teta)” * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

—((20b = 1)) = ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)
v4d < —1326.924 x s
v < —v2 — (v1?%)
ass < —(v3 — (3*x vl *xv2) + (2 x (v13)))/(v3/2)
ct < —((v4— (4*v1*0v3)) + (6% (v2) * (v12)) — 3 * (v1*))/(v?)
lines(a,ct,lty=2,lwd=2)
tetaj-5o
alfaj-1
xj-seq(0,100,.5)
up < —(mazx(x)/teta) fa
t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))
il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)
1.253314-1.253314
aj-seq(0.1,1,0.01)
bj-5
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nj-1

y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (al fa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2  ((y/teta)” * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — Function(y)(4") * (sart(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)*lfa) + (exp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)lfa) + (exp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (cxp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v4d < —1326.924 x s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2% (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl *03)) + (6 * (v2) * (v1%)) — 3 * (v1*))/(v?)

lines(a,ct,lty=3,lwd=2)

tetaj-5o

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t,lower = 0, upper = up)

1.253314-1.253314

aj-seq(0.1,1,0.01)

bj-7

nj-1

y < — Function(y)(4") * (sqrt(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)*l fa) + (exp(—1/2 « ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — Function(y)(4") * (sart(2/pi) = (alfafy)  ((y/teta)*lfa) + (exp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) * ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) = ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < — Function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfafy)  ((y/teta)*lfa) + (exp(—1/2 * ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s
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nj-4

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * (y/teta)Lfa) x (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b—1)) % ((((2%1.253314) — 1){a — 1)) * ((1 — 1.253314)(b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 * s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2 (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4*vl*0v3)) + (6% (v2) * (v1?)) — 3 * (v1%))/(v?)

lines(a,ct,lty=4,lwd=2)

legend(1.4,10.25,c("b=17,"b=3" "b=5" "b=7"), lty=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2) )

Curtose em fungao do parametro b

tetaj-5o

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta)* fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)il

valorj-0.8556244

aj-1

bli—seq(O,E),.l)

nj-1

y < — function(y) (y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) « (exp(~1/2 + ((y/teta)? x alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b— 1)) * (((2 * valor) — 1)a — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — function(y) (y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b — 1)) * (((2 *valor) —1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) x (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) x (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * (y/teta)Lfa) x (exp(~1/2 x ((y/teta)? x alfa))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) % (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

v4 < —1326.924 x s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2 (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4 * vl *0v3)) + (6% (v2) * (v1?)) — 3 * (v1*))/(v?)vassct

plot(c(2,5),¢(0,10), type="n", xlab="b", ylab="Curtose” ,main=) lines(b,ass,lty=1,lwd=2)
tetaj-5o

alfaj-1
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xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t,lower = 0, upper = up)

aj-1.2

bij-seq(0,5,.1)

nj-1

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)*Lfa) * (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b = 1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) * (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) * (al fa/y) = ((y/teta)lfa) * (exp(~1/2 % ((y/teta)? x al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) % (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2  ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b = 1)) * (((2 *valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * (y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b —1)) * (((2*valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 x s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3*x vl *v2) + (2 x (v1®)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl *0v3)) + (6 % (v2) * (v1%)) — 3 * (v1%))/(v?)

lines(b,ct,lty=2,lwd=2)

tetaj-55

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)

aj-1.4

bij-seq(0,5,.1)

nj-1

y < —function(y)((y™) * (sqrt(2/pi) * (al fa/y) * ((y/teta)®lfa)  (exp(—1/2 x ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b = 1)) * (((2 *valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)'Lfa) * (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b —1)) * (((2 * valor) — 1)a — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s
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nj-3

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(=1/2 * ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b— 1)) * (((2 * valor) — 1){la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — function(y)((y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) « (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b— 1)) * (((2 * valor) — 1){a — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vd < —1326.924 * 5

v < —v2— (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2 (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4% vl xv3)) + (6 % (v2) * (v12)) — 3 % (v1%))/(v?)

lines(b,ct,lty=3,lwd=2)

tetaj-55

alfaj-1

xj-seq(0,100,.5)

up < —(mazx(x)/teta) fa

t < — function(t)exp((—1/2) * (t?))

il < —integrate(t, lower = 0, upper = up)

aj-1.6

bj-seq(0,5,.1)

nj-1

y < —function(y)((y") * (sqrt(2/pi) = (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 * ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b— 1)) * (((2 * valor) — 1){a — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

vl < —3.885669 * s

nj-2

y < — function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta)Lfa) * (exp(—1/2 + ((y/teta)? x alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((2b = 1)) * (((2 * valor) — 1)la — 1)) * (1 — valor)b — 1)))) /beta(a, b)

v2 < —22.74726 * s

nj-3

y < —function(y)((y") = (sqrt(2/pi) * (alfa/y) * ((y/teta) L fa) * (exp(~1/2 * ((y/teta)® * al fa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b=1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) x (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

v3 < —161.9029 * s

nj-4

y < — Function(y)(y") * (sqrt(2/pi) * (alfay) * ((y/teta)*fa) + (exp(—1/2 % ((y/teta)? * alfa)))))
i2 < —integrate(y, lower = 0, upper = Inf)

s < —((20b—1)) * ((((2 % valor) — 1){a — 1)) % (1 — valor)(b — 1)))) /beta(a, b)

v4d < —1326.924 x s

v < —v2 — (v1?)

ass < —(v3 — (3x vl *xv2) + (2% (v1%)))/(v3/2)

ct < —((v4 — (4*vl*0v3)) + (6% (v2) * (v12)) — 3 * (v1*))/(v?)

lines(b,ct,lty=4,lwd=2)

legend(3.25,4.5,c("a=1","a=1.2","a=1.4""a=1.6"), lty=c(1,2,3,4),lwd=c(2,2,2,2))
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A.7 Programa no software R para simular dados da distribuigao beta generalizada semi-
normal

Simulagao 1

rm(list=Is(all=TRUE)) set.seed(45)

a=0.9

b=3

theta=40

alpha=1.5

v < —rbeta(10000, a, b)

& < —theta * (qgnorm((v +1)/2))\1/alpha)

f < —density(x)

hist(x, freq=FALSE, main=, ylab="{(x)”, xlab="x")
lines(f, col="red”)

Simulacgao 2

rm(list=Is(all=TRUE))

set.seed(0)

a=>

b=0.5

theta=25

alpha=0.5

v < —rbeta(10000, a, b)

y < —theta  (qgnorm((v + 1)/2))1/alpha)
f < —density(y)

hist(y, freq=FALSE, main=, ylab="1(x)”, xlab="x")
lines(f, col="red”)

Simulagao 3

rm(list=Is(all=TRUE))

set.seed(45)

a=2

b=2

theta=70

alpha=2.5

v < —rbeta(10000, a, b)

z < —theta * (gnorm((v 4 1)/2))1/alpha)
f < —density(z)

hist(z, freq=FALSE, main=, ylab="1(x)”, xlab="x")
lines(f, col="red”)

Simulacao 4
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rm(list=Is(all=TRUE))

set.seed(45)

a=0.5

b=0.5

theta=55

alpha=10

v < —rbeta(10000, a, b)

w < —theta * (qgnorm((v + 1)/2))1/alpha)
f < —density(w)

hist(w, freq=FALSE, main=, ylab="1(x)”, xlab="x")
lines(f, col="red”)





