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RESUMO

Abordagem bayesiana de modelos de regressao com platdé de resposta

Estudos para estabelecer niveis de nutrientes adequados em dietas de animais
sao bastante comuns no meio cientifico. Tais estudos sao realizados utilizando a média da
variavel resposta nos diferentes niveis da variavel independente e, geralmente, por meio de
abordagem frequentista. Sendo assim, muita informacao é perdida ou até mesmo as médias
influenciadas por valores extremos nos resultados das repeticoes. O objetivo do presente
trabalho foi realizar um estudo de simulacao de modelos de regressao com plato de resposta,
considerando diversos cendrios de diferentes tamanhos amostrais, além da homogeneidade
e heterogeneidade de variancia entre niveis do fator dosagem levando em consideracao as
repeticoes em cada dosagem, por meio de abordagem bayesiana. Também foi realizado ajus-
tes dos modelos de regressao quadratico com plato de resposta e do nao linear com plato
de resposta utilizando a metodologia bayesiana para estimar os parametros dos modelos.
Os dados simulados representavam o teor de Zinco (Zn) depositado na tibia de frangos,
que receberam as dosagens 0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105 e 120 ppm de Zn na racao. Nos
cenarios 1, 2 e 3 foi atribuido variancia constante, com tamanhos amostrais de n=16, n=30
e n=100, respectivamente. Nos cenarios 4, 5 e 6, foram considerados também os tamanhos
amostrais n=16, n=30 e n=100, respectivamente, mas com diferentes variancias ao longo
do fator dose. Os dados utilizados para o estudo sobre os modelos de regressao com plato
de resposta sao referentes ao teor de Zinco (Zn), em ppm, na tibia de frangos e frangas de
corte como variavel resposta. A andlise de simulacao mostrou que é adequada a utilizacao
dos modelos com plato de resposta considerando a repeticao das amostras em cada dose
para estimar o nivel adequado de um nutriente na ragao animal. No ajuste dos modelos
aos dados reais, o modelo de regressao quadratico com platd de resposta considerando a
heterogeneidade de variancias foi o que apresentou melhor ajuste, em que obteve-se uma
estimativa de 7o = 73,26 ppm para o nivel de Zn aplicado na ragao para uma deposigao de
Zn na tibia dos frangos de P = 290, 12 ppm.

Palavras-chave: Exigéncia nutricional, Plato de resposta, Regressao segmentada.



ABSTRACT

Bayesian approach of regression models with response plateau

Studies to establish adequate levels of nutrients in animal diets are quite
common in the scientific world. Such studies are performed using the mean of the response
variable in the different levels of the independent variable and, generally, through a fre-
quentist approach. Thus, much information is lost or even the means influenced by extreme
values in the results of the repetitions. The objective of the present work was to perform a
simulation study of regression models with response plateau, where as different scenarios of
different sample sizes, besides the homogeneity and heterogeneity of variance between levels
of the dosage factor taking the repetitions in each dosage into account, through Bayesian
approach. Fits were also made to the quadratic regression models with response plateau
and nonlinear regression with response plateau using Bayesian methodology to estimate the
parameters of the models. The simulated data represented the zinc content (Zn) deposited
in the tibia of broilers, which received the dosages 0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105 and 120
ppm of Zn in the feed. In the scenarios 1, 2 and 3 were attributed constant variance with
sample sizes of n = 16, n = 30 and n = 100, respectively. In the scenarios 4, 5 and 6 the
sample sizes were, respectively, n = 16, n = 30 and n = 100, but with different variances
along the dose factor. The data used for the study on the regression models with response
plateau refer to the Zn content, in ppm, in the tibia of male and female broilers as res-
ponse variable. The simulation analysis showed that it is appropriate to use the models
with response plateau considering the repetition of the samples at each dose to estimate
the adequate level of a nutrient in the animal feed. In the fit of the models to the real
data, the quadratic regression model with response plateau considering the heterogeneity
of variances was the one that presented the best fit, which an estimate of 7y = 73.26 ppm
for the level of Zn applied to the feed for a Zn deposition in the chicken tibia of P = 290.12

Keywords: Nutritional requirement, response plateau,Segmented regression.
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1 INTRODUCAO

As relagoes entre duas variaveis, sendo uma varidavel resposta e outra variavel
independente, podem apresentar diferentes estruturas em modelos estatisticos. Os modelos
de regressao segmentada apresentam, na relacao dessas varidveis, uma quebra ou desvio de
direcgao significativo no decorrer da relacao, ou seja, primeiramente hd uma estrutura acom-
panhando a relagao das variaveis e, a partir de certo ponto, hd uma mudanca consideravel
na direcao da mesma.

Uma das classes de modelos de regressao segmentada utilizados em pesquisas
de diversas areas, sao os modelos de regressao segmentada com plato de resposta. Esses
modelos apresentam a caracteristica de terem uma estrutura no modelo em que a relagao
das varidveis é uma reta constante paralela ao eixo das abscissas (plato de resposta), o que
representa a estabilizacao da variavel resposta a partir de um ponto da variavel independente
(ponto de troca).

Os modelos de regressao segmentada com plato de resposta sao importantes
para se obter um ponto em que haja a estabilizagdo do crescimento (ou decrescimento) da
variavel resposta. Essa técnica é, geralmente, utilizada para serem obtidos tamanhos 6ti-
mos de parcelas em experimentos e, frequentemente, em estudos para identificar exigéncias
nutricionais adequadas em racoes para diversas espécies animais.

Na abordagem dos modelos na area de exigéncia nutricional, Coelho et al.
(1987) destacam que os estudos que visam avaliar exigéncias nutricionais de animais consi-
deram que a adicao de um nutriente limitante em ragoes deficientes nesse nutriente, porém,
adequada nos demais, resultarda em crescimento do animal até que sua exigéncia seja aten-
dida.

Identificar o ponto de estabilizacao do crescimento da variavel resposta é de
suma importancia, pois pode trazer beneficios economicos e melhor adequacao do estudo
realizado. Rostagno et al. (2007) afirmam a importancia de manter um nivel adequado de
nutrientes nas ragoes para que nao haja desperdicios economicos e excesso nutricional nas
dietas, pois o excesso de nutrientes nas dietas sao eliminados nas fezes e urina, culminando
na contaminacao de solos e reservas de aguas.

A estimacao dos parametros dos modelos segmentados pode ser realizada por

diversos métodos classicos ou bayesianos. A utilizacao da abordagem bayesiana pode ser 1til
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para realizar inferéncias, obter resumos estatisticos do parametro de interesse e intervalos
com uma dada probabilidade de ocorréncia do verdadeiro valor do parametro.

Sendo assim, o objetivo do trabalho foi realizar um estudo dos modelos de
regressao segmentada com platd de resposta obtendo estimativas dos parametros por abor-
dagem bayesiana, realizando um estudo de simulagao com cenarios estruturados com di-
ferentes tamanhos amostrais e diferentes informacoes sobre variancia. Além disso, foram
realizados ajustes de modelos com plato de resposta para dados reais do teor de Zinco

depositados nas tibias de frangos, também por meio de abordagem bayesiana.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Exigéncias nutricionais

Ter conhecimento dos niveis adequados de nutrientes em racoes animais é
de fundamental importancia para economia e desenvolvimento do manejo das criagoes de
animais, pois, segundo Rostagno et al. (2007) podem-se evitar os excessos de nutrientes
nas dietas que sao eliminados nas fezes e urina, resultando em contaminacao de solos e
de reservas de agua. Além disso, conforme os mesmos autores, ha um avanco a passos
largos no tocante de exigéncias nutricionais, devido a competéncia e qualidade de pesquisas
nesta area. Conforme Oliveira et al. (1999) o maior investimento na criagdo de aves é na
alimentacao, que corresponde a cerca de 75% do custo de producao final.

Ainda assim, segundo Gomes et al. (2009), é comum na suplementacao em
racoes animais ser feita superior as exigidas, buscando um melhor desenvolvimento das aves.
Isso ocorre devido a falta de conhecimento sobre o real valor de um nutriente na ragao.

Tratando-se de exigéncias nutricionais para peixes, Portz, Dias e Cyrino
(2000) afirmam que tal conhecimento é fundamental para a produtividade e economia dos
sistemas de produgoes, além do aproveitamento eficiente dos nutrientes.

Lerman e Bie (1975) discutem duas grandes dificuldades para se alcangar
dietas que maximizam os lucros agricolas. A complexidade de predizer confiavelmente
a resposta dos animais em uma dieta com qualquer composi¢ao e a variagao do teor de
nutrientes encontrada nos diferentes lotes de racao.

Com relagao ao zinco (Zn), que é o mineral em estudo no presente trabalho,
sua concentragao esta diretamente associada ao crescimento e ao desenvolvimento do tecido
0sseo, além da protecao de membranas, efeito antioxidante que protege os grupos sulfidrilas
nas membranas, metabolismo de prostaglandinas e metabolismo de lipideos, assim ¢é im-
portante na formacao esquelética e sua deficiéncia pode trazer anomalias de pernas e dedos
(GOMES et al., 2008, 2009). Além disso, Bertechini, Hossain e Nobre (1992) afirmam que

o melhor ponto de avaliacao de exigéncia de Zn é encontrado na tibia dos animais.

2.2 Modelos de regressao segmentada

Na literatura, é comum encontrar diferentes nomes para os modelos de regres-

sao segmentada, como por exemplo breakpoint, piecewise, modelo broken-line, change point
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e modelo de duas fases. Tal modelo é caracterizado por apresentar uma mudanca estrutural
ao longo da evolucao da variavel independente, ou seja, inicialmente, o modelo tem uma
estrutura de direcao, que pode ser crescente ou decrescente, e a partir de um ponto, deno-
minado ponto de troca, hd uma mudanga nessa estrutura. Para Kaps e Lamberson (2004),
o modelo de regressao segmentada é outra maneira de descrever uma relacao curvilinea de
uma variavel dependente e outra independente.

Conforme apresentado por Brochi e Diniz (2001), uma forma geral do modelo

de regressao segmentada pode ser definida como:

(

filz; 61), o< \;

102), A <z < g
f(a:;@,)\): fz(x 2) 1 X 2

fD(JZ;BD), Ap < x,
sendo @ um vetor de parametros, D o nimero de segmentos que definem a fungao, e X o
vetor de valores que delimitam os segmentos.

Existem varias parametrizacoes para escrever o modelo de regressao segmen-
tada. Cada parametrizacao considera a continuidade ou nao do modelo no ponto de troca de
estrutura, sendo assim, o modelo de regressao segmentada mais simples, ¢ o modelo linear-
linear, ou seja, a estrutura é dada por dois segmentos de reta, que apresentam continuidade

no ponto de troca. Sua equacao é dada por:

y, — ap + Bz + g, 2 <N

o + ,82931' +é&, x> A
em que, Y; é a variavel resposta, com ¢ = 1,...,n, x; é a variavel independente, a; e ay sao
os interceptos no eixo y do primeiro e segundo segmentos de reta, respectivamente, 51 e 3o
sao os coeficientes angulares da primeira e segunda retas, respectivamente, A é o valor de
x; que ocorre o ponto de troca de estrutura, ou seja, a juncao dos segmentos, e ; é o erro.
Robbins (1986) apresenta dois modelos segmentados denominados de broken-

line de uma inclinacao e de duas inclinagoes, representados, respectivamente, por:



17

Y = L+U(R-Xyp)+¢
(§

Y = L+U(R—XLR)+V(XGR—R)+€,

sendo L e R a ordenada e a abscissa do ponto de troca na curva, respectivamente; U ¢é a
inclinacao da reta para X<R e V ¢ a inclinacao da reta quando X>R; X r e Xgr sao os
valores de X quando X<R e X>R, respectivamente. Por defini¢ao, (R-X ) é zero quando
X>R e (Xgr-R) é zero em X<R.

Outro modelo de regressao segmentada encontrado na literatura é o apresen-
tado por Quandt (1960). Nesse modelo é estimada a posi¢ao em que ocorre o ponto de
troca, e nao exatamente o valor que representa o ponto de troca. Entao, tem-se:

}/i: Oél+61$i+€i, Z:L,t,

a2+/62x7:+€7:, Z:t+1,,T,
sendo Y; variavel resposta, x; variavel independente, T sao ntimeros de pares independentes
de (z;,Y;) e g; é 0 erro do modelo. O propdsito, nesse caso, estd em estimar a posicao t.
Segundo Brochi e Diniz (2001), um modelo de regressao segmentada é conti-

nuo quando, considerando zy o ponto de troca dos segmentos, tem-se as seguintes proprie-

dades:
i. 3 f(xo);

ii. 3 lim f(x);

T—T0

iii. lim f(x)=f(xo).

T—rT0

Os modelos de regressao segmentada sao utilizados em diversas areas do co-
nhecimento. Shaban (1980) faz uma revisao de varios estudos tedricos e aplicados impor-
tantes, referentes a regressao segmentada e ponto de troca, dentre eles, Barten e Bronsard
(1970) que tratam da estimagao de parametros de uma regressao de dois estagios, aplicando
a metodologia a dados do mercado da melancia e Goldfeld e Quandt (1973) que analisam
algumas técnicas econométricas para estudar modelos de regressao com ponto de troca.

Conforme Holbert (1982), as varidveis em estudo podem ser de natureza
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economica como uma mudanga de politica tributaria ou um novo programa governamental,
da area da biologia em que a énfase esta no crescimento de um organismo no qual ocorre
uma mudanca no padrao de crescimento ou até na geologia na relacao de produtos quimicos
do solo abaixo de um local de perfuracao.

Silva (1995b) apresenta fundamentos da regressao segmentada para identificar
a caracterizagao da estabilidade fenotipica e adaptabilidade de plantas cultivadas. O autor
esclarece que o modelo é mais apropriado do que um modelo de regressao linear simples
para identificar gendtipos com caracteristicas desejaveis. A metodologia demonstrada em
Silva (1995b) ¢ ilustrada em Silva (1995a), o autor conclui que a regressao segmentada
permitiu caracterizar e identificar o comportamento de resposta do gendtipo em diferentes
ambientes.

Em um estudo também para verificacao da adaptabilidade de gendtipos em
ambientes, Silva (1998) fez uma adaptacao no modelo segmentado que considera um ponto
de troca dos segmentos, tornando o modelo nao linear e mais flexivel com possibilidade de
melhor aproximacao da relagao das variaveis em estudo.

Schmittdiel et al. (2017) utilizam o modelo segmentado para estudar a relagao
do indice de massa corporal de pacientes obesos avaliados via um programa telefonico de
bem estar ao longo do tempo.

Os autores Chen, Ban-Weiss e Sanders (2018) utilizaram a regressao segmen-
tada linear-linear para estudar a relacao do consumo de energia e a temperatura ambiente
em residéncias. Tal estudo foi importante para se obter, por meio do ponto de troca de
segmentos, a temperatura estacionaria em que ocorre o minimo da relagao consumo x tem-
peratura, e nao ha necessidade de aquecimento ou refrigeracao do ambiente.

Os trabalhos citados anteriormente, referem-se principalmente a modelos de
regressao segmentada do tipo linear-linear, ou seja, as duas estruturas, anterior e posterior
ao ponto de troca, sao descritas por uma reta.

A partir do conhecimento das diversas parametrizagoes e casos dos modelos
de regressao segmentada, um caso especial de tais modelos sao os modelos de regressao
segmentada com plato de resposta, em que uma das estruturas do segmento, geralmente,

apds o ponto de troca, é uma constante paralela ao eixo das abscissas.
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2.3 Modelos de regressao segmentada com plato de resposta

Os modelos de regressao segmentada com plato de resposta sao amplamente
utilizados para determinar exigéncias nutricionais adequadas em dietas animais, bem como
na estimativa do tamanho 6timo de parcelas para estudos experimentais. Esses modelos sao
caracterizados por apresentarem como estrutura, apos o ponto de troca, um segmento cons-
tante, ou seja, um segmento paralelo ao eixo das abscissas que se refere a uma estabilizacao
da variavel resposta.

Para Schabenberger e Pierce (2002), a proporcionalidade entre Y e X antes
de atingir o ponto do plato, implica em uma relacao linear que pode ser modelada por
uma regressao linear. Logo que o aumento linear é combinado com o platd, o modelo
correspondente é nao linear. Pesti et al. (2009) afirmam que diferentes curvas que relacionam
a resposta animal a composicao da ragao podem ser ajustadas aos dados de experimentos
de exigéncias nutricionais.

Os modelos de regressao segmentada com plato de resposta apresentam em
sua primeira estrutura diversas formas e parametrizagoes, e podendo ser representados
por modelos lineares ou nao lineares em relacao aos parametros. Alguns desses modelos

encontrados em Rezende (2002) e Rezende et al. (2007) sd@o dados por:

a) Modelo linear com plato de resposta (MPL)

a+ Pr;+e; sex; < x;
Y;:

p+e; se xr; > Xg.

b) Modelo polinomial quadratico com platé de resposta (MQP)

o+ B +yx? + e se x; < x;

p+éE; se x; > xg.

c) Modelo nao-linear exponencial 1 com plato de resposta (MNLE1)

v aexp(—y(x; — B)?) +&  se z; < wo;

p+E; se x; > xg.

d) Modelo nao-linear exponencial 2 com plato de resposta (MNLE2)

o _ ) aexp(Bzi—qaf) +ei sex <
7; p—

p+é&; se x; > xgp.
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e) Modelo logaritmico com platd de resposta (MLOG)

v Blog(z; + a) +&; se x; < xy;

p+E; se x; > X,
em que: Y; é a variavel resposta, ¢ = 1, ..., n; x; seria o i-ésimo valor da variavel explicativa;
a, [ e~ sao parametros do modelo cuja interpretacao depende do modelo utilizado; xg é o
valor da variavel explicativa em que ocorre a mudanca da estrutura do modelo; p é o plato
de resposta, o méximo (ou minimo) atingido pela varidvel resposta e €; é o erro associado
ao ajuste do modelo.

Em cada um dos modelos apresentados, o parametro ponto de troca x( é
definido de uma forma diferente. Essa é uma importante informagao, pois em um contexto
de desenvolvimento animal, o nivel ideal de um nutriente necessario para o maximo ganho
de peso de uma espécie é dado pelo ponto de troca (PORTZ; DIAS; CYRINO, 2000).

O MPL é caracterizado por ter uma reta crescente ou decrescente no primeiro
segmento, ¢ o modelo mais simples dos modelos de regressao segmentada com plato de
resposta. Ja o MQP apresenta em sua primeira estrutura um segmento de parabola que em
seu ponto de maximo ou minimo encontra-se com o platd de resposta. Os demais modelos
também apresentam uma curva no primeiro segmento que se intercepta com o plato de
resposta.

Os modelos MPL e MQP foram utilizados por Peixoto, Faria e Morais (2011)
para estimar o tamanho 6timo de parcelas em experimentos de conservacao do maracujazeiro
in vitro. Os autores concluiram que o MQP seria mais adequado, pois foi o que se ajustou
melhor em todos os tratamentos testados. Também para estimar tamanho 6timo de parcelas
Moreira et al. (2016) ajustaram os MPL, MQP, além do método da curvatura méxima para
experimentos para cultura do cafeeiro. Neste caso, o método da curvatura maxima mostrou-
se mais adequado.

Guarconi et al. (2017) utilizaram o MPL; além do método da curvatura ma-
xima modificado, para estimar o tamanho 6timo de parcela para experimentos com repolho,
utilizando como variaveis resposta massa, diametro e compacidade do vegetal. Os autores
concluiram que o MPL foi mais adequado na estimagao das trés variaveis resposta utilizadas,
comparado com o método da curvatura maxima modificado.

Coldebella et al. (2005) utilizaram o MPL, um modelo de regressao linear sim-

ples e um modelo de regressao quadratica para determinar a estabilizacao da variabilidade
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da energia metabolizavel em pintos de corte. Os autores utilizaram critérios de compara-
¢ao de modelos e concluiram que o melhor ajuste foi dado pelo MPL. Runho et al. (2001)
também ajustaram os MPL e um modelo de regressao quadratico para obter a exigéncia
nutricional de fésforo para frangos de corte machos e femeas, os autores comentam que o
modelo quadratico superestimou os valores de exigéncia de fésforo e o MPL subestimou tal
valor.

Portz, Dias e Cyrino (2000) utilizaram modelos segmentados de uma inclina-
¢ao e de duas inclinagoes para verificar a exigéncia nutricional da dieta de peixes e comentam
que esses modelos podem ser mais adequados que modelos nao lineares, pois apresentam
resultados mais coerentes.

Ja Rezende et al. (2007) utilizaram os MQP, MNLE1 e MNLE2 para estimar a
dose de zinco ideal nas ragoes de frangos de corte para se obter a deposicao de zinco adequado
na tibia das aves. Os autores concluiram que o modelo MNLE]1 seria recomendado por ser
de melhor interpretagao. Pesti et al. (2009) estudaram varios modelos para estimar o nivel
nutricional adequado para frangos de corte por meio da variavel lisina. Dentre os modelos,
o MPQ se destacou na regiao onde ha a juncao dos segmentos.

Para estimar as exigéncias de lisina em aves de corte, Siqueira et al. (2009)
ajustaram o MPL com uma diferente parametrizacao, além dos modelos de regressao qua-
dratico, exponencial e por fim o MQP que apresentou melhor desempenho para o objetivo
de determinar o nivel de aminoacidos.

Para determinar o nivel total de lisina adequado para fémeas de frangos de
corte, Kim et al. (2018) ajustaram os modelos linear com plato e quadratico com plato. Os
autores concluiram que 0, 68% total de lisina na dieta, seria um teor adequado para as aves.

Todos os estudos citados anteriormente com modelos de regressao segmen-
tada com plato de resposta tiveram as estimativas dos parametros obtidas por métodos
classicos como minimos quadrados e maxima verossimilhanca. A utilizacdo de uma abor-
dagem bayesiana nao é comum nesses tipos de estudo, porém podem-se obter estimativas
de parametros validas por esse método.

A estimacao dos parametros dos modelos de regressao segmentada pode ser
realizada por diversos métodos classicos, paramétricos e nao-paramétricos ou por abordagem
bayesiana.

Brochi e Diniz (2001) discutem alguns métodos de estimacao para modelos
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de regressao segmentada simples, tais como maxima verossimilhanca, busca na grade e
bootstrap considerando diferentes tamanhos amostrais e diferentes pontos de trocas, além
de comentar sobre outros métodos de estimacao como piecewise e nao-paramétricos.

O método de maxima verossimilhanga foi utilizado por Quandt (1958) para
estimar os parametros de um modelo de regressao segmentada para caso de ocorrer apenas
uma troca de estrutura. J& Quandt (1972) propde uma nova abordagem na estimagao dos
parametros do modelo de regressao segmentada, em que se considera uma probabilidade
desconhecida A das observagoes pertencerem a um segmento e 1 — A de pertencerem ao
outro segmento.

Lerman (1980) utiliza o método da busca na grade para estimar os parametros
do modelo de regressao segmentada, ilustrando o método com trés exemplos.

Um nova abordagem para estimacao foi proposto em Muggeo (2003) para
modelos segmentados com ponto de troca desconhecidos. Com essa abordagem, o autor
soluciona problemas como de nao linearidade e nao diferenciabilidade.

A abordagem bayesiana também pode ser utilizada para estimar parametros
de modelos de regressao segmentados. Bacon e Watts (1971) ilustram a estimagao do ponto
de troca de estrutura de duas fases por meio de uma abordagem bayesiana, assumindo
prioris nao informativas para os parametros.

Ferreira (1975) utilizou trés distribui¢oes a priori uniformes para o parametro
ponto de troca do modelo segmentado com dois regimes. Além disso, o autor propoe in-
tervalos de credibilidade baseados na distribuicao t-Student e qui-quadrado para realizacao
de testes de hipdteses para os parametros do modelo. J4 ChinChoy e Broemeling (1980)
utilizaram distribuicao a priori gama-normal para os parametros do modelo segmentado
obtendo distribuigdes a posteriori mistura de t-Student. Holbert (1982) também fez uso da
abordagem bayesiana para modelos de regressao segmentada.

No trabalho de Carlin, Gelfand e Smith (1992), os autores obtiveram amostras
das distribuigoes a posteriori marginais utilizando amostrador de Gibbs, solucionando assim
as dificuldades encontradas na obtencao de resumos a posteriori. Diniz, Milan e Mazucheli
(2003) também utilizaram o amostrador de Gibbs e de Metropolis-Hasting, além disso, os
autores consideraram erros heterocedasticos e com distribuigao t-Student multivariada.

Os métodos de estimagao bayesiano, Julious (Julious (2001)), busca na grade

e segmentado, foram avaliados por meio de simulagao por Chen et al. (2011). Os autores
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concluiram que apenas o método bayesiano foi adequado para modelos que apresentam ou
nao continuidade.

Um diferencial nos trabalhos citados anteriormente sobre estimacao dos pa-
rametros dos modelos de regressao segmentada ¢ que o ponto de troca estimado é a posigao
em que ocorre a troca de estrutura no modelo e nao exatamente o valor da variavel indepen-
dente em que ocorre a mudanca de estrutura ou inicia-se o plato de resposta. No presente
trabalho o foco estd na estimacao do ponto de troca (valor da varidvel independente) em

que ocorre a estabilizagao da variavel resposta.

2.4 Abordagem bayesiana

Na metodologia bayesiana paramétrica combina-se a informagao dos dados
sobre os parametros, descrita pela funcao de verossimilhanga, com o conhecimento prévio
do pesquisador relativo aos parametros, descrito pela distribuicao a priori. Segundo Paulino
et al. (2018) a distribuicao a priori expressa o grau de credibilidade que o pesquisador atribui
ao parametro. A partir da combinacao da informacao a priori e dos dados, utilizando-se, o
Teorema de Bayes, obtém-se a distribuicao a posteriori.

O Teorema de Bayes

P(B|A;)P(A;)
ZP(B\AMA»’

P(A;|B) = (1)

sendo A; eventos que formam uma particao de um espaco amostral, com m eventos, e B é
um evento qualquer.

A distribuicao a posteriori é dada por:

L(O|z) x 7(6)  L(6]x) x (6)
m(x) [ L(6|z) x ©(0)d6

(0| x) =

em que: @ um vetor de parametros; (6 |z) é a distribuigdo conjunta a posteriori do vetor
de parametros dado os dados; L(0|x) é a fungao de verossimilhanca, 7(0) é distribuigao a
priori conjunta para o vetor de parametros 8 e 7(x) é a distribuigdo marginal de x. Como
ﬁ nao depende de 6, resulta em uma constante normalizadora de 7(0 | x), obtém-se,

entao, a expressao 2.
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7(0 | ) o L(Bz) x 7(8). 2)

2.4.1 Distribuigoes a priori e a posteriori

Para Gelman et al. (2014), a distribui¢ao a priori representa o conhecimento
sobre os possiveis valores para o parametro em estudo, deve incluir todos os valores plau-
siveis para o mesmo. A distribuicao de probabilidade deve reflitir o conhecimento que
o pesquisador possui sobre o parametro em estudo. Para Box e Tiao (1992), dada uma
distribuicao a priori, que se acredita ser realista, sobre o parametro em estudo, entao a
distribuicao posteriori mostra como a informacao dos dados (fungao de verossimilhanca)
modifica o que se acredita sobre o parametro a priori.

Segundo Seber e Wild (1989), uma gama de distribuigdes a priori sdo pro-
postas, uma importante classe de distribuicoes a priori sao as nao informativas, quando
nao se tém informacoes claras sobre os parametros. Box e Tiao (1992) discutem que essas
distribuicoes devem ser usadas como um ponto de referéncia, e com a informagao dos dados
obter-se a distribui¢ao a posteriori. Para Gelman et al. (2014), justifica-se o uso de prioris
nao informativas quando pretende-se mostrar que os dados tenham maior peso na informa-
¢ao a posteriori, de modo que as inferéncias nao sejam afetadas por informagcoes externas
aos dados.

Outra classe de prioris sao as informativas, em que se expressa um maior
conhecimento sobre o parametro a ser estudado. Segundo Kéry (2010), a escolha de prioris
informativas deve ser justificada, pois a escolha da priori pode ter uma influéncia inadequada
na distribuicao a posteriori.

Uma importante familia de distribuigao a priori é a familia de distribuicoes
conjugada. Nesse caso, a distribuicao a posteriori pertence a mesma familia que a distri-
buigao a priori, com novos hiperparametros. Segundo Gelman et al. (2014), as distribuigoes
conjugadas sao matematicamente convenientes e computacionalmente mais vantajosas ja
que a distribuigdo a posteriori tem uma forma conhecida. Gamerman e Lopes (2006) aler-
tam para o cuidado com o uso indiscriminado de prioris conjugadas uma vez que, nem
sempre ¢ uma representacao adequada da incerteza a priori.

A distribuicao a posteriori é fundamental pois toda a inferéncia em relacao

aos parametros € realizada por meio dessa distribuicao.
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Ocorre que muitas vezes a distribuicao a posteriori é analiticamente intratavel.
Sendo assim, a obtencao de resumo a posteriori dos parametros de interesse, tais como
médias e intervalos de credibilidade, sao dificeis de serem calculados por envolverem o
calculo de integrais. Uma forma para contornar esse problema estd na obtengao de amostras
da distribuicao a posteriori, pois por meio delas é possivel obter resumos a posteriori de
todos os parametros de interesse.

Amostras da distribuicao a posteriori conjunta podem ser obtidas utilizando-
se cadeias de Markov que possuam como distribuicao limite a distribuicao a posteriori, essas
cadeias podem ser obtidas utilizando-se o amostrador de Gibbs (CASELLA; GEORGE,
1992) e/ou o algoritmo de Metropolis-Hastings (HASTINGS, 1970). Obtidas as amostras,
0s resumos a posteriori para cada parametro de interesse pode ser obtido utilizando-se o
método Monte Carlo daf a origem da sigla MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Conforme
Gamerman e Lopes (2006), quando se tem a distribuigdo a posteriori disponivel, podem-se
resumir informagoes por meio de alguns elementos. A média da distribuicao a posteriori é o
valor esperado de @ dados os dados, a moda seria o mais provavel valor e a mediana divide
o espago paramétrico em duas partes de probabilidades iguais. Ainda para os autores, esses
métodos fornecem apenas uma aproximacao para a distribuicao a posteriori e s6 devem ser

usados quando nao é possivel extrair informagao analiticamente.

2.4.2 Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC)

Segundo Gamerman e Lopes (2006), uma cadeia de Markov é um processo
estocastico em que dado o estado atual da cadeia, o estado passado e futuro sao indepen-
dentes. Para Morettin e Toloi (2004), um processo estocéstico (Z) é definido como: sendo
T um conjunto arbitrario, uma familia Z={Z(t), t€T} e para cada t€T, Z(t) é uma varidvel
aleatdria.

Os métodos de amostragem Gibbs sampling e Metropolis-Hastings consistem
em se obter uma amostra da distribuicao conjunta dos parametros a partir das distribui-
¢oes condicionais completas a posteriori e com essa amostra calcular estimativas de média,
mediana e quantis.

Segundo Gamerman e Lopes (2006), uma cadeia de Markov é um processo
estocastico em que dado o estado atual da cadeia, o estado passado e futuro sao inde-

pendentes. Para Morettin e Toloi (2004), um processo estocastico (Z) é definido como:
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sendo T um conjunto arbitrario, uma familia Z={Z(t), t€T} e para cada t€T, Z(t) é uma
varidvel aleatéria. Entdo, dado um processo estocastico {¢q, ¢1, ..., ¢}, a distribuicao de
¢; depende apenas de ¢;_;. Além disso, as primeiras informacoes das cadeias podem ser
retiradas ("Burn in”), visto que valores iniciais ndo influenciam a distribuigao de equilibrio
da cadeia. pois de acordo com o aumento da cadeia, as iteragoes iniciais sao esquecidas.

O método de aproximagcao tem as vantagens de que sua precisao é controlada

pelo tamanho da amostra independentemente do niimero de observagoes nos dados e os erros

de aproximagao podem ser probabilisticamente medidos (GAMERMAN; LOPES, 2006).

2.4.3 Amostrador de Gibbs

Inicialmente desenvolvido por Geman e Geman (1984), o amostrador de Gibbs
¢ uma técnica para gerar amostras de uma distribuicao conjunta a posteriori de forma
indireta sem ser necessario calcular a densidade (CASELLA; GEORGE, 1992), para sua
implementacao é necessario que as distribuicoes condicionais completas a posteriori sejam
distribui¢oes conhecidas.

Seja a distribuicao conjunta posteriori, 7(0|X), com 0 = (6;,62,....,6,) e p
sendo numero de parametros do vetor, para cada um dos parametros de 7(6|X) calcula-se
a distribuigao condicional completa a posteriori m(6;||02, ..., 0;_1, 011, .. .,0p,X) que deve
ter a forma de uma distribuicao ja conhecida na literatura.

Conforme Gelfand et al. (1990), Gelfand (2000), Roberts e Smith (1994) e
Gamerman e Lopes (2006) considerando-se valores iniciais para os parametros 0=0 —

(6= 6{= =YY 6 amostrador de Gibbs ¢ dado da seguinte forma:

1) gerar GYH) a partir de 7(91|9§t)7 0 X),
2) gerar 0" a partir de m(6,]6, 9§t), 00 X)),

p) gerar Qétﬂ) a partir de 7r(9p|9§t+1), Qét“), s ngll), ),

ou seja, considerando-se ¢ = 0 obtém-se /=Y = (9?21),9?:1), ...,HI(Jt:l))’. Repitindo-se o

processo acima T" vezes, obtém-se uma amostra de tamanho 7" da distribuicao conjunta a
posteriori. A partir dai pode-se considerar um periodo de burn-in, isto é, queima de valores

inicias e/ou thin para diminuir a correlagao entre os valores amostrados.
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Os valores obtidos no processo do amostrador de Gibbs sao uma amostra da

distribui¢do a posteriori. Assim podem-se obter as estimativas pontuais desejadas (média,
moda, mediana) e calcular medidas intervalares (intervalo de credibilidade).

Segundo Gelfand (2000), quando a distribuigao condicional completa a pos-

teriori, 7(0|X), nao é um distribuigdo conhecida, é necesséario utilizar outro método de

amostragem. Um método possivel é o algoritmo de Metropolis-Hasting.

2.4.4 Metropolis-Hastings

Diferentemente do amostrador de Gibbs, no algoritmo de Metropolis-Hastings
as distribuicoes condicionais completas a posteriori, para um ou mais parametros, nao
apresentam formas conhecidas de distribuicao de probabilidade.

O método Metropolis-Hastings proposto por Metropolis et al. (1953) e, pos-
teriormente, generalizado por Hastings (1970) consiste em gerar um valor candidato para
um parametro e aceita-lo com uma probabilidade a.

Segundo Roberts e Smith (1994), o algoritmo constréi uma probabilidade de
transicao do estado atual, X' = z, para o préximo estado realizado X! = y de acordo
com uma probabilidade de transicao « definida como:

) TWa(y,z)
min {W, 1} se m(x)q(z,y) >0
a(z,y) = (z)q(z,y)

1 se m(x)q(z,y) =

em que ¢(z,y) é a distribui¢ao proposta para o préximo estado da cadeia, y. O valor gerado

é aceito com probabilidade « e a cadeia permanece no valor atual x com probabilidade 1 —«.

2.4.5 Convergéncia das cadeias

Para diagnosticar a convergéncia das cadeias geradas pelos métodos de amos-
tragem, podem-se utilizar testes para este fim ou verificar de forma grafica o histérico com
a trajetoria da cadeia. O primeiro caso tenta medir distancias e estabelecer limites nas fun-
coes de distribuicoes geradas a partir da cadeia, e a segunda, mais pratica, apenas observar
a cadeia (GAMERMAN; LOPES, 2006).

Alguns métodos de convergéncia sao propostos na literatura, como os de
Gelfand e Smith (1990), Heidelberg e Welch (1983), Gelman e Rubin (1992), Geweke (1992)

e Raftery e Lewis (1992). Varios desses métodos sao comparados por Nogueira, Safadi e
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Ferreira (2004), e os autores propoem uma forma combinada de utilizagao de varios critérios
de convergeéncia de cadeias de Markov.

O método de Gelfand e Smith (1990) é considerado informal, pois se trata de
uma analise apenas grafica em que é verificada a trajetoria da cadeia ao longo das iteragoes.
Sendo assim, espera-se que a trajetéria alcance a estacionariedade apds um certo periodo
percorrido no processo iterativo. Caso ocorra essa estacionariedade, considera-se que houve
convergencia.

Outro método bastante utilizado com a obtencao de apenas uma cadeia é o de
Geweke (1992). O método que também considera a queima de valores iniciais da iteragao,
consiste em considerar uma funcao de interesse g(#) e os valores simulados em cada iteragao
¢' = ¢g',¢%.. com i = 1,2,...,n suficientemente grande, e pode-se considerar a média dessa
série temporal g°. A partir disso, divide-se a amostra em duas sequéncias, sendo ny = 0, In
a primeira e ng = 0, 5n a segunda. Seguindo o método, calcula-se as médias g4 e gp e suas

respectivas variancias assintoticas S;‘ e Sf . Entao, tem-se um Z-score:

_gA798 N(0,1).
S¢ . S¢
na ng

Caso a diferenca padronizada das médias for grande, ha indicios de nao convergéncia da ca-
deia. O teste ainda pode ser decidido a partir de um valor descritivo (p-valor), considerando

um nivel de significancia a.

2.4.6 Intervalo de Credibilidade - HPD

Quando se obtém uma estimagao pontual de um parametro a partir de uma
distribuicao a posteriori, tem-se toda informacao da distribuicao resumida apenas em um
nimero. Sendo assim, é importante atribuir um intervalo de credibilidade baseado na
distribuicao a posteriori, e quanto menor for o tamanho do intervalo, mais concentrada é
a distribuicao do parametro, ou seja, o tamanho do intervalo informa a dispersao sobre o
parametro (EHLERS, 2007).

Segundo Paulino, Turkman e Murteira (2003), existem diversas regices de
credibilidade com o mesmo grau de credibilidade, porém o interesse estd no intervalo de
credibilidade de méxima densidade a posteriori HPD (Highest Posterior Density) com in-

tervalo de menor comprimento obtido com os valores de maior densidade a posteriori. Con-
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forme expresso por Box e Tiao (1992), deve-se ter a propriedade de que a densidade de um
ponto dentro do intervalo seja maior do que para pontos fora do intervalo.

Ehlers (2007) define que intervalos de comprimento minimo sao obtidos tomando-
se os valores do parametro com maior densidade a posteriori. Matematicamente, tem-se
que um intervalo de credibilidade C de 100(1-«) para um parametro ¢ é de méxima densi-
dade a posteriori se C' = {0 € © : (0 | ) > k(a)} sendo k(«) a maior constante tal que
P(@ € C) > 1 — . Ainda para o autor, utilizando esta definigao, todos os pontos dentro

do intervalo terao densidade maior do que qualquer ponto fora do mesmo.
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 Material
3.1.1 Simulagao

Neste trabalho, foi realizado um estudo de simulacao para avaliar a influéncia
de diferentes tamanhos amostrais, bem como o efeito da variancia residual no processo de
estimacao dos parametros.

O estudo, baseado nas estimativas dos parametros disponibilizados em Re-
zende (2002), foi dividido em seis cendrios para cada um dos modelos, apresentados nas
Figuras 1 e 2. Os dados simulados representavam o teor de Zn depositado na tibia de
frangos, que receberam as dosagens 0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105 e 120 ppm de Zn na racao.

No primeiro cenario, considerou-se um tamanho amostral de n = 16 indivi-
duos, no segundo cenario n = 30 individuos e no terceiro cenario n = 100 individuos. Além
disso, nesses trés primeiros cenarios, foi considerado que o erro segue uma distribuicao
normal com média 0 e variancia constante 02 = 64ppm?, ou seja, € ~ N(0, 64).

No quarto, quinto e sexto cenarios, os tamanhos amostrais considerados tam-
bém foram n = 16, n = 30 e n = 100 individuos, respectivamente. Porém, foi atribuida
uma variancia residual para cada uma das nove doses de Zn na racao, isto é, considerou-se
e ~ N(0,07), com j=1,2...9, em que as variancias de o} = 120, 12ppm?; o3 = 66, 91ppm?;
o3 = 47,33ppm?; o3 = 16, T2ppm?; 02 = 46,65ppm?; o2 = 61, 31ppm?; o2 = T7,97ppm?;
oz = 61,31ppm? e o2 = 96,63ppm? para as dosagens de 0,15, 30,45, 60,75, 90,105 e 120
ppm de Zn na ragao, respectivamente. Esses valores de variancias residuais foram atribuidos

com base na andlise realizada por Rezende (2002).
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a =208 44 o =208,44
£=2,02 p£=2,02
y=-0,0141 y=-0,0141
Cenério 1 Cenério 2 Cenario 3 Cenario 4 Cenario5 Cenario 6
n=16 n=30 n=100 n=16 n=30 n=100
i o =120.12:07 =66 9157 33

cl=16,72;62=46,65;06% =61,31;

gr=71.91.0] =6131;0} -96.63.

Figura 1 - Valores paramétricos utilizados no estudo de simulagao por meio do mo-

delo MQP
B, =P =280.92 B, =P =280,92
B, =x,=68,10 B, =x,=68.10
ﬁs =0.000064 /63 =0.000064
Cenario 1 Cenario 2 Cenério 3 Cenario 4 Cenario 5 Cenario6
n=16 n=30 n=100 n=16 n=30 n=100
e or=12010:0" =66.91 0247 33

02=16,72;6}=46,65;0% =61,31;

o =77.97.0;=61,31;0}-96,63.

Figura 2 - Valores paramétricos utilizados no estudo de simulacao por meio do mo-
delo MNL

Em cada cenario, foram geradas 100 amostras e realizadas 10 mil iteracoes

no processo de estimacao bayesiano. Além disso, para desprezar a influéncia dos valores

iniciais dos parametros em cada cadeia, foi considerado o descarte (burn in) dos primeiros
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50% dos valores e, também, foram considerados saltos (thin) de 10 valores para diminuir a
autocorrelagao entre os valores gerados.

Na verificagao da adequacao das estimativas de cada parametro obtidas, foi
realizada uma andlise exploratoria dos cendrios simulados por meios graficos e avaliacao do

processo com analise do viés.

3.1.2 Dados experimentais

Os dados utilizados para o estudo sobre os modelos de regressao com plato
de resposta sao referentes ao teor de Zinco (Zn), em ppm, na tibia de frangos e frangas de
corte como varidvel resposta e disponibilizados em Rezende (2002).

O experimento foi instalado no Departamento de Zootecnia e de Solos da
Faculdade de Agronomia da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), em um
delineamento inteiramente ao acaso com 8 repetigoes, e os tratamentos foram arranjados
em esquema fatorial (9x2) sendo 9 dosagens de Zn, em ppm, na racao das aves e o sexo dos
animais. As doses de Zn utilizadas foram: 0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120 ppm, sendo a
variavel analisada o teor de Zn na tibia dos frangos.

As aves utilizadas eram da linhagem Hubbard e foram utilizados pintos de
corte de um dia de idade, sexados e vacinados contra as doencas de Marek e Bouba Aviaria.
Foram alojados 12 pintos do mesmo sexo por unidade experimental e, no final da primeira
semana, foi feita uma refugagem reduzindo o total para 10 pintos. No 27° dia de idade das
aves, foram selecionadas 2 aves aleatoriamente de cada unidade experimental para serem
abatidas. Apos o abate das aves, as tibias foram descarnadas, aneladas com anilhas e levadas
para o refrigerador para, posteriormente, serem preparadas para as andlises, e assim, o teor
de Zn foi calculado em relagao ao peso da tibia seca.

Desta forma, tem-se como variavel resposta y;;, com i=1,...,16 e j=1,...,9, 0
teor de Zn em ppm na tibia da i-ésima ave que recebeu j-ésima dose de Zn na racao; e a
varidavel independente z; sendo as doses de Zn utilizadas na ragao também em ppm.

Para o processo de estimagao dos parametros, utilizou-se como valores iniciais
para os processos de amostragem o = 207,4, 5% = 1,93, 7 = —0,0129 e 7° = 0,002, sendo
a precisao 7 dada pelo inverso da variancia, para o modelo de regressao quadratico com
plato de resposta, o qual foi utilizado uma variancia. Para o modelo nao linear com plato

de resposta, em que se considerou variancia constante entre doses, utilizou-se como valores
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iniciais 3) = 290, Y = 70, 59 = 0,000063 e 7° = 0,004. Nos casos em que considerou-
se variancias heterogéneas entre doses, os valores iniciais para o parametro de precisao
foram 79 = 0,0005127146, 79 = 0,0096843088, 79 = 0,0014566828, 7 = 0,0011327688,
79 =0,0003911969, 7 = 0,0006729423, 77 = 0,0039, 79 = 0,0017 e 7§ = 0,001653. Todos
os valores iniciais utilizados, foram baseados em estudos anteriores de Rezende (2002) e
Rezende et al. (2007).

As distribuigoes a priori para os parametros do MQP foram distribuicao nor-
mal como distribuicao a priori para «, 8 e v, e distribuicao gama como distribuicao a priori
para o parametro de precisao 7. Para os parametros do MNL, a distribuicao a priori para
os parametros 31 e 5 foi a distribuicao normal, para o parametro (3 foi a distribuicao beta
e para o parametro de precisao 7, distribuicao gama.

Com relacao ao ntimero de iteracoes dos processos de MCMC, foram consi-
deradas 10 mil para os parametros do MQP. Ja para o modelo MNL, devido a dificuldade
de convergéncia e da autocorrelagao dentre as estimativas, foram consideradas 100 mil ite-
ragoes. Além disso, foi considerado a queima (burn in) de 50% das primeiras iteragoes e
saltos (thin) de 10 valores para o MQP e de 100 valores para o MNL.

Todas as analises para o presente trabalho foram realizadas no software livre
R Core Team (2016). Para o ajuste de modelos na simulagao e na analise dos dados reais,
foi utilizado o pacote R20penBUGS (STURTZ; LIGGES; GELMAN, 2005). Para obtengao
do resumo a posteriori para os parametros dos modelos e teste de convergéncia das cadeias,
foi utilizado o pacote coda (PLUMMER et al., 2006). Os cédigos utilizados no software R

estao parcialmente apresentados no anexo A.

3.2 Meétodo

3.2.1 Modelos empiricos

Os modelos utilizados, tanto no estudo de simulagao como no ajuste aos dados
experimentais, foram:

Modelo de regressao quadratico com plato de resposta (MQP)

o+ fr; 4+ yal +e;y se x; < wo;
Yij =
P+ gy se T; > Xo.

com j=1,...,9, dosagens de Zinco na ragao das aves, i=1,...,n observagoes, y;; é¢ o teor de
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Zn encontrado na tibia das aves avaliadas em ppm; x; sao as dosagens de Zn utilizadas na
racao em ppm; «, (3, v sao parametros do modelo; zy é o valor da dose de Zn adicionada a
ragao em que ocorre a estabilizagdo do teor de Zn na tibia dos frangos (ponto de troca); P é
o plato de resposta, interpretado como o teor maximo de Zn depositado na tibia dos frangos
e g;; € o erro associado ao ajuste do modelo. Os valores para o ponto de troca (x() e plato
de resposta (P) foram determinados como fungoes dos parametros da parte quadrética do
modelo, ou seja, zg = —3/2y = 71,79 ¢ P = a — ($%/4v) = 281,05 (Tabela 1).

E o modelo nao linear com platé de resposta (MNL)

Brexp(—Bs(x; — 52)2) +&i;  sex; < To;

P+ g se T; > Xg.

Yij =

sendo j=1,...,9, dosagens de Zinco na ragao das aves, i=1,...,n observagoes, y;; ¢ o teor de
Zn encontrado na tibia das aves avaliadas em ppm; x; sao as dosagens de Zn utilizadas na
racao em ppm; 1, (B e B3 sao parametros do modelo; z( é o valor da dose de Zn adicionada
a ragao em que ocorre a estabilizacao do teor de Zn na tibia dos frangos, e que no MNL
é igual ao parametro fy; P = Brexp(—pFs(zo — B2)?) é o plato de resposta, e g;; é o erro

associado ao ajuste do modelo.
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3.2.2 Metodologia bayesiana

A estimacao dos parametros dos modelos MQP e MNL, deu-se por meio da

abordagem bayesiana e, para tal, assumiu-se que os erros seguem uma distribui¢ao normal.

Desta forma, a funcao de verossimilhanca para o modelo MQP, pode ser escrita como:

10l = TTT1(5)" exo{ St - (-t 8y + 20
T () ool o)

X
— — —
[\3|ﬂ
=)
~ ~ ~
@
»
o
——
|
IR
e
<
Y
3
[N~}
——

exp {%T [Z Z(ym — (a+ B +vz3))* + Z Z (ij — P)?

=1 j=1 i=1 j=k+1

}

com 0" = (a,f,7,7) o vetor de parametros do modelo, e k sendo a posigao da maior

dosagem nao superior a xg.

Para os parametros «, 3, v foram atribuidas distribui¢des normais a priori,

ou seja:

Para o parametro a ~ N (g, Ta):

o) = (32) e { 2t -}

Para o parametro 5 ~ N(ug, 75), tem-se que:

w0 = (32) e { 26—}

J& para o para o parametro v ~ N(u,,7,), a distribuicao a priori fica:

m(y) = (;—;)2 exp {_777(7 - uv)Q} :

Para o parametro da precisao 7, foi considerada uma distribuicao a priori
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gama, ou seja, T ~ gamala,,b,):

De posse das distribuicoes a priori de cada parametro e da funcao de veros-
similhanca para o modelo MQP, é possivel obter a distribui¢ao a posteriori conjunta, dada

por:

(e, B, 7, Tly, H) o< L(8y)m(a|tta, )7 (Bla, m8)7 (V| oy, 79) (7| a7, br)

sendo H = {fta, Ta, 143, T8, H~, Ty, @7, by } 0 conjunto dos parametros das distribuigoes a priori
denominados de hiperparametros. Os valores considerados para os hiperparametros foram
obtidos por meio de estudos anteriores em que foram utilizadas estimacoes por métodos
classicos para obtencao de suas estimativas.

Considerando a distribuicao a posteriori conjunta para os parametros do
MQP, é possivel encontrar as distribuicoes a posteriori condicionais para cada parametro,
sendo essas utilizadas nos métodos de amostrador de Gibbs ou algoritmo de Metropolis-

Hastings para simular valores da distribuicao de cada parametro.
A distribuicao a posteriori condicional para o parametro o do MQP ¢é dada

por:

16 k 16 9
m(aly, B,7,7) = exp{; |:ZZ(yij(0‘+ﬂIj 92+ > (i — P)?

=1 j=1 i=1 j=k+1

Para o parametro f do MQP a distribuicao a posteriori condicional é:

- T;(ﬁ—uﬁ)z}

O parametro v para o MQP obteve como distribuigao a posteriori condicional

16 k 16 9
m(Bly,a,v,7) = exp {_27 [Z > Wi — (a+ Bz +2))> + > > (yi — P)

i=1 j=1 i=1 j=k-+1

a seguinte expressao:

i=1j=1 i=1 j=k+1

16 k 16 9
m(1ly, 0 B,7) = exp {‘; {Z D (i — (ot By )P+ 30 D7 (i~ P)?] - 2= M}

e por fim, para o parametro de precisao 7 do MQP, a distribuigao a posteriori condicional
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foi:

16 9

16 k
(rly,a,B,7) = Trexp { - [Z > (i — (a+ By +92))* + > Y (y; - P)°

i=1 j=1 i=1 j=k+1

x 1% lexp( TbT)

— 7_ +a7'
1 k 16 9
2\\2
i= = =1 j=

o que caracteriza o nucleo de uma distribuicao gama com parametros:

a = —+a,
2

16 Kk 16 9
b* =b, + = (ZZ Yij — Oz—f—ﬂl‘]—i-’yl’ )) +Z Z(yij_P)Q)

i=1 j=k+1

}

— P)2> + b,

Para os parametros a, 5 ey do MQP, as distribuicoes a posteriori condicionais

nao apresentaram formas de distribuicoes ja conhecidas, por isso o método de Metropolis-

Hastings é adequado para obtencao da amostra dos valores de tais parametros.

Ja o para-

metro de precisao 7 apresentou uma distribuicao a posteriori condicional que é um ntcleo

de uma distribui¢ao gama, ou seja, é adequado a utilizacao do amostrador de Gibbs para

se obter a amostra dos valores do parametro.

Para o modelo nao linear com plat6 de resposta (MNL), também foi conside-

rado que os erros seguem uma distribui¢ao normal e, portanto, a fungao de verossimilhanca

]



pode ser escrita como:

Lol - H () e { S0 — Gremp{—tits; — 71}
< TG oo {50 7)
= (D) ew {‘722@ ~ (o (sl - 52)2}))2}
() e )
= (L) e {‘7 [Z Z<y — (Brexp{~fa(z; — 2)"}))” + ZZ@ - Py
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}

com @ = (1,52, Ps,7)! o vetor de parametros do MNL, e k sendo a posicao da maior

dosagem nao superior a .

As distribuicoes a priori consideradas para cada parametro do MNL foram

para o parametro 51 ~ N(pg,, 73 ):

w60 = (22) e {22065 - )

Ja para o parametro Sy ~ N(ug,, Ts,), tem-se que a distribui¢do a priori é:

6 = (22) e { 2206 o'}

O parametro f3 teve como distribuicao a priori 3 ~ beta(ag,, Bg,), ou seja:

1 g, —
m(fs) = B(@53’/8/33)63ﬁ3 (1 Byt

E para o parametro de precisao 7 ~ gama(a,,b,):

COM Lo, Ty [485 T8 Oy, By, @7, by 0s hiperparametros das distribuigoes a priori para os para-

metros do MNL.
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Apés combinar as distribuicoes a priori dos parametros e funcao de verossi-
milhanga, foram obtidas as seguintes distribuicoes condicionais para os parametros: Para

/817

16 k 16 9
7(B1ly, B2, B3, T) = eXp{ [Z D (ij — (Brexp{—Ps(z; = B2)*})* + D D (wij — P)2] - %(/31 - Mm)z}

i=1j= i=1j=k+1

-

Para (s,

k 16 9
Zy” (Brexp{—B3(z; = B2)"})* + D D (yz-]-—P)Q} _TZZ)(ﬂZ—#Bz)2}

i=1j=k+1

HM;

TF(/32|:L/,51,/337T)_6XP{ [

Para (s,

16 9
m(Bsly, B1, B2, 7) = eXp{ [ZZ yij — (Brexp{—Bs(z; — B2)’}))> + > Y (vi; — P)?

i=1 j=1 i=1 j=k+1

x By (1 pa)Pe

e para 7 do MNL,

N
2

’/T(T|y7 617 /823 63)

(3)
_r 16 9
x exp{ lzzyw (Brexp{—Ba(z; — BN+ 3. 3. <yij—P>2”

i=1 j=1 1=1 j=k+1

ar—1_—7b,

X T e
_ (Fra)a
1 [28 F 16 9
X exp {— [2 (Z D (wij — (Brexp{—Bs(x; — B2)° D)+ D> > (yij — P)Q) + bT] T}
i=1 j=1 i=1 j=k+1

A expressao da distribuicao a posteriori condicional do parametro 7 tem forma conhecida

¢ um nucleo de uma distribuicao gama com parametros o* e §*, sendo:

a’ = —+a,
2

k 16 9
g = (ZZ (45 — (Brexp{—Bs(z; = B 1)+ D > (wij — P)2>

i=1 j=1 i=1 j=k+

Considerando as distribuigoes a posteriori condicionais para cada parametro

do MNL tem-se que os parametros 3, o e $3 nao apresentam forma de alguma distribuicao
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conhecida, desta forma, o método de Metropolis-Hastings é adequado para gerar valores da
distribuicao a posteriori de cada parametro. Para o parametro 7, a sua distribuicao a
posteriori condicional apresenta um ntcleo de uma gama, o que permite a utilizacao do

amostrador de Gibbs para simular valores da distribuicao a posteriori condicional.

3.2.3 Diagnéstico e critério de comparacao dos ajustes

Para avaliacao dos residuos dos ajustes dos modelos utilizados, foram verifi-
cados os graficos de residuos versus valores preditos. Além disso, foi utilizado como critério
para escolha do melhor modelo que se ajusta aos dados o critério de informacao deviance

(DIC), proposto por Spiegelhalter et al. (2002), dado por:

DIC = D+2pp

= D+ pp,

com pp = D — D, D sendo a média a posteriori da deviance e D = —2 x log(p(y|d)). Sendo

assim, o melhor modelo, segundo o DIC, é aquele que apresentar menor valor deste critério.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Estudo de simulacao para o modelo de regressao quadratico

com plat6 de resposta (MQP)

A seguir serao apresentados os resultados do estudo de simulagao por meio
do modelo de regressao quadratico com plato de resposta (MQP) considerando variancia
constante, 0?=64 (7 = 1/0* = 0,0156), diferentes tamanhos amostrais (n=16, 30 e 100) e
os seguintes valores paramétricos o« = 208,44, § = 2,02, v = —0,0141. Foram simulados
100 experimentos e, para cada um deles, procedeu-se o ajuste do modelo MQP por meio da

metodologia bayesiana.

Tabela 1 - Médias das estimativas da média a posteriori dos parametros do modelo de

regressao quadratico com platd de resposta e vieses médios, para os cenarios 1,

2e 3.

Parametros Q@ 15} ~y x P o?

Valor paramétrico 208,44 2,02 -0,0141 71,79 281,05 64,00
n=16 208,38 2,06 -0,0146 71,10 280,91 65,48
(Cenério 1) (-0,07) (0,03) (-0,0005) (-0,68) (-0,01) (1,48)
n=30 208,14 2,06 -0,0145 71,34 281,24 64,53
(Cenério 2) (-0,31) (0,03) (-0,0004) (-0,45) (0,19) (0,53)
n=100 208,26 2,05 -0,0144 71,28 281,29 64,46
(Cenério 3) (-0,18) (0,03) (-0,0003) (-0,51) (0,24) (0,46)

Ainda para o modelo de regressao quadrético com plato de resposta (MQP),
outros trés cendrios de simulagao (Tabelas 2 e 3) foram considerados utilizando os mesmos
valores paramétricos descritos anteriormente, porém considerando variancias heterogéneas
em relacao as doses de Zn na ragao no estudo de simulagao. As variancias consideradas
foram o? = 120,12; o5 = 66,91; o3 = 47,33; 07 = 16,72; 02 = 46,65; 02 = 61,31;
02 =77,97; 02 = 61,31 e 02 = 96, 63.
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Tabela 2 - Médias das estimativas da média a posteriori dos parametros do modelo de

regressao quadratico com platé de resposta e vieses médios, para os cenarios 4,

5eb.

Parametro « I5} y o P

Valor paramétrico 208,44 2,02 -0,0141 71,79 281,05
n=16 208,35 2,05 -0,0144 71,42 281,10
(Cenério 4) (-0,09) (0,02) (-0,0003) (-0,36) (0,05)
n=30 207,74 2,07 -0,0145 71,44 281,29
(Cenério 5) (-0,71) (0,04) (-0,0004) (-0,35) (0,24)
n=100 208,22 2,04 -0,0142 71,83 281,42
(Cenério 6) (-0,22) (0,02) (-0,0001) (0,05) (0,37)

Tabela 3 - Médias das estimativas da média a posteriori dos parametros de variancia do modelo de

regressao quadratico com plato de resposta e vieses médios, nos cenarios 4, 5 e 6.

Parametro o2 o3 o2 o3 o2 o2 o2 o2 ol

Valor paramétrico 120,12 66,91 47,33 16,73 46,656 61,31 77,97 61,31 96,63
n=16 135,61 79,83 55,51 19,18 55,98 68,87 85,19 75,12 113,41
(Cenério 4) (15,49) (12,92) (8,18) (2,45) (9,33) (7,56) (7,22) (13,81) (16,78)
n=30 132,15 71,88 50,85 18,16 53,85 62,59 82,71 68,09 104,23
(Cenério 5) (12,03) (4,97) (3,51) (1,44) (7,20) (1,29) (4,74) (6,78) (7,60)
n=100 120,92 67,23 48,91 17,07 50,70 61,15 79,10 62,54 98,22
(Cenério 6) (0,80) (0,32) (1,58) (0,35) (4,05) (-0,16) (1,13) (1,23) (1,59)

Nas Tabelas 1, 2 e 3 estao apresentadas as médias das estimativas das médias
a posteriori nos 100 experimentos, bem como a média dos vieses em relagao aos valores
paramétricos para cada um dos seis cendrios de simulacao. Em relacao as médias das
estimativas é possivel perceber, para todos os parametros da parte sistematica do modelo,
que elas estao bem proximas dos valores paramétricos considerados, tanto para os cenarios
em que considerou-se variancia constante, como para os cenarios em que assumiu-se uma
variancia para cada nivel do fator dose.

Na inspecao dos vieses, também é possivel verificar (Tabela 1) que ao consi-
derar variancia constante, os parametros «, v e xy tendem a ser subestimados, e esse mesmo

comportamento é verificado para os parametros a e v ao considerar variancias heterogéneas
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(Tabela 2) e para o parametro xy quando foram considerados os tamanhos amostrais n=16
e n=30.

Em relacao ao parametro da variancia, ele foi superestimado em todos os
cenarios considerados. Além disso, o viés médio diminuiu consideravelmente com o tamanho
amostral. Para o parametro de platdo P, de acordo com as Tabelas 1 e 2, o viés médio é
maior para amostras pequenas, porém, na Figura 4, observa-se que a dispersao dos vieses
¢ menor com aumento do tamanho amostral, ou seja, ha maior precisao com aumento do
tamanho amostral.

Nas Figuras 3 e 4, estao representadas por meio do boxplot as estimativas da
média a posteriori dos parametros do MQP e vieses em cada um dos cenarios de simulagao.
Observa-se que com o aumento do tamanho amostral a dispersao das estimativas e dos vieses
diminuem consideravelmente, tanto nos cenarios em que considerou-se variancia constante
(cendrios 1, 2 e 3), como nos casos de heterogeneidade de variancias entre os niveis do fator

dose (cenario 4, 5 ¢ 6).
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4.2 Estudo de simulacao para o modelo nao linear com platé de

resposta (MNL)

Nesta se¢ao, serao apresentados os resultados do estudo de simulacao para o
modelo nao linear com plato de resposta (MNL), também considerando variancia constante,
0?=64 (1 = 1/0? = 0,0156), diferentes tamanhos amostrais (n=16, 30 e 100) e os seguintes
valores paramétricos f; = 280,92, B, = 68,10, f3 = 0,000064. Também para este modelo,
foram consideradas variancias heterogéneas entre os niveis do fator dose (07 = 120,12;
o5 = 66,91; 02 = 47,33; 02 = 16,72; o2 = 46,65; 02 = 61,31; 0 = 77,97; 02 = 61,31
e 02 = 96,63). Foram simulados 100 experimentos e para cada um deles, procedeu-se o
ajuste do modelo MNL por meio da metodologia bayesiana.

Nas Tabelas 4, 5 e 6 estao apresentados os resultados do estudo de simulagao
para o MNL, considerando os cendrios 1, 2, e 3 (Tabela 4) e cenérios 4, 5 e 6 (Tabelas 5 e 6).
Para o parametro (31, que neste modelo é o proprio plato de resposta, em pequenas amostras
(n=16), é possivel verificar que as médias das médias a posteriori sao diferentes entre si,

quando a variéncia foi considerada homogénea (Tabela 4) ou heterogénea (Tabela 5). A
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medida que o tamanho amostral aumenta, essa diferenca entre estimativas diminui. Esse
mesmo comportamento é verificado para o parametro [, que para o modelo MNL é o ponto
de troca. O viés é menor nos casos em que foi considerada variancia constante para dose,
para o parametro do ponto de troca (5. Esse mesmo comportamento pode ser observado
no grafico de boxplot na Figura 5, que apresenta as estimativas da média a posteriori dos
parametros do MQP e vieses em cada um dos cenarios de simulacao.

Para o parametro de variancia (Tabelas 4 e 6), em todos os cendrios conside-
rados, sua estimativa foi superestimada, embora o viés médio tenha diminuido considera-

velmente com o aumento do tamanho amostral.

Tabela 4 - Médias das estimativas da média a posteriori dos parametros do modelo nao

linear com plato de resposta e vieses médios, para os cenarios 1, 2 e 3.

Parametro =P B2 = xo B3 o?

Valor paramétrico 280,92 68,10 0,000064 64

n=16 282,04 68,49 0,000064 67,01
(Cenério 1) (1,12) (0,39) (-0,0000001) (3,01)
n=30 281,07 68,25 0,000064 64,88
(Cenério 2) (0,15) (0,15) (-0,0000002) (0,88)
n=100 281,06 68,25 0,000064 64,43
(Cenério 3) (0,14) (0,15) (0,00000008) (0,43)

Tabela 5 - Médias das estimativas da média a posteriori dos parametros do modelo nao

linear com plato de resposta e vieses médios, para os cenarios 4, 5 e 6.

Parametro fL=P B2 =z B3
Valor paramétrico 280,92 68,10 0,000064
n=16 280,67 66,03 0,000069
(Cenério 4) (-0,25) (-2,07) (0,000006)
n=30 281,34 69,02 0,000062
(Cenério 5) (0,43) (0,92) (-0,000002)
n=100 281,31 68,56 0,000063

(Cenério 6) (0,39) (0,46) (-0,0000004)
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Tabela 6 - Médias das estimativas da média a posteriori dos parametros de variancia do

modelo nao linear com plato de resposta e vieses médios, nos cenarios 4, 5 e 6.

Parametro o2 o3 o3 o5 o2 od o2 o3 o3

Valor paramétrico 120,12 66,91 47,33 16,73 46,65 61,31 77,97 61,31 96,63
n=16 137,32 78,37 52,14 18,66 53,42 70,56 91,94 67,87 111,73
(Cenadrio 4) (17,20) (11,45) (4,81) (1,93) (6,77) (9,26) (13,97) (6,56) (15,10)
n=30 131,13 73,02 50,10 1749 50,62 6927 84,49 67,65 106,06
(Cendrio 5) (11,01) (6,11) (2,76) (0,77) (3,97) (7,96) (6,52) (6,34) (9,43)
n=100 123,71 69,66 48,91 17,30 4882 61,75 80,18 63,12 98,26
(Cenaério 6) (3,58)  (2,75) (1,58) (0,57) (2,17) (0,44) (2,21) (1,81) (1,63)
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Além das andlises apresentadas para os modelos MQP e MNL, segue no anexo
B os histogramas das densidades a posteriori para cada parametro dos modelos, graficos
das estimativas a posteriori em funcao do tamanho amostral e também tabelas com as

estimativas dos parametros de precisao nos casos de heterogeneidade de variancias.

4.3 Anailise dos dados de teor de Zinco (Zn) depositados na tibia

de frangos

Os dados do teor de Zinco (Zn) depositado na tibia das aves em funcao das
doses de Zinco (Zn) aplicadas na ragao estao representados na Figura 6, por meio do box-
plot. A estrutura apresentada pelos dados mostra que ha um crescimento no teor de Zn
encontrado na tibia das aves, como uma fun¢ao do aumento da suplementacao de Zn con-
siderada na racao. Conforme é visto na Figura 6, ha seis valores de teor de Zn na tibia,
que podem ser considerados discrepantes em relacao aos demais. Sendo assim, optou-se por

realizar o ajuste dos modelos retirando esses pontos.

Teor de Zn natibia, em ppm
150 200 250 300 350 400
|
o
i
HIH
all
L]
|__
I
H
T

| | | | | | | | |
0 15 30 45 60 75 90 105

Doses de Zn na racéo, em ppm

Figura 6 - Boxplot para teor de Zn na tibia de frangos de corte.

O comportamento dos dados sem os pontos discrepantes pode ser visualizado
na Figura 7. E possivel perceber que com o aumento da suplementacao do nutriente na
racao ha um aumento na deposicao do mesmo na tibia dos animais. Esse aumento de teor

de Zn na tibia é mais acentuado até, aproximadamente, 75 ppm de Zn na ragao, e a partir
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desta dose, aparentemente, a deposicao deste nutriente tende a se estabilizar.
Esse comportamento esta de acordo com o descrito por Euclydes e Rostagno
(2001), que caracterizam o efeito de um nutriente limitante na ra¢ao partindo de niveis
baixos até niveis elevados, em quatro fases. Na primeira fase, denominada inicial, o acrés-
cimo de nutrientes garante apenas a sobrevivéncia do animal, pois os niveis sao insuficientes
para ocorrer crescimento. Na segunda fase ou fase resposta, o animal comega a apresentar
crescimento e melhor eficiéncia alimentar até um nivel de estabilizacao do desempenho e
inicio da terceira fase denominada estavel. Na fase estavel, os niveis de nutrientes nao pro-
movem resposta ao desempenho. E, por fim, a quarta fase chamada de téxica, em que o
nivel elevado do nutriente pode causar reducao no desempenho em consequéncia de efeitos
colaterais. Sendo assim, os autores afirmam que os experimentos para determinar niveis

otimos dos nutrientes na ragao devem ser aplicados nas fases de resposta e estavel.
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Figura 7 - Boxplot para teor de Zn na tibia de frangos de corte, sem os outliers.

As médias do teor de Zn na tibia dos animais de cada dose de Zn aplicada
na ragao estao apresentadas na Tabela 7, juntamente com os respectivos desvios padroes.
Pode-se verificar que o desvio padrao do teor Zn é bastante diferente em cada nivel do
fator dose, ou seja, pode-se afirmar que ha uma heterogeneidade de variancias. Mesmo
assim, procedeu-se com o ajuste do modelos com plato de resposta considerando tanto a

homogeneidade de variancia como a heterogeneidade da mesma.
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Tabela 7 - Médias e desvios padroes do teor de Zn na tibia dos frangos em cada dose de

Zn.
Doses 0 15 30 45 60 75 90 105 120
Média 207,13 241,20 270,27 275,81 282,31 289,35 295,87 298,61 284,66

Desvio padrao 28,73 10,85 14,46 10,18 15,16 14,21 19,07 25,97 35,17

4.3.1 Ajuste do modelo de regressao quadratico com platé de resposta (MQP)
e do modelo nao linear com platé de resposta(MNL), considerando va-

riancia homogénea

O processo de estimacao dos parametros procedeu-se por meio da abordagem
bayesiana utilizando métodos numéricos para obtencao de amostras das distribuicoes a
posteriori para cada parametro do MQP e do MNL em estudo. As distribuicoes a priori
consideradas para cada parametro (distribuigdo normal para «, 3, 7, 51 e (s, distribui¢ao
beta para (3 e distribui¢do gama para 7) combinada com a func¢ao de verossimilhanga, que
contém a informagao dos dados (distribuigao normal), geraram distribuigoes a posteriori
com formas desconhecidas para os parametros «, 3, v, B1, B2 e B3 e forma conhecida para
a precisao 7. Foram utilizadas 10 mil iteragoes no processo MCMC para a ajuste do MQP
e 200 mil iteracoes para o ajuste do MNL, sendo realizado o descarte de 50% das primeiras
iteragoes nos dois modelos e saltos de 10 valores para o MQP e 200 valores para o MNL. No
anexo C do presente trabalho estao apresentados os graficos do historico das cadeias dos
processos MCMC, além dos graficos das densidades a posteriori e graficos de autocorrelagoes
dos parametros dos modelos utilizados.

Ao verificar a evidéncia de convergéncia das cadeias do processo MCMC para
os parametros dos modelos, apresenta-se na Tabela 8 o resultado do teste de convergéencia
de Geweke. Tanto para os parametros do MQP, quanto para os parametros do MNL o teste
apresenta Z-scores entre o intervalo de —1,96 e 1,96, considerando um nivel de significancia

de 0,05, ou seja, ha evidencias de convergéncia das cadeias para todos os parametros.
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Tabela 8 - Teste de convergéncia de cadeia de Geweke, modelo de regressao quadratico
com plato de resposta e modelo nao linear com platé de resposta, considerando

homogeneidade de variancia.

MQP Parametros « I5} ~y g P T o2
Z-score 1,27 -0,78 0,60 0,20 -0,82 -0,48 0,58

MNL Parametros f1=P Ba=x¢ B3 T o2 - -
Z-score 1,01 0,64 -0,46 -0,62 0,61 - -

O resumo da distribuicao a posteriori dos parametros do modelo de regressao
quadratico com platdo de resposta e do modelo nao linear com platdo de resposta estao
apresentados na Tabela 9. As médias a posteriori dos parametros dos modelo MQP e MNL
apresentaram um erro de Monte Carlo (EMC) baixo e menor do que o desvio padrao a
posteriori de cada parametro. Isso indica que o nimero de iteragoes na cadeia de cada
parametro é adequado.

O ajuste apresentou uma estimativa para o ponto de troca do MQP de
T9=0606, 89 ppm, que representa o nivel de Zn na racao a partir do qual a deposicao deste
nutriente na tibia dos animais estaria estabilizada. Para o MNL, a estimativa do ponto
de troca foi de Zy=68,37. Esses valores sao inferiores aos encontrados por Rezende et al.
(2007) para o MQP, que foram de Ty=71, 80 e semelhante ao do MNL que foi de 7,=68, 10,
ajustando os mesmos modelos com plato de resposta para os teores médios de Zn na tibia
em funcao de cada dose por meio de abordagem cléassica. Isso deve-se ao fato dos autores
terem utilizado a média do teor de Zn em cada uma das dosagens no ajuste e nao a utiliza-
¢ao de todas as repeticoes do teor em funcao das doses. Sendo assim, os valores extremos
podem ter afetado os valores dos teores médios de Zn em cada dosagem.

Os niveis de Zn encontrados nos ajustes do presente trabalho, também foram
inferiores aos encontrados por Gomes et al. (2009), que utilizaram modelos de regressao
quadratico para estimar o nivel adequado de Zn na racao de frangos machos e fémeas.
Os autores determinaram que a exigéncia ideal de Zn para ragao seria de 82,20 ppm para
machos e 85,70 ppm para fémeas.

Para o platd de resposta (P), o ajuste do modelo MQP resultou em uma
estimativa do teor médio de Zn encontrado na tibia dos frangos de P = 290,23 ppm e

foi superior ao encontrado por Rezende et al. (2007), que foi de 281,1 ppm utilizando o
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mesmo modelo para o teor médio de Zn em cada dose do mesmo experimento. Essa seria a
deposicao maxima de Zn na tibia dos frangos considerando o nivel ideal de Zn na racao dos
mesmos. No MNL, a estabilizacao na deposicao do mineral foi estimada em P= 290, 68, o
que foi bem proximo ao obtido por meio do ajuste do modelo MQP.

O intercepto apresentou uma média a posteriori de & = 208, 05 ppm, ou seja,
sem adicao de Zn na racao das aves, o teor de Zn na tibia seria de aproximadamente 208,05
ppm. Cabe ressaltar que as fases analisadas correspondem a fase resposta e estavel, ou seja,

o experimento aconteceu apds a fase inicial caracterizada por Euclydes e Rostagno (2001).

Tabela 9 - Médias a posteriori, desvios padrdes (DP) a posteriori e intervalo de credibili-
dade HPD e erro de Monte Carlo (EMC) dos parametros do modelo de regressao
quadratico com plato de resposta e do modelo nao linear com plato de resposta,

considerando homogeneidade de variancia.

Parametros Média DP EMC LI L.S

208,05 5,15 0,18 197,40 217,70

2,51 0,43 0,01 1,75 3,40
-0,0196 0,0062 0,0002 -0,0321 -0,0089

MQP 66,39 9,72 0,29 48,99 86,77
P 290,23 2,80 0,05 284,30 295,70

T 0,0022 0,0003 0,000004 0,0017 0,0028

o2 460,22 57,82 0,85 355,40 577,10

By=P 290,68 2,67 0,05 285,5 295.9

Bo=mg 68,37 8,25 0,18 53,49 84,77
MNL S 0,00007  0,000019 0,00007 0,00004  0,00011
T 0,0022 0,0003 0,000002 0,0017 0,0027

o2 462,18 57,01 0,32 355,3 574.6

L.I - limite inferior do intervalo HPD 95%;

L.S - limite superior do intervalo HPD 95%

Na Figura 8, tem-se o ajuste do modelo de regressao quadratico com plato de
resposta e do modelo nao linear com plato de resposta para os dados do teor de Zn na tibia
dos frangos, para o caso em que foi considerado homogeneidade de variancia. De acordo

com o grafico, os dois modelos apresentaram ajustes semelhantes e, com relacao a dosagem
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ideal na ragao, o MNL apresentou intervalo de credibilidade HPD menor que no modelo
MQP com um nivel de credibilidade de 95%, o que indica que a probabilidade a posteriori

de o parametro xy estar no intervalo é de 0,95.
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Figura 8 - Ajuste dos modelos MQP e MNL, aos dados do teor de Zinco na tibia de
frangos, no caso em que foi considerado homogeneidade de variancia, e

intervalos de credibilidade (linhas verticais) para o ponto de troca

4.3.2 Ajuste do modelo de regressao quadratico com platé de resposta (MQP)
e do modelo nao linear com platé de resposta(MNL), considerando he-

terogeneidade de variancias

Para o ajuste dos modelos MQP e MNL em que se considerou heterogeneidade
de variancias, procedeu-se com as mesmas distribuicoes a priori utilizadas na segao anterior,
além dos mesmo ntmero de iteracoes, descarte de 50% da cadeia e saltos 200 valores.

Na Tabela 10 ¢ possivel observar o resultado do teste de convergéncia das
cadeias para cada parametro do MQP e do MNL. Segundo o teste, ha evidéncia da conver-

géncia das cadeias do processo MCMC para todos os parametros estudados, pois o Z-scores



56

calculados sao menores que 1,96 e maiores que -1,96, que sao os quantis de uma normal

padrao considerando um nivel de significancia de 0,05.

Tabela 10 - Teste de convergéncia de cadeia de Geweke, modelo de regressao quadratico
com plato de resposta e modelo nao linear com platé de resposta, considerando

heterogeneidade de variancias.

MQP Parametros « I} ~y x P
Z-score -0,83 0,68 -0,60 -0,35 0,45

MNL Parametros 51=P Bo=xg B3 - -
Z-score 0,06 0,07 0,02 - -

O resumo a posteriori dos parametros do modelo de regressao quadratico com
plato de resposta e do modelo nao linear com plato de resposta, composto por média, desvio
padrao & posteriori e dos limites inferior e superior do intervalo de credibilidade HPD, estao
apresentados na Tabela 11. As estimativas dos erros de Monte Carlo evidenciam que para os
parametros dos modelos MQP e MNL, o niimero de iteragoes nas cadeias foram adequadas,
pois as estimativas do EMC sao baixas e menores que os respectivos desvios padroes a
posteriori.

No ajuste do MQP, o parametro a, que representa o intercepto, obteve
uma média a posteriori de 211,88. O ponto de troca apresentou média a posteriori de
ZTo = 73, 26ppm para o MQP, e para o MNL Z, = 74, 03ppm, ou seja, estimativas bem pro-
ximas para os dois modelos ajustados e superiores as obtidas nos ajuste do MQP e MNL
considerando uma variancia, na secao anterior. Para estes valores obtidos de dosagem ade-
quada de zinco na racao dos frangos, obteve-se uma deposicao de zinco na tibia dos animais
de P = 290, 12ppm e P = 290, 60ppm, respectivamente, para os dois modelos.

Considerar a heterogeneidade de variancias entre os niveis do fator dose
mostrou-se influenciar nas estimativas dos parametros dos modelos ajustados, pois houve

diferencga consideravel nas estimativas encontradas no MQP e MNL.



Tabela 11 - Médias a posteriori, desvios padroes (DP) a posteriori, intervalo de credibi-

lidade HPD e erro de Monte Carlo (EMC), dos pardmetros do modelo de
regressao quadratico com plato de resposta e do modelo nao linear com plato

de resposta, considerando uma varidncia para cada nivel de dose.

o7

Parametros Média DP EMC LI L.S
211,88 5,71 0,33 200,30 222,80
2,19 0,39 0,02 1,46 2,96
MQP v -0,0160 0,0052 0,0003 -0,0259 -0,0071
X 73,26 10,43 0,54 52,99 93,46
P 290,12 3,28 0,11 284,00 296,70
B1=P 290,56 3,06 0,07 284,60 296,50
MNL Ba=xq 74,03 8,92 0,25 56,93 92,00
B3 0,000057 0,000016 0,00002 0,000029 0,000088

L.I - limite inferior do intervalo HPD 95%;

L.S - limite superior do intervalo HPD 95%

Os ajustes do modelo de regressao quadratico com plato de resposta e do

modelo nao linear com plato de resposta aos dados do teor de Zinco na tibia de frangos,

no caso que foi considerado a heterogeneidade de variancias entre niveis do fator dose,

estd representado na Figura 9. Os dois modelos apresentaram ajustes semelhantes, além

disso, os ajustes de ambos parecem satisfatério. O ponto de troca, dosagem ideal na racao,

apresentou menor intervalo de credibilidade HPD para o MNL com um nivel de credibilidade

de 95%, conforme linhas verticais no gréfico da Figura 9.
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Figura 9 - Ajuste dos modelos MQP e MNL, aos dados do teor de Zinco na tibia de
frangos, no caso em que foi considerado heterogeneidade de variancias, e

intervalos de credibilidade (linhas verticais) para o ponto de troca.

4.3.3 Diagnésticos dos ajustes e critério de selecao do modelo

Para avaliar e validar o ajuste dos modelos, seguem nas Figuras 10 e 11,
os graficos dos residuos versus os valores preditos. Nos casos em que foram consideradas
variancias constantes, nota-se que héa uma heterogeneidade na variacao dos residuos em
cada valor predito. Ja no caso em que considerou-se uma variancia para o teor de Zn em
cada nivel de dose, percebe-se que os residuos apresentam homogeneidade entre os valores

preditos.
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Figura 11 - Residuos padronizados x valores preditos do modelo de regressao quadra-
tico com plato de resposta e do modelo nao linear com plato de resposta

para os casos em que considerou-se heterogeneidade de variancias.

Comparando os ajustes dos modelos de regressao quadratico com plato de

resposta e do modelo nao linear com plato de resposta por meio do critério de informagao
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deviance (DIC), na Tabela 12, 0o MQP considerando homogeneidade de variancia apresentou
DIC=1240. J4 o MNL, também considerando homogeneidade de variancia, obteve o mesmo
valor de DIC=1240. No caso em que foi considerado heterogeneidade de variancias, o
MQP apresentou um DIC=1211 e o MNL um DIC=1212, ou seja, valores semelhantes.
Dessa forma, pelo critério DIC, os dois modelos em que considerou-se heterogeneidade de
variancias sao melhores para o ajuste aos dados da deposicao de zinco na tibia de frangos.
O resultado do DIC corrobora com os graficos de residuos apresentados na
Figura 11, ou seja, os modelos em que foi considerado heterogeneidade de variancias apre-

sentaram melhor ajuste.

Tabela 12 - Critério de informacao deviance (DIC) dos modelos MQP e MNL.

Modelo Variancia DIC
MQP 1 variancia 1240
MNL 1240
MQP 9 variancias 1211

MNL 1212
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5 CONCLUSAO

A utilizacao da metodologia bayesiana, mostrou-se adequada para estimar pa-
rametros de modelos de regressao com plato de resposta, em diferentes tamanhos amostrais
e diferentes comportamentos da variancia. Com a metodologia, no estudo de simulagao, foi
possivel determinar o ponto de troca dos segmentos (), ou seja, a quantidade adequada
para dosagem do Zinco na racao dos animais, em diferentes cendrios. A distribuicao de xg
evidencia que quanto maior a amostra, melhor sera definido seu valor médio, ou seja, a va-
riancia é menor quando se aumenta o tamanho amostral. Além disso, a deposigao méxima
suportada pelas aves (plato de resposta P) também foi adequada, nos diferentes cendrios
e ainda considerando todas as repeticoes em cada dosagem do experimento, e nao sé as
médias em cada dosagem.

Sendo assim, a metodologia bayesiana, ¢ uma alternativa aos métodos de
inferéncia classica na obtencao de valores 6timos, como no caso de modelos de regressao
com plato de resposta.

No ajuste do modelo de regressao quadratico com plato de resposta e do
modelo nao linear com platd de resposta aos dados do teor de Zinco na tibia de frangos,
considerando homogeneidade e heterogeneidade de variancias entre os niveis do fator dose,
os modelos mostraram-se bem ajustados de acordo com as estatisticas e andlise dos resi-
duos. Porém, pelo critério de qualidade de ajuste DIC, os modelos em que considerou-se
heterogeneidade variancias apresentaram menores valores da estatistica DIC. Sendo assim,
os modelos MQP e MNL considerando heterogeneidade de variancias foram melhores no

ajuste aos dados e sao mais adequados para o estudo.
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ANEXOS

Anexo A - Rotina no R: Estudo de simulacgao

st ROTINA NO R — Estudo de simulacao #a5HAHHHAHHF

rm( list=ls (all=TRUE))

### Modelo quadratico com plato de resposta — cenario 1

# guardando os resultados na matriz
rep_-model = 100 # quantidade de alphas, betas,
M_result = matrix (0,rep_model ,6) #linhas=rep_model=100 estimativas

#para cada parametro e 6 colunas, uma para cada parametro.

# amostras de y nas colunas
MY = matrix (0,144 ,rep_model)

# numero de linhas = 144 = 9 doses x 16 aves/ rep_model colunas

# valores reais
alpha=208.44265
beta=2.02291
gama=—0.01409
x0=—0.5%(beta /gama)
# doses

dexpl <— read.delim (”"/Arquivos /ESALQ/doutorado/plato_R/inicial/
dexpl.txt”)

### Bayesiana

model <— function () {

# definicao das distribuicoes a priori
tau ~ dgamma(0.001,0.001)

alpha = dnorm(0.0,1.0E—6)
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beta ~ dnorm (0.0,1.0E—6)

gama ~ dnorm (0.0 ,1.0E—6)

x0 <— —beta/(2xgama)

sigma2 <— 1/tau

for( i in 1 : N ) {

for(j in 1:K) {

y(i,3] ~ dnomm(mu[i,j], tau)

mu[i,j] <— (alpha + betaxx[j] + gamaxpow(x[j],2))*step(x0—x[j])+
alpha 4+ betaxx0 + gamasxpow(x0,2))xstep(x[j]—x0)

(
}
}
}

library (R20penBUGS)

model. file <— file.path(tempdir(), ”model.txt”)

model. file <—file.path(”C:/Users/Rick/Documents/Arquivos/ESALQ/
doutorado/Bayesiana” ,”model. txt ")

write . model (model, model. file)

for (R in 1:rep_model){
erro=rnorm (144 .,0,8)
dose=dexpl$dose

dose=sort (dose) # colocando as dosagens em ordem crescente

y=NULL
y[1:64]=alpha+betaxdose[1:64]|+gamaxdose[1:64] 2+ erro[1:64]
y[65:144]=alpha+betaxx0+gamaxx0 24+erro [65:144]

MY[,R] =y

YY=matrix (y,16,9,byrow = F)

data=list (N = 16, K=9, x = ¢(0,15,30,45,60,75,90,105,120),
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y = YY)

params <— c(”alpha” ”beta”, "gama”, "x0”, "tau”, "sigma2”)

inits <—function (){list (alpha=207.4,beta=1.93,gama=—0.0129,tau=0.002)}
out <— bugs(data, inits , params,model.file ; n.iter=10000,

n.chains = 1, n.thin = 10)

Resultado=data . frame (out$mean [” alpha”] ,

out$mean [” beta”] ,
out$mean [”gama”] ,
)

[

[
out$mean [7x07]

[

[

out$mean [” tau”] ,
out$mean [”sigma2”])
M_result [R,] = as.numeric(Resultado)

}

###+ Modelo quadratico com plato de resposta — cenario 4
rm( list=ls (all=IRUE))

rep_model = 100 #
M_result169 = matrix (0,rep_-model ,23)

# amostras de y nas colunas
M_Y169 = matrix (0,144 ,rep_-model) # numero de linhas = 144 e 9

#doses x 16 aves/ rep_model colunas

# valores reais
alpha=208.44265
beta=2.02291
gama=—0.01409



x0=—0.5%(beta /gama)

#H## Bayesiana

model <— function () {

for(j in 1:9){

tau[j] = dgamma(0.001,0.001)
sigma2[j] <— 1/taulj]

}

alpha ~ dnorm (0.0 ,1.0E—6)
beta ~ dnorm (0.0 ,1.0E—6)
gama ~ dnorm (0.0 ,1.0E—6)

x0 <— —beta /(2+xgama)

for( i in 1 : N ) {

for(j in 1:K) {

y[i,j] ~ duorm(mu[i,j],tau[j])

mu[i,j] <— (alpha + betaxx[j] + gamaxpow(x[j],2))*step(x0—x[j])+
alpha + betaxx0 + gamaxpow(x0,2))xstep(x[j]—x0)

(
}
}
1

library (R20penBUGS)
model. file <— file.path(tempdir(), ”model.txt”)
model. file <—file.path(”C:/Users/Rick/Documents/Arquivos/ESALQ/

doutorado/Bayesiana” ,”model . txt ")

write.model (model, model. file)

for (R in 1:rep_model){

y=NULL

dose0=c (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
dosel5=c(15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15)
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dose30=c (30,30,30,30,30,30,30,30,30,30,30,30,30,30,30,30)
dosed5=c (45,45 45,45 ,45 ,45 45 45 45,45 ,45 ,45 45,45 45 ,45)
dose60=c (60,60 ,60,60,60,60,60,60,60,60,60,60,60,60,60,60)
dose75=c(75,75,75,75,75,75,75,75,75,75,75,75,75,75,75 ,75)
dose90=c (90,90,90,90,90,90,90,90,90,90,90,90,90,90,90,90)
dosel05=c(105,105,105,105,105,105,105,105,105,105,105,105,
105,105,105,105)
dosel120=c(120,120,120,120,120,120,120,120,120,120,120,120,

120,120,120,120)

errol=rnorm (16,0,10.96)
erro2=rnorm (16,0 ,8.18
erro3=rnorm (16,0 ,6.88
errod=rnorm (16,0,4.09
errob=rnorm (16,0 ,6.83
erro6=rnorm (16 ,0,7.83
erro7=rnorm (16,0 ,8.83
erro8=rnorm (16,0,7.83

(

)
)
)
)
)
)
)
)

erro9=rnorm (16,0,9.83

yO=alpha+betaxdose0+gamaxdose) " 2+errol
ylb=alpha+betaxdoselb+gamaxdoseld 24+erro?2
y30=alpha+betaxdose30+gamaxdose30 " 2+erro3
y45=alpha+betaxdosedd5+gamaxdosedd " 2+erro4
y60=alpha+betaxx0+gamaxx0"2+errob
y75=alpha+betaxx0+gamaxx0"2+errob
y90=alpha+betaxx0+gamaxx0"24+erro7
yl05=alpha+beta*xx0+gamaxx0"24+erro8
yl120=alpha+beta*x0+gama*xx0"2+erro9

y=c(y0,y15,y30,y45,y60,y75,y90,y105,y120)
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M_Y169[ ,R] =y

YY=matrix (y,16,9 ,byrow = F)

data=list (N = 16, K=9, x = ¢(0,15,30,45,60,75,90,105,120),

y = YY)

params <— c(”alpha” ”"beta”, "gama”, "x0”, "tau”,”sigma2”)
inits <— function () { list (alpha=207.4,beta=1.93,gama=—-0.0129,
tau=c (0.0005127146, 0.0096843088, 0.0014566828, 0.0011327688,
0.0003911969, 0.0006729423, 0.0039, 0.0017, 0.001653)) }

out <— bugs(data, inits , params,model.file , n.iter=10000,
n.chains = 1, n.thin = 10)

M_result169[R, ] = unlist (out$mean)

}
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o
208 210 212

208

204

0016 -0014 -0012

-0.018

0.016 0.020

0.012

Figura 13 -

O OO O

1
Q0 @D @ OIDOTNERF ORI O
OOIND O TR D00 I O

T T T T T
20 40 60 80 100

Tamanho da amostra

|
feletonlel. o o )
O IO O O
O Y

T T T T T
20 40 60 80 100

Tamanho da amostra

o

| |
0 O OEONEEEERPEEEO000 00 O O
[alanlic ]
— O

T T T T
40 60 80 100

o]
o

Tamanho da amostra

20 21 22 23

19

80

75

70

65

60 70 80 80

50

0 COEEERORED DT 00 O
0 DD ETDIICE 0 (0I5

O OO O

T T T
20 40 60

Tamanho da amostra

80

100

]

CODO EEEIEETAT OO0
fotolec - e )

T T T
20 40 60

Tamanho da amostra

80

100

0 OOODEEEEIEIIDTOMIC @
CEETMEESCTTNEERTON) 0O O

O OSSR ED

20 40 60 80

Tamanho da amostra

100

Estimativas dos parametros do modelo de regressao quadratico com plato

de resposta, em funcao do tamanho amostral na simulagao.

7



78

o™
(e )]
=z z ©
w w
C [
@ [ w
(] (]
<
™
o
o B
g W o_
r~ n=16 = n=16
i n=30 < n=30
o | — n=t00 S - — n=100
s |
w
z =
2 2
8 8- a4 o |
S =8
s |
- ) == N ———
[ [
0018 0016 0014 0012 65
' Xg

Figura 14 - Histograma das estimativas dos parametros do modelo de regressao qua-

dratico com plato de resposta para os cenarios 4, 5 e 6 simulados.



79

214
l

210
l

24
o

208
l

s
1
OO0 (D CODANENRGREETOND D00 O

202
l

O (CEOD 00 O

O GDO DGO ED D O
20 21
| |
O 0 AN TR D0 O 00D0m O O
20 0O OIS FF AT OCE 3D VI OO
O IO O

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Tamanho da amostra Tamanho da amostra

o™~
5 18 w 2
‘ZI: s I~ [a]

. o rLE o o
2l : '
5 | E | % i
v E

= N E g ! G A

w [s]
S8 g 2 E !
< <]
T8 e o %

— g w7 =}
o = w
o - 8 18 -
= [+ [=]
i T T T T T T T T T T

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
Figura 15 - Estimativas dos parametros do modelo de regressao quadratico com plato

de resposta, em funcao do tamanho amostral na simulagao.



1.2

w
(=)
- <
[18]
o
?? :é\ o
[&] “ [&] o~ -
o
] -
o
o o -
68.0 68.5 69.0
Bz=%
uw
o
2 _ _
L]
(<]
o
i g |
uw
w
o
7 - |
A =
w u (=]
2 - 2 a4
@O @O «©)
(] o (]
(=]
7 |
@O
™~
(=]
| 8
o
o
+ - o -
@O
o
5.8e-05 6.2e-05 6.6e-05 7.0e-05 0.012 0014 0.016 0018 0.020 0.022
B3 T

Density

Figura 16 - Histograma das estimativas dos parametros do modelo nao linear com

platd de resposta para os cendrios 1, 2 e 3 simulados.



o o
o g poed -
g8 278
3 8 |8
o~ o w o
o o E B3 & 7 E
1 e I o
= g E 2 8
= 8 o
o~ @
E ’ &
2 4 ! s
= ? = :
2 o ~ - o ©
o T T T T T @ T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
2 |8 o 7
O — o
© S
© = o

Pa
6.4e-05
|
0OmD  CONMUENDOID O3
p—T G

IO
T
0016
|
0 COTMMEEESGEIRIN GID GO @ O
O T
O TV 0

5.0e-05
I
o
0.012
I

T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Tamanho da amostra Tamanho da amostra

60
|

Qoo o O e

50
|

2
3
70
|
0 OO D EC O O O

T T T T T
20 40 60 80 100

Tamanho da amostra

Figura 17 - Estimativas dos parametros do modelo nao linear com plato de resposta,

em funcao do tamanho amostral na simulagao.

81



1.2

w
o n=16
e | - n=30
s - — n=100
[18]
S o™
= _
® @ | %‘ o
5 o 5
&) i
< | o
o
- -] M
(=] _ (=] _
60 62
Bz=%
n=16
n=30
= — n=100
o
(=)
w
g
w
[ o
@O
(]
o
o
(=]
o
) .
o
T T T T T T 1
5.5e-05 6.5e-05 7.5e-05 8.5e-05

B3

Figura 18 - Histograma das estimativas dos parametros do modelo nao linear com

plato de resposta para os cenarios 4, 5 e 6 simulados.



g 7 =]
o =]
o
©) Q ~ @
& 8 : . 5
2
& g i
o E s © £ g
[ n &
a B g g a 8~ g
o E E = _ §
.  — b1 w
o 3
@ e 8
S o °
T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Tamanho da amostra Tamanho da amostra

o
s}
[7s)
o
@ =3
Lo
[
L] =}
o o]
<
@
1
i g
[Ts}
o
2 [+
w =]

T T 1 T T
20 40 60 80 100

Tamanho da amostra

Figura 19 - Estimativas dos parametros do modelo nao linear com plato de resposta,

em funcao do tamanho amostral na simulagao.

83



84

Anexo C - Graficos auxiliares da analise dos dados reais
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Figura 20 - Cadeias dos processos numéricos para obtencao das distribui¢oes a pos-

teriori para parametros do MQP com homogeneidade de variancia.
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Figura 21 - Densidades a posteriori dos parametros do MQP com homogeneidade de

variancia.
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Figura 22 - ACF dos parametros do MQP com homogeneidade de variancia.
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Figura 23 - Cadeias dos processos numéricos para obtencao das distribuigoes a pos-

teriori para parametros do MNL com homogeneidade de variancia.
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variancia.
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Figura 25 - ACF dos parametros do MNL com homogeneidade de variancia.

4080
!

1180 12300.05-0.01 280295
L1l L1l

dama

| deviance
beta
o WMWWWMMWWMWW
o
e
alpha
o -
=3
S
23
= T T T T T T
5000 6000 7000 8000 9000 10000

[teration number

Figura 26 - Cadeias dos processos numéricos para obtencao das distribuicoes a pos-

teriori para parametros do MQP com heterogeneidade de variancia.
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Figura 27 - Densidades a posteriori dos parametros do MQP com heterogeneidade

de variancia.
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Figura 28 - ACF dos parametros do MQP com heterogeneidade de variancia.
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Figura 29 - Cadeias dos processos numéricos para obtencao das distribuigoes a pos-

teriori para parametros do MNL com heterogeneidade de variancia.
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Figura 30 - Densidades a posteriori dos parametros do MNL com heterogeneidade de

variancia.
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