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RESUMO

Modelos para anilise de dados discretos longitudinais com superdispersao

Dados longitudinais na forma de contagens e na forma binaria sao muito co-
muns, os quais, frequentemente, podem ser analisados por distribuicoes de Poisson e de Ber-
noulli, respectivamente, pertencentes a familia exponencial. Duas das principais limitacoes
para modelar esse tipo de dados sdo: (1) a ocorréncia de superdispersao, ou seja, quando
a variabilidade dos dados nao é adequadamente descrita pelos modelos, que muitas vezes
apresentam uma relacdo pré-estabelecida entre a média e a varifncia, e (2) a correlagao exis-
tente entre medidas realizadas repetidas vezes na mesma unidade experimental. Uma forma
de acomodar a superdispersao ¢ pela utilizacao das distribuicoes binomial negativa e beta
binomial, ou seja, pela inclusao de um efeito aleatério com distribuicao gama quando se con-
sidera dados provenientes de contagens e um efeito aleatorio com distribuicao beta quando
se considera dados binarios, ambos introduzidos de forma multiplicativa. Para acomodar
a correlacao entre as medidas realizadas no mesmo individuo podem-se incluir efeitos alea-
torios com distribuicao normal no preditor linear. Esses situacoes podem ocorrer separada
ou simultaneamente. Molenberghs et al. (2010) propuseram modelos que generalizam os
modelos lineares generalizados mistos Poisson-normal e Bernoulli-normal, incorporando aos
mesmos a superdispersao. Esses modelos foram formulados e ajustados aos dados, usando-se
o método da maxima verossimilhanca. Entretanto, para um modelo de efeitos aleatorios,
¢ natural pensar em uma abordagem Bayesiana. Neste trabalho, sao apresentados mode-
los Bayesianos hierarquicos para dados longitudinais, na forma de contagens e binarios que
apresentam superdispersao. A analise Bayesiana hierarquica é baseada no método de Monte
Carlo com Cadeias de Markov (MCMC) e para implementacido computacional utilizou-se o
software WinBUGS. A metodologia para dados na forma de contagens é usada para a analise
de dados de um ensaio clinico em pacientes epilépticos e a metodologia para dados binarios
é usada para a analise de dados de um ensaio clinico para tratamento de dermatite.

Palavras-chave: Modelos lineares generalizados mistos; Inferéncia Bayesiana; Anéalise de dados
longitudinais; Modelos mistos; Distribuicao de Poisson; Distribuigao Bernoulli
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ABSTRACT

Models for analysis of longitudinal discrete data in the presence of
overdispersion

Longitudinal count and binary data are very common, which often can be analy-
zed by Poisson and Bernoulli distributions, respectively, members of the exponential family.
Two of the main limitations to model this data are: (1) the occurrence of overdispersion, i.e.,
the phenomenon whereby variability in the data is not adequately captured by the model,
and (2) the accommodation of data hierarchies owing to, for example, repeatedly measuring
the outcome on the same subject. One way of accommodating overdispersion is by using the
negative-binomial and beta-binomial distributions, in other words, by the inclusion of a ran-
dom, gamma-distributed effect when considering count data and a random, beta-distributed
effect when considering binary data, both introduced by multiplication. To accommodate the
correlation between measurements made in the same individual one can include normal ran-
dom effects in the linear predictor. These situations can occur separately or simultaneously.
Molenberghs et al. (2010) proposed models that simultaneously generalizes the generalized
linear mixed models Poisson-normal and Bernoulli-normal, incorporating the overdispersion.
These models were formulated and fitted to the data using maximum likelihood estimation.
However, these models lend themselves naturally to a Bayesian approach as well. In this
paper, we present Bayesian hierarchical models for longitudinal count and binary data in
the presence of overdispersion. A hierarchical Bayesian analysis is based in the Monte Carlo
Markov Chain methods (MCMC) and the software WinBUGS is used for the computational
implementation. The methodology for count data is used to analyse a dataset from a clinical
trial in epileptic patients and the methodology for binary data is used to analyse a dataset
from a clinical trial in toenail infection named onychomycosis.

Keywords: Generalized linear mixed models; Bayesian inference; Longitudinal data analy-
sis; Mixed models; Poisson distribution; Bernoulli distribution
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1 INTRODUCAO

Medidas repetidas podem ser encontradas em diversos areas, como medicina,
agropecuéria, entre outras. O termo medidas repetidas é utilizado para descrever medicoes
da mesma caracteristica, na mesma unidade experimental realizadas em mais de uma ocasiao
ou local. As medidas repetidas podem ser espaciais ou temporais. Como um caso especial de
medidas repetidas, tém-se os dados longitudinais, para os quais a variavel resposta é observada
ao longo do tempo.

A anélise estatistica desse tipo de dados deve levar em conta a natureza da va-
riavel resposta e a correlagao existente entre medidas realizadas em um mesmo individuo. As
variaveis respostas a serem observadas podem ser continuas, como peso de animais, ou discre-
tas, como a contagem de ocorréncias de algum evento ou presenca e auséncia de determinada
caracteristica.

Quando a variavel resposta ¢ continua, admite-se que os dados sao provenientes
de uma distribuicao normal, e a teoria existente para tratar dados longitudinais nesse caso é
vasta. Uma metodologia bastante utilizada ¢ a de modelos lineares mistos que proporciona
uma grande versatilidade na modelagem da matriz de covariancias, que podera acomodar a
correlacao existente entre medidas repetidas por meio da introducgao de efeitos aleatorios no
modelo proposto.

Quando a variavel resposta é discreta, faz-se o uso da teoria introduzida por
Nelder e Wedderburn (1972), chamada de modelos lineares generalizados. O modelo linear
generalizado misto, proposto por Breslow e Clayton (1993), permite, por meio da inclusao
de efeitos aleatorios no modelo, acomodar a correlacao existente entre medidas realizadas em
um mesmo individuo, e assim é possivel a analise de dados longitudinais discretos.

Neste trabalho, serd feito o estudo de dados longitudinais na forma de conta-
gens e na forma binaria. A distribuicdo comumente utilizada para analisar dados na forma
de contagens ¢é a distribuicao de Poisson, que apesar de bastante 1til apresenta uma restricao
forte, a igualdade da média e da variancia dos dados. Quando essa restricao nao é satisfeita
tem-se falta de ajuste do modelo, chamada de superdispersao. Para tratar a superdispersao,
geralmente, pode-se fazer uso da distribuicao binomial negativa, que pode surgir pela inclu-

sao de um efeito aleatorio com distribuicao gama multiplicando a média da distribuicao de



14

Poisson. Dados na forma binaria sao um caso particular de dados na forma de proporcoes. A
distribuicao comumente utilizada para analisar dados na forma de proporcoes é a distribuicao
Binomial, para os quais também pode-se observar a presenca de superdispersao. Para tratar
a superdispersao, geralmente, pode-se fazer uso da distribuicao beta binomial, que pode ser
obtida pela inclusao de um efeito aleatério com distribuicao beta multiplicando a média da
distribuicao de Binomial.

Portanto, sao duas as situagoes que podem ser tratadas por meio da inclusao
de efeitos aleatorios no modelo, a ocorréncia da superdispersao e a existéncia de correlacao
entre medidas provenientes de um mesmo individuo. Essas situacoes podem ocorrer separada
ou simultaneamente. O principal interesse estid em se compararem modelos que tratem dessas
situagoes separadamente com um modelo que as acomode ao mesmo tempo. Procedimentos
bayesianos hierarquicos baseados em métodos MCMC serao utilizados para a estimacgao dos
parametros.

Nos capitulos subsequentes deste trabalho, serao apresentados uma revisao da
literatura existente sobre o assunto proposto, que inclui, a definicio de um MLGM para
dados na forma de contagens com superdispersao e para dados binarios com superdispersao,
considerando-se duas funcoes de ligacdo, logistica e probit. Apresentar-se-3o, ainda, uma
andlise Bayesian hierarquica para esses MLGM com superdispersao baseada em Métodos
de Monte Carlo com Cadeias de Markov (MCMC) e uma medida baseada em quantidades
pivotais para comparacao de modelos bayesianos hierarquicos baseada em Johnson (2007).
Os modelos sao aplicados a conjuntos de dados reais e um estudo de simulagao é realizado
para avaliar a eficiéncia comparacao dos modelos através do método das quantidades pivotais.
Serao apresentadas, ainda, as consideracoes finais sobre esse estudo, anexos e apéndices que

auxiliarao na compreensao da pesquisa desenvolvida.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson foi descoberta por Siméon-Denis Poisson e publicada,
conjuntamente com sua teoria de probabilidade, em 1837, no seu trabalho Recherches sur la
probabilité des jugements en matiéres criminelles et matiére civile. A distribuicao de Poisson
é de grande importancia tanto tedrica como aplicada, principalmente, para andlise de dados
na forma de contagens.

Seja Y uma variavel aleatoria com distribuicao de Poisson, Y ~ Poisson(\),

A > 0, com funcao de probabilidade de Y dada por:

e M\
PY =y) = o para y=0,1,2,... (1)
A esperanca de Y é dada por
- =L e
E(Y) = Y yP(Y =y)=> y "
y=0 y=0

= A - - )\y—l =\ A\ A
= e Z (y_ 1>‘ = AE "€ = A,
y=1

. 0o AY—e N .
pois Zy:a G—ai = €, em que a é uma constante.

A variancia de Y pode ser calculada da seguinte forma:

Var(Y) = E(Y?) — [E(Y)]2 = E(Y? - Y) + E(Y) — [E(Y)]%.

Mas
EY?—Y) =) (—y)P(Y =y)=Ne > (;ig); =X

Assim, Var(Y) = X e, portanto, para a distribuicao de Poisson tem-se que a
média e a varidncia sao iguais. Entretanto, na préatica, muitas vezes esse fato nao é observado,

o que pode caracterizar um problema de superdispersao, que serd tratado mais adiante.

2.1.1 Funcao de verossimilhanga

Seja Yy, Ys, ..., Y, uma amostra aleatéria de uma distribuicao de Poisson com

média A > 0. A funcao de verossimilhanca para A é dada por

n e~ M \Yi e—nA/\Z?zl Yi

L(/\) N H N Hn—ﬂ/z‘!

|
o1 Y
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cujo logaritmo ¢ dado por:

I(A) = —nA+ > yilog(A) — ) logy!.
=1

=1
dl(\)
X

Resolvendo-se a equacao = 0, obtém-se a estimativa de maxima verossi-

milhanca

=

SEES

n

E Yi
i=1
que é a média amostral dos dados observados.

2.2 Distribuicao Bernoulli

A distribuicao d Bernoulli, muito utilizada na analise de dados binéarios, foi
introduzida em 1713 no trabalho Ars conjectandi escrito por Jakob Bernoulli e publicado por
seu sobrinho, Niklaus Bernoulli, oito anos ap6s sua morte.

Seja Y uma variavel aleatoria com distribui¢ao Bernoulli, Y ~ Bernoulli(r),

0 <7 <1, com funcao de probabilidade de Y dada por:
PY =y)=71-7)"Y para y=0 ou 1 (2)

A esperanca de Y é dada por

E(Y) = ZyP(Y =y) = Zwy(l —m) =7
y=0
e a sua variancia é dada por
Var(Y) =E(Y?) - [E(Y))? =7 -7 =7(1 — 7),

pois E(Y?) = .
Assim, para a distribuicao Bernoulli, a média e a variancia possuem uma relagao

estabelecida.
2.2.1 Funcao de verossimilhanca

Seja Y1,Ys, ..., Y, uma amostra aleatéria de uma distribuicao Bernoulli com

média 7, 0 <7 <1. A funcao de verossimilhanca para 7 é dada por

L(r) = Hﬂ-yi(l _ 7T)l—y7-, — Xz vi(1 — W)H—E?zl Yi

=1
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cujo logaritmo ¢ dado por:
2?21 Yi i n— Z?:1 Yi
T 1—-7m

dl(m)

I(m) =

Resolvendo-se a equacao = 0, obtém-se a estimativa de maxima verossi-

milhanca
RS
m = — i
w2
=1
que é a média amostral dos dados observados.

2.3 Modelos Lineares Generalizados

Por muito tempo, a transformacao de dados (BOX; COX, 1964) foi uma ferra-
menta na analise de dados provenientes de contagens a fim de se utilizar a teoria de modelos
lineares cléssicos, mas nem sempre os pressupostos de normalidade e homogeneidade de va-
riancias eram atendidos. Além disso, a utilizacao de uma teoria que considere a real natureza
dos dados produz resultados mais consistentes.

O desenvolvimento da teoria de modelos lineares generalizados, por Nelder e
Wedderburn (1972), foi de extrema importancia para a analise de dados de contagens e/ou
binarios, pois representou a unificacao de técnicas e metodologias estatisticas que, até entao,
eram estudadas separadamente.

A variavel resposta do modelo deixava de ter, obrigatoriamente, distribuicao
normal, passando a ter distribuicao pertencente a uma familia de distribuicdes chamada
familia exponencial. Outra generalizacdo encontrada nesse novo modelo é que a relacao entre
o valor médio da variavel resposta e a combinacao linear das variaveis explanatorias pode ser
estabelecida por qualquer funcao monotona e diferenciavel, o que antes era apenas obtida por
meio da funcao identidade.

Considerando as variaveis aleatorias Y7, ...,Y,, independentes e identicamente
distribuidas, com médias i, . . ., fn, ou seja, E(Y;) = p;, ¢ = 1,...,n, o modelo linear gene-
ralizado apresenta trés componentes basicos (CORDEIRO; DEMETRIO, 2011):

1. A distribuicdo da varidvel resposta Y; pertence a familia exponencial de

distribuicoes, com funcao de probabilidade ou funcao densidade de probabilidade dada por:

f(yi; 03, 0) = exp{o™ " [yi; — b(6:)] + c(yi, )}
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com média E(Y;) = u; = 0/(6;) e variancia Var(Y;) = ¢b”(0;), sendo 6; o parametro canonico
e ¢ > 0, conhecido, o parametro de dispersao do modelo.

Pertencem a familia exponencial, as distribui¢oes normal, gama e normal inversa
para dados continuos; binomial para proporgoes; Poisson e binomial negativa para contagens;
entre outras.

2. Um componente sistematico, também chamado de preditor linear, ao qual

estao relacionadas de forma aditiva as variaveis explanatorias do modelo

= ﬁTﬂ?i
sendo i = 1,...,n, X = (x1,...,x,)" a matriz do modelo com x; = (i1, T2, ..., Tip)",
B=(B,...,5,)" o vetor de parametros desconhecidos e 7 = (11,...,n,)" o preditor linear.

3. Uma funcao de ligacdo monotonica e diferenciavel g(.), que liga o preditor

linear n & média de Y, e, portanto,
g(w) =Bz, = =g (B w).
2.4 Superdispersao

Em algumas situacoes praticas, quando um modelo linear generalizado é ajus-
tado a dados na forma de contagens (supondo distribui¢ao de Poisson para Y') ou a dados na
forma de propor¢oes (supondo distribui¢ao binomial para Y') e assumindo-se que o preditor
linear resultante é adequado, pode-se observar a presenca de superdispersao ou variabili-
dade extra-Poisson e variabilidade extra-binomial, respectivamente. Para dados na forma de
contagens, em que Y; ~ Poisson();), essa variabilidade extra-Poisson é observada quando
Var(Y;) > \;. Para dados na forma de propor¢oes, em que Y; ~ Binomial(m;, 7;), a variabili-
dade extra-binomial é observada quando Var(Y;) > m;m;(1 — m;). Isso ocorre devido a vérios
motivos, tais como (HINDE; DEMETRIO, 1998):

- variabilidade do material experimental;

- correlacao entre individuos, por exemplo, quando se trabalha com animais, as
medidas feitas em filhotes provenientes da mesma ninhada, provavelmente, sdo correlaciona-
das;

- agrupamentos amostrais;
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- dados de nivel agregado, sendo que o processo de agregacao pode levar a
distribuicoes compostas;

- variaveis nao observaveis.

Entretanto, em geral, é dificil saber qual ¢ a causa exata da superdispersao, mas
é preciso estar atento para sua ocorréncia, pois podem-se obter estimativas erradas dos erros
padroes, e consequentemente, pode-se avaliar incorretamente a significancia dos parametros
de regressao.

McCullagh e Nelder (1989) e Lindsey (1995) fazem uma discussao geral a res-
peito da superdispersdo enquanto que Breslow (1984) e Lawless (1987) estudam a super-
dispersao para dados na forma de contagens. Vieira, Hinde e Demétrio (2000) tratam a
superdispersao gerada, particularmente, pela inflacao de zeros em dados de contagens ou
proporcoes.

Segundo Hinde e Demétrio (1998), as duas principais formas de se tratar a
superdispersao sao:

(i) admitir uma forma mais geral para a func¢ao de variancia, possivelmente com
a inclusao de novos parametros.

(i) admitir um modelo de dois estagios para a variavel resposta.

Hinde e Demétrio (1998) apresentam modelos dos tipos (i) e (ii) para dados
na forma de proporcoes, cuja distribuicao padrao é a binomial e para dados na forma de
contagens, que tém como distribuicao padrao a Poisson, os quais serao apresentados, a seguir.

Considerando que a variavel resposta representa contagens com média \; e que
a superdispersao foi identificada, a forma geral para variancia em modelos do tipo (i) pode

ser dada por
Var(Y;) = A {1+ ¢AT}. (3)

Varias funcoes de variancia sao definidas para diferentes valores de 0 e ¢ em
(3), tais como:

- se ¢ = 0, entao, tem-se a variancia do tipo do modelo Poisson padrao com
Var(Y;) = \i;

- se § = 0 tem-se que Var(Y;) = )\i{l + q§} que é o modelo de superdispersao

constante, porém reparametrizado;
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-se 0 = 1 tem-se Var(Y;) = /\i{l + gb/\i} que é a funcao de variancia do tipo da
distribuicao binomial negativa.

E possivel perceber que modelos do tipo (i), geralmente, ndo correspondem &
uma distribui¢ao de probabilidade; sao apenas vistos como uma extensao do modelo bésico.
Entretanto, os modelos do tipo (ii), ou seja, modelos em dois estagios, levam a modelos
de probabilidade composta para a resposta. Como exemplo, tem-se a distribuicao binomial
negativa como serd mostrado a seguir.

Para o modelo em dois estagios, assume-se que Y;|\; ~ Poisson()\;) em que \;
¢ uma varidvel aleatoria com E()\;) = p; e Var()\;) = o?. Assim, tem-se que E(Y;) = p;
e Var(Y;) = p; + 0? o que representa um modelo de superdispersdo. Um caso particular
¢ assumir que A\; ~ I'(k,0;), o que resulta em Y; ter distribuigdo binomial negativa com

k 2
E(Y;) = =i e Var(Y;) = i + % Para valores fixos de k, essa distribuicao pertence a

0;
familia exponencial.
Considerando, agora, que a variavel resposta representa o nimero de sucessos
de uma amostra de tamanho m; e que a superdispersao foi identificada, a forma geral para

variancia em modelos do tipo (i) pode ser dada por
Var(Y;) = mﬂTi(l — 7TZ') [1 + ¢(mz — 1)51 {7@(1 — 7Ti)}62]. (4)

Varias funcoes de varidncia sao definidas para diferentes valores de 9y, 02 e ¢
em (4), tais como:

- se ¢ = 0, entdo, tem-se a variancia do tipo do modelo binomial padrao com
Var(Y;) = mi;m(1 — m;);

- se 01 = 0 = 0 tem-se que Var(Y;) = mi;m;(1 —m;) [1 + ¢} que é o modelo com
superdispersao constante, porém reparametrizado;

-se 6y = 1 e 6 = 0 tem-se Var(Y;) = m;m;(1 —m;) [14+ ¢(m; —1)] que ¢ a fungdo
de variancia do tipo da distribuicao beta-binomial.

Para o modelo em dois estagios, assume-se que Y;|P; ~ Binomial(m;, P;) em
que P; é uma variavel aleatoria com E(P;) = m; e Var(P;) = ¢m;(1 — m;). Assim, tem-se que
E(Y;) = m;m; e Var(Y;) = m;m; [1 +o(m; — 1)] o que representa um modelo de superdisperséo.
Um caso particular é assumir que P; ~ Beta(ay, 5;), com «; + (; constante, o que resulta em

Y; ter distribuicao beta-binomial.
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2.5 Dados longitudinais

Segundo Diggle (1988), o termo medidas repetidas destina-se a medidas feitas
na mesma variavel ou na mesma unidade experimental em mais de uma ocasiao. Um estudo
bésico de medidas repetidas consiste em um experimento em que os tratamentos sao comple-
tamente aleatorizados as unidades experimentais e os dados sao coletados mais de uma vez
para cada uma dessas unidades experimentais.

Dados longitudinais sao um caso especial de medidas repetidas, ou seja, sao
medidas repetidas nas quais as observacoes sao ordenadas pelo tempo ou pela posi¢ao no es-
paco. De forma mais geral, dados longitudinais podem ser definidos como medidas repetidas
nas quais as observacoes nos individuos nao foram aleatorizados para os niveis de um "tra-
tamento"de interesse (geralmente, tempo ou posi¢do no espaco), dando origem a correlagoes
entre medidas.

Pode-se dizer que os dados longitudinais sao regulares em relagao ao tempo,
quando o intervalo entre duas medidas consecutivas quaisquer ¢ constante durante o estudo,
e sao balanceados em relacao ao tempo, quando as observacoes sao realizadas nos mesmos
instantes de tempo em todas as unidades experimentais (HELMS, 1992).

Os ensaios longitudinais tém como objetivo estudar o comportamento da varia-
vel resposta ao longo do tempo e analisar a sua dependéncia em relagao as covariaveis.

A principal caracteristica dos estudos longitudinais é que, devido ao fato de as
observacoes serem repetidas em um mesmo individuo, essas medidas tendem a ser correlacio-
nadas. Tal correlacao pode ser modelada por meio de uma estrutura de covariancias, sendo
que, para grande parte dos conjuntos de dados, é usual assumir independéncia. Para que as
inferéncias sobre as médias sejam validas, ¢ essencial admitir uma estrutura de covariancias
adequada que pode ser criada pelo uso de efeitos aleatérios. Logo, podem-se usar os mo-
delos de efeitos aleatorios em dois estagios, em que as variaveis respostas pertencem a uma
mesma familia mas alguns de seus parametros de efeitos aleatorios variam de individuo para

individuo. Esses efeitos terao uma distribuicao especificada no segundo estigio do modelo.
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2.6 Modelo Linear Generalizado Misto

A teoria de modelos lineares generalizados considera apenas o estudo de varia-
veis com efeitos fixos e uma extensao natural sao modelos que contemplem também efeitos
aleatorios. Assim, surge o modelo linear generalizado misto (MLGM), proposto por Breslow
e Clayton (1993) e muito utilizado para andlise de dados discretos de medidas repetidas.

Devido ao constante avanco computacional, varios softwares permitem o ajuste
desses modelos, dentre eles 0 SAS (SAS Institute, 2008) e 0o R (R DEVELOPMENT CORE
TEAM, 2009)

2.6.1 Formulacao do modelo

Seja Yj; a j-ésima medida no i-ésimo individuo, i = 1,..., N, j=1,...,n; e b;
o vetor g-dimensional de efeitos aleatorios e com distribui¢do N(0,D), sendo 0 um vetor de
zeros e D uma matriz de variancias-covariancias. Entao, Y; é o vetor de dimensao n; com
todas as observacoes do individuo ¢, as medidas Y;; sdo independentes com func¢ao (densidade)

de probabilidade condicional a b; pertencente & familia exponencial
f(yislbi, B, &) = exp{d™ [yij0i; — ¢ (05)] + c(yij, 6)}
sendo 7(.) a fungao de ligagao, ou seja,
(i) = n[E(Y;[b:)] = 2,8 + 2i;b;

em que x;; ¢ o vetor de dimensao p associado as covaridveis e z;; ¢ o vetor de dimensao ¢
associado aos efeitos aleatorios, 3 é o vetor p-dimensional de efeitos fixos e ¢ o parametro de
dispersao. Denota-se, também, por f(b;|D) a fun¢ao densidade dos efeitos aleatorios b;.

A funcao densidade de probabilidade condicional para Y;, denotada por

f(y;]bi, B, ¢) é dada por:
f(yi’biaﬁa¢) = Hf(yij’bi,ﬁ,(]ﬁ).
j=1

2.6.2 Estimacao pelo método da méaxima verossimilhanca

A estimacao do vetor de parametros 3 e dos parametros em D é feita pela

maximizacao da funcao de verossimilhanca marginal, obtida pela integracao da funcgao de
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verossimilhanca em relacao aos efeitos aleatorios b;. A contribuicao do i-ésimo individuo

para a funcao de verossimilhanca é
fw18.D.6) = [ F(ulb.B.6)f(bID)ab,

-/ 1 1. 8.6) £ (b Db (5)

e, portanto, a funcao de verossimilhanca para 3, D e ¢ é

N
=1

= T1 [ T tslow 8.0 5021t ©)

O problema em maximizar a equacdo (6) é a presenga de N integrais sob os
efeitos aleatorios b;. Em alguns casos, essas integrais possuem solucao analitica, mas, em
outros nao, e assim, faz-se necessario o uso de métodos numéricos. Uma outra opcao a ser

utilizada é a inferéncia Bayesiana, que garante o ajuste do modelo hierarquico.

2.7 Meétodos de integracao numérica

O célculo de integrais é um problema que exige atencao em inferéncia estatistica,
pois em muitos problemas reais as integrais sao bastente complexas e nem sempre possuem
solucao analitica. Assim, métodos numéricos sao utilizados a fim de se encontrar uma forma
fechada aproximada para as integrais em questao. Problemas bayesianos também demandam
aproximacoes numéricas de integrais, uma vez que nem sempre as distribuicoes a posteriori

conjunta possuem formas conhecidas.

2.7.1 Aproximacao do integrando: método de Laplace

O método de Laplace, bastante utilizado na inferéncia Bayesiana, foi introdu-

zido para aproximar integrais da forma

I= / 2O gp (7)

em que Q(b) é uma fungao conhecida, unimodal e limitada da variavel ¢g-dimensional b. Seja

b o valor de b que maximiza Q(b). Aplicando a expansao em séries de Taylor de segunda
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ordem a Q(b), obtém-se

~ 1 ~ ~ ~
Q(b) = Q(b) + 5(b— B/ B)(b— b) )
com Q" (b) a matriz de derivadas de segunda ordem de @ calculadas no ponto b. Substituindo

(8) em (7), obtém-se
I (2m)? | - (B) |72 2.
Cada integral na funcao de verossimilhanca (6) é proporcional a (7) com Q(b) dada por

Q(b) = ¢! ;[:%j(w;j,@ + 2i;b) — (a8 + z;b)] — %b/D_lb.

O valor de b depende dos parametros 3, ¢ e D. Assim, em cada iteracao da maximizacao
numérica da funcao de verossimilhanca, b seré recalculado condicional aos valores atuais para
que os parametros sejam estimados. A aproximacao de Laplace é exata quando Q(b) é igual

ao nicleo da funcao densidade normal.

2.7.2 Quadratura de Gauss-Hermite

As quadraturas Gaussiana e Gaussiana adaptativa sao utilizadas para aproxi-

mar integrais da forma

[ / F()w(2)dz, ()

em que f(z) é uma funcao conhecida e w(z) é a fungdo densidade da distribuicao normal
(multivariada).

Segundo Molenberghs e Verbeke (2005), para que (5) assuma a forma (9) é
necessario apenas que seja feita uma padronizacao na matriz do efeito aleatorio b;. Tomando
o efeito aleatorio 6; = DY 2bl-7 obtém-se um novo efeito aleatorio com distribuicao normal
g-dimensional, com média 0 e matriz de varidncia-covariancia I. O preditor linear torna-se
Nij = xg,ﬁ + Z£D1/2(Si. Assim a func¢do de verossimilhanca (5) para o individuo ¢ pode ser

expressa da seguinte forma:

A 18.D.0) = [ T] folu16..8.0)(6)ds.,
j=1
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estando em condigoes de se utilizar o método de aproximacao.

A aproximacao pela quadratura de Gauss-Hermite é dada por

Q
/ Fw)dz =3 wyf(z),

em que () é a ordem da aproximacao, 2z, sao os nds, os pontos da quadratura nos quais a
funcao sera avaliada e w, sao os pesos escolhidos apropriadamente. Os valores de z, e w, sao
obtidos a partir dos polinémios ortogonais de Hermite. Para a quadratura de Gauss-Hermite
w(z) = exp(—22/2).

Entretanto, a qualidade da aproximacao da integral é melhor se f(2)w(z) se
comporta de forma similar a w(z), o que nem sempre acontece. Assim, deve-se reescalonar e
deslocar os pontos da quadratura de modo a aumentar a precisao.

Para o método da quadratura Gaussiana adaptativa, supoe-se que f(z)w(z)

segue, aproximadamente, uma distribuigao normal com média igual & moda z de In[f(z)w(z)]

] —1
2=2.

Assim, os novos pontos da quadratura (agora adaptativos) sdo dados por

e variancia dada por

82
[— inlf(uz)]

52 ~1/2
=7+ - @ln[f(z)w(z)] ] 2q-
com seus respectivos pesos
~1/2
52 w(zt)
+_|_ 9 q
w, = [ 5.2 In[f(2)w(z)] _J e W

Como anteriormente, a aproximagao da integral é dada por

Q
/ Fu()de = 3w 1)

Usualmente, o método da quadratura Gaussiana adaptativa necessita de um ni-
mero bem menor de pontos de quadratura, quando comparado ao método de Gauss-Hermite.
Quando apenas um ponto de quadratura é assumido, ou seja, () = 1, mostra-se que o mé-
todo de quadratura Gaussiana adaptativa reduz-se ao método de Laplace (MOLENBERGHS;
VERBEKE, 2005).
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2.8 Inferéncia Bayesiana

A inferéncia Bayesiana paramétrica, assim como a frequentista, considera que
um conjunto de observagoes y pode ser descrito por uma distribuigao de probabilidade f(y[),
em que Y é o vetor desconhecido de parametros. Pode-se dizer que um dos principais obje-
tivos da estatistica é fazer inferéncias sobre ¥, e muitas vezes o pesquisador possui alguma
informacao a priori a respeito dessa quantidade. A teoria Bayesiana diferencia-se da frequen-
tista por permitir que essas informacoes prévias a respeito dos parametros de interesse para a
andlise sejam incorporadas ao modelo. Assim, a teoria Bayesiana permite a incorporacao da
incerteza relativa as quantidades desconhecidas na analise dos dados, enquanto a frequentista
nao.

A abordagem Bayesiana necessita, além da informacao sobre os dados, que é
incorporada na analise por meio da funcao de verossimilhanca, de uma distribuicao a priori
para as quantidades desconhecidas no modelo (parametros e dados faltantes). Essas duas
informagoes sao usadas para obter a distribuicao dos parametros, condicional aos dados ob-
servados, chamada distribuicao a posteriori, da qual resultam todas as inferéncias estatisticas
sobre os parametros do modelo (CARLIN; LOUIS, 1996). A distribuicao a posteriori 7(9|y)

é dada por
L(9y)m(9)

m(V|y) = )

em que
fly) = /ﬁf(y,ﬁ)dﬁ = /19L(19|y)7r(19)d19, para o caso continuo

fly) = Z fy,9)d9 = Z L(Y|y)n(9¥), para o caso discreto,
) )

7(19) é a distribuigao a priori e L(?|y) é a func¢ao de verossimilhanga. Como f(y) nao depende
de ¥, ela é apenas uma constante normalizadora que nao tem influéncia sobre a estimagao

dos parametros. Assim, a distribuicao a posteriori pode ser expressa como
(Iy) o< L(I]y)m(9).
2.8.1 Distribuicao a priori

Segundo Box e Tiao (1992), a distribuigao a priori representa o que se conhece

a respeito do vetor de parametros de interesse, 1, antes da realizacao do experimento. Assim,
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essa distribuicao pode ser usada para representar o estado de conhecimento ou ignorancia
sobre o vetor de parametros ¥ antes de se obterem os dados. Existem algumas formas de
escolha das distribuicoes a priori.

A distribuicao a priori nao informativa é utilizada quando nao existem infor-
macoes a priori sobre os parametros de interesse ou quando as informagoes disponiveis sao
pouco significativas. Logo, a informacao resultante da distribuicao a posteriori serd referente
apenas aos dados. Quando nao se tem informacao suficiente sobre o modelo, seja por parte
do estatistico ou por parte do pesquisador, utiliza-se a distribuicao a priori subjetiva, que
representa a expectativa subjetiva do pesquisador em relacao a esses parametros. Para que
se possa quantificar essa informacao a priori a interacao entre o estatistico e o pesquisador
é muito importante. Diversos procedimentos para essa quantificacao e consequente transfor-
macao em um distribuicao a priori tém sido discutidos. Esses procedimentos sao conhecidos
na literatura Bayesiana como elicitacao. Também, tem-se a distribuicao a priori conjugada,
o que ocorre quando as distribuicoes a priori e a posteriori pertencem a mesma familia de
distribuicoes. Entretanto, seu uso deve ser cuidadoso, pois apesar da facilidade analitica,

muitas vezes nao representa adequadamente a informacao a priori do parametro.

2.8.2 Monte Carlo com Cadeias de Markov

Na abordagem Bayesiana, as inferéncias sobre os parametros de interesse sao
realizadas, usando-se a distribuicao marginal a posteriori. Mas, na maioria das vezes, para ob-
tencao dessa distribuicao marginal a posteriori necessita-se da solucao de integrais complexas,
assim ¢ possivel recorrer aos métodos de Monte Carlo com cadeias de Markov (MCMC).

Os métodos MCMC para a obtencao de uma amostra de valores de 1, os quais
nao podem ser amostrados diretamente de m(d|y), sao baseados na simulagao de cadeias
de Markov a partir de distribuicoes aproximadas que sao atualizadas até a obtencao da
distribuicao estacionaria m(19|y). As amostras sao obtidas sequencialmente, com a distribui¢ao
dos valores dependendo apenas do ultimo valor amostrado, formando assim, uma cadeia de
Markov.

Assim, os métodos MCMC fazem uma associacao entre os algoritmos para
simulacao de distribuicoes e o método Monte Carlo para aproximacoes de integrais. FEn-

tretanto, o sucesso do método nao é devido a propriedade da cadeia de Markov, mas das
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distribui¢oes aproximadas que melhoram a cada passo da simulacao a fim de convergir para
a distribuicao de interesse. Dois algoritmos que permitem gerar cadeias de Markov cuja
distribuigao de equilibrio seja 7(¥|y) sao Metropolis-Hasting e Gibbs sampling, que é um

caso particular do anterior.

G'ibbs sampling

O algoritmo Gibbs-sampling permite gerar amostras de uma distribuicao con-
junta a posteriori (1, J2, . .., ¥p|y) a partir das distribuigbes condicionais completas a poste-
riori de cada parametro w(9;|01,%i_1, ..., Vit1,9,,y), desde que essas distribui¢oes possuam
forma fechada (CASELLA; GEORGE, 1992). Para implementacao do algoritmo sao necessa-
rios os seguintes passos:

(i) inicie o contador em t = 1 iteragoes;

(ii) especifique um valor inicial para ¥ = (99,99, ...,9));

(iii) a partir de 9*~", obtenha um novo vetor ¥, = (91,75, ...,7}) em que:

9t~ (995 95 L ,19;*1, Y)

Wy ~ (a0t 95 ,19;*1, Y)

19; ~ (0,04, 95, . .. ,79;_1, Y);

(iv) incremente o contador de ¢ para t + 1 e volte ao passo (iii).

Metropolis-Hasting

O algoritmo Metropolis-Hasting (CHIB; GREENBERG, 1995) é um dos algo-
ritmos usados para gerar amostras da distribui¢ao conjunta a posteriori 7(d|y), principal-
mente, quando a distribuicao condicional completa a posteriori do parametro nao possui forma
fechada.

Considere uma distribuigdo q(¥, ¢) e seja a cadeia de Markov (9°, 9%, ... 9% .. ),

em que t é o estado atual da cadeia. Para gerar um valor que serd candidato ao proximo
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estado da cadeia, (¢t + 1), o algoritmo se baseia na distribuigdo proposta, ou seja, gera o
candidato denominado ¢ a partir da distribuigao ¢(¢|9"). Esse candidato pode ser aceito com

probabilidade a(9*, ) ou rejeitado com probabilidade 1 — a9, ¢), sendo

rlolu(?1o) y

a(@",¢) = min{1, G

Se o candidato ¢ for aceito, entdo, ele sera o valor no estado (¢t + 1) da cadeia,
caso contrario, ¥ = ¢,

Assim, para implementacao do algoritmo Metropois-Hasting sao necessarios os
seguintes passos:

(i) inicie o contador em ¢ = 0 iteracoes;

(ii) especifique um valor inicial para 9;

(iii) a partir da distribuicao proposta q(¢|9"), gere um valor ¢ que ¢ o candidato
ao proximo estado da cadeia;

(iv) calcule a probabilidade de aceitagao a9, ¢);

(v) gere u a partir de uma distribui¢ao U(0, 1);

(vi) se u < «, aceite o valor candidato, ou seja, ¥t = ¢, caso contrario,
YL = gt

(vii) incremente o contador de ¢ para t + 1 e volte ao passo (iii).

2.8.3 Abordagem Bayesiana para ajuste do modelo

A abordagem Bayesiana se mostra bastante interessante para o ajuste de mode-
los lineares generalizados mistos, devido a sua formulacao hierdrquica, pois a distribuicao de
Y esta condicionada ao valor do efeito aleatério b;. Assim, considera-se o modelo introduzido
na secao 2.5.1 e assume-se que os parametros 3, ¢ e D sao independentes com distribuicoes
a priori dadas, respectivamente, por f(3), f(¢) e f(D). Admite-se para 8 a distribuicao
normal ou uma priori nao informativa. Para ¢ e D sao assumidas como priori a distribuicao
nao informativa de Jeffreys (GELMAN et al., 1995). Entretanto, Fahrmeir e Tutz (1994, apud
MOLENBERGHS; VERBEKE, 2005) reportam que fun¢oes de densidades a priori improprias
como a de Jeffreys, podem levar a obtencao de funcoes densidades a posteriori improprias.

Tendo especificado as fungoes densidades a priori, a funcao densidade de pro-
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babilidade a posteriori conjunta é

N n; N
f(8,D,¢,by,....bx) o< [ [ [] filwis|B: ¢, 00) [ | £(8:| D) F(D)f(B) f ()

2.8.4 Predicao de b; via empirical Bayes

Na pratica, o interesse principal é obter estimativas para os parametros da
distribuicao marginal de Y, ou seja, 3, ¢ e D. Mas ha, também, o interesse nas predicoes
dos efeitos aleatorios b;, que mostram a variabilidade entre individuos, pois sao necessarios
tanto para predicao como para andlise de diagnostico. Para predicao dos efeitos aleatorios b;
tem-se a sua distribuicao a posteriori dada por:

. [i(y;]bi, B, 9) f(bi| D)
Jilbily: 8. D 0) = 5 T 3. 6)F (6] D) by

~

Assim, a predicao b; via empirical Bayes serd o valor de b; que maximiza a
fungao f;(bily;, 3, D, ¢), quando os valores de 3, D e ¢ sao substituidos pelas suas respectivas

estimativas de maxima verossimilhanca.

2.8.5 Critérios para comparacao de modelos

A fim de realizar uma comparacao de modelos, podem-se utilizar critérios ba-
seados em medidas de ajuste dos diferentes modelos aos dados que respeitem o principio da

parcimonia.
2.8.5.1 Dewviance Information Criterion

Spiegelhalter et al. (2000) propuseram o critério DIC, Deviance Information
Criterion, para a selecao de modelos. Essa medida pode ser vista como uma generalizacao do
critério de informacdo de Akaike (AKAIKE, 1973). O DIC é um critério bayesiano baseado
em métodos MCMC que pode ser usado para comparar modelos arbitrarios, pois leva em con-
sideracao a adequabilidade do modelo e a sua complexidade, representados, respectivamente,
pelas estatisticas De PD.

O célculo do DIC é baseado no valor esperado da distribuicao a posteriori de
D(9) = —2log[p(y|9¥)] + 2log[f(y)], que ¢ a média a posteriori do desvio, e na estatistica

de penalizagao pp associada a complexidade do modelo (representando o nimero efetivo de
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parametros), que é a diferenga entre a média a posteriori da deviance e a deviance das médias

a posteriori dos parametros de interesse, como segue

o = EgylD®)] — D(Eg,lp(yl9))

— D) - D(¥).

Baseado nessas estatisticas, o DIC é definido como

DIC = D(9) + pp,
sendo que o menor valor do DIC, indica um melhor ajuste do modelo.

2.8.5.2 Avaliacao do modelo Bayesiano utilizando quantidades pivotais

A comparacao de modelos bayesianos é, geralmente, baseada na andlise do va-
lor do DIC devido a facilidade de sua aplicagdo. Entretanto, Millar (2009) mostrou que o
DIC é uma ferramenta perigosa para modelos bayesianos hierarquicos aplicados a dados de
contagem com superdispersao. A mais conhecida alternativa ao DIC é o fator de Bayes, que é
a razao entre densidades marginais dos dados sob dois modelos competitivos. Porém, o fator
de Bayes oferece alguns inconvenientes: para se obter a densidade marginal necessita-se de
integracoes no espaco paramétrico que, geralmente, nao podem ser resolvidas numericamente
e o resultado obtido pode ser influenciado pela especificacao das prioris atribuidas aos pa-
rametros. Uma outra alternativa ao DIC como método de avaliagao do modelo é o uso da
distribui¢do preditiva a posteriori. Foi proposta, inicialmente, por Guttman (1967) e Rubin
(1984), e, posteriormente, estendida para uma fun¢ao de discrepancia por Gelman, Meng e
Stern (1996). Apesar da facilidade de implementagao computacional, Bayarri e Berger (2000),
Robins, van der Vaart, e Ventura (2000) observaram que nao é possivel assumir que a distri-
buigao preditiva a posteriori seja uniformemente distribuida, ainda que assintoticamente.

Como alternativa, Johnson (2007) propos explorar a relacao entre a distribui-
cao das quantidades pivotais avaliadas no parametro verdadeiro e a distribuicao das mesmas
quantidades pivotais avaliadas nos valores das estimativas a posteriori dos parametros. Co-
mumente, essas distribuicoes sao idénticas possibilitando a definicao de um grande ntmero

de medidas para avaliacao de modelos Bayesianos.
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Seja Y um vetor aleatorio definido no espago amostral ) C R” cuja funcao de
densidade de probabilidade pertence a familia paramétrica { f(y|d),9 € © C R*}. Johnson

(2007) define uma quantidade pivotal como uma fungao S(Y,©) — R’ para a qual a integral

G(S)ELIA<w,y>f(ylw>dy, Alw,y) ={(y,w) : S(y,w) < s}

depende apenas do valor do vetor s € R! para todo w € O, ou seja, a distribuicao amostrada
de S é invariante quando o valor do seu segundo argumento 9 determina a densidade amostral
do primeiro Y.

Lema: Seja S(Y,19) uma quantidade pivotal e suponha que ¥y é um vetor
aleatorio obtido a partir da densidade 7. Dado 9y, seja Y um vetor aleatorio amostrado
da densidade f(y|d), e seja ¥y um vetor de parametros obtido a partir da distribuigao a
posteriori de 9 dado Y. Entao, S(Y,9y-) e S(Y,9) sao identicamente distribuidas.

Com essa propriedade das quantidades pivotais, é possivel definir medidas de
diagnostico para grande parte dos modelos bayesianos, principalmente, para modelos con-
tinuos, mas podem ser definidas extensoes para os casos discretos. Entretanto, existe uma
limitacao importante: a propriedade nao ¢ valida para a distribuicao conjunta das quanti-
dades pivotais baseadas em miltiplos valores de (Y, wil,), a partir da mesma distribuicao a
posteriori, em que {wZY} denota a amostra a posteriori de w baseada no mesmo vetor de
dados Y.

Uma aproximagao sugerida por Johnson (2007) é basear a avaliacdo do mo-
delo em comparagoes graficas informais, ou seja, comparar a distribuicao a posteriori das
quantidades pivotais com suas distribui¢goes amostrais. Johnson também sugere a utilizagao
da medida de discrepancia X?(y; ) introduzida por Gelman, Meng e Stern (1996) em cada

estagio do modelo hierarquico, em que

Xi(y:0) =3 <yiv_ai§j|i1|;§)) ~ X (10)

2.8.6 Qualidade de ajuste do modelo aos dados

Em uma anélise estatistica, verificar a qualidade de ajuste do modelo proposto
aos dados ¢ de extrema importancia. Uma boa anélise Bayesiana deve incluir, pelo menos,

alguma forma de verificar se o modelo ajustado é adequado aos dados e se este modelo é
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aceitavel para os fins aos quais foi proposto (GELMAN et al., 1995). Uma das formas de se
verificar o ajuste de um modelo proposto aos dados é por meio da distribuicao preditiva a
posteriori.

A verificacao do ajuste do modelo aos dados por meio da distribuicao preditiva
a posteriori consiste em replicar o conjunto de dados a partir dos valores obtidos para os
parametros do modelo, usando-se as distribuicoes a posteriori e, em seguida, comparar os
conjuntos de dados replicados com os dados observados, que devem ser semelhantes. A
discrepancia entre o dados preditos pelo modelo e os dados observados serd medida por testes
a serem definidos.

Sejam y os dados observados, ¥ o vetor de parametros do modelo proposto
e Yy P os dados replicados. A distribuicao de y"?, dado o atual estado de conhecimento é

obtida por meio da distribuicao preditiva a posteriori dada por:

p(y"ly) = / Py 719 p(9]y) .

que, segundo Gilks, Richardson e Spiegelhalter (1998), pode ser estimada como

m

N 1 ep|
Py ly) = — > ply™9")
j=1
em que ¥}, j = 1,...,m, é um conjunto de valores que serao tratados como amostras de

p(9y).
2.9 Modelos para dados na forma de contagens longitudinais com superdispersao

Quando se consideram dados na forma de contagens que apresentam diversas
medidas realizadas em um mesmo individuo ao longo do tempo, utiliza-se a teoria de modelos
lineares generalizados mistos (MLGM) (BRESLOW; CLAYTON, 1993), em que a estrutura
de dependéncia temporal é acomodada adicionando-se efeitos aleatérios no preditor linear.

Geralmente, a superdispersao e a estrutura longitudinal sao modeladas separa-
damente. Mas existem dados de contagens, tanto na area médica como agronémica, para as
quais os modelos lineares generalizados mistos nao sao suficientes. Assim, surge o interesse
em estudar um modelo que unifique as teorias para analise de medidas longitudinais que
apresentem o problema de superdispersao. Booth et al. (2003) propoem o modelo Poisson

log-linear com efeitos aleatorios enquanto que Molenberghs, Verbeke e Demétrio (2007) e
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Vangeneugden et al. (2009) usando a mesma estrutura, fornecem as expressoes do vetor de
médias, da matriz de variancias-covariancias e da fungao de probabilidade marginal conjunta
para o modelo que leva em conta a superdispersao e a correlacao de medidas longitudinais.
Seja Y;; uma varidvel aleatoria, representando a j-ésima medida longitudinal
do i-ésimo individuo, i = 1,...,N, j=1,....,n; e Y; = (Yiy,...,Yin.)T o vetor de todas as
medidas do individuo 7 e @;; um vetor de covaridveis associado a Yj;.
A seguir, serao particularizados quatro modelos que podem ser considerados

para anélise de dados na forma de contagens longitudinais.

2.9.1 Modelo 1: Poisson

Supondo, inicialmente, que os Y;; sdao independentes, com distribuicao de

Poisson com parametro \;j, isto é, Y;; ~ Poisson()\;;), A;; > 0. Entao,

e i N\
ij
P(}/U :yz]) == T, para y” 20,172,... (11)
i
e admitindo-se que
ln<>\ij) = m;;jﬁ (12)

tem-se que
E(Yijlxij, B) = \ij = exp(z;8) e Var(Yij|zij, B) = \ij = exp(z;;8).

2.9.2 Modelo 2: Poisson-gama

Neste caso assume-se, inicialmente, a distribui¢ao de Poisson dada por (11) para
Yi; e para acomodar a superdispersao considera-se um efeito aleatoério ¢;; com distribuicao

gama, 1sto &,

Yij|Aij ~ Poisson()\;;)
Aij = Oiexp(xi;8)

0i; ~ gama(oj,az;)) (13)

sendo aq; e ap; parametros da distribuigao gama.
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Como E(0;;) = ayjarg; e Var(fy;) = a3, entdo,

E(Yi;) = E[E(Yy|\j)] = Elfijexp(x;3)]

= exp(z;;B)E[0;;] = aijazexp(x;;B) (14)

Var(Yy;) = E[Var(Yi;|Aij)] + Var[E(Yi;|\ij)] = E[0iexp(x};8)] + Var[0;exp(x];3)]
= exp(@);B)E(0;) + [exp(};8)]Var(6;;) = anjan exp(xl;8) + ai1,03; [exp(a; )]

— arjazexp(a];B) |1+ azjexp(a],B)). (15)

De (14) e (15) observa-se que a variancia de Y;; ¢ maior do que a média.
Assim, a presenca da superdispersao no modelo assumido é dada pela adicao do termo
Ozljoz%j [exp(a:;j )}2 E importante ressaltar que quando se tem a presenca do intercepto
no preditor linear os parametros ay; e ap; da distribuicdo gama nao sao simultaneamente
identificaveis. Assim, impoe-se a restricao aq; - ap; = 1, ou seja, ay; = 042_]1. Como pode ser
visto no Anexo A, integrando-se a distribui¢ao conjunta em relacao ao efeito aleatério 6;; com

distribuicao gama, este modelo ¢ uma generalizacao do modelo binomial negativo.

2.9.3 Modelo 3: Poisson-normal

Considerando-se a distribuicao de Poisson com funcao densidade de probabili-
dade dada por (11) para Y;; e a distribuicao normal para o efeito aleatorio b; para incorporar

a correlacao entre as medidas longitudinais, tem-se
Y;j|/\ij ~ POiSSOH()\Z’j)
ln(/\l-j) = m;Jﬂ + zgjbi
b, ~ N(0,D) (16)

sendo que D é a matriz de varidncias-covariancias de b;.

Logo, tem-se:

E(Yi;) = E[E(Yyl\j)] = Elexp(z;;8 + 2i;b;)]

1
= exp(x;;8)Elexp(z];b;)] = exp (ng,@ + §z§jDzij> (17)
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Var(Yi;) = E[Var(Yij[Ay)] + Var[E(Yij[Aij)]

= E[exp(w;jﬁ + Z;jbi)] + Var[exp(m;jﬁ + z;jbi)]

1
= exp <w;jﬁ + éz;jDziJ) + Blexp(z;;8 + z;jbi)2] — Elexp(z;;8 + z;jbi)]2

/ 1 ! / / / 1 / ?

= exp| ;B + §ZijDzz‘j + exp(2x;;8 + 22{;Dz;;) — { exp|( z;; 8 + ézijDzij

1
= exp (a:;jﬁ + éz;jDzi]) + exp(2x;;8 + z;;Dzij){exp(z};Dz;) — 1}. (18)

Como em Molenberghs, Verbeke e Demétrio (2007), o desenvolvimento para a

distribuicao de probabilidade de Y; é mostrado no Anexo A.

1 -1 Zyiﬂ‘/j i
PYi=y;,) = ' Z -t exp [Z(y” + tj)wéjﬁ] 8

[Giiwt o IS G ‘=

X exp{% [Z(?Jz] + tj)z,’ij] D [Z(y,j + tj)zij] }, (19)

j=1 7=1

em que t = (t1,...,t,,).
2.9.4 Modelo 4: Poisson-normal-gama (Combinado)

Assumindo-se que variavel aleatéria Y;; segue uma distribuicao de Poisson com
fun¢ao densidade de probabilidade dada por (11), inicialmente, cada Y;; serd considerado
independente e diferentes tipos de efeitos aleatérios serao incluidos para levar em conta a
correlagao entre medidas feitas no mesmo individuo e a superdispersao, conforme Molenberghs
et al. (2010).

Supondo que
Aij = Oijexp(x;;B + zi;b;) (20)

em que b; é o efeito aleatoério adicionado ao preditor linear com a finalidade de incorporar
a correlacao entre as medidas repetidas realizadas em um mesmo individuo e 8;; é o efeito
aleatorio que ao ser incluido no modelo acomodara a superdispersao.

Além disso, supoe-se que

b; ~ N(0, D)
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e que 0;; tem distribui¢ao com
E(0;) = E[(0i1,...,0m,)] = ®; e Var(;) =X,

Seja Y; o vetor de tamanho n; com as medidas do ¢-ésimo individuo e A; =
(Ai1y -y Ain;)" com E(A;) = p; e Var(A;) = ;. Portanto, seguindo Molenberghs, Verbeke e

Demétrio (2007), o vetor de médias p; = E(Y;) tem como componentes:
/ 1 /
pij = gijexp|( ;08 + ézijDzij
e a matriz de variancias-covariancias de Y; é dada por

em que M; é uma matriz diagonal que tem como elementos o vetor u;, J,, é uma matriz de

dimensao n; X n; composta apenas por 1’s e P; é uma matriz que tem como elementos

1 Tijk + QijPik 1
pi,jk = exp<§z;jDzZ-j> . ]@Tkj . exp(izngzij)

Como caso particular, assumindo a distribuigao gama para o efeito aleatorio 8;;

para acomodar a superdispersao, tem-se

Y;j|bi, Qij ~ POiSSOH()\ij)
Nij = eijexp<w;j16 + Z;jbz’>

91‘]’ ~ gama(alj,agj) (21)

sendo que D é a matriz de variancias-covariancias referente a b; e oy, e ag; sao parametros
da distribuicao gama.

Como E(QU) = Q095 € Var(@ij) = @1j0(%j7 entéo,
E(Yy) = E{E[E(Yj|b;,0;)]} = E{E[0iexp(z;;8 + 2};b:)]}
= E{6iE[exp(a;;8 + zi;b:)]} = E(0i;)Elexp(a;8 + zi;b:)]

1
Q1 Qlg;€XP (m;jﬂ + Ez;jDzij) (22)
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e, considerando r;; = exp(z;3 + z{;b;), tem-se
Var(Y;;) = Var{E[E(Yi;|b;,0:;)]} + E{Var[E(Y;;|b;,0;;)]} + E{E[Var(Y;;|b;, 6;;)]}
= Var{E[0;jri;]} + E{Var[ti;r;;]} + E{E[0;;r;;]}
= Var{E(0;)ri;} + E{Var(0;;)x};} + E{E(0;;)r:;}
= BE(0i)*Var(ri) + Var(0)*E(x3;) + E(0,5)E (i)
_ afjagjemaﬂ*z%Dzii (6z;jDzU _ 1) L 041ja§jez%ﬁ+2Z§jDz” I
+ OéleQjew;J’BJr%z;jDz”. (23)

Para esse modelo que combina os efeitos aleatérios normal e gama, também é

possivel obter a distribuicao de probabilidade de Y;, que apresenta a seguinte forma:

o (Vi Y (o it — 1 T
o= = ST () (e

: Lj=1 Yij
X eXP(Z(yij + )T ) X
j=1
1 g n;
X exp{§ [Z(yzg + tj)zgj] D [Z(yij + tj)Zij] }, (24)
j=1 j=1
em que t = (t1,...,t,,), como mostrado no Anexo A.

2.10 Modelos para dados binarios longitudinais com superdispersao

Assim como quando se consideram dados na forma de contagens, quando dados
binérios estao sujeitos a superdispersao e sao medidos longitudinalmente, necessita-se estender
a teoria de modelos lineares generalizados mistos, que modela apenas a dependéncia temporal.
Nesse caso, o interesse estd em combinar efeitos aleatérios em um tinico modelo que permitam
acomodar a superdispersao e a estrutura longitudinal, como em Molenberghs et al. (2010).

Seja Y;; uma variavel aleatoria, representando a j-ésima medida longitudinal
do i-ésimo individuo, i = 1,...,N, j=1,....n; e Y; = (Yi1,...,Yin,)? o vetor de todas as
medidas do individuo 7 e x;; um vetor de covaridveis associado a Yj;.

A seguir, serao particularizados os modelos que podem ser usados na anélise
de dados binérios longitudinais, sendo quatro ao se considerar a funcao de ligacao logistica e

outros quatro ao se considerar a fungao de ligacao probit.
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2.10.1 Modelo 1: Bernoulli

Supondo, inicialmente, que os Y;; sao independentes, com distribuicao Bernoulli

com parametro m;;, isto é, Y;; ~ Bernoulli(7;;), 0 < m;; < 0. Entao,
P(Y;; =vyij) = ﬂfjj(l — Wij)l—yij7 para y; =0,1 (25)

em que, ao se considerar a funcao de ligacao logistica, tem-se

__ewlels) 20
Y 1+ exp(x);8)
e, ao se considerar a funcao de ligacao probit, tem-se
M5 = (I)<w;j/6>7 (27)

em que ®(z) = [*_(2m) 2 exp [ — ¢?/2]dL.
2.10.2 Modelo 2: Bernoulli-beta

Neste caso assume-se, inicialmente, a distribuigdo Bernoulli dada por (25) para

Y;; e para acomodar a superdispersao considera-se um efeito aleatério 6;; com distribuicao

beta, isto é, para funcao de ligacao logistica

Yjlmi; ~ Bernoulli(m;;)

g e(@f)
* Y14 exp(m;jﬁ)’
91‘]‘ ~ beta(oq, OZQ) (28)

e, para a funcao de ligacao probit
Yi;|mi; ~ Bernoulli(m;)
T = 05®(x;08)
0;; ~ Dbeta(oq,as) (29)
sendo i e ap parametros da distribuigio beta e ®(z) = [*__(2m) Y2 exp [ — t2/2]dt.

Para o modelo Bernoulli-beta a fun¢ao de probabilidade condicional para Y;;|6;;

é dada por

Flyigl0y) = [0m5])" [1 = O] ", yiy €R,
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exp@;,3)
Cexp@,B)
de ligacao probit.

em que K;j = para a funcdo de ligacdo logistica e r;; = ®(x;.8) para a fungao

v

Assim, funcao de verossimilhanga marginal é

N ng

1 y i
L(B, o1, az) = H H o1 + a (ki) [(1 = ij)on + o] ™99,
i=1 j=1

como mostrado no Anexo B. Um comentario importante é sobre a identificabilidade dos
parametros. Os parametros a; e as nao sao simultaneamente identificaveis, quando o preditor
linear contém um intercepto. Uma solugao ¢ estabelecer uma restrigdo do tipo as/aq = ¢ ou

a1 + as = ¢, que soluciona a identificabilidade (VIEIRA, 2008).
2.10.3 Modelo 3: Bernoulli-normal

Considerando-se a distribuicao Bernoulli com funcao densidade de probabili-
dade dada por (25) para Y;; e a distribuigdo normal para o efeito aleatorio b; para incorporar

a correlacao entre as medidas longitudinais, ao se considerar a funcao de ligacao logistica

Yi|mij ~ Bernoulli(m;;)

_exp(ay B+ z;bi)
M7 T exp(a,B + 2b;)]
b ~ N(0,D) (30)

e, ao se considerar a funcao de ligacao probit
Y;j‘ﬂ'ij ~ Bernoulli(m-j)
m; = (x;B8 + ;b))

b, ~ N(0,D) (31)
sendo que D ¢ a matriz de variancias-covariancias referente a b; e ®(z) = [*__(2m) /2 exp [—
t2/2]dt.

2.10.4 Modelo 4: Bernoulli-normal-beta (Combinado)

Assumindo-se que variavel aleatéria Y;; segue uma distribui¢ao Bernoulli com
funcao densidade de probabilidade dada por (25). Devido ao fato de se trabalhar com medidas

na forma de contagens longitudinais, inicialmente, cada Y;; serd considerado independente e
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diferentes tipos de efeitos aleatorios serao incluidos para levar em conta a correlacao entre
medidas feitas no mesmo individuo e a superdispersao, conforme Vieira (2008).

Seja b; o efeito aleatorio adicionado ao preditor linear com a finalidade de
incorporar a correlagao entre as medidas repetidas realizadas em um mesmo individuo e 0;; o
efeito aleatorio que ao ser incluido no modelo acomodara a superdispersao. Assumindo uma

funcao de ligacao logistica, tem-se

S eXP(w;jﬁ + Zgjbi) (32)
Y Y1+ exp(m;j,@ + zgjbi)’
e assumindo uma funcao de ligacao probit, tem-se
Tij = eijq)(w;jﬁ + z;’jbi)v (33)

em que ®(z) = [*_(2m) "2 exp [(1/2)u?]du’.

Além disso, supoe-se que
b, ~ N(0,D)
e que
0;; ~ Beta(oy, as),

sendo D a matriz de variancias-covariancias referente a b; e a; e ap 0s parametros da distri-

buicao beta, ou seja, ao se considerar a funcao de ligacao logistica tem-se

Yi;|bi,0;; ~ Bernoulli(m;;)

B eXp(m;jIB + Zéjbz)
T T T Cexp(@l, B+ 2,by)
91']' ~ beta(al, 062) (34)

e, ao se considerar a funcao de ligacao probit tem-se

Yij|bi,0;; ~ Bernoulli(r;;)
Ty = sz(p(w;]ﬁ_FZ;JbJ
b; ~ N(0,D)

Hz-j ~ beta(al,ag) <35>
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sendo que D é a matriz de variancias-covariancias referente a b;, oy e as 0s parametros da
distribuicao beta e ®(z) = [*__(2m) 2 exp [ — ?/2]dt.

Para o modelo Bernoulli-normal-beta a funcao de probabilidade condicional

para Y;;|0;;, b; é dada por

Flyigl0, b:) = [0im55]" [1 = O] ", wis €R,

exp(@;;B+2;,b)
1+exp(x;,B+z,,b)
para a funcao de ligacao probit.

em que K;j = para a fungao de ligagao logistica e x;; = ®(x};8 + 2;;b;)

A funcao de verossimilhanca marginal condicionada apenas a b; é
N ng 1
L(B.D,ay,00) =[] / 11 m(amij)y”[(l — Kij)ar + ao] ¥ f(b;| D)db,
: , 1 2
=1 7j=1

como mostrado no Anexo B, o que necessita de algoritmos para solu¢ao numérica da integral.
Para o modelo Bernoulli-normal-beta com funcao de ligagao logistica, assim como no modelo
Bernoulli-beta com func¢ao de ligacao logistica, os parametros a; € as nao sao simultaneamente
identificaveis, quando o preditor linear contém um intercepto. Assim, impoe-se a restricao do
tipo as /v = c.

Para o modelo com func¢ao de ligacao probit os parametros a; e o também nao
sao simultaneamente identificaveis, e para solucionar esse problema, impoe-se uma restricao
do tipo a; +as = c. Entretanto, para esse modelo ainda é possivel obter uma solucao analitica

para a integral

N L Yij
= (x84 zb)ay |7 .
L(B.D,ar,02) = [] / H[ (@,f % Zb)o {11 — (B + 2);bi)Jon + s} ™ x
i=1 j=1

a1 + Qo

1
X (27r)*q/2\Dr1/2exp{ . §b§Dbi}dbi,
como mostrado no Anexo B.

2.11 Meétodo da clonagem de dados

A idéia do método baseia-se no que se segue. Considere um modelo Bayesiano
completo para o problema em questao, especificando prioris adequadas para os parametros,
mas ao invés de utilizar a funcao de verossimilhanca para os dados observados, utilize a funcao

de verossimilhanga para k copias (clones) dos dados, em que k é suficientemente grande e
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considere as copias independentes entre si. As distribuicoes a posteriori sao calculadas pelo
método MCMC usual. As médias a posteriori dos parametros sao iguais as estimativas de
méxima verossimilhanca dos parametros, e k vezes a variancia a posteriori é igual a variancia
assintotica das estimativas de méxima verossimilhanca (LELE et. al., 2007).

Seja Y = (Y1, Ys,...,Y,)T uma variavel aleatoria proveniente do seguinte mo-

delo estatistico hierarquico:

Y ~ f(y|X7 90)
X ~ g(z|6)

em que f e g sao distribuicoes de probabilidades conjuntas, X é um vetor de quantidades
aleatorias ou processos que afetam as observagoes, @ = (1, 2,...,¢,)" & um vetor de
parametros fixos desconhecidos que afeta as observagoes e & = (01, 0a, .. .,0,)7 & um vetor de
parametros fixos desconhecidos relacionados a X.

A funcao de verossimilhanca para o modelo descrito é dada por:

L6, ¢:y) = / FIX, 9)g(X|6)dX

em que Yy é o vetor observacoes. As estimativas de maxima verossimilhanca dos para-
metros, denotadas por (@,3) = (1, @,...,@,&,(@,...,@) sao os valores de (p,d) =
(P1, P2, -, 9q, 01,02, ...,0,) que maximizam conjuntamente a funcdo de verossimilhanca.
Como ja foi dito, o calculo da funcao e das estimativas de maxima verossimilhanca necessita
de um grande esfor¢co computacional e calculo de integrais em dimensoes grandes.

A abordagem Bayesiana contorna o problema da integracao em dimensoes gran-
des. Para tanto, considera-se que os parametros desconhecidos ¢ e d, ao invés de serem fixos,
sao variaveis aleatorias, aos quais sao atribuidas as distribuicoes de probabilidades denomi-
nadas distribuicao a priori. Assim, de acordo com o teorema de Bayes, a partir da funcao
de verossimilhanca e das distribuicoes a priori dos parametros obtém-se a distribuicao a pos-
teriori conjunta, a partir da qual resultam as inferéncias dos parametros. Seja 7(p,d) a

distribuicao conjunta a priori para os parametros ¢ e d. Entdo, a distribuicao conjunta a

posteriori é dada por

B fy| X, ¢)g(X|0)m(p,d)
18- X10) = TFUIX, )9 (X[0)m(p, 0)dX dddp
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A distribui¢ao marginal a posteriori para os parametros m(¢, d|y) é obtida, simplesmente, pela
integragao de h(p, d, X|y) em relagdo a X. Para o algoritmo MCMC, utiliza-se apenas o fato
que h(p,d, X|y) < f(y|X,¢)g(X|6)7(p,d), ndo sendo necessaria a solugao das integrais.

Suponha, agora, que um experimento estatistico foi realizado para se obterem
as observacoes y, mas nao apenas uma vez e sim k vezes simultanea e independentemente.
Suponha, ainda, que as k réplicas do experimento produzem exatamente o mesmo resultado
y. A funcio de verossimilhanca para os k “clones” é [L(¢, §;y)]*, ou seja, a verossimilhanca
original elevada a k-ésima poténcia e apresenta o mesmo ponto de maximo que a funcgao de
verossimilhanga original, ou seja, (@, 3) como estimativas de méxima verossimilhanca.

A distribuicio conjunta a posteriori h*) (¢, §, X |y), assim como a distribuicao
marginal a posteriori 7*) (¢, §|y) podem ser obtidas por meio da distribuicdo a priori (¢, §)
e da funcao de verossimilhanca para os dados “clonados”. Para k suficientemente grande, a
distribuicao marginal a posteriori 7¥)(¢, 8|y) converge para uma distribui¢do normal multi-
variada com meédia igual & estimativa de maxima verossimilhanca ({5,3) e variancia igual a

%171@0’5), em que I(ng,g) ¢ a matriz de informacao de Fisher correspondente a funcao de

méaxima verossimilhanga original (LELE et al., 2010).
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3 METODOLOGIA

3.1 Material

Nesta secao, serao introduzidos trés conjuntos de dados para os quais foram

desenvolvidos os métodos que serao discutidos a seguir.

3.1.1 Ensaio clinico para pacientes epilépticos

Um dos conjuntos de dados a ser analisado neste trabalho é proveniente de um
experimento conduzido para comparar uma nova droga anti-epiléptica (AED) com placebo,
ambos utilizados como tratamento adjunto em pacientes que sofrem ataques epilépticos e
recebem uma ou duas outras AED’s em doses terapéuticas. O principal interesse da pesquisa
é avaliar se o novo tratamento adjunto reduz, ou nao, o nimero de ataques epilépticos sofridos
na ultima semana de acompanhamento, que é a variavel resposta em questao.

A aleatorizacao dos pacientes aos tratamentos ocorreu apds 12 semanas, periodo
que serviu para a estabilizacao das AEDs. Depois desse periodo, 45 pacientes passaram
a receber o placebo, enquanto que 44 pacientes, o novo tratamento. Os pacientes foram
observados semanalmente, sendo que o acompanhamento foi de 16 semanas e, depois disso,
alguns pacientes continuaram a ser observados. O periodo méximo de observagao foi de 27

semanas. Esses dados podem ser vistos detalhadamente em Faught et al. (1996).

60 —

a0 —

20 —

nimero de ataques epiépticos

Figura 1 — Gréfico de perfis individuais para o nimero de ataques epilépticos sofridos em cada uma
das 27 semanas pelos pacientes submetidos ao placebo (0) e & nova droga anti-epiléptica

(1)
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Na Figura 1, podem-se observar os perfis dos pacientes submetidos, respectiva-
mente, ao placebo e ao novo tratamento. Verifica-se que os dados apresentam um comporta-
mento muito instavel com a presenca de valores extremos. Além disso, ha poucas observacoes

disponiveis, principalmente, apos a 20* semana.

3.1.2 Ensaio clinico para tratamento de dermatite

Esses dados sao provenientes de um estudo aleatorizado multi-centro,
duplamente-cego e com grupos paralelos para comparar dois medicamentos administrados
por via oral, aqui denominados por A e B, para tratamento da toenail dermatophite ony-
chomycosis (TDO). Essa ¢ uma infecgdo de unha bastante comum e de dificil tratamento.
Os compostos antiftingicos tradicionais para tratamento dessa dermatite necessitam que o
paciente administre o medicamento até que as unhas se desenvolvam por completo. Os novos
medicamentos tém reduzido o tempo de tratamento para trés meses.

Para o estudo descrito por De Backer et al. (1996), foram comparadas duas
drogas quanto a sua eficicia e seguranca, durante 12 semanas de terapia continua. Os 378
pacientes associados a 36 centros de atendimento foram observados por 12 semanas durante
o tratamento e, posteriormente, acompanhados até um total de 48 semanas (12 meses). As
medidas foram tomadas no inicio do tratamento, a cada més durante o tratamento e a cada 3
meses apo6s o tratamento, resultando em, no maximo, 7 medidas por paciente. Antes do inicio
do tratamento, o medico responsével selecionou a unha a ser observada durante o periodo. O
estudo serd limitado aos pacientes cuja unha selecionada é uma dos primeiros pododéctilos
(“dedao do pé”), restringindo assim para um total de 294 pacientes. Os tratamentos foram
aleatorizados aos pacientes, sendo 146 para o tratamento A e 148 para o tratamento B. Uma
das variaveis respostas de interesse foi o grau de severidade, indentificadas como 0 (nao-severo)
e 1 (severo). Duas sdo as questdes de interesse, identificar como o percentual de severidade
decresce com o tempo e se os dois tratamentos diferem ou nao.

Na Figura 2, pode-se observar a evolucao do percentual de severidade para os
tratamentos A e B, ao longo do tempo. E possivel observar que existe influéncia do tempo
no percentual de severidade para ambos os tratamentos, mas nao fica claro se os mesmos
diferem significativamente. Vale ressaltar que apenas 76% dos pacientes possuem medidas

nos 7 tempos.
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Figura 2 — Gréfico da evolugao da propor¢ao de severidade para os tratamentos A e B nos meses de
observacao dos pacientes submetidos ao tratamento de TDO

3.2 Meétodos

3.2.1 Analise Bayesiana para os dados de epilepsia

Os modelos utilizados para analise dos dados de epilepsia sao aqueles apresen-
tados na secao 2.8, porém com enfoque bayesiano, como descritos a seguir.

Seja Y;; o numero de ataques epilépticos sofridos pelo paciente ¢ na se-
mana j, ¢ = 1,...,N, j = 1,...,n;. Considere também, ?;; como a semana em que
foi realizada a medida Y, t; = 1,2,...,27; ¥y = (Y11, Yings-- - YNLy - - YNny) €

t: (tllu---7t1n17~--7tN17~~-7thN)-

Modelo 1: Poisson
A principio, serd assumido um modelo considerando que Y;; segue a distribuicao

de Poisson com fungdo densidade de probabilidade dada por (11) e parametro

\ exp{foo + Poitij} se i € placebo
i =

exp{fio + fuitij} se i € tratamento.

Assumindo-se independéncia entre os parametros Soo, 501, B10, f11 & incerteza relativa aos mes-
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mos ¢é incorporada ao modelo, considerando-se as seguintes distribuigoes a priori:
Bu ~ N(a,b*); a,b conhecidos (36)

com k=0,1el=0,1. Entao, a distribuicao conjunta a posteriori é proporcional a

N n;
7(Boo, Bots Bro, Pitly, t) o exp< Zz/\”> HHX‘/” X (37)

=1 j5=1 =1 j5=1

X HHGXP{ 202 5kz—a)}

k=0 [=0

Modelo 2: Poisson-gama
Para esse modelo, serd assumido que Y;; tem distribui¢ao de Poisson com fungao
densidade de probabilidade dada por (11) e para acomodar a superdispersao considera-se um

efeito aleatorio 6;; com distribuicao gama, como a seguir:

Yi;j|0ij ~ Poisson(\;)

A EZ'jexp{ﬁOO ﬁ(]ltij} se 1€ placebo
ij =
éijexp{ﬁm 511751‘]‘} se 1 € tratamento

0;; ~ Gamma(ay', ay).

Para uma analise bayesiana hierarquica, primeiramente, assume-se a distribui-
¢ao a priori dada por (36) para os parametros f; , k = 0,1 e [ = 0,1. Também, assume-se

que os ¢;; sao independentes e a distribuicao a priori para o paramtero ay é dada por
ay ~ Gamma(c,d); ¢, d conhecidos. (38)

Assumindo independéncia entre todos os parametros, a distribuicao conjunta a

posteriori é dada por

N n; N n;
(B0, Bot, Bro, Bi1, 0, asly, t) o< exp < - Z Z )\z’j) H H Ay X (39)

1 1

X HHeXp{ 2bg(ﬂkl_a) }x

2
« e N D 4
% 2 9‘.1‘2 e % 0i; x af 16 az/d
F( —1) 1) 2
, a,
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em que 0= (911»"'701n17~~10N17--~79NnN)-

Modelo 3: Poisson-normal
Considerando que Y;; tem distribuicao de Poisson com fun¢ao densidade de
probabilidade dada por (11) e a distribuigdo normal para o efeito aleatorio b; para incorporar

a correlacao entre as medidas longitudinais segue:
Yi;|bi ~ Poisson(\;;)

)\z'j -
exp{(Bio + b;) + Buiti;} if i € tratamento

(
exp{(Boo + bi) + Boatij} if i € placebo
(
bi ~ N(0,0%).

Para a analise bayesiana hierarquica, primeiramente, assume-se a mesma dis-
tribuicao a priori dada por (36) para os parametros Sy , kK = 0,1 el = 0,1. Sob o modelo
3, considera-se que os b; sdo variaveis aleatérias independentes com distribuicao N(0,0?). A

seguir, considera-se que a distribuicio a priori para o2 é dada por
0? ~ Gama Inversa(g,h); g,h conhecidos. (40)

Assumindo, também, indepedéncia a priori entre todos os parametros, a distribuicdo conjunta

a posteriori é dada por

N n; N n,
7(Boo, Bor, Bro, P11, b,0° |y, t) o< exp <—ZZ zj) HH)\y” X (41)

i=1 j=1 =1 j=1
1
< 11

0

-

exp{ 2b2(6kl >}X

£
o~
Il

o

2

X ﬂ ! exp{ _ b } X (02)_(9+1)exp{ — i}
V2ro? 202 o?

i=1

.

em que b= (by,...,by).
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Modelo 4: Poisson-normal-gama (Combinado)

Por fim, considera-se a combinacao dos modelos 2 e 3, isto é:

Yiilbi,0;; ~ Poisson(\;;)
0;jexp{(Boo + b;) + Poitij} se i € placebo
0;;exp{ (B0 + b;) + Puiti;} se i € tratamento
bi ~ N(0,07%)

0;; ~ Gama(ay',ag).

Para a andlise bayesiana hierarquica, primeiramente assume-se a mesma distri-
bui¢ao a priori dada por (36) para os parametros S , k = 0,1 and [ = 0,1. Considerando
que b; e 6;; sao independentes, assumem-se as seguintes distribui¢oes a priori: (40) para o

A 2 A
parametro o e (38) para o parametro as.
Assumindo, também, indepedéncia a priori entre todos os parametros, a distri-

buicao conjunta a posteriori ¢ dada por

7(Boos Bor, Pro; B, 8, b, 2, 0%|y, t) o exp (— ZZ)‘U) HH)\ZJ X (42)

i=1 j=1 i=1 j=1
! 1
< TI1I (B — 2} x

T Q2 " jas'-1 s, 1 d
X 602 Trem Vi x oS lem2/d %
F( —1) 1 2
=12

N b2 h
Il o] — g} % @) Vew{ - 5}

Os resumos a posteriori para os parametros de interesse nas equagoes (37),

(39), (41) e (42) serdo obtidos, usando-se o método MCMC, por meio do algoritmo
Metropolis-Hasting, pois as distribuicoes condicionais a posteriori para os parametros
(Boo, Bot, Bro, Bi1, 0, b, e, 0%) nao possuem forma fechada. As distribuigoes condicionais a
posteriori para o algoritmo Metropolis-Hasting sao apresentadas no Anexo C. Para a imple-
mentagao computacional, sera utilizado o software WinBUGS (Spiegelhalter et al., 1996) para
0 qual sao necessarios e suficientes a especificacao estrutural do modelo, o conjunto de dados

e os valores iniciais para cada parametro.
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3.2.1.1 Obtencao das quantidades pivotais para avaliacao do modelo Bayesiano

Considerando a teoria formulada por Johnson (2007) e a medida de

discrepancia (10) utilizada por Gelman, Meng e Stern (1996), ambas introduzi-

das na secdo 2.7.5.2 e assumindo-se Y = (Y11, - Yimgs - Ys9ils -« - UsOnge)y AN =
()\1;17‘"7)\1§7L17"'7)\89§17"‘7)\89§7L89)7 0 = (91;17"'761;”17‘"7089;17"'7689%89) e b =
(D11, -y b1ings - -, bsoi1, - - -, Dsoing, ), definem-se as seguintes quantidades pivotais para cada

nivel em cada modelo proposto em 3.2.1:

St = 303 ek (43

2

56,0 =3 @ (44)

e como, pela restricido imposta aos modelos com efeito gama, E(;;) = ajas =1 e Var(§;;) =

OqOég = Q9
0;; — 1)
510,09 =3y =1l (45)
(]

Considerando-se que essas medidas sao, aproximadamente, quantidades pivo-
tais, a avaliacao dos modelos serd baseada na comparacao da distribuicao a posteriori dessas
medidas com a suas respectivas distribuigdes x>, x2y € X5 em que T = Z?il n;, para o
conjunto de dados de epilepsia T" = 1419. Na pratica, para comparacao serao plotados os
histogramas estimados de S(y, ), Sp(0,az) e Sy(b,0?) avaliados na amostra a posteriori de
(X, 0, a3, b,0?) e sua respectiva distribuicao x* marginal.

Para o modelo Poisson sera plotado o histograma estimado de (43) para com-
paragao com a distribuigao x%,,4. Para o modelo Poisson-gama serao plotados os histogramas
estimados (43) e (44) para serem comparados, respectivamente, com x%,4 € X1,9. Para o
modelo Poisson-normal serdo potados os histogramas estimados (43) e (45) para serem com-
parados, respectivamente, com x%,,4 € X%. Finalmente, para o modelo Poisson-normal-gama

serdo plotados os histogramas estimados de (43), (44) e (45) para serem comparados, respec-

tivamente, com X%419a ng and X%419-
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3.2.1.2 Implementacao computacional

A implementacao computacional foi realizada usando-se o programa WinBUGS
(SPIEGELHALTER et al., 1996). Para cada modelo, foram geradas 2 cadeias e em cada uma
dessas cadeias foram simulados 55.000 valores para cada parametro. A fim de eliminar os
efeitos dos valores iniciais do algoritmo, desprezaram-se os 5.000 primeiros valores (“burn-
in”) e para diminuir a autocorrelagao entre os valores amostrados seleciona-ses um a cada 10
dos 50.000 valores restantes (“thin”), formando, assim, uma amostra de 5.000 valores para
cada parametro. As cadeias foram inicializadas em pontos distintos e tiveram a convergéncia
monitorada pelo critério de convergéncia de Gelman e Rubin (1992) existente no programa
WinBUGS.

Os hiperparametros das distribuigoes a priori foram escolhidos de forma que as
distribuicoes a priori fossem nao informativas. Os valores utilizados foram a = 0, b = 1000,
c=d=0,001eg=h=0,0001. Os codigos dos programas utilizados no software WinBUGS
podem ser vistos no Apéndice A.

Para comparar os modelos propostos, utilizou-se uma anélise grafica das quanti-
dades pivotais, o critério DIC e também uma outra andlise grafica foi realizada comparando-se
a variancia dos dados com a variancia dos valores preditos por modelo, separadamente para
os individuos submetidos ao placebo e ao tratamento. Para poder comparar os tratamentos,
além dos parametros dos modelos, duas outras medidas foram monitoradas nos programas,
a diferenca entre os parametros que representam os coeficientes angulares para cada trata-
mento, ds = 11 — fo1, € a razao entre os mesmos, rs = @ Se os valores zero e 1 estiverem
contidos nos intervalos de credibilidades de cada uma degéas quantidades, conclui-se que os
tratamentos nao diferem entre si. Cada medida foi analisada separadamente.

Baseado na distribuicao preditiva a posteriori, o ajuste do modelo selecionado
aos dados foi verificado, graficamente. Considerando o modelo escolhido, as cadeias obtidas
pelo software WinBUGS para cada parametro desse modelo e as cadeias dos valores dos efeitos
aleatérios em questao, que também foram monitorados, calcularam-se os valores preditos de
Nij, 1 =1,...,89, 7 =1,...,27, conforme definido pelo modelo em questao. Como cada cadeia
possui 5.000 valores, foram obtidos 5.000 conjuntos de valores preditos. Assim, para cada

uma das 1419 combinacoes individuoxtempo tém-se 5.000 valores preditos. Para verificar o
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ajuste do modelo deveriam ser feitos graficos de barras baseados nesses 5.000 valores para
cada individuo em cada tempo, e no mesmo grafico uma linha indicando o valor verdadeiro.
Se o valor verdadeiro pertence a regiao de maior probabilidade conclui-se que o ajuste do
modelo é consistente, caso contrario, conclui-se que o modelo nao estd bem ajustado aos
dados. Entretanto, seriam 1419 graficos a serem analisados, assim, calculou-se a média desses
5.000 valores preditos para cada combinacgao individuoxtempo, obtendo-se assim, a média
dos valores preditos. E por fim, foram plotados os valores observados versus a média dos
valores preditos. Para um bom ajuste do modelo, espera-se que esses valores sejam proximos,

ou seja, que os pontos no grafico estejam préoximos a reta identidade.

3.2.1.3 Estudo de simulagao

A fim de pesquisar a eficiéncia da utilizacao de quantidades pivotais como
método de avaliagao do modelo bayesiano foi realizado um estudo de simulacao. Tomando
como base os dados de epilepsia foram gerados trés diferentes conjuntos dos seguintes
modelos: Poisson-gama, Poisson-normal e Poisson-normal-gama (combinado), usando-se o
software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2009). Foram considerados 89 pacientes,
sendo 45 individuos tratados com placebo e 44 individuos tratados com a nova droga
anti-epiléptica, os quais foram observados durante um periodo de 27 semanas, sem perda
de observacoes. Os valores para os parametros utilizados na simulacao foram obtidos de
Molenberghs, Verbeke e Demétrio (2007). A implementacao computacional para andlise

Bayesiana dos dados simulados, foi baseada nos procedimentos descritos na secao 3.2.1.2.

a. Modelo Poisson-gama

Para gerar dados a partir do modelo Poisson-gama, foram seguidos os seguintes
passos:

1: Gerar 2403 valores para o efeito aleatério gama assumindo 6;; ~
Gama(2.4640,0.4059), i = 1,...,89, j =1,...,27.

2: Calcular os valores para A;;, ¢ = 1,...,89, j = 1,...,27 em que \j; =
f;;exp(1.2662 — 0.0134 * t;), i = 1,...,45 e t; = 1,2,...,27 para individuos que receberam
placebo e \;; = 6;;exp(1.4531 — 0.0328 x ¢;), i = 46,...,89 e t; = 1,2,...,27 para individuos

que receberam a nova droga anti-epiléptica.
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3: Finalmente, gerar 2403 valores Y;; ~ Poisson()\;;).

Para a analise desses dados foram considerados os modelos Poisson, Poisson-

gama e Poisson-normal-gama, usando-se o enfoque Bayesiano.

b. Modelo Poisson-normal

Para gerar dados a partir do modelo Poisson-normal, foram seguidos os seguin-
tes passos:

1: Gerar 89 valores para o efeito aleatério normal assumindo b; ~
Normal(0,1.1289), i =1,...,809.

2: Calcular os valores para A;;, ¢ = 1,...,89, j = 1,...,27 em que \;; =
exp(1.2662 +b; — 0.0134 x ¢;), i =1,...,45 e t; = 1,2,...,27 para individuos que receberam
placebo e A;; = exp(1.4531+b; —0.0328 x¢;), i = 46,...,89 e t; = 1,2,...,27 para individuos
que receberam a nova droga anti-epiléptica.

3: Finalmente, gerar 2403 valores Y;; ~ Poisson()\;;).

Para a anélise desse conjunto de dados foram considerados os modelos Poisson,

Poisson-normal e Poisson-normal-gama, usando-se o enfoque Bayesiano.

c. Poisson-normal-gamma model

Para gerar dados a partir do modelo Poisson-normal-gama, foram seguidos os
seguintes passos:

1: Gerar 2403 valores para o efeito aleatério gama assumindo 6;; ~
Gama(2.4640,0.4059),i=1,...,89,j=1,...,27.

2:  Gerar 89 valores para o efeito aleatéorio normal assumindo b, ~
Normal(0,1.1289), i =1, ..., 89.

3: Calcular os valores para A\;;, ¢ = 1,...,89, j = 1,...,27 em que \;; =
0,7exp(1.2662+b; —0.0134%t;), i = 1,...,45et; = 1,2,...,27 para individuos que receberam
placebo e \;; = 6;;exp(1.45314+b;—0.0328x%t,), 7 = 46,...,89et; = 1,2,...,27 para individuos

que receberam a nova droga anti-epiléptica.
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4: Finalmente, gerar 2403 valores Y;; ~ Poisson(\;;).

Para a anéalise deste conjunto de dados foram considerados os modelos Poisson,

Poisson-gama, Poisson-normal e Poisson-normal-gama, usando-se o enfoque Bayesiano.

3.2.2 Inferéncia via Dclone e estudo da estimabilidade dos modelos para os dados
de epilepsia

Para analise via o pacote Dclone do ambiente R, utilizou-se o conjunto de dados
reais referente ao niimero de ataques epilépticos a fim de verificar a estimabilidade dos mode-
los e obter as estimativas dos parametros dos mesmos. Para implementacao computacional
foram utilizadas as mesmas especificacoes dadas na secao 3.2.1.2 para cada modelo. Entre-
tanto, foram geradas 3 cadeias ao invés de 2. Apesar de a escolha das prioris nao influenciar as
estimativas de méaxima verossimilhanca obtidas pelo pacote Dclone (LELE; NADEEM; SCH-
MULAND, 2010), foram utilizadas as mesmas prioris citadas na se¢ao 3.2.1.2 para facilidade
computacional.

Os conjuntos de dados clonados foram obtidos de forma a multiplicar o nimero
de individuos por k, porém, manter o nimero de tempos de cada individuo, ou seja, para obter
os dados clonados copiam-se os dados originais no sentido de multiplicar apenas o nimero de
individuos. Assim, também, multiplicou-se o nimero de efeitos aleatérios com distribuicoes
normal e gama. Para a analise consideram-se k = 1,10,25,50. A dimensao dos dados a ser
multiplicada deve ser mencionada no multiply e a dimensao que deve permanecer igual deve
ser mencionada no unchanged, ambos parametros da funcao dc.fit do pacote Dclone. A funcao
dc.fit ainda permite escolher qual pacote seréd utilizado na implementacao do método MCMC
para cada clone selecionado. Nesse caso, foi utilizado o programa JAGS (PLUMMER, 2010a).

Os modelos a serem analisados sao os mesmos da secao 2.8. Para implementacao
computacional desses modelos, inicialmente, define-se uma funcao que contém o modelo na
linguagem BUGS, como os apresentados no Apéndice A. Os codigos dos programas utilizados

no ambiente R podem ser vistos no Apéndice B.
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3.2.3 Analise Bayesiana para os dados de dermatite

Os modelos utilizados para analise dos dados de dermatite sao aqueles apresen-
tados na se¢ao 2.9, porém com enfoque bayesiano, como descritos a seguir.

Seja Y;; o grau de severidade da unha em obseracao do paciente i na se-
mana j, ¢ = 1,...,N, j = 1,...,n;. Considere também, ¢;; como o més em que foi
realizada a medida Yj;, ¢t; = (0,1,2,3,6,9,12); ¥y = (Y11,---+Yintr-- s UN1,- - YNny) €

t= (tlla---atlnla---;tNla--->thN)-

Modelo 1: Bernoulli
A principio, serd assumido um modelo considerando que Y;; segue a distribuicao
de Bernoulli com fun¢do densidade de probabilidade dada por (25) e parametro m;; em que,

ao se considerar a fungao de ligacao logistica, tem-se

€XP(Boo+Po1it;) )
Tei — FexXpBootint;) ¢ 1€ Tratamento A
ij eXpBothut) oo ;e Tratamento B

1+eXpP(Bro+P11ty)

e, ao se considerar a funcao de ligacao probit, tem-se

®(Boo + Pntj) se i€ Tratamento A
7T7;j =
®(B1p + Put;) se i€ Tratamento B
em que ®(z) = [*_(2m) 2 exp [ — ¢?/2]dL.
Assumindo-se independéncia entre os parametros Boo, Bo1, S0, S11 a incerteza

relativa aos mesmos é incorporada ao modelo, considerando-se as seguintes distribuicoes a

priori:
Bu ~ N(a,b*); a,b conhecidos (46)

com k=0,1el=0,1. Entdo, a distribuicao conjunta a posteriori é proporcional a

N n;

7(Boos Bor, Bros Bi1|y, t) o HHWW 1 — ) 70 HHGXP{ 2b2 (B — a)? }(47)

i=1 j=1 k=0 1=0
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Modelo 2: Bernoulli-beta
Para esse modelo, serd assumido que Y;; tem distribuicao de Bernoulli com
funcao densidade de probabilidade dada por (25) com parametro m;; e a distribuicao beta
para o efeito aleatério ¢;; para incorporar a superdispersao, ao se considerar a funcao de
ligagao logistica, tem-se

Yi;l0;; ~ Bernoulli(m;;)

9. €XP(Boo+Poit;)
v 1+eXP(Boo+PBo1t;)

0. eXP(Bio+p11t;)
Y 1+exXp(Bro+p11t;)

Gij ~ Beta(al,OcQ)

se 7 € Tratamento A
7Tij = .
se 1 € Tratamento B

e, ao se considerar a funcao de ligacao probit, tem-se

Yi;|6ij ~ Bernoulli(m;;)
0,;P(Boo + Poitj) se i € Tratamento A

7Tij =
O (F19 + P1itj) se i € Tratamento B

07;]‘ ~ Beta(al,a2)

em que ®(z) = [*_(2m) V2 exp [ — ¢?/2]dL.

Para uma analise bayesiana hierarquica, primeiramente, assume-se a distribui-
¢ao a priori dada por (46) para os parametros B , k = 0,1 el =0,1. Sob o modelo 2, tanto
para ligacao logistica como para a probit, considera-se que os 0;; sao varidveis aleatérias inde-
pendentes com distribui¢ao Beta(ay, an). A seguir, considera-se que as distribui¢oes a priori

para os parametros a; e as sao dadas por
a, ~ Gamma(c,d); ¢, d conhecidos, ¢=1,2. (48)

Assumindo, também, indepedéncia a priori entre todos parametros, a distribui-

cao conjunta a posteriori é dada por

N n;

Yij 1 i
(800, Bots Bro, i1, 0, a1, aoly, t) o HHW T(L =) Y x HHGXP{ 2b2 (B — a)? }X
=1 j=1 k=0 1=0
N n; 0041 1 _ ])oaz—]. / /
X Y k x afTlem/d y glema2/d (49
T i o e (1)

9:(911,...,le,...,(9N1,...,¢9NnN).
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Modelo 3: Bernoulli-normal

Considerando que Y;; tem distribuicao de Bernoulli com funcao densidade de
probabilidade dada por (25) com parametro 7;; e a distribui¢do normal para o efeito aleatério
b; para incorporar a correlacao entre as medidas longitudinais, ao se considerar a funcao de

ligacao logistica, tem-se

Y;jlbi ~ Bernoulli(;;)

€XP(Boo+bi+Lo1t;)

TroxpFoothitdo) S¢ ¢ € Tratamento A

Tij = ex +But;
P(Bro+bi+PB11t5) .
roxXp(Bothiipnt)  S¢ 1 € Tratamento B
bl‘ ~ N(O, 0'2)

e, ao se considerar a funcao de ligacao probit, tem-se

Yi;|b; ~ Bernoulli(;;)

O (Boo + bi + Bot;) se i€ Tratamento A
7rij =
Q(f1o + b; + Put;) se i € Tratamento B

bl‘ ~ N(O,O'2>

em que ®(z) = [*_(2m) 2 exp [ — ¢?/2]dt.

Para a anéilise bayesiana hierdrquica, primeiramente, assume-se a mesma dis-
tribuicao a priori dada por (46) para os parametros S , k = 0,1 el =0,1. Sob 0 modelo 3,
tanto para ligacao logistica como para a probit, considera-se que os b; sao variaveis aleatorias
independentes com distribuicio N(0,02). A seguir, considera-se que a distribui¢ao a priori

para o2 é dada por
0? ~ Gama Inversa(g,h); ¢,h conhecidos. (50)

Assumindo, também, indepedéncia a priori entre todos parametros, a distribui-
¢ao conjunta a posteriori ¢ dada por

N n;

W(ﬁOOaﬁOMﬁlOaﬂllab702|y7t) X HHWy”(l—WU 1 Y HHGXP{ 2b2 (Brt — ) }X

i=1 j=1 k=0 (=0
b2

T | e . R S S S
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em que b= (by,...,bn).

Modelo 4: Bernoulli-normal-beta (Combinado)
Por fim, considera-se a combinacao dos modelos 2 e 3, ou seja, ao se considerar

a funcgao de ligacao logistica, tem-se

Yij|0ij,bi ~ Bernoulli(r,;)

9. _EXPBootbi+Bot;)
@ 1+eXP(Boo+bi+Boit;)

se 1 € Tratamento A

T =
eXP(Bro+bi+PL11t;) .
0 1+eXp(/810+bi+611]tj) se 1 € Tratamento B
bi ~ N(0,0%)

Qij ~ Beta(al, (1/2)
e, ao se considerar a funcao de ligacao probit, tem-se

Yi;|0ij,b; ~ Bernoulli(m;;)
0,;P(Boo + bi + Boitj) se i € Tratamento A
O (S0 + b + Siat;) se i € Tratamento B
bi ~ N(0,0%

Oij ~ Beta(al,ag)

em que ®(z) = [*_(2m) V2 exp [ — ¢?/2]dL.

Para a anélise bayesiana hierarquica, primeiramente assume-se a mesma distri-
buicao a priori dada por (46) para os parametros f; , k = 0,1 and [ = 0,1. Considerando
que b; e 6;; sdo independentes, assumem-se as seguintes distribui¢oes a priori: (50) para o
parametro 0% e (48) para os parametros a; e as.

Assumindo, também, indepedéncia a priori entre todos parametros, a distribui-

cao conjunta a posteriori é dada por

N n;

Yij 1 B
W(ﬁooa501;51075117970417062\% o8 1_[1_[7T J 1—7sz Yii x HHGXP{ 2b2 5kl—a) }X
=1 j=1 k=0 =0
N n; 90(1 1 _9”)042—1
i _ 1 —
X HH - x afTtemo/d o qgTleme2/d
=1 j=1 Oél &2)

2

N b? B h
" EWGXP{—zgz}X@Q) “Dep{ - 5f 62
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Os resumos a posteriori para os parametros de interesse nas equagoes (47),
(49), (51) e (52) serdao obtidos, usando-se o método MCMC, por meio do algoritmo
Metropolis-Hasting, pois as distribuicoes condicionais a posteriori para os parametros
(Boo, Bot, Bro, Bi1, 0, b, a1, az, 0?) ndo possuem forma fechada. As distribui¢des condicionais
a posteriori para o algoritmo Metropolis-Hasting sao dadas no Anexo D. Para a implemen-
tagao computacional serd utilizado o software WinBUGS (Spiegelhalter et al., 1996) para o
qual sao necessarios e suficientes a especificacao estrutural do modelo, o conjunto de dados e

os valores iniciais para cada parametro.

3.2.3.1 Implementacao computacional

A implementacao computacional foi realizada usando-se o programa WinBUGS
(SPIEGELHALTER et al., 1996). Para cada modelo, foram geradas 2 cadeias e em cada uma
dessas cadeias foram simulados 105.000 valores para cada parametro. A fim de eliminar os
efeitos dos valores iniciais do algoritmo, desprezaram-se os 5.000 primeiros valores (“burn-
in”) e para diminuir a autocorrelacao entre os valores amostrados seleciona-se um a cada 20
dos 50.000 valores restantes (“thin”), formando, assim, uma amostra de 5.000 valores para
cada parametro. As cadeias foram inicializadas em pontos distintos e tiveram a convergéncia
monitorada pelo critério de convergéncia de Gelman e Rubin (1992) existente no programa
WinBUGS.

Os hiperparametros das distribuicoes a priori foram escolhidos de forma que as
distribuicoes a priori fossem nao informativas. Os valores utilizados foram a = 0, b = 1000,
c=d=0,001eqg=h=0,0001. Os codigos dos programas utilizados no software WinBUGS
podem ser vistos no Apéndice D. Na tentativa de introduzir as restricdes necessarias nos
modelos 2 e 4, conforme citado na secao 2.10, utiliza-se o codigo sugerido por Ntzoufras

(2009) usando-se o “zero-ones trick”.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Inicialmente, serd apresentada uma analise exploratoria dos dados de contagens
considerando-se o modelo de Poisson, que é baseado em duas fortes hipoteses: i) independéncia
entre os individuos e ii) a mesma média A para todos os individuos tratados. A falha de um
ou ambos os pressupostos basicos fard que a variancia observada seja maior do que a média,
a variancia teodrica estimada da distribuicao de Poisson, acarretando a superdispersao.

Considerando um modelo Poisson para andlise dos dados, se a deviance residual
for maior do que o nimero de graus de liberdade a ela associados, entao, temos um problema
de falta de ajuste do modelo e, provavelmente, um problema de superdispersao. Para uma
analise exploratoria dos dados de epilepsia consideram-se duas opgoes de modelos ajustados:

i) Para cada individuo, um modelo de Poisson com preditor linear n = log(p) =
Bo + Pit, resultando em 45 anéalises para individuos que receberam placebo e 44 anélises para
os individuos que receberam a nova droga anti-epiléptica.

Os valores das deviances e seus respectivos niimeros de graus de liberdade foram
plotados na Figura 3a, e, eliminando o individuo 38, observa-se a Figura 3b. Como esperado,
devido a correlacao entre medidas repetidas no mesmo individuo, observa-se que o modelo
Poisson log-linear nao se ajusta bem aos dados.

ii) Para cada tempo, considera-se um modelo Poisson com preditor linear n =
log(p) = By + i, i = 1 (placebo) e i = 2 (tratamento).

Na Figura 3c, observa-se o grafico dos valores para as deviances por seus respec-
tivos nimeros de graus de liberdade. Como esperado, devido & variabilidade entre individuos,
observa-se que o modelo Poisson log-linear nao se ajusta bem aos dados, mostrando super-
dispersao.

Com essa anélise exploratoéria inicial, percebe-se que para uma analise completa
do conjunto de dados, necessita-se de dois diferentes tipos de efeitos aleatorios: i) um para
acomodar no modelo a correlacdo entre as medidas repetidas no mesmo individuo e ii) um
para incorporar ao modelo a variabilidade entre individuos.

E importante notar que, além da superdispersio, esses dados apresentam perda
de informacodes; para o grupo com placebo nao houve observacao a partir da 21 semana.

Além disso, na 17% semana, o nimero de pacientes em observagao para ambos os grupos de
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tratamento se reduz a um pouco menos da metade do valor inicial, 18 pacientes para placebo
e 17 para tratamento, e com o passar das semanas este nimero apenas diminui, como pode

ser visto na Tabela 1.
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Figura 3 — a) Valores das deviances (o) e seus respectivos nimeros de graus de liberdade (A) consi-
derando um modelo Poisson log-linear para cada individuo. b) Valores das deviances (o)
e seus respectivos numeros de graus de liberdade (A) considerando um modelo Poisson
log-linear para cada individuo, eliminando o individuo 38. c¢) Valores das deviances (o)
e seus respectivos numeros de graus de liberdade (A) considerando um modelo Poisson
log-linear para cada tempo
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Tabela 1 — Numero de observacoes disponiveis em cada semana de observacdo para ambos os trata-

mentos
Numero de observacoes Numero de observacoes
tempo(semanas) Placebo Tratamento | tempo(semanas) Placebo Tratamento
1 45 44 16 40 37
) 42 42 17 18 17
10 41 40 20 2 8
15 40 38 27 0 3

4.1 Analise Bayesiana para os dados de epilepsia

Os resultados obtidos para a metodologia desenvolvida na secao 3.2.1 e apli-
cada aos dados da secao 3.1.1 sao apresentados e discutidos, a seguir. Primeiramente, serao
apresentadas as analises graficas das cadeias dos parametros de cada um dos quatro mode-
los, para verificacao da convergéncia dos mesmos. Para que a convergéncia seja verificada,
espera-se que os histogramas das distribuicoes a posteriori para cada um dos parametros,
sejam unimodais e suaves; que a trajetoria das cadeias dos parametros, sejam aleatérias e que
a autocorrelacdo das cadeias dos parametros decaiam rapidamente ao longo das iteracdes. A
seguir, serd verificado qual modelo se ajusta melhor aos dados e, por fim, uma tabela com os
resultados a posteriori para cada modelo.

Modelo 1: Poisson

As Figuras de 4 a 6, apresentam as analises graficas das cadeias de todos os
parametros do modelo Poisson. Os graficos apresentados nessas figuras permitem verificar

que ha indicios de convergéncia das cadeias e que as mesmas sao nao correlacionadas.
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Figura 4 — Histograma dos valores gerados para Soo, Bo1, 810 € 811, considerando o conjunto de dados
sob o modelo Poisson
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Figura 6 — Autocorrelagdo das cadeias geradas para Soo, So1, 810 € P11, considerando o conjunto de
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Modelo 2: Poisson-gama
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As Figuras de 7 a 9, apresentam as andlises graficas das cadeias de todos os

parametros do modelo Poisson-gama. Os graficos apresentados nessas figuras permitem ve-

rificar que hé indicios de convergéncia das cadeias e que as mesmas sao nao correlacionadas.
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Figura 9 — Autocorrelagao das cadeias geradas para 5o, Bo1, S10, B11, @1 € ao considerando o con-
junto de dados sob o modelo Poisson-gama

Modelo 3: Poisson-normal
As Figuras de 10 a 12, apresentam as andlises graficas das cadeias de todos
os parametros do modelo Poisson-normal. Os graficos apresentados nessas figuras permitem

verificar que ha indicios de convergéncia das cadeias e que as mesmas sao nao correlacionadas.
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Figura 10 — Densidade dos valores gerados para Boo, Bo1, 510, S11 € 0 considerando o conjunto de

dados sob o modelo Poisson-normal
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Modelo 4: Poisson-normal-gama

As Figuras de 13 a 15, apresentam as andlises graficas das cadeias de todos os pa-

rametros do modelo Poisson-normal-gama. Os graficos apresentados nessas figuras permitem

verificar que hé indicios de convergéncia das cadeias e que as mesmas sao nao correlacionadas.
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Figura 15 — Autocorrelagao das cadeias geradas para Sog, Bo1, B10, 511, @1, a2 € 0~ considerando o

conjunto de dados sob o modelo Poisson-normal-gama

Para diagnosticar qual modelo se ajusta melhor aos dados, nas Figuras 16 a 19,
observam-se os histogranas estimados das distribuicoes a posteriori das medidas S, Sy e .5
descritas anteriormente sob os modelos Poisson, Poisson-gama, Poisson-normal e combinado,
respectivamente. Um bom ajuste do modelo é verificado quando os histogramas estimados das
quantidades pivotais em cada nivel do modelo se aproximam de sua respectiva distribuicao
de referéncia. A partir da analise grafica, conclui-se que o modelo combinado é o que melhor

se ajusta aos dados em todos os niveis do modelo hierarquico.



70

Histograma de S

Densidade
0.003 0.004 0.005
]

0.002
1

0.001
1

0.000

Figura 16 — Histograma estimado da distribuicdo a posteriori de S(y, A*) sob o modelo Poisson e a
respectiva distribuicdo de referéncia x3,19
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Figura 18 — Histograma estimado da distribuicdo a posteriori de S(y, A) e Sy(b’, O'Qi) sob o modelo
Poisson-normal e as respectivas distribuicoes de referéncia X%419 e ng
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Apesar de nao fornecer um bom resultado para modelos mistos, na Tabela 2

tem-se o DIC (“Deviance Information Criterion”) e o respectivo valor de pp, que representa
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o numero efetivo de parametros, para cada modelo, valores obtidos usando-se o software
Winbugs. O menor valor do DIC indica o melhor modelo. Portanto, segundo o critério DIC

o modelo Poisson-normal-gama ¢é o que melhor se ajusta aos dados.

Tabela 2 — Valores obtidos, usando-se o software WinBUGS para o critério DIC

Modelo DIC PD
Modelo Poisson 11597,700 4,002
Modelo Poisson-gama 4916,890 810,616
Modelo Poisson-normal 6047,630 86,845
Modelo Poisson-normal-gama 4838,770 558,346

Nas Figuras 20 e 21, é possivel comparar a variancia amostral com a variancia
capturada pelo modelo. Observa-se que o modelo Poisson-normal-gama, também, é o modelo
que melhor captura a variabilidade dos dados. Na Figura 20, apresentam-se dois graficos, em
escalas diferentes, representando a variabilidade entre individuos que receberam o placebo
capturada pelos diferentes modelos, para os diferentes tempos.

Portanto, a anélise grafica das quantidades pivotais, assim como os valores
do DIC e a analise grafica da varidncia capturada pelos modelos, indicam que o modelo

combinado é o que melhor se ajusta aos dados.
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Figura 20 — a) Gréafico da variancia entre individuos que receberam placebo capturada pelos dife-
rentes modelos, para os diferentes tempos. b) Grafico da variancia entre individuos que
receberam placebo capturada pelos diferentes modelos, para os diferentes tempos, com
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Figura 21 — Grafico da varidncia entre individuos que receberam a nova droga capturada pelos mo-
delos, para os diferentes tempos

A seguir, na Tabela 3, podem-se ver as estimativas dos parametros para os

modelos Poisson, Poisson-gama, Poisson-normal e Poisson-normal-gama obtidas a partir das

distribuicoes a posteriori. Observando-se os intervalos de credibilidade para a diferenca entre

os coeficientes angulares (ds) e o quociente entre os coeficientes angulares (rs) para cada um

dos modelos, conclui-se que sob o modelo Poisson os tratamentos diferem entre si e sob os mo-
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delos Poisson-gama, Poisson-normal e Poisson-normal-gama os tratamentos nao diferem entre
si. Entretanto, o intervalo de credibilidade para as medidas ds e rs no modelo selecionado,
Poisson-normal-gama, ¢ muito menor do que nos modelos Poisson-gama e Poisson-normal,
mostrando uma melhor precisao nas estimativas.

Table 3 — Resumos a posteriori para os parametros dos modelos Poisson, Poisson-gama, Poisson-
normal e combinado

Modelo Poisson

Parametro Média d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade
Boo 1,26600  0,04239  1,26500 (1,18200 ; 1,34700)
Bo1 -0,01334  0,00432  -0,01335 (-0,02173 ; -0,00471)
Bio 1,45300  0,03800  1,45300 (1,37800 ; 1,52700)
Bi1 -0,03282  0,00380  -0,03287 (-0,04024 ; -0,02535)
ds = 11 — PBo1 -0,01948  0,00573  -0,01947 (-0,03083 ; -0,00825)
rs = % 2,89100  3,89800  2,45800 (1,41100 ; 6,99100)
Modelo Poisson-gama
Parametro Meédia d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade
Boo 1,26500  0,11400  1,26300 (1,04400 ; 1,49200)
Bo1 -0,01277  0,01117  -0,01283 (-0,03453 ; 0,00931)
Bio 1,47500  0,10960  1,47400 (1,26400 ; 1,69200)
P11 -0,03501  0,01019  -0,03493 (-0,05500 ; -0,01497)
o} 0,52580  0,02554  0,52480 (0,47730 ; 0,57830)
B 1,90600  0,09253  1,90500 (1,72900 ; 2,09500)
ds = 11 — Por1  -0,02224 0,01492 -0,02221 (-0,05156 ; 0,00721)
rs = % 2,564600 64,53000  2,09400 (-21,16000 ; 27,86000)
Modelo Poisson-normal
Parametro Meédia d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade
Boo 0,80830  0,17000  0,80980 (0,46470 ; 1,13700)
Bo1 -0,01430  0,00443  -0,01432 (-0,02312 ; -0,00561)
Bio 0,64140  0,16990  0,64310 (0,30990 ; 0,97280)
Bi1 -0,01200  0,00431  -0,01202 (-0,02053 ; -0,00354)
o? 1,21100  0,20120  1,18900 (0,87670 ; 1,66300)
ds =11 — Bor 0,00229  0,00622  0,00223 (-0,00986 ; 0,01467)
TS = Gt 0,95730  1,55600  0,84140 (0,22080 ; 2,42900)
Modelo combinado
Parametro Meédia d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade
Boo 0,89550  0,18290  0,89370 (0,53650 ; 1,25300)
Bo1 -0,02484  0,00771  -0,02479 (-0,04007 ; -0,00956)
Bio 0,65750  0,18380  0,65900 (0,29270 ; 1,01400)
P11 -0,01194  0,00757  -0,01197 (-0,02706 ; 0,00289)
o} 2,46200  0,21130  2,45200 (2,08000 ; 2,90500)
B 0,40920  0,03496  0,40780 (0,34430 ; 0,48080)
o? 1,19100  0,20270  1,16800 (0,85490 ; 1,64900)
ds = 11 — Pfor 0,01290 0,01077  0,01296 (-0,00828 ; 0,03417)
rs = % 0,56370  1,73000  0,48000 (-0,12830 ; 1,63300)

Como ilustracao, foram construidos os intervalos de credibilidade a 95% de
confianca para o niimero de ataques epilépticos para nove individuos sob o modelo combinado,

para os dois tratamentos conforme mostrado na Figura 22. Verifica-se que a maior parte dos
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Na Figura 23, tém-se os graficos dos valores observados versus a média dos
valores preditos pelo modelo Poisson-normal-gama para os individuos que foram submetidos
ao placebo (a) e para os individuos que foram submetidos & nova droga anti-epiléptica (b).
As Figuras 24 e 25 apresentam quatro graficos, em diferentes escalas, dos valores observados
versus a média dos valores preditos pelo modelo Poisson-normal-gama, respectivamente, para
os individuos que foram submetidos ao placebo e & nova droga anti-epiléptica, para que se
possa analisar com maior precisao a qualidade do ajuste do modelo aos dados para cada um
dos tratamentos. Pelas Figuras 23, 24 e 25 observa-se um bom ajuste do modelo Poisson-

normal-gama aos dados.
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Figura 23 — a) Gréfico dos valores observados versus a média dos valores preditos pelo modelo
Poisson-normal-gama para os individuos submetidos ao placebo. b) Gréafico dos va-
lores observados versus a média dos valores preditos pelo modelo Poisson-normal-gama
para os individuos submetidos & nova droga anti-epiléptica
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4.2 Estudo de simulacao

A seguir, serdo apresentados os resultados referentes ao estudo de simulacao
para trés conjutos de dados, simulados a partir dos modelos Poisson-gama, Poisson-normal
e Poisson-normal-gama, com parametros By = 1.2662, By = —0.0134, B1o = 1.4531, p11 =
—0.0328, a; = 2.4640, ap = 0.4059 e 0% = 1.1289, conforme secdo 3.2.1.3. Para todos os
modelos ajustados verificou-se a convergéncia da cadeia dos parametros e que as mesmas sao
nao correlacionadas. Primeiramente, serao apresentadas as anélises graficas para selecao do
modelo e a seguir uma tabela com os resumos a posteriori das estimativas dos parametros
para cada modelo ajustado.

a. Analise dos dados simulados a partir do modelo Poisson-gama

Quando se observam os histogramas estimados das distribui¢oes conjuntas a
posteriori das medidas S, Sy and 5, para os modelos Poisson, Poisson-gama e Poisson-normal-
gama apresentados na Figura 26, verifica-se que o ajuste para os modelos Poisson-gama e
Poisson-normal-gama ¢ muito melhor do que para o modelo Poisson. Assim, pelo principio
da parcimonia, seleciona-se o modelo Poisson-gama. Pela Tabela 4, vé-se que os valores do
DIC obtidos para os modelos Poisson-gama e Poisson-normal-gama sao muito proximos e
sao valores inferiores ao do modelo Poisson, selecionando-se, assim, o modelo Poisson-gama.
Observa-se, também, que os resumos a posteriori para os parametros do modelo Poisson-gama
sao similares aos valores utilizados para a simulagao e que sob os modelos Poisson e Poisson-
normal-gama também nao ha muita diferenca entre esses valores. Vale ressaltar que o valor

2

estimado para o° no modelo Poisson-normal-gama é proximo a zero, reforcando, ainda mais

a escolha feita.
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Figura 26 — a) Histogramas estimados da distribui¢ao a posteriori das medidas S e sua respectiva
distribui¢ao de referéncia, sob modelo Poisson. b) Histogramas estimados da distribuicao
a posteriori das medidas S e Sp e suas respectivas distribuicoes de referéncia, sob modelo
Poisson-gama. c) Histogramas estimados da distribui¢ao a posteriori das medidas S, Sy
e Sy e suas respectivas distribui¢oes de referéncia, sob modelo Poisson-normal-gama
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Tabela 4 — Resultados a posteriori considerando os modelos Poisson, Poisson-gama e Poisson-
normal-gama para os dados simulados a partir do modelo Poisson-gama

Modelo Poisson
Parametro Média d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade

Boo 1,2180 10,0337 11,2180 (1,1510 ; 1,2840)

Bo1 -0,0115 0,0022 -0,0115 (-0,01573 ; -0,0071)
B1o 1,4470 0,0328  1,4470 (1,3830 ; 1,5129)

P11 -0,0327 0,0023  -0,0327 (-0,0373 ; -0,0282)
DIC=111962 pp = 4,018

Modelo Poisson-gama
Parametro Meédia d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade

Boo 1,2200 0,0519 12200 (1,1180 ; 1,3210)
Bot 10,0116 0,0033 -0,0116 (-0,0179 ; -0,0051)
B1o 1,4480 0,0518  1,4480 (1,3460 ; 1,5500)
B 20,0328 0,0034 -0,0327 (-0,0394 ; -0,0263)
o 2,2000 0,1317  2,2870 (2,0460 ; 2,5610)
s 04381 0,0251  0,4373 (0,3906 ; 0,4889)
DIC=9539,48 pp = 1105,13

Modelo Poisson-normal-gama
Parametro Meédia d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade

Boo 1,2190 0,0521  1,2190 (1,1170 ; 1,3200)
Bo 0,0116 0,0033 -0,0116 (-0,0180 ; -0,0050)
B1o 1,4480 0,0518  1,4480 (1,3460 ; 1,5490)
Bi1 20,0328 0,0034 -0,0328 (-0,0395 ; -0,0263)
a 2,2970  0,1325  2,2910 (2,0510 ; 2,5740)
as 0,4368 0,0251  0,4364 (0,3885 ; 0,4877)
o2 0,0020 0,0025 0,0011 (6,29E-5 ; 0,0091)
DIC=9549,39 pp = 1105, 37

b. Analise dos dados simulados a partir do modelo Poisson-normal

Quando se observam os histogramas estimados da distribuicao a posteriori con-
junta das medidas S, Sy and S, para os modelos Poisson, Poisson-normal e Poisson-normal-
gama apresentados na Figura 27, verifica-se que o modelo Poisson-normal é o que melhor se
ajusta aos dados, como esperado. Pela Tabela 5, vé-se que o valor do DIC para o modelo
Poisson-normal é menor do que para os outros dois modelos, confirmando o resultado obtido
na analise grafica das quantidades pivotais. Observa-se, também, que os resultados a pos-
teriori para os parametros do modelo Poisson-normal sao similares aos valores considerados
para a simulacao e que sob o modelo Poisson-normal-gama nao ha muita diferenca entre esses

valores, o mesmo nao ocorrendo para os interceptos do modelo Poisson.
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Figura 27 — a) Histogramas estimados da distribui¢ao a posteriori das medidas S e sua respectiva
distribui¢ao de referéncia, sob modelo Poisson. b) Histogramas estimados da distribuicao
a posteriori das medidas S e S e suas respectivas distribuicoes de referéncia, sob modelo
Poisson-normal. c¢) Histogramas estimados da distribuigao a posteriori das medidas S,
Sp e Sp e suas respectivas distribuicoes de referéncia, sob modelo Poisson-normal-gama



82

Tabela 5 — Resultados a posteriori considerando os modelos Poisson, Poisson-normal e Poisson-
normal-gama para os dados simulados a partir do modelo Poisson-normal

Modelo Poisson

Parametro Média d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade
Boo 1,7810 0,0253 1,7810 (1,7310 ; 1,8310)
Bo1 -0,0139 0,0016 -0,0139 (-0,0171 ; -0,0106)
B1o 1,8640 0,0259 1,8640 (1,8120 ; 1,9140)
P11 -0,0319 0,0018 -0,0319 (-0,0354 ; -0,0283)
DIC=18800,8 pp = 3,982
Modelo Poisson-normal
Parametro Meédia d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade
Boo 1,2990 0,1599 1,3010 (0,9710 ; 1,6050)
Bo1 -0,0138 0,0017 -0,0138 (-0,0172 ; -0,0105)
Bio 1,3530 0,1573 1,3530 (1,0460 ; 1,6740)
B11 -0,0319 0,0018 -0,0319 (-0,0355; -0,0283)
o? 1,0880 0,1735 1,0700 (0,8027 ; 1,4770)
DIC=17843,95 pp = 88,177
Modelo Poisson-normal-gama
Parametro Média d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade
Boo 1,2920 0,1595 1,2930 (0,9770 ; 1,5980)
Bo1 -0,0139 0,0017 -0,0138 (-0,0172 ; -0,0106)
Bio 1,3560 0,1613 1,3560 (1,0390 ; 1,6720)
B11 -0,0319 0,0018 -0,0319 (-0,0354 ; -0,0284)
a; 1,5150 x 106 3,9990 x 106 155900,0 (731,6 ; 1,3030 x 107)
as 1,6350 x 1074 4,3940 x 10~*  6,4180 x 1075 (7,6940 x 1078 ; 0,0014)
o? 1,09 0,1742 1,073 (0,7983 ; 1,491)
DIC=9040,06 pp = 93,574

c. Analise dos dados simulados a partir do modelo Poisson-normal-
gama

Quando se observam os historamas estimados das distribuigoes a posteriori
conjunta das medidas S, Sy e S, para os modelos Poisson, Poisson-gama, Poisson-normal e
Poisson-normal-gama apresentados na Figura 28, verifica-se que o modelo combinado é o que
melhor se ajusta aos dados simulados, como esperado. Pela Tabela 6, vé-se que o valor do
DIC é menor para o modelo Poisson-normal-gama, confirmando o resultado obtido através
da anélise grafica das quantidades pivotais. Observa-se, também, que o resultado a posteriori
para os parametros dos modelos Poisson-normal-gama e Poisson-normal sao similares aos
valores considerados para a simulacao, o mesmo nao ocorrendo quando sao considerados os

modelos Poisson e Poisson-gama.
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Figura 28 — a) Histogramas estimados da distribui¢ao a posteriori das medidas S e sua respectiva
distribui¢ao de referéncia, sob modelo Poisson. b) Histogramas estimados da distribui-
¢ao a posteriori das medidas S e Sy e suas respectivas distribuicoes de referéncia, sob
modelo Poisson-gama. c) Histogramas estimados da distribui¢do a posteriori das me-
didas S e Sy e suas respectivas distribuicoes de referéncia, sob modelo Poisson-normal.
d) Histogramas estimados da distribuicao a posteriori das medidas S, Sy e Sp e suas
respectivas distribuigdes de referéncia, sob modelo Poisson-normal-gama
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Tabela 6 — Resultados a posteriori considerando os modelos Poisson, Poisson-gama, Poisson-normal
e Poisson-normal-gama para os dados simulados a partir do modelo Poisson-normal-gama

Modelo Poisson
Parametro Média d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade

Boo 1,7810 0,0254  1,7810 (1,7310 ; 1,3310)
Bor 10,0144 0,0017 -0,0144 (-0,0178 ; -0,0111)
B1o 1,8700 0,0265 1,870 (1,8181 ; 1,9220)
Bui 20,0354 0,0019 -0,0355 (-0,0391 ; -0,0317)
DIC=21576.8 pp = 4,007

Parametro Meédia

Modelo Poisson-gama

d.p. Mediana

Intervalo de Credibilidade

Boo 1,7770  0,0764  1,7770 (1,6290 ; 1,9250)
Bor 10,0142 0,0048  -0,0142 (-0,0234 ; -0,0049)
B1o 1,8810 0,0775  1,8790 (1,7360 ; 2,0380)
Bi1 10,0361 0,0049 -0,0361 (-0,0459 ; -0,0267)
o 0,7045 0,0247  0,7040 (0,6575 ; 0,7541)
s 1,4210  0,0498  1,4210 (1,3260 ; 1,5210)
DIC=9800,01 pp = 1546, 28

Parametro Meédia

Modelo Poisson-normal

d.p. Mediana

Intervalo de Credibilidade

Boo 1,3000 0,1549 1,302 (0,9966 ; 1,6010)
Bot 10,0144 0,0017 -0,0144 (-0,0177 ; -0,0112)
B1o 1,3860 0,1611  1,3830 (1,0730 ; 1,6970)
B 10,0354 0,0019  -0,0352 (-0,0390 ; -0,0317)

o2 1,0830
DIC=12245.9

0,1730  1,0670
pp = 89,175

(0,7961 ; 1,4670)

Modelo Poisson-normal-gama

Parametro Meédia

d.p. Mediana

Intervalo de Credibilidade

Boo 1,2950 0,1655  1,2990 (0,9588 ; 1,6150)
Bot 20,0140 0,0032  -0,0140 (-0,0203 ; -0,0078)
B1o 1,3830  0,1577  1,3850 (1,0780 ; 1,6950)
B 20,0355 0,0034 -0,0355 (-0,0422 ; -0,0289)
o 2,5720  0,1440  2,5700 (2,3010 ; 2,3670)
s 0,3000 0,0218  0,3890 (0,3489 ; 0,4346)
o2 1,0710  0,1736 1,055 (0,7815 ; 1,4610)
DIC—9542,96 pp = 1110, 56

4.3 Inferéncia frequentista via Dclone e estudo da estimabilidade dos modelos

Nesta secao, serd apresentado o estudo da estimabilidade dos modelos Poisson-
gama, Poisson-normal e combinado, usando-se o pacote dclone e os dados reais para o niimero
de ataques epilépticos. Além disso, serd feita uma comparacao dos resultados baseados em
estimativas de maxima verossimilhanca para esses modelos. Vangeneugden et. al. (2011)

obtiveram as estimativas de méxima verossimilhanca usando o procedimento NLMIXED do



85
SAS, o qual disponibiliza diferentes métodos para aproximagao numérica de integrais, entre
eles a quadratura Gaussiana adaptativa, que foi utilizado no referido artigo quando necessario.
Esses resultados serao comparados aos resultados obtidos pelo pacote dclone do ambiente
R. Para o modelo combinado, também, serao apresentados os resultados da implementacao
no ambinete R utilizando como métodos de integracao numérica o método de Laplace e a
quadratura Gaussiana adaptativa. Os programas encontram-se no Apéndice B.
Modelo 1: Poisson
Para o estudo da estimabilidade do modelo Poisson, foi considerada a anélise
com k clones, £ = 1,10,25,50. Na Figura 29, sao apresentadas as medidas descritivas a
posteriori para cada parametro em cada passo, ou seja, para cada numero determinado de
clones em que os pontos representam as médias. Observa-se que para todos os parametros,
eles convergem para a estimativa de maxima verossimilhanga, as linhas verticais representam

os erros padroes, que vao diminuindo com o aumento do nimero de clones.
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Figura 29 — Estatisticas para o modelo Poisson para 1, 10, 25 e 50 clones. Os pontos representam as
médias e as linhas verticais representam os erros padroes. Também, sdo representados
os quantis 2,5%, 50% e 97, 5%

A Figura 30 apresenta o diagnoéstico de convergéncia para os dados clonados
baseado no modelo Poisson. Nela, sao plotados graficos do logaritmo da variancia a posteriori

para cada um dos parametros, que decrescem linearmente, garantindo assim a convergéncia
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assintotica e com isso a estimabilidade do modelo.

into intdl

log(Scaled Variance)
2 -l
[

log(Scaled Variance)
|
[

Number of clones Number of clones

slopeO slopel

log(Scaled Variance)

32 -l
[

00

27

55

LR

AV

pll

bR

b

log(Scaled Variance)
2 -l
[

Number of clones Number of clones

Figura 30 — Diagnostico de convergéncia para os dados clonados sob o modelo Poisson para 1, 10,
25 e 50 clones

Na Tabela 7, observa-se que os resultados obtidos para as estimativas de maxima
verossimilhanca para os parametros do modelo Poisson, usando-se o software SAS e o pacote
dclone do ambiente R sao muito similares, apresentando diferencas a partir da terceira casa

decimal, assim como os erros padroes.

Tabela 7 — Resultados das estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo
Poisson, usando-se o pacote dclone do ambiente R e o procedimente NLMIXED do SAS

Resultado via dclone Resultado via NLMIXED

Parametro | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao

Boo 1,26623 0,042198 1,2662 0,0424
Bor -0,01335 0,004333 -0,0134 0,0043
Bio 1,45316 0,038055 1,4531 0,0383

B -0,03280  0,003838 | -0,0328 0,0038
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Modelo 2: Poisson-gama
Para o estudo da estimabilidade do modelo Poisson-gama foi considerada a
andlise com k clones, k = 1,10, 25,50. Na Figura 31, sao apresentadas as medidas descritivas
a posteriori para cada parametro em cada passo, ou seja, para cada nimero determinado
de clones. Os pontos representam as médias, observa-se que para todos os parametros eles
convergem para a estimativa de méxima verossimilhanca, as linhas verticais representam os

erros padroes, que vao diminuindo com o aumento do nimero de clones.
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Estatisticas para o modelo Poisson-gama para 1, 10, 25 e 50 clones. Os pontos re-
presentam as médias e as linhas verticais representam os erros padroes. Também, sao

representados os quantis 2,5%, 50% e 97,5%

Figura 31

A Figura 32 apresenta o diagnostico de convergéncia para os dados clonados
baseado no modelo Poisson-gama. Nela, sao plotados gréaficos do logaritmo da variancia
a posteriori para cada um dos parametros, que decrescem linearmente, garantindo assim a

convergéncia assintotica e com isso a estimabilidade do modelo.
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Figura 32 — Diagnéstico de convergéncia para os dados clonados sob o modelo Poisson-gama para 1,
10, 25 e 50 clones

Na Tabela 8, observa-se que os resultados obtidos para as estimativas de maxima

verossimilhanca para os parametros do modelo Poisson-gama, usando-se o software SAS e o

pacote dclone do ambiente R sao muito similares, apresentando diferencas a partir da terceira

casa decimal, assim como os erros padroes.

Tabela 8 — Resultados das estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo
Poisson-gama, usando-se o pacote dclone do ambiente R e o procedimente NLMIXED

do SAS

Resultado via dclone Resultado via NLMIXED
Parametro | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao

Boo 1,25947 0,112427 1,2594 0,1119

Bo1 -0,01254 0,011163 -0,0126 0,0111

B1o 1,47464 0,108016 1,4750 0,1093

P11 -0,03519 0,009953 -0,0352 0,0101

a1 0,52734 0,025586 0,5274 0,0255

%) 1,89639 0,092018 1,8961 0,0918
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Modelo 3: Poisson-normal
Para o estudo da estimabilidade do modelo Poisson-Normal foi considerada a
andlise com k clones, k = 1,10, 25,50. Na Figura 33, sao apresentadas as medidas descritivas
a posteriori para cada parametro em cada passo, ou seja, para cada nimero determinado
de clones. Os pontos representam as médias, observa-se que para todos os parametros eles
convergem para a estimativa de méxima verossimilhanca, as linhas verticais representam os

erros padroes, que vao diminuindo com o aumento do nimero de clones.
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Figura 33 — Estatisticas para o modelo Poisson-Normal para 1, 10, 25 e 50 clones. Os pontos re-
presentam as médias e as linhas verticais representam os erros padroes. Também, sao
representados os quantis 2,5%, 50% e 97,5%

A Figura 34 apresenta o diagnostico de convergéncia para os dados clonados
baseado no modelo Poisson-gama. Nela, sao plotados graficos do logaritmo da variancia a
posteriori para cada um dos parametros, que decrescem de forma aproximadamente linear,

garantindo assim a convergéncia assintotica e com isso a estimabilidade do modelo.
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Figura 34 — Diagnostico de convergéncia para os dados clonados sob o modelo Poisson-normal para
1, 10, 25 e 50 clones

Na Tabela 9, observa-se que os resultados obtidos para as estimativas de maxima
verossimilhanca para os parametros do modelo Poisson-Normal, usando-se o software SAS e o
pacote dclone do ambiente R sao muito similares, apresentando diferencas a partir da terceira
casa decimal, assim como os erros padroes.

Tabela 9 — Resultados das estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo

Poisson-Normal, usando-se o pacote dclone do ambiente R e o procedimente NLMIXED
do SAS

Resultado via dclone Resultado via NLMIXED

Parametro | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao
Boo 0,8178 0,1689 0,8179 0,1677
Bo1 -0,0143 0,0044 -0,0143 0,0044
B1o 0,6484 0,1685 0,6475 0,1701
B11 -0,0120 0,0043 -0,0120 0,0043
o? 1,1577 0,1841 1,1568 0,1844
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Modelo 4: Poisson-normal-gama
Para o estudo da estimabilidade do modelo Poisson-Normal-gama foi conside-
rada a andlise com k clones, £ = 1,10,25,50. Na Figura 35, sao apresentadas as medidas
descritivas a posteriori para cada parametro em cada passo, ou seja, para cada nimero deter-
minado de clones. Os pontos representam as médias, observa-se que para todos os parametros
eles convergem para a estimativa de maxima verossimilhanca, as linhas verticais representam

os erros padroes, que vao diminuindo com o aumento do nimero de clones.
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Figura 35 — Estatisticas para o modelo Poisson-Normal-gama para 1, 10, 25 e 50 clones. Os pontos

representam as médias e as linhas verticais representam os erros padrées. Também, sao
representados os quantis 2,5%, 50% e 97,5%

A Figura 36 apresenta o diagnostico de convergéncia para os dados clonados
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baseado no modelo Poisson-Normal-gama. Nela, sao plotados graficos do logaritmo da vari-

ancia a posteriori para cada um dos parametros, que decrescem de forma aproximadamente

linear, garantindo assim a convergéncia assintotica e com isso a estimabilidade do modelo.
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clonados sob o modelo Poisson-normal-gama

Na Tabela 10, observa-se que os resultados obtidos para as estimativas de ma-

xima verossimilhanca para os parametros do modelo Poisson-Normal-gama, usando-se o soft-

ware SAS e o pacote dclone do ambiente R sdo muito similares, apresentando diferencas a
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partir da terceira casa decimal, assim como os erros padroes.

Tabela 10 — Resultados das estimativas de maxima verossimilhanga para os parametros do modelo
Poisson-Normal-gama (combinado), usando-se o pacote dclone do ambiente R e o pro-
cedimente NLMIXED do SAS

Resultado via dclone Resultado via NLMIXED

Parametro | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao
Boo 0,9118 0,1734 0,9112 0,1755
Boi -0,0249 0,0077 -0,0248 0,0077
Bio 0,6550 0,1786 0,6555 0,1782
B -0,0118 0,0077 -0,0118 0,0075
o 2,4635 0,2113 2,4640 0,2113
Qo 0,4060 0,0348 0,4059 0,0348
o2 1,1299 0,1875 1,1289 0,1850

Na Tabela 11, observa-se que os resultados obtidos para as estimativas de ma-
xima verossimilhanca para os parametros do modelo Poisson-normal-gama pela implementa-
¢ao, no ambiente R, do modelo considerando trés aproximagoes numéricas da integral: método

de Laplace, quadratura Gaussiana e quadratura Gaussiana adaptativa.

Tabela 11 — Resultados das estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo
Poisson-Normal-gama (combinado) pela implementacao no ambiente R via aproximagao
numeérica pelo método de Laplace, quadratura Gaussiana e pela quadratura Gaussiana

adaptativa
Método de Laplace Quadratura Gaussiana  Quadratura Gaussiana adaptativa

Parametro | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao

b1 0,9112 0,1162 0,9001 0,1715 0,9115 0,1754

Ba -0,2506 0,2123 -0,2380 0,2410 -0,2547 0,2496

B -0,0249 0,0051 -0,0250 0,0077 -0,0248 0,0077

B4 0,0130 0,0062 0,0132 0,0107 0,0130 0,0107

0] 0,9027 0,1140 0,9024 0,0859 0,9018 0,0858

T -0,0598 0,0477 -0,0613 0,0819 -0,0615 0,0818
-2 log ver 5417,785 5416,996 5417,021

Para melhor ajuste do modelo, o mesmo foi reparametrizado, sendo [y = S,
Bro = P1+ By Bor = B3, Pr1 = Bs + Bu, a1 = €?, ap = 1/e? e 0% = 1/(e7)% Assim, obtém-se
os valores da Tabela 12 para comparacao com os resultados da Tabela 77. As estimativas

e os devios padroes calculados sao muito similares. Os resultados obtidos pelo método da
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quadratura Gaussiana sao bem proximos aos obtidos pelo software SAS que utiliza 0 mesmo

método para aproximacao de integrais.

Tabela 12 — Resultados das estimativas de méaxima verossimilhanca para os parametros do modelo
Poisson-normal-gama (combinado), usando-se o pacote dclone do ambiente R e o pro-
cedimente NLMIXED do SAS

Método de Laplace

Quadratura Gaussiana

Quadratura Gaussiana adaptativa

Parametro | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao | Estimativa erro padrao
Boo 0,9112 0,1162 0,9001 0,1715 0,9115 0,1754
Bo1 -0,0249 0,0051 -0,0250 0,0077 -0,0248 0,0077
B1o 0,6606 - 0,6621 - 0,6568 -

B11 -0,0119 - -0,0118 - 0,0118 -
o 2,4663 - 2,4655 - 2,4640 -
a9 0,4055 - 0,4056 - 0,4058 -
o? 1,1270 - 1,1304 - 1,1309 -

4.4 Analise Bayesiana para os dados de dermatite

Os resultados obtidos para a metodologia desenvolvida na se¢ao 3.2.3 e aplicada

aos dados da secao 3.1.2 sao apresentados e discutidos, a seguir. Obteve-se convergéncia

apenas para os modelos Bernoulli e Bernoulli-normal, para os quais serao apresentadas as

andlises graficas das cadeias dos parametros para verificagao da convergéncia dos mesmos e,

por fim, uma tabela com os resultados a posteriori para cada um desses modelos. O estudo

mais aprofundado dos outros modelos serd tema de pesquisa futura.

Modelo 1: Bernoulli com fungao de ligagao logistica

As Figuras de 37 a 39, apresentam as andlises graficas das cadeias de todos

os parametros do modelo Bernoulli com func¢ao de ligacao logistica. Os graficos permitem

verificar que ha indicios de convergéncia das cadeias e que as mesmas sao nao correlacionadas.
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Figura 37 — Histograma dos valores gerados para g0, Bo1, B10 € B11, considerando o conjunto de
dados sob o modelo Bernoulli
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Figura 39 — Autocorrelagao das cadeias geradas para Boo, Bo1, 810 € Bi1, considerando o conjunto de
dados sob o modelo Bernoulli

Modelo 3: Bernoulli-normal com funcao de ligacao logistica
As Figuras de 40 a 42, apresentam as andlises graficas das cadeias de todos os
parametros do modelo Bernoulli-normal com funcao de ligagao logistica. Os graficos permitem

verificar que ha indicios de convergéncia das cadeias e que as mesmas sao nao correlacionadas.
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Figura 40 — Densidade dos valores gerados para Bgo, Bo1, 510, S11 € 0 considerando o conjunto de

dados sob o modelo Bernoulli-normal
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Figura 41 — Trajetoria das cadeias geradas para fSog, 501, 810, B11 € 0° considerando o conjunto de

dados sob o modelo Bernoulli-normal
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Figura 42 — Autocorrelacao das cadeias geradas para Boo, Bo1, B10, B11 € o? considerando o conjunto
de dados sob o modelo Bernoulli-normal

A seguir, na Tabela 13 podem-se ver as estimativas obtidas para os parametros
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para os modelos Bernoulli e Bernoulli-normal, a partir das distribui¢oes a posteriori, sendo
esses valores muito proximos das estimativas de méxima verossimilhanca obtidas por Vieira
(2008).

Table 13 — Resumos a posteriori para os pardmetros dos modelos Poisson, Poisson-gama, Poisson-
normal e combinado

Modelo Bernoulli logistico

Parametro  Média d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade

Boo 1,26600 0,04239  1,26500 (1,18200 ; 1,34700)
Bor -0,01334 0,00432 -0,01335 (-0,02173 ; -0,00471)
Bio 1,45300 0,03800 1,45300 (1,37800 ; 1,52700)
B -0,03282  0,00380 -0,03287 (-0,04024 ; -0,02535)

Modelo Bernoulli-normal logistico

Parametro  Média d.p. Mediana Intervalo de Credibilidade

Boo 0,80830 0,17000 0,80980 (0,46470 ; 1,13700)
Bot -0,01430 0,00443 -0,01432  (-0,02312 ; -0,00561)
Bio 0,64140 0,16990 0,64310 (0,30990 ; 0,97280)
Bu1 -0,01200 0,00431 -0,01202  (-0,02053 ; -0,00354)

o? 1,21100 0,20120 1,18900 (0,87670 ; 1,66300)
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo deste trabalho foi apresentar uma proposta bayesiana dos
modelos para analise de dados longitudinais na forma de contagens e binarios com superdis-
persao, como alternativa aos modelos propostos por Molenberghs et al. (2010).

Para a anéalise de dados na forma de contagens considerou-se a distribuicao de
Poisson com a inclusao separada ou conjunta de efeitos aleatorios, sendo um efeito normal
no preditor linear para acomodar a correlacao de medidas longitudinais e um efeito gama
multiplicativo para acomodar a superdispersao. Os modelos foram usados para a andlise de
um conjunto de dados reais para tratamento de pacientes epilépticos. Para selecionar o modelo
que melhor se ajustava aos dados, utilizou-se a teoria das quantidades pivotais introduzida por
Johnson (2007), a qual, assim como o DIC, direcionou para a selegdo do modelo que possui
os dois efeitos aleatérios simultaneamente. A partir da andlise realizada neste trabalho, e
pelos resultados apresentados em Molenberghs, Verbeke e Demétrio (2007) e Vangeneugden
et al. (2009), baseados no mesmo conjunto de dados, observa-se que a teoria bayesiana e
a frequentista apresentaram resultados semelhantes. Para ambos, o modelo que combina os
efeitos aleatorios normal e gama foi o que melhor se ajustou aos dados, concluindo-se que os
tratamentos nao diferem entre si, sob o modelo Poisson-normal-gama.

Também foi realizado um estudo de simulacao para avaliar o método das quan-
tidades pivotais usado para verificacao de ajuste do modelo. Foram simulados 3 conjun-
tos de dados baseados nos modelos Poisson-gama, Poisson-normal e Poisson-normal gama.
Observou-se que os modelos utlizados na simulacao foram os selecionados tanto pelo método
das quantidades pivotais como pelo DIC, como esperado.

Para modelar dados binarios longitudinais, considerou-se a distribuicao Ber-
noulli com a inclusao separada ou conjunta de efeitos aleatorios, sendo um efeito normal
no preditor linear para acomodar a correlacao de medidas longitudinais e um efeito beta
multiplicativo para acomodar a superdispersao. Foram consideradas duas funcoes de ligacao,
logistica e probit. Os modelos foram usados para a analise de um conjunto de dados reais para
tratamento de dermatite. Obteve-se convergéncia apenas nos modelos Bernoulli e Bernoulli-
normal com funcao de ligacao logistica. Os resultados obtidos com a andlise baseada na teoria

Bayesiana apresentaram resultados muito préximos aos apresentados em Molenberghs et al.
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(2010). O estudo mais aprofundado dos outros modelos sera tema de pesquisa futura.
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Anexo A: Distribuicoes de probabilidade conjunta para modelos Poisson

A seguir, serao apresentadas as distribui¢oes marginais de Y; para os modelos
Poisson-normal e Poisson-normal-gama conforme Molenberghs et al. (2010).

Modelo Poisson-normal

Para o modelo Poisson-normal, a contribuicao do i-ésimo individuo para a fun-
¢ao de verossimilhanga é obtida por (5). Sabe-se que, para esse modelo, \;; = exp{z;;3 +

!/ : _ / _ / A .
z;;bi}, considerando que v;; = ;3 e ¢;; = 2j,;b; tém-se:

n; e—Aij)\i?j 1 b Db,
PYi=y) = /U Yij! |D’1/2(27r)q/26 22 db;

1 1
e 30D by,

. _e'V'L +eig s .. 1
— /H J J e’Yz]+ 1])1/1] 1/2 q/2
Yis! |D|'/2(2m)

(_1)tet"/ij

. s + - _Yigtcig
Seja a série Y, ——e = e~

<_1)t€t7ij tc;s; i +Cii \Yii 1 —lbl'Dilbi
Te J (@73 J)yj We 2 Vi dbz

e - [T

1 n; +o00 (_1)t€(t+yij)’yij N 1 lb/Dflb_
_ N - (t+?JZJ)Czy - = @ ,73Y; i .
- 1IE '/H{ZO [ o ID["2(2m)a2¢ b

-y T (D e\ L abD b, g
R z DI |

j=1 Yij t Jj=1
_ ; i (_1>tj e(tj"_yij)’yij /62”1 (t +y1J)CZJ ;e éb D b
H;%,:l yl]' n e tj' ‘D|1/2(27T)(I/2
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Mas, > 7% (5 + ij)cij = Y5, (8 + yij) 2i;bi, substituindo wj; = Y777 (5 + yij) 2];, tem-se:

1 M (1)t e(tityii)vi ) 1 ' -1
P(Y,=y) = n—Z{H< = [ g 0P bidbi}
t

Hj;l yZ]' i t]‘ |D|1/2(27T)q/2
i (—1)% e(tityij)vij

1 —
N H;'Lyij!zt:{[[ t;! :

7j=1
1 ~1b,D ' by+w;bi— tw!, Dwg+ bul, Dy
- / D2eme P db;
t]e(tj+y1j)723 Dw
_ 1yﬂz{n et
] v ’

X

1 1 / -1
~1(bi~Dwi;y D™ (b;—~Dwwyj) 73
/ [D[2(2mya2" @i ¢

Como [ |D|1/2—27r)q/2 ~3(bi=Duwyyy D™ (bi-Dowij) gpy, — 1, tem-se:

P(Y ) 1 3 (—1)Zn i( +t)x) b; | ¥
i =Y, = g g €xXp Yij i) ;04
Tt 2\ TS 0 e

J=1 j=1

X exp [% (Z(yw + tj)%) D ( 2(%;‘ + tj)zij)] },

em que t = (ty,t,...,t,,).

Modelo Poisson-normal-gama

Considerando o modelo com efeitos normal e gama, tem-se \;; = 0;; exp{ng,@nL
zi;b;} = 074 = eVt Dessa forma, P(Y; = y,|n;) assume a distribuicio dada por
(19). Assumindo que os efeitos aleatorios 6;; sao independentes com 6;; ~ Gama(oy;, ag;j),
h4 apenas a necessidade de integrar em relagao a 0;;. Reescrevendo os termos de 7;;, o fator

a ser integrado é:

1 1 a;i—1 Q.. . it 1 1 a1ityii+ti—1 Q.. .
_— Ol el gt gy = / gyt =0 s g
/C@J'F(Oélj) ! ! ’ arg; I'(uy) ! ’
1 1 041J+yj+tj
_ 1 I (g + s+ £,). (53
oz F(Oq])o% (041] + Yij + J) (53)

Assim, para o modelo que combina os efeitos aleatérios normal e gama, a con-



109

tribuicao do i-ésimo individuo para a fungao de verossimilhanca é:

P(Y:=1y,)

em que t = (1,1, . ..

Z H y,.|t.' Oé_z'F(al.)OéQ;J—i_yJ Jr(alj + Yij + tj)e(yuﬂj)a:”ﬁ .
t Lj=1 RN J J

n; (_1)t]' 1 s
Lj=1 77 ‘

exp { Z(yzy + tj)il?;j,@} X

J=1

exp %(Z(%J + tj)zéj>D<Zi:(ym + tj)zij)] }
>

i <yz’j + tj) (alj + i+t — 1) (—1)tralith|
rall i Yij ap; — 1 !

eXP( (yij +t5)xs; >><

7j=1
{ 1
exp 5

[Zi(yz’j + tj)zg'j] D [Zi(yij + tj)zij] }»
s tn,)-

exp % (Zz(ym + tj)%) D ( i(yij + tj)zz'j)

j=1 j=1

Jj=1 Jj=1

Observa-se pela equagao (53) que quando tem-se apenas o efeito aleatorio gama,

obtém-se a distribuicao Binomial Negativa.
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Anexo B: Distribuicoes de probabilidade para modelos Bernoulli

A seguir, serao apresentadas as funcoes de verossimilhanca dos parametros dos
modelos Bernoulli-normal e Bernoulli-normal-beta conforme Vieira (2008).

Sejam os modelos dados por (34) e (35) e considere, respectivamente, k;; =
exp(x;;B+z,b;)
1+exp(@;,B+z;b;)
ligacao probit. Considere, ainda a funcao densidade de probabilidade para o efeito aleatério

para a fun¢do de ligacdo logistica e x;; = ®(x};8 + zi;b;) para a funcao de

b; dada por

1 1

1
F(b,) = exp< - 5bglrlbg), b, € R

e a funcao densidade de probabilidade para o efeito aleatério 6;; dada por

051 — 0y)
B(ay, as) ’

f(ew) = Qij - [0, 1}

A contribuigao do (ij)-ésimo individuo para a fungio de verossimilhanca, assu-

mindo a independéncia entre 6;; e b; ¢ dada por

f(Wij, 0, 0i) = f(Yi510i5, 0:) [ (b)) f(035),

e, portanto a contribuicao do i-ésimo individuo para a funcao de verossimilhanca é
F(yi,0i0:) = [ [ £(yis1035, 06) f (B:) f (015), (54)
j=1

em que Y; = (Yity - Yin,) € 0; =031, ..., 0.

Para a estimagao por maxima verossimilhanca, a fun¢ao (54) necessita ser in-
tegrada em relacao a @; e b;. A integracao em relagdo a b; pode ser solucionada via integra-
¢ao numérica, assim deseja-se obter f(y;;|b;) fo (yi516i5, bi) f(0:5)db;;. No caso Bernoulli,

necessita-se considerar y;; = 0 e y;; = 1:
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1
fyi; =0[b;) = /0 f(ij = 0105, ;) f (05)d0;

1 9‘0{1—1 1 — 91 as—1
— / (]_ — Qij/iij) Y ( ]) d@w
0

B(Oél, O[Q)
ag—1

_ /1 9%1_1(1 — 0i)*%” A0 — 0. 1 /1 9%1_1(1 — eij)arldg..
0 B(ay, as) O By, ag) N

Kij ! (a1+1)—1 az—1
= 1——> 0 6\ (1—0;;)°"1db,;

B(al,Oéz "
Py
= 1-—* B 1
B(aq, az) (a1 +1,02)
_ (1- /‘fz‘j)% + g (55)
ay + Qo
1
flos =160 = [ £l = 105,5)1(6)d8,
0
1 9{){1—1(1 _ 9“)a2—1
= Oijkij) — - db;;
| s,
_ Kij /1 9(91+1)71<1 . (9")a2_1d9"
B(Cm, 062) o 7 " "
liz‘j
= ———B 1
B(Ozl, 042) (Oél + ,062)
= L (56)
a1+ Qo

Assim, substituindo (55) e (56) em (6) obtém-se a fungdo de verossimilhanga

para o modelo Bernoulli-normal-beta com funcao de ligagao logit ou probit dada por

L(B. D.avas) — H / H (G (et ™ o )an

041+052 051+042

1 ] »
B H/ II ooy (o)™ (L= my)on + ao] 20 f (b D)db.
i=1Y j=1

e, considerando o modelo Bernoulli-beta como um caso particular do modelo Bernoulli-

normal-beta, porém, sem a presenca do efeito aleatorio b;, a sua funcao de verossimilhanca é

dada por
N ny
T [ Kigoq \Yii [ (1 — RKij)ag + ag\ 1-vi

vgeen) = MG 50
( ! 2) EE a1 + Qo o1 + Qo

N n; 1

— i Yij 1_ i 1- sz
HHal—{—aQ(ﬁj&l) [( Kij)on + ol

=1 j=1
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nexo C: Distribuicoes condicionais a posteriori para modelos Poisson

A seguir, serao apresentadas as distribui¢oes condicionais a posteriori para os

modelos da secao 3.2.1.
Modelo 1: Poisson

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

7(Bool Bors Bro, Bi1, Y, t) o ¥1(Boo, Bor, ¥, t) N (a, bz)

em que

¥1(Boo, Bor, Y, t) = eXP{ﬁoo Z Zyzg - Z Z [exp(ﬁoo + 501%)] }

i€plac j=1 i€plac j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para Bo:

7(Bo1|Boos Bro, Bi1, Y, t) o ¥2(Boo, Bor, ¥, t) N (a, 52)

em que
¥2(Boo, Bor, Y, ) = eXP{Bm Z Zyijtij - Z Z [GXP(BOO + 501%’)} }
i€plac j=1 i€plac j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para [io:
(B0l Boo, Bot, Bi1, Y, t) o< ¥3(Bro, i1, y, t) N (a, 52)
em que
¥3(Bro, Bi1, Y, t) = exp{ﬂlo IS [eXp(ﬁlo + 511%‘)} }
i€trat j=1 i€trat j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para [i;:
(8111 Boo, Bot, Bro, Y, t) o< Ya(Bro; i1, y, 1) N (a, 52)
em que
Ya(Bro, P11, Y, t) = exp{ﬁn Z Zyijtij — Z Z [GXP(BN + 511%‘)] }
i€trat j=1 i€trat j=1

Modelo 2: Poisson-gama
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Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

7(500\501,510, Br1,0, a2, y, t) X %(ﬁoo, Bo1, 97y7t)N(a7 52)

em que
¥5(Boos Bo1, 0, y,t) = eXP{Boo Z Zyij - Z Z [szeXp(ﬂoo + 501%‘)} }
i€plac j=1 i€plac j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para Bo:
7(Bor| Boo, Bro, P11, 0, vz, y, ) o Y (oo, Bo, 0, y, t)N (a, b%)
em que
¥6(Boo, Bot1. 6, y,t) = exp{ﬁm Z Zyijtij - Z Z [szexp(@oo + 501%‘)} }
i€plac j=1 i€plac j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para [Bro:
(101500, Bors b1, 0, iz, Y, t) o P2 (Bro, P11, 0,9, 8)N(a, b?)
em que
Y7(Bro, Bu1, 0, y,t) = eXP{ﬁlo Z Zyij - Z Z [ezjeXP(ﬁlo + Blltij)] }
i€trat j=1 i€trat j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para [i1:
7(B11|Boo, Bots Bro, 0, a2, y, t) o Ps(Bro, Bi1, 0, Y, )N (a, 52)
em que
Ys(Bios B, 0,y,t) = exp{ﬁn Z Zyijtij - Z Z [Qz‘jeXp(ﬁlo + 511%‘)] }
i€trat j=1 i€trat j=1
Distribui¢ao condicional completa a posteriori para 05, 1 = 1,...,N, j =
]_, , 1yl

W(QijWoo,5017510,51179(@),@2,9,@ X

Gama(ylj +ayt, ayt + exp(Boo + Bgltij)>, se 1 € placebo
x

Gama(yij +ay !, ayt + exp(Buo + 511%‘)), se 1 € tratamento.
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Sendo e(U) = (6)11, c. ,017”7 Ce ,91‘1, .

Distribuicao condictonal completa a posteriori para aw:

7T<052|5007 Bot, B0, B11,0, Y, t) X Gama(c, d)wg(azy 9)

em que

¢9(a2, 9)

N N
exp{ — a; nay an —InI(ayt) an}
]\lf:lni 1;1 U
X exp{(a;l — 1)221119” — az_lzzew}

i=1 j=1 i=1 j=1

Modelo 3: Poisson-normal

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

7T(500|5017 Bio, P11, b, 02; Yy, t) X @/)10(500; Bo1, b, y, t)N(a, b2)

em que

¥10(Boo, o1, b, y, t) = eXP{ﬁoo Z Z Yij — Z Z [exp(ﬁoo + b + ﬁmtzj)] }

i€plac j=1 i€plac j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para Bo:

7T(501|5007510, Bi1, b, 02, Y, t) X 77/111(/8007 Bot, b,y,t)N(a, 52)

em que

Y11(Boo, Bor, b, y, t) = exp{ﬁol Z Z Yitij — Z Z [eXp(ﬁoo + b + 501%‘)] }

i€plac j=1 i€plac j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para Pio:

7(510\5007501, P11, b, 0'27 Yy, t) X ¢12(510, B, b,y,t)N(a, 52)

em que

Y12(Bo, B11, b, Y, t) = exp{ﬁlo Z Zym - Z Z [exp(ﬁm + b + 511%’)} }

i€trat j=1 i€lrat j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para [iy:

W(ﬁnwom Bot, 1o, b, 0'27 Y, t) X ¢13(5107 P11, b, y, t)N(a, 52)

v b1, 005415 Oingy o, O -

y ONny )-



em que
Y13(Bi0, fr1, b, y, t) = exp{ﬂn Z Z Yijlij — Z Z [GXP(Bm +b; + 511752‘]‘)] }
1€trat j=1 i€trat j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para b;, 1 =1,... N:

7(bi|Boo, Bot, Bro, it b(i)7027y7t) X

b2 n; n; 1
exXpy — 50z +0i D5l Yip — D [exp(ﬁoo +b; + ﬁmtij)] ., se i€ placebo
2 X n; .
expy — 2% + b Z;”:l Yij — > oo [exp(ﬁlo +0b; + 511%‘)] . se 1 € tratamento.

J=1

Sendo b(z) = (bl, c. 7bi—17bi+17 . ,bN).

Distribuicao condicional completa a posteriori para o:

N
N b?
7r(g2|5007 Bo1, P10, P11, b, Yy, t) x Gamalnversa (5 +g,h+ Z 5’) )
i=1

Modelo 4: Poisson-normal-gama (Combinado)

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

7T<ﬁ00|ﬁ017 B0, P11, 0, b, oz, 027 vy, t) X %4(5007 Bo1,0,b,y, t)N(a7 bz)

em que

Y14(Boo, Po1, 0, b,y,t) = eXP{ﬁoo Z Z:yij - Z Z [szeXp(ﬁoo +b; + 501%’)} }

i€plac j=1 i€plac j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para o :

77(501|500, Bio, P11, 0, b, g, 02, y7t) X ¢15(500,501, 0,b, yvt)N(av 52)

em que

115

Y15(Boo, Bo1, 0, b, y,t) = exp{ﬁm Z iyijtij - Z 2 [szexp(ﬂoo +b; + 501%‘)} }

i€plac j=1 i€plac j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para Bro:

W(ﬁwWoo; Bot, 11,0, b, oz, 027 y,t) X ¢16<6107ﬁ117 0, bayvt)N(a’a b2)
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em que
¢16(5107511, 0,b, y,t) = eXP{Blo Z Zyz’j - Z Z [QijeXp(ﬁm +b; + 511%‘)} }
i€trat j=1 i€trat j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para [17:
77(511‘5007 ﬁ017 5107 07 b7 a2, 027 Yy, t) X w17(ﬁ107 ﬁlla 07 b7 Yy, t)N(a’7 b2)
em que
Y17(Bro, P11, 0, b, y, t) = eXP{ﬁu Z Zyijtij - Z Z [ezjexp(ﬁlo + b + 511%‘)} }
i€trat j=1 i€trat j=1
Distribui¢ao condicional completa a posteriori para 6;;, © = 1,...,N, j =
1, . ,NG.
77(9'[]‘|ﬁ00760176107ﬂ117o(ij)ab7 Oé2a02,yat) X
Gama(yij +ay !, ayt + exp(Boo + bi + B{Jltij)>7 se 1 € placebo
X

Gama(yzj +ayt, ayt +exp(Bio + b + 511%‘)), se 1 € tratamento.

Sendo 0(”) = (6)11, . ,an“ e ,91‘17 e 76ij—176ij+17 e ,emi, Ce ,8]\[1, e ,GNnN).

Distribuicao condicional completa a posteriori para b;, 1 =1,..., N:

7T<bi|6007501a/6107511707b(i)7a270_27yat) X

2 n; n; .
expy — 2% +0i D 5 Vi — D [Gijexp(ﬁoo +b; + /Boltij)] , se 1 € placebo

x
exXpy — % +0i Y Yig — Dk [eijexp(ﬁlo +b; + ﬁntij)] , se i € tratamento.
Sendo by = (b1, ..., bi—1,bi41,...,bN).
Distribuicao condictonal completa a posteriori para aw:
(2| Boo, Bor, Bro, i1, 0, b, 0%, y, ) o< Gamal(c, d)i)15(as, )
em que

N N
(e, 0) = exp{ — a5 'nay Z n; — Inl'(ay*) an}
i=1 i=1
N

n; N ny
X exp{(&Ql — 1)ZZII19U — &212201‘j}.

i=1 j=1 i=1 j=1
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Distribuicao condicional completa a posteriori para o:

N
N b?
7T-(0-2|ﬁ007 6017 6107 ﬁlh 07 b7 a2,Y, t) x Gamalnversa (? + g, h + § é) .
=1
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nexo D: Distribuigoes condicionais a posteriori para modelos Bernoulli

A seguir, serao apresentadas as distribui¢oes condicionais a posteriori para os
modelos da secao 3.2.3. Seja A o grupo de individuos que receberam o tratamento A e B o
grupo de individuos que receberam o tratamento B.

Modelo 1: Bernoulli

Considerando a funcao de ligacao logistica tem-se:

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

7(BoolBots Bros Bit, Y, t) o< ¥1(Boo, Bor, ¥, t) N (a, b?)

em que
n; n; .
¥1(Boo, Bor, Y, t) = exp(foo Z Z Yij) H H [1 + exp(Boo + 50115]‘)} .
i€A j=1 i€A j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para o :
7 (Bo1|Boo, Bro, Bi1, Y, t) o Y2 (Boo, Bor, y, t)N (a, b%)
em que

¥2(Boo, Bor» Y, t) = exp(Bor Z Z Yiit;) H H [1+ exp(Boo + Boit;)] -

i€A j=1 i€A j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para PBio:

7(B10lBoo, Bot, B1, Y, t) o< ¥3(Bro, 11, y. t)N(a, b?)

em que
n; n; .
¥3(Bro, 11, Y, t) = exp(fio Z Z Yij) H H [T+ exp(Bio + Buty)]
i€B j=1 i€B j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para [17:
(8111800, Bots Bro, Y» t) o Ya(Bio, Bur, y, t)N(a, 52)
em que

Ya(Bro, Bi1, Y, t) = exp(Bn Z Z Yijt;) H H [1+ exp(Bo + But;)] -

i€B j=1 i€B j=1
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Considerando a fungdo de ligagao probit, em que ®(z) = [ _(27) " ?exp [ —
t2/2]dt, tem-se:
Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo € Bo1:

7(BoolPo1s Bros b1, Y, t) = m(Bor|Boo, Bro, Bi1, Ys t) o< ¥s5(Boos Bors Y, t) N (a, b2>

em que

¥5(Boos Bor, y, H H (Boo + Bort;)]" [1 — ®(Boo + Bort;)¥] "

i€A j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para Pig € [11:

W(ﬁwWoo; Bot, P11, y,t) = W(ﬁn’ﬁooa 501751072%'5) (8 1/16(510, 5117?/,'5)]\[(@7 bz)

em que

¢6(5107 6117 y,t H H 610 + ﬁllt ):|yij [1 N q)(ﬁlﬂ + ﬁlltj)yij] 1—-yi;

i€B j=1
Modelo 2: Bernoulli-beta
Considerando a fun¢ao de ligacao logistica tem-se:

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

W(ﬁoo’ﬁm, Bio, Bi1, 0, o, 0427y7t) X %(50075017 0.,b, y>t)N(aa 52)

em que

Boo g Boo+Po1t; 1—yi;
e Yij e J Yij
U (oo Bor, 6,b,9,1) HH(1 ) (i)

Distribuicao condicional completa a posteriori para Bo:

77(501!500,310,511,9,0417042,%& X ?ﬂs(ﬂoo’ﬁm,ey bvyvt)N(aa bz)

em que

Bo1t; i Boo+Po1t; 11—y, s
e Yij e J Yij
¢8(6007ﬁ01a07bay7 HH(]__'_eﬁOOJFBOlt ) (1_0ij—1+6500+501tj> .

Distribuicao condicional completa a posteriori para Big:

W(ﬁmWooa Bot, 11,0, oy, g, y7t) X 1/’9(5107511, 0, y,t)N(a, b2)
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em que

B1io » Bro+b11t; 1—y;4
e Yij e j Yij
¢9(6107 fi1,0,y, H H <1 + eProtbut; > (1 - eijl + eﬁm-ﬁ-ﬁutj) .

Distribuicao condicional completa a posteriori para [i1:

7T(511|500, Bot, Bio, 8, a1, a2, Y, t) X 1/)10(510, B11,0, v, t)N(% 52)

em que
ot i 0.00) =TT () (1= )
i=1j
Distribui¢ao condicional completa a posteriori para 0;;, © = 1,...,N, j =
1,...,n;:
(em‘ﬁom Bot, Bo, 511, ), O, 02, Y, ) X wll(BOOa Bot, B0, B11,0,y, t)Beta(yij + aq, 042)
em que

17 ..
Boo+Po1t; Yij .
<1 - 0¥> , se i€A

J 14 ¢PootPo1t;

17 ..
B10+B11t; Yij .
<1—0~e—3.> , se i€B.

Y 14 Pro+h11ty

Y11(Boos Pot, Bro, P11, 0,y t) o

Sendo 0(,]) = (6)11, ce 701”17 ce ,9,‘1, .. '76ij—17€ij+17 ce 79inia SN 70]\[1, PN 70NnN>-

Distribuicao condictonal completa a posteriori para o :

W(Oél\ﬂooaﬁm,ﬁm, b1, 0, a2, y, t) X Gama(c, d)B(Oél, 042)?/112(041, 0)

em que
N n;
1/112 i, 0 1_[1_[9a1 g
=1 j=1
Distribuicao condictonal completa a posteriori para aw:
(2| Boo, Bo1, Bros Br1, 6, a1, y, t) o< Gamal(c, d) B, ag)iz(a, 0)
em que

N n;

?/113 ay, 0 HH9a2 g

=1 j=1
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Considerando a fungdo de ligagao probit, em que ®(z) = [ _(27) " ?exp [ —
t2/2]dt, tem-se:

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo € Bo1:

7T(500|501, Bros P11, 0, a1, o, Y, t) = 77(501|500, B0, 11,0, a1, 042,y>t) (8 %4(5007501, 0, yvt)N(av 52)

em que

N n;

Ura(Boo, Bor, 0,9, 8) = [ T [T [@(Boo + Bont)]™ [1 = 0452 (Boo + Bont)] ™.

=1 j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para Pig € [11:

W(ﬁlo’ﬁom 6017 ﬁll? 07 a1,02,Y, t) = ﬂ-(ﬂll’ﬁOOa 6017 6117 07 ay,09,Y, t) X 2blf)(ﬁl(]? Blla 07 Yy, t)N(aa b2)

em que
N n;
V15510, B11, 0, y, H H (Bio + Buit; )}y” [1 —0,;®(B10 + 51115]-)]‘1/”.
=1 j=1
Distribui¢ao condicional completa a posteriori para 05, 1 = 1,...,N, j =
]_, ey Nyl

7T(9ij|5007 Bots Bros Piis 0(1’3’)7 oy, g, Y, ) o< Pi6(Boo, Bot, Bro, f11, 0, Y, t)Beta(yij + o, )
em que

[1 — 0,9 (Boo + 501t‘)]1_yij7 se 1€A

¥16(B00; Bot, Bo, P11, 0,1y, t) x 1—y; .
[1 —0,;9(B10 + Pt )} Y se i€ B.

Sendo 9(13) = (911, e ,Hlm, RN ,92‘1, Ce ,eijfl,ei]qu, RN ,Qmi, T ,6]\[1, RN ,QNnN).

Distribuicao condicional completa a posteriori para aq:

(o |500= Bo1, Bro, b1, 0, a2, y,t) o< Gama(c, d) By, as)hir(y, 0)

em que

N n;

i7(aq, 6 1_[1_[9061 g

=1 j=1
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Distribuicao condicional completa a posteriori para aw:

7T(052‘6007ﬁ017B107 b1, 0, a1, y, t) X Gama(c, d)B(Oél, 042)?/118(042, 0)

em que

N n;

¢18 Q3,0 HH9a2 "

=1 j=1

Modelo 3: Bernoulli-normal
Considerando a funcao de ligacao logistica tem-se:

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

77(500\5017510, P11, b, 027 Yy, t) X ¢19(500, Bot, b,yJ)N(a, b2)

em que

1

Y19(Boo, Bor, b, y, t) = exp 50022%; HH + exp(Boo + bi + Boit;)]

€A j=1 €A j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para o :

77(501|5007510, Bi1, b, 02, Y, t) X ¢20(/6007 Bot, b,y,t)N(a, 52)

em que

Y20(Boo, Bot, b, y, t) = exp(Bor Z Z Yijtj H H + exp(Boo + bi + Boit; )} '

i€A j=1 i€A j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para [io:

7T(510|5007501, Bi1, b, 02; Yy, t) X @/)21(510, B, b,y,t)N(a, 52)

em que

Ya1(Bi0, Bu1, b, y, t) = exp(Big Z Z Yij) H H [1+ exp(Bio + b + Buit;)] -

i€B j=1 i€B j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para [i;:

7T(511|500>501; B1o, b, 0'27 Y, t) X ¢22(5107 Bii, b,y,t)N(a, bz)



123
em que

¥22(B1o, Pi1, b, y, t) = exp(Bn Z Z Yijt;) H H [1+ exp(Bio + i + But;)] -
i€B j=1 i€B j=1

Distribuicao condicional completa a posteritori para b;, 1 =1,..., N:

7(bi| Boo, Bot, Bro, it b(i)7027y7t) X

exp (— 202 + >0 biyig) TTy [+ exp(Boo + bi + 50175]-)]71, se 1€ A
exXp ( 202 + Z] 1 zyz]) H;%:l [1 + eXp<ﬂ00 + bl + 501%‘)] B

XX

1, se 1€ DB.
Sendo b(z) = (bl, Ce ,bifl,blqu, ce 7bN)~

Distribuicao condicional completa a posteriori para o :

b2
7T(02|5007 Bot, Bros P11, b, y, t) X Gamalnversa( +g,h+ Z é)

Considerando a fungdo de ligagao probit, em que ®(z) = [* (2m)"?exp [ —
t2/2]dt, tem-se:

Distribuicao condicional completa a posteriori para Poo € Boi:

7T(500|501, Bio, P11, b, 02, yi) = 7T(/601|5007510a Bi1, b, 02, Y, t) X %3(5007 Bot, b7y7t)N(a7 52)

em que

V93(Boos Bor, by, t H H (Boo + bi + Boit; )]yij [1 — ®(Boo + bi + 501tj)yij} 1—yij

i€A j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para Biog € [11:

7(B10] 800, Bor, Bi1, b, 7, y, t) = 7(B11| Boo, Bot, Bio, b, 02, Y, ) o< 24(Bro, Bi1, b, y, t)N(a, b?)

em que

V21(Bro, fr, byy, ¢ H H (Bro + bi + But; ﬂyij [1 — ®(Bro + b; + 511tj)yij} o

icA j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para b;, 1 =1,..., N:

7(bi|Boos Bots Bro, Piis b(i)70-27y7t) X
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exp ( j= L zyw) H;lel [1 + exp(foo + bi + Boﬂfj)}_l, se 1€ A

[0 ¢
n; —1 .
exXp ( - 2;2 + Zj:l bz‘yij) Hj:l {1 + exp(Boo + b; + 601753‘)} , se 1€ DB.

Sendo b(z) = (bl, .. -;bi—labi+17 .. .,bN>.

Distribuicao condicional completa a posteriori para o°:

b2
(02| Boo, Bor, Bros Bi1, b, Y, t) o Gamalnversa( +g,h+ Z é)

Modelo 4: Bernoulli-normal-beta
Considerando a funcao de ligacao logistica tem-se:

Distribuicao condicional completa a posteriori para Boo:

W(ﬁooWOb Bro, i1, 6, b, a1, o, 027 Yy, t) X 1/125(5007 Bo1,0,b,y, t)N(C% 52)

em que

Boo y Boo+bi+Po1t; 1—yi;
€ Yij (& J Yij
w25(6007/601707b7y7 HH <1+6600+bi+501tj> <1 _eij1+6500+bi+601tj) .

i=1 j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para o :

7T(601|ﬁ007510; Br1,0,b, ay, oz, 027?/775) & 1/126(5007501, 0, b,y,t)N(a, b2>

em que
N n; eboit; i eBoo+bi+Port 1—yij
¥26(B00, Bot, 6, b, y, ) HH <1+6500+bi+501tj) (1—0ij1+6500+bi+601t]_) :
=1 j—
Distribuicdo condicional completa a posteriori para Pio:
(B0l Boos Bot, P11, 0, b, o, ag, 02729775) o Ya7(Bo, B11, 6, b,y,t)N(a, bz)
em que

N ny

@ B1o . B1o+bi+pP11t; 1—q;

(& Yij (& J Yij

w27(610’ P, 0,b, Y t) - II II (1 + 651o+bi+511tj) (1 o eijl + 6510+bi+511tj> :
i=1 j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para [i;:

7T(511|500>501, B0, 0,b, a1, oz, 02,y,t) (S8 ¢28(ﬁ107ﬁ117 0, b,y,t)N(a, bz)
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em que
Biit; g B1ro+bi+pP11t; 1—ys;
e J Yij e J Yij
vas(u0. 500,590~ T[T () (= bt )
=1 j=1
Distribui¢ao condicional completa a posteriori para 05, 1 = 1,...,N, j =
]_, e, Nyl

W(9¢j|500,5017 Bro, Bt 0(1‘]‘)7 b, ay, an, 027 y7t> (8 ¢29(51075117 0,0, y7t>Beta(yz’j + aq, Oéz)

em que
Boo+bi+Bo1t; 1=yij .
( — Gijeﬁ—J> se 1€A
14 eP00+bi+Bo1t; )
@529(510,/61179,17,%15) X +§10+bi+ﬂ11tj] 1—yij )
1—-0, 45—+ se 1€ B.
J 14eP10tbitP11t; ’
Sendo 9(”) == ((911, e ,(91”1, oo ,92‘17 SN ,Qij_l, ‘91']'4_1, oo ,92‘”“ e ,‘91\[1, e ,QNnN).
Distribuicao condicional completa a posteriori para b;, 1 =1,..., N:
7(bi| Boo, Bot, Bro, 11, 6, b(i)7061,0427027y7t> X
n bzyu—biz Boo+bi+Bo1t;) Vi efootoithort; \ 17V -
~ H] 1€ (1+€ ]) 1_9’7W , Se 1 €A
n; biyi bi+Bu1t;\ Vi Bro+oi+put; |\ 1TV :
Hj:1 ebivii— (1 + eProtbithn ) J (1 — 0ij—1i3510+bi+511tj , se 1€B.
Sendo b(z) = (bl, ce ,bi_l, bi-l—la c. >bN)~
Distribuicao condicional completa a posteriori para oq:
2
7(1|Boos Bots Bros Br1, 0, b, g, 07, y, t) o< Gama(e, d) By, az)izo(aq, 0)
em que
N n;
1
Y30(as, 0 H H Hm .
=1 j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para aw:
2
(2| Boos Bots Bros Br1, 8, b, 1,07, y, t) o< Gama(ce, d) By, az)isi(az, 0)
em que

N n;

V31 (a2, 0 1_[1_[9062 h

=1 j=1
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Distribuicao condicional completa a posteriori para o°:
N N p2
7T(0-2|5007 6017 /8107 /6117 07 ba 02,Y, t) X GamaInversa (5 + g, h + Z El) .
i=1

Considerando a fungao de ligagio probit, em que ®(z) = [* (2m) /2 exp [ —
t2/2]dt, tem-se:

Distribuicao condicional completa a posteriori para Bog € Poi:

7(Bool Bo1, Bros But, 6, b, ar, az, 0%, y, t) = w(Bo1|Boos Bro, Bi1, 0, b, ar, g, 0, y, ) o< ¥az(Boo, o1, 0, b, y, t)N(a, b*

em que
N n;
V32(Boo, o1, 0, b,y,t) = H H [@(500 +b; + 501tj)]y” [1 — 0;;®(Boo + bi + ﬁoﬂfj)]yu-
i=1 j=1

Distribuicao condicional completa a posteriori para B e [i1-

7T(610|B007 5017 6117 07 b7 aq, 0, 027 Yy, t) = W(ﬁll‘ﬂOO? BOl? 5117 07 b7 aq, Qg 027 vy, t) X ¢33<5107 ﬁll; 07 b7 vy, t)N(CL, b2

em que
N n;
V33(S10, B11,0,b,y,t) = H H [@(Bio + bi + Buat;)] " [1 — 0,;8(Bro + bi + Buat;)] ™.
i=1 j=1
Distribui¢ao condicional completa a posteriori para 6;;, © = 1,...,N, j =
1, eyl

(0351800, Bov, Bro, P11, 0(ij), b, aa, 0%y, t) o ¥34(Biro, P11, 6., b, y, t)Beta(yi; + ay, o)
em que

[1 — theta;j ®(Boo + b; + 50175]-)] ky”, se 1€ A

V34(Br0; B11,0, b, Y, t) o T
[1 — theta;;®(Bio + b; + 511tj)] Y, se 1€B.

Sendo 0(1]) = (911, Ce ,Hlnl, e ,01'1, .. .,Qij_l,é?ijﬂ, e ,emi, e ,9]\]1, e ,QNnN).

Distribuicao condicional completa a posteriori para b;, 1 =1,... N:

7T<bi|60076017610;511707b(i)7a270-27y7t) X

eXp 4§y — 2bi2} _ [(I)(ﬁ()() + bz + ﬁ(]ltj)}yij [1 — 9@‘@(500 + bl + 501tj>]yij, se 1€A

{ o H;ll—l
exp { B 2132 } H?zl [(I)(ﬁm +b; + ﬁntjﬂyij [1 —0;;P(Pro + b; + 51115]-)]%, se i€ B.




Sendo b(z) = (bl, .. 7bi—1,bi+1; R ,bN).

Distribuicao condicional completa a posteriori para oo :

7T(CY1\500> Bo1, Bio, Bi1, 0, b, ag, 02, Y, t) X Gama(q d)B(alv a2)¢35(0z1, 9)

em que
N n;
V35(1,0) = HHGM g
i=1 j=1
Distribuicao condicional completa a posteriori para aw:
(| Boo, Bors Bro; B, 0, b, o, 02, y,t) o< Gama(c, d) B(a1, aa)zs(az, 0)
em que
N n;
V36(ara, 0 HHQO@ g
=1 j5=1

Distribuicio condicional completa a posteriori para o:

2
7T(C7215007 /8017 5107 ﬁlla 07 b7 a1, 02,Y, t) X GamaInversa( + g, h + Z EZ)
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APENDICES
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Apéndice A: Programas WinBUGS para modelos Poisson

Modelo 1: Poisson
model {
for (iin1: N){
for(j in 1 : M){

y|i,j] ~ dpois(lambdali,j)
lambdali,j|< —exp((int0-+slope0*t[j])*(1-trt[i])+
(int1+4slopel*t[j])*(trtli]))

}
int0 ~ dnorm(0.0,0.000001)

slope0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
intl ~ dnorm(0.0,0.000001)
slopel ~ dnorm(0.0,0.000001)
ds< — slopel-slope0

rs< — slopel /slope0

}

Modelo 2: Poisson-gama
model {
for iin1: N){
for(jin 1 : M){

v|i,j] ~ dpois(lambdali,j])
lambdali,j]< —teta[i,j]*exp((int0+slope0*t[j])*(1-trt[i])+
(int1+4slopel*t[j])*(trtli]))

tetali,j| ~dgamma(alpha,alpha)

1
int0 ~ dnorm(0.0,0.000001)

slope0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
intl ~ dnorm(0.0,0.000001)
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slopel ~ dnorm(0.0,0.000001)
alpha< —1/beta

beta ~ dgamma(0.001,0.001)
ds< — slopel-slope0

rs< — slopel /slope0

}
Modelo 3: Poisson-normal
model {
for iin1: N) {
for(jin 1 : M){
y|i,j] ~ dpois(lambdali,j)
lambdali,j]< —exp((int0+b[i]+slope0*t[j])* (1-trt]i])+
(int1-+Dbli]+slopel*t[j|)*(trt[i]))
}
bli] ~ dnorm(0,tau)
}
D < —1/tau

tau ~ dgamma(0.0001,0.0001)
int0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
slope0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
intl ~ dnorm(0.0,0.000001)
slopel ~ dnorm(0.0,0.000001)
ds< — slopel-slope0
rs< — slopel /slope0
}
Modelo 4: Poisson-normal-gama
model {
for (iin1:N){
for(jin 1 : M){
yl[i,j] ~ dpois(lambdali,j)
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lambdali,j|< —tetali,j|*exp((intO+b[i]+slope0*t[j])* (1-trti])+
(int1-+b[i]+slopel*t[j]) * (trt[i]))
tetali,j] ~ dgamma(alpha,alpha)

}

bli| ~ dnorm(0,tau)

J

alpha< —1/beta
beta ~ dgamma(0.001,0.001)
D <—1/tau
tau ~ dgamma(0.0001,0.0001)
int0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
slope0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
intl ~ dnorm(0.0,0.000001)
slopel ~ dnorm(0.0,0.000001)
ds< — slopel-slope0
rs< — slopel /slope0

}
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Apéndice B: Programas R para modelos Poisson - pacote Dclone

Bibliotecas necessarias:
require(dclone)
require(rjags)

require(coda)

Definir N, M, y, trt e t
dat<-list(N=N,M=M,y=y,trt=trt,t=t)

A seguir os passos para cada um dos modelos:

Modelo 1: Poisson
p.model <- function(){
for (iin 1: N){
for(jin 1 : M){
y[i,j] ~ dpois(lambdali,j])
lambdali,j]< —exp((int0+slope0*t[j])*(1-trt[i])+
(int1-+slopel*t[j])*(trt[i]))

}

int0 ~ dnorm(0.0,0.0001)
slope0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
intl ~ dnorm(0.0,0.0001)
slopel ~ dnorm(0.0,0.000001)

}

pmod.jg< —dc.fit(dat,c("int0","int1","slope0","slopel","alphal™,"alpha2"),p.model,
n.clones=c(1,10,25,50) , multiply="N", unchanged="M" n.adapt = 5000, n.update = 1000,
thin = 50, n.iter = 50000, flavour = "jags")
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Modelo 2: Poisson-gama
pg.model <- function(){
for (iin 1: N){
for(jin 1 : M){

yli,j] dpois(lambdali,j])

lambdali,j|< —teta|i,j]*exp((int0+slope0*t[j])*(1-trt[i])+

(int1-+slopel*t[j])*(trt]i]))

tetali,j]~dgamma(alphal,alphal)

}

int0 ~ dnorm(0.0 , 0.0001)
slope0 ~ dnorm(0.0 , 0.000001)
intl ~ dnorm(0.0 , 0.0001)
slopel ~ dnorm(0.0 , 0.000001)
alphal< —1/alpha2

alpha2 ~ dgamma(0.001,0.001)
}

pgmod.jg<-dc.fit(dat, c¢("int0","int1","slope0","slopel","alphal","alpha2") pg.model,
n.clones=c¢(1,10,25,50) , multiply="N", unchanged="M" n.adapt = 5000, n.update = 1000,
thin = 50, n.iter = 50000, flavour = "jags")

Modelo 3: Poisson-normal
pn.model <- function(){
for (iin 1: N){
for(jin 1 : M){
yli,j] ~ dpois(lambdali,j])
lambdali,j]< —exp((int0+b[i]+slope0*t[j])* (1-trt[i])+
(int1-+b[i]+slopel*t[j]) *(trt[i]))

}
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bli]~dnorm(0,tau)
}
int0 ~ dnorm(0.0 , 0.0001)
slope0 ~ dnorm(0.0 , 0.000001)
int1l ~ dnorm(0.0 , 0.0001)
slopel ~ dnorm(0.0 , 0.000001)

D< —1/tau
tau ~ dgamma(0.0001,0.0001)
}

pnmod.jg<-dc.fit(dat, c("int0","int1","slope0","slopel","D","tau"),pn.model,
n.clones=c(1,10,25,50) , multiply="N", unchanged="M" n.adapt = 5000, n.update = 1000,
thin = 50, n.iter = 50000, flavour = "jags")

Modelo 4: Poisson-normal-gama
c.model <- function(){
for (iin 1: N){
for(jin 1 : M){
y[i,j] ~ dpois(lambdali,j])
lambdali,j|< —tetali,j|*exp((intO+bli]+slope0*t|j])* (1-trt[i])+
(int1+bli]-+slopel*t[j])*(trtli]))
tetali,j] dgamma(alphal,alphal)
}
bli| dnorm(0,tau)
}
int0 ~ dnorm(0.0 , 0.0001)
slope0 ~ dnorm(0.0 , 0.000001)
intl ~ dnorm(0.0 , 0.0001)
slopel ~ dnorm(0.0 , 0.000001)
alphal< —1/alpha2
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alpha2 ~ dgamma(0.001,0.001)

D< —1/tau
tau ~ dgamma(0.0001,0.0001)
}

cmod.jg<-dec.fit(dat, c("int0","int1","slope0","slopel","alphal”,"alpha2","D" "tau"),
c.model n.clones=c(1,10,25,50) , multiply="N", unchanged="M" n.adapt = 5000, n.update
— 1000,

thin = 50, n.iter = 50000, flavour — "jags")
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Apéndice C: Programas R para modelo Poisson-normal-gama
### FungBes para ajuste de um modelo Binomial Negativa com efeito Normal
## Func8o para simular do modelo

simula <- function(beta, phi,tau, X, n.bloco,n.rep){

b <- rep(rnorm(n.bloco,0,sd=tau),each=n.rep)

eta <- XYxJbeta + Db

mu <- exp(eta)

p <- phi/(mu+phi)

y <- rnbinom(length(p),size=phi,p=p)

saida = data.frame(y=y,X=X,id=rep(l:n.bloco,each=n.rep))

names (saida) <- c("y","Intercepto","Trat","Tempo","Trat:Tempo","id")
return(saida)

}

### Verossimilhanga para um bloco
vero.bloco <- function(b,beta,phi,tau,X,y.vetor){
phi <- exp(phi)
tau <- exp(tau)
eta <- as.matrix(X)%+*%beta + b
mu <- exp(eta)
p <- phi/(mu+phi)
11 <- exp(sum(dnbinom(y.vetor,size=phi,p=p,log=TRUE)) + dnorm(b,0,sd=tau,log=TRUE))
return(1l)
}

## Verossimilhancao por GAUSS-HERMITE
vero.gauss <- function(b0O,bl,b2,b3,phi,tau,dados,grid.pontos){
X.bloco <- split(dados,dados$id)
11 <- cQ)
for(i in 1:length(X.bloco)){
11[i] = gauss.hermite(vero.bloco,grid.pontos=grid.pontos,
beta=c(b0,b1,b2,b3) ,phi=phi,tau=tau,X=X.bloco[[i]]1[-c(5,6)],y.vetor=X.bloco[[i]]$y)
}
saida <- sum(log(1ll))

print (round(c(b0,bl,b2,b3,phi,tau,saida),3))
return(-saida)

}

### Integragdo por Gauss Hermite
gauss.hermite <- function(funcao,grid.pontos,...){
f.nodes <- ¢()
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nodes <- grid.pontos$nodes
normalizacao <- exp(-nodes~2)
for(i in 1:length(nodes)){

f.nodes[i] <- funcao(b=nodes[il,...)}

#f .nodes = apply(as.matrix(nodes),1,funcao,...)

integral <- sum(grid.pontos$weights+*f.nodes/normalizacao)
return(integral)

HHES S HHH S HHH S RS S R S
h.x <- function(b, beta, phi,tau,X,y.vetor){

eta <- as.matrix(X)%*%beta + b

mu <- exp(eta)

phi <- exp(phi)

tau <- exp(tau)

p <- phi/(mu+phi)

11 <- sum(dnbinom(y.vetor,size=phi,p=p,log=TRUE)) + dnorm(b,0,sd=tau,log=TRUE)
return(11)
}

integra.laplace <- function(funcao,...){
integral <- -9999
temp <- try(optim(0,funcao,...,
method="BFGS", hessian=TRUE,control=1ist(fnscale=-1)))

if (class(temp) != "try-error"){
integral <- exp(temp$value)* (exp(0.5*Llog(2*pi) - 0.5*log(-temp$hessian)))}
return(integral)

vero.laplace <- function(b0,bl,b2,b3,phi,tau,dados){
X.bloco <- split(dados,dados$id)

11 <- cQ)

for(i in 1:length(X.bloco)){

11[i] = integra.laplace(h.x,beta=c(b0,bl,b2,b3),phi=phi,
tau=tau,X=X.bloco[[i]] [-c(5,6)],y.vetor=X.bloco[[i]]1$y) }
saida <- sum(log(1l))

return(-saida)

by

A R
## Programa a fungdo marginal ##########R#HHHHEHFHHHHHHHHHEEEEE T3
HHEF S HHH SRS RS RS S S
simula.poisson <- function(b0,tau,n.bloco,n.rep){

b <- rep(rnorm(n.bloco,0,sd=tau))

eta <- b0 + b
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lambda <- exp(eta)

y <- matrix(NA,n.bloco,n.rep)

for(i in 1:n.bloco){

y[i,] <- rpois(n.rep,lambda[i])}

dados <- data.frame(y=as.vector(y),X = rep(l,n.bloco*n.rep),
id=rep(1:n.bloco,each=n.rep))

return(dados)

dentro <- function(t,b0,tau,X,y){

saida <- c()
for( i in 1:length(t)) {
saidalil<-(-1)~t[i]/factorial (t[i])*exp (X*bO*t[i])*exp(tau*y*t[i])*exp(0.5*tau*t[i]~2)
}

return(sum(saida))

vero <- function(b0,tau,X,y){

11=(-log(factorial(y)))*(X*bO*xy + 0.5*tau*y~2)+log(dentro(t=0:4,b0=b0,tau=tau,X=X,y=y))
return(11)

}

vero.completa <- function(b0,tau,dados){
dados.bloco = split(dados,dados$id)
n.rep <- dim(dados.bloco[[1]1]) [1]
n.bloco <- length(dados.bloco)
11 <- matrix(NA,ncol=n.rep,nrow=n.bloco)
for(j in 1:n.bloco){

for(i in 1:n.rep){

11[j,i] <- vero(b0=b0,tau=tau,X=dados.bloco[[j1]1$X[i],y=dados.blocol[[jI11$y[i])

+}
return(-sum(11))}

HEFH R AR R R R Y

## Carregando pacotes adicionais
require(statmod)

require (fOptions)

require (bbmle)

## Lendo os dados reais
dados <- read.table("dadosAJUSTE.txt",header=TRUE)
head (dados)
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## Avaliando a Verossimilhan¢a em alguns pontos

## Pontos para a integragdo por GH e QMC
pontos <- rnorm.halton(30,1)
grid.pontos <- gauss.quad(30,kind="hermite")

vero.gauss(b0=0.9,b1=-0.3,b2=-0.02, b3=0.01, phi=2.5,tau=0.9,
dados=dados,grid.pontos=grid.pontos)

vero.qmc (b0=0.9,b1=-0.3,b2=-0.02, b3=0.01, phi=2.5,tau=0.9,
dados=dados, pontos= pontos)
vero.laplace(b0=0.9,b1=-0.3,b2=-0.02, b3=0.01, phi=2.5,tau=0.9,
dados=dados)

system.time(vero.gauss(b0=0.25,b1=-0.3,b2=-0.02,b3=0.01,phi=2.5,
tau=sqrt(1.1),dados=dados,grid.pontos=grid.pontos))
system.time(vero.qgmc(b0=0.9,b1=-0.3,b2=-0.02,b3=0.01,phi=2.5,
tau=sqrt(1.1) ,dados=dados, pontos= pontos))
system.time(vero.laplace(b0=0.25,b1=-0.3,b2=-0.02,b3=0.01,
phi=2.5,tau=sqrt(1.1) ,dados=dados))

## Otimizando via bbmle

## Gauss-Hermite

modelo.gauss <- mle2(vero.gauss, start=1ist(b0=0, b1=0, b2=0,

b3=0, phi=log(1l), tau=log(1)),
data=list(dados=dados,grid.pontos=grid.pontos))

summary (modelo.gauss)

perf.gauss <- profile(modelo.gauss)

plot(perf.gauss)

ic.quad.gauss = confint(modelo.gauss,method="quad")

## Laplace

modelo.laplace <- mle2(vero.laplace, start=list(b0=0, b1=0,
b2=0, b3=0, phi=log(1), tau=log(1l)),data=list(dados=dados))
summary(modelo.laplace)

perf.laplace <- profile(modelo.laplace)

confint (modelo.laplace,method="quad")
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Apéndice D: Programas WinBUGS para modelos Bernoulli

Modelo 1: Bernoulli
model {
for iin1: N){
for(jin 1 : M){
y[i.j] ~ dbern(pili,j])
logit(pi[i,j]) <-((int0+slope0*t|j|) * (1-trt[i] )+ (int14-slopel*t[j|) * (trt]i]))

}
int0 ~ dnorm(0.0,0.000001)

slope0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
intl ~ dnorm(0.0,0.000001)
slopel ~ dnorm(0.0,0.000001)

}
Modelo 3: Poisson-normal
model {
for iin1: N){
for(jin 1 : M){
y[ij] ~ dbern(pili,j])
logit(pili,j]) <-((int0+b[i] +slope0*t[j]) *(1-trt[i] )+ (int1-+bli] +slopel*t[j]) * (trt]i]))
}
bli] ~ dnorm(0,tau)
}
D<—1/tau

tau ~ dgamma(0.0001,0.0001)
int0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
slope0 ~ dnorm(0.0,0.000001)
int1l ~ dnorm(0.0,0.000001)
slopel ~ dnorm(0.0,0.000001)

}



Apéndice E: Cbédigo SAS para modelo Poisson com preditor nao-linear logistilcéi)3
proc nlmixed data=folha qpoints=50;

title ’1. modelo Poisson’;

parms betall=3.2 betal2=3.6 betal3=4 betal4=3 betal5=3

beta21=-40 beta22=10 beta23=-10 beta24=1 beta25=-60
beta31—=83 beta32—84 beta33—85 beta34—86 betadb—87;
etal=((betall)/(1+exp(-(tempo-beta2l)/beta3l)))*(tratl);
betal2)/(14-exp(-(tempo-beta22) /beta32
/beta32
etad=((betal4)/(1+exp(-(tempo-beta24)/beta34
etab=((betal5)/(1+exp(-(tempo-beta25)/beta3s

(tratl);
eta2=( *(trat2);
*(trat3);
(tratd)
(tratd)

eta3=((betal3)/(1+exp(-(tempo-beta23

(
( ) )
( ) )
( ) )))*(tratd);
) )))*(trat5);
eta—etal +eta2-tetad+etadt-etad;

lambda = exp(eta);

model y poisson(lambda);

run;





